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Sei die lineare homogene Differentialgleichung dritter Om'dnumg
gegeben

@ . Wy yu +yu =0,

in welcher y;, ¥, ys beliebige algebraische Funktionen von x be-

deuten, so soll die Untersuchung der Form ihrer algebraischen

Integrale nach den vier Fillen gesondert werden, daB die Dif-

ferentialgleichung drei transzendente oder zwei transzendente

und ein algebraisches oder ein transzendentes und zwei algebraische,

oder endlich drei algebraische Fundamentalintegrale besitzt,
Seien

1. ty, tg tg drei transzendente Fundamentalintegrale, und
besitze die Differentialgleichung (1) ein algebraisches Integral u,,
so werden zwel dieser transzendenten Integrale t,, t, oder t,, tg
mit u; wiederum ein Fundamentalsystem bilden, da sonst aus den

Beziehungen
(2) amt]_ + aztz = 111 um& ])lt]. =|- ]ba'tg E= 111
gich die lineare Relation '
‘(azxfbm)‘tw* agty— byty =0

ergeben wiirde, was der Voraussetzung der drei trmszendemen
Fundamentalintegrale widerspricht. ‘

Wir werden somit, wenn fiir den Fall 1. em alg‘ebmls@hes
Integral existiert, auf den Fall | .

2. zuriickgefiihrt, daB die leferenma,]glemhung zwei trans-
zendente t;, t, und ein algebraisches Fumdlamemtalmtpgra][ u, besitzt.
In diesem Falle werden, wenn u, die Losung einer mit Adlgunglerung
von X, Vi, Vs, Vs irreduktibeln Glemm:hung '

(3) | u® + gy ‘(X Ymayza%,) u™ toeee pm(x,yi,yz,yg) =0

ist, in welcher p,, . . . p, rationale Funktionen der emgeschﬁ@ssmem
GroBen darstellen, bekanntlich simtliche L@Sﬂﬂg@]ﬂ Integrale ‘der
Differential glemhung (1) sein. Schliefen wir den Fall aus, daB dle
Gleichung (3) eine binomische, da8 also

1*




4 (A.11) L. Koenigsherger:

m

Wy = -ﬂ” - Fm‘(x,}'l,_\'z,}'g)

ist, s0 1st unmittelbar zu sehen, daB, wenn u, eine Losung der

Gleichung (3) ist, das transzendente Integral t, mit den beiden
algebraischen Integralen u; und u, ein Fundamentalsystem bildet,
da eine Gleichung von der Form

ty=myug 4+ myn, ,

in welcher m; wnd m, Konstanten sind, nichl bestehen kann.

Wir konnen somit die beiden ersten Fille in den folgenden
Satz zusammenfassen:

Hat eine lineare Diiferentialgleichung dritter Ord'nung ein
transzendentes Integral t;, so bildet dieses entweder mit zwei
anderen transzendenten Integralen t, und l; ein Fundamental-
system, oder, wenn die Differentialgleichung ein algebraisches Inte-
gral u; besitzi, mif einem {ranszendenten Integrale t, und einem
algebraischen Integrale von der Form

m
I

U, = ]" —fm (X'.yu }'2’}'3) )

oder endlich mit zwei algebraischen Integralen ein solches,

Es wird somit unter der Annahme eines algebraischen Inte-
grales der Differentialgleichung (1) zur Erledigung der Falle 1. und
2. nur der Fall

3. zuuntersuchen seip, in welchem die Differentia]g]eichung (1)

ein transzendentes und zwei algebraische Integrale ty, u,, v, besitzt,

Zunéchst kbnpen wieder u; und v, Lisungen von zwei ver-
schiedenen binomischen Gleichungen sein, so daB das allgemeine
Iutegral die Form hat

(L v
(4) U=t + ¢ VRI (Xz}’ia}'z-."s) T Cy ]/Rz(xaf*"h}’za}’a) )

worin R; und R, rationale Funktionen bedeuten. SchlieBen wip
diesen Fall aus, und sei u, eine zu u, gehirige Liésung der u-Glei-
chung, so kénnen zunéchst u;, u,, v, nicht drei algebraische Funda-
mentalintegrale sein, da t; ein transzendentes Integral sein sollte,
und es miite daher eine Bezichung von der Form stattfinden

(5) vy = My Uy + My, .




Die Form algebraischer Integrale linearer Differentialgleichungen. (A.11) 5

Nun kann die u-Gleichung entweder nur zwei, nicht durch multi-
plikatorische Konstanten verschiedene Lisungen besitzen, also u,
und u, die Form haben

p P _
ul=]‘/ r1+]/1'2, u2=]/l‘1—~]/1‘2 ’

worin r; und r, rationale Funktionen von x,y,, ¥, Vs bedeuten,
wihrend nach (5) v, linear mit konstanten Koeffizienten aus u,
und u, zusammengesetzt ist, oder es findet fiir jede andere Lésung
ug der u-Gleichung, da u,, u,, v, wiederum aus dem oben angege-
benen Grunde nicht Fundamentalintegrale sein kénnen, eine
lincare Beziehung statt

(6) Vi= U+ gl ,

welche in Verbindung mit (5) bei AusschluB der eben behandelten
Falle far die algebraische Gleichung in u die Eigenschaft ergeben
wiirde, dal alle ihre Lésungen homogene lineare Funktionen mit
konstantea Koeffizienten von zwei derselben u, und u, sind, wobei
dann v; in derselben Weise aus u, und wu, zusammengesetzt ist.
, Um nun die Natur der mit Adjungierung von x, Y1 Ve Vs
irreduktibeln algebraischen Gleichung in u zu untersuchen, welche
die Eigenschaft hat, daB jede ihrer Losungen eine lineare homogene
Funktion mit konstanten Koelfizienten von zwei derselben 1, und
u, ist, bilde man die lineare homogene Differentialgleichung
2ter Ordnung
u o v,

(7) uvoupu, | =0,

’ 144

’ e
| u’ug u,

von welcher w; und u, zwei algebraische Fundamentalintegrale
sind, oder
(8) v+ Yu' +Y,u=0,

in welcher zunichst Y; und Y, algebraische Funktionen sein werden.
Da aber aus der Gleichung (3) sich

=6, + ' m—i
1 =% togWy+ - - +o, 40

1 : —
UI=T0+‘EIH1+---+Tm 111?11

ergibt, worin die o und = rationale Funktionen von x, y,, y,; v, sind,
und durch Substitution in (8)
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(7o +Yy60) + (70 + Y6, + Y, )uy + (5 + Y, 6g) Ul
+o o (T + Y0 )ul =0

folgt, so wird diese Gleichung auch bestehen, wenn u, durch Uy,
Uy, . . Uy, die samtlich wegen der linearen Bezichung aller zu U,
und u, Integrale der Differentialgleichung 2ter Ordnung (8) sind,
ersetzt wird, und daher, da die Gleichheit zweier Lésungen wegen
der Irreduktibilitat der Gleichung (3) ausgeschlossen ist,

usw. sein, woraus folgt, daB die Koelfizienten Y,, Y, der Differen-
tialgleichung 2ter Ordnung, sowie die p, o, = es waren, rationale
Funktionen von X, ¥y, v,, v; sind.

Wir [inden somit, da}, wenn in einer mit Adjungicrung von
X, V1. Y2, Vs Irreduktibeln algebraischen Gleichung alle Losungen
lineare homogene Funktionen mit konstanten Koelfizienten von
zweien derselben sind, die Iineare homogene Dil’ferentia]‘gleichumg
2ter Ordnung, welche die beiden letzteren zu Fundament‘alintegrale,n
hat, Koeffizienten besitzt, welche, ebenso wie die Koeffizienten
der algebraischen Gleichung rationale Funktionen von x, Y1 Yoy Vs
sind?). Wenn daher im Falle 3. die lineare Differentialgleichung
3ter Ordnung durch die Lésungen einer mit Adjungierung vop
X, Y1, Y Ve irreduktibeln algebraischen Gleichung befriedigt wird,
in welcher simtliche Lasungen lincare homogene Funktionen von
zwelen derselben sind, so werden auch die siamtlichen Losungen
der algebraischen Gleichung in u einer homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung 2ter Ordnung

W+ Y, u +Yu=0

') Wir konnen diese Bemerkung in folgender Weise verallgemeinern -
Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung pter Ordnung, deren
Koeffizienten algebraische Funktionen y,,y,, ¥Yi, ... von x sind, ein alge-
braisches Integral besitzt welches die Losung einer mit Adjungierung von
X, ¥1, ¥a, Y3, - . . irreduktibeln algebraischen Gleichung ist, so sind bekannt-
lich simtliche Losungen dieser Gleichung Integrale jener Differentialgleichumg
e’ Ordnung; aber es werden auch umgekehrt, wenn simtliche Liésungen
einer algebraischen Gleichung, deren Koeffizienten von x und algebraischen
Funkiionen y,, ¥,, ¥3,... von x rational abhidngen, einer linearen homogenen
Differentialgleichung geniigen, die Koetfizienten dieser rationale Funktionen
VON X, ¥y, Yo, ¥3. - - - S€IN — vorausgesetzt, daB die Ordnung der Differential-
gleichung den Grad der algebraischen Gleichung in u nichl ibersteigt,
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geniigen, in welcher Y; und Y, rationale Funktionen von x, y,, ¥a, ¥3
sind. Da aber dann fiir die zwei Losungen u, und u,, welche
Fundamentalintegrale sind,

r

W

—ledx._

4 1
U1L’I2- 1]27L11 =Ce

eine algebraische Funktion, also nach dem ABELschen Satze iber
die durch Logarithmen algebraischer Funktionen ausdriickbaren
Integrale

1

fY.IdX =R (XﬂthZ:Y:-l)V

ist, worin R eine rationale Funktion bedeutet, so kinnen wir zu-
nichst aus der u-Gleichung den mit Adjungierung von X, v,, v, Vs
und W irreduktibeln Faktor absondern, der die Losung u, hat,
und es wird dann — da wir wieder den Fall der binomischen
Gleichung, also auch den der rationalen Ausdriickbarkeit von u,
durch. die bezeichneten GriBen ausschlieBen diirfen — mindestens
noch eine Losung des irreduktibeln Faktors existieren, welche
mit 1, ein Fundamentalsystem bildet, und die wir jetzt wieder u,
nennen wollen. Wir erhalten somit u, und u, als Losungen einer
mit Adjungierung von X, Vi, Va Vs, W irreduktibeln Gleichung,
deren sdmtliche Losungen die oben aufgestelite Differential-
gleichung 2t*¢r Ordnung befriedigen, und von welchen w, und u,
als Fundamentalintegrale durch die Beziehung miteinander ver-
bunden sind

s
’
W
Uy

Es ist somit u, wiederum nach dem ABELschen Satze eine
rationale Funktion von u,, deren Koeffizienten rational aus
X, Y1, Y2 V3, W zusammengesetzt sind, so daB die u-Gleichung den
Charakter einer ABELschen Gleichung besitzt; die Untersuchung
iiber die Form der Auflosung dieser Gleichung ist aber in meiner
Arbeit tber die algebraischen Integrale der linearen Differential-
gleichungen 2ter Ordnung®) néher ausgefithrt worden.

2) ,,Uber den Aserschen Fundamentalsatz der Integralrechnung II.*
Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften. Jahr-
gang 1915. 6. Abhandlung.
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Wir haben somit nur noch den Fall
4. zu behandeln, in welchem die Differentialgleichung

rrr

s .
U 4+ viu A+ vau +yau=0

drei algebraische Fundamentalintegrale besitzl, in welchen also,
wenn diese u,, vy, w,; sind,

Fa 134
u; ug Uy
2 1 -
(9) viviv, =W=e¢

. A
Wy “1 \"1.1 :

~f¥1dx
e
- als algebraische Funktion von x die Form hat
1
W=R (x) ,
worin R eine rationale Funktion bedeutet.

Selen nun u;, vy, w; Losungen der drei mit Adjungierung von
X, Y1 Y2 Ys W irreduktibeln Gleichungen

u™ + g (x,}'],}'z,ya,\‘{) ™. <0
.a S S\ .n—1

\ Tcl(x,}l,}z,ya,“)\ +.-.=0

wP 4o (X:Z"lz’.‘"zv}’av""f) W =0 ’

worin die p, g, 7 rationale Zusammenset zungen der eingeschlossenen
GroBen bedeuten, so werden wicder simfiliche Losungen dieser
drei Gleichungen Integrale dev Differentialgleichung 3ter Ordnung
sein. Nehmen wir zundchst an, daB die Losungen je einer der
dre1 Gleichungen sich nur um multiplikatorische Konstanten unter-
scheiden, dal also uy, v,, w, Losungen der binomischen Glej-
chungen sind

J u” = P (X, ¥Y1: Ve, }"3;“‘])
(11) =G (X):YIT-.YZ’ ya"'v)
[ WP o (K,Yp Yo Yawwr) ’

Ve

die mit Adjungierung der angegebenea GroBen irreduktibel sein
sollten, so wird die Determinante (9) der Differentialgleichung
3ter Ordnung, wie durch Substitution unmittelbar zu ersehen, die
Beziehung liefern '
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111

(12)‘ pha 7 =uyvywy =P (XaM,YzaYa’W) ‘, ‘

worin P eine rationale Funktion bedeutet.
Da aber, wenn zwei binomische Gleichungen

2 =r (X’ylv YzaYBvVV)‘ ’ zh =5 (X’YUyz’ya’W) ’

in denen r und s rationale Funktionen der eingeschlossenen Groflen
darstellen, eine gemeinsame Losung z, besitzen, dann auch z, einer
gleichartigen binomischen Gleichung

2 =1t (X:YnYmYza\N)

geniigt, worin d der groBte gemeinschaftliche Teiler von » und A
ist, so folgt, daB, weil die Gleichung Aten Grades irreduktibel sein
sollte, unter der Annshme » >3, » durch A teilbar sein muf}, was
auch so ausgesprochen werden kann: die binomische Gleichung
xten Grades ist stets mit Adjungierung von X, yq, Vs, Ys, W irreduk-
tibel, wenn x» eine Primzahl ist, und fir eine zusammengesetzte
Zah!l »x nur dann reduktibel, wenn sie mit einer gleichartigen bi-
nomischen Gleichung, deren Grad ein Teiler von » ist, eine Losung
gemein hat. Und hieraus ergibt sich eine Beziehung zwischen den
Gradzahlen der Gleichungen (11), welche als irreduktibel voraus-
gesetzt waren. Da namlich aus (12) durch Potenzierung mit der

"Zahl m n nach (11)

pmn

n_m

.0

wih =

folgt, so wird mn durch p, und ebenso mp durch n, und np durch
m teilbar sein, welche Beziehung analog ist der in der oben erwéhnten
Arbeit fiir binomische Integrale linearer Differentialgleichungen
oter Ordnung gefundenen, wonach diese zu gleichen Gradzahlen
gehorten. '

Da wir nun aus den oben angegebenen Griinden annehmen
diirfen, daB

i

W = R (X,Yl)v .

mit Adjungierung von X, ¥, Vi ¥s irreduktibel ist, so Werden,
wenn man mit v eine primitive vte Einheitwurze! bezeichnet, auch
die Losungen der binomischen Gleichungen, in .denen nW statt
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W' substituiert wird, Integrale der Differentialgleichung liefern.
Dieselben Schliisse, wie die fiir eine Differentialgleichung 2ter Ord-
nung benutzten, fihren daun zu dem Resultate, daB der Grad
der binomischen Gleichungen im allgemeinen der dritte sein wird.,
Schliet man namlich, wie dort, den Fall aus, daf} die rechten Seiten
der hinomischen Gleichungen nur aus einem Posten der Form
bestehen
£ (X, 71 Vo, vg) W

so folgt, wenn eine der Losungen der hinomischen Gleichung
wh = ~ (Xa Y11 ¥o, V3, q’\ﬂ:)
mit w, bezeichnel wird, der Gleichung (12) analog

Uy vyw, =Py (x, Y1 Vo, 3'3»“"]) )
oder, weil
\\'2 = Cl Ul + 02\'1 + Ca\\‘l

1st, vermoge (12), wie leicht zu sehen,

uivy, uiw,, viu,, Viwy, wiug, wiv,
als rationale Funktionen von X, Y1 ¥s, Va, W, und somit entspre-
chend aus

U, (oc'u1 + 8y, + ‘r’“’m) (a u; +hvy + CW:) =P, (XaYn Yo, yaavv)

u}, v§, w¥ als rationale Funktionen von X, Y1 Y& ¥3, W. Dep

Grad der als irreduktibel vorausgesetzten binomischen Gleichungen
ist somit im allgemeinen der dritte.

Unterscheiden sich jedoch die Lésungen der drei Gleichungen
(10) nicht nur um multiplikatorische Konstanten, sind diese also
nicht binomische, so kénnen WIT, wenn wir noch den Fall ans-
schlieBen, daB die drei algebraischen F undamentalintegrale als
Lésungen einer algebraischen Gleichung angehiren, annehmen, dafl
zwel Integrale u; und u, der u-Gleichung geniigen, wihrend vyoder
w; oder beide wieder die Losungen binomischer Gleichungen sein
kénnen. In diesem Falle werden Uy, Uy, vy oder wy, uy, W, ein Funda-
mentalsystem algebraischer Integrale bilden, da sich sonst aus den
Gleichungen

Up= oy +8vy, 1y =ou,+B,w,

gegen die Voraussetzung die lineare Relation

e




Die Form algebraischer Integrale linearer Differentialgleichungen. (A.11) 11
(a—ag)uy + Bvy—Lyw; =0

ergeben wiirde. Da aber unter dieser Annahme alle andern
Losungen der u-Gleichung, da sie der oben gemachten Voraus-
setzung wegen mit u, und u, kein Fundamentalsystem bilden
sollten, lineare Funktionen dieser beiden Integrale mit konstanten
Koeffizienten sein miissen, so ist die Untersuchung auf den vorher
behandelten Fall 3. zurtickgefithrt, fir welchen die Form der
u-Gleichung festgestellt wurde. Es bleibt somit zur Erledigung
des Falles 4. nur noch die Annahme iibrig, dafl die drei algebraischen
Fundamentalintegrale u,, Uy, ug als Losungen der mitv Adjungierung
von X, ¥y, Y, Vs, W irreduktibeln Gleichung

(13) u” + P1 (X, Y11 ¥ YE'»’V‘]) um—l +eretpy (XJYMYm Yaaw) =0

angehoren.

Nehmen wir zunéchst an, daB ¢, (X, y1, Vs V3, W) von Null
_ verschieden, und somit diese Funktion ein in dem bezeichneten
GroBen rationales Integral der Differentialgleichung 3ter Ordnung
ist, so wird diese Annahme sich allgemein dem Falle unterordnen,
daB die Differentialgleichung 3ter Ordnung drei beliebige algebra-
ische Fundamentalintegrale u,, v,, ug besitzt, von denen mindestens
eines eine rationale Funktion von X, yy, Va, Vg W ist.

Sei u, dieses rationale Integral, und macht man in der Dif-

ferentialgleichung 3ter Ordnung die Substitution

(14) u=vy, [zdx,
so geht dieselbe in die Differentialgleichung 2te* Ordnung
N 3 ’ ) 3 ’” 2 . VI
(15) z +( o +yl)z e Bt e WA L WP
uy Uy

iiber, deren Koeffizienten rationale Funktionen von X, ¥y, ¥a, Vs W
sind, und fiir welche die zugehérige Determinate W, definiert ist

durch
| /3,
Z, 7, —f( o +Y1)dx

(16)  W,=c¢ = ce =W

, 4
7y 7y . Uy

den beiden algebraischen Integralen u, und u, entsprechend sind
vermoge der Substitution (14)
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)
u U,
17 2y = —t g = L
(17) ! dx 7 dx

zwei algebraische Fundamentalintegrale der Differentialgleichung
2ter Ordnung (15).

Geniigen 2z, und z, zwei binomischen Gleichungen xten ypgd
aten Grades, so muB nach den in der ohen bezeichneten Arbeit
fir die Differentialgleichungen 2ter Ordnung ausgefithrten Unterp.
suchungen x = X sein; sind jedoeh z;, und z, Losungen einer mit
Adjungierung von X, ¥4, ¥,, ¥; und von W, oder nach (16) von W
irreduktibeln Gleichung
(18) 2%+ % (X=}?113'27}'3:V"f) 2 Sy (K'»}rlaYQaY:-!aW) =0 ’

so wird die Differentialgleichung 2ter Ordnung (15), wenn
81 (X, Y1, ¥eo: ¥s W) von Null verschieden ist, ein in X, Y15 ¥a; Vo, W
rationales Integral z, besitzen, und es wird das zu diesem Integral
gehorige Fundamentalintegral

, W, W
z =°'-Zo+.320f s Ax =0z, + Bz, —55dx
zZ uj 7

nach dem ABELschen Saize ebenfalls in x, Y1, Y2 V3, W rational
sein. Es wirde sich daher, da das allgemecine Integral von (15)
denselben Charakter hat, wegen der Irreduktibilitat von (18) der
frihere Fall der binomischen Gleichungen fiir x =% =1 ergeben,
und somit nach (17) auBer u, auch U; und uy in den bezeichneten
GroBen rational sein, so daB wir somit fiir Uy, Uy, uy auf den frithep
behandellen Fall von drei binomischen Gleichungen, hier vom
1ten Grade, zurtickgefithrt werden. Ist jedoch in der Gl\eichung (18)
81 (X, V1, ¥2, Y2, W) =0, so hat, wie in meiner fritheren Arbeit
gezeigt worden, die Differentialgleichung (15) tberhaupt kein ip
den bezeichneten GrioBen rationales Integral. Es wird sich
dann zwischen den beiden Integralen z;, und z, der Differentia]-
gleichung (15) vermige der Beziehung

W
(19) zgzle—i-{ﬂzlf s dx

uy 7g

zy als rationale Funktion von z, ergeben mit in x,y,, v, v, W
rationalen Koeffizienten, da u; in diesen GroBen rational voraus-
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gesetzt war, die Untersuchung der Gleichung (18) somit durch
die in der bezeichneten Arbeil angestellten Betrachtungen erledigt
cein — die Werte von ug und u; folgen dann aus der Gleichung (14).

Wir haben somit nur noch den Fall 4. unter der Annahme
zu untersuchen, daf die drei algebraischen Fundamentalintegrale
Uy, Us, Us ein und derselben, mit Adjungierung voa X, ¥y, Ya) Yar W
irreduktibeln algebraischen Gleichung (13) angehoren, und die
Differentialgleichung 3ter Ordnung kein in den bezeichneten Grofien
rationales Integral besitzt — es werden dann simtliche Lésungen
der Gleichung homogene lineare Funktionen von 1y, U, us mit kon-
stanten Koeffizienten sein missen.

Setzt man wieder
u= ulfzdx

in die Differentialgleichung 3ter Ordnung ein, so ergibt sich die
Differentialgleichung 2ter Ordnung (15), fiir welche ein Fundamental-
system algebraischer Integrale z, und z, durch die Gleichungen (17)
dargestellt wird, in denen u, eine algebraische, nicht, wie dort,
rationale Funktion von X, yq, s, Vs, W Ist. Sind nun z;, und 2z,
wie nach den obigen Auseinandersetzungen angenommen werden
darf, zwei Losungen der mit Adjungierung von X, ¥y, ¥a, V5, W, Uy
irreduktibeln algebraischen Gleichung — der Fall binomischer Glei-
chungen wiederum ausgeschlossen —

(20) 75 (%, 71, Yo Yo W) 27 4 oo sy (%, ¥1,¥2:¥aW,14) =0,

so werden simtliche Losungen dieser Gleichung der linearen Dif-
ferentialgleichung 2ter Ordnung (15) gentigen, und wieder nach dem
ABELschen Satze sich z, als rationale Funktion von z, ergeben
mit Koeffizienten, welche rational aus X, Vi, Yo Y3 W, Uy zusam-
mengesetzt sind.

Da sich nun aber zufolge der Beziehungen
ny=u, [2,dX, ug=u, [7,dx
u, und u; als Funktionen Voﬁ demselben Charakter in der Form
u, = R, (XvYMYZvYaaW:UuZl)v uz = Ry (11Y17Y21Y3aw,u1a Zz)

darstellen, worin R, und Rg rationale Funktionen bedeuten, ferner
z, rational in z;, und z, vermdge (17) rational in u, und u, aus-
drickbar ist, so folgt, daB . '



14 {A. 11) L. Koenigsberger:
g = R (X, ¥y, Yo, Vo, W, uy, 1)

ist, worin R eine rationale Funktion der cingeschlossenen GréBen
darstellt.

Wir finden somit, daB, wenn u,, u,, u, drei algebraische Fun-
damentalintegrale der Differentialgleichung 3ter Ordnung sind,
welche einer mit Adjungierung von x, ¥y, Vs, Vs, W irreduktibeln
algebraischen Gleichung geniigen, dann eines dieser Integrale eine
rationale Funkiion der beiden andern ist mit Koeffizienten, welche
in den bezeichneten GréBen rational sind, wahrend alle andern
Losungen der algebraischen Gleighung lineare homogene Funk-
tionen mit konstanten Koeffizienten von uy, uy, u; sind — analog
dem fur Differentialgleichungen 2ter Ordnung frither gefundenen
Satze, daB3, wenn u; und u, Fundamentalintegrale dieser und zy-
gleich Lisungen derselben algebraischen Gleichung sind, u, eine
rationale Funkfion von u,; ist, wihrend die tbrigen Losungen
dieser irreduktibeln Gleichung lineare homogene Funktionen von
u; und u, mit konstanten Koeffizienten sind.

Bevor wir die Natur dieser Gleichungen untersuchen, schicken
wir zunichst einige Bemerkungen voraus:

Sei die algebraische Gleichung
(21) f(u) = v+ pu* s pu* 24 .o 4 p =0

gegeben, in welcher py, py, . . . p, algebraische Funktionen von x
bedeuten, und sei diese mit Adjungierung jener GréBen reduktibel,
0 wird, wenn wir eine Losung derselben mit u, bezeichnen, und
die gleichartige Gleichung niedrigsten Grades, welche ebenfalls die
Losung u, hat,

(22) W g qut gy = 0

ist, diese mit Adjungierung jener algebraischen Funktionen von
x irreduktibel, und daher alle ihre Losungen auch Losungen der
Gleichung (21) sein. Es wird daher die identische Zerlegung gelten

(23) wW+put 4 4p,= (W +qurt .t ) (R

*—A
+r1,1 +uo+rxq7\),

und somit durch Division mit u -y,

s ﬁ
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fu).

=u* T tp 0 R py,

2%)

+ Uy -+ Pn—z‘h
+
¥=—1
+uj
= (@ g [) (@ )
+ Uy ‘ T -t
+
-+ u}_l

sich ergeben; fir den Fall der Reduktibilitit von f(u) =0 wird
also auch die Gleichung

| f (u)
{ (25) u—u, =0

ynit Adjungierung von u, reduktibel sein, wenn u; eine Losung der

Gleichung [(u) =0 ist, und zwar so, daB die Koeffizienten des

einen Faktors auBer den Grofen py, pe, ... noch u, rational ent-

halten, wihrend der zweite Faktor von u; unabhingig ist. Um-

gekehrt wird aber die Reduktibilitit der Gleichung (25) nicht die
| von f(u) =0 nach sich ziehen, oder es wird nicht aus der Irredukti-
| bilitat der letzteren Gleichung auf die von (25) geschlossen werden
| konnen, wie schon aus der Existenz irreduktibler Gleichungen
ersichtlich ist, deren Losungen rationale Funktionen einer der-
selben sind — immer vorausgesetzt, daB u; der Bedingung unter-
liegt, eine Losung der Gleichung f(u)=0 zu sein.

Habe nun die Gleichung (13) die Eigenschaft, daB ihre Lo-
sungen Integrale der Differentialgleichung 3ter Ordnung (1) sind,
von denen u,, u,, Uz ein Fundamentalsystem bilden, also, wie oben
gezeigt worden, u, eine rationale Funktion von x, yy, ya, V3, W, 1y, u,
ist, s0 selze man, um die Natur dieser Gleichung festzustellen, wie
dies schon oben geschehen, wieder

u=u1fzdx,

so daB sich aus (1) die Differentialgleichung (15) ergibt, von wel-
cher ein Fundamentalsystem algebraischer Integrale z, und z,
durch die Avusdriicke (17) gegeben ist.
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11
d (—)
“1

7 =—

Da

dx

eine rationale Funktion von u und wu, ist, so ergibt sich die al-
gebraische Gleichung in z, die oben allgemein in der Form, (20)
angedeutet war, und von welcher z; und z, Losungen sind, durch
Elimination von u aus der Gleichung (13) und

Z=T, (X‘, ¥ Ve, Fa Woug) vy (X, 3, v, 13, W, )

FF P (X ¥y Ve, ¥y, W )t

worin die r rationale Funklionen bedeuten, wenn man von dem
u = u,; entsprechenden Werte z =0 absieht, in der Form

: 1., ., 2, Lo
(26) 2 0

in welcher die Koeffizienten s, .. fm—j rationale Funktionen vap
X, ¥ Yo ¥ W, u; sind. Da nun, wie frither gezeigt worden,
z, eine rationale Funktion von z, 1st, deren Koeffizienten rational
aus eben diesen GroBlen zusammengesetzt sind, so werden sich,
wie in den fritheren Untersuchungen tber lincare Differential-
gleichungen 2ter Ordnung niher ausgefithrt worden, die Loésungen
der algebraischen Gleichung (26) in z in Gruppen ordnen und unter
den dort angegebenen Bedingungen rational durch pt* Wurgeln
aus Funktionen darstellen lassen, welche selbst rational aus
X, V1 Yo Y5, W und u, zusammengesetzt sind. In allen diesen Fillen
wirde also die aus der algebraischen Gleichung (13) in u sich er-
gebende Gleichung

f{u
u—(-u)l = um—l + (;1+ Ul) hm—~2 -+ (Pm—l -+ Om_oWly + v+ u:rln&l) — 0

durch Wurzelzeichen algebraisch auflssbar sein, da aus
uy=u, [7dx,

well das Integral nach dem ABELschen Satze sich als rationale |
Funktion von x, vy, ¥,, ¥5, W, u; und z, darstellen 1a8t, folgt, daB

@
(27) Uy = R X, V1, Vo, ¥a 1y, W
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ist, worin R eine rationale Funktion der eingeschlossenen GroBen,
und P rational aus X, ¥y, Yo, ¥3, W und u; zusammengesetzt ist,
vorausgesetzt, da u, eine Losung der Gleichung (13) ist. Wir
konnen nun aber unmittelbar die Natur der Gleichung (13) unter-
suchen.

Lassen wir ndmlich in den Ausdriicken fir die Losungen der
mit Adjungierung der Gréflen x, yq, Vg, ¥a, W irreduktibeln Glei-
chung (13) der Kiirze halber in der Bezeichnung derselben diese
GroBen fort, nchmen also nach (27) an, daf zwischen u, und ug
die Bezichung besteht

(28) u, = R (ul, M) ;

so werden die Gleichungen erfillt sein

&
f(ul):O, f R(ul, P(ul)) =0,

oder, wenn % eine primitive pte Einheitswurzel bedeutet, statt
der letzteren Gleichung

f B(gl,M) oo f R(ul,nffm) coof H(ul,n*‘_l M)

=F(u) =0,

worin F ecine ganze Funktion darstellt.
Da nun aber wegen der Irreduktibilitit vou f (u) =0 auch

F (112) =0

: : g _
sein muB}, so wird wegen der fiir I/p (u 1) vorausgesetzten Irredukti-

bilitat auch
B
f R Uz, P (112)) = 0

sein, und somit die Losungen der Gleichung (13), wenn die irratio-
nale Funktion

Bitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math.-natnrw. KI. A. 1915. 11. Abh. 2
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4
R(u, P (u) ) =9 (u)
gesetzt wird, durch die iterierten irrationalen Funktionen

wy #(u), 9w, o, 570 (u)

dargestellt sein, wenn dieselben eine Gruppe bilden, also auch,
wenn m eine Primzahl ist. Ist dies jedoch nicht der Fall, so wird
die weitere Untersuchuag der Form der Losungen der Gleichung (13)
sich genau so gestalten, wie sie fir das analoge Problem fiir Dif-
ferentialgleichungen 2ter Ordnung frither durchgefihrt wurde.




