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1.

Die Bedeutung des Weierstra8schen Vorbereitungssatzes
fir die Lehre von den krummen Flichen

Am 31. Oktober 1915 waren hundert Jahre seit der Geburt
von Karl WEIERsTRASS vergangen. Seinem Gedédchtnis sei die
folgende Abhandlung gewidmet, in der ein wichtiger Ansatz aus
der Lehre von den krummen Flichen auf Grund von Hilfsmitteln,
die der groBe Forscher geschaffen, und in dem Sinn der Strenge,
die er gelehrt hat, sichergestellt und vollstindig durchgefithrt wird.

§ 1
Ein Ansatz zur Untersuchung des Verhaltens einer krummen
Fliiche in der Umgebung eines reguliiren Punktes

Um das Verhalten einer reellen analytischen krummen Fliche
in der Umgebung eines reguliren Punktes zu untersuchen, pflegt
man ein System rechtwinkliger kartesischer Koordinaten Z, Y,z zu
benutzen, dessen Anfangspunkt der betrachtete Punkt ist. Zur
zy-Ebene withlt man die bertihrende Ebene, zur z-Achse die Normale
der Fléche in dem Punkte ung erhilt fir die Koordinate z eine
gewdhnliche Potenzreihe von z und y, die mit Gliedern zweitep
Ordnung beginnt. Es sei etwa

® oo
=3 R apd (ernz2),
®x=0 A=0 '

die Reihe moge fir den Bereich |z| < ¢, |y| <t der reellen Ver-
anderlichen « und y unbedingt konvergem sein. \

Bis weit ins neunzehnte Jahrhundert hinein hat man in naiver
Weise angenommen, fir das Verhalten der durch dje Potenzreihe
von z und y dargestellten Funktion zin der Umgebung des Anfangs-
punktes sei der Inbegriff der Glieder niedrigster, also zweiter

1*
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Dimension maBgebend. Zum Beispiel heit es in einem verbrei-
teten Werke von F. Joacmnistaav: ,,So erhalten wir fur z eine
Reihe, beginnend mit

L roa® + 259wy + L)

einem Gliede, das wegen der beliebigen Kleinheit von x und y In
bezug auf das Vorzeichen bestimmend wird fir die ganze Reihe,
deren nachfolgende Glieder in Beziehung auf = und y von der
dritten und hoherer Ordnung sind. Die Fliche wird von der
Tangentialebene berithrt odcr geschnitten, je nachdem ryty— 55
grofer als Null odcr klemer ist. Der Grenzfall, dafl diese Differenz
gleich Null ist, gehort zum ersten.’?

DaB hier nicht alles in Ordnung ist, zeigt das Beispiel
z=ay + pad,

in dem « und B von Null verschiedene Konstanten bezeichnen;
denn diese Fliche wird von der Tangentialebene des Anfangs-

punktes in einer Neilschen Parabel geschnittcn und licgt zu beiden
Seiten der Tangentialebene?

§ 2
Ein Lehrsatz iiber reelle Potenzreihen von zwei Veriinderlichen

a

Bei einer analytischen Fliche ist z eine analytische Funktion

der komplexen Verdnderlichcn 2 und . Indessen bezichcn sich
dic geomctrischen Fragestellungen, die in der allgemcinen Lehre
yon den reellen krummen Flichen vorliegen, durchaus auf reelle
Werte der Verdnderlichen z, y und s, und es ist daher von grund-
satzlicher Bedcutung festzustellen, inwieweit die analytischen
Untersuchungen auch unter Beschrinkung auf das reelle Ge-
biet durchgefithrt werden konnen. Im vorliegenden Falle wird

1 T, JoacHIMSTHAL, Anwendung der Differential- und Integralrechnung
auf die allgemeine Theorie der Flichen und Lin ien doppelter Kriimmung, 1. Aufl.
Leipzig 1872, 2. Aufl. 1881, S.56, 3. Aufl. 1890, S.101. Ahnlich auBert sich
J. KnoprLavcn, Einfihrung in die aligemeine Theorie der Flichen, Leipzig
1888, S. 50.

2 Vgl. die Ausfithrungen in meiner Abhandlung: Uber ein Modell einer
Fliche dritter Ordnung, die das Verhalten einer krummen Fliche in der Ndhe
eines parabolischen Punktes darstellt, Zeitschrift fir Math. u. Physik, 51,
1904, S. 96.
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sich dies ermdglichen lassen. Der Bereich der Lehrsitze, die
fiir reelle Potenzrethen, das heit fir Potenzreithen mit reellen
Koeffizienten und reellen Verdnderlichen, gelten, ist namlich er-
heblich grofer, als man friher annahm; zum Beispiel lassen sich,
im Gegensatz zu einer viclfach vertretenen Ansicht, die Aufgaben,
den Rest einer reellen Potenzreihe abzuschitzen und ihren wahren
Konvergenzradius zu bestimmen, unter Beschrinkung auf das reelle
Gebiet losen?.

. Emen ersten Aufschlufi iber die Bezichung zwitschem.denyl
Anfangsglied : :
Zy = ty +2a, 7Y + agy Y’

der Potenzreihe z und der ganzen Reihe gibt der folgende Lehrsatz.

Lehrsatz 1. Die reelle Potenzreihe

set fir |z <o, |y| <t unbedingt konvergent. Man setze, unter o
etne positive Grofle verstehend, die kleiner als ¢ und « gewdhlt ist:

T=pcosep, y=opsing

und beschrinke die Verdnderliche ¢ auf ein solches Intervall

, PSP,
daf darin

| @20 C08% @ + 2a,, cos psin g + apsin’e | > A

ist, wo-h etne positive Konstante bedeutet. Dann gibt es eine positive
Grofe ey, kleiner als und v, so dap fiir den Bereich der reellen Ver-
dnderlichen z und y, in dem

O=p=<p, o Se=<op
ist, die Gleichung b‘estehtA
=12, [1+3(x,y)() V| %15
hierin bedeutet C eine Konstante, und es ist |8-(a;,y)| <.

1 Vgl. meine Abhandlung: Uber Potenzreihen von mehreren Verinder-
lichen, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 15, 1906,
S. 577, :
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Aus dem Lehrsatze I folgt, daB fir hinreichend kleine Werte
von p unter der Bedingung ¢, < o < g, das Vorzeichen von z
mit dem Vorzeichen von z, itbeéreinstimmt. Ja noch mehr: unter
denselben. Voraussetzungen konvergiert das Verhdltnis z:z,, wenn
der Grenze Null zusirebt, gleichmifig gegen die Grenze Eins. Mithin
gibt der Inbegriff der Glieder zweiter Dimension fiir den betrach-
teten Bereich wirklich eine Niherung an den Verlaul der Funk-
tion z von z und y. Im allgemeinen umfaBt jedoch der angegebene
Bercich kein Gebiet, das den Anfangspunkt in seinem Innern ent-
halt, und der Lehrsatz I ermoglicht es daher nur, bei besonderen
Annahmen fiir die Koeffizienten a,, @y, @ Aussagen iber das
Verhalten der krummen Fliche in der gesamten Umgebung des
Anfangspunktes zu machen. Wie er zu erginzen ist, damit man
die gesamte Umgebung beherrscht, wird spiter gezeigh werden.

§ 3
Zwei Hilfssiitze iiber reelle Potenzreihen

" Dem Beweise des Lehrsatzes I sollen zwei Hilfssitze tber
reellen Potenzreihen vorausgeschickt werden, die auch fir andere
Zwecke nitzlich sind.

Hilfssatz 1. Wenn die reelle Potenzreihe

a
2 o,z
“=0

fiir ©=06>0 konvergiert, so gibt es eine positive Konstante g von
der Beschaffenheit, daf fir alle Werte des Zeigers » die Ungleich-
heiten '

|| sg o™

erfiilllt sind.

Beweis. Aus der Voraussetzung der Konvergenz folgt, daB es,
nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Grife e, eine
positive ganze Zahl K gibt, sodaB fir » = K die Ungleichheiten

lsncuc"'lE -

1A

gelten. Erklart man also die positive GrofBe g als die groften
anter den K +1-GroBen ¢, |col, les], [cas®], --., leg_qa™ [, s0 er-

geben sich die zu beweisenden Ungleichheiten.
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Hilfssatz 2. Die mit Gliedern m-ter Dimension beginnende reelle
Potenzrethe |

oo 0 .
Bz.y) =X X a2y (x+r2m)
=0 A=0

sei fir |[z| <o, |y|<~= unbedingt konvergent. Setzt man, unter
eine positive Grofle kleiner als ¢ und ~ verstehend,

 T=0C08¢, Y=osng,

so geht B (z,y) in eine nach Potenzen von o fortschreitende Reihe iiber:

P (0 cos g, wsing) = ﬁ Au(ap) ol
p=0
daber st

Ay (cp) = M a, co8*gsintg.
AtA=

Dann gibt es eine Konstante g von der Beschaffenheit, daf fiir alle
reellen Werte von ¢ die Ungleichheiten

Ael)) | sg-07d (wemmtt,..)
erfitllt sind.

Beweis. Da die Potenzreihe P (z,y) fir o= ®, Y= o0 un-
bedingt konvgrgiert, 50 konvergiert auch die Potenzreihe

[v.e]
NI
B=0 \y+i=p

und es gibt nach dem Hilfssatze 1 eine Konstante g, sodaB fiir

alle Werte von u die Ungleichheiten

K;;LH’amx|§§g'@rﬁ

erfiillt sind. Nun hat man aber, weil fiir reclle Werte von @ die
Funktionen cos¢ und sin¢ dem Betrage nach <1 sind:

4,0 = X |ay |,
. U=y
mithin wird um so mehr
| Ape) | < g ot

seln.
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§ 4

Beweis des Lehrsatzes iiber reelle Potenzreihen

Nachdem man eine positive GroBe gy so angenommen hat,
daB sie kleiner als Lo und L= ist. beschrinke man die reelle Ver-

“

anderliche ¢ auf das Gebiet

N<s<

~
o
b

&y

0-

Wird jetzt in dem Hilfssatze 2 der GroBe o der zuldssige Wert

2o, erteilt, so erhidlt man die Ungleichheiten

Agly) <g- (27
und es ist daher

co [0s] ~ :J
ST
— AT T — Y~
;J.:B w=3 ]

Folglich wird

wo | O (p,0) | <1 ist.

Aus der Voraussetzung. dal

sein soll, folgt, daf

3

= ‘91 (Q,'

{ —
) - Vi Viz

setzen darf, wo | ©; (p,0) | <1 1st. Wird dieser Wert von g,
in die Formel fiir z eingesetzt, so erhidlt man die zu bewecisende
Gleichung
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2=z (149 (y) C )| 2]

denn man braucht nur, je nach dem Vorzeichen von z:

= 0(p,9) - O1(p,0) = ¥ (a,y)
L1y
i s [ ——m7mMm— 1 = C

4 (Povh)

Der Beweis lafit sich leicht so umgestalten, daB man die
Giiltigkeit des Lehrsatzes 1 fur jeden Wert p, erkennt, der gleich-
zeitig kleiner als 6 und ~ ist. Auch bleibt das Verfahren wirksam,
wenn die Potenzreihe P (z,y) erst mit Gliedern m-ter Dimension
beginnt. Bezeichnet man den Inbegriff der Glieder m-ter Dimen-
sion mit z,, so ergibt sich die Gleichung

und

oo

zu setzen.

h

= Zyy 1+'&m (CE, 7/) Cm l/m | ’

in der wiederum C, eine Konstante bezeichnet, wihrend | 9, (a:, 7/) |
<1 1st.

$ 5

Anwendung anf einen elliptischen Punkt

Bel der Anwendung des Lehrsatzes 1 aufl die Untersuchung
des Verhaltens einer krummen Fliche in der Umgebung eines
reguldren Punktes hat man vor allem zu ermitteln, ob es reelle
Werte von ¢ gibt, lir die der Ausdruck Ay(p) verschwindet. Um
die Rechnungen zu vereinfachen, emplichlt es sich, die Koordinaten-
achsen der 2 und y von vornherein so zu wiihlen, daB ay =0
wird; die Allgemeinheit wird hierdurch nicht beschrinkt. Dann
hat man bekanntlich zu ermitteln, ob das Produkt Aaptlgy POSItIV,
negativ oder gleich Null ist, und unterscheidet danach die Falle
cines elliptischen, hyperbolischen wnd parabolischen. Punktes.

[

" Bei einem elliptischer. Punki darf man annchmen, daR

0 < lay < Ay,

ist. Fir jeden reellen Wert von ¢ gilt dann die Ungleichheit
Ay(0) > ay. Demnach besteht der Lehrsatz I zu Recht fir alle
Punkte im Innern cines Kreises, der in der zy-Ehene mit dem

it S i e

T S Gk o B T
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Halbmesser o, um den Anfangspunkt beschrieben ist, und es
gilt der :

Lehrsatz II. Wird eine krumme Fliche fiir hinreichend kleine
Werte von x und y durch eine Gleichung

m -
B g7+ gyt + Y Y @, 2yt (e +223)
0 x=0

It

\'Me

dargestellt, in der ayyap > 0 ist, so bildet das elliptische Paraboloid

By = oy @ + Agy ) ¢

fir die gesamte Umgebung des Anfangspunktes a®+ 32 < o2 eine
wahre Niherungsfliche, das heifit, fiir die gesamte Umgebung kon-
vergiert das Verhilinis 5:z, bei Anndherung an den Anfangspunkt
gleichmafBig gegen Eins, und zwar nach MaBgabe der Gleichung

z=1z,[1+9 (x,y)CWz?"!],

in der C eine Konstante bedeutet und lﬁ(a:,y) | <1 ist.

§ 6
Anwendung auf einen hyperholisechen Punkt

Bei einem hyperbolischen Punkt hat die Gleichung Ay(g) =0
imm Intervall 0 < ¢ <2z vier Wurzeln, die sich, o, zwischen
0 und 1= angenommen, in der Form '

%0, T—Q, w+oy, 2m—g,

darstellen lassen. Mithin besteht der Lehrsatz I zu Recht fir alle
Punkte z, y, die einem der vier Gebiete angehoren:

(1) 0Se<pr, 27—g+e<o<g—¢,
(2) 0sp=p,: GrtesSg<n—gy—e,
B) 0<ep<pg, n-g+tc<o<rtg—c¢,
(4) 0<p=<rpg, T+ te <o < 2n—q,—¢;

e bedeutet eine beliebig kleine positive GroBe. Man gelangt daher
zu*dem : :
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Lehrsatz III. Wird eine krumme Fliche fiir hinreichend kleine
Werte von = und y durch eine Gleichung

Qo

o0 :
2= Upy2® + Ay’ + 2 a2yt (k+1 2 3)
%=0 ¥x=0 N

dargestellt, in der agag <0 ist, so bildet das hyperbolische Para-
boloid

. 2
Zp = Ugo®® + Qg

fiir denjenigen Teil der Umgebung des Anfangspunktes a® + < of
eine wahre Naherungsfliche, in dem, x = p cos ¢, y = psin ¢ gesetzt,
je eine der Ungleichheiten

(

(2' Pote S Q= T—Qp—¢,
(3
(

erfillt ist; daber ist oy die kleinste positive Wurzel der Gleichung

.

) 27—gy+e <o < gp—¢,

)
) T—9pte = ¢ = mt@p—e,

Iy

) T+ote < @< dn—gy—=

a20 GOSZCP <+ ‘a«02 Siln2 CP = O
und e 'e.ine beliebig kleine positive Grépe. In dem durch die Un-
gleichheiten ( 1 ) bis (4) bestimmien Teile der Umgebung konvergiert
das T/e‘rhdltnw 2:%y bei Anndherung an den Anfangspunkt gleich-
mdfig gegen Eins, und zwar nach Mafgabe der Gleichung

Z=22[1+'9"(w,y)CII‘Z2[:I,’- B
in der C eine Konstante bedeutet und |9 (z, y) | <1 ist.

Wandert man mit wachsendem Azimut ¢ auf einem Kreise,
der in der xy-Ebene um den Anfangspunkt mit dem Halbmesser -
0 < Po beschrieben ist, so0 gehéren zu den Punkten mit den Werten
des Azimutes :

Po—€ und Pot+e,
T—gp—c und m—g, e,
T+ge—e und w4og,+e,

2rn—0,—e und 2n—gy+e

je zwei Werte von z mit entgegengesetzten Vorzeichen. Weil z
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eine stetige Funktion von ¢ ist, folgt hieraus, daB es innerhalb
jedes der vier Kreishogen

mindestens einmal mit Zeichenwechsel verschwindet. Wenn man
jedoch von der Funktion z lediglich aussagen kann, daB sie stetig
ist, so bleibt die Moglichkeit offen, daB auBer der einen Nullstelle
mit Zeichenwechsel in dem betreffenden Intervall noch eine wei-
tere grade Anzahl von Nullstellen mit Zeichenwechsel und aufer-
dem eine beliebige Anzahl von Nullstellen ohne Zeichenwechsel
vorhanden ist. Es gilt jedoch der

Ergiinzungssatz zum Lehrsatz III.  Unter den Voraussetzungen
‘des Lehrsatzes 111 hat z als Funktion von ¢ angesehen in dem
Intervall 0 < o <27 genau vier Nullstellen mit Zeichenwechsel.

Hierin liegt, daBl die krumme Fliche sich auch in bezug auf
ihre Schnittkurve mit der beriihrenden Ebene des Anfangspunktes
genau so verhélt wie das ihr zugeordnete hyperbolische Paraboloid ;
die Schnittkurve besteht aus zwei sich im Anfangspunkte schnei-
denden Zweigen, deren Tangenten im Schnittpunkte mit den
Schnittgraden des Paraboloids zusammenfallen. Erst hiermit
ist klargestellt, in welchem Sinn man das hyperbolische Paraboloid
als Ndiherungsfliche fiir die gesamte Umgebung 2%+ 4> < o2 des
Anfangspunkies bezeichnen darf. Es wird sich jedoch zeigen, daB
der Beweis fir den Erganzungssatz nicht lediglich auf Grund der
Tatsache erbracht werden kann, daB = eine beliebig kleine posi-
tive GroBle ist, sondern daB dazu hiéhere Hilfsmittel unentbehr-
lich sind. Ihrer Entwicklung ist ein erheblicher Teil der folgenden
Untersuchungen gewidmet.

§ 7
Anwendung auf einen parabolischen Punkt

- Verschwindet das Produkt ay,ay,, ist also etwa ay, gleich Null,
aber ag; von Null verschieden, hat man es also mit einem para-




Neue Beitrige zur Flachentheorie. (A.1) 13

bolischen Punkt zu tun, so ‘besteht der Lehrsatz I zu Recht fiir
alle Punkte z, y, die einem der beiden Gebiete angehdren

(1) +e <o < n—c¢,
(2) rte < o< —e,

und man hat daher den

Lehrsatz IV. Wird eine krumme Fliche fiir hinreichend kleine |
Werte von x und y durch eine Gleichung

dargestellt, in der ay von Null verschieden ist, so bildet der para-
bolische Zylinder .
2y = gy

fiir denjenigen Teil der Umgebung des Anfangspunktes 2 + > < gp
eine wahre Ndherungsfliche, in dem, x = p cos g, y= p sing geseizt,
je eine der Ungleichheiten

(1) +€SCP§—;“—€7
(2) Tte S0 < —¢

besteht; dazbfsi ist ¢ eine beliebig kleine positive Grofe. In dem er-
klirten Teile der. Umgebung konvergiert das Verhilinis z:2, bei

Anndherung an den Anfangspunkt gleichmifig gegen Ems, und
zwar nach MaBgabe der Gleichung |

2=5[1+9(z,y) CYz],

in der C eine Konstante bedeutet und |9 (z,y) | <1 ist.

Wandert man mit wachsendem Azimut ¢ auf einem Kreise,
der in der xzy-Ebene um den Anfangspunkt mit dem Halbmesser
o< o beschrieben ist, so gehdren zu den Punkten mit den Werten
des Azimutes

—e¢ und +e,

t—e und w+e

je zwei Werte von z mit gleichem Vorzeichen. Weil z eine stetige
\ Funktion von g ist, so folgt hieraus, daB z innerhalb der beiden
‘Kreisbogen '
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+
(II) T—e< o< wte

wenn es iiberhaupt verschwindet, nur eine grade Anzahl von Null-
stellen mit Zeichenwechsel und auBerdem eine beliebige Anzahl
von Nullstellen ohne Zeichenwechsel besitzen kann; mehr laBt
sich aus der Stetigkeit von z nicht erschlieBen. Es gilt jedoch der

Erginzungssatz zum Lehrsatz V. Unter den Voraussetzungen
des Lehrsatzes IV hat z als Funktion von @ angesehen in jedem der
beiden Intervalle —z < o=+c und s—e<o<wm+z entweder keine
Nullstelle oder eine Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel oder zwet Null-
stellen mit Vorzeichenwechsel, und zwar kénnen von den sechs lo-
gisch moglichen Verbindungen dieser Moglichkeiten zu zweien nur
die vier folgenden wirklich stattfinden :

1. In beidern Intervallen ist keine Nullstelle vorhanden.

2. In beiden Intervallen ist je eine Nullstelle ohne Zwischen.-
wechsel vorhanden. |

8. In beiden Intercallen sind Je zwei Nullstellen mit Zeichen-
wechsel vorhanden.

4. In dem einen Intervall gibt es keine Nullstelle, in dem andern
zwet Nullstellen mit Zeichenwechsel.

Aus den analytischen Tatsachen, die durch den Ergianzungs-
satz ausgedriickt werden, ergibt sich fiir das Verhalten der krum-
men Fliche in der Umgebung eines parabolischen Punktes, daB nur
vier wesentlich verschiedene Unterfslle eintreten konnen:

1. Die Fliche liegt ganz auf der einen Seite der berithrenden
Ebene des Anfangspunktes und hat mit dieser nur einen Punkt
gemeinsam.

Ein einfaches Beispiel hierfiir ist die Fliche
s=17 + zt.

2. Die Flache liegt ganz auf der einen Seite der beriihrenden
Ebene des Anfangspunktes und hat mit dieser eine Kurve ge-
meinsam.

Ein einfaches Beispiel hierfiir ist die Fliche

z = (y—2*).
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3. Die Flache durchsetzt die beriihrende Ebene des Anfangs-
punktes in einer Kurve. Diese besteht aus zwei Zweigen, die sich
im Anfangspunkt beriihren. -

Ein einfaches Beispiel hierfur ist die Fliche
z=1"—at

4. Die Fliche durchsetzt die berihrende Ebene des Anfangs-
punktes in einer Kurve, die im Anfangspunkt eine Spitze (erster
oder zweiter Art) hat. '

Ein einfaches Beispiel hierfiir ist die Fliche

z=yr—1,

§ 8
Kritische Bemerkungen zur Lehre von den parabolischen Punkten

Der Erginzungssatz zum Lehrsatz I1I ist nur eine andere
Fassung der bekannten Aussage, daB bei einem hyperbolischen
Punkte die krumme Fliache von der zugehorigen Tangentialebene
~in eincr Kurve durchsetzt wird, die den Berithrungspunkt zum
Doppclpunkt mit getrennten Tangenten hat; freilich geben die
Lehrbiicher der Flichentheorie keinen strengen Beweis dieser Aus-
sage.

Dagegen darf der Erginzungssatz zum Lehrsatz IV als neu be-
zeichnet werden. Damit man erkennt, was bis jetzt fiir den paraboli-
scher. Punkt bekannt war, mogen die betreffenden Ausfithringen aus
*dem jingst erschienenen Lehrbuche von J. KNOBLAUGH — nur
mit emncr leichten Abénderuug der Bezeichnungen — wiederge-
geben werden', '

Hier heiBt es: ,,Die Gleichung der Fliche sei
7= a02y2 + (130‘9)3 + a21172y 4+ ama,‘yz -+ a03y3 F e s

wo ag von Null verschieden sein soll. Die beiden Glieder dritter
Dimension ay;y® und a,2y* konnen gegen agy® vernachlissigt
werd- n, aber nicht mehr die Glieder a,,z® und ay,2®y. Nur darf
@y, 2y, wenn agy von Null verschieden ist, weggelassen werden..

! J. KnosLAucH, Grundlagen der Dijjerentialgeonietrie, Leipzig 1913,
8. 109.
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Denn unterwirft man die unendlich kleinen, von einander unab-
hiingigen GroBen [z und y] den Bedingungen

ia;3|<8, <3,

so wird
[yl [ o= 23 fo PlE<a ofF 7,

also | 2%y | unendlich klein gegen 8. Wenn demnach zu ay =0
keine weiteren Bedingungen hinzutreten, so kann man die Flache
in der Nihe des Nullpunktes durch die speziclle Fliche dritter
Ordnung
5= Qg lf + g’

ersetzen.*

Das im Vorstehenden auseinandergesetzte Verfahren liauft dar-
auf hinaus, daB zur Ermittelung der Wertepaare z, y, fir die z
in der Niahe der Stelle z =0, y =0 verschwindet, der Ansatz
nit unbestimmten Koeffizienten gemacht wird:

y==2, a=al+p>r+--

In der Tat geht auf diese Art die Gleichung z =0 uber in die
Gleichung

O = ‘a02t6 + aa‘oaale + e + 021a2l7 + L. + 0.'-120({:8 + e + a0‘3z9 + see,

und man gelangt, wenn ag, von Null verschieden ist, zur Be-
stimmung der Kceffizienten, o, £, ..., indem man der Reihe nach
die Koeffizienten der rechts stehenden Potenzreihe von ¢ gleich
Null setzt.

Die strenge Durchfiihrung des Ansatzes wiirde erfordern, daf}
die Konvergenz der Potenzreihe fiir z nachgewiesen wird. Aber
auch dann bliebe der Ansatz mit dem Mangel behaftet, dal er
zwar eine Losung der Gleichung z = 0 licfert, dafl es aber unent-
schieden bleibt, ob diese Glcichung nicht noch andere, in der
Nihe der Stelle z=0,y =0 giltige Lésungen besitzi’. Dazu
kommt, daB das Verfahren versagt, wenn der Kocffizient agy

» Vgl. A.Brivr, Uber das Verhalten einer Funktion von zwei Verdnder-
lichen in der Umgebung einer Nullstelle, Sitzungsberichte der maih.-phys.
- Klasse der Bayer. Akad. d. Wiss., 21, 1891, S. 207, sowie die Ausfithrungen
von L. BErzovrar1, Allgemeine Theorie der hoheren ebenen algebraischen Kurven,

Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, Band IIT, Teil 2, Heft 3,
Leipzig 1906, 3. 367—370.
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verschwindet, withrend man doch einen alle méglichen Fille um-
fassenden Satz iiber das Verhalten einer krummen Fliche in der
Umgebung eines parabolischen Punktes zu haben wiinscht.

Wenn nun auch die Erginzungssiitze zu den Lehrsitzen 111 und
IV unter Anwendung bekannter Hilfsmittel aus der Funktionentheo-
rie in einfacher Weise bewiesen werden kénnen, so bleibt doch die Tat-
sache bestehen, daB man in der Lehre von den krummen Flichen
bis jetzt eine solche Anwendung nicht gemacht, sondern sich mit
minderwertigen Ersatzmitteln und unvollkommener Erkenntnis des
Sachverhalts begnigt hat. Sicherlich ist der Standpunkt berech-
tigt, dall man es vermeidet, bei einer elcmentaren Darstellung
der Flichentheorie Sitze aus der Funktionentheorie heranzu-
ziehen. Dann aber fordert die Wiirde der Wissenschaft, die Liicken
m der Beweisfithrung offen zuzugestehen; dies wird um so weniger
Bedenken haben, als auch andere in der elementaren Kurven-
und Flichentheorie unentbehrliche Sétze Schwierigkeiten bieten,
die die Kriifte des Anfang:rs in der Regel iibersteigent.

§9
WeierstraBsche Vorbereitungssatz fiir reelle Potenzreihen von
zwei Verdnderlichen

Der

Fiir die Untersuchung des Verhaltens einer analytischen Funk-
tion von mehreren, im besonderen von zwei Verdnderlichen in
der Umgebung einer Nullstello gewihrt der WEIERSTRASS Sche Vor-
bereitungssaiz eine sichere Grundlagc?.. Wenn man ihn auf die
Untersuchung des Verhaltens einer krummen Fliche in der Um-
gebung eines reguliren. Punktes anwenden will, so tritt allerdings
noch die Ricksicht auf die Realidtsoerhilinisse hinzu; denn es ist
hier von entscheidender Wichtigkeit, ob die bei dem Satze auf-
tretende Zerlegung einer Potenzreihe in zwei Faktoren auf reells
Art bewerkstelligt werden kann, oder nicht. Aus diesem Grunde .
soll der folgende Lehrsatz bewiesen werden. o '

1 Vergl. meine Abhandlung: Beitrige zur Kritik der Differentialgeo-
metrie, diese Abhandlungen, Jahrgang 1914, 2. Abhandlung.

® K. WerensTrASS, Einige auf die Theorie der analytischen Funktionen
mehrerer Veranderlichen sich bezichende Sitze, Abhandlungen aus der Funk-

tionslehre, Berlin 1886, 8.107: Mathematische Werke, Bd, 11, Berlin 1895,
S. 185. :

Bitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math.-naturw. Ki. A. 1916, 1. Abh, 2
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Lehrsatz V (Weierstrabscher Vorbereitungssatz fiir reelle Po-
tenzreihen von zwei Verinderlichen). Beginnt eine fir |r|< o,
ly \ <t unbedingt konvergente reelle Potenzrethe

cw .
(:I,’l) Z > as iyt
#=0 )\*—0
mit Gliedern m-ter Dimension und ist im besondern der Koeffizient
Qg von N wll verschieden, so gilt fir eine gewisse Umgebung
| @ | <oy |y | <7 der Stelle z =0, y =0 eine eindeutig bestimmie,
reelle Zerlegung der Potenzreihe P (z,y) in zwer Faktoren:

PB(z,9) = [+ Bu@yi + - + Buca @y + Bo(2)] [0+ D29 ];

hierin sind B,(x), . . ., B (z) gewishnliche reelle Potenzrethen von x,
die fiir =0 verschwinden, und D(z,y) ist eine gewshnliche reelle
Potenzreithe von x und y, die fir =0, y =0 cerschwindet.

Auf Grund der Uberlegungen, mittels deren G.Dumas den
Vorbereitungssatz hergeleitet hat', gelingt es, den Beweis, ebenso
wie es bei dem Lehrsatz I geschehen ist, unter Beschrinkung auf
das reelle Gebiet durchzufiihren.

§ 10
Noch zwei Hilfssidtze iiber reelle Potenzreihen

Es ist zweckmiBig, dem Beweise des Lehrsatzes V zwei Hilfs-
sitze vorauszuschicken, die sich wiederum auf reelle Potenzreihen
beziehen.

Hilfssatz 3. ;Wenn die reelle Potenzreihe
o
B(z)=1- 3 c,2*
w=1
fir | x| <o konvergiert und die Ungleichheiten
le | g 07"
gelten, so gibt es eine eindeutig bestimmie, reelle Potenzreihe

1 G.Dumas, Elementare Herleitung des Weierstrafchen Vorbereitungs-
satzes, Sitzungsberichte der math.-phys. Klasse der Bayer. Akad. d. Wiss.,
Jahrgang 1909, 18. Abhandlung, Miinchen 1910.
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Q(x) =1+ X dya*,
‘ a=1
sodaf die Gleichung
- B(2) B(z) =1

identisch erfiillt ist; die Potenzreihe £(x) konvergiert sicher, wenn

a
gewdhlt wird.
Beweis. Damit die Gleichung $(z)- Q(z) =1 identisch er-
fullt wird, miissen die Koeffizienten d, den Gleichungen

b=t T ody (emt2..) |
R+A=W - » L
geniigen. Aus ihnen ergibt sich zunichst

dl == Cl
und dann wird

- - 2
dy = Co+¢1dy = cy+¢2,

dg = C3+Czd1+cld2 = C3+2 0261"*'0?

usw. Man erkennt, daB allgemein

dy =Gy (e, ¢ ..o, Ca)

ist, wo G, eine ganze Funktion mit ganzzahligen, positiven Koeffi-

zienten bedeutet. Wenn man darin wberall die Koeffizienten dep

gegebenen Potenzreihe ¢, durch die positiven Grofen g ¢~ ersetzt,

so erhdlt man eine positive GriBe 8w von der Beschaffenheit, daB
’ I dy- I = gp.

ist. Die Groflen gy lassen sich aber unmittelbar herstellen, weil

®=1
also ' ™ ‘
® gw 2 glg+1)t
A 2 = 2N s
P i) B AT

ist. Mithin gelten die Ungleichheiten

2*
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—p
l . g (9]
ldﬂl g+1 (g+'l) ’

Y

A

aus denen folgt, daB die formal hergestellte Potenzreihe Q(a:) fir

G

lm\gg-l—‘l

konvergiert,

Hilissatz 4. Wenn die reelle Potenzrethe

(9 o] w 2

2: 2:‘&lmﬁy

%=0 }=0
fiir 2 =0>0, y=1>0 unbedingt konvergiert, so gibt es eine
positive Konstante g von der Beschaffenheit, daf fir alle Werte der
Zetger v und n die Ungleichheiten

| Y
QCMK{Sg'G 7

erfiillt sind.

Beweis. Aus der Voraussetzung der unbedingten Konvergenz
folgt, dafl es, nach Annahme einer beliebig kleinen positiven
Grofle ¢, eine positive ganze Zahl M gibt, sodal} alle GréBen

i —H A
}C./_)\{'G v 3

bei denen die Summe der Zeiger » + x> M 1ist, kleiner als ¢ sind.
Erklirt man daher die positive GrolBe g als die grofite unter den
1+ 1M (M+1) GroBen ¢ und 06 *< ", bei denen x4+ A < M—1
ist, so ergeben sich die zu beweisenden Ungleichheiten.

§ 11
Yorbereitende Umgestaltungen

- Der Beweis des Lehrsatzes V wird vorbereitet durch gewisse
Umgestaltungen der zu zerlegenden reellen Potenzreihe

o« oo
B(z,y) = X T apsy (x+rz=m).
®=0 A=0
1. Der Koeffizient a,, sollte von Null verschieden sein.

Indem man durch ihn dividiert, erreicht man, daB unbeschadet
der Allgemeinheit o
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aom = 1
vorausgesetzt werden darf.

2. Die Potenzreihe P(x,y) enthalt jetzt an Gliedérn, in
denen allein y vorkommt: ,

S
y" (1 + Z A Y’ )
=0

Nach dem Hilfssatze 3 gibt es eine konvergente reelle Potenzreihe

)

By)=1+ Y byy¥,
w=1

) 0o
1+ Eoar) 1+ S -
A=0 ®w=0

ist. Man iiberzeugt sich leicht, daB das Produkt

sodaB

o
[1 +fl($,y)] (1 +Zlbp.yu) =1+ Qi(xay)
p=1
18t, wo 0, (x,y) wieder eine gewdhnliche Potenzreihe von z und y
bedeutet, die fir =0 und y — 0 verschwindet. Man darf daher
B(z,y) mit B(y) multiplizieren und von vornherein voraussetzen,
daB die reelle Potenzreihe Bz, Yy) an Gliedern, in denen allein y
vorkommt, das einzige Glied o™ aufweist.

8. Nach dgm Hilfssatze 4 migen fiir die umgestaltete Potenz-
reihe P (x,y) die Ungleichheiten gelten

| o | < g- "2,
Indem man
$==UE7 Y=

setzt, geht P(x,9) in eine Potenzreihe

5131 (Ey "]) gﬂ;

*=0 A=0

b2 8" 7]1

b7is

iiber, bei der die Ungleichheiten gelten

be)\lgg-

Die Potenzreihe $,(£,) enthilt an Gliedern, in denen nur 1 vor-
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kommt, lediglich das Glied <™v™, folglich hat die Potenzreihe
«"P,(,m) die Eigenschaft, an Gliedern, in denen nur »n vor-
kommt, genau das Glied %™ aufzuweisen. Man iiberzeugt sich leicht,
daB der Nachweis der gewiinschten Zerlegung fir die Potenz-
reihe v ™B,(£,m) ausreicht, um die Zerlegbarkeit von PB(z,y)
zu sichern. Mithin ist es erlaubt, von vornherein anzunehmen, daB
die Koeffizienten der gegebenen Potenzreihe P(z,y) die Ergenschaft
haben, simtlich dem absoluten Betrage nach unierhalb einer gewissen
positiven Schranke g zu liegen; da y™ den Koeffizienten 1 hat, ist
g>1.

§ 12
Formale Durchfiihrung der Zerlegung

Nach den vorbereitenden Umgestaltungen erscheint die zu
zerlegende Potenzreihe in der Form

(0]
Bloy) = + X 0, (0)"
r1=
hierin bezeichnen die Koeffizienten &, (y) gewdhnliche Potenz-
reihen von y. Die zu beweisende Identitdt lifit sich alsdann in
der Form darstellen:

3

y" +2£l() [y,,,—i—?‘@il()z"} [1+YER():EF‘]

w=1

die Koeffizienten &, (y) sind ganze rationale Funktionen von ¥,
héchstens vom Grade m—1, die Koeffizienten ®,(y) gewdhnliche
Potenzreihen von y.

Nach Ausfithrung der Multiplikation miissen die Koeffizien-
ten gleicher Potenzen von z auf beiden Seiten gleich sein. Dies
gibt sogleich

Du(y) = @x (y) + ym " Sthi(y) + Z{ @%(y)%[i(y)
‘ ; A=
Da die Zeiger A und p mindestens gleich 1 sind, so besteht die
Summe auf der rechten Seite aus x—1 Gliedern, deren Zeiger A
und p alle kleiner als x sind. Hat man also die Koeffizienten
@ (y) und R, (y) ermittelt, in denen A und . kleiner als x smd
so kennt man auch die Potenzreihe ’
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@x (y) + ym - mx (y) ’

und da &, (y) ein Polynom hochstens vom Grade m—1 ist, sind aus
dieser Potenzreihe die Ausdricke &,(y) und R, (y) selbst ein-
deutig und reell bestimmt, vorausgesetzt, daB der erste Schritt
auf diese Art durchgefithrt werden kann. ' Es wird aber fiir x = 1:

Q(y) = G4 (y) + " M (y),

woraus &, (y) und R,(y) unmittelbar in der‘verlangten Weise zu
entnehmen sind. : 7

Hiermit ist zugleich ein Verfahren gegeben, um beliebig viele
Glieder der Potenzreihen B, (z), By(x), ..., B,.(2) und Q(z,y) zu
ermitteln, die in der urspriinglichen Form der Zerlegung von B(z,y)
vorkommen. B

§ 13
Konvergenzheweis

Es bleibt iibrig zu zeigeﬂ, daB es zwei positive Gréfen o
und 7, von der Beschaffenheit gibt, daB die bei der Zerlegung
von P(z,y) auftretenden unendlichen Reihen

[0 o] ) o0
7;1 ®p(y)2*  und 3 R,(y)2*
= ) ‘p,= 1

fir | 2| <o, | ¥ | <+, unbedingt konvergieren.

) ‘ ._Derl Kc‘)_eff‘izient von y¥ in &, (y) sei g,,, der Koeffizient von.
y’ In gﬂp.(y) sel ry,. Dann wird, weil G;(y) ein Polynom hoch-
stens vom Grade m—1 ist, der Koeffizient von ¥® in dem Produkt
@l(y)?ﬁ“(y) gleich der Summe von hichstens m Gliedern

m
Zglvr  B—V *
V=0 }LP v

fir negative Werte von p—v ist r, ,_, gleich Null zu setzen. Wenn
man daher weil, daB fir alle Werte des Zeigers A, die kleiner
als x sind, die Koeffizienten der Polynome @, (y) und der Potenz-
reihen Ry (y) dem absoluten Betrage nach unter einer Schranke #;
liegen, so folgt, daB der Koeffizient von %P in dem Produkt
®) (y)R,(y) dem absoluten Betrage nach nicht groBer als
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m - h}; h“

sein kann. Hieraus folgt weiter, daB die Koeffizienten des Poly-
noms ©,(y) und der Potenzreihe R,(y), die durch die Gleichung

®z (y) + ym : mx (y) = Qy_ (y) ';_i_%::?l (y) S'Hx (y)

bestimmt werden, ihrem absoluten Betrage nach nicht grioBer
sein konnen als die Schranke

h;'.:g+ mzkkhg;

=%

denn die Koeffizienten von Q,,(y) sind nichts anderes als die GroBen
@y, die nach Voraussetzung dem absoluten Betrage nach unter
der Schranke g liegen sollten.

Wiederum kommt alles darauf an nachzuweisen, dal der erste
Schritt des Verfahrens gelingt. Es ist aber fir » =1:

S () + 4" N (y) = 2 (),
“und es wird daher

h].:g'

Der Reihe nach fortschreitend gelangt man zu hy,%j, ..., und er-
kennt die allgemeine Richtigkeit der Gleichung

he=g+m X Ih,.
At+p=n

Weil die Koeffizienten des Polynoms &,(y) und der Potenz-
reihen R, (y) ihrem absoluten Betrage nach nicht grifer als A,
sind, handelt es sich jetzt darum, die Konvergenz der Potenzreihe

o W . ® oo

A=1 =0 A=1 p=90

zu untersuchen. Hierzu geniigt es zu zeigen, dall die Potenzreihe

¥

9 (z) =)§1 by 2

fiir hinreichend kleine Werte von z konvergiert.

Zum Beweise bilde man, fiir einen Augenblick die Konver-
genz der Reihe Sj(:z:) voraussetzend,
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o0-£( z.00)
Dann wird
m?(@) = 3, (he—g)o”

@ ) hlx g 1__

i

oder, weil A, =g war,

n$'e) - 5la) ¢ 1

o0-f-(-427)

vor der positiv zu nehmenden Quadratwurzel ist das Minuszeichen
zu schreiben, weil $(z) fir & =0 verschwindet.

Man braucht jetzt nur noch den binomischen Lehrsatz fir die
Exponenten £+ anzuwenden, um zu erkennen, daf die Funktion
H(z) durch eine Potenzrelhe dargestellt wird, die fiir

o)< L
(dm+1)g _
konvergiert und mit der gegebenen Reihe $(#) iibereinstimmt; es
ist zu beachten, daB g>1 und daher die rechte Seite kleiner

als 1 ist. Der Vollstindigkeit halber sei noch bemerkt daB fur
y die Bedingung |y | < 1 herauskommt.

Demnach ist

§ 14
Anwendung des Weierstra8schen Yorbereitungssatzes auf die Unter-
suchung krummer Flichen

Bei der Untersuchung des Verhaltens einer analytischén
krummen Fléche in der Umgebung eines regulidren Punktes handelt
es sich um eine Potenzreihe, die man in der Gestalt

2=t + Y+ Qg%+ Uy BY + Ty + gyt -
voraussetzen darf. ‘Die WEIERsTRAsssche Zerlegung lautet dann

z={y" +[(an— o G3) @ + -]y + [0 + (a0 — oo o) 2° + +++] }
X {1 T A&+ agY + }7
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und es liegen daher, bei hinreichend kleinen Werten von z und y,
die Nullstellen der Funktion z von z und y auf der Kurve

y= _“g“(an—%oaoa)xg T i %V‘ 19y T° — (%0*%0“12) -

Bei der weiteren Untersuchung hat man zu unterscheiden, ob ay,
positiv, negativ oder gleich Null istl. '

1. Elliptischer Punkt. Ist a,, positiv, so erhélt man, solange
2 von Null verschieden ist, keine reellen Nullstellen; fur z =0
wird y = 0 eine doppelt zdhlende Nullstelle. Hieraus folgt sofort
die Richtigkeit des Lehrsatzes I1; um ihn zu beweisen, bedarf es
jedoch micht des WEIERsTRAssschen Vorbereitungssatzes, es ge-
niigt vielmehr schon der Lehrsatz I.

2. Hyperbolischer Punkt. Ist ay, negativ, so erhiilt man fiir
positives und fiir negatives z je zwei reelle Werte von y, und
zwar wird

y:i _am.x_;_i..

Hieraus folgt, daB auf jedem der vier Kreisbogen (I), (II), (III), (IV)
des § 6 je eine Nullstelle liegt, und damit ist der Erginzungssatz zum
Lehrsatz 111 in aller Strenge bewiesen.

3. Parabolischer Punkt. Ist gz =0, so moige, um die Unter-
suchung in voller Allgemeinheit zu fihren, angenommen werden,
daB die Gleichung fiir y die Gestalt habe

y?+ (Az*+-)y +Baf +... =0,

wo A und B von Null verschiedene Konstanten bezeichnen und
die ganzen Zahlen «>2, >3 sind. Diesem Ansatz entziehen
sich allerdings die besonderen Fille, in denen der Koeffizient von y
oder das absolute Glied identisch verschwinden, man erkennt
jedoch leicht, daB die im folgenden abgeleiteten Sétze auch fiir
sie gelten. :

Die Tatsache, daB y durch eine Gleichung zweiten Grades
bestimmt wird, reicht schon aus, um den ersten Teil des Erginzungs-

! In der vorliegenden Abhandlung werden nur reguldre Punkte der
Flache betrachtet. Fir singuldre Punkte hat bereits R. v. LiLiENTHAL den
WeierstraBschen Vorbereitungssatz herangezogen, siehe dessen Vorlesungen
iiber Differentialgeometrie, zweiter Band; Flachentheorie, 1.Teil, Leipzig
1913, S. 34,
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satzes zum Lehrsatz IV zu beweisen, in dem behauptet wird, dal
auf jedem der beiden Kreisbogen (I) und (II) des § 7 entweder
keine Nullstelle von z liegt oder eine Nullstelle ohne Zeichen-
wechsel oder zwei Nullstellen mit Zeichenwechsel.

. Der zweite Teil dieses Ergdnzungssatzes bezieht sich auf die
Frage, in welchen Verbindungen die drei fir jeden der beiden
Kreisbogen geltenden Moglichkeiten wirklich auftrefen. Um dies
zu ermitteln, hat man die beiden Ausdriicke '

y:-%_(Ax‘x-{....) _-{:%V(Axa_{_)z—lg(BxB-}-.)

nach steigenden, ganzen oder gebrochenen Potenzen-von z zu ent-
wickeln. Dabei ist zu unterscheiden, ob 2a < B, 2o > B, 2a = ist.

I. Fiar 2a < § wird
Yy =—Ad*4 e, gy = C2" oo,

wo C eine reelle Konstante bezeichnet und die ganze Zahl v > 1 ist.

Man erhilt daher auf jedem der beiden Kreisbogen je zwei Null-
stellen mit Zeichenwechsel.

. Ist 2a > B, so gibt es zwei Unterfille, je nachdem p grade
oder ungrade ist: '

a) Ist B grade, so erhilt man auf jedem der beiden Kreis-
bogen keine oder zwei Nullstellen, je nachdem B positiv oder
negativ ist.

b) Ist § ungrade, so muB, damit y reell ausfillt, = das ent-
gegengesetzte Vorzeichen wie B haben. Mithin erhdlt man auf
dem einen Kreisbogen keine, auf dem andern zwei Nullstellen.
Die Schnittkurve der Fliche mit der beriihrenden Ebene hat in
diesem Falle eine Spitze erster Art. |

II1. Ist 2= B, so kommt es auf den Ausdruck A*—4B an,
der positiv, negativ oder Null sein kann.

a) Fir A*-4B liegen auf jedem der beiden Kreisbogen je
zwel Nullstellen.

b) Fir A*—4B < 0 liegt auf keinem der beiden Kreisbogen
eine Nullstelle.

¢) Fir A*>~4B =0 hat man zu untersuchen, ob bei y der Aus-
druck unter dem Wurzelzeichen identisch verschwindet oder nicht.
Im ersten Fall erhélt man auf jedem der beiden Kreishogen eine
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Nullstelle ohne Zeichenwechsel. Im zweiten Fall sei Cz®**Y das
Anfangsglied der Potenzreihe unter dem Wurzelzeichen. Bei
gradem vy erhdlt man, je nachdem C positiv oder negativ ist, zwei
Nullstellen, eine auf jedem der beiden Kreisbogen. Bei ungradem v
mul}, damit y reell ausfallt, = dasselbe Vorzeichen wie € haben.
Mithin erhdlt man auf dem einen Kreisbogen keine, auf dem andern
zwel Nullstellen. Die Schnittkurve der Fliche mit der beriihren-
den Ibene hat in diesem Falle eine Spitze zweiter Art.

Nunmehr fahrt die Zusammenfassung der verschiedenen Er-
gebnisse zum zweiten Teil des Erginzungssatzes, durch den die
Frage nach dem Verhalien einer krummen Fliche in der Umgebung
eines parabolischen Punktes in voller Allgemeinheit beantwortet wird.

Weitere Unterscheidungen von Féllen wiirden sich ergeben,
wenn man nicht nur die Anzahl der Nullstellen von z auf den Kreis-
bogen, sondern auch das Vorzeichen der zugehorigen Werte von y
s Auge fafite; auch kann man hinzunehmen, ob der Anfangspunkt
ein Wendepunkt eines Zweiges der Schnittkurve ist oder nicht.
Auf solche Einzelheiten, deren Untersuchung keine grundsétz-
lichen Schwierigkeiten bietet, soll an dieser Stelle nicht eingegan-
gen werden.




II.

. Haupttangenten und Hauptkriimmﬁngshalbmesser
krummer Fliachen

§1

" Die beiden iiblichen Herleitungen

Um fir einen beliebigen, reguliren Punkt P einer krummen
Flache, die durch eine Gleichung z = f(z,y) dargestellt wird, die
Hauptkrimmungshalbmesser R, und R, und die zugehorigen Haupt-

tangenten' zu ermitteln, ist man auf zwei wesentlich verschiedene
Arten vorgegangen.

Bei dem ersten Verjahren werden die Normalen der Fliche
fir die Umgebung des Punktes P in ihrer Beziehung zur Normale
in P selbst betrachtet. Die Frage, bei welchen dieser Normalen
der kiirzeste Abstand von der Normale in P von hiherer als der ersten
Ordnung ausfdllt, fiihrt zu den Gleichungen fiir die Haupttangenten

(1 dlx“l‘Rlle:O,. d1y+Bld1Y=01 dlz+R1d1Z:O;

Bo+RodoX =0,  dyy+Ryd,Y =0, dyz+RydyZ=0,

in denen X,Y, Z die Richtungscosinus der Normale in P bedeuten.
Hieraus erhdlt man fir By und R, die bekannte Gleichung zweiten
Grades

1 (1+@)r—2pgs+(1+p)t 1 rt—s*

® R (1+p*+¢*)*® "R 1+ +¢)" B

0.

! Nach dem Vorgang von J. KNoBLAvcH, Einleitung in die allgemeine
Theorie der krummen Flichen, Leipzig 1888, 8. 31, sollen die zu den Haupt-
kriimmungshalbmessern gehérigen Tangenten der Fliche als Hauptiangenten
bezeichnet werden; den Tangenten, die eine Berithrung zweiter Ordnung mit
der Flache eingehen, diesen Namen beizulegen, ist unzweckmaBig.
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Bei dem zweiten Verfahren wird der Ausdruck lir die Kriim-
mung einer beliebigen Raumkurve zur Berechnung der Krimmung
eines Normalschnittes in P benutzt. Indem man nach den groften
und kleinsten Werten der Kriimmung eines Normalschnilles fragt,
wird man auf die Hauptkrimmungshalbmesser und die zugehirigen
Haupttangenten gefiihrt.

§ 2

Ein neuer Ansatz

Im folgenden soll ein drittes Verfahren angegeben werden, das
unmittelbar an den Artikel 8 der Disquisitiones generales circa
superficies curvas von C. F. Gauss anknipft. Wie Gauss hier
bemerkt, kann man es durch die Wahl des Punktes P als Anfangs-
punkt und geeigneter Koordinatenachsen & v,% leicht bewerk-
" stelligen, daB die krumme Fliche in der Umgebung des Punktes P
durch die Gleichung

() L= LT 8+ LTy 4 O

dargestellt wird, wo Q der Inbegriff der Glieder von hoherer als
der zweiten Ordnung sein wird. Durch diese Forderung werden
die Haupttangenten in P als die £- und 7-Achse erkldrt und gleich-
zeitig ergeben sich die Hauptkriimmungen als die Koeffizienten
Ty und T, von 28 und J+* Fiir die Kriimmung 7 des Normal-
schnittes, dessen Spur in der berihrenden Ebene mit der &-Achse
den Winkel ¢ bildet, findet man aus der Gleichung (3) sogleich

die klassische Formel von EULER:

und gewinnt daraus die Maximal- und Minimaleigenschaften der
Hauptkrimmungshalbmesser.

Um, auf dem Gaussschen Wege vorgehend, die Krimmungs-
lehre zum AbschluB zu bringen, hat man daher nur noch folgende
Frage zu beantworten: Wie lassen sich aus der Gleichung (3), bei der
die Fliche auf das begleitende Dreikant bestehend aus den Haupt-
tangenten und der Normale bezogen ist, die Gleichungen (1) und (2)
‘herleiten, bei denen ein beliebiges Koordinatensystem der z, Y,z
sugrunde gelegt wird? |

- Wie ‘man die Gleichungen anzusetzen hai, die zur- Beant-
wortung ‘dieser Frage dienen, liegt auf der Hand. Man erhalt
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leicht acht Gleichungen mit acht Unbekannten. Die Formeln
sind jedoch so verwickelt, dal}, wie es scheint, ihre Untersuchung
bis jetzt nicht durchgefiihrt worden ist. Bei Einfithrung geeigneter
HilfsgroBen lassen sich jedoch die Schwierigkeiten iiberwinden.
Die Lisung erhdlt dann eine so iibersichtliche Form, daf8 das dritte
Verfahren an Einfachheit hinter den beiden ersten nicht zuriicksteht.
Ja es verdient vielleicht vor diesen insofern den Vorzug, als es
in engster Beziechung zu den Kegelschnitten steht, die aus der
Gleichung. (3) als Naherungen fiir die Schnitte der krummen
Fliche mit Ebenen parallel der beriihrenden Ebene in P erhalten
werden, und so eine einheitliche Behandlung der Kriimmungs-
eigenschaften erzielt wird, deren Mittelpunkt die Gausssche
Form (3) der Flachengleichung bildet!.

§ 3
Aufstellung der Bedingungsgleichungen -

Aus der Gleichung z = f(z,y) folgt fiir die Umgebung eines
reguldren Flichenpunktes P die Entwicklung

(6) #—2=p('~a)+g(y ~y) +5r(¢—2P+s(d~2) (y -y)+ 3t (s~ 9)*+
wihrend die Gleichung (3) die Entwicklung liefert
| (=172 LT 4 ...

Beide miissen lnemander iibergehen vermége einer orthogonalen
Substitution _

H

o (@ @+@@ y) +i(7—3),
#(@ =) + By (y'~y) + a(z—2),
X(@—2)+Y(y—y) + 2 (—2).

o

I

—————

1 Daf} die Entwicklung {3) der Koordinate { nach Potenzen von &
und » wirklich durch den Inbegriff der Glieder zweiter Ordnung angenahert
wird, bedarf eines Beweises. Wie dieser gefihrt werden kann, ist in der
vorhergehenden Abhandlung gezeigt worden. Es geht daraus hervor, daB die
hier gegebene Herleitung nur far elliptische und hyperbolische Punkte der
Fliche gilt; dies ist kein Mangel, weil die parabolischen Punkte von vorn-
herein einer besonderen Untersuchung bediirfen.




32 (A.1) PavrL STicKEL:
Dabei bestehen die Relationen

(7) af+{3%—:—~(§:'], 1§+@§+‘(§=17 oty 4Py B+ 1Y =0

und
(8). 0 X+8, Y+, Z2=0, aX+BY+v,Z=0.
Ferner ist

1
9 X=—pZ, Y=g, Zo=—ee
©) p ey

und es besteht die Identitat
(10) X2 YraZ2=1.

Um die Substitution (6) auszufithren, moge darin zunichst
fiir 27—z der Ausdruck (5) eingesetzt werden. Man erhilt

E= (ot po) (F—2) + (By+g71) (v ~)

) 3 (F=2) sy (7 —2) () + vy (=) + -
1) r

0 = (a4 p1) (2'—2) + B2+ 972) (¥ —¥)

Tarn(@ - sn(-2) (-y) gt @)t +

und

(12) C=4rZ(@—a2P+sZ(d—2)(y—y) + 12 (' —y)*+--- .

[

Die so gewonnene Entwicklung von € nach Potenzen von
#’—z und y'—y mulB mit der Entwicklung iibereinstimmen, die
sich durch Einsetzen der Ausdriicke (11) fir £ und % aus der
Gleichung (3) ergibt. Die Vergleichung liefert sofort die Rela-
tionen

T, (‘11“-L le)Z -+ 7'2(‘“2’*’13‘(2)2 =rz,
(13) T1(ou+P11) (Brta11) + To(oo+ prya) (Bot g72) = $Z,
Ty (By+g71) + T (Ba+ 0ve) = tZ.

Auf diese Art ist man zu den acht Gleichungen (7), (8) und (13)
fir die acht Unbekannten oy, 8, vy: %, Bs, Ya; Ty, Ta gelangt.
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§4

Auflosung der Bedmgungsglmmhungen, Gleichung fiir die Haupt-
krummungshalbmasser

Die Form der Glelchungen (13) legt es nahe als H]lfsgmﬂen:
einzufithren

[ o+ Py =9y, 0‘2+PY2=82,
14) - : ‘ - :
( ) l Bitgvi=¢51, Bptgya=-ss.

Da die Relationen (8) sich in der Gestalt
(8) Y1= Do +q8y, Yp= P“z‘l‘!”jz

schreiben lassen, so hat man im ganzen je drei lineare Gleichun-
gen {iir oy, By, v, und o, B, Ya, mittels deren sich diese GroBen durch
8y, &y und 3y, ¢, ausdriicken lassen, und zwar so:

o 1+8)8—pge,  —pgd+(L+pY)e LA CY
() ! 1+p+¢ 7! l+p*+¢® 1+p*+¢°
15 |
_ (1 +4%) 8,— pye, _ —pq82+(1 +p2)€_2 - p8‘2+qs2‘..
% T+p*+g* ' 7 1 +p?itg? Tl 1+p2-l—q'2

Fir die sechs Unbekannten 3y, ¢,; 3, ¢5; 7, Ty, hat man zu-
machst die drei Gleichungen

T8+ 1,8 =rZ,
(13') ) T8 + T8y = 2,

| TS+ T, =12,
Weltere Gleichungen ergeben sich, wenn man die Orthogonahtats-;
bedingungen fiir die Substitution (6) nicht nach den Zeilen, son-
dern nach den Spalten gebildet aufstellt Die G]ewhungen (9).
berticksichtigend findet man o | .
dftog=1-X2=(14¢) 2%, Puvat By = —YZ - qZﬂ
(16)] pi+p3=1-72= - (1+p%) 22, Y1% + Yyt = - ~ZX- ng ‘
| AR =12 = (P )7 Byt aghy =XV = pg 7.

Sitzungsberiehte d. Heidelb. Akad., math.-naturw. KI. A. 1916, 1. Abh, - 3
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Vermige dieser Relationen beweist man leicht die Richtigkeit der
- bemerkenswert einfachen Gleichungen

B4+8=1+p",
(17)‘ - - 919, +eiey = pg,

é:1‘+€2 = 1'*'*?27

und erhilt durch Vgrbimﬂung je der ersten, zweiten und dritten
Gleichung in den Gleichungssitzen (13") und (17):

[ 52 _ rZ—(1+p*)T, s2_T4- (1+p" T,
S T S
TN I s&—pqT, sZ—pqT,
] b ,8 = 9 8 = - =
1 :
e 1Z—(1+¢") T, o Z-(+q)T,
T-T, ' T T,

Hlemus erkennf, man sofort daB dne hemden Hauptkriim-
mungem T und Ty der Glemhumg zweiten Grades geniigen

(119) [rZ - (’l+ P’)T][1Z~ (1+4°) T]~[sZ-pgTP =0,

und das 1st, wenn fiir Z sein Wert aus (9) eingesetzt wird, mcht.s :
anderes als die Gleichung (2)-

Nach Bestimmung von 7; und T, werden durch die Glei-
chungen (18) die beiden Paare von H[mlfsgmﬁen 81, €, und 8;,53_
bis auf ein jedem Paare gemeingames Vorzeichen und alsdann
durch die Gleichungen (15) die ’Jll‘mpel der Richtungscosinus ,, f,, Y1
umdl %gy Bay Yoy wmdemm bis, auf ein Jedem Tripel gerpeingames
Vorzexchen, hestlmmt. ' |

| Dle \{erhaltmsse dler Rmhtungscmsmms sind, ejndeutig gggeh;eu.
'Nach Ermwtelung der Grofen Ty und T, brﬂw:hz sogar. bei: thnen.
keine_newe Wurzel gezogen zu werden. Wenn man nimlich in den
Glemhungen (45) die Zahler der Briiche mit §, multlphmeﬂt, 50, ge-
]angl: man fur dlen Ze1ger 1 zu den Fom'melm

(20) 5438, 1= (1400t [ patt+ (4 s [ )
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-und hat jetzt nur fiir 82 und 3, ¢, die Werte aus den Glem]hungen (18)
emzusetzen Die ]Durc]nfu]hrung der Remhmung ergibt

oy By va={(1+¢% r—pgs-—Z"“ Ty): [~ pqv.v' + \(1{ pY)s): [pr+gs-pZ—* Ts].
Entspreehende Formeln gelten fiir den Zeiger 2. “

Damit ist die Auiﬂosumg der Gleichungen (7) (8) und (13)
vo]llendet el

§5
Der Ausnahmefall der Nabelpunkte

Die Gleichungen (18) werden hinfillig, wenn T1 = T, also auch

R, = R, ist; dhe Nabelpunkte bediirfen daher einer besonderen

Untersuchung'

Nach den Gleichungen (13’) und (17) Jst in einem solchen

Punkte -
' 8§+3§=I’2R1=1-‘¥-p2, 816,486, =sZR, = pg, S+=1ZR =1+
Mithin gelten fiir einen N abe]punkt notwendig die ‘»'Gleichumgen

- r s t
21 O .
@ 1+p*  pg  14¢ |
Sind umgekehrt fiir einen Punkt .P diese G-]elchumgen erfillt, so

kommt, wenn der gemeinsame Wert der drei Briiche mit ) bezeich-
net wird:

(T:=22)8 + (T,-22)% = 0,

(22) | (T—22)3,¢, + (Ta—22) 356, = 0,
(T,—22)& + (T,-23) & = 0.

'Diesé Gleichungen erfordern, daB entweder
T—Z2=0, T,=-Zx=0

oder RRR |

8165 —8,e, =0
ist. Im zweiten Fall wiren aber, wie die Gleidhungen (15) zeigen,

die Richtungscosinus oy, By, 71 den Rmhtungsmsmus dg, Bas Yo
proportional, und das ist mit der Relation -

g

]
%
J
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%y + By By + 1 = U
nicht vertrdglich. Mithin muf3

sein. Die Gleichungen (21) sind demnach die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen fiir einen Nabelpunkt. ’

Dafl man bei einem Nabelpunkt fiir die vier Unbekannten
01, €1; Op, & NUr die drei Gleichungen (13) erhilt, kann nicht tber-
raschen, denn in diesem Falle darf als begleitendes Dreikant ein
jedes Dreikant genommen werden, dessen eine Kante die Flichen-
normale 1ist.

§ 6
Die Formeln fiir die Haupttangenten

Es bleibt ibrig, die Gleichungen (1) zu beweisen, durch
welche bestimmt wird, wie sich die Richtungscosinus der Flichen-
normale &ndern, wenn man von P aus aufl der Fliache in der Rich-
tung einer der beiden Haupttangenten wandert.

Zunichst gilt fur den Fortgang in einer beliebigen Richtung die
Formel

(24) dZ = pdX + paY,

die aus der Identitét (10) mittels der Gleichungen (9) hervorgeht.
Aus diesen Gleichungen folgt ferner

dX+pdZ+Zdp =0, dY + qdZ +Zdg =0,
und daher wird nach (24):

(14+p*)dX + pgdY + Zdp =0, pgdX + (1+¢°)dY + Zdg = 0,
woraus sich fir dX und dY selbst die Gleichungen ergeben:
b (L+p"+@)dX + Z{(1+¢%)dp—pgdg] = 0,
| (LepPe®ay = 20— pgdp + (145} dg] = 0.

Die Ahnlichkeit der Ausdriicke in den eckigen Klammern
-mit den Zéhlern der Briche fir o, B, und oy, B, in den Glei-
chungen (15) springt in die Augen. An die Stelle von 3, & und
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8y, € treten dabei dp und d¢g. In der Tat 148t sich zeigen, dafBl
beim Forigang in der Richtung der Haupttangenten jene GroBen
beziehungsweise proportional d; p} d1q und dyp, dyg sind, und hier-
mit ist dann der Beweis fir die Gleichungen (1) geliefert. Es
geniigt, die Rechnungen fiir den Zeiger 1 durchzufiihren.
Wandert man in der Richtung der ersten Haupttangente,
s0 1ist |
(26) . gz =oyd;s, dyy = Bydys, d;z‘="x’1d13:

und es wird nach den Gleichungen (13):

Zdyp =Z(rd1x+sd1 y) = [al(T1 24T, 82) +84(T, 88, + Ty 8252)] dss,

27
(27) | Zd,q =7 (sdx+1dyy) = {al(TISLEﬁTszsg)nLBl(Tle?nLTgeg)]dls.

Nun gelten aber die Identitéiten

Zum Beweise hat man nur aus den Gleichungen (14) die Werte
von 3y, g, 8y, & einzusetzen und die Gleichungen (8') zu benutzen;
man wird so auf die Orthogonalititsbedingungen (7) gefiihrt, mit
denen die Gleichungen (28) im Grunde gleichbedeutend sind.
Demnach wird ' :

(29) Zdyp =38, Tydys,  Zdig=¢T1d;s,
und daher
(30) dl.X“i‘OLjTidlS:O‘, dl}7+ BlTldl‘g=O'

Da aber gleichzeitig
hZ=pdX+qdY, vy =po+qp,

ist, so folgt aus den beiden Gleichungen (30) sofort die dritte
Gleichung

(31) diZ + v, Tydys =0,

womit die Gleichungen (1) gewonnen sind.




