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Um das Eisexsteinsche Kriterium fir die Irreduktibilitit
algebraischer Gleichungen aufl Funktionalgleichungen auszudeh-
nen, und fir letztere eine Reihe anderer Kriterien zu entwickeln,
die sich wieder auf numerische Gleichungen tbertragen lieBen,
brauchte man nur die fiir algebraische Funktionen unmittel-
bar ersichtliche Erweiterung des Gaussschen Satzes zugrunde zu
legen, daB3, wenn ein ganzzahliges Polynom in zwei rationalzahlige
Polynome zerleghar ist, auch eine Zerlegung in zwel ganzzahlige
Polynome existiert!. Will man jedoch die analogen Untersuchun-
gen zur Gewinnung von Irreduktibilitétskriterien {tr lineare homo-
gene Differentialgleichungen durchfihren, so muB zunichst der
Gavusssche Satz in etwas verdnderter Form ausgesprochen und
bewiesen werden. '

Sei eine algebraische Funktionalgleichung gegeben
(1) | Pe=fy"+fy" 7 e vy + 1, =0,

in welcher [y, f,, ... f, ganze Funktionen von x sind, und gentige
eine Liésung y, derselben einer gleichartigen Gleichung niederen
Grades

(2) Q =0y + oy "+ -+ o yre,=0,

aber keiner ebensolchen Gleichung von noch niedrigerem Grade
als dem v*: die Gleichung (2) ist dann eine mit Adjungierung
rationaler Funktionen von x irreduktible, da fir algebraische Funk-
tionen die Definition der Irreduktibilitit, keine Losung mit einer
gleichartigen Gleichung niederen Grades gemein zu haben, mit
der, daB eine Losung derselben nicht einer Gleichung niederen

! Vergl. meine Arbeiten: ,,Uber den Eisensteinschen Satz von der Irre-
dgktibilitét algebraischer Gleichungen* (Journ. f. Mathematik. Bd. 115) und
,»Uber die Entwicklungsform der algebraischen Funktionen und die Irreduk-
tibilitat algebraischer Gleichungen** (Journ. f. Mathematik. Bd. 121).

,1*
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Grades geniigt, zusammenfillt, und es wird daher die irreduktible

Gleichung (2) alle ihre Losungen y,,7s,, ...y, mit der Gleichung (1)
gemein haben.

Aus den beiden Polynomen
P = oy fy* e 1,
Q=¥+ oy" 7+ + o

folgt durch Elimination von y® y* !, ...y" die nach Substitution
der Polynome P und Q in x und y identische Gleichung

— [ S IS A S (4’1 fo+ 9 f1) yr

(3) %o P= n—v—2 (1 . 2 n—v—2

l + @ (‘Pz%*‘%hﬂ‘*‘%fz)y
Feeet (‘pn—v fo+ 90 Yn—v—t 1 + ‘P% ©y_y_pfyt e+ cpg—v fn—-v) Q
+ Hoy" ' + Hyy 7+ + Hy g,

in welcher die Funktionen ¢, ¥, ®,... H ganze Funktionen von x

sind; da aber y=y, die Gleichungen P=0 und Q=0 befriedigen
sollte, also nach (3) auch :

Hoyp " +Hyy{ -+ Hy =0
sein muB, so wird wegen der Irreduktibilitdt von (2) das in x

identische Verschwinden der Koeffizienten H folgen, und daher
die Gleichung (3) in die in x und y identische Beziehung tibergehen:

(4) | ga P (foy™+ £yt 1)

=[or Ly e (e fot @oly) v T ] [0 H oy T gy ]

Ist nun x—« ein linearer Teiler von g,, und setzt man, ohne
zu den weiteren Schliissen die spezielle Form der Koeffizienten

der Klammerausdriicke zu beriicksichtigen, die Gleichung (4) in
die Form ,

b1 P = [(Ligt (o) Mg) Y™+ (L (x—c) M, ) 7" ]

[(]o+(x—a)mo)y“+(11+(x—-a)m1)y"“1+ ],
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worin Ly, L;, ... 1,, 1,, ... den Faktor x—« nicht enthalten, -so
miissen, da die Koeffizienten der y-Potenzen auf der linken Seite
dieser Gleichung durch x—a teilbar sind, auch die Koeffizienten
in dem Produkt

[Loy™ ™+ Lyy"™ ™ e+ Ly J LY 1y 7 400 41

. eben diese Eigenschaft haben. Seien nun die ersten, nicht iden- -
tisch verschwindenden L- und l-Funktionen L, und l,, so miifite -
der Koeffizient der hichsten in dem Produkt enthaltenen y-Potenz
L, I, durch x—o teilbar sein, also L, oder l, gegen die Voraus-
setzung verschwinden, d. h. alle Koeffizienten des ersten Klammer-
ausdrucks der Gleichung (4) durch x—a teilbar sein, da wir an-
nehmen dirfen, daBf die Koeffizienten der Gleichung (2) keinen
gemeinsamen Teiler haben. Dividiert man nun die beiden Seiten
von (4) durch x—ea, so daB die rechte Seite aus einem Produkst
eines Polynoms von -y vom n—v** Grade mit in x ganzen Koeffi-
zienten und Q besteht, und wendet dieselben Schliisse auf alle
linearen Teiler von ¢2—"*! an, so ergibt sich die Zerlegung

(5) P=(gy" "+ y" o+ gy Y H8)Q,

worin g, gy, .- €u—, ganze Funktionen von x sind, wie es der
GAusssche Satz fiir Funktionalpolynome verlangt.

Es moge des Folgenden wegen hier noch bemerkt werden,
daB wir die Moglichkeit der Zerlegung von P in ein Produkt von
Q und emnem Polynom in y, dessen Koelfizienten ganze Funktio-
nen von X sind, auch aus der Beschaffenheit der oben als not-
wendig erkannten Gleichungen

Hy=0, H;=0, ... H, ,=0
herleiten konnen. Habe z.B. die algebraische Funktionalgleichung
P=f0y3+f1y2+f2y;l—f3=0 |
mit der Gleichung
Q=00¥"+ 017+, =0

eine Losung gemein, die nicht schon einer gleichartigen Gleichung
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vom ersten Grade in y angehort, also eine rationale Funktion von
x ist, so wird die in x und v identische Beziehung bestehen

(6) %P = (‘?o fov + (91 fo— 90 f1))Q

und

(7) Hy= g, (% fo— o, fo) — ¢ (f1 o~ ‘Ptfo) =0
(8) ‘ HLZ‘??}Y?,'%(E%_%YO):O

sein. Ist nun
g = (x—a)* (x—BY* (x=v)* ...
50 wird, wenn
1) ¢ ==0mod (x—u)

N

ist, nach (7) f, =0 mod (x—«)* und somit
(a) oofy und f9o—¢; 7o = 0 mod (X—oc)zy'

sein, und wenn
2) 9, 3= 0 mod (x—cx) )

. s0 ist nach (8) fypo—@ifo=0 mod (x—o)* und hieraus nach (7)

60Ty —afo = 0 mod (x—«)*, also fg=0mod (x—o)*, und es folgen
somit wieder die beiden Kongruenzen (a), so daB die Koeffizien-
ten des in v linearen Polynoms der Gleichung (6) durch (x—o)™*
teilbar sind, und da dasselbe fir (x—{s‘)l, (X_Y)M gilt, so ergibt
sich aus (6) die Zerlegung

P=(g,vy+8)Q,

worin g, und g, ganze Funktionen von x sind.

Der erweiterte EisEnstrinsche Satz, dafl, wenn in einer alge-
braischen Funktionalgleichung

P= fo}’n—%- {-lylﬂ—-l Y ﬁn——l‘. y 4 fll =10

fiir irgend einen Wert x=g«

fy (o) = (o) =+-=f (o) =0

ist, wihrend von den Werten f,(«) und f,(«) der eine von Null

verschieden ist, der andere verschwindet, diese Funktion jedoch die

o
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Losung o nur einfach besitzt, die Gleichung mit Adjungiérung
rationaler Funktionen von x irreduktibel ist, folgt unmittelbar aus
der Zerlegungsform (5), die fir den Fall der Redum]blhtat von
P=0 bestehen miifite. Denn, wenn -

f,=0, flz 0,...0,_ ‘120 mod (X m) 2=0 mod (X—a), fo# Omod (X——oc)ﬂ'—

ist, so folgt, da nach (5) g,,=F, ist, daB entweder g, oder ¢,
den Teiler x—a einfach besitzen; bringt man nun die Posten der
rechten Seite von (5), fiir welche die Koeffizienten der y-Potenzen
durch x—a teilbar sind, auf die linke Seite und wendet auf die
sich s0 ergebende Gleichung in bekannter Weise dieselben Schliisse
an, so folgt, daB entweder alle Funktionen g, g;,...2, , oder
®os @1y + -+ @, durch x—a teilbar sein mussen, was aber wegen |

gn-;v CQy= fn

der Voraussetzung nach nicht moglich ist — also muB P=0 irre-
duzibel sein. ’

Um nun diese Betrachtungen auf lineare homogene Differen-
tialgleichungen auszudehnen, nehmen wir an, daf die leferentlal-
gleichung :

9) P,y fym—b ... 4 .y +hy=0,

in welcher fy, I}, ... f, ganze Funktionen von x sind?, mit der gleich-
artigen linearen homogenen Differentialgleichung -

(10) Q=0oy"+ ¢,y V- 49, 1y +4,y=0

eil'l Inﬁeg.n'al Y1 gemein hat, welches nicht schon einer ebensolchen
Differentialgleichung von niedrigerer Ordlnu:ng als der v*® Geniige
leistet, und man erhdlt dann, genau wie oben fiir algebraische

Gleichungen, die fir eine bellehlge Funktion y von x identische
Gleichung

1 Die Ausdehnung der machfolgenden Untersuchungem auf den Fall, daB
die Koeffizienten der Differentialgleichungen nach ganzen Potenzen von x—o
fortschreitende Reihen sind, ist unmittelbar ersichtlich.-
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'Pg—-w—l P= (Pg__u fOQ(n_v) + @g_v_l (% ro + (Povr1) Q(n—v—l) N

| . 2 Y ‘
+ (L."’n—v Ry AVITE PR SONINIPS PRTEPR oy 1 n——-v) Q

+ I_I(]}T(V_l) + Hl -'y(‘)—g) + b + H\)_ly ]

worin die Funktionen ¢, {, 7, o, ... H ganze Funktionen von x sind.

Substituiert man hierin das den beiden Gleichungen P=0
und Q=0 der Voraussetzung nach gemeinsame Integral y,, so miifite

— y—2 .
Hyy{ R H,y{’ bt H, ;¥,=0

sein, und da dasselbe der Annahme nach nicht schon einer gleich-
artigen linearen Differentialgleichung von niederer Ordnung als
der v*" geniigen sollte,

He=0, H,=~0,...H,_, =0,

so daf} sich die fiir jede Funktion v von x identische Darstellung
von P durch die Ableitungen von Q in der Form ergibt

(1 1) @8—‘&1 P= @g-—u fo Q(n—v) 4 (Pg——v——l ( LIJI TO + % fl) Q(n—v—vl)
+op T (szfo +oosa ) +of rz) QIn—v=2l ...

+ (‘-Pnn-v fot o sny_y Iy + 0] Opygly+-o 4 op™ fn—v) Q,

aus welcher ersichtlich ist, daB alle Integrale der Differential-

gleichung Q=0 auch Integrale der Differentialgleichung P=0 sein
werden.

Es ist jedoch zu bemerken, daB, wihrend oben f{ir die alge-
braische Gleichung Q=0 die Definitionen der Irreduktibilitit,
keine Losung mit einer gleichartigen Gleichung niederen Grades
gemein zu haben; oder mindestens eine Lésung zu besitzen, welche
nicht schon einer gleichartigen Gleichung niederen Grades gentigt,
einander dquivalent sind, diese Aquivalenz fiir lineare Differential-
gleichungen nicht besteht. Es kann namlich y; der Bedingung
unterliegen, nicht einer gleichartigen linearen Differentialgleichung
niederer Ordnung als der v'*" yu geniigen, withrend dies fir andere
Integrale dieser Differentialgleichung wohl der Fall sein kann.
Nennt man eine lineare Differentialgleichung irreduktibel, wenn
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sie kein Integral mit einer gleichartigen linearen Differentialglei-
chung niederer Ordnung gemein hat, so gilt bekanntlich der Satz,
dall, wenn eines ihrer Integrale einer gleichartigen linearen Diffe-
rentialgleichung hoherer Ordnung angehort, auch alle ihre Inte-
grale dieser letzteren Differentialgleichung geniigen werden; soll
jedoch eine lineare Differentialgleichung als irreduktibel bezeich-
net werden, wenn sie tiberhaupt nur ein Integral besitzt, welches
nicht einer gleichartigen Differentialgleichung niederer Ordnung
geniigt, so folgt aus der obigen Darstellung (M), dafl, wenn dieses
Integral einer gleichartigen linearen Differentialgleichung hiherer
Ordnung geniigt, ebenfalls auch alle Integrale jener derart definier-
ten irreduktibeln Differentialgleichung Integrale der letzteren sind.

So hat z.B. die lineare Differentialgleichung dritier Ordnung

(12) P=(4x*—2x + 2)y" —(8x*+ 10x)y" + (8x°—4x*+ 12x—-2)y' =0

mit der Differentialgleichung zweiter Ordnung -
(13) Q=(2x—1)y" — (42 +1)y + (4x*~2x+2)y =0

das Integral
- yy=e" +e"

gemein, welches nicht schon einer linearen Differentialgleichung
erster Ordnung mit in x rationalen Koeffizienten geniigt, und es
werden somit alle Integrale von (13), die simtlich in der Form

y =c,e° + eyt

enthalten sind, auch der Gleichung (12) angehoren, wiewohl das
Integral e* der ersteren schon der linearen ‘Differentialgleichung
erster Ordnung y'—y=0 angehort, diese also im ersteren Sinne
nicht irredulktibel ist.

Wir werden die zweite der oben fiir die Irreduktibilitdt einer
linearen Differentialgleichung gegebenen Definitionen der Kiirze
des Ausdrucks wegen im folgenden beibehalten.

Daf} sich nicht, wie oben bei der Erweiterung des Gaussschen
Satzes auf algebraische Funktionen, fiir lineare Differentialgleichun-
gen allgemein aus der Gleichung (11) P als lineare Funktion von
Q und dessen Ableitungen ergeben wird mit Koeffizienten, welche

et ok ot
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ganze Funktionen von x sind, ist z.B. schon aus den Glelchungen ‘
(12) und (13) ersichtlich, fiir welche nach (11)

(2x—1)"P = (2x—1) (4x®—2x +2) Q' — [(2x—1) (8x*+ 10x)

_ (4}(_2—~1) (4XZ—2X+2)]Q
ist, woraus sich nur

(2x~1) P =(4x2-2x+2)Q —[8x*+10x—(2x+1) (4x*~2x+2)]Q,

aber nicht eine Darstellung von P selbst mit in x ganzen Koeffi-
zienten ergibt.

Um nun die Untersuchung allgemein durchzuliihren, wann
sich aus (11) eine analoge Darstellung fir P selbst ergeben wird,
wollen wir eine Hilfsbemerkung vorausschicken und dann zunichst
die Untersuchungsmethode selbst an der Zusammenstellung einer
linearen Differentialgleichung dritter Ordnung mit einer irreduk-
tibeln Differentialgleichung zweiter Ordnung erliutern.

Es ist leicht zu sehen, daB, wenn in der durch ¢2—**! dividier-
ten Gleichung (11) die Koeffizienten von Q== Qu—v—1 _
ganze Funktionen von x sind, auch der von Q diese Eigenschaft
haben wird. Denn, wenn sich aus

P = Go() QU Gy (<) QU0 4Gy, ()0 Gy (X)Q

el IV

durch Division mit of "+

P= Zo (X) Q(ﬂ—v) +g (X) Q(ﬂ—‘ﬂ—l) g o (X) QI . _Gn_——v(_ﬂ‘

n—v--1
%o

ergibt, worin go(x), g1(x), ---g,, 1(x) ganze Funktionen von x
sind, so missen in dieser identischen Gleichung auch die Koeffi-
zienten von y™, y* U . v v in dem Ausdruck

:
’E
i
;

G, (x
‘?n:v(+1) (%YM +oy V4t %Y)
0

dieselbe Eigenschaft haben, und da zundchst der Koeffizient von y™
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G, (x
7 nig— ) - G(X)
Po ,
in x ganz sein mul} ,k. sich auch
G G(x Gx)
(X) P1s ( )@2:‘” ( )CPv
%o %o %o

als ganze Funktionen von x ergeben, oder es miiBten, wenn N der
groBte gemeinsame Teiler von G(x) und ¢, ist,

6 G S0
N N N
P15 P2, ° Py
By Qo - P .
N N N
ganze Funktionen von x sein. Da aber ——und - relativ prim

sind, so wirden o,, g, ... ¢, den gemeinsamen Teiler % haben,
also g,, ¢y, ..., einen gemeinsamen Teiler besitzen, welcher Fall
fir die Differentialgleichung Q=0 ausgeschlossen werden durfte;
es mull somit

G(x) Gyy(X)

- n—yv+1
o %o

eine ganze Funktion von x sein.

Habe nun, um die Untersuchung zunéichst an dem einfachsten
Falle durchzufiihren, die Differentialgleichung |

P=1,y" + i,y +1y +1i5y=0
mit der Differentialgleichung
Q=00y +¢;5 + 9y =0
ein Integral gemein, welches nicht schon einer linearen Differen-

tialgleichung erster Ordnung mit in x ganzen Koeffizienten ge-
niigt, so ergibt sich nach (11) die identische Zerlegung

(14) 'tp%,P = (Po‘foq’ + (%fl '“EO_(‘P;,‘HP&)‘Q - |
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wahrend die Gleichungen H,=0, H,=0 die Beziehungen liefern

(15) . ‘?0(% Ez—fo(fP;+@z)) =@ (‘Pof1—f0(‘a°‘;+‘P1))
(16) %o (‘?o fs—1o ‘P;») = Qg (% fl_fo(‘P;)"' ‘Pi)) .

Da wir wieder annehmen diirfen, da8 ®os P1, ¢ kelnen gemein-
samen Teiler haben, so folgt auf Grund der obigen Hilisbemer-
kung, daB die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB
P nach Q" und Q mit in x ganzen Koeffizienten zerlegbar ist, da-
durch ausgedriickt wird, daB f, durch g, teilbar ist, und wir haben
somit nur die Frage nach der Beschaffenheit der Losungen von
@ zZu erdrtern, damit diese Bedingung erfiillt ist. Besitze

1) @, den Faktor (x—a«)* und sei g, == 0 mod (x—a),

so folgt aus (15), dal Iy(go* ;) durch (x—o)* teilbar ist; es wird .

somit, wenn » >1 ist, f, den Divisor (x—a)* enthalten, und daher,
wenn ¢, nur vielfache Losungen besitzt, 1, durch o, teilbar sein.
Ist jedoch x=1, so kann aus der Teilbarkeit von To(¢o+4,) durch
X—o nur geschlossen werden, daB f, durch x—a teilbar sein mul},
wenn ¢)+¢;== O mod (x—a) ist, wiewohl auch die Teilbarkeit von
fo durch x—o bestehen kann, wenn g;+ o, =0mod (x—a) ist. Wir
finden somit, da}, wenn

%0 =(X—aJ* (x—B)* (x—y)*... (x~a) (x=b)...(x~a,)(x—b,) ...

ist, worin %, A,p....>1, und die einfachen Losungen ay, by, ... so
beschaffen sind, daB unter der Voraussetzung, daB ¢, keine Losung
mit ¢, gemein hat, ¢+ =0mod (x—a,), mod (x=D,), ... ist, im
allgemeinen f, nur durch
Po
(x—a) (x=b,)...

teilbar und daher auch nur

(x—a,) (x—b,)...P

mit in x ganzen Koeffizienten zerlegbar sein wird, was in der Tat
in dem obigen Beispiel (12), (13), in welchem
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a=1, po=2x—1, p;=—(4x+ 1), also c‘pg+<pl=_—(4x2—1)50 mod (x—%),

der Fall ist. Kommen Losungen von der Beschaffenheit der
ay, ]bi, ... In g, nicht vor, so wird stets f; durch @ teilbar, also P
mit in x ganzen Koeffizienten zerlegbar sein. Daf aber auch,

wenn y+ o, =0 mod (x—a,) ist, zugleich f, durch x—a, teilbar sein'
kann, sich also auch P mit in x ganzen Koeffizienten zerlegen lassen
kann, zeigt das Beispiel - a :

d 1
xy ‘- xPy +xy y—H;(XY +(xP— )Y ’CY)

Enthilt

2) o, den Faktor (x—-ok)*, ¢, den Faktor (x—a), - _

worin %>1, p>1, und ist somit cp2$0mod(x @) 50 hetert die
direkte Untersuchung von

d \ " '
(x—a) G-P= Gy [(x—a'gey”+(x—f'g:y + €]
+ Gy [(x—a)gey +(x—o) gy +&Y],
worin G, Gy, Gy, g4, 84, 2, ganze Funktionen von X, und G, 20, 211 Lo
== 0 mod (x—«) sind, fiir die Koeffizienten von y', v, ¥,y auf der

rechten Seite dieser Gleichung vermoge der Forin der linken Seite
die notwendig zu erfiillenden Kongruenzen:

| Gy(x—a)*g,=0mod (x—u)

=
(0.9]
&
e

(X_“) 8’04‘3‘(’(—‘1)}t lgo"F(X—O!)“JL gl]-l-G (x-—a) g,=0 mod (xa-oc)
ol (x—er)t g+ (x—o)* ' g1+ g5]+ Gy (x—a)H g, =0 mod (x—)

A~ S T P
iy
e

e T e

Gos+ Gy g, =0 mod (x—m) :

fiir x=1, p > 1 folgt aus (18) G,=0, also auch GmEO‘, und dasselbe
fiir w>1 aus (19), wihrend fiir p=1 G, o(81+2)=0, also im allge-
meinen nur Gy=0 und G;=0 folgt, wenn-g,+g,==0 ist. Bemerk’b
man nun, daf - _
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Po+ <P1=(X—“)xg:)+%(x—a)"“lgo+(x—cx)”glE‘O, wenn »>1,

und == 0, wenn z=1,
und .
Pt 0y = (X—a)i g +u(x—u) g+ gy =20, wenn p>1,

und = g, +g,, wenn p=1

ist, so ergibt sich durch Zusammenfassen der fiir 1) und 2) ge-
wonnenen Resultate, daB, wenn op=(x—a)*gy, ¢ =(x—a)tg,,
93=(X—a)Pg,, worin g, &, g==0mod (x—a) sind, fiir x>1 p>1,
#>1 u=0, x=1 u=1 die Koeflizienten G, und G, durch x—«
teilbar sind, withrend dies im allgemeinen fiir x>1 w=1 nur statt-
finden wird, wenn ¢;+¢,=£0, und fir x=1 p=0, wenn ¢y+q,==0
ist; die Teilbarkeit von G, und G; durch x—« wird daher nicht
notwendig stattfinden fiir die Dilferentialgleichungen

Q=(x—2)gy" + gy + (x—a)P gy =0,

worin p=0, wenn g,+¢,=0, und

Q=(x—a)*gy" +(x—a)gy + g,y =0,
wenn o, + o0, =0 ist.

Da nun dieselben Schlisse fiir jeden linearen Teiler von Pa
gelten, so wird sich der Gleichung (14) zufolge das nachstehende
Resultat ergeben: Wenn o, die Losungen «,p,... mehrfach, die
Lésungen a, b, ... einfach enthilt, und es besitzt ¢, von den GréBen
%, B, ... die Losungen w,, B, ... mehrfach, oder wenn einfach und
es 1ist : -
o+ 0,0 mod (x—a,), mod (x—8), .-,

und enthélt ¢, von den Werten a,b,... die Losungen ag, by, ...
mehrfach oder einfach, oder wenn garnicht und es ist

%o+ ¢, 2= 0 mod (x—ay), mod (x—b,), ...,

s0 werden sich in (14) alle linearen Teiler von ¢ wegdividieren
lassen, und somit die Zerlegungsform von P selbst nach ’ und Q
nur in x ganze Koeffizienten besitzen; die aufgestellten Bedingun-
gen werden daher fur diese Zerlegung hinreichende sein. ‘
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Um nun allgemein, nicht nur wie in dem soeben behandel-
ten Beispiel die hinreichenden Bedingungen, in den Koeffizienten
Pps @1y -+ 10 Q ausgedriickt, fiir die Zerlegung von P mit in x gan-
zen Koeflizienten, sondern die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen dafiir in den Koeffizienten f,f,,..., ¢, @ ... von P und
Q ausgedriickt aufzustellen, bemerke man zunichst, daB — von dem
selbstverstindlichen Falle, dafl ¢, eine Konstante ist, abgesehen —,
wenn f; nicht durch ¢, tell]bar 1st, wie aus dem Koeffizienten von
Qe in (M) zu ersehen, eine Zerlegung mit in x ganzen Koeffi-
zienten nicht maglich ist, und daB ferner eine hinreichende Be-

dingung fir eine derartlge Zerlegung durch die Kongmenzen ge-
hefert wird :

fo=0mod ¢f Y, f,=0 mod g™, ... f,_, ;=0modg,,

da dann alle Koeffizienten von Q®—Y, Q@1 ... Q" auf der rech-
ten Seite der Gleichung (11), und somit auch der von Q durch
o5 ! teilbar sind, withrend sonst nur ohne weitere Bedingungen
die Teilbarkeit der rechten Seite von (11) durch ¢, unmittelbar
ersichtlich ist. -

Hat nun P=0 mit der irreduktibeln Gleichung Q=0 ein ln-
tegral gemein, so daB nach (11) die Bemehung besteht

CPB""“"I'I P = GO Qn__v + G1 Qn—\)—l "|‘ st Gﬂ-—v ‘Q ?
s0 folgt durch Identifizierung &ef'Ko‘effizienten der Abvl‘eitumg von 'y

pp V1, (}Utp0 oder Gy=¢; 'f,

go V= G(; [(n.—1) 9o+ (P1] + G, 99

oder

Gy=95 " hi+ob o [(n—v) o+,

usw., und es werden somit die notwendigen und hinreichenden
‘Bedingungen dafir, daB die Zerlegung von P eine ganze sein soll,
also die Koeffizienten Gg, Gy, ... durch ¢2—V+! teilbar sein sollen,
in den GroBen fy,f;;... 99 ... ausgedrirckt, die folgenden sein:
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fo: oo =go
Goly+To[(n—v)go+01]: G5 =g,
9ot —ofo[(n—v)y90 + (n—v)y o1+ 0y ]

- [‘?ofﬁ' fo((n_“)@a"f‘ 4’1)] [(H—V"T)CP(H‘ ‘PJ : ‘Pg =8

USW., WOrIln g,, g, £s, --- ganze Funktionen von x sein sollen.

Um zunichst nur eine unmittelbare Anwendung von diesen Be-

ziechungen hervorzuheben, nehmen wir an, dafl « eine einfache

Lésung von f, ist, fiir welche auch cpu(a‘.)=0 ist; dann wird, weil g,
eine ganze Funktion von x sein soll, & auch eine einfache Liosung
von ¢, sein miissen, und somit, wenn « auch eine Ldsung von f,
ist, da g, in x ganz sein soll,

(n—v)go+e,=0mod (x~a)

sein, also o, nicht die Losung o haben diirfen. Wir finden somit,
daB, wenn f, die einfache Liésung « besitzt, die auch fl(ov.) und
gpo(oc) zu Null macht, eine notwendige Bedingung fiir die Moglich-
-keit einer ganzen Zerlegung von P, wenn P=0 cin Integral mit
der irreduktibeln Gleichung Q=0 gemein hat, die ist, daB die
Losung & der Funktion ¢, nicht angehort und die obige Kongruenz
befriedigt wird.

Aber wir konnen auf diesem Wege durch Vergleichung der

Koeffizienten von y und dessen Ableitungen in der Zerlegungsform

(11) auch allgemeinere Sitze herleiten. Habe z. B. die Differential-
gleichung

]P = fﬂ.y(lﬂ) + fl.‘y,(ﬂ——l) + e + fny - 0 3

in welcher

f0=(x—0ﬁ)x‘oF07 fiz(X'—'a)xlFl, ces fn‘_:(x“d)\x“Fn,

Fy, ¥y, ... F, nicht durch x—e« teilbar, und nicht alle x von Null

verschleden sind, mit "einer irreduktibeln DJfferemla]glelchung‘

v Ordnung

Q=¥+ y" V.o +0,y=0,

e i
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in welcher

Po= (x_a))\u (‘PU" VLCP; = (X_'a)h.q)lv- A h ‘(X-—,G!))\g by, -

$os Yy, -+ Yy nicht durch x—o teilbar, und nicht alle A von Null
verschieden sind, ein Integral gemein, so folgt aus der Zerlegungs-
glelchung (11) durch Ident1f1z1erung der Koeffizienten von y®,
yo U, L -

(e "IN AR G —a) gy oder Gy=(x—a) " Mg

worin g,==0 mod (x oz) ferner aus

(x—a)

= (x—a)" M g [n—v)((x Aaf‘“ by + Do (Xx—01)

(n— v+1) Aoty tl.ln—VH
0

A

) () ]
+Gy(x—a) "4y, |

und unter der Voraussetzung, dafl A,>1, und zwar, wenn A,=1,
M=l wenn 21, 2=0 ist, wenn ferner »,>x,—2, und %=1, ist,

G1 — (x—* OL)('ﬂ——v—l) Aoty g,
worin g; ==0 mod (x—a) ist. Ebenso ergibt sich aus der Identifi-
zierung der Koeffizienten von y®—2

(n—V-I-lb\ -+ —V+1
(x—) " T F,

(=} Ag+¥,

=(x- ) 2o [(H‘V) ( X“o‘) ‘l-’o +27\0(X‘“) LIJ:)'F 1;0(10‘1) (X“m)lrg q"m)-

(=), (( ( X—a) l¢1+7\ X“"“)h_ ¢1)+(Xﬂ)1,‘pa]

)(n —v—1) m.,+x,

+ (x—or g1 [(n—~—1) (( X—a) g+ o (x—or)™ o) + (x-==oc )y

+ ‘G'z X‘—‘x) “IJO 4
dal unter der Voraussetzung, daB »,>x,—22, und =2, ist
= 1

G2 - (X m)(n“"z) ot 82,

Bitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math,-naturw, K1, A, 1916, 5, Abh
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worin wieder g,==0 mod (x—a) ist. SchlieBt man so weiter, so

ergibt sich unter der Voraussetzung «, . , > xo—(n—v—il))xo und
xOZ(n—v~1) X

Gy y= (x—m)l“ﬂ" 2. 1 Worin g, , =0 mod (x—a),

und unter der Voraussetzung xn_\,>x0‘—(n—v)7\0 und xﬂ,z(n—v) 7&;._

Gy =(X— ) g,—y, Worin g, ,==0 mod (x—a)
ist. Da nun die linke Seite der Gleichung

) 1 +1 (n—v) (n—v—1) [}
(Xﬁm)m—wmtpg—v P—G,0Q -G,Q | —eee—Gy_y 4Q

. M - A
= Gy (=) G0 7+ (=) by e (=)™ Uy y)

durch (x—a)’** teilbar ist, aber G,_, nur den Divisor (x—x) be-
sitzt, so miiBite :

-

)‘1;)\03 )‘227‘05 7\\:—’27‘0

sein, was, da die ¢-Funktionen keinen gemeinsamen Teiler haben
sollen, nur moglich ist, wenn 2,=0, wihrend oben 2,>1 voraus-
gesetzt war, und wir finden somit durch Zusammenfassen aller
Voraussetzungen, daB die Differentialgleichung P=0 mit der irre-

duktibeln Gleichung Q=0 kein Integral gemein haben kann, wenn’

2o=1, und zwar, wenn 3,=1, X, =1, wenn 2;>1, X,=0 ist, und

Byy Aoy eee An_y>Hg—Ag, xﬁa(n—v)?\o
ist.

Habe nun

P=foy®+fy®V . 4fy=0
mit der irreduktibeln Differentialgleichung

Q=¥+ y" 4o +,y=0

ein Integral gemein, so daB nach (M) die Beziehung besteht

T R e st snseens

!
@
|
i
E
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(21) op ! (fo NARES 5 A I fn y)
n—v n—y—1i
=Gy ¥+, 7V - +CPV_Y)+G1 e (%y(vur(p 1t guy)

O qxn-v

oot + Gy (0¥ + @07V <t eY),

so wird es fiir die folgenden Untersuchungen wesentlich darauf
ankommen, hinreichende, nur in den Koeffizienten ¢, o, ... P, aus-
gedriickte Bedingungen dafiir aufzustellen, dall sich P mit in x
ganzen Koeffizienten durch Q und dessen Ableitungen ausdriicken
lasse. Sei a eine Lissung von g,, so werden wegen der Teilbarkeit
der linken Seite der obigen Zerlegungsgleichung durch x—o die
Koeffizienten der Ableitungen von y den Kongruenzen geniigen:

Gooo=0
Gy [(n—v)1 ot ‘Pi] +Gy =0
| GO [(n“"“)z %o +(0—V)y @+ ‘Pz] +Gy [(Tﬂ—\'—i ) ?}; + <P1:| +Gy9o=0

@) Go[ 08+ (=), @™+ o0 ]+ G [0~ (n-v-1) ~v-2) ] .
o+ Gy y9=0  mod(x-e).
GO[(P(IH_W+ (n-v) of e ] +Gy [‘P:(lnﬁv—”'*‘ (D'V'1)1“P.(‘an_v—2)+ " ] |
e +Gyy 91 =0

L I T T T T T R R R N B R O

GO (Pgl V416G CP(H g e Gn—v—l (Pv + G'n—v Oy = 0

Nun folgt aus der zweiten dieser Kongruenzen, daB, wenn
(n—v) 9o+ ¢, =0 mod (x—a) ist, Gy=0 sein wird, sodann aus der
dritten, daB, wenn (n—v—1)g,+¢, =0, G, =0 ist, usw., endlich, wenn
9o+, 30 ist, G,_, 4, also auch G,_y=0 mod (x—e). Ist nun «
eine mehrfache Liosung von ¢, so verlangt das Bestehen all dieser
Inkongruenzen als notwendig und hinreichend, daB ¢,==0 mod(x——m)
ist, ist jedoch o« eine einfache Wurzel von ¢,, so werden zwar die
Inkongruenzen befriedigt, also simtliche G =0 mod (x=—oc) sein,
wenn ¢ =0, es konnen jedoch auch im letzteren Falle die Inkon-
gruenzen fiir ¢,;=0 bestehen.

Da nun fir den Fall, daB o eine elnfache Lcosung von o, ist,
die Kongruenz me,+9¢,=0 mod (x—a) nicht fiir zwei verschiedene

\2‘




20 (A. 9) L. KOENIGSBERGER:

ganze Zahlen m; und m, bestehen kann, weil sich daraus o als
mehrfache Lisung von g, ergeben wiirde, und die obigen Schliisse

fir alle linearen Faktoren von ¢, gelten, so ergibt sich das nach-

folgende Resultat:

Hat ¢y die Form

- (X—u)“(x—@)}' .. (x—a)(x—])) ey

worin %,2,...>1, und 1st

o= (x—2)f (x=b)° - (%),

WOTID 9161"'217 und QJ(X) keine der Ltjsungen OQ,B,...
besitzt, so wird sich P mit in x ganzen Koeffizien-
ten nach Q,Q,...Q"™ zerlegen lassen; sind jedoch
¢=g=---=0, so kdénnen die Kongruenzen

mgp+¢, =0 mod (x—a), mod (x—b), ...

— jedoch stets nur far einen Wert von m — befrie-
digt sein, und in diesem Falle kann man nicht auf
eine Zerlegung von P mit in x ganzen Koeffizien-
ten nach Q,Q,... schlieBen.

Gehirt jedoch eine mehrfache Losung von ¢, auch der Funk-
tion g, an, so daB keine der obigen Inkongruenzen befriedigt wird,
so folgt, wenn o mindestens eine dreifache Losung von g, ist, aus
den auf die zweite folgenden Kongruenzen (22), daBl, wenn die
Inkongruenzen

(n—=v)o;+ 9y =20, (n—v—1)g; + 0,220, ... ¢y + g, =0 mod (x—a)

befriedigt werden, wiederum alle G durch x—a teilbar sind, und
es wird somit wieder eine Zerlegung von P mit in x ganzen Ko-

effizienten moglich sein, wenn fiir alle dreifachen Losungen von -

g, die auch Losungen von ¢, sein sollten, diese Losungen mehr-
fache Lisungen von ¢, sind, aber nicht ¢, angehdren, oder ein-
fache Losungen von ¢, welche auch ¢, besitzt, und in derselben
Weise konnen wir weiter schlieBen, wenn mehrfache Lésungen von
o, auch ¢, angehdren, usw.

i
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Hinreichende Bedingungen fiir die Zerlegung von P nach Q
und dessen Ableitungen mit in x ganzen Koeffizienten sind also
dadurch gegeben, daB fur alle Ldésungen « der Funktion @, fur
alle ganzen Zahlen k=1,2,3,...n—v die Inkongruenzen bestehen

Ko+, 2=0 mod (x—a).
Habe z.B. die Differentialgleichung vierter Ordnung
P= f ””+f1y L,y Ly +1,y=0
mit der irredukti_beln Differegtialglgichung‘

Q=1goy + ‘Pny"“" =0

ein -Integral gemein, so daB nach (11)- che Adentlsche Bez1ehung
besteht ‘

a d
%P =G _“_(CPOY T o1y +<P2Y)+G‘1d (20¥" + 1Y ‘HPzY)

+Gy(00Y + 0¥ + %Y)

so werden die aus der Vergleichung der Koeffizienten von y und
dessen Ableitungen sich ergebenden Kongruenzen (22) lauﬂben

Gy9p=0
Go (205 + 1)+ G, 9,=0 | |
Go (7 +2¢4+62) + Gy (- 91) + Gapo=0 | mod (x—0) ,
G, (qJ;’ + 2:92) + Gy ((p; + 302) + G, ¢ = 0
Gy ¢y + Gy g+ Gy 9, =0

und man findet leicht auf dem elt)en angegebenen Wege die hin-
reichenden, nur durch die Koeffizienten ¢, g,, 05 ausgedruckten
Bedingungen fir die Zerlegung von P nach Q, Q”; Q" mit in-x gan-
zen Koeffizienten, wenn o eine x-fache Wurzel von g, und eme‘
A-fache von ¢ ist, :
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fiir =3, wenn A=0, oder A>2, oder wenn A=1, wenn ¢, +g,3=0
und 2¢;+ 5,20 mod (x—a)

for =2, wenn A=0, oder A=2, wenn g, +9,==0, oder A=1, wenn

9 + 201 + @, =0 und ¢+, ==0 mod (x—a)

fiur x=1, wenn A>1,

und es wird somit die Teilbarkeit von Gy, Gy, G, durch x—a in
allen Fillen erwiesen sein, wenn ohne weitere Kongruenzbedin-
gungen fir die ¢

v=2, A=0; z=3, A=2; =1, x=1
1st.

Es mdge noch bemerkt werden, dafl die fiir den allgemeinen
Fall hinreichenden Bedingungen fiir die Teilbarkeit der Koeffi-
zienten Gy, Gy, ... der Zerlegungsform (21) in noch etwas verander-
ter Form folgendermaBen ausgedrickt werden kénnen. Setzt man,
wenn « eine Lisung von ¢, ist,

G, = Tx'*'(x_“)sm Py = ¢x+(x—a)mx

in (21) ein und stellt wiederum die Bedingungen dafiir auf, daf
die Koeffizienten von y® %, y®=2 ... auf der rechten Seite der
Gleichung durch x—a teilbar sein sollen, so erhélt man

Yo (‘(n_")1 wp+ ) =0

Yo ((D—V)z ")é"‘ (n*")ﬂl-’; +(n—v)y0,+ ‘I-’z) + Yx((n—\-’—i ) gt qﬁ) =

0 mod (x-ar).

Da nun v, nicht durch x—a teilbar sein sollte, so mul} es, wenn
(n—v)wo+ ;%0 mod (x—«)

ist, nach der ersten dieser Kongruenzen den Wert Null annehmen,
also Gy durch x—a teilbar sein, und eben diese Inkongruenz kann,
weil

%; (x~a)wy, gp=w,+ (X_“) g, ¢1=y+ ‘(X_“) @y

O
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' ist, durch =
(n—v)@p+ 9y 3=0 mod (x—a)

ersetzt werden. Danach folgt aus der zweiten Kongruenz wegen
Y,=0, daB wiederum y;=0 oder Gy durch x—a teilbar ist, wenn

(n—v—i)m0+\];m$0 oder (n-av-—i)cp:ﬁ E) mod (x—m)

ist, usw. Besteht jedoch fiir einen der Werte k=14,2, ... n—v die -
Kongruenz

k g+, =0 :mod (X—oc),

so folgt nicht, daB das zugehérige G durch x—o teilbar, also die
Zerlegungsform mit in x ganzen Koeffizienten moglich ist. Sollen
also alle obigen Inkongruenzen erfilllt sein, so muf man, wenn «
eine vielfache Lisung von g, ist, annehmen, daB ¢; diese Losung
nicht hat, und wenn « eine einfache Losung von ¢, ist, diese auch
¢; angehort, oder wenn dies nicht der Fall ist, fur kein k=n-—v,
n—v—1,...1 die Kongruenz kg;+¢,=0 mod (x— —a) besteht, deren
Gﬁltigkelt aber die Teilbarkeit der G durch x—a nicht auszu-
schlieBen braucht — und dies waren auch die frither gefundenen
hinreichenden Bedingungen.

Wir wollen nun zundchst eine einfache Anwendung der ge-
wonnenen Resultate auf die Frage machen, ob eine lmeare Diffe-
rentialgleichung dritter Ordnung ’

P=foy"+1;y" +y +1;y=0,

deren Koeffizienten fiir irgend einen Wert « dem Bedmgungen
unterliegen

ly=0, f;=0, f,=0, f,==0 mod (x~a), f,==0 mod (x—a)?,
mit der irreduktibeln’ Differentialgleichung zweifér Drdnumg;
Q=2Y +¢1¥ +gy=0

ein Integral gemein haben kann.
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Ware dies der Fall, finde also der Gleichung (11) gemé8 die -

Beziehung statt
%P =G,Q'+6,Q,

worin Gy und G, ganze Funktionen von x sind, so wiirde sich zu-
nichst unter der Voraussetzung, daB ¢,==0 mod (X—a) 1st, aus

621y = Gg0,, 0der Gy=g,f=0 mod (x—a)

die Kongruenz
621, — Gy 0o+ ¢1) =G5 =0, also G,;=0 mod (x—a)
ergeben, was unmoglich ist, da dann
o5 f3=Gopy+ Gy 9, =0 mod (x—«)

ware, wihrend nach der Voraussetzung f,==0 mod (x—or) sein sollte.
Ist aber =0 mod (x—a), und nimmt man an, daB, wenn « eine
mehrfache Wurzel von ¢, ist, diese nicht ¢, angehért, und wenn
eine einfache Wurzel von ¢, auch ¢, diese Losung besitzt, so wiirde
nach der obigen Auseinandersetzung sich fiir P, wenn cp0=(x—oc)“%
gesetzt wird, worin 320 mod (x—«), die Zerlegungsform mit in
x ganzen Koeffizienten ergeben

VP =g, +g,Q.

Da aber {yf;=g,0,, also, weil « als einfache Wurzel von f, vor- -

ausgesetzt war, diese Losung keine mehrfache von ¢, sein kann,
so bleibt von der obigen Annahme nur noch der Fall zu unter-
suchen, daB o eine einfache Ldsung von o, ist, welche auch ¢, an-
gehort, und da sich dann aus eben dieser Beziehung g,==0 mod x—m)
ergibt, so wird wegen

bofi=g (‘P,o + ‘P;) +81%0

0o+, durch x—ea teilbar sein, was wieder der Annahme wider-

spricht. Es folgt somit, daB die Differentialgleichung dritter Ord-.

nung mit keiner irreduktibeln Differentialgleichung zweiter Ord-
nung von der Form :

do¥'+ (x—)P by + 4,y =0, worin =0
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oder 7 ; | |

(X—“)x boY '+ Y +d2y=0, worin x>2 ,

oder _
(x—2) o+ (x—* $r¥'+ 4y =0, worin x>,

wenn i und ¢, == 0 mod (x—o) sind, ein Integral gemein haben kann.

Dieser speziellen Anwendung wollen wir noch der folgenden
Untersuchung wegen eine weitere Ausdehnung geben. '

. Sind in der Differentialgleichung
P—f,y® +£,y0 V4 e 4, y=0

die Funktionen f,,1,,...f,_, fiir irgendeinen Wert « durch. x—a
teilbar, aber eine der fo]genden Funktionen | PR SN &
nicht, so kann diese mit keiner irreduktibeln Differentialgleichung
yrer Oranung

Q=¥+ y" ™+ +o,y=0,

in welcher g,==0 mod (X:—oc) angenommen wird, ein Integral gemein
haben. Denn wire dies der Fall, so wiirden sich aus der Zer-
legungsform (11) die Bezichungen ergeben

b = Gy, also G,=0 mod (x—a)

g =Gy [(n—") (P(’J_+ 91]+Gy 9oy also Gy=0 mod (X‘_“)» |
g, = Go[(n—v)y 9 + (=¥ 3¢ + o] + Gy [n—y—1) 9+ 9] + G20,
also Gz_'—_: 0 mod (X—a;) )
usw., endlich G,_,=0 mod (x o), und somit die rechte Seité der
Zerlegungsform durch x—« teilbar sein, was der Annahme, daB

eine der f-Funktionen mit hoherem Index als n—v nicht durch
x—o teilbar sein sollte, widerspricht.

Nehmen wir also an, daB in einer leferentlalg]emhung n*
Ordnung alle Koeffizienten mit Ausnahme des letzten einen ge-
.meinsamen linearen Teiler x—a besitzen, so kann diese Differen-
tialgleichung mit keiner irreduktibeln leferentla]glelchung der
qten, 2%, .n—1"*" Ordnung, deren hochster Koeffizient den Teiler
S X—o mcht besﬂzzt -ein Integral gemein haben, wird also in bezug
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auf leferenma]glelchungen mit der letzteren Beschrinkung selbst
irreduktibel sein.

Hat ferner in P=0 der Koeffizient f, eine einfache Losung e,
so kann dieselbe mit keiner linearen irreduktibeln Differential-
gleichung niederer Ordnung, derer erster Koeffizient die Losung «
mehrfach, und deren zweiter sie gar nicht enthilt, ein Integral ge-
mein haben.

Denn, wire dies der Fall, so wiirde sich nach den fritheren
Auseinandersetzungen P mit in x ganzen Koeffizienten, wenn
9o=(X—)* ¢y (x=2), in der Form zerlegen lassen

d n—y

¢g—v+1 (f@ Y(n) + fl 1},.(11—-1) 4., ) _ g@dxn_\; ((xwm)ﬁ ¢0 y(‘l) + ‘-l-’l 3T(v—-l)‘ d-en .)

4 g (R Yy ¥ 4y Y Y,

worin ¢, und ¢; 30 mod (x—a) sind, und somit,

L!JS—HI f

0= go(“i_“)x o

sein, sich also gegen die Voraussetzung o als mehrfache Losung

von f, ergeben — die Annahme ¢, ==0 mod (x—«) war zur Annahme

der Zerlegung von P mit in x ganzen Koeffizienten notwendig.

Hat endlich der erste Koeffizient f, der Differentialgleichung
P =0 wieder eine Liosung « einfach und gehort dieselbe auch dem
Koeffizienten f; an, so kann dieselbe .wieder kein Integral .mit
einer irreduktibeln linearen Differentialgleichung niederer Ordnung
gemein haben, in welcher ¢, diese Losung einfach und ¢, sie eben-

falls besitzt, da sonst, wenn ¢,=(x— az)% und =20 mod (x—a)

i1st, wieder eine Zerlegung von P mit in x ganzen Koefflzlenten
von der Form moglich wire

n—v

d xu-—\l

G (f v 1y =g ((x—o00) Gy (x—afy y 4 )
+eee b g () by YV (x—a) g y O ),

aus der sich die beiden Beziehungen ergeben wiirden

R 1 S e

|
|

|
|
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Y5+, = go (x—2) Yo, Wonach gy5=0 mod (x—a)
und |

5 = g [(—9) () Yo o) + (o ]+ g (=) o,

welch letztere unmoglich ist, da f;=0 und $,==0 mod (K—ae) ist.

Fassen wir die letzten drei Sitze zusammen, so finden wir

3

daB eine Differentialgleichung
P=f0y(n)—};f1y(“_”+---.+fn:_1y'+fny=0,
in welcher fir irge’nd einen Wert o |
Ty far -1y =0 mod (x—a), o220 mod (x—a)?, f, =0 mod (x—)

ist, und ‘die wir eine Eisensteinsche Differential-
gleichung nennen wollen, mit keiner irreduktibeln
Differentialgleichung niederer Ordnung, in welcher
die beiden ersten Koeffizienten ¢, und ¢ den Be-
dingungen unterliegen, daB entweder =0 mod (x—a),
oder g,=0 mod (x—a) und ¢ =0 mod (x—a), oder 9, =0
mod (x—«), aber == 0 mod (x—«ff und ¢ =0 mod (x—a) ist,
ein Integral gemein haben kann.

DaB nicht jede Ersexsteinsche Differentialgleichung selbst

irreduktibel sein muB, moge zunichst nur durch das Beispiel er- .

ladutert werden
X (x—a) ¥+ (x—ar) (x{x—o)+1) ¥ + (2X (x—o)+ (x—a?—1) ¥

d , , .
- x [+ (o =) ]+ [(x-a) v+ (=) ],

welches zugleich eine Zerlegungsform mit in x ganzen Koeffizien-
ten bildet. o

Es bleiben somit nur noch die beiden Fille zu untersuchen, da

" 1) g, die Losung o einfach, ¢, sie gar nicht enthalt, und

2) 4, dieselbe mehrfach und g, sie einfach oder mehrfach besitzt.
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In dem ersten der beiden Fille wiirden sich fiir die Annahme
der Reduzibilitit die Beziehungen ergeben

(X_m)n—v-{-l ¢g—v+1 fﬂl: GO (X—Of.) \!)0

oder Gy=(x—u)" "' g;, worin g,==0 mod (x—a) ist,
und

(x—o P gp g - (x— d)n g [(n—v) 0g+ 9y ] + Gy (x—t) o,

woraus, wenn (n—w)%#ol_‘_() ist, Gy=(x—a)" Vg, folgt, worin
g, =0 1st. ‘
Ebhenso ergibt sich aus

(l":"—“)n_\m1 G = (X““)n_‘)“ 2o [(n——v)2 CP;)’ + (n_")1 CPi‘*‘ ‘Pz:!
+ (X—oc)“”'" g, [(n—v—’l) cp;—i— cpl] + G, (x—ix) Yo »

dafl, wenn wieder (n—v—1)gy+o,2=0 ist, Gy=(x— a)“ Vg, wird,
worin g,==0 ist, usw., bis man unter der Annahme 9o+, 50 den
Wert G,_,=(x—a)g,_, erhalt, worin g, _,==0, wobei zu bemerken
ist, daB die Annahme, daB fir keine ganze Zahl k=1,2, .

d1e Kongruenz ko,+¢; =0 mod (x—«) befriedigt wird, nach den
fritheren Ausemandersetzungen mit der Voraussetzung zusammen-

fallt, dal eine Zerlegungsform der mit {2+ multiplizierten und
als reduzibel angenommenen Ersewsteinschen Gleichung mit in x -

ganzen Koeffizienten existiert.

Aus der Identifizierung der Koefhzxenten von y erglbt sich
aber die Gleichung

(X—o)* ™ gy o ™+ (x =) g ol b (x—a) gy 0y
= (x-—oc)“_\’”r1 eV,

welche nur bestehen kann, wenn ¢,=0 ist; dann wiirde aber durch
G]elchsetzen der Koeffmenten von y’

(X—Ot)n_v+1go [@gm_—l\l)_l_ (D—V) cPS;J—‘V—I):I +(X—oc)“ vg [ngi—lv 1)+(Il - 1) n—v—2):|

deee L (X—Gt) gﬁ—v Oy_y= ( X_m)n—w-i-l lLS“V'H £

und somit wieder ¢, ;=0 folgen, und schlieBt man so welter, so
wiirde das Bestehen der Zerlegungsform gegen die Annahme die
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Teilbarkeit aller Funktionen g, @5, ... ¢, durch x—o nach sich
ziehen, wobei wir des Folgenden wegen bemerken, daf der letztere
Schluf} darauf beruhte, daB die Exponenten der in den G ent-
haltenen Potenzen von x—o mit wachsendem Index dieser Fuiik-
tionen abnehmen und sdmtlich kleiner als n—v+1 sind, oder noch
allgemeiner, daB der Exponent der in G,_, enthaltenen Potenz
von (X oc) Jleiner ist als die in den ibrigen G entha]tenen Poten-
zen, und kleiner als n—v+1.

Wir finden somit, dafi

eine Ei1sENsTEINsche leferentlalglelchung sich
nicht auf eine irreduktible Differentialgleichung
niederer Ordnung reduzieren 148t, fir welche « eine
einfache Lésung von ¢, ist, welche ¢ nicht ange-
hért, wenn die Bedingung erful]lt ist, dafl fir keine
ganze Zahl k=1,2,...n—1 die Kongruenz Koo+, =0,
oder, wenn tp0=(X—OL)LIJ0,(p1 4, gesetzt wird, kg,+¢,; =0
befriedigt wird.

Ist jedoch key+9,=0, so kann die leferentla]lglelchung re-
duktibel sein, wie das BeISp,el zeigt

(i) ¥ (e Y () ¥+ () (et 2) ¥ =2y
- % [(x—0) ¥+ {(x—0P—(x—er) 1) ¥+ (— (x—0f*+ 2) y'— 2]

(o) " (k= )= 1)y (e 2)y'=2v]

worin 1. gy+ gy =(x—a) — (x—«) =0 mod (x—a) ist.

Um fir diesen Fall, daB eine der oben aufgestellten Inkon-
gruenzen nicht erfiillt wird, etwaige weitere Bedingungen fir die
Moghichkeit der Reduzibilitit aufzustellen, beachte man, dafl, wenn
z. B. (n—v)gy+ ¢, =0 ist, nicht auch zugleich die Kongruenz
(n—v—1)gy+¢, =0 erfiillt sein kann, weil dies gegen die Annahme
darauf fiihren wiirde, daB ¢, die Losung « mehrfach besitzt, und
daf} somit aus den oben fur f,f;,1,,... aufgestellten Bezichungen
folgt, dall wieder GO=(X—0L)1‘—”"'1 gy, worin g,==0, dall sich aber
jetzt Gy=(x—a) Vg ergibt, worin sich fir g, allgemein nichts
weiter aussagen 14Bt; dann folgt aber unter der Annahme, da8 z.B.
n—v=2, also 2¢y+p,=0 ist, aus der Beziehung fiir {5, weil nach
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einer friheren Bemerkung dann auch G, durch (x—a)™™*! teilbar
sein muB, durch Division mit (x—a)* "' die Beziehung

B (1ot (b o)+ (s e (o,

und fir das Bestehen dieser Gleichung die notwendige Bedingung,
dal}

wenn g; =0 auch (n—v),9q +(n—); 95+, =0
und
wenn g,=0 auch ( —v)g o (““")1 9+, =0,

aber zugleich g, [(n—v)s g +(n—); @1+ ]+ g [(n—v—1) gy +y] =0

sein muB. DaB in der Tat die Erfillung dieser beiden Bedingun-
gen, welche fir die Zerlegung der EisEnsTEINschen Gleichung not-
wendig waren, auch eine Zerlegung in Wirklichkeit gestatten kann,
ist aus den beiden Beispielen

X (X—“)ym‘“ (x+1)(x—) ¥ +(x—2) ((X“Oﬂ)2+ 4X) v+ (3 (x—a)?+2 (x—»’l)) y
2

. d
—x d_[ x=0) ¥+ (- ~2)y |+ (=)~ [(x—a)y"+ ((x—=f*~2)y]

+[(x—a) ¥+ ((x—a)*=2)y]
und

(oa—1) (X1} (x—0) ¥+ (x—0) (4x +5a—9) ¥+ (x—¢x) ((a—i)x— o+ 13)37'
+ (4+(a—1)(x—3a+2))y

2

m(oc—i) d [x——l)(‘(—m)yﬂx 3a+2)y]

+4;_X[(x_1) (x—a) ¥+ (x=3e+2) y ]+ (a1) [(x—1) () y + (B +2)y ]

unmittelbar ersichtlich.

In derselben Weise werden sich die weiteren Bedingungen
aus der angenommenen Zerlegungsform herleiten lassen. Im all-
gemeinen laft sich nur aussagen, dafl, wenn fiir irgend einen Wert
von k die Kongruenz kog+g,=0 mod (x—«) erfillt ist, die Expo-

nenten von (x—a) in den auf das zugehorige G folgenden Funk-

tionen stets um eine Einheit abnehmen werden, daB aber nur,

R . -

|
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wenn der Exponent in. G,_, der kleinste der in all den Funktionen
Gy, Gy -+ - Guy vorkommenden ist, der auf einer friiheren Bemer-
kung basierende SchluB von der Unméglichkeit der Reduzierbar-
keit wird gemacht werden konnen. |

Es bleibt nunmehr fiir die Feststellung, wann eine E1sgn sTEIN-
sche Differentialgleichung irreduktibel und wann reduktibel ist,
nur noch der Fall 2) zu untersuchen, in welchem g, die Losung «
mehrfach besitzt, die zugleich auch eine Losung des Koeffizienten
¢, 1st.

DaB auch in diesem Falle eine Reduktion einer solchen lefe-
rentialgleichung auf eine irreduktible Gleichung niederer Ordnung
unter gewissen Bedingungen moglich ist, geht zunéchst aus dem
folgenden Beispiel hervor, in welchem P selbst nicht mit in x
ganzen Koeffizienten zerlegbar ist, und bei welchem hervorzuheben
ist, daB die Koeffizienten ¢, und ¢, die Form haben o= (xx—o)* b,

g =(X—o )y

(x—a) (x—a—1)y"+ (x—a) (3—(x—a)? + Lx—a)y”
' +(x—a)y +(5—-2(x—af)y

(X—u)

d . g ‘
= [P (x— o By "+ (x—a) y'o (2(x—af ~1)¥]

—(x—a) [(x—a x—a—3)y" + (x—a)y'+ (2 (x—af~1)¥].

Um nun fir die Untersuchung des durch dieses Beispiel -cha-
rakterisierten Falles von der Reduzierbarkeit einer EISENSTEIN-
schen Differentialgleichung auf eine Differentialgleichung niederer
Ordnung neue Gesichtspunkte zu gewinnen, wollen wir zunéchst
die Frage von der Reduktion einer solchen Differentialgleichung
n** Ordnung auf eine Gleichung n—1*" Ordnung erbrtern.

Sei dem Falle 2) entsprechend

Po= (X‘m)i%a P1= (X—“)MH $1

worin »=2, A== (x—1) ist, und bestehe nach (M) fir v=n—1 die
Zerlegungsform
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(e 1y 4 Ly 4 1 y)

d 7 .
=Gy [(x=a oy ™V o+ (x—a 4y ¥ e 4 9y V]
+ Gy [ () dig ¥ (e y O gy ]

so folgt zunichst wieder durch Identifizierung der K.oefi?lmenten
von y™ und v ‘

(x—a)? {2 fy=Gi(x—2)* §y oder Go=(x—0)*"'g,, worin goz= 0 mod (x—x)
und

(X—Ot)zx Baf, =(x— oc)’ g [(‘{—a) “dig + % (‘c—a)" Yot (x—o&)m')‘ ¢y
+ Gy (X—oc)M qu, :

da nun die niedrigste Potenz von (X—oc) in der Klammer der rech-
ten Seite fiir 2>0 die »—1%, dagegen fiir negative Werte von A<—1

durch das Glied (x—ot)“)".l.»i, fir A=—1 durch (edq+{y) (x—a)" dar-
gestellt wird, so ergibt sich

fiir 220 Gy=(x—a)*gy, fir A<—1 Gy=(x—a 1<% 1 g worin g,==0,

fiir A =—1, wenn »{y+¢;==0 mod (x—a) G;=(x—a)*g;, worin g,;==0.

Beachtet man nun, daB fir jeden Wert von % ()\=—'1 ausge-
nommen) die in Gy enthaltene Potenz von x—a einen Exponenten
hat, der klemer als »+1 ist, und daB dasselbe auch fir A=—1 gilt,
wenn die Inkongruenz »,+ ¢, 3=0 besteht, wihrend G, die Potenz
(x—a)*** enthalt, so ist nach einer fritheren Bemerkung erwiesen,
dafl die angenommene Zerlegungsform unmdglich ist, und es folgt
somit der Satz,

daB eine ErseEnsteinsche Differentia]gleichung
n** Ordnung nur dann mit einer irreduktibeln Diffe-
rentialgleichung n—1* Ordnung, fir welche

" o= (X0 4 (+22), = (x—af P gy (0 21),

ein Integral gemein haben kaﬁnn, wenn A=-—1 1ist,
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aber auch in diesem Falle mcht wenn die Inkon-
gruenz besteht

xy+ ¢, 220 mod (x—a).

Ist jedoch fir A=—1 die Kongruenz erfallt x{y+ ¢, =0, so
ist aus der obigen Gleichung fiir f; leicht zu sehen, daB

Gy=(x—af g,
worin g;=0 oder == 0 mod (X—ot)‘ sein kann, also
Gy=(x—a)°g,, worin s=x+1 und g ==0 ist;

man kann daher, weil x—« in G, zu derselben Vielfachheit oder
zu einer noch hoheren als in G, vorkommt, nicht auf die Unmdg-
lichkeit der Existenz der Zerlegungsg]ieichung schlieBen, fir A=—1
und x¢,+{y, =0 kann daher eine Zerlegung existieren. In der
Tat geht in dem obigen Beispiel, worin

"IJ():X—OL_—;.W ‘Pm:i ’ <P2=2'(x—°'-)2'”1 1 also j'“'[J()"*’ 4’)1:2(}(_&)50 3
und durch Multiplikation der Zerlegungsgleichung mit

(x—)f (x—a—} P

sich die Weli‘te
Go=(x—o) (x—a—} ), Gy=(x—a)* (x—a—F)f
ergeben, aus der allgemein bestehenden Gleichung
GO‘P;+G1‘P2=(X“‘d)2;£¢%f3,
welche, wenn G eine hoshere Potenz von x—a als G, e;ltf)alt auf

einen deersprueh also die Unmoghchke1t der Reduktion fiihrte,
hier die Gleichung hervor

(x— ) (x—o—FP A (x o)~ (x— o) (x— o — 1 (2 (x—aft—1)
= (x—o)* (x—a— 4P (5-2(x—)),
die in der Tat eine identische.ist. o |

Sitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math.-naturw. K. A. 1816, 5 Abh,
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Es soll nun nochim folgenden die Reduktion einer EYSENSTEIN-
schen Differentialgleichung n'** Ordnung auf eine irreduktible Diffe-
rentialgleichung n—2'" Ordnung untersucht werden, also die Zer-
legungsform

cpg (fo y(n) 4 fl }T(n_l) deae 4 fn y)

d2

d ;
=Gors [y ey + V] Cr [0y P ey T e ]

+ G2 [(190 y(n—Z} + @ }Y(H_B) L N V:l )

in welcher, dem Fall 2) entsprechend, die den Funktionen fo,fy,...f, 4
gemeinsame, aber f, nur einfach angehérige Losung eine mehr-
fache Losung von g, und eine ecinfache oder mehrfache Lisung
von g, sein soll.

Sei demgemé fir »>2

Po= ‘(X_“)x bos P1= ‘(X_“)H)\ b1y 2= (X—“)Hu Vo

worin g, 4y, by 3= 0 mod (x—«), A>=—(x—1), p>—x, so folgt zu-
niichst wieder,. dafl

(X_O")Sl df’g fo=Go (X_”‘)x by, oder Gy= (X.—G{)2qu1 g,, worin g,=£0 1st;.

ferner aus der Gleichung

(P 431, = (P g 2+ 2 b (=]
+ G1 (Xﬁd')x q"() ’

daB fir 2=0 G,=(x—a)*g ist, worin g =0, fir A=—1 G, die-
selbe Form hat, wenn die Inkongruenz 2x¢,+ ¢, ==0 als Be-
dingung hinzutritt, und fir A<—2 G; den Wert annimmt
Gy= (x—af 155 g, worin wieder g==0, also in allen Fallen

Gy=(x—a)° gy, Worin ¢ <2

ist; es enthélt also stets G, eine niedrigere Potenz von x—« als Gy.
][st jedoch fir A=—1 2xdy+¢,==0, so hat G, wieder die Form
(x—a)®g,, worin 6>2+1 und g,==0, enthilt also eine glelche
oder hohere Potenz von x—a als G;.
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Endlich folgt aus der Identifizierung der Koeffizienten von y®2
(x—a)™ Y3 I, = (x—a )™ gy [((e—oe)* g + 2o (3o~ g (—1) (X_m)u'—z Jio
+2 (X—fx)x_‘_)\ ‘ﬂl’i +2 (V- +.)\) (X—a)xﬂ\—l 4)1 + (X~m)u+i‘? (1‘,;2] o |
() gy [ b o (o] + G,
- und daher zundchst
1) fir 220, also o=2x,

wenn pz—1 und (1) go+8 =0, Gy=(x—«* g, worin g0,
wenn = —2 und X Ll)o ((x'_'f].) go + gl) -+ go \P2®$ 0 ,‘ G2= (X'—C(.)zn—l gz

wenn p <-3 , G,= (X_a_)zmy.ﬂgzx—z g,

so daB fir A>0 und beliebige Werte von p
GO=(X—~0t)2“+1 20 Glz(x_m)zx g, GZ___(X__OL)Tézn—l g,
ist, worin g, g, g2 0 sind; es enthalt somit G, niedrigere Poten-

zen von (x—a) als Gy und Gy, und somit ist die Reduktion der
gegebenen Differentialgleichung unmiglich.

Bemerkt man aber, dal wegen

Go oo

_ ,%1 [2 (x5 4 2o (e + (3 a0 ]
0

sich fir A>0 also 6=2x g =—2xg, ergibt, so daB
(x—1)go+g1=—(x+1) 2 ==0 stets belriedigt ist,
wihrend die Inkongruenz

3!
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g (1) 8o +81) + ZoPp 0 In dy— 2 (%+1) 4y == 0
ubergeht, so folgt,

dall eine ErsexsteiNsche Differentialgleichung
n'* Ordnung mit keiner irreduktibeln Differential-
gleichung n—2" Ordnung

5oV 4o YOt g,y =0,

In welcher
9o = (x—a)"" Yo (/ > 2), @ = (x—a)"‘”‘ by (A= 0), gp= (x—oc)’“‘” o (1= —x)

und ¢,,d;,¥,==0 sind, ein Integral gemein haben kann,
vorausgesetzt, daB fur den Fall pu=-2 die Inkon-
gruenz besteht ’ : '

Uy =2 (#+1) Yo =0 mod (x—a).
Ist
2) %x=-1, also wieder o=2s,

so wird sich fiir u>—1 aus dem obigen Ausdruck von f,
Gy = (x—af*1g,, worin g,==0,

ergeben, wenn zu der [ir die Bestimmung der Form von G, ge-

fundenen Bedingung 2x ¢+ ¢, == 0 mod (x—a) noch die Inkongruenz
hinzutritt

g0 (#—1) (2o +2y) + g (» %Jr Yy)==0 mod (x—a),

welche, da sich den oben aufgestel]ten Ausdrucken von g, und g1
zufolge fir A=—1, 6 =2z die Kongruenz

glz——il(22¢0+¢l) mod (x—a)

0

ergibt, in '
% (e 1) Yo+ (x+2) dg by + ¢ == 0 mod (x—a)

ibergeht. Fiir w=—2 wird bei Geltung der Inkongruenz
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g1 (o 20) + ]+ 4 e+ 4] 50

oder wieder durch Substitution der Werte von' g, und g,
s (1) 3+ (2+2) Yo Y + 98 — Uiy Uy = 0 mod (x—)

G, wieder der Form nac]h denselben Wert annehmen wihrend
sich fir p<-3 '

G2 — (X_a)2x+gt+l<2x—1 s, worin g, $0 :
ergibt. |
Da somit wieder die Exponenten von (x—a) in
den Ausdricken Gy, Gy, G, fallen, wird bei Geltung

der oben aufgestellten Inkongruenzen die Unmog-
lichkeit der Reduzibilitat nachgewiesen sein.

Fir den Fall, dall eine der beschriinkenden Inkongruenzen
in die entsprechende Kongruenz iibergeht, wird die Existenz einer
Zerlegung miglich sein.

So wird z. B. fiir {y=1, ¢y =—4, 4;2—6 =2, A=—1, p=-2 die
Zerlegungsform bestehen

(=) [(x—a) y"+ (x—f y - (x—o0)? y”—2‘(x—a )y+6y]
2

=(X—d)5%[(x-d "—h(x-a)y +6y]+(x—o¢)7 [(x —a)?y " —4(x-2) Y +6Y |

+ (x—)f [(x—aP y'— 4 (x—) y'+6y],
und fir ¢,=1, ¢, =—4, ¢2=(x—m)‘1+6 .

(x-00)° [ (x-a0) Y'Am+ (X—Mja Y+ (-0 (x-o-1) y '+ (x-01) (8(x-o)+ (x-a)*-2) Y’
+(12(x—2)+5 (x—2)*+6) y |
| # o ’
= (x—a)® e [(x—o)? y'—4 (x—a) Y+ ((x—a)!+ 6.).y]
d - ’ :
+ (x—a) I= [(x—aPy"— 4 (x—o) ¥+ ((e—ar)*+ 6‘) y]

+(x0) [(ePY '~ () '+ (-3 +6) ).
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Ist endlich

3) )xS‘—2, alSO 62.4){.”{’“)\4‘].:(2%'—1’

50 wird, wenn p>2), wie wiederum aus der Gleichung [ir f; un-
mittelbar zu ersehen,

Gy = (x—gr)7=2e+22 415223 ¢ wyorin g, 220 und t<o;
hat dagegen w den Wert 2%, so wird G, der Form nach denselben

Wert behalten, wenn noch die Beschrinkung durch die Inkon-
gruenz hinzutritt

go %o + 81 ¥y 50 mod (X—“O'-) :

welche, da sich nach den oben fiir g, und g, gegebenen Ausdriicken
fir A <—2 wegen o=2z+3+1 die Kongruenz ergibt glz—%% in
die Inkongruenz '

U Yoy == 0 mod (x—o)
iibergeht. Ist jedoch yu eine negative Zahl <2, so wird

— (v 2R 24420+ 1< 20— S =j=
Gy = (x—o ) gs, worin g, =0,

und es wird daher

in allen Fallen fiir 2<—2, mit Beifiigung der In-
kongruenz (§—U,Pp==0 fiir p=2%, wegen der Abnahme
der Exponenten von (x—«) in den Ausdricken fir
Gy, Gy, Gy die Reduzibilitdt der EisenstEinschen Diffe-
rentialgleichung unmoglich sein, oder e¢s wird die-
selbe im allgemeinen — von den beiden Fallen 2>0,
w=—2 und A<-2, n=2\ abgesehen — mit einer irre-
duktibeln Differentialgleichung n—2* Ordnung nur

dann ein Integral gemein haben kénnen, wenn, wie
oben, A=—1 ist.

Fassen wir die bisher gewonnenen Resultate zusammen, so
erhalten wir den folgenden Satz:

Eine EisEnsTEinsche Differentialgleichung ntr
Ordnung kann nicht mit einer irreduktibeln Diffe-
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rentia]gl.eichung n—2" Ordnung ein Integral gemein
haben, in welcher

D= (X-—tit)x Yo (X2 2), Q= (X'_“)KH’\ ‘-Ir’t‘(”‘ + )‘>0)7\ Fo= (Xfa)#_m % (M T 20) 1

worin ¢y, ¢y, ¢ =0 mod (x—a), wenn

bo

1) 2>0, w beliebig (p=—2 ausgeschlossen)
) 230, u=m2, yn(e+1) o0

L

) A=—1, p=—1, 2edotdy =0, x(nt) i (x+2) dody + 40

) A==1, p=—2, 2+ =0, x(x+1)¢%+(x+2)%¢1+qﬁ—%¢2$0
5) A=—1, p<—3, 2w+ =0 | -

)

)

B~

AS2, p=2, Podoly =0
A<—2, u>2\ oder p<2ir;

(o)

7

es wird also die Existenz einer Zerlegung —von den
Fallen 23>0, p=—2 und A<—2, p=2x abgesehen — nur
moglich sein fir A=—1, und zwar nur dann, wenn
die beschrinkenden Inkongruenzen in die entspre-
chenden Kongruenzen ibergehen.

Genau in derselben Weise koénnen wir die Irreduktibilitéits-
bedingungen der Ersensteinschen Differentialgleichung in bezug
aul eine Differentialgleichung beliebiger, aber bestimmter niede-
rer Ordnung aufstellen; es ist aber auch méglich, ganz allgemein
hinreichende Bedingungen fiir die Irreduktibilitdt in bezug auf
jede Differentialgleichung niederer Ordnung anzugeben.

Sei wieder angenommen, daB die Ersenstein sche Differential-
gleichung n'" Ordnung

fo7® + 1,y e 41,y =0

mit einer linearen Differentialgleichung von beliebiger Ordnung v
ein Integral gemein habe, das nicht einer ebensolchen Differential-

gleichung noch niederer Ordnung geniigt, so wird, wenn letztere
dic Form hat : o '




40 (A.9) L. KOENIGSBERGER:
(X_m)x Lng 1y(v) _I,_(X__l)'/.+).l LL‘i}'("'_—i)-F(X—a)K”‘E 4,2 y(\;—2) doees
+ (X_a)x-ﬁw "[va =0 ’

Worin %>0, %y, %9, ... 2y =—2%, $o, 4y ... §, 20 mod (x—or) sind, die
Zerlegungsgleichung zu untersuchen sein

(X—x)”" (n—v+1) %—vﬂ (fo y (n) + f1 y(n—l) e e rn )’)

dqr—

= Go a{;—_‘\' [(X—a)"‘ % }’M 4 (x——or_)"’"*‘l” ‘111 ¥ (v—1) doene (X—oc)x”]';‘\{ “[”V y] .

qn——1 |
g Ty [(3—a)* Yoy ™ + - + (x—o )y y]

e+ Gy, [(X—o'.)x o }’M + (X_a)m-)\l ¢, y(v—i) N (X—m)x”‘\' ‘L'v YJ .

Zunichst folgt wieder durch Identifizierung der Koeffizienten
vyon y(n)’ }7(n_1)’ o

(oGBS = Gy (x—et)* ¢y oder Go=(x—a)* "M g, ' |

worin g,==0;
ferner ergibt sich aus der Gleichung

(X—-QL)R (n—w+1) ) n—y+1 fl

0 . ]

= (-0 g () (00 G + s (xae)* g) + (xa0 2y 4Gy (x-00 P
unter der Annahme, dall ;>0 ist,
Gy = (x—o )"V g, worin g =—(n—v)xg, =0 mod (x—a);

ebenso folgt aus

(X— O()E {n—v+41) ¢‘81-v+1 f2
= (o g [(n—v)y (o0 Yy + Dol df + (1) (X~ 2 by
(=), (e o (et A ) (PR gy ) o ()
P +(x—of* Mg [(n—v—1) ((x—on)* g+ (x—)* %) + (x—a) M 4’1]
+ G (x—ar) by,

[ B ) o
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daf3, wenn 7\'22~i angenommen wird,
Gy = (x—o)* "1 gy, worin gy=(n—v)x(x+1)g,=0 mod (x—2t),
usw., bis man
G, = (x—o) 0=ty |, worin g, =20 mod (x—a)

erhilt, und wir finden somit, da die Exponenten der (x—a)sPotem-
zen in den Funktionen G mit wachsendem Index abnehmen, daB
unter der Annahme, daf :

x>0, hg=—x und =—(p-1)

— also z B. wenn x>v—1, A, >—(p—1) — die Differen-
tialgleichung n* Ordnung mit der Differentialglei-
chung v** Ordnung kein Integral gemein haben kann.

Fassen wir die bisher gewonnenen Resultate zusammen, so
folgt,

daB eine lineare homogene Differentialgleichung
n* Ordnung

foy® +f 70 Y Ly =0,

in welcher alle Koeffizienten — mit Ausnahme des
letzten — einen gemeinsamen Teiler x—a haben, der
in f,nur einfach enthalten ist, mit keiner linearen
homogenen Differentialgleichung niederer Ordnung

(PO y("’) + 1 y(v—l.) +oeee Oy_1 Y,‘+“ Y= 0 .

ein Integral gemein haben kann, welches nicht schon
einer gleichartigen Differentialgleichung noch nie-
derer Ordnung als der v geniigt, wenn

3) '(Po = 0 mod (x—«), ¢, = 0 mod (x—a)
=0 mod (x—a)?
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4) g -0 mod (x—vy.). o, 7 0 mod (x-——:/,), Koy 4o, 7+ 0 mod (}:-o'.)

40 mod (x-« ) (k=1,2....n—1)
3) Gg = (X*‘J.)"H‘"P . WOTIn gp == () mad (.\'—1), x>0, % =0,
und ry > (921727* V) )
> (e 1)

wihrend fur den Fall, dall ¢, die Lisung o mehr-
l[ach, o dieselbe einfach oder mehrlach hesitzt, die
Differentialgleichung n* Ordnung mit ciner gleich-
artigen Differentialgleichung niedrigster Ordnung
ein Integral im allgemeinen mit Beriiecksichtigung
der oben durch Kongruenzen gegebenen Beschridn-
kungen nur wird gemein haben kinnen, wenn

Yo~ (X——y')x "l)()-, 9= (x““)xml d,Jl

T

1st, worin »>2, 4y und 9, den Faktor (}(—oc) nicht
enthalten.




