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EINLEITUNG.

Der Intensitétsbegriff ist in der Versicherungsmathematik
wihrend der letzten Jahre besonders infolge der Bereicherung, die
er durch J. Karups Einfiihrung der unabhingigen Wahrscheinlich-
keiten erfahren hat, der Gegenstand einer Anzahl von Arbeiten
gewesen. Unter den von mir in der Anmerkung zusammengestell-
ten hebe ich besonders diejenigen von P. SPANGENBERGY) und
L. G. pu Pasquiexr?) hervor, die auch die historische Seite des
Problems eingehend behandeln. Soweit ich sehen kann, ist aber
die Einfihrung der Intensititen sowie ihr Zusammenhang mit den

1) P. SPANGENBERG, Die Karupsche Theorie der unabhéngigen Wahr-
scheinlichkeiten.  Verdffentlichungen des deutschen Vereins fiir Versiche-
rungswissenschaft, Heft 20, Seite 91, Berlin 1911,

®) 1. G. pu Pasquier, Mathematische Theorie der Invalidititsversiche-
rung, Mitleilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathema-
Liker, 8. Heft, 5. 1; Berlin 1913. Weitere Literatur: Bedeutung, Anwendung
und Berechnung der unabhiangigen Wahrscheinlichkeiten in Gutachten, Denk-
schriften und Verhandlungen des sichenten internationalen Kongresses fir
Versicherungswissenschaft. Amsterdam, 2.—3. September 1912, Amsterdam
1912, Bd. I, 5. 3251{f.: P. E. B6uMER, Theorie der unabhingigen Wahrschein-
lichkeiten, a.a. O. 8.327. G.RosmaxiTy, Bedeutung, Anwendung und Be-
rechnung der unabhingigen Wahrscheinlichkeiten und ihr Verhaltnis zu den
iibrigen slalistischen MaBzahlen, a. a. O. 8. 347. R. Risser, Importance,
applicalion et calcul des probabilités indépendantes et leurs rapports aux
autres mesures stalistiques, a.a. 0. 8.369. H. A. vax pEx Brrr, Meaning,
use and calculation of independent probabilities and their relation to the
most usual statistical quantities, a. a. 0. S.389. L. G. pu Pasquirr, Neue
mathematische Grundlage der partiellen Wahrscheinlichkeiten und einer damit
rusammenhingenden Lebensversicherungstheorie, wenn auf die versicherte
Personengruppe mehrere Verinderungsursachen gleichzeitig einwirken, a. a. O.

3. 899. — P. E. Bonmer, Die Grundlagen der Theorie der Invalidititsver-
sicherung, Jahrbuch fir Versicherungsmathematik, Berlin 1914, 1. Jahrgang,
3. 142, — P, SpaNGENBERG, Die zahlenmifige Berechnung der ,,unab-

hiangigen* Wahrscheinlichkeiten aus den ,,abhingigen‘‘ und der ,,abhingigen
Wahrscheinlichkeilen aus den ,,unabhéngigen‘‘, Mitteilungen der Vereinigung
schweizerischer Versicherungsmathematiker, 10. Heft, S. 25 (1915).
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4 (A6} ALrRep LoeEwry:

abhéngigen und unabhéngigen Wahrscheinlichkeiten noch nicht
in so einfacher und tbersichtlicher Weise dargelegt worden, wie
es der grundlegenden Wichtigkeit des Problems entspricht. § 1
und § 2 behandeln daher die Intensititen in ihren Beziehungen
zu den abhingigen und unabhingigen Wahrscheinlichkeiten. Als-
dann stelle ich ein ganz allgemeines Versicherungsverhiltnis mit
n Ausscheidegriinden auf und behandle es nach analytischer Me-
thode unter Verwendung der Intensititen. Die Grundlage hierfiir
bildet die Verallgemeinerung der zuerst von dem dinischen Astro-
nomen T.N.Tuieve?) fir den Fall der Todesfallversicherung, also
bei einem emnzigen Ausscheidegrund, aufgestellten Differential-
gleichung, der das Deckungskapital geniigen muB. Im § 3 gelangen
die Nettopramien und Deckungskapitalien dieser allgemeinen Ver-
sicherung zur Ableitung, u. a. wird auch ein HockNERrscher Satz
iber Pramienaufschlige vom analytischen Standpunkte beleuch-
tet. § 4 behandelt den Zusammenhang der in § 3 bestimmten
Pramien und Deckungskapitalien mit denjenigen, die sich ergeben,
wenn die Ausscheideordnung noch als (n:—i)‘““ weiteren Ausscheide-
grund das freiwillige Ausscheiden aus dem V ersicherungsverhiltnis
beriicksichtigt. Im letzten Paragraphen gehe ich schlieBlich zur
Ableitung von ausreichenden Primien tuber, die neben dem frei-
willigen Ausscheiden auch noch den mit Jedem Versicherungsbe-
triebe verbundenen drei Gattungen von Unkosten, den Erwerbs-,
Inkasso- und Verwaltungskosten, sowie den versprochenen Divi-
denden Rechnung tragen. Die ausreichende Pramie 1ift sich als-
dann aus Nettopréamie, Inkassogebiihr, Erwerbs-, Verwaltungskosten-
und Dividendenzuschlag zusammensetzen; bei den Deckungskapi-
talien 1st der Aufbau aus dem Deckungskapital der Nettomethode,
dem ZiLLmeRrschen Deckungskapital, der Verwaltungskosten- und
der Dividendenreserve zu studieren.

1) N. R. JorGENSEN, Grundziige einer Theorie der Lebensversicherung,
dena 1913, S. 253; ferner seinen Aufsatz ,,Einige Bemerkungen iiber dic
Thielesche Differentialgleichung der Prﬁmienreserx“e“, Jahrbuch filr Ver-
sicherungsmathematik 1914, S. 230, Berlin 1914.
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Intensitaten in der Versicherungsmathematik, (A.6) 3

§ 1.

Die allgemeine, zweifach abgestufte Ausscheideordnung mit n-Aus-
scheidegriinden. Die Ausscheideintensititen in ihrem Zusammenhang
mit den (sogenannten abhingigen) Ausscheidewahrscheinlichkeiten.

Den folgenden Untersuchungen liegt eine allgemeine, zwei-
fach abgestufte Ausscheideordnung zugrunde, d.h. eine solche,
die micht nur dem Lebensalter, sondern auch der Beobachtungs-
dauer Rechnung trigt (Selektionstafel) und bei der n Ausscheide-
grinde wirksam sind, Die Anzahl der fiir unsere Ausscheideord-
nung in Frage kommenden Personen sei mit L1+ bezeichnet, so
daB [, die Anzahl derjenigen Personen bedeutet, die mit y Jahren
in die Beobachtung eingetreten sind und das Lebensalter y+z unter
den von der Ausscheideordnung geforderten Bedingungen erleben.
Nach der gegebenen Erklirung nimmt bei lyys. der Index z nur
Werte an, die nicht negativ sind. Die Anzahl der mit y Jahren in
die Beobachtung eingetretenen Personen, die durch den Wert z=0
charakterisiert wird, bezeichnet man einfach mit I, statt mit lyivoe

In den x Jahren, in denen sich die im Alter ¥ In die Beobach-
tung eingetretenen I, Personen auf In1+- Vermindert haben, seien
aus dem ersten Grunde /13, ., aus dem zweiten Grunde 12, usw.,
aus dem 7' Grunde 0. ausgeschieden. Da die Beobachtung erst
beim Lebensalter y anfingt, sind £, /8. . L nur fur 220
definiert, und es ist f=f@—...— 1 =0. Weiter sind foee fAL .,
.- 1f}. ihrer Erklirung nach niemals abnehmende (also wachsende
‘oder gleichbleibende) Funktionen von z, wihrend !4y, eine nie-
mals zunehmende (also fallende oder gleichbleibende) Funktion
von z ist). '

Auf Grund ihres Zusammenhanges besteht zwischen den ein-
gefihrten Funktionen die Relation:

‘ _ 1 2 (m)
(1) lb’]-l-x - lD’] - f§y§+x - f(D'}-H» ot —f[;’l]+x .

*) Der in eckigen Klammern stehende Index y wird im folgenden immer
als ein festes, gegebenes Lebensalter gelten, bei dem die Beobachtung der
Personengruppe beginnt. ‘




6 (A.6) ALFRep Loewy:

Von den Funktionen f{i..., /.., ... fi,. setzen wir voraus,

daB sie nicht nur stetige, sondern auch differentierbare
Funktionen von z sind. Alsdann folgt aus (1), daB l;14. €ben-
falls eine differentierbare Funktion von z ist. Diese Voraussetzung
der Differentierbarkeit wird im folgenden verwendet werden.

Aus unserer Definition der Funktion f{ . ergibt sich, daB
von den im Alter y in die Beobachtung eingetretenen I.,; Personen
die Anzahl f{}},..s—fils. im Alter y+z bis y+z+k aus dem ersten
Grunde ausscheidet. Wir bilden:

(1)

f _ ’f(l)
(1 _ IDxth ¥]+=
(21) hQIyH—r - l .

[y} 4x

adhlee st die Wahrscheinlichkeit, daB ein mit y Jahren
in die Beobachtung Eingetretener im Alter von y+z
bis y+r+k aus dem ersten Grunde ausscheidet; denn
von [y, Personen des Alters y-+s, die mit y Jahren in die Be-
obachtung eingetreten sind, scheiden o en— 19, im Alter y+g
bis y+2+h infolge des ersten Grundes aus. Entsprechend zu (2,)
erhalt man die Ausscheidewahrscheinlichkeiten aus
dem zweiten usw. bis n' Grunde:

(2) / g%+x+h B f Eﬁ*—z
(22) K 4x = 1 ’
. 4
,,: f {_nr%J‘-x-{-h - f g}+
(2") nY (b’%-i-.f = ] . .
’ Iyl+=x

Als totale Ausscheidewahrscheinlichkeit 2 las s
die fiir einen mit y Jahren in die Beobachtung Ein-
getretenen in seinem Alter y+z bis y+z+h be steht,
ist zu definieren:

6y _ o~y

] Q[y]+x -

s

denn von [, . Personen des Alters y+z scheiden im Alter Y+
bis y+x+k insgesamt lijox—Uyyparn AUS.

Nach Gleichung (1) ist:

! 1 (2)
(1 ) l[y]-lf-x—f-lz = l[y] -/ M-{-Hh —f Didxsn """ ~f §‘§+x+¢, :

) R




. Intensitaten in der Versicherungsmathematik. (A.6) 7

Dividiert man die Differenz zwischen (1) und (1) durch 7, +xy 80
ergibt sich mittels (3), (2,) bis (2,):

_ 2 ‘
(4) Wyes = ItQEJ%+.t + n@?%ﬁ et hq(ﬁﬂ .

In Worten: Die totale Ausscheidewahrscheinlichkeit
»lp14x Setzt sich aus den Ausscheidewahrscheinlich-
keiten ,q8).., 498, ... ,gf,, der einzelnen Ursachen

additiv zusammen,
Aus ,qp,., leitet man ab

_ by vasn
(5) hPm+x—1 s = [;H ¥ )

i+=
die Funktion ,py,, ist die totale Verbleibswahr-
scheinlichkeit, die fiir einen mit y Jahren in die Be-
obachtung Eingetretenen in seinem Alter y+z bis
y+z+h besteht.

Entsprechend den definierten Wahrscheinlichkeiten ,,q[y] s
()

1 2
#Gip)axs -+ 4G+ fihren wir die Intensitaten pfl, ,u® .. 48 ein:

df
Afiy) s
Tdx
©) ==
)4z
df v+
dx
(62)‘ Mg}ﬂr = l L]
. [J']+x
‘ . dx
) =2
[vl+=

wobei die Zahler die Differentialquotienten der Funktlonen 5
1 sy oo Ii}ex nach 2 bedeuten.

Die GroBen u).,, ud ., ... utl,, bezeichnet man als die
Intensitditen des Ausscheidens aus dem ersten, aus
dem zweiten usw., schlieBlich aus dem 2*" Grunde.
Ihnen fiigen wir noch die totale Ausscheideintensitat
iy, beil: -
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Uiy
dz
(7) ll'l'[_\']"l*'-\' = ] - )‘
vitr
Nach (2,) ist
1 il . 1) _ 1)
S e 1 o
1934 = 3 o im :

der Differentialquotient von ffi:. nach z. Bezeichnen wir eine
nach Null konvergicrende GriBe 4 in tblicher Weise mit, dz, Dif-
ferential von xz, so ergibt sich:

1
2l
dx

. T ) _ W :
l]m; iyt = i dx, oder nach (61). lhm; 1 = ‘u(m e dx .
= Uv +_~{' -

Phlee-dz, die mit dem Differential dz multipli-
zierte erste Intensitit mil.., kann als die Wahp-
scheinlichkeit angesehen werden, daB ein mit y Jah-
ren in die Beobachtung Eingetretener im Alter Y+
bis y+x+dx wihrend des unendlichkleinen Zeitinter-

valls dz aus dem ersten Grunde ausscheidet.

Entsprechend wird u, . dz=1lim Wi ees - el do=lim W
h=0

11:0
e —lyres h :
Nach (3) hat man e = — ST R N ist
h 1U']+‘
dl[y}i—x =N I lb’]+.t‘+h—"lf.‘»ﬂ+.t' ' ] : :
T de | ma—=——— 0 Folglich ergibt sich nach (7), wenn
dw =0 ' /Z J

man fir lim % das Differential dz beniitzt, lim

lszv]-l-x = /’&[y]+x dil? .
=0 L=0

In Worten: P+ @2, die mit dem Differentia] dzx
multiplizierte totale Ausscheideintensitiit Upiers Stellt

'} Man heachte, daB in {7) bei Hgye. Pechter Hand das negative Zei-
chen steht, was in (64) bis (6,) bei /.L{[;,])M, ,ug])JrI, M([y"])ﬂ. nicht der Fall
ist. Der Grund hierfiir ist, daB die Intensitaten positiv sein sollen; nun
hat die Funktion L4145 als nicht zunehmende Funktion einen negativen
Differentialquotienten, wihrend Fe f s #42., als nicht abnehmende
Funktionen positive Differentialquotienten hesitzen,
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die Wahrscheinlichkeit dar, dafl ein mit y Jahren
in die Beobachtung Eingetretener im Alter y+x bis
y+z+dx wihrend des unendlichkleinen Zeitintervalls
dr irgendwie ausscheidet, ganz gleich, aus welchem
der n Grinde es auch sei.

Entweder aus (1) durch Differentiation nach x und Division
durch &y, oder auch aus (4) durch Ubergang zur Grenze fiir nach
Null konvergierendes % ergibt sich die Gleichung:

()

_ () 2)
(8) Miygpy = Bpgpet M§y3+x +o T B

In Worten: Die totale Ausscheideintensitét sy, ist
die Summe der einzelnen Ausscheideintensitdten.

Schreibt man ('7) in der Form

* C dlégly,.
(7 ) Mper = d.’l;_m— )

wobei 10g /), den natirlichen Logarithmus von I, bedeutet,
so ergibt sich durch Integration zwischen den Grenzen 0 und z:

log bgas — 10g b=— f Miy14 s GT
. 1]

oder
£ lv X r
lOgJI LZH == fa"‘[.\f]+:. dx
¥
Mithin wird
- f”[y]+x dx
9) hjee=1lpy e ° .

Die Formel (9) drickt Iy, durch die totale Aus-
scheideintensitdt uy;,, und den Anfangsbestand I
aus.

(1) |
Nach (6,) hat man ii%iz ., Loy, Hieraus folgt durch

Integration zwischen den Grenzen 0 und z:

(1) (1 - \
/ pisr—f H = f Mfy])ﬂ l[y]+x? dz,
0 . .
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oder, da f{ll=0 ist:
(101) f‘“g])*r its " AT

Fihrt man fir /,;,, seinen Wert nach (9) ein, so wird:

X ‘_1,
(1) _oj Ppen 42
(101) fm+v m “f Miyjexc € cdx .

0

Die Formeln (10,) und (10]) dricken .., die im
Alter von y bis y+z Jahren aus dem Anfangsbestand \
I, infolge des ersten Grundes Ausge@chledenen
durch die Intensititen Ppee und 4 sowie den An-
fangsbestand [, aus,

Entsprechend (10,) und (10;) hat man:

(102) f‘ufJH‘f Wi+ dzx y
. : "‘.f Hpjes " B2 _ |
(102) f(LE%H = [ry] : -’*‘(LE%H e 0 ~dx : 5
. 0
(10”) g:])+r f r”’m+4 lyjerde,
. f Hiyiex - 4T
(10,) fores =l [ Milen- e ~dx .

0

| Auch die oben zuerst eingefiihrten Wahrscheinlichkeiten lassen
sich durch die Intensitédten ausdriicken. Aus (9) folgt

2+h
- 6[ ,u fyi+x dz
lytresn =l €
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, "y L
Da nach (5) ,Ppype =~ ist, ergibt sich aus der voranigehen-

l[v]+x
den Gleichung und der Relation (9), daB

a+h A x4l
—5[ Hipi 02 Of B 8F = ;f Hpyyex 02
hp[y]+x =€ i =e

wird. Wir haben mithin das Resultat:

Die totale Verbleibswahrscheinlichkeit ,pp. 18t
gegeben durch '

x+h
_f Py GF
(M) , WPplex =€ ¥
N k
cde ~ [ B A
(1'11*) Izp[y]+x =€ 0 .

Die letzte Formel folgt aus (M), wenn man in (11[) die Inte-
grationsvariable mit u bezeichnet denkt und fir u die neue Va-
riable ¢ durch u=xz+t einfihrt; den Grenzen z und z+A4 fur u
entsprechen dann die Grenzen O und % fir ¢.

Fithrt man in (2,)

' f(m o ]cm
n IO Tyl4a
) =

l[y]+x

fir filien und 7, ihre Werte nach (10;) ein und bezeichnet die
Integrationsvariable mit ¢, so erhéilt man -

x-+h x » x4l
m _ 1) © A ]
" Of Myite lD,]+,dt Qf :“Lv]+tlry]+t di f !’fm“l{yw dt
X
hqm+x = I = 1 -
Tyl+x 4=

Beniitzt man fiir ¢ eine neue Integrationsvariable v, indem man
t=z+v setzt, so wird
k
[ ool 9
(Mi) o hqg%ﬂ =2 '

l[y]-l--'f 1
) ‘ . l ‘ : -‘
Nimmt man [, unter das Integral und beachtet, daB} _[;’]D;']"ﬂ=v Pyiis
+x ]
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U

_ . ~J s 00
st und daf} die letzte GroBe nach (11 )W‘eiter den\Wert ¢ ¢

hat, so erhilt man:

h o

~ | M dl
19% n (1) , .
(121) irq\{vi-q“,r - ALLTJ‘]+.1'+:‘ BRE do .

0

Die Formel (12]) drickt W, dureh die Tnten-

‘. 1
sitdten g, und upll o aus,

Den Formeln (12,) und (12]) entsprechend erhalt man -

it
N 5
] H ;(1—])"-1-‘—‘ [;'1'?+_1‘~f-r' d o
1 {2 0 o
(122) Wiee = = — p T
'}']ﬁ-'{
i
; ) _.l Hiyjrvas di
12: 2 2 0 ’_
(_122) Wi = | pf L e ~do |
a
b
" (91) -
: f)/ /"LL\']+,L‘+:' ) Z[’_\'}i—.r-:-:' do
1 L) —
(12”) I (/J’j’]—{-l T T T e .
[*'J'}M
] o ]
, ) - / Miyiseas dt
Fh N . n . (1) > 0 -
(1211) h'Ytu}+x - tl‘('[y]—i-,\'-—:-;; <0 -y
0

SchlieBlich driicken wir noch die totale Aus-
scheidewahrscheinlichkeit 195+ durch die totale In-

tensitdt aus mittels der Formel:
h S
- oj Psens A1 - j Hier X l
(13) 1es = 1—e =]—p ¥ ,

wie aus Formel (5) in Verbindung mit (11) und (11) nnmittelbar
folgt. Durch Addition von (121) bis (12;) findet man bei Beach-
tung von (4) und (8) 303+ auch als Integral
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] T

. “(,f Hpspsat @1
(13°) 1Yo = | Moddrre © Sdo
0

Die letzte Formel wird sofort auf (13) zurickgefithrt mittels der
Bemerkung, dal

b]
bre e s @ =—\—¢
Heiviert do

— [ Hpypans 1 d — [ By @
0

Die voraufgehenden Formeln lehren, dal unsere allgemeine,
doppelt abgestulte Ausscheideordnung vollkommen charakterisiert
wird durch den Anfangsbestand /,; und die n» Ausscheideinten-
sitaten gl ey - - P s -

§ 2.
Die n Vergleichsausscheideordnungen und die n unabhingigen
Ausscheidewahrscheinlichkeiten.

Neben die in §1 betrachtete Ausscheideordnung der [, stellen
wir cine erste Vergleichsausscheideordnung, die auch
zweifach nach Lebensalter und Beobachtungsdauer abgestult sein
soll und bei der wir die beim Lebensalter y+z vorhandenen, mit
y Jahren in die Beobachtung eingetretenen Persomen mit Ml
bezeichnen. Die mit y Jahren zu Beginn der Beobachtung vor-
handenen Personen werden also durch (”lm charakterisiert. Die
erste Vergleichsausscheideordnung soll diejenige Aus-
scheideordnung sein, die sich ergeben wiirde, wenn
nur die erste Ausscheideursache und zwar mit der
namlichen Ausscheideintensitiat wie bei der ur-
springlichen Ausscheideordnung wirksam wére,

Nach (7) und (7) ist die totale Ausscheideintensitat der Aus-
d log Vg,
dx
scheideintensitit soll mit der ersten bei der urspriinglich vorliegen-
den Ausscheideordnung wirksamen Ausscheideintensitit tiberein-

seheideordnung ;... gleich — Diese Gesamtaus-
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stimmen; denn [ip Wl .. soll ja nach Voraussetzung nur die erste

Ausscheideursache als alleiniger Ausscheidegrund und zwar mit
e

d ]Og { )l{y]+‘r _ (1

Tdr b

Aus dieser Gleichung folgt durch Integration analog zu (9):

der Intensitit @i, . bestehen. Mithin ist —

X
|
1 = [ il da
1 0
(14) Dlyye =W,

Fir die erste Vergleichsausscheideordnung fih-
ren wir die Wahrscheinlichkeit siiee ein, daB eine
mit y Jahren in die Beobachtung eingetretene Per-
son im Alter y+z bis Yy+r+h ausscheidet. Eg jst

. U)ZL' _(1)1 ) (I)[[y+ "
‘ T it Diteh o -tk
(151) 2y = ay — =1 )y
IVitx b1+

denn von ™7 . Personen sind Olier =" 0s im Alter y-+z bis
Y+x+h ausgeschieden. Man nennt il die orste unab-
hingige“ oder »absolute® ogder sreine oder »parti-
elle AUSSCheid‘ewahrscheinlichkeit fir den mit
y Jahren in die Beobachtung Eingetretenen wih-
rend des Alters y+z his y+z+h ).

Zur Erfassung der statistischen Bedeutung von .
lassen wir fiir einen Augenblick den Anfangsbestand W1, unserer
Vergleichsausscheideordnung mit dem Anfangshestand ly; der
urspriinglichen Ausscheideordnung zusammenfallen, Gehen wir
von der urspriinglichen Ausscheideordnung mit ihrem: Anfangs-
bestand /., und den bei jhr wirksamen pn Ausscheidegriinden aus
und lassen fiir jede Person, die im Laufle der Zeit aus einem. ande-
ren Grunde als dem ersten ausscheidet, sofort eine Ersatzperson
eintreten, so sind in dem bestindig derart erginzten Komplexe alle
Ausscheideursachen bis auf die erste ausgeschaltet, und nur diese
allein ist mit ihrer unverdnderten Intensitat Ei,. weiter wirksam.
Wird daher der Anfangsbestand I, der urspriinglichen Ausscheide-

Y Die unabhingigen Ausscheidewahrscheinlichkeiten hat JOHANNES
Karur auf anderem Wege eingefiihrt, zum ersten Male in einem Gutachten
1875. Vgl. die Angaben bei SPANGENBERG und pu Pasquier in den oben
angefithrten Arbeiten,
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ordnung bestandig in der geschilderten Weise ergénzt, so mufl die
Anzahl der aus den I, infolge des ersten Grundes im Alter y bis y+z
Ausgeschiedenen gleich 7, - ;q%) werden, nicht gleich Ly, - .q(j}, wie
es ohne die Erginzung der Fall wire. Da nach (151) die Gleichung

e =y (gt o)
~ 05

besteht, hat die Ubereinst,immung zweier Ausscheideordnun-
‘gen in ¢} auch diejenige in ,g¥},, zur Folge, und es ergibt
sich: Geht man von dem anfanglichen Bestande lia
der urspringlichen Ausscheideordnung mit ihren
n Ausscheideursachen aus und ersetzt einen jeden
aus einem anderen als dem ersten Grunde Aus-
geschiedenen durch einen Ersatzmann, so kann
man die urspriingliche Ausscheideordnung, wenn
sie bestindig in der geschilderten Weise erginzt
wird, als erste Vergleichsausscheideordnung be-
nitzen, also aus ihr die erste unabhingige Aus-
scheidewahrscheinlichkeit ,gf},, bestimmen.

Nach (15,) wird
x-+h x
| [ wfldz [, de
(161) Mfﬁﬂ- =l—e? Co.ef =1

Durch Einfiihrung einer neuen Integrationsvariablen kann
! .
man ,¢f),, die Form geben:

X<tk
G |
= | i de
—e ¥

i |
. , _j . -“([}w%+x+-t di
(161) bl =1—e " '
Die Formeln (16;) und (16;) driicken die erste un-
abhingige Ausscheidewahrscheinlichkeit ,gf),, durch
die erste Ausscheideintensitat ufll,, aus. |

In entsprechender Weise wie fir die erste fithren wir auch
fir die zweite Ausscheideursache eine zweite, doppelt nach
Lebensalter und Beobachtungsdauer abgestufte Vergleichsaus-
scheideordnung ein, bei der wir die beim Lebensalter y+x
vorhandenen, mit y Jahren in die Beobachtung eingetretenen Per-
sonen mit @/, hezeichnen, also den Anfangsbestand der y-jéhri-
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gen mit P . Die dieser zweiten Vergleichsausscheideordmung
entsprechenden , zweiten unabhidngigen Ausscheide-
wahrscheinlichkeiten® seien mijt 1:9(52-])” bezeichnet. So fah-
ren wir fort und fihren fiir die pte Ausscheideursache eine nte,
doppelt nach Lebensalter und Beobachtungsdauer abgestufte
Vergleichsausseheideordnung em, bei der wir die beim
Lebensalter y+x vorhandenen, mit y Jahren in dje Beobachtung
eingetretenen Personen mit, (")l-u.J +x bezeichnen, also den Anfangs-
bestand der y-jihrigen mit "l;. Die dieser nter Vergleichsaus-
scheideordnung entsprechenden R tem unabhingigen Aus-
scheidewahrscheinlichkeiten® seien mit 1905.+ bezeichnet,
Natiirlich soll analog wie bei der ersten Vergleichsausscheideord -
nung bei der zweiten nur die zwerte Ausscheideintensitit wirksam
sein usw., schlielich scll hej der pten Verg]eichsausscheideordnung
nur die n'* Ausscheideintensitit zur Geltung kommen. Alsdann
kann die urspriingliche Ausscheideordnung mit » Ausscheidegriin-
den auch als zweite Verg]eichsausscheideordnung dienen, wenn
Jeder aus dem Anfangsbestand l; der urspriinglichen Ausscheide-
ordnung infolge eines anderen als des zweiten Grundes Ausgeschie-
dene sofort einen Ersatzmann erhalt, Entsprechendes gilt fir
die Herleitung der dritten usw. bis n'" Vergleichsausscheideord-
nung aus der urspringlichen.

Fur (141) bis (161) treten dann analoge Formeln:

X

2
[ . da
- e 0

(14?) (Q)ID'HI - (E)ZD'J 1
5 co g g
(132) i pies = 1— K&
[+
i
, *f ﬂ%ﬂ dz
(165) Wi = 1—e * ,
i
- f #'(L%])-x-.ru di
(163) W, =1-e , USW.

— [ ul dz
0
(14,) e = Py - e '
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’ o) R
1 . v Xt
(15”) P = 1- (n)l *
[yl+s
x4-n
- - f pi
"
(16,) s = 1—e ’
(#)
) " f Mm+x+t
(16,,) thv]+1 =1-¢

Beachtet man die Gleichung (8), so erhalt man aus (11') die
Formel: '

2
, f l-“m+1+t e+ F M([;"'Lx“} di
1) b - ,

h '
_ (1) (2)
bf‘“’{y]+:v+i f MB]+7a+t fnu'tv]+x+tdt
= @£ “es £

Hieraus folgt nach (16]) bis (16;):

(18) Puer = (1=ngb1ee) - (1=00hes) - (1 iafih) -

Neben (18) stellen wir noch die sich aus (4) und (5) ergebende
Formel:
(18,)‘ P+ = 1_hqg»%+x hqgiw hqmﬂ .
~ In der bekannten Formel (18) ist das wichtigé
Resultat enthalten, da man ,p,.,, durch die unab-
hingigen Ausscheldewahrsc:hemlmhkelten in Form
eines Produktes darstellen kann; bei (18) wird ,pgy.
in Form einer Differenz durch die abhdngigen Aus-
scheidewahrscheinlichkeiten dargestellt.

Zum Un‘terschlede von den umabhanglgen Ausscheidewahr-
scheinlichkeiten ,¢f.., ;198.., ...,¢%, bezeichnet man die im
vor;ngen Paragraphen emgefithrten Ausscheidewahrscheinlichkeiten
hqmﬁ, ;,qmﬂ,, ,,gm +x als die abhdngigen Ausscheidewahr-
scheinlichkeiten. Die letzteren sollen nun durch die ersteren aus-
gedriickt werden.

Zjtzungsberichte der Heidelb. Akad., math.-naturw. K1. A. 1917, 6. Abh. 2
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Nach den Formeln (12;) und (I1") hat man:

I
1 0 -
(19) /qu_\’]—kr —_ J‘ M[J.']—!—.\’-{-v "o p[}’]'ﬂ"l‘ * d() 5
0

oder nach (18):
I
(20) 0fber = [ Meare (1= T98) - (=) o (1= Lat8) do

Nun folgt durch Differentiation von (‘16;):

710 B

:)(/[_\']+,r - l__ € ’
1

[ e

€ 3

7 )
it

(1)
do = tu’[j]+1’+v

oder bei nochmaliger Verwendung der Ausgangsformel (16;):

d gl
Lot [ g
di) - /’L[y]+.r+n( e ']+.‘.‘) .
Mithin wird
J!
. d Jq“’

(21,) hg&%%-x:(]f(i"_v,qg])ﬂ)‘('J-—;{{S%Jr_‘.)'--(1—::g§;f])+,l,)— d[j]“ . do

Entsprechend findet man

I ! 2)

(212) Izg[(_v%+,t:(_)/ (ﬂ' 1JQF]+1) (J_u(/g}%-&-\)(l_— (jgz}-u) 'Lig—;ﬁ]i‘i'dv ’

(1)

(21,) 1g8 = Of(l— 615 (1=0g ) - (1= g l5h) - il—iji—[;]i-dv
Mittels der Formeln (211) bis (2’1") sind die ab-
hingigen Wahrscheinlichkeiten durch die unabhin-
gigen dargestellt.
Wir wollen noch einige Formeln fiir die Intensititen auf Grund
der fir sie verwendeten Vergleichsausscheideordnungen ableiten.
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Jezeichnet man bei der Vergleichsausscheideordnung “’ZM +p SAME-
liche im Alter von y bis y+z Jahren aus dem Anfangsbestande
M1, Ausgeschiedenen mit ®f, .. so hat man, da bei der Vergleichs-
ausscheideordnung nur ein Ausscheidegrund in Frage kommt:

(1) — )y _
(221) l[y]+-t' - l[J’] f i+ -

Nach der in § 1 gegebenen Definitionsgleichung (6,) fir die
Intensitdten ist demnach

(1
il Ties
dx
1
(231) Miylpe = %—”l*_ﬁ -
r1+1

d V] ] d f(]) :
Da nach (221) o ZIBE et erhilt man
dx dz

i

‘ : 1 d V]
Aok m : []4x
(2'3]) Myl = — )y d bR
[y]+2

Nach (15;) hat man M, =® Iy (1—=7g ). Mithin ergibt sich
aus (23;) die folgende Darstellung der Intensitét pil,. durch die
unabhingige Ausscheidewahrscheinlichkeit SR ‘

ok
y 1) T
(24) i, = -1 d(l-.gf) _ ddg (- o) '
b+ 1—;g&% dx dxr
Die entsprechenden Formeln gelten natiirlich fir w2 B
§ 3.

Eine allgemeine, nach analytischer Methode behandelte Versiche-
rung. IThre Primien und Deckungskapitalien nach der Nettomethode.

Die in den voraufgehenden Paragraphen abgeleiteten Formeln
sollen bei der folgenden ganz allgemeinen Versicherung

') Diese Gleichung ist als Definition der Sterblichkeilsintensitat bei einer
Absterbeordnung mit dem einzigen Ausscheidegrund ,,Tod* der Ausgangs-
punkt fiir die ganze Theorie gewesen.

9%
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Anwendung finden. Ein y-jahriger versichere sich mit p-]ahriger
Versicherungsdauer, dal, wenn er wihrend dieser Zeit infolge irgend
eines der n in den Versicherungsbedingungen festgelegten, sich
gegenseitig ausschlieBenden Griinde aus der Versicherung aus-
scheidet, die Versicherungsanstalt vertragsgemil eine Summe zu
zahlen hat. Ihre Héhe richte sich nach Austrittsalter und Aus-
trittsgrund. Findet der Austritt wiihrend des unendlich kleinen
Zeitelements dt im Alter y+t bis y+t+-dt statt, so betrage die
auszuzahlende Summe Uf}., bezw. U®,, usw., bezw. (PR T
nachdem das Ausscheiden aus dem ersten, zweiten usw. bis nte
Grunde erfolgt. Ferner soll an den Versicherten, wenn er bis zum
Ablauf der p-jahrigen Versicherungsdauer nicht ausgeschieden ist,
einmalig die Summe T zur Auszahlung gelangen. SchlieBlich soll
dem Versicherten, solange er versichert ist, kontinuierlich ein vom
Lebensalter abhingiger Betrag als Rente ausgezahlt oder wenig-
stens in den Biichern der Gesellschaft gutgeschrieben werden;
auch dieser hinge vom Lebensalter ab und betrage bei Erreichung
des Lebensalters y-¢ fiir das unendlich kleine Zeitelement dt, das
dem Alter y+¢ folgt, S+ dt 1. SchlieBlich finde auch die Pri-
mienzahlung kontinuierlich statt oder werde wenigstens theore-
tisch so verrechnet; sie sei veranderlich angenommen, und zwar
bezahle der (y+1)-jahrige Tir das unendlich kleine Zeitintervall dt,
das dem Alter y+t folgt, die Pramie Py, dt. Alle GroBlen US}H,
Ulees - Uldirs Sy Pyer sind positiv: sie sind mit ¢ variabel,
sie konnen aber auch im besondern konstant, teilweise oder fiir
gewisse Altersklassen sogar Null sein.

Mit ,V,,; bezeichnen wir das Deckungskapital der obigen Ver-
~ sicherung fiir eine mit y Jahren versicherte Person, ¢ Jahre nach
Abschlufl ihres Vertrages. Von Vi setzen wir voraus, daB es
eine differentierbare Funktion von ¢ ist. Wir betrachten eine fin-
gierte Gesellschaft von [ ;,, Personen, wie sie die in § 1 betrach-
tete allgemeine Ausscheideordnung als ¢ Jahre nach Abschluf des
Vertrages vorhanden verzeichnet, wenn der Eintritt in die Ver-
sicherung, also die Beobachtung mit y Jahren beginnt. In dem
unendlich kleinen Zeitintervall dt erleidet alsdann das Deckungs-
kapital I,V einen Zuwachs von

! Uber die Bedeutung der analytischen Rente fiir die Praxis vgl. die Er-
orterungen bei M. Brexp L, Analytische Methoden in der Lebensversicherung,
Zeitschrift fir die gesamte Versicherungs-Wissenschaft, Bd. 9, S. 216 (1909).
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d{ lD’]H i iVD’]} . dt

! 2 lm+t : tV[:v] = di

vV

[¥)+i4dt " 14dt

d,V dl dV
= {lm+: ) td—tM - tV[y] : —(%ﬂ} - dt =]llbr1+t : ‘“*tdtﬂ— l[:v]+i "Ml zVLv] -dt,
wie aus (7) folgt.

Der angegebene Zuwachs an Deckungskapiﬁal setzt sich zu-
sammen: Erstens aus der Priamiencinnahme des Zeitintervalls di,

die fur die [y, Persomen [P, dt betrigt, zweitens aus

der Zinseinnahme, die das vorhandene Deckungskapital I;,;"Vy;
in dem Zeitintervall di abwirlt, 6.1,V dt, wobei 6 die mit
der Zeit ¢ nicht verdnderliche Verzinsungsintensitat bedeutet?).
Von dieser Summe gehen die Auszahlungen an diejenigen Personen
ab, die im Alter y+¢ bis y+i+dt infolge eines der n Griinde aus-
scheiden. Aus dem ersten Grunde sind es, wenn die Bezeichnun-
gen des § 1 bentutzt werden,

d ]!(1)
(1) iy it dt - . di
ytdt — Jiyl+t di {;v]+t I+ T 0

wie aus (6,) folgt, aus dem zwelten entsprechend pf3, - Ly dt usw.,
schlieBlich aus dem n*" uf) -1 .., dt. An diese Austretenden ge-
langen nach den Versicherungsbedingungen die Summen %

]+
Uihars - UL, zur Auszahlung, also insgesamt,

1) LT 2 _ 2 ;
Pigat e Uy AL+ i) et Ujs dt + - + Py US) . dt

Weiter ist noch den das Lebensalter y-+¢ erlebenden ! i+ Lersonen
ihr Rententeil §),,,dt gutzuschreiben, also der Gesamthelt die
Summe [, ,+ S, dt. Bringt man die letzten Summen von den

1) ddt ist diejenige GriBe, mit der man eine zur Zeit ¢ vorhandene

Summe s multiplizieren muB, um ihren unendlich kleinen Zinsertrag ds in
dem unendlich kleinen Zeitintervall dt zu finden. Es ist also ds=s-d-dt.

d1Sgs
Hieraus findet man T—d oder durch Integratlon wenn s, das zur

¢
Zeit t=0 vorhandene Anfangskapital bedeutet, 16g s — logsu—fédt also
log__;z-,s; Folglich hat man s=s,e5!. Ist i der Jahreszins fur die Ein-

heit, a]so ist fiir sy=1, t=1, s=1-41¢, so findet man 1+i=ed oder 5—log(1+ i).
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ersten in Abzug, so hat man den Zuwachs an Deckungskapital,
Dividiert man durch I,,,,d, so erhilt man die Relation:

e Vg =Py + 0,1
- At Wit ) T e T ey
(4 M R L m i)
—‘{ tL"’L\'l+’°LL"E+" T My L[_v;'+r = T Mt L’u"]+t +Sm+r }’,
oder:

i=n

d II,FL17] - . .
)z LI ¢ n _ N g
(25) dt Vi (6 Hiys)) = P v+t _( o M Uy + S[.\'H—’) )

=

Durch Integration der linearen unhomogenen Differential-
gleichung (25) findet man

f=x

! t
— [ (04 1) | o |
. | P _( = Hite Ul + Su-w) | di+ (.

=1

X

Bedeutet Vi, das urspriingliche, bei Versicherungsbeginn,
also zur Zeit 1=0 vorhandene Deckungskapital, so ergibt sich die
Integrationskonstante ("=,V,;. und man hat:

f
- | (éﬁum“ dr
o=’
26 e H
(26) ~[(es )t __— 0
| X e’ IPD'EH_( %A“‘éiv)}+ri' E_:»J;—.L:*LS[‘-]M)] di+oViy |-
0

Bei den obigen Bedingungen ist das anfingliche Deckungs-
kapital oVp;=0. Man kann aber in unsere Formeln auch den Fall
einer einmaligen Pramie A, einschliefen, wenn man Pryn=0
setzt und die einmalige Einlage A, als urspriingliches Deckungs-
kapital ¥, betrachtet, also oV = Ap, setzt.

[EOR—
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Nach (117) ist

(‘»f Py A1 ~ 1

¢ _ _ Iy :
tPri lLv]—H
' '{ " L
ferner ist nach der Anmerkung auf Seite 21 e’ = ¥ = (1+i).

. ) 1
Also wird (26), wenn man in tblicher Weise ~1——_=v setzt:
+1 :

— . (1_}_,:} B 7 i=n . i - » ‘
(267) Vo= lm+? Of lm+r"”'{P Lv]+:—( ;Mfy)ﬁ_z U§331+r+'5'm+f)}dt+ovm '

Der Ausdruck in der eckigen Klammer auf der rechten Seite
von (267) stellt offenbar den Kapitalwert dar, den bei Abschluf
des Versicherungsvertrages die von der fingierten Gesellschaft von
l,; Personen im Zeitraume 0 bis ¢ zu erwartenden Primien ein-
schlieBlich des Vermagens (V,; besitzen, minus dem Kaypitalwert,
den die wihrend dieses Zeitraumes auszuzahlenden Summen zu

N\
jenem Termin haben. Durch Multiplikation mit M erhilt
[y
man den Wert des Deckungskapitals zur Zeit ¢, der fir die ein-
zelne der dann vorhandenen [,., Personen durchschnittlich in
Frage kommt. Die Formeln (26) und (26") liefern also eine retro-
spektive Bestimmung des Deckungskapitals.

Nach unseren Versicherungsbedingungen ist p die Versiche-
rungsdauer, und mit ihrem Ende wird die Summe 7 fillig. Da-
her wird ,Vi;=T, und man erhilt aus (26):

p
[ (0+pug) dt
T=e"
27) 3 - |
( ) — [;f (6+M[1']+t)‘ dt i=n . " ‘ 1
x| |e { Pry— ( ;#Efw U [y]+t+SLv]+i) I di+oVy;
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oder:
?
= | (04 pry4) dt
Te

27" Lo
O Fefeay

=fe " rp;‘-y,,r‘( ;l!"'(;:',lﬂDE:')]+1+SU-}+t)l’di+0V{y1 :

9

Die Formel (2'7*) ist geeignet, die einmalige Pramie unserer
Versicherungskombination zu finden. Setzt man in (277) o V=4,
P;.:=0, so erhélt man:

I
P _nf (8+21410) i
Ay=1e
P ‘f
(28) - I (a+n£l‘i\-}+l) dt i=n
. n e 0 - N L) U(i) 'LS . dt
l a— ‘LLD’]+1 i+t [J'J.HI .
b

Um die Anwendbarkeit dieser allgemeinen Formel zu zeigen,
spezialisieren wir sie beispielsweise folgendermaBen: Ein y-Jihriger
Aktiver versichere sich, daB bei seinem Tode die Summe U{J‘.}_H
fallig werde, wenn ithn der Tod im Alter Y+t bis y+1+-di ereilt,
und daBl ihm bei Eintritt seiner Invaliditit eine Jahrliche Invalidi-
tdtsrente in der Hohe ¢ gewihrt werde. AuBerdem soll ihm kon-
tinuierlich, solange er aktiv ist, stets be; Erreichen des Alters
y+1 fir das unendlich kleine Intervall d¢ eine Summe in der
Héhe S, -di gutgeschrieben werden. Bei unseren Annahmen
ist in (28) T=0 und p=o zu setzen. Bedeuten pld),, die Sterbens-
mtensitat eines (y+t)-jéhrigen Aktiven, der sich mit y Jahren ver-
sichert hat, wihrend seines aktiven Zustandes, u,, seine Invali-
ditétsintensitit und aj,) den Kapitalwert einer Invalidenrente 1
far einen y-jahrigen, soeben invalid gewordenen Invaliden, so er-
halt man die einmalige Pramie der zuletzt geschilderten Versiche-
rungskombination aus (28) in der Form:
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[, 1 @ .,gf 1
1 Ul + s € Qg+ S f dt 1),

w !
/. _Of (64 + S%M) di
fe

0

Ihrer emfachen Form wegen behandeln wir noch die einmalige
Pramie jener VersicherungSkombination die uns zu Formel (28)
fithrte, far den Spezialfall, daB8 siamtliche n GriBen U i+t U[yﬁm
Ui ., unter einander gleich sind; sie mogen simtlich gleich Up,,,
sein. Die sich aus (28) ergebende Pramie, die wir fiir unseren spe-
ziellen Fall mit AL} bezeichen wollen, nimmt, wenn man noch die
Gleichung (8) beriicksichtigt, den Wert an:

p
v _6[ (0+ta139.0)
= L€

(28! :
(28) f (O+pepyyr) dt f (6 gy AL
+ e 0 MD]-&J U[)]‘I'l dt'l‘ e S[y]-l—i.dt .

o
Nun ist

P bt
_f(6+ﬂ[)']+f) d i df(d'*‘!imﬂ)
¢’ Mgy Upggag-di= [ (04 tt40) - Upps- it
0 ) 0 ‘
b

~f (‘H-“[yw) dt
—fe® 8- Uy, dt

i

i
_Gf (O+aupyp0e) d2] Of (O+myy)de
o PTL - Upedt—Je 10Uy dt

0 ’ 0

1) Wiirde es sich z. B. um eine steigende Invalidenrente handeln, die
ursprung]mh gleich ¢ ist, und jedes Jahr bei spiterer }[nvalldlslemng um
¢” wichst, so daB sie bei lnvalldmsmrung im Alter y +t glelch c+t.c ist, so
wiirde in der obigen Formel einfach fiir ¢ die GroBe c+tc zu treten haben.
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oder durch partielle Integration:

4 ) Pt
— | (é—l-,u.b,]H) di ? I (6+ Higied) A1 au
=|—0 v . L"r‘,i_u 6+ /(’ 0 iR di
' e dt
0
b
- (6+ 1, +,) di
_/(’ ’ 0 Uy, di
D
p P
7 7 _hl ((5—!,L€—U,}+,) @ _UI (5—/13144)0” |« ][’[1J+l' : I
= U= Unpipe +fe a3 dt.

o

Fihrt man den gewonnenen Ausdruck in (28') ein, so er-
gibt sich:

p
! ; - - J. (a‘}-l"l[\].\\.[) di
A L = U v + (T — DD'EJ.-P) e O
(28"} f: ?
( ) _(‘)f ((5 _IL-MD]_LI) dt I d L"‘,“,j_‘_’ v I
e ]T—éb[.\']ﬂ + [‘H_,I di .

0

Die in (28") auftretenden beiden letzten Glieder lassen, wie
sich aus der Hauptformel (28) ergibt, folgende Deutung zu:

»

[(é 1“[u+!)
0

(T DDJ“—?‘J)

ist der Preis einer Versicherung auf die Summe 7—U,,,,, die nur
bei Erleben des Alters y-+p in versichertem Zustande fdllig wird:
p

[

o/
0

i
6/ CESTIN dt_l d Ui

dt O U + SLvH:} di
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ist, der Preis fiir eine kurze Rentenversicherung auf p Jahre, bei
der wihrend der Zugehtrigkeit zum Versichertenkreis fir jedes
Zeitmoment dt eine Auszahlung in der Hohe

iU, |
(“F&ﬂj—'{_ - 6 Uf_\’]-i-i ’]‘ S[y]-{-t) dt

statt{indet.

Ist T=1, hat ferner U, fir alle ¢ innerhalb der Grenzen 0

bis p stets den gleichen Wert 1 und ist schlieBlich Spyyqe 1MIET
gleich 0, so erhilt man

(287) Ay =1=08 |3y,

wobei , .

_ / _éf (ﬁJ"f“EyHt)‘ d
f,‘dm = e . , . dt

0

die einmalige Primie fiir eme kurze Rente ist, die nur wihrend
der p-jiahrigen Versicherungsdauer zahlbar ist und fiir jedes Zeit-
moment dt den Wert d¢ hat. Fiir die gemischté Todesfallversiche-
rung ist Formel (28") wohl bekannt.

Wir kehren zur allgemeinen Formel (27*) zuriick, nehmen kon-
tinuierliche Primienzahlung an und setzen in 27) ¢V =0; als-
dann addieren wir (28) zu (27') und erhalten durch Fortlassen der
sich tilgenden Glieder: ‘

(29) A = P - dt .

b
[ —.’r (6—{—;1,@,]“) dt
e ! .

/
s

0

Die Formel (29) gibt den Zusammenhang zwi-
schen der einmaligen Prdmie A4, und der konti-
nuterlich fir jedes Zeitmoment di¢ zahlbaren Primie
P dl. -

Um noch das. durch (26) gegebene Deckungskapital ,V,,; an-
ders auszudriicken, beachten wir, daB nach (27°):
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. —0[ (d +.Ll,D,‘]_,_,) di
(54
d[ (54‘#1”4_[) l "1_111 @ N \ |
(30) =1l¢ IP[_VH-‘ - ( ;:gi Miylat v E:\')H-I + ‘S’[_v]+l) I di
. I) ‘
‘i
—Of (8+ yr40) dt ” i=n _ |
e IP[;\']+1 ( P‘g)mU[;?JH‘*‘Sb'Hr)[deV[y] .
; /
!
o [ (0+pg0.,) d
Multipliziert man (30) mit »° , 50 erhilt man:
{ ’ £ ! ’
Of(a'*ﬁ“[y]ﬂ) dt “ﬁf(&+#uv1+i) dtj i= . ‘ l
¢ - fe IB” " ( EO,U"’HD(".)] i+ Sy +,)jdt+olﬁ,]

| 0

1

J. (0+#4s) dt

=e
_ b b t -
'Of (O+pt1943) it f (044115, dt gk
x| Te tfe ;Mg)1+10(;]*l+SD]+l m+f} dt
i ¥
j ((5 L _,_,) dt
=Te !
! 1?
0 JICETY 6’ (6-1-,& g) iz
+ e e ;1 Hiea Ut Sy Pryy o  d

o/
1

P

p
7 _J(‘6+MD,]+,)di f(é“L#[}v]-{-zc) d“Jt =n
=1e +fe H }_Mg)]-!»u Ut

SIPLRI IR l du..

[
t
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Mithin ergibt sich aus (26):

b

— [ (8+p44) A
Vi =Te

31 » !
( ) r(é*‘ﬂmﬂ. d'u

* [ ¢’ Jlg Hins Ui u+Sppea—P ry1+ul[ du .

t‘

Nach dem auf die Formel (26) folgenden Text (Seite 23) ist

H

f(5+”b]+r) o

e’ = (L+i)f - 2
Mithin wird o

P ? p ’
_f (5+MD-1+f) di f (5+M[y]+:) f (‘3‘*'!“@]“) 1 1
el =¢f ce ! pl+e '
lm " (1+i)"*‘
und ,
0 W) i
+”f( +‘u|;v]+) u= e | 1

e (L)t
Also geht (31) iber in

S

4

| by pT i | 6
s (1_*_:)1) ¢ (1+ )u—- ZMW)HM D’]+“+S[y]+u‘"p[y]+ul dul.

i

Die eckige Klammer aul der rechten Seite von (317) stellt
offenbar den Barwert aller wihrend der Versicherungsdauer noch
fallig werdenden Ausgaben der Versicherungsanstalt an die zur
Zeit der Bestimmung des Deckungskapitals ,V;,; lebenden [, , Per-
sonen minus dem  Barwert der von ihnen noch zu erwartenden
Primien dar. Dividiert man durch lyjats SO erhilt man daher das
auf die einzelne Person entfallende Deckungskapital. Durch die
Formeln (31) und (31*) wird demnach das Deckungskapital
in prospektiver Weise bestimmt.
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Wil man ,V,, in einfachere Form bringen, so bedient man
sich hierzu der Funktion A, ., die lir =0 in die durch (28) be-
stimmte GrioBe A, ibergeht und definiert wird durch die Glei-
chung:

p-=z
—J. (() 'U,U"l_;, -H) dt
.’1 ivi+s = T(’ "
2 P
( 82) '—‘/ (O_'qu'i'}’ﬁiiu) di i=n I
-+ /P o l :N(:LT-*: LTR)I—L*-‘-I + w[y}+:+tj di ..
v

Fithrt man fir ¢ die neve Integrationsvariable u durch w=141
ein, so nimmt fiir die Grenzen =0 und {=p—: die Variable u die
Werte n=z und u=p an. Gestaltet man noch das sich dann er-

H—z

o j‘ (é +‘“‘§y}+;+1) d)t
0

gebende Integral e durch Einfithrung einer neuen

4]
— I (() Ty )(lc’
Integrationsvariablen v=z4+¢ um in ¢ ° , so kann
man schreiben:

P
-—f (5:*,“@'}4-::) du
Ay =Te ©
* P z
(287) SN RCERTS ) du iz
: / a '_:1 i U (J’J-Lu + S }.d” '

Mithin geht (31) dber in

i

’ j (0+/’"[."]+") du
(31**) tV[y] =4 4 — f © ! | ) p[y]+u -du .

Aus dem in Formel (31°) erhaltenen Resultat entnimmt man,
daf}
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P

1 Lo T Tl
‘4 ’ _ | [J']'F.P _ + /_ [yi4u
v Ly 7(1“);7 ‘o

=

[ Y (1) ()

AL Nu—i L M[’}L’H'" UU’]+M + S[y]—l-u ‘ du
(J.+L) i=1 i

ist, also den Barwert der kiinftigen Leistungen der Versicherungs-
gesellschaft an einen vor I Jahren Versicherten, der gegenwértig
y+t Jahre alt ist, darstellt. Da

Iy :
/ ﬂm“”'m)d’; du nac (31") gleich — [t p g
e" 4@ NACH gleich "——i:; +u' O,
L (1+L)"
‘i +t!

14

also gleich dem Barwert der von einem (y+1)-jihrigen Versicher-
ten zu erwartenden Pramien ist, krat man in Gleichung (31™) das
bekannte Resultat, daB das Deckungskapital Vi1 vermehrt um
den Barwert der kinftig zu erwartenden Primien gleich dem Wert
der kiinftigen Leistungen der Versicherungsgesellschaft ist.

Ehe wir die obigen Betrachtungen im nichsten Paragraphen
weiter verfolgen, leiten wir fiir den Fall, daB} die n Auszahlun-
gen Ug}+¢,Ug§+:’*--U(L:%+! simtlich dauernd gleich der
Einheit sind, den folgenden Satz abh: '

Ein konstanter Aufschlag x gzy allen Priamien
Py, gewidhrt vollkommenen Schutg gegen eine Er-
hohung der rechnungsméBigen totalen Ausscheide-
wahrscheinlichkeiten ,g,) um die Betrage (1-g5) (1-67
(oder allgemeiner: der totalen Ausscheidewahr-
scheinlichkeiten ,g,,, um die Betrige (=154 (1—e™™)
und gleichzeitig auch vollkommenen Schutz gegen
eine Verminderung des rechnungsméaBigen ZinsfuBes ;
um den Betrag (1+i)-(1—e™7). |

Der ausgesprochene Satz besagt, daB zwei Betriebe, von denen
der eine mit Py, i und :qp) als Pramie, Zins und totaler Aus-
scheidewahrscheinlichkeit arbeitet, der andere hingegen hierfiir die
GroBen Py, +7, i'=i-(1+1) - (1—¢7), = cGpr+ (1=14) - (1—e7™)
verwendet, zu jeder Zeit die gleichen Deckungskapitalien besitzen.

Zum Beweis betrachten wir die Differentialgleichung (25);
diese geht bei unseren Anpahmen U®. — /@ =0 =1,

3 . b+t = Y+ T ]
wenn man aullerdem noch die Relation (8) beachtet, iiber in:
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d,V, 3
(32) —::1—1‘ bl e (‘5 +Hr_v1+r) =P it (‘“Lvl+r + Siv]+!) :

Wird statt der Pramie P, die abgeénderte Pramie P, +
erhoben und bezeichnet man die verdnderte Verzinsungs- bezw.
totale Ausscheideintensitit mit ¢ und py,,, SO missen, wie aus
(32) folgt, wenn zu jeder Zeit die gleichen Deckungskapitalien
vorhanden sein sollen, die zwei Gleichungen bestehen:

(b) P{_\»]+t_(ﬂb-]+i+Sm+:) = P[y3+t +a '.“(#’D']H‘*‘ S@-]H) .

Aus (b) folgt:

(33) Muger = Mot -
Weiter findet man aus (a) und (33):
(34) 0 =06—m.

Aus der letzten Gleichung leitet man ab: 08 =p8-m_ 8. o
oder 1+i'=(1+i)e™". Mithin wird

(35) i'=(1+i)e "1,

und es ergibt sich fir die Zinsverminderung i—:i’ der oben an-
gegebene Wert:

(36) i =1 = (1+3) (1—e77) .

Aus (33) folgt nach Formel (11°):

¢

¢ !
Py, ‘
, —(.! fu’[f}*Hd'r‘ _f Mg O -—f‘:'l:dt
0
‘p[j\’] = ¢ = 0 .- e ,

oder:

¢

(37) Py = Py "€

Mithin wird die totale Ausscheidewahrscheinlichkeit

() oy = 1=py = 1=l
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Aus (38) erhdlt man fiir die Vermehrung ,q'[},]qq[y] der totalen
Ausscheidewahrscheinlichkeiten den bereits oben auf Seite 31 mit-
geteilten Wert:

(39) tqgﬂ*tqm = (=g (1—e7") .

Weiter ist, wenn A irgendeine positive Zahl bedeutet:

L 4 7 ’
’ _ lf_v]+z+h _ ZD-]+z+h l[y] kP
nPri: = I T T g
4z g i+z Py
Hieraus folgt nach (37):
t{z-+h) .
' atnPpyt € . i Pl -
iPpgas = = ————— oder: ,pu.= - e, Nun ist
Py € 2Py
w1l Mithin h hlieBlich:
———— = 3 Ppi+: - Mithin hat man schhieBlich:
zp[_v]
3T L= Lo Th
( ) nPwisz = uPpre: €

als Verallgemeinerung von (37).

Aus (5) und (37 ergibt sich e =1 Py = ()
Hieraus schlieBt man in Verallgemeinerung von (39), daf

(39‘*) thy]+z_hQL\v]+z = (1_Iquz]+z)( e~

wird, wie auch in unserem obigen Satze angegeben wurde.

t

- 1 e 1 pe
1) Setzt man ™7 =T angenihert gleich Fi’z{’ so wird fir k=1

? - 1 i JT
nach (39%) 1qb‘]+.z'"lq[y]+z=H‘l‘ﬂyl-ﬂ-ﬁ']% (115),., :
Vgl. hierzu den Hauptsatz 2 [fur unser 7 tritt dort (1+)A4], den G. HGCKNER
in seinem Aufsatz ,,Die Zuschlagsregelung der Pramien. Berechnung der
Bruttopriamien*, Gutachten, Denkschriften und Verhandlungen des sicbenten
internationalen Kongresses fiirr Versicherungswissenschaft, 2.—7. Sept. 1912,

und nach (36) {—¢ =

Amsterdam 1912, Bd. 1, 8. 651 fiir die Pramienabanderung der Todesfallver-

sicherung im Falle der gewdhnlichen diskontinuierlichen Pramienzahlung ab-
geleitet hat. : _

Sitzungsherichte der Heidelb. Akad., math -nafurw. K1. A. 1917. 8. Abh. 3
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§ 4.

Pridmien- und Deckungskapitalien unserer allgemeinen Versicherung
nach der Nettomethode bei Verwendung einer auch das freiwillige
Ausscheiden beriicksichtigenden Ausscheideordnung.

Bisher wurden nur n Ausscheidegriinde beriicksichtigt. In
der Praxis findet ein Versicherungsverhéltnis oft durch vorzeitiges
freiwilliges Ausscheiden (Storno) sein Ende. Diesem Umstande
trigt man Rechnung, indem man neben die bisherige Ausscheide-
ordnung mit n Ausscheidegriinden eine solche mit n+1 Ausscheide-
ursachen stellt, wobei die (n+1)"" in der [reiwilligen Aufgabe des
Versicherungsverhaltnisses besteht. Denkt man sich die zweite Aus-
scheideordnung, namlich diejenige mit den n+1 Ausscheidegriinden,
als das Primdre, so kann man sich die erste Ausscheideordnung,
namlich diejenige mit den n Ausscheidegriinden, dadurch aus der
zweiten hervorgegangen denken, daB man bei der ersten Ausscheide-
ordnung nur die n ersten Ausscheideintensititen der zweiten Aus-
scheideordnung und zwar mit den gleichen Werten wie bei der
zweiten wirksam sein lafit. Bedeutet ;). bel der zweiten Aus-
scheideordnung die Intensitit fir das freiwillige Aus-
scheiden (also die (n+1)" Ausscheideintensitit) eines
mit y Jahren in das Versicherungsverhiltnis Eingetretenen beim
Alter y+z, so sind, wenn wir die Bezeichnungen des § 1 beziiglich
der Ausscheideintensititen beibehalten, da die zwei Ausscheide-
ordnungen in den n ersten Ausscheideintensititen tibereinstimmen,
Pihers Bioiss « o+ e ey e die m+1 Ausscheideintensititen der
zweiten Ausscheideordnung, und fir die totale Ausscheideintensi-
tdt upy,, der ersten Tafel tritt bei der zweiten Tafel Miyrer+ Oy
als totale Ausscheideintensitat. Bedeutet I;,; die Anzahl der im
Alter y in das Versicherungsverhiltnis eingetretenen Personen der
zweiten Ausscheideordnung, erlebt hiervon die Zahl 7., das
Lebensalter y+x im Versicherungsverhaltnis und sind im Alter y
bis y+z infolge der n+1 Grinde f{j},, bezw. jf,  usw. bezw. fiiih
ausgeschieden, so 1st (vgl. die analoge Gleichung (’1)):

T 7 T(1 T2 ri 1)
(40) lb’]-{-x = l[y] "—' f{v}ﬂ - ]db%-}nr Tt fg]*-i-x -

Mithin lassen sich die n ersten Intensititen auch neben den Glei-
chungen (6,) bis (6,) durch die Gleichungen :
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, dx ‘ .
(1) e = =5 (=1.2,...n)

Z—D’H«i‘ .
erkldren; ihnen gesellt sich als Delinitionsgleichung fiir die (n+1)t‘*
Ausscheideintensitat zu:

d [
.

[yjt+x

(42) Ongr =

Um den Zusammenhang zwischen der ersten Ausscheide-
ordnung I.;,, und der zweiten I 2u erfassen, lassen wir [ir
einen Augenblick den Anfangsbestand l,; der ersten Ausscheide-
ordnung mit dem Anfangsbestand I,y der zweiten zusammenfallen.
Tritt nun fir einen jeden, der im Laufe der Zeit aus dem An-
fangsbestand Iy infolge des (n-+1)"" Grundes ausscheidet, sofort
eine Ersatzperson ein, so sind in dem dauernd derart erginzten
Bestande offenbar nur die n ersten Ausscheideursachen und Zwar
mit ihren unverdinderten Ausscheideintensititen 7350 Y1 B
#iy,.. wirksam. Wird daher jede aus dem Anfangsbestand 7, der
zweiten Ausscheideordnung infolge des n+1tn Grundes ausscheidende
Person sofort durch eine andere neue ersetzt, so mufl die Anzahl
der aus den Ip,; infolge der ersten n Grinde im Alter y bis y+z

Ausgeschiedenen 7, ¢{) bezw. Iy .92 usw., bezw. Ioye a8

sein, nicht gleich 7. gt 7 G e Dy .q5), wie es ohne
Ersatz der Fall wiire; dabei bedeuten b1 23, .- g die n Aus- |
scheidewahrscheinlichkeiten der ersten Ausscheideordnung, ,g{l),
48, .. 'q"‘é’l die n ersten Ausscheidewahrscheinlichkeiten der zwei-

ten Ausscheideordnung. Da man mittels der geschilderten Er-
génzung die Ausscheidewahrscheinlichkeiten 53s 2l --- 2l der
ersten Ausscheideordnung aus der zweiten ableiten kann, sich

weiter ,gfl. . (vgl. die Gleichungen (2,), (3) und'(4)) in der Form
ausdricken 1a8t:

(1) 1 a_
(1 _ ,;“;t’_'_q_fﬂ,:‘;‘l(ﬁ_'i w+idiy) — #91)

W)+ = = i 2 )y 4
R E 1= (g a0+ +.9f)

und das Entsprechende fiir g ..., gilt, so folgt: Man

kann alle Awusscheidewahrscheinlichkeiten L

3*
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iy -nglh., der ersten Ausscheideordnung des § 1
aus der zweiten "dieses Paragraphen finden, wenn
man bei letzterer die n+1 Ausscheidegrinde unver-
dndert wirksam sein laflt, nur fir jeden freiwillig,
also aus dem n+1*" Grunde Ausscheidenden sofort
einen Ersatzmann treten ldft.

Fir die Bestimmung der Primien und Deckungskapitalien
unserer allgemeinen im § 3 betrachteten Versicherung werde jetzt
die auf das freiwillige Ausscheiden Riicksicht nehmende neue Aus-
scheideordnung ‘T[y}+.r mit n+1 Ausscheidegrinden verwendet. Zu
den bisherigen Versicherungsbedingungen trete noch die weitere
hinzu, daBl jedem freiwillig aus dem Versicherungsverhiltnis Aus-
scheidenden ein Riickkaufspreis gezahlt werde; dieser belaufe
sich aul R,;,,, wenn der Austritt im Alter y+¢ bis y+i+dt statt-
findet. Fir den Versicherer kommt dann neben den n Auszahlun-
gen U, U8, ..U, an Austretende aus den ersten n Grinden
noch die neue Auszahlung R, ., an die freiwillig Ausscheidenden
in Frage. Fir die in dem unendlich kleinen Zeitelement d¢ im
Alter y+1¢ bis y+t+dt insgesamt freiwillig ausscheidenden

l 7(1::1.-1) _
1) T b+ .
Forlw— Tl = B dl=1p,..- 043 di (vgl. Formel (42))

Personen betragt der gesamte zu bezahlende Riickkaufspreis
[yqst * Opgae - Appes - dt . Bezeichnet man bei Zugrundelegung der
neuen Tafel die Pramien mit P, und die Deckungskapitalien
mit V., so tritt an die Stelle der Differentialgleichung (25) die
neue:

a’t

(25)

d,V, .
[ — = Vi (0% e+ G1)

/ ‘I—II
= pb'?‘n‘ - ( ’-'-f DL\H’ T Oy HL1~]+I + S[y]+t) .
:—1

Durch den Vergleich von (‘25) und (E) sieht man, daB sich
Vi aus Vi, ergibt, wenn man P, durch Py, ferner

i=n

6 g i
Z Mg Uy, dureh 3 pf U8 4600, Ry
f—l
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und schlieBlich s, durch My +0p4, ersebzt. Mithin erhilt man
aus (26) das Deckungskapital Vi in retrospektiver
Gestalt durch die Formel (26):

1

‘ - ¢ ! ‘
j (5+;L6[\,]+t+ G[J']-H) di B —_ f (5+MD.]+1 + GLV]'H) dt
0 . UV[y] 4 e 0
B/

lVD'] =¢
(26)
i=h l
Y SICIN
X P Lv]+f”( )‘1 Hisee Ulirae + 054 Ry + Swt) |‘ dt|,
1=

wobei die Anfangskapitalien, da es sich um ein und dieselbe Ver-
sicherung handelt, gleich sind, also Vmi=oVp

Aus Formel (3’1) ergibt sich das Deckungskapital ,V
in prospektiver Gestalt:

]

4 ot
vy = J 0+t + 0p,,) d f (84 Miyyi + 034,)
|V =Te + Je!
(31)' | y
1=n

{1) (1) ‘
bad Zl ‘U'[y]-{-u UDJ:H-‘M + UD»]-{_u R[J']-HG - SD’]‘H‘ - P[j\’]-i‘u } dl.l. .
1=

Bezeichnet man die einmalige Primie unserer Versicherungs-
kombination bei Zugrundelegung der neuen Ausscheideordnung
mit A, so ergibt sich diese in Analogie zu Formel (28) als

? P :

P _J- (8 + Myt + O A -Of (6+,u,m+; +6py.) A1
g Am=Le +fJ e
(28); )
iil . ] 0 ‘\
x | ; 1"'3)]“ Uy T O Rpgpas + SB/]—HI' -dt .
1=

Der Zusammenhang zwischen EM und der kontinuierlich fiir
jedes Zeitmoment dt zahlbaren Primie FM 4@t wird in Analogie
zu Formel (29) gegeben durch '




38 [A.6) ALFRED LorEwy:

Fithrt man analog zu (28,) die Funktion ein:

b=z p-z
~ | (é—,u” pie O ) dl —j(& Mgzt Oy, +,)dl
0 | , 0
A[-‘.]+: T( o ¢
D
f=n
\“ F(. 1] 1 \
I - i'_'.';--:-H L f;}}+:;r T Oy R[_rH—:H Rl ‘S[\-3+:+t ] di
=1

—f (6+uﬂ TG ) du / -+ [ (é s a“,]M) du
o + P it

: n
(i {f .
x _ fuhH»u U; [¥]+1e - ‘ Tu Hf."}+" —+ S’Z."H‘“ } -du

(vgl.(287), so kann man (vgl. (317) Viy; auch in der Form schreiben::

,p !

ek ) - f ({) _:",u[_\-;{-u + G{_\':‘Jrn) d i
7] Vi~ e / " Prijgu - du .

i

Wir stellen neben (25) die alte Formel (25 5); dieser kann man,
indem man hinks und rechts — V.- ..., beifiigt, die Form geben:

I (() £ it - x -Ll)
dt '
(25')‘ -

. - {i " 1
= Pry _( v e U + Gy Vg + SD‘”') '
._0 -

{ .V,

Der Vergleich von (25) und (26") lehrt das auch sonst be-
kannte - Resultat, daB bei Verwendung einer das freiwillige Aus-
scheiden beriicksichtigenden Ausscheideordnung die alten Priimien-
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sitze Py, und die alten Deckungskapitalien ,V; unverindert bei-
behalten werden konnen, vorausgesetzt, dal jeder freiwillig Aus-
tretende als Rackkaufspreis das auf seine Versicherung fallende
Deckungskapital erhalt, also daBl R,,,,=,V, gewahlt wird.

Wir subtrahieren (25') von (25) und setzen
(43) Wi = Vg =V -
Dann wird

dW. | . .
(44) ‘jd, M r”/m (6 +f“’[y]+i+0b-]+r) =P Lv]+t"‘P et T Oy (f V [y]—H[y]-{- r)‘ .

Durch Integration der Differentialgleichung (44) erhilt man:

{ -
J (6 +tUpggt GD,]+,) di
xw'[y] =e' C+
(45)' to1
= [ (8 +H8tpy140 7+ Opyr) 1
e 0 . :PL"]H“P[J']-HJFGD'H!(tV[y]—RmJ,i)}'dt .
[0

Die Konstante C bestimmt sich, indem man t=0 setzt, als
oWp;- Die Anfangsdeckungskapitalien .V, und ¥, sind gleich,
da es sich um die niamliche Versicherung handelt. Mithin erhalt
man aus (43) oWy,;=0, und es ist auch die' Konstante C=0. Be-
riicksichtigt man noch die Relation (43), so findet man aus (45)
die Formel: ' '

t .
f (‘5 + Uy T+ U[’_v]+t) dt
V=V +e°

46 ! ,
46) _J (‘5+#m+t+”[v]+t)dt__ \d
xXJe __— ‘{p[y]+a“PLv]+r+'0[y]+t(‘tVLv]"RUH‘ fdt"

0
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?
[dat
Nun ist e! = (1+7), und aus (1) schlieBt man, indem
man beachtet, daB fiir unsere das Ausscheiden beriicksichtigende
Talel gestrichene [ verwendet werden:

i

. OI‘ (fu‘[v]ﬂ -+ G(;-};) dt B L [_L

1Py lmu

Mithin 1aft sich (46) auch schreiben:

e t—
~

=y

[ash

Nv-i

[l

s
——
BT

o~

~=

T ——
tn.

—
|

st (P Pr)
l ] i '
i Oy (Vg — Rygar) J 1

Die Formel (46*) hat die folgende versicherungstechnische
Bedeutung: Das auf Grund einer auch den freiwilli-
gen Abgang bericksichtigenden Tafel bestimmte
Deckungskapital ,V; setzt sich aus drei Bestand-
teilen zusammen: der erste ist das Deckungskapital
Vi) einer den Abgang nicht bericksichtigenden Ta-
fel; der zweite resultiert aus den (bis zum Termin
der Bestimmung des Deckungskapitals) von allen
Versicherungstreuen vereinnahmten Primieniber-
schissen (PMHMP‘D,H,)dt aus der das Ausscheiden be-
riccksichtigenden iber die das Ausscheiden nicht
bericksichtigende Tafel und den Zinsen dieser Dif-
ferenzen; der dritte Bestandteil sammelt sich
schlieflich aus den der Versicherungsanstalt von
allen (bis zum Termin der Bestimmung des Deckungs-
kapitals) freiwillig Ausgetretenen anheimgefallenen
Uberschiissen Vi~ Ry des Deckungskapitals aus der
den Abgang nicht beriicksichtigenden Tafel iber den
Rickkaufspreis und den Zinsen dieser Differenzen.

Wir kénnen das Deckungskapital ,V,, auch noch in anderer
Weise, ndmlich als Summe zweier Bestandteile deuten. Zu diesem
Zwecke fihren wir eine Funktion V1) ein, die wir durch die fol-
gende Differentialgleichung:

ey
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d, Vi) i=
{x] | z
(251) ﬁ;i“tr - («5+,uh]+,) Vi = P ( 2 f““[y]+t Ey)]+t + S[y]+;)

und durch die Anfangsbedingung festlegen, daB fir t=0 (V{} mit

oV, libereinstimmen soll, also (V= V. Alsdann lehrt der Ver-
gleich der zwei Differentialgleichungen (25) und (25,), da fiir ihre
Integrale auch noch die gleichen Anfangsbedingungen statthaben,
daB Vi) aus Vi, einfach dadurch hervorgeht, dall Py, fir Py,
tritt. Bezeichnet man also ,V; in seiner Abhingigkeit als Funk-
tion von. Py, mit Vi =,V (Pyy), so ist VB = Vi (Pyw)-
Mithin ergibt sich z.B. nach (26):

t

S (0+p,0) dt
Vm— V (Pm+f) e’
H

!
(26,) - ()f (5+Mm+p)di|_ - RN
<1 ]° |PLv1+r ( = Muj+10g}}+t+5m+t) I'dHon |

Schreibt man nunmehr (25,) in der Form:

(1)
d Vm

(1)
t = (O syt O300) < VE)

(251)1

(1) (i) (L)
']+f (Z l”’[y]+tU i+t T Op 4 V[;']'*‘Sbr]w) ’

subtrahiert (25]) von (25) und setzt,

(47) ,W[(yl]) =tV[yJ' V[JI»J J

so erhilt man fiir ,WJ) die Differentialgleichung:

d TfV(1 " '
(48) - (64—,um+,+o-m+,) Wi = oy, (,VD,]—RB,]+5) .

Durch Integration der Differentialgleichung (48) findet man:
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{
" 6/ (0+ptys+ 0) d
W = e
Pt
‘ / —f (5%«,113,}: + G:y:;,) dt
X e’

oot (VI — R war) AL+
0
Die Konstante C ergibt sich, indem man (=0 setat, gleich
Null; denn nach (47) wird OWf'L‘j]’=0, da sowohl OVL\'} als auch OV(LH
gleich oV, sind. Ersetzt man in der fir W/} gefundenen Rela-
tion die Griofle ;W[ durch ihren Wert nach (47) und beachtet,
daB C=0 1ist, so erhilt man:

t
S O+stpei+o,) di
Vg = o
t t
(49) C =] O Oy )
X / e 0 O (V)= Ry, ) dt
6/

Nun ist, wie oben gezeigt (vgl. den Text Seite 40 vor der Glei-
chung (46%)):
{
f (é‘f‘ﬂg-]+:+%-}+z) di 7.
o0 —E ()

Mithin 148t sich (49) auch schreiben:

!

1 PR
(49*) Vo = Vi + .E;,,i)__ / o .

ENI

. (1)
I 3+ " Oy (tllm _R[;-H:) di .
fvj+t 5

Die Formel (49°) hat die folgende versicherungstechnische
Bedeutung: Das aufl Grund einer auch den frejwilli-
gen Abgang bericksichtigenden Tafel berechnete
Deckungskapital ,V,; setzt sich aus zwei Bestand-
teilen zusammen: der erste ist das Deckungskapital
V3=V, (Py,) aus einer den Abgang nicht beriick-
sichtigenden Tafel, zu dessen Bestimmung aber die
Pramiensatze P, der den Abgang bericksichtigen-
den Tafel verwendet werden. Der zweite Bestand-

e et et e e
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teil sammelt sieh aus den der Versicherungsanstalt
von allen (bis zum Termin der Bestimmung des
Deckungskapitals) freiwillig Ausgetretenen anheim-
gefallenen Uberschissen V) — Ry, des Deckungs-
kapitals V=V, (Py,,) tber den Rilckkaufspreis R,
und den Zinsen dieser Differenzen.

§ 5.
~Ausreichende Pramien und Deckungskapitalien unserer allgemeinen :
Versicherung bei Beriicksichtigung des freiwilligen Ausscheidens,

der drel Gattungen von Unkosten des Versicherungsbetriebes und
der versprochenen Dividendenleistungen.

~Wir gehen nunmehr zur Bestimmung der Deckungskapitalien
und Pramien bei Beriicksichtigung von Dividenden und Unkosten
tiber. Zu Grunde liege wie im vorigen Paragraphen eine auch das
freiwillige Ausscheiden beriicksichtigende Ausscheideordnung mit
n+1 Austrittsgrinden. Zu den bisherigen Versicherungsbedingun-
gen komme noch hinzu, dall jedem Versicherten kontinuierlich
Dividende gezahlt oder wenigstens in den Biichern der Anstalt
gutgeschrieben werde; diese belaufe sich, wenn der mit y Jahren
Versicherte ver:whemngstren das Alter y+1 erlebt, fur das dem
Alter y+1 folgende Zeitelement dt aufl 4, ,-dt.

Wir betrachten weiter noch die Unkosten des Versiche-
rungsbetriebes. Die Erwerbskosten unserer allgemeinen
Versicherung mogen insgesamt a betragen. Die auf die Einheit
der von dem Versicherten vereinnahmten Pramie entfallenden
Inkdssokosten mogen sich auf g belaufen. Schliellich soll bei
unserer allgemeinen Versicherung fir jedes Zeitelement dt der Be-
trag y-dt an Verwaltungskosten aufgewendet werden.
B dt sel die von dem (y+t) jihrigen Versicherten fiir das Zeit-
element dt zu bezahlende ausreichende Pramie, durch die
simtliche Ausgaben der Versicherungsanstalt ihre Deckung finden
sollen. Alsdann bleibt der Anstalt nach der Begleichung der In-
kasso- und Verwaltungskosten von der Pramie B, dt, die der
( j+t) -jahrige fur das Zeitelement dt zahlt, noch der Betrag

By @t — By - fdt —ydi =By, (1—- —B) —y]-dt iibrig. Das so-
wohl die Unkosten als auch die Dividende beriicksichtigende
Deckungskapital unserer allgemeinen Versicherung sei fir den
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(y+z)-jéihrigen, mit y Jahren in das Versicherungsverhiltnis Ein-
getretenen durch ,B,; bezeichnet. Da derjenige Teil der von dem
(y+t)-jé‘1hrigen Versicherten fiir das Zeitelement dt gezahlten
Pramie, der zur Verfigung der Versicherungsanstalt  bleibt,
[Biyy1 (1—p)—y] dt betriigt und da zu den bisherigen Leistungen des
Versicherers wihrend des Zeitelements d¢ noch die Dividende hin-
zutritt, die sich fiir den (y+t)—jéhrigen Versicherten auf 4., dt
stellen soll, ergibt sich fur 1B, die Differentialgleichung:
9.

l dcrii i = (6+AL"z;»z+=+61w';+f)

(50) -

l =By (1-5) _7’“( 21“”“ Uil e+ 0ras Ry + Sapre+ A[.\'H-f)‘
Die neue Differentialgleichung erhilt man unmittelbar, indem
man in (25) fiir Py, ,, den Pramiensatz Brii(1-B) -7, weiter fir S,
die durch den Dividendensatz erhohte Rente Stz +Apyppe, und
schlieBlich fir V., das Deckungskapital 8, treten laBt. Ist das
urspriingliche Deckungskapital hei Nichtberiicksichtigung der Un-
kosten wie friher (¥ = F... so ist als neues Anfangskapital
O"Q;D,]=0Vw-—a zu wihlen; denn die Versicherungsanstalt hat die
Erwerbskosten a vorzuschieBen. -

Wir setzen
; W g ;
(51) Xy =By — Vi

Iy
und erhalten, indem wir (25) von (50) subtrahieren, dic neue
Differentialgleichung:

(52) ) :“ "~ tm‘b'] (6+.UL1.]+:+G‘U-3+;) =BD.I+,_(:H.—/9) —7 “P‘E,v]+f_A£v]+t :

Durch Integration von (52) ergibt sich:

H

f (6+,um+, + 6&\'}+1) di
Ii)g[\] =.-¢ o C +
(53)‘ t ! i
—Df (5+P¢Dv]+: + Op40) A1 :
e fBb-z+t(1“ﬁ)‘*?‘Pb’i+t‘AB'H-'} at
. .
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Da (Vi =oVy und (B, =V, —a ist, erhilt man aus (51)
oMWy =—a. Setzt man in (53) ¢=0, so bestimmt man aus der
Anfangsbedingung (W, =—a die Konstante C =—a. Beachtet

man schlieBlich noch die Gleichung (51), so stellt sich , By, in der
Form dar:

’ _
;- J (8+ s+ Opgg) A1

0

!Q’\b'] = ’Ifb,} + C — +

(54)

f
r_f(é‘_*.“[y]d,-i +GD‘]-H) di
e ¢ _,fBe\]-H( ﬁ)—y PDH! L«]H} dtl.

Wir setzen in der Gleichung (54) 1=p und beachten, daB zur
Zeit t=p ein Deckungskapital vorhanden sein muf}, das gleich der
letzten Auszahlung T ist, d. h. es mufl sowohl PT_/'M:T als auch
»Bpy=T sein. Hieraus folgt, wenn man noch ‘durch den Faktor

P
f(ﬁ _%_H'D’H-’J[_ GL"H—') d?
e’ fortdividiert, daB

+ Mgt + Oygqa) A
0 * B[}'l_,_r . di
1t

_ (5+”b1+r F Oer) A1

B+t -

(85) |

”‘f (‘5+”L11+t+’7[v]+f)d‘t
+ ADH_, e . . dl
[
b
_f (6+M[y]+t+“[y]+i).dt .
+aty-fJe?’ -dt .
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Nun ist (vgl. den Text auf Seite 40 vor Formel (467)):

’ , ’

h/ (6'+‘Ll'l;\’}+t -+ ”7'_\-]+1) dt [ : [_r »
O e[

ir 1 (] + ")1 e “

0 0

der Barwert der Dividenden, die einem mit y Jahren in das Ver-
sicherungsverhiltnis eintretenden Versicherten bei Beginn seiner
Versicherung in Aussicht stehen. Wir wollen den durch (56) de-
finierten Gewinnanteil mit G, bezeichnen, also setzen:

i !
. = [ (0 ttii o)
(56*) G[J'] :/ AU]M el A -dt .

./

0
Wir erinnern uns der Formel (2@), die uns die einmalige
Nettopramie gibt:

? f
L a ‘_j‘. ((5 +,L€b,}+l + (j;r}‘:i-é—f‘) dt
(29) A= Pyyy-e’ - dt

0

und verwenden weiter:

(57) | = / ¢ cdt = ;')J- / (1“+ 1:)[ cdt .
i 5

|4y ist offenbar der Wert einer kontinuierlichen kurzen
Rente, die jedem Versicherten, solange er versicherungstreu bleibt,
lingstens wihrend z Jahren, fiir jedes Zeitelement d¢ in der Hihe
dt zuflieBt. Alsdann 1aBt sich die Gleichung (55), der die aus-
reichenden Pramien geniigen miissen, folgendermaBen schreiben:

, P
- f (& +M[y]+l -+ 6[’_\'}4-1)‘ dl ‘ B _
(58) (1_5) e ° By di=A,+ Gy +a+y- |80,
0
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oder auch in der Form:

b t
[ (O gt oy ) A -
e ‘Bpya - @t = Ayt Gy +a
(58*)‘ 0 pooL
—f (5+/’LB'J+!+UD']H) dt _
+hfe? ' 'Bbr]+t'dt+'}"lpa[y] '

In der letzten Gleichung ist das von selbst klare Resultat ent-
halten, dall der Wert aller vereinnahmten ausreichenden Primien
Bpy.-dt decken mufl: erstens die Nettopramie, zweitens die Di-
videndenanwartschaft, drittens die Erwerbskosten, viertens den
Wert aller kiinftigen Inkassokosten, und schlieBlich fiinftens den
Wert aller kiinftigen Verwaltungskosten.

Der Gﬂeichung.(5‘8‘*) entsprechend denken wir uns auch die
Pramiensétze By, in fiinl Bestandteile zerlegt:

(59) _ BMH = P[.v]+t + ﬁBLv}H + 3[51»']+t + 8E1'1+l + 8‘[iﬂ+i
oder:
(59 ) B[y]+t (1—5)‘ = I)—Lv]—H-i_' BEv}th + 8a]+t + Sgy]-s-r. .

Hierbei ist Py,,,-dt die fir das Zeitelement dt vereinnahmte
Nettopramie, fBy,,,-dt die fir das Zeitelement dt zu veraus-
gabende Inkassogebihr; 8¢ .d¢ soll der Erwerbskostenzu-
schlag oder der Zirimersche Zuschlag, Bj.,-dt der
Verwaltungskostenzuschlag und 37, d¢ der Dividen-
denzuschlag fir das Zeitelement d¢ heilen, die im Alter y+t
von dem Versicherten zu entrichten sind. Um die drei letzten
GroBen geeignet zu bestimmen, fiihren wir den Wert von By, ,(1-8)
aus (59") in die Gleichung (58) ein und beachten hierbei noch die
Gleichung (29). Alsdann erhélt man: -
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/,( 141 - G':‘":‘+f) di
LoeXE .
‘k)::.- e d{

é+1u[\14-1 G 4 J«Ll) d[
Ml, cdl = a4y l,,dh, -{—G{“ .

(3 Hiyjey TG L“I") di
)] / B

Von den GroBen 3., 3., Biys verlangen wir, daB sie
auBer der Gleichung (59) noch die folgenden Relationen befriedi-
gen sollen:

P i
__(jf (C‘) +/U’h.]+,—f Ub'}-%-f) d! o
(64) ¢ i di=a
.
b i
_Of GRS Opr) d1
(62) e : 3‘ et db=y LA, ,
0

P f
_()[ (é+!”[,\-j+1 T U'L‘,},) dt )
(63) e . 81‘.]“ cdt = G[."] '

Bestimmt man die Zuschlage mittels der Gleichungen (6‘1) bis
(63), so wird die Gleichung (60) von selbst erfillt. Die Glei-
chungen (61) bis (63) besagen, daB die drei erhobe-
nen Zuschlagspriamien dazu dienen, die Erwerbs-
kosten a bezw. die gesamten Verwaltungskosten im
Werte p-|la,, bezw. den gesamten in Aussicht ge-
stellten Dividendenanspruch Gy zu decken.
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Fihrt man in die Gleichung (54) die Zuschlagspramien aus
der Relation (59°) ein, so erhdlt man das Deckungskapital in der
Form:

t
_ A, [ (8+trgp4e+ 0500) A1
,%[3.] = i-[/b} + 60
AL |
(64 —Of(éﬂ"[mﬁ“mu) f“~ . e 4
Xl fe Bt B+ Bipe— ¥~ dgra di=a
o -

Die letzte Formel fithrt dazﬁ, das Deckungskapital in drei
Bestandteile zu zerlegen: ,
(64°) Byyy = By + By + .8, - ' i
Diese definieren wir durch die Gleichungen: '

14

B [ (B+1pye + 0p300) di
By = Vi + e’
(65 T '
( ) _—Of O+p141+ 0y1,) dt | .
X e | i At —a

| t
- Df (B 1pygs: + 01y34)
1™ = €
66 i
X [e? ' . {SE]H_}'}' ) d:t‘,, .

1
o J (8 ¥ty + 014,) dt
By = e ‘
67 i !
(67) ~[ (84 pyyae+ On4) dt_r N .
x[e? S ‘18[:v1+t‘dm+t}_‘ di

Sitzungsberichte der Heidelb. Akad., math.-naturw. K1. A. 1917. 6. Abb, 4
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und nennen sie das ZirLmERsche Deckungskapital, die
Verwaltungskostenreserve und die Dividendenreserve.

Der Relation (61) entnimmt man, dafl die Grofie, welche auf
der rechten Seite von (65) zu dem nach der Nettomethode be-
stimmten Deckungskapital ,},; hinzutritt, keineswegs positiv ist;
mithin ist B, <,V;. Fir f=p, also bei Ablauf des Versiche-
rungsverhiltnisses, sind, wie aus (61) folgt, die Deckungskapitalien
pV[y] nach der Nettomethode und pLf; nach der ZiLLmERschen
Methode gleich.

Vergleicht man die Formeln (65), (66) und (67) mit (26) auf
Seite 37, so ersieht man, daB sich die drei Ausdriicke By 1B,
Bi, als retrospektive Deckungskapitalien deuten
lassen. Das ZitLMERsche Deckungskapital B, sam-
melt sich bei unserer allgemeinen Versicherung,
wenn mit einer fir das Zeitelement d¢ vereinnahm-
ten Pramie (P, +3;,,)dl statt mit der Nettopramie
Py dt gerechnet und weiter vorausgesetzt wird,
dall das zu Beginn der Versicherung vorhandene

Deckungskapital statt oV, nur ,J,,—a betrigt, also

um die dem Versicherten von der Anstalt vorge-.

schossen zu denkenden Erwerbskosten « kleiner ist.
Die Verwaltungskostenreserve B kann als Deck-

ungskapital nach der Nettomethode fir eine Ver-

sicherung angesehen werden, bei der die Anstalt
fiir das Zeitelement dt von dem (y+i)-jahrigen Ver-
sicherten die Primie 8:;')_3_},-(1[ empfingt und fir je-
des Zeitelement df als Leistungen die Verwaltungs-
kosten y-dt aufwendet. SchlieBlich kann die Divi-
dendenreserve B{; als Deckungskapital nach der
Nettomethode fir eine Versicherung betrachtet wer-
den, bei der die Anstaltsleistungen darin bestehen,
daB jeder (y+f)-jdhrige Versicherte fiir das Zeitele-
ment dit, das dem Alter y+t folgt, die Dividende
Ayper-dt erhdlt, wiahrend er fir dieses Zeitelement
dt als Gegenleistung die Priamie 3¢, .dt zahlt.

O+
Verwaltungskostenreserve bezw. Dividendenreserve sind im

besonderen konstant gleich Null, wenn 3., =3 bezw. 8%;,,=4

[v]+¢
fur0<t<p.
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Beachtet man die Gleichung (61), so laBt sich (65) auch
schreiben: .

t

! P!
N o v d’ O+ttt Ot (= [(0-+ptp4.H Ol s
(65 ) Bin=Vin-e e’ Bl dt

o/
t

oder:
i

P
f (6 Tyt GU]H«) du

=P e §7 M sz
(65 ) ’J‘sf."] - J I € ' 8[)1]—{—;1 ' du
;
4
- | ]
= Vi — = bl ps g
17 Iv] l[y]-q-t (’1-1—1«)“—! 8B]+u
/

i

Auf Grund der letzten Formel erscheint das ZirrmEersche
Deckungskapital als Deckungskapital nach der Nettomethode, ge-
kiirzt um den Wert der noch zu erwartenden Zuschlagspramien
86,]_*_1 * dt .

Mittels der Gleichungen (62) und (63) bringt man die Formeln
(66) und (67), wenn man noch (57) und (56*) beachtet, in die Form

Lo bt

N g G](a'!"LDJHJFO[yHi) di _(i’ (’5 +”Ey]+:+"m+¢)‘di .
(66 ) Vb!’y] = -fe {7—'8})y]+t}' dit
oder: t
| e )

£ - +lu'[‘_1']+u + U[yj+,, du
(66 ) Al {7/_8?1']“} du ,

p

und

1

b
o J (+up4t 940) At (= (0 +l141+ Oy) A1 _
(67 ) By =a o ' {AMH"B?)]H}‘ dt

4%
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oder:
ot

/ I (6 +M‘[_v]+u -+ UD-],.!_,,) d 2
()

(67)

_ : [ o4 1
b= e Vpsu— By Ao

l

Der Vergleich von (66™) und (67) mit (31) lehrt, daB die
Formeln (66™) und (67) die Verwaltungskosten-
reserve und die Dividendenreserve in prospektiver
Form als Deckungskapitalien darstellen.

Wihlt man die drei Zuschlagsprimien RIS Bhgers 8&“ s0,
daB sie nur wihrend I<p Jahren zur Erhebung gelangen und jede
von ihnen withrend dieser Zeit duuernd konstant ist, also 86,]+1=8[’fy]
fur ¢<? und 35, =0 far 1>, analog 5‘[“,”,:35,] fir ¢t <{ und
8”M+,=O fir 1> 1, schlieBlieh 3‘1‘L,:3f‘1 [iir t <1 und 86,]“:0
fir ¢>1, so erhilt man aus (6‘1):

i !

([ (0+pggt Osr)d!
/E’U x%':\,“dt:a’

0
oder nach (57):

a
'[ §Lv] l

Entsprechend findet man aus (62) und (63) die Werte

Bl - |;5m =a, also dn =

B Vv . 5 " G ,
B = LU ST
o Ay T A
|! D'_l ] [_V]

Wihlt man auch entsprechend die Nettoprimie Py, +=Py,, solange
: s A
t<l, und Py, ,=0,wenn {>1I, so erhilt man aus (29) P, = ﬁm
13
Mithin wird die gesamte tatsichlich erhobene ausreichende Primie:

Aty iy + Gy (1<)
('J —p) - LAy, -

B[}'}H =0 (t>l) :

lJ)D'j-"r-l = B[.\",! -
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Unsere Formeln gestatten aber auch sowohl die Nettopramie
als jede der drei Zuschlagspramien B3i,.., Bhjsrr B variabel
zu wihlen. Z. B. sei fir die Nettopramie Py, =Pp;+1-7, solange
t<1 ist, und Pp,,,=7,;, wenn ¢>1 ist; dabei bedeuten 7 und =,
gegebene Grifen. Unsere Bedingungen besagen, daB die anféng-
liche Nettopramie fir die Zeit dt sich auf Pg,dt stellt, daii diese
linear steigt (fir negatives s linear abnimmt) und zwar in der Zeit-
_einheit um - di, aber dafl sie von Beginn des (l—l—i)““ Versiche-
rungsjahres konstant gleich 7, -dt bleibt. (m=7,=0 gibt die alten
obigen Bedingungen.) Ans (29) erhélt man zur Bestimmung von P,

! t
: ‘ —f (6+HL&']+1+‘UB.}+1) di
A= [ (Py+at)e * ' . di
0
P i
‘ _f (5+ME}’]+t+U[y]+t) di
+ e ? - di
— i
(68) . : ,
RS _ H_f (6+lu[_v]+{+6{_y]+t) dt
=Py g+ [tee - dt
0
P i
—f (6+M'[V]+!+0[_v]+;) dt
N Ldt .
i
Nun ist nach (57):
' (an ) ’
- 6+/‘”D’]+t + Oy dt _
tee * RPN PRIL. O BPY
' ' dit
= l- llﬁ[y] —j ltﬁ[y] . dt y

. . 0
wie durch partielle Integration folgt.
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Wir fithren noch in dem Integral

P
/‘ — /(6 il O) di

e © .

./

1

fiir ¢ eine neue Variable u dureh w=/—1 ein: hierdurch geht es
iiber in

p—1l utl

/1 = [ (Ot + 51y500)
e O

-du

!
.

0

1 p—1 nugi

= [ (Ot ttge+ 0as) — | O+uyp i+ oy,) di
0 - / e ! -

o
0

o b=l u
—_ j (5 +ILLU']+f -+ U[j'}‘f‘!) dt / _ljf (() +:u'lf_ﬂ+1+!l + ﬁ'D,]Jl_l_‘L") d "
e -du

o/
0

p—1i

[y

R
(i), / e

0

Der letzte Ausdruck ist offenbar o=y, do Do er ist gleich
dem Wert einer um [ Jahre aufgeschobenen, kurzen, p—1L Jahre
laufenden Rente, die dem Versicherten wiihrend jener Zeit in der
Hohe dt fir jedes Zeitelement dt zuflieBt. ‘

Die Gleichung (68) 1aBt sic nun schreiben:

- - _ L ' —
(69‘) A[y]zp[y]" ]la[y]—!—j . l' llab.]_‘:tj Ilﬂ[}'] - flt‘!‘ﬁl . ! p_lan[y] .
‘0 '
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Sind 7 wnd =; als Funktionen von P, gegeben, etwa -

w=9- Py wnd 7 =Py, +g, P, wobei g und g, feste Zahlen be-
deuten, so kann man aus (69) P, bestimmen: .

4 ]

Py

i

j o= e e

. I ) _
Lty +e-1-[iagy—e [ | @y dt+ (1+e)- 1,
) |

| ~ Entsprechende Formeln leitet man fir variable Brass Bbieer
B4 Ans (61), (62) und (63) ab.

ABT, DRUCKEREY o = HEIDELBERG,




