UNIVERSITATSBIBLIOTHEK HEIDELBERGER AKADEMIE
HEIDELBERG DER WISSENSCHAFTEN

Heidelberger Akademie der Wissenschaften

Mathematische Abhandlungen

Autor: Loewy, Alfred (1873 — 1935)
Titel: Uber die Zerlegungen eines linearen homogenen

Differentialausdruckes in grofite vollstindig re-
duzible Faktoren

Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften,
Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse : Abt. A ; 1917, 8

Signatur UB Heidelberg: L. 1431-10-50

Wiéhrend die Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdrucks in irreduzible
Faktoren keine eindeutige ist hatte der Verfasser eine Zerlegung solcher Ausdriicke in
aufeinander folgende grofite, vollstandig reduzible Faktoren eingefiihrt, die zu einer
eindeutig bestimmten gemacht werden kann. Sie soll als eine hintere Zerlegung be-
zeichnet werden; denn man kann, wie in der vorliegenden Abhandlung gezeigt wird,
auch eine Zerlegung in aufeinander folgende vordere grofite, vollstéindig reduzible
Faktoren definieren. Die neue Zerlegung hat dhnliche Eigenschaften wie die alte. Bei
beiden Zerlegungen ist die Anzahl der auftretenden Faktoren die gleiche, und es be-
steht zwischen ihnen noch ein weiterer bemerkenswerter Zusammenhang. Zum Schluf3
wird die Bedeutung der neuen Zerlegung fiir Differentialausdriicke, die gegenseitig
von derselben Art sind, dargelegt.

(Zsfassung aus: Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften /
Jahresheft 1917 , S. XXIII - XXIV)



Sitzungsberichte
der Heidelberger Akademie der Wissenschaften |
' Stiftung Heinrich Lanz

Mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse
Abteilung A. Mathematisch-physikalische Wissenschaften

Jahrgang 1917. 8. Abhandlung

Uber die Zerlegungen eines linearen
homogenen Differentialausdruckes in
grofite vollstandig reduzible Faktoren

Von
~
ALFRED LOEWY # [ i3/ 7%
Eingegangen am 15. Juni 1917
Vorgelegt von P. STACKEL

Heidelberg 1917
Carl Winters Universitdtsbuchhandlung
Verlags-Nr, 1379




Am Schlull meiner Arbeit , Uber vollstindig reduzible lineare
homogene Differentialgleichungen (Math. Annalen Bd. 62, S. 112),
in der ich den Begrifl der vollstindigen Reduzibilitdt bei Diffe-
rentialgleichungen eingefiihrt habe, zeige ich, daB jeder lineare
homogene Differentialausdruck in groBte vollstindig reduzible
Faktoren zerleghar ist und daf diese Zerlegung im Gegensatz zu
derjenigen in irreduzible Faktoren eindeutig gemacht werden
kann. Neben diese alte Zerlegung eines Differentialausdruckes,
die ich kinftig eine Zerlegung in au feinanderfolgende hintere
grofite vollstindig reduzible Faktoren nennen will, soll
hier eine neue Zerlegung gestellt werden, die ich als Zerlegung
in aufeinanderfolgende vordere griBte vollstdndig redu-
zible Faktoren bezeichnen werde. Fiir diese neue Zerlegung
gilt der im folgenden abgeleitete Satz 11: er zeigh, dall diese Zer-
legung dhnlichen Charakter wie die alte hintere Zerlegung besitzt,
fir die das bereits friither bewiesene, hier als Satz 1 wiederholte
Theorem besteht. Bei beiden Zerlegungen ist auffallenderweise
dic Anzahl der Faktoren die gleiche, und es hesteht, auch noch ein
weiterer hemerkenswerter Zusammenhang zwischen den zwei Zer-
legungen; hiervon handelt Satz 111. SchlieBlich wird in Satz IV
die Bedeutung der neuen Zerlegung [ir Differentialausdriicke
dargelegt, die gegenseitig von derselben Art sind.

Unseren Untersuchungen liegt ein fester Rationalititsbereich
Z zugrunde, wic ich ihn in der zitierten Arbeit in den Math. Annalen
Bd. 62, S.90 oder in meinem Aufsatz ,»Uber lineare homogene
Differentialsysteme und ihre Sequenten® in den Sitzungsberichten
der Heidelberger Akademie, Jahrg. 1913, 17. Abhandlung, S.3
definiert habe. Alle im folgenden auftretenden Differentialaus-
driicke sind ausnahmslos linear und homogen; sie haben stets
Koeffizienten aus dem Rationalititshereiche Y, diesem gehoren
auch alle im folgenden verwandten Funktionen der unabhingigen
Variablen z an, auf ihn beziehen sich endlich auch Reduzibilitit
und Irreduzibilitit.

Den folgenden Betrachtungen schicke ich eine Delinition
des Begriffes der Ahnlichkeit zweier Differentialaus-
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4 (A9 ALFRED LoEwY:

dritcke voraus; dabei befreie ich sie von der Voraussetzung der
Integralexistenz, die ich frither (Math. Annalen Bd. 62, S, 95)
[ir sie beniitzt habe:

Zwel lineare homogene Differentialausdricke Pund
(sollen ahnlich heiflen, wenn es zwei nur von der unab-
hingigen Variablen x abhingige, dem Rationalitdts-
bereiche £ angehodrige Funktionen f(x) und g(x) gibt, von
denen keine gleich Null ist, so daB die symbolische
Relation!

(1) Pf=gQ
bhesteht.

Die durch (1) definierte Beziehung der Ahnlichkeit ist reflexiv,
symmetrisch und transitiv. Der reflexive Charakter, d. h. die
Ahnlichkeil eines jeden Differentialausdruckes P mit sich selbst,
folgt aus der Relation P1=1pP. DaB die Beziehung symmetrisch
1st, ersieht man aus der Relation

o)

die sich aus (1) unmittelbar ableiten lifit. Ist der Dilferential-
ausdruck P auler mit Q weiter noch mit einem Diflerentialaus-
druck R dhnlich, d. h. existieren auch nicht verschwindende Funk-
tionen %(z) und k(x) des Rationalititsbereiches X, so daB

t Sind 4 und B zwei lineare homogene Differentialausdriicke:

dm ¥ dm—-1 y
A =ag o +a s Tt Y
dan Y an—1 y
I)) = bud—:r"+b1 —d—‘;:—-f——}—.-.+bny’
so ist bekanntlich
B R ”'m—l i3
A]} = ‘(10 (!‘2"” i (.1 {j-l:”—l + s + ayy Ij .

Ist f(x) eine blole Funktion von x, so ist unter 4f der sich aus 4 B ergebende
Differentialausdruck zu verstehen, wenn man fiir B den Differentialausdruck
flz)y nullter Ordnung nimmt; entsprechend ist §B der sich aus 4B ecr-
gebende Differentialausdruck, wenn man 4 gleich dem Differentialausdruck
f(z)y nullter Ordnung wahlt. Im besonderen ist also fiir f(z)=1 sowohl
unter 1 A als auch unter A1 der Differentialausdruck A zu verstehen.
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Zerlegungen cines linearen homogenen Differentialausdruckes. (A.8) 5

(3) Ph=FkR ist,

so folgt aus (2) und (3) die Relation

e
o e

hx) k(x)
— und
/ (z) g(z)

sind, besagt (4), daB Q und R &dhnlich sind, also ist unsere Be-
ziehung transitiv.

Da Funktionen des Rationalititsbereiches

Aus der Definition (1) folgt unmittelbar, daB zwei dhnliche
Differentialausdriicke P und @ dieselbe Ordnung haben. Weiter
ersieht man aus (1), dafi, wenn y, ein Integral der Differential-

gleichung Q=0 ist, so ist f(x)-y, ein solches der Differentialglei-
chung P=0; aus (2) oder aus der Symmetrie folgt, daB durch jedes

2
Integral », von P=0 ein Integral j—‘?—) von =0 bestimmt wird.
x

Stehen umgekehrt zwei Dilferentialgleichungen P=0 und Q=0
in einer solchen Beziehung, daB man jedes Integral y, von
P=0 aus einem Integral y, von Q=0 durch bloBe Multiplikation
mit einer dem Rationalititsbereiche I angehorigen Funktion
f(z) finden kann, also Yp=1&) Yo, und ist auch stets, wenn y,
ein Integral von Q=0 ist, f(z)- Yo €in Integral von P =0, so haben
die Differentialgleichungen P=0 und Q=0 die gleiche Ordnung.
Weiter wird die Differentialgleichung Pf=0 durch alle Integrale
von (=0 befriedigt, d. h. Pf muB durch @ hinten® teilbar sein;
da Pj und @ dieselbe Ordnung haben, existiert eine Funktion
g(x) des Rationalitdtsbereiches, so daB die Gleichung (1) besteht.
Hiermit ist die Ubereinstimmung der frither gegebenen Definition

! Ist der Differentialausdruck 4 zerlegt in das symbolische Produkt
A=4,;4,...4;, s0 nenne ich den letzten Faktor 4y einen hinteren Teiler
von 4, den ersten 4, einen vorderen Teiler von A; die mittleren Teiler
von A werden nicht verwandt. Bisher wurden in der Literatur nur die hin-
teren Teiler beriicksichtigt. : '
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der Ahnlichkeit mit der jetzigen fiir den Fall der Integralexistenz
gezeigt.

Die Zerlegung eines linearen homogenen Differentialausdruckes
@ in seine aufeinanderfolgenden hinteren griBten voll-
standig reduziblen Faktoren war in der oben zitierten Arbeit
in den Math. Annalen (S.112) defliniert:

() Q=V, Vi V¥

dabei ist V ein hinterer grofiter vollstdndig reduzibler Differential-
ausdruck, der zu @ gehort, d. h. V, ist vollstandig reduzibel, V,
ist hinterer Teiler von ) und wird durch jeden irreduzibeln Difie-
rentialausdruck, der 0 von hinten teilt, ebenfalls von hinten ge-
teilt, weiter ist V, ein hinterer groBter vollstindig reduzibler
Differentialausdruck, der zu V, V,_,---¥, gehirt, V. hat die
nimhche Bedentung fir V, V, | .-V, usw.

Ist
(6) . Q=W W,_,---W, W,

eine zweite Zerlegung von ( in aufeinanderfolgende hintere groBte
vollstédndig reduzible Faktoren, so unterscheiden sich W, und V,
nur um emnen blof die unabhingige Variable z enthaltenden Faktor;
denn dies ist allgemein fiir zwei hintere groBte vollstéindig reduzible
Differentialausdriicke der Fall, die zu dem nimlichen Differential-
ausdruck gehiéren. Man hat also

(7) W, =1 Vi

wobei f,(z) eine blofe Funktion von z ist. Fithrt man (7) in (6)
ein und setzt die rechten Seiten von (5) und (6) gleich, so ergibt
sich -

(8) WoWay o WaWofy =V, V, o ViV

Der Differentialausdruck W, f, ist infolge der Relation
Wy (f) = (1) Wy f, mit W, dhnlich; hieraus schlieBt man, daB er
ebenso wie W, und also auch wie ¥, ein hinterer groBter voll-
stindig reduzibler Differentialausdruck ist, der zu dem Differential-
ausdruck (8) gehéirt. Hieraus folgt die Existenz einer bloBen
Funktion von z, f,(z), so daB

S




Zerlegungen eines linearen homogenen Differentialausdruckes. (A.8) 7

(9) | W2 fl = 72 Vz
wird. Fihrt man (9) in die linke Seite von (8) ein, so erhilt man
(10) W;Lr W/"I_l' "']/V3 f2 = V,‘.I/';'_l"' - Vg.

Da W, f, mit Wy dhnlich ist, ergibt sich, daB W,f, ein hinterer
groBlter vollstindig reduzibler Differentialausdruck ist, der zu (10)
gehort; die gleiche Eigenschaft hat aber auch V,; Mithin folgt die
Existenz einer bloBen Funktion von =, f4(x), so daf

(M) Wra f2 = fs Vs

1st. Allgemein ergibt sich, indem man diese SchluBweise fort-
setzt, ein System von Relationen

(12) Wifica =LV 0=1,2,:--2),

und man sieht, daB X =% sein muB. In (12) sind f, =1, und fx)
(i=1,2, -+, %) bloBe Funktionen von =z also Differential-
funktionen nullter Ordnung, die dem Rationalititsbereich ¥ an-
gehoren.

In den Gleichungen (12) hat man den schon frither fir die
Zerlegung eines Differentialausdruckes in hintere griBte vollstan:
dig reduzible Faktoren von mir aufgestellten

Satz I. Auf welche Art und Weise auch immer ein
linearer homogener Differentialausdruck Q in aufein-
anderfolgende hintere groBte vollstindig reduzible Fak-
toren zerlegt wird, so enthilt jede Zerlegung gleich-
viele groBte vollstindig reduzible Faktoren, und diese
sind bei irgend zwei Zerlegungen stets der Reihe nach
einander so zugeordnet, daB zwei zugeordnete grofite
vollstdndig reduzible Differentialausdriicke &hnlich
sind. .

Verlangt man von der Zerlegung (5), daB der Koeffizient der
hochsten Ableitung bei V,,V,, «+, V,_, gleich der Einheit, bei
V, gleich dem Koeffizienten der hochsten Ableitung von Q sein
soll, so sind die Differentialausdriicke V,, Vg, -+, V,, also auch
die Zerlegung (5), eindeutig bestimmt. ‘ '
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Ehe wir mns zn der neuen Zerlegung eines Differentialaus-
druckes in aufeinanderfolgende vordere griBte vollstindig rvedu-
zible Faktoren wenden, machen wir einige Bemerkungen iiber
adjungierte Differentialausdriicke. Ist Q irgend ein linearer homo-
gener Differentialansdruck, so soll unter @ der ihm adjungierte
Differentrialausdruck verstanden werden.

Ist,

d"y A"~y

dar T T T

)« -
( fo dz

so ist der adjungierte Differentialausdruck:

2

d" g, y) A" (g2 y) o
i S VA

dz" d ! dz'*

o oY)

Die Beziehung ist eine symmetrizche. d. h. der adjungierte Dille-
rentialausdrack von @ ist (.

Wir verwenden im folgenden ein bekanntes Theorem von
Herrn Fropex1us!, das besagt: Ist 0=RS, so ist 0=38 . Mit
seiner Hilfe beweisen wir zundchst den folgenden Satz (a), der
spiter noch verallgemeinert werden wird:

reduzibel, so hat sein adjungierter T die
schaft.

Satz (a}: Ist ein Differentialausdruck 7 vollstindig
gleiche Eigen-

Der Iimeare homogene Differentialansdruck 7' sei vollstindig
reduzibel, d. h. T seil kleinstes gemecinsames Vielfaches von irre-
duziblen Differentialausdriicken. Diese selen mit J, J,, - - - J,
bezeichnet und derart gewihlt, was stets moglich ist, daB die
Ordnung von 7 gleich der Summe der Ordnungen von J,, J,, -, J
ist. Nun kann man 7" in den Formen darstellen:

g

(13) =4,V =4,N,=... =4 N,
wobet /V; ein kleinstes gemeinsames Vielfache von J,, Jg, - - -, g,
Ny ein kleinstes gemeinsames Vielfache von J, Jy, - - -, J, nsw,

! Froeexius, Journ. f. r. u. ang. Math. 76, 263 (1873), vgl. auch die
Darstellung bei Lupw. Scuresincer, Handbuch der Theorie der linearen
Differentialgleichungen, Bd. 1, S.551f., Leipzig 1895.




Zerlegungen cines linearen homogenen Differentialausdruckes. (A.8) 9

N, ein kleinstes gemeinsames Vielfache von Jy, Jy, -+ -, J,_ ist,
Ay, A, -+, A, bedeuten irreduzible Dilferentialausdriicke, die
mit J, bezw. J, usw. bezw. J, von derselben Art sind. Nach dem
zitierten IFropENiusschen Satz wird

(14) T=N1A1=A]2AA2:"‘:‘E]§A’§’ d-.h-

der Differentialausdruck 7 ist durch jeden der Differentialaus-
driicke 4, Ay, - - -, 4, also auch dureh ein kleinstes gemeinsames
Vielfaches von ihnen, das wir mit ¥ bezeichnen wollen, von hinten
teilbar. Mithin existiert ein Differentialansdruck S, fir den

(15) T =8V wird.

Da Ay, Ay, -+, A, irreduzible Differentialausdriicke sind,
trilft das gleiche auch fir A4,, 4,, -+, 4, zu; denn wire A;, wobei
1 eine der Zahlen 1,2,---, ¢ bedeutet, reduzibel, so wiirde nach
dem erwihnten FroBEN1usschen Satz auch der zu A, adjungierte
Differentialausdruck A;, der irreduzibel ist, reduzibel sein miissen.
Da Ay, Ay, -+, A, irreduzibele Dillerentialausdriicke sind, ist ihr
kleinstes gemeinsames Vielfaches V' ein vollstindig reduzibler
Differentialausdruck. Da dieses durch jeden der Differentialaus-
dricke A, Ay, -+, A, hinten teilbar ist, existieren Differential-
ausdrﬂclke Ly Loy -y Ly, so daBh V= LA, V=1,4, -
V=1L, A, wird. Aus diesen Gleichungen folgt nach (15)

Y

(16) T=8LA, T=S8SLA,, -, T=SL,A4,.

-

Nun war nach (14) T=NA,, T=N,A,, ---, T=N,4,.

b

i

Folglich ergeben sich die Relationen:
(17) Ny=S8SLy, Ny=SLy, -+, N,=SL,.

Aus ihmen erhilt man durch Ubergang zu den adjungierten
Differentialausdriicken:

(18) N,=L,8, N,=1,8,--- N,=L,S .

£ g

Da 7T als Ordnung die Summe der Ordnungen von Jy, J,, - - -, J;,

hat, besitzen offenbar N, N,, ---, N, als kleinste gemeinsame
Vielfache von Jo Jg, - J, bezw. Jy, Jg,- -+ J, usw. bezw.
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Sy oy v+, J._; keinen allen gemeinsamen Teiler; daher muf sich
S in den Formeln (18) aul eine blofle Funktion von x reduzieren,
also §=g(x), woraus auch S=g(z) folgt. Mithin unterscheidet sich 7,
wie aus (15) hervorgeht, von einem kleinsten gemeinsamen Viel-
fachen V der irreduziblen Differentialausdriicke A, A, - - -, 4,
nur um einen Faktor g(z), der eine bloBe Funktion von z ist,
d. h. 7 selbst ist kleinstes gemeinsames Vielfaches von irre-
duziblen Differentialausdriicken und also vollstandig reduzibel.

Hiermit ist die von uns ausgesprochene Behauptung bewiesen.

Definition. Hat man einen Differentialausdruck Q,
so heillt M ein vorderer griBter vollstindig reduzibler
Differentialausdruck, der zu Q gehért, wenn M erstens
vollstdndig reduzibel ist, zweitens M den Differential-
ausdruck @ vorn teilt und drittens ¥ durch jeden irre-
duziblen Differentialausdruck, der Q vorn teilt, eben-
falls vorn geteilt wird.

Die Existenz eines solchen Differentialausdruckes M ergibt
sich folgendermaBen: Wir bilden den zu Q adjungierten Differen-
tialausdruck @ und betrachten einen hinteren groBten vollstindig
reduziblen Differentialausdruck, der zu ( gehort; ein solcher sei
T. Alsdann ist ¢ =Q,7T. Hieraus erhalt man durch Ubergang zu
den adjungierten Differentialausdriicken

(19) Q= T@r

Wir behaupten, dal 7 ein vorderer griBter vollstandig redu-
zibler Differentialausdruck ist, der zu Q gehéort. Aus der vollstin-
Idigen Reduzibilitdt von T folgt nach dem zuletzt bewiesenen
Satze (a) diejenige von T, weiter teilt 7, wie (19) zeigt, den Diffe-
rentialausdruck @ vorn und schlieBlich hat 7 auch die dritte Eigen-
-schaft, die fiir einen vorderen griBten vollstiandig reduziblen
Differentialausdruck von @ stattfinden sollte. Ist nimlich C ein
irreduzibler Differentialausdruck, der Q vorn teilt, also Q=CR,
so teilt ¢ auch 7 vorn. Zunachst folgt aus Q =CR die weitere
Relation @ = RC. Da C irreduzibel sein soll, trifft dies auch fir ¢
zu, und man hat in C einen irreduziblen hinteren Teiler von ¢ vor
sich. ‘Ein solcher muB aber einen hinteren groBten vollstandig
reduziblen Differentialausdruck 7, der zu Q gehort, hinten teilen,
s0-dal eine Relation =7, besteht. Aus dieser folgt 7=C T,
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d. h. T ist, wie wir zeigen wollen, durch C vorn teilbar. Da 7
demnach die drei gewiinschten Eigenschaften besitzt, ist die Exi-
stenz eines vorderen groften vollstindig reduziblen Differential-
ausdruckes, der zu @ gehort, erwiesen. '

Nunmehr erkliren wir die Zerlegung
(20) 0 :Rl RQH'R.M

eines Differentialausdruckes Q in aufeinanderfolgende vordere
grofBte vollstindig reduzible Faktoren. Hierunter soll ver-
standen werden, daB R, ein vorderer groBter vollstindig reduzibler
Differentialausdruck ist, der zu Q gehort, daB R, die entsprechende
Bedeutung in bezug auf R, Rg---R, hat, R, in bezug auf
Ry R, --- R, usw. Wir nennen R, einen ersten vorderen, R,
einen zweiten vorderen usw., R, einen uten vorderen
groBten vollstindig reduziblen Differentialausdruck,
der zu @ gehort.

. Es gilt nun der folgende

Satz (b). Ist R; ein iter vorderer grofter vollstandig
reduzibler Differentialausdruck, der zu Q gehort S0
ist der zu R; adjungierte leferentnalausdruck R; ein
iter hinterer groBter vollstindig reduzibler Differential-
ausdruck, der zu  ‘gehort.

Mit anderen Worten:
Ist :

eine Zerlegung von Q in aufeinanderfolgende vordere

groBte vollstandig reduzible Faktoren, so ist

(21) 0‘ = Ep.o ﬁ,u—l e Rl :

eine Zerlegung von in aufeinanderfolgende hintere

groBte vollstandig reduzible Faktoren. .
Fir p=1 ist in dem voraufgehenden Satze (b) der Satz (a)

als Spezialfall enthalten; denn ist bei der Zerlegung (20) und also

auch bei (21) p=1, so ]bedeutet dies, da mit Q. auch() vol]lstandlg
reduzibel ist. :
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Zum Beweise unseres Satzes (b) bedenken wir, daB aus der
vollstdndigen Reduzibilitdt von R, nach Satz (a) auch diejenige
von R, lolgt. Wire nun nicht &, sondern ein Differentialansdruck
T von hoherer Ordnung ein erster hinterer griofter vollstindig
reduzibler Differentialausdruck, der zu @ gehirt, so miBte T
durch R, hinten teilbar sein, also

(22) T=UR,.

Dann ware, wie unter (19) gezeigt, 7 ein erster vorderer grof-
ter vollsténdig reduzibler Differentialausdruck, der zu @ gehort,
und man hatte nach (19) eine Relation Q =70, oder nach (22)
die weitere

(23) ‘Q=R1001-

Sei nun J ein irreduzibler Differentialausdruck, der den
Differentialausdruck (22) T'=U f,, aber nicht 2, hinten teilt;
ein solcher Differentialausdruck J existiert sicher, wenn der voll-
stindig reduzible Differentialausdruck 7' eine hihere Ordnung
als R, hat. Fir ein derartig bestimmtes J wirde es also einen
Differentialausdruck i geben, so daB U R, =HJ, aber niemals
R, gleich K J wiirde. Mithin wire nach (23) Q = J HQ,, d.h. Q wire
durch den irreduziblen Differentialausdruck J vorn teilbar. Da
sich aber 2, niemals in die Form KJ bringen lassen sollte, kann
R, nicht durch J vorn teilbar sein. Mithin ist R, im Widerspruch
mit unserer Voraussetzung kein erster vorderer grioBter vollstin-
dig reduzibler Differentialausdruck, der zu @ gehért. Folglich
kann 7 nicht von héherer Ordnung als R, sein, und es muB sich
m (22) U auf eine Differentialfunktion nullter Ordnung, also eine
blofe Funktion von z, reduzieren. Da sich demnach 7 und A,
nur um einen Faktor unterscheiden, der eine bloBe Funktion von
x ist, haben wir in R, ebenso wie in 7 einen ersten hinteren groften
vollsténdig reduziblen Differentialausdruck, der zu Q gehort.
Die Fortsetzung des Beweisverfahrens ist unmittelbar klar. Da
R, ein erster vorderer groBter vollstandig reduzibler Differential-
ausdruck ist, der zu R,Ry - -- R, gehért, kann R, in bezug auf
RyRg--- R, dem gleichen SchluBverfahren wie R, in bezug auf
R\R,.:- R, unterworfen werden. Folglich ist R, ein erster
hinterer groBter vollstindig reduzibler Differentialausdruck, der
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sa R, R _,--- R, gehort; also ist nach (21) R, ein zweiter hinterer
gréB"uel" vollstandig reduzibler Differentialausdruck, der zu @
gehort. Operiert man auf diese Weise der Reihe nach mit
RyR,---R,, B R;---R, usw. fort, so erhilt man den ganzen In-
halt unseres Satzes (b).

Infolge der Symmetrie gilt natirlich das (b) entsprechende
Theorem: |

Satz (b). st R, ein iter hinterer groBter vollstdndig
reduzibler Differentialausdruck, der zu @ gehort, so
ist der zu R, adjungierte Differentialausdruck R; ein
iter vorderer grofBter vollstindig reduzibler Differential-
ausdruck, der zu Q gehdrt. |

Jetzt konnen wir uns zum Beweise des dem Satze I analogen
Theorems wenden:

Satz I1. Aul welche Art und Weise auch immer ein
linearer homogener Differentialausdruck ¢ in aufein-
anderfolgende vordere grofite vollstindig reduzible Fak-
toren zerlegt wird
(20) ¢ :Rlﬂz"'ﬂ,m

so enthalt jede Zerlegung gleichviele groBte vollstén-
dig reduzible Faktoren, und diese sind bei irgend zwei
Zerlegungen stets der Reihe nach einander so zugeord-
net, daB zwei zugeordnete groBte vollstiandig reduzible
Differentialausdricke dhnlich sind.

Zum Beweise sel auBler (20) aueh noch
(24) ) Q =LI5‘15‘2“"5',::' ’

eine zweite Zerlegung von Q in aufeinanderfolgende vordere grofite
vollstéindig reduzible Faktoren. Durch Ubergang zu den adjun-
gierten Differentialausdriicken erhilt man aus (20) und (24)

(21) ' O=R,R, , R,R und
(25) 7 0 =L§HISHI_1""L§'2L§1-

Nach dem Satze (b) sind (21) und (25) Zerlegungen von @ n auf-
cinanderfolgende hintere groBte vollstindig reduzible Faktoren.
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Daher kann man auf (21) und (25) den Satz I anwenden. Nach
ihm ist =y’ und es gibt nach (12) Funktionen g,(z) des Ratio-
nalitiatshereiches I, die nur von z abhidngen, so daB

oder durch Ubergang zu den adjungierten Ausdriicken

Rigi=gio1 S (i=1,2,- -, y)
wird, wober g,=1 ist. Die letzten Gleichungen besagen, daB
zwei Differentialausdrucke R; und §,, die dem gleichen Index
1 (t=1, 2,---, ) entsprechen, stets ahnlich sind; hiermit ist
unser Satz bhewiesen.

Satz I11. Ist
(5) 0=V, V, 1

irgend eine Zerlegung des Differentialausdruckes Q in
aufeinanderfolgende hintere grofte vollstindig reduzible
Faktoren und

(20 : U =RR, "*R,,—l R_n
eine solche in aufeinanderfolgende vordere groBte voll-
stindig reduzible Faktoren, so ist A=yu; die Anzahl
der Faktoren ist also hei beiden Zerlegungen die glei-
che. Weiter existieren fiur Jedes i=1,2,.... A=1 Diffe-
rentialausdriicke F; und G, so daB

(26)‘ Vz' Vi-l' : 'V1 = FiR}.—i+1B),—i+2' ’ 'R;. ‘(iz 11, 21' o 7\“‘1)
und
27)  BRyBy- R =V, V, oV, G (i=1,2,0 a—1)

wird. R, ;. R, ,.,--- R, ist also ein hinterer Teiler von
ViViy+--V,, wihrend V,V,_, ... V,_is1 ¢in vorderer Teiler
von By Ry--+ R; ist. Fiir i=2% reduzieren sich (26) und (27)
gleichmaBig auf BRy-R,=V,V, ,---V, mit F,=G,=1.

1 Im speziellén konnen F; und G; auch Differentialausdriicke nullter
Ordnung, also bloBe Funktionen der unabhingigen Variablen z werden.
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Da V, ein erster hinterer groBter vollstéindig reduzibler Dif-
ferentialausdruck -ist, der zu Q" gehort, muB V; durch den wvoll-
stdndig reduziblen Differentialausdruck R,, der nach (20) ein
hinterer Teiler von ( ist, ebenfalls hinten teilbar sein. Also existiert
ein Differentialausdruck F,, so daB

(28) Vi=FiR,

wird. Fihrt man den Wert von V, aus (28) in (5) ein und beachtet
hierbei die' Gleichung (20), so erhélt man die Relation:
(29) ViVia -V Vo Fy = Ry Ry - 'Ry—l'

Da V, nach Voraussetzung ein erster hinterer gréBter voll-
standig reduzibler Differentialausdruck ist, der zu V, V,_, -.- V,V,
gehort, teilt ein erster hinterer groBiter vollstindig reduzibler
Differentialausdruck, der zu dem Differentialausdruck (29)
V,Via-- VgV, Fy gehort, notwendig V, F,, wie sich folgender-
maBen ergibt: Ein erster hinterer grofiter vollstandig reduzibler
Differentialausdruck, der zu (29) gehort, sei mit X, bezeichnet.
Dann ist (29) durch X, und F,, also auch durch ihr hinteres
kleinstes gemeinsames Vielfaches W hinten teilbar. Dieses Viel-
fache W laBt sich in die Form bringen W=LF,, wobei der Dif-
ferentialausdruck L infolge der vollstindigen Reduzibilitit von X,
ebenfalls vollstindig reduzibel ist. Da (29), wie schon bemerkt,
durch W=LF, hinten teilbar ist, mufl das Produkt V,V,_,---VaV,
durch L hinten teilbar sein. Nun war V, ein erster groBter
hinterer vollstindig reduzibler Differentialausdruck, der zu
ViV,_1--- VgV, gehirt, und L .ein hinterer vollstindig reduzibler
Teiler des genannten Produktes. Mithin muf V, durch L, also
VoF, durch LF, =W teilbar sein. Folglich mufl V,F; auch durch
den hinteren Teiler X; von W hinten teilbar sein, so daB} sich eine
Relation ergibt

(30} : V, F, = X, X,.

Da X, ein erster hinterer grofter vollstdndig reduzibler Differen-
tialausdruck ist, der zu dem Ausdruck (29) gehort, und da (29)
durch den vollstindig reduziblen Differentialausdruck R,_,
hinten teilbar ist, mul auch X, durch R, teilbar sein. Folg-
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lich trifft das gleiche auch fir den Differentialausdruck (30)
Xo Xy =V,F; zu, und es muB ein Differentialausdruck F, existieren,
so daf} VoF, = FyR, , wird. Aus der letzten Relation ergibt sich
VoFiR, = F, R, R, oder nach (28)

(31) VoVi= FyR,_\R, .

Fahrt man (31) in die Zerlegung (5) ein und beachtet (20), so
schhe3t man, dal}

(32) ViViea - VaFyo =R\ Ry - R._s

wird. Da V73 em erster hinterer groBter vollstandig reduzibler
Differentialausdruck ist, der zu V, V,_---V, gehort, zieht man aus
(32) die entsprechende Folgerung wie aus (29). Demnach muf
V3 Fy dureh den vollstindig reduziblen Differentialausdruck
R, hinten teilbar sein, d. h. es existiert ein Dilferentialausdruck
Fy, so daB V, F, = FyR, , wird oder nach (31

(33) ValyVy = Fy R

vH—

2 R/n—] Blu :

Derart fortfahrend beweist man sukzessiv, wie es in den Rela-
tionen (28), (31) und (33) bereits fiir 1=1,2,3 geschehen ist, die
Existenz von Dilferentialfunktionen F; (i=1,2,3,--. ), so daB
dre Relationen

‘(345) I/i 1/1'—1 Tt V] = Fiﬁ.u-—-i+l H,ll—1'+2 e R‘u (I': II') 27 Ty H)
hestehen.

Fir 1=y lautet (34)
V,, V‘”_l eV, = E" R,Ry - B.,,

oder nach (20) V,V, ,.--V, = F, Q. Da @ nach (5) gleich
V,V,1---Vyist, hat man die neue Gleichung

V," V,H—l V= F W ViViyoo- V.

Aus dieser folgt, daB
(35 w>0 i3l

Geht man von (5) und (20) zu den adjungierten Differential-
ausdriicken iiber, so hat man in
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(36) O = Vl ffz - Vz

eine Zerlegung von Q in aufeinanderfolgende vordere grifite voll-
stdndig reduzible Faktoren und in ' '

' (21) O = Fl,u E.u—l et ﬁg‘l

eine solche in aufeinanderfolgende hintere griBte vollstindig
reduzible Faktoren vor sich. Wendet man auf (36) und (21) das
bereits in Formel (34) bewiesene Resultat an, so ergibt sich die
Existenz von Differentialausdriicken H, (i=1,2,---,%), fir die
die Gleichungen ‘

- - -~

(37) R; Ry y--- fgl = ‘Hlivi.-i+1 T/J.—i+2-' "t T/;_ (i = 17 27 Tt 7\)

bestehen ; weiter ist (35) entsprechend A>p. Aus (35) und der
letzten Relation ersieht man, daB A=y ist. Durch Ubergang zu
‘den adjungierten Differentialausdricken erhdalt man aus (37)
RiRy - R=V,V; ;- Vi.—i+1Hi .
Setzt man den Differentialausdruck A,=G,, so stellt die letzte
Gleichung die zu beweisende Relation (27) dar. Da p=2 ist, hat
man in (34) die weiter zu beweisende Gleichung (26). Fiir A=y
ergibt sich aus (5) und (20) RyR,---R, =V,V, ,.--V,, also

G, =F,=1. Hiermit ist unser Theorem III in allen seinen Teilen
bewiesen.

Ebenso wie die Zerlegung (5) von @ in hintere kann auch die
Zerlegung (20) von Q in aufeinanderfolgende vordere groBte
vollsténdig reduzible Faktoren zu einer eindeutig bestimmten
gemacht werden. Verlangt man, daB8 der Koeffizient der hochsten
Ableitung bei R;, Ry, - -+, R,_, gleich 1 und bei R, gleich dem
Koeffizienten der hochsten Ableitung von Q sein soll, so ist die
Zerlegung (20) vollig eindeutig bestimmt, Offenbar existiert
eine solche Zerlegung. Ist dann Q =§;8,---8, eine zweite Zerle-
gung von () in aufeinanderfolgende vordere grofite vollstédndig
reduzible Faktoren, so gibt es, wie beim Beweise des Satzes II
nachgewiesen wurde, eine Funktion g(z), dal R,g =S, ist.
Soll nun der Koeffizient der héchsten Ableitung bei R, und

Sitzungsberichte d. Heildelb. Akad., math.-nat. K1. A. 1917, 8, Abh. 2
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bei §; tibereinstimmen, so muB g =1, also K, = 8, sein. Man schlieBt
dann weiter, dal Ry = 8. o R, =8, wird.

In den Math. Annalen (zuerst im Bd. 70, S. 551 und dann aul
neue Art im Bd. 72, S. 210, auch {ibergegangen in die Dissertation
von H. Brumserc, (ber algebraische Eigenschaften von lincaren
homogenen Differentialausdriicken. Gattingen 1912, S.28) habe
ich den folgenden Satz bewiesen: Sind A und A4, zwei Diflerential-
ausdriicke derselben Art und ist A zerleghar in A = B(, so 1Bt sich
A, zerlegen in A;= B;Cy, wobei B mit B, und € mit ’, von der-
selben Art sind. Aus diesem Satze ergibt sich leicht, daB, wenn

(20) U=H/Ry--- R,

eine Zerlegung des Differentialausdruckes ¢ in aufeinanderfolgende
vordere grofBite vollstandig reduzible Faktoren ist, ein Differential-
ausdruck Q°, der mit (2 von derselben Art ist, in aufeinander-
folgende vordere griBte vollstindig reduzible Faktoren zerlegt,
werden kann

(38) O =R R.-B,

so dall zwei grofite vollsténdig reduzible Differentialausdriicke R;
und R; mit gleichem Index i (i1=1,2,---, %) stets von derselben
Art sind. Ist

O = U, Ty U

irgend eine beliebige andere Zerlegung von ' in auleinander-
folgende vordere groBte vollstandig reduzible Faktoren, so sind
nach Satz IT U; und A] von derselben Art (ja sogar dhnlich):
mithin sind wegen der Transitivitat des Artbegriffes auch R,
und U; von derselben Art. Folglich hat man den

Satz 1V. Wie auch immer zwei lineare homogene
Differentialausdriicke, die von derselben Art sind, in
vordere groBte vollstindig reduzible Faktoren zerlegt
werden, stets enthilt eine jede solche Zerlegung gleich
viele grofte vollstindig reduzible Faktoren, und diese

sind immer der Reihe nach einander so zugeordnet,’
daB zwei zugeordnete Dilferentialausdriicke von der-

selben Art sind.
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Den .entsprechenden Satz fur die hintere Zerlegung habe ich
bereits in den Math. Annalen Bd. 70, S. 559 veroffentlicht.

Folgendes kann noch bemerkt werden : Zerlegt man @ oder einen
Differentialausdruck aus der Klasse jener Differentialausdricke,
die mit () von derselben Art sind, in aufeinanderfolgende vordere
grofBte vollstindig reduzible Faktoren, so ergibt sich nach Satz I11
die gleiche Anzahl von Faktoren, wie wenn man einen beliebigen
Differentialausdruek der Klasse in hintere groBte vollstindig
reduzible Faktoren zerlegt.

Zur Erlauterung des Voraufgehenden behandeln wir noch
kurz als Beispiel den linearen homogenen Diflerentialausdruck

d'“'l/ dm—ly dy

g Tl Tt

U=
/) cﬂ m—1 d

Y

mit konstanten Koeffizienten fiir einen Rationalititsbereich, der
nur Konstante enthélt. Die zugehorige charakteristische Funktion

‘P(Q) - COO + Clom—l toe Cm-—lg + ‘Cm

sel in dem zugrunde liegenden Rationalitatsbereiche zerlegt in

©(0) =@1(0) - [@2() *- [@a(@) -+ [90()T*,

wobel ¢, (), @5(0), -+, ¢, (0) teilerfremde Polynome bedeuten und
[@:(0)|" das Produkt aller genau in der iten Potenz auftretenden

Teiler von @(p) sein soll. Hat ¢ (p) keinen ifachen Teiler, so bleibe
[¢:()]" einfach fort. Man bilde die Polynome '

Ri(e) = p1(0) - palo) -+ %_(e) B,
R, (o) = Pa(0) - palo) -+~ @rlo) »

B (o) = Pr_1(0) - ‘Pk(@)
R, (o) = @i(0)

") R, (g) ist kleinstes gemeinsames Vielfaches aller irreduzibeln Fak-
toren von ¢ (p) und kann daher als ein erster groBter vollstandig reduzibler
Teiler des Polynoms ¢ (g) angesprochen werden.

21:
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und lihre die ithnen entsprechenden linearen homogenen Dil-
ferentialansdriicke R, (). RoGp). -«  Ro(p) ein. Danu isl, wie man
leicht sient,

gy =M Ry R, R,

eme Zerlegung  des lincaren  homogenen Differentialausdruekes
¢ () m auvfemanderiolgende vordere grolite vollstindie reduzible
Falktoren, und

ol R R,

eine  solche - aulfemanderfolgende  hintere grifite vollstindig
reduzible Fakioren. Weilter izt steis oy Dilferentialausdruck
Ry - Ry dureh ROB R (=120 kY vorn  teilbar.
Aus der Vertauschbarkeit der linearen homogenen Differential-
ausdriicke mit konstanten Koeffizienten folgt dann unmitielbar, wie
es unserem satz T entspricht, dal BB, - R, R, stels doreh
By il oo B By (0= .20 k) hinten toithar sein mul.

N




