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des Energieprinzips und des Prinzips der Flichen zu deren Reduktion benutzt wer-
den. Sodann wird die Beschaffenheit der Integrale nach Transformation der Differen-
tialgleichungen in die Normalform mittels der Koeffizienten der Energie und deren
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D.

L Aufstellung der Hayiuron schen Gleichungen, die wir im
folgenden zundchst nur unter der Voraussetzung, daB sie algebra-
1ische Differentialgleichungen darstellen, niher untersuchen wollen,
muf} die Annahme gemacht werden, daf} die Beziehungen zwischen
den rechtwinkligen Koordinaten und den freien Parametern
P1s Pas - .- P, durch algebraische Gleichungen gegeben sind, welche
die Zeit t nicht explizite enthalten, wihrend die in den Koordi-
naten, also auch in den Parametern- ausgedriickte Kriaftefunktion
U von t abhédngen darf. Indem dann die lebendige Kraft T des
Systems die Form annimmt

S 2,1 2 i 2
T=5A,q7+5Agq+---+ z‘Aun““Aquﬁ "'+Au—m Qu-19y »

worin die A algebraische, von t unabhéngige Funktionen der Para-
meter py, Py, ... py, und die g durch

2T

3
“Ps

q. =

definiert sind, ist mit Hille dieser homogenen Funktion zweiten
Grades der q die Energie E=T—U in der Form gegeben

E= ;Auqﬁ e '%'Ay.y.ql;i"*' Alz‘q1q2+ et Ay.—lpqp.—l qp”’ U(ta Piyee- p(.l.) .
Nehmen wir nunmehr weiter an, da8 auch die Kriftefunktion

die Zeit t nicht explizite enthilt, so gilt bekanntlich das Energie-
prinzip E=h, worin h eine Konstante bedeutet, und es ist somit

Ay Qi +'.‘§,5Aw.qa+Amq1 Qo+ -+ +Ay,—1p, Qu—1qp — U‘(p‘h py.) =h,
oder, wenn H=-T U gesetzt wird,

1*
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s cH

H— B )i’ P ]]
1H\ Sp‘s

dp, K dq, cE (o-1,:
- o=1,2,...u).
dt g, dt 3 pg Vo7 !L)

Ist nun die von t freie Krdaftefunktion U eine algebraische
Funktion der rechtwinkligen Koordinaten, also auch der obigen
Voraussetzung geméll eine von t freie algebraische Funk-
tion der Parameter, so wird sich bekanntlich mittlels der
linearen Substitution mit willkiirlichen konstanten Koefhizienten

(il) Vo=a, A4t A Dy + Ay + o+ “;'l—lzi-Au—lu +all

eine mit Adjungicrung von Py, -+ py trreduktible algebraische Glei-
chung

(2) G (V,pl,.. pu) = go(P]:-- pu) Vg ([)1-.-- ])EL)VV“‘-%‘ g (Pn . Pu)‘ =0

aulstellen lassen von der Beschaffenheit, daB sich durch ejne Lo-
sung v; derselben, welche den in dem Ausdrucke der Energie ent-
haltenen Zweigen der A und U entsprechen soll; die Koeffizienten
der gq-Potenzen in dem Ausdrucke fur die lebendige Krafl des
Systems und die Kriftefunktion in der Form darstellen

Aa[ﬁ = ga{j(\—l?plr‘“pg)t I:‘_“g(“'leplﬂ'”pu) ’

worin g, und g ganze Funktionen v-—-1"" Grades von v, mit in
Pi;--- Py und den a rationalen Koeffizienten bedeuten, und somit
das Energieprinzip die Form annimmt

T 1 a 2 . 1 , -
(3) E = g i+ 0 G AL v B i et o+ 8y Gy Uy — g =h

wihrend die Hamizroyschen Differentialgleichungen in

e
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dp,g
’a*{}'*gloqlb*'g)o(b"}' +g{}_pr.
dq agll . dg ; 30]-}
oM 4 0 C8u a1 98y s 982
On ey qi ey q, . 0,5
_0g, og
b1
qp-1qu+
Dpp Opp

ibergehen, worin g, q=ggq,, ist.

Mit Hilfe des Integrals (3) dieses Differentialgleichungssystems
2p® Ordnung kann man nun durch Einfithrung der Energiekon-
stanten h eine der abhéngigen Variabeln z. B. g, eliminieren, und
somit zu einem Differentialgleichungssystem Zu—lt“ Ordnung ge-
langen, dessen Form zunichst festgestellt werden soll.

Leitet man aus (3) den Ausdruck

(5) Gp=DiQythadt o thy (Gt + Wy
her, worin die h, wieder ganze Funktionen v—1"" Grades von vy

mit m py,...p, und den a rationalen Koeffizienten sind, und wy
durch den Ausdruck definiert ist

(6) wi=h{{qi+--+h{’,_ 1 Qs D13 Gy Got e h o1 dy-a Guy +hY,

in welchem die h§} und h denselben Charakter haben, so wird
w, cinc Ldsung der Gleichung

3
ﬂ {w?- }111 Qi - h;fﬂl u—-1 Qu-1— hi3'q;qe- "“‘hﬁl—)z u-1Y9p—2 Qp1~ h(a)} =0

sein, in welcher die Gréflen h™ aus den h™ hervorgehen, wenn
statt v, irgend eme andere Losung v, der Gleichung (2) substi-
tuilert wird, oder der Gleichung

(7) Wb kWP ko wi g k,,=0
geniigen, worin die kys ganze Funktionen 3" Grades der g-Ver-

bindungen in zweiter Dimension mit in Py -.- Py rationalen Ko-
effizienten sind.
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Die Hasivroxschen Differentialgleichungen (4) nelimen dann
durch Substitution des Wertes (5) lir g, nach (6) die Form an

dp . ‘ . : |«
"(_ﬁi = (;lp(h + (;2; o+ -0+ b{i_l‘; q\u_l + (my‘p Wy (p = 1,2‘, .- .E}.)
0 09 oer e w
d ;: - (’1(1? Cﬁ e L’1(1_—)1 -1 ngJ.—l + (’(12' Qs -+ (l[L-—2{1~1 q{i——‘l qu.—l
+{(GIP a1+ G o+ -+ G g, ) wy + GO (6=1,2,...p-1),

worin die G vermoge (2) wieder ganze Funktionen v—1'" Grades
von v, mit in Pi:-- Py und den a rationalen Koeffizienten sind.

Um nun dieses Differentialgleichungssvstem 241t Ordnung
wieder aul eine dem System (4) entsprechende Form zu bringen,
setze man

(9) Sl =agvda,w

worin ay und ay zwel unbestimmte Konstanten bedeuten, und es
werden dann, da sich fiir jedes Wertesvstem von Pis P -+ Py 20
jeder der v-Lisungen Vi, Ve, ... v, der Gleichung (2) vermige (6)
zwel absolut gleiche, aber dem Zeichen nach entgegengesetzte
Werte von w ergeben, die samtlichen Werte von u lir alle Kom-
binationen der v, und w, in der Form darstellbar sein

NG =a,V, +a,W,, UZ=8a,V,—8a,W

o

und somit der Gleichung geniigen

5 . ¥ 9
| (v¥—2a,v,u+ajvi—aiw)=0

oder vermoge (6)

v
] 2.,2 2yl 02 . 100 2 {ed] ..
Iql (U —2a, v, u+a;j "a—az[hn qy === h;}.-—ly—lqp——al"{"hw Qe+
1

Ty (o) !
+h 1y Q1 +h “N=0.

Die Koeffizienten dieser Gleichung, welche in u vom 2y
Grade ist, sind, von den q abgeschen, ganze rationale symmetri-
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sche Funktionen der Liosungen der Gleichung (2), deren Koeffi-
zienten nur von den p;,...p, und den a rational abhingen, und
werden sich also auch Patlonal in eben diesen Grollen ausdriicken
lassen, wobei die Grofen q,...q,, welche in jedem Faktor des
Produktes vom 2" Grade enthalten sind, eintreten werden. Um
die Zusammensetzung der Koeffizienten der u-Gleichung aus den
p und q festzustellen, bilde man vermoge (6) die 22)' Potenzsumme

v
Sg) o {(a, o T 8o Wa)'z" -+ (al Vg —ag Wy 2}‘ Z v?}
l -
. v
93\ 22 2 23—2 (1,10 ‘ N 1 ...

+2a; Z‘(h(lolo q1+ +hyz—2y.——l JQy—2Yy- +h@ ) =F7\(q17q27-~--qy.—1)z

welche eine ganze Funktion 2*" Grades in den Grifen qf, ...qﬁ_i,

gy qay--- Gyuedu— Mit in den p rationalen Koeffizienten darstellt,
und ebenso folgt

S?A =F A1 (qla qas -+ qu_l)

als ganze Funktion A—1"" Grades in jenen g-Verbindungen 2"‘ Di-
mension mit ebenso in den p beschalfenen Koeffizienten, wihrend
sich nach (9) und (2)

v

g(P1s---Py)
8= 28, Do vy =20 o
1 lzl * ! gn(ph'--pp.)

ergibt. Die algebraische Gleichung 2v*" Grades in u hat somit
die Form

29-2

+ou?

(10) u™+2a, &1 (pl’—'ﬂ)’) w4 g u

2v-4 2v-5

+ 0" oy +--=0,
2o(P1>+- ) ~
in welcher die Koeffizienten ¢,,,¢,, ganze Funktionen »*" Grades
P o 2 2 ‘ b
der .GroBen Qi+ Aty G1 Gay - - Gz Qg MIL 10 Pysee. Py, den a der
Gleichung (1) sowie den neu hinzugekommenen a, und a, rationa-
len Koeifizienten sind.
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Da sich nun die Losungen v, und w, der Gleichungen (2) und
(7) wiederum wie ohen durch die Lisung

Uy=a;vy+a,w,

der Gleichung (10) ganz und vom Grade 2v—] ausdriicken lassen
mit Koeffizienten. welche rational aus den Koeffizienten jener
Gleichungen, also rational aus

b 9
.- qy—la 1 Go, - ... q:.L—L) qy.—lr Pise-- p(.L

zusammengesetzt sind, so werden die aus (4) durch Eli-
mination von q, vermige des Energieintegrals her-
vorgegangenen 2u—1 HamirLtoxschen Differential-
gleichungen (8) n Pis v Pus Gpe oo qyy die Form an-
nehmen

d > 5
dliﬁ:H]p(u],q;,..q]q.z,..p,,..])y_)ql+--+h’y_lp(u],q;,..qlqz,..pl,..pp)qy_,l
(“) +Rp(u1,qf,...q12,...pl,...py) (pz‘l,E,...g)
B dq : _
ffaf=Pm(ul,qi--qlqg,--p],--pu)qﬁ--+Pg.m(uuqf,-aqlqgg--m, Pu) s
+ P (0, a8, gy sy Py) (6=1,2,...p-1),

worin die R und P ganze Funktionen vom Ly — [t
Grade in der Lésung u, der Gleichung (10) mit in
3+ Qs .- Py .. P, vationalen Koellizienten sind.

Es ist somit das vermige des Energieprinzips reduzierte
Hamivronsche Differentialgleichungssvstem 2u—1"" Ordnung in
den abhéngigen Variabeln Pis+--Py: Giy -+ Gy, Wiederum dem Sy-
stem (4) analog in eine solche Form ‘gebracht, dab die
rechten Seiten ganze Funktionen 2v—1*" Grades einer
durch die Gleichung (10) definierten algebraischen
Funktion der p und q sind mit Koeflfizienten, welche
rational aus den p und q in der oben angegebenen

Weise und aus den 8y@; 8, & und a, zusammengesetzt
sind.
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6.

Um die Benutzung des Ilichenprinzips fir die Reduktion der
Haminronschen Differentialgleichungen auf ein System niederer
Ordnung darzustellen, mogen einige Bemerkungen beziiglich dieses
Prinzips vorausgeschickt werden.

Geht man unter der Annahme einer Kriftefunktion U, welche
auler den Koordinaten x,y,, z; von n-Punkten eines Systems
auch die Zeit t explizite enthalten darf, und der Bedingungsglei-
chungen f;=0,f,=0,...f,=0 fir einen bestimmten Wert von I
von den beiden LicrancEschen Bewegungsgleichungen erster Art
aus

m,x = U + °h +X o, N Y e
T ¥y, T dx, 7 dx m ox;
U ar, o, I
m, y, mf~—+'}\ NI W TN Wi
Ty ey Moy, oY;

in denen Ay, 3;,... A, die LacrancEschen Multiplikatoren bedeu-
ten, so folgt avs diesen

U U of of
m, (X, ¥, —ViX ) =X =¥V A [ X —y,
l(j{lbl len) 1 3V 1 1( v y )+

Ox;

S

und, wenn

U U of of
; —0. x-P_y.e_y ~-1,2,...
l ayl YI DX 1 X1 ayl y} axi (P 1’ 23‘ ln)

oder
U=F(x 7 X (Ve Z X VEZ X V... X z 1;)
- 13Y1a IR 1~11y1—17 =114 yiv i Jl+1‘7YH-17 i1y~ n=Yn3 n?

und die Funktionen f;,...f, in derselben Weise zusammengesetzt
sind, |

1’ I ’ !
ny (Xi Yi— %% )=O oder my (Xi Yi—Yi Xi) =G,

worin ¢; eine Konstante bedeutet.
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Fiir einen anderen, von i verschiedenen Index » wird sich
ebenso fiir die entsprechende Form der Kriiftefunktion und der
Bedingungsgleichungen '

m, (%, ¥,-¥, X)) = ¢,

ergeben, und die Zusammenstellung der vier Gleichungen

» o U of,
nm; X; = — Bl S S
- Dy
¢ X; O X,
., cU ; of,
m. v. = -- -+ I
o 1 \1 1
o ey efﬁ ;
i
, U of,
m,x, = R S
4 4 L. N e
C‘\?. Lly‘
. cU o,
m,Vy= . FrAg— +-
cy, €y,
wird zu der Beziehung
R I , - R . _f A
(1)‘ mi(-‘i‘l\i_‘}iki)Tmz()-z}‘z_hlz):(iz

fithren, wenn die Kriftefunktion
— 2 2, 2 2 .- I .
U"'F(Xi+Yi1£ivhz+.“:f.ai';f;:)*1,)‘lel7"'lnv:\:1=vat) ? |

und die Bedingungsgleichungen dieselbe Gestalt haben.

Aber diese Form der Kraftefunktion und der Bedingungs-
gleichungen 1st nicht die notwendige [ir das Bestehen der Bezie-
hung (1), da sie nur die Bedingung dafiir ergibt, daB diese Begzie-
hung dadurch erfallt wird, daB jeder einzelne der beiden Summan-
den konstant ist. Allgemein ergibt sich aus jenen vier Differen- o
tialgleichungen |

’” r Rl Lo SU . E,U "n

5, ) (e, ) = (x5 v 5o |
cy. C -

o 1 |

ox,, ox; dv, 7 ox,

U v af, A, ar, e,
+ xxé?—ym + 2 X v Ny TN s Ve t-
x AY
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und daher wieder die Beziehung (1), wenn U der partiellen Diffe-
rentialgleichung genfiigt

und f, Iy, ... den analogen Differentialgleichungen, oder

T 2 A 2 2 >
U - F(Xi +Yi 4] Ziv XV.+Y'!.7 Zy_a Xi Xy:+ yi Ym Xl»yiv ZU e xm Yn’ ant’)

und die ihnlichen Formen fir die Bedingungsgleichungen, von
welchen die oben gefundenen Formen spezielle Fille sind. '

So wird allgemein die Form der Kraftefunktion
| 2, 2 2 2 2, .2 -
U= F(XﬁYn Zyy Ko+ Vo, Zoy o X+ V5o Zn X3 Xot Y1 ¥, Xy X3+ Y1 Y3 - Xt X H Y et Yo t)

und die dhnliche fir die Bedingungsgleichungen die notwendige
und hinreichende Bedingung fir das Bestehen des Integrals der
LacrangEschen Differentialgleichungen

¢ 15 (Xp Y= ¥pXg) = ¢
1

bilden, welches das Flachenintegral genannt wird.

Nachdem an diese Herleitung des Fléich(;nprinzips fiir recht-
winklige Koordinaten erinnert worden, um den Weg zu kennzeich-
nen, auf dem wir zu den analogen Integralen fur die HAMILTON-
schen Differentialgleichungen : -

dp °E dq oE o :
2 P —_— P = ————— 21,‘2,..- .
( ) dt aq, Todt op, (P P)

gelangen, mifiten wir zunichst wieder fir die Existenz dieser
Differentialgleichungen annehmen, daf die Gleichungen, welche
die rechtwinkligen Koordinaten mit den Parametern verbinden,
die Zeit t nicht explizite enthalten, die Energie somit, von der
Kriftefunktion abgesehen; in bezug auf die q eine homogene Funk-
tion zweiten Grades ist. Legen wir jedoch nunmehr die Form der
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Haxinroxschen Differentialgleichungen fiir cine beliebige Funk-
tion E von t, P1 <« Pys Ay, --- 4, zugrunde, so folgt aus den beiden
Differentialgleichungen

dq,  2E dqs,, oL

At op, Tt 2py

durch Multiplikation mit p, und p, und Subtraktion

dg, g, R 30
Dy TP L =Py e — L
I P dt ] A dTL I 728 sz l)/. S‘p)\ ?

oder, weil nach (2)

d ( dqs dq, ( dp, dp, )
- P, g —paa.) = (7. R LRty R T, -
dt (p,c da—1 )‘C]/_) \I 2 dt P dt ) ‘ql dt Jse di )
gy, dq,\ ( B D
= (P-/. dt Px At | \fb.‘ O‘q: it P D‘(E
oder
d () . ) JE B JE QE
—(p, g —psq.) - p - ey e — e
dt P 9x — P34, P 9})-, Py 3 D, T aqz qx 9(]}\
1st, die Bezichung
(3) P @GP, =¢,

worin ¢ eine Konstante, wenn E der partiellen Ditferentialglei-
chung geniigt

JE 30 °E E
R | R
*ap, 7o, 2q, i,

oder
(4) E= F(pi—i—pi, qi'*" fﬁ)a P.q, + Py Qs Pry - - pyn ! TR q&“ t)

ist, worin p,.q,, py,q; nur in den hervorgehobenen Verbindungen
vorkommen.
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Bedeutet aber E die Energie, ist also, von der Kraftefunktion
abgesehen, eine homogene Funktion zweiten Grades der q, so ist
die fir das Bestehen der Gleichung (3) notwendige und hin-
reichende Form der Energie

B = (q%+q3) [ (p5+P3) + (P Qe+ Pa o) 11 (054 D5)

1 .
(4a)] (Pt Pa ) Do T gy g (P24 pE) — U (pht P3)
1

2 2
+ 0 (pz+P‘i.= qlv Lo q*/.—lv qr.-}-lv e qk—lv ql+17 tet q;L)?

worin [ir die Summation ¥ die Werte p=x, p=>2 auszuschlielien
sind, in jede der Funktionen f, ¢, U, o die Zeit t sowie die ubrigen
p mit Ausnahme von p, und p, beliebig eintreten diirfen, und
die o-Funktion homogen vom zweiten Grade in bezug auf die
darin enthaltenen q ist.

Stellen wir zunichst wieder unter der Voraussetzung, dall E
eine beliebige Funktion der p, q und t ist, die Gleichungen

dq,

E dg, ~ 2E

2
dt ap, dt 2py,

aus welchen sich die Beziehung (3) ergab, wenn E die Form (4)
hatte, mit dem System zusammen

E

dqe ¢E  dg,

2
t apu’ dt op ?

v

worin g und v von » und X% verschieden sind, und welche die Be-
zichung liefern

(5) pu qy— Py qu =0y,
WEIN

(6) B = Fy (p}+ % @+ G2 Du Gy + Py dos Pir--- Qs - )

ist, so wird sich aus dem System jener vier Dilferentialgleichun-
gen die Beziehung
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(7) (P-,_ 5. — Pa qz) + (}):L qy— Py q#) = ¢,

ergehen, worin ¢, wiederum eine Konstante ist, wenn die Energie
die Form (4) und (6) besitzt, also

(8) 1= Ty (Pt Phadi 4 Pt P 9ot 02 Pul P Pyl Dy PGy 1)

ist, worin die p, py, Uy Qo Pys Pus dy, q, nur in den hervorgehobenen
Verbindungen vorkommen, und diese Form von E wird fur die
Existenz der Gleichung (7) wieder nur dann die notwendige Be-
dingung hefern, wenn die linke Seite derselben in zwei konstante
Summanden zerfallen soll.

Addiert man jedoch jene vier mit —p,,p,, — Py, P, multipli-
zierten Dilferentialgleichungen, so ergibt sich allgemein als not-
wendige Bedingung fiir die Existenz der Beziehung (7) fiir E die
particlle Differentialgleichung

A D ck cE 2K ckE JE
Pap, TP ap, TP e TPy T ey
2E L
Ty ﬁqi I D(i: =0,

deren Integral durch die Form

_ 20092 2o 2 o2 a2, L2
N "D(p"‘ PP T i P Py Gy 5, P9+ P2 g5, Pu by + Py Ay,

—
—
Led

p){ q{i + pl Qus Pyye o Qs o0 s t)

gegeben ist.

Stellt man somit aus dem Differentialgleichungs-
system (2) fir eine beliebige Funktion I von Pr:--- Py
(i;---qy, b die Differentialgleichungen zusammen

dq, JE  dq, Q1 dq,, | hy5)
At ep, odv . op T Taw o T My .
iiq"‘ﬂ — 2K d G, B d Ty, , oK
L T
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worin die x, %, ...%, s@dmtlich verschieden sind, so
ergibt sich als notwendige und hinreichende Be-
dingung dafiir, da@l

<

]

(10)

(Prag s Uty ™ Py Trgg) = ©

o

ist, E in der Form

T — F(p? 2 2 2
]1' - F (Pz?.p-—l + px?p’ q‘r’.(_pp__-“ + q}ﬂgp7 pMQF_1 q}C25_1+ p‘xzp q;{gﬂﬂ‘ t)

(p=1,2,...v, a=1,2,...v) ,

worin die ibrigen p, g beliebig eintreten kénnen,
und wenn E wieder die Energie bedeutet, also, von
U abgesehen, eine homogene Funktion der q dar-
stellt, der der Form (4a) analoge Ausdruck.

Stellen wir jedoch die obigen vier Differentialgleichungen fir
v.=» zusammen, also: ‘

dg,  °E dq, 9B
dt  2p, dt  23p,
do OB dg, __ 9E
dt o dt “_._ap;’

so folgt, daB

Puln—PaG = ¢, wenn E=F(p2+p} g2+ Pl +PrGas Pro-tr--t)
und
Dy — Py = ¢, Wenn B =F (p2+p3, a4+ q2 Py T+ Pydys Pr--dir--b) 5
und es wird somit

(12) (P B = P2 @) + (P TPy B) = G

sein, wenn E diese beiden Formen zugleich hat, also
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> " 2 2, .2 2, 2, 2 | .
B = Vo (pl+pi+ps a2+ a5+ % pod, 405,055 Py ys Pro - Gy 1)

1t Worln .. py. Py. Qy- Q3. 4, nur in den bezeichneten Verbindun-
gen vorkommen.  Aber diese Form von E wird wieder nur die
notwendige Bedingung dafir sein, dall jene Relation in zwei kon-
stante Summanden zerfdllt, wihrend wie oben allgemein die not-
wendige Bedingung fiir die Existenz jener Beziehung durch die
partielle Differentialgleichung fir I

cE B Ry clE ckE D)
T I g+ qy) -y, - -, =
<pA pl) op,, P E'}p-/‘ P E‘p,', (q}. qJ) qu_ e Sq)\ ¥ ac]v 0

gegeben ist, deren allgemeines Integral dureh

(13)

hl 2, - 2,09
[ E = o (pn=Po 5= 00 D5+ 25 Do 0+ 205 4,

(P7.# Po) @ = (0.4 43) Do Py Gy -1 1)

dargestellt wird.

Das vorher gefundene Integral fir E, welches jene Bezichung
in zwei konstante Summanden zerlegt, muB sonach als partiku-

lares Integral in dem zuletzt gegehenen enthalten sein; in der
Tat 1st

(3%

Py + Py + py = (pr—py)

Gyt a4y = (45— q4) + (45 + 245 q,)

1 s

Do G+ Do G+ Doy = 5 (Pr— po) (05— 1)

i1 ] / (PP (0= 2093,y (2 205,00)+2 (-0, 2 (D220
AP+ 2P py) (154 205.90) = 2[(Pa+ Po) Gy — (G + G) Py 2 -

Die Zusammenstellung der Beziehungen (10) und
(12), sowie der zugehdrigen Ausdricke (11) und (13)
Mir die Funktion E oder, mit der Einschrinkung

homogen quadratisch in den q zu sein, lir die Ener-.

gie liefert unmittelbar den allgemeinen Ausdruck
fir dieselbe als notwendige und hinreichende Be-
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dingung [ir das Bestehen des allgemeinen, in den
Parametern p,,... p, ausgedriickten Fliachenprinzips

D (Pet— o) =,

®=0L200 s A=12,000

worin « eine Konstante bedeutet; dasselbe bildet
dann ein von t freies, in den p und q bilineares
Integral der HamMmirronschen Differentialgleichungen.

Besteht allgemein eine lineare Integralbezichung zwischen
qp ++- gy Mit von p;,...p, abhingigen Koeffizienten fiir die
Hayinronschen Differentialgleichungen zunichst wieder fiir eine
beliebige Funktion E, ndmlich

i'lql—l—l'2q2—l—-~+l'uqu+f=a ,

worin Ty, ... [, I die Zeit t nicht explizite enthalten, so folgt durch
Diflerentiation nach t

| d o, dp My ¢
]‘1%+...+i'u_a%_+ql( 1 Ji_;_..._}_ i %)4_

Jp, dt Spu dt

21, dj o, d of of
+ [J,( & pl+“'+ : & pu)-l-; dpl ses *C{ ___’dpu, =‘—0
C

welehe wieder allgemein befriedigt wird, wenn E der partiellen
Differcntialgleichung geniigt

o OF . JE +(' a1, o, ar) E
S I qy =+ 4+, = ol
' op; ¥ apu, ‘ 2Py o op;  opi/ °qq
oy ol ¢l \ 2K
ot b g S} 22 -0
( 1 apll qu a]pp epp.) agp
Ist

fy==Palo=puls==Poli= Py - Joy_1=-PonTov=Pav_t oy == =f@=0,f=0,

Bitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math.-naturw. Ki. A. 1947, 10. Abh.
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so geht die Differentialgleichung fiir E in

cE R 2E JE 0E e
T e e e T e T
Q Py Dpo ¢ Poyy v Hay cqy S P
~ AT
[V 2] [ 2N ] O
q..l ) _q'l‘}—l ‘\m -
© Aoy ¢ oy

iber, deren allgemeines Integral durch die Gleichung (M) ge-
geben war.

So wird z. B. das in den q lineare Integral der HamiLTON-
schen Differentialgleichungen bhestehen

Plll q,+ P% g, + P§ qs + Pf q,=0,

wenn
1 ] 1 1 | 1 ) ” 5 )
E=F|———-, — - —, — — -, Pr Q- P2 92 P33y P19y
P1 P2 Pi Pz ™ P4

ist, und dieser Ausdruck, wenn derselbe in den q homogen qua-
dratisch ist, die Energie darstellen kénnen.,

Nehmen wir nunmehr an, daB fir das Differen-
tialgleichungssystem (2) das Flachenprinzip in der
Form gelte

z ‘(P-/. T — Py q-f.) =0,
=1,2,

A=1,2, ush R

so konnen wir eine der q-Gréfen z. B, q, linear ganz
durch die tUbrigen q mit Koeffizienten, welche ge-
brochene lineare Funktionen der p sind, ausdriicken
und in das Differentialgleichungssystem (4) des vori-
gen Abschnitts substituieren, welches sich sodann
aufl ein System 2u—1" Ordnung mit den abhédngigen
Variabeln p,,...p,, q;,...q,, reduziert, dessen rechte
Seiten wiederum, wie die des urspringlichen Sy-
stems, ganze Funktionen v—1*" Grades in v sind, und
zwar die des p-Systems eine gleichartige lineare
Funktion von q,...q,, mit in Py, ---P, rationalen Ko-
effizienten hilden, zu der noch ein von den q freies
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Glied hinzutritt, wahrend die rechten Seiten des
q-Systems zwar wiederum ganze, aber nicht mehr
von der Kriaftefunktion abgesehen homogene Funk-
tionen zweiten Grades von qy, qy,...q, 4 sein werden, da
noch eine lineare Funktion dieser GréBen durch dle
Substitution eingefithrt wird. '

Es moge endlich noch als Erginzung zu den fritheren Aus-
einandersetzungen bemerkt werden, daB, wenn man von den bei-
den HamiLronschen Differentialgleichungen

d p,, _9E  dp, 2E
dt  2q, ' dt gy

ausgeht, man durch Multiplikation mit q, und q, und Subtraktion
zu denselben Flichenintegralen fiir dieselbe Form der Energie ge-
langt, wihrend durch Multlphkatlon mit q, und ¢, sich das
Integral
Pada—Prdx = ¢
ergibt fir
E = F(pa G P« Pro Px e 5

die Zusammenstellung der G'leiehungen des noch allein tbrig
bleibenden Falles ‘

dp, 9JE dq, oK

=

dt ~ 2q, " dt p,,

wiirde fir die sich ergebende Form der Integrale die Abhéngigkeit
der Energie von p, und g, in der Verbindung erfordern, in welcher
diese GroBen im Fliachenintegral selbst enthalten sind. Auf weitere
hierher gehorige Untersuchungen wollen wir an dieser Stelle nicht
eingehen.

§ 7.

Zum Zwecke der Diskussion der Integrale der HaMiLTON-
schen Differentialgleichungen in der Umgebung eines bestimmten
Wertes von t, fiir welchen die Integrale py, .. - Pus 1, -+ q,, gegebene

Werte annehmen sollen, gehen wir wieder von dem Ausdrucke fiir
die Energie aus

2
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) a1 9 L 1AL 2 1 , 1
(1) L= ?Agll) ql)+ Ut é A;J.;LQQ +A(12) Qe+ +A(L—];L Qu-1 Qu — Ut )

in welchem die A" bestimmte Zweige algebraischer, von der Zeit t
unabhéngiger Funktionen der Parameter sind, wihrend die Krifte-
funktion U" eine algebraische Funktion der Parameter sein soll,

welche auch t explizite enthalten darf.

Gentigen nun die A, Al U den mit Adjungierung von
Pis Pas -+ Pu» U irreduktibeln algebraischen Gleichungen mit in
Pi, .- Pyr b ganzen Koeflizienten

g™ (Do D) B+ 8 (pro o ) AR 80 (g, .o py)

(€14

(o) Vag-l

g (Pu---Pu) ;ﬁ5+g;“(pl,...pp)1}“ﬁ +---+g\(,:$)(pl,...pu):O

g (t, pry - P UY 4 g0 (8 pro ) UV oo g0 (1 pyy ) =0

so bilde man die ganze homogene lineare Funktion der unbestimme-
ten Konstanten a

AW I

- ](0) ) , ) “Zax w “Seu

Vl_z [aaaAmani&é*a—-+--—+a&“; — I
a=1,2,... Py ¢ Py

2

( ) l AW 2AW l 3U“)
+ Z | alph Alb +all) — %P gy ZTa | LS SV

1 1 ] (-‘ T ’\ ’

=1,2, .l Py cp i ¢
g:h&_.ﬁ(ﬁm) ple=t2..p “Pp

e A‘;G’L‘ cAly U
2 3 *

¢ pP c pp ¢ pP

rationale ganze Funktionen von AJ), All, U™ sind mit in Prser Pyrt
rationalen Koelfizienten und wieder gleichartigen irreduktibeln

algebraischen Gleichungen des resp. vy, ves und v Grades ge-

niigen werden.

worin die partiellen Differentialquotienten

Durch Substitution der Kombinationen aller Werte der A und
U aus den obigen algebraischen Gleichungen in v; wird sich, wenn

V= I I Ve Yo Vo

gesetzt wird, v, als Losung einer algebraischen Gleichung in v er-
geben
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(3) G(v,t,p1--P) = 8ot Pro- D)V 81(t, Prs - PV 4 81Dy, D) =0,

worin die g ganze rationale Funktionen der eingeschlossenen Grs- .
Ben und der unbestimmten Konstanten a sind, und man darf von
dieser Gleichung voraussetzen, daf sie mit Adjungierung von
t, Py, .- Py, & rreduktibel sei, da sie sonst denjenigen irreduktibeln
Faktor der v-Gleichung darstellen moge, welcher v,, also den Wert
von v fir die in dem Ausdruck der Energie enthaltenen Zweige
der algebraischen Funktionen A und U als Lisung enthélt; ist
die Kraftelunktion von t unabhiingig, dann wird auch die Funk-
tion G die unabhingige Variable t nicht explizite enthalten.

Bringt man somit G in die Form

0) A(m) (1) Aé?a?t ) ot WA!(:&
G( by Py pr!, H{V“Z(a Ay at gy Qp totlgy apy.

IAG) YA
(4) Z (a(o’ A +al) 2Bap ++ald Sy )
Py Ipy

fiur alle fur den irreduktibeln Faktor G der urspriinglichen
v-Gleichung in Frage kommenden Zweige der algebraischen Funk-
tionen A und U, so ist zunidchst unmittelbar zu sehen, daB die
oben eingefiihrten ganzen Funktionen von t, Pis- - Py

g (ts Dy, - Py) o (%=0,1,2,...v)

in bezug auf die Konstanten a ganze Funktionen vom 2*" Grade
sind, also g, keine dieser Konstanten enthilt, und es wird

() (%Si)‘z 1? (v,~D®)

sein, worin die A und U'® wenigstens in ihrer Gesamtheit andere
Zweige dieser algebraischen Funktionen als die in dem Energie-
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ausdruck gegebenen darstellen, zugleich aber auch, wie leicht zu
sehern,

- TT\ —DEN AL (99_-— fT@ ~D®)AH
_TZ; ) — oot C‘a,fé ‘.1_ o af
L\. eG M QAW
Il I D(U) - - _Tylon T Tap
G R (U R TR s (0 p,
aum
SR (U b b=t
G

Die Zusammenstellung dieser Beziehungen mit (5) liefert so-
mit fiur die in der Energie enthaltenen Zweige der
algebraischen Funktionen die Ausdriicke

°G °G ) 2G
AW = hc_a%J AW éa’&é/v,, QAL 2al®) .
oo = , =— - , ® ’
(w(}) af (EG) P (iq)
ov “ v o aV ,
Q) _
°G | 26
QAL 9—3@_,)\.1 Y aﬁm)v
e (6=1,2,0-1),
A Vi v y

so dafl sich die Energie in der Form darstellen 148t

3G\ , ,[3G\, (3G 3G
aam) v(,I =T a(0) qu éagoz) “Illlqo a;_(o}* v(llp.—lqp,

E= 11, s p-1p
°G
( v ),'.

und das HaMmiLTtonsche Differentialgleichungssystem
die Form annimmt:

T(1
—yw,
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G\ dp, (3G G G
w) e GagleGgle - lagle
°G\ dq, , (3G 2 L oG oG
(9)- (E’V )Vl de ® 2ap) v?l+m+ T {f& qLpl ‘agg) v(lh-qz_;_...
oG G

Bemerkt man noch, daB sich aus der G]lemhung G(\ t. pp Pp_) 0
durch Differentiation nach t

dG 3G dv 3G dp, 3G dp, - 3G
0= = + e LI
dt  2v dt dp, dt 3p, dt | at

oder vermoge (9):

0

oG\ [2G oG aG) +__+( oGy G [/ 3G G
(ﬁ)v (E)f (E‘—p;)v (Tc)&—ﬁ? flh @)?“ +"+aTJH (aa<°>) Tyt (a (n))qu

Q' v,

ergibt, so bilden (9) und (10) ein simultanes Differentialgleichungs-

system 2p+1%*" Ordnung in der unabhiingigen Variabeln t und den ab-
hingigen Variabeln Py - Py Aoy -+ Ay und v,, in welchem die rechten
Seiten von (9), von der unmittelbar ersichtlichen Zusammensetzung
aus den q abgesehen, ganze Funktionen v—1*" Grades von v, mit

oG\ . '
in t, py,... p, ganzen Koeffizienten sind, (T) eine ebensolche
. , v/

ganze Funktion vom v—1%" Grade in v, ist, und die rechte Seite
der Gleichung (10) wieder als eine ganze Funktion v¥*" oder ver-
moge G=0 auch v—1"" Grades von v, mit in t, p,, .- p, rationalen
Koeffizienten dargestellt werden kann.

Was zunichst die Gleichung (3) betrifft, deren Koeffizienten
von den GréBen t,p,, ... p, und den unbestimmten Konstanten a
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abhingen, so wird im allgemeinen der Wert, welchen v, fir ein
bestimmtes Wertsvstem

Pp=Ty

annimmt, und der mit ¥, bezeichnet werden mige, ebenlalls von
diesen unbestimmten Konstanten a abhiingig sein; nur dann wird
v, einen von diesen GrioBen unabhingigen numerischen Wert an-
nehmen, wenn die Ausdriicke

p ¥ 25

’\—
3%, 2%, 29,
L s th ~1,2,...
2all, " Jafl T Ja® (p=1,2,1)
Null sind, und also nach (2) auei
Al SA(;; Al SAQI)‘ auw ( 1.9 )
AL Ty s A T T T AT \P=La4a.. 0
© P CPe ¢ Pg

b

sein muB; es wird sich somit fir ¥; dann und nur
dann ein numerischer, von den unbestimmten Kon-
stanten a unabhidngiger Wert ergeben, wenn der-
selbe gleich Null ist, woftir dann auch die A® sq-
wie die nach den Parametern genommenen partiel-
len Differentialquotienten erster Ordnung dieser
und der Kriftefunktion verschwinden.

Soll nun die Beschaffenheit derjenigen Integrale P1; - Py
Tis -+ Gy, V4 des Differentialgleichungssystems (9), (10) untersucht
werden, welche fir t==< die Werte is e Ty, 1, 0.4y, ¥y annehmen,
worin ¥, eine einfache endliche Losung der Gleichung

also
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: . e oG

ist, so wird die Entwicklung von - -, nach Potenzen von v,-%,,
-'Vl

t—=, py—7, ... py—7, geordnet, ein von diesen Differenzen freies

. . oG
konstantes Glied besitzen, und sich somit 1:—— nach positiven

. vy
steigenden ganzen Potenzen dieser Grofen entwickeln lassen mit
dem konstanten, von Null verschiedenen Gliede

1

oG k
vy |
Vis Ty ®yy--- Ty,

dann werden aber

dp, dgq, dv,
dt * dt 7 dt

in (9) und (10) in Reihen nach positiven, steigenden und ganzen
Potenzen von t—t, py—my, ... Pp—my, Q1—%y, ... Gy —%,, V,=7, in der
Umgebung dieser Werte von t und der abhiingigen Variabeln
entwickelbar sein, so daf}

dp dq dv,
11 ek il A S O T S

ist, von denen die letztere Gleichung ohne Riicksicht guf die Dif-
ferentialgleichungen fir p, und g, durch die von einem konstan-
ten Gliede freie Potenzreihe

Vl_‘?l = %\1‘(1:1_1, pﬂ_ﬂﬂ, vee pp‘_ﬁu)

ersetzt werden kann, da sich bekanntlich, weil ¥, eine einfache
endliche Lésung der Gleichung (3) sein sollte, v,—¥; eindeutig in
der Umgebung der gegebenen Werte von t,p;,...p, entwickeln
lalt. Setzt man diese Entwicklung in die ersten 2yu-
Differentialgleichungen ein, so daB sich

dp dq,
i e g T
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ergibl, worin [T, wnd K., Reihen von demselben Cha-
rakter wie % und £ sind, welche nur die Variable v,
nicht mehr enthalten, so folgt aus dem Cavcuvysehen
Satze, daBl, wenn nicht alle M, und K fir die Null-
werte der Argumente t—=, p,—=,... ,—%;, ... verschwin-
den, sich p. und q, um t==x herum durch eindeutige
Potenzreihen in der Form darstellen lassen

1st. In dem eben erwidhnten Ausnahmefall, der offen-
bar Tir jedes Wertesvstem z,, gy .--7y der q, wie aus
den Gleichungen (7) ersichtlich 1st, eintritt, wenn
fir die Werte = 7y, ...7, die partiellen Differential-
quotienten von G nach den a genommen, also die
simtlichen Gréfien

2al2Al Ay

A (1) A
3 3 Yo
o “Pe ¢ Py

oy Soefia

(e=1,2,...0)

und somit auch ¥, verschwinden, nehmen die Inte-
grale die konstanten Werte Pe =7 Qg =%, amn.

Entmimmt man jedoch v, nicht aus der Gleichung G=0, son-
dern legt nach der Reihenentwicklung des reziproken Wertes von

oG , - : .
F das simultane Diflerentialgleichungssystem 2y 41t Ordnung
v,

(11) in der Form zugrunde

dp ,
Py R (2) uuw)
ﬁd};”—-\\fz ql_{_\\p qz.;...,+‘~lp qu

dq ,
P otin) 2 (L) 2 L &y (12) -1 0
(12) —(ﬁ-ﬁﬂé A+ 8 05 gy gp o + QT g, g, + Q0

dv,

= =80, + B gy -+ B g, RO
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worin die 3, 2, nach positiven steigenden ganzen Potenzen von
ViV, b=%, Py— 7y, - py—m, fortschreitende Potenzreihen bedeuten,
so folgt wieder unmittelbar aus dem Caucuyschen Satze, daf
P> Tor Vo eindeutige Potenzreihen von t—=< sein wer-
den, welche Tiir t=< die Werte ¥, 7, ... 7, %, ---%, an-
nehmen, aufler wenn, wie aus

Qo =7 (dp=p)s G =%+ 225 (qp %) +(dp =)’

ersichtlich, in s&mtlichen nur von v,—¥, t—=, p—%p .-
P T %1y - %y, abhédngigen Ausdriicken

QU2 4o+ Q2 1 QU 4o QI

v

0
pr %+ g

R N2 ‘e 1SRG, )
B oy + B 2+ -+ + B, + B

keine von vi—¥, py—my, ... p,—7m, freien Glieder vor-
kommen, in welchem Falle sich wieder konstante
Integrale ergeben; i1st dies zundchst fiir die ersten
beiden dieser drei Ausdricke der Fall, verschwin-

d o .. .
den also dlzp und _d_cifi fiir das bezeichnete Werte-

system, so folgt aus der Gleichung (9), daB auch
oG
e fur t==, py=mng, ... Pp="p den Wert Null annehmen
mufBl, wenn auch der dritte Ausdruck verschwinden
soll, und diese Bedingung wird erfillt sein, wenn
die Gleichung G(vy, t, py,-..p,) =0 die Zeit t nicht ex-
plizite enthidlt, oder die Kréaftefunktion von der
Zeit t unabhingig ist.

Nehmen wir nunmehr an, dafl die Gleichung

G (V) = go(ts Piy - Pu) V* + 84 (b, Pyy - P) vV o+ 2y (6, Py Py) = 0

fur t==, py==y, ... py=m, wieder eine einfache, aber unend-
lich grofle Lésung hat, also

gU(T’ [DTRER 7:;1) =0, g4 (T‘a Tcla“ .. Trp.) +0
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1st, und setzt man v= - | so0 crgibt sich, wenn
1 '
Al . LY I w1 ,
I (u)ﬁg‘,n +g,gnT e g udgg

die Beziehung
(}(v) =u I (M) .

g ,
’('J" =y (V]‘(n) —n _(],Ij(“) )

und hieraus
ov du

2

— v (gvu, w1 2g ,ur 4 n (V_-[)‘ gu+ "g@) :

oder fiir eine Lisung v, der Gleiulmng G(v):() und die ent-
sprechende u, der Gleichnung I‘(u)=0 durch Substitution von g,
aus letzterer

AG :
(avlfhﬂﬁ“¢@&nf“+b—U&AHT%~~+gJ-
Durch Substitution der Variabeln u in die HamiLroxschen
Differentialgleichungen (9) und (10) werden diese bei Beriicksich-
tigung der oben gemachten Bemerkung, daf go(t,pl,...pu) von
den unbestimmten Konstanten a in dem Ausdruck (2) fir v, un-
abhangig 1st, wenn '

V"'l i y-2 ] [
veg, iy (v—1)g, w1 g, Uy + gy =H(u,)
A 2 2
S8y ety P8 Tl - K0 (" )
Y@ 1 a0 7T Ty g T Mot
Jaf) dal) dall P
> 2 2
B L 8 e,
o 5 T - .‘_‘_
J . /F;) 3 a&:) “
13) 3 3 2
( ) D gV ];]\) + L g\l—l uu_] R __t‘_gﬁl_ _ I( (F) (]” )
a® T ag® Y T T e T
_a;%{_ uY _agl—l_ Sl agg K (U )
a0 ' o ! 2t :
og. °g J
1 g
- I e K, (ny)
pp ¢ pp h pp




Uber die HamiLronschen Differentialgleichungen der Dynamik: IT. (A. 10) 29

gesetzt wird, welche Ausdricke samtlich ganze Funktionen von
u; mit in t, py, Py, --- P, ganzen rationalen Koeffizienten sind, in
das folgende Dilferentialgleichungssystem tibergehen:

d L
u; H(u,) dp: =KO(u)) q + KG(u;) g+ - +KO (w)q,
u ]-1(11 )ngi_ LK(p)( 2 1K) 2
1 1 dt =T 2 vy Ul)ql—""“‘i w.(ul)qp.

“‘[{(1%:) (Un) g, qo— Kp.—ip.( )qp_ lqp+K(F) ‘(p-‘-—“i,.z, p.)i

(14)

=—u, K(u;)H(u,)

- K, (U]L)‘ (K:ﬂ) (u) g, + K (uy) gy + -+ + K%?y)_ (uy) qp)

~ K, () (K () g + K (u) g+ - + Ky (uy) qQp) ;

dessen Integrale zu untersuchen sind, wenn fir t=1 die abhingi-
gen Variabeln uy, Py, .- Py Qi --- 4, die Werte 0,7, ... =
annehmen sollen.

F,zl,---‘y‘p

Da sich nun, weil g (=, =, ﬁg) 4 0 sein sollte, der reziproke
Wert von H(ul) in eine nach positiven steigenden ganzen Poten-

zen von Wy, t—7, py—mp, - Pp— Ty fortschreitende Reihe entwickeln
J:iBt, so kann das System (14) in die Form gesetzt werden

p
u, —&

It =‘EQ’%+?E§3’ q2+"“+$gl)%

d - _ ) ,
(15)) v, F(i—e - aéu)q%_,_...+Qéumqa+ﬁgz)qlq2+,__+agl g, ,q, +OF

d o
% =U9q+ UP g+ + UP q, + UP (e=1,2,.--1),

Uy

worin die 8, £, Il wiederum Potenzreihen von u,,t-=, p;—=, .
mit ganzen positiven steigenden Exponenten darstellen, und es
werden die konstanten Glieder der rechten Seiten dieser Differen-
tialgleichungen, von dem Faktor 1/g(t,m;,-..7,) abgesehen, durch



30 (A.10) ' Lro KOENIGSBERGER:

ol ag
N1y 1 . ( N )
(Jp =29y ) %s 9_11“3 oo 4
N Clne /. -
V2 ey i-y_
o 2 Do,
%
(16)) €2 =S (B )2 R IO 1
e Qa1 ) T 2@ )07 A 3@
1 (228 Il rt G G=1,2,..0 006 T, T e V3 Ty e Tw W
¢ 2 p 3, 2
C®) {“‘gﬂ €8, 80 B + c8 &
= - (4] ~ gy Y T T AT Tttt - - -\ v
2 2 4(0) 2 240 3 1,0 | 7O
1 cPy cayg CP; cay; ng v dgm T

gegeben sein.

Da aber g;, wie oben hervorgehoben worden, eine homogene
linecare Funktion der unbestimmten Konstanten a ist, so werden die
Konstanten CZ’, CZ%, C®, wie es in der Natur dieser GriBen liegt,
von jenen Substitutionskonstanten unabhéngig sein, und es werden
sich, wie aus dem Awsdruck fir v, durch die A® und U und
deren nach p, genommenen Differentialquotienten, sowie aus den
algebraischen Gleichungen fir letztere, wie sic am Anfang dieses
Abschnitts aufgestellt worden, unmittelbar folgt,

2 ()
g g o
200 T g &
CAyy gn

und die ahnlichen ergeben.

Zum Zwecke der Untersuchung des durch die Anfangswerte
fir t== delinierten Integralsystems der Differentialgleichungen (15)
werde zundchst bemerkt, daB sich aus der Gleichung 1‘(111)2(),
weil, der einfachen Losung ¥, = entsprechend, &, =0 eine einfache
Lisung der Gleichung T'(&,, =, 7, +..7,) =0 sein wird, wieder

Uy =P(t—x p—n, ... pu—:y)

ergeben wird, worin die Potenzreihe ‘R kein konstantes Glied be-
sitzt, und durch Substitution dieses Wertes von u, in (15) das
Differentialgleichungssystem

dp, B q+ B+ + PP q,
dt B

(17)]

3, Lo () 2 (12 ~1 0
dgy 00V g7+ -+ 2 qu+ 007 q g+ D, g, + 0
dt B ’
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worin die “.BP und QP den friheren Charakter haben, nur daB sie
nicht mehr von u, abhéngen, und die konstanten, von t—=, p;—=,,-

.. Py—=, Ireien Glieder der Zahler der rechten Seiten wieder die
oben beshmmten CS' und C¥ sein werden.

Ist nun eine und nur eine dieser Grifen CY’,C¥, z. B.

C{" von Null verschieden, so bilde man das Dllferentla]lglemhungs-
system

dt | B
dpr B G+PP g+ -+ PP g

: 1 D
dp: _ By qu+ PP g+ -+ P q,,
e 1 7 Ny 3 v e e e s ma -
dp, 2]35)%4_%(12)(124-.--+>1(1U')qu ’

(18);
_il-% B gill) q? oo gg@%’-) qﬁ + a(ll‘l) 0y Got e+ Q(lo) X
dpl ) $§l)ql+%§2)q2+...+ﬂ39~'«)
dg, Qg+ + QM @ + 20 qy gy + -+ QP
| dp, %51’q1+%(12’q2+~--+28§“’qu Y e ,

dessen rechte Seiten sich nunmehr, da C"+0 sein sollte, als Potenz-
reihen von py—n;, t—71, py—m,, ---Ppy—m, darstellen lassen, deren
konstante Glieder, da * ein solches nicht besitzt, saimtlich Null
sind, so daf sich fiir die Differentialgleichungen (18) fur das Sy-
stem der Integrale, welche fir p,==, die Werte t=r1, p,=m,, ...
P ="y Q=% Q=% annehmen sollen, konstante Werte ergeben.
Ist jedoch noch eine der Konstanten C“) CY auBer C{» z.B. CJ’

von Null verschieden, so wird die reohte Se1te der Differential-
C(l)

d
gleichung fur »&L das von Null verschiedene Anfangsglied v
Py

besitzen, und es werden sich somit nach dem CaucHYschen Satze
by Pay Pay -+~ gy Gos - - als emndeutige Potenzreihen mit ganzen positi-
ven Exponenten von p,—=, ergeben; ist nun infolgedessen

t—v=a,(p;~ )" +3n+1(P1_7T1)n+1+“'7
also

1 1 2
P1i—7=a, ! (t*':) + oc2(t——'r)‘n deee,

so ergibt sich
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woraus dann

v v V=1

Ulzsv(t—'r)“+---, also \'l:b‘;l(’[——f) ".{_gl(t._.,;) nog

folgt, und die Resultate bleiben dieselben, wenn zwei beliebige der

Konstanten CZ, C# von Null verschieden sind.

Wir finden somit,

dafi, wenn die Gleichung G(vl,t}pl,...pp)z() fir
t=7py=7%p...py=m eine unendlich groBe Lisung und
zwar einfach besitzt. und mindestens zwei der durch
(16) bestimmten Konstanten Cé”, Cf’ von Null ver-
schieden sind, die durech diese Anfangswerte be-
stimmten Integrale der HaMiLtoxschen Differential-
gleichungen (15) durch Potenzreihen darstellbar

sind, welche nach positiven steigenden ganzen Po-
1

tenzen von (t—v)" fortschreiten, wenn der erste It
jenes Wertesystem genommene, nircht verschwindende
Differentialquotient von t nach einem der p oder q,
welches einer der nicht verschwindenden Konstan-

ten zugehort, der n' ist.

Fir den Fall, daff nur eine der Konstanten von Null ver-
schieden ist, oder alle den Wert Null haben, wird das Difleren-
tialgleichungssystem (17) die Form haben

dpg _ plt=mpies, ql—x.l...:)
dt r{t—7 p—=%....p,—=
( 1 1 1+ (!-) (p :1, 2, 1 [L)
Adp _ splt=mpi—my o gy )
dt r (t—r, Pi—7 .. PEL"_I(L) ’

worin die Potenzreihen r, r.s 8. keine konstanten Glieder enthalten,
die r; lineare Funktionen der q, die sc ganze Funktionen zweiten
Grades dieser GroBen sind, und die Integrale dieser Form von

Differentialgleichungen werden spiter bei der Zulassung gleicher
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endlicher Losungen von G(vy,t,py,...p,)=0 fir t=1,p=mx, ...
p.=7, néher zu untersuchen sein. '

Sollen ferner fiir t =< die Integrale p,, py, --- p5 unendlich grof
sein, wihrend pg.=mg,y, ... Pp="my, §;=%, --- q, =%, gegeben sind,
und setzt man

1 1 1

pl:P_l’ Pzz“P—za----P’a:Fga

so daB durch Wegschaffen der Nenner sich

1 1
G’(V,t'a P1s -..py_) = G(Vvta?l, .“?8‘, Douss - - pu)
1
= Pi" P;‘Z.._Pgﬁ Gl(vaty Pl, --.Pa, P8+1’ - pp.)

ergibt, so werden die HamiLronschen Differentialgleichungen (9)
und (10) in

oGy dP, pe 0 Gy aGl

— cee — P2 L
dv, dt T e 249 4G — Py a (0) dy. (0—1,2,...8)
3G, dpo+8 oG, oG,
, G+t G (=123
dv, dt a5 ' 2aly, ™ (o1 )
3G, dq, ;| 9Gy . 9G,
_ = = +—____
v, dt ° dal Qi 2af) 9
qG G,
(19)‘ 3 (p) 0 + T 3aw C (pzl,2,...p,)

2G \Pdv,  9G, 3G, 3G, 26,
(avi) dt 3t dv, “\Pi3p, 5p, 1F101)| 7 F
3G, 3G
+ (P% 3P, =% Py Gﬁ) (}) ol)‘h )

aGl CG1 G aGi ) \
5 T q, + ces— a 0) qy+ -]
Psir \2afl,, P a,

Sitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math.-naturw. K1 A. 1917. 10, Abh.




34 (A.10) Leo KOENIGSBERGER:

iibergehen, und es sind fir dieses Differentialgleichungssystem die
Integrale zu untersuchen, wenn fir t=< P,=P,=...= P;=0,
Ps1=Toq1 -+ Pp=7p 41 =%y -+ 4 =%, sein sollen. Ist nun wieder
¥, eine emnfache endliche Liosung der Gleichung

Gl(‘?“’f, ‘0, 0, "‘07ﬁ8+11 "’ELL) = () ;

3G, |
e 0,
v 1 V_'I,T1O,O7...ﬁ8+l,-..7=

g
G,
v,

tenzen von v,—¥,t—=, P,, ... P;, P3+1 = 841s - Py—7, fortschrei-
tende Reihe entwickelbar, so werden, da sich wiederum aus der
Gleichung Gy (v, t, Py, ... pg,y, ..) =0 v,~¥, als eine nach positiven
steigenden ganzen Potenzen der Differenzen t—=, P,-0;... P50,
P81~ %5415 -+- Pp—m, fortschreitende Reihe ohne konstantes Glied
ergibt, die rechten Seiten aller Differentialgleichungen (19) fir die
abhéingigen Variabeln P,, ... P;, Ps41r -+ Py Ay --- Gy, eine Entwick-
lung in ebensolche Potenzreihen zulassen, und da unmittelbar er-
sichtlich ist, dal} die rechten Seiten der ersten 3-Differentialglei-
chungen keine von den Differenzen P,—0, ... Pg—0 freien Glieder
enthalten, so wird sich wieder genau wie oben ergeben,

also

[y

und somit in eine nach ganzen positiven steigenden Po-

daB sich P, ... Pj, P51 - Py dis -+~ qy, Welche fir t=1
die Werte 0,...0,73,,, ... 7, %, ...», annehmen sollen,
um t=t herum in Reihen nach i)ositiven steigenden
ganzen Potenzen von t—=< entwickeln lassen, wenn
nicht die konstanten Glieder in der Entwicklung

d P8+a, d e
dt

der rechten Seiten von und von sdmtlich

Null sind; ist letzteres der Fall, dann sind die Inte-
grale wieder konstant.

Da aber, wenn

ist, sich
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ergibt, so werden unter der gemachten Annahme alle
diejenigen p,, welche fiir t=t unendlich werden
sollen, sich 1n eine Potenzreihe von t—t mit einer
endlichen Anzahl ganzer negativer Potenzen ent-
wickeln lassen.

Sollen nunmehr die Anfangswerte von q,q, ...q. fir t=r1
unendlich grof} sein, und ist wieder v, eine einfache endliche
Lésung der Gleichung G(¥,, =, ...m,) =0, so daB v,—¥, sich

in eine Potenzreihe von t—z, p,—=,, ...Py—m, und der. reziproke

Wert von sich in eine ebensolche Reihe nach positiven, stei-

dv,
genden, ganzen Potenzen dieser Differenzen entwickeln 1a8t, so
werden, wenn '

G = e Gy = G = —
QT Q)T

gesetzt wird, also die Anfangswerte von Q,, ... Q. fir t=< simt-
lich Null werden sollen, die Differentialgleichungen (9) und (10) in

dp, _%S)QZQBer+SB§;2)Q1Q3---QE+‘"$§H) QiQs Qe Gesy++-
dt Q1Q2"'Q€ (P=1127 E‘L)

057Q503- Q2+ 057 Q5Q105.- Q2 +++057Q5Q; Q,Q5..Q2 ++
dQs + 0 QG Q1 Qe e 1Geqat -+ 06 QG QL. Q2

(20)‘ dt - Q1Q ... Q2 (6=1,2, .€)

05, Q303 Q2+ 28 Q1Q3... Q2 .
dQc, + "”+‘3~§,2)Q1Q2Q§---Q§+---+~9§’3Q?---Q§ _

dt QiQ:---Qz

(oy=e+1,e+2,...p)

iibergehen, worin die B und Q nach positiven steigenden ganzen
Potenzen von t—r, p;—=,, ++- P, —7, fortschreitende Reihen sind.

Man sieht aus dem Differentialgleichungssystem (20) unmittel-
bar, daB die Entwicklungen der Zahler und Nenner

3*
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der rechten Seiten nach steigenden positiven gan-
zen Potenzen von t—< p—7p, .. pp—7y Qi—0, ... Qc—0,
Qe 1™ %cqr,--- qu—#, keine konstanten Glieder haben,
sich also die rechten Seiten 1m allgemeinen nicht
in Potenzreihen nach diesen Differenzen entwickeln
lassen, und der CavcHysche Satz somit hier nicht
anwendbar ist; es ist das Problem somit wieder ein spezieller
Fall des spiter zu behandelnden allgemeinen Differentialglei-
chungssystems, in welchem die Werte der ersten Differentialquo-
tienten der p und g, nach t genommen, fiir die gegebenen An-

fangswerte die unbestimmte Form Y annehmen.

Nur in dem TFalle, dafl nur einer der q-Werte,
z. B. q, fiir t=< unendlich grofl werden soll, werden
wir aus den Differentialgleichungen (20), welche
dann die Form annehmen

dpy _ 33&“+513L2’Q1q2+---+"-BZ-,“’Q1CIU,
dt Q,

dQ o '
(21) Td—t—l= Q(111)+Q(122)Q;q?2:__._+Q£12)Q1q2+___+£1(10)Q%

(p=1,2,...p.)

dg, _ D87+ Q8Qigi+--+ 08" Qg+ Q0 QF
dt Q2 O (6=2,3,.),

weitere Folgerungen herleiten kénnen.

Wiare namlich das konstante Glied in einer der

Reihen 3, z. B.in $’ von Null verschieden, so wiirde

sich in eine Potenzreihe von

dp,

t"‘T, pl—ﬁl, asw pp._'ty., Qb qg_y.g, xew qy_—‘xy.

d d d '
P2 P ,Ql, dagegen wiir-

dpm’ dp, , dp,

noch Q, im Nenner behalten und

entwickeln lassen, und ebenso

den die Ausdricke fir Rk

P1
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somit wieder eine Entwicklung in eine Po‘t'enzreihe
nach den angegebenen Differenzen nicht gestatten,
so daB die friher in einem analogen Falle (fiir eine einfache un-
endliche Losung der Gleichung G(v)=0) gemachten Schliisse durch
Einfihrung der neuen unabhiéngigen Variabeln p, fir das Diffe-
rentialgleichungssystem (21) sich hier nicht durchfihren lassen,
und die Behandlung dieses Falles wieder auf das spéter
zu behandelnde, wiederholt gekennzeichnete Pro-
blem reduziert ist, in welchem sich die rechten
Seiten einiger oder aller Differentialgleichungen

des Systems in der unbestimmten Form 00 ergeben —

und dies wiirde, wie unmittelbar zu sehen, der Fall sein,
wenn das konstante Glied auf der rechten Seite von
dQ,
dt

Ist jedoch das von den oben bezeichneten Diffe-
renzen freie Glied in dem Zé&ahler einer der rechten
d g,
dt
so wiirden die Differentialgleichungen (21) ersetzt werden kinnen
durch das System

Null oder von Null verschieden ist.

Seiten von

dq, )
, 2. B. von%von Null verschieden,

dt Qi
dq, amua% 2 Q2 e+ D Q, 4 - -+ 000

dp, _ Ql(T‘g) "‘"13‘*(:2) Qe+ + %é‘u) Q qpl.)
dg,  OFY+07Y Qg+~ +0§9Q gy +05 Qf

(p=1,2,...(,1.)

(22)

40, QRSP QR+ + B Qg+ + DO Q)
| dq, Q§‘1’+£1‘222’Q§q5+---+D§‘2’Qiq2+---+£12 Q3

|
L d qdl D(ll) _{_3(22) Q2q . _|_D(12b Q]l qot- +a Q2
dq, Q(zu-) + O Qi+ + D5 Q g+ 20 Qf

(51=3,---P‘-) ,

in welchem die rechten Seiten aller dieser Differentialgleichungen
in Potenzreihen entwickelbar sind, welche nach positiven, ganzen
steigenden Potenzen der Differenzen t—r, p,—=,, .. Py, Q;—0




38 (A, 10) LE0 KOENIGSBERGER:

qo—%g; ...y —=%, lortschreiten. Sind nun die in allen Gré-
Ben LfY enthaltenen konstanten Glieder Null, dann

enthalten die Potenzreihen der rechten Seiten aller Gleichungen (22)‘
keine konstanten Glieder und das System hat somit dann
nur konstante Integrale. Ist aber z B. das konstante
Glied in & von Null verschieden — die rechten Seiten

dt dp, dO, , ) ‘
von ——, -—1—9—, —Q— haben, da die Zihler den Faktor Q, be-
dq, " dq, dg,
sitzen, keine konstanten Glieder — so wiirde sich nach dem
Cavcuyschen Satze t—-=, P~ 7 Qi G5, — %5, in Potensz-
reihen mach positiven steigenden ganzen Poten-
Zen von (,—u entwickeln lassen, und sich somit,

wenn

t—7=a, ((1-2—7-2)ll ™ 3n+1(qg_"’-2)n+l R

also
1 1 2

To—rp =18, (t—7)"+ e (t—=)"+.-.

ist, die Integrale des Differentialgleichungssystems
(22) um t=< herum in der Form ergeben

e mptl
Pe—wp = ap (t—7) " Fan o (t-s) o+ (p=1,2,...1)
e — 1
q=b_p(t=7) "+b_, (t—) ™ +
-1 1 2
Qo= = 2, " (t—7)" + oy (t—2)" +
1 5

0o, %, = dy, (t-—"?) o ch.'H (t—':) SRR (61:4,5,...M) .

Soll endlich die Eigenschaft derjenigen Integrale des Hamivron-
schen Differentialgleichungssvstems (9) und (’10) ermittelt werden,
welche fiir t=o die Werte p,==,, - Py= %y qr=y, .- 4=, annehmen,

/

S0 setze man t=?, so daB
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1

1
G(V,t, Pyye-- Py) = G(V’T’ pl,...pp) T Gy (v, T, P --- D)

wird, und es wird jenes Differentialgleichungssystem iibergeheh n

3G, \ {26, (26
3G, dp, _ aa;g v(h  2a g’z v?2+ 2a), VCII”
ey "
23)!
| 1861\ o1 (3Gh) (3G (361
3G, dg, " \Baf) T T E e\ T \Galp 1B\ G,
dv, dT Tz »

und, wenn wieder angenommen wird, daR ¥, eine einfache end-
liche Losung von

G(v]’m, 7Tl’._,%):o also auch von Gl(ffl, 0, Wu---'f‘u)zo

1st, sich somit v,—¥, in eine von einem konstanten Gliede freie
Potenzreihe von

T)‘ Pi— Ty - py._’"'rcp,

entwickeln 1aBt, durch Substitution dieses Wertes von v, in (23)
nach Entwicklung der vermige der gemachten Voraussetzung
L in eine

V1
ebensolche Potenzreihe, das Differentialgleichungssystem die Form
‘haben ’

moglichen Entwicklung des reziproken Wertes von

dp,  By(T Pi—ms e DTy Gty .- Gu—5,)
(2 ) . T ( 92 )
: o=1,2,..4).
dqp _ Sp(Tv P1i=7p ..t p“—nw qq—%yy .- qp—xy_)
dT Tz |

Hieraus ergibt sich wieder, genau wie oben, daB, wenn
das konstante Glied aller Zahler Null ist, das Pro-
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blem auf das spater zu behandelnde reduziert ist,
und daBl sich wieder konstante Integrale ergeben,
wenn nur einer der Zdhler ein von den angegebenen
Differenzen freies Glied besitzt.

Haben jedoch zwei der Zahler von jenen Diffe-
renzen freie Glieder, und seien dies z. B. die Potenzreihen
T, und £, so wird man wieder das Differentialgleichungssystem
(24) in die Form setzen

drlw T2
d p, S (T, P1= gy e e Py =Ty y— %y, - - qu—-xu)

,d pp‘ $91(T’ p]_-‘:“ " )}-L—RU.’ ql_"'f’- 1300 q, _K‘U,)
dp;  Bu(T, pi=mps o Py Q=i - - Gy =%,

dqi Sjl1 (Tv P1— Ty -0 pg_xw S PRl STRTE qy.“/'g.t)
dp, R, (T., PimTps oo Pu— %y Gy — %y - - - qp—“f-#)

dqp, - apl(Ta P1—=7y, ... pp_xw Qi—g5- - qEJ._Zg; (P1=2 3 EL)
: 3Oy e W)

dp, P, (T, Prmn e Py, G2y e Gy =y

deren rechte Seiten sich der Voraussetzung nach in Potenzreihen
nach den angegebenen Differenzen entwickeln lassen, von denen

, d
die den Ausdruck d‘gi darstellende Potenzreihe ein konstantes,
1

von Null verschiedenes Glied besitzt. Da sich nunmehr nach dem
CAvcHY schen Satze T, p,, ... p, w Qi Gy als Reihen darstellen
lassen, welche nach ganzen positiven steigenden Potenzen der
Differenz p,—=, fortschreiten, so wird, wenn

T =a,(p;—m)" +a,,, (pn“fn)‘nﬂ ey
also
1 2 1 1 2
n

plﬂ-‘it1=annTn+b2Tn+---=annt n+b2t +"‘

ist, -das Integralsystem der leferentlalglelchungem
(24) die Form annchmen
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Do =B, € * b, 0 " 4
_ 1 _2
Q%= Ayt AL e (p1=2,3,...4)
g, np]+1

Im Hinblick auf die nachfolgenden Untersuchungen mogen
noch die bisher entwickelten Sitze an einem einfachen Beispiel
erlautert werden.

Sei fir ein mechanisches Problem mit nur einem freien
Parameter p die lebendige Kraft wieder in der Form gegeben

T=+%A(p)¢ also E=3A(p)q’-U,
so dafl fur
3 P 5
D 2 5
A N S
ot S, o 2 2
E=gPd-ggr

ist, so werden die zugehérigen HaMiLroNschen Gleichungen lauten

1

dp -:} dq 3
(25) at q’d———zp CI+p+P

und es soll die Natur der Integrale p und q derselben untersucht
werden, wenn fir diese die Werte fiir t == gegeben sind.

Um die G]elchungen (25) auf die Form (9) und (10) zu bringen,
hat man _ . _

=a,A+a 3A+ AP %+ ¥

zu setzen, woraus sich fiir v die Gleichung ergibt



G (v, p)

welche nur fiir
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2

2 9 9 3 )
=v —2Zapv+a p—p —~2—732+(a+a1)p =0,

p=0 gleiche Losungen besitzt.

Da nun
26 G 3
-8_‘{_=2‘1_28~p’ 831:—2-[)2 (§a2+(a+al)p) )

0‘82

G

ca

so werden die

‘ G )
(26) ;-—' =—3p (5‘ ag+ (a + ai) P) 1

3
——2p(\’—&p)—2pz(§ a,+ (a+a) p) :

Differentialgleichungen

3G dp 3G 2G dq 123G , @G
v At 2a, U 3v dv 2 28,1 " Fa
m
dp _ —2p°(Fa+t(a+a)p) 2
qf - 1 q=p?q
2p* (§a+(a+a,)p)
(27) %%_: —%P(§a2+(i%al)}3) Cipa pj(% a,+(a+a,)p)
P (% a,+(a+a)p) PE(% A+ (a+ay) P)
. L 3
== TP C+p+p?,

also in der T
Sollen nun die

at in die Differentialgleichungen (25) iibergehen,
Integrale fir t=+< die Werte p=1, =1 annehmen,

so haben die Entwicklungen der rechten Seiten der Gleichungen

(27) nach Pot
1 und 5/4; es

enzen von t—=, p—1, q—1 die konstanten Glieder
lassen sich somit, was auch unmittelbar aus den

Gleichungen (25) geschlossen werden konnte, p und q als Potenz-
rethen von t—= in der Form
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p—1=(t—7)+a,(t—7)*+
q—1=35(t—7)+by(t—7)*+
darstellen; sollen aber fir das Difﬂerentfnalg]eichungssy’stem far

t=1 p=1 und q=0 secin, dann werden die konstanten Glieder in
der Entwicklung von

oG oG oG
RV , %8, , ?2a
ag ¢ Md e -5
v ov v

in Potenzreihen von p—1 und q die Werte 0 und 2 annehmen,

und somit wieder, wie gezeigt worden, p—1 und q in Potenzreihen
nach 1—r entwickelbar sein.

Fiir das Differentialgleiohungssjstem (25) oder das durch die
Transformation p%:P sich ergebende System
dP dq

(28) G =P g TP PP

wiirden sich fir die dem Werte t=< zugehorigen Integralwerte

P=0, q=0 die entsprechenden konstanten Integrale, also auch
=0 und q=0 als konstante Integrale der Dmfferentldlglemhungen
(25) ergeben.

Die aligemeine Untersuchung der Integrale des Differential-
gleichungssystems (9) und (10) hat sich somit nunmehr noch auf den
Fall zu erstrecken, dal fir die gegebenen Werte t=1, p;=m,,..
p,=m, die Gleichung

G(Vl,‘f,nl, “.TCP') = O '

mehrfache Losungen besitzt, also auch

oG 0
ovy Ty gy oo Ty 7
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ist, und soll den Gegenstand der nachfolgenden Betrachtungen
bilden.

Wir bemerken zunichst, dal, wenn das Wertesystem =, x,, ... =
einer der GrifB3en

(2

AL AW uw
a ]
Ui e (b=12,..4)

29 A
@) L

s 40 S}

einen unendlich groBlen Wert erteilt, wegen der Willkiirlichkeit
der unbestimmten Konstanten a auch '

- AL IALL

=Y (a® Al an Chon g S
Vi = oo Say T By T3 ‘ " daa Ty

w=1,2,...1 v pl pp,

/ IAM AW
oy + Z © A0, oy e w ©Sup
(30) ca & (At sy S

| ' p=1,2,. 0 B> “P Py
2 AW
(%% C
+all et
Py “ Py

unendlich groB sein wird, und umgekehrt, so dafl, wenn wir im
folgenden annehmen, daB ¥, eine mehrfache endliche Losung
der Gleichung G=0 fiir das bezeichnete Wertesystem ist, oder daf
die Gleichungen

v, ~ = ~
(31) G(Vn Ry, - ﬁu) =, ﬂ“"[mu)_ =0

2y
‘/\1

fir den endlichen Wert ¥, zugleich bestehen, auch voraus-
gesetzt wird, daB keine der GrioBen (29) fir dieses
Wertesystem unendlich grof wird.

Dann kann aber aus den Gleichungen (7) unmittelbar ge-
schlossen werden, daB fir v,=¥%,, t=x, Py=%p---Py=m, auch die
partiellen Differentialquotienten

") (W) (Baé?é)’ (’) (afg) ! ('55‘(?)) (p=1,2.1)
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verschwinden, wiahrend die Quotienten

oG oG G oG oG

dall daf) 2alf) daf) da®
(33) i ’ ) 3 ) f; )

2G 3G 3G 3G °G

v, v, v, v, dvy

in denen Zihler und Nenner ganze Funktionen von vy, t, Py, --- Py
sind, welche fir das bezeichnete Wertesystem verschwinden, fur
eben dieses endliche Werte annehmen, welche auch Null sein
kinnen. Beziiglich dieser Quotienten mége noch bemerkt werden,

dal} sich dieselben mittels der Gleichung G=0 in die Form setzen
lassen ‘

G oG G oG

23 da T dv, dvy dvy,  T(vyt,pp---py)
(332) 3G 3G 86 3G D(6py-.-py)
ov, vy dvy av,

worin der Zihler eine ganze Funktion von v, t,p,,...p, ist, der
Nenner die Diskriminante der Gleichung G=0 darstellt, und
Zihler und Nenner wieder fiir das angegebene Wertesystem ver-
schwinden.

Unter der Annahme, daf ¥, eine endliche mehrfache
Lisung der Gleichung G(vy, 7,7y, ... 7,)=0 ist, also fur das be-
zeichnete Wertesystem die Groflen A in dem Ausdruck (1), deren

‘ ouU -
erste Differentialquotienten nach den Parametern und —a——— end-

lich sind, werden somit die Gleichungen (31) befriedigt sein sowie
die GroBen (32) verschwinden, und die HamirroNschen Differen-
tialgleichungen (9) die Form annehmen

dp, _ B a+ B g+ + BB q, C(e=1,2,)
dt % - » r =

(34)

dt | o

A 11) 2 1) L—
dq, BV i+ B @ +PBI q g+ BE W, g, + RO
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worin die P, ROV PE R ganze Funktionen von v,-¥,, t—r,
Py—#y, ... py—=, sind, welche samtlich keine konstanten Glieder
besitzen, also fir das bezeichnete Wertesystem verschwinden, und
daher Zahler und Nenner unabhingig von den dem Werte t=-
zugehorigen Anfangswerten x,, x,, -.. 7y der gy, g, .. q, nach gan-
zen Potenzen der Differenzen v,—%, t—z, p,—x, ... p,—=,, q,— Ky eon
q,—», m endliche Reihen ohne konstante Glleden entwickelbar
sein — welche die Differenzen q,—x,, .. -, —#, nur im ersten resp.
zwelten Grade enthalten —, und diese leferenma]glelchungen wiir-
den nach der vorher gemachten Bemerkung dieselbe Form bei-
behalten, wenn man den gemeinsamen Nenner durch die von v,
unabhéngige Diskriminante D der Gleichung G=0 ersetzt, wihrend
die Koeffizienten der q in den Zihlern der rechten ‘Selten von (34)
wieder den Charakter beibehalten, ganze Funktionen von v, t, Py, -
Py zu sein, welche fiir t==, p,=z,,...p,==, den Wert Null an-
nehmen.

Was nun die Form der Differentialgleichung (10) oder

2G G
(aG)Jﬂ(aG‘) 2af) Jaf)
- T i +....+_
2t fo, \op o) | 3G | B G |
v - Qv }
35 |/ 3G G\ ]
(39) 3G Sagl Jal%,
+o [ - q 4ot =
pr. v, oG oG
ov
dVI - ’ e DV Vi -
dt C
(E‘V)vl

angeht, so wird der Zihler der rechten Seite aus den vorher an-
gegebenen Griinden fir das bezeichnete Wertesystem jedenfalls
endlich sein, aber auch den Wert Null annehmen konnen Wiire

er endlich, also auch
°G dv,
dv, dt /’

' -
S
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- /d g
und somit nach (31) (71[%) unendlich, so wiirde, da sich aus (30)

o 4 A%
z Aerr dt mcc +taf) — ——+

** dt Dpp
d AW a auw
LY a0 S Al g © P0ap w 4 4
za“f‘ LT A To M o+

ergibt, und die A der Voraussetzung gemal die Zeit t nicht ex-
plizite enthielten, aus der letzteren Gleichung, welche vermoge der
HawmiLtonschen Differentialgleichungen

dp, _

Do = g, + AR g+ + A g,

in die Form gesetzt werden kann

(0) [QA(" o) A% W (
dt —z 3 11Q1+A19qo+ R 3p (A5 a1+AL qy+ - )
2

RA 1)
+ 3(1) [ 2 (Anqﬁ‘Alg% ) M(A(l) q;+AH o+ ) l
| o Dp 3p2p, |

kUL Ry |
et T o (CHGHAR G )+ }
% 191 |

1

folgen, daB einer der zweiten Differentialquotienten der A und U,

nach den Parametern genommen, oder auch, wenn die Krafte-
32

E)
funktion die Zeit t explizite enthalt, p I; fir das bezeichnete
Pe

Wertesystem der t, py, ... p, unendlich groﬁ werden miissen, da
friiher gezeigt worden, daB unter der Annahme der Existenz einer
mehrfachen endlmhen Losung der Gleichung G('VI,T,TCI, E)L)=O
weder die A selbst, noch die ersten Ableitungen dieser und der

Kriiftefunktion nach den Parametern genommen unendlich grofle
Werte annehmen durften. Wir finden somit,
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daB, wenn die Koeflizienten A von ¢4 q5 ... q{ s, .-
in dem Ausdrucke der lebendigen Kraft

1 A() A2, 1 A(L) 2, : 1
T:‘z'A(n)%‘»"?Aéz)qu“"-"A(lz)‘q1q2+‘“

fir das Wertesystem =, x,...7, weder selbst, noch die
ersten und zweiten nach den Parametern genomme-
nen partiellen Ableitungen dieser und der Krifte-
funktion, noch die zweiten Differentialquotienten
letzterer nach der Zeit und den Parametern ge-
nommen unendlich groB werden, und die Gleichung
G(vy, T 7y, ---7%,)=0 die mekrfache und dann notwendig
endliche Losung ¥, hat, der Zdahler der rechten Seite
der Gleichung (35) fur das bezeichnete Wertesystem
Vi, T 7, ---%, den Wert Null haben wird.

Wie sich aber aus den Gleichungen

G(v,t,pp--- p!L) =go(v—v,) (V—VQ) (V—‘v\,)

( i 3) = 2o(V1=V2) (vi—=¥g) -+ (v =)

AS

nach (30)
oG ev
o | = &o(Vi—va) -+ (Vi) 3 (;) = Zo(vi—va) -+ (vi—v,) AL,
v amoc v arx_x

(p =1,2,... p.)‘
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wiederum, wie schon oben gefunden, ergibt, dafl die Ausdriicke
(32) fiir das angegebene Wertesystem wegen ¥,=V, den Wert Null
annehmen, so folgt aus den analogen Gleichungen '

cG v,

(_a.{) = gy(v,—~vy) (Vj—Vg)‘ e (Vl“’?) ED

Vi

v,

(EEE) = 8o (Vi o) (Vi—va) - (Vi— Vo) 3

2
¢ pp v, ¢ pp

oG oG\ °vy
ot J, \ov), 2t 7 \2
dafl fur das bezeichnete Wertesystern auch

oG (G
—-] und |
: (at ) (app)

verschwinden, wenn die oben beziiglich der ersten und zweiten
Differentialquotienten der A und U angegebenen Bedingungen
festgehalten werden, da dann, wie wieder unmittelbar aus (30) zu

ersehen, die Griofien
v, v,
und
ot G

nicht unendlich grof werden koénnen.

Y

oder

Wenn somit die angegebenen Bedingungen fiir
die A und U und deren ersten und zweiten partiel-
len Differentialquotienten fiir das bezeichnete
Wertesystem erfallt sind, so wird der Zahler der
rechten Seite der Gleichung (35) fiir eben dieses
den Wert Null annehmen, und zwar dadurch, daB

C‘

_ 2G 2
die GroBen |—=—| und verschwinden.
ot Sjpp

Sitzungsberichic d. Heidelb. Akad., math.-naturw. KI. A. 1917, 10. Abh.
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Es moge ferner noch bemerkt werden, dafl wir der Gleichung
(35), in welcher der Zahler der rechten Seite eine in vy, t, p,...p,
rationale, in den q ganze homogene Funktion ersten Grades ist,
die Gestalt geben konnen

oG ¢ 2GN [/ 2G 3G
(o)l G (o (g o) -
3G\ (326G 3G
e ( sl )T éf;«g):}n

—_— — — - ———y

(SV )‘.

worin der Zghler e¢ine ganze Funktion von v mit in t,p;,...p,,
qy, --- 4, ganzen Koeffizienten (und zwar in den letzteren GrifBen
vom ersten Grade) darstellt, welche fir das Wertesystem =, 7,...w

unabhéngig von den Anfangswerten der q¢ den Wert, Null annimmt,
wenn fir das gegebene Wertesystem weder die A selbst noch
die ersten Ableitungen dieser und der Kraftefunktion nach
den Parametern genommen unendlich groBe Werte annehmen, und
es kann diese Gleichung nach (333) auch in die Form gesetzt werden

(36

f

vy

3G\ (3G °G
dv, _(R>P +(513:)V(F"q‘+"+rlstqﬂ)+'.+(E)(Fu1q1+"+rwqﬂ)
(8‘7) _ ) - ' 7 VI

dt 26G
o)
v/,

worin D die Diskriminante der Gleichung G=O_und die I‘qg ganze
Funktionen von v mit in t, p;, ... p, ganzen Koeffizienten sind.

?

Stellen wir nunmehr die gefundenen Resultate zusammen, so

ergibt sich der folgende Satz:
Ist die lebendige Kraft in der Form gegeben
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T=%3‘A(111)q‘f+"‘+%‘Ag&qﬁ+ﬂ‘(112)%%+"‘+A&-)—1p,qy—1q@g ,
sei ferner U die Kraftefunktion, welche die Zeit t
explizite enthalten darf, withrend die algebraischen
Funktionen A der Parameter py, Py --- Py VOR t unab-
hingig sind, und bildet man mit unbestimmten kon-
stanten Koeffizienten den Ausdruck

) 200
D T e
Py

AW ‘ 2 Um 3 U(l')‘
(ag?,;/:\ggjuagg_ﬁp“ﬁ-%u bal Sl o
<y Opl “Po

welcher der irreduktibeln Gleichung v*" Grades in v

G (Vyt, Pyy -+ Pp) =0

geniigen moge; sei ferner ein Wertesystem

t=7, py=7p - - Pu=Tp qy=%py --- Q=%

gegeben, fir welches die Gleichung G=0 eine mehr-
jfache endliche Losung ¥, besitzt, welche Annahme
die notwendige Bedingung in sich schlieBt, daB
keine der Griéfien

A) aag}; "SA%’ EU(_”
| app Epp BPF .

[ Ti R}

AW

e ?

| (9?1:2";"'*@)

fir das Wertesystem =, m,...xr, unendlich grQB wird,

so werden in den Hamintonschen Differentialglei-

chungen

4*
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G "G QG,,,
e BT R LR T g A

dpP _
dt 2
( SV )Vl
(P=1127 V‘)
. 2G 2 - oG 5 2G
rag BT T ) a1
oG cG
’ ( :aﬂ;i)\.‘,‘“"’ e ( 2a® )
dgp, _ ] )
dt

e (),

_(aG) (3G)+[(EG) (EG)+(DG) (3G>+___
2t L\ 2v o, 1\ 3p, /i \Pal} dp, /), \dall
oo G (). )
Gng v, oam pl v \Daﬁ v apz v 03(2?1). v
s JG) 3G
| (Upt,, ( a‘i’i)\}q“

G \?
(EV).

die Koeffizienten der q ganze Funktionen von v,—¥%,,
t—1, py—7y, ... py—7, sein, welche ebenso wie die Nenner
der rechten Selten kein konstantes Glied besitzen,
also Ziahler und Nenner fiir das Wertesystem ¥, ,
Ty .--®,, unabhingig von den dem Werte t=7 zugehs-
rigen Werten von =%, Qa=%,-.-q,=%,, verschwinden,
und der Ausdruck
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[

oG
op,

3G
3al),
+
(3v).

() |GG,

oG

v aﬁ}z

(s

oG

|

oG

({0 ) :
wl/ vy

da

(o

dpy, G

ov

3G

(ﬁ

q

oG

)
(D Ay

3

v
BG)

|

2

J Py

\

oG
ov

(__ﬂ

).

Ty

Py
fir jenes Wertesystem einen endlichen Wert haben,
welcher auch Null sein kann, und dann stets Null
sein wird und zwar dadurch, daf

oG G G
) \en)" G,
verschwinden, wenn keine der Grioflen
AL, A, DAS&1 2AY), ’ QU(n’ 2AR ’ 2Al) | 2 | o
(9:1727“'5‘&;0:1’21*"%)

far t=7, py=m,...p,=n, unendlich grof wird; der letz-
tere Ausdruck kann auch in der Form dargestellt

werden
oG b
)I‘11+--+(—
DPI op

)|

worin D die Diskriminante der Gleichung G=0 18t,
und die I' wieder ganze Funktionen von v mit ip
t, P, ... Pp ganzen Koeffizienten darstellen, welche
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ebenfalls fir das Wertesystem =, =,...x,, unabhingig

von den Anfangswerten der q, verschwinden.

In der Form (37) und mit Benutzung der eben hervorgehobe-
nen Eigenschaften der Zahler und Nenner der rechten Seiten der-
selben, welche, wenn fir t==, pj==), pp=m, ... p,=7%, die Glei-
chung G(vl, t, pl,pz,._.py)=0 die mehrfache endliche Lésung ¥,
hat, die unbestimmtie Form 0/0 annehmen, sollen die HamiLTon-
schen Differentialgleichungen nunmehr zugrunde gelegt werden,
um die Frage zu erdrtern, von welcher Natur die Integrale
Pi» Pos -+ Py Qs 9o+ - Gy ¥ in der Umgebung von t=+ sind, wenn
dieselben fir t== die Werte Pi=71 Pa=Fa: - - Py =T Qy=%y, Qg =", . --
q, =%, Vi=¥, annehmen sollen.

Beziiglich der Form (37) der Differentialgleichungen ist noch
zu bemerken, dafl dieselben die unabhingige Variable t nicht ex-
plizite enthalten, wenn die Kriftefunktion von der Zeit unab-
hingig 1st, und dall andernfalls durch Hinzuliigen der Differen-

: : dt
tialgleichung —dlw{z’l das System 2p-+1" Ordnung bekanntlich un-
1

mittelbar in ein solches 2p+2' Ordnung tbergeht, in welchem
die unabhéngige Variable u nicht explizite vorkommt.

Es moge endlich noch hervorgehoben werden, daB3, wenn fiir

ein Wertesystem t=q,p,==,,... p.=m, eine endliche Lisung der
Gleichung
G(“ b, 1’ ™ ) - ('

eme mehrfache, also ¥,=%, sein soll, sich aus dem linearen Aus-
druck m den unbestimmten Koefhmenten a fir v die Beziehung
ergibt

AL
) {a‘o) (Am)+ag;(”?“&)+..‘}
ol

x=1,2, . O Py
JAML) S apw
+ 2 ]Ia((’%(ﬁ(l)) 05!)3(2: aﬁ)+_'_}+a(1)( 1L _>+'”
Bhirbesw R “P
J 0 (AQ ) Ay |
= Z la (A ) a 3 +“.[
a=1,2,...10 P
2AR aUu®
+ Y {ag’é(A(Q’)+a“’( : “ﬁ)+- }+a<ﬂ>( . )+ ,
sohifeew °P1 P
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worin die eingeklammerten Ausdricke die Werte derselben fiip
das gegebene Wertesystem bedeuten, und von den Funktionen

AL Ale%, UD  uynd A®

oL Y Agz’n U(g) ]

welche Zweige der oben definierten rreduktibeln algebraischen
Gleichungen fir A,,, A, U bedeuten, mindestens zwei vonein-
ander verschieden sind. Daraus folgt aber, daB, wenn z. B.
A =A% ist, nach der oben aufgestellten Beziehung wegen der
unbestimmten Koeffizienten (Af))=(A2)) sein muB, und daher die
algebraische Gleichung fiir A, Tiir das Wertesystem t=r, py=7;,..-
pp=7, zZwei gleiche Lésungen haben, also die Diskriminante dieser
Gleichung fiir jene Werte verschwinden wird. Wir finden daher,
daBl, wenn fiir das gegebene Wertesystem keine der Diskriminan-
ten der Gleichungen fiir die Funktionen

A, 3y AU

mm’T’ ap? app

A Fp
Pe Py

b

(p=1,2, y.)

verschwindet, die Gleichung G =0 fiir diese Werte von L) JTRRRS
keine gleichen Losungen liefern kann, und da8 umgekehrt {ir den
Fall gleicher Losungen mindestens eine jener Diskriminanten fiir
dieses Wertesystem verschwinden wird.

ABT. DRUCKERE = = HEIDELBERG




