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Einleitung

»bis ist sehr -merkwiirdig,” sagt Gauvss in der Abhandlung
iiber ein neues Grundgesetz der Mechanik vom Jahre 1829, . daf
die freien Bewegungen, wenn sie mit den notwendigen Bedingungen
nicht bestehen kinnen, von der Natur gerade auf dieselbe Art
modifiziert werden, wie der rechnende Mathematiker, nach der
Methode der kleinsten Quadrate, Erfahrungen ausgleicht, die sich
aul wntereinander durch notwendige Abhangigkeit verkniipfte
GroBen beziehen (Werke, Bd. V, 5.28). Von dem Gedanken,
als Mall der Abweichung eines Wertesystems gegen ein ausge-
zeichnetes Wertesystem die Summe der Quadrate der einzelnen
Abweichungen zu wihlen, hat GAuss noch eine dritte Anwendung
gemacht, und zwar bei der Frage nach dem Minimum einer Funk-
tion von mehreren Verdnderlichen, wenn zwischen diesen noch
Ungleichheitsbedingungen vorgelegt sind. Wir kennen hieriiber
nur die Andeutungen, die er in eciner Vorlesung uber die Methode
der kleinsten Quadrate im Wintersemester 1850/51 gemacht und
iber die einer der Zuhorer, A. Rirrer, in seiner Dissertation vom
Jahre 1853 einen freien Bericht gegeben hat; die betreffenden
Stellen der Ausarbeitung der Vorlesung und der Abhandlung
RITTERS sind neuerdings in den Werken von Gavuss, Bd. X 1,
5. 469—481 abgedruckt worden.

Im folgenden wird zuniichst iber das von GGAuss angedeutete
Verfahren berichtet, das auf der Benutzung der ,,Kurven schnell-
ster Abnahme fiir die gegebene Funktion beruht (§1). Wenn man
versucht, das Verfahren durchzufiihren, so muB erstens die durch
die vorgelegten Ungleichheiten erklarte Wertemenge genauer
untersucht werden (§ 2), man hat zweitens die Differentialgleichun-
gen der Kurven schnellster Abnahme aufzustellen und zu inte-
grieren (§ 3), und es ist drittens zu erértern, ob man die Stellen
des Minimums wirklich erhilt (§ 4). Bei dem von GAuss in der
Vorlesung behandelten Beispiel, wo lineare Ungleichheiten auf-
treten, 148t sich zeigen, daB das Verfahren mit einer end-
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4 (A.11) PavL STACKEL:

lichen Anzahl von Schritten zum Ziele fihet (§ 5, 6). Die
Betrachtung der Kurven schnellster Abnahme fithrt zu einer
einfachen Begrimdung der Methode der Evier-LaGraNGEschen
Multiplikatoren fir Aufgaben des relativen Extremums, und von
hier aus gelangt man auch zu einem neuen Verfahien fiir Auf-
gaben mit Ungleichheitsbedingungen, das im Gegensatz zu dem
Gaussschen keine Integrationen erfordert (§7). Zum Vergleich
wird schlieBlich das neue Verfahren anf das Beispiel von Gauss
angewandt (§ 8).

§1

Die Andeutungen von Gauvss

Zunichst sollen die Andeutungen von Gauss in der Form, in
der sie vorliegen, wiedergegeben werden. Ob RiTTER die Meinung
von Gauss iiberall richtig getroffen hat, mufB dahingestellt bleiben.
Jedenfalls 1aBt sich daraus der Grundgedanke entnehmen, auf dem
das Verfahren von Gauss beruht, und es wird in den folgenden
drei Paragraphen gezeigt werden, wie sich dessen Durchfiihrung
im einzelnen gestaltet.

AurGaBE. Unter allen ,moglichen” Wertesystemen der
unabhédangigen Verdnderlichen r,%,,...,7, soll dasjenige ge-
sucht werden, das eine gegebene Funktion f(z;, %,...,2,)
zu einem Minimum macht, wenn als ,mdiglich” nur
diejenigen Wertesysteme gelten, bei denen m vorge-
legte Ungleichheiten

?;L(xl'rxm"'1xn)>0 (p=1,2,...,m)

erfiillt sind; dabei sei m>n.

Losune. Die Verdnderlichen zy,...,x,, migen als rechtwink-
lige kartesische Koordinaten eines Punktes in einem Euklidischen
Raume von » Dimensionen aufgefaBt werden. Durch die Un-
gleichheiten

M C?}l(xl"""fxn)éo x=12,...,m)
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wird der Punkt (z,,...,z,) auf ein begrenztes' Raumstiick R, von
n Dimensionen eingeschrinkt, und zwar besitzt R, m Grenz-
mannigfaltigkeiten von n—1 Dimensionen, in denen je eine der
m Funktionen ¢, verschwindet, wihrend die andern m—1 positiv
ausfallen.

Zunéichst bestimme man nach den bekannten Regeln den Punks
(21,-..,25), der das absolute Minimum der Funktion f(z,...,z,)
hefert Wenn alsdann die Ausdriicke cpu(a;l, ..... ) samtlwh >0
sind, so ‘ist die Aufgabe gelost, und es ist so gut als ob gar keine
Unglelchhelten vorgelegt gewesen wiren.

Im entgegengesetzten Falle liegt der gesuchte Punkt des
Minimums auf der Begrenzung des Raumstiickes R,. Um ihn zu
finden, gibt Gauss folgende Vorschrift. Man gehe aus von einem
solchen Punkte (£,,...,8,) der Begrenzung, in dem n der Funk-
tionen ¢, verschwinden, wahrend die ibrigen m—n positiv aus-
fallen, und bestimme die Richtung, in der man auf der Begren-
zung fortschreiten muB, damit die Funktion “f(z,,...,z,) am
schnellsten abnimmt, das heilt, bei der eine gegebene un-
endlich kleine Anderung der Funktion f durch die geringste
Anderung des Wertesystems (£;,...,%,) erreicht wird. Wenn das
Wertesystem (y,...,£,) in das Wertesystem (z,,...,z,) iibergeht, so
gilt als MaB der Anderung die Summe der Quadrate der ein-
zelnen Anderungen also die Grifle

(2) (2, —E) +(xz—E2) + et (2, —En)z )

Man erhalt auf diese Art eine Kurve, die auf einer der n durch
den Ausgangspunkt gehenden Grenzmanmgfaltlgkelten liegt.
Durchléduft man sie in dem Sinne, daB die Funktion 7 abnimmt,
so gelangt man entweder zu einem Punkt, wo das.Abnehmem
ins Zunehmen iubergeht, und dann ist die Aulgabe gelost, oder
zu einem Punkt, wo die gewihlte Grenzmannigfaltigkeit an eine
andere stoBt und hat jetzt von neuem die Richtung zu bestim-
men, in der die Funktion f am schnellsten abnimmt. Diese Rich-
tung liegt entweder innerhalb der anstoBenden Grenzmannigfal-
tigkeit, auf der man dann weiter zu gehen hat, oder sie gehort
der (n—2)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit an, in der sich die
beiden (n—1)-fach ausgedehnten Grenzmannigfaltigkeiten schnei-
den, und dann verléduft der nichste Teil der Untersuchung in dieser
(n—2)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit.
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Indem man so fortfahrt, gelangt man schlieflich zu einem
Punkte einer (n—r)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, die durch
den Schnitt von r der Mannigfaltigkeiten g,=0 bestimmt ist und
auf der die ibrigen m—r Funktionen ¢, positiv ausfallen, von der
Beschaffenheit, daB alle ,.moglichen” Anderungen mit einer Ver-
grofferung der Funktion f verbunden sind, und damit ist die
Stelle des Minimums gefunden.

Die r Ungleichheiten o, >0, die zu der zuletzt auftretenden
(n—r)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit gehiren, heiflen die
,,wirksamen*’ Ungleichheiten, denn die Loésung der Aufgabe
wiirde genau die nimliche gewesen cein, wenn die wirksamen
Ungleichheiten als Gleichungen vorgelegt, die iibrigen aber von
vornherein weggelassen worden wiren.

§2

Das Raumstiick §,,

Wenn nunmehr den Andeutungen nachgegangen wird, die
uns iiber die Gedanken von Gauss iiberliefert sind, so miige man
darin keine Kritik, sondern nur Ergiinzungen sehen, die aller-
dings unentbehrlich sind, wenn das Verfahren mit Eriolg durch-
gefithrt werden soll. ,

Zunidchst ist die durch die Ungleichheiten (1) er-
kldrte Wertemenge genauer zn untersuchen. Dabei mége
von der Voraussetzung abgesehen werden, dall m > n ist, vielmehr
m ganz beliebig bleiben. Dagegen soll die vereinlfachende An-
nahme gemacht werden, daf es ein Wertesystem (a,,...,a,) gibt,
fur das die m Funktionen g, positiv sind; wollte man hier die
volle Allgemeinheit wahren, so wiirden sehr umstandliche Be-
trachtungen erforderlich werden. Aus der vorauszusetzenden
Stetigkeit der Funktionen ¢, folgt dann, dall es eine zusammen-
hingende n-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit S, gibt, die den
Punkt (a,,...,4,) in ihrem Innern enthilt und far deren innere
Punkte die Ungleichheiten (1) gelten, withrend fiir jeden Punkten
der (n—1)-lach ausgedehnten Begrenzung mindestens eine der
Funktionen ¢, verschwindet; es ist moglich, daB es (n—1)-fach
ausgedehnte Teile der Begrenzung gibt, in denen gleichzeitig
mehrere der Funktionen ¢, gleich Null sind.
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Die durch die Ungleichheiten (1) erklirte Punktmenge kann
Punkte enthalten, die dem Raumstiick S, nicht angehiren; solche
Punkte werden ihrerseits zusammenhiéingende Mannigfaltigkeiten
bilden, deren Dimensionenzahl zwischen n und 0 liegt. Fiir jede
von ihnen ist dieselbe Untersuchung anzustellen, wie sie hier fir
das Raumstiick §, durchgefihrt wird; dabei macht die Anzahl
der Dimensionen keinen wesentlichen Unterschied.

In jedem Punkte der (n—1)-fach ausgedehnten Begrenzung
des Raumstiickes S, verschwindet mindestens eine der Funk-
tionen ¢,. Wenn aber umgekehrt eine der Funktionen ¢, gleich
Null ist, so kann das auBerhalb des Raumstiickes S,, mnerhalb
und anf der Begrenzung geschehen. Die Punkte, in denen eine
bestimmte Funktion ¢, auf der Begrenzung verschwindet, brauchen
keine (n—1)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten zu bilden. Hat
man zum Beispiel fir n=3 die Funktionen

(3) L=y, Pp=7Zy, G3=+75,

so besteht die Begrenzung von S; aus zwei durch die z,-Achse
gehenden Halbebenen,.auf denen beziehungsweise ¢, und ¢, ver-
schwinden, und ¢; verschwindet nur in der z;-Achse. Man erkennt,
daf die dritte Ungleichheit iiberflissig ist und weggelassen werden
darf. Dasselbe gilt auch allgemein, wenn die Punkte, in denen
eine Funktion ¢y, aul der Begrenzung verschwindet, keine (n—1)-fach
ausgedehnte Mannigfaltigkeit bilden; denn wegen der Stetigkeit
der Funktionen ¢, gehoren alle Punkte der Begrenzung von S,
zu (n—1)-fachen Mannigfaltigkeiten, in denen eine der Funktionen
®1; P2y --+» Py Verschwindet. DaB eine der weggelassenen Funk-
tionen etwa im Innern von S, gleich Null ist, hat nichts zu sagen, -
weil dadurch von S, keine Punkte ausgeschlossen werden. Mithin
darf man von vornherein annehmen, daB die Begrenzung des
Raumstiickes S, aus m Mannigfaltigkeiten von n—1 Dimensionen
besteht, in denen mindestens je eine der Funktionen ¢y, verschwin-
det, und erhédlt so m Grenzflichen Fy....F, Wenn in einer
SO]Chen Grenzfliche mehr als eine Funktlon ¢, verschwindet,
1st es allerdings zweifelhaft, zu welcher der F unkmonen man sle
rechnen soll. Jedoch gilt das immer nur fiir einen Teil der (n—1)-
fach ausgedehnten Grenzmannigfaltigkeiten ¢,=0, denn wenn fiir
Jeden Punkt einer (n-1)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, die zu
der Begrenzung von S, gehort und in dem ¢y, verschwindet, noch
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eine andere der Funktionen o, 2, ..., o, gleich Null wiire, wobel in
verschiedenen Teilen der Mannigfaltigkeit verschiedene Funktionen
zu der betrachteten hinzutreten konnten, so darl diese wegge-
lassen werden. DaB Funktionen p,, die an der Begrenzung von
S, keinen Anteil haben, nicht beriicksichtigt zu werden branchen,
1st selbstverstindlich.

Nachdem so die Reihe der Funktionen ¢, ausgesondert ist,
die fir das Raumstick §,, allein in Betracht kommen, sollen die
durch ihr Verschwinden gekennzeichneten Grenzflichen Fy,....F,,
genauer untersucht werden.

Jede Grenzfliche F, ist ihrerseits begrenzt von (n—2)-fach
ausgedehnten Grenzmaﬁnigfalt.igkeit-en, in denen mindestens
je zwei der Funktionen ¢, verschwinden. Es konnen aber darin
anch mehr als zwei dieser Funktionen gleich Null sein.

Man wird weiter gehen uind Grenzmannigfaltigkeiten erhalten,
die der Reihe nach von den Dimensionen n—2, n—3,... sind. Wenn
m > n ist, kann man bis zu Grenzpunkten gelangen, in denen
mindestens n der Funktionen o, verschwinden, es braucht aber
auch in diesen Fillen keine solchen Punkte zu geben, und dann
laf3t sich die Vorschrift nicht erfillen, da man bei der Wanderung
aul der Grenze von §, von einem Punkt ausgehen soll, in dem #n
der Funktionen ¢, verschwinden. Man uberzeugt sich leicht, daf
dieser Ausnahmefall nur dann eintreten kann, wenn das Raum-
stiick S, sich ins Unendliche erstreckt. Falls die Funktion
f(zy,...,z,) cine im Endlichen liegende Stelle des Minimums be-
sitzt, wird man von einem solchen Raumstiick S, durch eine Un-
gleichheit o, ,; >0 einen im Endlichen liegenden Teil abschneiden
kionnen, der die Stelle des Minimums enthilt, und so die Forderung
fir den Ausgangspunkt zu erfiillen versuchen.

Aber auch wenn das Raumstiick ganz im Endlichen liegt,
stoBt man aul Schwierigkeiten. Betrachtet man zum Beispiel
emn Achtflach, das von acht Dreiecken gebildet wird, die zu je vier
in Jeder der sechs Ecken zusammenstoBen, so gibt es sechs Grenz-
punkte, in denen je vier der Funktionen ¢, verschwinden, also mehr
als drei, wie es doch beim Ausgangspunkte gefordert wurde. In-
dessen hat die von Gauss vorgeschriebene Wahl des Ausgangs-
punktes fiir die Durchfithrung des Verfahrens keine wesentliche
Bedeutung und wurde von ihm wohl nur getroffen, um eine be-
stimmte Annahme zu machen. Es wird sich spéater ergeben, daB,

e
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allgemein gesprochen, der Ausgangspunkt innerhalb gewisser
Gebiete der Begrenzung von §, beliebig gewihlt werden darf,
dall aber, wenn man aus einem solchen Gebiet heraustritt, das
» Verfahren zu einer anderen Stelle des Minimums fiihrt.

§3

Die Kurven schnellster Abnahme

Von dem Ausgangspunkt A, derirgendwo auf der Begrenzung
von §, gewihlt sei, soll man nach der Vorschrift so weitergehen,
daB die Funktion f(,...,,) méglichst schnell abnimmt. Es ist
am emfachsten, den Punkt 4 (w,...,%,) in das Innere irgend einer
der m Grenzflachen F,, zu legen, sodaB seine Umgebung durch die
eine Gleichung ¢=0 bestlmmt wird.  Fir die Umgebung von A
werden die Punkte A’(z,+dxy,...,2,+dz,) durch die Gleichung

_ -
4 = i
( ‘l) \,Z=1 axv v u

bestimmt. Wird die Gleichung

n ;
(5) M= f dz, =0 ' ’
V= 1_ Ox .

hinzugenommen, so erhilt man ein (n—2)-fach ausgedehntes
Element der Schnittmannigfaltigkeit ¢=0, f=const., das durch den
Punkt A’ hindurchgeht. Von den n Differentialen dz,,...,dx,
bleiben dabei n—2 willkiirlich, wihrend die ibrigen zwei durch
die Gleichungen (4) und (5) bestimmt sind. , _

Damit beim Fortgang von A zu einem benachbarten Punkte
B(z)+8xy,...,2,+8x,) die gegebene Abnahme der Funktion
f(z1,-.., ;) méglichst schnell erfolgt, wie es das Verfahren
von Gauss fordert, muB man auf der Grenzfliche ¢=0 vom
Punkt A zu einem solchen Punkt B des Elementes der Schnitt-
mannigfaltigkeit iibergehen, daB A B ein Minimum ist. Das zieht
aber nach sich, daB AB senkrecht auf dem Elemente %teht
Folglich muf} erstens

n Jdo
6 —® 52,=0
( ) ‘Ei axv x\!




10 (A.11) PavuL STACKEL:

sein, und zweitens die Bedingung des Senkrechtstehens erfullt
werden:

(7) Y dz,3z,=0,
v=1

und zwar fiir alle zulidssigen Wertesvsteme duxy, ..., dz,, das heillt,
fir alle Wertesvsteme, die den Gleichungen (4) und (3) geniigen.
Eine leichte Rechnung ergibt, wenn zur Abkiirzung

nfle N o o & % of
(8) Vél (:,E) = [29], & en [of]
geselzt wird, die Werte
. -3 2o |
& P = {{OOJ 2z, = [#7] 2z, | o

wo 8¢ einen infinitesimalen Proportionalitatsfaktor bezeichnet.
Die Gleichungen (9) sind gleichbedeutend mit einem System von
n—1 gewodhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen
n Veranderlichen. Man kennt von ihmen die Integralgleichung
g=const. und hat sie fur den vorliegenden Zweck mit der MaB-
gabe zu integrieren, daB ¢=0 ist. Auf der Grenzfliche ¢=0 erhilt
man dann die durch den Anfangspunkt A gehende Kurve schnell-
ster Abnahme.

Nach der Vorschrift von Gavss hat man auf der Kurve
schnellster Abnahme in dem Sinne weiter zu gehen, daB die
Funktion f(#,...,2,) abnimmt, und die in §1 angegebenen Be-
trachtungen anzustellen. Fur jede neue -Grenzmannigfaltigkeit,
in die man gelangt, ist ein System von n—1 gewihnlicher Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung zwischen n Veranderlichen auf-
zustellen und zu integrieren, das die mgehomgen Kurven schnell-
ster Abnahme liefert.

Handelt es sich zum Beispiel um eine Grenzmannigfaltigkeit
von n—2 Dimensionen, die durch zwei Gleichungen ¢=0, $=0
gegeben wird, so ist in sinngeméBer Verallgemeinerung der vorher-
gechenden Anseinandersetzung das dem Ausgangspunkt A(xy,...,x,)
benachharte, (n—3)-fach ausgedehnte Element der Schnittmannig-
faltigkeit 0=0, 4=0, f=const. durch die drei Gleichungen zu er-
klaren:




Eine von Gauss gestellle Aufgabe des Minimums. (A.11) 11

n af

o] : n a] .
10) X~ dz,=0, O ¥ g4z,-0,

d e~ et
xu v=1 axv v=1 axv

3y

e
2>

<

und die zur Kurve schnellster Abnahme gehtrenden leferentlale
81y,...,8x, geniigen dann den Gleichungen

n 2 n 2 n
(11)y X, i 8z, =0, X i dz,=0, D dr,dz,=0.
v=1 y=0

Unter Benutzung des Symbols

cu

= [uo]

12) | )

v=1

0)

V

ergeben sich hieraus die Werte

9] [o¢] [of]

. o | 46 [00] (4] 4

do . I 2f
dx, <dz, Oz,

Die Differentialgleichungen (13) besitzen die Integralgleichungen

¢=const. und ¢=const.; fir den vorliegenden Zweck sind sie Imt

der MafBgabe zu integrieren, daB =0, ¢=0 ist. :
Die Verallgemeinerung auf Grenzmanmgfaltlgkeiten, die durch

r Gleichungen zwischen z,,...,%, erklirt werden, ist hiernach ein-
leuchtend. '

§4
Die Ermittelung des Minimums

Gesetzt, man habe die in der Integration der Differential-
gleichungen fiir die Kurven schnellster Abnahme liegenden Schwie-
rigkeiten iiberwunden, so ist die Losung der Aufgabe keineswegs
vollstindig erledigt. Wir wollen zuniéichst annehmen, daf man
bei der Wanderung auf solchen Kurven zu einem Punkte M ge-
langt sei, bei dem die Abnahme in eine Zunahme tbergeht. Hat
in ihm die Funktion f(z,,..., %), wirklich ein Minimum ? Damit
das der Fall ist, mul beim Fortschreiten von M in jeder ,,IOg-
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lichen* Richtung der Wert der Funktion zunehmen; dabei geniigt
es, die Richtungen zu untersuchen, die den durch M gehenden
Grenzmannigfaltigkeiten angehiren. .

Beispiele werden hier gute Dienste tun. Die Grenzmannig-
faltigkeit sei eine Ebene, deren Punkte durch rechtwinklige karte-
sische Koordinaten z, y bestimmt werden. Es sei ferner

(14) floy) = 5
T

Die Kurven f=const. sind die durch den Ursprung des Koordi-
natensystems O gehenden Geraden, mithin werden die Kurven
schnellster Abnahme die um O beschriebenen Kreise. Wird als
Ausgangspunkt 4 irgend ein von O verschiedener Punkt der z-
Achse gewithlt, so ist fiir ihn immer j=1, und wenn man den durch
ihn gehenden Kreis mit abnehmenden x durchwandert, so nimmt
f(z, ) ab, bis man in der y-Achse den Wert =0 erreicht. Von
hier ab findet wieder Zunahme statt. Mithin ist der Punkt auf
der y-Achse ein Punkt 3. Er liefert jedoch kein Minimum, weil
fir alle von O verschiedenen Punkte der y-Achse f=0 ist; der Wert
Null ist hier zwar die untere Schranke der Funktionswerte, aber
nicht ein Minimum.

Aber auch wenn der gefundene Punkt M ein Minimum liefert,
ist die Aufgabe keineswegs immer vollstindig gelost. Es sei etwa

(15) fla,y) = @ +yY =27 =y +1 .

Als Quadrat des absoluten Betrages der Funktion z2—1 der kom-
plexen Verdnderlichen z+1y hat f(z,y) fir reelle Werte von x und y
positive Werte, wenn z2—1 von Null verschieden ist, und verschwin-
det nur, wenn z2—1=0 ist, also nur an den beiden Stellen z=+1,
y=0. Damt hat man die Stellen des Minimums gefunden. Die
Kurven schnellster Abnahme sind die orthogonalen Trajektorien
der Kurvenschar

(16) (22 + y? — 2 (®—y®) = const.

Man beweist leicht, dall eine solche Kurve durch den Punkt
z=+1, y=0 geht, falls der Anfangspunkt A eine positive Abszisse
besitzt, und durch den Punkt z=—1, y=0, falls die Abszisse von A
negativ ist. Hieraus folgt, daB die Wahl des Anfangspunktes nicht
gleichgultig ist, vielmehr bedarf es einer Erirterung des Ver-
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laufes aller Kurven schnellster Abnahme, wenn man alle Stellen
des Minimums erhalten will.

Wenn man, wie es in der Lehre vom Extremum ubhch ist
und Im vorhergehenden stillschweigend vorausgesetzt wurde, die
Funktion f(zy,...,x,) im Gebiete der Wertesysteme, fir die die
Ungleichheiten (1) gelten, als eindeutig anhimmt, so wird die
Begrenzung des Raumstiickes §, von den Mannigfaltigkeiten
j=const. einfach und lickenlos berdeckt, und es .geht daher,
von singularen Stellen abgesehen, durch einen Punkt der
Begrenzung auch nur eine Kurve schnellster Abnahme.

Das Auftreten singulirer Stellen wird durch das Belsplel
(15) erlautert: Die Stellen eines Extremums sind immer solche
singuliiren Stellen, an denen durch einen Punkt der Begrenzung
unzihlig viele Kurven schnellster Anderung gehen. Die von
emem solchen Punkt ausstrahlenden Kurven werden ein gewisses
Gebiet der Begrenzung bedecken, und diese wird daher in Teil-
bereiche zerlegt werden konnen, sodafl, je nachdem man den An-
fangspunkt in dem einen oder dem anderen Bereich wéhlt, die eine
oder die andere Stelle des Extremums erhalten wird.

Die Stellen des Extremums erscheinen bei dieser
Auffassung als singuldre Stellen der Integrale eines
Systems von n—1 gewohnlichen Differentialgleichungen
erster Ordnung, und zwar als Knotenpunkte, durch die
unendlich viele Integralkurven gehen. Das erste Beispiel (14)
zeigt, dafl bei der Integration auch Wirbelpunkte auftreten
konnen; solche Punkte fiithren zu keinem Extremum. Aber auch
die Moglichkeit kann verwirklicht werden, da man einen Strudel-
punkt erhilt, dem sich die Integralkurve asymptotisch nahert.
Ein solcher Strudelpunkt kann sehr wohl Stelle des Mini-
mums sein, und dann tritt der Fall ein, daB das Verfahren von
Gauss nicht ausreicht, obwohl ein Minimum vorhanden 1st.
Leider lehlt es hier an einem Beispiel, das an Einfachheit den
beiden schon gegebenen gleichkommt; wenn man nimlich in der
Ebene von den bekannten Formen einer Differentialgleichung
erster Ordnung mit einem Strudelpunkt ausgeht, so gelangt man
rickwirts zu Funktionen f(z,y), fir die der Strudelpunkt eme -
Stelle der Unbestimmtheit ist, sodaB kein Minimum heraus-
kommen kann. Verwickeltere Uberlegungen haben zwar . zum
- Ziel -gefithrt, sollen jedoch hier nicht mitgeteilt werden.
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§5
Das Beispiel von Gavss: a) Die linearen Ungleichheiten

In der Vorlesung vom Wintersemester 1850/51 hat GaAuss
folgendes Beispiel betrachtet. Es sei

(17 f@y, o zy) = 24254+ 22

und die Ungleichheitsbedingungen mégen durch lineare Funk-
tionen gegeben werden:

(18) Qu @y -- 0y Zp) = oy +dyy Tyt lpy Ty

In Ubertragung der fir n=3 geltenden Ausdrucksweise soll also
der Punkt kleinsten Abstandes von einem der Gebiete bestimmt
werden, das durch die Ebenen 9, =0 begrenzt wird, namlich in
denjenigen, wo uberall 9, >0 wird.

Wenn der Ursprung O innerhalb des Gebietes oder auf dessen
Begrenzung liegt, so ist er selbst die Stelle des Minimums. Mithin
darf von vornherein vorausgesetzt werden, daB O auBerhalb liegt,

Wie man sofort ersieht und durch die in § 3 angegebenen
Formeln bestitigt, sind die Kurven schnellster Abnahme gerade
Linien. Zur Durchfiihrung des Verfahrens von Gauss hat man
daher nur noch die Beschaffenheit des Gebietes zu ermitteln, das
durch die Ungleichheiten ¢, =0 erklirt wird, und zu untersuchen,
ob man dabei wirklich die Stellen des Minimums erhilt.

Es kann sehr wohl vorkommen, daB es iberhaupt keinen
Punkt gibt, der den vorgelegten Ungleichheiten geniigt, oder daB
nur ein emziger solcher Punkt vorhanden ist. Wenn man aber
zwei solche Punkte P (zj,...,2;) wnd P”(af,... 2" kennt, so
lassen sich daraus unzshlig viele andere herleiten, die gleichfalls
die Ungleichheiten befriedigen. Setzt man namlich

(19) zy, = (I=0)z + 1z

und 148t die Verdnderliche ¢ von 0 bis 1 wachsen, so i1st, wenn die
Werte von ¢, in den Punkten P und P mit %, Wnd g, bezeichnet
werden :

(20 2= (U=t)o,+ g ,

und wenn ¢ zwischen O und 1 liegt, ist dieser Ausdruck >0. Man

kann diese Tatsache so ausdricken, daB mit den Punkten P’ ‘
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und P’ auch ihre Verbindungsstrecke P’ P dem Gebiete der
Punkte angehort, fir das die vorgelegten Ungleichheiten erfillt sind.

Hieraus folgt, daB3 die betrachteten Punkte ein zusam-
menhingendes Gebiet bilden. Das Gebiet braucht aber nicht
n-fach ausgedehnt zu sein, es kann auch weniger als » Dimensionen
haben. Wenn das der Fall ist, kann man die Untersuchung von
vornherein auf einen Euklidischen Raum von weniger als 7 Dimen-
sionen beschrianken. Es gilt ndmlich der Satz:

Ist in einem Euklidischen Raum von nDimensionen
ein (n—r)-fach ausgedehntes Gebiet gegeben, das durch
k lineare Ungleichheiten in n Verdnderlichen ausge-
schieden wird, so 148t es sich auch durch lineare Un-
gleichheiten in n—r Verdnderlichen erkléaren.

Weil das Gebiet nur n—r Dimensionen hat, liegt es zunachst
in einem Euklidischen Raum von n—r Dimensionen, und seine
Grenzflichen werden durch lineare Gleichungen in n—r Verdnder-
lichen, {,=0, gegeben. Macht man jetzt den Ansatz:

(21) g9 =0,

so konnen die Konstanten ¢,=+1 so bestimmt werden, daB durch
diese Ungleichheiten genau das gegebene Gebiet erklart wird.
Die Vorzeichen ¢, ergeben sich, wenn man von irgend einem
Punkte der betreffenden Grenzfliche {,,=0 ins Innere des Gebietes
geht. Es bleibt demnach nur noch ibrig zu zeigen, daB nicht
etwa verschiedene Punkte einer Grenzfliche zu verschiedenen Vor-

zeichen fihren. Wire das aber der Fall, so wiirden auf beiden

Seiten der Grenzfliche Punkte des Gebietes liegen, und das ist
mit der Eigenschaft, daf die Verbindungsstrecke von je zwel
Punkten des Gebietes diesem ganz angehort, nicht vertrdglich.

Aus dem Vorstehenden folgt, daB es ausreicht, den Fall zu
untersuchen, wo das Gebiet der Punkte, die den Ungleichheiten
¢, = 0 geniigen, eine Mannigfaltigkeit von n Dimensionen bildet;
sie moge wieder mit S, bezeichnet werden.

§6
‘Das Beispiel von Gauss: b) Nachweis der Existenz des Minimums,

Die Funktion 22+ 22+ +22 ist stetig, und es gibt daher im
Gebiete S, mindestens einen Punkt, wo sie gleich ihrer unteren
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Schranke fir das Gebiet wird. Hieraus folgt noch nicht die
Existenz einer Stelle des Minimums, diese wird jedoch in dem
vorliegenden Fall dadurch gesichert, daB es nur einen Punkt des
Gebietes S, geben kann, in dem die Funktion gleich ihrer unteren
Schranke wird. Héatte man namlich zwei solche Punkte, P und
P”, und wanderte auf *der Verbindungsstrecke /2’ P’ von P
in der Richtung nach P, so miiBte die Funktion, da sie nicht
denselben Wert behalten kann, wachsen, und dasselbe wiirde
gelten, wenn man auf der Strecke von P’ nach P wanderte.
Mithin miBte es auf ihr einen Punkt Q geben, in dem die Funktion
ein Maximum fir die Punkte der Strecke aufweist, wahrend doch
beim Durchlaufen einer Strecke die Ent-femung von einem festen
Punkte niemals ein Maximum besitzt. Auf dieselbe Art erkennt
man auch, dafl es auBer der Stelle des absoluten keine Stellen des
relativen Minimums geben kann.

Es 1aBt sich ferner beweisen, daff das Verfahren von GAuUss
i dem vorliegenden Fall nach einer endlichen Anzahl von
Sehritten zur Stelle des Minimums fiihrt.

Man kann von vornherein erreichen, daB dje ganze Betrach-
tung sich im Endlichen abspielt. Wenn namlich das Gebjet S,
sich ins Unendliche erstreckt, so braucht man nur einen Punkt P
des Gebietes zu nehmen und durch ihn dije (n—1)-fach ausge-
dehnte Ebene zu legen, die auf 0P senkrecht steht, bei der also
alle Punkte von O mindestens die Entfernung OP haben. Ist
om.y =0 die geeignet normierte Gleichung dieser Ebene, so wird
durch die Ungleichheit o, > 0 ein ins Unendliche gehendes Stiick

von S, abgesondert, und es bleibt ein endliches Gebict mit der-
selben Stelle des Minimums ibrig.

Der Ausgangspunkt A liege im Innern einer Grenzfliche G.
Die Kurve schnellster Abnahme, auf der man von A aus fort-
zugehen hat, ist die Gerade, die A mit dem FuBBpunkt F des von
0 aul G gefallten Lotes verbindet.

Liegt der FuBpunkt F im Innern von G, so gibt er bereits
die Stelle des Minimums, und das Verfahren ist beendet.

Liegt F aufl der Begrenzung von G, so kann er das Minimum
hiefern. Tut er es nicht, so muB man eine neue Grenzfliche G’
betreten und kommt nie wieder auf G zuriick. Denn die
Funktion f nimmt beim Fortgehen bestindig ab, bleibt also stets
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unter dem Wert, den sie in /' annimmt, und dieses ist der: klemste
Wert, dessen sie auf der Grenzfliche G fihig ist. :

Liegt endlich der Fulpunkt F auBerhalb G, so” hat man an
der Begrenzung von G angelangt zu ermitteln, ob man auf dieser
weitergehen oder in die anstofende Grenzfliche iibertreten soll:
Jetzt ist es sehr wohl moglich, da man im Laufe des Verfahrens
in die Grenzfliche G zuriickkehrt, jedoch gilt fur die Wege auf G
folgende Uberlegung. Wenn der FuBpunkt des Lotes von O auf
die Ebene von G auBlerhalb G liegt, so bilde man den Grenzwert
des Quotienten der Anderung von f(2,,...,x,) und der dabei auf
irgend einer Geraden schnellster Abnahme von G durchlaufenen
Strecke. Diese Grenzwerte haben jetzt eine von Null verschiedene
untere Schranke u, und daher betrigt, wenn man auf G den Weg $
durchlauft, die Anderung von f(2g,:..,2,) mindestens u-s.

Nach diesen Vorbereitungen betrachte man erstens diejenigen
Grenzflichen G, bei denen der Fullpunkt des Lotes von O auf G
auBerhalb G liegt.. Die betreffenden unteren Schranken u haben
ihrerseits eine untere Schranke ». Wird daher der Ausgangswert
von f mit f,, der kleinste Wert von f mit %k bezeichnet, so mufl
die Summe der Wege, die man auf diesen Grenzflichen durchwan-
dert, kleiner sein als (f,—k):v. Folglich kann man.in eine solche
Grenzfliche nur eine endliche Anzahl von Malen gelangen, und
diese liefert daher nur eine endliche Anzahl von Stiicken des Weges,
der zu dem Anfangspunkt A gehort.

Zweitens kann eine Grenzfliche, auf deren Begrenzung der
FuBpunkt des Lotes liegt, nur einmal an die Reihe kommen, aus
ithr entspringt demnach nur ein Stick des Weges, der zu dem
Anfangspunkt A gehort.

Dieselben Betrachtungen wiederholen sich, wenn man in eine
der Grenzmannigfaltigkeiten der Dimension n—2 gerit, und so
geht es weiter. Es gibt in der Begrenzung von §,, nur eine endliche
Anzahl solcher Grenzmannigfaltigkeiten, denen der Reihe nach
die Dimensionen n—2, n—3,...,2,1 zukommen, und jede liefert nur
eine endliche Anzahl endlicher Strecken, die dem von A aus
durchwanderten Wege angehiren. Hieraus folgt schlieBlich, daf
die Stelle des Minimums nach einer endllehen Anzahl
von Schritten erreicht wird.

Der Punkt kleinster Entfemung von O liegt gleichzeitig auf
einer gewissen Anzahl von Ebenen ¢,=0. Gauss nennt die be-
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treffenden Ungleichheiten ¢,=>0 wirksam, weil man zu der-
selben Losung kommt, wenn die iibrigbleibenden Ungleichheiten
weggelassen werden. Hierzu ist jedoch zu bemerken, daB man
unter Umstéinden auch von den wirksamen Ungleichheiten ge-
wisse weglassen kann, ohne dafl die Lésung sich dndert. Dies
tritt ein, wenn durch den betreffenden Punkt mehr Grenzflichen
hindurchgehen, als zu seiner Festlegung notwendig ist. Zum Bei-
spie] kann im gewohnlichen Raume bei einem Vielflach der Punkt
kleinster Entfernung eine Ecke sein, in der mehr als drei Seiten-
flichen sich schneiden.

§7
Ein neues Verfahren zur Ermittelung der Stellen des Extremums.

In §4 hatte sich ergeben, daB die Ermittelung der Stellen
des Extremums darauf hinauskommt, die singuldren Stellen
der Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung
zu bestimmen, denen die Kurven schnellster Abnahme auf den
Grenzmannigfaltigkeiten des Gebietes S, gentigen. Diese Stellen
sind dadurch gekennzeichnet, dal in ihnen alle Differentiale 3z,
gleichzeitig verschwinden. Fir die singuliren Stellen auf der
(n—1)-fach ausgedehnten Grenzfliche ¢=0 erhilt man also nach
(9) die Gleichungen

22 LI R |
(22) [¢%] Y —[cpf]»ax =0 v=1,2,...,n).

Diese sind aber gleichbedeutend mit den Gleichungen:

3 2
23) f 322 g v=1,2,...,n)

Jz, dz,

fiur die Aufgabe des relativen Extremums der Funktion
f(2y,...,x,) mit der Nebenbedingung @(LyyeryZ,)=0, zu denen
dasVerfahren des EULER-LAGRANGEschen Multiplikators
fihrt. Das entsprechende gilt, wie man leicht erkennt, fir die
Grenzmannigfaltigkeiten von n—2, n—1,... Dimensionen. Mithin
wird man durch die Betrachtung der Kurven schnellster Anderung
aufl einem einfachen Wege zu der Methode der Multiplikatoren ge-
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fihrt; in der iiblichen Darstellung erscheint diese als ein-analyti-
scher Kunstgrifl, der erst nachtriglich durch den Erfolg gerecht-

fertigh wird. Die Kurven schnellster Anderung verdienen

es daher, in die Lehre vom Extremum eingefiithrt zu
werden. :

Die vorhergehenden Uberlegungen geben aber auch die
Grundlage [ir ein neues Verfahren zur Behandlung der
Extrema mit Ungleichheitshedingungen, bei dem es aus-
reichi, die Prozesse der Elimination und Differentiation
anzuwenden, die man bei der Losung der gewdhnlichen Aufgaben
des Extremums zuzulassen pflegt.

Um darzulegen, wie die Durchfiihrung sich im einzelnen
gestaltet, geniigt es, die Stellen des Minimums [liir ein Raumstiick
S, im Sinne des § 2 zu ermitteln. Zu diesem Zwecke denke man sich
die Reihe der Mannigfaltigkeiten aufgestellt, die durch irgend
welehe Systeme von Gleichungen ¢, =0 erkldrt werden; ihre Di-
mensionen gehen von n—1 bis 0. Bei einem Vielfach §; wird zum
Beispiel eine Anzahl unbegrenzter Ebenen und Geraden auftreten,
und ihnen werden sich gewisse Punkte zugesellen. Nunmehr lose
man das gewdéhnliche Problem des Minimums fiir die Funktion
f(xy,...,x,) mit den Nebenbedingungen, daf gewisse der Funk-
tionen o, verschwinden sollen; man beginnt dabei mit den Grenz-
flachen, bel denen eine der Funktlonen ¢, gleich Null ist, nimmt
dann den Fall, daB irgend zwei dieser Funktionen verschmnden
nsw, SchheB]llch gelangt man zu den Grenzpunkten, bei denen
nur der Wert zu ermitteln ist, den die Funktion f(xy,...,2,) an-
nimmt, ,

Fir jede der so gewonnenen Stellen des Minimums bilde man
die Reihe aller Funktionen ¢,- Wenn auch nur eine davon negativ
ausfallt, ist der betreffende Punkt auszuscheiden. Es bleiben die
Punkte tbrig, die auf der Begrenzung von S, liegen, wenn es
namlich deren iiberhaupt gibt.

Liegt einer der so erhaltenen Punkte im Innern einer (n—1)-
fach ausgedehnten Grenzfliche, so liefert er ein Minimum. Liegt

er dagegen aul ihrer Begrenzung, so kommt er nur in Betracht, .

wenn er gleichzeitig fir die anstoﬁenden Grenzf]lachen ein Ml][ll-
mum 1ist. ' '

Hat man ferner eine Stelle des Minimums fiir eine Grengz-
mannigfaltigkeit von weniger als n—1 Dimensionen, so ist zunichst

2%
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wieder zin unterscheiden, ob er im Innern liegt oder nicht. Bei der
ersten Moglichkeit ist zu priifen, ob die Funktion in der ganzen
(r—1)-Tach ausgedehnten Umgebung des Punktes grofier ausfallt
als in dem hetreffenden Punkte, was keineswegs immer stattfin-
den wird. Bei der zweiten Miglichkeit kommt der Punkt nur dann
in Frage, wenn er gleichzeitig fiir alle anstoBenden Grenzmannig-
faltigkeiten derselben Dimension, wie die betrachtete Grenz-
mannigfaltigkeit “aulweist, ein Minimum ist, und wenn das gilt,
so ist wiederum die ganze (n—1)-fach ausgedehnte Umgebung zu
prifen. Im duBlersten Fall kommt man zu den Grenzpunkten, in
denen mindestens # der Funktionen ¢, verschwinden, und hat hier
sogleich an die Priifung der (n—1)-fach ausgedehnten Umgebung
heranzutreten.

Die vorstehenden fberlegungen werfen ein neues Licht auf
das Verfahren von Gauss, Bei ihm hat man die Systeme gewihn-
licher Differentialgleichungen erster Ordnung zu integrieren, denen
die Kurven schnellster Abnahme geniigen. Kann man die Inte-
gration leisten, so kennt man auch dje singuliaren Punkte des
Systems der Integralkurven, unter denen sich die Punkte des
Extremums befinden. Der Unterschied gegen das neue Ver-
fahren liegt jetzt darin, daB man bei diesem fir alle Mannigfal-
tigkeiten, die sich durch Verbindungen der Gleichungen 9, =0
erklaren lassen, die Stellen des Extremums suchen hat, wihrend
bei der durch das Verfahren von Gayss vorgeschriebenen Wande-
rung aul der Grenze von S, gewisse Mannigfaltigkeiten au sgewithlt
werden, [ir die die Kurven schnellster Abnahme ermittelt werden
miissen. Falls die vorgelegte Aufgabe so beschaffen 1st, daB} jene
Integrationen sich leisten lassen, so kann eine Erleichterung
darin liegen, daB man eine solche Auswahl trifft. Dies gilt Tur das
von Gauss behandelte Beispiel, und es soll daher zum Vergleich
der beiden Methoden die Losung auch nach dem neuen Verfahren
durchgefithrt werden.

§8
Anwendung auf das Beispiel von Gauss

Zundchst hat man die Reihe der Mannigfaltigkeiten von
n—1,»—2 ... Dimensionen aufzustellen, die sich aus den Ver-
bindungen der linearen Gleichungen ¢,=0 zu ein, zwei, drei, ...
ergeben. '
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_ Dann ist vom Ursprung O auf jede von ihnen das Lot zu fillen.
Das bedeutet analytisch, daB der Ausdruck

(24) R=ai+ai+. ..+l
unter der Bedingung zu einem Minimum zu machen ist, daB zwi-
schen den Verdnderlichen x;,%,,...,x, gewisse r lineare Gleichun-
gen bestehen. Die Methode der Multiplikatoren fithrt sofort zu
n+r Gleichungen mit n+r Unbekannten, deren Auflosbarkeit
gesichert ist, weil -das Vorhandensein der Stelle des Minimums
feststeht. Es ist jedoch nicht schwer, die Auflosbarkeit auch rein
algebraisch nachzuweisen.

Endlich hat man fir die FuBpunkte der so erhaltenen Lote
die Werte simtlicher Funktionen ¢, zu berechnen und diejenigen
Punkte auszuscheiden, bei denen negative Werte der Funktionen
o, auftreten. Fir die ibrigbleibenden Punkte berechne man R
und ordne die so erhaltenen Werte nach ihrer Grofie. Der kleinste
von ihnen ist das gesuchte Minimum.

Man wird jedoch wiinschen, ein Kennzeichen zu haben, das
entscheidet, ob einer der zuldssigen FuBlpunkte das Minimum
liefert oder nicht, ohne dal man die anderen FuBpunkte zu Hilfe
zu nehmen braucht. Dies gelingt durch folgende Uberlegung.
Der betrachtete Punkt F(a,,..,a,) gehore zu einer (n—r)-fach
ausgedehnten Mannigfaltigkeit, die etwa als Schnitt der Mannig-
faltigkeiten ¢,=0,...,¢,=0 erklirt sei. Dann fragt es sich, ob der
Wert von R abnimmt oder zunimmt, wenn man auf der Begren-
zung des Gebietes S, von F zu einem benachbarten Punkte

F'(ay+3ay,...,a,+3a,) ibergeht. Dabei #ndert sich R? um den
Betrag

(25) 20,8a,++-+2a,8a,+3a +.-- +3a% .

Hieraus folgt, daB in erster Anndherung das Vorzeichen von
a3a,+--++a,da, fir die Art der Anderung entscheidend ist;
bei einem Minimum muB es positiv sein. Eine besondere Unter-
suchung erfordert der Schnitt der Begrenzung von §, mit der
(n—1)-fachen Mannigfaltigkeit '

(26) a;(Ei—a)+ - +a,E—a,) =0,
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die als die durch £ gehende, zum Fahrstrahl OF gehirende Nor-
malmannigfaltigkert gedeutet werden kann, und zwar findet
stets eime Zunahme von R2 statt, wenn man aul der Sehnitt-
mannigl'alljﬂ'l\'oit in der Richtung von /7 weg geht. Hieraus folgt,
dali ein Fulipunkt # dann und nur dann das \llmmum
licfert, wenn die in der Begrenzung liegende {(Tm-
gebung ganz aul der einen Seite der zum Fahrstrah]
OF gehidrenden Normalmanniglaltigkeit legt, diese
sethst eingeschlossen.

Man itherzengt sich leicht, dafl nicht nur die O mgehung der
Stelle des Minimums, sondern aunch das ganze Gebiet S, auf
der einen serle der zu OF gehirenden J\urmalmannig-
faltigkeit licgt. Denn gibe es einen aul der anderen Seile
licgenden Punkt P, s wiirde nach der Grindeigensehalt des
Gebietes 8, auch jeder Punkt der Verbindungsstrecke 77 qu 8,
gehdren, mithin hiitte man auch in der U mgebung von Punkte,
des Gebietes S, die aul der anderen Seite der \mmwhnannmla]-
Ligkeit Ligen, gegen die Voranssetzung., Wohl aher kann 8, sogar
emen (n—1)-fach ausgedehnten Teil der \mmalnmrmmlall101\011

in sich fassens dies tritt zum Beispiel ein. wenn das Minimuam fiir
einen innerhally einer der Grenzfliche

n o, =0 liegenden Fulipunkt
statthndet.




