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8.

* Bevor die bisher gewonnenen Resultate in etwas verinderter
und vereinfachter Form zusammengefaBlt werden, sollen, um die
nachfolgende Darstellung nicht zu unterbrechen, einige Bemerkun-

gen iiber die Beziehungen der Differentialquotienten einer algebra-

ischen Funktion zu deren Diskriminante vorausgeschickt werden.

iir die Losung y, einer algebraischen Gleichung

1

(l) f(XhXZy‘”Xm Y)‘ = Yoyv_*_‘Ylyv—. +oere +Y\J = 07

in welcher vq,vy,... v, ganze Funktionen von Xy, Xy, ... X, sind, er-
gibt sich '

Ao e
. - 2 - bl

o (cf

dy ¥ \SY ¥y ‘

oder, da die Diskriminante D der Gleichung (1), welche eine ganze
Funktion ihrer Koeffizienten ist, und deren Verschwinden die not-
wendige und hinreichendé Bedingung unter den Koeffizienten dar-

stellt, unter welcher jene Gleichung mehrfache Losungen besitat,
durch den Ausdrnck |

D =2 ()"1‘3"2)2 (5’1“3’3)2 (yv—l—y:v)‘z

(3)' : l)v__(_v_q:.l), V_g(ar) (ar) (éf) .
= [—1) - YV —— —— o« wn
l He A‘... ¥, 9‘\)7 Vs ay Yy

v
yv=1) g
oder D= (-1)* —,
. Yo
. ) of
worin S die SYLVESTER-Determinante zwischen f=0 und 30 =0
vy

Alt
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Yo Moo e s Ty, .
0 Yoty e 0
S=| vy (). . .0 0 2

0 VY% e e e .

0 L (v-—’l)*{, ‘(‘I"‘?-)T;z S SR

bezeichnet, definiert ist,

Da nun die Gleichung

f ce X LV
F(xy,..-X,,¥) = Mo xy) WY+ (e y) Y

(5) l : y¥=§

. . 2\ L v=3 i—1
ap toas JEEN S I = I - P i —
"L(fz' {131 :0}1)3“ * +(l’v—1' fy—2 Y1t Yo ¥y )—0

die Losungen y,, vy, ...y, besitzt, so wird die Diskriminante D,
derselben, welche wieder eine ganze Funkiion der Koeffizienten
dieser Gleichung, also eine ganze Funktion von x,, ... X, und y,
ist, durch den Ausdruck gegeben sein

[ Dy =y (3" 2“3"3)2 (f“' 2_}'4)2 e ()‘rv-—-l—}'v)z
(6) - (a=1) (-2 AFN /3F AF
()l =1 ”ﬁ'}i‘a(d () (5E ,
YAyl \ 3y /y
und daher, da nach (5)
e ¢F
oy - g

also
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afy of °F
—| = (F),,, und, far x+1, — —
), O et (5] (55,

und somit

0G5z roomn-ven () () ),

ist, vermoge (6) die Beziehung (4) die Form annehmen

| ol y _
a,yi _ Yo (&;)yg YZ) (Yl yg) ( —vy) D
axp i D )
worin
D= Y% (yl_vg) (371__V3) (V1“‘Vv)2 Dl
]St’a Odel‘

Da nun nach Gleichung ( ) deren Koeffizienten mit pg, Py, -+ Pu_y
bezeichnet werden mogen, -

oF ‘
33:_ = (V "1) Py’ %+ ( —2) Py e Py

1st, und sich die ganze symmetrlsche Funktion der Losungen
Yzr Yz oo ¥y Jener Gleichung

) () (25 B s osms]

=3 {(v-—azﬂ) (v-tig ) -+ (vt L) Py Py 9o Paryo D Vo 2y e YZ’“"}
-

ag; m;,--.mv = 2,3;...\'

als ganze Funktion der Koeffizienten derselben'in der Form aus'-
driicken 1aBt
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ny m

(L)j(mqr“%
P po !

worin die Griilen A und a ganzzahhge Konstanten bedeulen, und
fur welche die Gradzah! der einzelnen Posten der nach den m re-

Z 'llA(x,,ccg,_._avliz_o Pyos e P Za(p )

)
O, O, <o Oy m Py

nommenen Summe, wenn « die kleinste der Zahlen Ay Oy ... Oy 181,
durrh
Ny =My~ eee i, =v—7 .,
deren Gewichtszahlen durch
N
Tomy+2-my~+--- (.v‘—’_E) Mi,_y == v (v—]) r—z %y
2
deliniert sind, so wird
(31")(’51") (3]')
N Y .
[V [ ‘\. Py (WY v,
- ey - B as =
(:’a,,-'z—' PP\ T fo Mt )”'(i:(‘)-‘l" R Ta N )
- .. “y - Ny, L fL ‘ C e, iy My
(9) , "~Za(:1T:o?‘1) e (.;v—t“""“'f.'o.‘l‘ )
-3l |
s =
a;---ay l i )y [
v -1 1)( RIS e L N S R s . ()
357 (3 1) =0 o) (}1) .ﬂr)?-’zu—:c-z(.‘- t)*“’jw—a-t(.\:)
-
aham- - Uy )

worin 3@ (y) cine ganze Funktion von Yo vom Grade (v-1) (v-2)-o
MIL I Xy, Xy, ... X, ganzen Koeffizienten ist, welehe homogene ganze

Funktionen ct”‘ (xradps der l\:mfhzwntpn Vs Yoo ooy der Glei-
chung (1) sind.

PDaraus folgt nun nach (8). da

Yo(¥1=¥o) (Vi=¥a) - (V1= %) = v vimt o (u— Dor ™y

[RTESFY
o >
T § S Yol
und (w = Vi - A Vi T e -
C.\'p . CXG o - < .'\';

ist, dall
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oy _ Yo
'axp' D

(10) 1

y Z ra el '(Y;) L A (YJL) o Yo B (yl) +el) (Yl)

‘ V=0
Ooseinlly . To

ist, worin &' (y,) eine ganze Funktion von y, vom Grade v2-v+1-o
mit in Xy, X,,...X, ganzen Koeffizienten darstellt, welche ganze
homogene Funktionen vom o+1%" Grade der Koeffizienten v, y,,
-+ Yy Und der nach x, genommenen ersten partiellen Differential-
quotienten von yg, vy, ... Yy_1, vy sind.

Bemerkt man endlich, daf sich aus der Gleichung (1) fir po-
sitive ganzzahlige x

g’y +aflyi e gl

Wt
)

(11) y\1i—1+)t o

ergibt, worin die a{? ganze, homogene, durch vy, nicht sémtlich
teilbare Funktionen von vy,v,,...v, vom Grade x sind, so folgt
fir den Differentialquotienten einer durch die Gleichung (1[) de-
finierten algebraischen Funktion nach (10) der Ausdruck ;

TS F R ) R Y

ox, T D

L)

wenn D die Diskriminante der Gleichung (1), und @;, gy .-~ Py_yg
ganze Funktionen von x,x,,...x, und zwar ganz aus den Funk-
tionen ‘ ‘ |

Yos ’ . 9 oM oYy
039 1,--; v—1,¥7*'——,m’ e T T

0x, OX, . IX,
zusammengeselzt sind. Setzt man nun {ir y; die v—1 anderen
LZweige Vo, Vs, --- Y, der algebraischen Funktion y ein, um die
Gleichung v*" Grades fiir El? zu bilden, so erhilt man leicht

X ‘
P

durch Ausfiihrung der Summe der Kombinationen zur.1%® 2t
...v¥*® Klasse der Werte
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P .-

Y ¥, ey,
~ . & o8 oew -_,—:"_-
ox,  Ox. ¢ X,

und durch Gradbestimmung der in diese Ausdriicke eintretenden
symmetrischen Funktionen von v,,v,,...y, — ganz ihnlich, wie
oben geschehen — fiir die Koeffizienten der gesuchten Gleichung
die Ausdriicke |

j\ﬁ}_’(x{t . Xn) “lg” (Xl, - xn)
) . ' =2 '

e / = M (xy, L X,)
0 . 0

P = _ -
-‘!‘6-““_2)“‘!'1] D). ¥

worin die M™ ganze Funktionen der eingeschlossenen GroBen be-
Iy

<y

-

, wenn (v—2f +1 =0 gesetzt wird,
2x,

deuten, so daB sich fur

die algebraische Gleichung ‘elrg‘ibt;

ENAY , By !
vo4v— v~ J LD Tyt . _ U |
Y‘O D ax + {0‘ D (J‘l(xl,'.vkn) (ax )
(12) F o

. ) "_o
31‘. —2

4 _Ygd—ﬂa’ Dv’%‘ (jz(xl,... xn) ( . ) et (;v(xh "'Xn) =0,

X,

worln Gy, Gy, ...G,_; ganze Funktionen von Xy, Xy, ... X, sind, die
alle oder zum Teil noch den gemeinsamen Teiler v, besitzen
konnen.

So wird z B. fir die Gleichung
(13) xyvi4 2y = x°
die Diskriminante dmch den Ausdruck

D=4 (xs—!-i)

gegeben sein, und da

dyi o 2[n(2-x0)=-3x7 dv,  2y(2-xY)-3x7

1

dx xD S dx xD
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ist, sich die Werte der Kombinationen zur ersten und zweiten
Klasse vermoge (13) in der Form ergeben

EELJF dy, 8(x*+1) dy, dy, _ —4(x8-7x*—8x%)

dx dx _ £D ' dx dx S x2D? ’

d
so daB die quadratische Gleichung fir Ei—.lautet

| . | |
(14)  x*D? (%%) —8(x*+1)D jz— —4(x"-7x'-8x)=0,

oder durch Division mit 4‘(x"+1)

1) (e (G800 G —x(e g 0.

X X

Es mige zunéchst noch zu- diesem Beispiel bemerkt werden,
daB die algebraische Funktion vy fiir x=0 die Werte V=0, ¥o=0
annimmt, und daB sich durch Entwicklung von y in der Um-
gebung dieses Eindeutigkeitspunktes y,=w, v,=0 ergibt, was auch
unmittelbar aus der Gleichung (15) ersichtlich ist: bezeichnet je-
doch ¢ eine Lisung der Gleichung x*+1=0, woliir also die Dis-
krimimante verschwindet, so werden in dem Verzweigungspunkte

x=e sich aus (13) die beiden gleichen Werte y1=y2=—§- und wieder-

um durch Entwicklung der y-Werte um diesen Verzweigungs-
punkt y;=y,=o ergeben, was auch wieder unmittelbar aus der
Gleichung (15) folgt. Die Diskriminante D’ der Gleichung (15) er-
gibt sich unmittelbar in der Form o

¥

D = 16 (x*+1) (2,

und es besteht somit zwischen den beiden Diskriminanten D uﬂd

D’ der Gleichungen (13) und (15) die Beziehung

D' = 4D (x*-2).
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An diese fir das vorliegende Beispiol gefundene Relation
moge noch eine allgemeine Bemerknng iiher die Bezichung der
Diskriminante einer algebraischen Funktion einer unabhiingigen
Variabeln und der Diskriminante der Gleichung fisr die Ableitung
derselben gekniipft werden.,

Zunéchst ist aus der Gleichung (12) unmittelbar zn ersehen,
dafl, wenn die Diskriminante I3 mit G, keinen gemeinsamen Teiler
hat, die Diskriminante D’ der Gleichung (12), wie aus der Dar-
stellung derselben durch die SYLVESTER-Determinante hervorgeht,
durch die Diskriminante D teilbar sein wird, wie dies in dem
obigen Beispiel in der Tat der Fall war, wihrend fir die algebra-
ische Gleichung

Vi 2xv = x* =0,

deren Diskriminante
D = éxz([ﬂx)

ist, die quadratische Gleichung fir die Ableitung vou v sich in
der Form ergibt

dy\? _dy
na [ 43 20 N
D (dx —8x (:\—l) D P Ax (S}:\ —17x-8) =0,
in welcher D und x° (9:(2-1‘73(7:8) den gemeinsamen Teiler ¥ (x—1)
besitzen, und deren Diskriminante

D= 16(1—x) (9x*~12x + 4)

mit D den gemeinsamen Teiler x—1 besitzt, aber nicht dureh D
teilbar ist.

Sel nun allgemein x=7% eipe Losung der Diskriminanten-
gleichung D=0 einer algebraischen, durch eine Gleichung nto
Grades definierten Funktion ¥ einer unabhiingigen Variabeln x,
und somit ein mehrfacher Punkt jener Funktion, welche cinen
endlichen Wert + annehmen moge, so wird, wenn 2 ein s-facher
Verzweigungspunkt, also in dessen Umgebung
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ist, worin 150, S fir x=% endlich, oder Null oder unendlich
sein konnen, jedenfalls aber wieder in x=£ eine s-fache Verzwei-
gung besitzen, und daher die Diskriminante D’ der algebraischen
dy
dx
schwinden. War der mehrfache Punkt £ jedoch ein Eindeutig- -
keitspunkt, gelten also fir zwei Zweige derselben die Entwick-

lungen

Gleichung n'* Grades, welcher geniigt, ebenfalls fiir x=£ ver-

Vi =n+ag(x-E)"+a, (x-E)" 4, yy=m+ o (x-E) ¥+ ocl(x'-{) Uty
worin a, und o< 0 sind, so werden, wenn m>1"und u>1 sind, .
die beiden zugehorigen Werte der Ableitung fiir x=£ den gléichen -
Wert O annehmen und ebenso fir m=1, p=1, wenn a;=a, in den
einen Wert a, zusammenfallen, und somit x=£ wieder der Glei-
chung D’=0 geniigen, wihrend fir m>1, u=1; m=1, u>1 und

m=1, u=1, wenn a,+ a;,, Xx=% ein einfacher Punkt fiir dy st und
C ey .. ;. dx
daher die Diskriminante D" nicht zu Null macht.

Ist jedoch fir die Losung £ der Diskriminantengleichung D=0
der Wert y=o und wieder ein s-facher Verzweigungspunkt, lautet
also die Entwicklung von v in der Umgebung dieses Punktes, in
dem die algebraische Funktion' von einer endlichen Ordnung un- |
endlich wird,

Vo=a_(x—8) "Ha_ (x—E) * 4o ragra(x—8)°+-,

so werden sonst verschiedene Werte der Ableitung fiir x=£ in den.
gemeinsamen Wert unendlich zusammenfallen, und somit wieder
DI(E:)=O sein, indem in diesem Falle die beiden ersten Koeffizien-
%g- bestehenden algebraischen Gleichung ftir x=¢ den
Wert Null annehmen und daher deren Diskriminante, wie aus
deren Ausdruck durch die Syrvester-Determinante zwischen der
Gleichung fiir die gegebene algebraische Funktion und der fir
deren Ableitung unmittelbar ersichtlich ist, den Wert Null an-
nimmt. Ist jedoch der Wert x=E£, fiir den y unendlich werden
soll, ein mehrfacher Eindeutigkeitspunkt, sind also die Entwick-
lungen von y; und y, in der Umgebung von x=¢g

ten der fir
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Yi=a_y, (X-5) ra_, ,(x-5) Aot g+ a (X-2) ey (x -3

Yo = a_y, (x~8) M+ % g (X2 ety gy (x-2) 2y (x =2 4 en |

dy dy, . .
so werden auch .= und ﬂ:‘{ den gemeinsamen Wert o annehmen,
1X

dx
also x=Z wiederum der Gleichung D'=0 geniigen.

Es werden somit alle Lésungen = der Diskrimi-
nantengleichung D=0 einer algebraischen Funktion
Y von x auch die Diskriminante D’ der algebraischen
Gleichung lir die Ableitung von v zu Null machen,
mit Ausnahme derjenigen Werte von 2, welche mehre-
fache Eindeutigkeitspunkte der Funktion y dar-
stellen, in deren Umgebung die Entwicklungen der
beiden zugehérigen Zweige der Funktion v, welche
einen gemeinsamen endlichen Wert annehmen,
mit einer Potenz von (‘:—é) beginnen, deren Expo-
nenten->1 resp. =1 oder beide =1 sind, wenn im lety-
teren Falle die Koeflizienten der beiden Anfangs-
glieder voneinander verschieden sind.

So wird z. B. die durch die Gleichung
=2y l—x?— ¥ =
definierte algebraische Funktion v, da die Diskriminantengleichung
D =4(x*+x%) =0

lautet, lir x=0 und fir die Losungen der Gleichung 1+x*=0
gleiche Werte und zwar in beiden Fillen den Wert 1 annehmen;
wihrend aber die Losungen der Gleichung x*+1=0 Verzweigungs-
punkte von y sind, charakterisiert x=0 einen mehrfachen Ein-
deutigkeitspunkt und zwar sind die Entwicklingen von v in der
Umgebung des Nullpunktes

Vi=1+x4+-) yo=1-x+..-

1

also in den obigen Bezeichnungen m=1, p=1, ag+ ag. In der Tat
hat die Gleichung fiir die Ableitung dieser algebraischen Funktion
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WYY
4 (1+X3) (d X-) — (2+:) x3)2 = ()
die Diskriminante

D’ = 16 (1+x%)(2+5x°)

und also mit D den Faktor x nicht gemein.

Da somit fiir eine algebraische Funktion einer unabhéngigen
Variabeln nur diejenigen Losungen & von D=0 nicht Lisungen
von D'=0 sind, welche mehrfache Eindeutigkeitspunkte der alge-
braischen Funktion definieren, von der je zwei Zweige in der Um-
gebung derselben Entwicklungen besitzen von der Eigenschaft,
daB, wenn eine derselben mit der ersten Potenz von x—£ beginnt,
dies nicht fur alle Zweige der Fall ist, oder wenn dies fiir -alle
- Zweige statthat, die Koeffizienten dieser ersten Potenzen fiir alle
Zweige verschieden sind, so wird man, um D von diesen Werten
frei zu machen, nur zwischen D und D’ den groBten gemeinsamen
Teiler d zu suchen brauchen, und es wird dann die Gleichung
d=0 nur Lésungen und zwar alle besitzen, fiir welche nicht nur
die algebraische Funktion y, sondern auch deren Ableitung gleiche

Werte annehmen, wihrend die Auflésung der Gleichung —d—=0‘

als Losungen diejenigen und alle Werte von x liefert, welche mehr-
fache Eindeutigkeitspunkte der Funktion sind, fir welche die Ab-
leitungen sémtlich verschieden sind.

So hat in der Tat in dem obigen Beispiel die algebraische
Gleichung
Y -2y +1—-x2-x*=0

die Diskriminante
D = 4(x*+x°),

und die algebraische Gleichung fiir die Ableitung dieser Funktion
die Diskriminante

D' = 16 (25x" + 45x° +24x° + 4),

und es ergibt sich als grofiter gemeinsamer Teiler von D und D’
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d = 4 ‘(.'{3 -+ Jl) .
so daB fir alle Lisungen der Gleichung
ol =0

die beiden Werte von ¥ sowie die beiden zugehiérigen Werte von

H"y_ emander gleich werden, wihrend liir die Lasungen der Gleichung
- :

sich zwei Werte von v ergeben, deren beide Entwicklnmgfm, wie
oben bemerkt, mit der ersten Potenz von x beginnen und die ver-
schiedenen Koeffizienten +1 und —1 besitzen.

Es mége endlich noch bemerkt werden, daf}, wenn x=¢ der
Gleichung D =0 nicht geniigt, alsn die algebraische Funktion y in
x=E£ einen einfachen Punkt besitzt, wenn dieselbe endlich 1sl, die
Ableitung derselben endlich nnd eindeutig sein wird, daB aber der
Wert x=£ die Diskriminante D'=0 71, Null machen kann, da die
Ableitung y" in diesem Punkte zwar endlich und cindeutig sein
wird, aber dort einen mehrfachen Punkt hahen kann. So wird
z. B. x=12 die Determinante

D=4 (:(3+1)
der algebraischen Funktion (13) nicht zu Null machen, wihrond
die Diskriminante
D'= 16 (x%-‘l) -(:«:3~2)"’
fir diesen Wert von x verschwindet, und in der Tal nehmen

dann die beiden Losungen der Gleichung (15) den gleichen ond-
lichen Wert an

~
——

YT Gy

Es mége endlich noch hervorgehoben werden, daBl, wie aus
den Gleichungen
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of of  dy 0

ox 3y dx

a2 dy  af [dy i 2f Ay _0
axt 7 dmdy dx Ayt \dx) 2y dx®

. s = = e & & a ® & & * s @« @« = s &« ® « @

hervorgeht, keine der Ableitungen der algebraischen Funktion y
nach x genommen fiir einen endlichen Wert £ von x und den ent-
sprechenden endlichen Wert v von y unendlich gro8 werden kann,
wenn nicht die Diskriminante D fir x=& verschwindet, da ver-
moge der obigen ‘Beziehungen die beiden Gleichungen bestehen

miilten o
| fof(x,y

[(x,5)e0 =0, (_g—ﬁ)a) 0.

&}' é"rl

also D(E)=0 sein. muB, was tbrigens auch schon aus der Glei-
chung (12) unmittelbar hervorgeht.

9.

Sei die lebendige Kraft T eines Systems materieller Punkte
als homogene Funktion zweiten Grades der ersten Ableitungen
von p freien Parametern py,p,, ... p, nach der Zeit t ausgedriickt
mit Koeffizienten, welche von diesen Parametern algebraisch, aber
nicht von der Zelt abhéngen, so kann man dieselbe durch die
Substitution ‘

T
BT
in die Form setzen :

T =3 AR G+ FAY QS +-+3 AW 2 + AP G + Ay g+ AP 0, g,

worin die A" bestimmte Zweige von der Zeit t unabhingiger alge-
braischer Funktionen von p,, p,, - .- p sind, welche durch die mit
Adjungierung eben dlBSGI‘ GmBen nrredukm]beln Glelchungen vom
Grade v oB
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(1) Yg’ﬁ) (pl‘r "'Pg) A;(E - ':'(iz S)(pﬂv “-Py) A‘zugrl dree Y(IB)(p“ p‘y.) =0

Ivnﬁ

definiert sind, in welchen die Funktionen vy ganze Funktionen von
Py Pa, - Py sind; sei ferner UM ein bestimmter Zweig ciner alge-
braisch von den Parametern p,,...p, und der Zeit t abhingigen
Kraftefunktion, welche der mit Adj‘u'ngienmg von py,...p, und t
rreduktibeln Gleichung

(2) Yo(Pro--- Py t) Uy (pra oo P ) U e (Do Puat) =0
gentgt, so wird mit Hilfe der in der Form
E® — 1 Ag‘l’qf—'r ce. L %Aﬂi i_/jglz) g gs+ - *‘A‘Slmqyfn qy — ytn

dargestellten Energie das HamiLtoxsche Differentialgleichungs-
system 2p' Ordnung die Gestalt haben

e S s A Al e,
(p =1,2,. y.)
(3) dq, LY 1 A 2  eAl
i Ep-——‘— 2 ep;_ qy — - —» Vaﬁ;g; N
g, g
Sp; 14 Ep‘p Q-1 Gy 3p‘p

Fuhrt man sodann die ganze lineare homogene Funktion der
willkiirlichen Konstanten a’) und a™ ein
";l

/ 2AM AAW
vV, = Z 2 A“; - 3“3 oL alw af}
aff Taf a2 p 28 2p
(4) ) m,B:l,‘Q,,"y_\ i pp
a<p N—-— "
i o]
L a® v R ) U™
’ 3 ! ! , ¥
P ¢ pp.

worin die partiellen Differentialquotienten
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2A% ayw
8 un
“Pe P,

rationale ganze Funktionen von A“é und UY mit in py,...p, resp.
Po-e Py und t rationalen Koeffizienten bedeuten, welche wieder
glewhartlgen irreduktibeln algebraischen Gleichungen vom vg
resp. vl Grade geniigen, und bildet man durch Substitution aller
Zwelge der algebraischen Funktionen A,g und U in den Ausdruck
(4) mittels der Gleichungen (1) und (2) und der dazu gehdrigen
Gleichungen fiir die nach p, genommenen Ableitungen von A,g
und U die in v ganze Funktion

G (Vb t, P1--- p‘y_i ﬂ) |

. ‘ P
T (e le)

| _ B 3
) B3 P * 3p,
( ) a<B : U U
(am o ? )}
op app.
= gﬂ(tv‘pla . 'pp) vVt gl(t’vpla R UM a) LABRERTRE gv(ts Pis««-Pys a)
vom Grade
Vv = Vo r[ ‘Jas s
%f= 1; q

worin die g, ganze rationale Funktionen der eingeschlossenen
GroBen bedeuten, welche in bezug auf die willkiirlichen Konstan-
ten a homogen vom A" Grade sind, so wird die Gleichung

(6) G(v,t,gé,\,..pw a)=0,

welche die durch die angegebenen Substitutionen erhaltenen Lo-
sungen vy, Vg, ...V, hat, als irreduktibel vorausgesetzt werden diir-
fen, da man anderenfalls statt der Gleichung (6) den irreduktibeln
Faktor derselben zugrunde legen kann, welcher die den Zweigen
AW ynd U® zugehdrige Losung v, besitzt. Die Gleichung (6) wird
die Zeit t nicht explizite enthalten, wenn. die Kraftefunktion nur
von den Parametern, aber nicht von der Zeit abhangig ist. |

Bitsungsberichte d. Heidelb, Akad., math.-naturw. Kl. A. 1918. T. Abh. 2
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Da dann, wie unmittelbar zu sehen, die Bezichungen bestehen

(7) oG 2G | 3G
A ffg SAaB c (IH‘F; U 7 dal
w ¢ G e : o G B Pe o S G ,

worin die eingeklammerten Ausdriicke die Werte derselben fiir den
den Zweigen von Ayg und U zugehdrigen Wert von v bedeuten,
und worin die rechten Seiten dieser Gleichungen, wie aus den
linken Seiten derselben hervorgeht. von den willkiirlichen Kon-
stanten a unabhéngig sind, so wird das Diflerentialgleichungs-
system 2p"" Ordnung (3) durch die v Dlffernnt.lalglr_*mhwng.\sysl,mne
2u+1*" Ordnung ersetzt werden konnen

3G dp, 3G 26 26
: i o P Ay
v odt T 2a® T 240 2alt,
2G dq, , G , 20 26
— =y o (7 e - qa> 4 (y (T, 3 oo
3v At 2 oaw 2 2 2aty T
3 e
¢ cx
(8) + oy € - (o == 1,2
JERINTS I S
Sagl, a'd
0G dv (E‘ WG 262G (E‘(,} dG
Ry e N P gy e
3v dt \av §toav o op laa@ T aa
N cG ( S G ¢
. < . - £ . (]
‘ 2  d1° 1,0 Yu
¢ Py \Sa,{ flu.

in denen far v die Werte vy, v,,...v, zu substituieren sind.

N

Um nun die Integrale p,, +o+Pys Gys - -~ Gy, v dieses Differential-
gleichungssystems zu untersuchen, welche fiir t=t die Werte
Ty oo Ty, gy - %y und einen der als Lﬂsumgem der Gleichung

(9) G(\"l._.—.? Tys e Ty a)——-U
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sich ergebenden Wert ¥, annehmen sollen, sind zunichst die beiden
wesentlich voneinander verschiedenen Fille zu trennen, je nach-
dem ¥, eine einfache oder mehrfache Losung der Gleichung (9)
ist, liir welche noch besonders in Betracht kommt, dal die Lésun-
gen derselben nicht von den Anfangswerten x;,%,,...x, der q-Inte-
grale abhangen '

Fiir den Fall, daB ¥, eine endliche und einfache Losung
der Gleichtng (9) ist, also neben der Gleichung (9) die Un-
gleichheit besteht ’

W (Fbememsd),
! o 1

werden die Differ'entialg‘leich'ungen (8), da der réziproke
o

G
Wert der Ah]eﬂ:ung v der ganzen Funktion G sich in eine kon-
¢

vergente Reihe entwickeln liBt, die nach positiven steigenden
ganzen Potenzen der lefelenzen

(ct) Vi= Vi Pr— Ty Py — 7y, b

fortschreitet und als konstantes Glied den reziproken Wert des
Ausdruckes (10) enthilt, die Form annehmen

dp . N : o
| '_d‘.tp,___ %;i’qﬁ‘l\f’ %4__.‘_}._‘1'521-)([“ o (9;17.2’-..“)
d'qP | '
A(11) N i o
(M) dt 1 q1+ +T\("” qz ‘:B q, qg+ 4_5_13(&1- PL u. 1(3[ +§_B
dv R ) o :

-

worin die @ eindeutige Potenzreihen der Differenzen
(x) darstellen, und es werden somit nach dem Cavecny-
schen Satze diejenigen Integrale dieses Differential-
gleichungssy%tems welche fir t=1 die Werte =, ... Ty

"y V1 annehmen sollen, durch emdeutlge Potenz-

9*
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reihen von t—=7 sich darstellen lassen, die nur dann

in konstante Integrale des Systems ubergeh(‘n wenn
die Ausdriicke

R [y e q@% (p=1.2....)
()] (B0 (R 0 [ e 0
e (8 s 2, 19

in denen die eingeklammerten GrioBen die Werte
derselben fiir p, ==,.... Py = 7y, V1 =¥, bedeuten, far
jeden Wert von t verschwinden oder in der Entwicklung
der rechten Seiten der Gleichungen (11} nach Potenzen der Diffe-
renzen («) und qp—%. keine nur von der Diflerenz t—< abhiingigen
Glieder vorkommen. Soll letzteres fiir jedes Anfangssystem Xy, %o,
%, der q der Fall sein, so miissen die cinzelnen W fiir p,=m,,
-+ Pp=my, V=¥, verschwinden, dies also auch nach (8) lir die
nach t und den Konstanten a genommenen partiellen Differential-
quotienten von G statthaben, und es wiirde weiter aus (7) folgen,
da8 dann auch die Funktionen

A
A und o
v

fir das Wertesystem p, ==, -+« py ==, den Wert Null haben wnd
QU - ,
Y fir eben dieses unabhiingig von t verschwindet. Daraus er-
[+
P
gibt sich aber nach (4), daB auch v, unabhéngig von t far Py =T,
--Pp=m, verschwinden miBte, und umgekehrt wird, wenn letz-
teres der Iall ist, wegen der Willkirlichkeit der Konstanten a aus
v;=0 sich das von t unabhiingige Verschwinden der Konstanten
auf den rechten Seiten der Differentialgleichungen (11) fiir wnllkm'
liche Anfangswerte #,,%,, .. .%, der q ergeben.

Die D1fferent‘1a]glelchungen (11) konnen aber auch wieder von
der Variabeln v, unabhingig gemacht, und damit eine direkte
Transformation von (3) aul ein Differentialgleichungssystem der
2p"" Ordnung hergestellt werden, da, weil ¥, eine einfache und
endliche Lisung der Gleichung (G),__”_ .z, =0 ist, sich Tar vy—¥,

"L
v
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eine eindeutige Potenzreihe der Differenzen t—v, p,—m. ergibt,
und wir durch Substitution dieser Entwicklung in ‘die 2p ersten
. Differentialgleichungen (11) das Differentialgleichungs-
system 2p* Ordnung erhalten

= B, B, (6=1:20)
(11a)- |
dq R -
e ‘-B‘“’qf+ AP LA b - RE g q, +‘-B‘°’

worin die P, wieder eindeutige Potenzreihen der
Differenzen t—=, p,—x, darstellen, aus welchen sich dann
wieder p, und ¢, als emdeuuge Potenzreihen von t—t ergeben,
welche fur t=1 dle Werte 7, und %o annehmen, welches auch die

gegebenen Anfangswerte x der q sein mogen, und konstante Inte-
grale nur dann, wenn

Tl + B, + - 4 [T
B (B [ B,

Tt [BO]2 4 B0 4ot [0 |

B

fiir jeden Wert von t verschwinden.

Wir kinnen aber die eben gewonnenen Resultate auch un-
mittelbar aus den -urspriinglichen Hamirrox schen Differential-
glemhungen (3) herleiten, ohne dieselben durch Einfithrung der
algebraischen Funktion v auf die Jacosi-WErErsTRASS sche Nor-
malform zu reduzieren, indem wir die Bedingung, daB ¥, eine end-
liche und einfache Losung der Gleichung (9) ist, auf dquivalente
Eigenschalten der Funktionen A und der Kraftefunktion U uber—
tragen. _

Soll némlich die GroBe ¥, endlich sein, so miissen nach (4)
die Grofen

JAW N fapw
0 s (52) (o)
| | ° P P
welche die Werte der eingeklammerten Ausdriicke fir das Werte-
system «,7,...7, bedeuten sollen, wegen der Willkiirlichkeit der
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Konstanten a ebenfalls samtlich endlich sein: ferner darf aber
auch keine der Diskriminanten der algebraischen Gleichungen,
welche die Funktionen

E:L.l;@

-
< Pp-

. T

.

(Y) AJL’:, ' *p

(4}

definieren, fiir eben jenes Wertesystem verschwinden., wenn '
eme einfache endliche Lisung der Gleichung (9) sein soll. Denn,
wenn auch nur eine derselben den Wert Null annimmt, so wer-
den diejenigen Werte der Losungen v der Gleiching (G) far jenes
V‘Jertesystem einander gleich werden, welche denselben Zweigen
aller andern dieser GrdBen zugehiren und nur ecinem anderen
Lweige dieser einen, deren Diskriminante verschwindet, und
wenn umgekehrt zwei Werte von v fir jenes Wertesvsiem ein-
ander gleich sind, so werden zwei Zweige mindestens einer jener
GroBen fir das bezeichnete Wertesystem einander gleich sein
miissen, also deren Diskriminante Null werden. Damit also ¥, eine
einfache und endliche Losung der Gleichung (9) ist, ist not-
wendig und hinreichend, daf keine der Diskriminanten der alge-
braischen Gleichungen, welchen die GriBen () geniigen, fir das
gegebene Wertesystem verschwindet, und keine dieser GrisBen un-

. . QAL
endlich wird. Da aber ( X ‘:“), wenn ‘(’—\ug) endlich ist, nur dann

[ p;
unendlich werden kann, wenn die zu A,s gehorige Diskriminante
fir Jenes Wertesystem verschwindet!, so wird ¥, dann und
nur dann eine endliche und einfache Losung der
Gleichung (9) sein, wenn keine der zu den Grofen
(v) gehorigen Diskriminanten fur das Wertesvstem
T, Ty .o ®, Verschwindet, und keine der GrioBon ‘(Aaﬁ)
A
und (-— | unendlich wird.
Po

Unter diesen Voraussetzungen lassen sich aber die Grafien (Y)
als Losungen der ihnen zugehirigen algebraischen Cileichungen
bekanntlich in Reihen entwickeln, welche nach positiven steigen-
den ganzen Potenzen von t—=, Pi—% .- Py—7, fortschreiten —
wobei jedoch zu bemerken ist, daB dies auch der Fall sein kaun,
wenn eine der Diskriminanten verschwindet —, und es werden so-

' Vergl. die Auseinandersetzungen des Abschnities 8.
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mit die rechten Seiten der 2u Differentialgleichungen (3) in ein-
deutige Potenzreihen von t—=,p,—m,, q,—%, entwickelbar sein,
fiir welche die von den Differenzen py—my, ... Py=7y, Q1= 2%1,-- - Q=%
freien Glieder durch die Ausdriicke gegeben sind

17, 1)7. ()7
(8) M‘HJ ®y + [Aéz):] 29+ [A J Yy
AW FaAm ‘ ”‘A“
SO s 2 00 Y- 0 B R M2 ]
_"27 “5"7"' xl—ii*_’z7 ‘—_'\"'*—_ ’(1"‘_ /:1/9 A' *
() "pp i Cpp ) pp
£
‘ 1 ()
Al [Rue
Ppp [ LR [

worin die eingeklammerten Ausdriicke die Werte derselben fiir

beliehige t und fir p,==, Py bedeuten, und wir erhalten
somit nach dem Cavcnyschen Satze unmittelbar aus der Form (3)
der HamrnroN schen Gleichungen das nachfolgende Theorem:

U(l)
Wenn die Werte (All) und (
ry

keine der zu den Funktionen A vy

) endlich sind, und
’]A "\U

~

opp : L’p’o
gen Dlskrlmmanten fir das Wertesystem t=r, py=ny,
-+Pp=m, verschwindet, dann werden die Integrale
pP und q, des Differentialglei_chungssystems (9),
welche fir t=+1 die Werte Ty Ty, Xyy .- %y, annehmen
sollen, sich in eindeutige Potenzreihen nach t—=
entwickeln lassen, und diese Integrale werden kon-
stant sein, wenn die Ausdriicke (8) und () fir jeden
Wert von t verschwinden.

gehori-

Aber auch ohne den Ubergang durch die charakteristische
Eigenschaft der GroBe ¥, zu machen, unter den fir die A und die
Kraftefunktion angegebenen Bedingungen {ir das gegebene Werte-
system. eine endliche und einfache Losung der Gleichung (9) zu
sein, ist das eben gefundene Resultat auch unmittelbar aus den
urspriinglichen Hamivron schen Differentialgleichungen ersichtlich.
Geniigen namlich die Funktionen (y), den Gleichungen (1) und (2)
entsprechend, den irreduktibeln algebraischen Gleichungen
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| YSZB) (pm,‘ pu) Alﬂéﬁ + -{;15) (]p“ pi) A;'éﬁ_i -f~-~-+';’£:$) (pl s---P‘u.) =0
CA_q \Vap 0 SA g \Vai—l
T:,ZB) (pl, e p,u) ?}jé ) + '-’(1;5) (pn . PFL) ( 3 * o
. ¢ p:_: ) v pp
(13). + o (Do py) = 0
20U » QU
T()p (p“ - pIJ-’ t) (&Tp ) 'L 'l'lrf.(piy - p_;. t) ( 3 b, ) -+

und werden die Zweige

fur das Wertesystem p, ==, ... Py = =y, t=1 nicht unendlich,
sind also

© v (ry,...m,) =0, el CHRE B2 Yoo (F1e - 7ui7) 4,0,

und sind ferner die Werte derselben, welche je einer der Gleichun-
gen (13) angehéren, fiir eben jenes Wertesystem simtlich ver-
schieden — was stets der Fall sein wird, wenn die Diskriminanten
von (13) fir dieses nicht verschwinden —, 80 werden sich die alge-
braischen Funktionen (y) in Reihen entwickeln lassen, welche nach
positiven steigenden ganzen Potenzen von P1— s et Py—1, TeSP.
Pi—=Ty, -.. Py =7y, b—= fortschreiten, deren von den Differenzen
P1—7y ... py—mx, freien Glieder oder deren Werte [iir P1=Tq, enn
Py—m, durch

[Al],

dargestellt werden. Sind aber die Koeffizienten der q-Potenzen
aul den rechten Seiten der Differentialgleichungen (:%) In so ge-
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artete Potenzreihen entwickelbar, so werden die rechten Seiten
selbst in Reihen entwickelbar sein, welche fiir jedes beliebig ge-
gebene System der Anfangswerte %y, %;,...%, der GréBen q,, qy,.. Gy
nach positiven steigenden ganzen Potenzen von t—=, p;—x,,...
Pu— Ty Q1= Xgy - Qu =%, fortschreiten, und deren von den Diffe-
renzen p;—m, ...q;—% [reien Glieder durch die Ausdriicke (3) und
(¢) dargestellt werden. Daraus folgt aber wieder, daB unter den
fir die Funktionen A}, deren partiellen Ableitungen nach den
Parametern p, und den Ableitungen der Kriftefunktion angegebe-
nen Be.di_ngung‘en die Integrale py,... P> qis--- gy, der Differential-
gleichungen (3), welche fir t=x die Werte Tls e Ty Kyyee %y AN
nehmen sollen, sich in der Umgebung von t=x in Reihen ent-
wickeln lassen, welche nach positiven steigendén ganzen Potenzen
von t— fortschreiten, und. daB jene Integrale ‘wieder konstant
sein werden, wenn die oben angegebenen Anfangsglieder (8) und
~ (¢) fur jeden Wert von t den Wert Null_ annehmen.

Wenn fiir ein endliches Wertesystem =, =,
Wert ¥, eine einfache, aber unendlich grofBe
der Gleichung (9)

T der
Losung
 darstellt, und man das Differentialglei-

chungssystem (8) durch die Substitution v-_-.%— in ejn solches mit

der uynabhéngigen Variabeln t und den abhiangigen Variabeln -
Pir -+ Pus q1s -+ Gy, u transformiert, so ergibt sich aus (8), da

G(V: ta Py - pw'a)‘ = gﬂ(tv Piy .- pp.) v+ g1 (t" P1s-- 'Jpl"-’ a) Vvi1‘+

+ gv (t’ P1 .- Py, &) =u"T (ll) )
wenn

(14) T =gu+g_ w4+t gu+tg,

gesetzt wird, fir die der Losung v, der Gleichung (9) entspre-
chende Losung u; der Gleichung T'(u) =0, wenn

(15) H(u)= gy u'"+ 2gV;2; W+ (v=2) gy u + (v—1)gu+vg,

gesetzt wird, das Differentialgleichungssystem
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dp Sr(u.) oI N)

u, H (Hl) d,j T, am;l kL .1((0)] g

] C ;;1 O ;E-’-

q. cIM(u R F(u ) X F(H )
u; H (Ul) 7 717 - ; ¢ a((?-‘l) G E‘a(‘:‘: U %2 ) 9;\(9:

(16) : .
H(ul)"’ .d&l;’ =, CI'S(’:]') H ()
u EF(H!,) N P(n,)

worin die Koeffizienten der q auf den rechten Seiten dicser Glei-
chungen ganze Funktionen von u,, p,.... p, und t sind, oder, da
g, von den Konstanten a unabhéangig war, und also, wenn

(17) K (ul) =gul—g, T Lg

gesetzt wird,

2 2 2 ] I A A
er (111) _© gy uw, C gt ”v—l < | . K (n‘!)\
B . U coo 1 —-— e - 1 — ‘ ] o

ca ca ¢ da ' 2

ist, das Differentialgleichungssvstem

dp, ¢ K (uy) ¢ K (ny)
H (uj) 1t -, '('m" e Sn;l T,
@ L a;[ ¢ {I_zl
dq, L &K (uy) \ | E’W{(ui) | Pl\l(nl)
H (HI) LT ‘E‘:;,? P Ca‘,‘;’ e e — e
(18) d 2K 2
1) 53 - )
ch (lll) il‘;(”l)‘
i ;K (“1) dg, J ag’l‘ 2 lg‘&
- 0 11 - =+ 11 Leeedqy N
2 1 app EP;I) 1 H qy 1 i qy




Uber die HamirTox schen Differentialgleichungen der Dynamik. ITI. ({A.7) 27 ‘

Da sich aber fiir das Wertesystem t=r, po=m, der Voraus-
setzung nach die einfache und unendlich groBe Losung der Glei-
chung (9), also die Losung §;=0 der Gleichung I'(u;)=0 ergeben

sollte, so werden nunmehr die Integrale des Differentialgleichungs-

systems (18) zu untersuchen sein, welche fiir t=+ die Werte

Ty« Ty %q5 - -+ %, 0 annehmen, wobei der Annahme nach

go(’r,‘:rl, cen TE‘U_) = 0, gl('t, Tyy e Ty, a)w 40,
und daher u;=0 eine einfache Losung der Gleichung
P (Ul,’f, Ttl, PN ﬁyﬂ a) = 0

ist. Da sich aber hiernach v, in der Umgebung der'Werte t=7,po=m,
in eine eindeutige Potenzreihe der Differenzen t—=, p,—=, ent-
wickeln 1aB8t, die kein von diesen Differenzen freies Glied enthilt,
und durch Substitution dieser Reihenentwicklung fir u, in die
ersten 2p Differentialgleichungen (18) fir die rechten Seiten der-
selben als Koeffizienten der q und q* eindeutige Potenzreihen von
t—7, pg —m, sich ergeben, die im allgemeinen nach (17), da
g, (T, Ty e Ty a) + 0, konstante Glieder besitzen, wihrend H(ul)
nach (15) flir t==, Po="g, U;=0 verschwindet, also in eine von
einem konstanten Gliede freie eindeutige Potenzreihe von t.—'r’pp—ﬁp

iibergeht, so gelangen wir zu einem System von Differentialglei-
chungen

N 2 ¢
,d_pp,, . gl‘p %i*"]};) qs + "“5“‘1? qu

i 1,2,y
Tt m (¢ )

(19).

Ht 2 7 (1L ; T2 (12 e S 2. {0)
dq, P R+ R G+ F g, g, R
dt P .

worin die P, eindeutige Potenzreihen von t-—t,p,—m, sind, und
die Potenzreihe 8 kein von diesen Differenzen freies Glied enthilt.
Nun ist aber leicht zu sehen, daB in der Entwicklung der
rechten Seiten der 2p ersten Differemtialg]eichungen‘ (18) nach
Potenzen von t—t, po—m, g — %5, Uy die von diesen Differenzen
freien Glieder, da nach (17) ' ~ | -

y
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CN S T S

\ o= T =0 Pe =T
1st, durch die Ausdriicke
cw — z o g 5
e 2 400 5 -
e=12,..u' ¥ 86 /= =5y (p =1,2 ... g,j.)

(21) | | B

dargestellt werden, und sich daher nach Substitution der von
emem konstanten Gliede freien Reihenentwicklung von u; nach
den angegebenen Differenzen fiir die von den Differenzen t—
P1—7y, ... Qy— %y, ... freien Glieder der Zahler der rechten Seiten
der Differentialgleichungen (19) dieselben Werte (21) ergeben, die,
weil g, eine lineare Funktion der a ist, von diesen willkiirlichen
Konstanten unabhingig sind und sich vermige der aus (4), (3)
und (13) hervorgehenden Beziehungen unmittelbar durch die A
und die Kriftefunktion ausdriicken lassen.

Ist nun eine der Konstanten (21), z. B. ¢ von

Null versehieden, und hildet man das Differentialgleichungs-
system

clt N
d Pl 335” q, + \E;;Z) Qv \Lgu q
(22) dpg_ Ll)qx ‘lqu l‘“”q ( .
| dpl E‘Bu)ql \:l} qg ceet l(;l).qyﬂ J'—‘g.")g--.p,)
CORUD 2 R g ) R NU
LR I A
dpl 1:;1) qn _%_\’Bg-) q2+ ,_,_*_\l}:y.) q!l s Sy )

so werden sich die rechten Seiten dieser Differentialgleichungen
mit der unabhéngigen Variabeln p, und den abhiingigen Variabeln
t,p; und g, in eindeutige Potenzreihen von p,—=;, t—1, pg—rg,
9% entwickeln, und somit t, p,, q, als eindeutige Potenzreihen
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von p,—=, darstellen lassen, wenn nicht die Entwicklung aller
rechten Seiten der Differentialgleichungen (22) fir das Werte-
system 7, my, ... My, %y, ..., fir jeden Wert von p,; verschwindet
und somit konstante Integrale liefert. Wenn aber

1

t—T=an(p1—w1)“+‘---, also pl—::rl-—a (t 'r) b

B\Fn

ist, 0 werden sich auch alle p und q in Reihen ent-
wickeln lassen, welche nach positiven steigenden

1
ganzen Potenzen von (t—7)" fortschreiten. Hat je-
doch keine der Konstanten (21) einen von Null ver-
schiedenen Wert, so ist die Untersuchung auf das
Differentialgleichungssystem (19) reduziert, worin
die T, und P eindeutige Potenzreihen von t—q, P,
sind, und die Entwicklungen der Zdhler und des
Nenners der rechten Seiten der Differentialgleichun-
gen nach steigenden Potenzen von t— -7, P y Qo — %
keine konstanten Glieder besitzen, alspn 1pm pdefl
friheren Bezeichnungen

(®)=0, (T\“’)x +-~-+(*J;~.(i~”)y. -0
(K0 (R (500, o (3099

u.—1 y (\]éw))
sind, und es handelt sich um die Untersuchung der Integrale p,
und g, in der Umgebung von t=r, wenn sie die Werte T, und x,

fir diesen Wert von t annehmen sollen — worauf wir spater w:le-
der zurtickkommen.

Ist ¥, eine endliche, aber mehrfache Losung der
Gleichung (9), bestehen also die Gleichungen

(23) G (vy, 7Mooy, a), = 0, (EG(VM,T” E;,a))=®

v,
und sind, wie oben gezeigt, die Ausdriicke

A A _' y 110 ’
AL *A_@ . _g-Ev ‘
s’ 3p, - op,
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fir t=-r, Pe==
die Ausdriicke

endlich, so folgt ans (7) da fiir ebendiese Werte

~
v

e N 2
< (I < (s < (s
N, 0 PR B S
d‘( o C a“a can
A lra

den Wert Null annehmen miissen, und daB sich sonmut das Dilfe-
rentialgleichungssystem (8) in die Form setzen lift

‘ (1} T ool2) Cee. g
dp, g7 q,+g 4, g,
dt o
11y 2 . ’;l'J.l LA Ry - i i°1) " {0)
dq, gl q— g -8 g g g g
dt g
(24)
( A1
d ‘Tr,l. — l g(o) l (g“) gl o o % = *U.) l%:J' (E -
dt g ’ g - o !
/ ) fu)
, (1) ‘gl L oplw) PH ¥ 1
18 s gt Buif = -
g g ' iy

worin die g sdmtlich ganze Funktionen von v,—¢,, t- =, Po—Tp
sind, von denen alle — im allgemeinen von den Funktionen o
g, ... g® abgesehen — keine konstanten Glieder enthalten, also
for vy=¥y, t==, p,==, verschwinden. und dasselbe T die Zihler
der rechten Seiten der 2u ersten Differentialgleichungen unab-
hingig von den Anfangswerten 7 der qg stattfindet; es werden

sich daher die Koeffizienten der q aufl den rechten Seiten eben
dieser Differentialgleichungen, weil sich wegen des endlichen Wer-

g‘(‘:t) g(u?;) g(m
tes von ¥, die Funktionen =%. %% . %F swelehe nach (7) Fiie
g g g

die bezeichneten Werte ebenfalls endliche Werte annchmen, als
rationale Funktionen von v,—%,,t—=, p. — = in eindentige Potenz-
reihen dieser Differenzen entwickeln lassen, auch die rechten Seiten
selbst sich als eindeutige Potenzreihen der Differenzen v,--¥,,
t—7, po—7y, =%, ergeben. deren konstante Glieder durch die

;

Ausdriicke
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1) - (2) (W)
11) (e ] (12) l V(U.—l u) . S (0)
(g ) et (g — /i + (gp ) Xyhg oot (§E~—~-> Koy %o, (ﬁp__)
g \ g ' g ; g . g .

dargestellt werden, und worin die Entwicklungen selbst die Diffe-
renz q,—x, nur im ersten resp. im zweiten Grade enthalten. Was
' Jedooh die letzte der Dilferentialgleichungen (24;) betrifft, so ist
unmittelbar zu sehen, daf sich wieder der Zahler V, der
rechten Selte ale eindeutige Potenzreihe der Diffe-
renzen v;—¥;, t—=, po—my, g%, darstellen 1iB+t, welche
fiir das bezeichnete Wert.esystem ginen endhbhen
im allgemeinen von Null verschiedenen Werl an-
nehmen wird. In diesem Falle wird man dem Differential-.
gleichungssystem (24) die Form geben kinnen -

dt

-5
dv, V,
el P _ g a el g gy, o
dv, Vi ' _ (p=l,2,...@) :
A, _ g g g g g gy gl P g g8y

dvy V, .
und es werden die rechten Seiten dieser Differentialgleichungen,
weil (V) endlich und von.Null verschieden, in eindeutige Potenz-
reihen' nach jenen Differenzen entwickelbar sein; welche vermoge
der vorher angegebenen Eigenschalten der g-Funktionen keine
konstanten Glieder haben, Besitzen diese Entwicklungen
alle oder zum Teil nur von der Differenz v;—%, ab-
hidngige Glieder — anderenfalls wirde das System
wieder konstante Integrale haben —, dann werden
sich t—=, po—m, qo—x, als- eindeutige Potenzreihen
von v,—7%, darstellen lassen, und daher wieder — nach

einem dhnlichen Schlusse wie Dben = V1=V, P T Qo %, Sich’

in Reihen entwickeln lassen, welche nach p@sﬂslvem
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steigenden ganzen Potenzen von (L—-:)“ fortsechrei-
ten, worin n eine positive ganze Zahl ist.

Ein endlicher, von Null verschiedener Wert von
V,, wie wir ithn eben angenommen haben, wiirde aber vermige der

Beziehung
dv, ;G dv, )
’ " = - R \(
( dt) (a\-l) ( dl )(g) ( 1)1

worin die eingeklammerten GroBen die Werte derselben Tiir v =%,

. dv .
t=1, po=r,, 4z =% be_deuten, erfordern, dal (‘d Ll) unendlich

wird, und es miiBte daher nach (4), da die Werte von (ddp:)
endhich sind, einer der zweiten nach den Parametern
P, genommenen partiellen Differentialquotienten
der A und der Kraftefunktion oder einer der zwei-
ten nach den Parametern und der Zeit genommenen
partiellen Differentialguotienten der letzteren fir
das Wertesystem t=7,p_== unendlich grof scin. Da
aber ¥, eine mehrfache, aber endliche Losung der Gleichung
G=10 sein sollte, also

nicht unendlich groB sein durften. so wird fiir die Annahme, daB
die Grollen

fir das Wertesystem t=r, p. ==, endlich sein sollen, oder daB in

den Gleichungen (13) i

YS)aﬂ) (ﬁli v 7‘:[,1,) =+ 01 Yéaéﬁ) (?‘17‘ .. -7:5;) = U* Tﬁp (ﬁl"r v ﬁp: T)‘ 4 0 ]

und daB die Diskriminanten dieser Gleichungen fiir das gegebene
Wertesystem nicht verschwinden, der Zahler V, der letzten Diffe-
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-rentialgleichung (24) fur jenes Wertesystem nicht einen endlichen,
von Null verschiedenen Wert annehmen konnen, welches auch die
Anfangswerte der q sein mogen, da die Bedingungen nur von den -
Werten © und =, abhéingen — aber er wird auch Null'sein konmnen,
wenn die eben bezeichneten zweiten partiellen Ablemtungen fm'
das gegebene Wertesystem unendlich werden.

Hat (V,) jedoch den Wert Null, laBt sich also’ V, in
eine eindeutige Potenzreihe der Dmf[erenzen Vi—Vy, 1=, pp—7g,
qp — %, entwickeln, deren konstantes Anfangsglied wieder den Wert
Null hat, so wird die Untersuchung aul e¢in Differen-
tialgleichungssystem der Form (24), worin

(26)

ist, wenn die eingeklammerten Ausdricke die Werte:

derselben fir v, =%, t==x, P.=m, darstellen, oder auch
aul das System

dl)p = Qi () .,'\(E‘L) ) ‘
dt —L‘p q, + l*p q2+...+bp ‘q” (pzi,g,_‘__u)

dg, . k ' . |
:27 LG 3 9 J‘l ) \"l" 2 v (= f )
( ' ) 7 _d tT' ' ﬂ'\‘cgll)ql " S\glu) qi, . ~<'(pl )qll q2 " l SEf;! 1H) qu l‘q” S;B(S

E_Vi_ﬂb q+‘1> q2+'...+33(mqu+g;(m ,
dt gl} -

zuriickgelihrt sein, worin die ® samtlich eindeutige
Potenzreihen der Dllferenzen Vy—¥;, t—7, po—7, bedeu-
ten, welche 1m allgemeinen mit Ausnahme deq Nenners
R konstante Glieder enthalten kdnnen, und das kon-
stante Glied des Zahlers der rechten Seite der 2u+1*"
Differentialgleichung nach (26) verschwindet. Wird
(V1)=O, und ist die Annahme erfillt, daB die ersten

Sitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math.-naturw. KL A. 1918. 7. Abh. 3
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und zweiten partiellen Differentialquotienten der A

und U fiir das bezeichnete Wertesystem nicht un-
i v, dv,

endlich werden, also nach ('1) ( ) nn(l( ) end-

ot ép,
liche Werte annehmen, so folgt, daB, weil nach (5)

('G': dGy 2w, ( G ) (EG Sv,
| t)\'g_ (E";_,)v S?f ’ Sp: V_ﬂ E\" )v E‘p:

I

9}

A . . A
(%%) =0, (5 L’ )= . oder in (;)4); (g“”) =, (gM) -0

sein mull, und da umgekehrt, wenn diese Bedingun-
gen erfullt sind, nach (26) anch (Vi) =0 sein wird,
und zwar unabhéngig von den Anfangswerten »_ der qo-

Ist endlich ¥, e¢ine mehrfache, aber unendlich
grofle Losung der Gleichung (G)=0, so ist wieder genau

wie oben mittels der Substitution v = zit ersehen, daB sich
i

das Differentialgleichungssystem (24) in die Form
transformiecren laBt

1 . M ,
_dPP, “llé) q, + "ll:.,z) o+ + ‘Bg‘” qy,

T Y
dt R (p L-,...p.)
‘ R 2 N 2 N2 ’ CoaM{u—1e A
(28) d qF = b:’ )qj R lb(Fu.)qi - J':"(':l ? gy g +ome- "f:'a!i e Q-1 ql.L +‘~l‘(9)
j:iulr ~ RO q, + RO Gy + --r = R dy + SHE
dt - \B‘ ’ L]

worin die P rationale Funktionen von uj,t—x, Pe— T
sind, und, wenn man von den Fiéllen absicht, fir
welche wieder der Cavcuysche Satz unmittelbar zur
Feststellung der Beschaffenheit der Integrale hin-
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reicht, angenommen werden darf, daB sowohl die
Zihler als auch der Nenner der rechten Seiten die-
ser DiHerentialg]eichungen eindeutige Potenzreihen
von t—r, po—m,, Qo —x;, W, sind, welche fir t=r, P, ==,
qp =%, uy; =0 versrhwmdem

p?

Fassen wir nunmehr die gefundenen Resultate zusammen, s6
ergibt sich, wenn wir von den oben behandelten, durch den
CaucHyschen Satz unmittelbar zu erledigenden Féllen absehen,
daB zum Zwecke der Untersuchung der Integrale p, und dp des
HamiLronschen Differentialgleichungssystems 2! Ordnung in der
Umgebung von t==, wolir die Integrale die Werte ™, und %, an-
nehmen sollen, die nachfolgenden Differentialgleichungssysteme
zugrunde gelegt werden konnen:

. 1. Wenn ¥, eine einfache Losung der Gleichung
G(vy, T, Ty My, 2) = 0 ist, das System 2u"" Ordnung

dpe_ B+ ¥ g+ -+ g,
dt — \.b _ R L . (p:"\l,g,p.)

o : N _ .
dqp lp e +Sl (I’«P' kl‘(l‘)) q done _,_\\(EJ. 1y) qu.- q _*_\\(0)
dt % P

WOrin,

1. wenn ¥, eine einfache endliche Liésung von G=0 ist,

die Quotienten
_ | o
BORT W
PO
eindeutige Potenzrethen von t—r, p,~n,,.. - Py —m, sind, woraus

sich dann nach dem Cavucryschen Satze unmittelbar erglbt daf
P, und q, selbst eindeutige Potenzreihen von t—= sind;

2. wenn ¥; eine einfache unendlich groBe Lésung ist,

51_»“’" 21]3“‘9) 513“” eindeutige Potenzreihen von t—r, p —x, sind, und
d1e Entwwklumgem aller Zghler der rechten Selten nach positiven

3*
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steigenden ganzen Potenzen von -7, py—=. -.. Py %us Gy %0 -
qp— #ys SOWic die Entwicklung des gemeinsamen Nenners ¥ nach
Potenzen von t—1,p;—w....p,— 7y keine konstanten Glieder be-
sitzen, oder in den fritheren Bezeichnungen

=ty
}
t
-
=
oo
5
~—
~
~
(2
i
o~
T2
—
<

() =0, () 5+ (R), =0, (")

ist.
II. Wenn %, eine mehrfache Losung der Gleichung
G=0 ist, das Differentialgleichungssystem 2p+1"" Ordnung

dp,  Bqu+ B+ By (6 =12, .p)
dt \_B i 7 )
d(ip l(pm 1(’“\‘:{“ ““'Iq (s~ -r”— Gu—19y ’LT
dat x
(30)‘ dv 1 \lz(lj 1}(1» \l;m
1 q 1 ) 2 1
1=”'\ \1-‘0+(\1-‘1 a + ¥, \ ““'*l’*u \) I+
dt P | R pC P
q_(#) \l‘m)
R SRR A
woOorin,

1. wenn ¥, eine mehrfache endliche Losung von G==0 ist,

die simtlichen Funktionen ¥ ganze Funktionen von t—< p —=,,
) -j 0 A 3 — e — AF -—-
v,—¥, sind, von welchen ELJ:‘ ‘L‘“ ‘E‘ fir t=<, p,=w5. V=¥
den Wert, 1\u]] annehmen, so dall die _.dhl(’]' der rechten Seiten
der 2u ersten D1[Teremt-lalglelchung@n fir eben jene Werte unab-
hingig von den Werten » der g Null werder., die Quotienten
N3] NNEA SN
Ny
eindeutige Potenzreihen der bezeichneten Differenzen sind, und

das konstante Glied des Zahlers der rechten Seite der 2p+1'™
Differentialgleichung verschwindet; wihrend,
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-~ 2. wenn v, -eine mehrfache unendlich grole Loqumg
' “von G 0 ist,

das System (30) durch die Smbstituti()n V=-%~ in das Differential-
- gleichungssystem iibergeht

1«('.,]_
dpp ‘::mq 4-‘_"3‘2) 4_.,.+‘s«)q

_re _ e _A_,,___v,,____&_..,.ﬁ,. =1,2,...n
T oo (e )

3q)) 9% _ BV ai+- --"l:”“’;q +‘E‘2 Qi g + oo+ B
du,  Bq+ PP -+ B gy, + RO

dt ‘ls ’

worin die siintlichen Funktionen B in eindeutige Potenzreihen
von t—1, p,— %, 1y entwickelbar sind, sowohl die Zahler als auch
der Numer der rechten Seiten der Dil fferentialgleichungen fiir

b=, Pg=7;, Qg =%, ;=0 verschwinden wnd die Integrale p;, qg, 0

Z0 untuwc]mn sind, welche fir t=< die Werte 1

Ty %, 0 annehmen.

Setzt man nunmehr
t*—"'““f, o o . _ N - + . L I
Pl Pe TR = Py Qo %y =y Vi~V =V, TeSp. Uy =1y,

50 1st somit die Untersuchung der Integrale der HamiLToN schen
Differentialgleichungen — von den durch den Caucuyschen Satz
unmittelbar zu erledigenden Fillen abgesehen — aul die Ermittlung
der Eigenschaften der fiir 1=0 sclbst verschwindenden ]lntegrale
fiir Differentialgleichungssysteme paaret Ordnung .von der Form
reduziert, '

| RO 4 B uz) LR g
dpp _ Be ¥ @tFe'dr - PHTD oy )
dt . LA
(32) dqp =__1_[q3(00)+%(m)q gp(zm)q +chli) q1+ +5‘3(up,) 2.
dp g e e T ] e
+Bo? 41 gz '*‘1"’(” ¥ Qu—1 ‘IM]
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worin die ¥ eindeutige Potenzreihen von t und P; sind, von denen
die Funktionen B, RO und P keine komﬁanwn (:hedllpr besitzen,
oder auf ein qolches unpaarer Ordnung

qpp _ %éo)-+ ?S}-mql '?"ﬂg:-,z)fh e \Bgéiqu
dt %
dvp PO Plq - POy e P,

(33)) du = . (p::lii,...p.)
qu 1 00) 1(10) fu 0y Wiy 2 ) 2
| B P {\-B ' il' T \Bs qu =¥ qy oo ‘"\bpw. qy
di e Qe ¥

+ "B‘:"m G qo -+ ”Bf:y_‘l“’ I qu .

worin die  eindeutige Potenzreihen von t, p, wnd v, sind, von
denen B, R, REY und R keine konstanten Gllmler besitzen.

Durch Zusammenfassen dieser beiden Fiille eines Differential-
gleichungssystems gerader und ungerader Dr‘dmmg 13t somit die
Untersuchung der Integrale des Hamirtoxschen | Differentialglei-
chungssystems aufl das nachfolgende Problem reduziert:

Ist ein Differentialgleichungssystom »+-3% Opd-
nung mit der unabhdngigen Variabeln | und den
x+A abhédngigen Variabeln Xiy Xy oo Xopy ¥y Ve -2 ¥y WOTID
x=%, in der Form gegeben

dlxp _ \Béﬂ) ’:”ﬂ\lan(o” y]& + 1“‘;2) }—_)_ e 'b(l) ( l . )
dt B poel2,
(34) dy, POV L RO PO 00 g
V | ‘dit B EB [l“ i lﬁ Yatoeer er Yar l"m yit -
. 12 \ -1,
“‘ﬂl‘“”‘.- -r%( )3'1.‘;0". “““ + EBQ' ')"h_lyﬂ

(7=1,2,..2) ,

worin die Funktionen R, RE und P eindeutige

Potenzreihen von t,x,x,...x, sind, von denen die
1 Xz %

Reihen BP, B2 und R keine konstanten Glieder be-

sitzen, a]lsm fir die Nullwerte dieser GrioBen ver-
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schwinden, so soll die Entwicklung der Integrale Xg
und y, in der Umgebung des Nullpunktes von t
untersucht werden, wenn diese fiir t=0 sdmtlich den
Wert Null annehmen sollen. '

10.

Bevor ich mich nun zur Untersuchung der fiir t=0 verschwin-
denden Integrale x, und y, des Differentialgleichungssystems ‘(34)
wende, soll eine Bemerkung vorausgeschickt werden, welche sich
unmittelbar an die urspringliche Form (9.3) der HAmiLTON schen
Differentialgleichungen anschlieBt und welche die Integrale be-
trifft, die Tir t=7 die Werte m, %, ... 7, #;,%,...%, annchmen
sollten. . S

Wir werden im folgenden sagen, die Integrale p, und q, haben
fir t== die Werte =, und %, von der m;"" resp. nltp‘"“ Ordnung,
wenn

P do— %
"‘”‘“ﬁg) und | ——]
(t—'..) Jien (t—'f) ° t=1

@dli@hu Werte annehmen, worin die mg, ng reelle positive Zahlen
sind, und, indem wir zunichst den Fall einer unendlich hohen
Ordnung ausschlieBen, soll die Beschaffenheit der endlichen Ord-
nungszahlen unter der Annahme bestimmter Eigenschaften der A
und U untersucht werden.

Nehmen wir an, daB die Werte

-

JAMN  /apm:
(A%),‘( A"’ﬂ),( Y ) C (p=128)

°p, ¢ p,

fir das Wertesystem t=r, Pp=T7 endliche Werte annehmen — was

P
2y
der Fall sein wiirde, wenn (A{)) und (7—1)—) endlich sind und die
| g
P

zu den algebraischen Funktionen A% gehorigen Diskriminanten
nicht verschwinden —, dann werden nach den Differentialgleichun-

5

| dp.\ - (d | o )
gen (9.2) (d-d I;) und (tp) fir t= endlich sein ; und somit die
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Ordnungszahlen m_ und n; nicht kleiner als | sein kinnen, also
=1 oder >1 sein missen. Sind dieselben nicht der Einheit-gleich

) 2

d t=
unendlich grof sein, und es wiirde daher nach (.’%) die- Annahme,
dafl nicht nur die ersten, sondern auch die zweiten particllen Dit-
ferentialquotienten der A und U fiir das gegebene Wertesystom
nicht unendlich grofl sein sollen. bedingen. dafl die Drdmmq\.l,ah-
len m_ und n, gleich 2 oder groBer als 2 sein miissen: schlieBt

P
man so welter, so folgt,

. . . . wp. d*q
und liegen sie zwischen | und 2, so miBten ( e ) unid ( F’-)
0y

dall, wenn die simtlichen partiellen Dilferential-
quotienten der 1°", 2" .. w*" Ordnung der Funktionen
A und U far das gegebene Wertesvstem endliche
Werte annehmen, die Ordnungszahlen m, und ng Zah-
len aus der Reihe der positiven ganzen Zahlen 1,2,
3,...w sind oder reelle rationale oder irrationale
Zahlen >w oder auch nnendlich groBl sind.

Um nun zur Bestimmung der Ordnungszahlen m_ und n, der
X, und y, fir das allgemeinere DiHerentiaﬂgleinlmngssys«tvm (ﬂ)
oder

dx
w o 1(0) o gL .- + \‘lw(2) . ‘W(M ) “
B dt SL 1 v ‘l (p—-|,...,.../.)
Wy a4y
0 d}: _ %gm)_é_%gm}.lm___uwn i \l;(n) v "‘-L‘ \)_1 v,
('/.>)‘.)4 (G-:l...)..)\.) .

mm welchem dem t=0 die Werte der Integrale Xo =, v ent-
sprechen sollen, iiberzugehen, mége zuniichst bemerkt werden,
daB, wenn man die aus den unbekannten Ordnungszahlen m, der
GroBen x, linear und ganzzahlig zusammengesetzten ﬂl(lnllllgs-
zahlen der Potenzreihen P mit

(0) () (00) 0y (“ (A—12)
0,00,...0%, 0%, 0%, 08 . (f

bezeichnet, sich durch Gleichsetzen der Ordnungszahlen der beiden
Seiten der Gleichungen (34) fir die »+2 Ordnungszahlen m_ und




Uber die Hamivtox schen Differentialgleichurigen der Dynamik. ITI. (A:7) 41~

n, die x+X in diesen linear und ganzzahlig zusammengesetzten
Bestimmungsgleichungen ergeben :
O m, -1 = .(Og‘)’ Og) +1y, ng) el | PY Og"-{—n?&) .(P =1[,2, . R) )

(2] 04ny—1 = (0, 009 4n,,...0M 4n, N
l OU 4 2ny, ... O 2 eny  +my)  (6=1,2,.. 1),

worin die beiden in Klammern geschlossenen GroBen die OI'dmmgs-A

zahlen der rechten Seiten der D]fferentla]gllelchungen oder im all-
gemeinen die kleinste unter den Zahlen ,

09, 08 +n,,...OP + ny,
resp. . N
\ 10 - (11 ¢ —1
Og] )a 057 )+n15 --.Dg ’+.2.n1, . Og 1)‘)4._11)\_1_*_“)\

darstellen, wenn nicht zwei der Potenzreihen dieselbe niedrigste
Ordnung%zahl besitzen und vermoge spezieller Werte der Koelfi-
zienten der Reihen die entsprechenden Glieder herausfallen. Aus
diesen Gleichungen werden sich im allgemeinen;

vorausgesebtzt, dafl es gelungen ist, unter bestimm--

ten Annahmen fiir die Bezichungen der m, und ng

P

zueinander, die Ordnungszahlen der einzelnen Po-

tenzreihen zu bestimmen, die Ordnungszahlen m,
und n, als rationale Zahlen ergebhen, welche aber auch
bei Verschwinden der Determinanten der linearen Bestimmungs-
gleichungen (2) unbestimmt, irrational-oder unendlich-grof sein
konnen.

So wird sich in der Differentialgleichung
dx
f— = 3x+tt
av ~

fiir das fir t=0 von der Ordnung m verschwindende Integral
durch Gleichsetzen der Ordnungszahlen der beiden Seiten der Diffe-
rentialgleichung, wenn m<4 angenommen wird, die identische
Gleichung
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f+m—-1=m

ergeben, und somit m unbestimmt bleiben, wihrend die Unmég-
lichkeit der Gleichung 1+m—1 =4 fir m -4 anzeigt, daB die
Differentialgleichung kein in t=0 verschwindendes Integral von
hiherer Ordnung als der 4" hat; in der Tat werden alle in der
Form
x =etdst!

dargestellten Integrale von der ganzzahligen Ordnung 3 verschwin-
den, wihrend nur das far e=0 sich ergebende Integral von der
4% Ordnung Null ist.

Fiir die Differentialgleichung

dx

dt

dagegen, die wiederum fiir die Ordnungszahl m ecine Identitiit lie-
fert, diese als unbestimmt bleibt. zeigt das allgemeine Integral

} 2

X=c¢t

daB kein von einer rationalen Ordnung verschwindendes Integral
existiert, da alle von der irrationalen Ordnung y2 Null werden,

Endlich liefert die Differentialgleichung

dx ‘
P = 2x42tt -2
dt

L

fir m<2 die Bestimmungsgleichung
SJ+m—1=m,

also m =oo, withrend sich fir m>2 aus der Gleichung 3+m—1==2
der unmogliche Wert m=0 e-rgﬂbt, auBer fiir das Integral x=t2
[ur welches t? auf der rechten Seite der Differentialgleichung weg-
[dllt, und die Beziehung in 3+m—1=7%, also m=2 iitbergeht ; in
der Tat lefert das allgemeine Integral
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nur Integrale, welche in t=0 von unendlich hoher Ordnung Null
werden, von dem partikuliren Integral x=t? abgesehen, welches
von .der zweiten Ordnung Null wird. -

Fiir den Fall, daB sich fir einzelne Werte der m und n
negative Zahlen ergeben, werden Integrale von endlicher oder un-
endlicher Ordnungszahl uberhaupt nicht existieren; so liefert die.
Diflerentialgleichung

dx
ST oy
dt

fir m die Bestimmungsgleichung
m—41=3m+1 oder m=-1,

und in der Tat zeigt das allgemeine Integral

1
X = ———,
V e—12
dafl die Dlﬂerentlalglelchung mit Ausnahme des dem c¢=cw ent-

sprechenden konstanten Integrales x =0 kein Integral besitzt, wel-
ches liir £=0 selhst verschwindet.

Um die Zusammensetzung der oben definierten Ordnungs-
zahlen O der Potenzreihe R, welche kein konstantes Glied besitzt
— im entgegengesetzten Falle ist die Ordnungszahl der Potenz-
rethen Null —, aus den unbekannten Ordnungszahlen m, der
GréBen x, zu ermitteln, wird man fiir jeden Posten dieser Potenz-
reihe

at™x™ x™, . x™*
1 a2 ®
die Ordnungszahl
(3) U.0+<11 ml‘{‘agmg +>'~"+1me

zu bilden und unter allen diesen Ordnungszahlen diejenige auszu-
wiihlen haben;, welche fiir beliebige positive Werte von m,,m,,...m,,
oder fiir bestimmte Beziehungen unter den letzteren die kleinste
ist, vorausgesetzt, dall, wenn mehrere solche Posten kleinster Ord-
nungszahl existieren, diese vermoge der speziellen Werte der kon-
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stanten Koelfizienten nicht aus der Summe herausfallen; die zur
Bestimmung der Ordnungszahl O angenomienen Bezichungen
zwischen den Ordnungszahlen m_ der X missen dann durch die
Auflosungen der linearen Gleichungen (2) erfitllt werden, wenn

diese die gesuchten Ordnungszahlen sein sollen.

Wie die Zahlenformen (3) miteinander zu vergleichen sind,
mige an dem Falle von Potenzreihen, welche von zwei Variabeln
x; und x, abhingen, niher erlautert werden.

Denkt man sich die von einer Konstanten freie Potenzreihe
nach ganzen homogenen Funktionen des ersten, zweiten, dritten
usw. Grades von x; und x, geordnet, so werden die Ordnungs-
zahlen der Posten dieser einzelnen homogenen Funktionen in der
Form dargestellt sein

2m, m,+m, 2m,
3m, 2m,+m, m+2m, 3m,
xm,, (x—1)m1+ m, (7.—2‘ my+2m, ... (‘/_—p) my+om, ("-“F‘l) '“m*’(P*i) m,...

)
(x+1)m, %I, +10, (v.~:l)m,+2mg...(z+l—p)rnl.u_gn12 (w.-;-i—p—l)m,+(9+tl,)mg..,

.....-.-.-.----..-..a..--.........--- .........

unter denen nun die kleinste zu suchen ist. Migen nun die Ko-
effizienten der ersten x—1 homogenen Funktionen und die der
homogenen Funktion «'** Grades bis zum Gliede x4+ x§ den Wert,
Null haben, so daB in dem obigen Schema das erste von Null vor-
schiedene Glied (z—p) m;+om, ist. Weil jedes Glied des Srhemas
far willkiirliche m, und m, kleiner ist als alle nach unten folgen-
den Glieder derselben Vertikalreihe und, unter der Annahme, daBl
m,<m, ist, zugleich kleiner als alle nach rechts folgenden Glieder
derselben Horizontalreihe, so kommen bei der Aunfsuchung der klein-
sten Zahl des Schemas alle Glieder rechts und unterhalb der Zall
(x—p)my+pm, nicht mehr in Betracht, und es bleiben sonach mit
dieser Zahl nur die Zahlen des nachfolgenden Schemas zu ver-
gleichen
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v+l)my s xmypbmy. (x-1) m;+2m, ... (x ~(e=1)) my+(p-1

+2) m, (x+1)m1+mg -x'ml—}-ng. (V+2 -(p- 1))“114'(9 )mz
(x+3) m, (+ 2)my+m, (‘x+1)ml+2m23‘,. (x+3-(p-1)) m,+(p-1)m,
(e+3)m,  (z4+3-)mp+m, (x+8-2)m+2m, (x+3-(p-1)) my+(p—1) m,
(¢+3+1) m, (4+8)my+m,  (e+8-1)my+2m, ... (1’*3+1 (P 1)) m,+(p—1) m,

e s s s e & 4 B 3 8 % 8 ® 8 8 + 3 8 & 4 8 8 w e S o e e B & s e A A @ w s s oE, e e E S w2 A4S e R

Ist nun in der homogenen Funktion x-+1"" Grades der Koeffi-
zient von x*! von Null verschieden, fehlt also in diesem Schema
das erste Glied nicht, so werden, weil dieses wieder, wie vorher
bemerkt worden, fur beliebige Werte von m; und m2 unter der
oben gemachten Voraussetzung m,<m, kleiner ist als allé iibrigen
Glieder dieses Schemas, somit nur die beiden Zahlen

.(y_—p)mﬁpmg' und -(*/H—'i)m]
miteinander gu vergleichen sein, und somit die Ordnungszahl der

te - N . m .
Potenzreihe (’"P) my+pM, sein, wenn ~-L gwischen P und 1

m, e
: ' ‘ : m
llegt, und (7_+1)m1' seln, wenn - RPN ist, wiithrend die beiden
m, p+1 - .
! m x+1)
()I'dmmgszah]en, wenn - 1— = P 1g1t denqe]ben W@I‘t _E‘(”_ﬂ,)__ Mg
n, p+ p+1

annehmen, und dies also auch die Ordnungszahl der gesamten
Potenzreihe sein wird, wenn nicht in den beiden Posten

~axfPxf und o X7+

a = —o 1st.

Sind jedoch in der Darstellung der Potenzreihe die Koeffi-
zienten der ersten ¢ Glieder der homogenen Funktionen xqten,
w2t y—8—1"" Grades Null und ebenso die Koeffizienten der
ersten p— :-:< p—1 Glieder der homogenen Funktion % 3t Grades,
g0 wiirden in dem letzten Schema al]e Zahlen rechts und unterhalb
der Zahl

(x,-!—S—(p—s)) my:-+ (p—e) m
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unberiicksichtigt bleiben diirfen, da sie groBer als diese Zahlen
sind, und mit den beiden Zahlen

x—p)mytemy, nd (2 :8—(p—g))m, +(p 2)m,
P

nur noch die Zahlen des Schemas

(e+8+1)my (x+8)m,+m,. ... (z=8+1—(p—z~1))m, - (6 -=—1)m,
(#+8+2)m, (+8+1)my+m,..... (#~8+2—(c—e~1)) m, “(p—c—1)m,

zu vergleichen sein.

Fahren wir so fort, so wird eine endliche und dupel eine end-
liche Anzahl von Qperationen sich ergebende Reihe von Zahlen
von der Form (x—p)m, +pm,, worin s x. mit wachsenden » und
fallenden p miteinander zu vergleichen sein. die wir in die Form

2, = (z+32—(9—€2)‘) m, *(_p—s;,) M,, ...

setzen kéonnen, worin die 8§ und = positive ganze Zahlen bedeuten,
welche den Ungleichheiten

(d) 81<8;_,<83< g, oz,

=1 2

®

genigen, und fiir welche p—e, -- v+ ixt, da g 2 war.

Wir kénnen aber die Anzahl der zu vergleichenden Zahlen
LoyZy,Zs, ... durch Grenzbedingnngm fir die Zahlen m, und m,
noch weiter verkleinern, wenn wir dje GriBenordnung der echiten
Briiche

(e) BB %3 _,
N ] ¥ 2 - ! 2 1. = P
61 T Ep 1:)2 = "J_.—} wEq

in Betracht ziehen.

(U]

Sel in der Rethe dieser Zahlen i die grioBte, so dal fir

%z -
jeden Wert 82 die Ungleichheit hesteht
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= ‘EB P Ea
ASB;F 53‘ h Sm + &y

oder
‘ ' 8g + &
. (89 +EB) m, — €g My > [(3g +q) My— €, My - "SE-;;-“;@" _
a T R
Ist nun B>a, so wird vermoge der Ungleichheiten (d) -.*— © ein
unechter Bruch sein, und daher, wenn ot €y

T
(8a+ga) m;—e,m, >0 oder — > "
angenommen wird,
. N
(85 +eﬁ)‘ my — gg My > (bu +Eu) 1y — g, My

oder Zg—2y; >0 scin, somit Z, kleiner -als alle daraul‘l’o&hgeudém
Zahlen Z‘a+17Zoc+27 .-~y 80 daB zur Ermittlung der kleinsten in der
Zahlenreihe der 7, da m;<m, sein sollte, fir alle m;, und m,, fiir

1y £

. ‘ o ] . . .

welche - zwischen 5o und 1 liegen, die Reihe der Zahlen,
2 m Eu .

welehe anf Z, folgen, nicht mehr in Betracht kommen.

Ist jedoch B<«, so folgt aus der oben aufgestellten Ungleich-
heit, daB, wenn ' | 5

m, £

‘(3a+€m) m; —eg,m, <t} oder *
n, 8y + €4
. . SB+EB' . ‘ . .
ist, weil - "~ ¢in echter Bruch ist, wieder
oc+soc

(35 +2g) my — ggm, > (S, +2,) my— g, m, ,

also ZB—ZUL >0, also die Zah]en, welche Z, vorausgehen, nicht in

gy -

Betracht kommen, und es zeigt sich somit, daf, wenn —
8+ 5,
die groBte der Zahlen in der Zahlenreihe ‘(e) 1st, fir




48 (AL 7 o+ LEo- KOENIGSBERGER: - - : ‘

. m, ,
alle my und my, Tir welehe -7 zwisehen _*  und 14
' m.,

"

2" %x

liegt, alle Zahlen, welche aul Z, lolgen. und wenn
m, e, ) i . .
— < * ,alle Zahlen, welche Z, vorausgelhen, nicht
m, 3 ,+¢g,

:
T E

a.
in Betracht kommen.

Ist .. % die kleinste der Zahlen in der Zahlenreihe (e), so
3,+ ¢,
) ] . ) I y ny €
ergibt sich durch die @hnlichen Schliisse Tiir B xund .

, _ m, 8, +¢
die Ungleichheit

(Sﬁ+sﬁ)m1—sﬁmg<(az+s ymy— = my  oder Ty~Ty <0,

oder es ist Z, grofler als alle die auf Z_ [olgenden Zahlen, und ent-

m £
sprechendes ergibt sich fiir f<a und - 5 swenn daher
m
2

!<

=
&«

Az x
% _die kleinste der Zahlen in der Zahlenreihe (e)

m g

. . .. 1 > 4

ast, so wird fir < 5 - Zy grioBer sein als alle Tol-
ny X g, .

genden, und, wenn zwischen % und der Einheit
m, Ltz

. -3 x
liegt,Z, groBer als alle vorhergehenden Zahlen 7 sein.

Nehmen wir nun an, da8 fiir die Reihe der Zahlen

/A O S

da+lre

in der entsprechenden Zahlenreihe (¢) = *  die griBte ist, so

a S
m, Ty . :
wurde, wenn m;<m, und ' > "% war, 7, kleiner als alle
m, A, 4z, ‘
folgenden Zahlen Z,,,.Z,,,..... und um die kleinste aller Zahlen
41t +2: '
zu finden, wird man mit Ausschlnl{} von Z, zundchst nur noch die
Zahlen der Zahlenreihe

ZoZ4 Zy.... 7

a—1
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zu ermitteln haben. Ist nun in der Zahlenreihe

(e.) g - & o fam1
1 ’ b
' 81 +& ‘82;"_ 2 8m—1+ Eo—1
. € . .. . . my my Eq
wieder - -2 die groBte, so wird fir — <1, —> 5 !
: - m, m, at S,

— und diese Bedingungen sind infolge der oben aufgestellten von
selbst erfiillt, da T die grofte der Zahlen in der gesamten
o T Eq .

Zahlenreihe (e) war —, so werden wie oben alle Zahlen Z, ,,, ...
Zy_1 gegen Z, nicht in Betracht kommen, und es bleiben somit

mit AusschluB von Z, nur noch die Zahlen

Loy Lyyooiliy o und 7, , 7,

miteinander zu vergleichen; schlieBt man so weiter, so wird die

Anzahl der miteinander zu vergleichenden Zahlen Z auf eine ge-
ringere reduziert

7. 7 7

O!.;\ O()\_I ‘ al Ja )

wc-n'in Ay <oy y<--<oy<a, und verfihrt man fir diese Zahlen
mittels der zugehérigen Zahlen der Zahlenreihe

genau wie oben, indem man von

Z, = («—p)m+ o'm,

%,
ausgeht usw., so gelangt man unter der Bedingung, dafl 2—1 ZWi-
. ' 2
s‘ohen .—;i"‘ga und der Einheit liegt, zur kleinsten Zahl der Zah]en=
reihe |

ZO? Zlﬂ‘ sz et

Sitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math.-naturw. K1. A. 1918, 7. Abk. 4
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Seien z. B. die Zahlen

Lo = my;+50m, Ly = 8m,+46m, Ze == A8m  + 10m,
Z; = 3m;+49m, Z, = 10m,+45m, Zo = 66m, + Hmy,
Z, = 5m, +48m, Zy = 4m;+15m, g = T2m,

gegeben, denen die Zahlenreihe (e)

40 9 50

L1 4 5 7 40
2777978747713 71

b2

entspricht, so braucht, da ; der groBte dieser Briiche ist, fiir alle

m
an ] 1 e hs
Werte von m; und m,, fiir welche * zwischen 4 und der Ein-
m; ©
2

heit liegt, nur die Zahlenreihe

AN

S ==
-y
o o

1
5"

i 4
untersucht zu werden, so daB es sich, da 7 der groBle dieser

Lo y " 1 4 7 . ‘
Briiche ist, nur um die den Briichen 978 zugehorigen Zahlen-
formen =

Lo= m;+350m,, Zy = 8m, + 46m,
Ly = 3my + 49m,. Z; = 4lm; + 15m,

Ly =5m; + 48m,,

handeln wird, und fiir diese sieht man unmittelbar, daB. wenn
i m 7
man der oben gefundenen Bedingung gemil ' = 2 + 8 setat,
. ’112 pl
worin 3 >0,

Li—Zoy Zy—Togs Ly—Togs Ln— 1o

positiv sind, Z0 die kleinste der Zahlen Z, bis Z; ist.

Wie man die vorstehenden Betrachtungen auf die Bestimmung
der Ordnungszahl einer Potenzreihe anwendet, mige nun an der
folgenden endlichen Potenzreihe gezeigt werden.
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Sei zur Bestimmung der Ordnungszahl um x,=0, x,=0 die
Potenzreihe

P = (ag X7 X5+ a5 X, X3+ 29y X3)

s 3.2 2.3 o
-+ (341 Xy Xy +agg Xy Xy + 8p3 X X2+314X1x2)

6 5 L2 3.3 B\ -
+ (aﬁo Xy + a5y X3 Xp+ 8y Xy Xp + 853 X3 X + 855 X, Xz)

gegeben, so wird dieser F unktion das Schema entsprechen

0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 2m, +2m, m1+3ﬁ12 4bm,

0 4my+m; 3m;+2m, 2m,+3m, m;+4m, 0

6m; Smy+m, 4my+2m, 3m +3m, 0 m,+5m, 0,

und nach den obigen Auseinandersetzungen nur die Zahlform

2m, + 2m,
mit dem Schema

0 . 4m;+m,

.6m1 5m1+m2 k]

und weiter 4m;+m, mit 6m, zusammenzustellen, so daB es sich
nur um die Vergleichung der 3 Zahlen

Zy=2m;+2m,, Z, = 4m, +m,, Z,=6m,

handelt, fir welche in den fritheren Bezeichnungen 3, =1, ¢, =1,
8, =2, g, =2, also

I SR B und 82+E'2;_ =9
3+ S+ 27 S+

ist. Da nun

‘?
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wird, so folgt, dall, wenn

. 1
(By+=)my—gmy = 2y —my >0, also g >,y
18t
=ty =2my—my, >0 Zo—Zy=Sm -2, )
oder

und somit Z, die kleinste der Zahlen 7,.7,, 7, 1st.

Ist dagegen m;<  my, also Z,< 7, 72,7, so wird 7, die
kleinste jener Zahlen sein, wiihrend fiir my;= 3 m, die 3 Zahlen
denselben Wert annehmen. wobeil in dem ersten dieser drei Fille
die oben gemachte Voraussetzung m;< m, zu bearhten ist.

Benutzen wir -das Tir die Ordnungszahl der speziellen end-
lichen Potenzreihe

1 9 2 I S 4, . ) 3.2, 23
W = agy X7 X5+ 855 Xy X5+ 89y Xy + 84y Xy Xy 7 Hgy Xy Xy & fag X7 X

4, -6 5 V.2 3.3 . ,
8y Xy N = 8gg X{ — 83y X7 Xp = Qpa Xy Xj =~ Ay Xy Xy 835 X, X

gefundene Resultat, wonach diese, wenn die Ordnungszahlen der
fir t=0 verschwindenden GréBen x; und x, mit m; und m, be-
zeichnet werden, unter der Voraussetzung, daB m; -<m; und
m, >+m, sind, durch 2m,+2m, gegeben war, zur Bestimmung der
Ordnungszahlen m,, my, n; der fiir t=0 verschwindenden Integrale
Xy, Xy, ¥, der drei der Form (1) analogen Dilferentialgleichungen

dx
X 3 23 .
P = X;-5 1y,
dt
dx
LR 2
PR =t xdx,+ 6,5, X,y
2t A2 Prtita g
dt
2 dl}vl m‘a‘{z v cfF ‘( ,( \‘,2
P = XM 555y,
dt

so werden zundchst die Ordnungszahlen der linken Seiten der drei
Differentialgleichungen in der Form gegeben sein
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2my+2my +my—1, 2my+2my+my—1, 2m;+2my+n,—1.

Um die Ordnungszahlen der rechten Seiten der Differential-
gleichungen zu finden, ist von den je zwei Zahlen

3m, und  1+3n,+n,
24+3m,+m, und m;+m,+n,

2m;+n, - und My +m,+2n,

unter der oben gemachten Annahme, dafl m;<m, und m;>%m,,
die kleinere zu suchen. Fiir das erste Zahlenpaar ist unmittelbar
zu sehen, dal 3m, die kleinere, also die Ordnungszahl der rechten
Seite der ersten Differentialgleichung ist; fir das zweite ergibt
sich unter der Annahme, daB n;<m,, also, weil m;>%m, sein
sollte, 2my>m,>ny ist, ny+my+m, < 3m,+my+2 und somit
m,+m,+n, als Ordnungszahl der rechten Seite der zweiten Diffe-
rentialgleichung, und endlich folgt, da n, positiv, aus n,>m,—m,
oder 2n;> n;+m,—m,, also 20+ m;+m,>n,+2m,, als Ordnungs-
zahl Tir die rechte Seite der dritten Differentialgleichung 2m,+n,,
so dalB sich wnter den Bedingungen

My <y, My> ;m,, n,<m,

durch Gleichsetzen der Ordnungszahlen der beiden Seiten der Dif-
ferentialgleichungen fiir m;, My, n; die linearen Bestimmungsglei-
chungen :

2mi+2my+m;—1 = 3m,
2mg+2my+my,—1 = my+m,+n,

2my+2my+n; —1 = 2m,+n,,

ergeben, aus welchen m, =-,- folgt, wihrend m,=n, unbestimmt,

bleibt. Den angeno‘mmenen'iUngleichheiten wiirden also z. B. die
Werte

1 , 1 5
My =g, My=1, Ny=73

gentigen und die gegebenen Differentialgleichungen kénnten somit
drei fir t=0 verschwindende Integrale besitzen, fiir welche
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X Xy i
( 7] ')! (_ 1 )' ( I )
13 /y Ve L

Sei allgemein ein Differentialgleichungssystem von der Form
gegeben

0

endlich sind.

dx, d

T, R

worin die P und & endliche oder unendliche eindeutige Potenz-
reihen von t, x;, X,, ... X, sind mit oder ohne konstante Glieder, und
seien in der Umgebung von t=0 diejemigen Integrale x,, x,,...X
zu untersuchen, welche fiir t=0 selbst, und zwar von der m}®,
mf®, ... mi Ordnung verschwinden sollen, worin diese Ordnungs-
zahlen der abhingigen Variabeln endliche positive GréBen sein
sollen. Bestimmt man unter den bei der Untersuchung, wie oben
gezeigt, sich ergebenden Gleichheiten oder Ungleichheiten zwi-
schen m;, m,,...m,, deren Komplex mit

My (my, my,..om,) <0
bezeichnet werden moge, die Ordnungszahlen O, O,,... 0,
Qy,€,,... €, der Funktionen 1‘1?...%;,21,...&9, welche sich als
ganze lineare Funktionen der my, m,, ...m, mit ganzzahligen Ko-
effizienten ergeben, so liefern dann die durch Gleichsetzen der
Ordnungszahlen der beiden Seiten der Differentialgleichungen sich
ergebenden Beziehungen

Op+my—1=0, 0,+m,—1=0Q,, ... 0, +m,~1=Q
e lineare ganzzahlige Bestimmungsgleichungen fiir m{®, m{®, ... .m(®),
Nehmen wir nun an, daB die Determinante dieser Gleichungen
sowie deren Unterdeterminanten von Null verschieden sind, daB
also die sich ergebenden Werte von m{®, m{*,...m{*, worin der
Index « dem Wertekomplex der Ungleichheiten M, <0 entspricht,
nicht unendlich sind und sich nicht in unbestimmter Form dar-
stellen, wie dies in dem behandelten Beispiel der Fall war, so wer-
-den sich die Ordnungszahlen der abhéngigen Variabeln eindeutig
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als rationale Zahlen ergeben, vorausgesetzt, daB diesel.b‘en die oben
zur Bestimmung der Ordnungszahlen O und Q angenommenen
Gleichheiten oder Ungleichheiten M, <0 befriedigen.

Um die vorstehenden Betrachtungen auf die JacoBmi-
WE1ERSTRASSsche Form der HAMILTONschen Differentialglei-
chungen (9.,(9)) anzuwenden, moge die folgende Bemerkung vor-
ausgeschickt werden.

Hat eine ganze Funktion G, der Variabeln x,,x,,X,,..., deren
Ordnungszahlen ihrer Nullwerte fir t=0 mit m,, m,, mg,... be-
zeichnet werden, die Ordnungszahl O, und gehe diese aus den
Gliedern :

1 A PR SO P X
Axx xg oL, ATy X, Txy T, .

hervor, so daB fur die zur Ermittlung von O aulgestellten Un-
gleichheiten zwischen mg, m,, m,,...

O = )\lml +7\2H12+7\3D13+ ----- _—_;}\_’1 n]1+l’2m2+1,31n3+ tre— s aw

ist, habe ferner eine ganze Funktion G, derselben Variabeln die-
selbe Ordnungszahl O, welche aus den Posten

T -, ’ ’ +
Bx"x'xit..., Bxl‘xg’x‘;’...,

entspringt, sodaB bei Beibehaltung derselben Ungléichheiten zwi-

schen my, m,, m,, ...
O =y My +py My + gy + - - = g My + g Mg+ g Mg+ == -+«
18t, so wird die Funktion
26y + 1Gy

worin %; und x, Konstanten sind, dieselbe Ordnungszahl O nur
dann nicht besitzen, wenn unter der Voraussetzung, daB

S
t 0
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gesetzt wird, worin Z, endhch ist,

v-f"l v'}’

i (AETE b A T ) (B R ) 20

1st.
Sollen nun fiir die Differentialgleichungen
oG d G 2G s
Pe_ oo T e T2 o Qu (o=1h2--u)
v dt cagy ¢a dag)
oG dqp , G o . G i - (s G
P T - e L I I e P (9 B D =
ov dt cagn a,z:; i
3 b
C‘(n cla
4 + [ q
-~ —1 q' )
( ) ea&ilu 41 " ﬁﬂ(_,
oG\ dv 262G G ( 2 26 )
B e s B R e e daen
dv | dt 2t v Spl i 1‘;) il Da(l(g Ty
(s ( G 2
+ S — e e .:. B ( .
Epg 2al® e 2al® {-‘)

| :l‘ b uy

diejenigen Integrale p..q., v der Umgebung von t=< unter-
sucht werden, welche die Werte = ,%., ¥ und zwar von der Ord-
nung mg, n,. v annehmen sollen, worin ¥ eine Lisung der Gleichung

G(v,= =, e Ty a) =0

ist, s0 moge zunéchst die unter bestimmten Bedingungen fiir die
Ordnungszahlen der abhingigen Variabeln sich ergebende Ord-
nungszahl Q der Funktion G durch GGheder der Form

(5)~ A (v=%) (py—m)". . (pg—:‘g)"“
A't (x —%)° (pl ,_,)‘w'g.. ( ‘y_—n‘g)-’-“,
reprasentiert werden, so dafl

. , ’ ’ . - ! ot
Q=y+o0+AMy+ o+ Ry My = V- GUFX M+ hymy =
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ist; es wird sich dann nach der oben vorausgeschickten Bemerkung
fur Fl ~die Ordnungszahl Q—v ergeben, wenn unter der Voraus-
V .

setzung, dal

V-V = P, T, ) . (qP—xP ) 3
_— - _7)7‘ N __C‘" y_ = ‘—Tj
((t—‘f)b )Lz": ('(t’“f) ®Ji=z i (t_’f) - ’

gesetzt wird, worin ¥, ’:-P und 7, endliche Konstanten sind,

et PRI = By X B ;
(6) Afﬁ)c15,.3“5.;\:"'““\0715,15;11&.22---—%---;:0
ist, und daher die Ordnungszahlen der linken Seiten der Differen-
tialgleichungen (4)

Q-v4+my—1, Q—vin 1, 20-20+0-1=2Q-v-1

sind, wibrend sie, wenn die Ungleichheit (6) nicht erfiillt ist,
grofer sein konnen.

Um die Ordnungszahlen der rechten Seiten der Differential-

gleichungen (4) zu bestimmen, diene die Bemerkung, daB aus einem

oG
s Ll v
der Gheder (5) von G fiir —, worin a irgendeine der Grofen
da ‘
0 . .
a:'Jc)m agy, a® darstellt, als Glieder zur Bestimmung der Ordnungs-
zahl nur

ot (v =) (b1 — ‘Tl)}\' o (P TEu))\pL

— Aot (=) () ()

und die &hnlichen in Frage kommen, und somit die Ordnungszahl
oG

von
da

va(o—Do+am+ -+ Rymy = Qv

- . . . A
ist, vorausgesetzt, daB die Ungleichheit (6) besteht, und % nicht
ey, 1 .
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fur jede Wahl der GréBen a gleich Null oder unendlich ist, d. h.,
wie aus der der Gleichung (9.4) entspringenden Beziehung

A(H 3&(1) '
G 2@ (A () ol T (1) uf}
Vo= z mﬁ (A ) qmﬁ.( ) ' % am{i J

(7) a.ﬁ:l,&...y, p A p!; J

*<p s apm
.- Z a(?‘)( } —
1 p

L

hervorgeht, wenn nicht die GroBen

welche die Werte der eingeklammerten Ausdricke fiir t=1 und
pp=m, darstellen, sémtlich verschwinden oder mindestens eine
derselben unendlich groB ist. Die Ordnungszahl eines jeden Postens
der rechten Seiten der 2u ersten Differentialgleichungen wird so-
mit, da

Qe = %o+ (Qu=rp)s G =25 + 22, (Gp =) + (ap —2p)°

ist, unter den gemachten Voraussetzungen Q-—v sein, und die
Ordnungszahl der gesamten rechten Seiten dieser Differential-

gleichungen bleibt daher nach den friiheren Bemerkungen die-
selbe, wenn die Bedingungen

£ e e oV
(8) Z g ?le) =0 und z Y
1

agy wBotps,.y  cafl  2a®
hinzugefiigt werden. Wir finden somit unter der liur die

GréBen
Al fapay
(Aﬁfg), ?iﬁ_)“ ”"”’)
Lp\p

festgestellten Bedingung und unter Voraussetzung
der Giltigkeit der Ungleichheiten (6) und (8) durch
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Gleichsetzen der Ordnungszahlen der beiden Seiten
der 2p ersten Differentialgleichungen

Q_.D_!_mp—i _ Q——D, Q—TD—FnP——.”l =Q-p,

also mg=1 und n,=1 als Ordnungszahlen der Inte-
grale p; und qc.

Was endlich die 2p+1" Differentialgleichung (4) betrifft, so

2G R . |
wird die Ordnungszahl von -;t», wie wieder leicht zu sehen, Q-1
sein, wenn ' ‘ ,
s r I_U"' N, l s )

(9) E"l Ez . El -0 !‘!!+-e- :g: O‘,

G _
und die von ——— QQ-m, sein, wenn

¢ Pe P

(10) Ax7 gl"j E_;‘P‘l. LA }\' ;f “)‘"}‘ g;“' g0

ist, und daher die Ordnungszahlen der Funktionen

oG 2G oG 2G
Ry moound oo
ct ov dp, Ca

wegen m =1

Q-1+Q—p=2Q-v—1,

welches auch die Ordnungszahl der linken Seite dieser Differential-
gleichung ist, so daB sich fir die Ordnungszahl v von v—¥ keine
Bestimmung ergibt, woraus wieder das Bestehen der Unglelch-
heiten (9) und (10) folgt.

Da sich m,=1,n,=1 nur dann ergab, wenn die Unglemhhemten
(6) und (8) befriedigt waren, so setze man zur Ermittlung der

Werte &, &, ...

p — %
(11) ( : *;); €0 (*g:"g)j Mg
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o--

so dalB sich durch Substitution der Werte po—= < Z (1—<) aus 1
der Gleichung G=0 der Wert von v —¥% als I‘lmktmn von {—< er- '

i \.-_‘:-

gibt, und somit die Ordnungszahl v sowie der Quatient ( (=< ) =7
bekannt ist. Substituiert man diesen Wert von v-% sowie die
Werte von p.—x, = 2 (t—=), q,—x, = (t==)n, in die 2u ersten
ilelerPntlalglmchnngen des Svgtems (4), so erhilt man Tiir t=<
2u Gleichungen zur Bestimmung der 2u GrisBen 2 und +. und so-
mit die zur Priiffung der Ungleichheiten (ﬁ) und (Q) erforderlichen
Werte von £, £

__.11 =9y ..

Wenden wir die vorigen Betrachtungen aul den Fall

also aul das HaMiLtox sche Differentialgleichungssystem

‘ dp 5 - dg 3 ] 3
12 - - = - . P S 2 + R4
( ) dt | P dt Prqpep

- an, welches vermige der Substitution

g 3 i 3
(13) V=t - ap? a(p+p?)

die der Gleichung geniigt

(14) G(v, p.a)=v-2apv-apl- p{ 4+ Bay(ata)p+(aea,)p ):0

m die Form iibergeht

(15) “(1 dp _ %(i 3(} dq o a0 e o
v dt da, sy dt % 2, : Ja
GV dv 2G 2G
5 Wpde 6w
°cv | odt dp Ca,

wOormn
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oG :

Ay =2v—2ap

2 G 9

S, = —3p*a,—2(a+a,)p’, 38, T a,p—3(a+a,)p?
G

%_; :-—Zp\-’+(2a—332)‘p2—2(3+31)p3

G o 9, 3 22

o = —2av+2ap— - ay—Ba(a+a)p—3(at+a)p’,

op 4 '

und suchen zunichst, ohne von dem CAucHY schen Satze Gebrauch
zu machen, diejenigen Integrale der Differentialgleichungen (15‘)
und (16) zu bestimmen, welche fiir t=< die von Null verschiedenen
Werte p=m, =x und v=V annehmen, worin ¥ eine Lésung der
Gleichung
G (\7', T, él) =0

1st.

Ordnet man zur Bestimmung der Ordnungszahlen O der durch
die Gleichungen (17) delinierten Funktionen diese nach Potenzen
von v—v und p—=, so ergibi sich unmittelbar

oGy oG 3G 2G oG
O+ |=0, 0( ,,,,,,,,, =0, O = "V =0. Of—}=0
(av) ,‘Sal) ! 0832 % O(Qa) 0, O(SP)

und daher aus (14) und Gleichsetzen der Ordnungszahlen der bei-
den Seiten der Differentialgleichungen (15).

v=1 m=1, n=1;
es folgt somit, daB, wenn = von Null verschieden, also — wegen

der Unbestimmtheit der Grilen a — ¥ eine einfache Losung von
G ist, p—m, q—x, v—¥ von der ersten Ordnung Null, also

dpy - (da) o fdv
dt )L=7, dt t='r, dt Ji_c
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endlich sind — was aus den Differentialgleichungen (12) unmittel-
bar ersichtlich ist.

Sollen dagegen dem Werte t=< die Werte p=0, q=x» ent-
sprechen, so ergibt sich aus der Gleichung (14) v = "; und aus den

Gleichungen (17)

Gy m 2 26 Gy 3m G
ol M= , ()(L ’ :'_)_m.('J(& )::m,()(:l)__ ,U( =0
v 2 ca, ca, ca 2 Sp

und somit durch Gleichsetzen der Ordnungszahlen der beiden
Seiten der ersten der Gleichungen (15)

m ) ] m
—— 4+ m-—-1=2m oder = —1,
2 2

was [ir positive endliche Ordnungszahlen von p und q unmiglich
1st. In der Tat gehen die Differentialgleichungen (12) durch die
Substitution

m das Differentialgleichungssystem

dPp, I dq 3
B L > L P2 P3
dt 2 4 dt 4 Pq« Pl

iber, dessen rechte Seiten eindeutige Funktionen von P und q
sind, die fir P=0, g=x fiir jeden Wert von t verschwinden, so
dal} die fiir t=< zu ermittelnden Integrale, also auch die Integrale
von (12) in der Umgebung von t== konstant sein und die Werte
0 und » annehmen werden.

~ Wir gehen nun zundchst zu einigen Anwendungen dieser letz-
ten Uberlegungen iiber.
Es war oben das System der Hamiutoxschen Dillerential-
gleichungen fiir die Untersuchung derjenigen Integrale, welche fiir
t=r die Werte p,=x_, qp=x, annehmen, auf das Differentialglei-

4
chungssystem zuriickgefithrt worden,
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dx

B df =B+ P yy 4o ‘33:3" Y, (p=1,2,...)

8 4
BOTE OOy, e GOy P

+ %g2)y1y2+”.+g’&(}—ll)yl_l a (G=i‘,‘2’,...7\),

worin x>1, die P simtlich eindeutige Potenzreihen von t, x,, x,,
... X, sind, von denen P, B, BYY keine konstanten Glieder ent-
halten, also fiir t=0, xP=0‘ verschwinden, und fiir welches die-
jenmigen Integrale x,, X,,...X,,¥,, Vs, ...¥3 untersucht werden sollen,
welche fir t=0 selbst den Wert Null erhalten.

Nehmen wir nun an, daB die Integrale x, und y; von der

m;” und ng" Ordnung Null werden sollen, worin m, und n; end-

liche positive rationale .oder irtationale Zahlen sind, daf also

X = (Yo _
(19) ( kl]:‘lp A) = t.p b ("n’) = 7)
tF t=0 te lt=0 i

endliche GriBen darstellen, so kann man nach den in dem Vorigen
entwickelten Methoden unter Festlegung der dort niher angegebe-
~men Gleichheiten oder Ungleichheiten zwischen den Zahlen m,, m,,
.- .M, die Ordnungszahlen der Potenzreihen B, EBgM, PP ermitteln,
die mit O, Og‘), O*® bezeichnet werden miogen, und welche ganze

und ganzzahlige lineare Funktionen von my, m,,...m, sein werden.

Bestimmt man sodann die Ordnungszahlen O, und O der
rechten Seiten der Differentialgleichungen, welche ganze und ganz-
zahlige lineare Funktionen der m, und n, sein werden, und setzt
die Ordnungszahlen der beiden Seiten der Differentialgleichungen
einander gleich, so werden sich aus den %+ Gleichungen

O+m,~1=0,, O+ns—1= 0y,

unter der Annahme, daB die Determinante und die Unterdeter-
minanten von Null verschieden sind, also m, und n, weder un-
bestimmt noch unendlich werden, fir diese Ordnungszahlen ratio-
nale Werte ergeben, welche den vorausgesetzten Gleichheiten oder
Ungleichheiten geniigen miissen. :
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Substituiert man nunmehr statt der abhingigen Variabeln
X, und yg die durch die Gleichungen

ma- .. nq
P LN
Xg =172, vy U

definierten Groflen Z, und v_. welehe nach (19) fiir t=-0 die Werte

E__p und 7, annehmen, <o gehen die Differentialgleichungen iiber in
me—1 a my = m, = d Z: = Sy my T pmy ¥
tt ‘L(t,t vzt :,) t f“‘ SR PR l~; (t.1 . ;_._,,...)
- Al - ny
- 1}2‘1) (t ™ :‘1”“) po YRR ;_\E;.} (" e e ) ] k-’]).

tna_l ‘B (ta £ 2.17 .o s) (t d(;qf - n';-rlc) o U""W)) (r' t"ml E-‘l" T )

A RO (b A™ 2 ) W gy e S BT ()

und, unter der gemachten Voraussetzung, daB P, $0 P09 keine

konstanten Glieder enthalten, durch Division mit 18 resp. ﬁ.ﬂ"’,
wenn Qp und Q; die gemeinsamen Ordnungszahlen der beiden
Seiten der Differentialgleichungen sind, und durch Belreiung der
linken Seite von einem Faktor, dessen reziproker Wert in eine
Potenzreihe entwickelbar ist. in die Differentialgleichungen

Ly :ﬂﬂ’

d , .
C= = PO ) - PO (LS ke

SR (LR, ) e

deren Integrale um t=0 zu untersuchen sind, wenn diese die
Werte &5y Mg annehmen sollen, die aber bekannt sind, da man nur
ST - dz, d 1, _ :
m die letzten Gleichungen t=0. also 1 —-““ t " gleich Null zu
d dt
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sebzen braucht, um »+X Gleichungen zu erhalten, aus denen sich
jene »+i Griflen bestimmen lassen.

Setzt man endlich die Grofien

B "
N’ —_— e

!
my = '—:N_-' y oo ,lTlx =

und ersetzt die unabhiingige Variable t durch die Grofe

1

N =u,

und die abhingigen Variabeln vermoge der Beziehungen

g

e N T
durch x; und y,, so gehen die ohigen Gleichungen iiber in

dx :

0 Wd"ﬁa = PO(u,x,,... X,)+ PU (n,x,,.. X,) ¥+ ....+pgu_(u, X1+ Xy) Y
. dy (p=1‘,2,.‘..x)
G .

A 1) 1
u du ~1@ (U,XL,-..X,,_)—FPES )(u,xl,...xx)yl+...

1)/, -
+PE (0, xy, )y e £ PO (U, %y %) Vacs T

b(a=1,2,...7\),

worin x> 2, die P eindeutige Potenzreihen der cingeschlossenen
GroBen bedeuten, von denen P und PY” fiir die Nullwerte dieser
Grofen verschwinden, und in welchen diejenigen Integrale zu
untersuchen sind, welche fiir u=0 selbst den Wert Null annehmen.

Durch Absonderung der in den GréBen u, X;,...X,, ¥;,... ¥y,
linearen Glieder auf den rechten Seiten der Differentialgleichungen
erhiilt man

Bitzungsberichte d. Heidelb, Akad., math.-naturw. K1. A, 1918, 7. AbL. 5
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P S o
dxl LN [ tm)
—--= " !”"17 J\CZ : a‘ll']-\l a]l“ b ] i (“ \i"""\?)
du - 1 >
==} [
' _ - (m)
+ Y, EL'“)(H I N R le (0 Xy, x)
1 ]
A £
dx"- - ’ - [ (m) .
u = Jullyy Xg = faVy, Vo 8,10~ Jnlo (” :\l“‘"\;)
du 1 1 2
w [« 4
i v (m}) .
+ ¥ Z’ Uz (”!XI""X'/) e g /r(” Xy \/)‘
1 1
y o
d}r 4 .
1 T g (m} -
u = Du 1o Xy Z“'lz‘z a,nu =+ Z, Ui (n X, \/)
du . . >
oo o
Ly Z U (0, Xpp00X,)) e 2y Z‘ Ui (0. xy, .. x,)
1 [
w oc
.2 11t - ) . N . .
+¥; Jm’ U (“’Xle----‘\z)*"‘*}-’)__, vy Z‘ 1 ,"i_l;_(ll,:\,,...xx)
1 1
% 5 3
dy}" ! - Loa . - frelmy
n = Q8 Wa Xo  Qa Vig Yo a0+ Ju U0 x,,..0x,)
du
1 1 L)
oo o
+V Zn i (117\1""](‘/.) SRR Z‘ l«"krg)(”w:"n \'A)
1 1
bt =
2 j(m A .8 m .
+"7 Z} L;‘M)(U,Xl....l\.z)-'- —IL"".I—‘.}.A lnl i.?.)—l?.(“i:\h"'xlt)i
1 1

worin die Funktionen

U™ (u, Xy, .. .x,) und ‘U™ (u,x,,...x,)

ganze homogene Funktionen m!" Grades der eingeschlossenen
GroBen bedeuten.

B ey )
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Multipliziert man nunmehr diese Differentialgleichungen mit
den zunichst noch unbestimmten Konstanten

A17A21' "Am Aiv A,21 AI)\,

und addiert die so erhaltenen Gleichungen, setzt man ferner

(20) Ayx F A Xt + A X, + ALY A Y+ + ALY = X

4 ’ ’ I3
und  Aja + Ay s+ A a A A A e+ A Ay = U

so wird man durch nihere Bestimmung der noch unbestimmten -
Konstanten A und A’ das obige Differentialgleichungssystem fir
die weitere Untersuchung wesentlich vereinfachen konnen.

Unterwirft man niémlich die Kohstanten A und A’ der Be-
dingung, daB

% A ® A
A1(Zt Ml“XaJrZVlocYa)"‘”Az(Z pamxa+2v2my“)+---
1 1

1 1

=

I8

4 ® n -
’ ) ! a? L ’
+ Al (Z Big Xy + Jo Vig Ym) + Ay ( Hog Xy + Ja Vay y&) A

iz

1 1 1 1
= MX=M (z Amxa+ZA;ym)
1 1

fir alle x und y identisch erfillt sein soll, so ergeben sich fir die
w+x GroBen A und A’ die x+2 homogenen linearen Gleichungen

Al P‘sz"'AzP’za*' +Aoc (U‘aa_M)'}' +Axp'xa+A,1V’1a+A’2“’2a+'"
+ A;u;%= 0 (m=1,l2‘,...7.)
Agvig + Agvag + oo+ Ay Vg + Al vig + Apvgg + o0+ Ap (vgp— M) + -

+A’AV;»B:0 (B::l:zv)‘)a

wonach M eine Losung der Determinante x+x"" Ordnung sein wird

B*
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M ' ; ;
(E’—n‘i ) 1T SRR et 211 Yy i
Bz (l‘—zz—M) . th2 i2 ) L2
e e e e e e e e e e e
’ ’ s
Py Boye oo e v (f"v.-:_?"‘l) Pz oy - o, =
E . r ’
| Vll V21 ..... V/J ‘(Vll—\l) Vz] V‘n
’ r’ I ,\
Vi Voj, - v e Vi Y13, ‘33, . ‘("m . I)

und Jeder Liosung

M, My, .. M, M, ML

KAl A

dieser Determinante ein bis aufl eine der Konstanten eindeutig
bestimmtes Wertesystem der GroBen A und A" entsprechen wird.

Ergeben sich nun aus den der Gleichung (2¢ )) entsprechenden
Beziehungen

. o

. 12 . I3 .
Ay X+ Ay X AL Yiroee Ay v = X

Ay, X+ FA Xt AL v + A;./ Y= X,
A1n+1 Xy - ' A/,ull Xy ™ A’IAH i+ ; \"; 2t Y3 = 3 1
Ay Xg + + Ay Xy, 7 \;H_; Yoo +Aan =,
die Werte
Xo = By Xy ++ B, X, 6, Y+ 00, Y, (a=1,2,...%)

y[}= BLX + - ‘:!g”, X C&sjl ! —*G’B;\) ({‘32”,2,;\.)‘,

so gehen die obigen Gleichungen, nachdem zur Vereinfachung die
Buchstaben X, Y, M, M,...%,%,... durch x,v,m,n,...a,b,... er-
setzt sind, in das Differentialgleichungssystem tber
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dx - L
u u‘” =M, X, +a,u +Z, e (1, By Xy +ert By Xy #8007y 6, Yi)
2
4244 ’ ’ i 7 . .
+(Bla Xyt -+ By, x, 46, v+ Cy, Y;.) Z‘ U;(:nll) (U‘: By Xy +-+ 84y yy+-+2)
1

S Y 7 . 7 7 1 - -
+ (321 Xyt By, X+ &Gyt 8y, YA) Z ugg) (u7 Bis Xy o0+ C oy Yy ')‘
1

e e e e e e e e e e e e e e e e
o]
4 37 o r o
"{"(%Mxﬁ"'*“ B X, +@J_1Y1+"'+@My}L) ZU Uo (u‘Y By Xy ++ €0 4 + )
1
(p=1,2,...x)
dy, = 1w (o ¢ -
- = Ny Yo+ by u+zl gy (u, By X+ 48y )
2

0
- 3 ! ) !’
-+ (Q",ﬂ Xi"l""+ﬂ?‘)1xxx+@’11.YI_*—'”_*—@H»YL) Z}l ’“g?) (Uv q'Bal Xyt i+@m1 y1+'")
1

e e e e e e e e e e e
4 4 4 i : .
+(ﬂ'}‘m i+t SBM!. X;{_l—@’}\,l Vit '_{_@'Mmyl) Z'Lllig?‘) (U, %al X+t @ul y1+"')‘
1 .
R ’ wt ’ )
(B xptt B x,+ €y Yyt + € ) Ex ugt (0, By Xyt +€,y vy )
1

o0

X Jm wcl—-ll(‘»‘)%mxlﬂ-' e+ Qv+ ) ‘(cr=1,2,.. .'A) y
1

worin die Funktionen u™ und 'v™ homogene ganze Funktionen
m® Grades der eingeschlossenen GroBen bedeuten und die Fak-
toren derselben aus 1** oder 2" Potenzen von x+X in x, e Xy
V1, --. ¥, linearen Formen bestehen, und fir ein solches, in kurzer
Form zusammengefaBtes Differentialgleichungssystem
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dx, e ) ] )
L T my Xy +a;u+ 1(”,3\1,--«_"1:"“
' [ ]
dx, ,
u ——T/i»- = m, X, +a,u-t 1-,,.(":3‘17---}'n~ )
du
dv; : -
1 3 =n;v,+bu+ ?1(11‘, Ngr oo Ny en )
u
dy;
1 —(Ti— =Ny ¥+ b+ g (”--‘H« hETRE ) '
u

in welchem die Funktionen [ und 2 eindeutige Potenzreithen der
cingeschlossenen Glieder bedeuten, welche keine Glieder crster
Dimension in xy,...X,,¥,...Y; enthalten, sollen diejenigen Inte-
grale untersucht werden, welche fiir u=0 selbst den Wert Null
annehmen.

Nachdem im vorhergehenden gezeigt worden, dall cin Diffe-
rentialgleichungssystem von der Form

U= = oy X3 T Py X+ 00 W, Xp - @,

in ein System

dX, i pr e e -\
M “Fﬁi =M X, +o,u+ (11,?\?...?\“)(") +'(u, f\l._i.f\n)(”') 4o

(‘/.='l,2,...n)

transformiert werden kann, worin die abhiingigen Variabeln x;, ... x,
und X,,... X, homogen miteinander verbunden sind, wenn die
Lésungen M, M,,... M, der Determinante

b= Mo o Hin
Uy poa— M Ly, 0
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simtlich verschieden sind, mége endlich noch bemerkt werden,
daB fur den Fall gleicher Losungen dies im allgemeinen nicht mog-
lich séin wird. Sei z.B. das Differentialgleichungssystem 2% Ord-
nung gegeben :

d x,
1 -\ (L
u "E“ = (‘1‘11 X1+ E.le X2+ Ellll + (u, xly Xg)(z) + (u7 XI" Xz)l‘(’t) + Ut
. d X.Z (2) + X< (2) + ‘. ..
! du = oy Xy + g X+ 85U + (“’ X1 x2)2 (u, X1y 2)3 ’

so geht dieses nach der oben angegebenen Methode, wenn M, eine
Losung der Gleichung
; p—M oy

_= 0. |
Hg, top — M

und die Konstanten A; und A, den Gleichungen geniigen
Ay (P-u _Mi) + Ag gy = 0, Ajpg, + Az‘(ﬂzz_Ml) =0,

in die Differenti-a]gleichungen tiber
u E—)EL:]\/IIX o u+(u, Xq, %)+ (u, X Xg)§ + -
du 17 % 11y Xg)g 1My Xg)3

d x, oy Agpgs— Ay g
U ==X
du A, 7 - A,

' A\ (@
Xy + o0 + (“7 Xl‘a Xz)-g)
+'(U37X1‘, Xg)ég) + o ’
wenn X = A, x;+A,x, gesetzt wird, und worin sich aus den obigen
Gleichungen

Az 15T B M1 Hia

Ay Koy thap — M

ergibt. Multipliziert man nunmehr die beiden so erhaltenen Diffe-
rentialgleichungen mit B, und B,, so erhiilt man durch dieselben
Schliisse, wenn diese Konstanten den Gleichungen geniigen
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I Aty — AU,
By (My=My) = By P =0l Byl T S
B Ay ) Ay

und daher

ist, und die Variabeln durch die Gleichung verbunden sind

B'l K]k - IZ‘Q Xg = Xq .

die beiden Differentialgleichungen

dX ‘ i . R v e s
u _,,}/ — ‘\"[1 }\Ll - (_J)l H - 7(”??\1, _‘\,-2):(31) - (”. ?\1. :\E)g‘l) e e
du
dX : y . e \@y L A
n —Wd—ri = M, X, + Byu +"(u, X, Xp)§? ", N N+
u

o

in denen vermoge des oben fiir '\' angegebenen Wertes die Grofien

[

M, und M, durch die Beziehung miteinander verbunden sind

: uyy— M Py Bio
My = gy + Uy ,( i 1) gy - 1y

oy oo — M,
oder

My + My =y =g, My My =gy gy — 0o e

-1 v 1>

also My und M, Losungen der Gleichung sind

vy — My

thio tap — M

Die Reduktion aul das letztere Differentialgleichungssystem
wiire somit stets miglich, wenn die erste der Bestimmungsgleichun-
gen fiir B, und B, erfillbar wire, was dann und nur dann nicht
der Fall ist, wenn die beiden Losungen M, und M, cinander gleich
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sind und u, von Null verschieden ist; ist gy =0 und sind die Lo-
sungen der Determinante voneinander verschieden, so kann die
Beziehung zwischen B; und B, durch B;=0 befriedigt werden,
und dann gehen fiir x,=X, die beiden Differentialgleichungen in
die verlangte Normallorm iiber.

Ich darf es nicht unterlassen, an dieser Stelle meinem ver-
ehrten Freunde und Kollegen KArL Borum in Karlsruhe meinen
herzlichsten Dank auszusprechen, der meines Augenleidens wegen
die Miihen der Korrektur mir abzuneéhmen die Giite hatte und
auch an vielen Stellen der Arbeit fiir die Prézision des Textes
Sorge getragen hat.




