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11.

Un die in dem letzten Abschnitte behandelte Reduktion eines
Differentialgleichungssystems von der Form

dx, 7 | : :
U =p@,nx1+p,mxz-i—--‘s+plnxn+a1u+IZAqu§'1x§H.i
u ax = g 31+M2232+“‘;M2 X +‘32u-+z Bux{xg
(1) ' du o1 Mg 3 Ap : NP Cab ¢ LN
dx ' o
u dlln =E‘Lnlxl+wnzx2+'“+5Lnnxn+amu +‘Z‘ S "LIEX?XE“" cee g

in welchem die Summen % endliche oder unendliche eindeutige
Potenzreihen darstellen, die von einer additiven Konstanten frei
sind und in den Variabeln lineare, mit Konstanten multiplizierte
Glieder nicht enthalten, auf die in den nachfolgenden Unter-
suchungen der Hamirronschen Differentialgleichungen zugrunde
gelegte Normalform durchzufithren, unabhingig davon, ob die
frither erhaltene Determinante

‘ par — M g RN ot

{2) D = | Pat tog —M . .. Py

T s & & & & w w % ® ¥ ® S & ® & & K 4 =

nur verschiedene oder auch zum Teil gleiche Losungen besitzt,
multipliziere man die Dilferentialgleichungen (1) mit noch zu be-
stimmenden Konstanten A, A,,...A,, setze

(3‘) ‘A1X1+A2K2+""‘+Anxn.z X1,

Ali-‘
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ferner
Ay FAg gy + -+ A 1y = My A
(4) Ajpgos+Agon+ -+ A tpe = My Ay
Ajppn+Agpon+e A o= MiA |

so daB sich M, als Losung der Determinante D=0 ergibt, und be-
stimme die Groflen Ay, A,,...A, durch das Gleichungssystem (4).
Dann wird durch Addition der mit den Gréflen A multiplizierten
Gleichungen (1) und Substitution von x,, aus der Gleichung (3)
durch X, x,,...x, ausgedriickt, das Differentialgleichungssystem
hervorgehen: :

dX |
u dul =M X;+au+ AP XPxP.. x
dx, | |
(5) u _ﬂ_ :VZI X1+‘V22 Xg + U Cﬁzu +Z B'llql Xgl Xgn‘..,ann
‘dxm ; © 8
Uy =“nmX1+"n2K2 +eretou +Z Swus)&i“x;f_..‘xm“ ,

in welchem die rechte Seite der ersten Gleichung nur die ab-
héingige Variable X, linear, mit einer Konstanten multipliziert,
enthélt, und die Summen ¥ wiederum eindeutige Potenzreihen
in den Variabeln v, X, x,,...x, sind, dhnlich gestaltet wie die oben
gegebenen. Sieht man nun von der ersten Differentialgleichung
ab und verfihrt fir die Variabeln x,, X, ... x, mit dem in (5) ubrig-
bleibenden System von n—1 Differentialgleichungen genau ebenso,
wie oben mit dem System (1) geschehen, indem man die Gleichun-
gen mit den Konstanten B,, By, ... B, multipliziert, diese Gleichun-
gen addiert, |
(6) ByX,+ Byxg+---+ B x, = X,

setzt und die Gréfen B aus den Gleichungen

Byvay + Byvge + -+ + Byvys = My By
(17)‘ Byvay + Bgvgy + -+ + Byvas = My By

--------------------------
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bestimmt, so daB sich M, als Losung der Determinante

f‘d Vgg w0 Ve B
| Vag vag —M L. vy,
Dl =
V2n Van . e s Vnn—'M

ergmbt, so folgt, wenn x, aus (6) durch X, x;,...%, linear, aus-
gedriickt, in die Summen X der Gleichungen (5) smbsmtumert umd

4

Byvy + Bgvgy + -+ +B, Vo1 = Pat

gesetzt wird, die leeichung

dx, e
Ut = 0 X M XKy 4 Byu S ‘7B11‘1X‘11X'=1,,
du e

in welcher nur Xl und X, linear mit K.umstamten mu
vorkommen.

Schlieft man so Weu:er so ergibt sich allgemein ohne Em— -
schrinkung auf die Verschiedenheit der Lésungen der D‘e‘ |
minante (2), wenn vermoge der sukzessiv eingefiihrten
Substitutionen die GréBen x,x,,...x, dureh Xir X
und sodann diese abhéingigen Varlab wi
bezeichnet werden, die Mbglichkeit der R dul

dx, - o
u—-——M Xg+yu+ ) Awxpxl.. 0 SR
du 154 1']’1_ z A1 Xy .. T . X\
dK2 ) L v
o = py Xy F My X+ ysu 4+ ) Bulxlixd |
du Py Xy g T Ys U Z | , .
(8)7  dx, e »
u 'cl—“"';ﬁﬂl XL+G323‘2+M3X3+Y3H+ 'y XZ 0o
du - vl o
' dx,
LT m%"’“"-‘nexﬁ“'“*‘“fnm_ix M, x +‘{nM+ZSu XX,
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wihrend, wie friiher gezeigt worden, unter der Annahme, daB die
Losungen der Determinante (2) samtlich verschieden sind, die Re-
duktion des Differentialgleichungssystems (1) auf ein System von
der Gestalt fiihrt: :

dx - ‘ ' =
u—d—ﬁ’i=Mlx1+nu+ZAMpX§"X§”a.. '
dx, =M Yo ZBM‘JX%X%
() - "Tgw TERTRuTLEuE..
dx
Ut Moty SuspRg.

worin My, M,,...M, die n verschiedenen Lsungen der Determinante

(2) sind, und auf den rechten Seiten der Gleichungen stets nur je ’
eine der abhiingigen Variabeln linear mit einer Konstanten multi-

pliziert vorkommt.

Um endlich noch die Bedingungen aufzustellen, unter denen
~man von der Form des Differentialgleichungssystems (8) zu der

von (9) gelangen kann, greife man zwei aufeinanderfolgende Glei-
chungen des ersteren heraus, z. B.

Cdx,

u_cﬂl— > 921-X1+Mz‘X2+T2”+z]3uqx§'xg=xgi... ' !

Yy CaEt Gjz Xy + My X3 + yu +Z Cu xPxpxy...
lu : ,

?

multipliziere, um x, aus der zweiten dieser Gleichungen heraus-
zuschaffen, diese beiden Gleichungen mit », und #y und setze
\

(10) | ' %Xyt Xy = X,
so erhilt man durch Addition derselben

dX _ ) ‘
3 ua = (142 Pay + %5 Ga‘m) X+ (1»:2 M, +x, 6’32)\ Xg+ %5 My Xg+ (m2 Yoty 1(3) u

Tty zBu"xi’“xg’xg’.‘.,J,- %3 ZGu’xi’xgxgﬁ... .

u
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und, wenn x, %, 50 bestimmt werden, da wie oben:

(H’E M2 +- Y ‘Ugg) Xq -+ Kg N'[?: Xy = mrt X?m == m (w_g Xg;'ﬂ‘iw_g; %) ;
also |

‘(M’)‘ *2 (MB - SM) + %305y = 0‘1 L) (Ma _m) =0

ist, durch Substitution von .xs, durch x, und X,
gedriickt:

]

dX R
w S0 o MK, 45, 11+2uu@xﬂemx%xw..,;
“du

WOTID gy, @, By, Bgy Bg, M und 3, Konstanten sind. Da aber £ von

Null verschieden sein muB, so f@lgt aus (11) T R

M= M,, V.Q(M WI)\+136

und es ergeben sich somit endliche Werte von x, umdl g, Wenn
nicht M,=M, ist; unter dieser Einschrinkung werden sich also
die beiden vorgelegtem Differ entxalg]llemhungen durch das System

dx, . o
T :meﬁMﬂxﬂ*YgM«l+ZB’u‘! X
d X,

du

u

ersetzen lassen, deren rechte Seiten,
eine der beiden abhéngigen Variabeln x,
Konstanten multipliziert, enthalten.
Wir werden im folgenden sagen, daB zw
welchp fm* u —70 verschwmd@n ir

i

posmlve Ordnungszahl m hesmzam
m Null werden, wenn -
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‘einen endlichen Wert hat, dagegen soll (u) von»e‘.imer"unendlilch
hohen oder einer unendlich kleinen Ordnung Null genannt wer-
den, je nachdem

wenn 7= und =0 konvergierén.

Nehmen wir nun an, daf die Ordnungszahlen der Elemente
Xy, Xy, ... X, eines fiir n=-0 verschwindenden Integralsystems der .
oben auf die Normaiform (9) reduzierten HamrLronschen Diffe-
- rentialgleichungen die reellen positiven Zahlen m,, m,,...m  sind,
die zunéchst sdmtlich voneinander verschieden sein sollen, und
setzt man : |

X, Xy | o (x
12 ) e (PN [
( ) ( mml )0 C'l (um; )0 23 (um" )0 Eﬂ !

so daB E} ED,...E° endliche Zahlen darstellen, so kann man die
.. leferentlalglem’ﬂhungen (9), welche wir der Voraussetmng

(13) My <My <My <--<m,

—

gemifl geordnet annehmen diirfen, durch die Sybstitutionen i

(14) ' X = u™ i]lw Xy = u E..27 R u™n E‘n

in ein Differentialgleichungssystem mit den abhingigen Variabeln
&, &y ... &, transformieren und durch Vergleichung der Ordnungs-
zahlen der beiden Seiten der so erhaltenen Differentialgleichungen
auf die Beschalfenheit der Ordnungszahlen (13) selbst weitere
Schliisse ziehen.

S E R i e

Mit Hille der allgemeinen Bemerkung, daB die Ordnungs- _
zahl einer Summe von Funktionen gleicher Ord-
nungzzahl eben dieser Ordnungszahl gleich oder
groBer als diese ist, und daB die Ordnungszahl einer
Summe von Funktionen verschiedener Ordnungszahl
gleich der kleinsten dieser Ordnungszahlen ist, soll
nun zunéichst die erste Differentialgleichung des Systems (9):
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@8)  uet oMy = Y Auwspap
niher untersucht \_Nerdwen, far Welche*die Grdnuhgs:‘zéhl"-ﬂéi; h
Seite O (L) wegen

d x4 7 o
" 'Em— ~M,x, = (mi_ML)Elum’ 4 ymett déw;

‘wieder m, ist, wenn my+M;, oder groBer als m,, wenn’ m_l-‘. |
Un die Ordnungszahl O(R) der rechten Seite der G,eljj hung
(15) zu bestimmen, bemerke man, daB :

(16) O(AvPxPxP .. xP)=p+mp; +my Pyt - 10, Py

ist, und untersuche die Beschaffenheit der einzelnen Glieder, je
nachdem diese Ordnungszahl §m1 ist.
Fir die Annahme

P00y Py + My Py -+ My Py < Ty
ergibt sich vermdgé (13) Py=Pa=-++=p,=0 und pgmwwﬁhmnﬁd

ans :
p+ mmpﬁmawpﬁ I, Py = My

nichst unter dmsem ]bemdem V@rau‘ etz
reinen u-Potenzen und es hat somit (1‘

s

auT+au™ - +a

" P D1 5 Pa Pu
up+au‘+ZAu xpxB. xPe,
(p+m1p;+mgm+--‘=+mnpn>m1)

P

y, L die

‘ Jrdnur mer aﬂs m:L sty -
dw 1fum- die Su mmatmmsmdms von & zu erfill hhew
welche wir von nun an durch’ E in die | ezemhmung der Summe

: $m1 :
aufnehmen wollen, mrd wegen (‘13) i allgememem befriedigt sein,
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NUr, Wenn p,=py=-:-=p;=0 sind, muB die Bedingung p+m, py>m,
hinzutreten, welche wiederum allgemein erfillt ist, wenn pi>1,
oder wenn p,=1 oder =0 ist, die Werte p>1 oder p>m, er-
fordert. ‘

Nehmen wir nun an, daB
1. m; +M,, also O (L) =m, ist,
so wird, da dann auch O(R)=m, sein mus, y=8y=+=a,=0
sein mussen, und somit die Differentialgleichung (15) die Form
annehmen:

dx -
(17) u dul — M, x, = au™ +ZA uP xPrxBe...,

>m,

und sich zugleich die Ordnungszahl m, von X, als ganze
Zahl ergeben; ist jedoch

IT. m; = M,, wofir M, reell und positiv sein muf,

so wird die linke Seite dieser Dif ferentialgleichung eine Ordnungs-
zahl besitzen, welche groBer als M, ist, und diese somit, da dann
a=0 sein muB, die Form haben:

d;
(18) u d? —Myx, = Zﬂ AuPxPixpe, ..

ohne daB sich zunichst im allgemeinen iiber die Natdw der Ord-
nungszahl etwas bestimmtes aussagen Japt. o
Umgekehrt ist ersichtlich, daB fiir eine Differentialgleichung
(17) von der Form
dx,

(19) w—h - Mixy = aut 4 Awbage.,

u >7

in welcher a+0 und = eine positive ganze Zahl ist, O(R) also auch
O(L)== ist, und somit, wenn die der Voraussetzung nach existie-
rende Ordnungszahl von x, mit m, bezeichnet wird, also die nied-
rigste u-Potenz auf der linken Seite der Gleichung durch das
Glied definiert ist:
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" daB sich im allgemeinen iiber » etwas aussagen lieBe; ist endlich-

Uber die HamiLton schen Differentialgleichungen der Dyna

( Ml) El u™,

far einen komplexen Wert von Ml, da dann mH_M
Ist jedoch M, reell, so wird, wenn

1. ‘M, >~ oder My==+» und x p@éitijgf,ﬂ -

n; —M, im allgemeinen von Null verschletden, also wmedber =%
sein missen, wihrend fir my==+x das oben bezeichnete Glied
der linken Seite der Gleichung wegfiele, und erst ein. fﬁ]lgendes
Glied die kleinste u-Potenz liefern wiirde, also mﬁwgﬂgem ile
Voraussetzung m, =w+x wire, so dafl dieser spezielle Pa
Existenz eines Integrales von emdlmher Drdmungszah]l nicht ver-.
einbar wire; wenn

2.

80 muﬂte wied: it . 80 dlaﬁ erst
ein spiteres Glied dm nmdmgste chbanz u"" der :rec]hten Seite liefern
wiirde, was mit der Annahme m;==—x wohl vereinbar wire, ohne

3. | M, =,

ein .spamerer P@siﬁm u“ }lmefem mi Bt-lﬂ also m1 gegen ie )
kleiner als « wire; dieser dritte Fall wiirde also anzeigén, daB x,
nicht ein Element eines mit u verschwindenden ][m{;egralsyatems

von endlicher Ordnungszahl sein kmm. So wird die Dmﬂerentwal-
gleichung
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gegeben ist, fiir M, ==+ von der ='", fir M;=z—x von der Mien
Ordnung Null sein, withrend, wenn M, ==, das Integral

x; =cu™+au* logu

nicht von einer endlichen Ordnung Null ist.
Um nun in dhnlicher Weise die Form der zweiten Differen-

‘tialgleichung des Systems (9):

dx,
du

u

— Myx, =,u + Z Bu?x{xd xd ..

zu untersuchen, fiir welche wieder wegen

dx, dz,
u i .I-\"T\X = {m —Nf \E umﬁ..*_uma‘?‘jl -
du 2% = (1~ M), o

O(L)=m, ist, wenn m,+M,, oder groBer als m,, wenn my=M,,
bemerke man, daB sich idhnlich wie oben fiir die Annahme

q+ My G+ My +My gy + -+ + M, q, < m,
9y=Qz="""=q,=0 und q+m,q,< m, ergibt, wihrend aus
Q+Myqy+my Gy + My g+ -+ m, q, = m,

entweder q,=1, q=qy=Qq=---=1q,=0, oder Qu=Qy="-+=q, =0
und "q+m; q; =m; folgt, also da der erstere Fall bereits beriick-
sichtigt ist, indem das in X, lineare, mit einer Konstanten multi-
plizierte Glied schon abgesondert ist, die Ordnungszahl m, von x,
durch den Ausdruck q+m, q; gegeben ist, wenn die entsprechen-
den’ Glieder iiberhaupt in der Gleichung vorkommen.

Nehmen wir nun an, daB

my+ My, also in (21) O(L) = m, ist,

so wird auch O (R)=m, sein miissen, und die Differentialgleichung
(21) die Form annehmen:

dx,

du

, 0,1 } ‘
- M,x, =Z( e xP + Z{%M“ Xt + z Bu®x} x%

,,2; LI 7
(q+m,;q,)<m, (g+m,q, =m,) >m,




“haupt vorkommen soll, mindestens fiir einen Wert p.gmq[—l—nmﬂq1
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in welcher in der erstéen Summe der rechten Seite. dm
tion q=0, q,=1 auszuschlieBen ist, und. fur die Konl
q=1, q;=0 die Konstante o den Wert Y, annimmt.
* Da, wie frither gefunden wenn m]L#Mm war, die 0
zahl m,, also auch ¢-+m,q, eine positive ganze Zahl ist. ]
wenn die erste Summe auf der rechten Seite der Gleichung t

das konstante Glied der zugehorigen Smummna
. Z‘M" " (gg)q‘y =0
(g+myqy = i)
sein miissen, worin sich der Wert £ aus der durch die erste Di
rentialgleichung (*_W) gegebenen Beziehung o e
* ( Ml) gl =

.ergnbt Wenn somit fiir k*emen Wer’lt von o dlmse Glel«@hhe;t
fullt ist, so darf die erste Summe auf der rechien Seite der ‘
chung (22) gar nicht vorkommen, und es wird dann einerseits die
Ordnungszahl m,=q+m,q, von X, eine positive ganze Zahl sein, -
anderseits der Koeffizient von u™ in der zweiten Summe der

rechten Seite
2B

g -+m, g, =m,)

von Null verschieden sein missen, da sonst @hese Summ 3
wie die dritte auf derselben Seite befindliche von einer hoh 4
Ordnung als der m{™ V‘erﬂchwmden wiirde, withrend die hnlke S\E‘ltﬂ
der Gleichung die Ordmungszah] m, besitzt. |

Fassen wir somit die bisher gewonnenen Resultate zusammmnan
50 ergibt sich, daB, wenn

1. m; + M]L_sw mg + M,

die Ordnungszahlen m; und my von x; und X, positive
ganze Zahlen sind, und, da in der Gleichung (17)
reine u-Potenzen von niedrigerem Grade als dem
m!™ nicht vorkommen durften, ferner in der Glei-
chung (22) fiir keine positive ganze Zahl pa<mj die
Gleichheit erfiillt sein.sollte: |
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<08 4,
2 alE) =0
(q+m, gy = it,)
und somit die erste Summe auf der rechten Seite

der Gleichung (22) wegfallen muBte, fiir die beiden
ersten Differentialgleichungen (9) die Form

dx :
(23) u ==t = Myxg + au™ + D AuPxbxBxl ..
du e
| dxy 3 9 301 51
(24) u »~~‘—~=ng2+25u‘ix,ﬁ”‘+ZBu xPxdxd ...
- (@ +m,q=m,) >m,

worin a von Null verschieden, und, wenn E? aus der.
Gleichung

(25) | (my —M,) & = a

bestimmt wird, die Ungleichheit befriedigt sein muB:.

- (2‘6) » z @(E‘é‘)‘h +0;

(q+m,q,=m,)

. |
der Wert von ( 2)=£§ ergibt sich dann unmittelbar
0

u™
aus der Gleichung
(27) (my M) = T (g0)e.
(q+my g, = m,)
| Ist
II. m; =M, my=M,,

$0 wird zunéchst wieder m, eine positive ganze Zahl,
und die Form der ersten Differentialgleichung also
wieder durch (23) gegeben sein. Die linke, also auch die
rechte Seite der Gleichung (22) — immer unter der Voraussetzung,.
da die Integrale {iberhaupt eine endliche Ordnungszahl besitzen —,
hat eine solche, die griéfer als m, ist, und, wenn wieder dieo
oben fiir das Fortfallen der ersten Summe der rech-
ten Seite angegebenen Bedingungen erfillg sind,
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dann wird auch die zweite Summe nicht. :
mi™ Ordnung Null sein kénnen, also das k

Glied .
ZB(E?)\““ =0

(@ +m, q,=m, = M,)

sein missen, worin E! wieder durch die Gleichun

(25) bestimmt ist, wihrend, wenn die letztere Sumn
von Null verschieden ist, x, diberhaupt nicht v
einer endlichen Ordnung Null sein kann, Es wird da- -
her die Form der Gleichung (24) iibergehen in: '

(29) u i—-— = Myx, + Z ul éﬂ .+ ZBU”] xp xg‘ x% .. “a

du hmaem =y o
worin my=M, eine positive ganze Zahl ist, odér in "

dx,

(30) Ut = Myx + 3 Butxfxpad.. .

Ist in den beiden Fillen I. und II. die oben dafir angegebene
Bedingung, da$l die erste Summe der rechten Seite der Gleichung
(22) fortfsllt, nicht erfiillt, so daB diese Summe Glieder von einer
Ordnungszahl haben ]Ihcan,,, welche >m, ist, so 1iBt sich ed:er
iber den Charakter von m, noch tiber die engere Fm'm d :
rentialgleichung (22) etwas bestimmies -auss:

Ist ,
1. -y =M, méMa

so hat die erste Dmfferentw]llglemchung des Systmms
(9), wie oben gezeigt, die Form

‘(31) ou dx sM xl-l-z Aupxl‘ﬂx IR

aber weder iber che Ordmmngazahﬂem von x, und X, noch iber die
engere Form der zweiten Differentialgleichung (9) 148t sich etwas-
niiheres angeben, da in den Koeffizienten der niedrigsten u-Potens
der linken Seite der ersten Differentialgleichung wegen
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dx gk T
du1 _K‘[’Xlz(ml‘Mﬂ) g“.l '+ '+1_~_ﬁ_=unxl+1_@£

auBer £ die weiteren in dem analytischen Ausdrucke von x, ent-
haltenen Koeffizienten der u-Potenzen eintreten.

Setzen wir nunmehr allgemein voraus, daB in
dem Gleichungssystem (9) die Integrale x,,x,,...x,

fir =0 von endlicher Ordnung verschwinden, und

daf
’ my %= i’w“ m, %+ ?‘12* ... M, =+ :Nln

ist, so werden sich die Ordnungszahlen my,m,,...m
welche nach den Ungleichheiten geordnet sind:

n?

.m1<mg<M3<"'<mn,

als positive ganze Zahlen ergeben, und das Diffe-
-rentialgleichungssystem (9) die Form annehmen:

( dx
LI ¥ - (Pnpn---l?y_‘_]) 1 Pe—1
u = M,x, + Z A, uf xPrxbe x5
(32) } (p+m, D|+mzp:+-'--+mz__1 Py—1=msy)
N plPPuLPy...Pyl ‘ p
+ Z B, P xPgle x )0
>mx

fir x=1,2,...n, wenn flir keine positive ganze Zahl
y, welche kleiner als m, ist: '

(P;I‘u---l";q_l) zO\P1 f+p,\P2 - Py—1
(33) Z Ay (&) @) €)™ =0
(P4 mypytmaPatetmy_g Py g =)
ist, worin die GriéBen E£?, £3,...E% , durch die Glei-
chungen gegeben sind:

(m;—M,;) & = A

p=m,
(mg—M5) & = 3 Af-® (E3)
(p+myp, =my) v -

(34) _ (ma‘_Ma) £ = z Afeonpd (£ (£

' (p+m; p,+mep: = m,)

(1= M B2 =T AL (g2 (.. (20 e,

{(P+mgpy+e-t+my_g Py_s=my_3)




sind diese Bedingungen erfillt, so- folgt dar

weil die Ordnungszahl der llmken sowie der ¢

Seite der Dmffe:re_mtlalgl,.,ehmn)g m, _ﬂs‘emn SOllw,_sf |

_(35) . z A(F‘.D;,._,Dw—i (E )p‘ (gn) e (ED_L) £ I

(p +m,p1 +my Ips"l' “+My g Pyp—1 = Myl

von Null verschieden sein mubB.

Nachdem wir in den Gleichungen (32) die. mtwemdxge Firm
der Differentialgleichungen des Systems (9) erkannt haben unter
der‘ Voraussetzung, daB die Ordnungszahlen der Variabeln Xy, Xgy e Xy

den Ungleichheiten (13) geniigten, moge noch ergiinzend niit eini-
gen Worten der Fall behandelt werden, in welchem

m, = mz"""‘mm<m3+1<mm+2§mm+av‘ :
1st. . -

Fir die erste Differentialgleichung (15) des Systems (9) w
den den obigen Schliissen anahg sich aus der Ung]lwemhhem C

P10y Py 1My Py+eort-111y Py = P10y Pyt Porte o+ P )+ My g Prga +rr< m,

wieder wie frijher

erge]bem, dieser Umglemhhelt alsu 1
ten multiplizierte u-Potenzen’ an’bs“p:
smd withrend die Glemhmug

[

@

p+m, (pl + Pyt + pﬁl + Mgy Porgy + 70 0= my

nur die beiden Fille liefert : T R e BT

p= mn I%
und

da aber der letztere Fall eine
wenn eine der Grofen ‘Pﬁ P« Py

£ temz aussbhheﬂ%t wahr‘emd
en: WErt 1 vnd dann dw amch-em

Sitpungsberichie d. Heidelb. Aknd., miath.-saturw. K1, 1918, 17, Abh,
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den Wert Null annehmen, die Grofen x,, Xy, ... x; aber linear mit
Konstanten multipliziert in der ersten Differentialgleichung nicht
vorkommen, und M; x; aus der Gesamtsumme bereits herausgenom-

~men ist, so werden, da dieselben Schliisse fiir die ersten A Diffe-

rentialgleichungen des Systems (9) gelten, unter der Voraussetz-
ung, daB m, 4+ M,, diese die Form haben:
dxp — M X 4+ A‘(mx) umx +z A(p,?un-i)n) ulj' xpl Ps xpm
Yqa T e T e < e 1 Xy Xy
| ™ (e=1,2,...2) .

Ist fiir einen der Werte von p: m, =M, so mufl

. Al =0
sein,

Gehen wir jedoch nicht wie bisher von dem Differentialglei-
chungssystem (9) sondern von dem System (8) aus, so wird, um
die Form der zweiten Differentialgleichung desselben festzustellen,
die Bemerkung geniigen, daB die erste Summe der rechten Seite
der Gleichung (22) in diesem Falle durch den Ausdruck

z au? x{:
(q+m;q,<m,)
su ersetzen sein wird, wenn fiir die Kombination q=0, q,=1 der
Wert der Konstanten a=py, fir die Kombination q=1, q;=0:
=", ist, und es wird die Form der zweiten Differentialgleichung
also wieder durch die Gleichung (24) gegeben sein, wenn die Be-

2 (&) =0

(g4 m;q,=1,)

" dingung

fir keinen Wert von p,<m, erfillt ist.

Nachdem wir oben die Form der HaMiLTon schen Differential-
gleichungen (9) néher ermittelt haben, fir welche die Elemente
eines dem Werte u=0 entsprechenden, selbst verschwindenden
Integralsystems von einer endlichen Ordnung Null werden, und
zwar unter der Bedingung, daB die Ordnungszahlen m, <+ M,,
my+M,, ... m,+M,, gehen wir nunmehr zur weiteren Untersuchung
der Integrale des tramsformierten Differentialgleichungssystems




Uber die HamiLton schen Differentialgleichungen 'der D

(23), (24), ... (32), und zun n dz.

gleichungen:

chst ‘d‘erl erst

(36) u 131;(1 —M,x, = aum+ P Au
u |

>,

iiber, in welcher a von Null verschieden, und:
oben gezeigt, positive ganze Zahlen waren.

Setzt man

worin die positiven ganzen Z,
keiner ‘weiteren Beschrankung
Funktion der rechten Seite der
fir u=0 das Integral & nach
Wert annimmt:

(3

shnlich gehen die Werte £3, £, ... aus den G.lweichung n (34) hervor.

Setzt man ferner : . S
B =y, By gy s By B =,
so geht die Gleichung (37) vermoge der Beziehnng (38) in die |
lef‘emntialgleichmmg _ - .
- o
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d
(39) u ;m - (my = M)y = 2 Au™ (B4, (B2 )P -+« (En+ )

du (= =0)

iiber, worin, da die x,,x,,... emdliche Ordnungszahlen fiir u=0
besitzen sollen, dies auch fir & —&7, E,—E3, ..., also auch fir die
verschwindenden Werte von v,7,,...%, der Fall sein wird. Ist
nun der kleinste Wert von = auf der rechten Seite der Gleichung
(39) gy, also der Koeffizient von u* durch die Summe

@0 T AEPEr @)=

dargestellt, welche anch den Wert 0 annehmen kann, so wird die
Gleichung (39) in

(41) u d1y + (my —M,) 7, = cut +z Bul 45l ...
du yrs

iibergehen, und die Ordnungszahl der rechten Seite der Gleichung
py sein, wenn ¢ =0, oder gréBer als p,, wenn ¢ =0 ist. Im ersteren
Falle wird somit, wie &hnlich schon oben fiir die Gleichung (1‘9‘)
gezeigt worden, die Ordnungszahl von 7, die ganze positive Zahl
14y sein, wenn sie nicht gleich M 1—my 1st, wihrend, wenn letzteres
der Fall ist, jene kleiner als p, sein mufl; ist aber M;—m, =p,, s0
wirde daraus zu schlieBen sein, daB x, mcht von endlicher Ord-
nung Null sein kann, was gegen die Voraussetzung wiére, oder
daB die oben angegebene GriBe ¢ wieder gegen die Annahme den
Wert, Null haben miiite — fiir den Fall, daBl ¢+ 0, ist also
die Ordnungszahl von %, -gleich der ganzen positi-
ven Zahl p, oder gleich M;—m,, wenn nicht M,—m,=p,
ist, also M; den positiven ganzzahligen Wert m,+p, hat.
Ist die durch die Gleichung (40) definierte Konstante gleich Null,
so ist die Ordnungszahl der rechten Seite der Gleichung (44)
griBer als y,, und dasselbe findet im allgemeinen fiir die Ordnungs-
zahl von 7, selbst statt.

Stellen wir dieselben Betrachtungen fir die folgenden Diffe-
rentialgleichungen des Systems (24)...(32) an, so ewgnht sich, daf -
unter der Voraussetzung, dal

my<my<mmg---,




Uber die Hamintonschen Differentialgleichungen der Dynamik.

ferner
(43) v M"Emm#Mh Eflz";mz#Mga Ma‘*‘mgﬁ‘:Mm «» -

posmtwe gamze Za]hf[em s:mdl daB fuermer‘ WE‘ |

no=uh g, g, =uts Ezw Ws—“‘stgw---
und o

KI = c? + "9’11 éz = t.g + '92 ] ta = tg + '%37 sre

gesetzt wird, die Ordnungszahlen v, vy, vs.
Funktionen &, 8,, 95,..., welﬁhe d‘em Glewhung I
ahnlich gestalteten Diff ] r &
wiederum positive
die Bedingungen his

(45’&) vy M, vy P’*z‘"mz + M
WEW.
.Da aber unter der Voraussetzum’g; daB al

Bedingungen erfallt smd sich die Entwic
formen ergehen* ‘

X, = um (Ei"_}_ Vh)‘ — E?um”-%llmﬂ'”‘ il — g‘g ufﬂz —i‘_cg mmﬁ’(]—n, + mmi'l:“'m,%-l =4 i

und die dhnlichen fir x,, X;, ..., 50 folgt aus der Ganz-
zahligkeit der Exponenten der u-Potenzen, daB sm]h
die fir u=0 verschwindenden Integrale x, x,, X3, ..
in der Umgebung dieses Punktes zunéchst formal
als eindeutige Potenzreihen entwickeln lassen, deren
Konvergenz sogleich nédher untersucht werden soll.

. Die vorstehenden Sitze, welche sich auf die Eindeutigkeit
der Integrale der Haminrowschen Differentialgleichungen (9) be-
ziehen, waren unter der Voraussetzung gewonnen, daB ein System
der fir u=0 verschwindenden Integrale derselben endliche Ord-
nungszahlen besitze; es soll nunmehr ohne die Existenz derselben
und die Kenntnis ihrer Beziehungen zu den Zahlen M,, M,,... M,

Ay B N‘.

TN
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vorauszusetzen, direkt gezeigt werden, daB3, wenn keine der GraSen
M;, M,, ... M, eine positive ganze Zahl ist, jene Differentialgleichun-
gen jedenfalls ein solches System eindeutiger, durch konvergente
Potenzreihen - darstellbarer Integrale von endlicher Ordnungszahl
besitzen, dal dies aber auch der Fall sein kann, wenn die M zum
Teil positiv ganz sind. ,
Setzen wir n@mlich mit Benutzung der frither gebrauchten
Bezeichnungen die Differentialgleichungen (9) in die Form

(45) u idi&)_ — M X, = vpu+(u, Xy, Xy, X)) P+ (0, Xy, Xy, 020 ) P -

u
(p:i,z,...m),

und suchen diesen Gleichungen formal durch die Potenzreihen zu
- geniigen:

(46) ‘

-

Xy = CpyW + Cppu® +epud + ot

so erhiilt man die zu befriedigenden Beziehungen

‘ (1 —MP) Cor U + (2‘—— Mp) oo + ‘(3_M9‘)‘ cpgug e

‘ ‘ ‘ -2 ‘
([7) =‘{PU+(U,011U+CIZID ‘+"’,’021U|l+0‘22u2+--., -...‘.;)ép)
B = . .
+ (W, Oy U+ 63 uP + e U+ Oy e )P

(p-:ﬂ_,,“,...'n)

und somit durch Identifizierung der Koeffizienten gleich hoher
u-Potenzen

(1= M) Co1 = Yo
(G _‘Mp) Cos = E¢o (0111 Ca1s €319+ <~ Cp1y C129Co23Cgga 2+ . Cpgy on e
+++1 Crg-1: C2g—1s C3g—-1> - -~ Gna—1)‘

(F‘:‘LZM'-HH ‘5=5273:4.1-“\)\

oder durch sukzessive Berechnung der ¢




Uber die HamLtonschen Differentialg

(48) Cip = be,a Cap = @’Ep‘a‘ 200 Cpp = q?np.

worin die ¢ ganze Funktionen der Knefhmentem der D
gleichungen sind mit Nennern, welche' die : ‘ihalben'

TTa-m)-m,

so daB also der Wert der Grifen

tive ganze Zahlen sind. Dure
in die hypothetisch aufgestﬂllte
somit fur x;, X, ... X, unendl:
gleichungssystem ffmma]i Gemuge le

ten Seite der p™ D
die Nullpunkte: vo
To, Toir Tpay #on I'Pm

u? xf x3°* v x%n mit

B0y Ol oue By

pezeichnet wi’vd,‘ bekanntlich eine endliche positive GroBe M® an-
geben lassen von der Beschaffenheit, dal

(49) mod. A

00 0y Dhn oo By

ist: wenn man ifemer in dle reahe

der lDuHerenualglemhmgem ihre ah Volu o1 Bet ge w
Verm@ge der der Unglemhhe:tt (49) anal 1meh
m  de:

durch den kleinsten -ihrer M@d ;

die GroBen {y,, %W%W T ST ‘
man | LR I T
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(50) Cip =¥ Cop=Wop o Gy =¥y (0=1,2,3,...)

setzt, die oben formal angesetzten Reihen (46) konvergieren, wenn
man die Konvergenz der Reihen ‘

XI:GIIU"'Clgﬂz'l‘Claua‘}‘ tee
A (51) X2=Gglu +C22UZ+E23U3+ M

L e

innerhalb eines bestimmten Konvergenzkreises um u=0 nach-
weisen kann. Bildet man aber den rechten Seiten der Differential-
gleichungen (45) entsprechend das Gleichungssystem

M® M® MO M
mY, = U+ —— Vit — Y2
Ty Iy Iy Tin
Mo M
4 HYI+"'+_‘——Y11—1YB g
Py Ty Pin—1T1p
(5 2) M® M® M® M®
| mY, = u+( U —— Y, b —— Y2
M® M®
+ UY, 4o net Yo |+
Tg Ty Tou_1Top

s0 ist unmittelbar zu sehen, daB sich aus diesen n algebraischen
Gleichungen die GroBen Y,,Y,, ... Y., welche fiir u=0 verschwin-
den, als eindeutige konvergente Potenzreihen von u in der Form
-ergeben:

‘ Y1=211U+212M12+Mm31!3+"‘

$ 3 & & & & & ® B 2 E e % e s oaoaoss [

da die Funktionaldeterminante der Gleichungen (52) nach Y,,Y,,
... Y, fiir u=0 von Null verschieden ist. Setzt man nun zup Be-
stimmung der Koeffizienten *qg diese konvergenten Reihen in die
Gleichungen (52) ein, so erhalt man die den Gleichungen (47)
analogen Gleichungen '




Uber die HamiLTon schen Differentialgleichurigen der Dynanuik

- . M@ MY
M (g U+ g U o) = u+

T ¥
M ! o Lo
(54)« +-;1—rl——u(xnu+xmua+...)+...
Ty
M®

R — ‘(Mnaliu+%n=12u +“')‘ (Knlu TR U
T10-1T1n -

und die dhnlichen, und durch I(ﬂemtlhzlemmg der Kmefflmente y
gleich hoher u-Potenzen Glemhungen von der Forim CEE

(55) mﬁil’- = qblw mlem = (Dg\p.v e QT

worin, wie durch Zusammenstellung mit den olbig‘en Betstimﬁm
gleichungen (47) und (48) der GroBen cyy, Gy, ... unmittelbar he

_ S
vorgeht, die Gréfen —** ays by entstehen, wenn man statt der
m -

Koeffizienten der Dliﬁferentmlg]ewhungen, wie Qben angegebe
ihre absoluten Betrige und sodann die oberen Grenzen dieser set
und es folgt somit nach (55) und (50)

qj“y:

m

= ap' o alsllD‘ ){uM—z G‘mw ’ -

so daB sich aus der Konvergenz
(51) also auch die der Rexhan

wenn keMw der Gruﬁem Mi,M,;.
verschiedene positive ganze Zahlvi
herum dumh k@mv«ergente emdeu’i 1

smtwe ganze Zahllen smd.
M aufgestellte * ‘

ein. solches fiir u=0 vers
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rentialgleichungen (9) gibt, welches durch konvergente eindeutige
Potenzreihen von u darstellbar ist, ergibt sich leicht daraus, dal3,

wenn wir die Elemente zweier solcher Integralsysteme mit

Xy, Xgp oo X, UNd X+ V), Xp+ Vo, ... X +V

n v

bezeichnen, aus der " Differentialgleichung des Systems (9) die
beiden Gleichungen hervorgehen:

u ?i}flp = M_x, +y u z AuP xlxBe. ..
dix,+vy ’ ‘ ‘
un __(__.%.H_P_) = T‘Jp (XP -+ yp) -+ TP u - Z‘ Aub (xl‘i‘ Yl)l)l (K2 + yg)p‘ .

und aus diesen durch Subtraktion
6 dyp Y - R QN P «T1 y: T2
(5) u—d~—=1lp)p+EAu XX .. V¥R

worin die Summe X keinen von jeder der GréBen Vi, Vo, o-- Vo
freien Posten enthilt. Da sich nun unter der oben gemachten Vor- '
ausselzung X, X,,...X, und X,+y, x,+7y,, - X, +Yy,, also auch
V1 ¥2»---¥a 8ls eindeutige konvergente Potenzreihen von u ohmne
konstante Glieder darstellen lassen, so wird, wenn Y. diejenige
unter den Funktionen y,,7y,. ... ¥, Ist, welche die kleinste Ord-
nungszahl ¢ besitzt und durch

. G . 1
(57) Yo = Yo U Yo 0T 4

dargestellt sei, der Wert von ¥p in die p* Differentialgleichung
des Systems (56) eingesetzt die Beziehung ergeben:

u (a Yeu® T+ ‘(G-’r— '1) Yoyt UT+ )
= My (Yo u° + Yo u® + ) + Byut £ Byu®*2 4ot |
weil aus der Summe X in (56) durch das Glied M, ¥, bereits das

in y, lineare und mit einer Konstanten multiplizierte Glied ab-
gesondert ist. Hieraus wiirde aber M‘L=a folgen, was, da ¢ eine
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positive gange Zahl ist, der Voraussetzung widerspricht, und wir
f[inden somit, _

daB, wenn keine der Groen M, M,,...M, eine po-
sitive ganze Zahl ist, das Differentialgleichungs-
system (9) stets ein und nur ein far u=0 verschwin-
dendes Integralsystem besitzt, welches durch kon-
vergente eindeutige Potenzreihen darstellbar ist.

Es bleibt somit noch der Fall zu erledigen, in welchem
einige der GroBen My, M,,... M, positive ganze Zahlen sind, und
wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf
diese GroBen M,, My, ... M, (x<n), und zugleich M, <M,<--<M,
seien, wihrend M, ;,My.q,..-M, beliebige reelle oder komplexe
Grofen sind, die nicht positiv ganz sein sollen. Machen wir unter
der Voraussetzung, daB M, 4 ist, auf das Differentialgleichungs-
system (9) in der Form (45) die Substitution

(58) Xo = —( Te +Yp)11 )

Mo—1

so erhdlt man das System

td

: y ) |
(5‘9) ! dup N ‘(MF— 1) Yo F Spu + (“thYm “e Yn)(zm |
VoY) e (p=h2en),

worin die 3, Konstanten, und for p=1,2,...x die konstanten Ko-
effizienten von y, auf den rechten Seiten der Differentialgleichun-
gen die um eine Einheit verringerten ganzen Zahlen M, M,,..-M,

sind, wihrend in den folgenden Gleichungen diese Koeffizienten

wieder nicht ganze Zahlen sein werden. Macht man in (59) die
(58) analoge Substitution :

3
B | —_— = 9 I
(60) Yo (MP_2 + zp) l‘l ,

so daB man auf das Differentialgleichungssystem gefithrt wird:

dz
{(61) v dls = (M, —,_2) Zo t U+ -(u, Zyy Ty +e - Zn)

+ (0, 24 Zgy oo 2 ) 4 (Ip=1,.2,....n),
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und fdhrt so fort, bis man aufl ecine oder auf eine Anzahl % von
Differentialgleichungen mit einem konstanten Koeffizienten der
ersten Potenz der abhingigen Variabeln auf der rechten Seite ge-
fihrt wird, welcher der Einheit gleich ist, so daB das Differential-
gleichungssystem lautet:

dt
Uty (u Lo )8 (st t 0
du
dt ,
Wty (u, ty, et )8 (v, ty, t,)5 4
du
dt, . A
U= u—zt) T 0 (” tl‘ tn)'(_’” [ (llrtla . [“)3’) +
)
dt7+1
: T ! )"L“ 1 )ri—]
= Wbt (0t b )0 (s, b, )
u
dt; o D
T b st (0, PR (01, )4
u at, =u, b, 47 U—L(U t t Mob (n}
du = Bt U HRE ")2 ‘ (“:th'"t'n)fs +oey

worin A <\n, und die Konstanten Prir Y502y <. wy, von der positiven
Einheit verschiedene reelle oder komplexe Zahlen sind, so ist
leicht zu schen,

dafl das Differentialgleichungssystem (62)‘ also
auch (9) um u=0 herum kein dort verschwindendes
eindeutiges Integralsystem besitzen kann, wenn
eine der GrioBen o, T2, ««+ 73 von Null verschieden
1st; daBl dies jedoceh moglich ist, wenn diese sidmt-
lich verschwinden.

Denn wire fir ein positives ganzzahliges m,

m

~ m.+1
tP - PPmP u UPm:+1 u s

I
T

s0 miilten die Entwicklungen in die erste Differentialgleichung-
eingesetzt dieselbe identisch befriedigen oder
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' \ m,—1 v AN A m
i (lnl C m, LU (1111—1—1) { 1m,+1 (L e ) == c1m, “m’ + Glml-i-l umd-l'-l— s
S TRUESY ([P ut e uM -)é” S
sein, woraus sich notwendig », =0 ergibt, und ebenso v, =-- =, =0.

Hat aber hiernach das System (62) die Form

dt,
0t = by A (U by, gy enn By)8) A oo
d u 1 ( [ERg SRR n)2
dt
| u _—Arl—)‘—:h%- (n,t-l,tg,...tn)g‘)—% .
(63) "”
dha, . (A1)
u TLT = Pypr by + Mg 0 (U, by, by, e tn)‘z Ao
dt, (n)
u-— =ty t Ta Wl + (l,l, tlstﬂv t’n g
du

und setzt man

l b=uv, th=uv,, ...t =uvy _
(84) n ‘
‘ A+1 Nn
topr = — |2 vy Uyt = — ~+ Y, ) u
l +1 ([J..)\_}_l _,l 24+1 ’ n y‘n“i n ’.
s0 geht, wie leicht zu sehen, das System (63) in
dv
_...C_GL =, + (v, vy, v )i+ (u, vy, v, )8 +
di V)
‘ x
__dji w oy 4 (0, V) (1, vy v Y
)
v)d-l ; \
u du = (P')w}l”—l) Vot 4 f)\+1 u 4 (vavlv vn)g i +
dv, 1 P ) -
T (=) Vi + Ty + (‘»‘\1“‘13‘---\’“)9 T+
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iiber, worin ey, ... 05, ., ... T, Konstanten, und die letzten n—x
Differentialgleichungen als konstante Koeffizienten der ersten Po-
tenz der abhidngigen Variabeln reelle oder komplexe Zahlen be-
sitzen, welche nicht den Wert Null haben.

Nehmen wir nun an, daf}

1. in (62) die GroBen ), ...y, also auch gy, —1,...p,—1
nicht positiv ganz waren, so folgt aus (65), wenn die ersten A Glei-
chungen mit u multipliziert und w, ,—1=v, . ...y, —1=v, ge-
setzt werden:

dv,
0 -—-sm =0 U+ (U-, AP TR Vn)‘(Zl) -
du
d vy, 2
U - =05 U+ (U, Vy Vol o+
dn e
(65 ﬂ) q
v, ,
-1 . ) . - » )\‘{‘1) !
¢ du Vier Ve F hagu+ (1'7 Vi oo ")53 ‘
dv
W=y v +f - ; L
u u =V V, Tl a4 l],\h...\n)é ot

worin keiner der konstanten Koeffizienten der ersten Potenz der
abhingigen Variabeln auf den rechten Seiten der Differential-
gleichungen cine positive ganze Zahl ist, und es folgt somit aus
dem oben bhewiesenen Satze, daB dann

das Differentialgleichungssvystem (65a), also auch
das transformierte Hamrrtoxsche System ein und
nur ein in u=0 verschwindendes eindeutiges Inte-
gralsystem besitzt.

Waren aber ‘

2. in den Differentialgleichungen (62) einige der GroBen
Upg1r -+ Py Q150 @uch p,  —1, .. p —1 positive ganze Zahlen, und
nehmen wir an, daB y,,,;—1 die kleinste dieser Zahlen sei, ohne
-schon den Wert 1 zu haben, so setze man

vi=(wi+e)u, vy = (wy 4 ek, .. vy = (Wy + e, ) u

o

b1 f
V1= (“‘ "'2‘1“.)' + “').+1) Uy oo V= — | —= 4+ W, | u
\ E-L)\+1 B ) Mn ] |

)
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und erhilt dann das System

dw {1
0ot = Wy gy (U, Wy, Wn)(z) oeee
du
d w- .
1 A Wy + g u -+ (u, Wy, - Wn)(z )+
du -
_d“'1+1

) - (A1) |,
il iu = (f"‘?\+1_ 2) Wy i1 -+ g;‘_*_l u -+ (l], Wiy oo 'Wn)z F

-----------
-----------------------------

S du T (g —2) Wy + guu + (u,wl,...wn)g“} e,
worin der konstante Koeffizient der ersten Potenz der abhéngigen
Variabeln in- der A-+1'" Differentialgleichung — und in einigen
weiteren derselben, wenn mehrere der p derselben positiven gan-
zen Zahlen gleich waren — wieder eine um eine Einheit verringerte
positive ganze Zahl ist, wihrend die entsprechenden Koeffizienten
in den ersten A Gleichungen jetzt gleich der negativen Einheit
sind. Setzt man dieses Verfahren mit den analogen Substitutionen
soweit fort, bis der betrelfende Koeffizient in der A+1*® Gleichung
— und in den etwa folgenden — die positive Einheit geworden 1st,
s0 ist, wie oben gezeigt, die notwendige Bedingung fiir die Ein-
deutigkeit des Integralsystems die, dafl die konstanten Koeffizien-
ten von u wieder den Wert Null annehmen, und ist diese erfillt,
so gelangt man somit durch ein Substitutionssystem von der Form
(64) zu einem Differentialgleichungssystem, in welchem die betr.
Koeffizienten der ersten A Differentialgleichungen negative ganze
Zahlen, die der A+1 — und etwa folgenden Gleichungen — den
Wert Null hat, und die nachfolgenden Gleichungen moglicherweise
zu diesen Koeffizienten positive ganze Zahlen haben. Fihrt man

so fort, bis das System nur noch solche um ganze Zahlen ver-

kleinerte p enthélt, welche nicht mehr positive ganze, reelle oder
komplexe Zahlen sind, so wird man, wenn stets die Bedin-
gung erfillt ist, daB in dem Komplex der Differen-
tialgleichungen, in welchen der konstante Koeffi-
zient der ersten Potenz der abhdngigen Variabeln
dic positive Einheit ist, die konstanten Koeffizien-
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ten der unabhingigen Variabeln den Wert Null ha-
ben, zu einem System von Differentialgleichungen gelangen, in
welchem keiner der Koeffizienten der abhingigen Variabeln ejne
positive ganze Zahl ist, und somit das gegebene Differon-
tialgleichungssystem cin und nur ein in u=0 ver-
schwindendes eindeutiges Integralsystem besitzen;
es sind somit die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen daflir entwickelt, daB das Dillerential-
gleichungssystem (45) in u=0 verschwindende und
in der Umgebung dieses Punkts cindeutige Integral-
systeme hat.

Es mége endlich noch bemerkt werden, daB, wenn ein Diffe-
rentialgleichungssystem die Form hat:

u —%E = t; 4 (u, t,, t, )" (n, 14, t, )8 +
dt _
(66‘) u }Tj— =ty + (u, t, ... tn)ég) + (IH, t4, ...’tn)ff) b
dt
u 5&;;-‘- = b 4 (0, by o )8+ (0, b)) e

dieses durch die Substitutionen

by=uvy, ty=uv,, ... Ly = v,

wie oben In

Z__El =y + (u, v, Vn)ﬁ” - (u, vy, v+
(67) e e

%‘i’l,: (1, Vi e V) (1,7, v ) S
oder in

u -Ei%%- = U+ (U, ViV (0 vy v )

0 ST (0, v (v
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iibergeht, und daher, da die konstanten Koeffizienten der ersten
Potenz der abhingigen Variabeln auf den rechten Seiten Null, also
nicht positive ganze, von Null verschiedene Zahlen sind, dieses
System, wie friher gezeigt worden, ein und nur ein fir
u=0 verschwindendes und in der Umgebung dieses
Punkts eindeutiges Integralsystem besitzt.

Setzt man nun in (67)

0.,y 0 R RNE
VL=V1+V1’V2'“V2+V2, .'-;| me_vn"i‘_vn., R

worin v{, vJ, ... v? beliebige konstante GriéBen bedeuten, so nimmt
dieses System die analoge Form an:

r o
(i;:]—l— = hy (0, Vs VR (u, Vg, VR 4
(L‘:"m =y 4 (0, Vy, VO + (0, Vs Vo)

und besitzt somit ein und nur ein fiir u=0 verschwindendes ein-
deutiges Integralsystem. Da aber den Werten V,=0, V,=0, ...
V, =0 die Werte v, =v], vy=v3, ... v, =V entsprechen, so besitzt
das Differentialgleichungssystem (67) auBer dem einen fiir u=20
verschwindenden eindeutigen Integralsystem noch unendlich
viele in diesem Punkte eindeutige 'Integralsysteme, deren Ele-
mente in u=0 die Werte v),v3,...v? annehmen; also wird, wie
aus den Substitutionen t,=uv, folgt,

das Differentialgleichungssystem (67) unendlich
viele in u=0 verschwindende und in der Umgebung
dieses Wertes eindeutige Integralsysteme besitzen,

Mit der Erledigung der Fille, in denen von den GroBen
M, M, ... M, ein Teil oder alle oder keine- positiv ganz ist, wird
somit die Frage nach der Existenz und Zahl der fiir u=0 ver-
schwindenden, um diesen Punkt herum eindeutigen Integral-
systeme beantwortet, und es bleibt nur noch zu untersuchen,
welchen Bedingungen jene Grifien geniigen miissen, wenn auBler
diesen eindeutigen Integralsystemen noch mehrdeutige, ebenfalls
ltr u=0 verschwindende Integrale existieren sollen, und welches
die Entwicklungsformen dieser Integrale sind — der Weg fir diese
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Untersuchung ist gekennzeichnet durch das friher gewonnene
Resultat, dal, wenn das Differentialgleichungssystem (9) far u=0
verschwindende Integralsysteme von einer endlichen Ordnungs-
zahl haben soll, diese Ordnungszahlen m,. m,.... m_ entweder po-
sitive ganze Zahlen oder m, =M, (p: 1,2,...n) sein missen.

Den beiden far die Behandlung der eindeutigen Integrale ge-
machten Voraussetzungen entsprechend nehmen wir zunichst
wieder an, dal}

keine der GroBen My, M,, ..M, eine positive ganze
Zahl 1st,

in welchem Falle stets ein und nur ein fir u=0 verschwin-
dendes eindeutiges Integralsystem existiert, und fiigen dic An-
nahme hinzu, daB

die reellen Teile samtlicher GroBen M, M, ...M,,
welche die als verschieden vorausgesetzten Losun-
gen der Determinante (2) waren, positiv und von
Null verschieden sind.

Mit Rucksicht aufl die @hnlichen oben fiir das Gleichungs-
system (45) durchgefiihrten Betrachtungen wird es geniigen, an
dieser Stelle die Untersuchung fiir cine Differentialgleichung

.(6'8) u I M, x, + (ln, 3-:1)

anzustellen, in welcher M, nicht eine positive ganze Zahl ist, son-
dern eine im allgemeinen reelle oder komplexe Zahl, deren reeller
Teil positiv und von Null verschieden ist, und (u,xl) cine endliche
oder unendliche Potenzreihe von u und x, ohne konstantes Glied
bedeutet, worin x; nicht mehr linear mit einer Konstanten multi-
pliziert vorkommt.

Sei nun §; das, wie oben nachgewiesen, stets und allein exi-
stierende fir u=0 verschwindende, in der Umgebung dieses Punkts
eindeutige Integral von (68), und setzt man
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18t, In
u —%&—Ml\ +(u, &, i—y) (u,&,)

oder, wenn fiir £ die eindeutige Potenzrethe von u eingesetzt
wird, in

(69)

d _
2: =My, + [Ua‘i‘hj

iber, worin die Potenzreihe [u,y,] von u und y; auBer reinen Po-
tenzen von y, mit Konstanten multlphzmert nur Verbindungen
von u und y, Potenzen enthilt.

Sucht man nunmehr in der unendlichen Reihe

— 1.4 ‘ p+Mp,
(7()) . ’ YI =l z CP:I‘l u ?

PP

m welcher die Summationsindizes p und p, positive ganze Zahlen
(Null eingeschlossen) darstellen, die Konstanten c, , so zu be-
stimmien, daB y, zundchst formal ein Integral der leferentlal-
glelchung (69) wird, daB also diese Reihe, ohne deren Konvergenz

in Betracht zu zichen, in (69) eingesetzt dieser genigt, so muf
die Gleichung

z (p +I\'/ll p]l) Gp!px U,D+Ml([’1+1) — {U, z cp' p upl+M1(P"1+1)J
PP p’;ﬂ"l 1 B
in u und u™ identisch erfillt werden.
Hieraus folgt aber unmittelbar mit Riicksicht .auf die oben

charakterisierte Zusammensetzung von [u,ylj aus u und y,, daB

(71) (P+Mi(pi=D) e, 1= (P, p1),

worin f(p',p;) ein mit positiven Koeffizienten versehenes, aus den
Koeffizienten der Differentialgleichung (69) und den Konstanten
p 2 gebildetes ganzes Polynom bedeutet, in welchen die Indizes

P, p; den Bedingungen unterliegen, daf}

PP, P P10+ i< p o+ (py—1)

3*
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ist, und ¢y, unbestimmt bleibt, da durch Substitution von (70) in
(69) weil der Voraussetzung nach der reelle-Teil von M, positiv
und von Null verschieden ist, die ersten Posten auf beiden Seiten
herausfallen. Es ergibt sich daher aus (71) daB

(72) ‘ ; Co.p—1 = Ppr, p’;—l J

worin ¢, .-, ein Polynom darstellt, von dem jeder Posten aus
elnem ganzzahﬂlgen Produkte der Koeffizienten der Differential-
gleichung mit ganzen Potenzen von ¢,, ]lb@s*ﬁ.eht dividiert dumch
ein” Produkﬁ: von Faktoren der Form

P‘» +M; (p;—1);

von diesen Faktoren kann aber keiner der fiir M, gemachten Vor-

aussetzung zufolge verschwinden, und es laBt sich somit eine po-

sitive GroBe K angeben von der Art, daB fiir alle in Frage kommen-

den p" und p;

mod. (p'+ M, (p;—1) > K

ist. , :
- Bezeichnet man nun wieder wie oben fiir das ]Dﬂfferenmal—

gleichungssystem (45) die Koeffizienten von u* x{* in (68) mit

Am , 50 daf sich eine positive GroBe m angeben 1a8t, fiir welche
in den fritheren Bezeichnungen

m
o

mod. A, , <

¥ ri®

ist, substituiert ferner fiir die Moduln der Koeffizienten der Diffe-
rentialgleichung (68) in den Ausdriicken fiir die ¢ diese oberen
Grenzen und nennt die so aus den ¢ hervorgehenden GroBen C,
so daf die Reihe (70) in

(8 Y= 3G, wr

Bh

iibergeht, so wiirde nach bekannter SchluBweise die K@nvergenﬁ
der Relhe (73) um u=0 herum, da

meod. Cpp, < Gw -

ist, auch die Konvergenz der Reihe (70) nach sich ziehen.




R

| geht cfheser Wem't von Ym 'Wmeder d

'fmmal gehlldﬁete, egral:der
Differentialgleichung | ST Tl

(74) u (:illl =M1YI+[U3‘YIL] y

worin [u,Y,] aus (u,y,) hervorgeht, wenn ii:]
homogenen Fun khonem gem*dmet die me

(u, YI) = ‘(Aiﬂ m Yi+Ags ﬁ)‘ + "(‘Azai w y

die vorher begeichneten Subs

Y a
[‘“ 1] (9; LYt

ist, wenn statt der etwa emdhchem Reihe der hnm@genen Fumk-
tionen die unendliche Reihe derselben - g%setzt 'vnrd so daB &
Reihe (73) ein mit u=0 verschwindendes, zunschst { :

“gﬁs Integral der lefemmtxalglemhwng L

dY,
(7‘5) W= = MY+ e

1———- a3

e/ m

ist.

Die Konvergenz der Reihe (73) wiirde aher erwmsen ‘sein,
wenn man die KﬂﬂV%rgemz dwer Reihe

('73&)‘- RS i—-f"u?“‘“ ) Gmumpm“

]_P‘a i

" s e

feststellen konnte, welche ams} (73)\ hemourgeht ‘wenn mam R
statt der in .den Nennern wvon Gl vorkommenden GroBén
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mod. (p'+ M, (p;—1)) die kleinste GroBe K setzt. DaB aber die
Reihe (73a) um u=0 herum konvergiert, geht daraus hervor,
dafl die Substitution

v oo M N p+¥.p,
(76) 7y = utt Z Cpp U

PPy

in die algebraische Gleichung

oy m m
Kz, —KCu™ = |-~ uz + — 2]

| pry ry
| _
m m Ny
, , 3
("2—_ ulz, + — z? - 41) 4 .-
(77) P T ory 'y
mz, 1

~ 1),
Pl (]‘. o __“_) (1 o _?L)
' e/ \ ry

wie unmittelbar zu sehen, durch Bestimmung der C”, wie oben fiir
die ¢ der Gleichung (70) geschehen, fiir diese die Werte von C er-
gibt, wenn In diesen wie oben statt der Nenner die GroBe K sub-
stitulert wird, und es wiire somit die nach Potenzen von u und
u* fortschreitende Reihe (73a), also auch (70) konvergent, wenn
das fiir u=0 verschwindende Integral der in gz, quadratischen
Gleichung, welche z, als algebraische Funktion von u und u* de-
finiert, um u=0 und u™=0 herum konvergent wire. Daf dies
aber der Fall ist, geht daraus hervor, daB die Funktionaldeter-
minante dieser algebraischen Gleichung, da K <0, von Null ver-
schieden ist.

Genau dieselben Schliisse, wie sie hier fiir eine Differential-
gleichung durchgefiihrt worden, liefern den Satz, _

-dafl, wenn in dem Differentialgleichungssystem
(9) keine der voneinander verschiedenen GroBen
M;,M,, ... M, eine positive ganze Zahlist, und diese im
allgemeinen reellen oder komplexen Losungen der
Determinante (2) samtlich positive und von Null ver-
schiedene reelle Teile besitzen, die Differential-
gleichungen auBer dem fir u=0 verschwindenden
cindeutigen Integralsystem noch ein ebenfalls fur
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=0 verschwindendes System von Integralenbesitzt,

we]che sich nach positiven, ganzen und stelgendem
Potenzen von |

u, uty u¥h gt
entwickeln lassen.

Fir den Fall, daB My, M,,...M, séimtlich rationale Zahlen sind,
konnen die Integrale, wenn N das kleinste gemeinsame Vielfache

der Nenner dieser Briiche ist, als Reihen aufgefaBt werden, welche
1
nach positiven ganzen Potenzen von u" fortschreiten, stellen S0-

mit um u=0 herum N-deutige Funktionen dar.

DaB in dem oben betrachteten Falle unendlich
viele fiir u=0 verschwindende und nach ganzen Po-
tenzen von wu, u™ uM, ... u¥s fortschreitende konver-
gente Integralsysteme existieren, geht aus der Will-
kiirlichkeit der Konstanten CM in dem Ausdrucke
(733) hervor.

Wir gehen endlich zu dem zweiten, oben Jbehandeltem Haupt-
falle iiber, in dem My, M,, ... M, positive ganze Zah]len sind, und
n welchem wie gezeigt worden, im allgemeinen — mit Ausnahme
des Falles, in dem die GroBen v, v, ... m, des auf (62) reduzierten
Systems (45) und die weiteren dhnlichen den Wert Null anneh-
men — {ir u=0 verschwindende eindeutige Integralsysteme nicht
existierten, und nehmen nunmehr an, daB die reellen Teile
der GroBen M,,,, M,,5,...M, positiv und von Null ver-
schieden sind — es soll die Frage nach der Existenz fiir u=0
verschwindender, nach bestimmten Funktionen fortschreitender
konvergenter Reihen aufgeworfen werden. Auch hier wird es
wieder geniigen, das einfachste, nur aus zwei Differentialgleichun-
gen bestehende System (9) zu behandeln, da die Schlisse fiir das
allgemeine Differentialgleichungssystem genau dieselben bleiben.

Sei somit das Differentialgleichungssystem

( dx, - o -
. 1 | Co
u 'a—[l" = w ll ‘! Yl ll (u 7 X]‘_) Xg)é ) ‘E“ (Ul, x]J Xz)gl) "{‘ L.

(78)

dx, :
u W = My X, + ysu + (u Ll, xg)m + (0, xq, %)@ 4 -
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gegeben, in welchem (v, x, x,), homogene Funktionen »'*" Grades
der eingeschlossenen Griéflen bedeuten, M; eine positive ganze
Zahl, und der reelle Teil von M, positiv und von Null verschieden.
und, wenn M, reell, nicht positiv ganz ist. Setzt man

My =2, +z, My=M,,

worin ¢ eéinée sehr kleine Grofle  bedeutet, und bildet die Dlﬂeren-
halg]elchungen

- dX
u _%___, M X, + (,n (0, X X ) b (u, Xy, No)y? -
u

(79)
N,

u -

=My X, +ypu + (v, X, xyﬂ'@,\ X)) e

s ist in denselben M; nicht mehr ecine positive ganze Zahl, wih-
rend der reelle Teil von M, wiederum positiv und von Null ver—
schieden ist, so daB dmeses Differentialgleichungssystem den in
dem vorher behandelten Falle gemachten Voraussetzungen geniigt,
und somit ein fir u 0 verschwindendes, nach positiven ganzen
Potenzen von u, w¥" , u¥* fortschreitendes Integralsystem

Xl e ]L]M z (” ‘;:. lP"*’Mixp'i"’&[zP'a

)

besitzt, worin die z so von Mj=M,+z und M, =M, abhéngen wi&
die ¢ von M, und M, in dem (70) analogen Integralsystem der
Differentialgleichungen (78).

Setzt man nun, um mit Hilfe der Methode der Variation der
Konstanten von dem System (79) wieder zu (78) tiberzugehen:

TRt

(81) Ty, oder whwtat,

50 erhélt man durch Substitution dieses Wertes in die Integrale (80)

-

Xy = (UM' +et ) Z ztg:,) — u? (111“' =8 atl)""'— QM=‘ P'e

.| (2) P (M o3 YRy Msp”s
X.z—u’z Xprt pers pra U (u ‘+.—.tl) 'u ,
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oder, da der Voraussetzung nach M, eine positive ganze Zahl ist:

X; = K@ o, U U W
2 M
)x2—ZK” g, 0T A gt

(52)

LBt man nunmehr ¢ gegen Null konvergieren, so daB, das
Differentialgleichungssystem (79) in (78) iibergeht, so nimmt das
Integralsystem (82), das ]etzt ein solches der D]fferentlalglemhum
gen (78) wird, weil

‘ WM M aMete M\ M }
b= = : == ulogu
My—M, M, =M, & £,=0 :

ist, die Form an:

=2 2w (u™ Jog u)Ps (uM)e:

(83 | ,,
Xy = z A gy, e, WP (0 Togu )P (uMep™

und zwar ergeben sich mit Riicksicht darauf, daB fir den vorigen

Fall, aufl den dieser zuriickgefiihrt wurde, wegen der Willkarlich-

keit der Konstanten ¢y, unendlich viele Integralsysteme der dort

erhaltenen Form existierten, auch hier unendlich v1e]e Integral-
systeme der Form (83).

Da sich nun die fir das D1fferentlalg]lemhumgssystem zweiter
Ordnung (78) durchgefihrten Betrachtungen unmittelbar auf das
allgemeine System (9) iibertragen lassen, so ergibt sich der Satz,

daB, wenn in dem Differentialgleichungssystem
(9) M, My, ... M, positive ganze Zahlen sind, widhrend
M, .1, Myygr -+ My positive, von Null verschiedene reelle
Teile besitzen, im allgemeinen — mit Ausnahme der
oben fir die »n im reduzierten Systeme angegebenen
Bedingung — keine mit u=0 verschwindende, in der
Umgebung dieses Punkts eindeutige Integralsysteme
existieren, jedoch stets unendlich viele fir u=0
verschwindende und in der Umgebung dieses Punkts
in eine nach positiven ganzen Potenzen von
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M M, X X
u, i logu, u logu, ... u *logu, u #*, u A2, ut

fortschreitende konvergente Reihen entwickelbare
unendlich vieldeutige Integralsysteme.

Wir wollen aber noch die gewonnenen Resultate von einem
andern Gesichtspunkte aus betrachten, indem wir fiir die Normal-
form (9) der transformierten HamiLronschen Differentialgleichun-
gen die Frage aufwerfen, wann dieselben fiir u=0 verschwindende
Integralsysteme besitzen, deren Elemente in diesem Punkte von
einer endlichen Ordnungszahl Null sind.

Nachdem am Anfange dieses Abschnittes 11 nachgewiesen wor-
den, dafl, wenn mit m;, m,,...m_ die reell und positiv voraus-
gesetzten Ordnungszahlen dieser Elemente bezeichnet werden,
diese entweder positive ganze Zahlen sind — was fiir die in der
Umgebung von u=0 eindeutigen Integrale der Fall war — oder daf

=M

my =M, m,=M,, ...m, n
Ist, in welchem Falle die simtlichen Losungen der Determinante
(2) reell sein mufiten und dann die Ordnungszahlen der Integrale
waren, ergibt sich somit in Riicksicht darauf, daB, wenn

f
[
u=90

u

einen endlichen Wert annimmt, r+si als endliche Ordnungszahl
von f(u) in u=0 betrachtet, und somit der zweite eben hervor-
gehobene Fall auch so charakterisiert werden kann, daB die Lo-
sungen der Determinante (2), sie seien reell oder komplex, dic
Ordnungszahlen der Integrale des Differentialgleichungssystems
sind, vorausgesetzt, daB deren reelle Teile positiv und- von Null
verschieden sind. Wir finden somit,

dafl, wenn der reelle Teil auch nur einer der
Groflen M;,,M,,...M, negativ oder Null ist, das Diffe-
rentialgleichungssystem (9) auBer dem etwa exi-
stierenden eindeutigen Integralsystem kein System
von Integralen besitzt, welche in u=0 von einer
endlichen Ordnung verschwinden,
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was mit dem oben gefundenen Resultat ibereinstimmt, daB,
‘wenn keine der Zahlen M;, M,, ... M, positiv ganz ist — in welchem
Falle ein und nur ein in u=0 verschwindendes eindeutiges Inte-
gralsystem existiert —, nur dann noch, und zwar unendlich viele,
in u=0 verschwindende Integralsysteme existieren, deren Elemente
sich in eine Potenzreihe von u, u™s, u™: ... uM» cntwickeln lassen,
also wic aus der Form (70) hervorgeht, von einer endlichen Ord-
nung Null werden, wenn die reellen Teile sdmtlicher GroBen
M, M,,...M_ positiv und von Null verschieden sind.

Fir den Fall, daB einige der GroBlen M: M, M,, ... M, positiv
ganz sind, und die reellen Teile der iibrigen M, ,, M, ., ... M,
positiv und von Null verschieden sind, also wieder keine der Gro-
Ben My, M,,... M, einen reellen Teil besitzt, der negativ oder Null
ist, haben wir auBer dem unter den frither entwickelten Bedingun-
gen etwa existierenden eindeutigen Integralsystem noch unendlich
viele Systeme von Integralen gefunden, welche fir u=0 ver-
schwinden und sich um diesen Punkt herum in konvergente Po-
Lenzreihen von

uM“"

M M M

u, uttlogu, u¥tlogu, ... n *logu, u ¥, w2 ,
worin M,, M,, ... M,, positive ganze Zahlen waren, entwickeln
lassen — Integrale, die somit fiir u=0 nicht von einer bestimmten
endlichen Ordnung verschwinden.



