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In der nachfolgenden Ergdnzung meiner letzten Arbeit (IV)
sollen zunichst zum Zwecke der Anwendung der hergeleiteten
Sitze auf bestimmt vorgelegte mechanische Probleme die dort
gefundenen Resultate in etwas verénderter Form ausgesprochen
werden.

Wenn das Differentialgleichungssystem
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in welchem unter der friher fiir die Reduktion der HAMILTON-
schen Differentialgleichungen auf das System (1) gemachten Vor-
aussetzung, daB die rechtwinkligen Koordinaten des mechani-
schen Problems algebraische Funktionen der freien Parameter
sind, im allgemeinen angenommen werden darf, daB die Gré8en w
reelle algebraische Zahlen sind, und fir welches die Existenz und
Form eines fir u=0 verschwindenden Integralsystems untersucht
werden soll, durch die frither ano'egebenen linearen Transforma-
tionen in die Form gebracht wird:

dx,
u *ai*l“ = M_le -+ YU + (U,X“ P Xn)g) -+ (U, Xl'l . .Xn)(gi) A
ax,
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worin: My, M,, .. M, die als verschieden vorausgeselzlen Lsungen
der Gleichung
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sind, welche in reelle und rein mmagindre Teile zerlegl sein
mogen:

Myspybqi, My = pyogyi, ... M, =1p,t+a,i,

€0 existiert

I. wenn py, pg,...p, Siimtlich negativ oder Null
sind,

stets ein und nur ein fir v=0 verschwindendes und eindeutiges
Integralsystem;

11. wenn p,_,})z,...pu(z<ll) negativ oder Null, und
Pusts Pusas oo+ Pn POsitiv und von Null verschie-

den sind,

A far den Fall, daB keine der GriBen p

<Py eine positive ganze Zahl ist,

41

px+27‘

slets e und nur ein fir u=0 versehwindendes und eindentiges
Integralsystem, und

L2, fiir den Fall, daB cine oder m ehrere der
GréBen p, ¢, pyiay--- P, positiv ganz sind,

im - allgemeinen kein in =0 verschwindendes und eindeutiges

Tntegralsystem, mit Ausnahme des Falles, daB bei Anwendung der

Frither angegebenen Transformationen sich ein dem gegebenen (Z)

analog gestaltetes Diﬁ'l’el‘ﬂntialgleiehungssyst»em ergibt, in welchem :

auf den rechten Seiten eines Teiles der Differentialgleiohungen der
Roeffizient der ersten Poteny der abhiingigen Variabeln gleich der
D . . - - v " I o &

Eanhett, der der un ahhiinglgon Variaheln Null, und der Koeffizient,

= @
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der ersten Potenz der ubhiingigen Variaheln in den andern Diffe-
rentialgleichungen nicht eine positive ganze Zahl ist;

HE wenn py,ps,...p, simtlich positiv und von Nuli
verschieden sind,

HLL Tir den Fall, dal keine der Losungen M,
M,,... M, devr Gleichung (.'3) eine positive

ganze Lahl ist,

stels emound nur ein verschwindendes und f,»‘in(.‘h}uliig"os Integral-
system, und auBerdem unendlich viele, in u=0 verschwindende,
nach ganzen positiven Potenzen von

entwickelbare Integralsvsteme, die im allgemeinen nnendlich viol-
dentig sind und nur eine algebraische endliche Vieldeutigkeit
haben, wenn My, M, séimtlich positive vationale Zahlen sind, ind

HE2, i den Fall, dal die Lisungen M M, ...¥

. ai

F'/i
(7.<|1) positiv ganz sind,

i allgemeinen (wieder bis aul die oben za 11,2, angegebenen

Fille) kein in a0 verschwindendes und eindeutiges Intogral-

system, aber unendlich viele verschwindende, nach positiven @an -
zen Potenzen von

M. M, ., M
wy nogu, coouTF ogu, g # e

enlwickelbare Integralsysteme, die v allen Fillen unendlich viel-
devntig sind, und von der logarithmischen Vieldeutigkeit  ah-
geschen nue eine algebraische endliche Vieldeatigkeil haben, wenp
M, y, oo My positive rationale Zahlen sind.

Zur Ermittlung der Eigenschaften der In begralsvsteme wiirdoe
man somit allgemein die Gleichung (3) aulzulisen und je nach
den Werten der Lisungen und der reellen Teile dersclben den
vorliegenden Fall in die obige Einteilung cinzuordnen haben; es
fragt sich nun, ob oder inwieweit sich zu dieser Einordnung dig
Aullosung der Gleichung (3) vermeiden liBt. -
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Um zunéichst die Existenz und die Anzahl derjenigen Losun-
gen der Gleichung (3) zu ermitteln, deren reelle Teile p negativ
oder Null sind, wird man nur D(M) durch Substitution von
M=p-+qi in den reellen und imaginiren Teil zu zerlegen, und,
wenn

D(M) = P(p,q) +iQ(p,q)

gesetzt ist, den Uberschu$ der in p und q rationalen Funktion

-g« iiber das unendliche Rechteck

p=0,...—0, g=—0, ... +

genommen zu bilden haben; dann ist bekanntlich

lp=0 P q=+4 (P p=—w q=—w» /P
_ ‘ _ = 9
pE“ (Q)q=—f:L q“"]?:” (Q)P 0+ PE“ (Q)q +: q EW(Q) =~—wm’

worin unter der stets zuliissigen Annahme, daB die Gleichung (3)

bereits von gleichen Lsungen befreit ist, m die Anzahl der inner-

halb des bezeichneten unendlich groflen Rechtecks gelegenen Lg-
sungen der Gleichung

@ D(M) = P(p,4) +iQ(p,g) = 0

ist, also aller derjenigen Losungen von (3), deren reeller Teil p
negativ oder Null ist, und worin die vier zu bildenden Uberschiisse

der rationalen Funktion% von p und q bekanntlich durch die

rationale Opera'tion welche der Aufsuchung des gréBten gemein-
samen Teilers zweier ganzen Funktionen einer Varlabeln analog
ist, unmittelbar ermittelt werden kénnen.

Ergibt sich nun fir den Grad n der Gleichung (3) oder (4)
(A) m=n,

sind also die reellen Teile py,p,,...p, © mtlich negativ oder Null,
80 wird der Fall (A.) in L einzuordnen - in.
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Ist
(B.) O<m=<n,

sind also die reellen Teile p,,p,,...p, negativ oder Null, also
Pm+1s Pmias - Py POSitiv und von Null verschieden, so wird sich
dieser Fall in II. einordnen, ob aber in II.1. oder IL.2. wird da-
von abhéingen, ob keiner oder mindestens einer der positiven
p-Werte eine ganze Zahl ist. Aber die letztere Frage kann ent-
schieden werden, ohne die Gleichung (3) aufzulésen und zwar auf
Grund der nachfolgenden, sehr einfachen Bemerkung:

Unter der Annahme eines reellen p und q folgt aus (4):

(5) P(p,q) =0, Q(p,q) = 0,

umgekehrt wird aber auch fiir jedes reelle oder komplexe Werte-
paar p und q, welches den Gleichungen (5) geniigt:

P(p,q) +1Q(p,q) = D (p+qi) =0,
also p+qi eine Losung der Gleichung (3) sein. Es liefern also alle

reellen und komplexen Lisungspaare der Gleichungen (5) alle L-
sungen der Gleichungen (3) und nur diese.

Sei z. B. die Gleichung gegeben:
©) M® + 2M* —3M — 10 = 0
oder fir M = 'gp+qi:
(p-i—qi)a+2(p+qi)2——3(p+qi)—10 =0,
so folgen fur reelle p und q:
(7) P(p,q)=p3——3pq2+2p2—2q2r3p—10=0
(8) Q(p,9) = 3p°q—¢*+4pq—-3q =10,

und es geniigen diesen beiden Gleichungen die reellen W‘ertepaare
P=2,q=0;p=-2, q=1; p=-2, q=—1, welche die 3 Lisungen
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von (6) My~2, My- =241, My=-2—i liefern. Wihlt man jedoch
das komplexe Lisungspaar

P

ist, wieder die Lisungen
.o . i _ 0
M:=p+qi= =24 =2, -2 .

Elimimiert man nun zwischen den Gleichungen (5) die Grolie q
und bhezeichnet das Eliminationsresultat in p mit V(p), so werden
somit auch alle Lisungspaare der beiden Gleichungen

(.r_)) : Vip) =0, P(p.q) =

wiederum inder Zusammenstellung p+iq alle Losungen w,m_.(}%)
und nur diese hiefern. Zur Emordnung des vorgelegten Problems
i die beiden Unterabteilungen von TE mufl man nun wissen, ob
unter den Losungen M von (3) solehe existieren, fiir welche p eine
reelle positive ganze Zahl und das zugehirige g veell ist, und man
wird daher zunichst feststellen miissen, ob die erste der Gleichun-
gen (9) ganzzahlige positive Lidsungen hat und welches diese sind;
selzt man dann eime derselben in (Ii(* zweite Gleichung ((J) e, SO
kann man, da die Koelfizienten der Gleichung reell sind, unmittel-
bar dl,l‘l‘(".h. den Grad der Gleichung in g, wenn derselbe ecin un-
paarer ist, aul die Existenz cines zugehdrigen reellen Wertes von
schlieBen, oder, wenn dersclbe ein paarer, durch den SturMschen
Satz leststellen, ob dieselbe eine zwischen —o und +o gelegene
~reelle Losang besitzt; und da es fir den Fall I1. nur auf die Exi-
stenz mindestens eines solchen Lissungspaares, nicht aul die An-
zahl derselben ankommt, so wird nur im ungiinstigsten Falle dicses
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Verfahren fiir alle positiven ganzen Lisungen der Gleiching
V(P) == 0 durchzotihren sein,

Um aber diec Existenz und die Werte aller positiven ganz-
zahligen Losungen der Gleichung V(p):() zu cermitteln, bemerke
man, daf}, wenn fir die in derselben vorkommenden algebraischen
Zahlen die sdmtlichen Kombinationen aller Werte derselben, deren
Anzahl v sei, gesetzt werden, die Gleichung

(10) F(p) = V(p) - Vi(p) - Va(p) - - - Vi (p) =0

nur rationale Koeffizienten besitzt, [ir welehe sich die Zahl und
die Werte der positiven ganzzahligen Lisungen in bekannter Weise
durch rationale Operationen ermitteln [iB1; jede positive ganz-
zahlige Lisung von V(p)=0 wird aunch (10) geniigen, und man
wird daher, um alle so heschaflenen Lisungen jener Gleichung zu
finden, nue die gelundenen positiven ganzen Lisungen von ('W)
ausznwithlen haben, welche den Faktor V(p) zu Null machen,

Existiert sonut unter den reellen Lisungspaaren von (9)
keines, Tir welehes peine positive ganze Zahl ind q reell ist, so
wird dieser Fall von (B.) i 1T gehdren, withrend, wenn sich
auch nur die Existenz cines solehen Lisungspaares ergibl, der
Fall von (B.) in 112, cinzuordnen ist — und zur Ermittlung der
heiden Falle, also zur Behandlung des Falles (B.), worin O-<m-5n,
kann die Aullésung der Gleichung (.'%) durch Ansfiithrung cinfacher
rationaler Operationen ersetzt werden.

Ist ondlich

) .. . | m=0,

sind also die reellen Teile p,, p,, oo Py simtlicher Losungen M, M,
... M, der Gleichung (3) positiv imd von Null verschieden, so ge-
hirt dieser Fall zu 111., aber ob zu N1, oder 1112 wird davon
abhiingen, ob keiner der Werte My, My, ... M, oder mindestens einer
“derselben eine positive ganze Zahl ist. Wenn man somit. wieder,
nachdem die Gleichung (3) rational gemacht ist, ohne Auflisung
derselben vermége der oben bescichneten Methode festgestellt hat,
daB (3) keine positiven ganzzahligen Lissungen besitzt, so wird

dieser Fall 1.1, einzuordnen sein, und wenn sich M, M,,... M,
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(« <n) als positiv ganz ergeben, der Fall II1.2. in Frage kommen,
worin die in II1.1. nach Potenzen von

in I11.2. nach Potenzen von

M M M M M M
u, u 'logu, u ' logu, ...u M logu, w EHL w Ry

fortschreitenden Integralsysteme im allgemeinen in u=0 ver-
schwindende unendlich vieldeutige Funktionen sind, zu deren Ent-
wicklung man im ersten Falle simtliche Lisungen M, M,, ... M,
der Gleichung (3), im zweiten die Losungen M,,,, M, o, ... M,
derselben kennen muB. -

Bemerkt man aber, daf, wenn M,, M,, ... M, positive rational-
gebrochene Zahlen sind, die, auf einen gemeinsamen Nenner N
gebracht, die Form haben mdogen:

so wirde das zu III.1. gehorige vieldeutige Integralsystem rnach
1

ganzen Potenzen von u¥ fortschreiten und somit eine endlich viel-
deutige Funktion sein, und umgekehrt miiten, wenn das Inte-
gralsystem von einer endlichen algebraischen Vieldeutigkeit sein
soll, simtliche Losungen der Gleichung (3) rational-gebrochen sein.
Dies kann aber wieder ohne Auflisung von (3) durch elementare
Methoden unmittelbar festgestellt werden; denn sei die rational
gemachte Gleichung (3):

9(M) = D (M) D;(M)...D,_,(M) = 0,

so werden alle rational-gebrochenen Losungen von (3) auch ¢ (M)
zu Null machen, und man braucht somit nur alle so beschaffenen
Lésungen von ¢ (M) zu suchen und diejenigen auszuwihlen, welche
(3) geniigen; ist aber

o (M) = oo MP 4o MP22 4 . g g, = 0,
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so fihrt die Substitution
MI

Go

M =

diese Gleichung in die reine Gleichung

M/Pn+ clelpn'l - OLEOCOM’pn—Z Ao “p OF()pn—l — 0

iiber, deren rationale Lésungen bekanntlich ganz sein miissen, und
deren ganzzahlige Losungen sich wie frither unmittelbar ermitteln
lassen. Und genau in derselben Weise lassen sich fiir den Fall
endlicher Vieldeutigkeit im Falle II1.2. auBer den ganzen Zahlen
M,;,M,, ... M, die rational-gebrochenen Zahlen M,_.,, M, ,,...M

finden.

n

Ist die Forderung der endlichen Vieldeutigkeit der mehr-
deutigen Integralsysteme nicht gestellt, so ist zur Feststellung der
Werte M;,M,,...M, im Falle 1II.1., und M, M, ,,...M, im
Falle 111.2. die Auflosung der Gleichung (3) nicht zu umgehen.

Aus den eben angestellten Uberlegungen ergibt sich die nach-
folgende Zusammenstellung der gewonnenen Resultate:

Um die Natur der in u=0 verschwindenden Integralsystemc
der Differentialgleichungen

dx,

u ”a“u‘ il STRSTNATS P e ol T i R (U,Xn . ‘Xn)g) S
dx, @

L. = Va1 Xy + gy Xp + o o gy Xp + 80+ (U, Xy )P -
dx

n
u du = Py Xy F g Xg + 00+ [y Xy + 33U ‘|‘(U,X1,...Xn)2‘ R

in welchen die Koeffizienten gy, s, .« fhn, o ltngs Bggy + o« by, algE-
braische Zahlen sind, zu untersuchen, bilde man die Gleichung
n'*" Grades in M:
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=M g, © e My
Mzg'—\[ . . e U.

setze in derselben

M =p+qi,
so daBl

D(M) = P(p,q) +iQ(p, q)
wird, berechne den Uherschu8 der in p und q rationalen Frnktion

P(p,q)

Q(p.q)

iiber das unendlich groBe Rechteck P=0- —00, qe=—o0- 100
genommen, und setze

p=0 ‘P‘ qG=+w /P P=-w /P q=—c /P
E | ) + E () + E ( ) + K (*) = 2m,
D=—°°(Q q=—0 (=-— Q p=20 p=0 Q q=+4co (=-+co Q P =0 '

so wird, wenn

ist, stets ein und nur ein fir u=20 verschwindendoes
und eindeutiges Integralsystem existioron,

Ist
(IL) O<m<n,

50 bilde man aus den beiden Gleichungen

P(p,a) =0, Q(p,q) =0

das Eliminationsresultat von q
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V(p) =

und ermittle auf dem oben angegebenen Wege, ob ein reelles Li-
sunospaar der beiden Gleichungen

V(p) =0, P(p,q) =0
existiert, fiir welches p eine positive ganze Zahl ist;
existiert kein solches Losungspaar, S0 gibt 08

I.1. stets ein und nur ein fiir u=0 versehwin-
dendes und eindeutiges Integralsystem;

existiert aber auch nur ein soleches Lsungspaar,
dann gibt es

IL. 2. kein [ir u=0 verschwindendes cindeutiges
Integralsystem mit Ausnahme des oben néher bezeichneten
Falles, daB man das gegebene Differentialgleichungssystem (2) aul
ein analog gestaltetes reduzieren kann, in welchem auf den rech-
ten Seiten eines Teiles der Differentialgleichungen der Koeffizient
der ersten Potenz der abhiangigen Variabeln gleich der Einhet,
der der unabhingigen Variabeln Null und der Koeffizient der
ersten Potenz der abhingigen Variabeln in den andern Differen-
tialgleichungen nicht eine positive ganze Zahl ist.

Ist endlich |

(111.) m =0,

so ermittle man auf dem oben -vorgezeichneten, durch rationale:
Operationen ausfithrbaren Wege, wieviele positive ganzzahlige und .
positive rational-gebrochene Lisungen die Gleichung (3) besital;

existiert keine positive ganze Losung, aber 2
positive rational-gebrochene Lésungen My, M,,..., M,,
so -gibt es - ' | S

1L 1. stets ein-und nur ein verschwindendes und
cindeutiges Integralsystem, und auBerdem umend-
dich viele vers Chwmdende na‘c.h ganzen positiven
Potenzen von L
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M, M, Ay

M M M
u,u L, u ... ML AR e

7]‘1 ? T

entwickelbare Integralsysteme, worin M;, M,, ... M,
bekannte positive rational-gebrochene Zahlen,
Myi1s--- My ohne Auflésung der Gleichung (3) noch
unhekannte algebraische Irrationalzahlen n — o
Grades sind;

existieren aber » positive ganze Lésungen M,
M,,...M, (x<_n) der Gleichung (3), und A—x Losungen
Muit, Myys, ... My, welche positiv und rational-gebro-
chen sind, dann gibt es

CIIL. 2. wieder mit Ausnahme des angegebenen
Falles des transformierten Systems kein in u=0 ver-
schwindendes und eindeutiges Integralsystem, da-
ogegen unendlich viele verschwindende, nach ganzen
positiven Potenzen von

u, u'logu, u'logu, ...uM"]ogu, uM"‘“, ,“uM7\7 uMMi, Cyle
entwickelbare Integralsysteme, worin M;,...M, bekannte
positive ganze Zahlen, M,i1,..-M, bekannte positive
rational-gebrochene Zahlen und My,1,..-M, ohne Auf-
Iosung der Gleichung (3) noch unbekannte alge-
braische Irrationalititen n—2t" Grades sind.

Hat die Gleichung (3)

a) n positive ganzzahlige Losungen My, My, ... M;, dann wer-
den die unendlich vieldeutigen Integralsysteme in III. 2. nach
Potenzen von

M M My,
u, u ‘logu, u ‘logu,...u "“logu

entwickelbar, also von einer unendlichen -Iogarithmischen Viel-
deutigkeit sein, wihrend, wenn 7

b)’ jene Gleichung die positiven ganzzahligen Losungen M;, -
‘M,,...M, und die positiven rational-gebrochenen M,,,, M, 1oy My
besitzt, die Elemente der vieldeutigen Integralsysteme in III. 2.
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M

u M u
u, u 'logu,...u *logu, u ** . .u

zum Teil von logarithmischer unendlicher Vieldeutigkeit, zum Teil
von algebraischer endlicher Mehrdeutigkeit sind.

Sind endlich

¢) die simtlichen Lésungen M, M,,...M, der Gleichung (3)
positive rational-gebrochene Zahlen, so setzt sich das mehrdeutige
Integralsystem in III.1. aus den Elementen

zusammen, ist also selbst von einer algebraischen endlichen Viel-
deutigkeit.




