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ERSTER TEIL

Mechanische Systeme mit Gleichheitsbedingungen

§1
Allgemeines {iber Punktsysteme
mit holonomen und nichtholonomen Bedlngungsglemhungen

Es handle sich um ein System von n Massenpunkten. Um
dic Rechnungen zu vereinfachen, soll die Masse des »-ten Punktes
mit Mg, = Mg,y = my, bezeichnet werden. Seine rechtwinkligen
kartesischen Koordinaten zur Zeit ¢ seien @y, g, &3,_1, T3,- Durch
dic 37 Koordinaten (» ,) wird die Lage des Systems zur Zeit ¢ be-
stimmt. Differentiation nach ¢ ergibt die Geschwindigkeitskom-
ponenten ( ) die Grofen (z,, 9) kennzeichnen den Bewegungs-
zustand des Sy%Lems zur Zeit ¢. Durch abermalige Differentiation
erhiilt man dic Beschleunigungskomponenten (&,). Endlich seien
die Komponenten der aul den »-ten Punkt wirkenden Kraft
Xsy0s Ng,1, Xy, sie werden als eindeutige Funktionen der Grifien
(#,,%,) und der Zeit ¢ vorausgesetzt.

Das System moge k voneinander unabhingigen, miteinander

veririglichen holonomen Gleichungen

(1) fv:(x17'x27“'7m3n;i‘) :0 (Z:'J.,QJ,.-.,k),

kiirzer geschrieben f, (n,o, ) 0, unterliegen. Von den Funktionen
folzys .L) wird, wie von allen im folgenden vorkommenden Funk-
tionen, angenommen, daf sie die daran vorzunehmenden Differen-
" tiationen gestatten. Dann bestehen zwischen den 3n Geschwindig-
keitskomponenten im allgemeinen die % voneinander unabhéngi-
gen, einander nicht widersprechenden Gl ClChUHO’en
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R Y Pavl STICREL:

Der Zusalz omallgemenien soll besagen, daly Tir bhesondere Wept-
svsleme (1 ,l} an die Stelle mindestens einer der linearen Gleichun-
oen ()) eme Gleichung hitheren Grades teitt, nédndich fir die Werl-

systeme, bei denen die simtlichen l)mmnmmnton k-ter Ordnung
3

o ¢/, _
der Matlrx . ' verserhwinden.
‘: CQ"”)
Aul der Gesehwindigkeitsstule kiinnen zu den Gleichungen
(2) noch { nmichtholonome Gleirhungen

an

(f?) >y PO l) .'i‘y S/ (J.‘L, ; !> = () | (i. =1,2,..., I)

i/:—-‘“1

hinzutreten. Fs wird vorausgeselzt, dall die (rleichungen (2) und
(3) zusammengenommen im allgemeinen voneinander unabhingig
und miteinander vertriglich sind.

Die Lage (517,,) des Systems heille regulir, wenn die Gleichun-
gen (2) und (3) zusamumengenommen ein System von m =k-{
linearen Gleichungen i die Gesehwindigkeitskomponenten aus-
machen:

)@, = (e, ) = 0 (1o =1,2,... ,m.) i

———
I
R
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bei dem mindestens eine Determinante m-ter Ordnung der Matpiy
H I uo

Nach dicsen Vorberettungen lautet bei den betrachteten Punict-
svatemen die Grandaufgabe der analylischen Mechanik:

| nicht verschwindet: sonst suguldr.

Gegeben sel zu irgendewer Zedl cin den Bedingungen geniigen der
Bewegungszustand des Systenis. Jos sollen die vermige dey Bedingun-
gen und der Krifte zu dieser Zed gelienden /)’c’achlezm,tgun gen ep-
mittelt werden.

Bei reguliver Lage folgen aus den Gleichungen (4) durch Dif-
ferentiation die Gleichungen

EH

(5) | }: ];,Hg (1‘9; {> 3,, + /’/‘“ ('Ti‘: .iji':' I') = O:

n=1

dic Ausdriicke 7, (x,, ;7,:1) sind Funktionen zweiten Grades der

e e it s imr rommn mom t




Bemerkungen zum Prinzip des kleinsten Zwanges. (A1) 5

Grofen (2,). Aus (5) ergeben sich m geeignet zu withlende Be-
schleunigungskomponenten als lineare Funklionen der dbrigen
3n—m.

Hicrmit ist alles evschiplt, was sich aus den vorgeschriebenen
Bedingungen fir die Geschwindigkeiten und die Beschleunigungen
entnehmen LiBt. Um die Beschleunigungen vermoge der Bedin-
gangen und der Kritfte vollstindig zu bestimmen, mull man emn
Prinzip der analytischen Mechanik heranzichen.

§ 2
Das D’ ALEMBERT sche Prinzip bei Systemen mit holonomen und
nichtholonomen Bedingungsgleichungen

Das p’ALemsrrtsche Prinzip fordert, daB fir die durch die
Gleichungen .

B
(6) El F, o (@,it)om, =0

erkldrten  cirtuellon Verriickungen die Arbeil  der Reakiionen des
Systems ¢erschwindel:

(7) A (mu T, — ‘,\‘9> da, = 0.

YT Ny gy
(8) ”?g ‘,l’y - ‘\ ] T o ]‘1 uo 'IJ}J
=1

in denen L, Ly, -, L,, noch zu bestimmende Multiplikatoren he-
deuten. Werden aus (8) die Ausdriicke fur die Groficn (&,) in (5)
eingesetzt, so erhialt man far die Multiplikatoren m lineare Glei-
chungen:

" 3n . A
OFD> (2 Frg B Lt L (138,500 =0 (=120 ),

p=1 \p=1 ”Z'Q
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deren Determinante nach einem bekannten Satze! gleich der
Summe der Quadrate der Determinanten m-ter Ordnung ist, die

w

I 1 :
zur Matrix in /»f-u F.u.gii gehoren. Hieraus folgt, daB fiir reguldre

Lagen des S?/stems die Beschleunigungen durch den Bewegungs-z
zustand eindeutig bestimmt werden?. S

Daf} die Voraussetzung der reguliren Laoe wesenthch lst
zeigt folgendes Beispiel. ‘

Ein Punkt von der Masse Eins sei gezwungen, sich aul der‘
Kegelfliche ;

vy 24+ 2 —ai = ERRUR
zu bewegen. Aus der Bedingung folgen die Gleichung‘e:\h,

2) . T, % +m2‘d52fx3:i;3 =0,

oy an ” o *9 ] .

und die virtuellen Verriickungen werden durch die Gleiehﬁhgen 1
efk]/ar S ' L :
- Zur Zeit 1 beﬁnde sich der Vlassenpunkt in der Kegelspltze i
und zwar in Ruhle. Bei dieser singularen.Lage versagt die ur~-('
springliche Erklirung der virtuellen Verruckungen Man wirg -« f
diese aber als solche Verriickungen aufzufassen haben, 'die den”
Massenpunkt aus der gegebenen Lage in eine mit den Bedmguﬂ-

gen vertrigliche Lage iiberfithren, und hat dann die G]elchungen}
(6) zu ersetzen durch die Gleichungen '

(6") dxf+dx5— 025 =0 .
S, b
1 C G. J. Jacosi, De jormatione et proprietatibus determmanuum Journ_
f. r. u. a. Math., Bd. }J&II 1841, S. 312; Werke Bd. III, Berlin 1884, 8. 386‘
Ostwald’s Klassﬂ{er der e\aLten Wlssenschaften Heft 77, Leipzig. '1896 8. 40.
> G. G. J. Jacoer, Vorlesungen tiber Dynamik, gehalten 1842 /43, 2. Aus-
gabe, Berlin 1884, 17. Vorlesung, besonders S.140. DaB JAcosr holonome.
Bedingungen voraussetzt, tut der Allgemeinheit seines Verfahrens kemen Ab-
bruch, weil es nur auf das Verhalten der Matrix [| Fuoll ankommt. - ",

7
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,Bemerkungen zum Prinzip des kleinsten Zwanges. . -(A.M) 7

{

Fir die Beschleunigungskomponenten erhélt man, am ein-
fachsten durch geometrische Uberlegungen, die Gleichung

-t ' ll2 --2 l-2 _

" Dazu kommen vermoge des p’AremBERTschen. Prinzips die Glel-

chungen

RO By= Xy, By = Xoy By=X5- -

 Allein im allgemeinen widersprechen ste der Gleichung (5”)

Man konnte versuchen, das Ergebnis daraus zu erkliren, daB
die Kegelspitze keine Reaktion zu leisten vermag. Es wird sich
jedoch herausstellen, daf bei Anwendung des Prmmps des klem-
sten Zwange& Reaktmnen auftreten.

3

Das Prinzip des kleinsten Zwanges bei S_vstemen mit holonomen
und n1chth010nomen Bedmgungsgleichungen

i

Nach Gavss ist der Zwang

(10) S Z(?Q)z ,T("lazo_x@_)z

e=1 "0

“bEL gegebenem Bewegungszustande fiir alle mil den Bedmgungen ver-«
‘ traghchen Grofen (&,) ein Minimum. | :

o - Bei reguléren Lagen werden die zulas&gen GroBen ( ) durch _‘ '1;. :
"jfiz?d1e linearen Grlelchungen (5) erklart; bel singulirén Lagen tritt
. -an Stelle mindestens einer dleser Glemhungen eine Glewhung zwei- .
tenf oder hoheren Grades. In beiden Fal]en hat der Zwang minde-
stens ein. Minimum. Er ist ‘némlich’ zunachst eine stetlge Funk-' S
~ tion der unabhanglgen Vertinderlichen (:c ) uid behilt: diese Exgen-'
schaft, wenn deren Veriinderlichkeit dirch algebraische, Gleichun-
" gen emges(:hrankt W1rd Mithin gibt es mindestens ein Wertsyst,em_ :
. (5 ), das den Zwang zu einemn Minimum macht. | SR
L Jetat soll bewiesen werden daB der Zwang beL regularen Lugen o
(‘Vifnur em Mlmmum bes1tzt ; : .




5 (A.11) PavL STickEL:

Es sei (59) eine Stelle des Minimums, also Z(§g+u@) groBer
als Z(&,) fiir alle hinreichend klemnen, zuldssigen Wertsysteme
(1,), und zwar ist ein Wertsystem (ug) zuldssig, wenn die Glei-
chungen (5) fir die GroBen (64+u,) erfiillt sind, wenn also die
m Gleichungen

’ 3n
(11) . X F L u, =0
' o=]

bestehen. Hieraus folgt, daB mit einem Wertsystem (wo) auch f

immer dic Wertsysteme (g u.o) Far beliebiges positives oder nega-
tives g zuldssig sind. Nun hat man :

3n : 3

g r E ) o P N 2, - L -

(12  Z (&, + ) =2 (5,)+ X Mgl +2 3 (m, & — X REA
=1 o=1 - - ’

folglich mufl beim Minimum erst fir hinreichend kleine, dann aber
Fir alle zuléssigen Wertsysteme (u(,) der Ausdruck

r 3n
(1 3) N (m, £, —-X,)u, =0

—
o=1

sein. Gibe es jetzt eine zweite Stelle des Minimums (#,), s0 kénnte

man in der Gleichung (12) 5, an die Stelle von Eg+u, setzen, |

mithin wire 7 (4,) grofer als Z(¢,), mit AusschluB der Gleich-
heil. Auf dic gleiche Art lieBe sich zeigen, dal Z(&‘Q) grofler st
als Z (1,), mit AusschluB der Gleichheit. Folglich ist die Annahme,
s géibe‘ eine zweite Stelle des Minimums, zu verwerfen.

Man hal wiederholt behauptet, das Prinzip des kleinsteﬁ

Zwanges hefere ein absolutes Minimum, und hat daraus schliefen

wollen, daBl der Zwang nur eine Stellé des Minimums besitze.
Jedoch kann ein absolutes Minimum gleichzeitig an mehreren
Stellen auftreten; man nehme etwa die Funktion y=sinz. AuBer-
dem gilt aber die Gleichung (M) nur unter der Voraussetzung

einer reguliren Lage des Systems; wie sich die Verhiltnisse bei

singuliiren Lagen gestalten, wird am Schlusse dieses Paragraphen
durch ein Beispiel erlautert werden. ‘
Unter der Voraussetzung einer reguliren Lage gibt ¢s: immer

ein und nur ein System von Beschleunigungen, das bei gegebenem -

v of

)




Bemerkungen zum Prinzip des kleinsten Zwanges. (A.11) 9

Bewegungszustande dem Prinzipe des kleinsten Zwanges genugt.
Es ist leicht, zu erkennen, daB man dieselben Beschleunigungen
erhilt, die sich aus dem D’ALEMBERT schen Prinzip ergaben. Denn
die Gleichungen (M) verwandeln sich in die ‘Gleichungen (6),‘
wenn man

(14) : o, = u,0t

N

setzt, und dadurch werden gleichzeitig die Gleichungen (13) in die
Gleichungen (7) ibergefihrt.

Die Tatsache, daB die zuléssigen Anderungen der Beschleuni-
gungen mit den virtuellen Verriickangen durch die Gleichungen
(14) verkniipft sind, hat, wic es scheint, zuerst Ginns® hervorge-
hoben; allerdings ohne die wesentliche Voraussetzung, die Lage
des Systems sei reguliir, ausdriicklich auszusprechen. _

Hiermit ist der Lehrsatz gewonnen, dafl das D'ALEMBERT Sche
Prinzip und das Prinzip des kleinsien Zwanges bei Punlklisystemen,
die holonomen und nichtholonomen Bedingungsgleichungen unterwor-
/en sind, reguldre Lage vorausgeselzt, gleichwertig sind; die Forde-
rung (7) die virtuelle Arbeit der Reaktionen solle verschwinden,
st wegen der Gleichungen (14) identisch mit der notwendigen und
hinreichenden Bedingung (13) fir das Minimum des Lwanges.
Man konnte daher, um zu beweisen, daB die Beschleunigungen bei
regularer Lage durch das p’AngmMBERTsche Prinzip eindeutig be-
stimmt sind, den Weg Jacosis verlassend, das Prinzip des klein-
sten Zwanges zu Hilfe nehmen' und wiirde dann, ohne Deter-
minantentheorie zu gebrauchen, durch einfache begrif(liche Ubet-'
legungen zum Ziele kommen. '

Zum Schlusse soll das im vorhergehenden Paragraphen bes
handelte Beispiel der Bewegung eines ‘Massenpunktes auf einer
Kegeliliche wieder aufgenommen werden. Das Prinzip des klein-
sten Zwanges verlangt, dafl der Ausdruck ’ 8

(M)l) ‘Z (5.5.1’ Ty, 933) = ( T Y) ' (-.EZ_Xf2)2+‘(£3_‘X3)2

‘unter der Bedingung (57) ein Mi-nimum wird. Geometrisch gedeutet,
soll also der kiirzeste Abstand des Punktes YUXg,}xg von' der .
Kegelﬂache ermittelt werden.

3 J.W. Gies, On the fundamental formulae of dynamics, American‘
Journal of Math., vol., 2, 1879, 5. 49.




- Prinzip der Mechanik deshalb zu verwerfen, weil dadurchy unter

-wirklichen lassen; hier ist eine unzuléssige Idealisierung vorge-

) . . ‘ AN,
Gavsssche Prinzip fiir singulire Lagen aziomatisch aufzustellen’
haben. ' | R Ay

10 (A, 11) PavL Sticker: . ’

Man erkennt sofort, daB unter Umsténden zwei Punkte. der:
Kegelllache e Minimum liefern; die Strecken von der Kegel-
spitze nach den beiden Punkten geben Richtung und GrifBe der”
gesuchten Beschleunigung, withrend die beiden kiirzesten Abst&nde{_i
die zugehdrige Reaktion darstellen. Wenn es auch ein Mittel.
gébe, eine der gefundenen Beschleunigungen zu bevorzugen, " so-
mifite es doch versagen, falls die Richtung der Kraft in der Kegel-
achse liegt. L

In den Lehrbiichern der Mechanik und der Physik wird nich
selten der Standpunkt vertreten, die Bewegung eines mechanischén
Systems sei durch den anfanglichen Bewegungszustand vollstindig,
festgelegt (Determinismus). Es sei daher ,,selbstversténdlichff';~;ii}é_@
die Beschleunigungen durch die Prinzipien der Mechanik eindeutig:
bestimmt werden. Hiergegen ist erstens etnzuwenden, daf es an
und fiir sich ebensogut denkbar wire, daB man auch dje anfing-
lichen Beschleunigungen kennen muB. Zweitens aber wird die Be-
deutung der Prinzipién verkannt. Diese sind Ansitzé zu Rech-
nungen, deren Durchfihrung in den Bereich der Mathematik ge-
hért. Sache des Physikers ist es, die physikalische Zulassigkeit
der Rechnungsergebnisse zu priffen. Es wiire jedoch verkehrt, ein

Umstinden die B‘eschleuniguﬁgen nicht eindeutig b_estimmt‘;wep-'l
den. Der Mangel kann n&mlich auch in der Stellung der Aufgabe
liegen. So wird die in dem Beispiel geforderte Bewegung in der.
Nahe der Kegelspitze sich nicht durch einen Mechanismus - vep-

nommen worden. o TR

In dem vorliegenden Zusammenhang zeigt das Beispiel, dafi
ber singuldren Lagen das D’ ALEMBERT sche Prinzip und das Prinzip,
des kleinsten Zwanges nicht gleichwertig zu sein brauchen, und zwar
hat sich herausgestellt, daB das Gausssche Prinzip mehr leistet
als das p’ALEMBERTsche. Hieraus folgt, daB es nicht moglich ist,
fiir Singuldre Lagen das Prinzip des kleinsten Zwanges aus dem;,
p’ALEMBERTSchen Prinzip abzuleiten. Man wird vielmehr . das:

i
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§ 4

Geonietrische Deutung

Es ist haulig von Nutzen, die in der Mechanik der Punkt-
systeme aultretenden GroBensysteme als Koordinaten eines Punk-
tes in. einem Euklidischen Raume von mehreren Ausdehnungen :
aufzufassen; das gilt im besonderen von den 3n Beschleunigungs- . .
komponenten (Z,). - | R

Noch durchsichtiger wird die geometrische Deutung,: wenn_
man eine affine Transformation vornimmt und die 3z neuen Ko-
ordinaten :

(15) | Yo =

m, x,, - X,

T (mg &, — X.)

. emfuhrt Aus dem Ausdrucke ‘des Zwanges- erhdlt man auf diese -
Art das Quadrat des Abstandes, den der Punkt (y,) eines 3n- fach
ausgedehnten Euklidischen Raumes Ry, vom Anfangspunkte O der-
Koordinaten hat. Die Bedingungsgleichungen (5) lauten ]etzt

: ) 3n . ' - ' L o :
wey - ¥ LpgyEiE0,
o ’ o=1 Vme I ' ) C L o
/ U
und das Prmmp des kleinsten: Zwanges besagt bei regularer Lage L
: des Systems, daff der kiirzeste Abstand des Punktes O von dem : . '~
'(3n—m)-fach ausgedehnten Euklidischen Raume Rgyon ‘ermittelt 7!~
~-werden soll, der durch dié Gleichungen (16) aus ‘dem R, heraus—l‘[“ ‘ i
gehoben wird, ‘ Aus. der-Lehre von' den mehrfach ausgedehmtén SRR
| _Eukhdlschen Réumen ist bekannt, daB der ‘gesuchte kiirzeste Ab-
stand das von O “adf | den Ry, gefallte Lot ist, und daﬁ es. stetsf

~ein und nur ein’, solches Lot glht‘l ‘_ e

, Auch das D’ALEMBERTsohe Prmzlp bekommt emen emfachen
geometrlschen ‘Sinn. Der FuBpunkt F: des Lotes habe d1e KOOI‘dl-V
., paten (n,). Dann gehort der Punkt (g -+). dem- Raume RBn m_r.‘ »_
~ an, wenn, die GroSen (,) den Grlelchungen Lo

- 4 Slehe etwa P.H. SCE{OLTE Mehrdtmenswnale Geometrter Erster Tell o
: Lmeare Raume i Sammlung Schubert Band XXV Lelpmg 19@2 o

fo




12 (A1) PivL Sticken:

. ’ 34u S
(17) h) L F,,v,=0 ' ’ o
o=t 'm, 7 B

geniigen; diese aber verwandeln sich, wenn

u

e Yo

( 18) U, = ]//;—n

gesetzt wird, in die Gleichungen (11). Die Forderung (7) des,'_:
p’ALEMBERTschen Prinzips ist demnach identisch mit der Ortho- . | -
gonalitdtsbedingung RS

3n

(19) ¥ 779 UQ = “ ;

‘(_)=1

m der Tat steht der kiirzeste Abstand OF des Punkteg O_Vom”- :
Raume R, , auf allen diesem Raume angehérenden Richtungen
des Ry, senkrecht. DaB die beiden Prinzipien im reguliren Falle
gleichwertig sind, wird hierdurch augenfallig.

| ZWEITER TEIL o -
Mechanische Systeme mit Ungleichheitsbedingungen5" )

§5
Allgemeines iiber Punktsysteme mit holonomen und nichtholonomen, -
Bedingungsungleichheiten = | :

Den holonomen und nichtholonomen Bedingﬁmgsglreichungéﬁfi'vi‘
sollen %’ Ungleichheiten

(20) g (xg;t) > () ‘ (;ﬁlm 1-, 2,‘.'.. ,kl)

® Fuar Geschichte und Literatur vgl. die Artikel in der Encyklopidie
der mathematischen Wissenschaften Bd. IV1 von A. Voss, Die I_’rinzipien_der
rationellen. Mechanik, besonders. S. 73 und 85, und von P. Sticker, Elemen- .
‘tare Dynamik der Punlisysteme und starren Kirper, besonders 8. 460. Die -
dort gemachlen Angaben werden hier nach verschiedenen Richtungen ergnzt., -

]
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Bemerkungen zum Prinzip des kleinslen Zwanges. (A.11). 13

hinzugefiigt werden; dabei ‘WlI‘d nur vorausgesetzt dafl es zur
Zeit ¢ Lagen des Systems gebe, die mit allen Bedingungen ver- S
traglich sind. : - : SR
Wenn {iir ein zur Zeit ¢ zulas31ges Wertsys’aem (2 ) eine der . - R
Funktionen g, (2,; ) positiv ist, so heifle die Bedingung g, =0
unwirksam fur dze Anderung der Lage des Systems; denn mit dem.
" Wertsystem (z,;) sind auch alle Wertsysteme einer hinreichend :
kleinen Umgebung zulissig. Wenn jedoch eine der Funktionen
S (45 1) zur Zeit ¢ verschwindet und in der Umgebung der Stelle
(%55 ) sowohl positive als auch negative Werte annimmt, so massen
sdie Geschwindigkeitskomponenten (z (9) der Bedingung

i

3

=

e Q o g . Co
git x + gw :>~ 0 - R . “ i E
1 ¢, ot " : } oo

”

(21) |

ru el

‘genugen Ist der Wert. der linken Seltg fiir ein Wertsystem ( 30 B -
~ positiv, so sind mit dem Bewegungszustande (xe,xo, t) auch alle L
Bewegungszustinde einer hinreichend kleinen Umgebung zuldssig.
Eine solche Ungleichheit heibie daher unWersam fiir die Anderunb ;
- des Bewegungszustandes :
. 'Zu den %" holonomen Ungleichheiten (20) konnen auf der. Ge-
" .schwmdlgkemsstufe noch l nichtholonome Unglelchhen;en

3 ' '

) Emeldainz0 o @etaed)

oo

N N\

l*".'.hmzukommen Je nachdem Glelchhelt oder Umglelchhelt statt-
~findet, sind sie wirksam oder unwirksam ftr d1e Anderung desy -
Bewegungszustandes _ o o
~ Auf die beschriebene Art mogen fir, den gegebenen Be-
Wegungszustand im’ ganzen s Glelchungen erha]ten werden denen :
die: Geschwmdlgkeltskomponenten geniigen:” BT
: v"’\:v-‘ .\3%, ) - - 3 . . | \ o . ’_“ o | ‘ ) ‘, ) \i‘ P
o "(23) : 2 GU@ (ﬁg;t) o+ Gao (#31) = 0 (o6=1,2,..0,8).

~

iDlB Lage ( o) des Systems zur Zelt t werde regular genannt Wenn”“ja ‘
sich, m1t1;els der m+s Glelchungen (4) und (23) ebenso Vlele geemg—

: v
.
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net zu Wdhlende Geschwindigkeitskomponenten als hnaare Funk-
tionen der tibrigen 3n—m—s darstellen lassen.

Aus jeder der Gleichungen (23) folgt eine Ungleichheit fur
die Beschlennigungskomponenten :

3n
(24) Y Gy (1,03, + K, (2,:8,;0) >0

o=1 ) e
Wiihrend jedoch die Kenntnis des Bewegungszustandes ermiglichte,
zu entscheiden, ob hei einer der Bedingungen (21) und (22) da
Glewhhmtsze]chen gilt oder nicht, hort das auf bei den B(,dmgun
gen (24) Wie sich herausstellen wird, sind fiir regulare Lagen’ desf,
Systems die wirklich stattfindenden Be%ohleumgungskomponenten,,
(£,) durch das Prinzip des kleinsten Z wanges eindeutig bestimmt,
und zwar gilt, wenn die (£,) fiir die (%,) eingesetzt werden, fur"
einen Teil dér Bedingungen (24) das Gleichheitszeichen, fiir den;-n
Rest das Zeichen des Grofierseins. Diese Ungleichheiten hatten von
vornherein weggelassen werden kénnen: sie sollen deshalb unwz,rk— ‘
sam. fiir die Beschleunigungen heillen.

u
S

§ 6
Das D' ALEMBERT- FOURIERsche Prinzip bei Systemen mit holonomen
und nichtholonomen Ungle1chhe1tsbedmgungen

Auf Grund von Uberlegungen, die auf Fourien® zuruokgehen g
hat man das D’ALEMBERTsche Prinzip bei Systemen mit Ungleich-
heitsbedingungen durch die Forderung ersetzt, die virtuelle Arbez,t"f
der Reaktionen diirfe keinen negativen Wert haben. In der angefihr: .
ten Abhandlung hat GiBBs ein Beispiel gegeben, bei dem dleses _
D’ ALEMBERT-FOURIERSche Prinzip zur vollsténdigen Bestlmmung; l
der Beschleunigungskomponenten nicht ausreicht. Dasselbe lelsteti
auch das folgende einfachere Beispiel. TR

" Ein Punkt von;der Masse Eins bewege sich im Raum und sei der
Ungleichheit 23 = 0 unterworfen. Zur Zeit ¢ befinde -er sich, damlt;
dle ‘Bedingung fur dle Anderung der Lage w1rksam wird, in der

¢ J. FOURIER, Mémmre sur la statigue; Journ. de ]lec po]yt, cah .5
1798, S. 30; (Euvres t. TI, 1890, S. 488. S .
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; t;-Ebene. Dann miissen die Geschwmdlgkeltskomponenten der
Bedingung #; >0 geniigen, und diese Bedmgung wird wirksam S |
for die Anderung des Bewegungszustandes, falls 2,=0 ist. Hieraus ‘, o)
folgt fur die Beschleunigungskomponenten, daf z, > 0 sein muB |

Die virtuellen Verriickungen miissen, wenn zur Zeit ¢ 2,=0 o S r
ist, die Ungleichheit 6z, >0 erfillen. Nunmehr fordert das . 1
p’ALeMBERT-FoURIERSche Prinzip, dafl |

»(7’). (‘%1_‘\:1) Oy + (B3 = Xy) 045 + (53—4‘(3) oz > 0 - o ;;':“y

ist. Wegen der Willkiirlichkeit von dz, und 6x2 muf} z,=X,, xz_Xz o o
sein, so daB (7') iibergeht in die Bedingung 23 > X;. -

- Das Ergebnis ist, daB i3 nicht kleiner sein darf als der ‘groBere
der beiden Werte 0 und X,. Mithin wird 2, durch das D ALEMBERT‘{‘.
Fouml«:nsrhe Prinzip nicht vollstindig bestimmi. '

- Ahnlich wie GisBs es fir sein Beispiel bemerkt hat 1st es , . - e
auch hier méglich, den Wert' von &, durch einfache Uberlegungen‘ oL
iiber den Fortgang der Bewegung zu_ermitteln. Ist namlich die. - =
K@mponente X; negativ, so wird sie durch die Reaktion der Grenz-- s
. fliche zy="0 vernichtet, und man hat #;=0. Ist aber X; null oder -
* positiv, s0 bewegt sich der Massenpunkt, als ob er frei wiire, ‘und- |

~man hat Z3=X;. Das ist richtig. Allein die rechnerische Durch-
- fithrung des Ansatzes, den das D"ALEMBERT- Fouriersche Prinzip T
.. vorschreibt, ergibt fiirr #, nur die vorher aufgestellte Ungleichheits- R
bedmgung, und somit zeigt das Beispiel, dal dieses Prmzzp a,m. -
' allgememen nicht zur Bestimmung der Beschleumgungen fuhrt SR R

Das Prmmp des kleinsten Zwanges bei Systemen mit holonomen ‘
B ' und mchtholonamen Unglewhheltsbedmgungen
Wle es scheint, hat zuerst JAGOBI in selnen Vorlesungen uherk‘ S
Dynamlk wahrend des Wlntersemesters 1848/49 -die Anwendung .
.. des PI‘]JIZIPS des klemsten Zwanges auf Systeme mit’ Unglelch-__- :
he1tsbed1ngungen genauer untersucht7 Ihm sind HITTER (1[853)::3 g

"7 Nach A. Voss, a. a. 0., $: 87} eine Abschrift der dort- angefuhrten':f
Ausarbeitung- ScHEIBNERS. befindet sich in der Bibliothek der Berliner. Aka= f,_fﬁ P
demle der Wlssenschaften ‘ . el i

i
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in emer von GAuss geleiteten Dissertation®, Gizss in der ange-
fihrten Abhandlung vom Jahre 1879 und BOLTZ\IANNg gefolgt.

Ohne die socben genannten Veri(fentlichungen zu kennen,
hat sich MAYER'?, angeregt durch altere Arbeiten OSTBOGBADSKYS
(1834 und 1838), mit Ungleichheitsbedingungen beschiftigt umﬁ[
aul Grund von Bemerkungen Stupnvys im Jahre 1899 gezeigt, wie
man mittels des Prinzips des kleinsten Zwanges die Beschleun
gungen bestimmen kann; dabei wird stillschweigend regulare. Lage
vorausgesetzt. 7\\eufelhaft bleibt nur, ob unter Umstinden meh:
rere Systeme von Beschleunigungen elha]ten werden. Allerdings’
meint MAYER, ,;man darf es wohl deshalb als selbstverstandlich

. ansehen, daB nicht zwel verschiedene Systeme- Beschleunlgungen

von der angegebenen Beschaffenheit existieren kénnen, weil, wenn
sie existierten, gar kein Mittel mehr vorhanden wire, unter den.
beiden Systemen das richtige herauszufinden.* Jedoch kénnen,’
wie in § 3 nachgewiesen worden ist, bei singuléren Lagen seh':
wohl zwei Systeme von Beschleumgungen den Zwang zu einem
‘Minimum machen. DaB unter den Voraussetzungen MAYERS Eln ‘
deutigkeit herrscht, bedarf also cines Beweises. B
_ Reguldre Lage stillschweigend vorausgesetzt, hattc SChOIIL?
JAcoBl in der angefiihrien Vorlesung bemerkt, daB -, die Natur des.
vorliegenden Minimums mehrere Minima ausschlieBe*, und BoLtz-
MANN hatte behauptet, daB ,der Zwang fur die wirkliche Be
wegung ein absolutes Minimum sein muB und nicht mehrerer
Minima féhig ist** (a. a. 0., S. 240). Bald daraul hat ZERMELOY
fir regulire Lagen des’ Systems, allerdings unter gewissen ‘be
echrankenden Annahmen, in aller Strenge bewiesen, daB der Zwang
nur ein Minimum be51tzt und damit dle Elndeutlgkelt der’ Be‘
schleumgungen dargetan. - o

8 A. RiTTER, Uber das Prinetp des Alemsten Zwanges, Dlssertauon Got

tingen 1853.

® L. Bov1zMANN, Vorlesungen iiber die Prlnclpe der Mechamlr 1. Tex]l

Abschnitt VI, Lelpmg 1897, : :

o WA Maves, Uber die Am‘stellunb der DLffezenualglewhungen der: Be“
‘wegung fiir reibungslose Punkisysteme, die Bedingungsungleichungen unterWOrfen .
sind, Lelpmger Berichte, math.-phys. Klasse, Bd. LI, 1899, S. 224. ‘

11 B, Zermero, Uber die Bewegung eines Punktsystems bet Bedmgungs

ungleichungen, Gottmger Nachrichten, math.-phys. Klasse, Jahrgang 1[899

S, 306; die Note ist am 3. Februar 1900 ‘vorcrelegt Worden
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Das in § 3 benutzte Verfahren liBt sich auf den Fall tiber-
‘tragen, daB zu den Bedingungsgleichungen irgendwelche holonome
oder nichtholonome Ungleichheiten hinzutreten, und gestattet es,
den Satz von der Eindeutigkeit der Beschleunigungen in seiner.
allgemeinsten Fassung herzuleiten. .

Im R,, der Komponenten (&) ist der Zwang fir das Raum-
stiick, das samtliche mit den Bedingungen vertrigliche Punkte (%)
enthalt, eine stetige Funktion des Ortes und erreicht daher min-
destens an einer Stelle einen kleinsten Wert; regulire Lage braucht
Tir diesen Schluff nicht vorausgesetzt zu. werden.

Der Punkt (£ 9) sei eine Stelle des Minimums, so daf fir alle
mit den Bedingungen vertriglichen, hinreichend kleinen Anderun-.
gen (u,) seiner Koordinaten Z (£,+u,) groBer als Z(&,) ist. Zu-
folge der Glolchlmg (12) ist hierfir die Bedmgung

(25) ' X (mo E@.\—Xe) iy >0

o=1

notwendig und hinreichend. Bet reguldrer Lage 1aBt sich wiedernm
- zeigen, dall aus dem Bestchen der Bedingung (25) fir alle hin-.
- reichend kleinen zulissigen Wertsysteme' (u,) ihr Bestehen fin

alle iiberhaupt Vorhandenen Wertqysteme (u@) -érschlossen werden
kann. : | '

Damit ein Wertsystem (u) zuldssig ist, muB es erstens die

.G-lemhungen (M) befrledlgen Zweitens miissen die Bedmgungenf S
(24) die fur T, —5 erfallt Waren erfillt bleiben, wenn statt :1: R

.. der Wert E +u elngesetzt wird.

- Jetzt sei @ cine Grifle, die zwmschen 0 und 1 hegt Dan:n mst; |
it dem Wertsystem (U,) immer auch das Wertsystem (ﬂU ) zu-
lassig. DaB namlich fir dieses Wertsystem die Gleichungen (M)
bestehen, - liegt- auf der Hand. Gelten aber ‘fiir’ einen Wert
Zeigers ¢ die beiden Ungleichheiten

(@)Y G (5050 Eo+ Koo 5030) > 0 o
s " o SR
und - | R :

. C ST B R .
o ‘_pg;,(,( 73 t) &, +ZGGO( Ty} )U +K ( vig5l) > 0

A | S

1,
< Si‘ﬁzungs‘heriehtc der Hoi‘(lvlb. Akﬂd., math-naturw. K1. A. 1019 1‘1. Abh, | ] 2

[
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so gilt audh, :wie man sich _leicht_ﬁberzeugt; die\Ung]eithem

- w0 e -
(28 X Gw(xg;t) E,+9 Z G,,Q-(xg;‘t) U, +K,,(x9;:v@;t) >0.
: o=1 ‘ o=1 ' : :

‘Das Ergebnis laBt smh geometrisch dahin deuten daB bei regu-

larer Liage des Systems das Raumstiick; das samthche mit’ den

'};‘ ' Bedingungen vertrigliche Punkte (% i,) enthalt, emfach, zusammen-__
- hingend und iiberall konvex ist. o

Wihlt man nunmehr die GmBe s hmrelchend klem 80 1st dle S

- Fordlrung (25) fir u,=90, erfiillt, also auch fir i, =U,. Dén
Schlu.B des Beweises mége man Worthch aus §3 entnehmen. -

-
N

Best1mmung der Beschleumgungen n'nttels des Prmmps '
: ' des klemsten Zwa.nges T

B

‘.‘i'
.5 .'/

Dle Bestlmmung der Beschleumgungen mlttels des Prmz:ps.',f;

““des kleinsten. Zwanges wird: er]elchtert wenn. man Sogleich die.in -

| § A entwwkelte geometrische Deutung benutzt 'Unter Voraussetz-'-; i

S "ung einer reguliren Lage des Systems- ergeben sich dann ent- =
sprechend den Glemhungen (5) zW1sehen den Koordmaten (yg)_

mlmeare Glelchungen IR . o

i

A dle vonemander unabl}anglg smd und- emander nlcht vmdersl)re_:,:,_ e
',1“7“%’1‘ J ,\fe'hen, »‘l‘lnd"e‘htspr‘%hend‘iden:Beding‘ung_e'\an_,(2‘_4)'gimjtein‘afﬁfdél;luhd‘ ‘
- mlt (29) vertraghehe Unglelchhelten B

1,

-

1 ,;-dle »Glewhungen (29) »ziwu'd' aug dem Ry, eir
Ra,,__m ausgeschledeh und d \fUnglemhheiten"f';.r,,‘
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einfach zusammenhingenden, iberall konvexen Raumstiickes Sy
in Betracht kommen, das von Euklidischen Riumen mit N—1,
N—2,...,2,1 Ausdehnungen begrenzt wird; dabel ist N<3n—m.
Das Prmmp des kleinsten Zwanges lauft also darauf hlnaus dafl
die Aufgabe gelost werden soll:

" Aus einem Euklidischen Raume wird durch lineare Gleichungen
und Ungleichheiten ein Raumstiick ausgeéondert Es ist dessen kiirze-
ster Abstand von etnem gegebenen Punkte des Raumes 2 ermitteln.

. DaB es nur einen solchen kiirzesten Abstand gibt, ist im vor-
hergehenden Paragraphen bewiesen worden. Bei seiner Ermittlung

" gind. zwei Falle zu unterscheiden. Erstens kann der gegebene Punkt
'0 dem Raumstiick Sy einschlieBlich der Begrenzung angehoren.

Dann wird der kirzeste Abstand im Punkte O selbst erreicht.
Zweitens kann O auBerhalb des Raumstiickes Sy liegen. Wird

* dann von O das Lot OF auf den N-fach ausgedehnten Euklidischen ‘

Raum Ry gefillt, dem S, entnommen ist, so ist OF das Minimum
der Abstinde siamtlicher Punkte des Ry von O. Gehort also der
Punkt F zum Raumstiick Sy, so ist OF der gesuchte kiirzeste
Abstarid; es ist leicht zu sehen, daB in diesem Falle der Punkt F.

" auf der Begrenzung des Raumstiicks Sy gegen den Raum Ry, liegt.

Gehort endlich der Punkt F nicht zum Raumstiick Sy, so wird
das Minimum des Abstandes in einem von F verschiedenen Punkte
A errcicht, der notwendig auf der Begrenzung des Raumstucks
Sy gegen den Ry liegt. Weil némlich das Lot OF auf allen im

s

Ry hegenden Rlohtungen des RM‘ senkrecht steht, hat man die -

blemhumg S Y
" (31) oA OF2+AI’2 | |

fulghch 1st, AF das Mmlmum der Abstandc des Punktes }« von
: jden Punkten des Raumstiicks S; K- _ .
..Durch die soeben angestellte Uberlegung W1rd dle ursplung-'
]1che Aufgabe mit deri' Nebenbedingungen, (29) ‘auf “dieselbe Auf-.
gabe ohne Nebenbedingungen zuriickgefihrt. Mlt genau derselben,
g Aufgabe, das Minimum des Ausdrucks o :

"',~(3z) L ;1+z2+--.+zw ol
. o ’ ) T y

i

: 'heuen

o
JA—-
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(33) chl ZI+CG2 22+""+CGNZN>O

vorgeschrieben sind, hat sich Gavuss in einer wihrend des Winter
semesters 1850/51 gehaltenen Vorlesung iiber die Methode “de:
kleinsten Quadrate beschaftigt!?, Das von ihm angedeutete Vey
fahren, die Stelle des Minimums zu ermitteln, habe ich im Jahre
1917 ausfihrlich dargestellt und gleichaeitig eine andere, eben:
falls auf geometrischen Betrachtungen beruhende Behandlu'ngé
weise vorgeschlagen3. Endlich kann man zur Losung auch die
Methode des Multiplikators benutzen. Fir die Binzelheiten moge
aul die Abhandlung vom Jahre 1917 verwiesen werdens :

§9
Zusammenhang der GAUSSschen Aufgabe des Minimums mit‘,dém;.\
Prinzip des kleinsten Zwanges
‘Nach Rirrers Bericht zu urteilen, hat Gauss in.der Vop.
lesung vom Wintersemester 1850/51 nicht gesagt, was ,:ihn ‘dazii
veranlaBt hatte, seine Aufgabe des Minimums mit Ungleichheits:

* C. F. Gauss, Werke Bd. X1, Gottingen 1917, S, 473, -Abdruck eiﬁéé
Sliickes der Ausarbeitung von RiTTen, ; o

W P. SrickeL, Eine von Gauss gestellre Aufgabe des-Minimums, diese
Silzungsberichte, Jahrgang 1917, 11. Abhandlung. Die Note ZERMELOS, dip
scheinbar einen ganz anderen Gegenstand betrifft, war mir damals nicht.
gegenwirtig pewesen. Nachdem ich nachtriglich den Zusammenhang erkaniit
habe, versiume ich nicht, darauf hinzuweisen, daBl ein Teil der Ausfithrup.
gen der Abhandlung vom Jahre 1917 schon von ZERMELO gegeben wordeh‘w&f_{
' Mein Kollege PrrroN war so freundlich, mir mitzuteilen, daB in § 7
#wel Stellen zu verbessern sind. Wenn einer der durch mein Verfahren er
mittellen moglichen Punkte des Minimums der Funktion f{a, Zigy e+, ) e
ein Raumstiick §, im Innern einer (n—1)-fach ausgedehnten Gre‘n‘zmaqn‘ig
faltigkeit liegt, braucht er nicht das Minimum zu liefern, vielmehr ist fiip -
ihn dieselbe Priifung vorzunchmen, die bei weniger als n—1-Ausdehnunger -
erforderlich ist. Man betrachte zum Beispiel den Fall, daB in der E‘bene.(n_,:ﬁ
der kiirzeste Abstand eines Punktes von der Flache eines Quadrats bestimmt
- werden soll, Hiermit hangt es zusammen, daB die Vorzeichenbedingung “fiir-
die Multiplikatoren nicht ausdriicklich angegeben worden ist. Sie findet sich,
librigens schon bei OsTrocrapsxy, und Maver ist ausfihrlich. daraufl ¢in- -
gegangen; vgl. auch L. FIENNEBE'RG, Uber den Fall der Statik, in dem das.:
. virtuelle Moment einen negativen Wert besitzt, Jqurn. {. r. u. a. Math., Bd. GXIII
(1894), 8. 179. : S

L
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bedingungen zu stellen, und es entspringt daher die Frage, ob er
deren Zusammenhang mit dem Prinzip des kleinsten Zwanges ge-
kannt hat. Nun bleibt es zwar ritselhaft, wie er sonst zu der Auf-
gabe gekommen sein sollte; es lassen sich aber auch andere Er-
‘wigungen fur eine beJathd@ Antwort geltend machen.

Andeutungen in Briefen und Veréffentlichungen zeigen, daB
Gauss sich wiederholt mit mehrfach ausgedehnten Manmgfaltlg-
keiten beschiftigt hat. Hier geniige es, eine AuBerung 2 erwih-
nen, die er ungefdhr zur Zeit jener Vorlesung zu SARTORIUS
v. WALTERSHAUSEN getan hat: ,,er kinnen uns, sagte er, etwa
‘in Wesen hineindenken, die sich nur zweier Dimensionen bewufit

~ sind; hoher tber uns stehende wiirden vielleicht in &hnlicher
Welse auf uns herabblicken, und er habe, {uhr er scherzend fort,

gewisse Probleme hier zur Seite gelegt, die er in einem hheren ;

Zustande geometrisch zu behandeln geddchte.” €615

In seiner Note: Uber ein neues allgememes Grundgesetz der
Mechanik vom Jahre 1829 erklirt Gauss die Beschrinkung auf
' Bedingungsgleichungen fiir ,,unnétig und der Natur nicht immer

angemessen‘’ und fordert, man solle das Gesetz der virtuellen Ge-

schwindigkeiten gleich anfangs so ausdriicken, daf es alle Flle
umfasse.. Am Schlusse sagt er, die Analogie mit der Methode ‘der
" Kleinsten Quadrate lasse sich noch- weiter verfolgen, was jedoch-
gegenwiirtig nicht zu seiner Absicht gehore16 Auf die Wichtigkeit
der Bedingungsungleichheiten hat er auch in der am 28. September
1829 vorgelegten Abhandlung: Principia generalia theortae fzgurae
" fluidorum in statu aequilibrii hingewiesen” und- ist auf diesen
Gegenstand in dem Brief an MOBIUS vom'29. September 1837 zu-
rumkgekonrlmen18 ’ : / :

In der aul‘ Gauss zmuck(rehenden D1ssertat10n RITTERS vom

Jahre 1853 wird: das Prinzip des kleinsten Zwanges auf Systeme - - -

mit holonomen Unglelchhemtsbedmgungen angewandt, und - zwar
bedlent sich RirTeRr dabei der Sprache der- mehrdlmensmnalen

15 Vgl meinen- Aufsatz GAUSS als Geometer Materiali¢n iy emc wissen- -

suhaftllche Biographie von Gauss, Heft V, Leipzig. 1918, S 136.
., 16 T, Gauss, Werke Bd. 'V, S:25.
17 (. F. Gauss, Werke Bd. V, S. 35.

oder fakultatwen Verriickungen, Lelpmger Berlchte math.-phys. Klasse Bd-
XXXI 1379 S 61; wlederabgedruckt in C. F, GAUSS Werke Bd XICl 8. 17

‘[“,

. 18 Zuerst abgedruckt von G. NEUMANK, Uber das Pr mm,p der wrmellen o
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: ""lklelne"G-roﬁen, und man darf &xlhulét 5%—“25’5'

', vorausgesetzt das ’ALEMBERTsche P]‘lIlle und das Prmz1p “des

N\

i

"+ Welche Bezmhungen wird man fragen, bestehen zunachstj s
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i
i

Geometrie. Er befaBt sich eingehend 'mit der “allgemeinen Auf- .
gabe, bei einem ‘mehrfach ausgedehnten Euklldlscheq Raume das
Minimum einer Funktion des Orts fiir ein. durch Unglelehhemen
erklirtes Raumstuck zu ermitteln. Bei diesen Allgemeinheiten ist -
RitTER stehengebheben er hat den Ansatz des Gaussschen Prin-
~z1ps nicht rechnerisch durchgefiihrt und die. linearen Ungleich-
heiten nicht aufgestellt?®, DaB Gauss diesen Ietzten Schrltt getan
hat, wird man als sicher ansehen diirfen. |

- §10

. Virtuelle Verruckungen und zulasmge Anderungen
der Beschleumgungen

DaB be1 Glelchheltsbedmgungen regulare Lage des Systems e

- kleinsten” Zwanges emander ersetzen konnen beruht auf den Glel-,'fj..,_;‘
chungen S ‘ . ‘

-

dle eme umkebrbar emdeutlge Bezmhung zw1schen den wrtuellen i
Verruckungen und den zulassugen Anderungen “der  Beschleuni- -
, uungskomponenten herstellen. ° DaB dagegen das D’ALEMBERT-
. Fouriersche und das Gavsssche. Prlnmp bei Unglelchheltsbedln'
gungen, auch wenn regulére Lage ‘vorausgesetzt wird; nicht glelch-

wert1g sind, zelgte das in § 6 behandelte BBlSple] L ‘

bei dem Belsple] zwischen den Grofen (6z,) und den: Groﬁen (my)?
- Es kommit nur, der” Fall in Betracht, daB die Bedmgﬁng 2520
fiir die Anderung des Bewegungszusbandes wirksam wird,: ‘daB... .
also zg-und &, zur Zeit ¢ verschwinden: Dann durfen die Vlrtu
,,,ellen ‘Verrickungen 67; und 6%, willktirlich gewihlt werden, and:
. es muB; 6x3>0 sein. ‘Fiir dle Beschleumgungskomponenten gllt'
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sind zwel Moglichkeiten zu unterscheiden. Ist die Bedingung far _ Ve
%, wirksam, also £3;=0, so mif ‘u,>0 sein, und man darf ~
o1 = uy 61 setzen. Ist dlese Bedingung jedoch unwirksam, also
E. >0, so ist uy eine willkiirlich wahlbare kleine Grobe. Mithin
erfordert die Bedingung des Minimums, dafl jetzt €5 =X, wird.
Bei negativen Werten von u, verliert die Gleichung 6z = uy 61
ihre Giltigkeit, das heiBt, der Bereich der zuldssigen Anderungen‘
(u ) ist ausgedehnier als der Bereich der virtuellen Verriickungen (635 ).
DaB die Bedingung des Minimums fiir diejenigen Anderungen der ~ -+ .
Beschleunigung erfillt ist, die sich ays den virtuellen Verrickun- | ..
gen mittels der Gleichung dz,=u,d¢ ergeben, ist zwar notwendig, .
aber nicht hinreichend. Denn ‘der Zwang mu8, als Funktion der Be- = >
schleunigungskomponenten aufgefaBt, ein Minimum werden ; aber * L
* die Forderung, daB die virtuelle Arbeit der Reaktionen nicht nega- =~ . ' B
tiv sein darf: (53 X,) 65 = 0, besagt weniger als die Forderung: i
(53 X3) u, = 0, die fir das Mlmmum des Zwanges notwendig und
hinreichend ist. So erklirt es sich, daB die erste Forderung fiir £y
nur eine Ungleichheit liefert, wahrend die zweite die emdeutlge ,
Bestlmmung der Beschleunigung nach sich zieht. . - S e
. Weiter erkennt man, daBl ‘das Gausssche’ Prmmp keine Folge -
des ’ALEMBERT—FQURIERschen Prinzips sein kann; denn liefle es
* sich daraus ableiten, so mufte die Beschleumgung durch das
p’ALEMBERT-FoURIERsche Prinzip eindeutig bestimmt werden. “
Wohl aber folgt dieses Prinzip aus dem Gavssschen, wenn ném- N
hoh uy der Beschrankung unterworfen wird, nicht negativ zu sein. - 3

Was ‘bei dem Belsplel gilt, bewihrt sich allgemein als richtig. .-
'WBHH man sich, wie es bei dem Nachweis des Minimums erlaubt St
. ist, auf hinreichend kleine Wertsysteme (u, ) beschriinkt, so missen EEG
- die. GréBen (u,) zunichst. die Gleichungen (11) befriedigen. Dazu JESHE

kommen wie die Bedmgungen (27) zeigen, fur diejenigen Werte's
des Zeigers ¢, bei denen in den Bedmgungen (26) das Glewhhelts- )
zelchen gl]t di¢- Unglmchhelten ‘
(34) ‘ EGG’@@ O L
. o SR
_ Wenn dagegen ini den Bedmgungen (26) das Zelchen des GroBer— o ,
- seins. gﬂt 80 smd sie fur die Anderungen der Beschleumgungenr gl
mwwksam S SR

‘v




24 (A1) Pavn STicken:

Fir die virtuellen Verriickungen hat man zunichst die den
Gleichungen (11) entsprechendén. Gleichungen (6) Dazu treten
aber, falls die Ungleichheiten (?O) fir die Anderung der Lage:
\wkc:am werden, die Bedingungen

3n
(35) Y G om,>0, :

o=1

und zwar fiir alle Werte 0 =1,2,3,...,s.
Ein Blick auf die Formeln zeigt, daB jedes System virtuellep’
Verriickungen (dz,) vermige der Gleichungen (M) ein System zu-
lassiger Anderungen (u ) der Beschleunigungskomponenten hefort
Im allgemeinen gilt aber nicht das Umgekehrte, denn die Ver-
riickungen (63:&,) mussen samtliche s Ungleichheiten (35) befriedi--
gen, wiihrend die Bedingungen (34) far die Anderungen (i (,) im.
allgemeinen nur fir einen Teil der Werte von ¢ zu erfilllen sind
Im allgemeinen ist demnach der Bereich der zulissigen Anderun
gen (u ) ausgedehnter als der Bereich der virtuellen Vomuckungel
((ST ), und die Forderung |

3n '
(3(5) y (m,g EQ—.\'Q) dx, >0

des D’ALEMBERT-FOURIER schen Prinzips besagl weniger als dm
Forderung

3n
(2/") E (IN, ;&.9—“\'9) ty = 0

o=1

des Gaussschen Prinzips.

Der Borrzmaxnsche geometrische Beweis des Prinzips des
kleinsten Zwanges® konnte dic Vermutung aufkommen lassen,
daB dieses Prinzip auch bei Ungleichheitsbedingungen eine Folge
des D’ALEMBERT-FouRiERschen Prinzips sei. DaB dem nicht so
ist, zeigt schon das von Borrzmaxn ausfiihrlich mitgeteilte Bei-
-'spiel von Giees. Es ist allerdmga richtig, daf} aus jedem System
virtueller Verriickungen (6&:9) ein System zulédssiger Anderungen"
(119) der Beschleunigungskomponenten z, hervorgeht, und es 1Bt

20 1,. BortzMany, a. a. 0., S. 216—220.
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sich nicht bestreiten, daB fiir diese Anderungen Z (&,+ u,) groBer
als Z(£,) ist. Damit ist jedoch bloB eine notwendige Bedingung
fir das Minimum erfillt, und es fehlt der Nachweis, daff fiir
alle zuldssigen, hinreichend kleinen Anderunigen der Beschleum-
gungskomponenten der Wert des Zwanges groBer ausfallt als an
der Stelle (&,).

Gauss hat die Tragweite seines ,neuen (;vundgeqetze%“ unter-‘
schatzt, als er erklirte, dafl dieses der Materie nach schon in der
Verbindung des p’AvemBErTschen Prinzips mit dem erweiterten
Prinzip der virtuellen Verriickungen enthalten sei. DaBl der Zwang
eines mechanischen Systems, das beliebigen Gleichheits- und Un-
~gleichheitsbedingungen unterliegt, bei den wirklichen Beschleuni- ;
gungen ein Minimum ist, 148t sich nicht beweisen; es ist vielmehr -

ein Aziom, das erst den Fall der Unglelohheltsbedmgungen der-

mathemdtls(,hen Untersuchung zuganghch macht. Eine solche Auf--

fassung steigert nur die Bedeutung des GAUSS schen Prinzips; dieses
gewinnt dadurch den Rang des Grundgesetzes det ‘anal'yuschen :
Meckamk

[
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