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Bevor ich aut die Definition von Integralfunktionen partieller
Differentialgleichungen erster Ordnung und auf deren Untersu-
chung niher eingehe, migen einige Bemerkungen vorausgeschickt
werden, die bei den nachfolgenden Untersuchungen zur Anwen-
dung kommen. '

Ist die Funktion
(1)‘ y=F(mi,xz,...:cn,al,az,..,an),
in welcher z,; Ty,... %, voneinander unabhdngige Variable, a,,a,,...a,
willkiirliche Konstanten bedeuten, der Bedingung unterworfen, daf

die Determinante

*F *PF *F

dx,da, dx,9q 3z, 9a

*F *PF PF

(2)‘_ D = 73:1:190,2 dx, 0a, dz, da,
*F RPF PF

 dz,0a, dx,3a,  dz,0a,

fiir beliebige Werte der Konstanten aj,a,, ... a, identisch gleich Null
ist, so werden, wenn

oF QJF oF

L)

(3)

0z, 3z, da,
als Funktionen von q,.a,,...q, aufgefalit werden, diese GroBen
In einem von a,,d,,..-d, freien analytischen Zusammenhange
untereinander stehen, da D als Funktionaldeterminante der Gro-
fen (3) in bezug auf die Konstanten a identisch verschwinden
~ 'soll, und es wird eine Gleichung der Form bestehen:

1*
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cF 2.
(4) f(mhx%" Ty s EE,"‘ i 07
E‘rﬂ e, cx,
welche, wenn
. 9y eF cy oF «?y dF
6) e mp = =, -2 -,
z, @ daxy, Ty Smﬂ o

n

gesetzt wird, eine con der abhmmgen Variabeln y freie pamelle
Differentialgleichung

(6) ) f‘(J:l:TZT‘A"'InE [)1%p2?~""pn) =0

liefert, welcher fiir belicbige Werte der Konstanten ay,as,...a, die
Funktion u=F in dem Sinne geniigt, daB, pi, Pa,--+ Py AUS (5) her-
geleitet und in (6) eingesetzt, diese fiir beliebige Werte der a befrie-
digt wird. ‘
Geniigt umgekehrt eine Funktion (1) einer Differentialgleichung
- von_der Form (6), in welcher y nicht explizite vorkommt, und
zwar fiir beliebige Werte der Konstanlen a, so mup fir alle diese
die Determinante D identisch verschwinden, da, wenn die Funktio-
naldeterminante D in bezug auf die willkiirlichen Konstanten nicht
~ jdentisch Null wire, keine von den Konstanten freie Beziehung
o : dF °F @F '
zwischen den Funktionen , ,+es —— Oder py,Pa;---Py, also
: ez, o=, éz, ' ,
keine von y freie partielle Differentialgleichung erster Ordnung
bestehen wiirde.
| Die notwendz,ge und hmrewhende Bedingung dafiir,-daf (1 ) fiir
beliebige Werte der Parameler ay,ay,...a, einer partiellen Differen-
tialgleichung ersier Ordnung geniigt, welche die abhingige Variable y
‘nichi enthdlt, ist somit D=0.
Befriedigt eine Funktion (1) fir alle Werte der Konstanten
dy,0y,-..a, eine in y irreduktible algebraische partielle Differen-
tialgleichung erster Ordnung

(7) ‘ f(xl’q:z""zn?y‘rp-lfp%"';)n):0:

worin’ p, =

ist, so soll das Integral y dieser ein uallsta“izdiges

@ -
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Integral derselben genannt werden, wenn y keiner andern gleicharti-
. gen partle]len leferemtaalglemhung erster Ordnung in den Variabeln .
%y, Tg, .. T, Tir beliebige Werte der Konstanten a,, a5, ... a, geniigt,
~ auBer einer algebraisch aus dieser abgeleiteten und rait deren Diffe-
rentialausdruck identisch verschwindenden: zugehorigen Differential- |
gleichung,und es sollen zum Zwecke der nachfolgenden Untersuchun-
gen die notwendigen und hmrewhendenﬂedmgungen dafiir zusammen-
gestellt werden, daB (1) ein vollstandiges Integral von (7) ist. Mage

1. die ]leferentlalglmclmung (7) die ahhangmge Variable y ex-
plizite enthalten, so ist eine notwendige Bedingung offenbar die,
daB D+0 ist, da, wenn D=0 wire, nach dem obigen Hilfssatz 3.

eLner. parhe]ﬂem D1fferent1a][glelchung erster Drdnumg - geniigen -

wiirde, in welcher y nicht explizite vorkommt, und somit der Dif- .
ferentialgleichung (7), in welcher der Voraussetmumg nach y ent-
~halten sein sollte und dieser vom expliziten y freien Differential-
gleichung geniigen miifte, was: der Definition des vollstandigen
Integrals widersprechen wirde. Die Bedingung D+ 0 wird aber
~auch die hinreichende sein; denn wenn (1) dann nicht das voll-
standige Integral von (7) wére, 50 miiBte es fiir willkirliche Werte
der Konstanten a noch einer andern nicht zugehirigen. parmel]lem
_]leferentla]lglemhumg erster Ordnung

(8)‘ : fl (5131, Lgyree Ly, y, p]“‘ pg""'pn) =  0

geniigén, die y explizite enthalten kann oder nicht; in jedem
- Falle wiirde sich fir dasselbe Integral aus (7) und (8) eine par-
tielle leferemtlalglelchuug erster Ordnung durch Elimination von
y herstellen lassen, in welcher y nicht mehr explizite vorkommt,
oder- identisch ist, in welchem Falle nach dem obigen Hilfssatz -
~ gegen die Voraussetzung D identisch Null sein miiBte. Die notwen-
~dige und hinreichende Bedingung dafiir, daf das Integral (1) der
~ die Variable y explizite enthalienden Differentialgleichung (7). ein
ovollstandiges sein soll, ist somit dadurch gegeben dafi die Determi- -
nante D von Null verschieden isi.
Nicht so einfach ergeben sich die motwemdmgen und hmremhem—
den Bedingungen fiir das vollstindige Integral im Falle

~ IL, wenn die pmmtwlle lefem'emtaalg]lewhumg ~
| (9) ' f@;m Ty =Ty P1y Pay +» Pﬁ)‘ =0
die abhéngige Variable y nicht. explizite enthalt..
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Zunichst ergibt sich aus der Annahme der Existenz des Inte-
grals (1) der Differentialgleichung (9) das identische Verschwinden
der Determinante D. weil, wenn die Funktionaldeterminante D
der Funktionen (5) in Beziehung aul die Konstanten «,, a,. ...,
von Null verschieden wire, keine von diesen Konstanten freie Be-
ziehung zwischen den py, ps. ... p,, wie es die Differentialgleichung
(9) ist, bestehen diirfte. Man sieht aber leicht, dal. wenn (1) das
vollstandige Integral von (9) sein soll, die Determinante [ nicht
dadurch verschwinden darf, daB die zu simtlichen Gliedern irgend-
eincr Vertikalreihe gehirigen Unterdeterminanten erster Ordnung
identisch verschwinden. Denn wiren die zu der o' Vertikalreihe
von D gehorigen Unterdeterminanten, in denen die 1%, PRNREL T
Horizontalreihe und die o Vertikalreihe von D fehlen,

],)Ig al M D',-Qaz R ])'T.i) ‘:l" -

worin D, o, die Unterdeterminante [** Ordnung von D darstellt,
welche durch Fortlassen der o Vertikalreihe und ¢*" Horizontal-
reihe entsteht, fiir beliebige Werte der Konstanten a;. a,,...q,
identisch gleich Null, so wirde das Verschwinden der Determi-
nante ng ¢, welche die Funktionaldeterminante der Funktionen

oF °F cF SF cF
('JO) TR a attia

A ki H M H
cx; Oz cr,, fx
in bezug aufl die Grofien

(11) Uy, Uy een gy Upypqy .,

darstellt, y = F(xy, Ty, ..., 0, 5. ) als Integral einer partiellen

Differentialgleichung der Form definieren:

('12) foa (3317 Loy eoeTys ProPos oo Pots Postr oo Py ﬂ,,) =0,

in der noch der Parameter a, enthalten ist, und die Annahme, daB
die zu allen Gliedern der o'" Vertikalreihe gehorigen Unterdeter-
minanten verschwinden, wiirde somit y = F(z,....a;....) als Inte-
gral der partiellen Differentialgleichungen

f@l ‘(LEI,....’E,‘, Pas Pas e Pns (11) =0,
fgz(xlr SRR AT Z TRERY 20 (‘2)

@ a a * s ® m a m o3 m s u . ow s o =

.fgn(zlv v Ty Prs Por oo Pty [ln) =0
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ergeben, aus denen somit, wenn ay, d,,...a, ausgerechnet und in
(1) eingesetzt werden, eine Differentialgleichung von der Form
hervorgehen wiirde:

Y= (&, Dy, P1y Pas - D)

welche y explizite enthalt — was nicht moglich ist, da (1) der An-
nahme nach das volistdndige Integral einer partiellen Differential-
gleichung erster Ordnung sein sollte, in welcher y nicht explizite
vorkommt. : :

Nachdem nun gezeigt worden, daB in jeder Vertikalreihe von
D mindestens ein Glied vorhanden sein muB, fiir welches die zu-
gehorige Unterdeterminante von Null verschieden ist, wird es fir
die Anwendung bei der Feststellung, ob die notwendige Bedin-
gung erlllt sei, erlaubt sein, die einfachste der Vertikalreihen von
D auszuwihlen, und wenn dies die p* ist, in dieser das zur ¢

22
Horizontalreihe gehirige Glied ———— festzustellen, fiir welches
0,0 d,

die zugehdrige Unterdeterminante D, von Null verschieden ist, um
zu sehen, ob fir diese Wahl des o die sogleich naher anzugebende
Bedingung erfillt ist, und aus deren Nichterfiilllung schlieBen zu
konnen, daB (1) nicht das vollstindige Integral von (9) sein kann.
Da nun die von Null verschiedene Determinante»Dx@ a, die Funk-

tionaldeterminante der Funktionen (1‘0) in bezug auf die Kon-

stanten (11) ist, so werden sich die Parameter (11) aus den Glei-
chungen ' | :

oF oF oF
pl - axl 4 p2 - axz 7 pQ—I '—' axa—l
13) - ‘
( ) oF oF
P =Ty Py =
e+l R oz,

ausrechnen lassen und, in die Gleichung

aF
(14 -
(14) Pe = 5,

eingesetzt, eine Differentialgleichung
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W‘(xh (152, -+ Lyy P14-P2, ""pg—ii p‘g'7 pg-i-lw <o+ Py a’o’) =0

ergeben, aus welcher, wie oben gezeigt, da D=0 sein sollte, und
somit ein Zusammenhang zwischen den GroBen (13) und (14) be-
steht, @, herausfallen muB;, und sich somit, wie oben angenommen,
in der Tat eine leferentlalglemhung von der Form (9) ergibt, in

welcher y nicht explizite enthalten ist. Wir erhalten somit zu-

néchst als nowendige Bedingung dafiir, daff das Integral (1) einer
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, in welcher die ab-

hiingige Variable selbst nichi vorkommt, deren vollstindiges Integral
2

(ist, die, daff die zu einem Gliede ————— gehorige Unterdeterminanie

3.’5 ca,
der o"* Vertikalreihe, worin p = 1 ,2,...n beliebig gewahlt werden

kann, von Null verschieden ist.

Aber diese Bedingung ist micht hinr‘ei‘chend. Eine weitere
notwendige Bedingung ergibt sich aus der Erwdgung, daB, wenn
man .die aus den Gleichungen (’13) entwickelten Werte der Kon-
stanten (11) statt wie vorher in (14), in die Gleichung y = =F ein-
setzt, der Parameter a, nicht herausfallen darf, da sich sonst eine

- Differentialgleichung von der Form

QJ = w(m‘l, 1729 -...'L‘,,,ﬁpl., p2""‘p9—11p9+11 cen pn)

ergeben wurde der y fur alle Werte der Parameter a, a,,...q,
geniigen miiBte, und dies ist unméglich, da y=F das vollstéindige
Integral einer leferentlalglemhung sein sol]lte, die y nicht exphz:ﬂ}e
enthélt. Diese letztere notwendige Bedingung kénnen wir aber
auch so ausdriicken, daB die Funktmnaldetermmante

®F ®F  ®F F PF 2R

| 2,9a, Ox,0a, o oz, ;0a; Sa; 3z, +194 oz, da,
| *F &FF PF  F F *F

(15)) Dz, = | 32,30, Smda, 3, ,2a; da; %,,,9a, 3z, 3a;
FF  FF ¢*F F PR OPF

0x,9a, oz,%, 0%,y %a, a, ox,., %, ' 3z, da,

~der Funktionen
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9F  3F . AF . 3F  9F

R L B 1ttty
Oxy " dmy . Jdxy OZ g1 oz,

(16)
in bezug auf die Parameter -
Qyy Oy voe Bgeq Qg GgyyeeeCy

nicht fiir ‘alle Werte der Parameter a verschwinden darf.

Es ergeben sich somii als notwendige Bedingungemddﬁir,‘daﬁ,
wenn (1) fir willkiirliche Werte der Parameter a einer_ partiellen
- Differentialgleichung erster Ordnung geniigt, in welcher die abhdngige
Variable selbst nicht vorkommdt, dieses Integral ein vollstindiges Inte-
gral der Differentialgleichung ist, die, daf in jeder Vertikalreihe der
verschwindenden Determmaznt@ D ein Glied ‘sich findet, fiir welches

die zugehomge U nterdetermmants con Null verschieden wt und daf,
2

wenn ein solches in der -p™® Vemkalrezhe A lsl, worin ¢ die

T,y _
Werte ﬂL,Z R haben kann, die Determmante .:D;,C ' die fur alle o

dieselbe ist und nur dem Werte p zugehért, nichi Ldenusch verschwindet.

Es ist aber lem]:mt zu sehen, daff dies auch die hmrewh‘enden
2

Bedmgungen sind, Denn ist die zu dem Gliede- ﬁ-—— g@horlge“
%

Unterd@termlnante von Null verschieden, so ergﬂbt smh zunachst

~wie oben gezeigt worden, eine y nicht enthaltende Differential-
gleichung, von welcher (1) fiir willkiiliche Werte der Parameter
@y, Gy,.. a, ein Integral ist; daB dieses aber keiner andern niché
, zugehomgen ]D1fferentlalglemhung geniigt, folgt unmittelbar; denn,
- gibe es auBer ihr noch eine andre partielle leferentlalglmchung,
50 wird entweder letztere p, nicht enthalten oder es wird sich p,
zwischen dieser und der ersteren Gleichung eliminieren lassen, so
da8 (1) fiir alle Werte der Parameter ay, g, ... @, ein Integral einer
Differentialgleichung der Form '

(17) ' Q(mnxza v’Gmy Pivpzu pg_hp@_,_l,a > Py ) =0

wére, was aber unmoghch ist, da dann nach Fruherezm dle Fumk? »
_ tionaldeterminante Dy, der Funkhﬂmeﬂ (16) in bezug amf simt-

liche Parameter gegen die V@raussetZung verschwinden muﬂte
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Ist somit eine partielle Differentialgleichung erster Ordﬁu,ng _

dy 2y 3y)= 0

ki ]
dz, 2z,  ?°z

i3

f(xla xza**fxn‘a ya

gegeben, in Welcher y explizite enthallen ist, so ist ein fur alle Werie
der Parameter a,, a,,...a, giltiges Integral derselben dann und nur
‘dann ein vollstindrges Integral dieser, wenn D nicht identisch Null
ist. Enthdlt die Differentialgleichung die abhingige Variable y nicht,
so ist die notwendige und hinreichende Bedingung fiir ein vollstandi-
ges Integral die, daP in jeder Vertikalreihe der verschwindenden
Determinante D sich ein Element befindet, dessen zugehérige Unier-

determinante von Null verschieden ist, und daf, wenn dieses fir ein
2

beliebig gewdhlies o —a————— ist, die Deierminante Dx ., die fiir jeden
z, ‘

Wert von o dieselbe.ist, mcﬁt identisch verschwmdet

‘Die notwend1ge und hinreichende Bedmgumg dafir, daﬁ wenn
(1) fiir beliebige Werte der Parameter a einer, y explizite enthalten-
den, partiellen Differentialgleichung erster Ordnung genigt, dieses
Integral ein unvollstéindiges ist oder noch eine andre nicht zugehd-
rige partielle Differentialgleichung erster Ordnung befriedigt, ist
‘offenbar durch D=0 gegeben, da D=+ 0, wie oben gezeigt, die not-
wendige.und hinreichende Bedingung dafiir darstellt, daB y=F das
vollstandige Integral derselben ist. Geniigt jedoch y=F fiir alle a
- einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, welche die
abhangige Variable y nicht explizite enthélt, so darf, damit das
Integral ein unvollstéindiges ist, eine der beiden fiir die Vollstéin-
digkeit des Integrals aufgestellten notwendigen und hinreichenden.
Bedingungen nicht erfiillt sein, und wir erhalten somit als noi-
wendige und hinreichende Bedingung dajir, dafi das Integral
y=F (xl,...‘ Z,, 0y, .,.an) einer, y nichi enthaltenden, partiellen Differen-
tialgleichung erster Ordnung ein uncollstindiges Integral derselben
ist, die, daf} entweder Vertikalrethen existieren, deren similichen Ele-
menten Unterdeterminanten zugehéren, welche verschwinden, oder,
wenn die einem_Elemente der. o®® Vertikalreihe zugehirige Unterdeter-
~ minante von D von Null verschwden ist, die Determinante Dx
Ldentwch Null ist.

Fassen .wir die beiden Fille zusammen, 50 ergeben sich als
notwendige. und hinretchende Bedingungen dafiir, daf, wenn eine
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 Funktion y = F(zﬂ, Ly Gy lly) fur beliebige Werte der Para-
meter ay, 4y, ...4a, ‘einer pamellen Differentialgleichung erster Ord-

' nung geniigt, diese ein unvollstindiges Integral derselben ist, die, daf
D=0, dap eniweder Vertikalreihen existieren, deren simtlichen Ele-
menten Unterdeterminanten zugehiéren, welche verschwinden, oder,’

wenn die einem Gliede der o Vertikalreihe zugehirige Unterdeter-
‘minante von Null verschieden ist, die Determinante D, identisch

erschmndet L e

Sei, um das emfachste Beispiel zu wahlen die Dliferentlal- |
glemhung gege]ben -

o oy o dy .

: e =1

“a P, T

E von der einlntegral durch den Ausdruck dar‘g‘estelltist::

‘ y. i +"a1 (B — qwg)w + -a,g =F,

. . ﬁ B .
5o geht die Determinarite (2) in

ﬁ=a'

P=1o o]

iiber, die in der Tat verschwindet, in welcher weiter in jeder Ver-
tikalreihe ein Glied vorhanden ist, fiir welches die Unterdetermi-
- nante von Null verschieden ist, und die fur p= ilt mder 9—2 ge—

wihlten Determinanten .

fz, —a
Dz’-_i‘_ 11 0]

;a,v' D, =Hg ﬁflzﬁ

nicht identisch verschwinden, wie die oben entwickelter notwen-
digen und hinreichenden Bedmgmngem fm das vnllllstamﬂlge Int,we-
gral es verlangten.

Wir kénnen aber auch die Definition eines vmllstamdlgen Inte-
grals einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung mit
einem Begriff in Verbindung bringen, welcher in der allgemeinen
Theorie der algebraischen partiellen D1ffepemtma]fglemhungem von
Wichtigkeit ist. | -

LI
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Allgemein wird eine algebraische partielle Differentialgleichung
m Ordnung : :

dy  Fy Iy 3y

- . \ ~
amy f . ; " ) ’\m 1 !
= Lyy Tgyeealyy Yy ? y i —1 "t
daft P dxy 247 a7l dm,
Ceam—1 g R 3 "m—l i a2
"y "y Sy R} Y My >Fy
Sy e y e yeee R ~, e
day~t T dap oz, dart 7 2ar 7 2x,3m,
am 1/ . am-}-l y am-l-l y
—~ vee y e e
a0z, ' Qaptt Qo

in welcher f eine mit Adjungierung der eingeschlossenen GroBen
algebraisch irreduktible Funktion bedeutet, irreduktibel genannt,
wenn diese Differentialgleichung. mit keiner algebraischen parti-
ellen Differentialgleichung beliebig hoher Ordnung, in welcher je-
doch die nach z; genommenen partiellen Ableitungen die m* nicht
erreichen, wiihrend die nach =, 7, ..., genommenen partiellen

Ableitungen bis ‘zu einer beliebigen Ordnung hin vorkommen

‘kénnen, ein Integral gemein hat. Es wird somit eme algebraische

partne]le leferentlalglelchung erster Ordnung:

irreduktibel 'sein, wenn f eine algebraisch irreduktible Funktion
der eingeschlossenen GroBen ist, und wenn diese Differentialglei-

-chung mit keiner algebrmschem partiellen Differentialgleichung

ein Integral gemein hat, in welcher die nach z, genommene parti-
elle Ableitung die erste nicht erreicht, wihrend die nach 2y, @, ...,
genommenen Ablemtungem bis zu einer beliebigen Ordnung hin vor-
kommen kénnen, also mit keiner partiellen Differentialgleichung
der Form :

@ xlaxéa",‘xfz7' J J ' Y J Y 3""‘=O:‘

¥ dxy’ dzy’ h dxz,’ dx;  da,dm,

welche z; nur als Parameter enthilt, und somit auch mit keiner
algebraischen partiellen Differentialgleichung erstem* Ordlrmng -der

‘Form
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dy ay ' ;3y)_.0

'09(93.1,-'1927---%:?/: 8‘1;2’ aws Az

Fir die oben gegebéne Definition der ][rreduktlhlhtat partl

-eller Differentialgleichungen beliebiger Ordnung, welche auch die

- Gemeinsamkeit eines Integrals einer irreduktibeln partiellen Diffe-
‘rentialgleichung erster Ordnung von zwei unabhéingigen Variabeln
mit einer gewdhnlichen Differentialgleichung beliebiger Ordnung

in einer der beiden Variabeln ausschlieBt, gilt allgemein der fir -

alle irreduktibeln algebraischen und analytischen - Gebilde sowie

fir Systeme solcher Gebilde charakteristische Fundamentalsatz,
daf, wenn -eine irredukiible algebramche partielle leferen‘iml-

gleichung m™

ferentialgleichung derselben oder héheren Ordnung irgendein. Integml

gemetn hat, ste alle Integrale mit thr gemein haben muf,

worauf ich noch spiter zuriickkommen werde. - . . i Ll
Um die Verbindung anzudeuten, die Z’WISCth der Irredukti-

bilitat von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und

- der Exi‘stemzbedingumg eines vollstindigen Integrals derselben be-
steht, wiirde es geniigen, solche partielle leferenha]glelchungem
erster Drdﬁnung irreduktibel zu nennen, die kein Integral besitzen,
‘welches auch einer andern partiellen ]Dnﬁferemmalgllle]chung erster
Ordnung mit denselben, umabhanglgem Variabeln geniigt, oder, was
dasselbe ist, wie durch Elimination eines partiellen leferentlal-
quotienten ersichtlich, noch eine andre partielle ]Il]lfferwentlalglme
chung erster Ordnung befriedigt, in welther eine der beiden un-
_abhingigen Variabeln nur als Parameter vorkommt. Danach
wiirde sich als selbstverstindlich die Bemerkung ergeben, ‘daf,

wenn eine von n willkiirlichen Konstanten abhiingige Funktion einer

algebraischen irreduktibeln partiellen Differentialgleichung erster Ord-
nung mit n. unabhingigen Variabeln identisch geniigt, diese ein voll-

stiindiges Integral der Differentialgleichung, und wenn sie ein Inte-
gral einer reduktibeln pariiellen Dzﬁereniwlgleuchung zst ein. unvoll- '

standiges Integral derselben sein wird.

Fir eine gewohn]ﬁc]lhe Differentialgleichung -erster @rdmumg," ‘
d. h. fir eine partielle lDlMerentlalglemhung erster Ordnump‘ mxt» '

- einer unabhingigen Variabeln

I

e,

Ordnung mit irgendeiner algebraischen partiellen Dif-
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ist das vollstandige Integral das allgemeine

¥ = lP(fE,ﬂ) ’

worin a eine willkiirliche Konstante, oder

F(xi y)‘ =a,
~ woraus sich
- 9F °oF
(19) - _ “é‘; + ay f(.’l;,y) =0

ergibt, und diese Gleichung muB, da sich aus derselben das Inte-
gral y ohne willkiirliche Konstante ergeben wiirde, eine in z und
y identische, oder F(z,y)=z ein von einer willkiirlichen Konstan-
ten freies Integral der partiellen Differentialgleichung

. | 2z 2z

.

sein. Sei umgekehrt z; = F,(z,y) ein beliebiges Integral der parti-
ellen Differentialgleichung erster Ordnung (20) mit den beiden
unabhéngigen Variabeln z und y, so wird die Gleichung

aZ‘1 '321
(21) T By

fz,y) =0

fiir beliebige Werte von z und y identisch befriedigt, also auch,
wenn fiir y der sich aus der Gleichung

(22) - ‘ Fy(z,y) =a,

worin a eine willkurliche Konstante ist, ergebende Wert von y
gesetzt wird; fiir diesen Wert von y ist aber nach (22)

Ty

dy oF, °F,
T ox Ay’
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und es geht daher (21) in (18) itber; es ist somit y ein von einer

willkiirlichen Konstanten abhingiges Integral derselben. Um so- .

mit ein von einer willkiirlichen Konstanien abhingiges Integral der
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung mit einer unabhdn-
gigen Variabeln zu finden, hat man nur ein von einer willkiirlichen
Konstanten freies Integral der partiellen Differentialgleichung (21)

mit zwei unabhdngigen Variabeln einer willkirlichen Konstanlen -

gleichzusetzen und y aus dieser Gleichung zu berechnen.

Wir nennen die Funktion F(x y) im folgenden zur Abkiirzung
~ eine Integralfunktion der Differentialgléichung (18)

Dieses an sich selbstverstindliche Resultat gestattet aber, in
dieser Form ausgesprochen, eine Ausdehnung auf: beliebige par-
tielle Differentialgleichungen erster Ordnung und auf die Defini-
tion von Integralfunktionen partieller Differentialgleichungen.

Um fiir eine algebraische partielle lleferentmlglmcﬂmng erster
Ordnung:

‘ ' o 0 0
(23) f(xl,mz,_,...x y, ~J o y)=0

1y y? ¥ ?
dxy - 9x, oz,

¥

mit » unabhingigen Variabeln ein Integral

(24) y=()9‘(£1,w2,.“$m al"azv“'au)

zu finden, welches » willkiirliche Konstanten enthélt, also nebst
semen nach ,, z,, ... z, genommenen ersten Ableitungen die Glei-
chung (23) fiir alle Werte der unabhéngigen Variabeln und fir
beliebige Werte der » Konstanten identisch befriedigt, setze man

(24) in die Form:

(25) F (s TyyueeZyy Yy Bpy bpyees %—-‘i‘) =a,,

aus welcher  sich

(26) Es;: ==t (a=1,2,...7)

ergibt, und erhalt aus (23) fiir die durch (24) definierte Funktion y
die Gleichung _
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oF | 2F . oF
; S o Exi oz, ox,
(27) .. as,a:',..a; R , — — e — -1 =0,.
(_), f{ oo Y™ oF oF |
E’y cy oy

welche, da y nach (24) die willkiirliche Konstante a, enthilt, in
den GroBen =z, zy,...7,, ¥, ¢4, s, ...a,_; identisch erfillt sein
mufl. Es wird somit, wenn ' | ‘ '

, F(a:l, Tyyeoellyy Ys g, Bypnenlly q) =2
gesetzt wird, F als eine Losung der partlellen Dmfferemtla]ﬂglewhumg
erster Ordnung

<

ez ez oz

T 2z, 2z, . 2z, .
28) Ly Lgyeoalyy Yy — e | e g = =Uu
( ) f troe Y . 2z E oz

°y oy oy

mit den n-+1 unabhéngigen Vanabeln Tyy Tpyeee Tys Y betrachtet
Werden kénnen. Sei nun umgekehrt -

2 %F(:Enxzv o n-?wahaga . aw—l‘)_

ein Integra]l der par*ﬁ.lel]em leferemtmalglllewhung (28) welches nur

~ %—1 willkiirliche Konstanten enthélt, so wird wieder die Gleichung

) 31‘1 | 3:132 a gﬂxn
29)  f| 2z, 20,2y, — fm—yre——— | =0

‘ cF oF oF

2y 8y 3y

fiir beliebige Werte von z,s,,...,,y, e, ay,...q,_, identisch
befriedigt sein, also auch fiir alle z,.z,,... z,, a,, 4y, ... a,_,, wenn
man fiir y den aus der Gleichung ' ‘
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Fl (.171, 3;2’ .‘...'Emr, y, ‘al_, az, ...(I,‘_l)' .ﬁ a”,

- worin @, wieder eine wﬂllkur]hche KDnstante 1st smh ergebenden’
- Wert von y als Funktion von , Zy,...Z,, Gy, @y, ..., einsetzt.
~ Da aber fiir dlese Funktlon y - |

3F
- dx, dy ‘
- 7 = am‘a (a =1,2, n‘)
By

- sich erglbt 50 geht die Glemhung (29) 'in (23) uber, und es wird
die so ermittelte Funktion y, welche von den x willkiirlichen
Konstanten ay, @, ...@,_;, 4, abhiéngt, der ‘gegebenen leferentml- ,
gleichung (23) gentgen; wir finden somit als Verallgemeinerung
des oben ausgesprochenen Satzes,

daB, wenn fir die Dzﬁerentmlglewhung erster Ordnung (23) mit
n unabhingigen Variabeln z;, x,,...x, ein Integral mit » willkiir-
lichen Konstanten gefunden werden soll, man nur ein von x—1 von-
- etnander unabhdngigen Konstanten abhingiges I ntegral der parieellen
Differentialgleichung erster Ordnung (28) mit den n+1 unabhingigen
Variabeln #,, x,,...%,,y 2u suchen und dieses einer willkiirlichen
Konstanien gleich zu setzen. braucht — der hieraus sich ergebende
Wert von y wird ein Integral der gesuchten Form der gegebenen
Dtﬁerentmlglewhung sein; die Erhéhung der Anzahl der unabhdngi-
gen Variabeln um eine Einheit gestatiet: die entsprechende Erniedri-
gung der Anzahl der willkiirlicher. Konstanten.

Die Aufsuchung eines Integral von (23) mit einer wmllllkurhuchen ’
Konstanten ist also auf die Ermittlung irgendeines Integrals yon
(28) ohne eine willkiirliche Konstante reduziert, und in diesem
Falle soll die Funktion F; eine Imegmlmnktwn der Da_fferentml-
gleichung (23) genannt werden. v

Sei z. B. fir die Differentialgleichung

oz 3y m 9 1 3y 3y
.y Y + 3 Y +- oy 7@! =y
2 @ mm_ . 2: 8 352 4: mi ma 3 xl a mlﬁ

Sitzungsberichts d. Heidelb. Akad., math.-naturw. KL A. 1920. Abh.8. S g
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ein vollstandiges Integral mit zwei willkirlichen Konstanten ge-
sucht, so braucht man nur fir die partielle Dilferentialgleichung

ein Integral mit einer willkirlichen Konstanten zu suchen: ein
solches 1st z. B., wie lricht zu schen,
9
ay —ax

S
I~ aux;

und dieses, einer willkiirlichen Konstanten g gleichgesetzt, liefert
lir die vorgelegte Differentialgleichung das Integral

9 &
§o=ayay a1+ ay
welches nach den friheren Auseinandersetzungen ein vollstéindiges

Integral derselben darstellt, weil diese y explizite enthédlt und die
notwendige und hinreichende Bedingung durch die Determinante (2)

0

-

erfiillt ist.

Die Reduktion der Aufsuchung eines Integrals mit » willkiir-
lichen Konstanten auf die eines Integrals mit x—1 Konstanten
wiirde aber auf dem gegebenen Wege nicht ausfiihrbar sein, wenn
die Differentialgleichung (23) y nicht explizite enthielte und in
den partiellen Ableitungen

dy Sy oy
A S &
dry o Qay cx,

rational homogen wire, da dann die Differentialgleichung (28) die
Form anndhme:

-

: 3
. 5

2 ?
cry o 2, dur,
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welche z als Integral dieser Gleichung nur von 2z, %, ...%,, aber
nicht von y abhéngig ergibe.

Dies ist aber auch der Grund, weshalb auf diesem Weg allgemein
die Reduktion der Anzahl der willkirlichen Konstanten nur um
eine Einheit bewerkstelligt werden kann; denn wollte man auf die
aus der allgemeinen Differentialgleichung erster Ordnung (23) re-
duzierte Differentialgleichung (28), welche als unabhingige Varia-
beln z,, %,,...7,, y enthilt, aber nicht die abhangige Variable z, und
welche, aus der algebraischen Differentialgleichung (23) abgeleitet,in

oz oz oz oz
“ -

dz, dz, dz, dy

ganz und homogen wird, dieselbe Methode anwenden und

= (pl (:El, ...:l:n, y, dl, ag,...d,c_l)
oder

Fi@yyei @y 55, Agyee @yg) = Gy

setzen, so crhielte man wegen

OF, JF,
dz Qx, 2z J

9, 7 __ Y (a=1,2,...n)

dz, QF, * 2y oF,

dz d3
: : . : : IF, IF,
eine von z freie, nur die Differentialquotienten 5 und 3y
2,

enthaltende und in diesen wieder homogene Differentialgleichung,
deren nur von den Konstanten ay, a,,...a,_, abhingiges Integral
F, die Variable z gar nicht enthielte, so dal die Reduktion der
# Konstanten im Integral von (23) um zwei Einheiten auf diesem
Wege nicht méglich ist, und daher auch die Aufsuchung eines
vollstindigen Integrals von (23) durch Ermittlung von Integralen
partieller Differentialgleichungen erster Ordnung, welche nur die
in diesen Gleichungen vorkommenden willkiirlichen Konstanten
enthalten, nicht bewerkstelligt werden kann. ‘
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Haben wir jedoch zur Ermittlung eines volistindigen Inte-

‘grals von (23). zundchst unter Voraussetzung der Kenntnis eines

von willkirlichen Konstanten freien Integrals der partiellen Dif-
ferentialgleichung (28) ein Integral '

Yi =@ (-'517 eoa Ty, ﬂl)
mit einer willkiirlichen Konstanten gefunden, so setze man

Yy=4y+:z

in (23) ein und erhélt eine in den Differentialquotienten algebra-
ische partielle Differentialgleichung erster Ordnung in z, den
n unabhingigen Variabeln z;, %,,...%, und der willkiirlichen Kon-
stanten a,. Gelingt es, von dieser wieder mittels der oben ange-
gebenen Methode durch Ermittlung eines von neuen willkiirlichen
Konstanten freien Integrals der redugzierten Differentialgleichung -
in z ein Integral mit einer neuen Konstanten a,:

Zy = Qg (1‘1 y Loy oo Ty, al y ‘12)
zu finden, und setzt dann wieder

1+£7

[T

81

50 daB |
’ Z;:yl‘i‘zl‘!’-i

ist, so wird y ein Integral von (23) mit zwei willkirlichen Kon-
stanten @, und @, usw., und man wird durch sukzessive Ermii-
lung von Integralen in den Differentialquotienten algebraischer par-
tieller Differentialgleichungen erster Ordnung, welche immer nur
eine neue Konstanie einfiihren, unter den gemachien Annahmen
zur Aufstellung eines Integrals von (23) mit n willkiirlichen Kon-
stanien gelangen; ob dieses Integral ein. vollstindiges Integral dieser
Differentialgleichung ist, muB in jedem einzelnen Falle durch dje
oben aufgestellien notwendigen und hinreichenden Bedingungen eni-
schieden werden.
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Setzt man
' ..yl = ¥y (3317 -i-mmﬂm) o =y (-71715‘ ---xm'au.ﬂz;as),---. |
Azl' = ﬁz (xl ey @1 9 ﬂz)‘ ' U= 'ﬂm (mla ves Zyyy Gy g, i"‘i.aﬂ“‘) 7

80 ergibt swh ein Integral mit n willkirlichen Komstantem in der
Form ‘ ‘

o ‘(30)‘ | oy = ﬂ] (xmv-.l.xma1)“+ y (551»-:._.?%‘#, Mla az) _}_;“U

+ B, (xy, ... 2, 8y, a5, ... a,) .
Kommt nmn in der Differenfialgleichxing (23) y explizite - vdr, S0

ist die notwendige. und hinreichende Bedmgumg dafir, daB (30)
ein vo]]standlges Integral derselben 1st, |

i azﬂ ’

— '3219,, - P, _ %9,
‘z adlawl Z‘ aﬂvla.ﬁg v..Z: awlaﬂﬂn
n F » 82#1, ’
D = z Qaaaml Z Sagf-)mg & Jaydz, |+ 0,
P, P9, 7 2,
da, dxy da,dz, o da, 2z,

~wiahrend, wenn die Differentialgleichung (23) die abhéingige Varia-
ble nicht explizite enthilt, sich in jeder Vertikalreihe der nun-
mehr identisch verschwindenden Determinante D ein Element be-
finden muB, dessen zugehtrige Unterdeterminante erster Ordnung
von Null Verschled[erm ist, und dal, wenn dieses fiir ein ]behelblg
. gewdhltes p

zﬂ ? ﬁw
% dz,9a,




S
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z" #8, & @9, < &8, & 29,

& D2z Zl" da, 3z, Z da;lz, ; & g
Y N Zn 29,
T 20, 2x,, T 9,3z,

- &P, <& P9, P9, & 3F,

Dy, = sz da, O % day 27, Zz daydm, 4 Z; da,
| | o @8, 2 ¥,

26, P9,  to, 28, o, *9, |

da,3z, 2a,dz, °a,dz, , Qa, 3a,0z,, " Qa,9x,

meht identisch verschwindet.
Sei z. B. ein vollstéindiges ]ntegral der | D‘lﬂferemla]glemhmng

dy 2y
dzy -_—é?z— Y

(a1)

zu bestimmen, so wird man ein von einer willkiirlichen Konstan-
ten freies Integral der Dmffem*enhalglemhumg (23), also im vorliegen-
den Falle von

oF oF ¢F

oz, oz, Y dy

I
o

Zu suchen haben; ein solches ist z. B., wie unmittelbar zu: veri-
fizieren ist,

| 2y —zyay+VhoP — bz, 2.y
F‘(.’L““ Xy, y) Sk A e ]Lz Yy — 4z 3y 7
- 2

und setzt man diesen Ausdruck einer willkiirlichen Konstanten
a, gleich, so erhalt man als ein Integral von (31) mit einer will-
kiirlichen Konstanten




Integralfunktionen péftieller Differentialgl.eichungen. (A 8) 23
_ L. 22
Y= Ga, (“31““ 20,2, %, + 01 T;)
wie auch unmit_i:elblar ersichtlilch ist. Setzt man nﬁnmehr
y=gta,

so geht die ]leferemlalg]em ung (EM) in die algebwamsche Dife-.
~ rentialgleichung ‘

b)) s 2 2
A B b oz, 2@1'1‘ lgawz‘rr 3z, 3m2=z

iiber, und bestimmt man wieder nach der angegebenen' Methode
von dieser Differentialgl@ichung, welche g, als Parameter enthilt,

ein Integral mit einer neuen willkiirlichen Konstanten, zu welchem
Zweck‘e fiir die partlelle Dmfferentlalglelchung -

ot ot

' ot 9t ﬂl
%(wﬁ al%) dxy 9z jwi (m1+am$2)lu§§; oz

. YRR a2

_ein von einer neuen Konstamtam fremes Integral mit dem Pal'a-
- meter a;:

Fie%smé.az)‘ = —

gleich einer neuen willkiirlichen Konstanten az Zu set.zen :
wird sich fir z der Wert ergeben: -

- -
Z= LZV__ (:El"i' al 932) + a{ E*I;El— (ﬂ:1+ alxg)
‘ .2 . o
U‘dErI‘ Z == gy__ fﬂm‘F‘ﬂl«i mg) + aﬂ-‘ — yi , L %m -
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und somit
, 1 5
=y +z= Ty 1,) +a, |
Y 1 2]‘/11—1 ( 17 @ 2) 2|

als ein Integral der gegebenen Differentialgleichung mit zwei will-
kirlichen Konstanten, hergeleitet durch sukzessive Aufsuchung
‘beliebiger, von willkiirlichen Konstanten {reier Integrale partieller
Differentialgleichungen erster Ordnung.

Da, wie unmittelbar zu sehen, die Determinante

po__t

; (2, +a T5) — @y
2 a‘f

von Null verschieden ist, wird das gefundene Integral ein voll-
sténdiges der gegebenen Differentialgleichung sein.

Um ferner den ABELschen Satz iber die Quadratur einer
algebraischen Funktion einer Variabeln, wenn die Quadratur selbst
wieder algebraisch von dieser abhiingt, auf die Integralfunktionen
algebraischer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung aus-
zudehnen, 'wolle_m wir demselben zunidchst eine andre Gestalt
geben, indem wir von der Differentialgleichung ausgehen:

(2 B (OF

in welcher die Funktion f(z) und deren Quadratur [i{z)dz alge-
braische Funktionen von z sein sollen. Da, nach der oben fiir die
Gleichung (18) gegebenen Definition einer Integralfunktion, fiir
die Gleichung (32)

F(9) = y-[1()da
eine solche ist, indem die Gleichung

3F aF
2 +§;f(m)=—f(x)+l-f(x) = (
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.1de11t1sch erfiillt ist, so werden aile lntegralfunk’tmnen, d. h. alle
Losungem der partiellen D]fferemtmalllglemhung

aF AF
9y

(33)
in der Form enthalten sein:

O ) @(é'—ff(x)dm)-,_ |

‘worin ¢ eine willkiirliche kati‘om bedeutet; es kann aber die -
Annahme, doff [f(z)dx eine algebraische Funktion von x ist, wie
~ leicht zu sehen, durch die dquivalente Annahme emetzt werden, daf
fiir eine bestimmte Funktion ¢ der Ausdruck («) eine algebraische
Funktion von x und y ist, da x und y voneinander unabhingig sind,

@)~

und @ selbst sick daher als algebraische Funktion ihres Argwmemes -

ergibt, woraus f f( )d:v als algebraische Funktion von folgt. Die
Annahme, daf die Quadmtur [ H{z)dx eine algebraische Funktion
von x ist, geht also in die Annahme iiber, daf die partielle Diffe-
rentialglerchung (33) ein in x und ¥y algebrmsches Integral besiizt
oder daf eine Integralfunktion von (32) von z und y algebraisch ab-
hingt. Der ABELsche Satz nun, da8 dann [ f(z)dz eine rationale
Funktion von z und f(z) ist, kann mit Ricksicht auf die spétere
- Verallgemeinerung folgendermafien bewiesen werden.

Sei die in x und y algebraische Integralfunktion F (=, y) eine
Losung der mit Adjungierung von % Y, f(x) irreduktibeln algebra-
ischen Gleichung .

(34) | Fv'l'rl(xe yaf)F"_l’l‘ il ol (maij’ﬂ'; 0 3

WOrin 7y, ry,...7, rationale Funktionen der eingeschlossenen Gro-

Ben sind, so ist, da —éi- rational von z und f abhéngt,

5 OF L AF
B RGP - i)

cr .

worin R umd Rl rationale Funktionen darste]llem, so daB dle G]Il31~
chung (33) die Form annimmd:

e i T
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(36) .- o .R,(zv,y,f,F)+R1($,y,]‘,F)]’=0

- und Wegen der Irreduktibilitit von (34) von allen Losungen
Fi,F,,...F, der letzteren befriedigt wird. Da aber

.\ @F, . oF
R.(LE, y:f‘r‘Fu) = caxﬂ ’ Rﬂ(:‘vr 3 1}‘!Fm) = eya _ (a = 1321“"”’)

ist, so geht (36) in
oF

«

L =1,2,...»
ax—l-ayfo (al,,w)

iber, woraus folgt, daB die Potenzsummen - der Losungen der
Gleichung (34), also auch deren Koeffizienten, in z,y,f rationale
Integralfunktionen der Gleichung (32) sind. Besitzt somit (32) eine
in_ & und y algebraische Integralfunkiion F, so existiert auch steis
etne in z,y, | rationale Integralfunktion F,.

Da aber jede Integralfunktion einer willkiirlichen Konstanten
gleichgesetzt fir y das allgemeine Integral der Differentialglei-
chung (32) liefert und somit wegen der der Quadratur anhaften-
den willkirlichen Konstanten durch y— [ {(z)dz dargestellt werden
kann, so folgt '

i ly _ffdl" = Fl(x'? yvf)‘ ?

worin F; eine rationale Funktion bedeutet, und es wird somit, da.
x und y voneinander unabhéngig sind,

ffdx = R(:E,f)

sein, also f fdz sich rational durch x und § ausdriicken lassen.

Der von ABEL bewiesene Satz, daB, wenn f(x) und [f(z)dz
algebraische Funktionen von z sind, die Quadratur auch als ratio-
nale Funktion von z und f(z) dargestellt werden kann, wiirde
also in den obigen Bezeichnungen lauten: ' |
| Wenn in der Differentialgleichung (32) f(z) eine algebraische

Funktion von x ist, und eine Integralfunktion derselben von x und Y
" algebraisch abhingt, so werden die Integrale der Differentialgleichung
rational durch = und f(z) ausdriickbar sein.
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Wir gehen nunmehr wieder von der alﬁge]lb‘raismhen Differen-
tialgleichung (23) aus, fir welche ein von willkiirlichen Konstanten
freies Integral F(zy,y,...2,,y) der pamellen Dzﬁerentmlglmchung

oF E‘F - oF
: o 2z 3;132 3z,
(37) f Tyy TayoeeByy Yy — —= y T "“,*
SO S WO TSR T T ar
dy . vy -y

oder der Gleichung

o o aF’ oF aF RF\
(3 ) ) W(ﬂfhxza--.ﬂ?m yv a‘wla awz , ; "y E’?]) :

in welcher w eine ganze homogene F‘unktian der partiellen Differen- |
tialquotienten 1st, als Integralfunkiion von (23) definiert war;
dann ist ein von einer willkiirlichen Konstanten ubhmngzges Integral -
eon (23) durch den aus der Glgz;a:hung

F(mla “3121;-".""‘57»‘5 y) =.q o

sich ergebenden Wert von y gegeben

Nehmen wir nun an, daB die leferautmlglemhung (23) eine
in den szferentzalqumtzentan lineare mu N Tyy ... By Y algebraischen
Koeffizienten von der Form sei: ' '
( » | 34 B | 3
| (ot g) o + Rufons mﬁ,.y) v,

. 9z,

G o

+ Q,, (%42 -+ Ty B) —é—g—ﬁ% 0 w(xl e m,,,y) =0 ;

3332

L

so dafl deren Integralfunktmmem Fals die Irmtegrale der ﬂmeaweu
partml]lbeu leferemtlalglelchumg

‘ , aF AF :
‘ Ql w(mﬂ, venlyy y)\ -éT; + £ ‘(zﬁﬂi_‘” *ny y)‘ E +oee L
- ot ) Q)= 0
2 (e w&&a%zr‘@u,wwy)awv -
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definiert sind, welche keine willkiirlichen Konstanten enthalten,
und sei eine Integralfunktion F eine algebraische Funktion der
vonemander unabhéngigen Variabeln r, 0. ..., 5. welehe durch
die mit Adjungierung ehen dieser GroBen und Q,,...0Q, . Q irre-
duktible Gleichung

’ Frerf(agea,.y, 02,0, QYF

- I‘,,‘(.l',,_...i‘n. y.o 2,0 . _)) e 1)

L=

gegeben sei, in welcher r . r,. .. r, rationale Funktionen der ein-

geschlossenen Groflen sind, so werden sich aus dieser die Differen-
tialquotienten von F in der Form ergeben:

OF
WJ =0Ty g 20 0L F) (a=1,2,... ),
(42) «

QF

;U =Q(]1: In‘ Uv"“l--“Q", (_).F)

worin g, und o rationale Funktionen sind. und (40) hiernach
ithergehen in die Gleirhung:

Q2 0y T -)292-:— o '!ngﬂ—'r')g =1 :

welche als ganze Funktion der GriBen N I ¢ U0
und £ durch alle Lisungen F, F,,...F, der mit Adjungierung
VO Ty, Toy oo By Yy £24, ... 02, 02 nrndnktlbeln Gleichung (1[) be-
friedigt sein \\ud Aus (ipn hiernach sirh ergebendon (;lelehuncmn
folgen mit Bertcksichtigung von (42) die Gleichungen

cF A
(2 (l‘la- ln-,’/) Le r" - Q_) (Jl- I, "/) LS;'" 4
1 CJy
(43) \ (u =1.2 ;-)
& F R A
+Q (117 r,,,]/) E‘,“ — fJ (/]. ,/) 3_;/'{:”
H -
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-, 0 : or,
91(3313"---%1?/) a];ﬂ +“'+Q (1‘17""1!7?/) a:r
) 2,
2
—Q(x“...x,ny)%:() 7 (a=1,2,...1!),

so daB die m 2y, 2,...1,, ¥, 24,... 2,, 2 rationalen Funktionen
r, Integralfunktionen der Differentialgleichung (39) und dal also
d1e aus den Gleichungen

T, =a

sich ergebenden algebraischen Funktionen y von z, ,, x” und
der willkiirlichen Konstanten a Integrale der partiellen Differen-
tialgleichung (39) sein werden.

Es ergibt sich somit als Erweiterung des ABerschen Satzes
itber algebraisch ausdriickbare Quadraturen algebraischer Funk-
tionen oder des oben auf gewthnliche Differentialgleichungen
erster Ordnung ibertragenen gleichwertigen Theorems der nach-
folgende Satz:

Wenn eine 1n den partiellen Differentialguotienten lineare par-
trelle  Differentialgleichung erster Ordnung in den unabhdngigen
Variabeln x;, Zy, ...z, und der abhingigen Variabeln y mit in
ebendiesen Variabeln algebraischen Koeffizienten $24,%2,... 2,, £
eine in den n+1 Variabeln algebraische Integralfunktion besitzt, so
existieren auch steis in diesen Variabeln und Q4,... 2,, Q2 rationale
Integralfunktionen.

Und auf Grund der in einer fritheren Arbeit* angestellten
Betrach‘nungen folgt allgemein, '

dafl, wenn eine lineare parlielle Dz,ffer entialgleichung ersier
Ordnung (39) mit den algebraischen Koeffizienten 91, .Q,, 0 ene
]ntPgral]‘zmklzon von der Form '

F=u+ A logy, + A,logo, + -+ + A, logo,
(44)‘ 11087 2 108 7y g

l + Ay ‘(w1) + Gy Yo (wz) T4y, (wn)‘
* ,Ausdehnung der ABeLschen Fundamentalsatze der Integralrech-

nung auf kinetische Potentiale beliebiger Ordnung® (Sitzungsberichte der
Heidelberger Akademie, Jahrgang 1919, 11. Abhandlung). '
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bésitzi, in welcher die A und a Konstanten, die u, v, algebraische
Funktionen von z,,2y,...2,,y, und die y Funktionen durch den

Ausdiruck
t) _ [ Pdi
0[50

definierte elliptische Integrale sind, in denen

4,() = (1-2) (1=,

und P von einer der drei Formen

12

1——
(}_‘2

18t auch stets eine Integralfunktion von der Form

) Fy = U+ B,logV, +B,logV,+ .- + B, log V,
‘3 +ayy; (W) + gy, (Wg) + -+ + AAUN

existiert, in welcher U, V, W, A (W) rationale Funktionen von Ty, Lo,
Ty Y, 824,02,,...0,, 0 sind, '

und ebenso ist die Ausdehnung dieses Satzes auf den Fall ersicht-
lich, daB die Integralfunktion eine Summe von, mit Konstanten
multiplizierten, allgemeinen ABELschen Integralen enthélt, also
die Form hat:

(4 )‘ o F= za+wa1J1+a,312+m%%f“
wenn
(47) | Sy = fy‘nd«ﬁ? (r=1,2,...2)

ist, worin y, emne algebraische Funktion von z, und Wy, Woy o Wy, U

~ algebraische Funktionen von z,,z,,...z,, y sind, indem sich die

Zusammensetzung fiir die Werte Fi,Fy,...F, auf Grund des
Additionstheorems der ABELschen Integrale vollzieht.
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~ Unter der Voraussetzung, daB die Diﬁfereritialgﬂeiéhung? ‘(23)

_ eine in den Differentialquotienten lineare von der Form ist: -

’a ) -. - a 7 .
‘Q‘l ("ml, .ee Ifm y)\l. + Q‘E‘I('x]‘t" . mW’ y) i Foeen
: . axm amg -
+ -Qn \(-'.Eia w-_-%u y)-@g-%— £ ‘(‘I{l‘% wen Ly s y) = 0 v

worin £y,...2,, 2 algebraische Funktionen der Variabeln ‘gind,

also die Integralfunktionen als Integrale der Differentialgleichung -

.Q_l(xl_,n‘.m,.,y)?:;;+Q2(xi,@.,xn}y)m+....
' - -\ OF AF '
-+ Qn(z’li‘ ‘“'m’”,y) W —Q‘(xiaﬂ‘rmm,y) W — 0

definiert sind, welche keine willkiirliche Konstante ‘enthalten, ist
aber leicht zu sehen, daB eine solche auch die Form haben kann:

(48)  Feutwmlitudytetud,,

worin 4, i, ... 4; algebraische Funktionen von z,;z,, Ty Y
sind, da der Wert von F nur die identisch zu erfillende Gleichung
erfordert: . T

s (2, x,” y) |52, + uj P + U, 32 + + "“ﬂ@x;
I ;..'...‘_i;.‘- Trrreae s .'-.-'.ﬂ g',!‘!‘"’r""‘”:”:":‘ B
+ Qn(xl yors Ty, y) Y + Uy E-];r;l + 1,y Ei; drowae fi’i, @mﬁ
@)y . ew . ah ek 8l
=2 (T ez, ) o+ Uy — g, toeee Uy
» .(mm & y);ay+w1ay+wg 3y "y |

L3
1
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Wird ndamlich vorausgesetzt, dall zwischen den 1 Transzen-
denten J;,J,,...J; keine lineare Beziehung mit algebraischen Ko-
effizienten besteht — indem sonst mit Hilfe dieser die Anzahl der
in F enthaltenen Transzendenten unter Beibehaltung derselben
Form der Integralfunktion verkleinert werden konnte —, so schlie-
Ben wir daraus als notwendige Bedingung fir die Form (48) der
Integralfunktion, dafl die Koeffizienten von J,,J,,...J; identisch
verschwinden, also nach (40) uy, u,,...u; algebraische Integral-
funktionen der linearen Differentialgleichung sein miissen, und die

Gleichung (49) in

cu aJ 2l

Q * —iL\ 1 e A N

1 81 iy axl -Lu;, a$1-+ '
N 2 eJ at.
50 19 LI A
.( ) + ' 9" I ax” + Ml a ) + + Ltl_ awn |
du . 2J aJ

-0 “ + u, "1 +“"+uia_{i =0
oy Sy "y

ﬁber-g‘eht. Zugleich folgt, daB in der Tat in den Differentialquo-
tienten lineare Differentialgleichungen erster Ordnung existieren,
fur welche es Integralfunktionen von der Form (4’»8) gibt, weil
die Koeffizienten von ;,... 2,,£ in der Gleichung (50) algebra-
ische Funktionen der Variabeln sind, die so als Funktionen dieser
Variabeln bestimmt werden kénnen, daB die Gleichung (50), also
‘auch (49) fir beliebig gewihlte algebraische Integralfunktionen
Uy, Us, - .- U, identisch erfillt wird; besitzt die Differentialgléichung
keine algebraischen Integralfunktionen, so gehen die Funktionen
Wy, Us,... u; in Konstanten ay,ay,...q, iiber.

Aus einem Satze von ABEL, daf, wenn zwischen . Integralen.

J; =[w'y1d:¢, 7, =f!y2d.a:,_..i 7, =fzhdx,

in denen Yy, Ya,.- Y algebraische Funklionen von x, und w,,w,,...w,
ebensolche Funktionen von z,,%,,...x,,y Sind, eine algebraische Be-
‘ziehung besteht, ohne daf schon zwischen weniger als 1 dieser Tran-
szendenten ein ebensolcher algebraischer Zusammenhang existiert,
diese Beziehung die lineare Form hat:
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-‘5'11Jr +a2J2+ < H’AJ/‘Q R(zy,.. xm Y0y, Yy (W) 5 ... 1, y_;.(”’a)) )

worin R eine rationale Funkiion der eingeschlossenen Gréfen, und
Uy, Uy, ... &, Konstanten sind, folgt nun, daB, wenn wir fiir die
Form (48) der Hmtegralfmnkmom die Annahme fallen lassen, daB
zwischen den 1 Transzendenten keine algebraische Bezz.ehuﬂg be-
stehe, sondern- annehmen, daB die héchste Anzahl der 1 Tran-
szendenten, zwischen denen keine a]llgebralsche Bez1e]1ung statt-
findet, » sei, die Bemehnng

Jta = Og1Jy +%2J + - +aauJu+R (a‘=1,2,7.”ﬁ—'—%)>,‘-

worin @, ... 4,, Konstanten, und Ry, Ry, ... R,_, rationale Funk-
tionen von 'z, Zp,...2,, ¥, ©y, (Y1)s,, oo @5, (y&)w}v sind. Die oben .

fur die Integralfunktlon F amgenommeme Form (48) wird somat in

F = (ul + al]. M,‘H_l 4+ ‘wzi uk_+2 4 v + a'/l—ul u;l) J] .,
u +u12 ‘M+1+-‘..+‘a‘a__wzu%) J2+-€l-

+
+ ‘(u + By Uiy + + D uﬁ') Ju
+ (u |

ibergehen, und es werden somit wieder, indem nunmehr zwischen
Jis Jay ... J, keine algebraische Bezaehung mehr stattfmndet die
‘linearen Fumktmnem der u: -

alge]braische- Imtegralfumktiﬁmem der gegebenen Differentialglei-
chung, und F in der Form dargestellt sein:

‘F=U+m@+p+mﬂ;.

Die algehralsche Unabhéngigkeit deJr Transzendenten JI,JQ,‘ o

voneinander liefert demnach die identisch zu erfiillende Glemhuug

Bitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math.-naturw. KL A. 1920, Abh. 8. 3

sy
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. oU , eU | oU
1 . 2w, Sw dw,
+ O 4 — 0
] [ 2w, Sw, 3
+Du(y1¢)wk _'Ql a.’l'l +e =0 ay =0 s

und aus dieser folgt, daB, wenn J,, ... J, selbst, also wegen

0 /- Caw, & g : dw,
or ./:ya dz .': Ya ('wa) 2 . t T4 T [yﬂ dz = Ya (wm)‘ o

o

~auch w-l,wg,i..w,, Integralfunktionen sind, nicht nur U,,...U

sondern dafl auch wegen
v el/ : ol
Ql(wl'/"'y)ahih}-”!_}--Qn(‘rl!""y) @:l‘u _Q(‘Tli"‘y)_gg?=0

U algebraische Integralfunktionen sein werden, wie schon aus der
Form von F selbst hervorgeht. '

Statt der durch die Form (48) der Integralfunktion fiir den
Fall der algebraischen Unabhingigkeit der i Transzendenten
Ji,...J; voneinander bedingten Annahme, daB Uy, U, ...u, algebra-
ische Funktionen von z,,...z,,y sind, kénnen wir aber auch die
gleichwertige machen, da die Multiplikatoren der Transzendenten
Jy,...J; rationale Funktionen der Variabeln und Q,,...0Q,, Q sind.
Denn geniigt die Integralfunktion u, der mit Adjungierung dieser
Grofen irreduktibeln Gleichung

ty + Ry (Tq, oy, 24,009, Quz™ + -0
+ R, (21,9, 92,...2,,0) =0,
so werden nach fritherer SchluBweise simtliche Lésungen u,,,
Ugs; «-- Uq, dieser Gleichung algebraische, also R,,... R, rationale
Integralfunktionen der gegebenmen hinearen Differentialgleichung
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sein, und somit dlB Annahme gemacht werden durfen,‘ daBl F die
Form hat:.
) -F'—‘-u+F1Jm+rng+”“‘+rlJAi ‘

WOTIN Py, FoyeaoTy N Ty, .nn 2, Y, 82, ... 2,0 faticmale Integral-
- funktionen darstellen: '

DaB, wenn eine lineare partlelﬂe lefweremtlalglemhumg (39)
Integra]funktlomen besitzt, welche linear aus algebraischen Funk-
tionen der Variabeln z,,...z,,y und Transzendenten der Form
(47) zusammengesetzt sind, ihr auch Integralfumktwnen angehmm"en,
welche ganze, gebrochene, oder allgemein algebraische Funktionen
von diesen Transzendenten sind, geht daraus hervor, daB beliebige
Funktionen von Integrailfmmktlomem einer linearen partiellen Dif-
ferentialgleichung auch wieder Integralfunktionen sind; aber es
bleibt die Frage zu beantworten, ob auch umgekehrt dme Existenz
einer aus den Transzendenten von einem héheren Grade algebra-
isch zusammengesetzten Integralfunktion ebensolche, welche linear
aus jenen gebildet sind, zur Voraussetzung hat. '

Sei die Integralf.unktmn F eine algebraische Funktion der
Variabeln #,...%,,y und der A Transzendenten J;,J;,...J;, oder
“die Losung einer mit Adjungierung von

(51) Byy Ty ove Ty Yy 21500 8, Q0 ah(ym)wga Wy (yl)wli Jindesonidy
~irreduktibeln Gleichung

(52) FP v, FP - y g, P2 e g, = 0

in welcher ty,...r, rationale Funktionen dler GroBen (51) sind, so -
| - OF -~ oF

. 0z, ay
GroBen (51) und der Integralfunktion F sind, die Losungen Fy,
F,,...F, der Gleichung (52) die Gleichung

cF <
—_— 0Q
Ql dz, Fee oz, dy

identisch befriedigen, und somit selbst wieder, also auch 1,1,,...1,,
welche die Transzendenten J;,J;,...J, nur rational -enthalten,

3*
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Integralfunktionen sein. Es zieht somit eine in den Transzendenten
iy Jas oo J; algebraische Integralfunkiion die Exzistenz einer in den
Grifien (51) rationalen Integralfunkiion nach sich.

Wird diese in der Form dargestellt:

Gy (Fys Ty - ;)
A A AR

(63) F, =

worin Gy und G ganze Funktionen der ) Tramszemdemten bedeuten,
deren Grad in bezug auf J, der pi® resp. u' sein soll, und deren
Koeffizienten rational aus |

TR PRER s Y s Ql: 'Q2:7 'QM-Q: Wy, (yl)wu Wiy (yi)wJ

zusammengesetzt sind, so geht die Glemhmng (53) wenn dieselbe
durch den in den Grofen Jg,Ja. ...J; rational ganzen Koeffizien-
ten von Jf* dividiert wird, in '

(54) r(Jdos o Ty = 1y (g s . )

iiber, worin der Koeffizient von J# in r, die Einheit, der Koeffi-
zient von J{ in r eine rationale Funktion von by, I3, .. J; ist, und
wendet man auf die Gleichung (54) das durch die G]Nemhung

oF 3F _eF
Q) —F e Q, — —0Q " _AF
aﬂ:l SSE” ¢ Yy v
definierte Symbol an, so ergibt sich wegen A F, =0 eine Gle‘ibhumg
von der Form : '
, (5‘5) Q‘(Jn-]z, --‘-J;.)F1 = QL(JU»J;,---J;.)‘,
in welcher g, und ¢ ganze Funktionen von J; vom g, —1%" resp.
p Grade und rational gebrochen aus JE,Jg, ...J, zusammenge-
‘setzt sind. Die wiederholte Anwendung d;eses Symbols und die
jedesmalige Division der Gleichung durch den in J,, J;,... J, ratio-
nalen Koeffizienten der hochsten Potenz von J; auf der rechten
Seite der Gleichung fithrt daher zu einer Gleichung der Form




(n9)
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A N A S AU A
‘(56) G("i’JZ,"']A)EI=O’1(1211J3)""‘J1)7 Odel‘ FI*_' (J ! ? J_
o ( 11 21 A)

worin der Zihler J; nicht mehr enthélt, und der Nenner in bezug
auf J; vom 4" Grade ist. Da aber der reziproke Wert einer Inte-
gralfunktion wieder eine Integralfunktion ist, so ergibt sich die
Existenz einer Integralfunktion von der Form '
 (5T) F = Ry{Jayera ) Jf + By (T, REAY G
‘welche in J, rational ganz, in 'Jg, LJ im allgememnen ratmnal ge-—
bm‘ochem ist, oder die 1dentlsche Gleichung

aJ,

[ oJy oR, , - 3R )
2 R Jﬂ_l -=I—J” Np gt _ 1 M—-—i 1 oo
! ;‘u 0 9z, ' Az, (l’%" 1) Bm i 3z, +J{ 3, +
K 2, aR A 2R
Q| Ry TP 24 T (u—) By Jp2 L gt Z 2
' 2L‘u " axﬂ:% ' A, +He 1) Bt o, i diry
. ‘ s 3] aBO o a"]l" ' . aRI ‘ jl e
prMROJf‘ 3y +Jf == 5 (‘u,-i)H#Jf‘ 2%_ I o =0,

aus welcher, da eine algebraische Bezichung zwischen J,, %, ... J,
ausgeschlossen war, folgt, daB die Koeffizienten der ganzen Ver-
‘bindungen von J,,J,,...J, identisch verschwinden miissen, also
auch der Koeffizient von Jf*:

3R, _ 3R AR, 3R,
0,55 0, T g, 2 gt
e ol o, ‘ dz,  dy

0

ist, und somit R, eine in den Transzendenten J,,..
“Integralfunktion sein wird. ,
‘Auf Grund der nachfolgenden Uber]leguangen wird swh aber

der Grad der in J; ganzen Integralfunktion F2 in ]bemmg auf J; er-
niedrigen lassem Sei ni@mlich zunéchst

7,)

Jy r‘atimnéllté

F= G“(Jiafzzm v
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eine in Jy,Jy,...J; rationial ganze Integralfunktion mit in den
Grofen ‘ :

CFra e T Y Q... 0, wa‘l?(yl)w,ﬁ ‘-"m'iy(y;,)w;_

rationalen Koeffizienten, oder

(68) F=PJlJy . I+ QI TF I RIT T LT
s0 wird die Gleichung A F=0. oder

Oy yliy uy . 7h .ﬁ: B
EARARIVAY Y L O L Ty
L alpjr:h"l J;z ... J;AAJI'!"U_?PJ:I J2ag—1. .J:‘A A Jz '
SO Nl il A 0 AT

FBQIT IR TR AL B0 I I I ATy s

unter der Voraussetzung, daB nicht schon zwischen Y U S
eine mit Zuziehung der oben bezeichneten GréBen algebraische
Beziehung stattfindet, identisch dadurch erfiillt sein, dafl die Ko-
effizienten aller untereinander verschiedenen Verbindung der J,
Jyy...J, verschwinden. Enthdll die Gleichung (59) nur unterein-
ander verschiedene Verbindungen, so miissen

AP =0, 4Q=0,..4);=0, 4,=0,...4],=0,

also P,Q,...J,, Jy,...J,, oder, wie oben gezeigt, P, Q,...w, w,,..w,
algebraische Integralfunktionen von (39), also auch F eine Integral-
funktion sein, wenn Jy durch Jy+uy ersetat wird und u, eine algebra-
ische Integralfunktion ist.

Kommen aber in der Gleichung (59) gleiche Verbindungen
der Transzendenten vor, so ist leicht zu sehen, daB dies nur fiir
die Beziehungen zwischen den Exponenten

I
a -
na

ﬁl = 4y, ﬂg = gy <. ﬂ&, |
fr=a+1, fy=0ay,...8, = q
By = a—1, Bo=ay+1,...8,=q

fl
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und den #dhnlichen stattfinden kann, so daB die Koeffizienten der

~ selbstindigen Verbindungen der Transzendenten in dem' Gleichung

(59) den ?Bedmgumgwem gentigen miissen:
(60) AP‘+AQ=O, AP+(ay+1) QAT =0, ayPAT +(og+1)Q 4, =0,

und den dhnlichen.

. Daraus folgt aber, daB, weml die Glemhungem (60) usw ]be-
stehen bleiben, wenn J, dumh Jy+uy ersetzt wird, und u, eine
“algebraische I[ntegralfumlktmn, also Au,=0 ist, dwﬂ dw Integml—

funktion F wieder in eine Integralfunktion ubergeht, wenn Jy &umh‘

Jy +uy ersetzt wird; und dasselbe gilt, wenn F in J,...J, ratmnal
- gebrochen ist. :

7 Stellen wir aber die Integralfunktion (57) und dle, wie eben
gezemgt, aus dieser hervorgehende

, El = RU(J2'J""J;.) (J]l-I——ul)‘”+R1(J2.,i..J;.)‘(jjﬁ-u])\”_l-i-""'+RM(J2‘,”;JE)‘

- miteinander zusammen, so ergibt sich fir dieselbe Differential-
gleichung (39) eine Integralfunktion von der Form. -

Fi—F = 8(4,... AR M—m‘*‘Sz(sz J,:)Jﬂ—2+ +SM—I(J2'!"“;‘]&)’§‘ 3
‘wfarm, wenn u, eine in den GréBen
TiyLoyer-Lny Y,y 'Ql: ng —es "‘Q‘m Q‘a Wy, (yi)w,a ae Wy, (yz)w&

rationale Integralfunktion derselben ist, >wi@de.r SorSyyenn “S:,;-sm m-a~
tional gebrochene Funktionen von Jy,Js, .. fa mit Koeffizienten
von demselben Charakter sind; zugleich ist, wie oben fiir Ry, er-

sichtlich, daB S, eine Integralfunktion.ist,.

funktion SRR
‘ FE = T@ (-]2;\ -J:;,) ']1 + -Ti (Jm . JJ‘.)

fihren, welche auch in den Transzendenten .F._,;;,.} J;, linear und
ganz sein kann; ist dies nicht-der Fall, so wird wieder '

So wird die fortg%setzte gleiche 0per&tm‘om Zu einer ln*begura]l- '
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Fy= To(Jys e ;) (i) + Ty, o T3)

und also auch F;—F, eine Integralfunktion liefern, die, von J, un-
abhiingig, eine rational gebrochene Funktion von J,, J;,...J, ist,
wihrend, wenn F, in Jj,J,,...J; linear ganz ist, dieselbe in die
algebraische Integralfunktion Tju; iibergeht. Wendet man nun-
mehr auf F;—F,, wie oben auf die in J;,J,,...J; rational ge-
brochene Integralfunktion, die angegebene Reduktionsmethode
an, so wird sich wieder entweder eine ganz und linear aus J,, Jg,
... J, zusammengesetzte Integralfunktion ergeben oder eine in
J3, Jy, ... J, rational gebrochene usw., bis man zu einer, nur J,
linear und ganz enthaltenden Integralfunktion von der Form ge-
langt: ' '
F=Ul+U,

in welcher U; und U algebraische Funktionen der Variabeln sind,
von denen die erstere eine Integralfunktion ist. Da aber wieder

[ (h+w)+0] - [0, L+ U] = U, - uy ,

also eine von allen Transzendenten freie Funktion eine Integral-
funktion sein wiirde, so folgt, daB auch U, eine solche ist, und
wir finden, '

. daf, wenn die lineare partielle Differentialgleichung (39) eine
Integralfunktion

F = f(:cl,‘a:g,‘ my,Jl,Jg,..‘.JA)

besitzt, welche algebraisch aus den Variabein z,,z,, ... o i und den
A Transzendenten =(4“7) zusammengesetzt ist, welch letztere unterein-
ander mit den-Variabeln nicht in einem algebraischen Zusammen-
hange stehen, dann auch stets eine Integralfunktion der Differential-
gleichung (39) von der Form existiert:

'Fl = UIJI + Ug-]g +oeee U}.JA'}‘U 5
in welcher Uy,U,, ... U, algebraisch aus den Variabeln zusammen-

- gesetzte Integralfunktionen darstellen, die auch zum Teil oder alle
konstant oder Null sein kinnen, und U eine algebraische Funktion
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der Variabeln ist. Die Funktion F ist dann eine algebraische Zu-
sammenseizung solcher Funktionen Fy. Die Egzistenz einer solchen
in den Variabeln algebraischen, in den Quadraturen Ji,Jy,...J;
linearen Integralfunktion zieht das Bestehen einer ebensolchen von
der Form - ‘

F= ui(J1+'J SHNEE AN T m+m+’Jﬁi’4'1_)‘j)+V

nach sich, worin uy,us, ... u,; wieder K{on.ﬂmien oder rational aus
Tyy Tas oo Tny Y » £215 L2y, - 02,;0Q,w,w,,... Wy i"‘(yl)%ﬁ ‘(yz)wm 7.8 (yﬂ.)wl _
zusammengesetzie Integralfunktionen sind, V eine rationale Funktion

eben dieser Grﬁﬁendamtellt; ferner p. das Geschlecht des ABELschen
Integrals J, bedeutet, und die Grenzen der Integmle Ty IO, gl
~sowie die Werte der zu diesen Grenzen gehérigen algebraischen Irra-
tionalitdten die Losungen von algebraischen Gleichungen sind, deren.
Koeffizienten rational aus den oben angegebenen Gréfen zusammen-
gesetzt sind. . \

~ Es soll nun endlich noch die Frage errtert werdem ob zwi-
schen » Integralfunktionen der Differentialgleichung (39), wenn

% < n+1, also » Integralen der partiellen Differentialgleichung

- oF oF L\ OF
£ (xh.'"xnv y)‘ a—ml "{‘l"’"l"Qn(xlv"wm y)ﬁ_g ‘(xlua""mm y) a_y— =0,

in welcher die Q algebraische Funktionen bedeuien, ein algebraischer
Zusammenhang statifinden kann, und wenn dies der Fall ist, wie
diese algebraische Bezichung beschaffen sein muB. _

Sei der algebraische Zusammenhang zwischen F,,F,,...F, ,,F,
durch die Gleichung definiert:

F;:z‘l" ry (ml, vee Ly Yy FI,H.FM_‘I)F::?'—1+'“+Fm(ﬂ§1, ‘‘‘‘‘ Ly y?FIH F«pg—-l) 0 v

in welcher ry,...r, rationale Funktionen der eingeschlossenen
- GroBen sind, oder | | '

" » N mes1 . ',L rd
F qu” 1‘1, .’,Emy)F Fi—11+FM zglﬂF]:, -.‘-F:l_il't"""'

(61) (4 , () - »1’ :
' +zgmw ‘wazl =0,
™ : :

Wenn go;, L14s «++ &my ganze Funktionen hedeut‘emi
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Sondert man aus der ersten Summe eines der Glieder ab,
welche die hochste Dimension in Fy,...F,_, besitzen, und divi-
diert die Gleichung durch den Koeffizienten dieses Gliedes, so
geht (61) in.

LAl W CNE Vi
*
m—1 o .
F zrlu I]*"- my)Fl "‘wall-!—‘“
(#)
3 g E o B =0
01

uber, worin ry,, ry,,...r,, rationale Funktionen sind, und
ad Y

Y - -
A1+A2+"'+An_1 > ’-1'{‘ .2"‘:_""'%‘/.

1st,‘ und man erhélt durch Anwendung des oben defihierten Sym-
bols A die Gleichung

] i Ay Aoy _ n—1 T I y
F' ) Arg, F*' L F* "N Ar, F™ . F'™ 14 ...
® ‘ 0i+ 4y x—1 » - 1ty

k—1
(4 ()
+ i Aar, ,,F:’ F:i‘ll =0,
tg!

oder, indem man wieder in dem Koeffizienten von F ein Glied
der hdchsten Dimension in F,,...F__, absondert und die Glei-

chung durch den in Ty - Xy i, 24, ... 02, Q2 rationalen Koeffi-
zienten dividiert,

[ 00 0yt . f Lt Dpe—t
F VB Y Ry (2o 2, 3 21y on 2, Q) FE L F2

" (@)
-1 -
+FT Y R By L
(a)
+3 R, WYy 2y, 2, QVF L F* 120
T 2 ‘:nr(xh""-rn?fffr'=lH"" n? ")’ 1T e T
()

worin die Funktionen R rationale Funktionen der eingeschlosse-
nen GréBen sind, und
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Qﬁ‘@a‘*‘ +Qu = 11'1'7*2‘5‘ "+1u 1-

ist. _ , '
| ‘Wendet man die olbe,m vollzogene Dpemtibrm' mittels des Sym-

bols 4 wiederholt an, so gelangt man, da die partiellen Differen-
tialquotienten der algebraischen Funktionen £, £,,...12,, 2
wieder rational durch eben diese GréBen und die Variabeln Tyyes
z,,y ausdriickbar sind, sukzessive zu Gleichungen, welche in F,
von immer niedrigerem Grade werden, und zwar entweder zu
einer Gleichung, welche in bezug auf T'Fu vom ersten Grade ist:

F, zﬂ%ﬂ(ml,m..mn,y,g;»l,...Qw,@)ﬁ"uﬁfﬂﬂ;,'

1 =1
@ :

worin die 3, wie sich aus der nochmaligen Anwendung des Sym- ~
bols 4, wegen AF, =0 und der Voraussetzung der algebraischen
Unabhéngigkeit der Integralfunktionen F,, F,,...F,_, voneinan-
der ergibt, der Bedingung unterliegen A% =0, und somit rational
aus den oben bezeichneten GriBen zusammengesetzte Integral-
funktionen sind, oder :s‘chon vorher z einer Gleichumg‘ der Form

Py, R *—1+15' ZU F”*MF”M-% +Z«S Fé FR=0,
@ _ © |

worin p,q,... positive gameZaMem gm,.und
ATy =0, AU, =0, ... 48, =0

3 ‘Uﬁ" -

" also d1e in oy, ... 2, ¥, 3,... 2,, @ rationalen Funktionen Ta
,,.S§ wiederum algebraische lntegraﬂfunkﬁmnen sind, wi

eine erneute Anwendung des Symbols 4 auf die linke Seite der

]etzt.erem Glemﬂlmg dllueselbe uﬂentlsch zu Null machﬂn Wﬁlrdle :

T, Y, Fi, Fﬂﬁl eine alge]br‘alsehe Bemehwmg lbwesteht Wir fmden . )

som.lt

cﬂwﬁ, wenn :2 n-ﬂ—fﬂl transzendeme mler algebmmhe lntegmln
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x dieser Integralfunktionen existiert, dann eine jede derselben eine
ganze Funktion der andern oder die Wurzel einer algebraischen
Glerchung in diesen Grifen ist, deren Koeffizienten algebraische Inte-
gralfunktionen sind, welche rational aus den Variabeln Tyyeraly, Y
und den algebraischen Funktionen 0,...9,, 82 dieser zusammen-
geselzt sind.




