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§ 1. Einleitung.

1. Das geometrisch-optische Problem..

Die folgende Untersuchung sollte zunéchst einen Beitrag ge-
ben zur Losung einer Aufgabe, auf welche die Spekiroskopie fihrt.

' Sie gab AnlaB zu weiter ausholenden Betrachtungen der (zwei- -

dimensianalen) geometrischen Dpti]k und damit auch der Diffe-
rentialgeometrie.

Die durch die Kollimatorlinse parallel gemachten engen Strah-
lenbiischel, die den einzelnen Wellenlingen entsprechen, werden
nach dem Verlassen des Prismensystems durch das Objektiv stig-

matisiert, homozentrisch gemacht. Der Ort der reellen Bilder 1st‘

dann nicht genau geradlinig bzw. eben, es entsteht vielmehr eine
yFarbenkurvee. Sie ist als neues leuchtendes Objekt aufzufassen,
von dessen Punkten enge Strahlenbiischel ausgehen, und sie soll
nun durch einen Hohlspiegel so abgebildet werden, daB ein gerad-
liniges reelles Bild entsteht. — In dieser Fassung lemte ich dle
Aufgabe ursprimglich kennen.

Bei dieser Untersuchung beniitze ich das Wort »H[auptstrahl«
P, SP, in ganz bestimmtem Sinne. Die von einem Punkte P, der
- Farbenkurve ausgehemdem Strahlen umhillen nach der Reflexion
eine Kaustik, die im allgemeinen eine Reihe von Sﬂpltﬂ%m Pg,Pg,

besitzt. Die von P; ausgehenden Strahlen P;SP;, PySP,, ... di@
 nach der Reflexion am Spiegel S Spitzentangenten werden, mogen
eben als Haupistrahlen bezeichnet werden und P;, Py, ... schlecht-
weg als »Bilder von P, am Hohlspiegel«. Diese llBezemhnung ist
insofern gerechtfertigt, als doch die Intensitét in der Umgebung
dieser Punkte am stirksten ist und die ibrige Kaustik nur als
storendes »Koma« empfunden wird.

Bei unsrer Aufgabe sind nun die »Hauptstrahlen« P;'S nicht ge-
nau vorgeschrieben, aber an einen engen Winkelraum gebunden. Ich
habe, worin vielleicht eine unzuldssige Ndherung zu sehen ist, ge-
ch:rdenrt dal die Hauptstrahlen auuf d.er PI-I&m"vae senkrecht stehen
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zum Ziel zu gelangen. Woran solche Versuche scheitern muBten,
1st in § 6, Nr. 2 zum SchluB angedeutet. Erst spéiter fand ich den
richtigen Weg und gelangte zur Aufstellung der ‘mafgebenden

Gleichungen (15) bzw. (31) und (36)

Die Orthogonalitiisbedingung vereinfacht einerseits die Rech-
nung, fithrt aber, da die Nehenbedmgungen § 6,2 erfiillt sein
sollen, auch auf Hmder:msse

Das reelle Bild einer gegebenen Farbenkurve kann, wenn die
Richtung der Hauptstrahlen, d.h. ihre Winkel mit der Farben-
kurve vorgeschrieben sind, keine Gerade sein. Man kann, was
wohl von vorneherein einleuchtet, nur verlangen, daB ihm an

- vorgeschriebener Stelle ein Wendepunkt »eingeimpfte wird, und

das geniigt fir pr -aktische Zwecke.

Nach Abschluf} dieser Untersuchungen wies mich Herr FINSTER-
WALDER darauf hin, daB és angebracht ist, das Objektiv ganz aus-
zuschalten und zu versuchen, die Streckung der Bildkurve allein
durch einen Hohlspiegel zu erreichen. Als gegeben ist dann die
Stitzkurve der durch die Prismenanordnung hindurchgetretenen

“engen Parallelbiischel zu betrachten, oder, wie noch genauer aus-

gefithrt werden kann, ein Kurvenbogen, der innerhalb eines schma-
len Streifens verlduft. Die Vermutung, daB die Berechnung sich
mit Hilfe der Formeln (15) durchfahren liefe, hat sich iiber alles
Erwarten gut und rasch bestétigt. Nach dieser Seite hin enthilt
§ 4 die am meisten abgerundeten und zug]lelch praktisch wichtigen

) Ergebmsse

2. Inhaltsiibersicht.

~In §2 habe ich den parabolischen Spiegel elemeniar unter-
sucht mit Bentitzung der vierpunktig berithrenden Ellipsen, deren
Brennpunkte dann als Punktpaare P, P, anzusprechen sind.

Man kénnte daran denken, iberhaupt, P,-Kurve und Py-Kurve,
als gegeben, die von Kege]schmtten (Ellipsen) mit den Brenn-
punktpaaren P P2 vierpunktig beriihrte, spiegelnde Kurve als ge-
sucht zu betrachten, doch scheint dheser Weg auf betrichtliche
Hindernisse zu stoJBen

In §3 werden die Grundformeln fir die kaﬂboptmsche Ab-
bildung aufgestellt (45), die die ganze weitere Entwicklung be-

1 An dle Glemhungen (9°) und (15) 14Bt sich die Lisung der allgemeine-
ren Aufgabe kniipfen, also.bei irgendwie vorgeschriebenen Neigungswinkeln
der Hauptstrahlen gegen die P;-Kurve.
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herrsc]hen In diesem Zusammerihange wird die Parabel (der para-
bolische Spiegel) nochmals besprochen.

In §4 wird die @berraschend einfache Losung der FINSTER-
‘waLDERschen Aufgabe — waeckung, Einebnung der reellen Bild-
kurve oder doch Einimpfung eines Wendepunkts ‘durch’ einen
sinzigen Hohlspiegel unter Voraussetzung enger, auftreffender
Biischel von Parallelstrahlen — gelost und die Rechnung fiir em
Beispiel skizziert.

Tn § 5 wird die Orthogonalititsbedingung (31) aufgeste]llt Um
Anwendungen zi geben, wird einmal gezeigt, daB das gleichzeitige
Senkrechtstehen der Hauptstrahlen P;§ auf der Py-Kurve und
der reflektierten Hauptstrahlen S P, auf der Py-Kurve nicht reali-
siert werden kann; sodann werden alle Spiegel hestimmt, die eine
Gerade durch Vermltﬂung von auf ihr senkrecht stehenden Haupt-
~ strahlen abbilden. Hier tritt als Spemalfall w1eder die Parabel auf
mit der Achse als Pj-Kurve,

In §6 wird die (bereits in § 4 eingr eifende) Wendepunkisbe— -
dingung aufgestellt (40) Wichtig ist die Diskussion der Neben-

bedingungen: Das Bild soll reell sein, nicht virtuell; auch soll die .

Farbenkurve (P;-Kurve) dem Hohlspmegel ihre konvex‘e Seite zu-
kehren. Es zeigt sich, daB bei der Abbildung der Geraden durch
zu ihr senkrechte Hauptstrahlen, wo die zweite Nebenbedingung
noch gar nicht in Betracht kommt, die erste nicht erfiillt werden
kann. Zum SchluB wird noch ein Beispiel numerisch ausgefiihrt.

Eme Untersnehung, die einem so vielfach durchackerten Ge-
biete wie der geometrischen Optik angehort, bringt selbstverstind-
lich auch vielerlei Bekanntes, wenn - auch in neuen Zusammen-
hingen. Jedenfalls aber sind die Fragen der Praxis weitgehend
durch diese neuen Zusammenh#nge geklirt worden, auch konnte
‘man sich z. B. die Aufgabe stellen, Folgerungen fiir die Dmpdl‘urlk
zu mehen usw. :

§ 2. Der parabolische Spiegel.

1. Von einem Punkte P,(z,y,) mogen drei unendlich be-
" nachbarte Strahlen ausgehen und an der Parabel

(1) ‘ z?=2py
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reflektiert werden. -Die Linienelemente, auf welche die Strahlen
auftreffen, sollen sie so zuriickwerfen, daB sie nach der Reflexion
durch einen Punkt P, gehen; diese Linienelemente miissen also
einer Ellipse mit den Brennpunkten P, und P, angehdren. Man
erhélt also die Punktpaare P; und P, als Brennpunkte der die
Parabel vierpunktig berithrenden (hyperosknherenden) Kegel-
schmtte (Ellipsen). -

- Wir beginnen mit der Konstruktion im Scheitelpunkt S,.

" Eine in Richtung der Parabelachse gestreckte Ellipse, welche im

Scheitelpunkt oskuliert, mége die groBe Halbachse u und die nu-
merische Exzentrizitit e besitzen; die Brennpunkte sind dann

(Z)I ‘ PI:V &y = 0? y1=u(1=—8)‘,
ﬂ Py o3, =0, 'y2=u(1+e)w.
Der Krimmungsradius der Ellipse im Endpunkt der groflen Achse
bz

— = uw({llﬂsg)

a

- soll gleich dem Kriimmungsradius der Parabel (1), also gleich p

sein. — Demmnach wird -

11 Y1+Ys 2u 2

..__i__._____ —_ —,
yi Ya Yi yz 7 u? (1 _32) P

und das ist die bekannte Hohlspiegelformel.

Oskuliert dagegen die Ellipse mit dem Scheltelpunkt am
Ende der kleinen Achse, so hat man

$1=—£l'32f=u8,

(3) | —
| : Yy = y2=lli]1—_82
und dazu
a? u
p = — = 3
b ]/‘1.—82
“also
) gt Ak w
R v Y1-&
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d.h. man hat neben der bekannten Zuordnung der Punkte der
Parabelachse durch die Hohlspiegelformel noch eine zweite, die
durch die Umgebung des Scheitelpunkts S, hergestellt wird. Bei
dieser zweiten Zuordnung liegen der Punkt P; und sein reelles
Bild P, symmetrisch zu beiden Seiten der Achse auf dem Kreise

2*+y*—py =0,

der iiber dem Krummumgsradms des Parabelsmheitels als Durch-
messer steht.

Die Achsenendpunkte der Ellipsen liegen auf der Kurve

x=u, y=ufl-¢,

also auf der Parabem

(4) ' 22 =u? = y¥

e

die aus (1) durch Ordinatenverdopplung entsteht.

Zusarz. Aus dieser Betrachtung ergibt sich die Lesung der
folgenden Aufgabe: Gegeben sei ein Kreis K (Radmus a, Mittel-
punkt M) und ein Punkt P;. Gesucht das »Bild¢ P, von P bei
der Spiegelung an K, d.h. es sollen P, und P, die beiden Brenn-
" punkte eines Kegelschnitts sein, der in einem seiner Scheitelpunkte
S den Kreis K oskuliert, vielmehr hyperoskuliert. Man erhilt
drei Punkte P, P.', P;’. P, liegt auf der durch P; gelegten Zen-
trale von K und ist das bekannte Bild, das die Hohlspiegelformel
liefert. Der Punkt P, ist immer reell, aber nur dann ein reelles
Bild, wenn § auBerhaMb der Strecke P; P, liegt.

Um P; und P;” zn bestimmen, lege man durch P, und M
die beiden Kreise mit dem Radius a/Z die K in 7" und T be-
rithren mogen. Py und P," sind dann einfach die Splegelbﬂder
von P, an MT" und MT"; sie sind reelle Punkie dann und nur
dann, wenn P, innerhalb K liegh; dann sind sie aber stets auch
reelle Bilder von Py.

2. Wir sind jetzt (durch affine Tmmformatwn) 1mstande, die

Punktpaare P, P, auch dann zu konstruieren, wenn an Stelle des -
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Scheitelpunkts S, ein beliebiger andrer Punkt S der Parabel ge-
nommen wird. Eine affine Transformation namlich, welche die
Parabel ‘mit sich selbst und S, mit S zur Deckung bringt, ver-
wandelt die in S, hyperoskulierenden Kegelschnitte in die Kegel-
schnitte, die die Parabel in S hyperoskulieren. Fiir diese Kegel-
“ schnitte hat man alle Elemente, die zur Konstruktion gebraucht
‘werden: Der Ort der Mittelpunkte M ist die durch S gelegte Par-
allele zur Parabelachse, die neuerdings so genannte »A ffinnormalec.
Der zu M§ konjugierte Durchmesser ist parallel zur Parabeltan-
gente in §, und seine beiden Endpunkte liegen auf der zu

(&) @ =py

affinen Parabel, die ja auch leicht zu zeichnen ist, und zwar mit
Beniitzung eines schiefwinkligen Parallelkoordinatensystems, dessen
z-Achse die Parabeltangente, dessen y-Achse die Parallele zur
Parabelachse ist. Man erhilt das affine Bild von (4), wenn man
in diesem System die Ordinaten der spiegelnden Parabel verdop-
pelt. Somit'ist fiir jeden Kegelschnitt, der die Parabel in hyper-
oskuliert, ein Paar konjugierter Durchmesser nach Richtung und
GroBe gegeben, und daraus kénnen dann die Brennpunkte P, P,
leicht durch bekarinte Konstruktionen gefunden werden.

3. Um diese elementare Betrachtung, die mit Ausschaltung
der Kaustik direkt auf die Konstruktion der Kaustikspitzen aus-
geht, zum AbschluB zu bringen, wollen wir der deskriptiven Ent-
wicklung eine ‘analytische folgen lassen. v

Zum Koordinatenanfang eines rechtwinkligen Systems nehmen
wir ein Punkt S der Parabel (1), zur y-Achse die innere Normale.
Die Parabel (1) wird in diesem System dargestellt durch |

s 2py
cosa

-0,

(ft') | (zcosa— ysin a)

wobei @ der Winkel der Achse mit der y-Achse ist. Der Kriim--
mungsradius an der Stelle S (a:=y=0) ist dann

) I g = p-co3q .

Die Berechnuhg“ der gesuchten Bremnpunktpaare P, P, wird
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erleichtert, nimlich von. unbequemen Irrationalititen be)“reit"dul“@h
geometrische Uberlegungen.

Zunichst einmal liegen P1 und P, auf Halbstr ahlen durch S

“die . zur ‘Normale symmetrisch gelegen sind; man kann also fiir
~ jhre Koordinaten den Ansatz machen:

Xy =—rysiny, Y, =Tr1008Y,

@y = ‘”2Sim‘:”1 yz'=’"2°0‘5?¥)1

wobei P  der Wlnkel dles einfallenden und dltes zum'uckgeworfenen
Strahls mit der Normale ist. '

Ferner liegt der Mittelpunkt M der Streeke b, P, auf der
»Affmnorma]le« (Ac]lasenpara]ﬂeﬂle) _ |

zeosa—ysina =0,
also wird '
| | TybE, Ta—Ty
tanga = R L tangwy ,
‘ Yoty - Tath

daher, mit Einfithrung eines neuen Parameters u:

ry = usin (y—a) ,
ry = usin (p+a) .

Es handelt sich jetzt noch darum, u als Fumktmn von p s0 zu
bestimmen, daB der Kegelschnitt mit den Brennpunkten Py(z,, 41)

~ und Py(2,, ), der die Parabel in S berghrt, dort den Kriimmungs-

radius g, (5) hat.
" Die grofBe Halbachse wird

_7'1+T2
-2

a= = wsiny - cosa ,

. fffermer ist

az_‘ _ ((132 — P+ (ya—9)%) = u®(sin® p cos? @+ cos’ y sin® a) .

also das Quadrat der kleinen ‘Halb‘aehsé'
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b =u? (sin’y cosa — sinty cosPa — cos‘y sin’q)
= u? cosy vsin; (w— a) sin (1,0 + a)
und o
b? cos’psin (y—a)sin (p+a)

a ‘ " sinycosa

~ Endlich ist der Kriimmungsradius ¢ der Ellipse nach einer
leicht abzuleitenden und jedenfalls lingst bekannten Formel, an
die’ wir spater (§ 5, 2) nochmals erinnern werden,
' b.Z'
6‘ ‘ = —LGWe —3q .
© o= Poasiy.

wobei ¢ den Winkel der Brennstrahlen mit der Normale bedeutet.
Diesen Wert (6) haben wir gleich g, (5) zu setzen und erhalten

cOsy siny cosa

L (w—a)}sin(y+a) ’

also
(7)‘ . | QoCosy B Qo COS Y

ry = o = .
! 1+tangacoty = ° 1-—tangacoty

Damit ist die Zuordnung P, P, gefunden. (Man miiBte nun
noch, und das geschieht in § 3, Nr. 3, um die Punkttransformation
vollstandig darzustellen, von dem neuen rechtwinkligen Koordi-
natensystem, in dem die Parabel durch (1) gegeben ist, zu dem
alten zuriickgehen ) Als geometrische Orter von P, und P, ergeben
sich die zirkularen Kurven dritter Ordnung:

(xf + y%) (—331 + yl.t‘angcz) = Qo %1 Y1,
(ﬂ¢§+ yg) (‘”2 Y. tanga) =0 %Y,

die selbstverstindlich — vgl. Nr.4 — fir den Scheitelpunkt der
Parabel (=0, g,=p) in die y-Achse und den Kreis

| 2°+y’—py =0
zerfallen.
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§ 3. Die katoptrischen Aﬁbbildungsf@rm‘eln.

{. Die rechtwinkligen Koordinaten z,y des Punkts S der

“spiegelnden Kurve seien durch snatiirliche« oder »inneres« Para-

meter in bekannter Weise ausgedriickt:

(8)' | z = [peostdr, ¥ =fgsiﬁrdr,
o : o 0

wobei der Kriimmungsradius ¢ als Funktion des Neigungswinkels
der Tangente gegeben sein soll. - o S

P, und P, seien zwei Punkte, so gewihlt, dag SP; und SP,
mit der Normale in S beide den Winkel 3 einschlieBen. Thre Ko-
ordinaten sind dann | ' .

©] Ty = G+T008Q, Y =Ytn sing, , .
' , m2=w+rzcos%,>_ yzfy‘*""zs‘in%a .
und es ist (vgl. die Fig. S.12) |

9

9 _
so daB (9) iibergeht in: |
(9,){ g, = x—ry8in (z+y), y; = y+ry008 (c+y),

| gy = v—rpsin(t—y), Yo=Y+ rycos(z—y).

 Es seien nun 7, und r, gegebene Funktionen von 7, ferner
7, und 7, die Neigungswinkel der Tangenten der beiden Kurven,

* die P, und P, beschreiben. Dann folgt aus (9) — ohne Riicksicht

auf (10) —:

—3% = c;? €08 7y + Z? sint, -
(1 B =0 cos'(tlﬂ.f) + r;‘ems‘ (pr—70) — 11 ¥y sin (‘qp‘i—tﬂ) ,
~ day . dys o
O = —E-i? SIN Ty — F co8tTy - ‘ ‘ '
| =e sin (v, %) — 7 sin (py — %) — r1 91,008 (P — ),

nebst zwei entsprechenden Formeln mit den FuBmarken 2.

L ey e Ly
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Wenn nun der reflektierte Strahl S P, die P,-Kurve berithren

soll und der Strahl SP, die” P;-Kurve, so muf sein:

T =_‘Pu Ty = @g,
daher nach (11) und (10):

’

,(12) - psin (%—t) —Fi@Q;=0C0SY —r, (;[ +"l”)‘ =0,
]‘ | QSilIl ((pz_'l)—rg(p; ;:g‘cosw_rg(i_'w')___o’
also: , ‘

(13) oLt 2

o1, pcosy

Die Gleichungen (9') und (13) geben — bei gegebener Spiegel-
kurve (8) — die Beriihrungstransformation an, welche die Punkte
Py in ihre Kaustiken (P,) und die Punkte P, in ihre Kaustken
(P,) iberfihrt. Ein Linienelement ist gegeben durch z,,y, und

die Richtung des Strahls P, S (=ry), ihm entspricht auf dem re- .

flektierten, also mit der Normale in § ebenfalls den Winkel P
einschlieBenden Strahl, das Linienelement, dessen Triger P, der
- durch PS, =r, gegebene Punkt ist. Dabei besteht zwischen r; und

1y die Beziehung (13), die eine einfache geometrische Deutung zu-
1aBt: Man errichte auf SP, in P; und auf SP,in P, die Senk-
rechten und. bringe sie zum Schnitt @, und @, mit der Spiegel-
normale; die reziproke Summe der Strecken SQ; und SQ, ist
dann gleich 2:9. S '

2. Wir. gehen nun zur eigentlichen »katoptrischen Abbildungs

iber, d.h. wir verlangen, es sollen r, und r, 80 gewdhlt werden,
daB SP, Spitzentangente der Kaustik (P;) von P, und S P, Spitzen-
tangente der Kaustik (P,) von P, wird. Beides wird erreicht,
wenn wir :
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ds; . ds,

=0
dr dV‘L’

~ setzen, also wegen ' :
T =91y W= 992 :

und (M) und mit Rﬁcksicht auf (10)‘: o

gcos(p—7) + 1 = —¢ siny + 1n=0,

(14

QCOS(L'p -'i)+r; = 951nw+r2'-== GN

Von ]melr fihrt ein kurzer Weg Zur Berechmung von r, und Ty
Differentiation von (12) gibt zunachst

o' cosy —gsiny -y’ =1} (1 +9) + iy’
o' cosy —gsiny -y =73 (1-y') — 1y,

- und sodann E]iminatio‘n von v mit Bénﬁt?ﬁng von (14)

(ry+715) (0 cosy— osiny - w)w_r2r1(1+w)+rﬂrz( w)
| -'@Smw(rz(i+w)—71(1=w))

und, wieder unter Verwendung von ‘(12):

| 11\
(Q Cosp— gsmw y)) 'H“P -+ =

1—p 1+w’) .

= p SNy - — n

oder -

= coty .
3o 'y.)

Es wird also

QGDS‘q)
Y3
15) '

(‘ ) eCcosy

r'p=—1—5">

& 1_€
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wobei geéetzt' 1st:

0
(15) | Py coty = .
Diese Formeln (15) geben in Verbindung mit (8) und (9') die ge-
suchte Abbildung; wir diirfen sie die Grundformeln der katoptrischen
Abbildung am Spiegel (8) nennen.
~ Man kann auch so sagen: Fiigt man zu der Grundformel (13),
die gewissermaBen -als aeguatio direciriz der Beriihrungstransfor-
mation bezeichnet werden kann, welche den Punkten die Kausti-
ken zuordnet, hinzu:

13 A1 20 2'sing
( ) ry ry B 0CO8 Y B 30°

so hat man die katoptrische Punkttransformation, welche jedem
Punkte P; die Kaustikspitze P, zuordnet und umgekehrt.

Beide Transformationen sind, von dem trivialen und hier
nicht miteinbezogenen Fall einer spiegelnden Geraden abgesehen,
selbstversténdlich keineswegs eineindeutig. Bei der Beriihrungs-
transformation ist die Anzahl der einem Linienelemente zugeord-
neten Elemente gleich der Ordnung der spiegelnden Kurve, denn
jeder Schnittpunkt S, 8”,... des vom Linienelement ausgehenden
Strahls gibt ein Linienelement als Bild.

3. Um den Zusammenhang mit den Entwicklungen von § 2
herzustellen, wollen wir zundchst einmal zeigen, daB fiir jeden
- Spiegel bei festgehaltenem S die Mitten M der Strecken P, P, auf
emer Geraden liegen.

In der Tat erhilt man fir die Koordinaten &% von M aus
(9) und (15): ‘

Lyt e 0 cos?yp (

—— sinré—g—cas‘r\,
2 1= 30

g,

, . 5 ,
: + 0 COS 0 .
17=—y12y2 =y+ﬁ—i_éf (casr+ Smt),
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(6—=) (3gcost+o sinT)+ (17 y)(3gsmt—g cost) =0,

welche die »Affinnormale«, die Achse der v1erpunkt1g ]beruhmmden
Parabel, darstellt.

4. Um auf die Parabel zwruckzugrelfen haben wir ihre namr- :

liche Gl‘emhung '
o=pecos—t

@ = ptangz, y=p/2tang’c

und dazu ' ’

zu verwenden. (15) gibt dann — in Ubereinstimmung mit den
auf anderm Wege, ndmlich durch die Bestimmung der Brenn-
punkte der hyperoskulierenden Kegelsmhmtte geﬁumdtemen Glei-
chungen (7)

- pCOsYyY | ' pCos Y
1+tangzcoty’ 2 1—tangz coty ’

und hieraus wegen (9'):

@y, Ly = p(tgr$ sin y cosp cos™ 1) , -

Y1,9s = p (tg%7/2 + sinp cosy cos™ 7 cot (w+7)) .

Die durch die Parabel

O  yi=2pz
bestimmte katoptrische Abbildung ist also schlieBlich gegwe]bem
durch ,
- 14wty
Ly, Ly =plUAHY 14——@? | o |
(16) | e o 1+u® 1Fuv)
Hym,fygfp 2 1+ vtu
u. ou=1igr, v = tgy,

L
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wobei die oberen Zeichen fiir P, (2;,,), die unteren fiir P;(z,,y,)
gelten. , _

"Um jetzt z. B. die Bilder der Punkte der Parabelachse zu
bestimmen, hat man z, =0, also

u 9
_ 1+a2 1+
daher entweder
' o ' V=1
oder v = !

zu wihlen. Der erste Wert gibt
Y1=7p/2, ;m=2pu, =

und erinnert daran, daB jeder vom Brennpunkt ausgehende Strahl
»Hauptstrahl« ist, und der Brennpunkt die Punkte der unendlich
fernen Geraden .als Bilder hat.

Die spiiter (§5,3) noch weiter zu besprechende zweite Li-
sung gibt

17
( ) u 2u?
PR

Die .(‘triviale)w Abbildung nach der Hohlspiegelformel endlich,
die hier auszufallen scheint, erbdlt man durch Grenziibergang.
Setzt man in (16) zunéichst v=7u und dann u=0, so kommt

also
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§ 4. Die Finsterwalder sche Aufgabe.

1. Es handelt sich jetzt um die folgende Aufgabe: :

Gegeben-ist eine (begrenzte) Schar {eng begrenzter) Parallel~
biischelstrahlen. Sie sollen durch einen Spiegel so reflektiert wer-
den, daB die Bilder P; der (unendlich fernen) Ausgangspunkﬁe Py
der Parallelbuschel auf emer Geraden liegen. _

" Da hier 1:, gleich Null sein soll, so wird nach (ﬂLS)

| E@—em&:w:@s—i,
- also o .
" ¢ = —3gtangy
und :
' ~ pCosy @ COSY
,’»2=-' 1_§.= 72'7
1y =3 (e'cosy —gsinyy’) =— ooy (3+y")-

2

‘-Ferner'ergibt sich fir die Differentialquotienten der Koordinaten -

23, Y; der Punkte der Bildkurve (9'):

'(‘18) ' l. | ‘xiézugCQ‘S‘T‘—i);ESiIMT,‘

Yo = UySINT + 250087,
mit Verwendung der Bezeichnungen

J ug—g—ﬂ-rzsmw—l-rzcosw (y'—1),
U = Ipc0sy—rysiny-(y—1).

Tragt man hier die. Werte VoL Ty umd 7y ein, so kommt

\2 , . psin2
L IS

Es ist dann ferner wegen (18):

Sitzungsberichte d. Heidelb. Akad., math.-naturw. K1 A. 1920. 15. Abh. 2
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P oon o 2 2 - r !
(2‘0) : To Yy — Yp Lo = Us+ Uy + Uy Upy— Uy Uy

gleich Null zu etzenr denn die P;-Kurve soll eine Gerade sein.
So kommt schlielich mit Benutzung der Werte von u, und o,
die Glelchung

Ty — Yoy = U3 (1-29") = 0,
wobei zu setzen ist:
Uy, = p/2 (‘1+1p’)_

Hier kommt, die Losung U, =0 nicht in Betracht, denn mit
U, wiirden auch u,, vy, also 2 und ¥, zu Null werden; daher wird

1“2’([)’ = 0,
oder

(21) | S w= g+ 2.

Hiermit ist jetzt die Spiegelkurpe 50 bestimmt, daB die Bilder der
unendlich fernen Punkte Py eine Gerade erfiillen.

- Es folgt néimlich jetzt aus

=

)

d |
¢ — _30tangy = —3¢ tang (wo + —)
dz .
durch Integration:
| (22) o 0 = acosby = acost (wo+7/2),

und man erhélt nach (8) ¢ und y leicht durch elementar ausfiihr-
bare ‘Quadraturen, von deren Wlederga]be hier wohl abgesehen
werden .darf.

2. Wir. wollen n'un noch die »Stiitzkurves bestimmen, die
von den jeweils aus dem Parallelbiischel auszuwihlenden »Haupt-
strahlen« umhiillt wird. '

Der durch S(m y) gehende Hauptstrahl hat die GMezclwng

(2, — x) cos (y+1) + —y)sin (yp+7) =0
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und es ist nach (21) die Gleﬂchumg

%( (81— a)sin (p+1) + (4, —y) cos (1 +)
=z (w+r)+y sin (Tp—!—l’) = pcosy

hmzuzufugen, S0 dlaB man fiir dme Kawordmalzem des Stiitzpunkts
Q (9:1, yl) er]halt

20 ‘ 7 4r

= x=? cos vy S]ILII(T!,U‘I‘T) = m—%sm(w-!—ﬂ
9 4
Yy = y+—3£msyp co8 (w-i—r) =y +—£— G‘DS(W"”)

Wir Wollen noch den Krummumgsmcﬂms e, der Smtzkmve
berechnen Man hat

4r hr,
Ty —QCOST——3-Sln(w+I)——3—— cos (p+1) » —

v S
= o (eos = — cos (2"‘1"“7) + - siny sin (w+7))

Y = Q(Slﬂt=$ln 2y +7) sESLDWGO‘S ("‘P"“T)‘)

oder, mit Einfithrung der Be‘zeichnungen

-5
Ui_"éri@:

uy = Uy (1 —cos2y), v, =—U,sin2y;
es wird jetzt: -
%y = u c08T—vysinT, y) = u;sinv+v,0087.

Demnach

d | . .
(Ej_) (?31) +‘(y1) - 407 siny

Dk

St
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: A ' %,
und ) 3919'1—?7'15”1,:”1'*”1'*‘”11’1 ‘)1“1

= 4UZsin’y-(1+v")
= 6UZsin’y .

Demnach erhélt man fir den Kriimmungsradius der Stutzkurve:

20

4 ) .
(23)‘ . Ql=§“0151n1/)‘:—?.@51ﬂw_

3. Die GroBenverhiltnisse der Figur geben also das folgende

Bild: Es ist

(24) | . SR=n- % cos
sodann " die Strecke von S bis zum. Stiitzpunkt (Qy) des Haupt-
strahls vor der Reflexion:

o o 9 4
() . SQu=—esy=—t,

endlich der Krummungsradms der Stutzkurve (@1) glemh SQ1
multipliziert mit dem Faktor

' 0
(26) i‘;f tang v .

o selbst ist durch (22) gegeben und y durch: (21).

Indem man den Anfangswert von v, also y,, hinreichend
klein: wéhlt, kann man. erreichen, dall § hinreichend weit vom

~ Stitzpunkt Q; entfernt ist.

Von Interess'e ist auch die Richtung der Geraden, auf der
die Punkte P, liegen. Man erhilt aus (19):

- ' ' 3
Ty = %(1+w)005(2w—f)= —50032%,

(27) |

3
(1+1p ) sin(Zw—r) = — ——49— sin 2y, 3

s
||
b.::lrc
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sie schheBt also, in ]Puchtung wachsender Werte von ¢ dmrc]hlaufen
dem Wirkel r—Z'tpo mit der z-Achse ein, und mit SP, den’ kael

| . 7 G- .
»ﬂﬂ?ﬁzﬂﬂy)r};ﬂ}— HZ—‘FTJ— _ Zwo “2—-—1[)0"—5-.

- 3. Dle Werte von v, dle far die Prams in Betracht kommem,z
"diirften wohl 15° kaum erreichen, und, um ein emfaches Beispiel
in-der Nihe dleser Grenze zu nennen, wollen wir '

: 7 | tangy, = 0,25, ) 3
also - : we = 14°2° 17 e

_ annehmen Die Emtfemung des Splegelpunkts S vom Stutzpumkt:‘
@, wird dann nach (26) fir v=0 das 1,2 fache des Kriimmungs-
radius gy, und der Winkel zwischen Q;S und SP, ist anfangs

2y,=28"4,33; es kann also ein betréchtlicher Teil des Spektrums
aufgefangen werden, ohne daB die photographische Platte in das

~ Feld der aus der Prismenanordnung austretenden Parallelstrahlen-

biischel hineinragt und sie abféingt. Die Platte schlieBt mit den
reflektierten Hauptstrahlen einen Winkel von etwa 75“ ein, steht
also ziemlich steil gegen ihre Richtung.

‘Bei der wirklichen Ausfithrung hatte man zu beachten, daB
dlhe Stiitzkurve nicht genau die berechnete Gestalt hat. Man wird
also, worauf schon in §1,1 hingedeutet ist, sich so behelfen, daB
man die Dimensionen so wihlt, daB g, (23) fir t=0, w=1y, glewh
dem Kriimmungsradius der Stitzkurve des zur mittleren Farbe
des aufzumehmendem Spektra]ausschmtt’s 151; Dem Splegel selber _

der mittleren Stelle einen Wemdepunkt haﬂn kan.n aber amnh in-
dem man von (26) nur die niedrigsten Glieder der Rahenentwmk- "
lung nach Potenzen von t verwendet, die hn@lheren (Von Tt am)
noch besser anpassen.

§ 5. Die ‘Orth@g@nalit'ae',tsbedingung. -

1. Wir gehen zu dem fir die Praxis, wenigstens fiir den
Spektrographen nicht so wichtigen Fall iiber, bei dem eine P;-
‘Kurve abgebildet und noch verlangt wird, daB die Hauptstrahlen
P, § auf der P-Kurve senkrecht stehen. Gerade hier ergeben sich. -
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allerhand interessante Folgerungen, die gezogen werden mogen
wegen der einfachen geometrischen Ergebnisse.

Es soll also
(28) ; cos, + yisin g, = pcos (p,—7)+ry = —gsiny+r; = 0 sein. -

~ Diese Bedingungsgleichung ist uns schon einmal begegnet (14), -
‘hat aber jetzt einen ganz andern Sinn: Friher driickte sie aus,
daB P, eine der Spitzen der Kaustik von P, werden soll, jetzt
aber besagt sie, daB der Ort der Spitzen (P;) der Kaustiken der
Punkte P, die Hauptstrahlen P, § zu Normalen haben soll.
Wir wollen jetzt den Kritmmungsradius g, der P,-Kurve be-
" rechnen. (DaB schon der Kriimmungsradius der Stitzkurve bei
der FinsTERWALDERschen Aufgabe ebenfalls mit g, bezeichnet
wurde, gibt zu Verwechslungen keinen AnlaB, da jetzt eine ganz
andre Fragestellung vorliegt.) Die Rechnung verlduft im @ibrigen
vollig parallel zu § 4, Nr.1 und 2; man hat ndmlich mit Riick-
sicht auf .
P = W2 +T+y

zuniichst unter Verwendung der Be'zeichnung‘en (vgl. (19)):

(19r) { - ‘ ' @1 = Q—‘r; S]Il’lpﬂrl C-Osil)({[_j_y)l)

vy = ry COSy — ry Sin (i HP')

fiir die Differentialquotienten von x, und y,:

Ty = U, COST—7,8in7T

y; = U, SINT+?,COST
auBerdem aber wird mit Riicksicht auf (15) und (2}8):

u; = U cosy,

() -
| Uﬁ_@ﬂosw ! ——mh

.¢ hat die in (15) angegebene Bedeutung.
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Demnach wird das Quadrat des Bogenelements der P,-Kurve
— wohlgemerkt, unter der Voraussetmng, daB dme Orthogonahtats—

bedingung erfiillt ist —

dsf = U2de,

~und

: romn L/ 2 -2. 1
TN TN = Uy Y — v Uy = U1“+’F)

der Kriimmungsradius also

. . 3
(29') | R ((wﬂg“ﬂ“‘(yi)g)z Uy
‘ 01 = ~ =,
_ . , : 5”1 Yi— y1 Z 1.4'7"”' :

[Genau so fihrt die Orthogonalltatsbedhngumg fir die Pg

Kurve, die Forderung also, daB die Strecken § Py Normalen der
Py-Kurve sein sollen, auf

dsi=Ukde?,

~ . -y
(29 ) v Ug = p COS Y —TC— 3
‘T"; y‘g—y; .'E;' = 022 (1;11”’) ’

woraus auch g, leicht zu berechnen ist.]

Aus der Forderung (28) oder

) ( 9608 Y

= =psiny
n 1+@/3@ cot'gu) Q’.TP

ergibt sich dann eine ]Dmfferentl,al,glelcﬂhmmg, die bei Einfithrung von

(30) | - f g =¥

die Gestalt annimmt:

(31) " =2(f') -7 tangy + tang®y — w'(f coby —tang’y) =0,
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Diese Differentialgleichung muB also zwischen f (d.i. im
Grunde g) und y bestehen, wenn die Hauptstrahlen P; S auf der
P,-Kurve senkrecht stehen sollen. Fiir andre Zwecke, némlich
wenn ' die »Wendepunktsbedingung« der P,-Kurve hinzukommt
 (§6, Nr. 1, Formel (36)), werden wir ihr dann noch eine andre
Gestalt geben.

2. Wir kénnen jetzt zwei Fragen beantworten, die sich ganz
naturgemédB ergeben. o '

Erste Frage: Wie sind Pj-Kurve, P,-Kurve und Spiegel zu
wihlen, wenn beide Orthogonalititsforderungen erfiillt sein sollen,
also S P, auf der P;-Kurve, SP, auf der Py-Kurve senkrecht stehen
soll? ‘ o '
Zweite Frage: Wie sind Spiegel und P,-Kurve zu gestalten,
wenn die P;-Kurve eine Gerade (g;) ist und die erste Orthogonali-
tédtsforderung (S Py Lg) erfiillt sein soll? '

Um die erste Frage zu beantworten, haben wir neben (3"1)} noch
die zweite entsprechend abzuleitende Orthogonalitatsbedingung

31) f'=- 2 (7= f tangy — tang®y + 3’ (' coty + *ltal‘nggzp) ,

| hinzuzufiigen. Aus (31) und (341") zusammen folgt:
/'~ v'tangy = 0,
also
f =logc—logecosy ,

und wegen (30)

(32) ' o =ccos 3y .
Da jetzt' wegen |
[ =feoty =y

nach (29) und (29”) U; und U, beide zu Null werden, so werden
auch u,, v, u, und vy, also a1, y1, 25 und y; zu Null. Die Kurven
(P,) und (P,) schrumpfen also zu Punkien zusammen, und der
Spiegel ist eine Ellipse (bzw., wenn man virtuelle Bilder mit her-
anzieht, eine Hyperbel) mit den Brennpunkten P; und P,. (Vgl.
* auch (32) mit (6)!) -
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Die Antwort auf die erste Frége ist also negativ. oder trivial, .
jedenfalls gelangt man ‘eben nicht zu Kurven, sumdern Zu ifestem_ _

~ Punkten..

Um die zweite Frage A beantwarten nehmen wir dlle y-Auhse
als P;-Kurve. Dann wird '

"bn/Z-ﬁ-t%w =@ =7, yi=n/2 ‘ét,‘

- ferner (28:):

’ . . ’ .
¥ = psiny = gcosz

und mit Ricksicht auf (15): -

L N tangw(i+——coty;) == cotv:_;__@'_»-
o ry. 30 \ 39 ,
also L :
' 2 1

" ry=ad p%sint,

~wobei der Expunent gewahlt ist, um als Strecke ‘deuten zu
konnen. : |

Um die Integration bequem durchfiihren zu konnen, setzen wir
ry=0usnt

und erhalten dann W@gen

1,
- ) . _'3—
.
aus |
ry = g@Cost

~die Differentialgleichung

u'sint + wcosT = W COST
mit der Lésung

= (L+#sin’z) 2,
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50 daﬁ_'der‘ Krﬁmmungsradiuslg des Spiegels als Funktion des
Neigungswinkels 7 der Tangente gegeben ist durch '

3

(33) ' 0= a(i’-{-»z sin? r) 2.

Die Gleichung der Spiegelkurve in rechtwinkligen Koordi-
naten ist dann o

L=y = asinr(ﬂt%—.xsinzr)w 2
S - _3
y=a [z si\ﬂt(ﬂl+zsimgr)~2 dz .

(39

Es mag der D‘eutlichk‘eit.wegen gestattet sein, nochmals her-
vorzuheben, um welche Aufgabe es sich handelt: Selbstverstind-
- lich liefert jeder Spiegel das »Bilde jeder Geraden g;, denn die

Kaustiken der Punkte ‘P; haben Spitzen. Wenn man aber noch
~dazu verlangt, daB die Strahlen, die nach der Reflexion Spitzen-
tangenten werden, also die »Hauptstrahlens, auf g — wir wihlen
dafir die y-Achse — senkrecht’ stehen sollen, so kommen nur die
durch (33) und (34) gegebenen Kurven als Spiegel in Betracht.
8. In dieserh Zusammenhange, nimlich als Spiegel fiir die
‘Gerade mit orthogonalen Hauptstrahlen, begegnet uns jetzt die
Parabel wieder, die wir.aus.(33) und (34) erhalten, wenn wir
% =—1 wihlen (vgl. § 3, Nr. 3, Formel (17)).
Wir wollen die Diskussion der Bildkurve, also der Kurve
vierter Ordnung: | '
' Ty = 2z = 2au
- u? N 2u? of 1 2a?
. =qgl— = _—
v 2 "1-w?)” ™\8a ba?—a2

zum AbschluB bringen. Sie fithrt auf .eine einfache Konstruktion,
denn es ist
I+ 1+tg?r oz

=z = % T tg%z  cos2t

SP, = rg'# Iy

Um das Bild ‘eines' Achsenpunkts P, zu erhalten, hat man
‘also zundchst den Schnittpunkt S des in der positiven z-Richtung
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verlaufenden Hauptstrahls mit der Parabel zu bestimmen und
- dann den durch : -

'gege]oen‘en reflektierten Hauptstrahl zu zeichnen. Verléimgem*‘b man

P, § bis zum Schnitt @, mit der y-Achse, so wird -

x

: | 50 =~ “cos 2z )
Es ist dann | '
o S SPy = Q,S
Das Bild wird reell (r, > 0) far
0<y <af2,

| also, wenn P, auf der Parabelachse zwischen dem Scheitelpunkt

und dem Brennpunkt liegt. Fiir den Brennpunkt (y,=a/2, t=m/4)
erhdlt man einen unendlich fernen Bildpunkt

i’a-:ZGa y2=m'

Wird y,; > a2, so wird das Bild ]5’2 mrtuell ‘Dieses »Neben-.
bild« verhalt sich also geradﬂe umgekehrt wie das durch die Hohl-
spiegelformel bestimmte, von Hauptstrahlen in Richtung der
Achse ]beruhrende Bild - :

ays
Z\ym—w ’

%—“‘O‘m Yo =

das fiur dllas erste Intewall virtuell, fiir das zweite reell ist.

Man kann auch leicht die Wendepunkie des Blldes bestlmmen.
Die Gleichung :

dwy, d°yy 4y, d*z, —;‘G
‘du du®  du du®

fithrt namlich auf
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(ﬂ'fuz)g + 4 (ﬂ. —uz) +16n®
= (1 +u2)2 (5—u?) = 0.

Demnach haben wir (rechts von der'y-Achse, und ebenso bei nach
links gerichteten Hauptstrahlen) nur je einen Wendepunkt, be-
stimmt durch

' tgr =u = }/g,

also
5 10 ) 5a

Ty = 2{11/5,‘ Yo = CIZ(§+—1—_'Z

- mit reellen Koordinaten, der seinerseits, wie schon das Vorzeichen
lehrt, ein virtuelles. Bild von

z=0, y =5a2 (>a)
ist. | '

Spiter, wenn wir im einzelnen auf die Wendepunktsbedin-
gung eingehen (§ 6, 3), werden wir feststellen, dal ganz allgemein
das Bild P, eines Punkts der durch orthogonale Hauptstrahlen
abgebildeten Geraden niemals zugleich Wendepunkt der P,-Kurve
und reell (im Sinne der geometrischen Optik, d. h. $P, = r, > 0)
sein kann. -

§ 6. Die Wendépunktsbedingumg.

1. Wir wollen jetzt die Bedingung dafiir aufstellen, daB die
Bildkurve an einer vorgeschriebenen Stelle einen Wendepunkt hat.
Ist diese Bedingung durchgiingig erfiillt, so wird das Bild eine
Gerade. |

 Wir setzen bei dieser Untersuchung grundsitzlich voraus, daf
die Abbildung durch Vermittlung con Hauptstrahlen erfolgt, die auf
der Py-Kurve senkrecht stehen, daf also (31) erfiillt ist.

Es empfiehlt sich, fiir diese Untersuchung neu einzufithren:
(35) g = (1—f coty)?,

denn dann wird einfach
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0COSY e* cosy

‘ v e¥ cosw .
1—9’/3@001&@/) 1— ]‘cotmp — 8o o8y

r2=

Bei dieser Substltutwn (35) nimmt (31) die neue Form an

_ (gweue Form der 0rthogonahtmsbedmgung)

(36‘) " | g'= tangw"(2—5g+2g‘ +y (g“’ﬂgg))’

und ist schon deshalb ubersmhﬂmher als (31) ‘weil nur noeh erste

‘Differentialquotienten hier auftreten.

Die weltere Rechnung gestaltet smﬂh dann in ﬁowlgemder Wmse
Aus .
Ty = ge* cosy

folgt ciu_r'c]h' Differentiation
ry =¥ (3f geosy — gy'siny+g cosy)

oder nach (36), also mit Verwendung der Orthogonalitétsbedin-
gung, die wir als erfillt annehmen, und wegen (35):. |

!

7y = ¢ siny (3g(1~g™) - y'g + 2-5¢ + 28" +v'(¢ =2¢")
= eai sin P (_71 =2g+2‘ga_2w,g2) ..
Des welteren smd die a]lgememem Formeln (18) bis (20)‘ 20 be-

niitzen, die Richtung und Krimmung der Py-Kurve ubersmhﬂhch '
zu berechnem gestatten. .Man erhilt ‘

Uy = 63"(‘1+9iﬂzw(—1~2§+2g —2y'g") +g cOS w(w 1)]
= e¥(cos®y — 2gsiny) (1- g-}_—gzp), . B

" v, = ¢* (sinycosy (—1—2g +‘2g2—2w"g2)—‘s‘mip cosyp g (v'—1))
= ¢*sinycosy (—1-2g) (1—¢ +gv'), |

oder mit Einfithrung von -

(37) | T =e(l—¢g +gy)').,' |
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[, ‘ Uy = 1—Wsin'y,
(38) 1 V,= —Wecosy,
l | W = siny (1+2g),
* erhdlt man-
i gy —ya o =k of + uyvy — vyu
(39) | = T (U3 +V+ UV, =V, U;) .

Diese Rechnungen sind gewiB etwas unbequem; sie wiirden aber,

wenn nicht hier und an fritheren Stellen Faktoren heraustriiten
(vgl. z.B. (29) und (2.‘9"))‘,’ noch viel umstdndlichere Endformeln
herbeifiihren.

' Die Wendepunkisbedingung findet man jetzt, indem man in
(39) den zweiten Faktor gleich Null setzt: | |

(40) - 1—5sin?y +10g s‘ingipezp’(coszw +2g (1+sin2w-)) =0.

Nullsetzen des ersten Faktors T wiirde auf die Bedingung 2,=1,=0
fithren, kommt also nicht in Betracht.

- Integriert man (36) und (40), so erhalt man die P,-Kurven
(zugleich die zugehérigen Spiegel und Bildkurven), bei denen die
Abbildung durch Hauptstrahlen, die zur P,-Kurve orthogonal
sind, auf Gerade erfolgt. Diese gemeinsame Integration 14Bt sich
wohl nur in Gestalt von ‘Reihe‘ne‘ntm-c]dwngen durchfithren; wir
werden zum SchluB (Nr. 4) ein solches Beispiel kennen lernen.

2. Besondere Aufmerksamkeit ist aber hier den Nebenbedin-

gungen zuzuwenden, die fir den Abbildungsbereich erfillt sein
sollen. ry = § P, ist positiv, auch soll r, = §P, positiv sein, damit
ein reelles Bild erhalten wird.

Es ist aber
g . ';'rz%‘tgeé’fcosw
und ,

%’ cos p e cosy
T 14fcoty | 2_g7

ry

3

also muf} g positiv und groBer als 1:2 sein.
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Weiter aber verlangen wir, da$ - die P,-Kurve dlemm Splegel
(in der Umgebung von z=0) die konvere Seite zukehrt. Zu diesem

Zweck ist zu forderm daB dhe Evolmtemdar‘s‘twellung dwer PfKuwe 7

oy, ‘7 "'2 7 ,‘g . 7‘-
Y (7 +91") L m(Ey)
§m=x1-— Py Ty M=t o
- LY=o T Y1~ Y1 %

firr 7=0 einen négaﬁiven Wert von & —x; und 'einem positiven.
von 7, —y, liefert. Fiir z=0 erhal‘ﬁ;en wir mit Rueksmhh auf (29]
umd (29"): ' :

mm = —eesy [ m ),
A 1
| Th TG Tt
“also muB s
| 11
TR

sein. Die Au'ﬂi:isun.g'vbn (40):

, _ 1-5sin*y +10gsin®y
" cosPy+2g (1-+sin® )

gibt aber wegem g>%1 fir ¢ einen positiven Wert; demnach
muf sein: | '
t>9'>0.

J ed‘enfal‘ls mufl. also

sein, also
und, zusammengefalt:

[ g>1,
(41 : -0
(41) : Ct=1-g7 }"‘P! >0.




/’*\‘ .

~ferner ist ‘n_ach' (3A3).: .

32 (A.15) o HeivricH LIEBMANN: |

Man sieht also z. B., daB man, immer fiir =0, 3’ nicht gleich
Null annehmen darf, daff ferner, von dem besonderen Falle ¢ =10
abgesehen, j' nicht Null sein darf.

" Beachtet man - dies nicht, und in dieser Lage befindet man
sich, wenn man ohne die allgemeine Orthogonalititsbedingung (36)
und die Wendepunktsbedingung (41) zu kennen, die Reihenent-

. wicklungen bei Annahme bequem scheinender Anfangsbedingungen

aufstellen will, so mufl man notwendig scheitern.
- Es.ist z. B., sit venia verbo, ganz niedertrichtig, wie bei sym-

* metrisch zur y-Achse angenommenem Spiegel (f'=0 fir 7 =0)

und schriigem Strahleneinfall (y,+ 0) trotz lebhaftester Anstren-
gung entweder das Bild der P-Kurve virtuell wird oder die P;-
Kurve gegen den Spiegel konkav wird.

3. Wir wollen jetzt versuchen, dem in §5, Nr.2 besprochenen

- ~ Geradenbild einen Wendepunkt einzuimpfen; dabei fillt die »Kon-

vexititsbedingung« der P,-Kurve fort. Die Untersuchung ist inso-
fern abweichend von Nr. 2 zu fahren, als wir jetzt nicht den

- Wendepunkt an die Stelle z=0 verlegen, sondern (vgl. § 5, Nr. 3)
“die Stelle des Wendepunkts zu suchen haben.

Es ist jetzt nach § 5, Nr. 2:
=2 —7, | p =—1

und die Wendepunktsstelle der Bildkurve wird nach (40) bestimmt

 durch © . :
(42) 2—6costr+g(2+12c08%7) = 0 ;

r

‘ | : 2
—xsin®z
C=-g~—tg1=w—.—2.—,
30 1+xsint
g=_ 1 14+ zsin®z

1-¢ T 44 2xsin®t ]

und (42) geht nach Division' mit 2 durch Einsetzen dieses Werts
iiber in o

(— 2+ 3 sin? 7) (1+2%sin?z) + (T—6 sin®7) (1+ =sin’7) = 0,
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eine Gleichung, die in sin’z linear ist und fir die Wendepunkt- - - :
stelle ergibt: SR

(43) - osin?r, = i

Damit also ein reeller Wendepunkt auftritt (d h. ein Wende- o _I___-f\:»?
punkt der Py-Kurve, dessen Koordinaten reell sind), muB » nega- o B
tiv sein und _ 4 S

5 < 3-3x : S e
oder o

Ferner soll
, o= a(l+zxsin’z) 2 | B p
reell sein, also
S5 342x
1 =
STV R Sl Y i e

Damit hierin der Zahler positiv ist, muB

, 3
L

sein; also ist die Realitdtsbedingung

“)y e

N[:u

Verlangen wir cin reelles Bild, so muB

ry > 0
oder
1 1+ 2xsin?r,
g ’l+xsin2r0

In diesem Ausdruck ist der Nenner swher positiv, der Zahler
aber, ndmlich

3+8x%
14+ 22sin?z, = 2

Sitzungsberichte d, Heidelb. ..Aka‘d.,ma,th.-lmt-urw. KI. A. 1920, 15. Abh. 3
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nur dann positiv, wenn

5

ist, also aullerhalb der soeben gefundenen Schranken liegt,

Demnach kann niemals erreicht werden, daB ein Punkt S
der Geraden (bei Abbildung mit orthogonalen Hauptstrahlen) ein
reelles Bild besitzt, das in einen Wendepunkt der P,-Kurve hin-
einfallt; wohl aber kann, wenn (41°) erfiillt ist, wie z. B. im Falle
#z=—1 (Parabel), ein ¢iriuelles Bild einmal Wendepunktstelle sein.

Jedenfalls zeigt diese Ausfihrung, dafl eine Wendepunktstelle
nicht ohne weiteres aufzutreiben ist, als reelles Bild iiberhaupt
nicht.

4, Zum SchluB soll noch ein Beispiel mit symmetrischem
Spiegel mitgeteilt, d. h. es sollen die Anfangsgheder angegeben
werden. Die Reihenentwicklungen sind aus (36) und (40) zu ge-
winnen.

Wir setzen an:

HF2 e, ﬁzl 4
g2y T T
a
Y= g1 J'W:i B
Man erhalt:
,_ BT %7
EZ 47 95 THas0 |
T 26
Y75 Ten T
daher wegen (35) und (30):
PO
= a0 T oo T

2
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(2 3¢ 3089 )
Yyp=a| -+ I I

3725 T mo000 - "

endlich aus (29) fir den Krimmungsradius g, der P,-Kurve:

wobei die Sternchen bedeuten, da3 bei Berticksichtigung- der Glie-
der bis zur dritten Ordnung (7*) in y und bis ‘zur zweiten Ord-
nung (1:2) in g die gerade Funktion 4* bis zur vierten Ordnung
sich berechnen it und eben Glieder zweiter und vierter Ordnung .
nicht enthalten darf. Man tut gut, diese Rechnungsprobe durch-
zufihren.

Noch ein Wort iber die GroBenverhiltnisse (fiir r=0).
Hier ist '
2a a
H= o, e ==, 1= 2a,

3 6

also r; viermal so groB als der Radius der P-Kurve, r, zwolfmal

so groB. Die Py-Kurve liegt hinter dem Apparat, dieser zwischen

Spiegel und Bild. Das stort aber nicht, da durch geringe Neigung.

ohne Beeintrachtigung des Ergebnisses die reflektierten Strahlen

iber den Apparat hinweggefiihrt werden konnen. = -
Das Bild ist vergroBert, und zwar ist

ow|r:»o

‘ 1
Adsy:dsy =—: — =3.
-5“2 $1 5 3

- Man kann die Abblendung vermeiden, also auch die Not--
wendigkeit, den Spiegel gegen die Spektroskopebene zu neigen,
wenn man g, =2 und tang y,=0,25 nimmt. Freilich wird dadurch
der Apparat kompendisser, denn man erhilt (fir r=0):

3=*




36 (A.15) Licsmaxs: Katoptrische Abbildung, insbesondere Bildebnung.

)15 )1 /15

91'—*—45763—"“11 = 6 @, ry= 9 9 =37,
es wird also
| o . 228
‘ o ry = 21 91

.

statt des fritheren Werts r,=4¢,. Dadurch werden die Dimen-

sionen betrachtlich vergriBert.




