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Neue elementare Begrimdung und Erweiterung
der (aloisschen Theorie.

(¥ortsetzung.?)

§ 5.

Zu dem Transmutationssystem © der Dirigenten oy, g --., 0z UeS
Kirpers (5 oy, 05« 0p) und seinen Quotientenmischgruppen isomorphe
Transmutationssysteme rationaler Funktionen von oy, 0o, - - - 05 Dievirre-
. duzible Gleichung fiir eine primitive Funktion des Kaorpers (F; oy, 05+ -+ or)
und ihr Zusammenhang mit dem Transmutationssystem ©.

Zuniichst entnehme ich fiir die folgenden Betrachtungen einem Auf-
satz, der im Jubiliumsband des Journals fiir die reine und angewandte
Mathematik anliiflich dessen hundertjiihrigen Bestehens erscheint, die
Begriffe des abstralten Tlrm%mutatmnssystems oder, wie ich auch sage,
der Mischgruppe, weiter der Quotientenmischgruppe und des
Isomorphismus zweier Transmutationssysteme.  Eine
Mischgruppe T besteht aus zwei Gattungen von Elementen: & und o
Die Elemente von & bilden eine Gruppe, die athe in & enthaltene
Gruppe, den Kern von ¥; die Elemente 1 von .@, der Schale von %,
Jassen sich als rechtshindige Faktoren mit jedem Element von ¢ kom-
ponieren und besitzen inverse Elemente H—!, so daf stets das Produkt
H H—! gebildet werden kann und gleich E ist, wobei E, das Einheits-
element von & bedeutet. Die I‘lemente H—l brauchen nicht der
Mischgruppe £ anzugehiren. :

Die wesentliche Eigenschaft einer Mischgruppe ¥ ist, dal} sie sich
nach ihrem Kern & zerlegen likt in

T=0G-+GH,+-GH,-..,
wobei die Komplexe @&, 17, G H,, ... untereinander elementenfremd
sind.

Das Transmutationssystem & der Dirigenten oy, 0o,..., g5 des
Korpers (P 01y 09s.++ o) ist, wie man unmittelbar sieht, eine Misch-
gruppe im definierten Sinne, und. »war hier eine endliche, d. h. eine
solche mit einer endlichen Anzahl von ‘I'ransmutationen.

1y Die ersten vier Paragraphen dieser Arbeit sind erschiemen in. diesen
Sitzungsberichten Jahrgang 1925, Abhandlung 7. zifiert mit 1.
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4 ALFRED LoEwY:

Der Kern von & ist die in & enthaltene maximale auto-
morphe Untergruppe &, der Dirigenten oy, 0,,..., 0, des Korpers
(P; 01y 031+~ 01) [vgl Satz 1 des §4 (I 8.37)], und man hat die
Zerlegung © = €, - &, ™P, —- &, P, L ... - G,MP, ) |Satz 2
des § 4 (I S.39)].

Ist Il irgendeine im Kern @& einer Mischgruppe ¥ enthaltene Unter-
gruppe, so bestimmt 1l eine neue Mischgruppe. Das neue Trans-
mutationssystem bezeichne ich mit Z:1l| und nenne es die Quo-
tientenmischgruppe [ 1. Die Elemente dieser Mischgruppe
sind die Komplexe, die sich bei der Zerlegung der Mischgruppe § nach
der im Kern & von ¥ befindlichen Untergruppe 11 ergeben; eberso
wie man ¥ nach seinem Kern & ?erlegen kann, liBt sich € auch durch
Fortfihrung der Zerlegung nach jeder in & enthaltenen Untergruppe 1l
zerlegen.)) Zur niheren Untersuchung von 1E|11 betrachten wir die -
Gesamtheit derjenigen Elemente N des Kernes & von ¥, dic mit [
vertauschbar sind, fiir die also U N= N1 ist; diese Elemente bilden
eine Gruppe M, den sogenannten Normalisator von || — die grofite
Untergruppe von @&, in der 1l invariant ist.

Wir zerlegen & nach der in ¥ enthaltenen Untergruppe 9t und
erhalten

(1) T=R-+NP,~NP, ... NP,

wobei Py, Py, ..., P, Elemente aus ¥ bedeuten und die Komplexe
R, NP, NP,, ..., NP, untereinander elementenfremd sind. Durch
Zerlegung der Gruppe J nach ihrer Untergruppe 1 ergebe sich:

" (2) R=ULUN,+UN,+...+UN,.
Daon besteht fir 3 die folgende Zerlegung (3) nach 11:
(3) T=N-+-UN,+UN,+...+-UN, -

0P, UN,P,~UN,P,L... -1LN,P, -

NP,~ IN,P,+- IN,P,+ ... 1lN,P,,
wobei die Elemente von I W| die auf der rechten Seite von (3)

*

) Ist § selbst eine Gruppe, besteht also T nur aus Elementen seines Kernes
@, so sind die Elemente von ||Z || in der Terminologie des Lehrbuches der
Algebra von H. Weber (Bd. 2, 8.8, Braunschweig, 2. Auflage, 1899) 1l und seine
Nebengruppen. Ist £ = ® und ist auherdem noch Il invariante Untergruppe
von ®, fillt also der Normalisator R von Il mit ® = T zusammen, so geht
IZ [N in die von C. Jordan (Bulletin de la soc. de France, 1,46 [1873)) in
die Wissenschaft eingefihrte und von O. Holder (Math. Annalen 34, 33 [1889))
wiedergefundene Quotientengruppe @ | Il dber.
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stehenden np Komplexe UN;P; (i=1,2,...,n; j=1,2,...,p) sind und
N, = P, das Einheitselement F; von @ bedeutet. Sind UN; und NN,
swei Komplexe, die in der ersten Zeile auf der rechten Seite von (3)
stehen, so ist (LAN;) (WN,) =1 (N,1) N =1 (UN,) N, = (W) NV, N,
=UN; N, = ILV;, wobei N;= N; N, wegen des Gruppencharakters von
% ein Element aus %, also UN; ein Komplex aus der ersten Zeile von
(3) ist. Diec Komplexe der ersten Zeile von (3) bilden also eine Gruppe,
die Quotientengruppe R !11; diese ist der Kern von || T ||}’

Irgendein Transmutationssystem I* heifit zu der Quotientenmisch-
gruppe ;¥ | 11|} isomorph, wenn $* aus np Elementen besteht und der
Kern von ¥* eine zu dem Kern vou |T|1l]| (das ist die Quotienten-
gruppe N |11) isomorphe Gruppe ist. Dann Bt sich $* in der Form
schreiben: _ | -

(3% k=T FLTo*+...+ T, x4+
TP+ To¥Py* .. .+ T,* P - -

TFPo* + T¥Pp* 4. - T,* Pp¥,

wobei die Elemente Ty*, T,*, ..., 7,* eine Gruppe bilden, den Kom-
plexen R, RUy, ..., RN, entsprechen und die Zuordnung so beschaffen
ist, dab, wenn T%* und WAN;, T;* und 11 N; Partner voneinander sind,
dies auch stets fiir die Produkte 7'*T,* = 7/* und (L.NV,) (UNk)‘=
LN, N =1 N; zutrifft. Ordnet man den Elementen T)*P;* (b= 1,2,.
l=2,8...,p) von T* die Komplexe I N; P '
(WN,)) UN,.P)=UNN,N.P,=1LN;N,P, llNP und dlesem K0m~
plex entspricht kraft unserer Zuordnung T#Px = T TXP* =
(1'% (T3*P,*), also das Produkt jener Flemente dle den Komplexen
N, und UN,.P, zugeordnet sind.

Fir das Fo]gende ist es noch erforderlich, einen weiteren Begriff
einzufiihren, niimlich den des Hyperisomorphismus der Misch-
gruppe Z* mit -der Quotientenmischgruppe ||| Die Mischgruppe
$* soll zu |Z |1 hyperisomorph heifen, wenn Z* aus np Ele-
menten besteht, die Elemente T)¥, T,%, ..., T,* eine zu dem Kern von
(Z{N}, der Quotientengruppe N |1 isomorphe Gruppe bilden, chne daB
die Elemente 77%, To%, ..., T',* notwendig den Kern von £* erschdpfen
miissen, die Elemente TV*, T.* ... T,* brauchen also im TFalle des
Hyperisomorphismus eventuell nur eine Untergruppe des Kerns von §*
zu bilden. Ist T* hyperisomorph zu | {lf}, so konnen demnach die np
Elemente von I* sich gegebenenfalls in umfassenderer Weise kom-
ponieren lassen, als dies fiir die auf der rechten Seite von (3) ste-
henden Komplexe, die Elemente von |$ ||, zutrifft. -
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Ist im besonderen 1= I, wobei ¥, das Einheitselement der Misch-
1 Ly

- gruppe T bedeutet, so heifien die Mischgruppen % und £ iso-

morph beziehungsweise % hyperisomorph zu &,

Wir beweisen nunmehr den fiir das folgende grundlegenden

Satz 1.1) & sei das Transmutationssystem der Dirigenten
01 09y -+ 07 des Korpers (P; 04,05, .. 01). Weiter bedeute &,
eine Untergruppe von &,, der maximalen automorphen Un-
tergruppe des Transmutationssystems ©. Ist o, (05,00 .., 01),
Gy (015 D2r -+ Ox)s ++ 07 (045 03y ..., 0p) €in System rationaler
Funktionen von 95 0 ..., o, mit Koeffizienten aus I, dje
simtlich bei allen Transmutationen von &, ithre Werte
nicht indern, von denmen aber bei jeder &, nicht an-
gehorigen Transmutation aus & mindestens eine Funktion
ihren Wert verédndert, so ist das Transmutationssystem X
der Dirigenten o6y, 0, .., 5 des Korpers (Piay, 0y ... a)
hyperisomorph zu dem Transmutationssvstem, das die
Quotientenmischgruppe © &, bestimmt.

Unser Satz besagt: Das Transmulationssvstem X besitzt eine
automorphe Untergruppe 2,. Ist %t der Normalisator, den &, inner-
halb der maximalen automorphen Unt‘et‘gruppe &, des Transmuta-
tionssystems © Desitzt, besteht also 9 aus der Gesamtheit aller auto-
morphen Transmutationen von &, die mit &, vertauschbar sind, und
lauten die Gavoisschen Zerlegungen der Gruppe 9t nach ihver invarianten
Untergruppe &, und des Transmutationssvstems & nach seiner auto-
morphen Untergruppe N

(i) ©=N4+NP, -NP; L ... - NP, beziehungsweise
(‘2) % = Ea‘ + 6(1 ‘N-E — @a :\‘73 { + l&a ns
so enthilt 2, die 2 Transmutationen

"

(e, n s, Gha,m,) (=12 um,

. 01 0p -+ OF ‘ C

wobel N, = E; = (1 2 J’) bedeutet, und ist isomorph zu der
0102 -0k

Quotientengruppe N &,. Die weiteren Transmutationen von 2' haben

die Form:

v O L9
((m)@ﬂzv P, (8., Py . (0@, N,Py) (=12 G =2,3)

1) Die Bezeichnung kniipft an Satz 6 aus I, 8. 48 an. Fir £ und 1l haben
wir in (1) und (2) & und &, gesetzt.
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Aus dem automorphen Charakter von X, folgt die Existenz
von [n rationalen Funktionen Ry (o3, 65 ... 6)) von oy, og..., o
(h=1,2..,1;1=1,2,...,n) mit Koeffizienten aus P, so daf
' ! (Gl)gaNi:' R]_i (0'1" Ggy « vy al))
(0.'2) &fl,Ni = 'R2i (01,‘ Ooy « .« oy Gl),

t

(4) P
(Gl)@n-Ni = R,; (63, 09 .., Gp)s
t=12,.., n

ist.
Dal das Transmutationssystem 2 aus den n p Transmutationen .

o, Oy NN T )
| ((01) ©a NiPj (0) & N F; ... (0,) &, N; P

(t=12,...,1; J=12,...,p) besteht, die der aus den Relationen
(1) und (2) zu entnehmenden Gavrosschen Zerlegung

8 =6, +6,N,+ 6, N,+... -8, N, +
§ﬂ1)2+@aN2P2+€aN3P2+" "%"@a-NnP‘.!."‘%"

@‘pr'*'@aNi’Pﬁ”"‘@aNgPp‘f“n‘+6cLNnPP

entsprechen, ergibt sich aus Satz 6 des § 4 (I Seite 48). Die Funk-
tionen (0y) &, Ny, (63) &, Ny, .., (6,)S, N; bleiben bei den Transmutationen
von N;1&,N; ungefindert. Da 9%t Normalisator von &, ist, ‘also R
die . Gruppe &, zur invarianten Untergruppe besitzt, hat man
N1, N;= &, dJede der Funktionen (¢,)&,N;, (6,)S; N, .« -5
(o)) &, N; ist mithin (vgl. Satz 4 des § 3, I Seite 24) eine rationale
Funktion der voraussetzungsgemif zu der Gruppe &, zugehbrigen
Gréflen o, oy, ..., 6;. Hiermit ist die Existenz des Gleichungssystems
(4) erwiescn und gezeigt, dall 3 das automorphe Untersystem 2,:

0 0y cer O :
(8. 3 &N, Gy &, x,) (=D
enthilt, das der ersten Zeile von (3) entspricht. Sind N; und N,
zwei Transmutationen aus RN, so ist das Produkt der ihnen zugeord-
neten Transmutationen aus 3, nimlich
o, 0, cie 0
(D% 3, (&, L () &)
. 0y Oy ree Oy
(("1) ©o Ny, (0) &y Ny .- . (0)) &4 Nk)
_( 0y G2 e Oy
o) & N; (02) & Ny ... (0,) & Ni) -

((01)611Ni ] (02‘)%‘@N€ "‘(Ol)E‘aNi ) )
' \(01) &, Ni}“Tk (03) @a N;Ng ... (G‘l) @ar Ni ‘Nk
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Ga T ] ‘\_

o (("51 a E“' i (r"') e’n i '-Z\’l : (01) @(f *’7\"1' I"'l;/ .
ersichtlich dem Produkt &, N; - &, N, zugeordnet. Das automorphe
System X, ist daher der Quotnen‘tenm appe N.&, isomorph. Hiermit
smd alle wesentlichen Aussagen des Satzes 1 bewiesen.

Da Gy s ..., G, nur rationale Funktionen der Dirigenten
015 Oay - + -5 03 des Korpers (P; 04, 0g. - -+ o) sind und &, N; cbenfalls
bloB 'mtomorphc Transmutationen der Grioben gy, va. . .., 0 bedeuten,
hat man im Gleichungssystem (4) ausschlieflich Relationen zwischen
01 Oos - - -, 0 mit Koeffizienten aus P vor sich und kann hierauf jede
Trapsmutation P; (j=1,2,..., p) aus dem Transmutationssystem &
anwenden. Hierdurch erhiilt man:

(0) ©¢ Ny Py = Ry; ({61) Py (o0) Ljs o oo (o) 1)
(05) ©¢ N; Py = Iy; ((01} Py, (3) Pyy .oy (5)) Pi-)’

(3)
(Ul) @(z Nf 1)7 - Rll (\([jj) l)jJ (G‘_’) I)}F ey (0[] PJ\)!
(=1,2, ..., 05 J=1,2, ..., pj, wobei I’} =N (g 1:); ::)f) also

die identische Transmutation ]:1 von © bedeutet_

Wir behaupten: Ist P; eine automorphe Transmutation aus 6—,
befindet sich also P; in der maximalen automorphen Untergruppe
S, von &, und wird weiter vorausgesetzt, dafi die unter (5) betrach-
teten Funktionen (q,) &, N; P;, (r,)@“ NP5y (0,)8, N; P; im Korper
(P, 6y, 05, ..., 0,) gelegen sind, so o-ehnm: P; dem Normalisator it von
@&, an. Besteht ndmlich fiir eine autommphe Transmutation P; von &
das Gleichungssyvstem

(01 ©¢ NiP; = iy (64,00 . ... 6,

(G") 6(1 1Vz P) ;2 (Gl’ oy o vny ”1):
(6)

(01) S N: ;= 4y (5y0000 0y ay)s

wobei die / rationale Funktionen ihrer Argumente oy, 6,. ..., 0; mit
Koeffizienten aus P bedeuten, so kann man. auf (6), da es sich um
Gleichungen zwischen o5, 04 ... gp mit Koeffizienten aus P handelt,
die Transmutationen €, aus & anwenden; hierdurch iindert sich die
rechte Seite von (6) iiberhaupt nicht, da die Funktionen ay, 6, ..., q,
bei &, ihren Wert beibehalten. Mithin hat man:

(6)) &, N; P;8, = (6,) B0 N: P, (6)8, NP6, = (0) €, V: P}, ..,
(6) &, N; P; &, = ()&, N; P; oder wegen (5):
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((6) 8, N; P&, = Ry; (o) P (0P .. ,(ql) P),

@) (Go)@ N, P&, = Pm((“l) Pj (62) By o (0) Pi_)‘_a |

(Gl) \S::»(, N P;&, = Ru ((51)1)1: (02 SEACH) Pf)'

Auf das Gleichungssystem (7), das auch nur Relationen zwischen
01: 0z - - » 0 mit Koeffizienten aus P enthilt, filhre man die Trans-
mutation P;™ aus, die wegen der Gruppeneigenschaft von &, zu =
gehort; dann erhdlt man unter Beachtung von (4):

(6) &, N;P; &, P/ = (6,) &, N,,
(U;)@ N; P;©, Pt = (6,) &, N,

(Gl) & N; P? &, Pi_l = (o)) &, N;.

Auch die Gleichungen {8) lassen sich als Gleichungen zwischen
01 Oas - - » 0p mit Koeffizienten aus P auffassen und gestatten daher
die Transmutation N;?', die wegen des Gruppencharakters von %t zu
& gehirt. Beachtet man noch, daf ¢, gy, ..., 6;. durch &, ungeindert
bleiben, so erhilt man aus (8):

(00 Ni Py &, B Nyl = 0y, (o) NP3 @, B Nyl = gy .
(02) N; P, &, Pt Nyt =,

Da aber die { Funktionen oy, o, . .., Gz zu &, gehoren, also blofl bm
den Transmutationen &, von & ihren Wert nicht verindern, mufi
N,P;&, Pyt N 1=8&, sein, d.h. N;P; ist mit &, vertauschbar, ge-
hért also dem Normalisator Rt an; folglich trifft dies auch fiir P; als
Produkt der zwei Elemente N;* und N;P; aus It zu, Hieraus
schlieBen wir: AuBer den Transmutationen von 2, kann es in dem

Transmutationssystem 2 (01 %2 < SR )

(01) ©a Ni P;j (02) € N Py ... (0,) &0 N3 F;
nur noch automorphe Transmutationen geben, wenn die P; nicht in
der maximalen automorphen Untergruppe &, von & gelegen sind.
Gibt es aber in X keine weiteren automorphen Transmutationen als
die in 2, befindlichen, so ist 2, als maximale antomorphe Untergruppe
von X dessen Kern und 9|8, ist isomorph zu dem Kern von 3|
das heift 2" und |&|&,| sind isomorph, nicht hyperisomorph. Wir
formulieren demnach als Erginzung zu Satz 1 den

Satz1,. Ist fiir die Transmutationen P;, die nicht def
mwumalen automorphen Untergruppe &, von ange-
horen, keine der aus ihnen hergeleiteten Transmutationen

3#
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o

1 . 0

((‘71) S, N;P; (0,)8, N;P; ... (0,)&, N; P].)

eine automorphe Transmutation der Dirigenten oy, 0y .., 6,
des Korpers (P; oy, 0y .. 57), 50 sind Tund 1€[&,[| isomorph,

w

Der im letzten Satz besprochene Fall tritt im besondern ein, wenn

&, die identische Transmutation El—-:(‘gl ?)2 g’*) wird. Adjungiert
12k
man 6y, og, ..., 6; zu dem Korper P, so reduziert sich alsdann das
Transmutationssystem © der Dirigenten g;, @a, ..., 01 auf diejenigen
seiner Transmutationen, die alle Funktionen ¢, 6,, .. ., 6, nicht findern
(Satz 4 des § 3, I Seite 24), also bei unserer Voraussetzung auf FE,.
Da E, die identische Transmutation ist, gehéren demnach auch die
GroBen oy, 0o - - -» 0z dem Korper (P: 6, 65, ..., 6;) an, und man hat
(Fleichungen ,
01 == (03 G - n 5) (h=1,2, ..., ),

wobei die auf der rechten Seite stehenden Grofien rationale Funktionen
jhrer Argumente bedeuten. Wendet man auf das letzte Gleichungs-

Q1 Q2 -+ -0k

system die Transmutation N;P; an, die ( ) lauten mbge,

. 015 0g - - - Oy
50 erhilt man

(9) Onj = Mp ((0']) Nin! (02‘) j.vi P)‘, -~ (GZ)‘ Ni P’) (h 1,2, .., ’1,)
Werden nunmehr (g,) N; Py, (0,) N; P, .., (6)) N; P; als Funktionen

des Korpers (P; 6,,6,, ..., 5;) vorausgesetzt, so sind sie wegen der
Zugehorigkeit von o, 6, ..., 6; zum Korper (P; ¢, 04, ..., 0;) auch
solche des letzten Kérpers. Alsdann liegen wegen der Gleichungen (9)
die GroBen g; (h=1,2, ..., k) ebenfalls im Korper (P; o,, s, - - -, 1),
das heiBt N;P; ist eine automorphe Transmutation aus &. Mithin
folgt aus Satz 1, der

Satz 2. Ist ©das Transmutationssystem der Dirigenten
01 0ar+ - » O des Korpers (P; 04,05, ..,0;) und wihlt man statt
0105 - -0z irgendein andres Funktioncosystem oy, 0, ..., g,
das denselben Kérper (P; 0,00 ..., 01) erzeugtl), so ist das

Y Anders ausgedriickt: 6, 62, ....9; soll ein zu 5, zugehoriges Funktionen-
system sein, Alsdann kann man statt einer endlichen Anzahl 6, 0,...,0;
rationaler Funktionen von pi, 02,.... 04 auch die Gesamtheit aller im Kb&rper
(P; o1, 0s,. . ., ok) befindlichen rationalen Funktionen von g1, 04, ..., i mit Koeffi-
zienten aus P als zu E; zugehoriges System verwenden, Die Behandlung dieser
unendlichen Funktionenmenge ist der Ausgangspunkt von R. Depexixp in den
Supplementen zu P. G. Lerevse Dmmicerers Vorlesungen iiber Zahlentheorie,
4. Auflage, Braunschweig 1894, S.456ff. bei seinem Studium der Abbildungen
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Transmutationssystem 2 der Dirigenten g, 0, ...,0; des
mit (P; oy Qs -+ ;) Uibereinstimmenden Korpers (P; 61,0'2, s Op)
isomorph zu &.

Das Transmutationssystem eines Korpers ist also,
wenn isomorphe Transmutationssysteme als nicht ver-
schieden gelten, unabhiingig von der Wahl eines den Kor-
per erzeugenden Dirigentensystems.

Wir spezialisieren den letaten Satz fiir den Fall /=1, wihlen also
eine primitive Funktion. 6, (94 @ar - - -» @) Alsdann wird das Trans-
mutationssystem 2 der Dirigente o, des Korpers (P; 91 @a - -+ 03)

von der Form (? .), wobei 6,; alle Wurzeln der irreduziblen Glei-
chung N(z) =0 mit Koeffizienten aus P durchliunft, die durch o, be-

friedigt wird. Fir die identische Transmutation E, = (gi - O
ist der Normalisator # die maximale automorphe Untergruppe &,

von €. Infolge des Isomorphismus von & und X ergibt sich dem-
nach aus Satz 1 und 2 der

Satz 3. © sei das Transmutationssystem dei Dirigenten
op Oy -+ 0r des Kborpers (P; gy, 05 ..+ ¢;) und besitze die
maximale auntomorphe Untergruppe &,™, die aus den
» Transmutationen E,, N,, N;,..., N, bestehe, also &,™ =
4+ N,+ N;+...-+N,. Die Garoissche Zerlegung von & nach
&,™ laute:

& = B, + 8™ P, + &, ™ Py + ... + &M P,
Jede primitive Funktion o, (o, 0 ..., 0x) des Korpers
(P; 01 0g) - - » 0;) gentigt dann einer irreduziblen Gleichung
N(z)=0 des Grades np mit Koeffizienten aus P, und die
Wurzeln dieser Gleichung zerfallen in p Gruppen von je
# Grofient):

eines Korpers. Auf die knapp gebaltenen Untersuchungen dieses grofen Ma-
thematikers, die er bereits 1857 —1858 in Gottingen vorgetragen hat (vgl. a.a.0.
8.484) und die H. WzBer (vgl. Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl, 1. Bd., S.VII,
Braunschweig 1898) kannte, ohne daf sie auf die Literatur Einfluf gehabt zu
haben scheinen, bin ich erst nachtriglich aufmerksam geworden. Depexixps
Resultate berithren sich, wenn man sie aus seiner Sprache und Auffassumg iiber-
trigt, vielfach mit den meinigen in § 1 und 2; die Ableitung ist eine ver-
schiedenartige.

') Dies ist die Spezialisierung der Gleichungen (4) und (5) fir den Fall
!=1. Die Einteilung der Wurzeln einer irreduziblen Gleichung in Gruppen
geht auf N. H. Abels Arbeit ,Sur une classe particulitre d'équations resolubles

i
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(2 (91’ 92 - - 5 Ql.): (Jc) i\v = P (o ’P)’ R ’ .ZV.,, = -Hn (Ur)r
(@%ﬁmm,ﬁﬂmeyWGJ]&=RﬂmmL

@9
h@PW@JMPNimamP@.W()Nm>_ﬂﬂwua“

wobei die Grofien It rationale Funktionen ihrer Argumente
sind. Xeine in der zweiten bis p-ten Zeile stehende Wurzel
ist rational durch ¢, ausdriickbar. Kiirzer: Das Trans-

mutationss ystem ( VN, P) (c':l,‘_’-,..... ny; ) =1.2, .., ist

zu & isomorph.

- Man kann den Satz 3 noch dahin ergiinzen: Jede Wurzel cincr
Zcile des Schemas (9) ist rationale Funktion ciner jeden
beliebigen Wurzel, die sich in der gleichen Zeile befindet;
hingegen ist niemals cine Wurzel eciner Zeile des Sche-
mas (9) rationale Funktion einer Wurzel, die sich in ciner
anderen Zeile befindet.

Bedeutet N, irgendeine feste Transmutation aus der maximalen
automorphen Untergruppe &, von &, so crhilt man durch ihre
Anwendung auf die Gleichungen der ersten Zeile von (9):

(10) (o,) N,, (a,,')I\ N,=R, (a,, N (6)N, Ny = B, (6 )N, ...,
'1‘" _‘Pn((r}“w
Da die letzten G]eichlmgen aueh nur Relationen zwischen oy, 0,, ..., 0
mit Koeffizienten aus P sind, kann man auf sie die Transmutationen
Py, Py .., P, aus & anwenden: hierdurch ergibt sich als Fortsetzung
von (10; "
(50 No Poy () Ny Ny Py = T () N, Pl (o) Dy N, T, =
= R, (e,) N, 1’2), .or; (6N, N, P._2 =R, (o) N P,),
(10)4§
(6.) N, P, (6,) Ny N, P, = R,(l6,) N, P,.). (6) N; N, P,
=Ry ((6) N, P,), ..., (6. )N, N, P, =R, ((c,) N, P)).

Nun sind N,, N, N, N,N,. ..., N, N,, abgesehen von der Reihen-
folge, ebenfalls alle Elemente F,, N,, N,, ..., N, von &, Mithin

algébriquement®, Journ. f. r. u, ang, Math. 4 (1829), §1 zuriick, Unsere Zerlegung
(9) 1st eine Zusammenfassung der in Abels Schema auftretenden Gruppen von
Wurzeln, so daf sich in einer Zeile picht wie bei Abel iterierte, sondern nur
rationale Fanktionen einer Warzel ans der Zeile befinden. Abel zerlegt nitmlich,
wie man seinen Prozef beschreiben kann, nicht nach &,0, sondern nach
irgendeiner Untergrappe von Sg0m. die aus einer Trausmutation und ihren
Potenzen besteht.
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haben wir in (10) genau dieselben Grofen wie im System (9) vor uns;
nur haben die in der nimlichen Zeile stehenden Elemente, die- jetat
als rationale Funktionen irgendeiner Wurzel (0,)Nq, (0,) NPy .oy
(6 )N, P, der Zeile dargestellt sind, eventuell ihre Reihenfolge ver-
tauscht. _ _,

Um noch zu zeigen, daB niemals eine Wurzel irgendeiner Zeile
des Schemas (9) oder (10) rationale Funktion einer Wurzel aus einer
anderen Zeile sein kann, braucht man nur zu beachten, daf (o) NP5y
wenn P; = (Ql Q2 - Q’"‘) ist, fir den Kérper (P; 0y 020 -+ v Opi)

@1i Qi - -« Qki
die gleiche Rolle als primitive Funktion wie o, (03 Q.-+ 0p) fir den
Korper (P; @y Og - .. o) spielt. Maximale automorphe Untergruppe
von P; 1@ ist P, 1€, mP;, wofiir man wegen der Zngehorigkeit von
N, zar Gruppe S, auch P;1N,"1&,m N,P; schreiben kann. Die
Elemente dieser Gruppe erzeugen aus (o,) N, P; die Wurzeln der i-ten
Zeile von (10), niimlich :

(0) N, P, (0,) N, P; (P2 N, "N, N, Py) =
= (6,) No N, Py, () N P; (PAN LN, NPy = (6) Ny No P

Fiir den Kovper (P; 014 0Osis -+ 01i) wird die i-te Zeile des Schemas.
(10) zur ersten, und wie sich im urspriinglichen Schema (10) keine
Wurzel, die nicht in der ersten Zeile steht, durch das erste Element (0,)Ng
ausdriicken liBt, kann auch keine Wurzel durch (de) N, P, rational aus-
gedriickt werden; es sei denn, daf sie mit (o) N,P; in gleicher
Zeile steht. |

Hat man irgendeine irreduzible Gleichung N(z)=0 mit Koeffi-
sienten aus P und der Wurzel o,, so bestimmt fiir sie das Trans-
mutationssystem der Dirigente o, des Korpers (P; o) oder das Ver-
teilungsschema (9) der Wurzeln eine Zahl p, die man die Faltigkeit
np
—
ist der Index oder der Quotient aus der Anzahl der Trans-
mutationen durch die Anzahl der automorphen Transmuta-
tionen oder gleich der Anzahl der nicht identischen, durch
die Gleichungswurzeln definierten Kdorper. Im Falle p=1,
wo die Wurzeln der Gleichung nur einen einzigen Korper definieren,
bezeichnet man die Gleichung als Normalgleichung oder Gavois-
sche Gleichung.?) ‘ S

der irreduziblen Gleichung nennen kdnnte. Die Zahl p=

1) Vgl, §2 (I, S. 19).
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§ 6.

Der Galoissche Kdrper und sein Transmutationssystem. Der Galois-
sche Oberkirper & ecines Kirpers (P; 0y, 05y-... 01) und die Darstellung
des Transmutationssystems der Dirigenten o, 0, ..., o, des Korpers
(B; 01 02 -+ 04) in &

Ein Kérper (P; 04y 00y -« -, 01) heifit ein Gavorsscher oder Nor-
malkérper, wenn das Transmutationssystem & seiner Dirigenten nur
automorphe Transmutationen besitzt, also & mit seiner maximalen
automorphen Untergruppe &, zusammenfillt. :

Wir beweisen den

Satz 1. Ist © das Transmutationssystem irgendeines
Kaorpers (P; 04, 0 ..o 01), &, die maximale automorphe
Untergruppe von &, und bedeuten o, (o, o, ..., 01,
05 (019 921+« 0)y -+ 6, (015 05, - ., 0,) beliebige rationale Funk-
tionen von gy, 0s .., 0; mit Koeffizienten aus P, so bilden
die in &, enthaltenen Transmutationen, die simtliche
! Funktionen 6, 6, ..., 6, nicht dndern, eine Gruppe.

In der Tat seien 4 und B zwei Transmutationen aus &™), die
beide 6, 65, ..., 3, ihrem Werte nach nicht dndern, fiir die also (6,)4 =0,
(02) A =05, .. 4 (6)) A =0, und (6,) B = 5,, (6,) B = O ..., (0) B = g, ist.
Da A4 eine automorphe Transmutation aus & ist, hat man in (0,)A =gy,
(6g)4 =0, ..., (0)A = 6, auch nur Gleichungen zwischen O15 Onv -+ s Op
mit Koeffizienten aus P vor sich und kann demnach auf sie die Trans-
mutation B aus & anwenden. Hierdurch erhiilt man (6))AB =(0,) B,
(60) AB = (05) B, ..., (6)AB = (6,) B oder bei Beachtung des oben an-
gegebenen zweiten Gleichungssystems (o,)d.B = op (o) AB =0, ...,
(6,)AB = ¢,, d. h. auch das Produkt AB der zwei automorphen Trans-
mutationen 4 und B von &, indert alle Funktionen 1y Oay + o vy O
nicht. Diese Abgeschlossenhiit in bezug auf die Produktbildung der
in der endlichen Gruppe &, enthaltenen Transmutationen, die alle
Funktionen ¢, 6,. ..., 6; nicht @ndern, ist aber ausreichend dafiir, daB
diese Transmutationen eine Gruppe bilden.

Da fir einen GavLoisschen Kérper keine aufierhalb &, befind-
lichen Transmutationen von & existieren, ergibt sich aus Satz 1 der
Satz 2. TIst (P; 0405 -0 9;) ein Gavoisscher Korper, so
existiert zu jedem System o, (0, 00 .. -, O1) Oy (01 O o vy 01) v+ oy
91 (@ 5s ..+ 0;) rationaler Funktionen von g,, 0, ..., 0, mit
Koeffizienten aus P eine Gruppe &, von Transmutationen,
so daf sich jede der Funktionen 6y, 6y..., 6, bei allen ©, an-
gehorigen, Transmutationen nicht indert, hingegen min-
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destens eine von ihnen bei jeder &, nicht angehorigen
Transmutation von & einen anderen Wert annimmt, Bei
einem Gavoisschen Korper gehért also nicht nur wie bei jedem Korper
zu jeder automorphen Untergruppe &, ein System rationaler Funktionen
01 (01 0o+ 01)s G2 (01091 5 -+ 1y 02)s - - 4 O (013 @2 - - » ©1)s SOndern auch
umgekehrt definiert hier jedes beliebige System rationaler Funktionen
01 (1) Qa5 - + 4 O1)) T2 (015 02 ++ 5 O1)s + - 01 (01 Oav -+ 03) €ME Z ugehdrige
antomorphe Untergruppe &,.

Fir den GaLoisschen Korper folgt weiter aus dem Satz 1a des
§ 9, da es bei dem Gavroisschen Korper keine Transmutationen gibt,
die nicht &, angehibren, der

Satz 3. Ist (P; gy 05 ..+ 0z) €in GaLolsscher Korper und
bedeuten o; (01 @ -~ 02)y G2 (Q1r Qav v+ 01)s -+ 07 (01 Q2 -+ » Q)
rationale Funktionen von g, gy .., 0, mit Koeffizienten
aus P, die bei der automorphen Untergruppe &, des Trans-
mutationssystems © der Dirigenten g, g, ..., 0; ihren Wert
nicht dndern, so ist das Transmutationssystem =2 der
Dirigenten o5, 6, .., 6, des Koérpers (P; 6, 6y ..., 6,) isomorph
2 |6]&,.

Definition. Unter dem Garoisschen Oberkdrper eines
Kérpers (P; 1,05 -- . 0x) soll der kleinste ans P entstehende
Korper verstanden werden, der unter seinen Dirigenten die
GréBen g, 0 .. @r enthilt und nur automorphe Trans-
mutationen zulidbit. ‘

Hat man irgendeinen Korper (P; g, 0, - - ., 01), 50 gibt es in dem
Transmutationssystem & der Dirigenten g,, gy, . . ., 0, Transmutationen,
die g, in jede Wurzel der irreduziblen Gleichung X;(z)=0 mit Ko-
effizienten ans P iberfithren, die durch g, befriedigt wird. Aus der
Gleichberechtigung von gy, g5, ..., 0; mit g, ergibt sich, daff es unter
den Transmutationen von & solche gibt, die g, in alle Wurzeln der
durch o, befriedigten, irreduziblen Gleichung X,® (x) =0 mit Koeffi-
zienten aus P iberfiilhren usw.’

Schlieflich enthilt € Transmutationen, die ¢, in jede Wurzel der
irreduziblen Gleichung mit Koeffizienten aus P iiberfiihren, die durch
o befriedigt wird und die wir mit X,®(x) =0 bezeichnen, Hieraus
folgt: In einem aus P hervorgehenden Korper, der unter seinen Diri-
genten die Grofen o, gy .. ., ; enthilt und nur automorphe, d. h. im
Erweiterungskdrper von P sich vollziehende Transmutationen besitzen
soll, miissen notwendig alle Wurzeln der % in P irreduziblen Gleichungen
X, (@)=0, X,®@)=0, ..., X,;®@x)=0 gelegen sein, die durch 015 02 ++ o O
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befriedigt werden. Man hat demnach dic Gbliche Definition des Gavois-
schen Oberkorpers eines Korpers (P: 0y 02 - .. 02): Der Ganoissche
Oberkirper & des Korpers (P oy 090000 01) 18t derjenige aus
Phervorgehende kleinste Kérper, in dem sich alle Wurzeln
der Gleichung IK(xz)=0 befinden: hierbei bedeutet K (x) das
kleinste gemeinsame Vielfache der ganzen Ifunktionen
X, (@), X,@(@), .., X;®{x), und es sind X,(z)= 0, X;®(a) = 0,
Xz =0,... X;®{@)=0 diec irreduziblen Gleichungen mit
Koeffizicnten aus P, die der Reihe nach dureh die GrioBen
Op Opy v v 0y O befriedigt werden.

Da sich im Gavoisschen Oberkdrper von (P: oy, 04 -+, 040 alle Traus-
mutationen der Dirigenten oy, 04, . - ., 0, vollziehen, kann man nach dem
Satz 7 des § 4 (18.50) den Gavoiszchen Oberkdrper von (I 0, 2., 04)
auch so definieren: Der Garnoissche Oberkdrper eines Korpers
(P; 04y 0ps - - - 0p) Wird erzeugt durch cine primitive IFunktion
6, (01 0 - » 01) der GroBen o, 0, .. 0, in Gemeinschaft mit
den anderen Wurzeln der irreduziblen Gleichunyg mit Ko-
offizienten aus P, die durch 6, befriedigt wird. Von diesen
Gleichungswurzeln (vgl. die erginzende Bemerkung oben
auf S. 13 zu Satz 3 des §5) sind zur Erzeugung des Gavnois-

9]

schen Oberkdrpers nur nicht dureh einander rational
n '

ausdriiclibare ausreichend: dabei ist s die Anzahl der
Trangmutationen & der Dirigenten o, 95, ..., 0, des Korpers
(P; o, 00 --- 0;) und u die in der maximalen antomorphen
Untergruppe &, von © befindlichen.

Hieraus folgt als charakteristisches Kennaseichen fiir den
Gavoisschen Koérper (n=s), dab seine primitiven Funk-
tienen Gavorsschen Gleichungen geniigen.

Nach § 2 ist das Transmutationssystem aller Wuwrzeln ciner
Gleichung die Gavotssche Gruppe der Gleichung. Da man den Gavois-
schen Oberkorper & von dem Korper (P oy, 04, ..., ;) auch durch
Adjunktion aller Wurzeln der irreduziblen Gleichung mit Koeflizienten
ans P erzeugen kann, die durch eive primitive Funktion o, (01, 0 .-+ 03)
befriedigt wird, und weiter nach Satz 2 des § 5 die Transmutations-
_systeme aller moglichen einen Korper erzeugenden Dirigenten isomorph
sind, ergibt sich fiir den Korper & der

Satz 4. & sei der Garoissche Oberkorper des Korpers
(P; 015 0y -+ 0p) der Dirigenten g,, 05 .-, 0z Weiter sei 4;,4,,.., 4,
irgendein System erzeugender Grofien fiir den Korper &,
nnd P bedeute das Transmutationssystem der Diri-
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genten 4y, Ay, .., A des mit & iibereinstimmenden Korpers
(P; Ay 2oy .y ). Dann ist P, weil & ein Gavroisscher Korper
ist, eine Gruppe und isomorph mit:dem Transmutations=~
system.eines jeden den Kdrper & erzeugénden'Syﬁems
von Dirigenten im besondern ist P isomerph mit der
Gavo Isschen Gruppe jeder in P irreduziblen Glewhumg,
die irgendeline primitive Funki}\lou g, des Korpers
(P; 04+ 09 - 0p) zur Wurzel hat. = (e

Wird del Gavoissche Oberkm*pet'.@ des Ixmpem (P; er Q2+ o)
durch Adjunktion der Groficn Al g ey 4 aus P erzeugt, so sind
Op O - 0 als im Korper & gelegene Grifien rationale Funktionen
von ?.],7;,,.,. /. mit Koefhmenten aus P. Da der Korper (P; 1589y + - 5 A1),
das heifit der Korper &, ein Gavosscher Kérper i~t, lift sich ‘anf £

der Satz 3 dieses Palamaphen anwendem und man elﬂmlt den
wichtigen \

Satz 6. Tst ©. das Transmutationssystem der Dirigenten
01 U -+ 0 des Korpers (P oy, 04 - ,L;k) und bedeutet ferner
P das Tmn&smutatloncsgstem 1roendwe]cher Dirigenten
A gy . 4y, die den GaLoisschen Obelkc)rpel K= (P; A Aoy -5 2t)
von (5 o, 0 ... 0p) erzéugen, so ist & isomorph zu der
Quotientenmischgruppe HEB{EBQM .01 dabei ist ZBQI%H 0%
diejenige Untergruppe von J, bei der jede der rationalen

Funktionen gy @9 ++ 95 vOM. 7»1,/2,.. o A em/eln ungedndert
bleibt. o ' '

- Der Satz 5 beweist die Mﬁg-lichkeit der is‘omorphen Darstellba;rkei_t_
eines Transmutationssystems & durch eine Gruppe P und eine ihrer
Untergruppen Po 0,.. . 0;, 5O daf. & i%omm*ph ist zu den Komplexen

P

213@192 %% EBQJLQ"" QLP2’ %192 Qk 3:9192 -0 Ps, N
die sich bei der Garoisschen Zerlegung der G'rruppe EB nach 1hrer Untm—
gruppe ﬂ}& 05+ O ergeben .

Die P-Transmutationssysteme, insbesondere die imprimitiven Systeme.
Imprimitive Gleichungen und imprimitive Korper.,

o

(11, az, ...,(15,
a. @ g f2) g2 v . .
1 aUe Gy B B o
COR T S ‘

alm, ag("’,;. e @ l(i_f),

seien 7 Systeme von je [ Grofien, die siimtlich voneinander verschieden:
sind. & bedeute ecine transitive Permutationsgruppe der Grofen:
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. R 4 y o a Qy
@y, @y - . ., a;.  Die Permutationen von G lauten ar ay, ...az) WO~

bei @y Gy + o0y A7, bis auf die Reihenfolge mit «,, ag, ..+ a; liberein-
stimmen und & entsprechend dem transitiven Charakter der Permu-
tationsgruppe & unter seinen Permutationen ! enthilt, die @, in a,
beziehungsweise in a,, a;, - ., @, iberfiibren. Weiter sei

.a
Hi——-(aln)ggm _ ‘(.y; (t=2,3,.., %)

eine Transmutation von ay, @y ..., a; in a, a,, ..., ¢/". Dann bilde
man das System

S=@-L-6I,\-&I1 ...+@I,
Das System 2 mit den beschriebenen Eigenschaften soll ein P-Trans-
mutationssystem der Dirigenten a,, a,, ..., a; heifien. Das Wesent-
liche der P-Transmutationssysteme ist, dab sie ¢ transitive Permutations-
ay d, a; ) und n_-l‘@‘ni

a,la .o s Oy

gruppen, némlich & mit den Permutationen (
7y

. . am__ a9
mit den Permutationen ( i‘;(,) a0, ) (1=2,3,..,1%) liefern, die

nur in anderen, aber stets verschledenen Symbolen geschrieben sind.

Als imprimitive P-Transmutationssysteme oder kurz
imprimitive Transmutationssysteme definieren wir solche, bei
denen 1< 1< ¢l, das heifit solche P-Transmutationssysteme, die eine
von der identischen Permutation verschiedene transitive Permutations-
gruppe @& enthalten und hierdurch nicht erschopft werden. Diese
imprimitiven Transmutationssysteme charakterisieren die imprimi-
tiven Gleichungen und weiter die imprimitiven Kérper.
Wir geben folgende Definition der imprimitiven Gleichungen: Eine
Gleichung f(#) =0 vom Grade r mit Koeffizienten aus
P heift imprimitiv, wenn sie in P irreduzibel ist und
durch Adjunktion aller Wurzeln &, ¥, ..., % einer in P
irreduziblen Gleichung ¢(z)=0 vom Grade?, wobei 1<¢<n
ist, in das Produkt

) [(@)=chi(a; &) fr(x; do) . (25 9
zerfallt, wobei ¢ eine P augelﬂongeKonstante und f(z; 9y
eine ganze Funktion von = mit Koeffizienten aus dem
Korper (P; #;) bedeutet.

Wegen der Irreduzibilitit von f(z)=0 kann fiir kcine Wurzel o
von f(z)=0 gleichzeitig f|(a; #;)=0 und f;(a; #;)=0 sein, wobei
#; und 9, zwel verschiedene der Wurzeln von ¢ (2) =0 bedeuten. Aus
dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungen f;(a;#;) =0und f, (a; ;) =0
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" wiirde néimlich im Widerspruch zu der vorausgesetzten Irreduzibilitit
von f(z)=0 aus der Zerlegung (2) folgen, dab a mindestens zweifache
Wurzel von f(x) =0 ist. Durch die Zerlegung (2) zerfallen demnach
die » Wurzeln von f(z)=0 in ¢ Systeme:

o, a, Y, ..., oY,

(1) ?1(2}”, a2(2), - al(m,

a,, a9, ..., a0,
so daB a,"), a,\", ..., @' die Wurzeln von f; (z; #;) =0 bedeuten; dabei

hat f, (x; ¥;) wegen der Zerlegung (2) den Grad 1= g Da f,(a,;9#:)=0

ist, hat die Gleichung f (a,?); ) =0 dic Wurzel 9;, und ferner besitzt
sie mit @ (2)=0 auBer 9¥; keine gemeinsame Wurzel, weil, wie schon
oben hervorgehoben, sonst f(2)=0 als Folge der Zerlegung .(2) die
GroBe a,) zur mindestens zweifachen Wurzel hitte. Mithin ist der
grofite gemeinsame Teiler von @(x) und f] (a,); z) die Linearfunktion
z—9;. Der grofite gemeinsame Teiler zweier ganzer Funktionen 1iBt
sich aber mit Hilfe des Euclidischen Algorithmus rational finden; daher
besitzt ¥; einen Wert aus dem Korper der Koeffizienten von ¢ (z) und
fi(a,!; ). Es existiert demnach eine rationale Funktion R (a,) mit
Koeffizienten aus P, so daB d;= R(a,) (¢=1,2,...,¢) wird. Ebenso
wie ;%) haben auch die mit o, in der gleichen Zeile stehenden Grofien,
a,", agt, ..., af? nach ihrer Wahl die Eigenschaft, daB f,{a."); #;) =0,
f1(at; 8) =0, ..., [1 (0 9) =0 (i=1,2, ..., ¢) ist. Folglich hat man:
9= R{a,) = Rla,) =... = R(a/) (i=1, 2, ..., t).

Hiermit ist das Resultat gewounen: Bedeutet f(z)=0 eine
mprimitive Gleichung, so lassen sich die Gleichungs-
wurzeln von f(2)=0 nach dem Schema (1) einteilen, und
es existiert eine rationale Funktion R(z) mit Koeffi-
zienten aus P, so daf die £ Wurzeln von ¢(z)=0 lauten:

= R(a,M)= R(aM)=...= R(a,1),

¥y = R(a,®) = Ray®) = ... = R(e,¥),

% = R(a,®) = R(a,®) = ... = R{ea®).
(1<t<n; lt=mn.)

Dies besagt: Ist f(2)=0 imprimitiv, so besitzt f(z) in
der Gleichung ¢@(2)=0 eine Tschirnhausenresolvente
niedrigeren Grades.?) ' " '

') Es handelt sich hier im folgenden um eine Anwendung des Reziprozi-

titssatzes aus meinem Aufsatz iiber die Reduktion algebraischer Gleichungen
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Es gilt aber auch umgekehrt: Besitzt eine irreduzible
Gleichung f(z)=0 vom Grade u# ecine TI'schirnhausen-
resolvente niedrigeren als n-ten Grades, das heilit existiert
einc rationale Funktion R(z) mit Koeffizienten aus P, ist
ferner a, irgendeine Wurzel von f(#)=0 und geniigt R(al)
ciner irreduziblen Gleichung ¢{@)=0 vom Grade t{n, so
ist f(#)=0 eine imprimitive Gleichung.

Seien ay, dy. ..., ap die # Wurzeln von f(#)-=0, so ist das Pro-
dukt (x—R(a,)) [..7;—1?(_(12)) o Az—Ria,)) als svmmetrische Funktion
aller Gleichungswurzeln von f72)=0 im Kbérper I’ befindlich. Weiter
hat dieses Produkt mit der irreduziblen Funktion ¢ () die Nullstelle
R(a;) gemeinsam. Mithin ist das fragliche Produkt durch :(27) teilbar,

Da aber fir die Gleichung ¢(z)=0 aus ¢ (H(a,)) -0 wegen der
Irreduzibilitit von f7x)=0 auch r;ﬁ(iR(rgzL-‘;') =0 i=2,3,...n) folgt,
also @(r) durch siimtliche Grotien R(a,), Ria,). ..., R(a,) hefriedigt
wird, ergibt sich, wie unmittelbar ersichtlich, dal

(3) (z—Ria,)) (j:r;~]?(a2)} =Rl =g (a)

werden muf), wobel ¢ eine Konstante ist; da (@) voraussetzungsgemif
von niedrigerem als n-ten Grade ist, mufi 7™>1 sein. Versteht man
unter o', a,®), ..., @, solche £ Wurzeln von [(2)==0, die alle £ unter-
einander verschiedenen Wurzeln R (o), It la™h, ..., R(a,®) von p(@)=0
erschipfen, so zerfallen infolge der Relation {3) die Wurzeln von [(x)=0
in £ Svsteme ven je I untereinander gleichen: ‘
(1)

Y TR

th
iy A

i2 125 4 020
Ay iy~ oo 1y

w0, a0,

so daB R(a,") = R(a,'") = ... = R(a") (i==1,2...., ). Betrachtel man
die zwei Gleichungen f(x)=0 und R(2)—R(a,'") -0, so haben diese
wegen der letzten I Relationen die Wurzeln ", a,0), ..., a7 und wegen
der Verschiedenheit der # Wurzeln der irreduziblen Gleichung () = 0,
also R(a,V) == R{a,®)==...== B(ey®) auch nur dic I Wurzeln aq"),
), ..., ) gemeivsam. Der grifite gemeinsame Teiler von f(2) und
durch Adjunktion insbesondere reeller Radikale, Math. Zeitschrift 15 (1922),
5. 262,

In der Bezeichnung des Textes ist [(x) = ¢ fi(x; ) files Oa) ... file; ),
() = (x—%) (x—3a) ... (x—J). und der grobite gemeinsame Teiler von @(x)
und fi(ep:; ) ¢=1,2, ... &: k=12, ... 1) wird x—&;, also ;== Rlapli)),
Mithin ist (2}l = (z—Ria 1)) (z—Rlast)) ... (a—R(q) ... (@=R@®) ... .
{z—Ria "), und es ist fi(z; &;) der grofite gemeinsame Teiler von f(+) und
d;—R(x); des weiteren R{a;li) = Ria,i) = ... = Rla)h).
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R(x)~—-R(a,"y ist demmach (z—a,")) (z—a,®)...(x—a,). Der grobte
gemeinsame Teiler von f(z) und R(z)—R(a,) 14Bt sich aber mittels
des Euclidischen Algorithmus auch rational bestimmen; er hat daber
Koeffizienten aus dem Korper der Koeffizienten von /(z) und R(z)- R(a,"),
also aus dem Korper (P; R(a,")). Wir bezeichnen. daher den grofiten
wememsamen Teiler von {(z) und R(2)—L(a,") mlt f1(z; R{a;")} und
erhalten 7, (z; R(a,™) = (v—¢,") (z—a,®) ... (@—a®). Durch Multi-
plikation dieser fir ¢=1,2,..,, ¢ bestchenden Gleichungen folgt, da
al"'),' aly ..., @ (1=1,2,.., %) simtliche » =1¢ Wurzeln von f(x) =0
erschépfen, dab 7(z)=¢fy(=; R{a,™)) - fi(z; Rla,®)) ... fila; R(a l(t)))
wird, wobei R(a,V)), R(a,®), ..., R(e,®) simtliche Wurzeln von ¢(z) =
und ¢ eine Konstante bedeuten Hiermit 1st gezewt dab (z) 1mpr1m1t1v
im Sinne unserer Definition ist.

Mithin hat man: Charakteristisch dafir, daf f(ar) =0
eine imprimitive Gleichung ist, erweist sich, daB f(z)=
mindestens cine Tschirnhausenresolvente niedrigeren
Grades besitzt?)

Nach dieser Charakterisierung der ~imprimitiven (leichungen
wenden wir ups zu dem ‘»

Satz1. Es seien ay, ay ... q; irgendwelche algebraische
Grofien, die Gleichungen mit Koeffizienten aus P geniigen.
Ist das Transmutationssystem der Dirigenten a;,a,,-.., a; des
Kérpers (P; ay, a5,.., ) ein imprimitives P- Transmutations-
system der zu Beginn dieses Pardgmphen beschriebenen
Art, so sind ay, @y, .., @; die Wurzeln einer und derselben
imprimitiven Gleichung f{(z)=0 mit Koeffizienten aus
deren weitere Wurzeln die GroBen o, a0, ..., af)(i=2, 3,...,10)
gind, in die sich a5 @5 .., @ transmutieren (t>1)w.

Zuniichst  enthilt das Transmutationssystem der Dirigenten
(g, Gy - - -, & Wegen seines imprimitiven Charakters die Permutations-
gruppe . Da & automorphe Untergruppe des Transmutationssystems
ist, kanbh man nach Satz 3 des § 4 (I, S. 40) eine zn @ zugehbrige
rationale Funktion &, (ay, ay, ..., a;) der GréBen a;, 0y ..., ; mit
Koeffizienten aus P bilden; sie nehme bei den Transmutationen
&I (i =2,8,...,1) die von #, verschiedenen Werte ¥, #,, ..., ¥ an.
@9‘1 wenugt damn nach Satz 1 des §3 (I, S. 18) einer im Korper P

1 M:m kann dies auch so ausdriicken: Fiir eine imprimitive Gleichung
f(#) =0 ist die Existenz zweier ganzer Funktionen ¢(x) und R(x)
mit Koeffizienten aus P charakteristisch, die beide von hherem
als erstem Grade sind und f\(.’c)=qu(R(x)) ergeben.
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irreduziblen Gleichung ¢ (z) =0, die &5, ¥, ..., 9 zu 1hren weiteren
Wurzeln bat. Durch Adjunktion von i, zum Korper P reduziert sich
das Transmutationssystem der Dirigenten a;, ¢, ..., a; nach dem
erweiterten LacraxcEschen Satz (I, S. 22) anf diejenigen Trans-
mutationen, die 9, ungeindert lassen, d. h. aut @. Bildet man nun-
mehr (z—a,) (z—ay) ... (x—a;), so dndert sich dieser Ausdruck als
symmetrische Funktion von ay, @y, ..., 4; bei allen Transmutationen von
@& nicht; mithin gehért er dem Korper (P; 9,) an. Man kann also
setzen: (z—a;) (@—ay) ... (x—ap) = f; (z; 9.

Wendet man auf diese richtige Gleichung zwischen uy, a,, ..., q,
mit Koeffizienten aus P — auch &, ist ja rationale ¥unktion von
ay, @y, . ., a, — die Transmutationen IT; (1= 2, 3, ..., {) der Dirigenten
ay, @, - - - a; an, 80 erhilt man die weiteren richtigen Gleichungen:

(@—a," (@—a,") ... (—a,") = fi(2;3) ({-=2,3,... 0
und durch ihre Multiplikation:
(@—a) @—ay) ... (Z—ay) ... c—a;®) (z-a@,0) .. r—g )
=fG@;0) file: 8o oo fi (s D)

Die rechte Seite ist eine svmmetrische Funktion von 9, J,, ..., B,
mithin durch die Koeffizienten von ¢ (z) =0 darstellbar und kann
daher mit [(x) bezeichnet werden, wobei f(2) nur Koeffizienten aus
P enthiilt.

Nachdem die Zerlegbarkeit von f(z) dargetan ist, hat man zum
Nachweis der Imprimitivitit von f(x) nur noch zu zeigen, daB [ (x)
in P irreduzibel ist. Sei etwa F(z) der irreduzible Faktor von f(2),
der durch @, befriedigt wird, also F(a,)=0. Da @ infolge seines
transitiven Charakters [ Permutationen P}, P,, ..., P, enthiilt, die a; suk-
zessiv in a,,4q,, . .., a; iiberfihren, folgt aus der Gleichung F'(a,)=0 durch
AI]\VQH(] ung dieser Permutationen weiter Fla,) = 0, Fay) =0, ..., F(a)) ==,
Da das Transmutationssystem der Dirigenten a;, a,, ...
setzungsgemiil auch die Transmutationen

_fa Uy ...
1T = (ai“’ a'! ... a:"'))
besitzt, so geht I'{(a;) = 0 durch die Transmautationen P, II, P, 11,
WPl in Fla,j=0, Fia,)=0, ..., F(a,)) =0 iiber. Es wird
also F'(z)=0 durch alle Wurzeln von f(z)=10 befriedigt. d.h. f(2)=0
ist selbst in P irreduzibel.

. A, voraus-

Als Umkehrung von Satz 1 beweisen wir den

Satz 2. Ist [(2)=0 eine imprimitive Gleichung mit
Koeffizienten aus P vom Grade », so kann man unter
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ihren Wurzeln stets I (1<I<m): a;, a9 .., 0 s0o auswihlen,

daB diese Dirigenten fiir ein imprimitives Transmutations-
system sind.

Nach Voraussetzung ist f(z) =0 iniprimitiv, also f(x) zerlegbar in

@) f@=cfi(xd)file;dy)... N1z d), '

wobei ¥; = R(aq,)) = R(a,") = ... = R(a/) (i=1,2,.., 8), a9, ey, ..,

af) (1=1,2,...,¢) alle Wurzeln von f(@)=0 und &, Py, ..., % alle

Wurzeln der in P irreduziblen Gleichung ¢ (2)= 0 vom Grade t=-;—?'

bedeuten. Wir bebaupten: Jedes System von Wurzeln einer
der # Gleichungeun f;(2;9)=0 liefert, wenn man es zum
Dirigentensystem withlt, ein imprimitives Transmutations-
system. Wir nehmen die Wwrzeln a;, 0, ..., q; von f;(2;8;) =0 als
Dirigenten des Kérpers (P; ay, g, .. a;). Da jede richtige Gleichung
mit Koeffizienten aus P durch die Transmutationen eines Trans-
mutationssystems wieder in eine richtige Gleichung iibergeht, folgt aus
fla) =0 (h=1,2,....10), dah jede der Wurzeln ay, ay ... @ bei allen
Transmutationen wieder in eine Wurzel von f(z) =0 {ibergefiibrt wird.
Weiter ergibt sich aus ¢ (R{ay))=0 (h=1,2,..,1), da durch die
Transmutationen von ay, ag, . .., a; sich stets R (a,)= R(gy) =...=R(a)
nar in Wurzeln von ¢ () =0 transmutieren kann, also in eine der
Grofien der folgenden ¢ Reihen:
Ra =R =...=R(a) i=1,2,..,1.

Wir betrachten von dem Transmutationssystem der Dirigenten
(y, Qg .+ @; zuniichst diejenigen, bei denen sich R (a;) nicht findert.
Sie filhren alle richtigen Gleichungen zwischen a;, ay, ..., a, mit Koef-
fizienten aus (P; R (a,)) wieder in solche tiber und bilden daher die
Garorssche Gruppe @ der Gleichung ) (z; R (a;)) =0 mit den Wur-
zeln ay, @g, ..., ap Als Garoissche Gruppe einer Gleichung ist &

Permutationsgruppe und weiter ist & wegen der Irreduzibilitit von

f,(x; Rlay)) im Koérper (P; R(a,)) transitiv.!)
Mit der Permutationsgruppe & der GroBen ay, ay, ..., oy kann
nicht ihr ganzes Transmutationssystem erschopft sein; denn wegen

1) Wiire fi1 (x; t) reduzibel und besiiBe den Faktor I} (x; &), so wire f{z)
durch das Produkt Fi(z; 1) Ity (x; .) ... Fi(2; &) teilbar und daher im Wider-
spruch zur Imprimitivitit von f(2) im Korper I’ reduzibel. Da fi(x; &) irre-
duzibel ist, hat man nach der im § 1 gegebenen Vorschrift zur Bildung eines
beliebigen Transmutationssystems a; durch alle-Wurzeln von f;(z; 9,), das heift
sukzessiv durch ai, @, ..+ a7 zu erselzen; und dies bedeutet die Transitivitit
von .
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Ra)) = BRlay) = ... = Riayp libt f,x: [{a) alle Permutationen von
& zu. Wirde @ d‘lS Transmutationssystem der Dirigenten ay, a,, ..., a,
fiir den Koérper P erschopfen, so wiirde flu,.Rraln Koeffizienten aus
P haben und miifite im ‘!Vldﬁl".:p!‘l’l(}h zu £ > 1 mit der wegen der Tm-
primitivitit irreduziblen Funktion /2 wsanunenhllem. II; sel eine
Transmutation der Dirigenten ay, a5, .., 2, die @ nicht angehére und
Qpy gy« ooy @ 0 @g, Ay, . ., @, Gberfihre. Die Anwendung dieser Trans-
mutation auf die richtigen Gleichungen Rila;: == Riaqy =...= R(a,)
liefert Rfa,) = Ria,y = ... = Riap. Da die Transmutationen der
Dirigenten ay, g, - .. % diese Grofien nur in Wurzeln von fia)=0
und weiter dabei R(ay, Riay, ..., Ria; in Wurzeln von g2)=
fiberfiihren, wie oben auseinandergesetzt wurde, miissen aj, a,, ..., a;
solche I Wurzeln von fiz) sein, fiir die Rix; gleiche Werte

Ria,\hy = Ria,", =R} i =238,..,6
anpnimmt. Man kann also g -—"‘al“ hay=a,", .., a,=a!" setzen und
.
gewmm; I, = (a 0 g 2 a:*”)‘ Entsprechemd den ¢ Wurzeln von

¢ (z)=0 existieren auch aubler der identischen Transmutation noch
. Y - .

t —1 werschiedene Transmutationen I1;(i=23,..,¢: denn wiirde
das Transmutationssystem der Dirigenten a;, a,, ..., a, nur Trans-
mutationen I, I, ..., Ils haben, wo s kleiner als die Anzahl ¢ der
Wurzeln von @(r) = () ist, 0 wiirde nach dem Satz 1 fiz) einen irre~
duziblen Faktor niedrigeren Grades mit Koeffizienten ans J/ besitzen,
Hiermit ist der Satz 2 bewiesen.

Aus den Sitzen 1 und 2 folgt der

Satz 3. Charakteristisch fir imprimitive Gleichungen
fla)=0 vom n-ten Grade ist, daB man aus thren Wurzeln
P1<l<n herausgreifen kann, die Dirigenten eines im-
primitiven P-Transmutationssystems sind,

~ Aus dem Satz 3 folgt unmittelbar die iibliche Definition der im-

primitiven Gleichungen als Theorem, nimlich der

Satz 4. Eine irreduzible Gleichung f(z)=0 ist dann
und nur daon imprimitiv, wenn ihre Ganorssche Gruppe
imprimitiv ist.?)

1y Mit imprimitiven Permutationsgruppen haben sich bereits P. Rurvisi,
Caucay und E.Garots beschiftigt. Eine Behandlung imprimitiver Gleichungen,
aunsgehend von der Imprimitivitit ibrer Gavlemsschen Gruppen bei C. Joupav,
Traité -des substitutions et des équations algébrinues, Paris 1870, 8, 259 sowie
bei’ H. Weser, Lehrbuch der Algebra, Bd.1, 5. 524, 2. Auvfl, Braunschweig 1898:

Wererr hat auch a.a.O. S. 504 den Begriff des pnm]hven und imprimitiven
Kbrpers eingefiihrt. : .
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Der Beweis ergibt.sich sofort aus der folgenden allgemeinen Be-
merkung: Ist 91- 02 -+ o), ein Teilsystem . der: GroBen 01 O2s + + s O
die, wie im §1 (I, 8. 4) durch die Glelchuugslxette SRR

X;(2) =0, X,y(=; e0)="0, ..., Xp(®; 01y 09y + + oy 05—y) =0
gegeben seien, so findet man das Transmutationsystem der’ Dirigenten
01 Qo+ - » gy des Korpers (P; gy, 04, - -+, 0,) nach der in § 1 gegebenen
Vorschrift aus den ersten & Gleichungen, indem man sich auf diese
beschriinkt.  Aus jeder Transmutation (;1 Q2+ ) der Dlrlgenten
014 Q2i - - an

01, Oz + « » 0 des Korpers (P; g, 0, .. ., ;) -ergibt sich demnach eine
Transmutation der Grofen oy, g5 ..., 03, indem ~ man im - Zihler
On41y @it - -+ 0 und die unter ihnen stehenden Grofien des Nenners
streicht. Auf diese Weise erhilt man auch simtliche Transmutationen
der Dirigenten p,, 0, ..., p, des Korpers (P;o1, 09 <-4y @4)

Ist die GAroissche Gruppe von f(z) =0 imprimitiv, so heibt dies:
Man kaon die 12 Wurzeln von f(z)=0 in ¢ (£ >>1) Systeme zu je 7
cinteilen: aj, ay, - . . @y, @) @), .., @ (1=, 3, ... 1), die sich als
Ganzes unteremandm permutieren, m]d es geht hlerbel ]ede ‘Wurzel
in jede iiber. Diese Tatsache bedeutet aber, wenn man sich auf
gy Qg - -+ @; beschriinkt, daf diese GriBen ein imprimitives P - Trans-
mutationssystem er‘]ﬂelden Ist umgekehrt eine Glenchung n-ten Grades
f(%)=0 imprimitiv, so lassen sich ihre Wurzeln in ¢ Systeme zu- ]e g/
teilen: @y, @y, .., 2, 0,7, @, . @) (1=2,8,... #), so daB dyy Gy e+ O
Dirigenten eines imprimitiven P - ,[‘ransmutatlonssystems werden. Das
nimliche trifft anch fir jedes der mit ay, ay, .. ., a, gleichberechtigten
t—1 Systeme a,), a,), .., a) (i=2,8 . 5 %)z, Diese Tatsachen
bedeuten aber nach der oben gemachten Vorbemer]mng, daB sich bei
den T'ransmutationen aller Wuwelm der Gleichung f(x) =0, das heifit bei
ihrer Gavomsschen Gruppe, die ¢ Systeme stets: gesondert in' sich
oder als Ganzes ineinander permutieren, also die GALDISSC}IE Gluppe
von [ (z) =0 imprimitiv ist. '

Definition der primitiven. Gleichung: Jede ix'redur;aiblé'Gléi‘—.
chung mit Koeffizienten aus P, die mcht 1mp1|m1tw 1st
heifit primitiv.

Definition des primitiven und imprimitiven Kﬁrpers Der Korpel
(P; 01, 095 - - ,gk) bei dem g, 0,, ..., 0 durch eine Gleichungs-
kette wie im § 1 (I, S.4) definiert seien, heiBt primitiv
oder lmprlmltlv Je nachdem jede rationale Funktion
von. g0y .. 0 mit Koeffizienten aus P einer in Pirre-
'dumblen Gleichung s-ten Grades genugt oder es auch
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rationale Funktionen von o 0y ... 0p mit Koeffizienten

aus P gibt, die Gleichungen niedrigeren als s-ten Grades
mit Koeffizienten aus P genfigen; dabei izt s die Aunzahl
der Transmutationen der Dirigenten u,.0, ..., 0; oder der
Grad des Kérpers. Anders ausgedriickt: Ein primitiver Kér--
per (P; 0409 o0.) enthilt keine echten Unterkdrper als
in P befindliche; ein imprimitiver Korper enthiillt stets

solche. .
Im Falle des primitiven Korpers kann die Gleichungs~
kette Xl () =0, Xylviop=0,.., Ny wi0nts. w0y =0 nup

eine einzige Gleichung enthalten, die nicht vom ersten
Grade ist; diese Gleichung hat den Grad s Wire niimlich
X (3 015025« O5_yy =0 W< die erste Gleichung von héherem
als erstem, aber niedrigerem als s-tem Grade, so wiirde sich die
Grofle g, im Widerspruch mit der Primitivitit des Korpers befinden.
Der primitive Korper ikt sich auch so charakterisieren: Jede ratio-
nale Funktion seiner Dirigenten oy, 05, ....0, gehort zur
identischen Transmutation F, findert sich also bei jeder
von dieser verschiedenen Transmutation in ihrem Wert,
Man kann dies auch so ausdriicken: Jede nicht I’ selbst ange-
horige Grofie cines primitiven Korpers ist primitiv und
geniigt stets einer primitiven Gleichung mit Koeffizienten
aus P [vgl. 4 /I, S. 41.).

Wiirde nimlich bei einem primitiven Korper eine Gleichung, die
durch eine rationale Funktion von o, 05, ..., g, befriedigt wird, eine
Tschirnhausenresolvente von niedrigerem als stem Grade besitzen,
also eine imprimitive Gleichung sein, so gibe es im  Korper
(P; 0y, 09y - - 0) Im Gegensatz zu seiner Primitivitit rationale Funk-
tionen von oy, 0s - .- 05 die selbst Gleichungen niedrigeren Grades
als des Korpergrades s befriedigen. ) 7

Wir betrachten nunmehr cinen imprimitiven Korper (I; o, 0p, - - 03)-
Es bedeute 6, eine diesen Korper erzeugende. also primitive GroBe,
‘die demnach eciner in P irreduziblen Gleichung s-ten Grades geniige,
Wegen der Imprimitivitit des Korpers (F: o, 050 - o) besitzt der
Kérper rationale Funktionen von o, 0a - .., 01 das heilit, da o, primi-
tive Grobe des Korpers ist (vgl. § 4, 1. S. 41), anch rationale Fuunk-
tionen von o, die Wurzeln von Gleichungen niedrigeren als s-ten
Grades mit Koeffizienten auz P sind. Da die durch o, befriedigte
Gleichung demnach Tschirnhausenresolventen niedrigeren Grades be-
sitzt, ist die durch o, erfillte Gleichung imprimitiv. Wir wollen daher
die primitiven Funktionen von oy, 05 ..., 0¢ bei cinem imprimitiven
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Kérper schwach primitiv nennen. Wir erhalten demnach das Re-
sultat: Jede primitive Gréfie eines imprimitiven Kor]pels
(P; 01 0y «++ 03) ist schwach primitiv und geniigt einer im-
primitiven Gleichung, '

Hat man cinen unprmntiven Korper (P; gy, 09y - - 5 03), 50 geniigt

jede seiner primitiven GroBen, von denen eine mit a, bezeichnet sei,
einer imprimitiven Gleichung f(#)=0 vom Koérpergrade. Nach dem
Charakter der imprimitiven Gleichung existiert dann eine rationale
Funktion R(a;) von a; mit Koeffizienten aus P, so daf &, = R(a,) die
Waurzel einer irreduziblen Gleichung ¢ (z) =0 mit Koeffizienten aus P
und @, die Wurzel einer in (P; 9,) irreduziblen Gleichung [ (z; #,)=0
wird, wobei das Produkt der Grade ven ¢(z)=0 uud f,(z; 9)=0
gleich dem Korpergrade ist. 9, a, erzeugen demnach auch den Kﬁrpel
(P; 05 @3 - 04). Mithin ergibt sich der Satz: Fiir den imprimi-
tiven Korper ist charakteristisch, dafl man bei ihm stets
ein Divigentensystem g;, 0, ..., 03 80 auswiihlen kann, daB
diese Dirigenten g, 0y, ..., 03 des Koérpers (P; oy, 0 -+ 0%)
der Reihe nach den Glenchungen X(x) 0, X,(z; 0,)=0,.
X; (%; 05 0g9 -+ 03—1) =0 geniigen, die in den Kmpmm Pbe—
ziehungswe‘ise (P; 1) (P50 0g)y -+ (P50 00 ..y 0421) irredu-
zibel sind und von denen mmdestens zwel Gleichungen
hoheren als ersten Grad besitzen. Man kann es dabei so
cinrichten, indem man g, als erzeugende Funktion des
Kborpers (P; 05,00 .0, Wihlt, daB jede folgende Glei-
chung Ixuef'ﬁzlenten aus einem wirklichen Erweiterungs-
korper der Koeffizienten der voraufgehenden Gleichung
enthilt.

Da es fiir den imprimitiven Korper (P; 01 0y - - » @) und nur fiir
ihn stets rationale Funktionen o, (o, 0y, - .., 05) gibt, die Gleichungen
niedrigeren Grades als des Korpergrades s geniigen, folgt nach Satz 1
und 2 des §3 (I, S.18 und 21):

Charakteristisch fiir den 1mPr1m1t|ven Koérper
(P5 0000 .. 04) i8t, daB es fiir ihn rationale Funktionen
01 (01 Qs+ - + OF) glbt, die bei einem echten, von der Iden-
titit verschiedenen Teilsystem &, des Transmutations-
systems & des Korpers (P; gy, 05 . - -, 01). unge#dndert bleiben,
Die Zahl s; der Transmutationen von &, ist echter Teiler

von 8,
(Fortsetzung folgt.)




