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Die Sitze von Lie und Gambier iiber Kurven
eines Linienkomplexes.

Sornus Lie hat zuerst bewiesen,. daf alle von einem Punkt aus-
gehenden Kurven eines linearen Komplexes die Nullebene des Punktes
daselbst zur gemeinsamen Schmiegungsebene haben und dieselbe Torsion
besitzen.!) Geht man zu nichtlinearen Linienkomplexen iiber und be-
trachtet alle Komplexkurven, die von einem Linienelement ausgehn;
so haben sie zwar noch die Schmiegungsebene gemein (die Tangential-
ebene des dem Punkt zugeordneten Komplexkegels lings der Erzeugen-
den, der das Linienelement angehdrt), nicht aber, wie Lie vermutete,
die Torsion. Soll dies iiberall gelten, dann muB der Kegel eine Ebene,
der Komplex also ein Nullsystem sein.

Diese Ergebnisse hat neuerdings Herr Gamsier?2) ganz wesentlich
ergiinzt, er gibt eine sehr schéne differentialgeometrische Konstruktion
an, die Torsion und Kriimmung der von einem Linienelement aus-
gehenden Komplexkurve in einfachster Weise mit der Torsion der von
demselben Linienelement ausgehenden Kurven des beriihrenden linearen
Komplexes und der sehr zweckmiBig hier eingefiihrten ,Kegelkriimmung®
des Komplexkegels verbindet.

Die folgenden Zeilen sind der Aufgabe gewidmet, auf analytischem
Weg das Gamsier sche schéne Ergebnis zu beweisen.

Der erste Beweis geht von spezieller Lage und spezieller Wahl
der Linienkoordinaten aus, gewiihrt daher die einfachste analytische Ein-
sicht; der zweite ist den doch recht oft gegen solche ,spezielle Wahl*
aus Griinden der Strenge oder der Eleganz ausgesprochenen Einwinden
nicht ausgesetst, aber die nachtriigliche Deutung erscheint ziemlich un-
vermittelt. '

!) Vgl. Sornus Lie, Gesammelte Abbandlungen 1II, Abbandlungen zur
Theorie der Differentialgleichungen, herausgegeben von Friedrich Engel (Leipzig
1922), Seite 560—562 sowie Seite 770, ,

*) B. Gamnier, Courbure et torsion des courbes d’'un complexe lindaire ou
non linéaire. Bulletin des sciences mathématiques L, 1826, 1, p. 43—50.




4 Heisgicrr LIERMANY:

S 1. Erster Beweis.

¢ )

Als eine Nullebene des linearen Komplexes wihlen wir die ay-
Ebene, die Gerade w=2z=0 soll eine Komplexgerade scin.
Dann hat der Komplex die Gleichung

{

' —z=a vy — )+ b
er ist in sogleich genauer anzugebender Weise ,beriihrender linearer
Komplex fiir alle Komplexe, deren Gleichung ,,in aofgelister Form«
durch

wa'—s=afzy —y) + b+ {"“‘ WP+ B ys - 2au y (vs' — 2)

(AT ]

+a92 (2 )2+ 23 2" (@) — ) - uss (xy’—g/)2}—1— S
gegeben ist.

Das heifit: Alle Komplexkegel, dic von Punkten ¢ der Umgebung
von Py(x =y =2=0) ausstrahlen, werden von den Nullebenen dieser
Punkte beriihrt; genauer: haben mit ihnen zwei sunendlich benach-
barte Gerade gemein, deren Winkel von derselben Ordnung ist wie
der Abstand P, @. Fir den von P, ausstrahlenden Kegel gilt also,
dafl er die Nullebene =0 beriihrt und zwei zusammenfallende Gerade
Jo (¥ =2=0) mit ihr gemein hat.

Kriimmung und Torsion einer von P, ausgehenden, g, beriihrenden
Komplexkurve sind durch

v =axy’ Loz ay gy ..
M ta =aly ay) b fan ()2 F
mit £ =0 bestimmt, also durch
g'=0, ay" bz L (y)?2=0.
Hieraus liest man ab, daB alle diese Kurven diesclbe Schmiegungs-
ebene 2 =0, ferner die Kriimmung
. . 1. 5"
- =
und die Torsion

o,y -, (L3

by lan
0 ' 1T b
besitzen, Daher ist 1:p9, gerade die Torsion der dem berithrenden
linearen Komplex (11 =0!) angehérenden g, beriihrenden Komplex-
kurven. (Nebenbei erkennt man leicht, da 1:9, von der Wahl von
9o unabhingig ist.)

Nur der letzte Koeffizient bedarf noch der Deutung. Der zu P,
gehorige Komplexkegel
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Die Siitze von Lie und Gambier iiber Kurven eines Linienkomplexes. 5

hat lings g, cine ,Kegelkrimmung® », das ist die Krimmung der

Spur des Kegels aut der Einheitskugel im Schnit-tpumkt dieser Kugel

mit ¢,, und man findet sofort

a1
o=
b
erhilt also die Gampiersche Formel:
1 1 1
—=— — -, —
0 Bo r

Die hier gewiihlte Art der Begriindung ist in andern Fillen oft

“mancher Kritik ausgesetzt worden, worauf nicht eingegangen werden.

soll. Jedenfalls ist sie am kiirzesten und zwingt dazn, durch Deutung
geometrisch erfafit zu werden.

§ 2. 2Zweiter Beweis.

IBs scien a, B, y die Richtungscosinus der Tangente, [, m, n die der
Hauptnormale, 2, g, » die der Binormale, so daf durch
da da 1 dl a 1 di
- M &P AT r g ds
dic Serner-Frexerschen Formeln angedeutet sind.
Die Komplexgleichung ist
1) f(a, B, 7, yy—:zf, za—uxy, xf—ya)=0
und wird homogen von nullter Ordnung in a, 8, y und @, ¥, 2. Be-
zeichnet man die partiellen Differentialquotienten nach den sechs homo-
genen Linienkoordinaten in der angegebenen Folge durch die FuBmarken
1 bis 6, dagegen die durch die Form der letzten drei Linienkoordinaten
becinfluften Differentiationen nach a, g, y in iblicher Weise, so ist

3y Se=l 2l =y

g_ng'l +-afe — zfs,

g{,::ﬁx + /e —afs,

und wegen der Homogenitit
: of o .0 _
B Da =0 Zmam_o,
Aus (1) erhilt man dann durch Differentiation vach s
fild-fom-fsntfi(yn—em) - f5 (el —2m) - fo (am —ym)=10

oder
4 S g—f =0

und daher

=0, 000
5)) l'”"“aa'aﬂ'ay'

l .
0




6 Herxrien Lizpyass:

3 - - '
Hiermit ist also bewiesen, daB alle von demselben Linienelement
ausgehenden  Komplexkurven  dieselbe Schmi-:*gmngsebenwe besitzen.
Differenziert man :4) nach s, so erhiilt man

a | ANOS, wQ /A, _dfs dfs
_2<7+5)a(1T21 ds 7~ T[‘;—"!j‘ (ls_{_f%?_fbﬁ),

wobei die Orientierung des begleitenden Dreikantes durch die Forderung
afp oy
Lmn | =<1
Ay

t
§

normiert ist,

Man erhiilt also wegen (3)
| ' df 3 0 N
—%2 lgf}- + > l(;’s-';—f%—zfgs-+far—fﬁﬂ)=0.
Der berithrende lineare Komplex ist durch
a2+ I3+ 913 r— <) 2+ o 2) 3 4 (o — ) [§ = 0

gegeben, wobel diese Gleichung selbstverstindlich dahin zu verstehen
ist, daf fiir den linearen Komplex die Argumente 2% y% 2% a® B »° in
den f, festzuhalten sind, die sechs partiellen Differentialquotienten sind
konstant. Da die von demselben Linicnelement ansgehenden Kurven
des Beriihrungskomplexes und des allgemeinen Komplexes betrachtet
werden, kann spiter dic Kopfmarke 0 fortgelassen werden, ohne daf
ein MiBverstéindnis drobt; (4), (5) zeigt, daB die Kurven Hauptnormale
und Binormale gemein haben. Alo gilt fiir die Kurve des linearen

Komplexes
_lN o,
Co da

1 1 afn |, _dfs dfy /
= ? DL A . a
Py QOT(‘&“l(ds VT s yds))glga

Mit Riicksicht auf (5) ist dann

XUy —fip)=0

und daher

wobei das Vorzeichen nicht allgemein festgelegt werden kann, weil (5)
zur Bestimmung nicht ausreicht. Der Zihler kann auch geschrieben
werden

df] (lf5 ‘ dfs df:_l_ ‘dfg ,..{l/" df:] df‘ _dfs
2 {“&E+ZHE—yﬁs_ PP rat e S N b b
= a B Ve

A 7 »
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Wir wenden uns jetzt der Kegelkrimmung » zu. Der Komplex-
kegel in z, y, # hat die Gleichung

[(E—a, n—y, C—2 Ly—ns bo—Lx, qx—E&y)= 0
Die Tangentinlebene lings der Mantellinie g,, nimlich

E—ainp—y:f—e=a:firy

Se-wg-0

gegeben, und die Kegelkrimmung » lings g,, d. h. der Grenzwert des
Winkels der Tangentialebenen lings g, und einer benachbarten Mantel-
linic g, dividiert durch den Winkel dieser Mantellinien — fiir den Fall,
daB ¢ in g, libergeht, durch

9f\2 fd df
2(% zaadvaa|
daf 4 df d ¢
Dawe S(wa)

S G@)

Bei dieser Differentiation ist
of da _
da dv
Safi=
Man kann mit Rﬁicksicbt auf (4) also

L
L ’dv

ist aus (1) durch

) %=

=0

, = ="
setzen, was mit

=T AT ds T
zusammenzuhalten ist. Man sieht jetzt daﬁ die Beziehung gilt

dfr dfs dfu 1 of
+ ¢ ds r dv (aa)
Wir bilden sodalm 22 und erhalten

do dd d o
(dvauf) E dva_é‘ 2 ldu az
L 2w o 1 0

d 7
2 iu (G 0

fa—y

Da aber
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und Ty
2 dr ga E ‘ot e 0
'3 | \ : J
aber ancl Z gi ]
S0 1st o ".Iaf
2 o (3;;) =0,
also

2= {20 (30 )

\
1 d a/ 2 V a/ f— ) a/‘f] a/‘ 9
N ;‘ﬁ ‘ﬂy {2 (“’” af‘) o (a") ( g dp aa)' }
=] aal '
und man erhiilt aus (6) und (7)

8) 1 _ #

2 Oy T
also Gameiers Formel mit dey von ihm
kutierten Vorzeichenunsicherheit behaftet,
nung von x mehr versteckt als vermie

selber angegebenen und dis-
die in § 1 bei der Berech-
den worden ist, |
Die ,allgemeine symmetrische Methode” dieses §2 wird man
kaum so durchsichtig gestalten kénnen, wie die Betrachtungsweise in
§ 1. Freilich ist dort von der Wahl einer »speziellen Lage« veichlich
Gebrauch gemacht, fiir gewichtige Autorititen wohl seit Satmons und
Hesses Zeiten eine crua: oder doch ein schlimmer Schonheitsfehler.,
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