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Einleitung.

Den Ausgangspunkt der folgenden Untersuchungen bildet das bekannte Verfahren des
Krarostneses, die Primzahlen aus der Reihe der ungeraden Zahlen' auszusieben.l) Die
Zahlen, die stchengeblieben sind, nachdem man durch die » ersten ungeraden Primzahlen 8, 5,
7 4y Py gesiebt hat, sollen als die Liickeunzahlen r-ter Stufe bezeichnet werden. Dem
Begritfe nach sind solehe Zahlen schon 1808 von Lecexore im Zusammenhang wit der Trage
nach den Primzahlen in arithmetischen Reihen betrachtet worden.?) LecespRE suchte nim-
lich zu beweisen, daB die Differcnzen der unmittelbar aufeinander folgenden Liickenzahlen
r-ter Stufe zur oberen Schranke die Zahl 2p,_, haben. Wire seine Behauptung richtig, so
wiirde daraus ein einfacher Beweis des Satzes folgen, dal} durch jede lineare Form az--0 mit.
ganzzahligen, teilerfremden Koeffizienten unbegrenzt viele Primzahlen dargestellt werden. Nach
Lecexore ist Porexac (um 1850) zu nennen, dessen séries diatomiques die Reihen der um
eine Einheit verminderten Differenzen zwischen je zwei benachbarten Liickenzahlen sind.?) Er
ist ebensowenig wie Durre fber die ersten, nabeliegenden igenschaften der Liickenzahlen
hinausgekommen. Dieser hat 1859, veranlaBt durch eine Preisaufgabe der Pariscr Akademie,
nachgewiesen, dali jenc Behauptung Lecexpres zwar fiir die niederen Stufen zutrifft, daB jedoch
fivr +=8, 11, 12, ..., 24 die obere Schranke der Differenzen gréBer als 2p,_, ausfiillt.%)

Ankniipfend an iltere Untersuchungen von mir®), die sich auf Gorppacus empirisches
Theorem bezogen, daBl jede gerade Zahl als Summe vou zwei Primzahlen dargestellt werden
kann, hatte der norwegische Mathematiker Brox im Jahre 1915 wahrscheinlich gemacht, daf
zwischen der Aunzahl solcher Darstellangen der Zahl 2n und der Anzahl der Primzahipaare
der Differenz 2, die zwischen 1 und 2n liegen, ein Zusammenhang bestehe.®) Die scharf-
sinnige Abbandlung Bruxs regte mich zu der Frage an, ‘wieviele Doppeldarstellungen 27 =
PH@+2=(p+2) + ¢ eine gerade Zahl 2n gestattet, wenn » und p-+2, ¢ und ¢-+2
gleichzeitig Primzahlen sein sollen,’y Meine Untersuchungen fiihrten mich zu der Vermutung,

') Vgl. M. Caxrox, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik, Bd. I, 8. Aufl., Leipzig 1007, §.3832.

*) A. M. Leeryore, Essai sur ln théorie des nombres, 2. éd. ,. Paris 1808, 1V. partie, § 1X und XL
Die betreffenden Austiihrungen sind in der ersten Auflage vom Jalre 1798 noch nicht enthalten. Sie sind
unveriindert in. die dritte Ausgube, die den Titel fihrt: Théorie des nombres und 1830 erschienen ist,
iibernommen worden: siehe Bd, 11, S.176¢L. )

*) A.1E Ponexacs zahlreiche Noten sind in Lanpavs Literaturverzeichnis (Haudbuch der Verteilung
der Primzahlen, Bd, 1I, Leipzig 1909, 8. 947—948) aufgefihrt. Hier sei nur die zusammenfassende Dar-
stellung erwihnt, die er unter dem Titel: Nouvelles recherches sur les nombres premiers im Journ. de
math. (1) 19 (1854), 8. 805 versffentlicht hat. )

‘ A. Durwil, Examen d'une proposition de Legendre relative & la théorie des nombres, Paris 1859.

?) P. Sricker, Uber das Goldbachsche empirische Theorem: Jede gerade Zahl kunn als Summe von
awel Primzohlen dargestellt werden, Gottinger Nachrichten, Math.-phys, Klasse, 1896, S. 202.

*) V. Brux, Uber das Goldbachsche Gesetz und die Anzahl der Primzahlpaare, Archiv for Mathe-
wadik og Naturvidenskab 24 (1915). . ' '

. ") P. Sricksr, Die Darstellung der geraden Zahlen als Summen von zwei Primzahlen, Sitz.-Ber. der
Heidelberger Akad. d. W., Math.-nut. Klasse, Jahrgang 1916, 10. Abhandlung. " )
l*
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dali zwischen der Anzahl solcher Doppeldarstellungen und der Anzahl der Folgen von vier
Primzahlen, bei denen zwel Primzahlpaare der Differenz 2 moglichst rasch aufeinanderfolgen,
go daB also die Differenzen der Primzahlfolge (2, 4, 2) sind, ein Ahnlicher Zusammenhang
hestehe, wie zwischen der Anzahl der Goldbachschen Darstellungen und der Anzahl der Paare
von Primzahlen, bei denen zwei Primzahlen moglichst rasch aufeinanderfolgen.

Damit. war der entscheidende Schritt getan, das Goldbachsche Theorem war der Ver-
einzelung entrissen, in der es bis dahin gestanden hatte. Es reihte sich cin in die Lehre
von den Primzahlfolgen, bei denen die benachbarten Glieder sich um gegebene gerade Zahlen
unterscheiden nund die eng damit zusammenhingende Lehre von den mehrfachen Darstel-
lungen geracer Zahlen als Summen mittels Primzablfolgen mit denselben symmetrischen Diffe-
renzen; nimmt man ndmlich zwei solche Folgen, schreibt die eine in anfsteigender, die andere
in absteigender Ordnung und addiert die entsprechenden Glieder, so wird durch dic Summen
dieselbe gerade Zahl dargestellt. Nunmehr ergab sich die hemerkenswerte Tatsache, dafi der
ganze Inbegriff der so entspringenden Fragen iiber Differenzen und Summen von Prim-
zablen, deren vollstindige Beantwortung die Mittel iibersteigt, die uns gegenwiirtig zur Ver-
figung stehen, fiir die Liickenzahlen beliebiger Stufe in abschliebender Weise und mit yvoller
Strenge erledigt werden kinnen. Gleichizeitig zeigte sich, daB es gewisse Begriffe und Sitze
gibt, die fiir Liickenzablen jeder Stufe gelten. Dazu gehirt, nm ein besonders wichtiges Bei-
spiel anzufiihren, der Begrifl” der bestindigen Differenzenfolgen ale derjenigen Folgen gerader
Zahlen, die aut jeder Stufe alz Differenzen benachbarter (ilieder bei Liickenzahlfolgen ver-
wirklieht sind.

Wenn es gelang, die Begriffe und Sitze, dic fiir Liickenzahlen jeder Stufe gelten, auf’

die Primzahlen zu ibertragen, so war damit eine Einsicht in den Aufbau der Primzahlen-
reihe pewonnen, der weit iiber das hinausging, was die hentige Lehre von der Verteilung
der Primzahlen gewihrt. Der Durchfiihrung dieses Gedankens stellte sich jedoch ein Hinder-
nis entgegen. Zwar wird dic Anzahl der Primzahlen, wit denen die Reihe der Liickenzahlen
r-ter Stufe beginnt, wenn die Stufenzahl » wiichst, beliebig groB, allein die Dichtigkeit der
Primzahlen zwischen 1 und 2%, bezogen aunf die Liickenzahlen desselben Bereiches, nithert
sich, falls 2% hinreichend stark zunimmt, der Grenze Null. Wenn ich die bei den Liicken-
zahlen gewonnenen Ergebnisse fiir die Primzahlen fruchtbar machen wollte, so war ich daher
genGtigt, an dieser Stelle den Boden der strengen Beweisfiibrung zu verlaszen und mich auf
das Gebiet der Vermutung su begeben, freilich mit dem Vorbehalt, dab die erhaltenen
Sdtze einer numerischen Priifung zn unterwerfen seien. Bine Wahrscheinlichkeitsbetrachtung
veranlafite mich, die Dichtigkeit der Primzahlen in der Weise zu beriicksichtigen, daf die
fir dic Liickenzahlen erhaltenen Anzahlen mit einer geeigneten Potens der Dichtigkeit.
multipliziert werden und erst darauf der Grenziibergang fir die Stufenzahl gemacht wird.
Wenn cs schon als cin giinstiges Zeichen gelten durfte, daf der auf die beschriebene
Art vorgenommene Grenziibergang zu wohlbestimmten Ausdriicken fihite, so ergaben um-
fangreiche Abzihlungen, daB die wahren Werte der Anzahlen von Primzahlfolgen mit gegebe-~
nen bestiindigen Differcnzen und der Anzahlen der mehrfachen Darstellungen gerader Zahlen
als Summen mittels Primzahlfolgen gegebener bestiindiger und symmetrischer Differenzen
schon fiir kleinere Werte von 2% mit den Lerechneten Werten befriedigend iibereinstimmten,
und bei groBeren Werten von 22 war cine noch stiirkere Anndherung festzustellen. Die
im folgenden hergeleiteten asymptotischen Ausdriicke fiir die genannten Anzablen haben
allerdings nur den Wert von Vermutungen, sie diirfen aber doch Vertrauen beanspruchen.
Daf fiir die Anzahl der Goldbachschen Darstellungen der geraden Zahl 2 ein asympto-
tischer Ausdruck auofgestellt ist, der hochstwahvscheinlich zutrifft, wird vielleicht dazu bei-
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tragen, dall endlich der Beweis des Goldbachschen Satzes gelingt, - Wer hier durchdringt,
wird sicherlich zugleich die Hilfsmittel entdecken, die zum Beweise aller der asymptotischen
Formeln fiir die Darstellung gerader Zahlen durch Differenzen und Summen von Primzahlen
im folgenden entwickelt werden. Wie groB dic-Schwierigkeiten sind, die es hier zu be-
zwingen gilt, erkennt man freilich um so deutlicher, je weiter man auf diesem Gebiete vor-
dringt. Schon die Frage, ob es tiberhaupt Primzahlfolgen mit gegebenen bestindigen Diffe-
renzen gibt, 1ift sich heute nicht allgemein beantworten. Der Grund liegt woh! darin, daB
es nicht gelungen ist, aus der Reihe der Primzahlen Teilreihen heraussuheben, dic einem
tibersehbaren Gesetz gehorchén.?) : :

Wenn auch die Zeit noch fern sein mag, wo die durch Intuition gewonneﬁen, durch
Induktion sichergesteliten Formeln ihren strengen Beweis erhalten, so. erdffnet. sich doch
nunmehr fiir die numerische Primzahlforschung ein weites und fruchtbares Feld. Aus den
groBen Tafelwerken, die uns die Primzahlen von 1 bis 10006721 bieten, hat man bisher .
allzuwenig Nutzen fiir die Erkenntnis des feineren Baues der Primzablreihe gezogen. Was
von Untersuchungen nach dieser Richtung abgeschreckt hat, ist nicht die Mihe der Arbeit
gewesen, denn an unermiidlichen Rechnern hat es nie gefehlt. Entmutigend war vielmehr
der Umstand, daB man nicht vorausschen konnte, ob einfache GesetzmiBigkeiten zutage
treten witrden, daf es mit anderen Worten an den richtigen Fragestellungen fehlte: um Ver-
suche anzustellen, muf man auch in der Mathematik crst Gedanken haben. )

Die Kraft eines Einzelnen ist unzureichend gegeniiber der Fiille der nenen. Aufpaben,
die nunmehr der numerischen Primzahlforschung obliegen.  Allerdings birgt die Aufforderung
mitzuhclfen eine Gefalr in sich. ,,Mehr als irgendwo®, sehreibt Meanke3), ,,scheint auf diesem
Gebiete [des numerischen Rechnens] durch Wiederholung schon getaner Arbeit Zeit und Kraft
verschwendet worden zu sein Damit eine solche Vergendung vermieden werde, wire eine
gegenseitige Verstindigung erwiinscht, ja man kbnnte an eine von einer Zentralstelle aus zu
leitende Einriehtung denken.

Die Ergebnisse der Untersuchungen tiber die Darstellung gerader Zahlen als Differenzen
und Summen von Liicken- und Primzahlen, die ich i AnschluB an meine Abhandlung vom
Jahre 1916 angestellt hatte, sind in den Sitzungsberichten der Heidelberger Akademie fiir
die Jahre 1917 und 1918 veréffentlicht worden.?) Die vorliegende Abhandlung bringt eine
neue, cinheitliche Darstellung des Gegenstandes, Der erste Teil enthilt unter dem Titel:

1) Vgl meine Abhandlung: Arithmeatische Eigenschaften ganzer Funktionen, Crelle's Journal 148 (1918),
8.101. Herr Herser legt Wert darauf, hervorzuheben, dak ein kleiner brieflicher Zusatz, den er zu Nr.G
der Abham.ilung (8. 106 —107) gemacht hat, aus Unterbaltungen mit Herrn Ostrowsk: hervorgegangen ist,
und dqa,ﬁ diesem ein wesentlicher Anteil an dem mitgeteilten Beweise zukommb. . - - :

?) Von den E'L_lteren Tafeln sei hier genannt: I. K, Boroxaranr, Tables des diviseurs pour tous les
;onD)bl-gfs Fd]i( deumbmeﬁ million, Paris 1814, troisicme million, Paris 1816, premisre million, Paris 1817.
5. G:i:;mi tForn:aftel.fur alle Zahlen der 7., 8, 9. Million, vollendet von R. RoskxsErs, Hamburg 1862—1865;
D.N Lruen al,?(;o': t.db]e for the fourth, fifth, sixth million, London 1879 —1883. Dazu ist jetst gekommen:
t 16006721 ) WG 0_1 table of the ﬁfst; ten millions, Washington 1909, List of the prime numbers from 1
o : “Bh“}gton 1914. - Teicht zugiinglich nnd fitr viele Zwecke ausreichend ist die Tafel der
Frl.mZ.ahIeH von 1 bis 400313 in der Sammlung mathematischer Tafeln von Vica-Housse, 2. Abdruck,
Leipzig 1349. Vgl. P. Sepruorr, Geschichte der Faktorentafeln, Arch, f, Math, u, Phys. 70 (1884), S.413.

1904 aé I;g,iw FRMKE, Numerisches Rechnen, Encyklopadie der math. Wissenschaften, -Bd. 1, Teil 2, Leipzig

*) P.Sricker, Die Liickenzahlen #-ter Stufe und die Darstellung der geraden Zahlen als Summen und

Differenzen ungerader Primzahlen, mit Beitrigen von W.WrmvrEicn, Sitz.- Ber. der Heidelberger Aka-
demie d. W., Math.-nat. Kiasse, I.Teil, Jahrgang 1917, 15. Abhandling, I1. Teil, Jahrgang 1918, 2. Ab-
handlung, IIL Teil, Jahrgang 1918, 14. Abhandlung. ’ 7 v
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Additive Arithmetik der Liickenzahlen alles, was sich auf die Difterenzen und
Summen von Liickenzahlen bezieht; die darin aufgestellten Lehysitze sind in voller Strenge
bewiesen. Die Ubertragung der fir alle Stufen giltigen Begriffe und Sitze auf die Primzablen
erfolgt im zweiten Teil: Additive Arithmetik der Primzahlen, Die hier hergeleiteten
Satze diirfen nur als Vermutungen bezeichnet werden; es sind aber, darf man hinzofiigen,
Vermutungen, die durch eine Reihe numerischer Prifungen durchans bestiitigt werden. Die
Entwicklungen konnten an einigen Stellen vereinfacht, verbessert, weitergefiihrt werden. Von
den umfangreichen numerischen Zusammenstellungen, die sich in meinen oben erwithnten vor-
ausgehenden Arbeiten finden, habe ieh nur Proben gegeben.

Numcrische Rechnungen spielen in dem hier behandelten neuen Kapitel der Zahlen-
theorie eine wichtige Rolle. Sie dienen nicht nur dazu, die Richtigkeit vermuteter Sétze zn
priifen, cbensooft ist man auch auf numerische Induktion angewiesen, um zu allgemeinen
Siilzen 7u gelangen.  Es war daber fiir mich von groliem Werte, dali Herr Dr. Weivagicn
in Frankfurt a. M., angeregt durch meine Abhandlung vom Jahre 1916 fiber die Darstellung
gerader Zahlen als Summen von Primzahlen, sich erbot, mir bei den Rechnungen zu helfen,
die zur Weiterfiihrung meiner Untersuchungen nétig wiirden. Weisgreicn hat sich jedoch
nicht darauf beschriinkt, die numerische Arbeit mit Ausdauer, Sorgfalt und Geschick dorch-
zufithren, sondern sich ‘auch an den zahlentheoretischen Forschungen beteiligt.  Fiir seinen
Anteil im cinzelnen sei auf dic Bemerkungen in den crwithnten Abhandlungen, Teil I 5.4,
27, 30, 33, 43, 45—51, Teil IT 8. 15, 37, 41, Teil 111 8. 16, 23, 31, 61 — G5 hingewiesen.
Wie hoch ich seinen Anteil am Ganzen schiitze, habe ich dureh den Doppelnamen der Ver-
fasser dieser Abhandlung ansdriicken wollen.

PAUL STACKEL.

G



Differenzen und Summen von Primzahlen. b

Erster Teil.
Additive Arithmetik der Liickenzahlen.

Kapitel I: Differenzen von Liickenzahlen.
§ 1. Erklirung und grundlegende Eigenschaften der Liickenzahlen.

Jeder ungeraden Zahl 1, 3, 5, ... mogen aus der Reihe der » ersten ungeraden Prim-
zahlen py=38, p,=5, py="7, ..., p, diejenigen zugeordnet werden, durch die sie teilbar ist.!)
Die Folge der Teilerscharen hat Liicken; denn die ungeraden Zahlen, die zu dem Produkt -
der ¢ ersten ungeraden ‘Primzahlen

teilerfremd sind, besitzen keine Teiler der verlangten Art. Die so erklirten Zahlen sollen
als die Liickenzahlen #-ter Stufe bezeichnet werden,

Die Liickenzahlen 7-ter Stufe beginnen mit der Zahl 1. Es folgt sogleich die Primzahl
P,4+1 Dann kommen die zwischen p, 1, und p?.; liegenden Primzahlen. Die erste zu-
sammengesetzte Zahl st 9%, 1.

Um alle Liickenzahlen #-ter Stufe zu ermitteln, geniigt es, den Hauptbereich r-ter
Stufe zu betrachten, der aus den Zahlen von 1 bis 2P, besteht. Ist nimlich », eine
Liickenzahl 7-ter Stufe des Hauptbereichs, so werden durch die arithmetische Reihe 2P,y+v,
(y=0, 1, 2, .. ) lauter Liickenzahlen 7-ter Stufe dargestellt, und umgekehrt ist der Rest
der Division einer Liickenzahl 7-ter Stufe durch 2P, immer eine dem Hauptbereich ange-
hirige Liickenzahl #-ter Stufe.

Erteilt man in den arithmetischen Reihen 2P,y4v, der Zahl y negative Werte, so

ergeben sich negative Zahlen, die ebenfalls zu 2P, teilerfremd sind und daher negative
Liickenzahlen »-ter Stufe genannt sverden mogen.

Lehrsatz I. Die Liickenzahlen #-ter Stufe des Hauptbereichs sind als
ungerade Zahlen cindeutig bestimmt durch ihr charakteristisches Rest-

system, das heiBtdurch die Reste s, sy, ..., &, die sie bei der Division
durch die Primzahlen p,, p,, .. . Py lassen.

Beweis. Um zu zeigen, daB die »-1 Kongruenzen
. =1 (mod. 2), T=$, (mod. pe)‘ e=1,2, .. o)
stets eine und uur ejpe Lsun

. . g im Hauptbereich r-ter Stufe haben, braucht man nur zu
beniitzen, dafl jede ungerade Z !

abl des Bereichs eindeutig in die Form
1201420y py 204 py py + 24, P PaPst. . 2. P2y - Pra

—_—

‘) Anm. bei der Korrektur: ¥s witre wohl eine oft recht bedentende Vereinfachung, alle Zahlen zu-
grunde zu legen und mit der Primzahl Po=2 au beginnen. Da aber nach Stickers Tod eine so wichtige
Anderung nicht angiingig erschien, mub die Primzahl 2 ihre — soweit sich itbersehen liibt — unverdiente
Sonderstellung hier noch beibehalten, WriNgreom. ‘
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gesetzt werden kann, wenn die Koeffizienten g auf die Werte 0,1, 2, . . ., Pe—1 beschriinkt

werden.
Bedenkt man weiter, daB ‘die Zahl # dann und nur daon durch Dy teilbar ist, wenn

der Rest s, verschwindet, so folgt, dab es im Hauptbereich r-ter Stufe
(2) PW=@B-1) 6—-1) (T-1) ... (p,— 1)
Zahlen gibt, die zu 2 P, teilerfremd sind, und man hat den

Lehrsatz Il. Im Haupthereich s-ter Stufe liegen PM Liickenzahlen #-ter
Stufe.

Das Verfalwen des Erarosrneses zur Ermittelung der Primzahlen hat den Mangel, dal
man nicht weili, ob uach einer der Siebungen noch ungestrichene Zahlen zuriickbleiben.

Dali diese Frage zu hejaben ist, zeigt die fir alle Werte von » giltige Ungleichheit 20> 2. .

Hiermit ist bewiesen, dali die Reihe der Primzahlen unbegrenzt ist.!) Der Beweis
von Eukno (Buch IX, Satz 20) besteht in dem Kunstgriff, daBl eine liickenzahl »-ter Stufe
angegeben wird, nimlich die Zahl 2 P,-1, die aus der Zahl 1 des Hauptbereichs entspringt.

Werdén aus der steigenden Reihe der negativen und positiven Liickenzahlen r-ter
Stufe £+1 unmittelbar aufeinanderfolgende Glieder herausgogriffen, so erhilt man einen
(k-4 1)-gliedrigen Abschnitt von Liickenzahlen, Im besonderen bilden die Liickenzahlen
des Hauptbereichs den Hanptabschnitt r-ter Stufe. Er beginnt mit den Zahlen 1,
Pr 41, er endet mit den Zahlen 2P, —p, 44, 2P,—1, denn mit v, ist auch 2P, —v, eine
Liickenzahl r-ter Stufe des Hauptabschnitts. Mithin sind die Py 41— 2 unmittelbar auf-
einanderfolgenden Zahlen von 2P, —p, ;+1 bix 2P —2 cinschlieflich zusammengesetste
Zablen, und es gibt Abschnitte ganzer Zahlen von beliebiger Linge, in denen
keine einzige Primzahl vorkommt.?2) -

Die Zahl P, die Mitte des Hauptbereichs, ist ein Symmetriezentrum fiir die Litcken-
zablen »-ter Stufe; denn P, —2a und P, 4-2a sind gleichzeitig Liickenzahlen oder keine
Liickenzahlen »-ter Stufe. Im besonderen sind die Zahlen P, 4 2% (y=1,2,8, . Jozu 2P,
teilerfremd, und man hat, abgeschen von der ersten Stufe, in der Mitte des Hauptabschnitts
die 6 unmittelbar aufeinanderfolgenden Liickenzahlen

IJT—8’ 1)”_4’ PT*2’ Pr+2’ I)r+4) Pr‘]i_S
Wie leicht gezeigt wird, sind in der unbegrenzten Reihe der positiven und negativen Litcken-
zahlen 7 -ter Stufe alle Vielfachen von P, Symmetriezentra,

Wenn man die steigende Reihe der Liickenzahlen 7-ter Stufe dorchliuft und daraus
nacheinander die Glieder v,, v, 2, ..., v,® entnimmt, so entsteht eine (k+1)-gliedrige
Folge von Liickenzahlen. Aus ihr entspringt die k-gliedrige Differenzenfolge
(3) 201=0/~1v, Boy=0"—v, ..., 20, =9 Wy &)

1) Auf demselben Grundgedanken beruht der Beweis von E. Kuumer, Neuer elementarer Beweis des
Satzes, daB die Anzahl aller Primzahlen unendlich ist, Monatsbericht der Berliner Akademie, Jahrgang
1878, S. 777. '

%) Ebenfalls mit elementaren Mitteln, aber umstiindlicher hat A. Dypré diesen Satz bewiesen.
Spater hat Gratsuzr die Folge der Zahlen 2 P, 42 bis 2 P, +p;41—1 benutzt, die dasselbe leisten, wie
die im Text angegebenen kleineren Zahlen, An enumeration of prime pairs, Messenger of math. (2) 8 (1878),
8. 28; vgl. auch E. Lucas, On long successions of composite numbers, ebendn 8.81. Tisten von langen
Folgen zusammengesetzter Zahlen findet man bei L. Grasaer, On long successions of composite numbers,
Messenger (2) 7 (1878), 8. 171. Die lingste Folge bis 100000 ist 31398 bis 31468, sie umfaft 71 Zahlen.
Ferner sind die 151 Zahlen von 8421 252 bis 8421402 zusammengesetzt.

PR
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Die nunmehr folgenden Untersuchungen iber Differenzen von Liickenzahlen bilden die Grund-
lage einer additiven Arithmetik dieser Zahlen.

§2. Zuliissige Differenzenfolgen.

Wenn eine k-gliedrige Folge gerader Zahlen (28,) bei den Liickenzahlen r-ter Stufe als
Differenzenfolge auftrité, so soll sie als zul#issig fitr die v-te Stufe bezeichnet werden.
Es gibt dann mindestens eine (£4-1)-gliedrige Liickenzahlfolge #-ter Stufe mit den Gliedern

) By, 0,205, 0,420,420, ...y 0,428,420+ . 428,

Sie 1Bt sich in der Form v,4+20, (x=0,1,2,. ., k) darstellen, wenn man die steigende
Folge der 41 Teilsummen

(%) 209=0, 20;=23;, 20,=20-+205, . .., 20, = 28;+28,+. .. 125,

einfiihrt. Die letzte Teilsumme 26, heiic das Gewicht der Diﬂ'erenzenfolge (26,). Nach
diesen Vorbereitungen soll der Satz bewiesen werden:

Lehrsatz Ill. Eine k-gliedrige Folge (24,) ist dann und nur dann als Diffe-
renzenfolge auf der r-ten Stufe zuldssig, wenn die Reste der k-1 Teil-
summen (20,) bei keiner der # Primzahlen 3, 5, .., p, ein volles Restsystem
ausmachen, ’

Beweis. Die Bedingung ist notwendig. Bilden nimlich die Reste der k41 Teil-
summen (20,) gegen die Primzahl p, ein volles Restsystem, so gilt dasselbe von den
k41 Zahlen v,-+20,, mithin ist mindestens e¢ine von ihnen durch P, teilbar. Die Be-
dingung ist hinreichend. Fehlt néimlich unter den Resten gegen p, die Zahl tg die dann
von Null verschieden ist, so gehrt zu dem charakteristischen Restsystem py —ty, py—2y, - .
P,—1, eine bestimmte Liickenzahl v, des Hauptabschnitts r-ter Stufe, und weil die Zahlen .

v,-+20, gegen p, dieselben Reste lassen wie die Zahlen 20, —1,, so ist keine von ihnen
durch p, teilbar. ‘

Zwei Folgen von k-1 geraden Zahlen, bei denen die entsprechenden Glieder kongruent
mod. 2P, sind, haben gegen die Primzahlen 8, 5, . ., p, dieselben Reste. Folglich ent-
springen simtliche auf der r-ten Stufe zuldssigen Differenzenfolgen aus
ciner endlichen Anzahl von Grundfolgen, bei denen die Zahlen 24,) der

Reihe 2, 4, 6, ..., 2P, angehdren, durch Hinzufiigung von Vielfachen der
Zahl 2P, :

Die ‘Anzahl der verschiedenen Reste der k-1 Teilsummen 2o,) gegen die Primzahl'pg
werde mit V(p,) bezeichnet, Der kleinste Wert, den ¥V (p,) haben kanu, ist Eins, und zwar
haben dann alle Teilsummen, also auch alle Differenzen den gemeinsamen Rest Null. Sind
umgekehrt aue Differenzen durch'pe teilbar, so hat V.(pg) den Wert Eins. Mithin hat V (p,)
dann. und nur (.iann den Kleinsten Wert, wenn die ungerade Primzahl P, in dem groBten
gemetusamen Teiler aller % Differenzen (28,) aufgeht. Solchen Primzahlen soll in bezug
auf d-_‘e- betrachtete Differenzenfolge Minimalcharakter zugeschrieben werden.

l?er grofite Wert, den V(pg) haben kann, ist p,—1. Die Primzahl p, triigt dann
Maxim alqharakter in bezug anf die betrachtete Differenzenfolge. Weil die Anzahl der ver-.
schiedenen Reste hichstens gleich %--1 sein kann, kinnen pur solche Primzahlen p, Maxinial-
charakter haben, fiir die PeZk+2 ist. Es gibs dann nur einen Nichtrest'te , und die

Lage del.' Lﬁ_c kenzafh]e’n, denen_die gegebenen Differenzen zukommen, gegen die Vielfachen |
von P, ist eindeutig bestimmt. ' o o

Abhandlnngen der Heidelberger Akedemie, math.-naturw, K1, 10. Ab, 1622, : 2
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Unter den Resten der £-1 Teilsummen (20,) miissen sich gleiche befinden, wenn Py
kleiner als k-1 ist. Bei zuldissigen Differenzenfolgen trifft dies auch zu, wenn Po gleich
k1 ist, also, wenn die Zahl R so gewihlt wird, dai
(6) Pr S k-1 < Pr 1
ist, fir dic Primzablen py, py, .., ppe Ist p, die grofte der ungeraden Primzahlen, die
in einer der Yk (k-+1) Differenzen
7 2oyp=206,—2¢; (x> 2)
aufgehen, so sirfd die Reste der Tetlsummen (20,,) fiir die Primzahlen Pa-t1r Pata -+ VOD-
einander verschieden, und man hat V (po)=*k-+1. Nach der Erklirung ist die Primzahl
14 nicht grifer als o3, und weil fiir die Primzahlen p, p,, .. ., pr gleiche Reste auftreten,
mufl 4 mindestens gleich B sein.

Fiir k=1 moge R=0 und p,=1 gesctst werden.

§3. Symmetrische Differenzenfolgen.

Gleichzeitig mit der Differenzenfolge: 20, 246, ..., 26, ist die in umgekehrter Ord-
nung geschricbene Folge: 20;, 20,;, . . ., 20, zuliissig oder unzulissig. Die umgekehrte
Folge kann mit der urspriinglichen susammenfallen. Dann gelten die Gleichungen 26, ==
2(5,5_,”_1, und es ist
(8) Oyt g _y=o - e=0, 1,2, .., &
Haben umgekehrt dic %£-4-1 Summen G+ 0y -, alle denselben Wert, so ist 24,=248,_, 1,
Folgen dieser Beschaffenheit mégen symmetrisch heifien. ‘

Zur Darstellung der Liickenzahlfolgen (v,--20,,), denen cine gegebene symmetrische
Differenzenfolge (24,) zukommt, benutzt man hiufig mit Vorteil deren Mitte m,, das heifit
die Zahl v,4-6;,. Die Mitte braucht kein Glied der Folge zu sein. Fiir die weiteren Be-
trachtungen roiissen die Fille, ob & gerade oder ungerade ist, getrennt werden.

I Es sei & gerade, k=21 Dann ist die Mitte m, ein Glied der Liickenzahlfolge,
and diese erscheint, wenn
(9) T}.=‘3l+él—1ﬁi7"'_‘7'61—/'_%—1 (}—_-l, 2, )T)
gesetzt wird, in der Gestalt
Mmy— 2%, m,~27,_y, ..., m,—21;, m,, m,+2r, oo w27, m, -2,
An die Stelle des Lehrsatzes IIT tritt der

Lehrsatz IV. Eine 2l-glicdrige symmetrische Folge (24,) ist dann und nur
dann als Differenzenfolge »-ter Stufe zuldissig, wenn die Reste der 2141
Zahlen 0,27, ..., +2% bei keiner der » Primzahlen 8,5 ..., p, ein volles
Restsystem ausmachen.

Weiter gilt der

Lehrsatz V. Bei einer symmetrischen Differenzenfolge von gerader Glieder-
zahl, die auf der r-ten Stufe zuliissig ist, hat keine der Primzahlen 3,5 ...,
P, Maximalcharakter.

Beweis. Zwer Zahlen + 273 haben dann und nur dann gegen die Primzahl p, den-
selben Rest, wenn 7; durch p, teilbar ist, und zwar den Rest Null.  Also ist V (pp) ungerade
und von p,— 1 verschieden.




Difterenzen und Summen von Primzahlen. 11

IL. Es sei & ungerade, k=21 —1. Hier ist die Mitte m, kein Glied der Liicken-
zahlfolge, und diese erscheint, weun . . :
(10) . T;.=5;'_1+6,_,+ . '+6l-—l-|-71 @=2,3, ...,
gesetzt wird, in der Gestalt '

mr—(6l+27l" mr—(al'}'z“"l—l)’ bR mr_(al+2zz)» mr—d,,

mr_l_al’ mr+(6l+272)’ e mr+(al+zzl—1): mf+(61+2‘tl).
Wird noch 27,=0 eingefiihrt, so ist der Lehrsatz III zu ersetzen durch den

Lehrsatz VI. Eine (21—1)-gliedfige symmetrische Differenzenfolge (24,)
ist dann und nur dann auf der r-ten Stufe zulissig, wenn die Reste der
2l Zahlen = (6,427;) bei keiner der Primzahlen 8, 5, ..., p_ein volles Rest~
system ausmachen. B : - . _

Die Anzahl V(pg) kann hier gerade oder ungerade sein, und es ist nicht éusgeschlossen,
daid es Primzahlen von Maximalcharakter gibt. TFiir diese gilt der

Lehrsatz VIl. Wenn eine Primzahl fiir cine symmetriséhe Differenzenfolge
Maximalcharakter triigt, so sind die Mitten der zugehérigen Liickenzahl-
folgen durch sie teilbar. ' )

Beweis. Damit die Primzahl Do Maximalcharakter triigt, miissen die Reste der 27 Zahlen
(8,4 213) abgesehen von der Reihenfolge mit den Zahlen + 1, +2, ..., +1 (pg—1) iiber-
einstimmen, und es findet sich nur dann unter den 21 Zahlen m, + (8, 27;) keine durch
Dy teilbare, wenn m, den Teiler p, hat. ‘

§4. Bestindige Differenzenfolgen.

Weun eine Differenzenfolge auf der #-ten Stufe zulissig ist, so ist sie nach dem Lehr-
satz 111 auch fiir alle kleineren Stufen, im besondern. also anf der ersten Stufe zuldissig.
Wohl aber kann eine auf der r-ten Stufe zuldssige Differenzenfolge fiir die (r+1)-te Stufe
unzuldssig werden, wenn nimlich die Reste der k-1 Teilsummen (26,) gegen die Prim-
:Aahl Pr41 ein volles Restsystem ausmachen. Beim Ubergang'zu hoheren Stufen gehen. also
immer gewisse Differenzenfolgen verloren. Es gibt indessen Folgen, die auf jeder Stufe zu-
lissig bleiben. Sie sollen bestindig genannt werden.

Lehrsatz Vill. Wird die Zahl R so gewdhlt, daﬂ;vﬂgk—{—l<;pl={_{_'l i"st, so ist
die k-gliedrige Folge (28,) dann und nur dann l)es_t—iindig, wenn die Reste
der k-1 Teilsummen (20y) bei keiner der R Primzahlen 8,5, ..., pp ein
volles Restsystem ausmachen, C S
- '.B?\veis. Die Bedingung ist fiir die Zuliissighkeit auf allen Stufen bis. zur R-ten ein-
50}}1“’5110}1 notwendig und himeichend. Fiir die hoheren Stufen aber kénnen die Reste der
T:{lsumg;en. (2a,) niemals ein volles System ansmachen, weil die. Anzahl der Teilsummen
‘ emgiealgegieiie de‘r Primzablen Pr+1 p.R'E'?,’ foo it e ' . »

, gung des Lehrsatzes VIII ist fiir alle zuldssigen Folgen 7-ter Stufe erfillt; deren
Gliederzahl £ Kleiner als Pr4-1—.1 ist. Demnach sind alle cin-, zwei--und dreigliedrigen, auf
der ersten Stufe zuldssigen Folgen auch bestéindige Folgen; -eingliedrige zuliissige Folgen
sind alle geraden Zahlen. ‘ ) » S . e o

Weitere Beispiele zulissiger Folgen ergeben sich aus.der Betrachtung der.Reihe der
Primzahlen 5, 7, 11, | Jede, Primzahl, die grofer als p, ist, gehort zu den Liickenzahlen
r-ter Stufe, mithin ist die Differenzenfolge jeder steigenden‘lReihe positiver Primzahlen, -deren
Gliederzahl weniger als das erste Glied betriigt, bestiindig. ‘

: ”
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Jetst sei p, ¥, p”, ... eine steigende Rethe positiver Primzahlen, deren Differenzenfoige
unbestindig ist, und zwar moge dicse uvzuliissig werden, wenn man von der r-ten zur
{rr-1-1)-ten Stufe fibergeht. Nun sind unter den Liickenzahlen (r--1)-ter Stufe alle Primzahlen
groBer als p, 4, enthalten.  Folglich mufl p kleiner als p, ., sein, und man erkennt, daB
cine Differenzenfolge, die beim Ubergang von der 2-ten zur (r--1)-ten Stufe nnzulissig wird,
nur bei solchen Folgen positiver Primzalilen vorkommen kann, deren Anfangsglied kleiner als
P, 4o ist.  Hieraus folgt endlich, dal eine Differcnzenfolge nur dann unbegrenzt
oft in der Reibe der positiven Primzahlen verwirklicht sein kann, wenn sie be-
stindig ist.

Beispiele bestindiger Folgen sind ferner die symmetrischen Folgen mit 21—1 Gliedern

2l, 21—2, 91—4, ..., 8, 6,4, 2 4, 6,8, ....21—4 21—2, 2L
und zwar fiir jeden Wert von 7. Man hat hier 6,=1, 2¢3 =4 (i--1)—2, so dab nach dem
Lemsatz VI die Reste der 27 Zahlen + [A(A3-1)—1] gegen eine ungerade Primzahl p zu
untersuchen sind.  Bekanntlich erhilt man schon alle méglichen Reste. wenn man 1=0,
1,2, ... Jp—1) setat, und weil der Ausdruck +{i(A4+1)—1} fiir i=0 und fir =1
gleich 41 wird, kénnen sich hiichstens p—1 verschiedene Reste ergeben, mithin ist die
Forderung des Lehrsatzes VI erfiillt.

Endlich mégen noch die bestindigen Folgen angefithrt werden, bei denen siimtliche
Differenzen denselben Wert haben. Aus dem Lehrsatz VIII folgt, dab der gemeinsame
Wert ein Vielfaches von 2P, sein muB, und die Folge ist bestiindig, sobald ihre Gliederzahl
kleiner als p,., - 1 bleibt.

Es gibt Mittel, die es ermoglichen, aus bekannten bestindigen Folgen nene Folgen
dieser Art herzuleiten. Zuniichst ist klar, daB aus eiver bestindigen Folge durch Um-
kehrung der Ordnung der Glieder wieder eine bestindige Folge hervorgeht. Ferner hat
man den

Lehrsatz IX. Sind 244, 20, ..., 206, und 21, 27, ..., 27, die Teilsummen
von swei bestindigen Differenzenfolgen, so lassen sich beliebig viele Zahlen
2% so bestimmen, daB aus den k1142 Zahlen

209y 20y, .., 203, 82120y, 22421y, ..., 22427,
wenn man sie der GroBe nach ordnet und gleiche Zahlen nureinmal hinschreibt,
diec Teilsummen einer bestindigen Folge hervorgehen (Zusammensetzung be-
stindiger Folgen).

Beweis. Bei den Teilsummen (20,) fehle unter den Resten gegen die Primzahl p
die Zahl 4, bei den Teilsummen (2z3) die Zahl w. Bestimmt man 2 Z so, daf fiir alle Prim-
zahlen p < %-+1+2 die Kongruenzen

27 =1—u (mod. p)
erfiillt sind, so fehlt bei den Teilsummen der zusammengesetzten Folge der Rest ¢, und diese
ist nach Lehrsatz VIII bestindig.

Wenn fiir alle in Betracht kommenden Primzahlen p unter den Nichtresten ¢ und u
coin Paar gleicher Zahlen vorkommt, so gehért zu den Werten von 2 Z auch der Wert Null.
Das gilt im hesonderen fiir die Zusammensetzung einer bestindigen Folge mit sich selbst
Hier fithrt jedoch der Wert Null zur urspriinglichen Folge zuriick, und der kleinste brauchbare
Wert von 22 hat die Form 2y, wenn y eine ganze Zahl ist und @ das Produkt der
Primzahlen bedeutet, dencn in bezug auf die Folge Maximalcharakter zukommt; denn bei
ihnen ist man gezwungen, in den Kongruenzen [ gleich % zn nehmen.
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Als Beispiel diene die einfachste bestindige Folge (2). Fir sie hat 8 Maximalcharakter,
und wenn man die Folge mit sich selbst zusammensetat, wird 2Z==6y. Der kleinste Wert 6
fithrt schon zu der bestéindigen Folge (2, 4, 2). Da fiir diese 8 und 5 Maximalcharakter
tragen, so wird bei der Zusammensetzung mit sich selbst 2Z=30y. Der kleinste Wert 30
filhet schon zu der bestiindigen Folge (2, 4, 2, 22, 2, 4, 2). Jetat bekommt auch 7 Maximal-
charakter, und bei wiederho]téfZusa;nmenséfzung.mit sich ‘selbst wird 2Z=210y. Fiir den
kleinsten Wert 210 liefert jetzt die Primzahl 11 ein volles Restsystem. Dagegen fiihrt die
Annabme 2 Z = 420 zu der bestindigen Folge ' :

© 4,2 92,2 4,2 382,2,74 2,22 2 4 2)
Auf diesc Art kann man fortfahren. Es gibt dempach bestindige Folgen, deren Gliederzahl
beliebig grof ist und bei denen alle' Glieder ungerader Ordnung gleich 2 sind. '

§ 5. Auzahl der Litckenzahlfolgen mit gegebener
Differenzenfolge. . y

Die Anzahl der Liickenzahlfolgen 7-ter Stufe mit den gegebenen Differenzen (24,) oder,
was auf dasselbe herauskommt, mit den gegebenen Teilsummen (20,,), die mit einer Liicketi-
zabl des Hauptabschnitts beginnen, soll mit b, (20,) bezeichnet werden. Zu jhrer Be-
stimmung kann das Verfahren dienen, das zum Beweise ‘des Lehrsatzes I1I angewandt wurde.
Weil némlich die Anfangszahlen der betreffenden Folgen, die im Hauptabschnitt liegen, durch
ihre charakteristischen Restsysteme eindeutig bestimmt sind, gibt es genan so viele Liicken-
zahlfolgen der verlangten Art als Restsysteme (p,—t,). Folglich ist &, (20,) gleich dem
Produkt der Anzahlen der Nichtreste, die den Teilsummen (2 o,) gegen die Primzahlen p,
zukommen, oder . ,

(1 by 202) = 1T (g ~Vipe)

Fiir eine Differenzenfolge (24,,), die auf der r-ten Stufe unzuldssig ist, bat mindestens
eine der Anzallen V(pe) den Wert Dos und das Produkt auf der rechten Seite verschwindet.
Fiir eine bestindige Differenzenfolge (20,) sind simtliche Faktoren von Null verschieden;
spitetens von g=A-1 ab haben sie die Form p,—k—1. Es sei daran erinnert,” dad

.vach §2 AR ist. Bildet man in Verallgemeinerung der Gleichungen (1) und (2) die
Produkte ' :

r
(12) ’ Pt = Vi (pp—F—1),
' s » . B 9=R’}'1 . .
50 ‘wu'd fiir bestindige Folgen zweckmiiBig die Form gew#hlt werden konnen:
(13) _ Rk, (20,)= P+V. S,(20,) _ . (> BR).

dA“f der 7-ten Stufe i§t der erste Faktor fir alle k-gliedrigen Differenzenfolgen derselbe,

. d?fetgenEwmd-- der -zweite durch die arithmetische Beschaffenheit der Teilsnmmen (20,) be-
ingt.  Er mdge die aur bestiindigen Differenzenfolge (26,,) gehérige Schwankungsfunk-

tion r-ter Stufe genannt werden. e

1 ‘ZOD ?8501.1de1-e,- Bedeutung ist die Tatsache, daB die Schwankungsfunktionen

d elx) 1des"m]['1dlgen Folgen von der A-ten Stufe ab denselben Wert behalten.

Sobald néimlich r den erl-t A orreicht oder itberschreitet, ist nach Gleichung (11)"

(14 7 i a@a)=1,(20,) - (pya—b=1,

also zufolge der Gleichung (13) : o ,

s A 81 @a= 82y L A
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Der bestindige Wert der Schwanknngsfunktion ldft sich in der Form schreiben
. T w TR Y
(16) 8@a -~ [0~V . ][p—:k—-—l
Das Zeichen p” bedeutet die Primzahlen erster Art 3, 5, ..., Pre das Zeichen ¢ die
Primzahlen zweiter Art, die grofler als pg sind, aber p, nicht tibersteigen. Die be-
stindige Schwankungsfunktion ist ans Multiplikatoren erster und zweiter Art zu-
sammengesetzt, und zwar hat man

(17 M (py=p —Vp) (P <k+1);
i e BV L TV (" R
(18) My(p") Wb =1 %—p——,,_ i h-E1P < py).

Die Multiplikatoren erster Art sind ganze Zahlen, die Multiplikatoren xweiter Art rationale
Zahlen, grofier als Eins, wenn V(") kleiner als k-L1 ist, gleich Eins, wenn V(p”) gleich
k-1 ist. Diejenigen Primzahlen, bei denen der Multiplikator grofier als Eins ist, sollen
wirksam heifien.

Falls R und A4 beide gleich Null sind, gibt es keine Multiplikatoren. Falls A gleich
B ist, gibt es nur Multiplikatoren erster Art. Falls R gleich Null, aber 4 grifer als Null
ist, gibt es nur Multiplikatoren zweiter Art.

Primzahlen von Maximalcharakter, bei denen Vipi=p—1 ist, sind hochstens gleich
kL2, also im allgemeinen erster Art: der zugehdrige Multiplikator hat dann den Wert
Eips. Nur k42 kann als Primzahl zweiter Art Maximalcharakter tragen, aber auch dann
hat der Multiplikator den Wert Eins.

Jm die Multiplikatoren herzustellen, hat man die Anzahlen V(p) zu ermitteln. Hierzu
empfiehlt es sich, die §&(k-+1) Differenzensummen
(8) 20,0=20,-20,=26,+28, (+...+26; 4 (> A)
in Form eines Dreiecks A (20,) anzuordnen:

I : - e
i Das Dreieck der Differenzensammen
; —
[} Y ¢ <
| 1203 20y 205 | ... 203 ... 20, ... 20, 20,
‘
| T —— — =
}200 201()‘2020 20g) ... 1205, .. .iZO.AO oo 2019 204
) | 5 <
1204 §20.31 2og| ... {205 ... {26z1 co %0 20,
20, ! Zogy| .. |20 .20, ... 20,_4,5 204 M
| L
: E o i=
t
i i
20 l 120y, 20013 20, |
I | | ! |
20# ! ' 'Egak—lvz \201/ I
! | do !
! | | i ‘
205y i | 12051, 12 204, 2|l
i ! 2 :
20,4 | i “Ckr -1

Schreibt man in die Felder des Dreiecks A (20,) stalt der Differenzensammen (20,51
deren ungerade Primteiler, so erfolgt die Bestimmung von V(p) mittels des Satres:

Lehrsatz X. Wenun der Primteiler p in 2(p) Zcilen des Dreiecks A(20;)
fehlt, so ist Vip)=z(p)+ 1.

i
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Beweis. Wenn zwei Teilsummen 24, und 26, (%> 1), verschiedene Reste gegen die Prim-
zahl p haben, so ist ihre Differenz 20, nicht durch p- teilbar; wenn sie aber gleiche Reste
haben, so findet sich in der Zeile mit dem Eingang 20, der Primteiler p, und  enthélt
umgekehrt diese Zeile den Primteiler p, so gibt es einen Zeiger A, fiir den 20, und 24y,
(#>2), denselben Rest besitzen., Die Teilsumme mit dem griBien Zeiger, die einen bestimm-
ten Rest's liefert, soll die letzte Teilsumme des Restes s genannt werden. Es gibt
ebenso viele verschiedene Reste von Teilsummen als es letzte Teilsummen gibt, also V(p). .

Jetzt sei 20, die letzte Teilsumme des Restes s. Dann haben die Teilsummen 20,41
20'u'+2, ..+ 20, Reste, die von s verschieden sind, und in der Zeile mit dem Eingang
20, fehlt p. Ausgenommen ist nur der Fall, dal 20, die letate Teilsumme des Restes s
ist, denn es gibt keine Zeile dieses Kingangs; 2o, ist sicher die letzte Teilsumme ihres Restes.

Fehlt umgekehrt in der Zeile mit dem Eingang 20, der Primteiler p, so ist 2 oy die .

letste Teilsumme jhres Restes. Folglich gibt es ebenso viele letzte Teilsummen, als es
Zeilen gibt, in denen p fehlt, also z (p) Zeilen, und dazu kommt noch die letzte Teilsumme
205 Im Ganzen wird demnach ¥V (p)=z(p)-+1.

Mit Benutzung der Funktion 2z (p) lauten die Gleichungen fiir die Multiplikatoren

an M) =p—2) -1 <k
: oy # a1 k—z(p") . -
(18) My(p”) ="+ P - —1+m*; i E4+1<p S py).

Die zweite Gleichung zeigt, dali cine Primzahl zweiter Art wirksam ist, sobald sie minde-
steus in einer Zeile des Dreiecks A (20,) als Primteiler auftritt. Hierin liegt, daB die
wirksamen Primzahlen zweiter Art mit den Primteilern der Differenzensummen (20,3 zu-
sammenfallen, die gréBer als k11 sind. -

Man hat es nicht nitig, fir jede zu untersuchende Folge (2¢,) das Dreieck der Diffe-
renzensummen von neuem herzustellen, wenn man sich ein fiir allemal eine Tafel anfertigt,
die als Einginge der Spalten dic geraden Zahlen 2, 4, 6, 8, . .. trigt, als Eingiinge der
Zeilen ‘die Zahlen ), 2, 4, 6, . .. und die in der ersten Zeile fiir die Fingiinge der Spalten
deren ungerade Primteiler angibt, wihrend in jeder folgenden Zeile die Teilerscharen um je
cine Spalte nach rechts verschoben sind. Fiir die Untersuchung einer gegebenen Differenzen-
folge hat man nur diejenigen Spalten und Zeilen des groBen Dreiecks aufzudecken, deren
Binginge zu den Zahlen (20,) gehéren. T a

Als Beispiel . fiir die Anwendung des Dreiecks A (2 6,) mbge die in §4 auftretende
Diﬂ'erenzenfo-]ge @ 4,2, 22 2, 4, 2) dienen. Die Folge der Teilsummen ist (0, 2, 6, 8, 30,
32, 86, 88). Primzahlen erster Art werden 3, 5, 7, Primzahlen zweiter Art 11, 18, 17, 19,
Durch ‘Eintragen der Primteiler von 3 bis 19 erhilt man das Dreieck . .

2|6 ]s]|s0 | 52]36| s
S0 —=18 1~ 85 —| 3 |19
2 — 18 7| 8517 8
6 — | 8 |18 | 85| —
8 o118 7 | .85
30 . ) R g | .,—
' 82 — 13
3 | L | —
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Hieraus folgt

P 3 5 ‘ 7 7)" 11 13 17 19
”‘ z(p) 1 I N 2(p7) 6 G 6 6
VM) 11 1 M) 43 6a 1o 1211

Schliefilich wird ‘ )
S0, 2, 6, 8, 30, 32, 36. 381 = 64/33.

Dic Primzahlen von 23 ab sind unwirksam.
. . . o 4 . Q 3
Zum Schlufl soll ermittelt werden, wieviele Paare von Liickenzahlen »-ter Stufe
gegebener Differenz 24 ihre Anfangszahl im Hauptabschnitt haben, Weil
k=1 ist. wird

19) 5o (0,28) =P, 08,(0,29),
und zwar ist nach Gleichung (12):
(20) P ®e=(83--2) 5-2) (T2 ... (p,— 2L

Es gibt pur Multiplikatoren zweiter Art und dic Schwankungsfunktion setzt sich zusammen
aus Faktoren

) 2 -Fip
(21) My(p):=1 - ? _,)[).

Bei der Bestimmung von V(p) sind zwei Ifille »u unterscheiden.

. Ist erstens die Differenz 28 nicht dureh p teilbar, =0 ergeben die Teilsummen 0,26
zwei verschicdene Reste gegen g, folglich ist V(p)=2 und My(p)=1. Solche Primzablen
sind unwirksam.

Ist zweitens die Differenz 28 dureh p teilbar, so0 crgeben die Teilsummen 0,28 den

einen Rest Null, folglich ist V(p)=1 and Myip = j’“ Dic in der Differenz 26 eni-
1

Y
haltenen Primteiler sind wirksawm; der grofte von ihnen ist die Primzahl .
3 <) 7)11

Die bestéindige Schwankungsfunktion wird
—7 Pl
(22) 80,20 =7/ b

das Produkt ist iiber simtliche in & enthaltene ungerade Primzahlen zu erstrecken.

§ 6. Folgen von Urdifferenzen.

Die Differenzen von je xwei benachbarten Tiickenzahlen sind in § 1 als Urdiffe-
renzen bereichnet worden; in der Tat lidBt sich die Differenz von zwei nicht benachbar-
ten Liickenzahlen alg Summe von Urdifferenzen darstellen.

Wenn man bei der Bildung der Urdifferenzen 7 - ter Stufe von der Liickenzahl 1 aus-
geht, so ergibt sich cine periodische Reihe von Zahlen, denn die ersten P Urdifferenzen
kehren bestindig wieder. Sic bilden den Hauptabsehnitt der Urdifferenzen #-ter Stafe.
Der Hauptabschnitt beginnt mit der Zahl p,;—1, er endet mit der Zahl 2 als der Diffe-
renz der Liickenzahlen 2P, —1 und 2P,4-1. Auch die in der Mitte stehenden Urdifferenzen
lassen sich allgemein angeben, es sind (von der zweiten Stufe ab) die Zahlen 2, 4, 2, 4, 2.
Tiir die unbegrenzte Reihe der Urdifforenzen der negativen und positiven Liickenzahlen
7-ter Stufe sind die letzte 2 und die in der Mitte befindliche 4 Symmetriezentra. Hieraus
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folgt, dali, von 2 und 4 abgesehen, die Anzahl des Vorkommens der Urdifferenz 26’ im
Hauptabschnitt gerade ist. Dagegen sind die Anzablen fiir 2 und 4 ungerade, und zwar gleich
den entsprechenden % -Funktionen, also nach den Bemerkungen in §5‘g]eich P2,

Zn einem (k+1)-gliedrigen Abschnitt von Liickenzahlen #-ter Stufe gehort eine
Folge von k Urdifferenzen oder kiirzer eine k- gliedrige Urfolge. Wihrend man jedoch
leicht feststellen kanm, ob einc gegebene Folge gerader Zahlen als Differenzenfolge 7 - ter
Stufe zuliissig ist oder nieht, sind, wie es scheint, fir die Urfolgen keine einfachen Kenn-
zeichen vorhanden.  Was sich dariiber ermitteln lieB, soll in diesem und dem folgenden
Pavagraphen dargelegt werden.

Wie in § 4 bemerkt wurde, finden sich simtliche Differenzenfolgen, die bei Liickenzahlen
iiberhaupt vorkommen kénnen, schon auf der ersten Stufe. Beim Ubergang zu hoheren
Stufen gehen gewisse Folgen verloren. Zum Beispiel sind auf der #-ten Stufe alle Differenzen-
folgen gestattet, deren Glieder denselben Wert 2P, haben, wie grof auch die Gliederzahl
sein mdge, auf der (r--1)-ten Stufe bleiben jedoch davon vur diejenigen Folgen erhalten,
deren Gliederzahl kleiner als Dy oy I5h : :

Ganz anders verhalten sich die Urdifferenzen. Auf der ersten Stufe sind Urdifferenzen
simtliche Folgen, deren Glieder abwechselnd die Werte 2 und 4 haben, Beim Ubergang zur
sweiten Stufe bleiben davon Urfolgen nur die 9 Folgen

@ (4 (24, (4,2); (24.2), (4,2,4); (2,4,2,4), (4,2,4,2); (4,2,4,2,4).
Dagegen treten hinzu die F olge (6) und alle die Zahl 6 enthaltenden Abschnitte von Ur-
differenzen zweiter Stufe. Ebenso werden beim ﬂbergang von irgendeiner Stufe zur nichst-
hdheren immer gewisse Urdifferenzen cingebiiifit, dafiir aber andere gewonnen.

Lehrsatz Xl. Wenn eine Folge auf einer gewissen Stufe als Urfolge auf-
tritt, so bleibt sie auf der niichsthdheven Stufe Urtolge oder sie wird
unzuliissig, '

Beweis. Beim ﬁl)ergang von der r-ten zur (r+1)-ten Stufe erhilt man siimtlicke
Liickenzahlen (#4-1)-ter Stufe des Hauptbereichs, der von 1 bis 2P, ; reicht, weon man
von den darin liegenden Liickenzahlen r-ter Stufe diejenigen weglait, die durch p, 4, teil-
bar sind, und diese Liickenzahlen 7- ter Stufe entspringen aus den Liickenzahlen des Haupt-
bereichs #-ter Stufe, der von 1 bis 2P, reicht, wenn man dazu Vielfache von 2 P, zihlt;. sie
lassen sich also in der Form ,-+2P,y “darstellen, und zwar durchlinft n die Werte 0, 1,
2 .. P,41—~1. Unter den Werten von 7 befindet sich immer einer und nur einer, fiir
den v, +2 P,y durch Py -1 teilbar wird; er mige als der Ausnahmewert bezeichnet werden.

Betrachtet man jetzt einen Abschunitt von Liickenzahlen r-ter Stufe (v,1-24",), so
entspringen daraus durch das angegebene Verfahren auf der (r-1)-ten Stufe zuniichst die -
P43 Folgen (v, 420", +2P,5). Uni festzustellen, welches davon Liickenzahlfolgen (r--1)-ter
Stufe siud, .hat man fiir jedes der k-1 Glieder einer solchen Folge die Ausnahmewerte %,
zu ermitteln.  Wenn es cinen Wert % von 3 gibt, der von allen Ausnahmewerten () ver-
schieden ist, so bilden die Zahlen (v,+2¢',+2P #’) eine Liickenzahlfolge (v-+1)-ter Stufe,
und diese Folge ist ein Abschnijtt, ’

Demnach bleibt. die zu den Teilsummen (2¢,) gebdrende Urfolge r-ter Stufe (24',)
auch auf der (r41)-ten Stufe eine Urfolge, es sei denn, daf die %--1 Ausnahmewerte (7,,),
abgesehen von der Reihenfolge, mit den Zahlen 0, 1, 2, . ., ,.4.,— 1 tibereinstimmen. Nun
durchlituft aber mit 4 auch 2,+2P,5 ein volles Restsystem flir die Primzahl p,; ,, und
wenn die Zahlen (v,4+2 Py, 4-2¢",) durch p,.r, teilbar sind, missen auch die Teil-
summen (20,) ein volles Restsystem fisr Pr41 ergeben. Folglich wird in diesem Falle nach

Abhandlungen der Heidelbergor Akademie, math.-naturw. K1, 10, Abh, 1922, 8
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Lehrsatz IIT die Differenzenfolge (26',) anf der (r--1)-ten Stufe unzuliissig Was zu be-
weisen war.

Fir jeden Auspahmewert " von 7 ist unter den k41 Zahlen (v424¢",-+2P3y")
mindestens eine durch p, 5 teilbare enthalten, mithin entspringt aus dem (k- 1) - gliedrigen
Abschnitt 7~ ter Stufe (v,+267,) auf der (r--1)-ten Stufe cin Abschnitt von weniger als
k41 Gliedern. Die zugchorigen Urdifferenzen sind teils Glieder der Folee (26 ) teils
Sammen von Abschnitten dieser Folge. Sind nfimlich #,, 9, 11, ... ¥ 21 gleich #”, aber
Ne—1 und 9, 45 davon verschieden, so folgt auf der (r+-1)-ten Stufe auf die Liickenzahl
v,+20’,_14+2PF n' soglelch die Liickenzahl vﬂ—Zo,___ 4-2P,%" und es wird daher
2"x+z—2rx 1=26,+20, 1+ < 420", 43 eine Urdifferenz (r4-1)-ter Stufe.

Lehrsatz XIl. Die Ul‘folgen, die beim Ubergang von der r-ten zur (r-+1)-
ten Stufe neu hinzutreten, entspringen aus den Urfolgen 7-ter Stufe, in-
dem gewisse Abschnitte durch die Summen ihrer Glieder ersetzt werden.

Eiine bestindige Differenzenfolge, die von einer gewissen Stufe ab Urfvlge wird, erzeugt
beim Ubergang zu einer hoheren Stufe Urfolgen, bei denen gewisse Urdifferenzen der niede-
ren Stufe miteinander verschmolzen sind; selbstverstiindlich brauchen solche Urfolgen nicht
neu zn sein, aber alle neuen entstehen einmal auf diese Weise. Es liBt sich zeigen, dab

“von der A-ten Stufe ab im'mer pur ein Paar benachbarter Urdifferenzen der Folge (267,)
verschmelzen kann. Sollen sich nimlich mehr als zwei Urdifferenzen zu ciner einzigen ver-
einigen, so miissen mindestens zwei benachbarte Ausnahmewerte cinander gleich werden.
Es sei etwa n,, gleich y,.; Damn ist die Differenz

(?)r_r"‘ax-l-l_LZP M) — (0 +26’y+9P M) = 2517 +1x
durch p, 41 teilbar, Nun sollte aber p, die grofte ungerade Primzah! sein, dic in mindestens
einer der Differenzensummen (20¢'3,) enthalten ist. Mithin sind die Auvsnahmewerte (nx),
sobald 7 grofer als A geworden ist, alle voneinander verschieden.

Auf jeder Stufe ist 2 die kleinste Urdifferenz. Die Frage nach der grofBten Uldlﬂ'eren/
2y, der r-ten Stufe hat schon Lecexnre bei seinem Beweisversuch des Sfltzes von den unendlich
vielen Primzahlen in arifhmetischen Reihen aufgeworfen und dahin beantwortet, daf 2y =
2p,_, sei. DaB seine Begriindung unzurcichend ist, hat DiricuLer bemerkt, daB sein Satz
falsch ist, Dupré nachgewiesen. Wohl aber lift sich in voller Strenge beweisen

Lehrsatz XII. Unter den Urdifferenzen s-ter Stufe kommt stets die Zahl
2p,_q vor
Beweis. Man betrachte, mter x eine noch zu bestimmende Zahl verstanden, die
P, -1 — 1 aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen
2P, sxtu, u=1,3,5 ..., p,_4—2
Weil dic Zahlen 8, 5, ..., p,.;—2 mindestens eine der 7 — 2 ersten ungeraden Primzahlen
sum Teiler haben, so ergeben diese Werte von wu keine Liickenzahlen r-ter Stufe. dJetzt

withle man die Zahl & so, daf 2P, _sz—1 durch p, 4, 2P, az-+1 durch p, teilbar ist.

Dann sind auch die Zahlen 2P,_,x+ 1 keine Liickenzahlen #-ter Stufe.

s bleibt iibrig, zu zeigen, dafl die Zahlen 2.P,_,x--p,_, Liickenzahlen »-ter Stufe sind.
Dab sic keine der ersten »—1 ungeraden Primzahlen zu Teilern haben, ist unmittelbar er-
sichtlich. Nun war ZP _gt4-1 durch p, teilbar; mithin ist die niichst kleinere durch p,
teilbare Zahl 2P,_px—p,-+1, die niichst gréBere durch p, teilbare Zahl 2 P, 2%+ P+ 1.
Dic Zahlen 2P,,_2m_i°p,_1 liegen aber innerhalb des Bereichs, der von den Zahlen
9P, _pa+tp,+-1 begrenzt wird, Folglich ist ihre Differenz 2p,_, eine Urdifferenz.
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Man kéonte die Zahl @ auch so wéhlen, daB 2P, _,a—1 durch p,, 2P,_ga+1 durch
P,y teilbar wird.

Fiir den von Lecevnrs angestrebten Zweck, den Satz von den Primzahlen in arlth—
metischen Reilien zu beweisen, wiirde es geniigen, wenn sich zeigen lieBe, daB der Quotient

2y,:p,2_; mit wachsenden Werten von # beliebig klein wird. Ob es sich so verhdlt, muB
dahingestellt bleiben.

§7. Unzerlegbare Differenzenfolgen.

Eine wichtige Klasse der Urfolgen sind die unzerlegbaren Folgen. Man nehme’ irgend-
eine auf der r-ten Stufe zulissige Differenzenfolge (24,) und bilde daraus neue Folgen
desselben Gewichtes 20,, indem man nicht benachbarte Differenzen verschmilzt, sondern
vielmehr an die Stelle der Differenzen 24, Folgen gerader Zahlen setat, deren Summe
wieder 24, ist. Durch solche Zerlegungen entsteht schlieflich die Folge vou o Gliedern,
die samtllch gleich 2 sind. Diesc Folge ist unzulissig. Mithib muf im Taufe der Zer-
legung mindestens eine Folge auftreten, bei der jede ‘weitere Zerlegung zu einer unzu-
lissigen Folge fiihrt; eingeschlossen ist der Fall, dah schon die gegebene Folge Keine Zer-
legung gestattet. Eme Folge r-ter Stufe, bei der jede Zerlegung eine auf der r-ten Stufe

unzuliissige Folge ergibt, mdge unzerlegbar auf der #-ten Stufe heiBen. Aus der
Erklirung folgt sogleich der Satz:

Lehrsatz XIV. Jede auf der #-ten Stufe uﬁzerlegbare Foblge‘ ist eine Urfolge
r-ter Stufe.

Einfuche Beispicle sind dic Folgen, deren Glieder abwechselnd gleich 2 und 4 sind.
Man hat von der zweiten Stufe ab die neun in § 6 angefithrten bestindigen Folgen, die auf
jeder Stufe als Urfolgen anftreten.

Unzerlegbar sind ferer alle Folgen eines gegebenen Gewichis 20, denen die groft-
mdgliche Gliederzahl zukommt. Die Hochstzahl ist sicher kleiner als 6,. Eine der Wahrheit
néher kommende Schranke lifit sich folgendermaflen herleiten.

Das Gewicht 26, kann auf eine und nur eine Art in dér Form

(23) | 2“k=2 902, (Bo=1)-
dargestellt werden, wenn die Koeffizienten den Ungleichheiten
‘ 09, <pp4:-1 (=90, 1,2 ,r~1), :
9,20 | '

unterworfen werden. Nun ist die Anzahl der Liickenzahlen r-ter Stufe, die einem Abschmtt.
der Léinge 2P, angehbren, nicht groBer als die Anzahl der Liickenzahlen g_te'l.",Stufe des »
Abschuitts, also als Pp™. Folglich liegen in cinem Abschnitt der Lange 20 hchstens . -

24) ' v = 2 g Po | | (pou)_ )

Luckenzahlen r- ter Stufe, und eine Dlﬁ'erenzentolge (2 6,,) des Gewmhtes 20, kann hochstens
—1 Glieder enthalten.

Statt die Differenzenfolge (24,,) zu zerlegen, kavn man die zugehorlge Folge von, Tell—
summen (20,) erweitern, néimlich die neuen Teilsummen hinzuftigen, die bei den zerlegten
Differenzenfolgen auftreten. Die erste Einschubzahl 2 muf poslth; kleiner als das

Gewicht 20, und verschieden von den schon vorhandenen Teilsummen ' (20,,) sein. Thr Platz
. . e
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in der Reihe der Teilsummen wird durch die Ungleichheiten 20 < 2, <2054, bestimmt.
Die zweite Einschubzahl 2 muoB aufierdem von 2g; verschieden scin, und so geht es
weiter.  SchlicBlich erhiilt man eine erweiterte Folge von Teilsummen (26, 2¢, 2&y, ...,
2¢g,); sie kann hichstens 7, Glieder enthalten. Der Gesamtheit der Zerlegungen einer Folge
(248,), dicse cingeschlossen, cntspricht auf diese Art die Gesamtheit der erweiterten Teil-
summen, die urspriingliche Folge von Teilsummen (26,) eingeschlossen, _

Weunn dic Dilferenzenfolge (24,) anf der 2-ten Stute unzerlegbar ist, so gibt cs Lir jede
Einschubzahl 2¢ mindestens eine Primzahl Pp aus der Reihe 3, 5, ..., p,, bei der dic Reste
der crweiterten Folge (20, 2¢) ein volles Restsystem ausmachen. Hierin liegt, daB diese
Primzahl p, fir die urspriingliche Folge (28,) Maximalcharakter besab. Maximalcharakter
tragen aber nur solche Primzahlen, die <% -2 sind, mithin ist wegen der Ungleichheit
(6) o <RB+1. Man hat daher die Sitze:

Lehrsatz XV. Falle eine Differcnzenfolge auf einer gewissen Stufe unzer
legbar ist, so bleibt sie auf der niichsthéheren Stuafe unzerlegbav oder sie
wird nnzulidssig.

Lehrsatz XVI, Falls eine Differenzentolge auf der (R+1)-ten Stufe zerleg-
bar ist, so bleibt sie es auf allen folgenden Stufen. )

Als Beispiel einer Folge, die auf einer gewissen Stufe zerlegbar ist, aber beim Uber-
gang aul die niichsthohere Stufe unzerlegbar wird, sei die Yolge (2, 4, 6, 2) angefiihrt. Sie
gestattet auf der ersten Stule die Zerlegung (2, 4, 2, 4, 2), sie wird aber auf der zweiten
Stufe unzerlegbar, weil die Folge (2, 4, 2, 4, ) fiir diese Stufe unzuliissig ist. Mithin ist
die bestindige Yolge (2, 4, 6, 2) von der zweiten Stufe ab unzerlegbar.

§8 Anzahl der Liickenzahlabschnitte mit gegebener Urfolge.
Die Erklirung der unzerlegbaren Folgen liefert sofort den Beweis fiir den Sata:
Lehrsatz XVil. Die Anzahl der im Hauptabschnitt beginnenden Liicken-
-zahlabschnitte mit einer gegebenen unzerlegbaren Urfolge ist gleich der
betreffenden k-Funktion.

Fir zerlegbare Urfolgen 14Bt sich zeigen, da die Anzall u, (20',) der im Haupt-
abschnitt beginnenden Liickenzahlabschnitte 7 - ter Stufe durch die %- Funktionen ausgedriickt
werden kann, dic zu der gegebenen Folge und ihren Zerlegungen gehdren. Es ist indessen
niitzlich, die Fragestellung zu verallgemeinern. Die herzuleitenden Formeln bleiben nimlich

- in Kraft, wenn die Anfangszablen der Liickenzahlfolgen irgendeinem Abschnitt von ganzen
Zahlen entnommen werden, etwa dem Abschnitt, der von 7y ({eingeschlossen) bis n, (aus-
geschlossen) reicht. An die Stelle der Zeichen h,(26,) und u, (2d,) moégen dann die
Zcichen H, (20,) und U, (20,) treten. Den Abschnitt ersichtlich zu machen, ist in diesem
Paragraphen noch nicht nétig, weil er im Laufe der folgenden Untersuchungen beibehalten
wird. Spiiter, wenn mehrere Abschnitte gleichzeitig betrachtet werden, sollen die Zeichen
H 2%) (ng:my) und U,2%) (ny:n,) angewandt werden.

Lehrsatz XVIll. Jede H-Funktion r-ter Stufe ist gleich der Summe der
U-Funktionen r-ter Stufe, die zur Gesamtheit der erweiterten Teilsummen
der H-Funktion gehéren,

Beweis. Die Liickenzahlfolge 7-ter Stufe (v,-20,) liegt in dem Lﬁckenzahlabschuitt,
der mit », beginnt und mit v,420; endet. Die Folge entsteht aus dem Abschuitt, indem
gewisse Liickenzahlen, etwa v,+2¢, v,4-2¢, ..., v,12¢, fibersprungen werden; der Ab-
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schnitt besitst dann die Teilsummen (26, 2¢,, 2¢eg, ..., 2g)). Die Gesamtheit der Liicken-
zahltolgen, deren Anfangsglicder dem Abschnitt (75 :7m;) angehibren und denen die Differenzen-
folge (24,,) zukommé, Bt sich in Klassen teilen, die durch die Anzahl der iibersprungenen
Liickenzahlen gekennzeichnet sind.  Als Anzabl der Folgen der Klasse (v) erhillt man die
Summe XU, (20, 2&, gy, ..., 2¢,), die iber alle Verbindungen von Einschubzahlen 2¢,,
ég, ... 7u je v zu crstrecken ist; weil das Zeichen U, (267) den Wert Null hat, falls dic
Folge (2¢°;) keine Urfolge ist, darf man auch sagen, dafi die Summe iber alle Verbindungen
20 je » zu erstrecken ist, die aus geraden Zahlen kleiner als das Gewicht 2g; gebildet
werden kdonen. Nunmehr entspringt durch Summation {iber alle Werte von » die zo be-
weisende Formel .
25) H,(20,)=0U0,Q20,)+2U,20,, 2e))+3U, (20, 26, 2ep) L. .. .

o +2U, 20, 26,24, ..., 26)+..... : ,
Auf der rechten Seite hat man so weit zu gehen, bis die unzerlegbaren Folgen des Gewichtes
20, erreicht sind.

Fiir jede Folge vou Teilsummen, die in der Gleichung (25) vorkommt, 148t sich eine
dhnliche Gleichung aufstellen: , ' ’
(26). H.2d)=U,26)+3U, (203, 2¢,)+5 U,(26;, 2¢y, 269 +. ..

DU R0, 267, 2eg + e, B+ . ., '
und so geht es fort, bis zu den unzerlegbaren Folgen, bei denen die H-Funktionen gleich
den entsprechenden U-Funktionen sind; bei ihnen gibt es nur die eine Klasse 0).

Wenn man die Reihe der so erhaltenen Gleichungen riickwiirts durchliuft, so lassen
sich die darin auftretenden U-TFunktionen durch H-Funktionen ausdriicken, und schlieBlich
wird H,(20,) eine lineare, homogene, ganzzahlige Funktion derjenigen H-Funktionen, deren
Teilsummen (206,) und die dardus durch Erweiterung hervorgegangenen Teilsummen sind.
Ein Beispiel wird das deutlich machen. ’ '

Von der zweiten Stufe ab bestehen die Gleichungen

a,(8)=U,6)+|0, 2 6)+U, (6 2]+ U, 4, 2); R
ey H,(2,6)=U,(, 6)4-U,(2.4,2), H,(6,2)="U,(6,2)+U, (2, 4, 2);
U H,©4,2=U,@2 4 2. S
Aus ihnen erhiilt man durch Auflésung :
U, 4,2)=H,( 4, 2); _ o
U, 6)=H,(2 6)—H,(2,4,2), U, 2)=H,(6,2)—H, (2,4, 2);
U'®)=H,(8) — [H,(2, 6)+H,(6, 2)]+H,@2 4 2)

Allgemein gilt der Satz: '

Lehrsatz XIX. Jede U-Funktion r-ter Stufe ist eine .lineare, homogene
Funktion der H-Funktionen r-ter Btufe, die zur Gesamtheit der erweiterten
Teilsummen der U-Funktion gehéren, nimlich: ,

@n - U, 29,)= H, 20,) ~ ZH, @o,, 2&)+ ZH, (20, 2¢,, 2¢)
~2H, (20,, 2&, 260, 28 F... - : e
«oH(~1H, @0y, 26, 26 .., 25,)+. ..

Beweis. - Auf der rechten Seite mdgen fiir die H-Funktionen jhre Ausdriicke durch
U-Funktionen nach den Gleichungen (26) eingesetzt werden. Die U-Funktionen geben jede§j
mal an, wieviel Liickenzahlfolgen mit den Differenzen (28;) vorhanden sind, bei denen die
zu ihren Einschubzahlen gehérenden Liickenzahlen fibersprungen werden. Die Anzahl U, (29,),
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die angibt, bei wievielen Folgen keine Liickenzahl {ibersprungen wird, findet sich nur in
dem Ausdruck flir die Funktion H,(26,). Dagegen sind die Anzahlen U,(2¢'3) auf der
rechten Seite mehrmals vorhanden. Die Anzahl U, (20,,, 2¢', 2¢7, ..., 2¢) findet sich ein-
mal in dem Ausdruck fir H,(20,). Unter den U-TFunktionen. die ans der Summe
2 H,(20,, 2¢) entspringen, lommt sie »-mal vor, denn jede der » Zahlen 2¢, 257, ...,
2:@ kann als Einschubzahl 2&, gewihlt werden. In der folgenden Summe X H, (20,,, 2£, 29
kann fiir die Kinschubzahlen 2¢;, 2s, irgendein Paar der Zahlen 2¢°, 2¢”, ..., 26 ge-
nommen werden, mithin kommt die Funktion U, (25,, 2¢', 2¢”, ..., 2¢U)) darin (%5)-mal
vor. So geht es weiter. Die betrachtete U-Funktion ist schlieflich in der Summe 3 H,
(20,, 2¢1, 2¢&, ..., 2g) nur einmal enthalten, nimlich in dem Gliede, bei dem die Hin-
schubzahlen 2&y, 2&, ..., 2¢, mit den Zahlen 2¢’, 2¢”, ..., 26" ibereinstimmen. Bei Be-
riicksichtigung der Vorzeichen ereibt sich schlieBlich als Koeffizient der betrachteten U-Funktion

L-( 1) (5) - (3)+ - =1p =0,
das heiBt, es heben sich alle U-Funktionen heraus, bei denen Einschubzahlen auftreten, und
es bleibt nur die Funktion U,(20,,) ibrig, Was zu beweisen war.

Aus der Gleichung (27) libit sich cine wichtige Eigenschaft der U-Funktionen herleiten.

Nach der Gleichung (14) war von der 4-ten Stufe ab

by 120,)=1,(20,) < (prey - B 1) |
Auch die Funktion U, 41(20,) kann durch w-Funktionen 7-ter Stufe dfn'gestellt werden.
Damit man die Gleichung (14) auf die k- Funktionen anwenden darf, die in de-m Ausdrn.ck
fir u,(20,) vorkommen,‘(hu'f keine der zngchdrigen Differenzensummen (20’1#) durch eine

der Primzahlen 3, 5, .., p, teilbar scin. Bestimmt man also die Zahl B dnrch die Un-
gleichheiten
(28) P =0 <Py +1

so gilt von der B-ten Stufe ab die Gleichung
Uy 41 (20,) = b, @0y) + By — k=D =2k, 120,, 2) . (- k—2)
+2h, Co,, 2¢, 2&) . (Pr+1”k"3)+' ..
+ (1" 2h, (20,, 261, 285, ..., 28) . Dy —k—v—1)....
Die rechte Seite ist nach der Gleichung (27) gleich
U, (20y) « Py —k—D+2h,(20,, 26)—2 . Zh,(20,, 2&, e+ ..
(=D 2R, (20, 26y, 2eqy ..y 2ey) ..,
und hieraus folgt durch wiederholte Anwendung des Lehrsatzes X VIII die Gleichung
(29) U, 41 @0)=u,20,) . (B, 41— k—1)+Zu,(0,, 26,) = Zu, (20, 26, 2e)+. ..
o (1), (20, 26y, 2o .-y 2e)) ..
so dafi schlieBlich die w-Funktion (r--1)-ter Stufe durch lauter u-Funktionen r-ter Stufe
ausgedriickt ist.

Die Gleichung (29) kann schon auf fritheren Stufen richtig sein, in jedem Falle aber
hesteht sic von der B-ten Stufe ab. Ist sie fiir irgendeine Stufe » richtig, die mindestens
gleich A ist, so hat sie in Wirklichkeit eine einfachere Gestalt. Nach § 6 kann von der
A-ten Stufe ab immer nur ein Paar Urdifferenzen beim Ubergang zur nichsthoheren Stufe
verschmelzen, das heifit, man kann der Folge der Teilsummen (246,,) hochstens eine Einschub-
zahl hipzufiigen. Mithin haben die #-Funktionen, bei deneu mehr als eine Finschubzahl ver-
merkt ist, den Wert Null, und die Gleichung fiir %, ,(20,) lautet:

(30) "y 4 1(267() = Uy (2 G;{) . ‘\IPT +17 k-1 - Zur(zo;w 2 81)'
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Zum Schluf dieses Kapitels sollen noch fiir die Gewichte von 2 bis 12 die Aunsdrficke -
fiir die A- und u-Funktionen mitgeteilt werden. Von zwei Folgen, die durch Umkehrung
der Ordnung ineinander iibergehen, ist immer nur die eine angegeben, weil die zugehdrigen
- und %-Funktionen iibercinstimmen. Bei jeder A-Funktion findet man die Stufenzahl 4
angegeben, von der ab der allgemeine Ausdruck in Kraft tritt, bei jeder w-Funktion die
Stufenzahl @, von der ab die betreffende Urfolge auftritt. Tiir die spéiteréh numerischen
Anwendungen sind noch die Werle der Zeichen P,, P, ..., P,® bei den ersten 7 Stufen

angegeben worden.

!
Die ersten h- und w-Funktionen. ]\
Daffe- . - x
S L e A PIT wBusktion
p) 2 0,2 |0|0| P®1| PW
4 4 0,4 |0|0o| P® 1| P®
61| 2,4 0,26 |(1|1| P®[1| PW®
6 0,6 |0|1|2P® 2|2P@_2P®
& || 242 10268 [1|1| P 1| P®
2,6 0,28 [1|1| P®| 2 P®_P®W
8 0,8 |0l0] P®i3g} PO_2P®LPW@
10 | 4,2,4 | 0,4,6,10 | 1|2|2P®|1|2P® -
4,6 0,4,10 |1|23P®|2 §P®_2P@
10 0,10 |0|2[4P,®|8|4P®-3P@L2P W
12 112,4,2,40,2,68,12|2|2| P®|1| P®
2,4,6 | 0,2,612 |1|22P®|2 2P ®_P® °
2,6,4 | 0,2,812|1|2|2Pw|2 2Pw—-P®
42,6 | 0,4,6,12 1|1 PWw|2| PWw_pP®
2,10 0,212 11/23P®|3|3P,®—4P,®LP6
48 | 0,412 |1|1| P®|3| P®_3P@LP6
6,6 0,6,12 |1|1|2P®|3|2P,® —6P,®- 2P0
12 0,12 |0|1|2P,®]4|2P®7P®+10P,@—-2P®
Werte der Zeichen P,,HP,(”, .o P
7| Py P, PO P® P@® PW P,®
1] 8 3 2 1 — - -
2| 5 15 '8 2 1 —
3| 7 105 | 48 15 .8 3 2
4011 1185 | 480 185| 64| 21 12
5118 15015 | _ 5760 | 1485 ! .640| 189 96 | .
6|17 | 255255 | 92160 | 22275, 8960 | 2457 | 1152 -
7| 19 | 4849845 | 1658880 |378675 | 143360 | 36855 | 16128
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Kapitel II: Summen von Liickenzahlen.

§1. Die Darstellung gerader Zahlen als Summen von Liickenzahlon.

Gegeben seien zwel (k-1-1)-gliedrige Ll'ickenmhlfolgen r-ter Stufe mit derselben sym-
wetrischen Differenzenfolge (24,,), etwa die Folgen (v,+4-2 o) und (w,+206,). Schreibt man
dic zweite in umgekehrter Ordnung: (w,--20,_,) und addiert die entsprechenden Glieder
beider Folgen, so haben nach Gleichung (8) Seite 10 dic Summen V0,420, +20,_, den
gemeinsamen Wert o, 4w, 24, Man crhilt demnach eine (k-+-1)-fache Davstellung der
geraden Zahl 2n =v,--1w,+ 20, als Summe mittels Liickenzahlen #- tor Stufe, denen dieselbe
k- gliedrige symmetrische Differenzenfolge (2 d,) zukommt,

Bei den folgenden Untersuchungen werden nur solche Darstellungen einer geraden Zshl
2n als Summe betrachtet, bei denen die beiden Summanden positiv sind. so daB es sich
um Summen im cigentlichen Sinne des Wortes handels,

Die Anzahl der (k+4-1)- fachen Darstcllungen der geraden Zahl 27 als Summe mittels
Liickenzahlfolgen r-ter Stufe, denen die Teilsummen (2 6,) zukommen, werde mit @,2%(2n)
bezcichnet, und zwar sollen Darstellungen, bei denen v, von w, verschieden ist, als ver-
schieden angesehen werden, so daf ein solehes Paar v,, w, von Anfangszahlen zweimal zihlt,
wihrend Darstellungen, bei denen v, gleich w, ist, nur einmal zihlen.

Es gibt symmetrische Differenzenfolgen, bei denen nicht alle geraden Zahlen Darstel-
lungen der verlangten Art zulassen. Hat nimlich dic Folge 21— 1 Glieder, so sind die
Liickenzablen m, I (8;4-27;) und m’, + (6,+27;) zu addieren, und es wird 27 =m +m’,.
Nach dem Lehrsatz VII sind aber dic Mitten m, und m’, durch dic Primzahlen teilbar
dic in bezug auf die Folge Maximalcharakter tragen. Mithin miissen von der R-ten Stufe,
ab alle darstellbaren Zahlen durch das Produkt § aller Primzahlen ¢, ¢, ¢”, ... von Maxi-
malcharakter teilbar sein.

Lehrsatz XX. Die Bestimmung der G-Funktionen 148t sich auf die Be-
stimmung von H-Funktionen zuriickfiihren, es ist nimlich
(81) G, %% (2n) = H, 2%, 27 +20,)(_ 20, —2n —20,).

Beweis. Wenn die Zahl 2n eine (k+1)- fache Darstellung als Summe mittels Léicken-
zahlfolgen r-ter Stufe (v,4-20,) gestattet, so 148t sie sich auch auf k41 Arten als Differenz

von zwei Liickenzahlen 7-ter Stufe auffassen. ‘Wenn  man némlich w,= —w, - 20, setzt,
so wird

2n = (’U,+20x) - (w’,+ 20,).

Die zweite Folge (w',+20,) hesteht aus negativen Liickenzahlen 7-ter Stufe mit den
Differenzen (24,,); diese Zahlen liegen zwischen —w,—~2¢6, und —w,, die Grenzen ein-
geschlossen.  Mithin ist jeder der betrachteten (k- 1) - fachen Darstellungen der Zahl 27 eine
Folge von 2%+42 Liickenzahlen 7-ter Stufe: w',+20,, v,+2q,) zugeordnet, deren
Differenzen

285, 285, ..., 28y, 28, 20 — 20y, 24, 24, ..., 24, 24,
sind; die zngehérigen Teilsummen haben die Werte
_ 200, 201, ..., 204, 2m, 20+ 26y, 2004 2q,, . . 5 2n4-20,
Hat man umgekehrt eine Folge von 2k-1-2 Liickenzahlen r-ter Stufe, denen diese Diffe-
renzen und Teilsummen zukommen und liegt die Anfangszahl ', im Abschnitt (—20;
—2n —20;), so liegt w, = —w',— 20, zwischen 0 und 27, und wan erhilt eine Dar-
stellung der Zahl 27 als Summe der positiven Liickenzahlen w, <20, und ¥, -+ 20,. Hieraus
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ergeben sich alle k41 Darstellungen von 2# als Summe mittels der (k--1)-gliedrigen
Liickenzahlfolgen r-ter Stufe (v,420,) und (w,}-2¢,). Folglich gibt es genau so viele
(k+1)-fache Darstellungen der verlangten Art, als es (2k--2)-gliedrige Liickenzahl:
folgen jener Differenzen und Teilsummen gibt, deren Anfangszahlen im Abschnitt (— 2o, ;
—2n — 206;) liegen. .

Um den Beweis zu vollenden, hat man noch einen Punkt klarzustellen. Nach der Er-
kldrung der Anzahl der (k--1)-fachen Darstellungen sollten Darstellungen als verschieden an- _
gesehen werden, wenn v, von w, verschieden ist, dagegen nur einmal zihlen, wenn v, gleich

w, ist. Diese Forderung ist erfillt. Denn wenn v, von w, verschieden ist, so setze man
’ N :
v,=—-%,—20, Dann wird

2n = (wr+2 6%) - ('v‘r+2 G%)!
und man gelangt zu der (2%-}- 2)-gliedrigen Liickenzahlfolge (v',+20,, w,420,), die mit der

Liickenzahl — v, — 20, beginnt und niemals mit der vorhergehenden Folge (w',+20,, v,--24,)
rusammentallen kann. ' ~

82 Asymptotische Ausdriicke fiir die - und @-Funktionen.

Im Sinne von Dimicmier?) heifit cine einfache, leicht zu iibersehende Funktion das
asymptotische Gesetz einer verwickelteren Funkiion, wenn der Quotient beider bei unbegrenzt
wachsendem Werte der unabhingigen Veriinderlichen der Grenze Bins zustrebt. FEs ist be-
quem, zwei solche Funktionen f(r) und ¢ (n) asymptotisch gleich zu nennen und
 (n) o @ (n) zu schreiben. ' :

Mit Hilfe der Anzahl h,(26,) kann ein asymptotischer Ausdruck fiir die Anzahl
I,2%) (ny; ny) hergeleitet werden. Wenn die Linge des Abschnitts, ng—mny, zwischen
®-2P, und (x+1)-2P, liegt, so liegt der Wert der H-Funktion zwischen xR, (20,)
und (1) -k, (20,). Fir groBe Werte von 2, —ny, das heiBt fir Werte, bei denen der
Quotient 2P, : (ny—n,) klein ist, hat man daher die asymptotische Formel

(32) H,2%) (ng: ny) o0 21 p (963,
ap,

Die Forderung, daB der Quotient 2P, :(ny—mny) klein sein soll, ist erfiillt, wenn man bei
fester Stufenzahl 7 die L#nge des Abschnitts 7y — 7, unbegrenzt wachsen liBt. Wenn man je-
doch, ‘wie es im folgenden notwendig werden wird, auch die Stufenzahl # als verinderlich
ansieht,,so liegt darin eine Beschrénkung der Art, auf die # unendlich werden darf.

Die Form der rechten Seite zeigt, daB fir die asymptotischen Werte der H-Funktionen
nur die Linge des Bereichs maBgebend ist, daB es also nicht darauf ankommt, wo der
Bereich beginnt. Man findet hier eine Eigenschaft der Primzahlen wieder, denn dié An-
zahlz(n) der ungeraden Primzablen des Abschnitts (n:1), Eins eingeschlossen, ‘wird durch
den Ausdruck n :logn asymptotisch dargestellt, und daher hat man

7 (g =) o 7t(ng) — 7 (n),
vorausgesetzt, daB n,—n; klein ist gegen my -

Fir eine Stufenzahl r, die griofer als R ist, darf man die Gleichung (13) anwenden
und erhilt .

(39) C HW g im)

P+
9P (rg — my) 'Sr(zax)-

der Berliner Akademie 1838, 8. 13, Werke Bd. 1, S. 853 i
Abhandlungen dov Heidelberger Akedemie, math.-naturw. K1 10, Abh. 1882, : . 4

4y L. Dirrorrer, Uber die Bestimmung asymptotischer Gesetze in der Zehlentheorie, Mona.tsbebrichte
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Der erste Faltor auf der rechten Seite ist allen (£-+1)-gliedrigen Liickenzahlfolgen 7-ter
Stufe gemeinsam. Er ist der Linge des Abschmitts (#,:n,) proportional und s¢oll daher die
Wachstumsfunktion r-ter Stufe der (k-4 1)-gliedrigen Liickenzahlfolgen heiBen. Da-
gegen ist der zweite Iaktor, die Schwankungsfunktion »-ter Stufe, durch die arith-
metische Beschaflenheit der Differenzen (24,) und der daraus entspringenden Teilsummen
(20,) bedingt. Sobald r den Wert A fiberschreitet, hat die Schwankungsfunktion den be-
stindigen Wert 8(20,,).

Die Gleichung (31) ermoglicht es, auch fiir die G- Funktionen asymptotisehe Ausdriicke
anfzustellen. Man findet sogleich

P ekt
(34) G2%)(2n) o0 ZL . 2n .8 (2¢,, 2n—+>206
2P, T

Dafi die Teilsummen von der Linge des Bereichs abhiingen, tut dev Giltigkeit der Formel
keinen Eintrag, denn dazu ist nur erfarderlich, daff der Quotient 2P, :2n klein ist. Wohl
aber tritt eine Schwierigkeit ein, wenn man die Stufenzahl =o weit wachsen lassen will, da
die Schwankungsfunktion bestindig wird, denn der Zeiger der groften Primzah], die in min-
destens einer der 2%+-2 Teilsummen (20,, 2720, als Teiler enthalten ist, wird jetzt von
2 n abhiingig, und es fragt sich, ob die Bedingung, daf 2P, : 2% klein sein soll, fiir solche
Zeiger crfills ist. s wird sich herausstellen, dall es erlaubt ist, in der Gleichung (33) den
Zeiger 7 bei der Schwankungsfunktion wegzulassen, wenn gewisse Voraussetzungen tber die
Art, wie  und 2n gleichzeitig unendlich werden, erfiillt sind. Hierauf kann jedoch erst
eingegangen werden, nachdem die Eigenschaften der Schwankungsfunktionen §,(2a,,, 271--20,,)
genauer untersucht sind, und das wird die Aufgabe der folgenden Paragraphen sein.

2)-

§3. Die Schwankungsfunktionen der einfachsten @-Funktionen.

Die Schwankungsfunktion S, (26,, 2%--26,,) ist aus den Multiplikatoren erster und zweiter
Art zusammengesetzt. Aus den Gleichungen (17} and (18') ergibt sich fiir den vorliegen-
den Fall:

(85) M(p)=p - Z(p)—1 (p < 2k+2);
NP -Z@p)-1_ o, 2kL1-Z(p") .
0 =" ke =1 e (P> 2h+2).

Die Funktion Z(p) bezieht sich auf das Dreieck der Differenzensummen, das zu den Teil-
summen (2o, 2n+20y) gehort. Der allgemeinen Untersuchung sollen, damit man ersieht,
worauf es aukommt, cinige Beispicle vorausgeschickt werden.

I Einfache Darstellungen der geraden Zahlen als Summen mittels
Litckenzahlen. Die Liickenzahlfolgen, die zuar Darstellung benutzt werden, sind hier die
Liickenzahlen selbst, und es wird 2n=v,+w, Weil k=0 ist, hat man als Wachstums-

funktion r-ter Stufe

w. (1’(2n)=P’m 211l
: 4 2P, "
Fir die Folge von Teilsummen (0,2n) gibt es keine Primzahlen erster Art, vielmehr sind alle
ungeraden Primzahlen 3, 5, 7, ... zweiter Art. Das Dreieck der Differenzensummen besteht
aus der einzigen Zahl 2n. Mithin ist Z(p”)=0, falls g ein Teiler von 2n ist, Z(p")=1,
falls es kein Teiler ist. Im zweiten Fall ist die Primzahl p” unwirksam, im ecrsten wird

-1

ey
Mﬁ(p )"‘pn_2-
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Im besonderen ist die bestiindige Wachstumsfunlstion
800,2m)= [72=3;
das Produkt ist iiber siimtliche ungerade Primteiler von 22 zu erstrecken.

II Zwillingsdarstellungen der geraden Zahlen, So sollen die Darstellungen
der geraden Zahlen heifien, bei denen zur Bildung der Summen die Liickenzahlpaare der
Differenz 2 oder die Liickenzahlzwillin ge benutzt werden. Jetzt wird

: 2n=vr+(wr+2)=(”r+2)+wr'
Weil k=1 ist, erhilt man ‘als Wachstumsfunktion r-ter Stufe
@
@®) o= T )
W8 (2n) 5P 2n.

Fir die Folge von Teilsummen (0, 2, 2n, 2%-1-2) ist Primzahl erster’ Art nur 3, alle
iibrigen ungeraden Primzahlen sind zweiter Art. Das Dreieck der Differenzensummen wird

’2 2n Zn;’
N |

2n—2 | 2n
2
Wenn 2z durch 3 teilbar ist, hat man Z(3)=1, also M,(3)=1; wenn 2n nicht durch
3 teilbar ist, hat entweder 22 —2 oder 2712 -den Teiler 3, und es wird Z(3)=2, also
M;(8)=0. Hieraus folgt, daB nur die durch 6 teilbaren Zuhlen Zwillingsdarstellungen zu-

lassen. Man hitte das von vornherein sagen kéonen, denn 8 trigt Maximalcharakter fiir die
Differenzenfolge (2).

Ebenso leicht findet man fiir die Primzahlen zweiter Art,

wenn 22 den Teiler p” hat, Z @")=1, My(p") = ?;;—*i;
p — ’” '
wenn 27 — 2 oder 2212 den Teiler 9" hat, Z(p")=2, My(p")= H3

wenn weder 27 noch 27 +9 den Teiler p” haben, Z (p") =8, My(p")=1. .
Dempach sind nur solche Primzahlen zweiter Art wirksam, die als Primteiler bei -einer der
drei Zahlen 20, 22 +2 auftreten. Zur Bildung der bestindigen Schwankuhgsfunktion S0, 2,
2n, 2n+42) hat man simtliche Primteiler der genannten drei Zahlen zu benutzen..

III. Doppelte Darstel]ungen gerader Zahlen. Zur Bildung der Summen werden .
Liickenzahlpaare der Differenz 24 benutzt. Wachstumsfunktion ist wieder W,®(2n), Prim-
zahl erster Art nur 3. Das Drejeck-der Differenzensummen wird = '

24 | 2n’ 2n+20
2n—260 | i2n :
20

Bei der Primzahl 8 ist zu unterscheiden, ob 28 durch 8 teilbar ist oder nicht. ‘
1. 28 ist nicht durch 3 teilbar. Dann ist immer eine und nur eite der drei
Zahlen 2m, 2n 124 durch 3 teilbar. Ist 22 durch'8 teilbar, so wird M;(8)=1; ist. es
nicht durch 8 teilbar, M;(3)=0. Mithin gestatten nur die durch 6 teilbaren Zahlen die

4%
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gewiinschte Darstellung, im Einklang damit, dall 3 fiir die Differenzenfolge (24}, wenn 26
nicht durch 3 teilbar ist, Maximalcharakter trigt.

2, 26 ist durch 3 teilbar. Ist daon auch 27 durch 3 teilbar, so wird 3,(3)=2,
ist es nicht durch 8 teilbar, M;(3)=1. Die durch 3 teilbaren geraden Zahlen pestatten also
noch einmal soviel Darstellungen der verlangten Art als die nicht durch 3 teilbaren.

Ist die Primzahl zweiter A1t p”; kein Teiler von 24, so wird:

’

wenn 27 durch p'/ teilbar ist, M,(p" = g—%‘%;
wenn eine der beiden Zahlen 22+ 28 durch p” teilbar ist, M,(p" )=

p 9,
vt
L

o

wenn weder 2% noch 2n+28 den Teiler p** haben, M,(p" 1=

Ist die Primzahl zweiter Art ¢ Teiler von 26, so wird:

wenn 27 durch ¢” teilbar ist, Jlfg(q”)=gqi,,—:~i;
wenn 27 nicht durch ¢ teilbar ist, Myig'") = %;

Demnuach sind nur diejenigen Primzahlen zweiter Art wirksam, die als Teiler bei einer
der Zahlen 24, 2n, 20+ 28 vorkommen. Zur Bildung der bestindigen Schwankungsfunktion
S0, 26, 2n, 2n--248) hat man alle wirksamen Primzahlen zu benutzen.

§4. Die Schwankungsfunktion der allgemeinen G-Funktion.

Zur Ermittelung der Schwankungsfunktion 8, (26,,, 22 + 20, dient das zngehdrige Dreieck
der Differenzensummen A (20, 20+ 206,). Wie die Tafel zeigt, hesteht es aus zwei Drei-
ccken von je % Zeilen und Spalten und einem Quadrat von k--1 Zeilen und Spalten. Die
beiden Dreiecke sind identisch mit dem Dreieck A (20¢,) Das Quadrat enthilt die (k--1)2
Zahlen 2n-+2d,;; das Zeichen o' soll andeuten, daf die Zeiger =, 4 iber alle Paare 2 <1
zu erstrecken sind, go daf zn den Zahlen 20,3 die Zahlen 20',,,== hinzukommen.

Das Dreieck A(20,, 2n+20,)
%0, |26, .szu,u | 2n l 9n1-26, 2nt20, ...| 2nd20,

= . T ] - 7

24, 2030| 20p| . . 120, | 22 2mt20p e 20204 |ae ) 204204
20, 204 - .. |20 2n — 20y 2n e 5 2n+20,, | 2420y,
.................................. I ' B
20y 20'“' | 2%—26A0 271,—2(1;1 )‘ .. l 2n+20,‘1 , : 271,—{—20“[
2054 204, g1| 20 =204 4,9 | 20—204 4,y |- - ’ In—20p4,, L 2n 20y,
94, 27— 26,9 2n—20, |... " 2n— 20y, | 2n

2n 2oy R ; 2040 | 20,
121420y i x ’ 20, 205
2n-4-20,4 ‘ K l 2oy, 4
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Die Anzahl der Zeilen des Dreiecks A (20, 2n420,), die den Primteiler p nicht
enthalten, werde mit Z (p) bezeichnet. Die entsprechende Anzahl fiir das Dreieck A (20,)
heife wie friiher z(p). Bei der Bestimmung von Z(p) ist es zweckmiBig, die ungeraden
Primzahlen in vier Klassen zu teilen, je nachdem '

L p>na+4og, IL 20, <pLntoy, IIL o, <p<2a; IV.p<0;

ist. Wenn man von dem Fall der Zwillingsdarstellungen absieht, der bereits erledigt wurde,
kano es Primzahlen erster Art, grofer als 2k-+2, nur in der dritten und vierten Klasse geben.
Beide Arten zu trennen, wird jedoch erst ndtig, wenn man die Multiplikatoren aufstellt.

Erste Klasse. Primzahlen grofier als nt-o, sind in keiner Zeile des Dreiecks

A (20,, 2n-+20,) als Teiler enthalten. Mithin ist Z(p) = 2&--1 und
@ Myp=1 - O (p> ntop).
Solche Primzahblen sind unwirksam. : .

Zweite Klasse. Primzahlen grofier als 2o, sind in keiner Zeile des Dreiecks A (20,)
als Teiler enthalten, so daB fiir sie nur das Quadrat @ (2¢,, 2n--24,,) in Betracht kommt.

Die Zahlen des Qnadrats liegen zwischen 27—20, und 2n-420,, sind also einem Ab- -

schnitt von 20,+1 geraden Zahlen entnommen. Weil nun p grofier als 20, ist, so hat
hdchstens eine der Zahlen 2% + 2a (0<2a<20,;) den Teiler p. Gibt es im Quadrat keine
solche Zahl, so ist M,(p)= 1. Ist 2x selbst durch p teilbar, so wird Z (p) =k, und man hat
p—k—1 i
M, (p) = Py L
[st im Quadrat 27 -—2a oder 2n-+2a durch p teilbar, so hat man festzustellen, wie oft
die Zah! 2a unter den Zahlen 20, vorkommt. Jedesmal, wenn die Gleichung 20,;=2a
gilt, erhiilt man eine Zeile des Quadrats, die cine durch p teilbare Zahl enthilt, und nur
eine, denn die Zahlen der Zeile sind einem Abschnitt von o,-+1 geraden Zahlen ent-
nommen. Mithin sind so viele Zeilen des Dretecks A 20, 27-+20,) mit dem Primteiler p
behaftet, als Differenzensummen im Dreieck A (2¢,,) gleich 2a sind. Um den Fall 2¢=0
#u umfassen, braucht man nur das Dreieck A’ (20,) der Zahlen 20,3 zu betrachten. Wird
also die Anzahl der Zahlen dieses Dreiecks, die gleich 2¢ sind, mit y (2a) bezeichnet, so ist
Z(p)=2k+1—y(2a). Hieraus folgen fir die Multiplikatoren die Gleichungen
My(p)=1, wenn keine der Zahlen 2n +2¢',; durch p teilbar ist,
M, (p)=p+&;’(i(2 ]; E;C = 2,. wenn 27 — 24 oder 2n+2a durch teilba}' ist.

Man beachte, daB derselbe Multiplikator heranskommt, gleichgiltig, ob 2n—2a oder 2n+-2a
den Teiler p besitzt, '

(1)

Der grobte Wert des Multiplikators ergibt sich, wenn 27 selbst den Teiler p> hat. Dann

ist y(0)=k-+1, wenn aber 24 von Null verschieden ist, wird stets y(2a)<k. Die obere
Schranke k ist verwirklicht, falls alle Differcnzen (24,) gleich 24 sind. Wie im ersten Ka-
pitel gezeigt wurde, gibt es béstindige Folgen dieser Art, und zwar hat man 2a=2Pp
su setzen. Hs ist leieht zu zeigen, daf nur fiir Folgen mit lauter gleichen ‘Differenzen
y(2a)=k wird. L .

Dritte Klasse. Auch die Primzahlen der dritten Klasse konnen im Dreieck A (20,)
nicht als Teiler auftreten. In einer Zeile des Quadrats ¢ (20,, 2n--20,) findet sich eine
solche Primzahl hochstens einmal als Teiler. Hat keine der Zahlen 2n+ 24,2 den Teiler p,

A R,
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so ist wieder My(p)=1. Ist 2n sclbst durch p teilbar, so wird Z{p)=*k, und man erhilt
denselben Multiplikator wie bei der zweiten Klasse. Ist 27 —2a durch p teilbar, so gilt
dasselbe von 22-4-(2p—2a), und ist 2n--2a durch p teilbar, so gilt dassclbe von 27, —
(2p—2a). Die Zahlen 2n7F(2p—2a) kommen nur in Betracht, wenn 2p —2a hichstens
gleich 206, ist. AuBer den Zahlen 2n+2a konnen also auch die Zahlen 2n 4 (2p—2a)
unter den Zahlen 2n--2¢',,; vorkommen und den Primteiler p liefern. Damit sind aber
auch alle Zahlen erschiptt, die den Teiler p besitzen konnen. Bedenkt man noch, daf
¥ (0)=k-41 und y(2p)=0 ist, so wird allgemein Z(p)=24 11 —y2a)—y2p-2a), und
man hat schlieflich
Ny My(p)=pty2a)ty2p—2a —2kL2) (P'< 2Lh4-2);
My(p")=1, wenu keine der Zahlen 2n+4-20,; durch p teilbar,
e () RS _ 9, 9 L'72 N
(N My (p") = By "';]'/‘TT)Z;” —;Z‘) 2 -7, wenn 2x - Za oder 20 42 durch
P oAk 2
l p” teilbar ist.

Auch hier macht es keincn Unterschied, o 2n —2a oder 27—+ 2a den Teiler p besitat.

Vierte Klasse. Wenn p< g, ist, konnen auch die Zahlen des Dreiecks A (20,)
den Teiler p enthalten, und man hat daher zuerst die Anzahl z{p) der von p {reien Zeilen
dieses Drciecks festzustellen. Dann liefert das untere Dreieck im Dreieck A (20, 22 +24,,)
i Z(p) den ersten Beitrag zip). Den zweiten Beitrag lefern dic ersten k41 Zeilen des
Drefecks. Ist keine der Zahlen 2n+ 20, darch p teilbar, so ist der zweite Beitrag gleich
2(P)-+1, und es wird Z(p)=2z(p)+1. Ist 27 selbst durch p teilbar, so ist der zweite
Boitrag gleich Null, und es wird Z(p)==z(p). Tst 2n nicht durch p teilbar, wohl aber min-
destens eine der Zahlen 211 20,7, so liegt Z(p) zwischen z(p) und 2z(p)4-1, und um den
genauen Wert zu ermitteln, hat man die Zahlen des Quadrats Q(24,,, 2n-1-20,) auf ihre

Teilbarkeit durch p zu untersuchen. In einer Zeile des Quadrats kann jetzt mehr als eine

durch p teilbare Zahl vorkommen.

Ahnlich wie fir dic Multiplikatoren der Schwankungsfunktion S,/24,) ein fir allemal
ein grolies Dreicck hergestellt wurde, dient zur Bestilrynung des Charakters, der dem Quadrai
@ (204, 2n+20,) innewohnt, das groBe Quadrat. Fe enthilt oberhalb der von links
oben nach rechts onten laufenden Hauptdiagonale das groBe Dreicck. Tn der Diagonale
steht das Zcichen p und besagt, daB fiir die betreffenden Felder jede ungerade Primzahl
als Teiler (der Null) aufzufassen ist. Das Quadrat wird vervollstindigt, indem die Zeilen
des groflen Dreiecks nach links fortgesetzt werden, so daB in dem Felde mit dem ‘Eingang (2a)
der Spalte und (2) der Zeile, « kleiner als f, die ungeraden Primteiler der Zahl 2a-28
verzeichuet sind. Hieraus folgt, daf in Feldern, die svmmetrisch zur Hauptdiagonale liegen,
dieselben Primteiler stehen,

Um das grofie Quadrat.fiir den Primteiler p auf das gegebene Quadrat Q 2o, 2nt+
20,) anzuwenden, denke man sich zuerst alle Zeilen und Spalten jede fiir sich zugedeckt.
Die Zeile (20;) enthillt in der Spalte (20,,) die Primteiler der Zahl +20,,;. Mithin enthilt
dieselbe Zeile in der Spalte (26,,1-2a) die Primteiler der Zahl +26',,+2a. Jctzt sei
27n—2a durch p teilbar. Um festzustellen, welche der Zahlen

2n+26,=2n—2a4(+2¢,;+20)

den Teiler p besitzen, hat man demnach die k-1 Spalten (26, --20a) aufzudecken,und die
Zeilen (20,) freizumachen. Wenn man noch die sichtharen Zeilen und Spalten ancinander

st |
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schiebt, so entsteht ein Quadrat von (k-1)% Feldern, das fiir die entsprechenden Felder des
Quadrats @ (20,, 20--20,) angibt, ob sie den Primteiler 9 aufweisen oder nicht. .

Der Fall, dafi 2742 dureh 2 teilbar ist, 188t sich auf den soeben betrachteten
Fall zorfickfiihren, wenn man darauf verzichtet, daB 2a kleiner als P sein soll und fiir 2¢
alle geraden Reste gegen 2 nimm¢, oder vielmehr diejenigen geraden Reste, die bei den
Zahlen 26',; wirklich vorkommen.  Man erhilt-auf diese Art wieder ein Quadrat von (k--1)2
Feldern. . .

In vielen Fillen ist es nicht erforderlich, die ganzen Quadrate herzustellen. Um niimlich
den Beitrag zu ermitteln, den die ersten k41 Zeilen des Dreiecks A (20, 20-+24,,) zur
Funktion Z(p) liefern, hat man dem Quadrat @ (2¢,, 2n4-20,) noch das Dreieck A (26,)
hinzuzufiigen und darin vermége des groBlen Dreiecks die Zahlen (20,;) durch ihre ungeraden
Primteiler zu ersetzen. Dann aber kommen fiir Z(p) nur diejenigen Zeilen des Quadrats in
Betracht, die im Dreieck A (20,) von P frei sind. Wenn also etwa simtliche Zeilen des
Dreiecks A (20,) den Teiler p aufweisen, so geniigt es, die (k+1)-te Zeile des Quadrats _
zu beriicksichtigen. Nur wenn siimtliche Zeilen des Dreiecks A (26,) von p frei sind, muf
man das volle Quadrat-nehmen, hat damn aber mit demn Dreieck nichts mehr za tun.

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich daraus, dafl cine Zeile, deren Eingang mit einem
der Fingiéinge der Spalten ibereinstimmt, von vornherein weggelassen werden darf, denn
an der Kreuzungsstelle steht die Primzahl p. .

Endlich ist noch eine einfache Beziehung niitzlich, dic zwischen den beiden Quadraten
besteht, die man erhilt, wenn 2% —2a und wenn 2% —(2p —24a) und damit 2724 durch P
teilbar ist, Fehlt nimlich im ersten Quadrat der Primteiler p in zwel zur Hauptdiagonale
symmetrischen Feldern, so fehlt er auch in denselben Feldern des zweiten Quadrats. Ist
aber beim ersten Quadrat eines von zwei sur Hauptdiagonale symmetrischen Feldern mit
dem Teiler p behaftet, und das andere dann notwendig frei von P, so vertauschen diese im
zweiten Quadrat ihre Rolle. Hierin liegt, dal das zweite Quadrat aus dem ersten durch
Spiegelung an der Hauptdiagonale erzeugt wird. :

Nachdem man die ersten k41 Zeilen des Dreiecks Aoy, 2n4-20,) auf die ange-
gebene Weise durch eine gewisse Anzahl von Zeilen des Quadrats ersetat hat, das aus dem
groben Quadrat durch Aufdecken von Zeilen und Spalten hervorgegangen ist, mufl man ab-
ziblen, wie viele Zeilen von p frei sind. Findet man x{2a, p) solcher Zeilen, so wird

avy {M1 (P)=9"—22(p)—2, wenn keine der Zahlen 2n+20',,, durch p teilbar,
My (p)=9p" —2()— 2(2a, P)—1, werin 2n—2¢q durch p’ teilbar ist; ’
My(p")= 27;32(*—1?_)2;2 wenn keine der Zahlen 2%+ 2¢',,; durch p texlbal,

(IV2) 1" ’” e e - . s '

My(p) =2 =% (7;,? :;,izf’gj )= 1, wenn 27 —2a durch  teilbar ist. -

Wie sich die Durchfiihrung im einzelnen gestaltet, soll im niichsten . Paragraphen an ‘zWei A
Beispielen gezeigt werden. ) -

3
i

§ 5. Beispiele fiir die Bestimmung von Schﬁvankuﬁgéfunktion‘én.
L Die vierfachen Darstellungen der geraden Zahlen als Summen mit-
tels Liickenzahlfolgen der Differenzen (2, 4, 2). Die Folge-der Teilsummen ist
(0, 2, 6, 8). Bei der Bestimmung der Schwankungsfurktion Lo <

8,(0, 2, 6, 8, 2n, 212, 2n+6, 20+8)

|
i
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sind die Primzahlen erster Klasse grifer als n+4; sie sind unwirksam. Die Prim-
sahlen zweiter Klasse liegen zwischen 8 und n 44, es sind also die Primzahlen 11,
13, 17, . . . . Nach den Formeln (IT) wird

M, (7')")_1, wenn keiue dev Zahlen 27, 222, 4, 6, 8 durch p” teilbar.

M,(p") = v j_;y(ga) , wenn eine dieser Zahlen durch p teilbar ist.
Das Dreieck A’(0, 2,6, 8) wird
{
[of2]6]s,
I 0 6 |
I 9 1
| ‘ 0 1
Demnach wird fiir )
2a=0, 2, 4, 6, 8,
y2ar=4,2 1,2, 1,

und man erhilt als Multiplikatoren

My (p ”) —-( ; g, wenn 2#n durch p teilbar,

’”

Mz(p”)=£,,:g, wenn cine der Zahlen 82-+2, 226 durch p” teilbar,

//

Mz(p")_ Z, wenn eine der Zahlen 2+ 4, 2n--8 durch p” teilbar.

Primzahlen dutte] Klasse sind 7 und 5. Sie sind erster Art. Fir die Prim-
zahl 7 wird bei
2a=0, 2, 4, 6; 14—2a =14, 12, 10, §
y(2a)=4, 2, 1, 2; y(14--2¢)= 0, 0, 0, L.
Folglich ist
M,(1)=8, 1. 0, 2,
je nachdem eine der Zahlen 2n, 27+ 2, 2n+4, 22+ 6 durch 7 teilbar ist; mit 2n1 6 ist
von selbst 2%-8 durch 7 teilbar.
Fiir dic Primzahl 5 wird bei

20=0, 2, 4; 10—-2a =10, 8, 6
y(za,) 4,2, 1; y(10-2a)= 0, 1, 2.

-

Folglich ist
MI (5) - 1) 05

je nachdem 2% oder eine der Zahlen 2n+2, 2%+ 4 durch 5 teilbar ist.

Primzahl vierter Klasse ist 8. Sie ist erster Art. Man findet sofort 2(8) =1, weil
im Dreieck A (0, 2, 6, 8) die- erstc und die zweite Zeile mit dem Teiler 3 behaftet sind. Mithin
kommen von den Quadraten nur die Zeilen mit den Eingiingen 6 und 8 in Betracht. Man erhilt

:l “ w2a,=0 Qa =2 I 2a=4 !5

T o] 2| 6] 8] 2] 4] s[10] 4] 6[10l12)
6] 8|—1s8]—]—1—1—|—|—138/_7]s3s
gl—| 3. —|38]3'— 3l—|=1—|~—]|—|
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Hieraus folgt: o

(0, 3)=0, z(2, 3)=1, z(4,3)=1 _ :
Folglich wird M;(8) gleich 1 oder 0, je nachdem 27 oder eine der Zahlen 27 +2 durch
3 teilbar ist.

Die geforderte Darstellung ist nur moglich, wenn 2% durch 8 und durch 5 teilbar ist;
man hitte das voraussagen konnen, weil 8 und 5 in bezug auf die Folge (2, 4, 2) Maxinmal-
charakter tragen. Aus dem Verhalten der Primzahl 7 folgt weiter, da8 die Darstellung nur
bei den geraden Zahlen der Formen 210», 210»--30, 90, 120, 180 gelingt, dagegen nicht
bei den Zahlen der Formen 210» 60, 150. Auch dics 1iBt sich leicht bestiitigen, denn von
der dritten Stufe ab haben die Anfangszahlen einer Luckeuzahlf‘olge der Differenzen (2, 4, 2)
eine der Formen 210v--11, 101, 191, also dic Endzahlen eine der Formen 210v4-19, 109,
199. Bei der Summation einer-Anfangs- und einer Endzahl sind daher nur die angegebenen
finf Fille moglich,

II. Die fiinffachen Darstellungen der geraden Zahlen als Summen mit-
tels Liickenzahlfolgen der Differenzen (6, 12, 12, 6). Die Folge der Teilsummen
ist (0,6, 18, 30, 36). Bei der Bestimmung der Schwankungsfunktion

8,(0, 6, 18, 30, 36, 27, 2n--6, 2018, 21130, 211-36)
sind die Primzahlen erster Klasse griBer als n4-18; sie sind unwirksam.

Die Primzahlen zweiter Klasse liegen zwischen 86 und n--18. Nach den
Formeln (II) wird fir 2a = 0, 6, 12, 18, 24, 30, 36:

My(p”)=1, wenn keine der Zablen 22 +2a durch p” teilbar,
MJp”):%——m, wenn eine der Zahlen 2n+24¢ durch p’’ teilbar.

Aus dem Dreieck A’(20,) ergeben sich fiir y(2a) der Reihe nach die Werte 5222121

Die Primzahlen dritter Klasse sind 19, 28, 29, 31. Sie sind zweiter Art. Zu
den. angegebenen Werten von 2a treten jetst noch die iibrigen geraden Zahlen von 2 bis 34.
Fiir sie ist y (2a)=0. Man uberzeugt sich leicht, dafl im vorliegenden Falle y(2p — 2a), falls

¥(2a) von Null verschieden ist, immer den Wert Null hat. Die Fille, in denen y(2p—2a)
von Null verschieden ausfillt, sind die folgenden:

2a=8, 14, 20, 26, 32; 2a=10, 16, 22, 28, 34
¥(88-2a)=2, 1, 2, 2, 2; y(46-2a)= 1, 2, 1, 2, 2
y(62—2a)=0, 0, 0, 1, 2; y(58—2a@)= 0, 0, 1, 2, 1.
Nach den Formeln (ITT) wird jetzt

M,(p")=1, wenn keine der Zahlen 2n+ 20", darch p’ teﬂbar,

“w_ P +y(2a)+y(2p 2a)—10
Ms(?) p __10 N Ty

wenn 22 — 2a oder 2n+-2a durch p”
teilbar ist.

Von den Primzahlen vierter Klasse sind erster Art 8, 5, 7, zweiter Art 11, 18, 17-‘

Aus dem Dreieck A (20,) . ermittelt man zuerst der Reihe nach z(p)=0, 2, 4, 4; 4, 4.

1. p’=8. Man findet (0, 3)=0, x(2, 8)=1, x(4, 3)—1 und daraus M1(3) gleich 2
oder 1, je nachdem 2% durch 3 teilbar ist oder nicht.

2. p'=5. Es kommen nur_die Zeilen mit den Eingingen 18, 30, 36 in Betracht. Man ,

findet #(0, 5)=0, z(2, 5)=1, (4, 5)=z(6, 5)=2, (8, 5)-1 Folghch erd Ml (5) glelch

Abhandlungen der Heidelberger Alxadomie math., -nnturw K. 10. Abh. 1922,
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2,1,0, je nachdem 2%, eine der Zahlen 27 -+2, eine der Zahlen 2n+4 durch 5 teilbar ist.
Die geraden Zahlen der Form 2n=10r+4 sind demmnach von der verlangten D(uctellung
ausgeschlossen.

3. Die Primzahlen 7, 11, 13, 17 lassen sich gemeinsam behandeln, weil 2 (0) immer gleich
4 ist. Der Rest Null gibt immer (0, p)=0. An Stelle der von Null verschiedenen Reste
2¢ lkann man 406, +12, +18, +24 nchmen. Die Quadrate fiir die 6 negativen Reste
entspringen aus denen fiir die 6 positiven Reste durch Spiegelung an der Hauptdiagonale.
Dabei bleibt dic Anzahl der von dem Primteiler p freien Zeilen unverindert, und es ist

x(+2a, p)=2(—2a, p). Die Werte der Funktion x(2a, p) sind :

m(2a,p) h

[ 612 18243036

7] 2 1‘2;211;2&
nj|s: 8/ 3 412! 2
15 s 3| 3| 4l 3] +.
EE 5/ 3|4 3] 4

Die Aufstellung der Multlphkatmen oeht nunmehr rasch vor sich. Zunichst ist M, (7)
gleich 2, 1, 0, je nachdem 2n, cine der /ahlm 2n+2 eine der Zahlen 2n+4 oder 2016
dmch 7 teilbar ist. Mithin entzichen sich die oexaden Zahlen der Formen 14u44 und
14 +6 der gewinschten Darstellung, Nimmt man die Ausnahmezahlen 10»+4 hinzy, so
bleiben als darstellbar fibrig nur die Zahlen der Formen 709, 700+2, 8, 12, 20, 22, 28, 30.
Fiir dic Primzahlen zweiter Art 11, 18, 17 wird

M'g(p”):l, wenn keine der Zahlen 22+ 20',; durch p” teilbar,
m(2a 2"
p =10

Um im besonderen dic bestindige Schwankungsfunktion aufzustellen, hat man siimt-

liche ungeraden Primteiler der 18 Zahlen 2#n, 2016, 12, 18, 24, 30, 86 zu beriicksichtigen.

M) =L~ E—', wenn eine der Zahlen 2n+2a durch p” teilbar.

§ 6. Hauptsatz fiir die asymptotische Darsteliung der @-Funktionen.

In §2 war fir grofe Werte von 2% die asymptotische Formel
, . Pekt+2
(34) G 2% 2n) o L -—-2n- 8, (25, 2n-120,)
hergeleitet worden; als grof sind solehe Werte von 2% anzusehen, fiir die der Quotient 2P,: 20
klein wird. Die Stufenzahl, von der ab die Schwankungsfunktion S,(24,, 2n1-206,) in dic
bestindige Schwankungsfunktion 8(26,, 2n-1-20,) tbergeht, wird jetzt von der Zahl 22
abhiingig, und es bedarf, wie in §2 auscinandergesetzt wurde, einer besonderen Untersuchung,
wann es erlaubt ist, das Zeichen S, durch das Zeichen S zu ersetzen.

Hauptsatzz. Wenn 2n und » gleichzeitig mit der MaBgabe unbegrenst
waechsen, daf ' i
L1Im(2P,:2r)=0, II. lim(2n:(2P,)2) =0 oder endlich
ist, so hesteht die asymptotische Hauptformel

20 PeET
Q2% (2n) o 5P

2n.8(20,, 2n4-24,).

]
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Beweis. 1. Die Bedingungen I. und IL sind miteinander vertriiglich; sic bestehen,
wenn 2P, in bezug auf 22 von einer Ordnung unendlich wird, die zwischeu 4-und 1 liegt,
die Grenze Kins ausgeschlossen. )

2. Die bestindige Schwankungsfunktion S (20, , 2n4-20,) unterscheidet sich von der
Schwankungsfunktion 8, (20, 272+20,) um einen Zusatzfaktor: dieser ist gleich dem
Produkt aller Multiplikatoren, bei denen p gréfer als p, ist. Man darf die Stufenzahl von
vornherein so hoch annchmen, daf p, grofer als das Gewicht 20, der Differenzenfolge (24,)
ist. Dann gehoren die wirksamen Primzahlen p siimtlich der zweiten Klasse an und sind
daher als Teiler in den Zuhlen 2n+206',; enthalten. Mithin ist der Zusatzfaktor nicht griBer
als das Produkt I70,(p), erstreckt iiber alle Primzahlen, die als Teiler in den 205+1 Zahlen
an, 2n+2, 2nt4, ..., 2n-+206, auftreten, und der Beweis des Hauptsatzes ist erbracht,
wenn gezeigt werden kann, daB dieses Produkt mit wachsenden Werten von 2% und somit
auch von 7 gegen den Grenzwert Eins strebt.

Die Anzahl der Primteiler griBer als p,, die in einer Zahl enthalten sind, ist kleiner
als der Exponent der Poténz von p,, die der Zahl im Fehlbetrage am niichsten kommt.
Setzt man also 2n+20,=p,4, so kinnen in den 20,1 Zahlen 2n,2n+2, ., ., In+t20,
nicht mehr als (20,-+1). 1 Primteiler grofer als p, stecken. Fiir jeden solchen Primteiler
p ist der zugehdrige Multiplikator nach den Formeln (I) hdchstens gleich

p—k—=1 - E+1 , E4+1
p—2k-g 1t era<1t ymEow

Mithin ist der Zusatsfaktor kleiner als dicse Zahl erhoben in die Potenz mit dem Exponenten

(26, +1) - 4, und sein natiirlicher Logarithmus, weil log (14-u) fiir positives 2 kleiner als u
wird, kleiner als

(k+1) (2o, + 14 _ (b-+1) @og+1) log (2n+20y)
pr"—zlﬁ—'z (pr_Zk"z) logpr .

Nach der Bedingung II ist aber log(2n) asymptotisch nicht grofer als 2log(2P,). Nun
ist bekanntlichl) log (2 P,) o P

2k+2) 2o+l 1
P, —2k 2 log p,’

das heilit, er nihert sich mit wachsenden Werten von r der Grenze Null,

Hiermit ist bewiesen, daB der Zusatzfaktor gegen den

dic Richtigkeit der Hauptformel nachgewiesen, Der dureh die Bedingungen I und IT ein-

geschrinkte Grenziibergang gewiihrt das Mittel, um von der additiven Arithmetik der Liicken-
zahlen zur additiven Arithmetik der Primzahlen {iberzugehen.

Wert Eins konvergiert, und damit

') Vgl. etwa E. Laspav, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen, Bd. ], Leipzig
1909, S. 45. :

5%

Folglich ist der zu untersuchende Ausdruck nicht grofler als
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Zweiter Teil.
Additive Arithmelik der Primzahlen.

Kapitel 1: Diiferenzen von Primzahlen.

§$ 1. Liickenzahlen und Primzahlen.

Dal die Litckenzahlen zu den Primzahlen in enger Beziehung stehen, hat sich im vorher-
gehenden wiederholt gezeigt. Sie waren aus dem Sieb des Enstornexes hervorgegangen.
Mit ihrer Hilfe lieB sich der Satz, daB dic Reihe der Primzahlen unbegrenzt ist, auf natur-
gemiifle Art herleiten; gleichzeitig ergab sich, daf dic Differenzen zwischen zwei benachbarten
Primzahlen keine endliche obere Grenze haben. Endlich wurde bewiegen, dafi in der Reihe
der Primzablen cine gegebene Differenzenfolge nur dann unbegrenzt oft auftreten kann, wenn
sie auf jeder Stufe als Differenzenfolge von Liickenzahlen zuliissig ist. Somit darf man hoffen,
in den Liickenzahlen ein wirksames Mittel zur Forderung der Lehre von den Primzahlen ge-
wonnen zu haben. Freilich ist es nicht erlaubt, Sitze, die fiir alle Liickenzalilen hinreichend
hoher Stufen gelten, ohne weiteres auf Primzahlen zu iibertragen, denn bei wachsender Stufen-
zahl tritt eine Erscheinung ein, dic an die Semikouvergenz unendlicher Reihen erinnert.
Zwar wichst die Anzahl der Primzahlen, mit denen der Hauptabschnitt »-ter Stufe beginnt,
mit der Stufenzahl iiber alle Grenzen, gleichzeitiz aber nihert sich, wie sogleich gezeigt
werden soll, die Dichtigkeit der Primzahlen, bezogen auf den Hauptabschnitt, der Grenze Null.

Fiiv diese Dichtigkeit hat man zunfichst den Ausdruck

(35) d,=a(2P): P,
worin 7z (2 P,) dic Anzahl der Primzahlen Xieiner als 2 P, bedeutet. Nun ist (2 P,)ec2P,:
log (2P,) und nach einer schon im ersten Teil benutzten Formel log(2P,)~p, Ferner
hat MEerTENs!) bewiesen, dafi
(36) 2P,: P, Mece? .logp,
ist, wo y die KuLer-Mascugrosieche Konstante 0, 577 215.. ... bedeutet. Endlich ist p,:logp,co7.
Folglich wird d,eoe?:7. Was zu bewelsen war.

Betrachtet man den Abschnitt der ganzen Zahlen (27m; 1), so gilt unter der Voraus-

setzung, dabB lim (2P, :2n)=0 ist, fiir die Anzahl der Liickenzahlen 7-ter Stufe des Abschnitts

die asymptotische Formel
2n

3P,

und hieraus folgt fiir die Dichtigkeit D,(2n) der Primzahlen unter den Liickenzahlen des
Abschnitts (22:1) die Formel

87) D,2n)e

2n
(0) — S P
H, (Zn)oozpr b (0) oo P,

2P, n(2n) log@P,) e¥.
PO 2n T log(m) ¢’
die rechte Seite hat also den Grenzwert Null.

1) F. Merrens, Bin Beitrag zur analytischen Zahlentheorie, Crelle’s Journal 78 (1874), S. 53,
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Wenn jwan von den Liickenzahlen zu den Primzahlen fibergeht, mufi daher die Dich-
tigheit der Primzahlen beriicksichtigt werden. Wie soll das aber geschehen? Ijer ist dic
Stelle, wo man genttigt ist, den Boden der strengen Beweisfilhrung zu verlassen, wic das
gerade in der Zahlentheorie zur Aufstellang neuer Sitze ofit und nicht ohne Erfolg ge-
schehen ist.

Das Verfahren, das im folgenden benutzt wird, beruht auf einer Uberlegung allgemeiner
Art.  Gegeben sei cine Reihe von Zablen, unter denen in regelloser Verteilung gewisse aus-
gezeichnete Zahlen enthalten sind. Aus der Reihe sollen diejenigen (k- 1)-gliedrigen Folgen
herausgehoben werden, denen eine gewisse Figenschaft zukommt: ihre Anzahl sei 4. Wie
viele dieser Folgen hestehen ans k4-1 ausgezeichneten Zahlen? Wenn D die Dichtigkeit der
ausgezeichneten Zahlen bezogen auf die Zahlen de\r Reihe bedeatet, so wird man bei groﬁ_en
Werten von 4 nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu erwarten haben, daf die Anzah] der
ausgezeichneten Folgen niherungsweise 4 . D¥+1 ist.

Demnpach hat man, um aus den asymptotischen Formeln fiir die Anzahlen von Liicken-
zahlfolgen »-ter Stufe Formeln fiir die entsprechenden Anzahlen von Primzahlfolgen herzu-
feiten, die Liickenzahlformeln mit geeigneten Potenzen der Dichtigkeit der Primzahlen, besogen
auf den betrachieten Abschnitt von Liickenzahlen, zn'mn]tiplizieren und daranf die Stufenzahl
wachsen zu lassen. Dall die hierdurch gewonuenen asymptotischen Ausdriicke fir die H- und
G-Funktionen im Gebiete der Primzahlen nur den Wert von Vermutungen beanspruchen
diirfen, ist selbstverstindlich. Sie verdienen jedoch Beachtung und Vertrauen; denn umfang-
reiche numerische Priifungen, fiber die noch berichtet werden wird, haben ergeben, daff die
aus den asymptotischen Formeln berechneten Néherungswerte mit den dutrch Abzihlungen
ermittelten wahren Werten gut iibereinstimmen.

§2. Primzahlfolgen mit gegebenen Differenzen.

Die Anzahl der (k4 1)-gliedrigen Primzahlfolgen, denen die gegebenen Ditferenzen (24,
sukommen und deren Anfangszahlen dem Abschnitt (2n:1) angehdren, soll mit H2%)(2m)
bezeichuet werden. Uwm dafiir einen asymptotischen Ausdruck zu erhalten, hat man den
Ausdruck fitr die Anzahl H,20%)(2%) mit der (k+1)-ten Potenz der Dichtigkeit der Prim-
zahlen D, (2n) zu multiplizieren wnd dann die Stufenzahl wachsen zu lassen.

Man findet zuniichst

(1)
I-JzLPr— 2%-&(20%)'(21)' TBn)y

A L4 P - - Pr(l) 21” ‘
Die Teilsmmmen (26,) sind von # unabhidngig, man darf also an die Stelle von 8,20y

ohne weiteres den bestindigen Wert §(2 0,) sctzen. Die Funktion §(26,) soll auch bei
den Primzahlen den Namen der Schwankungsfunktion fithren. :
Die iibrigbleibenden Faktoren bilden das Produkt
(2Pr)kP'(lc+1) 5 n(2n) k+1
(P,Ok+1T n<—2n—> :
Der erste Faktor nihert sich mit wachsenden Werten von # einer bestimmten endlichen
Grenze, denn man hat

pg"(p@—k—l)z k(D ppEt .
) (po —1)¥+1 DT — (k1) pgFt...
Js mbge A :
(38) lim @GP P 4  (k=0,1,2,..)

r=oo (P, )EFT
gesetzt- werden. Auf die Berechnung und die Eigenschaften der Konstanten A, soll im

s i e l
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nichsten Paragraphen eingegangen werden. Hier mégen nur die numerischen Werte fiir die
ersten 8 Konstanten Platz finden:
Ag=1, 4,=1,3204, d,— 28584, 4;=4,15632, 4,=10,140,
A;=17,319, A;=054,062, 4,=148,88.

In jedem asymptotischen Ausdruck darf ein Faktor, der mit wachsenden Werten der
unabhiingigen Veriinderlichen einem bestimmten, von Null -verschiedenen Grenzwert zustrebt,
durch den Grenzwert erselzt werden. Somit tritt an dic Stelle der Faktoren, die nach Ab-
sonderung der Schwankungsfunktion ibriggeblieben sind, die Wachstumsfunktion
akFL(2n)

2n)k
Sie ist fiir alle (£4-1)-gliedrigen Primzahlfolgen dieselbe, wihvend die Schwankungsfunktion
durch die arithmetische Beschaffenheit der Teilsummen bedingt wird.

Die Wachstumsfunktion W& {(m) wird mit m unendlich von der Ordnung m:logk+ton,
Wie stark sich der Einfluli des Nenners bemerkbar macht, erkennt man aus folgender Tafel.

39) W®En) =4,

‘ ‘Werte der Wachstumstunktionen [
Lk m=T7910  m=17389 om=27440 m-=37814
I o | 1000 2000 3000 4000
|1 18674, 30374 ¢ 43294 558,72
‘ 2 | 4559 | 764 10245 127,97
'3 836 | 1264 | 1627 19,67
L4 o2yt 330 | 4340 . 5070
5 0,056 \ 0,697 0810 0018 !
6 1 0,002 ;0,025 0027 0,030
7 0,00076 00070 00083 - 0,088 |

Wenn man die Werte der Wachstumsfunktionen berechnet, so zeigt sich eine Erscheinung,
die durch folgendes Beispiel verdeutlicht wird. Man lat fiir . k
m=15828 15834 15840 15846 15852 15858 15864
W®(m)= 1218 1216 12,15 1214 12,12 12,11 1212
Waram die Wachstumsfunktionen in cinzelnen kurzen Bereichen Kleine Abnahmen aufiveisen
kbnnen, liegt anf der Hand. Der Nenner m* ist eine bestindig zunelimende Tunktion, der
Z#hler A, m# 7% (m) aber bleibt konstant, solange man keine neue Primzahl erreicht. In
der Tat ist bei dem Beispiel 15823 eine Primzahl, auf die als niichste erst 15859 tolgt.
Es empfiehlt sich, dic Werte der Wachstumsfunktionen auf ganze Zahlen abzukiirzen und die
einmal erhaltenen Werte beizubehalteu, bis durch Abkiirzen eine gréBere Zahl hervorgeht.

Der asymptotische Ausdruck fiir die Anzahl H®%)(2%) erscheint nunmehr in der Gestalt
(40) HE%% (2m) co W (2m) - §(20,).

Weun k& gleich Null ist, tritt an die Stelle der asymptotischen die wirkliche Gleichheit
HO®Q2n)=m(2n)

Die Ergebnisse der vorhergehenden Betrachtungen lassen sich zusammenfassen in den

Satz 1. Es ist wahrscheinlich, dall jede bestindige Differenzenfolge
246,) in der Reihe der Primzahlen unbegrenzt oft verwirklicht ist, und
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zwar wird die Anzahl der Primzahlfolgen (p+20,), die zwischen .l und 2n
beginnen, asymptotisch dargestellt durch die Formel - )

k41
Heow@n)oo 4,0 20,

Die Konstanten 4, haben die Werte
. (2P)EP &Y
Ay tim St

und §(20,) ist als bestindige Schwaunkungsfunktion der Folge (24,) eine
rationale Zahl, die mindestens gleich Eins wird, _ ‘

Bei einer Reihe von Beispielen sind die wahren Werte H®%%)(25), dic durch Abzihlen
ermittelt wurden, mit den berechneten Naherungswerten verglichen worden, und es hat sich
éine recht befriedigende Tibereinstimmung ergeben. Hierfiber wird in den ‘Paragraphen 4 bis 6
berichtet werden.

§3. Die Konstanten A
Aus der Erklirung der Koustanten A; folgt uninittelbar, daB A,=1 ist. Weiter wird

= -2
Ao JJ PP =D

@--1 (pg - 1)2
und fiir £=2,3.. erhiilt man nach Gleichung (12):
R E <) b(pg — T —
A =2 f] Pe Py’ (py—k—1)

=1 (Po— DFFT o Zpuy (p, — HFFT
Die unendlichen Produkte, die in den Ausdriicken fiir die Konstanten Ak auftreten,

konvergieren sehr langsam, und es it daher notwendig, die Genanigkeit der Niherungs-
produkte abzuschitzen. Zu diesem Zweck soll ein einfacher Hilfssatz bewiesen werden.

Vorgelegt sei ein konvergentes Produkt’

o ]
w=]7(1 —Ug)=w, /] (1‘~ng):
0=0y P-=r41

die Groflen w, sollen zwischen 0 und 1 liegen und so beschaffen sein, dafB

0 . T

L
D=3 Upts,
. . @=e =0
konvergiert. Dann ist ’ o

L Crr1=@r— Oy Ut g, Op L a=0, 41~ Opf 1% f g
mithin wird .
!

W= (0, —2 w,+,,ur+l.+1,

P=0 e
und da die Niherungswerte w, 1 , bestindig abnebmen, ist der Fehler des Néherungswertes
w, kleiner als w,-s,. : :

Jetzt sei im besonderen g,=R-+1 und
. Dot (Pp—k—1
“ :1_%)_
2 (pg —F+1

Bringt man den Ausdruck fiir Uy auf die Gestalt o

() [0=g) g ]
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so ist der erste Faktor fiir o> ¢-1 kleiner als fiiv g=7-11, wihrend der zweite Faktor
nach einer bekannten Formel gleich

d\E—1 1
peen (1= )

also nicht groBer als 3k (k--1)py~2 ist. Hieraus folgt, daB der Rest s, kleiner wird als

: 1 et X 1
14— ALk . .
( 7’,-+1—1) vhle+l) e=2,+1 P’

Um die unendliche Summe abzuschiitzen, moge » bereits so grof gewihlt sein, daf p,
grofer als 1000 ist. Bei den folgenden Tausendern ist die Anzahl der Primzahlen kleiner
als der sechste Teil aller Zahlen des Tausends. Mithin wird

< | S 1 & 1 1
1 _ 1 — 1
Doa<i 2 <y o=t o1
e-rrle rt1 oY Pry1—1
und e¢ ist schlieflich 1 ) ,
_ - . o k-1
Sr<12'k(k+l) pr—‘,l‘1 (1 l pr—%l*l) ’

Fs sei zum Beispicl r=239, p,=1499, p,;=1511. Man erhillt dann die in § 2
angegebenen Niherungswerte der Konstanten 4; bis 4, und die Febler sind kleiner als die
Produkte dieser Niherungswerte und der zugehirigen Reste s, Die Rechnung ergibt, daB
die Fehler der Reihe nach kleiner sind als _

0,00015, 0,00095, 0,0028, 0,0012, 0,029, 0,13, 0,47.
Bei der reichlichen Abschiitzung wird die Anniiherung in Wirklichkeit erheblich grofier sein.

Die Konstanten 4; werden sich wohl auch bei anderen Untersuchungen der analytischen
Zshlentheoric als nfitzlich erweisen. Sie gestatten zum Beispiel eine bemerkenswerte Ver-
allgemeinerung der Formel von MERTENS

2P PMece’ logp,,
nfmlich die leicht zu beweisende asymptotische Gleichung

P&+ Pkte) o Az e - log p,.
. Tty
Eine #hnliche Formel gilt fiir das asymptotische Verhalten des Quotienten P, : P ®),

§4. Die Primzahlpaare gegebener Differensz.

Fiir die Anzahl der Primzahlpaare der Differenz 25, deren Anfangszahlen dem Ab-
schnitt (27 :1) angehéren, erhiilt man aus der Gleichung (40) die asymptotische Formel

7[2
@n) g0,20) (4, = 1,3204).

41 HO2 @)oo A, —5-

Nach der Gleichung (22) wird

| S(o,za)=ﬁp—_2~,
das Produkt ist iiber alle ungeraden Primteiler der Differenz 28 zu erstrecken. Man findet fiir
26=2 4 6 8 10 12 ‘14 16 18 20 22 24 26 28 30
S0,20)=1 1 2 1 43 2 6/ 1 2 48 10/9 2 1211 6/5 8/3.
Primzahlpaare der Differenz 2 sollen als Primzahlzwillin ge bezeichnet werden. Thr
hiinfiges Vorkommen scheint schon frith die Anfmerksamkeit der Mathematiker erregt zu
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haben, und es ist wiederholt die Vermutung ausgesprochen worden, die Reihe der Primzahl-
zwillinge sei unbegrenzt. Um Aufschluff dariiber zu erhalten, in welchem MaBe die Dich-
tigkeit der Primzahlzwillinge abnimmt, wenn man in der Reihe der Zahlen weitergeht, hat
Guasuer umfangreiche Abzihlungen ausgefihrt®), und zwar in Abschnitten von je 100000
Zzhlen. Die Vergleichung seiner Ergebnisse mit den Nherungswerten der Funktion H® 2 2n)
1iBt eine recht befriedigende Ubereinstimmung erkennen. '

f 2n | 7(2n) ‘ Berechnet?)| Differenz | Gezshlt | Fehler

1000000 | 78498 | 8136 ' ‘

1100000 85714 8819 683 25 | 442 |
2000000 | 148983 14644 :

2100000 155 805 15263 619 . 644 . -4-25
6000 000 412849 37 509

6100000 419 246 38046 587 545 4+ 8
7000000 | 476648 42855 ' :

7100000 483015 43388 533 - 525 - 8
8000000 589777 48089 ‘ .
8100000 | 546024 | 48601 512 518 4 6

Die Werte der Funktion = (2n), die zur Berechnung der Niherungswerle der Anzahl

H®% (@n) gebraucht werden, sind der Zusammenstellung entnommen, die man BerTELSER®)
verdankt.

Davis hat die ersten 99 Primzahlen angegeben, die aunf 100000 000 folgen4); die grofte
ist 100001699. Nach BerreLsen ist ,

7 (90 000 000) = 5 216 954, 7 (100 000 000) = 5761 455;

man hitte danach bei einem Abschnitt von 1699 Zahlen in der Gegend um 108 etwa 93 Prifné

zahlen zu erwarten gehabt. Unter den 99 Primzahlen sind 10 Zwillinge vorhanden. Nach
den asymptotischen Formeln wird '

H®% (100000 000) = 438 295, H®* (100 001 699) — 438 306,

so dafi die Differenz 8 betriigt. Die Ubereinstimmung ist besser, als man bei der ;Jnl'egel-.

miiBigen Verteilung der Primzahlzwillinge erhoffen dm-fbe‘,: wechselt doch nach Graismer

zwischen 2000000 und 2100 000 die Zahl der Zwillinge im Tausend_ zwischen 1 und 16,

Im Jahre 1915 hat Baux®) eine asymptotische Formel fiir die Anzahl der . Primzahl-
zwillinge des Abschnitts (27: 1) hergeleitet, indem er die Zwillinge, die zwischen V2% und
27 — /' 2n liegen, durch ein Siebungsverfahren ermittelte und daraus Schliisse zog, die frei-
lich, wie er selbst hervorhebt, keinen Anspruch auf volle Strenge haben. Seine Formel lautet
in der hier angewandten Bezeichnung '

2n

(42) H®2(2n) oo % -WE'
!) J. W, L. Guatsuer, An enumeration of prime pairs, Messenger of math. (2) 8 (1878), 8. 28.
*) mit teilweiser Unsicherheit in der lstzten Stelle. i

*) J.-P. Gram, Rapport sur quelques calculs entrepris par M. Bertersex et concernant les nombres ‘

premiers, Actn math. 17 (1893), 8. 12— 814, -
{) N.W.Davis, Les nombres premiers de 100000001 5 100001 699, Journal de math. (2) 11 (1866), S. 188.

%) V. Brux, Uber das Goldhachsche Gesetz und die Anzahl der Primzahlpaare, Archiv for Mathe-
matik og naturvidenskab, 24 (1915), : :

Abbandlungen der Heidelberger Akademie, math.-naturw. Kl 10. Abh. 1822, - 6
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» bedeutet eine noch zn bestimmende numerische Konstante. Durch eine Uberschlagsrech-
nung, bei der der Wert H®2 (100 000) = 1225 benutzt wurde, fand Brux fiir # den Nibe-
rungswert 1,5985. Wenn man aus der Formel (1) mittels desselben Wertes von 22 die
Konstante 4, niherungsweise berechnet, ergibt sich als Nitherungswert 1,3314, ein ‘Wert, der
schon nahe an 1,3204 liegt. .
Um dic Formel (41) fiir Primzahlpaare der Differenz 24 zu priifen, kaon man die

daraus entspringende Gleichung
H©O.28(2y)

(43) ooy 5029

.

benutzen. Man findet durch Abzihlen
H®2(43051) = 625, H®9 (43 051) =617, H®®(43051) = 1277.

Hieraus folgt S(0,4) o 0,987, §(0,6) 2,04,

wiihrend die genauen Werte 1 und 2 sind. Weitere Priifungen dieser Art wiren erwiinscht.

Waren die Primzahlpaare der Differenz 6 doppelt so hitufig als die Prim?:ahlzwillingea
so ist das Verhiltnis bei den Primzahlpaaren der Differenz 30 noch grdfier. nimlich 8/3, und
allgemein wird es bei der Differenz 2 P, gleich

T
S80,2P) = == — .
( 7 g{—,lxp 2 Q,—:lpg(pg‘z) Q;1P9—1

Der erste Faktor nihert sich nach der Gleichung (38) dem Grenzwert 2:4,, der zweite
wird nach der Formel von MEerTExs asymptotisch gleich 4e¥ log p,. Demnach hat man

vl W g P
=

4 7
(44) 8(0,2P) 2 logp, & 1,349..,),
Rt

w41

s0 daB diese Schwankungsfunktion mit wachsender Stufenzahl grofer wird als jedé gepebene
Zushl. Auch fir diese besonderen Differenzen 30,210, ... wilren genauere Untersnchungen

eine dankbare Aufgabe.

§5. Beispiele fiir Primzahlfolgen.

Wenn es wahr ist, daB jede bestindige Differenzenfolge in der Reihe der Primzahlen
unbegrenzt oft verwirklicht ist, so erdffnet sich der numerischen Primzahlforschung ein
weites und fruchtbarves Feld. Ist doch bei den Gewichten

2 468 10 12 14 16 18 20 22 24
die Anzahl der verschiedenen bestindigen Folgen

118 4 4 14 13 16 48 55 50 173.Y)
Als Muster sollen zwei Beispiele behandelt werden.

Die cinfachste bestindige dreigliedrige Differenzenfolge ist (2, 4,2). Die zugehorigen Prim-
sahlfolgen lassen sich als diejenigen Paare von Primzahlzwillingen erkliren, dic méglichst eng
zusammenstehen. Die ersten beiden Primzahlvierlinge sind 5,7,11,13 und 11,13,17,19.

Um weitere Primzahlvierlinge aus den Primzabltafeln herauszusuchen, kano man den Um-

stand beniitzen, dal die gesnchten Folgen unter den Liickenzahifolgen der Differenzen (2,4,2)
enthalten sind.  Geht man etwa auf die vierte Stufe, so sind die Nichtreste fiir die Prim-

1) Anm. bei der Korrelctur: Tnzwischen weiter berechnet:
: Gewicht . 26 98 30 32 34 36
Anzahl d, best. Folgen 148 147 G665 380 538 1920
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zahlen 8,5,7,11 der Reihe nach 1; 4; 38,4,5;:1,8,4,5,7,9, 10. mithin gibt es 21 charakte-
ristische Restsysteme. Die Anfangszahlen der gesuchten Luckenzahlfolgen, die im Haupt—
abschnitt liegen, liefien sich in der Form

1+2a, +6ay +30a, +2104a,

darstellen. Mit Hilfe der charakteristischen Reste findet man der Reihe nach ul 2, az—-l -

ag=10,8,6 und als zugehorige Werte von a,:

a3!1, al.

ol 1l2l el 7]s[10
3410 021 456! 8
6 8 9,002,846

Mithin werden die 21 Anfangszahlen,l wenn ma‘n sie der GroBe nach ordnet: .
101, 191, 221, 4381, 521, 611, 821, 851, 941, 1031, 1151, 1271, 1361,
1451, 1481, 10691, 1781, 1871, 2081, 2111, 220l - .

Alle weiteren Anfangszahlen entstehen durch wiederholtes Hinzufiigen von 2P‘~_-2310

Nach den Primzahltafeln gibt es
I. Von 1 bis 100000 dic 38 Vierlinge mit den Anfangszahlen B

5, 11, 101, 191, 821, 1481, 1871, 2081, 3251, 3461, 5651, 9431, 13001, 15641,
15731, 16061, 18041, 18911, 19421, 21011, 22271, 25301, 81721, 84841,
43781, 51341, 55331, 62981, 67211, 69491, 72221, 77261, 79691, 81041,
82721, 88811, 97841, 99131;

I1. Von 100001 bis 200000 die 14 Vierlinge mit den Anfangszahlen o
101111, 109841, 116531, 119118, 122201, 135461, 144 161, 157271, 165701
166 841, 171161, 187631, 194861, 195731; :

1L Von 200001 bis 300000 die 18 Vierlinge mit den Anfangszahlen ‘
201491, 201821, 217361, 225341, 240041, 243 701, 247601, 247991, 257861

260491, 266681, 268811, 276041, 284 741, 285281, 294811, 295871, 209 471;

IV. Von 300001 bis 400000 die 17 Vierlinge mit den Anfangszahlen

300491, 301991, 326141, 334421, 840931, 346391, 347981, 354251, 358901,

461211, 375251, 388691, 389561, 302261, 894811, 897541, 397 751.

Zur Differenzenfolge (2, 4, 2) gehort die Schwankungsfunktion S(O,2 6, 8)—1 Die
Wachstumsfunktion ist

Wom—d, i (44155
Die Rechnungen ergeben folgende Werte: - ‘ i

Anzahl -der Primzahlvierlinge

Be- | Diffe- | Ge. | Diffe-
mo ! ”(m) ‘ rechenet anZ zﬁﬁlt nlani . Fehler
100000 | 9592 | 85 - 19 | 88| qi |3
200000 | 17984 | 54 . | 52 | Lo |'=2
800000 | 25997 | 70 | . LC I
400000 | 83860 | 85 | 87 +2
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Durch die asynptotische Formel wird der wirkliche Verlauf der Funktion H ©:2.6.8 () mit
iiherraschender Genavigkeit wiedergegeben.

Zwei Primzahlvierlinge folgen moglichst raseh aufeinander, wenn sie durch die Diffe-
venz 22 getrennt sind.  Die Differenzenfolge eines solehen Primzahlachtlings hat die
Gestalt (2, 4,2,22,2,4,2). Die zugehdrige Schwankungsfunktion hat, wie im ersten Teil
wezeigt worden ist, den Wert G4/33. Als Wachstumsfunktion dient

8
W () = 4, (4,=148,88).

Nun ist nach Berrersex fitr
me==1000000 2000000 3000000 10000000 100000000 1000000000
a(m)= 78498 1489033 216816 644 379 5761455 50847478,
und hicraus erpeben sich als Niherungswerte der H-TFunktion der Reihe nach
0,42 0,55 0, 65 0,86 3,51 12, 9.
Demnach  sind Primzablachtlinge fuBerst selten.  Merkwiirdigerweise gibt es zwischen
1.000 000 und 3000000 schon zwei Achtlinge:

1006301 bis 1006339 und 2594 951 bis 2 594 989.

Dali Primzahlachtlinge wirklich vorkommen, bestiitigt dic Vermutung, daB alle bestdndigen
Folgen in der Reihe der Primzahlen als Differenzenfolgen verwirklicht sind.

8 6. Primzahlfolgeh mit gegebenen Urdifferenzen.

Die Ermittclung der wahren Werte der H -Funktionen ist recht mithsam, sobald man
zu groferen Gewichten kommt, weil auch diejenigen Abschnitte des gegebenen Gewichtes
berticksichtigt werden miissen, bei denen Primzahlen ibersprungen werden. Das zeigt sich
schon bei der Frage nach den Primzahlpaaren der Differenz 6; denn die Zahl 6 kann auch
als die Summe 24-4 und 4 1+ 2 erscheinen. Rinfacher ist die Bestimmung der wahren Werte
der U- Funktionen, fiir die nur die Differenzen der unmittelbar aufeinander folgenden Prim-
zahlen in Betracht kommen,

Leider verhiilt es sich mit den asymptotischen Ausdriicken gerade umgekehrt. Hier
sind die H-Funktionen leicht zuginglich, wihrend dic ¥7-Funktionen Schwierigkeiten
machen.  Allerdings lassen sich die U-Funktionen durch H -Funktionen ausdriicken. Nach
Gleichung (27) war

U,(26,) =H,(20,) — 2 H,(20,028) + 3 H, (20,26, %65 — .. .;
die Folgen von Teilsummen anf der rechien Seite sind durch Erweiterung aus der Folge
(20,) entsprungen. Geht man jedoch zu den asymptotischen Ausdriicken iiber, so wird die
H-TFuoktion einer (I+1)-gliedrigen Folge von Teilsummen unendlich von der Ordnung
m: log #t1m, mithin 136t sich aus der Gleichung (27) nur schliefen, daf
(45) U,(20,) o H, (20y)
ist.

Satz 2. Es ist wahrscheinlich, daBjede bestdndige Differenzenfolge (26,)
in der Reihe der Primzahlen als Urfolge unbegrenzt oft vorkommt, und daf
die Anzahl der Primzahlabschnitte mit den Urdifferenzen (26,), deren An-
fangszahlen im Abschnitt (2n:1) liegen, asymptotisch gleich ist der Anzahl
der Primzahlfolgen derselben Differenzen (24,), die in demselben Abschnitt
(2n: 1) beginnen,
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Die numerische Prifung hat ergeben, daB die asymptotischen Ausdriicke der H-Funlk-
tionen nur eine langsame Anniiherung an die wahren Werte der U-Funktionen gewiihren,

Man hat zum Beispiel fiir m= 43051
bei den Differenzen 6 8 10 12 14

die wahren Werte der U - Funktionen 986 370 424 462 210

die asymptotischen Werte der H-Funktionen 1242 821 828 1241 745.
Dagegen ist bei dor Differenz 6 der wahre Wert der H-Funktion 1277, also wenig ver-
schieden von dem Niherungswert 1242,

Beide Erscheinungen: die schlechte Anniherung der U-Funktionen und die gute der

H -Funktionen werden erkliirt; wenn man annimmt, daB die asymptotischen Ausdrficke der
H-Funktionen von den wahren Ausdriicken um Funktionen von m verschieden sind, die
gegeniiber dem Hauptglied von kleiner Ordnung unendlich werden, daf dagegen bei den
wahren Ausdriicken der U-Funktionen zum Hauptglied noch Glieder von verhiltnismigig
grofier Ordnung treten. Wenn diese Vermutung zutrifft, so muf man zu brauchbaren asymp-
totischen Ausdriicken der U-Funktionen gelangen, wenn man in der Gleichung (27) die auf
das Hauptglied folgenden Glieder mitnimmt, also ansetat:

o0, sk 1 (m) , 7k 2 (m J
» U(Z 2 (’)II.) o~ A}; W’I;Irj‘" —- 8 (20?5) -4 k1 nk +1_) ) 2 s (2 03,281)
(46) 3 |

'{"Ak-i-2 e '28(25;4)261v262)—'“

Die Formel (46) ist fir die Primzablpaare der Diﬁ‘ereuzen 6,8,10,12,14 gepriift worden.
Es ergeben sich wieder fiir m = 43 051:

bet den Differenzen 6 -8 10 12 14

die Niherungswerte 061 361 447 461 225
mit den Fehlern +25 49 —2923 +1 -—15

Wenn auch die Darstellung der wahren Werte durch die Formel (46) erheblich besser ist

C ?
so wird man doch noch weitere Prifongen anzustellen haben.

Kapitel l: Summen von Primzahlen.

§ 1. Die Dal'Ste““ngn gerader Zahlen als Summen von Primzahlen.

Der am Schlufl des ersten Teils bewicsene Hauptsatz ermdglicht es, bei den Anzahlen
fiir die mehrfachen Darstelluugen der geraden Zahlen 27 als Summen mittels Liickenzahl-
folgen r-ter Stufe 27 und gleichzeitig ins Unendliche wachsen zu lassen nnd so von den
Liickenzahlen zu den Primzallen fibersugehen. Um fiir die Anzahl der (k- 1)-fachen Dar-
stellungen der Zahl 27 mittels Primzahlfolgen der bestindigen, symmetrischen Differenzenfolge
(20,), die mit G*%)(2n) bezeichnet werden moge, einen asymptotischen Ansdruck zu pe-
winnen, hat man den asymptotischen Ausdruck der Funktion H, 20y, 22+20,) (—20,, — 2n—20;)
mit der (2k--2)-ten Potenz der Dichtigkeit D, (27) zu multiplizieren und dann 2% und:r
grofi werden zu lassen. Dafl gerade mit der (2% 2)-ten Potens der Dichtigkeit multi-
pliziert wird, steht in Finklang damit, daB bei den (k---1)-fachen Darstellungen 2% -2
Primzahlen in Betracht kommen. Wenn man genau auf dieselbe Art verfihrt, wie es bei
der Funktion H%09%) (2n) geschehen ist, so ergibt sich der :

Satz 3. Es ist wahrscheinlich, daB fiir jede bestindige, symmetrische
Differenzenfolge (24,) die Anzahl G@®%%)(25) der zugehdrigen (k-+-1)-fachen
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Dvars—‘t'e'—lv]ungen der Zahl 22 als Summe mittels Primzahlfolgen der Diffe-
renzen (29,) asymptotiseh durch die Formel

2k (2 )

47 GE (2n) oAy, 4 DR 820, 2n4-24,)

dargestelit wird,

Der erste Faktor mige wieder dic Waelistumsfunktion. der zweite die Schwan-

kungsfunktion der G-Funktion heiflen, Fiir die Ermittelung der Schwankungsfunktionen
darf anf die ausfiihrlichen A nweisungen im ersten Teil verwiesen werden., Auch dic Wache-
tumsfunktionen «ind bereits dort untersucht worden: denn die Wachstumstfunktion der
(k+4-1)-fachen Darsteliungen der geraden Zahi 2a als Summe mittels (b--1)-
gliedriger Primzahlfolgen stimmt fiberein mit der Wachstumsfunktion fir
die Anzahl der (24+2)-glicdrigen Primzallfolgen, dic im Abschnitt 2n:1)
beginnen, Die Vermutung Bruxs, zwischen den Funktionen G9(2n) und H®¥(2n) be-
stehe ¢in Zusammenhang, ist damit bestiitigt, gleichzeitig uber die Art des Zusammenhangs
aufgekliirt worden; mit M ©2(2#) sind niimlich die Funktionen #1029 (2n) gleichberechtigt,

~ § 2. Der Goldbachsehe Satz

Gorppacn hat in einem Bricfe an Ener vom 7. Juni 1742 die Vermutung ausgesprochen,
jede gerade Zahl lasse sich als Summe zweicr Primzahlen darstellent) Wenn es auch nicht
gelungen ist, den strengen Beweis zu erbringen, so hat die Beschiftigung mit den GorppacH-
schen Darstellungen dic Richtigkeit der Vermutung immer wahrseheinlicher gemacht. Die
Tafeln, die G. Cantor?®) fiir die geraden Zahlen bis 1000, Havssner®) bis 5000 verdffentlicht
haben, zeigen, daB die Funktion G©®(27) bis 5000 nicht nur stets grober als Null ausfillt,
sondern, wenn sie auch stark schwankt, im Durchschnitt bestindig zunimmt; von 994 ab ist
sie stets groBer als 30. -

Wic Syickee?) im- Jahre 1806 bemerkt hat, zeigt der Verlaut der Funktion Q©(2n)
eine gewisse Ahnlichkeit mit dem der bekannten zahlentheoretischen Funktion ¢(2n), die
angibt, wie viele ganze Zahlen kleiner als 27 und dazu teilerfremd sind. Bedeuten néimlich
a, b, ¢ ... die ungeraden Primteiler von 2%, so ist

a-1b-1c—1
(/,(2»,,,)___«,,.,7 SR
Hierin ist der crste Faktor, =, eine bestindig wachsende Funktion von 2x. Zu ihm tritt,
um die Schwankungen der Funktion ¢:(2n) zu erzeugen, fiir jeden in 2a cnthaltenen un-
geraden Primteiler, gleichgiiltig, wie oft er als solcher auftritt, der Multiplikator 21——1.

StickrL suchte es wahvscheinlich zu machen, dab die Funktion G®(2n) asymptotisch

') Ausfiibrliche geschichtliche Angaben findet man in StickkLs schon angefibrten Abbandlungen

aus den Jahren 1896 und 1916
» *) G. Canror, Vérification jusqu'a 1000 du théoréme empirique de Goldbach. Association frangaise
pour 'avancement des sciences, Congrts de Caen, 1894.

) R. Havssyer, Tafeln fir das Goldbachsche Gesetz, Nova Acta, Abhandl. der Leopold.-Carol. Aka-
demie, Bd. 72, Nr.1, Halle 1897. Hausssrr ziihit, wie schon Carwron, Darstellungen mit denselben Sum-
manden nur einmal, wihrend hier, gemiifs der aligemeinen Erklirung der @-Funktionen, die Darstellungen
gty und y+= als verschieden angeschen werden, wenn z und y verschieden sind. Mithin ist die
G-Funktion immer eine gerade Zahl, aufier wenn 2n das Doppelte einer Primzahl wird,

) P. SrickEL, Uber das Goldbachsche empirische Theorem: Jede gerade Zahl kann als Summe von
swei Primzablen dargestellt werden, Gottinger Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1896, S. 292
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durch das Produkt einer Wachstumsfunktion W(2n) und eiver Schwankungs-
funktion 8(2n) davstellbar sei, die sich aus Multiplikatoren M (p) aufbaut, wobei. es. wieder
nicht darauf anl;ommt wie oft p als Primteiler von 22 auftritt, und zwar machte er den
Ansatz

(2 )

W(Een)=2

M()

Jedoch ergab die pumerische Pn‘if'uﬁg,!daB die Naherungswerte your ein abgeblafites Bild
der Wirklichkeit gewiihren: die Minima werden vergrdfert, die Maxima verkleinert®.
Bald darauf zeigte Lanvavl) in aller Strenge, daBl die summatorische Funktion

W

E GO(2n) oo 1t (20)

ist, daB dagegen die summmatorische Funktion der STAPKELSChen Nahelungswerte asymptotlsch

gleich

IOIC(B) 22(2n) ==

[5a” "
wird, Damit die Néiherungswerte dxeselbe summatorische Funktion wie die wahren Werte
ergeben, schlug Laxpav vor, den Faktor 2 in der Wachstumsfunktion W(2%) durch 1,544 ...
zu ersetzen. ‘

Jedoch ist die verbesserte Formel mit denselben Mingeln behaftet wie die urspriingliche.
Die Schuld liegt an der Walil. der Multiplikatoren. Es bedeutete daher einen erheblichen

Fortschritt, daR Brox in der schon angefiihrten Abhandlung vom Jahre 1915 die Multi-
plikatoren

p—1
Mp=T

einfiihrte. Gleichzeitig fand er auf Grund seines Stebungsverfahrens, dafl als Wachstums-
funktion die Anzahl der Primzahlzwillinge H®%(27n) zu nehmen sei, und so ergab sich ihm
die asymptotische Formel
(48) ' GO 2n__pp-l

@m oo o s -
StickeL zeigte in der Abhandlung vom Jahre 1916, daB bei Annahme einer Wachstums-
funktion der Form ».2x: :log?(27) die Konstante » bereits bestimmt ist, wenn man die zu
den ungeraden Primteilern von 2n gehdrigen Multiplikatoren gibt, und er bewies weiter, dafB
bei der Wahl, die Bruw getroffen hat, gleich 4, wird. Endllch ersetzte er c'he rechte Smte
der Formel (49) durch den asymptotlsch glemhen Ausdruck ce SRR

2 -
4s) 478 el
der, wie die numerische Pritfong ergab, sich den wahren Werten der Funkhon G (2n)
stirker ndhert als der Brunsche Ausdruck, Es ist' das genau derselbe Ausdruck, der ‘aus
der allgemeinen Glelchung 47) fir die G-Funktionen folgt, wenn man_darid k 0 Setzt
denn S (0,2%) ist, wie im ersten Teil gezeigt wurde, g'lewh I M (p).

Srackel hat aus seiner Formel die Niherungswerte’ von GO(2x) fiir den Bereich wou .

4000 bis 4998 berechnet und mit den wahren Werten verghehen Als Probe mégen die 29
geraden Zahlen von 4180 bis 4218 herausgegriffen werden, sie "sind gewahlt worden, weil

1) E. Larpav, Ubel die zahlentheoretlsche Funktion q:(n) und.-ihre Bemehung zum Goldbachschen
Satz, Gottmger Nachrichten, Math.-phys. Klassa, 1900 8. 180. . -
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die Zahl 4200 durch 8, 5, 7 teilbar ist und hier ein grofles Maximum der @- Funktion zu
erwarten war.

} Anzshl der Goldbachschen Darstellungen

2n | Primteiler ]\ 7 (2n) | W (2n) | 8(2n) | Berechnet ‘ Gezihlt~ Fehler
4180 | 515,19 574 | 104 1569 | 163 | 162 —1
82 | 3,17,41 } ‘ 2,188 ! 228 212 16
84 523 | S 1,000 | 104 100 -4
|8 | 7,13,23 | 1370 | 148 144 41
88 | 3,349 2,000 208 206 @ — 2
4190 | 5,419 \ 1,333 139 130 | — 9
92 131 | 1,008 105 108 | -3
94 3,233 | 2,000 208 204 — 4
96 1049 \ 1000 . 104 98 | — 6
98 2099 ! 1,000 ' 104 103 -1
4200 | 3,57 | 3,200 333 328 | — 5
02 | 11,191 | 575 1,117 116 110 | — 6
04 1051 1,000 104 100 | -4
06 | 3,701 2,000 208 208 | + 0
08 263 1,000 104 90 | —14
4210 | 5,421 | 1,333 139 182 | — 7
12 3,13 576 2,182 927 216 | —11
14 7,48 1,229 128 | 124 | —4
16 | 17,31 1,103 115 110 | — 3
18 | 3,19,37 | 577 2,178 227 234 | L+ 7

Die Ubereinstimmung ist im allgemeinen befriedigend. Allerdings sind die Fehler bei
einigen Werten von 2%, wie 4182, 4190, 4208 betrichtlich. Im Bereich der 500 geraden
- Zahlen von 4000 bis 4998 gibt es etwa 70 solche groBen Abweichungen, Sie sind teils
positiv, teils negativ und gleichen sich im Mittel aus. |

Ripgrr?) hat im Jahre 1903, ohne Stickers Abhandlung in den Géttinger Nachrichten
zu kennen, einige Vermutungen iiber den Verlauf der Funktion G©(27) ausgesprochen, Er
erkennt richtig, da die Primteiler von 27 einen wesentlichen Einfluf haben, wenn ihm auch
der Gedanke fern liegt, diesen EinfluB durch Multiplikatoren zahlenmiBig zu erfassen. Seine
Bemerkung, dic Wirkung der Primteiler 5, 7, 11, 13, , . . zusammengenommen werde schlieflich
die Wirkung einer einzelnen- Drei iibertreffen, wird durch die Multiplikatoren bestitigt, denn

an hat
ma 46 10 12 64 46 10 12 16 1024
w1 =am<l2 srrwrmar=—,
3 5 9 11 33 3 5 9 11 15 495
1y L. Riegrr, Vérifieation du théordme de Goldbach, L'Intermédiaire des mathématiciens, 10 (1903),
8. 74; vgl, auch 8. 166.
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Aus der Gleichung (44) folgt sogar, daB das Produkt
.. rts

Q/] M (py)

fiir jeden Wert von # mit s tiber alle Grenzen wichst. Wihrend das Auftreten mnigerader
Primteiler eine Vergrofierung herbeifiilict, soll nach Rirert das Aufireten einer Potenz von 2,
deren Exponent eine Primzahl ist, verkleinernd wirken. Eine sorgfiltige Priifung hat eigeben,
dafl diese Behauptung allerdings in manchen Fillen zutrifft, daB es aber noch mehr Fille
gibt, bei denen das Gegenteil stattfindet. Es scheint daher nicht notig, der Schwankungs-
funktion einen Faktor hinzuzufiigen, durch den der Einfluf der Primzahl 2 zur Geltung kommt.

Verdienstlich ist der FleiB, mit dem Riperr fiir eine Anzahl groferer Zahlen dic wahren
Werte der Funktion G®(2x) ermittelt hat. - Wenn auch die Werte, die er fir Zahlen unter

5000 mitteilt, wie die Vergleichung mit Haussvers Tafel zeigt, kleine Fehler aufiveisen, so -

wird man doch die RiErTschen Zahlen zu einer ungefihren Vergleich'ung mit den Niherungs-

werten beniitzen diirfen. Fiir 16 Zahlen ist das in der folgenden Znsammenstellung geschehen.

Anzahl Goldbachscher Darstellungen

o i Primteiler | 7(2n) | W(2n)-| S(2n) | Berechnet | Rirert | Fehler
6930 | 3,5,7,11 | 890 | 151 | 3,5556 537 534 | — 3
- 9240 1145 | 187 665 668 | + 3
11550 1391 | 221 786 786 | + 0
13860 o 1637 | 255 907 890 | — 17
16 170. | 1879 | 288 102¢ | 1082 | + 8
18480 2116 | 820 -\ - | 1188 | 1188 | + 0
20790 2342 | 348 1287 1230 | — 7
23100 2580 | 380 1851 1842 | — 9
25410 2801 | 408 1451 1432 | — 19
27720 | 3,5,7,11 3022 | 435 | 35556 | 1547 1536 | — 11
80030 | 3,5,7,1,,13 | 3248 | 464 | 38788 1799 1802 .| + 3
32340 | 3,5,7,11 | 3468 | 491 | 35556 | 1746 | 1614 | —132
34650 | 8,5,7,11 | 3700 | 522 | 35556( 1856 1818 | — 38 |
36960 | 3,5,7,11 | 3980 | 566 | 35556, 2012 1956 | — 56
39270 | 8,5,7,11,17 | 4185 | '575 | 37026 | 2181 |.2152 | — 29
41580 | 3,5,7,11 | 4847 | 600 | 35556 | 2133 | 2142 | + 9

Die Fehler sind verhiltnismiiBig klein, ausgenommen die Zahl 32340 ; vielleicht liegt  hier
ein Druckfehler vor; wenn nimlich bei Ripenr statt 807 zu lesen witre' 870, so wiirde das
Doppelte, 1740, mit dem berechneten Werte 1746 gut stimmen. '

§ 3. Die Zwillingsdarstellungen der geraden Zahlen:

In der Abhandlung vom Jahre 1916 hatte Sticker auf die eigenartigen Darstellungen
der geraden Zahl 27 hingewiesen; bei denen dem Primzahlawilling p,p-1-2 . ein Primzahl-
Abhandlungen der Heidelberger Akademis, math.-naturw, XI. 10, Abh. 1922, o - T
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zwilling 2n—p—2, 2n—7p entspricht, einige Krgebnisse seiner Untersuchungen iiber solche
Zwillingsdarstellungen mitgeteilt nud eine ausfiibrliche Verdffentlichnng in - Aussicht
gestellt. Diese ist 1917 im ersten Teil der Abhandlung iiber die Liicken- und Primzahlen
erschienen,
In der hier angewandien Bexecichnung ist nach Gleichung (47):
T (277)

(50) GOA(2n) o, o S, 20, 20 1 2) iAg=4,1532)
5y

Die Schwankungsfunktion ist im ersten Teil bestimmt worden. Es ergab sich, dali allein
die durch 6 teilbaren Zahlen Zwillingsdarstellungen gestatten. und zwar waren fiir diese Zahlen
nar die ungeraden Primteiler von 27 und 2% 42 wirksam, nimlich mit den Multiplikatoren

]!j—i; wenn 27 den Teiler p,

-3 . ] . .
*—;4, wenn eine der Zahlen 22 -2 den Teiler p besitat.
- -
Waisneren hat die Formel (50} einer numerischen Priffung unterworfen, indem er fiir
den Berveieh von 13606 bis 15900 die 50 Niherungswerte berechnete und mit den wahren

Werten verglich. Als Probe sollen hier die letzten 10 Zahlen herausgegriffen werden.

j Zwillingsdarstellungen der durch 6 teilbaren Zahlen ‘

|
S : - - i
| 2n { : Primteiler von C8 W®  Berechnet Geziihit| Fehler !
| 2n -2 2n | 2a4+2 | L ‘
T 15846 | 17,238 ‘ 19,139 7,283 | 1,66 12 20 20 0
52| 5,317 1821 7027 2,01 24 24 ' +0
58 991 881 518,61 1+ 2,27 27 0 22 | -5
64 | 711,103 | 661 7933 | 1,54 19 12 -7
70 3967 5,23 31| 844 42 | 46 . b4
15876 7937 7 17,467 ' 1,80 | 22 | 26 . 44
82 | 5,397 2647 | 11,19 | 2,45 | 30 | 28 | 2
88 | 18,47 331 57,227 | 3,06 37 34 . -3 |
94 . 29,137 883 1987 | 1,05 13 14 0 4+1
;15900 | 7949 553 | 7951 3, 12 38 29 | _g |

Die vorher angefiihrte Abhandlung vom dJahre 1917 enthéilt eine von Wersneien be-
rechnete Tafel der Funktion G2 (2x) fir den Bereich von 6 bis 16800. Dic Tafel zeigt,
dafl diese Funktion noch viel unregelméfiger verliuft als die Funktion G®(27%), daB aber
im Durchschnitt auch bei ihr ein Anstelgen der Werte stattfindet; freilich ist es erheblich
langsamer.

Einer Zwillingsdarstellung entziehen sich die Zahlen

96, 402, 516, 786, 906, 1116, 1146, 1266, 1356, 3246, 3246, 4206.
Nur cine solche Darstellung gestatten die Zahlen 12, 396, 696. Mit der Anzahl 2 der
Darstellungen verhélt es sich sonderbar. Nachdem der Wert 2 bis 3486 im ganzen 56 mal
aufgetreten ist, kehrt ev erst bei der Zahl 9846 zurfick, er findet sich aber anch noch bei
12744, 15126 und 15816, obwohl die Wachstumsfunktion bei den Deiden letzten Zahlen
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schon auf 12 angestiegen ist. Ob mit 15816 das Ende der Lahleu erreicht ist, die nur
mwei Zwillingsdarstellungen zulassen, muf dahingestellt bleiben.

Fine Ausdehnung der Tafel diber 16800 hinaus wiirde die grofie Mithe kaum lohuen.
Aussichtsreicher wire es, fiir einen kleineren Bereich jenseits 100000 die Rechnung durch-
zufithren; hicr wiirden fiir die G-Funktion im Durchschmtt Werte im Betrage von 70 zu
erwarten sein. :

Zu wiinschen wire ferner eine numerische Untelsuchung der Funktionen G("’?a’ (2n)
Nach Gleichung (47) wird

. 4
(51) [EEH (2 ‘n.)r_\:/larya —= -8 (0, 2«3 27,21 1-248).

Die Schwankungsfunktion ist im crsten Tell bestlmm.tv worden; wirksam sind nur’ die Prim-
teiler der ungeraden Zahlen 27 und 27124,

§ 4 Durchschnittliche Werte der Sehwankungsfunktion 8(0,2x).

Wie in § 2 dieses Kapitels berichtet wurde, hat Laxvau bewiesen, da8 die summatorische
Kunktion |

52) SO @) 172 (2n)
: P

und diese Formel benutzt, um den urspriinglichen asymptotischen Ausdruck von SrickeL
fiir @©(2n) zu priffen, indem er auch fiir diesen die summatorische Funktion’ durch einen
asymptotischen Ausdruck darstellte, Eine dhnliche Untersuchung lift sich fiir die summa-
torische Funktion des neuen asymptotischen Ausdrucks

(53) GOEn=4," ‘i'”) 50,2

durehfithren. Ks sollen .jedoch die beiden summatorischen Funktionen nicht fir die Werte
r=1,2,8,..,n gebildet werden, sondern fir die Werte v=n—m--1, 2 —m-+2...,n, wit der
Bedingung, daf die Linge m des Bereichs, uber den summiert wird, zwar mit » iiber alle
Grenzen wichst, jedoch das Verhdlinis m:n sich der Grenze Null nihert; in welcher Weise
die Anndherung an die Grenze zu erfolgen hat, wird noch erortert werden. Ein solches
Vorgehen scheint dem Wesen asymptotischer Ausdrudw besser zu entsprechen.

Zuniichst erhilt man
n

2 2 In
2 G2 ) n ) (l 2n - 2m N_—ﬂm--Qm, :
0

p=n—m+1 log 2n g (20 —2m) log?(2n)
Ferner wird
S . S | | 2N
G0 (2 cQA1 S S(0.2 A a S5(0,22).
Wi @r) e m-Hlloga Zav i (0’ ’)J N Hog?(2n) » —n-—m-{—l(
Die beiden summatorischen Tunktionen stimmen - also uberem, wenn
' 1
(54) : lim — 8(0,29) = —
me= moo'mv an ¢ ’ -’41

ist. Die Gleichung (54) kann auch die Bedingung des Fehlerausg_lelchs heiBen. Wenn
nimlich die beiden summatorischen Funktionen asymptotisch ~gleich- sind, -so ist die
Summe der mit ihren Vorseichen genommenen Fel ler der Nitherungsausdriicke ®© @9) fiir

p=qn—m-1 bisn d1v1d1ert durch eine der beiden summatorischen Funktionen a%ympbotl%ch
gleich Null.

¥
’




52 P. Stickel und W, Weinreich:

Auf der linken Seite. der Gleichung (54) steht der durchschnittliche Wert der
Schwankungsfunktion §(0,2»). Der Durchschnitt bezieht sich auf einen langen Bereich
von Zahlen 2, die selbst sehr groli sind, und zwar so, dafl die Liinge m des Bereichs, gegen
die Grofe der Zahlen 24 vusch\nudet Zuyr Ermittelung des Durchschuitts M (S(0,24)) fiihrt
folgende Uberlegung.

Es sei 2v=2P,x4-2u,; 2u, soll dem Hauptbereich angehdren, das Verhiltnis 2v:2 P,
soll groff sein. Die beiden Lickenzahlen, deren Summe 2v ergibt, selen 2P,y4», und
2P, z--w,; v, und w, sollen dem Hauptbereich angehdren. Aus der Gleichung

2P w--2u,=2P.y+4v,)+ 2P, z+w,)
folgt, dafi v,4-w, bis auf ein Vielfaches von 2P, mit 24, iibereinstimmt, und zwar ist
v+, entweder gleich 24, oder gleich 2u,--2P,. Je pachdem dic erste oder die zweite
Gleichung besteht, sind y und z.s0 zn wihlen, dall entweder y-tz==z oder y-+z=x—1
wird; @ und x--1 mdgen in das Zeichen x —¢ zusammengefalit werden.

Die Anzahl der Wertepaare #,, w,, in der hier angewandten Art anfgefabit, fir die v,4-w,
bix auf ein Vielfaches von 2P, mit 2u, libereinstimmt, soll das Gewicht r-ter Stufe
der Zahlenklasse 2P, x--24w, genannt welden und mit ¢, (2%«,) bezeichnet werden.

Nuchdem man die Zahlen #, und w, gewihlt hat, was auf ¢,® (Z«,) Arten miglich 1st
hat man dic Gleichung y+z=a—¢ zu erfillen. Dazu ist y gleich 0, 1, 2, .., w—¢ zu
setzen; hierdurch ist jedesmal z bestimmt. Hieraus folgt, daB dic Anzahl der Darstellungen
der geraden Zallen 2 als Summen zweier Liickenzahlen r-ter Stafe, G, (2»), zwischen
x-9,0(2u,) und (24-1)- 9,0 (24,) liegt. Tolglich gilt die asvmptotische Gleichung

GO 2r) e 22%7 ANV
Nun war nach Gleichung (33) .

G, (2 S, (0,29),

P
mithin besitzt die Schwankungsﬂmktlon 8,(0,2%) die asymptotische Darstellang
8,(0,29) o= g, (2u,) : P2,

Bei den Gewichten r-ter Stufe werden die P Liickenzahlen des Hauptbereichs paar-
weise zu Summen vereinigt, und die Anzahl der Summen, die bis auf ein Vielfaches von
2 P, tibereinstimmen, gibt das Gewicht der betreffenden Zahlenklaqse 2P x+2u, Folglich
ist die Summe aller Gewichte g, (2u,), wemn 2w, die Werte 2,4,6,..., 2P, durchliuft,

gleich (1% und der durchnitiliche Wert der Schwankungsfunktxonen 8 (0 2v), dle zu P,
aufeinanderfolgenden groflen geraden Zahlen gehéren, wird gleich

(P)2. PP,

Jetzt mogen die Bedingungen des Hauptsatzes erfiillt sein. Dann darf man zur Grenze
fiir » fibergehen, und es wird nach G]elchung (38)

M(S(0, 20)) = g
1
Was zu beweisen war.

Die Zahl m in der Glelchung {564) muf denselben Grenzbedmgungen geniigen wie die
Zahl 2P, beim Hauptsatz, sie muB also in bezug anf 27 von einer Ordnung unendlich
werden, die zwischen 4 und 1 liegt, 1 ausgeschlossen. Es lifit sich zeigen, daf es schon
ausreicht, wenn lim(m:n)=0 ist, so dafi die engere Bedingung nur durch das angewandte
Beweisverfahren hereingekommen ist; jedoch soll hier nicht darauf eingegangen werden.



Differenzen und Summen von Primiahlen. . : 88

Um die Gleichung (54) einer numerisclien Priifung zu unterwerfen, ist.fir die 50 geraden - .

Zahlen von 4000 bis 4098 die Summe der Wachstumsfunktionen 5073 und der wahren Werte
7588 gebildet worden. Als Quotient ergibt sich 1,495, eine verhilinisméfig gute Anvdhe-
rang an den Grenzwert 1,515. ) S '

§ 5. Durchschnittliche Werte der Schwankungsfunktionen |
820, 2n+20,).

Die Betrachtungen des vorhergehenden Paragraphen’ lassen sich auf belicbige @-Funk-
tionen und die zugehdrigen Schwankungsfunktionen ausdehnen, mit- dem Unterschiede freilich,
daf an die Stelle der streng bewiesenen Formel von Lawvay eine allgemeinere Formel tritt,
die sicherlich richtig ist, zu deren Herleitung aber, wie es scheix_]t, die von Lanpau benfitzten
Hilfsmittel nicht ausreichen. ; , ' oL

Um Lawpavs Formel zu verallgemeinern, soll sie geometrisch gedeutet werden.. Wenn
die heiden rechtwinkligen’ Koordinaten z, y. eines Punktes der Ebene gleich ungeraden Prim-
zahlen sind, so gehort su dem Pankte eine Goldbachsche Darstellung der geraden . Zahl
 2n=ua-y. Die Punkte, die zu den Darstellungen der geraden Zahlen des Abschnitts (2#; 4)

gehoren, liegen im Tnnern oder aut der Grenze des Dreiecks mit den Ecken (0,0), (0,2m),

(2%,0). Nun ist die Anzahl der Prifzahlen, dic cin grofier Abschnitt der ganzen Zahlen
aufweist, in erster Naherung der Linge des Abschnitfs proportional. Man wird daher
annehmen diirfen, daB die Anzahl der Primzahlpaare unter den Zahlenpaaren, die .den
-Punkten eines grofien Giebietes der Ebene entsprechen, in erster Linie dem Flacheninhalt

des Gebietes proportional ist. Nun gehéren dem Quadrat mit den Hcken (0, 0), (0, 27), .

(2n,0) (2n,2n) genau n2(2n) Punkte an, deren’ Koordinaten Primzahlen. sind; man wird

Ei]so dem Dreieck (0,0), 0,27), (2%, 0) our die Halfte dayon zuzuschreiben haben, und das
ist der Sinn der Lanpavschen Forinel. ' A

- Wie im ersten Teil gezeigt - wurde, ist die Apzahl der Liickenzahlen, mit denen cine
Liickeni:ahlf'olge gepebener Differenzen beginnt, in erster Anniherung nur von der Linge des
Abschnittes abhingig, dem die Anfangezahlen angehoren sollen. Wenn es erlaubt ist, diesen
Satz auf die Primzahlen’ zu iibertragen, so fiihrt die SchluBweise, die soeben bei-der Lanpao-
schen Formel .angewandt wurde, zu der asymptotischen Formel ' o

”n . -~ N . el
V. T 2842 , S
EIG‘”"’(BV)Né(Hf””’(%))z&%Akziﬁz 82Q0y)
oder auch ’ ' S e
no . ' ; :
. . 2n)2 :
(55) Elamﬂm(zy)@gAkzhg—ggrg)-(—mj,s”(z%). -
Mithin ist B ‘ ST T
n . .
2n g :
(20%) T 4.2 5.Y:
v=n§m+? ® (2v) o0 log T2 (27) 2m‘ 4283 (20,):
Setzt man ferner B 2 o . -
2 04) . aPE22n) o o
(56) - Geox (2%).=42k+1‘(*2—nw'8(3%,2@-%-‘2%)_; »

_ 80 wird S S » _ ST
n n ! : . T
> B € (29).09 gy 41753 - D 8o 2v420).

n
: .p¥1t—ﬂ|+1 . k'—l~'2 (2 n) r=n-—-m-1




54 P, Stackel und W.Weinreich:

Die beiden sununatorischen Funktionen stimmen iiberein, wenn

3
. . 1 } L 24.28%(20,,)
57 im LS S@e,. 2420 = 2L
N
w e Mope=n—m41 A2k+1

ist, nnd man hat Fehlerausgleich.

Nach Gleichung (38) hat man

(281-2)
Agpqp=d;2 lim 2P, P,
r- o

Wird also die Zahl 7' dorch die Ungleichheiten

po- 2k 2 prga
orklirt, so ist

/| 3 7 ~ l\; + l 2

Daf die Gleichung (57) identisch evfiillt ist, lifit sich durch eine Uberlegung dartun,
die der im vorhergehenden Paragraphen angestellten durchaus entspricht. Die Liickenzahlen

v, und w, hat man jetzt als die Anfangszahlen von Liickenzahlfolgen anzusehen, denen die .

Differenzen (24,) zukommen, und die Anzahl der Wertpaare v,, w,, tir dic v,4w,+20;
bis auf ein Vielfaches von 2P, mit 2u, iibereinstimmt, als das Gewicht »-ter Stufe
9,2 (2u,) der Zahlenklasse 2 P,z +-2u, zu erkliren. Man gelangt dann zu der asympto-

tischen Formel ,
sy

G 200 (2 ) o @O0 (D .
r ( ) 3P 9 R r!

T .

und da nach Gleichung (33)
« (zvx)(-z,,)sl?z(ifi)gr -8 (206,,2v+20.3
r B) Pr Fle Py 2V !
war; 50 wird, jetzt -
' 8,(206,,2v-1-20¢,) oo g, ® 2 (2uy) :Pr(zk B,

Weil die Summe aller Gewichte g2 (24.), erstreckt ther die Werte 2, 4, 6, .., 2P,
von 2u,, gleich A,2(20,) ist, so erschlieBt man wieder, daf der durchschnittliche Wert der
Schwankungsfunktionen 8, (20, 2v1-20¢,), die zu P, aufeinander folgenden groBen geraden
Zahlen gehoren, gleich

krz(Q )t PrP'(2k+2)
ist, also asymptotisch gleich A
(PE-0282(26,): P, PRE+D),
Folglich wird ‘ :

| (pgp

M@, 2o,, 2v+20x))m1—)rp—r__(2k+_2).s2r(252).

Wenn die Bedingungen des Hauptsatzes erfiillt sind, darf man zur Grenze {ibergehen und
pelangt genan yu der Formel (57). A

Bei der Bildung des Durchschnitts mull die ganze Zahl m in Bezug auf # von einer
Ordoung unendlich werden, die zwischen } und 1 liegt, 1 ausgeschlossen. Wahrxcheinlich
ist auch hier nur die Bedingung erforderlich, dafl lim(m:n) =0 ist.

Wie die Beispiele zeigen, werden im allgemeinen nur gewisse Klassen von geraden Zahlen .

die geforderte (k-+-1)-fache Darstellung gestatten; sie sind durch die Zugehorigkeit zu einer
Anzahl arithmetischer Reihen derselben Differenz gekennzeichnet., Fiir solche Zahlen, dic




Differenzen und Summen von Primzahlen, B6

~

sich der Darstellung entziehen, hat die Schwankungsfunktion den Wert Null.  Bei der Bil-
dung des Durchschuitts darf man sich auf die von Null verschiedenen Schwankungsfunktionen
beschriinken, wenn der vorher angegebene Ausdrick durch dessen Produkt mit einem Bruch
ersetzt wird, dessen Zhler die halbe Differenz der arithmetischen Reihen und dessen Nenuer
die Anzahl der suliissigen Reihen ist. Tn .diesem Sinne haben die Schwankungsfunktionen
der Anzahlen G@®? (2n) den Durchschnitt 6.4,2: Ay = 2 ,619 .. ., den der Durchschnitt fir dic
Schwankungsfanktionen der Goldbachschen Darstellungen- ungefahr um eine Einheit {ibertrifft. " :
Fiir die 50 durch 6 teilbaren Zahlen von 15 606 bis 15900 elgtbt sich als Durchschmtt 2457 .
was als gute Aunsherung bezeichnet werden darf.

DaB die asymptotlschen Ausdriicke fiir die G- Funktlonen die Elfrenscha{’b des Fehler-
ausgleichs besitzen, ist eine weitere -Bestiltigung ihrer Rlchtlgkelt die zusammen ‘mit dem -
giinstigen Erfolg der numerischen Priifungen die Wabrscheinlichkeit der” drei Sétze aus der
additiven Arithmetik der Primzahlen fast zur GewiBheit erhebt.




