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Auf dem Sonderdruck befindet sich nachstehende Notiz Otto Hesses:

Collega Haeusser. Aus den letzten Worten dieser Vorlesungen kénnen Sie

sehen, welchen Einflul ein unheilvoller Krieg auf die Wissenschaft ausiibt.

Sie zieht sich zuriick in sich, wie in eine Festung, um mit der Auflenwelt
nur noch telegraphisch zu verkehren.

Der Verfasser

O. Hesse

Der letzte Satz der vierten Vorlesung lautet:

Die gerade Linie wird dann gleichsam als Telegraphenbureau dienen, auf
dem man alle geometrischen Zusténde in der Ebene erfahren und neue
Combinationen in ihr anordnen kann.
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Erste Yorlesung.
Homographie.

Ein System von unendlich vielen geraden Linien (Strahlen}, welehe
simmtlich von einem und demselben Punkte ausgehen, nennt man Strah-
lenbiischel. Schuneidet man einen Strahlenbiischel U durch irgend eine
gerade Linie 4, so wird die gerade Linie in den Schnittpunkten homo-
graphisch getheilt. Jedem Punkte der geraden Linic entspricht ein
Strahl des Biischels, der durch ihm geht, und jedem Strahle entspricht
cin Punkt der geraden Linie, welcher anf dem Strahle liegt.

Man kann aber auch von eciner durch wnendlich viele Punkte ge-
theilten geraden Linie 4 ausgehen. Zieht man von den Theilungspunkten
Strahlen nach einem festen Punkte ausserhalb der geraden Linie, so bilden
diese einen Strahlenbiischel U, welelher die gerade Linic homographisch
theilt.

s ist bekannt, dass ein Strahlenbiisehel und cin Punktesystem anf
einer geraden Linie sich analytisch ansdriicken lassen dureh die Glei-
chungen:

1 R U, — iU =0, Ay —uwd =0,

wenn man unter Uy =0 und U, = 0 die Gleichungen irgend zweier
Strahlen des ersten, unter 4, =0 und 4, = 0 die Gleichungen irgend
zweler Punkte des zweiten Systems und unter 4 und w zwei willkiihrliche
Grossen versteht.

Die erste Gleichung stellt unter dieser Voraussetzung irgend einen
Strahl 2 des Strahlenbiischels U und die zweite irgend einen Punkt w
des Punktesystemes auf der geraden Linie 4 dar,
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Sollen aber die genannten heiden Gleichungen homographische
Elemente ausdriicken, das heisst, soll der durch die erste Gleichung
dargestellte Strahl 4 durch den durch die zweite Gleichung ausgedriickten
Punkt g gehen, so muss der Werth von 4 den Werth von g bedingeﬂ,
mit anderen Worten, eine von diesen Grdssen muss eine Function der
anderen sein, sie miissen durch eine Gleichung ¢ (1, #) = O von ecinander
abhingen. '

" Diese Gileichung muss vom ersten Grade sein in Riicksicht auf u,
weil jeder Strahl A des Systemes U gein homographisches Element u des
Systemes 4 eindeutig bedingt. Ebenso muss die Gleichung vom ersten
Grade sein in Riipksicht auf 4, weil auch jeder Punkt w auf der geraden
Linje 4 nur einem Strahle 1 des Biischels U entspricht. Aus der so defi-
nirten Gleichung @ (4, p) = O folgt, dass sie die Form haben muss:

2) . - . . . p—ip —pqg 4+ itug = 0.

Man kann demmnach sagen:

3) . .. Ein Strahlenbiischel und seine homographische Thei-
Jung auf einer geraden Linie lassen sich durch Gleichungen
"von der Form 1) analytisch darstellen unter der Voraus-
getzung einer bestimmten Bedingungsgleichung zwischen 2
und @ von der Form 2).

Wir lassen noch einen zweiten Beweis des Satzes folgen, der zugleich
die Werthe der vier Constanten p, ¢ in der Bedingungsgleichung 2) be-
stimmen lehrt.

Soll der durch die zweite Gleichung 1) bestimmie Punkt g auf dem
Jurch die exste Gleichung gegebenen Strahl A liegen, so miissen die aus
der zweiten Gleichung genommenen homogenen Coordinaten des Punktes,
in die erste homogene Gleichung gesetzt, derselben geniigen. Macht man
diese Substitutionen, so erhélt man die Bedingungsgleichung:
T U, — 10" — pU + dpU/ = 0
wenn U,° und U," die Ausdriicke bezeichnen, in wel¢he U und U, tber-
gehen, wenn man in ihnen fiir die Variabeln die Coordinaten des Punktes
4,=0 setzt, und U, und U, die Ausdriicke, in welche Uy und T tiber-
gehen, wenn man fiir die Variabeln in ihnen die Coordinaten des Punktes

4; = 0 sttat.
. Aus dem Vergleich der Gleichung 4) mit 2) ergeben sich die Werthe

der vier Constanten in der letzteren:
. S ’ ,
) p= ‘U007 = D;&Ua g == Uy, ¢== Uy

Die Gleichungen 4, = 0 und 4, = 0 stellen irgend zwei Punkte
auf der geraden Linje 4 dar. Wihlen wir dieselben so, dass der Punkt
4y =0 auf der geraden Linic U, == O liegt, dass der Punkt 44 == 0 auf
der geraden Linie U, = ¢ liegt und richten zugleich die homogenen Coor-
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Jinaten dieser Punkte so ein, dass Uy + U,° =0, so verschwinden U
und U, und die Bedingungsgleichung 4) geht iiher in 4 — @ = 0.
Hiernach kénnen wir den Satz 3) kiirzer so ausdriicken:
6) ... Ein jeder Strahlbiischel und seine homographische
Theilung auf irgend einer geraden Linic lassen sich analy-
tisch durch Gleichungen ausdriicken von der Form:

6) . . . . UO——)“UI::O’ AO——A’AJ“‘:O

Man kann leicht cinsehen, dass die Siitze 3) und 6) nach der ge-
gebenen Definition der Homographie sich nicht umkehren lassen, dass,
wenn (Heichungen von der angegebenen Form gegeben sind, nicht jeder
durch sie ausgedriickte Strahl dureh den ihm entsprechenden Punkt gebt.
Will man jedoch, dass auch die umgekehiten Siitze 3) und 6) Geltung
haben, so muss man den Begriff der Homographie erweitern.

7u diesem Zwecke werden wir ein Punktesystem auf einer geraden
Tinie 4 und einen Strahlenbiischel U noch homographisch nennen,
wenn man die gerade Linic aus dem vorhin beschriebenen Systeme heraus-
nimmt und ihr, ohne die Punktefolge zu #ndern, in der Ebene irgend
welche Lage giebt; oder wenn man dem sonst unverinderten Strablen-
biischel eine beliebige andere Lage zuertheilt. Wir nennen diese Lage
homographischer Systeme die schiefe Lage zum Unterschiede

von den friheren der perspectivischen Lage, in der jeder Strahl des
" Biischels durch seinen entsprechenden Punkt ging.

Untersuchen wir nun, weleche Aenderung das Versetzen der homogra-
phischen Systeme aus der perspectivischen Lage in dic schiefe Lage in
ihren analytischen Ausdriicken 1) und 6) zu Wege bringt.

Um den durch die erste Gleichung 1) oder 6) gegebenen Strahlen-
biischel belichig in die Ebene zu verlegen, bezichen wir denselben auf
ein beliebiges anderes rechtwinkliges Coordinatensystem, was analytisch
darauf hinauskommt, dass wir fiir die homogenen Coordinaten , ¥, #
in der Gleichung gewisse lineare homogene Ausdriicke der Coordinaten
X, ¥, Z des zweiten rechtwinkligen Systemes setzen. Wenn wir dann
das zweite Coordinaterf‘system' mit seinem Strahlenbiischel in die Lage
bringen, dass die Coordinatenaxen des zweiten Systems mit den ent-
sprechenden Coordinatenaxen des ersten Systemes zusammenfallen, 8o
nimmt der Strahlenbiischel eine ganz beliebige andere Lage an. Diese letzte
Operation wird analytisch dadurch vollfiihit, dass man fiir X, ¥, Z
respective setzt =, ¥, 2.

Man verlegt demnach den durch die erste Gleichung 1) oder 6) ge-
gebenen Strahlenbiisehel beliebig in- der Ebene, wenn man in der Glei-
chung an Stelle der homogenen Coordinaten &, y, z setzt gewisse lineare
homogene Ausdriicke derselben Coordinaten. Dadurch gehen zwar die
homogenen Ausdriicke U, nnd U, der Coordinaten in andere ebenfalls

1#®
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lineare Ausdriicke derselben Coordinaten iiber, aber die Form der Glei-
chung bleibt ungesindert. :

Ebenso verlegt man das durch die zweite Gleichung 1) oder 6) ge-
gebene Punktesystem auf einer geraden Linie beliebig in der Ebene, wenn
man in den Gleichungen an Stelle der homogenen Liniencoordinaten u, v, W
setzt gewisse lineare homogene Ausdriicke derselben Coordinaten. Da-
durch wird ebenso wenig die Form der Gleichungen geindert.

Demnach kénnen wir sagen :

7) . .. Jeder Strahlenbiischel upd seine homographische
Theilung auf irgend einer geraden Linie in irgend weleher 3
schiefen Lage lassen sich durch Gleichungen von der Form
1) unter Voraussetzung einer bestimmten Bedingungsglei-
chung von der Form 2), oder einfacher durch Gleic-hungen
von der Form 6), analytisch ausdriicken,.

Wir werden jetzt untersuchen, ob Gleichungen von der Form 1)
‘unter der Voraussetzung einer gegebenen Bedingungsg]eichung von der
Form 2) nach dem erweiterten Begriffe der Homographie immer homo-
graphischer Systeme analytisch ausdriicken.

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass nicht jeder durch die erste
Gleichung 1) gegebene Strahl des Biischels dureh den ihm nach dep ge-
gebenen Bedingungsgleiclmng 2) entsprechenden Punkt der geraden Linje
geht, welcher durch die Zweite Gleichung ausgedriickt wird. Ein be- -
stimmter Strahl wird aber dureh den ihm entsprechenden Punkt dey ge-
raden Linie gehen, wenn die Coordinaten des Punktes, in die Gleichung
des Strahles gesetzt, der Gleichung geniigen. Die Bedingung dafiir jst
die Gleichung 4), wenn man unter x den Werth versteht, - der sich ays
der gegebenen Bedingnngsgleichung 2) ergiebt. Der Umstand, dass diese
Gleichung 4), wenn man den gegebenen Werth von w einsetzt, eine qua-
dratische Gleichung in 4 wird, beweiset den Satz:

8) ... Wenn ein Strahlenbiischel und ein den Strahlen des-
selben entsprechendes Punktesystem auf einer geraden Linie
durch Gleichungen von der Form 1) unter Voraussetzung
einer beliebig gegebenen Bedingungsgleichung 2) gegeben

'sind, so hat der Strahlenbiischel zwei Strahlen, welche durch
die ihnen entsprechenden Punkte der geraden Linie geh?n'

Wenn drei Strahlen des Biischels dureh die ihnen entsprechende.n
Punkte der geraden Linie gehen, so miissen die Werthe der 1 fiir die

" drei Strahlen der genannten quadratischen Gleichung geniigen. Da aber
die quadratische Gleichung nur zwei Wurzeln hat, welche ihr geniigen,
80 1st das micht mdoglich, wenn nicht alle drei Coefficienten in der nach .
Potenzen von 1 entwickelten quadratischen Gleichung zugleich verschwin-

- den. Verschwinden abey diese, so geniigt jeder beliehige Werth von 4
der Gleichung und daraus entspringt der Satz:
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9) ... Wenn ein Strahlenbiischel und ein den Strahlen des-
selben entsprechendes Punktesystemauf einer geraden Linie
durch Gleichungen von der Iovm 1) unter Voraussetzung
einer beliebig gegebenen Bedingungsgleichung 2) gegeben
sind, und wenn drei Strahlen des Biischels durch die ibnen
entsprechenden Punkte der geraden Linie gehen, so geht
jeder Strahl des Biischels durch den ihm entsprechenden
Punkt der geraden Linie —mit an deren Worten —die Systeme
sind homographisch und zugleich in perspectivischer Lage.
Auf diesen Satz gestiitzt konnen wir den Satz 3) umkehren. Diese
Umkehrung beabsichtigend fixiven wir irgend drei Strahlen 0, 1, 2 aus
dem durch die erste Gleichung 1) gegebenen Strahlenbiischel U und die
‘hnen aus der zweiten Gleichung unter Vermittelung von 2) entsprechen-
den Punkte 0, 1, 2 auf der geraden Linie 4, wie die Figur zeigt:

7 ' ) -A

Der Strahlenbiischel U lisst sich durch Verlegung in der Ebene in
die Lage von ¥ bringen, dass jeder der drei angegehenen Strahlen durch
den ihm entsprechenden Punkt geht. Man braucht nur durch die Punkte
0 und 1 einen Kreis zu legen, dessen I’_eripherie’winkel dem Winkel gleiﬂh
ist, den die beiden Strahlen 0 und 1 bilden, und einen  zweiten Kreis
durch die Punkte 1 und 2, dessen Peripheriew'inkel gleich ist dem von
den Strahlen 1 und 2 eingeschlossenen Winkel; der Schnittpunkt der
beiden Kreise wird das Centrum des Strahlenbiischels 7, und die drei ge-
raden Linien, welche das Centrum mit den Punkten O, 1, 2 verbinden,
werden die Strahlen des verlegten Strahlenbiischels sein. _

Analytiseh wird diese Verlegung des Strahlenbiischels U, welcher
durch die erste Gleichung 1) gegeben ist, in die Lage von ¥ dadurch
vollfiibrt, dass man fiir die homogenen Coordinaten in jener Gleichung
gewisse lineare homogene Ausdriicke derselben Coordinaten setzt, Wo-
durch U, in ¥ wnd Uy in V) iibergehe und die erste Gleichung 1) in:

VO _ Ar Vlf——-—— O‘

Da nun drei Strahlen dieses verlegten Strahlenbiischels durch die ihnen
entsprechenden Punkte der geraden Linie 4 gehen, so tritt fiir ihn der
zuletzt genannte Satz in Wirksamkeit, und da die Strahlenbiischel U
und ¥, abgesehen von ihrer Lage, dieselben sind, so haben wir die Um-
kehrung des Satzes 3) bewiesen, nimlich: :
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10) . . . Wenn ein Strahlenbiischel und i Punktesystem .

auf einer geraden Linie durch Gleichungen von der Form 1)
unter Voraussetzung einer beliebig gegebenen Bedingungs:

gleichung von der Form 2) gegeben sind, so sind die Strah-

lenbiischel und das Punktesystem homographische Systeme,
Im Speciellen, wenn die gegebene Bedingungsgleichung 2) die Glei-

chung 4 — u = 0 ist, haben wir den mit 7) vereinten Satz:

11) . . . Jeder Strahlenbiischel und ein beliehiges mit ihm

homographisches Punktesystem auf irgend einer geraden

Linie lassen sich durch Gleichungen von der Form 6) ana-

lytisch ausdriicken, und umgekehrt stellen Gleichungen von

der Form 6) immer einen Strahlenbiischel und ein mit ihm

homogrraphischesPunktesystem'a.uf einer geraden Linie dar. -
Unsere Untersuchung hatte nur einep Strahlenbiischel und ein mit

ihm homographisches Punktesystem auf ejner geraden Linie im Auge,
denn auch die durch die Gleichungen 1) unter einer be]iebigen Bedingungs_

gleichung von der Form 2) gegebenen Systeme erwiesen sich als homo-

graphische Systeme.

Wie diese gegebenen Systeme in perspectivische Lage gebracht wer- -

den konnten, so lassen sich auch im Speciellen homographische Systeme

'in perspectivische Lage bringen nach der Regel:

12) . . . Man bringt einen Strahlenbiischel in perpectivische

Lage mit einem homographischen Punktesystem auf einer
eraden Linie, wenn man die Systeme so verlegt, dass drei

Strahlen des Biischels durch die ihnen entsprechenden

Punkte der geraden Linie gehen. '

In dieser perspectivischen Lage kann man zu jedem Strahle des

Biischels den ihm entsprechenden Punkt der geraden Linie (den Schnitt.
puhkt) construiren und umgekehrt zu jedem Punkte der geraden Linie
den ibm entspr"echenden Strahl (der durch ihn geht).

Demnach gentigt es, drei Elemente des einen Systemes und die drei - |
ihnen. entsprechenden Elemente des anderen homographischen Systemes

zu kennen, um fiir jedes Element des einen Systemes das entsprechende

b Element des andern Systemes zu finden. — Diese drei Paare entsprechen-

“der Elemente sind aber auch keiner Beschrinkung unterworfen, wir

' meinen, es kénnen irgend drei Strahlen eines Strahlenbiischels irgemﬂlr
" drei Punkten in einer geraden Linie homographisch entsprechen; denn -

~diese drei Paare entsprechender Elemente lassen sich immer in perspee-
. tivische ‘Lage bringen. '
. Wir driicken dieses kurz so aus:

18) .. - Durch irgend drei Strahlen eines Strahlenbiischels

"und f-&i;@"‘,;ih"mié;nf ‘homographisch entsprechenden Punkte in

einer geraden Linie, die irgend welche drei Punkte der ge-

i
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caden Linie sein kénnen, sind die homographischen Systeme,
der Strahlenbﬁschel and das Punktesystem auf der geraden
Linie, vollstindig bestimmt. ‘ S
Bisher haben wir nur von homographischen Systemen gchandelt, vor

welchen das eine ein Strahlenbiischel, das andere ein System von Punk-
ten auf einer geraden Linie waren. Wir erweitern nun den Begriff
homographischer Systeme durch folgende Definitionen. |

Zwei Strahlenbiischel sind homo- Punktesysteme auf zwei geraden
graphisch, wenn ein Punktesystem finien sind homographisch, wenn
auf einer geraden Linie gefunden ein Strahlenbiischel gefunden wer-
werden kann, welches homogra- den kann, welcher 110m0graphisch
phisch ist mit jedem der beiden ist mit jedem der beiden Punkte-
Strahlenbiischel. systeme. - ;

" Begeichnen wir nun mit den letzten Buchstaben U, ¥ .. des Alphabetes
lineare homogene Ausdriicke der homogenen Punktcoordinaten und mit
den ersten Buchstaben 4, B.. lineare homogene Ausdriicke der homogenen
Liniencoordinaten, so stellen sich beliebige homographische Strahlen-
biischel analytisch unter der Form dar: = |
14 ... v, —A0,=0, .Vo—*lVlzo.
weil das Punktesystem 4 — 4, nach 11) homographisch ist mit jedem
der beiden ‘Qtpablenbiischel, Ebenso driicken die Gleichungen: |
15) .. ... dg—Hhdi=0, B, —AB =0
beliebige homographisdhe Punktesysteme . auf irgend welchen geraden
Linien aus, weil der Strahlenbiischel Uy — AUy =0 homographisch ist
mit jedem der beiden Punktesysteme. . . |

~ Hiernach kénnen wir, wenn wir mit Systeme ebensowohl ' Strah-
lenbiischel als Punktesysteme auf geraden Linien, ‘auch untermischt mit
einander, bezeichnen, den Satz aussprechen: '

16) . .. WennzweiSysteme homographisch sind mit einem
dritten Systeme, s0 gind je zwei von den drei Systemen‘homo—’
‘graphisch. | , S

Zwei homographische Strahlenbiischel sind im Allgemeinen in schie-
for Lage. Sie haben eine prer~5p_,zeétivisclie Lage, wenn die entspre-
chenden Strahlen der beiden' Systeme sich in Punkten schneiden, die
‘alle auf einer geraden Linie liegen. : o A
| Ebenso sind homographische Punktesysteme auf zwei geraden Linien
im Allgemeinen in schiefer Lage. Sie haben eine perspectivische
Lage, wenn die Verbindungslinien der entsprechenden Punkte der beiden

Systeme simmtlich dur‘ch' einen und. denselben Punkt gehen,
- Man kann homographische  Systeme der genannten Art in perspec-
tivische Lage bringen, wenn man sie so in der Ebene verlegt, dass sie

den Bedingungen der folgenden Siitze geniigen:




HTRATOAYS b b emmmem W T - et e - - ~
e s e v et el T v

&

8 Erste Vorlesung.

e o i et o it i i e s e e e
e e e P P P o e e i o i~ A st s P P

17) ..
chende Strahlen

. Wenn zwei entspre-
zweler Dbo-
Strahlenbii-
schel einen einzigen Strahl
bilden, so sind die Strahlen-
in perspectivischer

mographischen

biischel

Lage.

18) . .. Wenn zwei entspre-
chende Punkte zweier homo-
graphischen Punktesysteme

auf zwel geraden Linien zu-

sammenfallen, so sind die

Punktesysteme in perspecti-
vischer Lage.

Denn es seien 14) die Gleichungen der homographischen Strahlen-
biischel, von welchen die dem Werthe 4 == 4, entsprechenden Strahlen :
: Uy — 4 Uy =0, 'VO—'-AUVI"_:O
zusammenfallen. Da diese Gleichungen eine und dieselbe gerade Linie
_darstellen, so muss man einen bestimmten Factor ¢ finden kinnen, der
Art, dass man identisch hat:-
(UO - 3’0 Ul) - Q(VO — 10 Vl) =0
'Zitah'e,n VI nun von der ersten Gleichung 14) die mit jenem Factor ¢
n'1111.1:1pl1clrtebzwelte Glewhun-g und dann noch die angegebene identische
Gleichung ab, so erhalten wir nach Division durch 4, — 1 die Gleichung:
Uj B Vl == ()
gle frllelcl:aungbefger geradgn Ifinie; in der sich jede zwei entsprechende
tlale-nt er beiden Strahlenbiische] 14) schneiden, weil sie unabhiingig
~ von A ist. ‘

Zum ]?‘GWEiSB des zweiten Parad‘lelsatzes bedarf es nichts weitrer, als
dass man in dim Vorl-mergehenden den Ausdruck ,, Strahlenbiischel  mit
| ”Punktpjsysﬁem_ auf einer geraden Linie vertauscht und die Symbole U

und ¥ in 4 und B verdndert, _

Wir legen jetzt irgend zwei homographische Strahlenbiischel concen-
trisch auf einander, um ihre Eigenschaften in dieser Lage zu erforschen.

~ Es seien 14) die Gleichungen der so aufeinander gelegten Strahlen-
biischel. Da in dieser Lage die vie;r Strahlen U, =0, U,=0, V,=0, ¥,==0
durch das gemeinschaftliche Centrum gehen, so lassen sich #ier Constan-
ten p, ¢ der Art bestimmen, dass man identisch hat:
Vo=qU, —pl, Fl"zgi.Uﬂ —p Uy

Setzt man diese Ansdrticke von F) und 7 in die Gleichungen 14),
- 80 hat man die Gleichungen von irgend zwel concentriseh auf einander
gelegten Strahlenbiischeln :
19) U, — 4 U, :70,‘
Pie einem Werthe von 1 entsprechenden Strahlen der beiden con-
- centrischen Biischel fallen zusammen unter der Bedingung:

20)
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Da diese Gleichung eine quadratische ist, so schliessen wir daraus,

dass
Biischel zusammenfallen.

im Allgemeinen zwei Mal zwei entsprechende Strahlen der heiden

Tallen drei Mal zwei entsprechende Strahlen der beiden Biischel

zZusammen,

so muss entweder die quadratische Gleichung drei Wurzeln

haben, was nicht moglich ist, oder die Coefficienten p, ¢, und ¢ -+ Py
der entwickelten quadratischen Gleichung verschwinden simmtlich, in
welchem Falle die beiden ‘Strahlenbtischel nicht verschieden von einan-

der sind.

Dem Vorhergehenden entsprechend legen wir auch irgend zwel
homographische Punktesysteme in eine und diesclbe gerade Linie. Ihre
Gleichungen 15) lassen sich bei der angegebenen Lage der Systeme in
gleicher Weise zuriickfiithren auf Gleichungen von der Form:

21) 4, — A4, =0,

und

dy — p— oy

7 — lgi _(11 — OT

die Gleichung 20) ist wieder die Bedingung, unter welcher zwei

entsprechende Punkte der heiden Punktesysteme zusammenfallen.  Aus

der Interpretation der Gleichung 20) entspringen, wie bereits angedeutet

worden, die Sitze:

22) ... Wenn zwei homogra-
phisehe Strahlenbiischel be-
liebig coneentrisch auf ein-
ander gelegt werden, so fal-
len im Allgemeinen zwei Mal
entsprechende Strahlen der
heiden Biischel
Wenn dreiMalentsprechende
Strahlen zusammenfallen, so
fallen jede zwei entspre-
chende Strahlen der heiden
Biischel zusammen,

zusaminen.

23) ... Wenn zwei homogra-
phische Punktesystemeo auf
zwei geraden Linien auf ein-
ander gelegt werden, s0 VOI~
ecinigen sich im Allgemeinen
zwei Mal entsprechen(lﬁ
Punkte der beiden Systeme.
Wenn dreiMal entsprechende
Punkte '
vereinigen sichjedezweient-
sprechende Punkte der bei-
den Systeme.

gich vereinigen, so0

3

Die beiden Strahlen, in welchen sich zwei entsprechende Strahlen
concentrisch auf einander gelegter homographischer Strahlenbiischel ver-
einigen, heissen Doppelstrahlen der Strahlenbiischel.

Die beiden Punkte, in welchen sich zwei entsprechende Punkte der
auf einander gelegten homographischen Punktesysteme vereinigen, heis-
sen Doppelpunkte der beiden Systeme. o

Die (leichungen 19) und 21) concentrisch auf einander gelegter

Strahlenbiischel wnd in  eine gerade Linie gelegter homographischer
Punktesysteme haben nicht die einfachste Gestalt, auf welche sie zu-
riickgefithrt werden konnen.
Sitze 22) und 23).

Um sie darauf zuriickzufiihren dienen die
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In dem ersten Strahlenbiischel 19) waren U, =0 und U, == 0 dic
Strahlen, an welehe sich der ganze Strahlenbiischel anlehnte. Diese
beiden Strahlen konnten aus den Strahlen des Biischels beliebig gewéihlt
werden. Wir werden jetzt fiir dieselben die beiden Doppelstrahlen der
heiden Biischel 19) wihlen.

In dieser Voraussetzung miissen sowohl fiir 4 == 0 als fiir 1 == 00
die beiden Strahlen 19) zusammenfallen. .In dem ersten Ialle mmuss
1 ==
/4
so fiihren wir die Gleichungen 19) zuriick auf die cinfachere Form:

— Y

p = 0, in dem anderen g, == 0 sein. Sctzen wir demnach )

24) . O, — 40, = 0, U, — lal, = 0,

Thensoe nehmen die Gleichungen zweier homographischen Punkte-
systeme auf cinander gelegt die Gestalt an:

Ay, — 24 = 0, 4, had, = 0,

25)

wenn Ay = 0 und 4, = 0 die Gleichungen der Doppelpunkte der bei-
den Systeme sind.

Aus der Ansicht dieser Gleichungen 24) und 25) lassen sich so-
gleich die Siitze abnehmen:

26) . ..

In zwel concentrisech 27) ... In zwei auf einandey

auf cinander gelegten homo-
graphischen Strahlenhii-
gcheln haben jezwelentspre-
chende Strablen dasselbe an-
harmonische Verhidltniss zu

den beiden Doppelstrahlen

gelegten homographischen
Punktesystemen haben je
swel entsprechende Punkte
dasselbe anharmonische Ver-
Lhiltniss zu den beiden Dop-
pelpunkten der Systeme,

der Strahlenbiischel

Wenn ciner der beiden concentrischen Strahlenbiischel 24) um das
.gemeinsc]mftlichc'Centrum gedreht wird, so #dndern sich die Doppel-
strahlen U, = 0 und U, = 0 und voraussichtlich auch das anharmoni-
sche Verhiltniss « TEbenso dndern sich die Doppelpunkte 4, = 0 und
4, =0 and voraussichtlich das anharmonische Verhiiltniss «, wenn die
beiden auf cinander liegenden Punktesysteme 25) auf derselben geraden
Linie gegen einander verschoben werden. Wir werden nun untersuchen,
ob im ersten Falle durch eine bestimmte Drchung und im anderen T*alle
" dureh eine bestimmte Verschiebung das genannie anharmonische Verhilt-
niss in ein harmonisches iibergefiihrt werden kann.

Wir beginnen unsere Untersuchung mit der Feststellung der Be-
dingung, unter welcher die cntsprechenden Strahlen zweier concentrisch
auf cinander liegenden Strablenbiischel 19) harmonisch sind mit den
Doppelstrahlen.
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Dic genannten Stpahlenbiiscliel lassen sich so ausdriicken:

U, — A0, = 0,

indem man hat:

U(} — Ui = O)

p—Ap, — g + Apwg, = 0.

In der Voraussetzung dags 7, = ¢
£ |

seht dicse Gleichung tiber in:

p— (0 + Wy + teg =0

Da sich nun zwei Grossen 4, und gy

so bestimmen lassen, dass:

(
Lom g (4 + w0,

so geht dic letzte Gleichung dadureh iiber i die bekannte Bedingungs-

gleichung fiir harmonische Strahlenpaare:

Ay — 4 + ny) (2 F @) + Ap = 0.

Das heisst, unter

der gemachten Voraussetzung py = ¢ sind jo zwel

entsprechende Strahlen Jer heiden Biischel harmoniseh mit cinem be-

stimmten Strahlenpaare, den Doppelstrahlen.

Diese und eine analoge Untersuchung an swei auf einander liegen-

den homographischen Punktesystemen 21) fithven zu den Sétzen:

28) ... In zwel concentrisch
auf einander gelegten Strah-
lenbiischeln 19) sind je zwei
cntsprechendc Strahlen har-
monisech mit den beiden Dop-
pelstrnhlen unter der Bedin-

gung 7 == {.

929) ... In zwei auf einander
gelegten homographisehen
Punktesystomen ¢ind jo zwel
entsprechende Punkte har-
moniseh mit den beiden Dop-
pelpunkten unter der Bedin-

gung p; = 7

Dic oben angegebene Untersuchung verlangt ferner die Lisung der

folgenden Aufgabe:

50) ... Wenn cin durch seine Gleichung:

gegeben er Strahlenbiischel

hestimmien Winkel » _gedreht wird,

UO - }'UJ _ 0

Tuinl SCill Centrum ﬂ.lld um 0111011

die Gleichung des Strah-

lenbiischels nach seiner Drehung zu bestimmen.

Wiy konnen annehmen, dass Uy

— 0 und U, =10, die Gleichungen

der Strablen O und 1 des gegebenen Strahlenbiischels, die Normalform
Laben. Im anderen Falle wiirden wir in der Gleichung 50) durch Multi-
plication mit gewissen Factoren die Ausdriicke U, und U, auf die Nox-

malformen zuriickzufiihren und die Pactoren mit der Vaviabeln 4 zu einer

nenen Variable vereinigen.

Unter der angegebenen Voraussetzung werden wir die fest mit ein-
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ander verbundenen Strahlen 0 und 1, die den Winkel « einschliessen,

um einen Winkel » drehen, wie die Figur zeigt: und die Gleichungen
dieser Strahlen in der neuen Lage [O] und [1] ana-

11\\ lytisch ausdriicken.
a".l - Thre analytischen Ausdriicke haben die Form 30)
! AN und fiir jeden derselben hat der Factor A dié be-
-l‘.’{/ kannte geometrische Bedeutung, nach welcher sich
R N, die Gleichungen der gedrehten Strahlen ergeben:
° /;/ ” Uysin (r — &) — U, sin r = 0,
’ Uy sinr — U, sin (r 4+ «) == 0.

Diese Gleichungen haben jedoch nicht die Normalformen. Sie wey-
den auf diesclben zuriickgefiihrt durch Division mit gewissen Factoren
ty und @y, deren Quadrate sich nach bekannten Regeln darstellen wie
folgt:

2 = sin® (r — &) — 2 cos @ sin (r — a) sin r + SlDl2 = sin? q,
== sin® (r + ¢) — 2 cos ¢ sin (r + ) sin 7 4 sin® r == sin?'w
Aus den Normalformen der Gleichungen der Strahlen [OJ und [1]

setzen wir nun in Beriicksichtigung der geometrischen Bedeutung des

Factors 4 die Gleichung des Stmhlenbusche]ls 30) nach der Drehung um

den Winkel » so zusammen:

31) {7 sin (»—a) — U, sin ry — 4 {0, sinr — U, sin (r + a)} =0.
An die vorhergehende Aufgabe schliesst sich nun die analoge Auf-

gabe an: :
32) ... Wenp ein durch seine Gleichung

82) . .o+ e e o . dy—id =0
gegebenes Punkiesystem auf einer geraden Linie in dieser
Linie um die Entfernung » verschohen wird, die Gleichung
des verschobenen Punktesystemes zu finden.

Auch hier werden wir annehmen, dass Ay = 0 und 4, = 0 die
- (eichungen der Punkte O und 1 in der Normalform seien und « die
Entfernung der beiden Punkte von einander. Durch Verschiebung um 7
auf der geraden Linie mégen die Punkte O und 1 in die Lage von [0]

L

und [1] kommen. . | '
Die Gleichungen der Punkte [0] und

1] sind von der Form 32), und, wenn man

ﬁ% ﬁu den Factor 1 die diesen Punkten ent-.

o] o [1] prechenﬂerm Werthe setzt, so hat man

die Grleic]humgen der Punkte [0] und [1]:
' ,Aﬂ(r-—a).—Aly‘fZOS AOT-AI(T+(£):

‘Wir fithren dieselben auf die Normalform zuriick durch Division mit

und gy
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o= @) —r = —a =71 — (4 =—a
und aus diesen Gleichungen der Punkte [0] und [1] in der Normalform
setzen wir in Erinnerung der geometrischen Bedeutung des Factors 4 die
Gleichung des um 7 verschobenen Punktesystemes 32) zusammen, wie
folgt: :

33) . . {AQ (r — a) — 4 7‘*} — A {Aor — 4, (r + a)} — 0.

Diese Aufgaben sind geliset’ worden, um in Gemeinschaft mit den
Sitzen 28) und 29) die oben angeregten Fragen zu entscheiden, erstens,
ob durch Drehung eines von zwel concentrischen homographischen Strah-
lenbiischeln eine solche Lage herbeigefiihrt werden kann, dass jedes Paar
entsprechender Strahlen dox beiden Biischel harmonisch sei mit den
Doppelstrahlen und zweitens, ob durch Verschiebung eines von zwei auf
einander liegenden homographischen Punktesystemen eine Lage erreicht
werden kann, in der je zwel entsprechende Punkte der heiden Systeme
harmonisch seien mit den Doppelpunkten der Systeme.

7w dem angegebenen Zwecke drehen wir von den-beliebig concen-
trisch auf einander gelegten homographischen Strahlenbiischeln 24) den
gweiten um das gemeinschaftliche Centrum und um cinen beliebigen
Winkel ». Unter der Voraussetzung, dass Uy und U, die Normalformen
dieser Ausdriicke seien, geht dann dic (leichung jenes Strahlenbiischels
iiber in eing Gleichung, die man aus 31) erbiilt, wenn man la fiir A setzb:

84) {Uysin (r—a)— U, sin 7‘} — Ao {Uo sin 7 — Uy sin (r + a)} =0

Die Bedingung, unter welcher die’ entsprechenden Strahlen dieses
gedrehten und des ersten homographischen Strahlenbiischels 24) harmo-
niseh seien mit den Doppelstrahlen der beiden Biischel, lisst sich nach
dem Satze 28) abnehmen: v

. ceSin(r-l—a):sin(r—_a),
woraus sich die Tangente des Drehungswinkels » ergiebt, der der Be-
dingung entspricht:

' 1
85) . . . o o - tgr:l_i._artga.

—

. Verschieben wir von zwei in einer geraden Linie auf einander ge-
Jegten homographischen Punktesystemen 25) das zweite System um r, 80
erhalten wir unter der Voraussetzung, dass 4, und 4, die Normalformen
bezeichnen, die Gleichung des verschobenen Punktesystemes aus 33),
wenn wir Ae fiir 4 setzen: '

36) - - {.40‘ (r —a) — Alr} — e {Aor — 4, (r + a)} = 0
und daraus nach Satz 29) die Bedingung:
14

— a,
11—«

37)7‘
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unter welcher die entsprechenden Punkte des ersten Punktesystems 25)
und des zweiten wm r verschobenen homographischen Iupktesystems
harmonisch sind mit den Doppelpunkten der Systeme.

Es lisst sich also das anharmonische Verhiiltniss ¢ flir zwei concen-

trisch auf einander gelegte homographische Strahlenbiischel 24) durch
Drehung des zweiten Strahlenbiischels um das gemeinschaftliche Centrum
und um einen Winkel », bestimmt durch die Gleichung 35), auf cin
harmonisches zuriickfithren, selbst wenn ¢ = 1, in welchem Falle die
Strahlenbiischel 85) congruent sind und sich in congruenter Lage be-
fnden. In ‘diesem Falle ist der Drehungswinkel » nach 35) ein rechte,
Winkel. n _
_ Ebenso ldsst sich das anharmonische Verhiltniss ¢ fiir zwei auf eip-
ander gelegte homographische Punktesysteme 25) auf einer geraden Linije
durch eine bestimmte Verschiebung » in der geraden Linie, ausgedriickt
durch die Gleichung 37), auf ein harmonisches Verhiltniss zuriickfiihren.
In dem Falle « = 1 sind die homographischen Punktesysteme 25) con-
gruent un‘d il:{. congruenter Lage. In diesem Falle riicken die endlichen
‘Punkte durch die Verschiebung in’g Unendliche.

Um die Resultate der letzten Untersuchungen kurz zusammen zu
fassen, dienen die folgenden Definitionen.

Alle Linienpaare, welche harmonisch sind mit einem beliebig gege-
benen Linienpaare, bilden einen involutorischen Strahlénbiischel,
so genannt, weil je drei von den Linienpaaren eine Involution bilden.

Alle Punktepaare, welche harmonisch sind mit einem beliebig ge-
gebenen Punktepaare, bilden ein involutorisches Punktesystem
auf einer geraden Linie, weil je drei von jenem Punktepaare eine In-
volution bilden.

Hiernach haben wir die Sitze:

38) ... Jede zwei homogra- 39) ... Jede zwei homogra-
phische Strahlenbiischel las- phische Punktesysteme auf
sen sich concentrisch so auf zwei geraden Linien lassen
einander legen, dass die ent- sich in einer geraden Linie
sprechendenStrablen derbei- -so verlegen, dass die ent
den Systeme gepaart einen sprechenden Punkte der bel-

involutorischen Strahlenbii- den Systeme gepaart ein in-
volutorisches Punktesystem

schel bilden.

auf einer geraden Linie bil-
d en. -

Da sich nun jeder involutorische Strahlenbiischel in zwei ﬂlmmogra-
phische Strahlenbiischel 24) mit dem Werthe ¢ == — 1 aiu-f‘lﬁsx?t,unfd
eben so jedes involutorische Punktesystem auf einer geraden Linie in
zwel homographische Punktesysteme 25) mit dem W‘Bm’h(f"“ = —1
getrennt werden kann, so hat man auch die umgelkehrten Siitze :

i

W‘,&“f’” i b o m i AR T e ey s, o .. A e

g
™ TR

H
H
b
;i;
2
4
o i
:
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40) ... Wenn man in einem
beliebigen
Strahlenbiischel
gtrahl eines jeden Strahlen-
paares als ecinem Strahlen-
piischel zugehorighetrachtet,
den anderen einem zweiten
Strahlenbiischel
and dem ersten Strahle ent-
sprechend, und die beiden
Strahlenbiischel in der Ebene
beliebig verlegt, so hat man
homographische Strahlenbii-
schel der allgemeinsten Art.

involutorischen

den einen

zugehdrig

Tk

41) ... Wenn man in einem
belicbigen involutorischen
Punktesysteme aunf einer ge-
raden Linie den einen Punkt
einesjeden Punktepaares als
cinem Punktesystem zugehd-
rig betrachtet, den anderen
einemzweiten Punktesysteme
zugehdrig und dem ersten
Punkte entsprechend,und die

‘beiden Punktesysteme in der

Ebene beliebig verlegt,sohat
man homographische Punkte-
systeme derallgemeinsten Art.

.

Zweite Vorlesung.

Erzeugung der Kegelschnitte durch homographische Systeme.

" 'Wir haben in der vorhergehenden Vorlesung gesehen, dass irgend
zwei homographische Strahlenbiischel sich analytisch - durch (Heichungen

von der Form ausdriicken lassen:

) . . -~ Ug—1i0 =0,

V(}lfﬁ'Vl :07

indem dicselben fiir den gleichen Werth von 4 in beiden Gleichungen
die entsprechenden Strahlen der beiden Biischel darstellen.
Man erhiilt hieraus die Gleichung des geometrischen Ortes der

Schnittpunkte entsprechender Strahlen, wenn man A eliminirt:

9y . ...

die (Hleichung eines Kegelschnittes,

. UOVl—_UlVO:O

der durch die Centra der beiden

homographischen Biischel geht, “weil die Gleichung 2) ebenso fir U, =.0
and U, = 0 als fir /;, =0 und ¥ = 0 erfiillt wird.
" Auf diese Form 2) lisst sich die Gleichung jedes belichigen Kegel-

sehnittes zuriickfiihren.

Denn wiblt man auf dem beliebig gegebenen

Kegelschnitt irgend vier Punkte und legt durch dieselben zwei Linien-
paare Uy = 0, V,=0und U' =0, V,= 0, so stellt die Gleichung:
Ug Vi — wU. Vy = 0,
mit dem willkiirlichen Factor p alle moglichen Kegelschnitte dar, welche
durch die vier Punkte gehen, also unter Voraussetzung des paséenden
Factors p den beliebigen Kegelschnitt, dessen Gleichung in 2) tibergeht,
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wenn man fiir wU  setzt U;. Man erkennt hieraus, dass durch die
Schnitte homographischer Strahlenbiischel sich alle moglichen Kegelschnitte
erzeugen und hat daher den Satz: '

3) ... Jede zwei homographische Strahlenbiischel erzeugen
durch den Schnitt der entsprechenden Strahlen einen Ke-
gelschnitt, auf dem die Centra der Strahlenbiischel liegen.

Durch alle méglichen homographischen Strahlenbiischel

werden auf diese Weise alle mdglichen Kegelschnitte erzeugt.
Dieser Satz lisst sich umkehren wie folgt:
4) ... Wenn man von zweil beliebig auf einem Kegelschnity
als Centra angenommenen Punkten Strahlenzieht nach einen
variabeln Punkte, der den Kegelschnitt beschreibt, so ent.
stehen dadurch zwei homographische Strahlenbiischel mit
den beliebig auf dem Kegelschnitt angenommenen Centren,
Denn legen wir durch vier beliebig auf dem Kegelschnitt angenom-
mene Punkte die beiden L‘inienpaare Uy =0, 7V = 0 und U, = 0,
¥, = 0, so kinnen wir die Gleichung des Kegelschnittes auf die Form
2) bringen. Definiren wir hierauf eine neue Variable 1 durch die Glei-
chung: Uy — 4 U; = 0, so loset sich die Gleichung 2) des gegebenen
Kegelschnittes in die Gleichungen 1) auf, die zwei homographische
Strahlenbiischel analytisch darstellen, deren Centra zwei von den vier
auf dem Kegelschnitt angenommene Punkte sind.

Die homogenen Coordinaten z, y, z eines beliebigen Punktes p des

von den homographischen Strahlenbiischeln 1) erzeugten Kegelschnittes
~ 2) erhdlt man durch Berechnung aus den beiden Gleichungen 1). Man
bemerkt sogleich, dass dieselben von der quadratischen Form in 1 sind:

x=a + bl 4+ ¢k
B) o . e ey = + bh ook
2 = dy + bA 4+ cydl.
_ Hieraus ergeben sich nun die homogenen Coordinaten =, y, = aller
- Punkte des Kegelschnittes, wenn man fiir 2 alle mdglichen Werthe sotzt.
Multipliciren wir die Gleichungen 5) der Reihe nach mit den varia-
beln Liniencoordinaten w, », » und addiren, um die Gleichung des be-
liebigen Punktes p des Kegelschnittes zu bilden, so erhalten wir:

6 . . . . ... W=4d4%+ BL+CF

wenn wir abkiirzend setzen:.

W= xu + yv + =W,
7 A= qu + ap+ LW,
) ‘ |
B=bu + b+ byw,
C— cu + ¢+ cym.

%
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Hiernach ist W = 0, oder nach 6):

8 . . ... A4+ B+ CR=0
die Glelchung eines beliebigen Punktes des Kegelschnittes 2).

Wenn wir in dieser Gleichung 8) die Coefficienten der verschiede-
nen Potenzen von A einzeln gleich O setzen, so erbalten wir die Glei-
chungen: 4 — 0, B = 0, € = 0 von drei bestimmten Punkten, aus
welchen Gleichungen durch Multiplication mit den verschiedenen Poten-
zen von A und Addition wieder die Gleichung 8) eines beliebigen Punktes
des Kegelschnittes zusammengesetzt ist. Diese Bemerkung fiihrt auf
den Satz:

9) ... Wenn man die Gleichungen von irgend drei Punkten
multlphcn,t respective mif der Oten, Jtem ypnd 2t Potenz einer
variabeln Grésse A und addirt, so erhidlt man die Gleichung
cines beliebigen Punktes eines und desselben Kegelschnittes.

Es seien ndmlich 4 = 0, B = 0, € = 0 die Gleichungen von
irgend drei Punkten. Die Gleichung 8) wird dann die nach dem Satze
zusammengesetzte Gleichung eines Punktes sein, dessen Coordinaten
durch Gleichungen von der Form 5) ausgedriickt werden. Diese Glei-
chungen 5) sind linear in Riicksicht auf die Potenzen A’ A, A%, wenn
man sich fir «, e, @, gesetzt denkt %, a4, a,19. Losen wir die
Gleichungen' 5) dann nach 9 A1, A* auf, so erhalten wir Gleichungen
von der Form: ,

~' o MW= dyx + 4y + 4,5
10) - - - . . . M=DRBa+ By + Bz
| R =(Ca + Gy + O - -
Yetzen wir endlich diese Werthe dex Potenzem von A in die 1dentxsche
Gleichung ein: _ : ' o
1) o e e e e e W2 — =0,
80 erhalten wir die Gleichung  des Kegelschnittes, von dem ein belmeblger
Punkt p durch die Punktgleichung 8) dargestellt ist, weil die Coordinaten
des Punktes p der beschriebenen Gleichung 11) gentigen. '

Es drucken in der That die Gleichungen 5) die homogenen Coor-
dinaten eines beheblgen Punktes eines Kegelschmttes aus, welche Werthe
ouch die neun Coefficienten a, b, ¢ haben und durch Variation der neun
Coefficienten erhdlt man alle moglichen Kegelschnitte, |

Der oben angegebene Satz 4) von der Entstehung homographischer
" Qtrahlenbiischel durch einen Kegelsehnitt in Verbindung mit dem Pascal-
schen Satze, welcher lehrt alle Punkte eines Kegelschnitts linear zu
construiren, von dem fiinf Punkte gegeben gind, fiihrt zu der Auflésung
der Aufgabe: : :

12) ... Wenn drei Strahlen eines Strahlenbuschels und die,
entsplechenden Strahlen eines homographischen Strahlen-
B , 2
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biischels gegeben sind, die iibrigen entsprechenden Strahlen
der beiden Biischel lineare zu construiren- ,

Es seien von dem ‘éinen Strahlenbiischel mit dem Centrum 1 die
Strahlen «, b, ¢ gegeben, welchen homographisch entsprechen sollen die
gegebenen Strahlen o, ¥, ¢ eines zweiten Strahlenbiischels mit dem Cen-
trum 5. Der einem beliebigen Strahle d des ersten Strahlenbiischels ent-
sprechende Stml}l d “des zweiten AStra»hlenbiiischels‘ ist zu construiren. |

7o

Die drei gegebenen Strahlen des ersten Biischels.schneiden die ent-
sprechenden Strahlen des zweiten homographischen Strahlenbischels in.
den Punkten 2, 3, 4. Darch die fiinf Punkte 1 2 . . . 5 lidsst sich nun
ein Kegeldchnit legen, der.von dem gegebenen Strahle d des ersten Strah-
lenbiischels in einem Punkte 6 geschnitten wird. Diesen Punkt 6 zu colll,-f :
struiren wird die Aufgabe sein, denn der Strahl @ des zweiten Bischels,
der die Punkte 6 und 5 verbindet, ﬁptspricht nach dem Satze 4) homo-
r.graphis'ch‘dém Strahle d “des ersten Bﬁs‘jﬁ@]& )
" Wir 18sen nun-die genannte Aufgabe, wenn wir den Schnittpunkt 7
“der geraden Linie d ﬁnd P 4"dm.‘ﬂh,eine gerade Linie Viarbinden it den
Schuittpunkte p der Strahlen @ und ¢. Diese geraden Linien fwe"fi‘,e‘_] iﬂ_:,
_q,fi;roﬁ-zdel. ‘geraden - Linie 9 3 geschnitten. Die Verbindungslinie d Vo
- ¢ und 5 schneidet nach dem Pascal’schen Satze den Strahl d in dem ge-
* euchten Punkte 6. Sie wird deshalb der dem Strahle d entsprechende:
. Strahl & des zweiten homogmphi%hen Strahlenbiischels sein.
" Wollte man die Aufgabe 19) dadurch losen, dass man die g?gﬂbemﬁn"
unvollstindigen Strahlenbiischel in eine perspectivische Lage bmlngt, Wre \
in der vorhergehenden Vorlesung angegeben worden istz 80 -Witlr‘dE‘ d1§s«vf :_
‘Construktion keine lineare genannt werden konnen, Die V'er]egunlg d_ar: |
Sttahiﬁﬁﬁﬁwhg] ‘in der Ebemﬂe"veﬂaﬂgh eben andere Hiilfsmittel, als aa;
Z ‘ieheil» Wﬁ_ gﬂfﬁlﬂéﬁ Linien durcb _gegEbene Punkte. . -~
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Nach dem zu der vorgetragenen Construktion verwendeten Pacal’-
schen Satze lidsst sich geometrisch- leicht ermitteln, ob _sechs Punkte in
einem Kegelschnitt liegen oder nicht; aber es ermangeln noch einfache
Criterien fiir die Gleichungen von sechs Punkten, die in einem Kegel-
schnitt liegen. Solche Criterien im Anschlusse an das Vorhergehende
festzustellen, wird der Zweck der folgenden Untersuchung sein.

~ Man hat gesehen, dass =0 die Gleichung eines beliebigen Punktes,
eines und desselben Kegelschnittes ist, wenn # definirt wird durch - die
Gleichung 6), die wir hier wiederholen:
13) . . . . . . W=4+4 Bl + CI%
Hiernach werden irgend sechs Punkte 1, 2, ... 6 eines Kegelschnittes
durch die Glewhungen ausgedriickt:

14:)-..- Wi-——o, Wﬂ——-o a.:-WﬁZO

wenn ‘wir unter #;, W, ... W, die Ausdriicke verstehen
' W, = 4 + B + CL%

I

W, = 4 + B, +0,12,

15) T
W, = 4+ B.l T+ CAG,

in welchen die sechs Grissen l 1rgend welche sechs Werthe der Vamable l
in 13) bedeuten.

Zwischen den angegebenen sechs Ausdriicken P existiren merkwiir-
dige Relatlonen ‘die sich sehr einfach ergeben-aus dem in der sechsten
Vorlesung meiner Geometne in - de1 Ebene vorgetragenen a]gebralsche'ﬂ

Satz 13). ’ - o :
,Wenn man mit m, m, . .. m die Produkte der Differenzen von
irgend sechs Grossen Ay, Ay ... g bezeichnet:

7y = (b — k) (& — a3) (11 — ke)y
= (o — 1)y k). (= )

“"ﬁ = (‘lﬁ — 11) (‘16 — lz) (R — 5),
~,wenn ferner ‘¢ (4) 1rgend eine ganze Eunctlon von A des v1elten Grades
.,,ist,. 8o hat man identisch: : '

w(li)+(2)+".99_(";ﬁ)=01
T Ty o :
Setzt man in dieser Glelc.hung @A) = W, so ‘fiihft' das zu dem
Satze ‘_

17) ... Wenn ¥, =0 Wy =0, ... Wg==0 die Gleichungen
von 1rgend sechs Punkten eines Kegelschmttes sind, so las-
sen sich gsechs Grossen Ty, 7132, ... mg der Art bestlmmen, dass
man 1dentlsch hat: ‘ - R

| 16)

T
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' 7% [7 %N w2
17) . - . * - —1 + "_2_ + PR ') _6— e 0-

Wihrend in 15) die sechs Ausdriicke 7 eine ganz bestimmte Form
hatten, so wird dieses in-dem angegebenen Satze nicht mehr verlangt.
Welche Form die sechs Ausdriicke # auch haben, durch Multiplication
mit geeigneten constanten Factoven lassen sie sich immer auf die Form
15) guriickfiihren. Die Quadrate dieser constanten Factoren sind in
dem Satze mit den angegebenen Ausdriicken s verschmolzen. Deshalb
haben such auch die Ausdriicke 7 in dem Satze 17) nicht mehr die frithere
Bedeutung der Produkte der Differenzen der sechs Grossen A.

Wir wollen noch einen zweiten Beweis des Satzes 17), unabhingig
von dem algebraischen Satze 16), folgen lassen, der zugleich die Um-
kehrung des Satzes vorbereitet.

Zu diesem Zweckewerden wir annehmen, dass =0, W,==0, ... W=0
die Gleichungen von irgend sechs Punkten 1, 2, ... 6 eines Kegelschnittes
seien, deren homogene Coordinaten Ty Yy 2y, Ty Yy 23 . - - Tg Y g aus den
Gleichungen nach bekannter Regel entnommen werden. Liegen die sechs
Punkte auf einem Kegelschnitt:

. ag 2 + 2apxy + ... a2t =0,
so miissen die angegebenen Coordinaten den sechs Bedingungen geniigen:
@0 mﬁz + 2&01:1313/1 + ... aggzlz = 0,

0 )

Es lassen sich nun sechs Gréssen m,, m,, . . . g immer so bestimmen,
dass fiinf von den folgenden sechs Gleichungen erfiillt werden:

2 2 9 .
x QDa* ™ .
Log 2 6
po + = 4 ... —=040
- Ty g
2 2 2
Yi Yo Ye~
TEI TEQ 7!36
Z5" 2,° _";6'_2‘ __
— + - + . —
19) ™ & i
. (R Y159 Ye<o __
- NEH 4 85 g =0,

L 7 . )

7. ., 77

- -

'Reihe nach

‘Dividirt man die vorhergehenden Gleichungen 18) der ]
ass

durch gy Mg .« . . g und addirt in vertikaler Richtung, so sieht man,

s e g e

ST I— A
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auch die sechste Gleichung des Systemes 19) erfiillt wird, wenn fiinf
derselben exfiillt werden.

Die Systeme Gleichungen 18) und 19) sind hiernach #quivalent.
Indem sie auf einander zuriickgefiihrtt werden konmen, driickt jedes
derselben, wenn man in dem ersten die 'sechs Coefficienten ¢ und in
dem anderen die sechs Grossen m unbestimmt lisst, nichts aus, als dass
die sechs Punkte 1, 2, . . . 6 in einem Kegelschnitt liegen.

Multiplicivt man aber die Gleichungen 19) der Reihe nach mit
w2, 0% w% 2ow, 2wu, 2uv und addirt wieder in vertikaler Richtung, so
erhiilt man aus den Bedingungen 19) fiir die sechs Punkte 1, 2, ... 6
eines Kegelschnitts die identische Gleichung 17), welche umgekehrt wieder
in die sechs Bedingungsgleichungen 19) zerfallt.

Da die identische Gleichung 17) sich aber in die Bedingungsglei-
chungen 19) fiir die sechs Punkte eines Kegelschnittes aufloset, so ist
damit zugleich der umgekehrte Satz 17) bewiesen:

20) . .. Wenn =0, W,=0, ... Wy=0 die Gleichungen
von sechs Punkten sind und wenn die linken Theile dieser
Gleichungen einer identischen Gleichung von der Form 17)
geniigen, 80 liegen die sechs Punkte aufeinem Kegelschnitt.

Die Gleichung 17) ist eine quadratische in den sechs Ausdriicken W,
hervorgegangen aus der identischen Gleichung 16) durch die Substitution
g (1) = Wr Aus derselben identischen Gleichung 16) ergeben sich aber
noch lineare identische Gleichungen in den sechs Ausdriicken 7, wenn
man fir @(1) nacheinander setzt:

, W, AW, MW
nimlich die Gleichungen: | '

1 1 1
ST et o =0
: ' AI '12 lﬁ .
21) . . . . %:PV1+W2PV2+...%-WGeO,
112 . )“22 AGQ
;;W1+QTE;IV2+...';GIWU—-O.

Verschmelzen wir wieder die Produkte m mit den ihnen entspréchenﬁ
den Ausdriicken #, so kinnen wir hiernach sagen:
99) ... Wenn W, =0, W, =0, ... Wg=0 die Gleichungen
von irgend sechs Punkten eines Kegelschnittes sind, so las-
sen sich immer sechs Grossen w und sechs andere Grossen 4
der Art bestimmen, dass die Gleichungen 21) identische
werden. '

" Der Satz lisst sich ‘auch umkehren wie felgt:

23) ... Wenn W, =0, Wy=0, ... We=0die Gleichungen von
sechs Punkten sind, und wenn sich sechs Gréssen = und
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sechs andere Gréssen A der Art bestimmen lassen, dass die
Gleichungen 21) identische werden, so liegen die sechs
Punkte auf einem Kegelschnitt.

Den. Beweis des Satzes werden wir dadurch fiihren, dass wir unter
Voraussetzung der Bedingungen 21) nachweisen, dass die sechs Punkte
1, 2, ... 6, um welche es sich handelt, die Ecken eines Pascal’schen
Sechsecks bilden, dessen gegenﬁberliegendeiSeit‘eri sich paarweise in
drei Punkte p, ¢, r der vorhergchenden Figur schneiden, welche in
einer -geraden Linie liegen. : : '

Durch Elimination von zwei Symbolen # aus den identischen Glej.
chungen 21) lassen sich andere identische Gleichungen bilden, welche
pur vier von diesen Symbolen enthalten. Multipliciren wir, um Wy und
W, =zu eliminiren, die. Gleichungen der Reihe nach mit

Aoy —(d5 + A, 1
and addiren, so erhalten wir:

a1 w
2) o G ) O = R Tl Gy — ) O — ) 2
+ (& 15) (13 A‘G) 7u33 + (,’Lli — As) (h ) ;ﬁ = 0.

“Auf diese Weise ergeben sich aus 21) durch Elimination von
und W oder von Wy und W, oder von W, und #, die identischen
Gleichungen:

_ a7 | W,
(b — dg) (A4 — Ag) ﬁjl + (A, — 1) (3, — 1) o
_ ___ W W~

W, .
- + Ay —2) (g — 4) —752—‘

25) . ... (A, — &) (be — &)

4 W,
+ (ks — 4) (1 — &) 55_5 + g — 45) (kg — 1)) ’;ﬂ =0,
6

W :
(hy — &) (hg— 1) —2 4 (A — &) (y — 4y) L
73 0 my

‘ w w
+ (A'() . 15) (lﬁ — ).,2) .———6+ (A'i —_ 2\..:.)) (AJ —_— 12) ____l —_— 0,
g m -

welche den Beweis liefern, dass folgende Gleichungen die drei Punkte
p, ¢, r analytisch ausdriicken:

: W \ Wy o
) - (4 — ) (A, — 4g) —ﬁf 4 (A — &) (b — AG) - == 0,

. w, ‘
@) e (= 1jy — 1) 2+ g = h) B —A) =0

,I“ f) ’_\.‘ ()13 _ 15) (13 - ‘1‘2) :Z/B_ 4 (,14“——— /15) (14 - /12) -7%. —
o ’ v3
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Multiplicirt man nun diese Punktgleichungen der Reihe nach mit:
(y — &) (g — Ag), (B — A¢) (A — &), (y — 4&) (g — Ag) '
and addirt,-so erhiilt man die mit (4, — iy) (A, — &) multiplicirte iden-

tische Gleichung 24). Da diese Gleichung aber -eine identische ist, so
liegen die drei Punkte p, ¢, 7 auf einer geraden ILinie.

Es sei noch eines Systemes linearcr identischer Gleichungen erwihnt,
welches gleichfalls die Bedingungen fiir sechs Punkte ecines Kegelschnitts
ausdriickt: |

&y

e g

PR . W, —
| o W, *f' - 9 .+ o 0,
26) .. DWk ZA =0
52 B4 B =0
T 7 +a=v2 2 + BT ’

Diese Gleichungen componiren sich leicht aus den Gleichungen 19), knnen
aber auch ‘durch Differentiation nach den Variabeln u, », w aus der iden-
tischen Gleichung 17) abgeleitet werden. In ihnen bedeuten w, y, 4, .

die homogenen Coordinaten der sechs Punkte, die sich nach bekannter
Regel aus ihren Gleichungen W, ==0... abnehmen lassen, und die =

hedeuten sechs zu bestimmende Grissen.

s wird Vortheil bringen, bei den identischen Gleichungen 17) und
qnd 21), wie wir sie aus dem algebraischen Satze 16) abgeleitet haben,
noch zu verweilen. Wir wiederholen deshalb die Bedeutung der sechs
(irossen 7 in.ihnen als die angegebenen Produkte der Differenzen der
Sé%hs‘willkﬁrlichen Grossen A, der sechs Ausdriicke # in 15) und der
drei Ausdriicke 4, B, (' in 7). Wir nannten die Gleichungen 17) und
21) identische, und verstanden darunter, dass sie fiir alle Werthe der
Variabeln u, v, » erfillt werden, |

Diese Gleichungen 17) und 21) bleiben identische, wenn man fiir
die Variabeln %, v, w nach 1T): d=au+ajv+ayw, B=bu+ b+ by,
[==cu + ¢;v + c¢,w die Variabeln 4, B, C einfiihrt. In dieser Form
verificiren sie sich sogleich durch den algebraischen Satz 16) und kénnen
cben so leicht auf einander zuriickgefiihrt werden. Die identische Glei-
chung 17) zerfillt néimlich nach Einfiilhrung der ncuen Variabeln 4, B, C
in sechs Gleichungen, aus deren Composition sich die identischen Glei-
chungen 21) ergaben und die Gleichung 17) geht umgekehrt aus den
Gleichungen 21) hervor durch Multiplication respective mit 4, B, C und
Addition. Durch Differentiation der identischen Gleichung 17) nach den
neuen Variabeln werden ebenfalls die @Gleichungen 21) erhalten.

Die Gleichungen 17) und 21) bleiben auch identische Gleichungen,
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wenn man fiir die unabhinigen Variabeln 4, B, € die Variabeln Wi, Ws
einfiihrt durch die aus 15). entnommenen Gleichungen:
97) ... Wy=dA + Bl + OL} Wy==dA+ Blg+Chy’, Wy=dA+ Blg+ CL2.

Betrachten wir nun die Variabeln W, Wj, W, als die unabhingigen
Variabeln, so sind durch die Gleichungen 21) die Variabeln W,, W,, W
er unabhiingigen Variabeln Wy, Wy, Wy,
gesetzt diese zu einer identischen machen.
n 7 als die Produkte

gegebene lineare Functionen d
welche in die Gleichung 17) ein
Weonn wir demnach die Bedeutung der sechs Grisse

der Differenzen der s

wir allgemein sagen:

28) . . . Wenn irgend 6 Variabele Wy, W,, ... W durch

drei lineare Gleichungen von der Form 21) miteinander ver-
bunden sind, so sind dadurch drei von den Variaheln als
Functionen der drei anderen der Art bestimmt, dass sie in
die Gleichung 17) eingesetat diese Gleichung zu einer iden-
tischen machen. .
. Da die Gleichungen 21) linear sind, die Gleichung 17) aber aus den
Quadraten der Variabeln zusammengesetzt, so erinnert der angegebene
Satz an das Problem der Raumgeometrie, der Transformation der recht-
winkligen Coordinaten, welches algebraisch ausgedrﬁckt verlangt: Die
Qubstitutionen fiir dreiabhidngige Variabeln als lineare Aus-
driicke von drei unabhingigen Variabeln zu bestimmen,
welche die Summe der Quadrate der drei abhﬁ;ngige“n Varia-
beln in die Summe der Quadrate der drei unabhingigen Varia-
beln transformiren, T

Hier liegt ein #hulicher Fall vor, der einzige Unterschied ist der
dass die Quadrate der Variabeln in 17) noch ganz bestimmte Coefficienten
Da sich aber der genannte Unterschied durch geeignete Sub-

haben.
itigen lésst, so sind wir in der Lage, jenes Raumpro-

blem algebraisch zu be

guziehen. - _ :
Wir fihren zu diesem Zwecke an Stelle der unabhiingigen Variabeln

eln @, ¥, z ein und an Stelle der ab-

W,, Ws Wi die unabhingigen Variab
héngigen Variabeln X, ¥, Z, indem

hingigen Variabeln 77, Wy W, die ab

wir setzen: -
" Wy =1y . Wy,= l/i’iz_ - &,
: 29) . A A =i %ﬂ—a A W= VTE ¥,
o y st—i]ﬂf;.z, ' AWa-"—"‘V‘f’%.Z.‘
Dadurch geht die identische Gleicliung 17) iiber in:

30) . .. L X2+I"2+Zzﬁac2+yg+?2

mnd die Gleichungen 21Y in-

echs willkiirlichen Constanten festhalten, so kdnnen

handeln ohne weitere Raumbetrachtungen herbei- -
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X4 =¥ by ——
I/m»-+1/ S e-:/.mﬁ e

31) .. 2X+ Y+ o Z = 1__ 3y 4 2,
VY “z V”’l y/ms iy ’1/”3 : 17/ 70

72_ )4 _+_ A‘()z — l12_ 5_ z,
7/;2 1/”1 7/ 7‘5{3 2 V”1 g 1/“3. 75‘1/“55

und der Satz 28) ldsst sich nunmehy so ausdriicken:

32) ... Die Gleichungen 31) bestimmen die Substitutionen
von d1e1 abhanglgen Variabeln X, ¥, Z als lincare Functio-
nen der drei unabhiingigen Variabeln #, y, z, durch welche
die Summe der Quadrate der drei abhingigen Variabeln
iibergefiihrt wird in die Summe der Quadrate der drei unab-
hingigen Variabeln.

Um die Substitutionen durch Elimination zu erhalten, multipliciren
wir die Gleichungen 31) der Reihe nach mit:

14'167 - (‘a’-l + {ls)a 1,
A Lz, (16 + 1) 1,
b, — — (s 4+ 4), 1

und addiren, Dadmch erhalten wir die Substltutlomen selbat
' ' X:ax+by—|—cz

33) . o . oo+ Y=dx 4+ My + ¢z,

: Z=2dz+by+ 'z,

indem wir haben: '

j (A —4y) Ay—Lg)  Vmy b —dy) Ay—hg)  Vmy

o (hy—2y) (g—2g) iVm) (7" —dy) (e— 1) 1Vmg

o = (M —hg) (hy—1y) ; Vmy - (hy —Ag) (Ag—1y) . Vm,
(hy—Re) (by—2y) TV (A (g —hy) i)/

) = (hy—hy) Ay —4y) Vg by — (A3 —4y) (y—2p) _]{_Tfﬁ_

34) (hg—1y) (3“6-3’4) iVm' (3'6_}'2) Uv()'_ln) iV

gy Ag—Ag) P,
T (y—Ay) (A —l(,) iy
, =) ly—hy)  Vmy
T () Ay—hy) TV
2 = ('1§“‘12) (As—2y) Vg .
| (Ag—2y) Ag—1y) i Vm,
Diesen"Ausdriicken der neun Cuefficienten in den Substitutionen
geben wir. noch eine andere Gestalt, indem wir fiir Vﬂil, e ]/;6 re-

spective setzen’ 17— = I/TF und den von den Qua.dmtwurzelzeichen.
6

c
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freien Qrossen m ihre Werthe zuertheilen:

0 — (y—25) (R, —45) 7 Vm _ (lo—Ay) (hy—3s) 1 Vmy
(A —4y) (4 —24;) Vay’ (dg—Hy) (g —As) V',
v Q) G—hy) iV ek k) T
(A —25) (A, —25) Vay’ (A3—12y) (g — ;) Vr,
. (Ag—1g) (g—1s) V/m b : (he—A) y—35) i Vmy
T A=) W) Vm (Ag—24) (g—25) Vg
38) =) Gy 1Tm

¢ (As—1y) (23— 23) Z2%
o = (hg—2y) (4, —2g) 7 1m
'——‘ 3
(s —4y) ('15 - 13) 4 Ty
¢ — (hs—24y) (hg—4y) . i Vo
(s —4,) (A; —13) Vg _
Was die Vorzeichen der sechs Quadratwurzeln s, ... J'ms anbe-

trifft, welche in die eben gegebenen Ausdriicke der meun Ceefficienten

eingehen, so kdnnen dieselben ganz willkiirlich genommen werden. Be-
merken wir aber, dass simmtliche Variationen, die in den Substitutionen
83) durch (?ie Vertinderung der Vorzeichen der sechs Quadratwurzel-
grissen hervorgehen, auch dadurch zu Wege gebracht werden konnen,
dass man einer oder mehreren der sechs Variabeln die entgegengesetzten
Vorzeichen zuertheilt, so konnen wir von diesen Variationen absehen
und annehmen, dass simmtliche. Quadratwurzelgrossen das positive Vor-
zeichen haben.

Wir haben nun zwar die Substitutionen 33) bestimmt, welche die
Gleichung 30) zu einer identischen machen, es erhebt sich aber die
Frage, ob die angegebenen 83), welche wir von den sechs willkiirlichen
Grossen A abhingig gemacht baben, auch die allgemeinsten seien.

Zur Beantwortung der Frage gehen wir auf die Bedingungsgleichun-
gen zwischen den neun Coefficienten in den Substitutionen ndher ein,
i welche die identische Gleichung 30) nach den Substitutionen 33) sich

aufloset: : f , |
2+ P+ A=, be + b + e = 0,

36) . . p 4 p? 4 0" =1, ca + cd + ¢d" = 0,
2 4+ 2 4 =1, ab + db + &V = 0.

Dass die Werthe 55) der Coefficienten in diese Gleichungen 36)
cingesetzt denselben geniigen, geht einfach daraus hervor, dass durch
die Substitutionen 35) in 36) ganz dieselben Gleichungen erhalten WWGfr
den, welche sich ergaben, wenn man in der identischen Gleichung fir
@ (A) nach einander setzt: | | .
a2 —i,  (—dRG—h)y  G—RTekD
R A2 (1), (1202 (1 — 1) (i), ()P () (A—Ahg)-
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g ist dieses nur ein Beweis a posteriori, dass die Substitutionen 33)
mit den Werthen 35) der Coefficienten die Gleichung 30) zu einer iden-
tischen machen. "

Aus den sechs Bedingungsgleichungen 36) zwischen den neun Coef-
ficienten in den Substitutionen 33) lassen sich nur sechs Coefficienten
fest bestimmen. Drei von ihnen kinnen beliebig angenommen werden.
Daraus folgt, dass die 9 Coefficienten in den Substitutionen
33), welche die Gleichung ‘30) zu einer identischen machen,
gich durch nur drei Constanten ausdriicken lassen. Wir
haben aber jene neun Coefficienten durch sechs willkiirliche Constanten
ausgedriickt. Das ist ein Paradoxon. Wir werden dasselbe dadurch
lésen, dass wir zeigen, wie die sechs willkiirlichen Gréssen 4 in den
Cloefficienten 34) oder 35) doch nur die Stelle von drei willkiirlichen
Grossen vertreten, die, wie es gein soll, in die Coefficienten eingehen.

7u diesem Zwecke bemerken wir, dass die Ausdriicke 34) oder 35)
der neun Coefficienten ungedndert bleiben, wenn man erstens fiir alle
1, setzt @le, sweitens fiir alle i, setzt i, — f und drittens fiir alle Ay

1 . s ~ . . & . . a
setzt - Wenn wir diese Substitutionen in ‘eine vereinigen, so kénnen
.

wir sagen: die neun Coefficienten 34) oder 35) der sechs Variabeln 1,
bleiben dieselben Functionen der sechs Variabeln p,, wenn man setzt:
o Wy + ﬁ

pe + 7 |

als0” unabhingig von «, f, 7, wovon man sich auch direkt leicht tiber-
geugen kann.

Daraus ziehen wir den Schluss, dass, wenn man in den eben an-

gegebenen Ausdriicken 34) oder 35) der neun Coefficienten irgend -wel-
chen drei Variabeln A gegebene Werthe zuertheilt, die drei anderen .
aber beliebig variiren lisst, die meun Coefficienten alle Werthe an-
nehmen, welche sie durch. Variation simmtlicher Variabeln 1 erhalten
Wﬁrderl. . ‘ '
Denn es sei C der Ausdruck irgend eines der neun Coefficienten
and (€) der Ausdruck, in welchen C durch die Substitutionen 37) iiber-
geht. BEs ist (C) also dieselbe Function der sechs Variabeln p; als C
der Variabeln 1, welche Werthe auch o, f§, y haben. Haben nun die
gechs Variabeln 4, irgend welche Werthe, so kann man, da es freisteht
iiber die Constanten e, B,y beliebig zu verfiigen, denselben solche Werthe
guertheilen, dass drei von den sechs Variabeln p, auf Grund der sechs
@Gleichungen 37) gegebene Werthe erhalten. Da aber € = (0) ist, so
haben Wit auf der einen Seite irgend welche Werthe der Variabeln, auf
der anderen .Seite gegebene Werthe von "drei Variabeln, ,

Die Ausdrﬁf.ﬂ? 34:.)- oder 35) ‘.(1(31‘ neun Coefficienten hingen dem-
nach nur von -drei Grossen ab, die ganz willkiivlich bleiben und die

37) e l” =
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Substitutionen 33) sind deshalb die allgemeinsten, welche die Gleichung
30) zu einer identischen Gleichung machen.

#) Die Substitutionen 33) mit den in 34) oder 35) angegebenen Werthen der
neun Coefficienten, abhingig gemacht von nur drei beliebigen Grossen, sind be-
kanntlich die Transformationsformeln fiir rechtwinklige Raumcoordinaten. Sie
haben weder die Form der Eulerschen noch der Monge'schen Transformationsfor-
meln, Sie stehen vielmehr in einer geometrischen Verbindung mit den confocalen
Oberfiichen und dadurch mit den elliptischen Coordinaten. Diese Verbindung dar-

zulegen, ist der Zweck der Anmerkung. :
s ist aus meiner Vorlesung iiber Raumgeometrie, welche von den confocalen

Oberflichen und den elliptischen Coordinaten handelt, bekannt, dass die confocalen
Oberflichen sich durch eine einzige Gleichung mit dem willkiirlichen Parameter 1

- gusdriicken lagsen:
x? Ei z®
2, —1 + Ty — 1 + i;:—z—.lzo.

Wenn wir annehmen, dass 1; > 15> 1., so stellt die angegebene Gleichung Ober-
flichen verschiedener Gattung dar: -
Ellipsoide, wenn 1 = 1, zwischen — 00 und 2,
einfache Hyperboloide, wenn 1 = 1, zwischen 1, und 1, -
zweifache Hyperboloide, wenn 3 = ¢ zwischen 1, und 2. °
Es ist ferner aus der citirten Vorlesung bekannt, dass alle Oberflichen der-
selben Gattung den ganzen unendlichen Raum erfiillen, dass aber keine zwei Ober-
flichen derselben Gattung sich schneiden, Dagegen schneiden sich je zwei Ober-
flichen verschiedener Gattung immer in reellen Punkten und zwar senkrecht.
Nehmen wir also drei confocale Oberflichen verschiedener Gattung mit den
Parametern 1y, A4, 45, so schueiden sich dieselben in 8 Punkten, und wenn wir
die Coordinaten eines dieser Schuittpunkte bezeichmen mit 2, 7, 2, so wgrden
dieselben bestimntt durch die Gleichungen: T

'’ : y* 7' :
1«1_}\«2 +‘13—12 + 15_12 — 1 = 0:'
m'Z ) y'?. 5,2 -
li"}h + :"‘«3'—.14 + 715_&1 — 1= 0:
'T}'z yrg ‘,2;"2
Ay — R t Ly— A + —1g 1=0. _

Die Tangentenebenen der drei Oberflichen in dem Schnittpunkte stehen auf
er senkrecht gleich wie die drei ihnen parallelen Ebenen, welche durch den

. einand |
Coordinatenanfangspunkt gehen: : i
. w'm yry zr: ) i N
i L — = 0,
=i, T %L | ik

T & ¥y
i L
x ¥y e __ o :

| —2 + Ag— s tLn T 4 - |
Diese Ebemén sind nun die Coordinatenebenen X=10, ¥=0, Z = 0 des

‘zweiten durch 33) bestimmien rechtwinkligen Coordinatensystems. |
: Man iiberzeugt sich von der Richtigkeit des Gesagten, wenn man naclﬂ Vor-
' schrift der citirten Stelle die Coordinaten &', ¥,z des Schnittpunktes berechnet

pnd in die drei letzten Gleichunoen einsetzt T
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Wie wir am Anfange der gegenwiirtigen Vorlesung Kegelschnitte
durch homographische Strahlenbiischel haben entstehen sehen, so lassen
gich dem analog Kegelschnitte auch durch homo‘graphis‘che Punktesysteme |
erzeugen. Die Analogie der sich daran kniipfenden Untersuchungen ist !
so vollstindig, dass sie nach Verwechselung der Punktcoordinaten mit
Liniencoordinaten einer Wiederh’olung der vorhergehenden Untersuchun-
gen gleich kommen. Es werden darum nach der angegebenen Verwech-
selung die vorgefiihrten analytischen Formeln ausreichen und wir werden
die sich ergebenden analogen Siitze mit gleichen Zahlen, aber in dop- |

elten Klammern, bezeichnen. . |
_ Nach der emsten Vorlesung stellen die Gleichungen 1) der zweiten L
Vorlesung irgend zwei entsprechende Punkte homographischer Punkte-
systeme dar, wenn Uy = 0, ¥, = 0 und U, = 0, ¥, = 0 die Glei- l
chungen sind von zwel Paaren entsprechender Punkte. , ‘

Tn dieser Voraussetzung kommen die Werthe der Liniencoordinaten, 5
welche beiden (leichungen 1) zugleich geniigen, derjenigen geraden
Linie zu, welche die beiden Punkte 1) verbindet. Die Coordinaten ‘
dieser, zugleich mit L variabeln geraden Linic geniigen der aus der |
Elimination von 3 hervorgegangenen Gleichung 2) eines Kegelschnittes
in Liniencoordinaten. Sie ist deshalb Tangente des Kegelschnittes 2).

Die beiden geraden Linien, auf welchen die homographischen Punkte- ;
systeme liegen, sind selbst Tangenten des Kegelschnittes 2), weil die i }
Gleichung 2) exfiillt wird sowohl] fiir U, = 0 wnd U; =0 als fiir ¥, =0 ‘
and 7, =0. Da sich aber die Gleichung jedes beliebigen Kegelschnittes ]
in Liniencoordinaten auf die Form 2) zuriickfiibren. lésst, so haben wir !
den mit 3) analogen Sata: 1
‘e zwei entsprechende Punkte von zwel g

\

(3) .. Wenn man j (
homographischen Punktesystemen durch gerade Linien ver-
pindet, 80 sind die Verbindungslinien Tangenten eines und
desselben Kegelschnittes, der von den beiden geraden Linien
perihrt wird, auf welchen die homographischen Punktesy-
gteme liegen. -

Pa man die Gleichung eines jeden Kegelschnittes in Liniencoordi-
paten immer auf die Form 2) zuriickfihren kann, in welcher U, = 0,
v, = 0 und ¥, = 0, ¥, = 0 die Gleichungen der gegeniiberliegen-
gen Ecken eines beliebigen, dem Kegelschnitt umbeschriebenen Vierecks
pedeutens: und da mit Einfihrung der neuen Variable i die eine Glei-

chung 2) in die beiden Gleichungen 1) zerfallt, so ist es erlaubt den
Satz amzukehren, wie folgt:

(4) -« Alle Tangenten

| . eines Kegelschnittestheilen zwei be-
ljebige unter ihnen homographisch. |

‘Wenn W;T‘ uz}ter T, ¥, %, wie diese Variabeln uxspriinglich in die
Gleichungeld ) eingehen, Liniencoordinaten verstehen, so erhalten wir
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durch Auflssung der Gleichungen die homogenen Coordinaten =z, y, z
der Tangente des durch Liniencoordinaten ausgedriickten Kegelschnittes
2) in der Form 5). Bezeichnen wir ferner mit , », » variable Punkt-
coordinaten, so wird 8) auf Grund von 6) und 7) die Gleichung der
genannten Tangente sein; was wir allgememer so ausdriicken:

(9) ....Wenn man die Gleichungen von irgend drei geraden
Limen multiplicirt respective mit der 0, 1! und 2'" Po-
tenz einer variabeln Griosse 2 und addirt, so erhilt man die
Gleichung einer beliebigen‘ Tangente eines und desselben
Kegelschnlttes

‘Dass die Gleichungen der drei geraden Lmlen A=0, B=0, (=, |
aus welchen die Gleichung 8) der Tangente zusammengesetzt ist, beliebig
gewihlt werden konnen, erhellet aus den Gleichungen 10) und 11), von
welchen die letztere den Kegelschnitt in Liniencoordinaten a, ¥, = dar-
stellt, welcher von der Tangente 8) beriihrt wird.

Der Satz.(4) in Verbindung mit dem Brianchon’schen Sa.tze, dass
jedes-Sechseck einem Kegelschnitt umbeschrieben ist, dessen Diagonalen,
welche die gegeniiberliegenden Ecken verbinden, sich in einem und
demselben Punkte schneiden, fiihrt zu der Lésung der f'olgenden
Aufgabe . Do
(12) ... Wenn von zwei homographischen Punktesystemen
auf zwei geraden Linien drei Punkte des einen Systemes
und die drei entsprechenden Punkte des anderen Systemes -
gegeben sind, die iibrigen entsprechenden Punkte der bei-
den Systeme linear zu construiren. Lo

Es seien von dem einen Punktesysteme auf der geraden Lmle 1+

die Punkte a, b,

_Linie 5 die ihnen homographisch entsprechenden Punkte a, ¥, . Es

handelt sich darum, den Punkt d' des zweiten Systemes zu construiren, ‘

Welcher einem - beliebig gegebenen Punkte d des ersten Systemes ent-.

o

: o ; . 7 ’ Die 'Verbindungsli;' N

\
AN

,déﬁﬁ»-is«ie’-‘ hestlmmt den gesuchten Punkt d.

nien 2, 3, 4 der gege-

- %

Punkte und die gera-
den Linien 1 und 5 be-

stimmen als Tangenten
einen Kegelschnitt. Die
Tangente 6 desselben,
welche durch den.ge-
gebenen Punkt d geht,
hat man zu  suchen,

.
. oem ot e e v
.

N,
- g e e

¢ gegeben und von dem anderen auf der geradenl

benen entsprechenden I
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7u diesem Zwecke ziehen wir die gerade Linie r, welche den I’unkt
4 mit dem Schnittpunkte von 3 nund 4 verbindet; und fixiren auf ihr den
Punkt, in welchem sie von der geraden Linie a¢” oder p getroffen wird.
Verbinden wir den fixirten Punkt mit dem.Schnittpunkte der geraden
Linien 2 und ‘8 durch eine gerade Linie ¢, so trifft dieselbe die gerade
Linie 5 in dem gesuchten Punkte d’. Denn dd’ ist nach ‘dem Brian- ‘
chon’schen Satze die secliste Tangente des Kegelschnittes.
' Man wird in dem Vorhergehenden zur Gentige gesehen haben, wie
durch Vertausehung der Punkicoordinaten mit den Liniencoordinaten
dieselben analytischen Formeln doppelt interpretirt werden kdnnen.
Wenp wir in der angegebenen Richtung mit der Interpretation fortfah-
- ren, so ergeben sich daraus die Sitze:
(a7) ... Wenn W, = 0, W, =0, ... Wy = 0.die Gleichun-
gen von irgend secllsTangenten eines Kegelschnittes sind,
50 lassen sich sechs Gréssen 7, my . . . W der Art bestimmen,.
dass man identisch hat 17). ‘ :
(20) . .. Wenn W,= 0, W, = 0,... Weg = 0 die Gleichungen
von sechs geraden Linien sind, und wenn die linken Theile
" djeser Gleichungen einer identischen Gleichung .von der
Form 17) geniigen, 80 beriihren die sechs geraden Linien
cinen Kegelschnitt. , ' : - :
(22) ..~ Wenn W, =0, Wy, = 0, ... Wy = 0 die Gleichungen
von irgend sechs Tangenten eines Kegelschnittes sind, so.
Jassen sich immer sechs Grossen w und sechs andere Gros-
sen A der Art bestimmen, dass die Gleichungen 21)identische
werden.- ERER o ' S
(98) ... Wenn Wy =0, Wy =10,... W, =0 die Gleichungen
von sechs geraden Linien sind, und wenn sich sechs Gréssen
“gwand sechsandere Grossen A der Art bestimmen la’sse’nk, dass
drié,_Gl'eichn.ngen.Zl)“identisch werden, so bertiihren diesechs
geraden Linien einen Kegelschnitt. ' C

Dritte Vorlesung.
Erweiterung der Homographie.
Die in.den vorhergehenden beiden Vorlesungen entwickelten Sitze
) Paa{i‘en sich, indem jedes Paar hervorging aus einer doppelten geome-
trischen Interpretation derselben analytischen Formeln mit Vertauschung
Jer Punktecoordinaten und Liniencoordinaten. - "
.. Ist demnach’ einer dieser Sitze bekannt, so kann man. immer zit
Jem ibm. en_tsprechenden Satze dadurch gelangen, dass man die analy-.
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tischen Formeln aufstellt, durch welche er bewiesen wird und diese
Formeln nach der bekannten Vertauschung wieder geometrisch deutet.
Das ist aber ein sehr beschwerlicher Weég, um von einem gegebenen
Satze zu dem ihm entsprechenden zu gelangen. Die Geometxie ersetzt
deshalb die vermittelnden Formeln durch Uebertragungsprinzipe, nach

welchen man aus einem gegebenen Satze den ihm entsprechenden un-

mittelbar ableiten kann. In unserem Falle ist das Prinzip das be-

kannte Reciprocititsgesetz. -
" Die Uebertragungsprinzipe haben in der Geometrie eine viel gris-
sere Bedeutung als einzelne - Sitze. Denn jedes derselben fiihrt gie
Zahl dexr Sitze in dem Umfange, in welchem es gilt, auf die Hilfte
guriick; so dass man nur die eine Hailfte der Sitze und das Uebertra-

gungsprinzip zu kennen braucht, um das ganze Feld zu beherrschen.

_Ueberlegen wir darum, wo man erfahrungsgemiiss Uebertragungsprinzipe

zu suchen hat?.
Wenn wir zu diesem Zwecke aus unseren Vorlesungen irgend zwei

einander entsprechende Sitze hervorheben, so sehen wir sie auf der

einon Seite mit einander verbunden durch dieselben analytischen For-
meln, auf der anderen Seite durch das Reciprocititsgesetz. Irgend zwei
andere entsprechende Sitze hingen auf der einen Seite von denselben,
aber von den Vqrhergehemden verschiedenen Formeln ab, auf der ande-
ren Seite wieder von dem Reciprocititsgesetz. Das Reciprocitiitsgesetz
bleibt von einem Sitzepaare zum anderen das gleiche, die beweisenden
Formeln #ndern sich. Bei Sitzepaaren, die durch ein anderes Ueber-

‘ tragungsprincip mit einander verbunden sind, kénnen wir dieselbe ‘Wahr-

nehmung machen, dass man jedes Paar aus verschiedener Interpretation
derselben analytischen Formeln hervorgehen lassen kann, aus Formeln,

 welche sich von einem Sitzepaar zum anderen Hndern.

~ Dieses soll uns zu dem Schlusse berechtigen, dass iberall, wo zwei
geom
schen Formeln hervorgehen, sich ein Uebertragungsprinzip werde ent-

decken lassen, welches die beweisenden Formeln auch in einer grosseren

Zahl von Fillen ersetzt. A
Wir werden unsere Ansicht an einem Beispiele entwickeln. — Zu

Vorlesung iiber

die Involutione

‘Die gegentiberliegenden Wenn irgend sechs Punkte

Seiten 12, 45 und 23, 56 und 12 ... 6 auf einer geraden
34, 61 eines einem Kegel- Linie liegen, so giebt es ein

schnitt ejinbeschriebenen Punktepaar «f, welches
Sechseckes 12....6 schneiden gleichzeitig mit den beiden
sich in drei Punktenp, ¢, 75

e

otrische Sitze aus verschiedener Interpretation derselben analyti-

schen Satz mit einem bekannten

Punktepaaren 12, 45 mit den.
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welche auf einer geraden Li- beiden Punktepaaren 23, 36

nie liegen. ‘ und mit den beiden Punkte-
‘ paaren 34, 61 eine Involution
bildet.

Diese Siitze sind nicht durch das Reciproecititsgesetz mit einander
verbunden, demn nach diesem Gesetze entspricht der Pascal’sche Satz
dem Brianchon'schen. Dennoch sind sie mit einander verwandt. Den
sechs auf dem Kegelschnitt gelegenen Ecken des Sechsecks entsprechen
gechs Punkte auf einer geraden Linie und der Pascal'schen geraden
Linie . entspricht ein Punktepaar. Schon diese Verwandtschaft lasst ver-
_ muthen, dass die beiden Sitze durch ein Uebertragungsprinzip von ein-
gnder abhidngig gemacht werden kénnen. Wir werden aber unsere Ver-
muthung noch dadurch bestiitigen, dass wir beide Sitze aus verschiede-
ner Tnterpretation derselben analytischen Formeln hervorgehen lassen.

Wenn 4 = 0, B =0, ( = 0 die Gleichungen von irgend drei
Punkten sind, und wir setzen:

W= A4 4+ BL 4+ CI*

so stellt nach 9) der vorhergehenden Vorlesung. # = 0 irgend einen
Punkt eines und desselben Kegelschnittes dar. Daraus ergeben sich nun

v

die (leichungen: W = 0, W, =0 ... Wy = 0 von irgend sechs

Punkten 1 9 ... 6 des Kegelschnittes, wenn man fiir 4 setzt 4, &, .. .4,
qnd man hat identisch 26)
7—:1— w, + —;; W, + %——];3 Wy =0
| %Wl+% Wy + i—z W =0
L

CHleichungen welche aus der identischen Gleichung 16) hervorgingen,
indem man fir @ (1) setate W oder A W oder A* V.

- Aus diesen Gleichungen setat ‘sich nun durch Multiplication mit.
Ay hgr — (kg + %), 1 und Addition die e’ben’falls i(?lentisclle Gleichung

Zusammen:
by — 1) O —h) o+ (e — 1) (=19 2 () Gy g) 2
B w,

+ (4 — ) (As—12k) — = 0,

welche peweiset, dass:

/4 W
(A — Ag) (4 — 1) 761_1 + Qvg —hg) (A —Ag) =2

47

0

]

die Gleichung des Punktes p ist, in welchem sich die geg‘eniiberliegene
_ den Seiten 12, 45 des Sechsecks 1 2 ... 6 schneiden.

3
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Um dieser Punktgleichung eine passendere Form zu geben, zerlegen
wir den oben angegebenen, in A guadratischen Ausdruck fiix W in sem&

Factoren: :
=0 0—« (—§
wo wir uns unter ¢ und § allerdings irrationale Ausdriicke der Linien-
coordinaten™ 1, », » vorzustellen haben. Mit Einfihrung dieses Produktes
von W in die Punktglemhung und unter Beriicksichtignng der Werthe
von m; und m, nimmt die- ‘Gleichung des Punktes p eine Gestalt an,
Welche an die Bedmgungsglemhung der Involution ermnert '
(Ag—2a) (l —hg) 4y —e) (y—B) — Q@ (Ay—12y) (Aj—4;) (1, —e) (12_(3)_ﬂ ,
) Denn 111 der That ist der linke Theil dieser Puuktglelchung elnéi .
on. den sieben Ausdriicken, deren Identitit wir in der sechsten Vor-
7 lesung zur Involution nachgewwsen ‘haben. er konnen daher die.
Gleichung des Punktes p auch so darstellen:
(@ —4y) (e—1y) (ﬁ —2,) (B—45) — (e —2y) (“_“15) (5‘—11) (ﬁ—lg) = (.
Die Irratmnahtat in. dem lmken Theile dieser Punktg]lelchung ist
nur scheinbar, denn er ldsst sich durch @ — f ohne Rest dividiren, weil
er eine alternirende Function der Gréssen « und f ist und der Quotient
wird eine symmetrische Function der beiden Wurzeln & und B, welche
sieh rational durch die Coefficienten in- der Glleichung ausdriicken lisst,

- deren Wurzeln @ und f sind.
Durch eyclische Vertauschung der sechs Grossen 4 erhdlt man nun

aus der letzten Gleichung folgende, in einander ibergehende, Gleichun-

gen, welche die Punkte DG T darstellen: .

(a—Ay) (a=Ay) (B—4) (B— 3) — (@—4y) (@— )(5_—1) (8 —1y) =0,

(6—1,) (@—1g) (B—2;) (B—1g) — (a—12) (e —2g) (F—22) (B—45) =0, .

(e —A3) (e—1y) (B—2g) B—M)— (e—1;) (e—1y) (B—1y) (B—H) = 0
Multnphclrt man diese Glenchungen der Reihe nach mit den Factoren:

(“ - }'3) (5 A’B) R (‘” - 11) (ﬁ_ 14) (“ - 3’5) (!3 - ‘12)

und addirt,. - so- sieht man ohne die Produkte zu entwickeln, dass die
- Summe identisch O wird. -Daraus schliessen. wir, dass wenn von den

genannten Gleichungen zwei erfillt werden, die dritte auch -
~erfillt wird. Denn die Annahme, dass der Faetor der dritten Glei-
; chung verschwmde, fuhrt zu Widerspriichen in den beiden a,nderen '
Glemhungen e ' ‘
... Die Goordmaten W, v, ® “der geraden Linie, we]lche zwei von den
drei Punkten p, ¢, 7 verbindet, genligen nun den- diesen. Punkten ent*
o sPrechenden Gleichungen. Dass dieselben auch der drltten Gleichung
' .genugen, beweiset eben den Pascal’schen Satz
~Dieselben drei  Gleichungen . beweisen zugl&mh den Satz, den wir
neben deﬂ Pascal'schen Satz gestellt haben, wenn wir unter @ und- 15
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Grossen verstehen, die durch zwei von jenen G‘rlelchungen bestunmt sind
und demnach der dritten geniigen. ‘

Denn wenn ¥ == 0 und 7, = 0 dle Glelchungen zweier Punkte
bedeuten, so ist ¥, — i ¥, = 0 die Gleichung eines beliebigen Punktes
auf der Verbindungslinie der beiden Punkte. Daraus leiten wir nun die
(leichungen von irgend sechs Punkten 1, 2...6 auf der geraden Linie
ab, indem wir fiir 4 nach einander setzen Ay, 4, ... A, und die Glei-
chungen. von noch zwei Punkten «, 8, indem wir unter 4 die ‘Werthe von
« und B, bestimmt durch zwei von obigen drei Gleichungen, verstehen.
In dieser Auffassung driicken die drei Gleichungen aber die Bedingungen
der Involutionen zwischen den 8 Punkten auf der geraden Linie aus,
wyie sie der zu beweisende, dem Pascal'schen beigeordnete, Satz verlangt.

Nachdem wir die beiden bervorgehobenen Sitze aus derselben ana-
]ytlschen Quelle abgeleitet haben, bleibt noch iibrig, das geometrische
Band gwischen ihnen aufzusuchen, ein- Band, welches ein Punktesystem
quf einer geraden Linie und ein Punktesystem auf einem Kegelschnitt
vereiniget. Dazu wird die folgende Erweiterung der Homographie dienen.

o Uﬁserﬂ erste Vorlesung beschiftigte sich nur mit homographischen
gtrahlenbiischeln und Punktesystemen auf geraden Linien und deren
,Elgenschaften Am Anfange der - zweiten Vorlesung sahen . wir alle
Punkte eines und desselben- Kegelschmttes entstehen - durch den ‘Schnitt
ntsprpchendel Strahlen irgend zweier homographischen Strahlenbiischel.
Lassen wir nun einen belleblgen Punkt des Kegelschnittes entsprechen
demjenlgen ' Qtrahle des ‘einen Biischels, auf welchem er hegt, so haben
wir eine Verbindung aller Punkte éines Kegelschmttes mit allen Strahlen
oines und desselben Strahlenbiischels. Erinnern wir uns ferner an die
Qitze 3) und 4), so driingt sich uns von selbst die Deﬁnltlon auf:
Jeder Strahlenbiischel, dessen Centrum in der Perlpherw
eines Kegelschnlttes 11egt thellt den’ Kegelschnltt homo-

'gra,PhlSCh

‘Nach - dieser Definition entspricht Jeder Punkt des Kegelschmttes '

‘homogra.phlsch dem Strahle des Biischels, der durch ihn' geht und um-
gekehrt. Die Lage der beiden homographischen Gebilde heisse die per-

spectivische Lage, weil jeder Strahl des Biischels dureh den ihm

entsprechenden Punkt des Kegelschnittes geht und jeder Punkt des
Kegelschnittes auf dem ihm entsprechenden Strahle des Biischels liegt.
- Wir driicken dasselbe nur anders aus, wenn wir mit Rucksncht auf 3)
 wad 4) sagen: | o |

o) oo Jedezwed hmnogmphmche Strahlenbuschel theilen
'?den Kegelschmtt homographlsgh welchen die Schmttpunkte
~ der entg,prechﬂnden Strahlen beschreib en.

T , : - 3
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Der den Kegelschnitt homographisch théilende Strahlenbiischel mag
aus seiner perspectivischen Lage, in welcher sein Centrum in der Peri-
pherie des Kegelschnittes liegt, herausgenommen und beliebig in der
Ebene verlegt werden; auch in dieser schiefen Lage werden wir ihn
homographisch nennen mit dem Punktesystem auf dem Kegelschnitt,
den' er vorher homographisch theilte. Aber auch jeder andere Strahlen-
biischel soll homographisch heissen mit dem Punktesysteme auf dem
Kegelschnitt, welcher homographisch ist mit dem aus der perspectivischen

Lage herausgenommenen Strahlenbiischel. _
Um nun die analytischen Ausdriicke fiir zwei entsprechende Elemente

“der zuletzt genannten homographischeu Systeme zu erhalten, gehen wir

auf den Anfang der vorhergehenden Vorlesung zurtick. Wir liessen dort
einen Kegelschnitt 2): Uy ¥y — Uy V=0 entstehen durch den Sechnitt
der entsprechenden Strahlen zweier homographischen Strahlenbiischel 1):7
U, — AU =0, ¥y — 4V, =0 und steilten die Gleichung des Schnitt-
punktes auf in der Fom; 8) 44 BL 4+ Ci2=0. Da das Centrum des
exsten Strahlenbiischels Uy — AU; == 0 in der Peripherie des Kegelschnit-
tes liegt, so theilt er den Kegelschnitt in den Punkten 8) homographisch.
Sind endlich By =0 und R, =0 die Gleichungen von irgend zwei ge-
raden Linien, so hat man die Gleichung irgend eines mit dem ersten
Strahlenbiischel 1) homographischen Strahlenbiischels Ry — AR, = 0. .
Es stellen sich also ein Punktesystem auf einem Kegelschnitt und -
ein mit ihm homographischer Strahlenbiischel immer in der Form dar:

9 . . . 4+ Bi+ C=0, Ry — LR, = 0.

Um zu entscheiden, ob diese Gleichungen 2), welches auch die in Linien-.

coordinaten gegebenen linearen Ausdriicke 4, B, C und die in Punkt-

coordinaten linearen Ausdriicke R, und R, seien, immer entsprechende
homographische Elemente ausdriicken, miissen wir auf die Natur der durch

“die Gleichungen 2) gegebenen Systeme niher eingehen.

Es liegt ein durch die erste Gleichung 2) gegebener Punkt auf dem
durch dje zweite Gleichung gegebenen Strahle, wenn die Coordinaten
des Punktes, das sind ‘die Coefficienten von u, v, » in der ersten Glei-
chung, das sind quadratische Ausdriicke in 4, fir die Punktcoordinaten
in die zweite Gleichung eingesetzt der Gleichung geniigen. Dieses giebt
cine kubische Bedingungsgleichung in 1. Dieser Gleichung wird dreimal,
nicht viermal geniigt, ausgenommen, wenn in derselben die Coefficienten
der verschiedenen Potenzen von A sémmtlich verschwinden. Ist das Letz-
tere der Fall, so wird der kubischen Gleichung fiir jeden Werth von 4
geniigt, Wir driicken dieses geometrisch aus wie folgt: _'

8) ... Wenn ein Punktesystem auf einem Kegelschnitt und
ein demselben entspreclﬁemdér Strahlenbiischel dureh Glei-
chungen von der Form 2) gegeben sind, so geht dreimal ein
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Strahl des Biischels durch den ihm entsprechenden Punkt
des Kegelschnittes. Wenn vier Strahlen des Biischels durch
die ihnen entsprechenden Punkte des Kegelschnittes gehen,
so geht jeder Strahl des Biischels durch den ihm entsprechen-
den Punkt des Kegelschnittes. :

In dem letzteren Talle, wenn jeder Strahl des Biischels durch den
ihm entsprechenden Punkt des Kegelschnittes geht, muss das Centrum
des gtrahlenbiischels auf dem Kegelsehnitt selbst liegen. Denn hiitte das
Centrum eine andere Lage, so wirde ein beliebiger Strahl des Biischels
den Kegelschnitt in zwei Punkten schneiden, denen zwei verschiedene
Werthe von 2 entsprechen, welche beide demselben Strahle des Biischels

entsprechen miissten. Wir konnen daher zur Vervollstiindigung des vor-
hel.gehenden Satzes noch hinzufiigen:

Wenn vier Strahlen rdes Biischols durch die ihnen nach
2) entsprechendon Punkte desKegelschnittos gohen, so liegt
das Centrum des Bisehels in der Peripherie des Kegel-
gchnittes und die Systeme sind, homographisech und in per-
cctivischer Lage. | |
Betrachten wir den Fall, dass das Centrum des Strahlenbiischels 2)
in der Peripherie des.Kegelsclmittes 2) liegt, so sehen wir, dass der dem
Clentrum, als Punkt des Kegelschnittes, entsprechende Strahl des Biischels
immer aut dem ihm entsprechenden Strable liegt. Schen wir demnach
ab vou dem Centrum des Biischels als Punkt des Kegelschnittes, so folgt
aus dem yorhergehenden Satze: | ,
8 ..o Wenn ein Punktesystem auf cinem Kegelschnitt
and ein Jemselben-entsprechender Strahlenbiischel durch
Gleichungen VoI der Form 2) gegeben sind, wenn ferner das
Centrum des Strahlenbiischels anf dem Kegelschnitt liegt
and wenn dyei Strahlen des Biischels durch die ihnen ent-
sprechender Punkte des Kegelschnittes gehen, 8o sind die
Systeme homographisch und in perspectivischer Lage.
Auf diesen Sata gestitzt kinnen wir nachweisen, dass die Gleichungen

5P

2) imm’ér homographisehe Systeme ausdriicken.

Denn fixiren wir anf dem durch die erste Gleichung 2) gegebenen
Kegelschnitt irgend einen Punkt als Centrum. eines zu construirenden
Strahlenbiischels und ziehen von demselben drei Strahlen nach drei belie-
bigen Punkten 0, 1, 2 des Kegelschnittes, welchen die Strahlen 0, 1, 2 des
qurch die zweite Gleichung gegebenen Strahlenbiischels entsprechen mogen,
so konnen wir die gegebenen Strahlen als die den drel Strahlen 0, 1, 2
,émsprechenden Strablen eines mit dem gegebenen Strahlenbiischel homo-
 graphischen aber noch unvollstindigen Strahlenbiischels ansehen. Ver-
vollstandigen” wir nun den mit dem gegebenen Biischel homographischen
Strahlenbiischel, so ist der vervollstindigte Strahlenbiischel nach Satz 4)

v
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homographisch -mit dem Punktesysteme auf dem Kegelschnitt und in per-

spectivischer Lage. Der vervollstindigte Strahlenbiischel theilt also den

Kegelschnitt in dem durch die erste Gleichung 2) gegebenen Punktesystem
homographisch. Da mit diesem Strahlenbtischel aber der durch die zweite
Gleichung 2) gegebenen Strahlenbiischel homographisch ist, so sind nach
 der Definition die beiden Systeme 2) selbst homographisch. Mit Voran-
stellung fritherer Bemerkungen driicken ‘wir dasselbe so aus:

5) Jedes Punktesystem auf einem Kegelschnittund jeder mit

dem Punktesysteme homographische Strahlenbiischel lassen
gich -durch Gleichungen von der Form 2) analytisch ays-
driicken; und umgekehrt stellen Gleichungen von der Form 2)

immer ein Punktesytem auf einem Kegelschnitt und einen’
mit dem Punktesysteme homographischen Strahlenbiischel

dar.
Wir wollen nicht unterlassen, auf einen wesentlichen Unterschied der

eben betrachteten homographischen Systeme gegen die fritheren aufmerk-

sam zu machen. Die fritheren homographischen Systeme, Strahlenbiischel E

und Punktesysteme, liessen sich durch Verlegung in der Ebene immer
i perspectivische Lage bringen; ein Punktosystem auf einem Kegelschnitt
und ein mit demselben homographischer Strahlenbiischel lassen sich im
. Allgemeinen nicht in eine perspectivische Lage versetzen. Dasselbe gilt
auch von den homographischen Systemen auf welche die folgenden Unter-
suchungen fithren werden.

-~

Um Punkte eines Kegelschnittes mit Punkten auf einer geraden Linie .
in homographische Verbindung zu bringen, dehnen wir den Begriff der

Homographie noch weiter aus. Wir werden sagen, dass ein Punktesystem
auf einem Kegelschnitt homographisch sel mit einem Punkiesysteme
auf einer geraden Linie, wenn ein Strahlenbiischel gefunden werden kann,
~ der sowohl mit dem Punktesysteme auf dem Kegelschnitt als -auch mit
dem Punktesysteme auf der geraden Linie homographisch ist.

Wenn demnach T, =0 und T; =0 die Gleichungen irgend zwelel'

Punkte sind, so sind die Gleichungen: .
6 . . .. d+BL+CR=0,  T,—il;=0
die allgemeinsten Ausdriicke fiir homographisch‘e Systeme der beschriebe;

nen Art.
Ein Blick auf” die Formeln 2) und 6) ldsst ferner erkennen, olass der

Satz 16) der ersten: Vorlesung sich hier wiederholt:

7) ... Wenn zwei Systeme homographisch sind mit einem

dnttEn, so sind sie unter einander homographisch.

: ‘Dieser Satz wird sich bis zum Schlusse der Vorlesung bewihren, in
der ‘wir uns auf homographische Systeme noch anderer Art wie von selbst

werden fithren lassen.

o i PR RS R
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Wir verweilen jedoch vorerst bei den durch die Gleichung 6) gegebe-
nen homographischen Punktesystemen auf einem Kegelschnitt & und auf
einer geraden Linie L. :

Die erste Gleichung 6) ist, wenn wir 4 variiren lassen, der analytische
Ausdruck fiir alle Punkte eines und desselben Kegelschnittes &, Jedem
Werthe von A entspricht ein bestimmter Punkt des Kegelschnittes und
jedem Punkte des Kegelschnittes entspricht ein Werth von 1. Wenn wir
aber #, v, @ in jener ersten Gleichung 6) die Coordinaten .einer ge-
gebenen geraden Linie ! bedeuten lassen, so haben wir eine ganz be-
stimmte. in 4. quadratische Gleichung, deren Wurzeln entsprechen werden
den beiden Schnittpunkten des Kegelschnittes & und der geraden Linie ?
der Art, dass wenn man diese Wurzeln fiir A nach einander cinsetzt in
die erste Gleichung 6), in welcher u, », w als Variable betrachtet wer-
den, man die Gleichungen der Punkte erhilt, in welchen der Kegelschnitt
K von der geraden Linie ! geschnitten wird.

Die gerade Linie 7 wird Tangente des Kegelschnittes &, wenn die
peiden Wurzeln der quadratischen Gleichung einander gleich werden, das
ist unter der Bedingung: '

8) . - oo oot B — 440 = 0.

Diese Gleichung stellt also in Liniencoordinaten den Kegelschuitt &
" Jdar, dessen Punkte durch die erste Gleichung 6) analytisch ausgedriickt

werden.

Wir wollen den Kegelschnitt & von irgend drei geraden Linien
oy Uy b schneiden lassen, deren Coordinaten gegeben seien: :
\0" J : ,

Die den .Schnittpunkten entspi'echenden Werthe von 1 ergeben sieh
dann als die Wrrzeln der folgenden quadratischen Gleichungen, in welchen
Ay, Bos Co3 A, ... die Ausdriicke 4, B, C bezeichnen, nachdem man in
shmen fiir- u, v, » die Coordinaten der gegebenen geraden Linien ge-
getzt hat: |

4y + B + CA =0,
9) . - e oo 4, + BA + G =0,
| Ay + Byt + €12 = 0.

(I

Wenn wir die Wurzeln dieser Gleichungen in die zweite Gleichung
6) nach einander einsetzen, so erhalten wir die Gleichungen der den
gechs Schnittpunkten auf dem Kegelschnitt & homographisch entsprechen- ‘
den Punkte der geraden Linie L, die sich paaren, wie die Schnittpunkte )
ouf dem Kegelschnitt. Die Gleichungen dieser Punktepaare auf der go-
raden Linie I werden erhalten durch Einsetzung der We&rthes von 4 aus
der zweiten Gleichung 6) in- den Gleichungen 9):




40 . Dritte Vorlesung.

NN W Ve e e 4 A

A A AN IR R AN IR NI P

412 4 By I, Ty + G Ty =0,
100 . . . . . 4T+ B LT, + G T2 =0,
A, T3 + By Ty Ty + Gy T =
Ebenso kénnte man. auch die Sehnittpunktepaare auf dem Kegelschnitt
durch drei Gleichungen ausdriicken. Die Gleichung des auf der geraden
Linie [, liegenden Paares wiirde sich ergeben durch Elimination von A
aus der ersten Gleichung 6) und der ersten Gleichung 9). Jedoch sind
diese Gleichungen zu wenig iibersichtlich, als dass sie fiir unsere Unter-

suchungen von Werth sein sollten. 4 .
Wenn die drei geraden Linien 7, I, /, sich in einem und demselben

Punkte ¢ schneiden, so lassen sich drei Factoren oy fhys Ho finden, dass
folgenden drel Gleichungen geniigt wird:

Moty + oy + ;wzuz = 0,

W% + oy + pyo, = 0,

oy + w4 pymw, = 0.
Daraus componiren sich die Gleichungen:

wody + w4 + pydy =0,

MOBO + ‘u’lBl + H‘QB = 0,

Gy + g 6 + pyC, = 0,
aus welchen Gleichungen folgt, dass, wenn man die Glelchungen 10)
der Reihe nach mit wy, %y, @g multiplicirt und. addirt, man identisch o ey
hilt, welehes nach 18) der sechsten Vorlesung eben die Bedingung ist
fiir die Involution der drei Punktepaare 10).

. Wir haben dadurch den Satz bewiesen:

11) .. . Wenn die Verbindungslinien von drei Pullktepaaleﬁ
auf einem Kegelschnitt sich in einem und demselben Punkte

schneiden, so bilden die diesen Punktepaaren homographisch

entsprechenden Punktepaare auf einer geraden Linie cine
Involution.

Beachten wir, dass in homogmphlschen Punktequtemen jedem Punkte
des einen Systemes immer nur ein Punkt des andern entspricht, so kénnen
wir den Satz auch umkehren wie folgt:

12) . .. Wenn drei Punktepaare aufeiner geraden Linie cine
Involution bilden, so schneiden sich die drei geraden Linien,
welche die ihnen homographisch entsprechenden Punkte-
paare auf einem Kegelschnitt verbinden, in einem und dem-
selben Punkte. o ‘

. Diese beiden Sitze bilden das gesuchte Prinzip, nach welchem aus
jedem der beiden Parallelsitze, von welehen die gegenwirtige Vorlesung
ausging, der andere abgeleitet werden kann. Denn die Pascal'sche Linie

und die gegeniiferliegenden Seiten des dem Kegelschnitt einbeschriebenen

Pascal'schen Sechgecks schneiden sich dreimal in einem Punkte, und auf

e T

—
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der anderen Seite haben wir das den Schnittpunkten der Pascal’schen
Lipie auf dem Kegelsqhnitt homographisch entsprechende Punktepaar o, 8
auf der geraden l:nie, welches dreimal eine Involution bildet mit vier
von den den sechs Fcken des Sechseckes homographisch entsprechenden
Punkten.

Wenn man den Kegelsehnitt schneiden Jigst durch Strahlen eines
gtrahlenbiischels mit dem Centrum ¢, so bilden dic den Schnittpunkte-
paaren von je drei Strabhlen homegraphisch - entsprechenden Punktepaare
auf einer geraden Linie-nach 11) eine Involution. Das heisst, die den
Schnittpunktepaaren simmtlicher Strablen des Biischels entsprechenden
Punktepaare auf einer geraden Linie bilden ein involutorisches Punkte-
system. , . : -
Dieses involutorische System von Punktepaaren enthilt bekanptlich
zwei Doppelpunkte, in deren jedem ein Punktepaar zusammenfillt. Dén

Doppelpunkten entsprechen auf dem Kegelschnitt die Beriihrungspunkte |

der beiden durch den Punkt ¢ gehenden Tangenten. Das Doppelpunkte-
paar, als em einfacheg Punktepaar aufgefasst, entspricht also auf dem
Kégelschnitt demjenigen Punktepaare, in welchem die Polare des Punktes ¢
den Kegel‘schnitt schneidet. : -

Da nun auf der einen Seité das Doppelpunktepaar harmonisch ist
mit jedem‘Pmﬂctepaare des involutorischen Systemes, auf der anderen
Seite jeder Strahl, der durch den Punkt ¢ geht, mit der Polare des
Punktes ¢ ein Paar harmonischer Polaren des Kegelschnittes bildet, so
kénnen wir die beiden Prinzipiensiitze 11) und 12) auch so ausdriicken:
18) . . . Den Schnittpunktepaaren irgend zweier harmoni-

"gchen Polaren eines Kégelschnittes auf demselben entspre-

ohen homographisch auf einer geraden Liniec harmonische

. Puﬂktep aare‘

14) .. - Harmonischen Punktepaaren auf einer geraden Linie
entsprechen homographische Punktepaare auf einem Kegel-
gsohnitt, deren Verbindungslinien harmonische Polaren des
Ke,gelschnittes sind. o _

Umgekehrt lassen sich aus diesen beiden Sitzen die beiden vorher-’
gehenden ableiten, wenn man sich erinnert, dass drei gerade Linien sich
in - einem Punkte s.chneiden, wenn sie mit einer vierten geraden Linie
drei Paare harmonischer Polaren eines Kegelschnittes bilden und dass
drei Punktepaare auf einer geraden Linie eine Involution bilden
jedes derselben harmonisch ist mit einem vierten Punktepaare.

Wir nannten die Sitze 11) bis 14) Prinzipiensitze, weil sic cine
Vermittelung bilden zwischen Sétzen der ebenen Geomety
wir uns so ausdriicken sollen, der Geometrie auf der gera
einem Beispiele haben wir die Vexmitte]ung nachgeWiesel

, wenn

ie und, wenn
den Linie, An

. Andere Bei-
sechsten Vorlesung iiber ehepe Geo-

s
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metrie 22)—24) vor.

Indem wir die erwihmten Sitze hier wiederholen,

wollen wir jedem derselben denjenigen Satz voranstellen, der ibm nach

den Prinzipiensitzen entspricht.

Wenn ein ‘Sechseck einem
Kegelschnitt umbeschrieben,
ein zweites Sechseck durch
Verbindung der Tangirungs-
punktel, 2 ...6 der auf einan-
der folgenden Seiten mit ge-
raden Linien demselben Ke-
gelschnitt einbeschrieben ist,
soist jede Diagonale, welche
zweigegeniiberliegende Ecken
dés umbeschriebenen Sechs-
ecks verbindet, die harmoni-
sche Polare zu einem der
gegentiberliegenden Seiten-
paare 12, 45; 23, 56 34, 61 des
einbeschriebenen Sechsecks
und die drei Diagonalen des
umbeschriebenen Sechsecks
schneiden sich in einem und
demselben Punkte.

Durch vier Punkte eines
Kegelschnittes lassen sich
" drei Linienpaare legen. Die-
jemnige gerade Linie, welche
harmonische Polare ist zu je-
derLinlie eines der dreiLinien-
 paare, verbindet die Schnitt-
‘punkte der beiden anderen
Paare; und diejenige gerade
Linie, welche die Schnitt-
punkte zweier von jenen drei
Linienpaaren verbindet, ist

harmonische Polare zu jeder.

geraden Linie des dritten
Paares. . - .
Wenn man durch beliebige
vier Punkte -eines Kegel-
schnittes- drei Linienpaare
legt. und das Dreieck constru-
irt, dessenEcken die Schnitt-

Wenn irgend sechs Punkte
1,2 ...6 auf einer geraden

- Linie liegen und man con-

struirt drei Punktepaare, von
welchen daserste harmonisch
ist mit den Punktepaaren 12,
45, das zwelte harmonisch mit
den Punktepaaren 23, 56, das
dritte harmonisch mit den
Punktepaaren 34, 61, so bil-
den die drei construirten
Punktepaare eine Involution.

Beliebige vier Punkte auf
einer geraden Linie bilden
drei Gruppen vonzwei Punk-
tepaaren. Dasjenige Punkte-
paar, weleches harmonisch ist
mit jedem Punktepaare einer
Gruppe, bildet eine Involu-
tion mit den Punktepaaren
der beiden andern Gruppen;
und dasjenige Punktepaar,
welches mit zwei Gruppen
eine Involution bildért, ist

‘harmonischmitjedem Punkte-

paare der dritten Gruppe.

Beliehige vier Punkte auf
einer geraden Linie bilden
drei GruppenvonzweiPunkte-

paaren., Construirt man drei

Punktepaare,vondenenjedes
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cind, so ist jede Beite des,

Dreiecks die harmonische Po-
lare zu einem jener drei
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harmonischist mitdenPunkte-
paaren einer Gruppe, so sind
je zwel construirte Punkte-
paare harmonisch.

Rl ".'r»"f!:“

T,inienpaare und je zwei Sei-
ten sind harmonische Polaren
des Kegelschnittes.
Der erste von diesen Sitzen der ebenen Geometrie ist der bekannte

.Brianchon’sche Satz, der zweite fithrt auf die bekannte Construktion der

Polare eines Punktes in einem Kegelschnitt mit der geringsten Zahl von
g@raden Linien, und der letzte Satz lehrt ein System harmonischer Polaren
ecines Kegelschnittes construiren. Was die, mit Einschluss des ersten
gitzepaares unserer Vorlesung, ihnen entsprechenden Sitze auf der gera_den
Linie anbetrifft, so konnen wir in rein algebraischer Auffassuifg sdgen,
Jass die beiden ersten Relationen ausdriicken zwischen den Wurzeln
irgend einer algebraischen Gleichung des sechsten Grades und den Wur-
zeln anderer aus jenen Wurzeln construirbaren Gleichungen, wiihrend
die beiden letzten Sitze Relationen- gehen zwischen den Wurzeln einer
beliebigen biquadratischen Gleichung und anderen -aus diesen Wurzeln
construirbaren Gleichungen, von welchen wir Dbereits in der sichenten
Vorlesung der ebenen Geometrie bei Auflésung der bigquadratischen Glei-
chung Gebrauch gemacht haben. : u

‘Wie an den aufgefiihrten Beispielen bilden die Prinzipiensitze
22) — 24) die Vermittelung von allen Sitzen der ehenen Situationsge;o-
metrie mit entsprechenden Sitzen der Geometrie auf der geraden Linie.
Wir wollen uns ‘eingehender daritber Hussern. |

Wir gehen von dem unendlich getheilten Kegelschnitt & aus und
yon der mit dem Kegelschnitt homographisch getheilten geraden Linie L.
Irgend eine gegebene gerade Linie ! in der Ebene des Kegelschnittes
wird bestimmt sein durch das Schnittpunktepaar der geraden Linie auf
dem Kegelschnitt. Durch das Schnittpunktepaar auf dem Kegelschnitt
ist das demselben homographisch entsprechende Punktepaar auf der ge-
saden Linie bestimmt. ‘Wenn wir dieses Punktepaar das Bild der geraden
Linie 7 auf der geraden Linie L nennen, so hat jede gegebene gerade
Tinie ¢ ibr entsprechendes Bild auf der geraden Linie I, und umgekehrt
e\ntsprichbjedem Punktepaare auf der geraden Linie L eine durch das-
selbe pestimmte gerade Linie 7 in der Ebene, '

Betrachtet man nun alle Figuren in der Ebene durch gerade Linien
entstanden, den Punkt durch den Schnitt zweier geraden Linien, die

Curve gegeben durch ihre simmtlichen Tangenten, so haben wir fiir die

Figuren in der Ebene auf der geraden Linie L entsprechende Bilder, in
welchen sich der Charakter der Figuren, das sind geometrische Sitze,

_ openfalls aussprechen muss, wie umgekelrt der Charakter der Bilder die
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Eigenschaften ihrer I‘lgulen in der Ebene bedingt. Da nun Sitze der‘
Situationsgeometrie sich .immer so ausdriicken lassen, dass gewisse gerade

Linien sich in einem und demselben Punkte schnelden, so sieht man, -
dass die Prinzipiensitze 22) —24) dazu dienen werden, Sitze der Situa- -

tionsgeometrie in Bildsitze zu libertragen und umgekehrt aus Bildsiitzen

Siitze in der ebenen Geometrie herzuleiten. ,
Man kann auch den Pol ¢ der geraden Linie 7 in dem Kegelschnitt

K als das Element der Figuren in der Ebene betrachten. In diesem .

Falle wiitde das” dem Schnittpunktepaare der Polare 7 und des Kegel-
schnittes & homographisch entsprechende Punktepaar auf der geraden
Linie L das Bild des Poles ¢ sein. Es wiirde also jedem Punkte in der

Ebene cin Punktepaar als Bild auf der geraden ILinie entsprechen, wie.

umgekehrt jedem Punktepaar auf der geraden Linie Z ein Punkt in der

Ebeiie éntspricht. Die Prinzipienséitze liessen sich dann -in dhnlicher

Weise dazu. verwerthen, um Sitze aus der ebenen Sltuatlonsgeometne

zu iibertragen in Bildsdtze und umgekehrt.
Wiy brechen hiermit die angeregte Uebertragung von- geometrischen

Satzen ab, indem-wir uns vorbehalten, in der néchsten Vor]esung auf

denselben Gegenstand aus einem - anderen Gesmhtspunkte noch einmg]
zmuckzukommen, und fahren in der Erweiterung der Homographie fort,

Zwei Punktesysteme auf zwei Kegelschnitten sollen homographigel.

‘heissen, wenn ein Punktesystem auf einer geraden Linie (oder ein Stral,-
lenbiischel) gefunden werden kann, welches homographigch ist mit Jedem
der Punktesysteme auf den Kegelschnitten,

- Auf Grund dieser Definition stellen sich homographische Punkte-

| systeme auf zwel Kegelschnitten analytisch in der Form dar:
15)" 4+ Bl 4+ C¥ =0, 4+ Bl + 2 =0,

wie umgekehrt zwei Gleichungen der angegebenen Form immer homo-

gra.phlsche Punktesysteme auf zwei Kegelschnitten ausdriicken werden,

wenn A=0, B=0, (=0, 4 =0, B' =0, C'-—OdleGrlemchungen-"‘

von 1rgend sechs Punkten sind.

Die Kegelschmtte 15) kénnen unter Umstanden zusammenfa]llen o]me -

da,ss dle entspwchenden Punkte zusammenfallen. Dann hétte man zwm
Lomographlsche Theilungen eines und- desselben Kegelschmttes

" "Wenn man in den- Gleichungen 15) €’ identisch 0 werden lasst 50

k0mmt man auf die Gleichungen 6) zuriick, deren geometusche Bedeutung
an- der betreﬂ“enden Stelle angegeben worden ist. i ‘

Eme };lélélmwt ‘man in-diesem Systeme 6) die Variable .l, 50 . erha.lt mai
oy mliulgsg]lemhung & == 0 zwischen den Coordinaten u, v, w der
Systeme ¢ Ieezh wslche die entﬁ}prechendem Punkte der homographlschen
und kann m il‘ﬂl;lr ;; Diese Gleichung 2 — 0_ist vom dritten Grade

k&nntan Methode der Ehmmatmn in Determinanten-
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form dargestellt werden. Sie drﬁpkt- analytisch eine Curve dritter Klasse
aus, welche von jenen geraden Linien beriihrt wird..

Die Elimination der Variable 1 aus den Gleichungen 15) giebt gleich-
falls eine Bedingungsgleichung &= 0, zwischen den Coordinaten u, v, »
der geraden Linie, welche die entsprechenden Punkte der homographi--

- gchen Systeme 15} verbinden. Durch diese Gleichung vom vierten Grade,
ebenfalls in Determinantenform, ist eine Curve vierter Classe bestiinmt,
welche von jenen geraden Linien herithrt wird. ,
Der Begriff der Homographie kann noch mnach einer anderen Rich-
tung hin erweitert werden, wenn man die Kegelschnitte nicht durch
Punkte, sondern durch jhre Tangenten entstehen lisst, Da diese Er.
weiterung nur eine Uebertragung des Verhergehenden ist, so wird es,
jndem wir die Analogie der Sitze und Formeln mit den vorhergehenden
durch gleiche Zahlen in doppelten Klammem ‘andeuten, der Ausfiihrlich-
keit nicht mehr bediirfen.
Wir gehen von dem Satze (4) der zweiten Vorlesung aus: dass alle
' Tangenten eines Kegelschnittes zwei beliebige unter ihnen homographisch
theilen. Dieser Satzt lehrt das ganze System der Tangenten eines Kegel-
schnittes in Verbindung bring’en mit der Theilung einer Tangente nach'
folgender Definition: o | B
Das System der Tangenten eines Kegelschnittes theilt eine
peliebige unter ihnen homographischmitdemTangensysteme.

Hiernach entspricht homographisch jeder Tangente des Kegelschnittes
der Punkt der beliebigen Tangente, durch welchen er geht und umge-
kehrt. Die Lage der homographischen Systeme heisse die pers‘pec@i-
vische Lage. Wi konnen nach der angegebenen Definition auch sagen:
(1) .. Das System der Tangenten eines Kegelschnittes
theilt zwei Dbeliebige unter ihnen homographisch mit dem
_Ta'ngéntensysteme. o ‘ ‘ |

fWenn man die von dem Systeme der Tangenten ‘des Kegelschnittes
homogmphisch getheilte beliebige Tangente mit ihrer Theilung aus .ihré,r
P:efspectivischen Lage heraushebt und sie beliebig in der Ebe-.}le verlegt,
g0 soll die Theilung auch in dieser schiefen Lage homographisch
heissen' mit dem Tangentensysteme. Selbst jedes andere Punkfesystem
auf einer ggrad\ep Linig soll'mit dem Ta‘mgentensysteme des Kegelschnittes
T dmographisch genannt werden, wenn-es homographisch ‘ist mit der
Theilung der beliebigen Tangente in der frijheren perspectivischen Lage.
" In der Absicht die analytischen Ausdriicke fiir zwei entsprechende
“Flemente der zuletzt genannten homographischen Systeme zu finden,
gehen wir auf die Formeln der zweiton Vorlesung suriick. Die Gleichungen
1) U— AU = (?, 7y d_ A V1= 0 stellten dort .hor_nogra,phische Punkte-
“gysteme auf zwei geraden Linien dar, wenn die Gleichungen Uy =0,

-

.
i
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Uy=0, V=0, 7, =20 irgend vier Punkte ausdriicken. Die Verbin- -

dungslinien der entsprechenden Punkte in den homographischen Systemen
1) waren Tangenten des Kegelschnittes 2) U, ¥; — U, ¥, = 0, der auch
von den geraden Linien beriibrt wurde, auf welchen die Punktesysteme

1) liegen. Durch den von den Gleichungen 1) dargestellien Punkt -

ging eine Tangente des Kegelschnittes 2) hindurch, deren Gleichung sich
in der Form darstellte 8) 4 4+ BA + CA?=0,wo A=0, 8=0, (=0
die Gleichungen bestimmter gerader Linien bedeuteten. Das ist eine
Tangente des, Kegelschnittes 2), welche nach der Definition die T'angente,
auf welcher das erste Punktesystem 1) liegt, in dem Punkte U, — AU, =0
homographwch theilt. Da nun Ry — AR, = 0 "die Gleichung eines be-
~ liebigen mit dem ersten Punktesysteme 1) homographischen Punkte-
systemes jst, wenn R, = O und R, = 0 die Gleichungen von irgend
welchen Punkten bedeuten, so stellen sich das Tangentensystem eines
Kégelschnittes und ein mit demselben homographisches Punktesystem auf

einer geraden Linie in der Form dar:

(2) A4 + Bl 4 C¥* = 0, Ry — iRy =0,

" Es erhebt sich nun die Frage, ob die beiden Gleichungen (2) immer
homographische Systeme, ein Tangentensystem eines Kegelschnittes und
ein mit ihm homographisches Punktesystem auf einer geraden L1me, aus-
dviicken, wenn 4 =0, B =0, (=0 die Gleichungen von irgend drei

geraden Linien und Ry=0, Ry =0 die G]lelchungem von irgend zwei

Punkten sind.

Der Weg zur Untersuchung der Frage ist im Vorhergehenden vor-

gezéichnet. Wir geben nur die Zwischensitze an, welche zu ihrer Be-
~antwortung dienen.
(3) ... Wenn das Tangentensystem eines Kegelschnittes

und ein demselben entspr echendes Punktesystem auf einer
geraden Linie durch Gleichungen von der Form (2) gegeben
sind, so geht dreimal eine Tangente durch den ihm entspre-
chenden Punkt. Wenn vier Tangenten durch die ihnen ent-
sprechenden vier Punkte gehen, so gehtjede Tangente durch
den ihr entsplechenden Punkt.

Wenn vier Tangenten durch die ihnen entsplechenden
Punkte gehen, so ist die gerade Linie, auf welcher das
Punktesystem liegt, welches dem Tangentensysteme ent-
spricht, selbst. Tangente des Kegelschnittes.

-{4) ... Wenn das Tangentensystem eines Kegelschmttes

und Mndemselben entsprechendes Punktesystem auf einer." -

g_e?ad‘en Linie dureh Gleichungen von der Form (2) gegeben
Slndl,"wenn ferner die gerade Linie Tangente des Kegel-
‘schnittes ist und wenn drei Tangenten des Kegelschnittes

B
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durch die ihnen entsprechenden Punkte gehen, so sind die
Systeme homographisch und in perspectivischer Lage.

Daraus folgt nun der allgemeine Satz, auf Grund dessen sich die

beiden vorhergehenden Sitze aussprechen lassen, ohne der Gleichungen
(2) firwihnung zu thun:
5) « - Das Tangentensystem eines Kegelschnittes und jedes
mit dem Tangentensysteme homographische Punktesystem
auf einer geraden Linie lassen sich dureh Gleichungen von
dJer Form (2) ausdriicken, und umgekehrt stellen Gleichungen
von der Form (2) immer das Tangentensystem cines Kegel-
gchnittes und ein mit demselben homographisches Punkte-
SYstem auf einer geraden Linie dar.

Das Tangentensystem eines Kegelschnittes soll homographisch
gein mit einem Strahlenbiischel, wenn ein Punktesystem auf einer geraden
Linie gefunden werden kann, welches homographiscli ist mit dem Tan-
gentensystem und zugleich mit dem Strahlenbiischel. ’

‘ Ho‘mographische Systeme der genannten Art stellen sich analytisch

in der Form dar:

(6) ... 4+ Br 4+ C* =0, T, — AT = 0,
wenn A=0, B=0,0=0, 7, =0, I, =0 irgend welche Linien-
gleichungen sind. , S
Tassen wir jedoch T=0 und 7} = 0 Punktgleichungen bedeuten,
wodurch die Gleichungen (6) in die Gleichungen (2) tibergehen und ver-
wirtigen wir uns die geometrische Bedeutung der Formeln 8) —11)
in der angegebenen Auffassung, so ergeben sich daraus die Sitze:
L . - - Wenn man von drei Punkten aufeiner geraden Linie
drei Tangentenpaare an einen Kegelschnitt zieht, so bilden
die den Tangentenpaaren homographisch entsprechenden
Punktepaare auf einer geraden Linie eine Involution..
a2 . - - Wenn drei Punktepaare auf einer geradlbn Linie
eine Involution bilden, so schneiden sich die ihnen homo-
raphiseh entsprechenden Tangentenpaare ejnes Kegel-

gehmittes in drei Punkten, welche auf einer geraden Linie
liege®h . . ‘
(13) - - - Wennmanvonzwel harmonischen Polen eines Kegel-

gehnittes Tangentenpaare an den Kegelschnitt zieht, so ent-
diesen homographisch harmonische Punktepaare
auf einer geraden Linie.

(14) .. .Harmonische Punktepaare auf einer geraden Linje

entsPrechen homographisch Tangentenpaaren eines Kegel-

gechnittes aus einem Polenpaare des Kegelschnittes.

. gollen fermer Tangentensysteme an zwei Kegelsehnitten homo -
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graphisch sein, wemnn ein Punktesystem auf einer geraden Linie ge-
funden werden kann, welches homographisch ist mit jedem der Systeme.
_Homographische Systeme der Art stellen sich in der Form dar:’ '

(15) . . 44+ B + Ci* = 0, A 4+ Bir 4+ 'V =0,
vorausgesetzt, dass beide Gleichungen Liniengleichungen sind.

Endlicﬁ werden wir das Tangentensystem eines Kegelschnittes und
ein Punktesystem auf einem anderen Kegelschnitt homographisch

wepn ein Punktesystem auf einer geraden Linie gefunden wer-

pennen,
welches homographisch ist mit jedem der beiden Systeme.

den kann,

‘ - Solche Systeme werden ebenfalls durch Gleichungen von der Form
(15) ausgedriickt, wenn die eine eine Liniengleichung, die andere eine ‘~

Punktgleichung vorstellt. o _
‘ An die gegebenen Definitionen der complicirteren homographischen

- Systeme sehliessen sich nun Fragen an, welche analog sind den Fragen,
weleche wir fir die einfachen homographischen Systeme beantwortet

haben, zum Beispiel, wie viel Tangenten eines Kegelschnittes werden

~ durch die jlmen homographisch entsprechenden Punkte eines anderem !
Kegelschnittes gehen? Wir werden jedoch weder auf diese mnoch auf
ragen, die sich nach dem Vorhergehenden von selbst aufdrin- =~ |
gen, eingehen, uns vielmehr damit begniigen, einen ganz speciellen -
Fall homographischer Systeme der zuletzt bezeichneten Art in dem fol-

genden Satze - vorzufiihren. .

g

sch mit dem Systeme ihrer Beriihrungspunkte.
Bs sei die Gleichung der Tangente eines Kegelschnittes:

4 4 Bl + €2 =0.

Die Gleichung der ihr anendlich naheliegenden Tangente desselben

Kegelsehnittes ist, wenn wir mit ¢ eine unendlich kleine Grisse be-

A+'BA+012+(B+2'CA)E=0.

Berechnen wir =, ¥, 2
bungen combinirt sind, so erhalten wir die
Coordinaten -des Beriihrungspunktes der ersten Tangente.

Aus der Combination der

B4 200=0, 24 + BA =0, |

Setzt man aus diesen die Gleichung des

von der Form:

. 4+ By C¥=0

e ‘D.asg ', nun die Gleiéhnng der Tangente des Kegelschnittes und »dﬁiéf

e

aus den beiden Gleichungen oder aus zwei
beiden Gleichungen gehen aber folgende )

aus ‘v"'erlchen sich quadratische Anusdriicke fiir die Coordinaten z, y, z des-
- Berithrungspunktes ergeben.
* Berithrungspunktes zusammen, 80 erhilt man fir ibn einen Ausdruck

s A R A .

 Das System der Tangenten eines Kegelschnittesisthomo- i
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Gleichung ihres Beruhrungspunktes von der Form (15) sind, bewelset

den genannten Satz. i

Durch den Schnitt des Tangentensystemes eines Kegelschmttes und
eines mit ibm. hOmOgraPhlSChen Strablenbiischels (6) entsteht eine Curve
dritter Ordnung, deren Gleichung Q = 0%*) durch Elimination von 2
aus jenen Gleichungen in Determinantenform erhalten wird.

Durch den Schnitt der homographischen Tangentensysteme (15)
gweier Kegelschnitte entsteht eine Curve vierter Ordnung, deren Glei-
chung £ = 0%) aus der Elimination von ebenfalls in Determlnanten- ~
form hervorgeht. |

Da es jedoch nicht in unserem Plane liegt, auf algebralsche Curven t
hoherer Klassen oder Ordnungen weiter einzugehen, so schliessen wir

. ynpsere Vorlesung mit der Bemerkung, dass in derselben der Weg vorge-
geichnet worden ist, Curven dritter und vierter Klasse durch ihre Tan-
genten, und Curven dritter und vierter Ordnung durch ihre Punkte in
homographlsche Verbindung zu bringen mit Punktesystemen auf einer

) geraden Linie oder Strahlenbuschel

Vierte Vorlesung'

ertragung aus der Ebene in die gerade lee

Ein Prinzip der Ueb
El und umgekehrt.

" Die Siitze 11) — 14) oder (11) — (14) der vorhergehenden Vorlesung -
hilden die Grundlage eines Pmnmpes zur Uebertragung aus der Ebene
in die gerade Tinie und aus der geraden Linie in die Ebene. Sie gingen

vor aus einer weiten Theorie, die man verfolgen musste, um zu jenen
'g:izen zu gelangen. Wir beabsnchtxgen in dieser Vorlesung dasselbe
PranIP der Uebe1tragung unabhanglg_ von dem Vorhelgehpnden aus
' emem peven analytischen Gesichtspunkte zu entwickeln. Bei dieser

) Die Determinanten fiir £ und Q' sind folgende
4, B, C 4, B, C, 0
. _lo, 4, B, ¢C
Q= Ty, — T, 0 Q =1 '
' 0 T T . A y B N C 0 l
] k(] 1 0 , A’, _BT’ C:l
Elemente sind lineare homogene Ausdriicke in Punktcoordinaten.

o Ihwsolche Determinantenformen der Curven & = 0 der dritten und & =0 der
. " Ordnung waren es, welche vormals in ,,Crelle’s Journal* verbmgene Eigen-
ﬂelt:t.en der Wendepunkte der Curven dritter Ordnung und der Doppeltangenten

o schﬂcurv A vierter Ordnung entwickeln lehrten. Die Wahl der Determinantenform

- der 1s ein Kunstgriff; hier ergicbt sie sich als eine nothwendige Folge un-

o dama
,‘wafr Untersuchungen. Die geometrische Bedeutung derselben kann zu neuen
--gere L n

" Giitgen Veranlassiig geben.
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" Ebene, das andere auf
- Ein 'béliebig:er’Punkt in der Ebene sei durch seine rechtwinkligen Coor-..
‘dinaten «, y bestimmt; ein Punkt i auf der Fundamentallinie werde =

" bestimmt -durch seine Gleichung: T

| indem die  Gleichungen T
" Fundamentallinie, Fundamentalpun kte, darstellen.

;. Seﬁ; , ‘welche - dem
‘Grosse A von den |
“drei’ Gidssen ‘A, x, y miissen durch eine Gleichung ¢ (A, , ) == 0 mit .
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-Gelegenheit wird es sich zeigen, das der Modus der Uebertragung, auf

welchen die Homographie hinfiihrte, zugleich der allgemeinste ist. .
Man kann nicht jedem Punkte in der Ebene einen durch ihn be-.

stimmten Punkt in der geraden Linie der Art entsprethen lassen, dass

auch umgekehrt jedem Punkte in der geraden Linie ein einziger Punkt

in der Ebene entspricht. Die Ebene enthilt eben das Quadrat von - °

Punkten der geraden Linie.
Hiernach scheint es unmbglich, die Geometrie in der Ebene auf o

die ‘Geometrie in einer geraden Linie zuriickzufiihren. .
Die Moglichkeit leuchtet aber sofort ein, wenn man bedenkt, dass |

die Ebene gerade so viel verschiedene Punkte enthilt, als die gerade -

Linje verschiedene Punktepaare. Lisst man demnach jedem Punkte in-
der Ebene ein Punktepaar in der geraden Linie und umgekehrt jedem
Panktepaare in der geraden Linie einen Punkt in der Ebene in unzwei-
deutiger Weise entsjprechen,- so hat man ein Uebertragungsprinzip, wel--
ches die Geometrie in der Ebene zuriickfiihrt anf die Geometrie in- einer.
geraden Linie und umgekehrt. o

In #hnlicher Weise liisst sich auch die Raumgeometrie suriickfithren
auf die Geometrie in einer geraden Linie, selbst die Geometrie von
mehr als drei Dimensionen. Hier wiirde es sich aber nicht um Punkte-
paare in der geraden Linie handeln, sondern um Systeme von drei oder
mehreren Punkten. ' -

Sieht man jedoch ab von den angedeuteten Erweiterungen des
TUebertragungsprinzipes, so kommt es darauf an, den Modus festzustellen,

nach welchem die Uebertragung einer chenen Figur in eine ihr entspré- -
* chende Figur auf einer geraden Linie und umgekehrt eindeutig vor sich -

gehen muss. o ‘ . ,
Es liegen zwei Systeme von Punkten vor, das eine System in der -

der geraden Linie, der Fundamentallinie.

s

)y e LA =0

— (O und J!“1 = (0 zwei feste Punkté deﬁf

96l nun der Punkt A einer der beiden Punkte der Fundamentﬂlin‘ie
Punkte ay in der Ebene entsprechen, so muss die
beiden . Grissen x und y abhingen, das heisst, die

einander verbunden sein. Da aber jeder Punkt der Ebene einem Punkte-

paare’ auf, der Fundamentallinie entsprechen soll, so muss die Gleichung.

e (4, -km,-‘ y) ﬁ O eine quadratische in 4 sein.

.
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Andererseits soll einem gegebonen Punktepaare 4, 4, auf der Fun-
damentallinie der Voraussetzung mnach nur ein- einziger Punkt in der
Fbene entsprechen. Das will sagen, dass die beiden Gleichungen :
o Ay % ) = 0, ¢ (4, @, y) = O nur eine einzige Auflssung fiir die
Unbekannten &, y zulassen, dass die Gleichungen linear seien in Riick-
gicht auf die Unbekannten.

Hierdurch ist der Modus der Uebertragung analytisch festgestollt.
Die Uebertragung wird vermittelt durch die Gleichung ¢ (1, «, y) = 0,
welche in 1 quadratisch, in x und y aber linear ist, also durch eine
Gleichung von der Form:

2) e e e A+BA+C],2;:-:;‘O,'

wenn man unter 4, B, C belichig gegebene lineare Functionen von
und y versteht. : o ' |

Man sieht, dass diese Gleichung alles leistet, was das ausgesprochene
Prinzip verlangt. Jedem Punkte in der Ebene entspricht nach ihr ein.
Punktepaar 1) auf der Fundamentallinie und umgekehrt entspricht jedem
Punkfpaare auf der Fundamentalli’nie ein Punkt in der Ebene,

Um das dargelegte Prinzip irgend fruchtbar zu machen, bedarf es
golcher Fundamentalsitze, we]_.qhé die einfachsten Figurenverhiltnisse der
Systeme auf einander iibertragen. | ‘ ‘

Fin - einfaches Figurenverhiltniss in der Ebene besteht darin, dass
drei Punkte in einer geraden Linie liegen: Die Coordinaten dieser
Punkte seien & Yor Ty Yy Lo Yy und Ay, By, Gy, 4, ... die Ausdriicke, in
welche 4, B, ¢ ibergehen, wenn man fiir die Coordinaten in ihnen nach
einander setzt die Coordinaten der drei Punkte. Alsdann ist die ana-
" lytische Bedingung, unter welcher die drei Punkte auf einer geraden
Linie liegen die, dass sich drei Factoren g, 4, py finden lassen, welche
den drei Gleichungen geniigen: :

wody + pdy + pgdy = 0,
o By + i By 4 pyBy = 0,
S - Uy Cy + M101.+,M202 = 0. ‘

‘Diesen drei- Punkten in der Ebene entsprechen drei Punktepaare 1)
auf der Fundamentallinie, fiiv welche die Werthe: von 1 sich als die
Wurizeln der quadratischen Gleichungen ergebenf‘ '

4y 4 Bl + €N =0, ]
4, + BL + =0,

7,1111(1: die Gleichungen der drei Punktepaare auf ;der Fundamentallinie

4T + BT, T, I+ Cy Ty* = 0
_A1T12‘+ B1T1T0 + 01,T02
4, T2 4 B, T, T, + C, TU';’

?
0,
0.

I

4:*
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Dass diese Gleichungen nach einander mit den Factoren gy, &1, W
multiplicirt und addirt mit Riicksicht auf die ersten drei Gleichungen
identisch O geben, ist ein Beweis, dass die drei Punktepaale eine In-
volution bilden.

Daraus entspringen nun die Fundamentalsitze:

Irgend drei Punkten auf einer und derselben geraden
Linie in der Ebene entsprechen drei Punktepaare der In-
volution auf der Fundamentallinie.

Jeden drei Punktepaaren der Involution auf der Fun-
damentallinie entsprechen drei Punkte inder Ebene, welche
auf einer geraden Linie liegen.

Es ist damit fiir das einfachste Figurenverhéltniss in der Ebene der
Ausdruck der entsprechenden Figur -in der Fundamentallinie gefunden,
Suchen wir nun ebenso nmgekehrt das einfachste Flgmenveﬂlaltmss in
der Fundamentallinie auszudriicken fiir die Ehene.

In der Fundamentallinie liegen Punktepaare der verschiedensten
Art vor. Jedem derselben Lntspricht in der Ihene ein Punkt. TUnter
diesen Punktepaaren giebt es solche, welche zusammenfallen In dem
einen oder dem anderen Punkte, Doppelpunkte. Ja, man kann dje
Tundamentallinie betrachten als bestehend allein aus Doppelpunkten ung
man wird die Frage erheben, welches das entsprechende Bild in qey
Ebene sei fiir die Aufeinanderfolge der Doppelpunkte.

Das Punktepaar 1) auf der Fundamentallinie, entspréchend dep
Wurzeln 1 der quadratischen Gleichung 2), wird ein Doppelpunkt, wenn
die Wurzeln gleich werden, das ist unter der Bedingung:

T _ —_
5 ... B — 440 = 0.

Diese Bedingungsgl‘éichung stellt aber fiir die Ebene einen Kegel-
sehnitt' dar. Man hat demnach den Satz: |

Alle Doppelpunkte auf der Fundamentallinie entspre-
cheninder Ebene Punkten eines bestimmten Kegelschnittes,
und allen Punkten dieses Kegelschnittes entsprechen Dop-
\ pel'punkt-e auf der Fundamentallinie.

Der Kegelschnitt 3) hingt ab von den 9 Constanten, welche “in
'~ seine Gleichung eingehen. Er kann deshalb jeder beliebige Kegelschnitt
sein. Beachtet man nun, dass der Kegelschnitt die Grenze bildet fiir
_dle.}emgen Punkte 2y in der Ebene, welchen reelle oder welchen ima-
gindire Wurzeln der quadratischen Gleichung 2) entsprechen, das heisst,
:?:111:“ oder imagindiren Punktepaaren auf der Fundamentallinie, so
erw man, dass es freisteht dlese Grenze beheblg zu verengern oder zu

eitern,

Dieser Kegelschmtt 3),

&er eh
fm&n Flgur in. die lineare Figur und umgekehrt eine wichtige

d1e Duectnx spielt bel der Uebextlagung‘ ‘

e ST,

iy



aus der Ebene in die gerade Linie und umgekehrt. 53

P e e i A e 2 A I T T T A i T T T g et

Rolle. Gehen wir nédmlich von irgend zwei Punktepaaren « und ¢ der
Fundamentallinie aus, welchen zwei Punkte « und ¢ in der Ebene ent-
gprechen werden, und construiren auf der Fundamentallinie alle mog-
Jichen Punktepaare, von welchen jedes eine Involution bildet mit den

peiden Punktepaarfen o und «, so entsprechen diesen in der Ebene alle

'mfjglichen Punkte, welche auf der geraden Linie ¢a’ liegen. Unter den

auf der Fundamentallinie construirten Punktepaaren giebt es aber be-

anntlich zwei Doppelpunkte und diese, als ein einfaches Punktepaar

betrachtet, sind harmonisch mit jedem der construirten Punktepaare. '
Die den beiden Doppelpunkten entsprechenden Punkte in der Ebene

liegen nach dem letzten Satze auf der Directrix. Da sie aber auch auf

der geraden Linie a«’ liegen, so sind sie die Schuittpunkte der geraden

Linie «e’ und der Directrix. ‘Man kann deshalb sagen:

Jeden drei Punkten in der Ebene auf einer geraden
Linie entsprechen auf der Fundamenmllinie drei Punkte-
der Involution. Construirt man dasjenige Punkte-
welches harmoniseh ist mit jedem der drei Punkte-
Jer Involution und betrachtet jeden Punkt des con-
gtruirten Paares als einen Doppelpunkt, so entspricht das
Doppelpun‘ktepaar auf der Fundamentallinie in der Ebene
Jem Schnittpunktepa‘are der geraden Liinie und cler Directrix.

9o entsprechen den

Paare
Paarz
aare

Punkten auf irgend einer Tangente der Diree-
frix alle Punktepaare auf der Fundamentallinic, von welchen der eine
Punkt des Paares immer unverdndert bleibt, nimlich der Punkt, welcher
s depelpunkt betrachtet del;n Beriihrm.ngspunkte der Tangente ent-
spri cht. So entsprechen ferner 1rgent:1 awel Punkte der Divectrix zweien
Doppelpunkten in der Fundgment.allmu.a. Derin Pole der g:eraden Linie,
welche jene beiden Punkte dex Du‘ef:tmc verbindet, entspricht das Dop-
p elpunktepaar auf der Fundamentallinie, wenn man jeden Doppelpunkt
fiir einen pinfachen Punkt nimmt. So kann man endlich Sétze riick-
sichtli ch eines Kegelschnittes, der Directrix hier, umwandeln in Sitze
der. Geometrie in der geraden Linie; wovon Beispiele in. der vorher-

ge orlesung vorliegen.

henden V . . ‘
" GQehr viel complicirter wird die Uebertragung, wenn der Kegelschnitt

mehr die Directrix sein soll. Man wird sie aber um so lieber

joht
n;f'neh men, als sie auf neue Gesichtspunkte fithrt, die in dem Folgenden
'Zﬁclﬁig angedeutet werden sollen.
" Wenpn man den Werth von A aus 1) in 2) setzt, so erhiilt man die

Punktepaares

Gleichuﬂg ;des
- AT2? + BT,T, + CT> =0

4) T
gaf deF Fundamentallinie, welches dem Punkie @y in der Ebene ent-
sI)riCht‘ Da in diese Gleichung nur die Verhilinisse 4, B, ¢ eingehen,
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8o kann man dicsen Grossen auch beliebige Werthe zuertheilen und aus
den gegebenen Verbiltnissen die Coordinaten z, y des diesen Werthen
entsprechenden Punktes in der Ebene eindeutig bestimmen, Das will
sagen, dass die Gleichung 4) alle méglichen Punktepaare auf der Fun-
damentallinie darstelle, mag man in ihr entweder & und y oder 4, &
und € beliebig variiren lassen.

Die Bedingung nun, dass Punkte in der Ebene auf ciner geraden
Linie liegen, ist bekanntlich die, dass ihre Coordinaten x, y einer linearen
Gleichung von der Form geniigen:

5) R ad + VB 4+ cC = 0,

Die diesen Punkten in der Ebene entsprechenden Punktepaare 4) auf
dor Fundamentallinie bilden nach dem ersten Fundamentalsatze ein in-
volutorisches System. Wir kinnen deshalb sagen:

Die Gleichung 4) stellt ein involutorisches System von
Punktepaaren auf der Fundamentallinie dar, wenn die
variabeln Coefficienten A, B, C einer lincaren BedingquS_
gleichung von der Form 5) geniigen, und jenec Punktepaare
entsprechen Punkten in der Ebene, welche auf ciner gera: 3
den Linie liegen. :

Sollen Punkte in der Kbene auf cinem Kegelschnitt liegen, so miis.
sen ihre Coordinaten 2, ¥ einer llomoggnen Bedingun"gsgleichung dey
9 ten Ordnung geniigen:

6) . .o oot F (4, B, () = 0.

Die ihnen entsprecllenden Punktepaare auf der Fundamentallinie werden | ;
durch die Gleichungen 4) ausgedriickt, deren Coefficienten chen dérsel-
ben GHleichung 6) geniigen miissen. Wir werden daher analog dem Vor- .
hergehenden sagen: '

Die Gleichung 4) stellt ein involutorisches System der
yweiten Ordnung von Punktepaaren auf der Fundamental-
linie dar, wenn die variabeln Coefficienten 4, B, C einer
homogenen Bedingungsgleichung 6) von der zweiten Ord-
nung geniigen, und jene Punktepaare entsprechen in der
Ebene Punkten, welehe auf einem Kegelschnitt liegen.

Wir nennen eben das System der Punktepaare 4) auf der Funda-
mentallinie ein involutorisches System der zweiten Ordnung,
weil es sich in zwei involutorische Systeme zérspaltet, wenn die Bedin-
gungsgleichung 6) sich in lineare Factoren auflssen lisst.

- Fiinf beliebig in der Ebene gewéhlte Punkte bestimmen den Kegel-
*L"hmit, ﬂer -durch sie geht, ein sechster Punkt des Kegelschnittes ist nur

nvol‘llztriiad;i i}iufch die beliebig gewdhlten fiinf Punkte bestimmt.
lichig geﬁ‘e‘ihlt Qoe?;l:,:'l anf deJ.r }?undament@llinie finf Punktepaare be-
: rden, wenn sie in der Ebene fiinf Punkten entsprechen

s e v
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gollen, durch welche ein Kegelschnitt geht. Ein sechstes Punktepaar
welches in der Fundamentallinie einem gechsten Punkte des Kegelschnitte;
goll, ist eciner Beschrinkung’ unterworfen. Der eine Punkt
aayes kann immer noch willkiirlich auf der Fundamental-
linic gewihlt werden, der andere ist durch ihn und die finf gewihlten
punktepaare, wie wir sehen werden, nicht mehr eindeutig bestimmt.
Durch fiinf von den sechs Punktepaaren des involutorischen Syste-
eiter Ordnung ist der Kogelschnitt in der Ebene bestimmt, der
nnktepaaren in der Ebenc entsprechenden Punkte

e P A P A A
- P i o
e

entsprechen
des sechsten P

'

mes ZW
Jurch die den fiinf P
Von dem sechsten Punktepaare soll nur der eine gegeben sein. -
Dieser, als Doppelpunkt betrachtet, entspricht einem bestimmten Punkte
der Directrix. Allen Punktepaaren auf der Fundamentallinie, von welchen
der eine anverindert der gegebene Punkt ist, entsprechen in der Ebene
Punkte auf der Tangente der der Directrix und der Doppelpunkt dem
Ber{ihrungSpmlkte- Die erwihnte Tangente der Directrix schneidet aber

den Kegelsclmitt in zwei Punkten und jeder dieser Schauittpunkte wird
r Fundamentallinie entsprechen, von welchem

nveriindert der gegehene bleibt, die beiden anderen
werden verschieden sein und jeder derselben

geht.

der eine Punkt u
Punkte der beiden Paare
wird als zwolfter Punkt des involutorischen Systemes zweiter Ordnung

mmen werden konnen.

Pas gewonnene Resultat driicken wir kurz so aus:

Wenn von sechs Punktepaaren eines involutorischen

gystemes sweiter Ordnung elf Punkte gegeben sind, so

giebt es zwel verschiedene zwolfte Punkte des Systemes.
Den zwilften Punkt eines involutorischen Systemes zweiter Ordnung

mnach nicht ohne Hiilfe eines Kreises oder Kegelschnittes

eno

wird man de

constmiren wollen.
Das suletat beschriebene I igur@nverhﬁ,lmiss gebort schon zu den

ﬁomPlicirteren, auf deren Betraphtung wir hier nicht weiter eingehen; viel-
mehr werden Wwir uns damit begniigen, die analytische Behandlung der
Geometfie in der geraden Linie in den ersten Anfingen vorzuzeichnen.

Wir wollen annehmen, dass die Gleichung 4), welche das dem
punkte T y in der Tbene entsprechende Punktepaar auf der Funda-
‘ entallinic darstellt, durch Einfihrung der homogenen Coordinaten selbst
];ﬂamoge'ﬂ, gemacht gei, dass also 4, B, C lineare homogene Ausdriicke der

0% pegeichnen wir unter dieser

. U= AT? + BT, T, + CT}

7’) . - - -
1 it 7, and U, die Ausdriicke, in welche U iibergeht, wenn man

;3:; die Coordinaten &, ¥, 2 setzt die Coordinaten x;, y,, z, eines Punk-
ti . .

in der Ebene oder ;, ¥, z eines Punktes 1 in der Ebene, so

Voraussetzung mit U den Ausdruck:

tes ,
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sieht man, dass dasjenige Punktepaar auf der Fundamentallinie, welches
dem Punkte:
x = x, — L, ¥ = ¥, — Ly, z = zy — hzy,
auf der geraden Iinie Ol entspricht, durch die Gleichung ausgedriickt
wird :
8) . . . . . “ . . U - lUi — 0
Diese Gleichung stellt also ein involutorisches System von Punkte-

paaren auf der Fundamentallinie dar.
Zweien mit O und 1 harmonischen Punkten in der Ebene entsprechen

auf der Fundamentallinie die beiden Punktepaare 8) und:

U, + 20, = 0. '
Nennen wir demnach zwei Punktepaare harmonisch mit zwei an-
deren Punktepaaren auf der Fundamentallinie, wenn die ihnen in der
Ebene entsprechenden Punktepaare harmonisch sind, so stellen sich giq
ersteren analytisch in der Form dar: |

U,=0, U =0, U—iU =0, U+ il =0

Openren wir mit diesen Gleichungen wie mit Gleichungen von har-
monischen Punktepaaren, so ergiebt sich daraus der Satz:

“Wenn Uy==0und U; = 0 die Gleichungen sind vonirgend
gwei Punktepaaren auf einer und derselben geraden Linie,
so stellen die Gleichungen: »
1rgend vier Punktepaare desselben 1nvolutouschen Syste-
mes dar, von welchen das erste Paar Punktepaare harmo-
nlsch jst mit dem letzten unter der Bedingung:

g — 3G+ p) 3+ w) + by =0

Wir werden ferner sagen, dass drei Paare von Punktepaaren auf

9)

der Fundamentallinie eine Involution bilden, wenn die ihnen in der
Ebene entsprechenden drei Punktepaare eine Involution bilden. Auf

Grund dieser Definition ldsst sich der Satz aussprechen: -
Wenn U, = 0 und U; =0die Gleichungen sind von 1rgend

zwei Punktepaaren auf einer und derselhen geraden Linie,
so stellen die drei Gleichungenpaare:
‘U()"—‘A-(]Ui_———-—o, UU——AIUI :O, UO—-—l.EUl O,

Uy — Uy = 0, Uy —m Uy =0, Uy — Uy 0
irgend sechs Punktepaare desselben invelutorischen Syste-
-mes dar und die drei Paare von Punktepaaren bilden eine
Involution unter der Bedingung:

(o — 1) (hy—12) Gy —ptg) + (o —hy) (g — A) (wy — hg) = 0.

~ Man wird bereits die Bemerkung gemacht haben, dass die symbo-

Il
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lischen Gleichungen, welche hier auftreten, ganz dieselben sind, welche
uns gedient haben die Geometrie in der Ebene von Anfang zu ent-
wickeln. Wie wir die angegebenen Gleichungen doppelt interpretirt

haben, so lassen sich alle jene symholischen Gleichungen, durch welche
gitze in der Ebene bewiesen werden, doppelt interpr

giebt Gelegenheit eine grosse Zahl von Siitzen
eraden Linie zu entdecken.

Diese Sitze aus der Geometrie in der geraden Linie driicken sich

-allerdings schwexrfiillig aus, was recht zu Tage tritt, wenn man entspre-
chende Sitze neben cinander stellt, wie zum Beispiel:

etiren und dieses
aus der Geometrie in der

Jede zwei gerade Linien in der Jede zwel involutorische Systeme
Tbene schneiden sich in  einem von Punktepaaren auf einer und der-
Punkte. selben geraden Linie haben ein

Punktepaar gemeinsam,
von welchen Sitzen der-letztere in einer anderen Form in der §le» Vor.
lesung unter No. 22 bereits angegeben worden ist, oder
Wenn jede von zwei geraden Li- Wenn zwel involutorische Systeme
pien durch zwei gegebene Punkte von Punktepaaren zweiPunktepaare
/geht, so fallen die geraden Linien gemeinsam haben, so ist jedes Punk-
Jusammen. tepaar des cinen Systemes zugleich
ein Punktepaar des anderen Syste- )
A mes. |
Da der Mangel kurzer Ausdriicke fiir Figurenverhiilinisse bei den
complicirteren Sitzen der Geometrie in der geraden Linie sich viel fiihl-

parer macht, so wird man es sich angelegen sein lassen, solche kurze
Bezeichnungen zu erfinden.

Die eigentliche Aufgabe der Geometrie in der geraden Linie wird
aber die bleiben, sie zu construiren ohne die gerade Linie zu verlassen,
- Penn mit der Lésung der Aufgabe und mit dem Uebertragungsprinzipe
kann man die breitere Basis der Ebene verlassen und sich auf dic ge-
rade Linie zuriickziehen ohne die Herrschaft iiber die Ebene aufzugcben,
Die gerade Linie wird dann gleichsam als Telegraphenburean dienen,
auf dem man alle geometrischen Zustiinde in der Ebene erfahren und
peue Combinationen in ihr anordnen kann.




