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In seinem Vortrag am 10. August 1904 erregte J. Konig grofies Aufsehen, als er be-
hauptete, dass das Kontinuum nicht wohlgeordnet sein kénne. Sein Beweis wendete
aber in unzuldssiger Weise den Bernsteinschen Satz an. Bereits in der Kongress-
Sitzung erhoben David Hilbert und Georg Cantor Bedenken. Die Kongresspublika-
tion berichtigt den Fehler, fithrt aber nicht mehr zu spektakuléren Ergebnissen.



Zum Kontinuum-PmMem.*)
Von

J. Koxie aus Budapest.

1. Es sei M, M,, M,,--- eine abziihlbar unendliche Folge be-
liebiger Mengen, deren Michtiglkeit wir mit w,, m,, wy, ... bezeichnen.

Mit Hilfe dieser Mengenfolge definieren wir zwei neue Mengen,

Die Summe der abzihlbar unendlichen Mengenfolge, in symbo-
lischer Bezeichnung:

S=M+M,+ M, + ...

bedeute jene Menge, die durch Zusammeuﬂ‘lssung aller Elemente von
M, M,, M, - - - entsteht, wobei die verschiedenen Mengen angehdrigen
Elemente immer als voneinander verschieden anzusehen sind. Die Mich-
tigkeit von S bezeichnen wir mit 5.

Das Produkt der abziihlbar unendlichen Mengenfolge, in symbo-
lischer Bezeichnung:

P=M MM, ...

bedeute jene Mengen, deren Elemente alle Komplexe

= (“1; Uy, Ug,y )

sind, wo ¢, ein beliebiges Element der Menge M, sein kann; es enthiilt

demmach jedes w ein und nur ein Element jeder beliebigen Menge der
Folge. Es wird bequem sein, « als i-ten Index des Elementes w zu
bezeichnen. Die Michtigkeit von P sei p.

Sind inshesondere alle I, identisch = M, so wird statt P in der
gebrituchlichen Bezeichnung M™ geschrieben.

Wir beweisen, daB, wenn die Mengen M, --- transfinit
sind®) immer die Beziehung

¥) Fiir die hier benutzten Begrifte und Siitue sind dic Arbeiten Georg Cantors,
des Schopfers der Mengenlehre, einzusehen. Insbesondere: ,,Beitriige sur Begriindung
der transfiniten Mengenlehre, I und II* (Math. Annalen, Bd. 46 und 49).

Vgl. ferner A. Schoenflies: | Die Entwicklung der Lehre von den Punkt-
mannigfaltigkeiten (Jahresher. d. Deutschen Math.-Ver. VIIT, 2).

k*) Der Satz ist allgemeiner. Es besteht (1) dann und nur dann, wenn p
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5 S p s 1)
besteht.
Kine Teilmenge von P, die ~ 8 ist, kann in dey Tat leicht an-
gegeben werden. Man wihle zu diesem Zweck aug Jedem 2/, ein be-
stimmtes Element §;, und #ndere in

= (ﬁlr Bs; By, - - )

Immer nur einen Index, z. B. den Aty fiir welchen jedes Element von
M, 7u setzen ist, mit AusschluB von B, Die durch Mutation deg Jen
Index entstandene Menge der p ist augenscheinlich der Menge M,, mit
AusschluB des Elementes §,, dquivalent, also, da I, transfinit ist, auch
~ M,. Die Gesamtheit der so definierten w st eine Teilmenge von
P und ~ §.

Noch leichter ist der zweite Teil der in (1) enthaltenen Behauptung
zu erhirten. Wenn man in S als /' Tndex nicht alle Elemente
von S, sondemn nur diejenigen zuliBt, die Iilemente von M, sind, so
erhiilt man unmittelbar eine Teilmenge von S%, die ~ P ist.

Aus (1) folgt noch, indem man zur Xy Potenz erhebt:

5% < pk‘% < gxn’
und hieraus infolge des Aquivalenzsatzes:

PRo = g%, )

2. Bs soll nun weiter vorausgesetzt werden, daf die Michtig-
keiten der Mengen B; durchweg wachsen, das heiBt immer

m, <,

ist.  Wir beweisen, daB in diesem Falle niemals p=25, also
wegen (1) immer

P> (3)

1st. :
Anders ausgedriickt: Die Aquivalenz P - ist unter den jetat

festgestellten Bedingungen unmdglich. In der Tat fithrt diese Anpahme
zu einem Widerspruch.

Soll néimlich zwischen P und § eine ausnahmslos ejn-
Beziehung bestehen, so miissen auch die in § enthaltenen Kle
MM, entsprechende Elemente von P bestimmen. Die in diesen
zur Verwendung gelangenden % 4 1ten Indizes bilden also e
deren Michtigkeit hochstens my ist. Die f 4

eindeutige
mente von
Elementen
ine Menge,
1'** Indizes der Elemente

transfinit ist. Wir beschiiinken uns der
Fall.
Verh. d. I1II. Internat, Mathem.-Kongr. Heidelberg 1904,

Kiirze wegen auf den oben angegchencn
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von P sind aber aus der Menge M, , wzu wihlen, deren Miichtigkeit
My >y st Es gibt demnach eine Teilmenge JITH_I von M, ,, die
bei der Bildung jener Elemente von P, die Elementen von M, ent-
sprechen, gar nicht zur Verwendung gelangt.

Blldet man also solche Elemente von P, in denen vom zwelten
Index ab Elemente von My, MYy, -+ beniitut werden, so kann ein
solches bei der angenommenen Aquwdkn/benehuna Lemem in irgend
emem M, enthaltenen Elemente entsprechen. D. L. die angenomniene
Aquwalenybenehunc ist als unmdglich erwiesen.

3. Ist 4, irgend eine wohlgeordnete Menge von der Michtigkeit
X, so gibt es n’lch den bekannten Grundsitzen der Cantorschen Theorie
eine ab/,dhlbqr unendliche Folge wohlgeordneter Mengen

Ij‘]u%—]f ‘d_rr+i’: flu-{-d? o

so dafl, wenn wir die ihnen entsprechenden Méchtigkeiten mi

'
b‘,u—{-l) &414-&:3) m145-1-3: et
bezeichnen,
A 1] A Pl
. b“u<t\‘u+l<"\lu+‘_’\ e
15t

Wir bilden nun die Mengen S wnd P in bezug auf diese Folge
wohlgeordneter Mengen. S ist jetet eine abzihlbar unendiiche lﬂol@
wohlgeordneter Mengen also selbst eine wohlgeordnete Menge, deren
Michtigkeit entsprechend mit s — N o bezeichuet wird. |

Dann ist wegen y > s auch

plo— 5% > 5.
Da aber fiir das Kontinuum
(2“0):‘:0 — 230,

kann das Kontinuum keiner wohlgeordneten Menge vom Cha-
rakter R 1w Aquivalent sein.
Der einfachste Fall ergibt die Nichtabzihlbarkeit des Kontinunms,
4. Herr Bernsteln-) hat den allgemeinen Satz

8 So=x 2%

aufgestellt, aus dem, wenn man voraussetzt, daB das Kontlnuum 1rgend
einer Wohlgemdneten Menge A von der 'Vldoh fighkeit ® dquivalent ist,
und ¥, =N . gesetst wird,

R, —
&,u+w 0= R‘u—}—w;‘:‘u - &‘H—}-(U

*) Felix Bernstein, Untersuchungen aus der Mengenlehre. Inaug.-Disser-
tation. Gottingen 1901. pag. 49.
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folgen wiirde. Die Aunahme, daf das Kontinuum einer wohlgeordneten
Menge iquivalent ist, wire also gewiB falsch, wenn der Bernsteinsche
Satz allgemein richtig wire. Leider hat jedoch dessen Beweis eine
wesentliche Liicke, da fiilr ®_, und jede der oben betrachten HSinguliren
wohlgeordneten Mengen, die Annahme, dal jede abzihlbare Teilmenge
in emem Abschnitte der ganzen Menge liegt, nicht mehr statthaft ist.

Ich erwihne dies vor allem, um den SchluB, den ich in meinem
Kongrefivortrage unter Anunahme der Richti gleit des Bernsteinschen Satzes
aus diesem zog, ausdriicklich zwriickzunehmen.

Doch glaube ich, daB die Sache noch auBer der historischen Treue
ein gewisses Interesse bietet:

Wire nimlich umgekehrt das Kontinuum keiner wohlgeordneten
Menge #quivalent, also groBer als jede wohlgeordnete Menge, so wiirde
aus '

2% > %,
immer auch
R No— o — E‘T2y0, (B)

x

der Bernsteinsche Satz folgen.

Dieser formuliert also geradezu das Kontinuumproblem in neuer
und nicht uninteressanter Weise.

Ist (B.) allgemein richtig, so kann das Kontinuum keiner wohl-
geordneten Menge Hquivalent sein. Kann man aber (B.) auch nur fiir
em X als falsch erweisen, 80 muB das Kontinuum einer wohlgeordneten
Menge iiquivalent sein.

Insbesondere wird das Kontimuum in der abzihlbaren Folge

¥y, X, Ri’) e

enthalten sein oder nicht, je nachdem x ™o grofer oder gleich 2% ist.
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