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§ 1. Einleitung,

Die Theorie der einzweideutigen Punktverwandtschaften
der Ebene ist begriindet von Clebsch in seiner Math.
Annalen, Bd. TII veroffentlichten Arbeit ,Ueber den Zu-
sammenhang einer Klasse von Ilachenabbildungen mit der
Zweiteilung der Abelschen Funktionen Clebsch unter-
sucht in dieser Arbeit algebraisch die wesentlichen Eigen-
schaften aller dieser Transformationen und bespricht u. a.
auch kurz den TFall, wo den Geraden der Ebene Kegel-
schnitte zugeordnet werden. In einer ausfithrlichen Abhand-
lung hat dann R. de Paolis (Le trasformazioni piane dop-
pie, Atti della Reale Accademia dei Lincei.- Roma 187677,
Ser. III, 1 pag. 311-—544) das Problem weiter behandelt.
Wihrend Clebsch rein algebraisch verfihrt und Paolis
mit seinen Betrachtungen immer in der Ebene bleibt und
von den Pliickerschen Zahlen der algebraischen Kurven
wesentlichen Gebrauch macht — ein Verfahren, das man im
Gegensatz zum Verfasser doch nicht als rein geometrisch
bezeichnen darf —- soll im Folgenden wesentlich von der
Projektion Gebrauch gemacht werden und ein rein geometri-
scher Weg eingeschlagen werden, um die Haupteigen-
schaften der einfachsten einzweideutigen Punktverwandt-
schaften der Ebene abzuleiten.

Wir nennen sie kurz die projektiven einzwei-

deutigen Punktverwandtschaften und werden drei
1*
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Klassen unterscheiden: reducierte, halbreducierte und nicht
reducierte. Die Bedeutung dieser Bezeichnungen wird sich
spiter ergeben. Clebsch behandelt von den projektiven
P. nur die reducierten, wie aus seinen Formeln hervorgeht.
Es ist ihm also entgangen, dass es auch solche P. giebt, die
sich nicht reducieren lassen.

Die projektiven e. P. bestehen darin, dass den Ge-
raden der Systemebene 8 die Kegelschnitte eines linearen
Biindels, d. h. cines Netzes mit zwei festen Grundpunkten
linear zugeordnet werden. FEin Strahlenbiischel verwandelt
sich in ein Bischel von Kegelschnitten, das dem Bindel
angehort, und ein Punkt 2 bildet sich ab auf zwei Punkte
E'E’. Denn er ist Triger eines Strahlenbiischels, das
sich auf ein Kegelschnittsbiischel abbildet, das ausser den
oben definierten Grundpunkten X} sich noch in zwei andern
Punkten £ und £” schneidet. Auf diesc Weise werden
die Punkte /> der Doppelebene zugeordnet gewissen Punkte-
paaren £'E” der auf ihr liegend gedachten einfachen Ebene.

Ein Béndel von Kegelschnitten ist nun vollstindig be-
stimmt durch die beiden Grundpunkte X und } und zwei
Punkte € und "¢’ die fir alle Kegelschnitte des Biindels
konjugiert sind. So ergeben sich vier Arten von Biindeln.

D¢ v X Cy Es konnen nim-
e $o—g o Y——g—%——2  lich X und ¥ zu-
o sammenfallen
¢ ¢ (d. h. die Kegel-
X X .
e (e schnitte  gehen
0 ¢ alle durch einen
°C o Punkt und haben

in ihm eine gemeinsame Tangente) oder getrennt sein.
Ferner kann von dem Paar konjugierter Punkte, das aussor-

dem noch gegeben sein muss, ein Punkt in der Verbindungs-
linie z der Grundpunkte liegen, oder das Paar liegt frei,
Damit sind alle eigentlichen Fille erschopft. Wir haben




b)
also vier Systeme von Biindeln und ihnen entsprechenden

Verwandtschaften.

§ 2. Die projektiv erweiterte stereographische
Projcktion.

Um die Haupteigenschaften der verschiedenen Systeme
von Kegelschnittbiindeln klarzulegen, bedienen wir uns der
projektiv erweiterten stereographischen Projektion (man ver-
gleiche die im XXI. Band der Abhandlungen der math.-
phys. Klasse der K. S. G. d. W. veroffentlichte Arbeit von
Herrn Hofrat Thomaé: Untersuchungen ftiber einzweideutige
Verwandtschaften und einige Erzeugnisse derselben § 3)).

1) Abbildung durch Vermittelung von Flachen zwei-
ten Grades ohne singuldren Punkt.

Die Abbildung der Punkte des Raumes auf Kegel-
schnitte durch zwei Punkte X} wird in folgender Weise
geleistet: Zu einem Punkt suche man fiir eine Flache zweiten
Grades @ die Polarebene und projiciere den durch sie aus @
geschnittenen Kegelschnitt in die Systemebene & von einem
beliebig gewdhlten Punkt A der Fliche aus. Den Punkt
N nennen wir den Nordpol, die Tangentialebene in ihm
die Nordpolebene (7). So verwandeln sich alle Kegelschnitte
auf @ bez. alle Punkte des Raumes in Kegelschnitte der
Ebene 8 durch die beiden Punkte X und ¥, in denen die
durch N gehenden Geraden y und Y von ¢ die Ebene 8
treffen. Die Punkte der Tangentialebene des Nordpols, bez.
die Kegelschnitte durch den Nordpol, bilden sich sterco-
graphisch ab auf Gerade (eigentlich plus die Gerade z, die
X und Y verbindet). Die Geraden von @ bilden sich
stereographisch ab auf gerade Linien, die derselben Schar
wie ¢ angehorenden auf gerade Linien durch ¥, die der-
selben Schar wie ) angehorenden auf solche durch .
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Eine Gerade g bildet sich ab auf ein Bischel von
Kegelschnitten mit den Grundpunkten X} PP, wo P A,
die. Punkte sind, auf die sich die Schnittpunkte der Polaren
pe von g mit @ stereographisch projicicren. Die drei zer-
fallenden Kegelschnitte des Biischels, namlich (XV) (2.2),
ferner (X7) (Y'A,) und (XP,)) (VF,), sind die Bilder bez. des
Punktes, in dem g die Nordpolebene trifft, und der beiden
Punkte, in denen sie ¢ trifft,

Wir nennen (£, £)dic Potenzlinie des Biischels, und (G, G,)
die Verbindungslinie der zwei nicht auf z liegenden Neben-
ecken G;G, des Vierecks XV P 7, die zugleich die st.
Projektionen der Schnittpunkte von g und @ sind, die
Centrale des Biuschels. Sie besitzt die Eigenschaft, Trigerin
- der Pole der Geraden z fiir die Kegelschnitte des Biischels
zu sein.

Die Polare g, von g bildet sich ab auf ein Bischel
von Kegelschnitten durch XV G, G, fir das G, G, Potenz-
linie und P P, Centrale ist. Die Tangenten der beiden
durch einen Punkt gehenden Kegelschnitte der Biischel
(XV AP) und (XY G,G,) sind harmonisch getrennt von
den Verbindungslinien des Punktes mit X und Y, weil ihnen
auf & konjugierte Richtungen entsprechen. 'Wir nennen
deshalb die beiden Biischel Orthogonalbiischel.  Wiren nam-
lich X und ¥ die absoluten Punkte, so wiren die beiden
Biischel zwei orthogonale Kreisbischel. Sind X und }
reelle Punkte (also nur wenn @ eine Fliche mit reellen Ge-
raden ist), so sind die beiden Paare PPy und GG, gleich-
zeitig reell oder ideal aggregiert; sind X und J ideal
aggregiert, so ist immer nur eines der beiden Paare reell.

Der Involution konjugierter Punkte auf einer Geraden &
entspricht in der Ebene eine Involution zwischen den Indi-
viduen ecines Biischels von Kegelschnitten, wobei die zer-
fallenden Kegelschnitte (X)) (¥YP) und (XP) (YP) Doppel-
elemente sind,

ok
i




7

FEine Gerade g, der Nordpolebene bildet sich ab auf
ein Buschel von Strahlen, dessen Triger der Punkt 7 ist,
in dem ihre durch NV gehende Polare &y die Ebene §
trifft. g bildet sich ab auf ein Biischel von sich in X und
Y beruhrenden Kegelschnitten, zu denen das Geradenpaar
(ZX) (ZT¥) gehort, denn sie bilden stereographisch solche
Kegelschnitte auf @ ab, die alle die Ebenen (gar) und
(gaY) berthren.

Eine Tangente / bildet sich ab auf ein Biischel von
Kegelschnitten, die in der Projektion des Berihrungspunktes
die Projektion der / konjugierten Tangente # berihren,

Ebenen (¢ kann man in zwei Weisen so durch ge-
rade Linien erzeugen, dass sie die Kigenschaften der sie
abbildenden Kegelschnittsmannigfaltigkeiten klar erkennen
lassen.

a) Wir bringen die Polare der Geraden (e#2) zum Schnitt
mit ¢. Sie geht durch den Pol 3 von e und trifft ¢ in . Die
Strablen durch § bilden sich ab auf Bischel von Kegel-
schnitten. Zu jedem Biischel gehort das Bild von J, es ist
ein Kegelschnitt 4 durch (X und ¥), fir den z und Z Polare
und Pol sind. Die Punkte (en) geben Gerade, die d in zwei
von Z und z harmonisch getrennten Punkten treffen, und
die wir deshalb Durchmesser von ¢ nennen. Alle Kegel-
schnitte durch zwei diametral gegeniiber, d. h. auf dem-
selben Durchmesser liegende Punkte von ¢ und durch X
und Y, stellen Punkte von ¢ dar. Wir nennen deshalb ¢
den Diametralkegelschnitt, Z den Mittelpunkt,

b) Denkt man die Ebene erzeugt durch die Tangenten
an @, die sie enthalt (die ideal aggregierten gehoren
mit dazu), so ordnen sich die Bilder der Punkte in Berith-
rungsbiischel an, d. h. in solche Kegelschnittsbiischel, die
ausser X und Y noch einen Punkt und in ihm die Tan-
gente gemein haben. Die Tangenten gehen durch Z, und
sie sind die Projektionen der den von § an @ gelegten




Tangentialkegel erzeugenden Geraden. Die Berithrungs-
biischel haben also die Eigenschaft, dass ihre gemeinsamen
Tangenten alle durch einen Punkt Z gehen, und dass die
Beriihrungspunkte alle auf einem Kegelschnitt o liegen, der
stereographischen Projektion des Kegelschnitts, indem ¢ die
Flache @ trifft. In jedem Punkt von o ist die Richtung
der Tangente an @ durch die Geraden nach X und ¥ von
der Tangente des Beriihrungsbiischels harmonisch getrennt,
Wir nennen deshalb o den Orthogonalkegelschnitt des
Biindels.

Folgende zerfallenden Kegelschnitte befinden sich in
dem Biindel: die Geradenpaare (0X) (OY) wobei O die
Punkte von w sind, diese (Geradenpaare sind die Bilder der
Punkte, in denen ¢ und @ sich schneiden; ausserdem noch
die (eraden durch Z (eigentlich +- z).

Sind X und ¥ reell, so sind 6 und o beide reell, denn
die Polarebenen der reellen Punkte 3 und 8 schneiden aus
P zwei reelle Kegelschnitte heraus. Sind X und ¥ aggre-
giert ideal, so ist immer nur einer der beiden Kegelschnitte
reell, der andere imaginir wie z B. bel linearen Kreis-
biindeln.

0 und w sind Bilder von 3' und 3, also von konju-
gierten Punkten hinsichtlich @, also (s. S. 6 unten) ein Paar
ciner Involution von Kegelschnitten eines Doppelberithrungs-
biischels, dessen Doppelelemente z-z und (ZX) (ZY), als
Bilder der Doppelelemente der im Raum auf 88" durch @
bestimmten Involution sind. lLegt man also durch X (oder
Y) eine Gerade, so werden, weil auf ihnen die Kegelschnitte
eine ihnen projektive Punktreihe bestimmen, entsprechende

Kegelschnitte der Involution eine Involution bestimmen,
deren Doppelelemente X und der Schnitt der Geraden mit
ZY (bez. ¥ und der Schnitt der Geraden mit ZX) sind.
Dies sind ja die Punkte, in denen die betr. Gerade von den
Doppelelementen  der Kegelschnittinvolution, ausser in X
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bez. in ¥ aufgefasst als Grundpunkten, noch geschnitten
werden, Hieraus ergicbt sich die folgende Konstruktion von §
mit Hilfe von o oder von o mit Hilfe von 6. Man
ziehe alle Geraden x durch X und konstruiere auf ihnen die
von (zm) durch X und den Schnitt mit (¥.Z) harmonisch
getrennten Punkte /). So erhdlt man J. Entsprechend
kann man auch VY und dic Geraden y durch ihn be-
nutzen.

Geht die Ebene durch den Nordpol, so kann man
sie durch lauter Strahlen, die JV enthalten, erzeugen. Wir
erhalten also lauter Doppelberihrungshiischel mit den Grund-
punkten X und Y, fiir welche der Pol Z, von z sich auf
einer (reraden z;, dem Schnitt von ¢ und &, befindet. Der
Diametralkegelschnitt besteht hier aus der doppeltzuzihlenden
Geraden z, der Orthogonalkegelschnitt aus z und z. Die
Tangenten, durch die man sich hier die Ebene erzeugt
denken kann, bilden sich wieder ab auf Beriihrungsbischel.
z und eine beliebige Gerade durch Z, den vom Punktc (3,2)
durch X und Y harmonisch getrennten Punkt, bilden Ge-
radenpaare, von denen jedes einem solchen Bischel angehort,
denn 7 ist der Punkt, in dem die Polare der (reraden (¢ )
die Ebene 8 trifft.

Es befinden sich also die folgenden (xeradenpaare
unter dem Biindel: die Verbindungslinien der Punkte von z
mit X und J, als Bilder der Punkte von (¢ @) und die
Geraden durch Z (eigentlich 4+ 2) als Bilder der Punkte
(e n).

Fine Tangentialebene liefert ein Nullbiindel, d. h.
ein Netz mit drei Grundpunkten. Wir bekommen ndmlich
durch die Abbildung dieser Ebene alle Kegelschnitte durch
die drei Punkte X, } und Z, wo Z die Projektion des Be-
rithrungspunktes ist. Enthilt (¢) die eine der Geraden VX
oder NV, so bekommen wir alle Kegelschnitte durch X
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und ¥, die in X bez. ¥ den Schnitt der Ebenc mit 8 be-
rihren, Endlich die Nordpolebene # selber bildet sich ab
auf die Greraden der Systemebene 8 (eigentlich |- z),

2) Die Abbildung durch Vermittelung des Kegels.

Hier konnen wir nicht in der Weise abbilden, wie bei
der allgemeinen Fliche zweiten Grades, da hier keine einein-
deutige Beziehung zwischen Pol und Polare besteht. Wir
betrachten demnach den Raum als Ebencnmannigfaltigkeit
und bilden ab, indem wir die Ebenen mit dem Kegel zum
Schnitt bringen und diese Kegelschnitte wieder von NV aus
auf § stercographisch projicieren.

Eine Ebene bildet sich also ab auf einen Kegelschnitt,
der auf 8 durch den Punkt X geht, in dem die Gerade N.§
(unter .5" die Spitze des Kegels verstanden) die Ebene § trifft
und dort die Gerade x beriihrt, in der die Nordpolebene #
die Ebene 8 schneidet,

Die Ebenen durch die Spitze bilden sich ab auf Ge-
radenpaare, die Tangentialebenen auf doppeltzuzahlende G-
raden durch X,

Eine G erade als Tragerin cines Ebenenbiischels bildet
sich ab auf ein Biischel von Kegelschnitten, bei denen zwei
Grundpunkte zusammenfallen. Sie gehen nimlich durch X
und beriihren x. Die beiden anderen Grundpunkte sind die
stereographischen Projektionen G; G, der Punkte, in denen
die Gerade g den Kegel trifft,

Eine Gerade s durch .S bildet sich ab auf die Paare
einer Strahleninvolution durch X, Doppelelemente sind die
Projektionen der beiden Geraden o 0y, in denen die Polar-
ebene von s den Kegel schneidet.

Die Erzeugenden des Kegels bilden sich ab auf Ge-
radenpaare, wobei ein Strahl des Paares immer die Projektion
der Erzeugenden selbst ist. Fine Gerade durch A bildet
sich ab auf lauter Gerade, die sich auf den Punkt stlitzen,
indem die Gerade die Ebene 8 trifft. Fine Gerade in der

e
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Ebene » bildet sich ab auf ein Biischel mit vier zusammen-
fallenden  Grundpunkten, eine Tangente anf ein Doppel-
berihrungsbiischel, eine Gerade, die N schneidet, auf ¢jp
Schmiegungsbiischel.

Einen Punkt 3 bilden wir ab, indem wir alle Ebenen
durch ihn legen, sie mit dem Kegel zum Schnitt bringen
und dic entstehenden Kegelschnitte von & aus auf & pro-
jicieren.  Zunéchst legen wir durch 8S alle moglichen
Ebenen und erhalten so lauter (eradenpaare einer Involution,
von der o und ¢, die Projektionen von » und v, dic
Doppelelemente sind. Ein Paar der Involution sind auch
x und z, die Gerade, die X mit der Projektion Z von R
verbindet.

Wenn wir irgend eine Gerade g zichen, die 00’ in 0
und O schneidet, so erhalten wir die zwei Tangenten, dic
von Z aus an den durch O und (' gehenden Kegelschnitt
des DBiindels gehen, wenn wir Z mit O und (7 verbinden,
und O und O sind die Berihrungspunkte. Denn wenn wir
durch ¢ und 3 eine Ebene legen, so schneidet sic einen
Kegelschnitt heraus, den die Geraden §0 und 32 beriihren.
& 0 und © sind so bestimmt: © und ' sind die Punkte,
deren Projektionen O und ¢ sind, und g ihre Verhindungs-
linie. Die Geraden 30 und 39 miissen sich nun einerseits
auf 20, ZU projicieren und andererseits auf die Tangenten
des Kegelschnitts, auf den sich-der durch g8 aus dem
Kegel herausgeschnittene Kegelschnitt stereographisch pro-
jiciert, — Wir erhalten also alle Kegelschnitte des Bindels,
wenn wir alle Geraden der Ebene mit ¢ zum Schnitt
bringen, dann Z mit O und O verbinden, und Kegelschnitte
konstruieren, die x in X, Z0 in O berithren und Z0 in 0.
Dies ist nur scheinbar eine Ueberbestimmung der Kegel-
schnitte.

Zwei belichige Kegelschnitte des Bindels schneiden
sich ausser in X noch in zwei Punkten, die auf einer Ge-
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raden durch Z liegen, und deren Schnittpunkte von den
Schnittpunkten dieser Geraden mit ¢ und ¢ harmonisch
getrennt liegen.

- Zerfallende Kegelschnitte sind die Paare der Strahlen-
involution mit den Doppelelementen o und ¢, und ausserdem
die Geraden durch Z (eigentlich - x).

Liegt der Punkt in der Nordpolebene, so fallen
dic beiden Geraden x und g mit einander und mit einer
der beiden Geraden ¢ und ¢ zusammen, die anderec wollen
wir ¥ nennen. Wenn wir nun vom Punkt 8 aus Tangenten
an den Kegel nach Y legen (dem Bild von y auf dem
Kegel) und eine Ebene sich um eine solche Tangente j
drehen lassen, so erhalten wir lauter j berithrende Kegel-
schnitte des Kegels, in der Ebene also ein Biischel von sich
doppelt bertihrenden Kegelschnitten. Sie berithren sich
einmal auf x in X, wo x ihre gemcinsame Tangente ist,
und dann berihren sie sich noch einmal auf y, und zwar
ist dort ihre gemeinsame Tangente einc Gerade z durch Z.
z ist die Projektion von 3, 7 wie immer, die von 8. Zwei
Kegelschnitte des Bindels schneiden sich ausser in X immer
noch in zwel Punkten, die auf einer Geraden z liegen und
auf ihr durch thre Schnittpunkte mit z und y harmonisch
getrennt werden.

Wenn man von 3 aus die Tangenten an NS zeht,
alle Ebenen durch sie legt und ihre Schnitte mit dem
Kegel dann stereographisch projiciert, so erhilt man eine
Anordnung in unendlich viele sich vierpunktig beriihrende
Kegelschnitte; wir konnen also unser Biindel auch anordnen
in einfach unendlich viele Biischel, jedes derselben mit vier
zusammenfallenden Grundpunkten,

Zerfallende Kegelschnitte im Biindel sind die Geraden
durch 7 (eigentlich - x) und die Paare der Strahleninvolution
mit den Doppelelementen xy.
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Wenn der Punkt auf dem Kegel liegt, so erhalten
wir ein Nullbiindel mit zwei zusammenfallenden Grundpunkten,
der dritte ist die Projcktion des Punktes auf die Ebene.
Liegt 3 im besonderen auf NS, so erhalten wir ein Schmie-

?

gungsbiindel. .S liefert alle Geradenpaare durch X

§ 3. Die Kegelschnittshiindel.

Wir wollen hier noch einmal die wesentlichen Eigen-
schaften der Kegelschnittsbindel zusammenstellen, die aus
der Abbildung folgen. Zur genaueren Ausfihrung verweise
ich auf die Arbeit von Herrn Hofrat Thomi ,Ueber
Kreissysteme®, die im 29. Jahrgang von Schlomilchs
Zeitschrift veroffentlicht ist. Sie enthilt die folgenden Satze
zum grossen Teil, aber nicht rein projektiv abgeleitet,

Die Kegelschnittsbiindel, wie wir sie definiert haben,
sind sdmtlich Bilder von zwecifachen linearen Mannigfaltig-
keiten (den Punkten einer Ebene oder der Ebenen durch
einen Punkt). Daraus ergeben sich folgende Sitze:

Durch drei Kegelschnitte, die nicht in einem Biischel
liegen und zwei Grundpunkte X'} gemein haben (wenn im
folgenden von Kegelschnitten die Rede ist, so ist immer
angenommen, dass sie durch die beiden Grundpunkte gehen),
ist ein Biindel bestimmt.

Ein Biischel hat mit einem Biindel entweder nur einen
Kegelschnitt gemein, oder es fallt ganz hinein.

Ein Biindel enthilt zweifach unendlich viele Biischel
und lasst sich auf zweifach unendliche Weise in Diischel
anordnen, die einen Kegelschnitt gemein haben.

Es ergiebt sich folgende Konstruktion, um aus drel
Kegelschnitten p, y, y; des Bindels den Orthogonalkegel-
schnitt zu konstruieren, Man bringe die (p7,) gemeinsame
Potenzlinie mit der von (y,y;) zum Schnitt. Durch diesen

Schnittpunkt Z geht auch die Potenzlinie von (y,y,). Von
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Z aus lege man die Tangenten an alle drei Kegelschnitte.
Die sechs Punkte, in denen sie beriihren, sind Punkte von
w. Man kann auch Z mit X und } verbinden; o enthilt
auch X und ¥ und beriihrt ZX bez. ZV in X bez. ¥V,

Die Geraden, auf denen diec Punktepaare liegen, in
denen die Kegelschnitte eines Biindels sich schneiden, gehen
alle durch einen Punkt 7, den Potenzpunkt des Bindels.
Der Diametralkegelschnitt besteht aus den Punktepaaren
auf den Geraden durch Z, welche den beiden Involutionen
auf diesen Geraden gemein sind, die durch Z und {z) bez
die Schnittpunkte mit o als Doppelelemente bestimmt sind,

Gegentiber-, d. h. auf einer Geraden durch Z liegende
Punkte des Orthogonalkegelschnittes besitzen die Eigenschaft,
fir alle Kegelschnitte eines Biindels konjugiert zu sein.
Denn wenn wir einen Punkt O von o mit Z durch eine
Gerade verbinden, die w noch einmal in (7 trifft, so bestimmen
immer das Geradenpaar (0X) (0 ¥) und ein beliebiger Kegel-
schnitt  des Bindels ein Biischel, das dem Bindel ganz an-
gehort.  Im Raume bedeutet diese Konstruktion, dass wir
einen Punkt von e, den y abbildet, mit dem Punkt O ver-
binden, wo O einer der beiden Punkte ist, in dem die
Tangenten @ berithren, die auf ¢ von einem Punkte (e n)
aus gezogen sind, den (OO'Z) abbildet. Die Gerade trifft
natiirlich auch die andere Tangente, d. h. nach dem, was wir
iber die Abbildung von Tangenten wissen, unter dem
Bischel befindet sich auch ein. OZ in (F berithrender Kegel-
schnitt, OO sind also Doppelpunkte der Involution, die
ein Biischel von Kegelschnitten, dem auch y angehort, auf
OO Z bestimmt, also sieht man: Zwei gegeniiberliegende
Punkte sind fur jeden Kegelschnitt des Bindels
cinander konjugiert,

Umgekehrt beweist man leicht, dass alle Kegel-
schnitte durch zwei feste Punkte XY, fir die zwei
Punkte C(C" cinander konjugiert sind, zum Ort der
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Paare von allen konjugierten Punkten einen Kegel-
schnitt o besitzen, dass @berhaupt die in §1 ge-
gebene Definition von Kegelschnittsbiindeln mit
der in § 2 gegebencn vollstindig iibereinstimmt.

Die vier in § 1 gegebenen Systeme sind dieselben wie
in § 2, wovon wir uns iiberzeugen wollen.

1) X und ¥ liegen getrennt auf der Geraden z, und
von den Punkten C und C” legt keiner auf z - Sucht man
nun auf C'C” den von (5) durch € und ¢’ harmonisch ge-
trennten Punkt Z verbindet Z mit X und ¥ und legt dann
durch X und V einen ZX und ZJ berithrenden Kegel-
schnitt w durch C, der daher auch ¢’ enthilt, so ist w der
Orthogonalkegelschnitt eines Biindels im Sinne des § 2, und
nach dem eben bewiesenen Satze sind € und ¢’ fir alle
Kegelschnitte des Biindels konjugiert. Jeder Kegelschnitt
des Orthogonalbiindels w gehort also sicher dem Biindel
nach der ersten Definition an. Auch das Umgekehrte gilt.,
Denn giébe es einen zum w-Biindel nicht gehorigen Kegel-
schnitt " so wiirde jeder Kegelschnitt durch XV die Eigen-
schaft haben, dass C und C” fir ihn konjugierte Punkte sind.
Nehmen wir nimlich einen beliebigen Kegelschnitt »”, dann
bestimmen y’y” ein Biischel, das mit dem Orthogonalbiindel
sicher nur einen Kegelschnitt y’ gemein hat. 'y, und ein
beliebiger Kegelschnitt y, des w-Biindels bestimmten dann
ein Bindel, fir das CC’ ein Paar konjugierter Punkte wire
und dem auch y” angehort, was unmoglich ist, denn es giebt
Kegelschnitte, fiir die CC’ nicht konjugiert sind.

2) X und Y fallen zusammen, d. h. die Kegelschnitte
sollen eine Gerade x in einem Punkt X bertthren, und die
Punkte C'C” liegen beide von x getrennt. Man konstruiere
auf CC" den von (#) durch € und €’ harmonisch getrenn-
ten Punkt Z. ¢ und €’ verbinde man mit X durch die
Geraden ¢ und o, Wenn man nun alle Kegelschnitte kon-
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struiert, die X in x berithren wnd die Polare von Z auf ¢
und ¢ schneiden, so erhidlt man das Biindel.

Hier fihren wir den Beweis des Satzes, dass gegen-
iiber liegende Punkte des Orthogonalkegelschnitts oo fur
alle Kegelschnitte des Orthogonalbiindels konjugiert sind,
besser in der Ebene. Man konstruiere zu einem Punkte O
von ¢ die Polare p fir einen Kegelschnitt y des Biindels.
Sie triftt x in einem Punkte X" und die durch X’ gehenden
(reraden X' X' = x und X"Zsind von # und X’ O harmonisch
getrennt, da X'Z ja nach der Definition des Biindels den
Kegelschnitt y in dem Punkt beriihrt, wo er o schneidet,
oder da die Tangente an y in diesem Punkt, die durch X~
geht, auch 7 enthalten muss. Die vier genannten Strahlen
sind also harmonisch, da sie auf o liegende harmonische
Punkte projicieren. Sie missen also Z0 in vier harmo-
nischen Punkten treffen (X" 0ZFP). Anderseits wird die Ge-
rade ZO von x, 0, XZ =2, ¢ in vier harmonischen Punkten
X"0ZO getroffen, also fallen ¢/ und 2 zusammen, d. h.
die gegentiberliegenden Punkte O sind einander konjugiert.
Dass auch hier das Biindel eindeutig bestimmt ist, folgt ge-
nau wie oben.

3) X und V liegen getrennt, einer der Punkte des
Paares, C, liegt auf ihrer Verbindungslinie z. Es ist klar,
dass ausser ¢’ dem Punkte C noch alle Punkte der Ge-
raden z konjugiert sind, die €’ mit dem auf z von C durch
A und J harmonisch getrennten Punkt verbindet. Wir er-
halten also dasjenige Kegelschnittsbiindel in § 2, das sich
durch Abbildung einer durch den Nordpol gelegten Ebene er-
gab. Im dbrigen gilt auch wieder der Satz, dass alle ge-
suchten Kegelschnitte dem Biindel angehoren.

4) Die Kegelschnitte sollen x in X beriihren, und es
liegt € auf x. Hier ist klar, dass jeder Punkt der Verbin-
dungslinie "X fiir alle Kegelschnitte des Biindels dem
Punkte C konjugiert ist, d. h. wir erhalten das Biindel, das
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sich in § 2 durch Abbildung eines Punktes der Nordpol-
ebene des Kegels crgab.  y ist hier die Gerade "X,  der
Punkt Z.

§ 4. Die involutorischen quadratischen Cremonaschen
Verwandtschaften.

Fur die Theorie der quadratischen Cremonaschen
Verwandtschaften ldsst sich durch die stereographische
Projektion manches gewinnen, und sie lisst sie alle unter
einem einheitlichen (resichtspunkt erscheinen. Da ausserdem
diese Verwandtschaften in wichtiger Bezichung zu den
einzweideutigen projektiven stehen, so wollen wir hier kurz
ihre verschiedenen Arten zusammenstellen,

1) Die Steinersche Verwandtschaft (vel. J. Thomi,
Die Kegelschnitte in rein projektiver Behandlung, S. 121).

Ein Kegelschnittsbiischel 2 ist gegeben, dann ist jedem
Punkt im allgemeinen nur ein Punkt fir alle Kegelschnitte
des Biischels konjugiert.  Dadurch ist cine ecincindeutige Be-
ziehung gegeben,

a) Wenn die vier Grundpunkte des Biischels getrennt
liegen, so erhalten wir ein Nullbiindel von Kegelschnitten
durch die Ecken des gemeinsamen Polardreiecks als Bild
der Geradenmannigfaltigkeit.

b) Fallen zwel Grundpunkte des Bindels zusammen,
etwa X, und X, so dass also die Kegelschnitte X, X, ent-
halten und x in X berithren, und bezcichnen wir mit 1 den
Schnittpunkt von x mit XX, so sehen wir: Wenn ecin
Punkt eine Gerade durchliuft, so drehen sich seine Polaren
fur die beiden zerfallenden Kegelschnitte x-(4;4X,) und
(XX) (XX,) resp. um } und X. Dem Schnittpunkt der
Geraden mit x entspricht stets der von x durch (XX)) und
(XX,) harmonisch getrennte Strahl y hinsichtlich des einen

Geradenpaares, und x hinsichtlich des andern Greradenpaares.
2
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Y also ist der Strabl, der der V erbindungslinic der Centren
der projektiven Strahlenbiischel J- und X in der das Bild
der Geraden erzeugenden Projektivitit entspricht, d. h. also
wir erhalten lauter Kegelschnitte durch 7 und A, die y in
X berdhren.  Die Geraden durch V" bilden sich ab auaf
Gerade durch J7 (#y), die durch X auf sich selbst (#x).

c) Iin I')oppelberuhrm1w‘sbusollol liefert keine Steiner-
sche Verwandtschaft, da der Punkt, der einem bel. Punkt
fiir alle Kegelschnitte konjugiert ist, auf der Doppelsehne,
der Verbindungslinie der beiden Grundpunkte liogt (Thomi,
Kegelschnitte, S, 122). Einem Punkt auf der Doppelsehne z,
die die Grandpunkte V' und ¥ overbindet, ents pricht ein
Strahl durch Z, den Pol der Doppelsehne, und den auf z
von dem Punkt durch X und - harmonisch getrennten
umgekehrt ciner Geraden durch 7 im allgemeinen nur ein
Punkt. Nur dem Punkt 7 diesor Geraden entspricht die
ganze Gerade 5. Den Punkten X und 1" entsprechen die
Geraden ZX und 71/ :

Fallen X, V una / zusammen, so haben wir ein
Biischel mit vier zusammentallenden Grandpunkten und die
Abbildung wird natirlich auch hier uneigentlich, Kin Punkt
hat fir alle Kegelschnitte dieselbe Polare, wenn er auf der
Tangente x durch den Punkt X liegt.  Also bilden sich alle
I’unktc ciner Geraden durch .\ auf cinen Punkt von x ab,
und A auf alle Punkte von .

d) Das Schmiegungshiischel,

Sei x die Schmiegungstangente, X' der auf ihr liegende
dreifache Grundpunkt, und ¥~ dey vierte Grundpunkt, ferner
sei die Grerade X1 mit J bezeichnet.  Wenn nun ein Punkt
cine (rerade g urchl hliuft, so dreht sich scine Polare fiir
x-yund X, die fir cinen belie bigen Kegelschnitt & des
Biischels um den Pol 7 von ¢ fir 8. Dem Punkte {gx) ent-
spricht cinerseits die (rerade /7.\ (fir ), andrerseits x, d. h.

flir den Kegelschnitt auf den sich & abbildet, und der darch

e —



19

projektive Strahlenbiischel mit den Trigern /72 und X er-
zeugt wird, ist x Tangente in X Wir erhalten also als
Bilder der Geraden der Ebene jedenfalls 0o? Kegelschnitte,
die sich in X berohren. Da nun zwei Kegelschnitte der
entstehenden Mannigfaltigkeit ausser X nur einen Punkt
gemein haben, so folgt, dass sie cin Schmiegungsbiindel
bilden, fir das x Schmiegungstangente ist.

Die Steinersche Verwandtscbatt liefert also drei eigent-
liche Abbildungen, nimlich a, b, und d, bei denen dic (re-
raden sich abbilden auf Kegelschnitte durch drei Grand-
punkte, die getrennt liegen, nder von denen zwel, oder dice
alle drei zusammenfallen.

2) Die Mobiussche Verwandtschaft,

Um cinen Punkt 2 abzubilden, verbinde man ihn mit
cinem gegebenen festen Punkt 7 und bringe dicse Gerade
um  Schnitt mit der Polare fir cinen gegebenen festen
Kegelschnitt w. L

a) Wenn der Kegelschnitt o ein cigentlicher ist, und
XV die Punkte sind, in denen die Polare z von £ ihn
schneidet, so erhilt man als Bilder der (reraden alle Kegel-
schnitte durch X' VZ (vgl. Thomd, Kegelschnitte, Sz,
Zw. — 2w. Verw. § 1—3).

b) Wenn Z auf w fillt, so erhalten wir cin Schmiegungs-
biindel. Die entstehenden  Kegelschnitte  bertihren  nédm-
lich alle die Tangente z an @ in %, da dem Punkte (gz)
cinerseits der Strahl z als Verbindungslinic mit 7, andrer-
scits (PZ) als Polare von (gz) fir w zugeordnet ist (/7 ist
der Pol von g fir w). Da je zwei Kegelschnitte ausser /£
nur einen beweglichen Punkt gemein haben, so folgt, dass z
die gemeinsame Schmiegungstangente ist.

¢) Wenn @ zerfallt und 7 liegt nicht darauf, so er-
halten wir ein Nullbiindel mit zweil zusammentallenden (rrand-
punkten. Das Bild ciner Geraden wird erzeugt durch pro-

jektive Zuordnung von zwei Strahienbiischeln, deren Centren

9
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Z und der Doppelpunkt X von  sind.  Dem Schnittpunkt
von ¢ mit (XZ) entspricht (XZ) und x, der von (X7) durch
@ harmonisch getrennte Strahl.  Wir erhalten also Kegel-
sehnitte durch 7, die x in X berihren.

d) Wenn 2 auf dem zerfallenden o liegt, so crgieht
sich die harmonische Homographic als uneigentlicher Trall.
Ist X7 der Scheitel, so entsprechen den Geraden zerfallende
Kegelschnitte, namlich Paare von Geraden, von denen die
cine (ZX) fest ist.

In den Ifillen a, b, ¢ werden ebenso wic in den drei
Steinerschen Verwandtschaften a, d, b die Geraden den
Kegelschnitten cines Nullbindels linear zugeordnet. Daraus
folgt, dass jede eigentliche Steinersche sich in cine cigent-
liche Mobiussche Verwandtschaft tberfahren lisst und um-
gekehrt (vel. Thomi, Zw. - zw., V. § 3).

3) Ableitung der Mobiusschen Verwandtschaften aus
dem Raum,

Die Mobiusschen Verwandtschatten kann man alle
erhalten, indem man eine Fliche zweiten Grades von zweien
ihrer Punkte aus projiciert, oder indem man die Projektionen
der beiden Punkte, in denen die von einem Punkt ausser-
halb der Fliche zweiten Grades gezogenen Strahlen sie
schneiden, von ecinem ihrer Punkte A aus, cinander zu-
ordnet.

Sei also @ gegeben und ein Punkt 3 ausserhalb, und
§ sci die Polarchene von 3. Wir zichen dann durch § eine
Gerade, dic @ in N und N und 3 in Z trifft. DBildet man
nun § auf sich selbst ab, indem man @ von A und NV’ aus-
projiciert, oder indem man die beiden Punkte, in denen ein
von § ausgehender Strahl @ schneidet, von & oder von N’
aus projiciert, so erhilt man dreimal dicselbe M obiussche
Verwandtschaft mit drei getrennten Grundpunkten.

a) Wenn wir in irgend einer der drei hier ange-
gebenen Weisen & doppelt projicieren, so bleibt zunichst
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jeder Punkt der Ebene § auf dem Radius vector durch 7.
Um also eine Vorstellung der Abbildung zu haben, geniigt
cs, wenn man einen Meridianschnitt durch die Achse ZV RN
untersucht, Wenn man nun von 3 aus ecinen Strahl zieht,
der den Meridianschnitt ¢ von @ in 7 und /7 trifft, so er-
hilt man, da 37 und der Schnitt der Meridianebene mit
der Voraussetzung nach konjugierte Gerade sind, dasselbe
Punktepaar auf (3), wenn man /2 und /7 von AV oder von
N’ aus projiciert, oder wenn man £2 oder £ von N und
N aus projiciert. In allen drei Fillen erhalten wir das-
selbe Paar Q¢ der Involution, die der Kegelschnitt ¢ auf
() bestimmt. Dies gilt in jedem Meridianschnitt. Man kann
auch sagen: Tmmer wird einem Punkt ¢, der auf derselben
Geraden durch 7 licgende Punkt (0 der dem Kegelschnitt
w==(3®) konjugicrten Involution zugeordnet.  Wir erhalten
also die Mohiussche Verwandtschaft mit drei getrennten
Grundpunkten X1 und Z XV sind die Punkte, in denen
das Geradenpaar durch A und durch A sich auf j treffen,
sic liegen auf der NN’ hinsichtlich € konjugierten (re-
raden z Umgekehrt kann man jede Mobiussche Ver-
wandtschaft durch Doppelprojektion eciner IFliche zweiten
Grades erzeugen. Man braucht, wenn o und 2z gegeben
sind, nur einen beliebigen Punkt A im Raum mit X und F,
den Schnittpunkten der Polaren z von 7 mit o, zu ver-
binden, und durch @ und VX und N ¥ ecine Iliche zweiten
Grades zu legen.  Die beiden Ebenen VX2 und N V7 sind
dann notwendig Tangentialebenen an @ in X und . denn
sie enthalten je zwei Tangenten,  Sie schneiden sich in einer
Geraden durch & und %, die Gerade NZ ist demnach
Tragerin des Poles 3 der Ebene (3), und wenn wir nun wie
oben verfahren, so erhalten wir die Mobiussche Verwandt-
schaft.

b) Beim Kegel erhalten wir, wenn wir cine Ebene

durch die Spitze legen, dann irgend einen Pol dieser Ebene



3 nehmen, und anf ciner Geraden durch thn die Schnitte
N und V' mit dem Kogel, und im @brigen genau vertahren
wie unter a, das Bild einer Mobiusschen Verwandtschaft mit
serfallendem o (Seite 19, ¢). @ ist hier natiirlich wieder der
Kegelschnitt (39) und Z der Punkt, in dem dic Ebene j
von (34V) getroffen wird.

In diesen beiden Iallen a und b ist es gleichgiltig,
ob man sagt: Ich projiciere die Fliche von N und NV’ aus,
oder: Ich nehme einen Punkt B an, ziehe durch ihn eine
(rerade und projiciere dann die beiden Punkte, in denen er
¢ schneidet, von einem Punkte der Fliche aus.

Es giebt aber auch solche Verwandtschaften, bei denen
nur eine der beiden Definition statthaft ist, nidmlich:

¢) Nimmt man cinen Punkt 3 in der Tangentialebene von
N an und legt durch ihn die Greraden und projiciert von NV
aus die beiden Punkte, in denen sie @ schneiden auf die
Ebene §, die nicht mit der Polarebene 3 von 3 identisch sein
darf, so ist hier offenbar nur die zweite Definition zulidssig,
da NV und N’ zusammenfallen. Auf jeder Geraden durch
Z der Spur von 3 auf §, erhalten wir auch hier eine In-
volution, wo von Z der eine Doppelpunkt ist und der Schnitt
mit 3 der andere. w zerfillt also, und wir haben die har-
monische [Homographie.

d) Dasselbe gilt wenn man § in der Nordpolebene
cines Kegels annimmt.

Eine Mobussche Verwandtschaft giebt es auch, bei
der nur dic erste Definition zuldssig ist. Wenn nidmlich
und V' auf derselben Erzeugenden eines Kegels liegen, so
erhalten wir (5. 13, § 2 am Ende) das Schmiegungsbiindel,
und es ist auf keine andere Weise moglich, das Schmiegungs-
bindel zu erhalten.
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$ 5. Ueberblick iber die verschiedenen Avten von cinzw.
p. . und ilrve Beziehungen zu den Mo biusschen
Verwandtschaften.

In § 1 wurden die projektiven einzweideutigen Punkt-
verwandtschaften  definiert durch lineare Zuordnung  der
Geraden und der Kegelschnitte eines Bindels; in § 2 fanden
wir, dass man alle Bindel erhalten kann, indem man alle
Ebenen durch einen Punkt legt, sie mit einer Fliche zweiten
Grades @ zum Schnitt bringt und diesen Schnitt dann von
einem Punkt A der Fliche aus projiciert. [lieraus kann
man schliessen, und wir werden cs spitter streng beweisen,
dass man alle Verwandtschaften durch  Doppelprojektion
einer Lliche zweiten (rades erhalten kann, indem man als
Projectionscentren cinen Punkt NV auf der Fliche und cinen
3 ausscrhalb dersclben wihlt.

Es giebt nun drei verschiedene Klassen von Verwandt-
schaften.

1) Am cinfachsten ist nattrlich die lage, in der man
eine Ebene von ihrem Pol § aus auf dic Fliche @ projiciert
und dann das Punktepaar, indem der Projektionsstrahl die
Fliche schneidet, von einem Punkt NV der Fliche aus wieder
auf die Ebene projiciert. Diese Lage kann man nur bei
Biindeln erreichen, in denen Z von o getrennt liegt, oder

was auf dassclbe hinauskommt, 8 nicht in der Tangential-

chene des Nordpols,  Solche Systeme - es sind die in § 3
unter 1 und 2 angefiihrten (Seite 15) — nennen wir re-

ducierbar, denn sie lassen sich durch Kollincation stets in
die reducierte Lage bringen, die dadurch charakterisiert ist,
dass ein Kegelschnitt Punkt fir Punkt nur auf sich selbst
abgebildet wird, namlich der Kegelschnitt (P &)

2) Liegt 3 in der Nordpolebene, so kann man zur
Systemcbene niemals die Polarebene von 3 nehmen, weil
diese ja durch N, das rweite Projektionscentrum, hindurch-
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geht.  Ilierher gehoren die Systeme 3 und o (Scite 16).
Nattirlich kann man aber auch die Kollincation zwischen den
Geraden der Ebene und den Kegelschnitten eines Biindels der
Form ! oder 2 herstellen, in dem man bei der doppelten Pro-
jektionvon ¢ zum Punkte B nicht den Pol der Ebene § wahlt.
Wir nennen so eine Verwandischaft halbreduciert. Die
halbreducierte Lage ist dadurch charakterisiert, dass jeder
Punkt des Kegelschnitts (P, &) cinerseits auf sich selbst,
andrerseits auf den Punkt eines andern Kegelschnitts abge-
bildet wird.

3) Reducierte und halbreducierte Verwandtschaft stehen
nun in enger Bezichung zu den Mobiusschen Verwandt-
schaften. Nehmen wir nidmlich an, dass die unter 1 und 2
gegebene Definition der r. und h. Verwandtschaften durch
Vermittelung von Fliachen zweiten Grades wirklich allge-
meingtltig sind, so sehen wir: Sowohl bei einer reducierten,
wie bei einer halbreducierten Verwandtschaft bilden sich
Punkte 2 auf einer (Geraden durch Z, den Schnittpunkt
von NZ mit der Systemebene 8§, ab auf ihnen projektiv
zugeordnete Paare £ £ einer Involution auf derselben
Geraden. Diese Involution ist einfach die Projektion der
Involution, die die Strahlen durch § auf dem Kegelschnitt
bestimmen, dem die Ebene durch 3V und die betrachtete
Gerade aus @ herausschneidet. Nach § 4, 3 besteht also
zwischen den Punkten £” und £” eine Mobiussche Ver-
wandtschaft, und zwar ist dies, wie man sich leicht {iber-
zeugt, bel 1 die M. V. mit drei getrennten Grundpunkten,
bei 2 fallen zwei Grundpunkte zusammen, bei 3 und 4 die
harmonische Homographie. Dagegen giebt es keine e, p.
V., bei der die Mobiussche Verwandtschaft 2’ £” diejenige
ist, welche gerade Linien in Kegelschnitte eines Schmiegungs-
biindels verwandelt; denn es konnen hier nur solche Ver-
wandtschaften in Betracht kommen, die entstechen wenn man
die beiden Punkte, in denen cin von einem Punkt 3 ausser-

ek
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halb @ ausgehenden Strahl @ schneidet, von N aus pro-
jiciert, und zu dicsen gehort die letztgenannte nach § 4, 3 d
nicht.

4) gt man nun zu einer reducierten oder halbre-
ducierten Verwandtschaft noch eine Kollineation, so erhalten
wir cine allgemeine einzweideutige Punktverwandtschaft.
Dabei giebt es keine Kurve mehr, die Punkt fir Punkt auf
sich selbst abgebildet wird, sondern wir haben im allgemeinen
nur finf Punkte 2, die die Eigenschaft besitzen, dass ein
Punkt des zugeordneten Paares /" £” mit ) zusammen-
fallt.  Diese allgemeine Verwandtschaft nennen wir die
nichtreducierte.

Wir wollen nun die drei Arten von Verwandtschaften
der Reihe nach untersuchen und bei jeder die Abbildung
aus der doppelten in die cinfache und aus der einfachen
in die doppelte Ebene und die Determination aus der
notwendigen und hinreichenden Zahl von Elementen an-

geben.

$ 6. Die reducicrten Verwandtschaften.

Wir beweisen zunidchst den allgemeinen Satz: die im
vorigen § unter I gegebene riumliche Definition von
reducierten Verwandtschaften ist identisch mit der folgenden
Definition durch gerade Linien: Ist ein Biindel gegeben
mit dem Orthogonalkegelschnitt w und dem Potenzpunkt Z,
so bringe man die geraden Linien, um sie abzubilden, mit o
zum Schnitt und lege durch die beiden Punkte, in denen sic
o schneiden, die Kegelschnitte des Biindels.

Um die Identitit nachzuweisen, bringe man die Polare
2 von Z mit @ zum Schnitt und verbinde einen Punkt N
im Raum mit den Punkten X und ¥ = (sw) durch gerade
Linien, man lege damn durch @ und das (Geradenpaar (V.X)
(NP) eine Fliche zweiten Grades @; der Pol 8§ der System-
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chene § liegt dann auf der Geraden [ Z0 Der nun folgende
Beweis ist identisch mit dem auf Seite 20, Wenn -man
namlich 37 mit @ zum Schnitt bringt, und ¢ von 7 und
cinem der Punkte A aus projiciert, in denen 3.7 die Fliche &
schneidet, so erhilt man auf der Ebene § eine Zuordnung
dic die (Geraden in die Kegelschnitte des Bundels (Zo)
verwandelt und o auf sich selbst abbildet. Ils ist also
evident, dass diec rdumliche Definition und die Definition
durch gerade Linien fir die unter 1 im vorigen § genannten
reducierten Verwandtschaften identisch ist.

Wir wollen, da die rdumliche Definition cinfacher ist
und leichter zu Resultaten fihrt, nur diese bentitzen, und
hehandeln:

I. Die reducierte Verwandtschaft mit nicht zerfallen-
dem o,

1) Dic Abbildung aus der doppelten Ebene /2 in die
cinfache /£

Wir bilden also folgendermassen ab: (regeben ist eine
Fliche zweiten Grades @, cin Punkt J im Raum, desscn
Polarchene die Systemebene § ist, und der Punkt NV auf &.
Um eine gerade Linie abzubilden, projicieren wir sie von
3 aus auf @ und den entstchenden Kegelschnitt von N
aus auf &,

a) (rerade Linien bilden sich dann nach § 2 ab auf
Kegelschnitte cines Bindels, dessen Orthogonalkegelschnitt
w= (3®) und dessen Potenzpunkt Z der Schnitt von N3
mit § ist. Dic Geraden eines Strahlenbiischels bilden sich
ab auf Kegelschnitte eines Biischels, und die Kegelschnitte
sind den Strahlen projectiv zugeordnet, weil diese die Po-
laren von Z hinsichtlich des entstehenden Kegelschnittbiischels
sind. (rerade Linien durch einen Punkt O von w geben
einen Biischel von Kegelschnitten, die in O die Gerade 0z
berithren.  Die Geraden durch X liefern cin Bischel, das
sich in X an o anschmiegt, entsprechend das Biischel durch
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Y. Die Gerade 2z bildet sich ab auf den Diametralkegel-
schnitt, denn eine darch z und 3 gelegte Ebene ist Polar-
ebene von Z, ihr Bild ist also d.

Die folgenden Geraden bilden sich ab auf zerfallende
Kegelschnitte: die Tangenten am o geben (reradenpaare
(OX) (0Y), da die sie projicicrenden Ebenen durch 3 Tan-
gentialebenen sind. Ferner bilden sich die Geraden durch
7 ab auf sich selbst (F3), weil die Achse Z3 mit ZV
zusammentfallt.

by Abbildung von Punkten.

Ein Punkt allgemciner Lage bildet sich ab aut zwei
Punkte, niamlich auf die von .V} verschiedenen Grundpunkte
des Bischels, auf den die durch ihn gehenden Geraden sich
abbilden.

Auf nur einen Punkt, und zwar auf sich selbst, bilden
sich ab dic Punkte von O, weil die Geraden je Tangenten
an @ sind. Ein Punkt O bildet sich ab auf zwel zusammen-
fallende Punkte, und die Kurve o nennen wir in ihrer
Eigenschaft, Trigerin derjenigen Punkte der Doppelebene
zu sein, die nur einem Punkt in der cinfachen Ebene ent-
sprechen, also in denen gleichsam dic beiden Blitter der
Doppelebene zusammenhingen, den Uebergangsort. VA
bildet sich unbestimmt ab, namlich auf & und von da aus
auf jeden Punkt von z Fin Punkt 72 auf x bildet sich ab
auf x plus den auf # liegenden, von X durch D und 7
harmonisch getrennten Punkt £ Denn wenn man die Ge-
rade XV mit y, die anderc durch X gehende Gerade der
Fliche mit Y bezeichnet, so trifft die Gerade 3D die Fliche
@ in zwei Punkten P auf p und 7" auf y; wihrend /2 auf
X projiciert wird, wird /2 auf den genannten Punkt £
projiciert, den die vier Strahlen P Z, ¥, '3 und /7N, die
7ZX bez in Z, E, D und X treffen, von 7 aus dic vier
harmonischen Punkte ZN'BN projicieren, also selbst har-

monisch sind.
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Aus dem, was wir bei der Abbildung von Tangenten
sahen, ergiebt sich folgende Konstruktion. Man lege von
[) aus cine Tangente an w, dic etwa in O berihrt, dann
bringe man /7 zum Schnitt mit (OX) (OF). Die beiden
Schnittpunkte £" und /2" sind die Bilder von /). Dieselben
beiden Punkte, nur in anderer Folge, wirde man mit [Halfe
der andcren Tangente 20 erhalten haben. Einem Punkt
auf ciner Geraden durch 7 wird also ein Paar der dem
Kegelschnitt @ konjugierten Involution auf dieser Geraden
zugeordnet, denn OX und O projicieren den Kegelschnitt
auf cine (rerade /7, die z konjugiert ist. Das Paar /2”7
ist dasjenige, das von Z und /) harmonisch getrennt ist.
Dies zeigt ein Meridianschnitt durch 707 V3.

Damit haben wir eine neue Definition der reducier-
ten Verwandtschaften gewonnen, die Punktdefinition, die
wir so aussprccheﬁ kénnen:

Gegeben ist ein Kegelschnitt o und ein Punkt Z; um
einen Punkt [0 abzubilden, verbinde man ihn mit Z und
suche auf dieser (xeraden dasjenige Paar £'Z” der o kon-
jugierten Involution, das von /Z und /) harmonisch ge-
trennt ist.

Auch diese Definition ist mit der raumlichen identisch.
Man braucht, um dies nachzuweisen, nur wie oben N im
Raum anzunehmen und mit den wie frither bestimmten
Punkten X und ¥ zu verbinden u. s. w. Wenn man dann
wieder @ in der bekannten Weise abbildet, so wird auf
jeder Geraden durch Z ein Punkt 2 dem Paar der Invo-
lution von @ zugeordnet, das von Z und /) harmonisch
getrennt wird, wie ein’ Meridianschnitt durch N7, zeigt.
Statt N kann man auch N’ beniitzen.

¢) Abbildung von Kurven.

Eine Kurve #-ter Ordnung verwandelt sich in eine Kurve
2n-ter Ordnung, die in X und ¥ zwei z-fache Punkte hat; denn
sie schneidet XZ und YZ ausser in X und ¥ nur noch in
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je n Punkten. In den Punkten O, wo die Kurve o schnei-
dot, berthrt dic Bildkurve die Grade OZ, denn 0F ist
immer cine Tangente an die Kurve auf @, die die Abbil-
dung vermittelt, projiciert sich daher auf eine Tangente OZ.
So oft wie eine Kurve X und 17 enthilt, schmiegt sich ihr
Bild in X" und 1" dem Kegelschnitt o an,

Besonders wichtig ist, dass dic entstehenden Kurven
symmetrisch liegen 1. B. auf 7 und e, d. h. dass sie durch
einc Mobiussche Verwandtschaft mit o als Grundkegel-
schnitt und Z als Centrum auf sich selbst abgebildet
werden.

So oft wic eine Kurve den Punkt Z cnthilt, spaltet
sich von ihrem Bild die (rerade @ ab.

2) Dic Abbildung aus der cinfachen in die doppelte
Ebene.

Vor allem ist zu bemerken, dass man mit einem Punkte
£’ zugleich auch den ihm in der Mobiusschen Verwandt-
schaft adjungierten £ abbildet.

a) Um Punkte abzubilden, hat man cinfach die obige
Konstruktion von Seite 28 umzukehren, d. h, man hat den
Punkt Z’, denman abbilden will, mit X oder ¥V zu verbinden,
und wenn X etwa in O o zum zweiten Mal schneidet, in
diesem Punkt die Tangente am o zu legen und mit &7
zum Schnitt zu bringen, So erhélt man den Bildpunkt /2.
o bildet sich dabei Punkt fir Punkt auf sich selbst ab, dic
Punkte von z (mit Ausnahme von X und V) alle auf Z,
X auf XZ, ¥V auf ¥Z Die Punkte des Diametralkegel-
schnitts bilden sich ab auf .

Im Raum hat man die Abbildung zu bewerkstelligen,
indem man £’ mit &V verbindet und den Punkt, in dem diese
Gerade @ noch cinmal trifft, von 8 aus projiciert.

b) Hieraus erkennt man sofort, dass gerade Linien ¢
sich auf solche Kegelschnitte abbilden, die durch 7 gchen
und @ in den beiden Punkten berthren, wo g schncidet.
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Gleichzeitig mit der Geraden ¢ bildet man auch ihr Bild in

der Mobiusschen Verwandtschaft /0427 ab.

Wenn wir nun durch einen Punkt /7 zwei Geraden g
und g, legen, so bilden sie sich ab aul zwei Kegelschnitte,
die ausser Z noch drei weitere Punkte mit elnander gemein
haben, von denen nur einer das Dild von /Y7 sein kann,
namlich der Punkt /2, der mit A7 auf einer Geraden durch
Z licgt,  Die zwei weiteren Punkte kommen davon her,
dass cben ecin Punkt /7 mit dem ihm in der Mabiusschen
Verwandtschaft adjungierten /£7 auf denselben Punkt 7/
abgebildet  wird.  Wenn man nun ¢, abbildet in der
M. V. auf cinen Kegelschnitt ¢, (XVZ0,0,) so schneidet
dieser Kegelschnitt g, in zwei Punkten /2" und /4" Be-
zeichnen wir nun mit /" und 7% die Punkte, in denen g
von ZE” und ZLE) getrotfen wird, so bilden sich die
Paare 727" wnd £ FE) auf zwei Punkte ab, die auf der
Greraden % durch /2 liegen.  / ist von £'Z durch g und
& harmonisch getrennt. In der That, wenn man die Schnitt-
punkte der auf diese Weise bestimmten (eraden /2 mit
ZEE und 2L mit 1 und /), bezeichnet, so erkennt
man leicht, dass /), und 2, die Bilder der beiden Paare
sind. (Vergl hierzu Clebsch, a. a. O. § 3, die auf 3 fol-
genden Formeln.)

Ausnahmen bilden hier dic Geraden durch X und ¥,
sie bilden sich ab auf Tangenten an o in dem Punkt,
wo sic o treffen, plus ZX bez. 7V, die Geraden durch Z,
die sich auf sich selbst abbilden und die (rerade z, die sich
auf 7 abbildet (4- (ZX) und (ZV).

¢) Kurven #z-ter Ordnung bilden sich ab auf solche
2-nter Ordnung, denn sie schneiden jeden Kegelschnitt des

Biindels 2 # mal. Die entstehenden Kurven haben in Z

einen z-fachen Punkt und haben mit @ die Tangenten in
den 27 Punkten gemein, wo sic @ schneiden. Denn ausser

diesen Punkten O hat die Kurve X, der einfachen IEbene
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mit den Geradenpaaren (O.X) (O ¥) nur noch je 2 72—z Punkte
gemein, also haben auch dic Tangenten an w in O in der
Doppelebene ausser O nur noch je 2 72—2 Punkte gemein.
Auch zeigt die Abbildung aus dem Raum die Berithrung.
Geht ein Zweig durch X oder 17, so spaltet sich X'Z bez
V'Z ab.  Daher kommt es, dass symmetrische Kurven, die
stets von gerader (2 z-ter) Ordnung sein missen, und stets in
} und X n-fache Punkte besitzer, sich wicder auf Kurven
2.2n —n—n==2 nter Ordnung abbilden,

I Die reducierte Verwandeschaft mit zerfallendem
bictet nichts wesentlich Neues; der Hauptunterschiod st
dass Kurven #-ter Ordnung sich auf solche 2 #-ter Ordnung
mit cinem z-fachen Punkt im Scheitel des Geradenpaares
00’ abbilden, dass den Orthogonalkegelsehnitt darstellt. Auch
berithren alle 7 Zweige daselbst die Gerade x, die von der
Verbindungslinie von /7 mit dem Sceheitel A7 des Geraden-
paares durch dasselbe harmonisch getrennt ist.

III. Die Konstruktion der Verwandtschaft aus der bin-
reichenden Zah! von Elementen.

Eine reducierte Verwandtschaft ist bestimmt, wenn
man @ und Z kennt, sie hat also genau wie eine Mobius-
sche Verwandtschaft, sieben wesentliche Bestimmungsstiicke,
und es muss demnach auch gelingen, sic aus ciner gewissen
Zahl von Elementen, d. h. Paaren /2277 zu bestimmen.

Es ist allgemein zu bemerken, dass wenn ausser /)
und dem einen Bild %" noch 7 bekannt ist, man zugleich
auch noch £” hat, da £/ von /)7 harmonisch getrennt
werden.

Wie alle r. Verwandtschaften sich aus dem Raum defi-
nieren lassen, haben wir oben gesehen.  Umgekehrt konnen
wir, wenn die notige Zahl von Elementen gegeben ist, ecine
raumliche Konstruktion anwenden, die zeigt, dass und wie

die Verwandtschaft dann bestimmbar ist.
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Sicben Destimmungssticke sind also notwendig und
hinreichend; sie werden im allgemeinsten I7all gegeben durch
Z und funf Paare 0, [ ({ = 1, 2, 3, 4, 5) auf (zeraden
durch 7. Diese Verwandtschaft muss dann rdumlich so
definiert werden: Fine Flache zweiten Grades @ ist so zu
bestimmen, dass wenn man ihre Punkte von einem Punkt A
auf ihr und von cinem Punkt 3, dem Pol der Ebene aus,
auf sic projiciert, die Punkte 7/ auf /); abgebildet werden.
Natiirlich giebt es solcher I<lichen unendlich viele, und es
muss noch gezeigt werden, dass sie alle aus der System-
chene denselben Kegelschnitt o herausschneiden, um  die
Identitat der verschiedenen Verwandtschaften nachzuweisen,
die durch die verschiedenen Tlichen bestimmt werden.

Um alle diese Flichen zu erhalten, legen wir durch Z
cine beliehige Gerade 3 in den Raum und nehmen auf ihr
zwel Punkte Vound 3 an, projicieren dann die Punkte /),
ven 3, die Punkte £/ von N aus. Die entsprechenden
Greraden 3, und N/ schneiden sich, da sie in derselben
Ebene liegen, je in einem Punkt, und wir erhalten fiint
Punkte /% Durch N, 4 2, 2, P % und die Bedingung,
dass 3 und dic Systemehene § Pol und Polarebene sein
sollen, ist cine [Fliche zweiten Grades ¢ ausreichend be-
stimmt, deren Doppelprojektion die gewiinschte Verwandt-
schaft liefert. Nimmt man nun eine andere Gerade 3 durch
Z an, und anf ihr A7 und 3, so findet man entsprechend
PV LY P PUPY und so eine neue Fliche zweiten Grades,
die dasselbe leistet.  Wenn man nun & und A, 8 und 3
verbindet, so schneiden sich die beiden Geraden, da sie in
ciner Ebene 4y liegen, in einem Punkt €. Macht man nun
¢ zum Centrum ciner riumlichen Perspektive, die die System-
chene Punkt fiir Punkt auf sich selbst abbildet, 8 in i N
in N tiberfiihrt, so ist sie dadurch bestimmt, und sic fithrt

Prin PYouber, also @ in 9. Daraus folgt, dass die
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beiden Flichen zweiten Grades 8 in demselben
Kegelschnitt @ treffen.

Liegen 8 und N’ auf derselben Geraden § wie Z und
N, so lege man durch Z noch eine Gerade j, nehme aut
ihr §” und N an, die hierdurch bestimmte Fliche ¢” schnei-
det dann nach der vorigen Betrachtung é in demselben
Kegelschnitt wie @ und in demselben wie @, woraus wieder
die Bestimmtheit von « folgt.

Kann man & und § so wihlen, dass sie von einander
und von § getrennt sind, und doch ¢ nicht bestimmen, $o
folgt dies wegen der Kollincation fir alle Lagen von N
und 7, bei denen die Punkte von einander und von § ge-
trennt und  sclbstverstindlich auf derselben Geraden durch
Z liegen,  Hicraus ergiebt sich sofort ein ganz allgemeines,
notwendiges und  hinreichendes  Kriterium - fiir dic Deter-
mination. @ enthilt nimlich ausser N /72 2, 1% 72, 1 noch
die Punkte N 2 ) ) P) A die durch harmonische Homo-
graphic mit 3 als Centrum und $ als Symmetrieebene aus
jenen sechs Punkten entstchen, weil ja § und & Pol und
Polare sind. Notwendig und hinreichend fiir die Deter-
mination ist also, dass jene 12 Punkte nicht auf einer Raum-
kurve vierter Ordnung liegen, was dann und nur dann der
Fall ist, wenn man durch 8 und die sechs Strahlen ZAN,
PP} ({=1,2,3,4,5) cinen Kegel zweiten Grades legen
kann, Legt man z B. durch 3 (/% P/) (i==1,2,3,4,5) einen
Kegel zweiten Grades, so ist dieser vollstindig bestimmt
und enthilt, da schon durch acht Punkte die ¢ vollstandig
bestimmt ist, notwendig dieselbe ganz, wie man erkennt,
wenn man ihn mit irgend einer Fliche © durch die 12
Punkte zum Schnitt bringt. Der Kegel enthalt also sicher dann
und nur dann wenn die 12 Punkte auf ciner C liegen, auch
die Punkte N und N’ Fr schneidet aber § in einem Kegel-
schnitt durch 2, D, D, Dy Dy und Z.
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Daraus folgt: Notwendiges und hinreichendes
Kriterium fir die vollstindige Bestimmtheit ist,
dass die funf gegebenen Punkte der Doppelebene
nicht mit 7 auf einem Kegelschnitt liegen.

§ 7. Die halbreducierten Verwandtschaften.

Wir hatten far die reducierten Verwandtschaften drei
Definitionen  gefunden und nachgewiesen, dass alle  drei
einander vollstindig dquivalent waren: die rdaumliche § s,
1, die durch ein Biindel von Kegelschnitten in § 6, 5. 23
und die durch dic Involutionen die o aul den geraden
Linien durch cinen Punkt 2 bestimmte.

Es giebt nun drei entsprechende Definitionen, auch fir
dic halbreducierten Verwandtschaften, die man durch passende
Erweiterung findet und die auch wieder alle drei einander
aquivalent sind.  Das wollen wir zunichst bewecisen. Wir
gehen dabei aus von der Punktdefinition. Das reducierte
System hatte die folgenden Merkmale:

1) Jeder Punkt /) bildete sich ab auf ein Punktpaar,
das mit /) auf einer Geraden durch einen festen Punkt Z
liegt, und zwar war die Zuordnung des Paares £'/A” der
dem Kegelschnitt o konjugierten Involution projektiv.

2) Dieser Kegelschnitt o entspricht zugleich sich selbst
Punkt fur Punkt und ist der Uebergangsort der Doppel-
ebene.

3) Die Zuordnung besteht darin, dass man das von 2D
und % harmonisch getrennte Paar /'/2” der Involution dem
Punkte ) zuordnet, sie ist also projektiv.

Bei der halbreducierten Verwandtschaft bleibt nur noch
1 bestchen, wihrend die anderen Bestimmungen sich dndern.

2) Zwar giebt es auch hier noch einen sich selbst ent-
sprechenden Kegelschnitt g,,, dessen Punkte sich freilich

nicht auf Paare zusammenfallender Punkte abbilden, sondern
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auf getrennte, von denen der eine auf den ersten zu liegen
kommt. Es fillt ¢,, auch nicht mit dem Uebergangsorte
zusammen. Der Kegelschnitt w,, i. B.-a. den FE'E” konju-
gierte Paare sind, ist das Bild des Uebergangsortes. w,
enthdlt XV und die Gerade s=XY ist dic Polare von Z
bei diesem Kegelschnitt.

3) Die Punkte 22 sind den Paaren Z'Z” ebenfalls
projektiv zugeordnet, die auf 707 liegen. Die Projektivitit
ist dadurch vollkommen bestimmt, dass jedem Schnitt einer
Geraden durch Z mit dem Kegelschnitt ¢, das Paar der
Involution entsprechen soll, von dem dieser Schnitt ein
Punkt ist, und das dem Punkt Z folgendes Paar entspricht
Z und der Schnitt der (eraden mit z Durch diese drei
Elementenpaare ist dic Projektiavitit auf jeder Greraden durch
Z und damit die Zuordnung iiberhaupt vollstandig bestimmt.
Diese Punktdefinition kann man nun leicht in die réum-
liche tberfithren.

Zu dem Ende nehme man einen Punkt /V ausserhalb
der Systemebene § beliebig an, verbinde ihn mit X und ¥
und lege durch (VX) (V¥) und ¢q eine Fliche zweiten
Grades &, Sie schneidet den Kegel £, der von NV aus w.
projiciert, ausser in (VX) (NY) noch in einem zweiten
Kegelschnitt w, der in ciner Ebene 3 liegt, die die beiden
Punkte X, ¥, enthilt, in denen sich w, und ¢ ausser in
X und ¥ noch schneiden. Der Pol 8§ von 3 fir @ liegt
dann auf der Geraden ZN. Wenn wir niamlich in der
Ebene 3 an w in den Punkten X* und }” vor (NMX) und
(N Y) treffen, die Tangenten ziehen, so miissen sie sich auf
die Tangenten von w, in X und ¥ projicieren, also auf
XZ und YZ. Andrerseits aber sind die Projektionsstrahlen,
die von NV aus durch die genannten Tangenten von o gelegt
worden, in den Tangentialebenen in X’ und }” enthalten.
Daraus folgt, dass diesc beiden Tangentialebenen 8 in ZX

und ZV schneiden, d. h. dass sie sich in NV.Z schneiden.
3*
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Die Tangentialebenen sind aber die Polarebenen der beiden
Punkte ¥ und X der Ebene 3 d. h. der Pol J von 3
muss auf NV Z liegen.

Wenn man nun wie friher abbildet, indem man [
mit 3 verbindet und die beiden Punkte, in denen /18 die
Fliche & schneidet, von N aus projiciert, so erhilt man

die Verwandtschaft. Die Figur ist ein Meridianschnitt durch

(V7).

Die Definition durch ein Biindel lautet hier so: Ge-
geben ist ein Bindel mit dem Orthogonalkegelschnitt «,
und dem Potenzpunkt 7Z, und ein Kegelschnitt ¢, durch
die beiden Grrundpunkte .X und V) der dem Biindel nicht
angehort. Um cine (erade abzubilden, bringe man sie mit
e zum Schnitt  und lege durch die beiden Schnittpunkte
den Kegelschnitt des Biindels.

Wenn man nun wieder & im Raum annimmt, und
Py 3 3 genau wie bei der riumlichen Definition angegeben
wurde, konstruiert, und dann um cine Gerade abzubilden
sie von § aus projiciert, so schneidet diese Ebene @ in
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einem Kegelschnitt der, wie wir von frither wissen, sich
von NV aus auf einen Kegelschnitt des Biindels (Zw,) pro-
jiciert, der selbstverstindlich durch die beiden Punkte von
@s geht, in denen dic Gerade schneidet. Ob ich aber
sage: ich projiciere eine Gerade von J aus und bringe sie
mit @ zum Schnitt, den ich dann von N aus projiciere, oder
ob ich sage: Ich projiciere einen Punkt von 3 aus und die
beiden Punkte, in denen er ¢ schneidet, von N aus, das
ist in beiden beiden Fillen genau dasselbe. Wir sehen also,
dass auch die Definition durch das Biindel mit der rdum-
lichen und daher auch mit der Punktdefinition dquivalent
ist, ein Umstand, der nur durch Vermittelung des Raumes
sich von selbst erklirt.

Nachdem einmal die Aequivalenz der drei verschiedenen
Definitionen nachgewicsen ist, bedienen wir uns immer der
raumlichen und der beiden anderen Definitionen ohne
Unterschied. Wir sagen also: ,Wir bringen die Geraden mit
@z zum Schnitt und legen dann durch die beiden Schnitt-
punkte den Kegelschnitt des Biindels (£w.)* oder: L Wir
ordnen einem Punkt 0 auf einer Geraden durch /7 ein
Paar der Involution £'£” zu, die die konjugierten Punkte
von w, auf dieser Geraden bestimmen, und die Zuordnung
definieren wir dadurch, dass 7 dem Paar Z(z) und die
Schnittpunkte mit einem Kegelschnitt ¢g durch X} den
Paaren zugeordnet werden, von denen jedes je einen dieser
Schnittpunkte enthélt”, oder endlich: ,Wir projicieren eine
Fliche @ vom zweiten Grade doppelt, von N und von 5
aus® Die Fliche schneidet die Systemebene in einem Kegel-
schnitt ¢4, N§ trifft die Ebene in einem Punkt Z, und
der Kegelschnitt o, in dem die Polarebenc § von 3 schnei-
det, projiciert sich von N aus in die Ebene § auf w,. —
Uebrigens werden wir diese riumliche Definition wegen

ihrer Einfachheit bevorzugen.
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I. Die halbreducierten und ganz reducierbaren
Verwandschaften,

Im Raume wird die Verwandschaft so definiert: Man
lege durch eine Gerade g auf &, der Systemebene und
durch ecinen von @ getrennten Punkt 3, dessen Polar-
cbene 3 nicht mit § zusammenfillt, da die Verwandtschaft
sonst reduciert wére, und der nicht in die Nordpolebene
fallt, weil dann, wie wir spiter sehen werden, die Verwandt-
schaft nicht reducierbar wire, eine Ebene und bringe sie
mit @ zum Schnitt und projicierc diesen Schnitt dann von N aus
wieder auf 8. Man erhilt dann eine halbreducierbare Verwandt-
schaft, bei der jeder Punkt auf einer Geraden durch Z sich
abbildet auf ein Paar einer Involution auf derselben (eraden
durch Z, und zwar auf ein Paar £'Z” der Mobiusschen
Verwandtschaft mit dem Centrum Z und dem Grundkegel-
schnitt w,, wo @, der Kegelschnitt ist, auf den sich o = (3 )
von N aus projiciert. Von 3 aus projicicrt'sich w auf
einen Kegelschnitt wg, der der Uebergangsort ist, und das
Bild von w, in der Doppelebene. Der Uebergangsort
ist also cin Kegelschnitt. g berithrt ¢.s den Schnitt
von @ mit § in X] ¥}, den beiden Punkten, in denen w,
und ¢.; sich ausser in X und Y noch schneiden. Denn
die Geraden B X, und 8 ¥; sind Tangenten an @. Der
Kegel, der von 8 aus ¢ projiciert, schneidet @ ausser in
¢4 noch in einem zweiten Kegelschnitt ¢, der sich von
N aus auf einen Kegelschnitt e durch X V' X, ¥ projiciert,
Ppa. bildet sich also ausser auf sich selbst noch auf
cinen zweiten Kegelschnitt ¢, ab.

Die Tangenten an w, werden von 3 aus durch Tan-
gentialebenen projiciert, bilden sich also ab auf Geraden-
paare durch XY und A F,, ihre Schnittpunkte mit ¢g.
Der Scheitel O, eines solchen Geradenpaares muss auf w,
liegen und ausserdem mit Oy dem Punkt, den die Tangente

{,ﬁ}mﬂ, -
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mit o, gemein hat und 2 auf ciner Geraden, da ja jeder
Punkt 2, also auch O, auf der Geraden durch Z bleibt.

Um 72 in einfacher Weise abzubilden, hat man also
den Punkt mit Z zu verbinden und dann von ) aus die
Tangente an g zu ziehen, die ctwa in Oy beriihrt. Sie
schneidet ¢q in zwei Punkten /2 7%; dann muss nach dem
eben Bewiesenen durch 7, 7, ein Geradenpaar (0,X)(0. )
gehen, dessen Scheitel auf o, liegt, und das £ und £,
enthilt. Dieses Geradenpaar bringt man mit /2Z zum
Schnitt und erhilt so £ £”.

Die Geraden X7 und Y7, die ¢4 bez. in ¥, und X,
noch einmal treffen, berithren den Kegelschnitt g denn
die durch X785 und VZ3 gelegten Ebenen sind Tangen-
tialchenen an @, da sic bez. die Geraden VX und NV
enthalten. Demnach missen X7 und V7 als Schnitt der
Tangentialebenen die Projektion w, von o berithren.

Grenaver brauchen wir auf die halbreducierte Ver-
wandtschaft nicht einzugehen, denn wir konnen leicht nach-
weisen, dass man sie durch eine Perspektive der Doppel-
ebene wieder in eine reducierte verwandeln kann.

Wenn wir niamlich (s. die Figur) die Punkte der
Ebene 3 von § aus auf @ und dann von NV aus wicder auf
3 projicierten, so hétten wir eine-reducierte Verwandtschaft
und daran wiirde sich auch nichts dndern, wenn wir die
ganze Verwandtschaft von irgend einem Punkt aus auf
die Ebene 8 projicierten. Wir hétten dann auch in 8 cine
reducierte Verwandtschaft.

Dies konnen wir nun wirklich erreichen, wenn wir
durch folgende Perspektive dic Doppelebene auf sich selbst
abbilden. Wir projicieren ihre Punkte 2 von 8 aus auf 3
und erhalten 27", und 2V’ projicieren wir von NV aus wieder
auf 3 und erhalten dann 2. Zwischen [ und 2 besteht
dann cine Perspektive, und es ist /) (£'£”) eine von
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N aus projicierte reducierte Verwandtschaft, deren System-
cbene 3, deren Nordpol N, und deren Fliche @ ist,

Die Perspektive auf 8§ hat 7 zum Centrum, denn in
Z wird § von NZ getroffen, und z = X V|, die Gerade in
der sich 3 und § schneiden zur Fluchtlinie, w,, gz und ¢,
schneiden sich ausserin X'} noch in X}, ¥, und diese Punlktc
sind die ecinzigen, die auf sich selbst doppelt zihlend abge-
bildet werden.

Die Perspektive verwandelt w, in w,, ferner die Po-
lare von 2 fur ws in 2== X}V, dadurch ist sie ausreichend
hestimmt, da man ja auch Centrum und Fluchtlinie kennt.
Im allgemeinen kann man die Reduktion durch Perspektive
ausfihren.  Unmoglich ist dies dagegen, wenn Zauf w, liegt,
und wir haben dann dic nicht reducierbaren Verwandt-
schaften, auf die wir spéter eingchen,

Kennt man , und diec Perspektive 2D, so kann
man sofort w,; als Bild von w, in der Perspektive kon-
struieren, und dann @g, indem man in den Punkten O,
von wy die Tangenten zieht und sie mit den (reradenpaaren
(0.X) (O, ¥) zum Schnitt bringt, wo O, das sowohl in
der Perspektive, wie in der Verwandtschaft cindeutig be-
stimmte Bild von Oy ist. Der Schnitt irgend einer solchen
Tangente mit dem zugehorigen Geradenpaar stellt zu den
vier schon bekannten Purkten von @ea, Ndmlich XV X, V]
noch zwel weitere dar, so dass Peq genau bestimmt ist, und dann
auch ¢, Also sind durch m,, und die Perspektive auch w,, ¢,
und ¢, die drei weiteren ausgezeichneten Kegelschnitte
und somit die ganze Verwandschaft vollstindig bestimmt, —

1. Die halbreducierten und nicht ganz redu-
cierbaren Verwandtschaften.

¢) Die halbreducierte Verwandtschaft 3 wird so de-
finiert: Man projiciere eine Fliche zweiten Grades von
einem auf ihr gelegenen Punkt & und von einem in der
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Nordpolebene 7 gelegenen Punkt 3 aus auf cine Ebene §,
die weder V noch 8 enthélt, im tbrigen aber vollkommen
beliebig gewihlt werden darf Die Definition durch Bindel
oder durch Punkte brauchen wir hier nicht zu wiederholen
(Seite 37). Die Verwandtschaft ist nicht reducierbar, denn
die Perspektive /) ist hier uneigentlich, da 3 den Punkt
N enthalt. Die Perspektive projiciert also alle Punkte der
Systemebene auf einer Geraden durch Z auf den Punkt, in
dem diese (erade die Gerade z, die Achse der Ebenen j
und § trifft. Eine Reduction ist demnach unmaoglich.

1) Abbildung aus der doppelten in die einfache Ebene.
Um eine (rerade abzubilden, haben wir siec mit dem Kegel-
schnitt g4 durch X und V) der dem Bindel nicht angehort,
zum Schnitt zu bringen und durch die beiden Schnittpunkte
dann den Kegelschnitt des Bindels 3 (Seite 16) zu legen.
— Im Raum haben wir durch g und 8 ecine Ebene zu
legen und ihren Schnitt mit @ von NV aus auf & zu pro-
jicieren. Strahlenbtischel verwandeln sich in DBiischel von
Kegelschnitten, die ihnen projektiv zugeordnet sind. Auf
Grerade bilden sich ab die Geraden durch 7, nimlich
auf sich selbst (4-z); ferner bilden sich dic Tangenten an
wq, den Kegelschnitt, in dem der von 8 aus an die Flache
gelegte Tangentialkegel ¢ schneidet, und der Z enthdlt und
z berithrt, ab auf Geradenpaare (X7) (YZ,), deren Scheitel
Z, auf z liegen. w, bertihrt gz in den beiden Punkten X
und ¥, wo sich 2z und @z schneiden,

Um einen Punkt /2 abzubilden, hat man ihn mit 2
zu verbinden, ferner an w, die Tangente zu zichen, dic
etwa in O, berithrt, und dann Z7) mit (X0O,) und (Y0O,)
zum Schnitt zu bringen. So erhilt man £'Z”. Die Punkte
von w. bilden sich ab auf die von z, ¢z auf sich selbst
plus noch einen Kegelschnitt p,, Z auf die ganze (zerade z

Die Tangente von /2 aus an . schneidet g in
zwei Punkten 7, und £, durch die ein Geradenpaar ( V7, ) (XZ;)
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geht, und es liegen Z, Z; und der DBerithrungspunkt Oy
auf einer Geraden. XY und Z P, sind Paare einer Pro-
jektivitit, deren Doppelpunkte X J,sind, und deren Direktions-
biischel sich auf @, stitzt.  Uebrigens ist Z von (2) (z)
durch X und ¥ harmonisch getrennt, wie ein Blick auf den
Raum lehrt.

Algebraische Kurven z-ter Ordnung bilden sich ab auf
solche 2z-ter Ordnung, mit 2 n-fachen Punkten in X und Y,
weil jeder Punkt von z sich auf X und 1 abbildet. Die
rugeordneten 4, liegen symmetrisch zuz,, und Z, d. h. wenn
cin Punkt der Kurve angehort, so gehort ihr auch der von
diesem Punkt auf seiner Verbindungslinie mit 7 liegende,
durch Z und z;, harmonisch getrennte Punkte an,

Die zugeordnete Mobiussche Verwandtschaft ist hier,
wic wir von Seite 2 2 her wissen, die harmonische H omographie.

2) Die Abbildung aus der einfachen in die doppelte
Ebene. ‘

Die Kegelschnitte, die die Ebenen durch N aus @
herausschneiden, crscheinen von § aus auf § projiciert als
Kegelschnitte, die w,; doppelt beriihren, cinmal in £ und
dann in noch einem Punkte. Die Geraden durch X und ¥V
bilden sich ab auf Tangenten an w,, X und ¥ auf die
ganze Gerade z.

Punkte werden im allgemeinen zweideutig abgebildet;
ausgenommen sind die von z, die sich alle auf z abbilden,
mit Ausnahme von X und ¥, die sich auf Z abbilden.

Kurven n-ter Ordnung geben solche zzu-ter, die in 7
n-fachen Punkt haben, durch den » Zweige gehen, dic z
beriihren, sie berihren ausserdem @, noch in den # Punkten,
die den Punkten (z, X,) entsprechen.

d) Die letzte der halbreducierten Verwandtschaften
entsteht durch Doppelprojektion eines Kegels von &V und
von einem in der Nordpolebene # gelegenen Punkt § aus
und steht also zu ¢ in derselben Beziehung, wie 1I zu 1 in

)
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§ 1. Da alle Verhiltnisse analog sind, brauchen wir nicht
darauf einzugehen.

III. Die Konstruktion der Verwandtschaft aus
der hinreichenden Zahl von Elementen.

Nachdem wir die Theorie der halbreducicerten Ver-
wandtschaften behandelt haben, stellt sich die Aufgabe, cinc
solche Verwandtschaft aus der hinreichenden Zabl von Ele-
mentenpaaren zu Konstruieren. Eine Verwandtschaft ist voll-
kommen eindeutig bestimmt, wenn man w,, /£ und @g hat,
dabei muss @, durch die Punkte X'} gehen, in denen die Polare
von Z fiir w, m, schneidet. Daraus folgt, dass eine solche Ver-
wandtschaft cine rofach unendliche Bestimmungsweise zuldsst.
[st also Zgegeben und anf acht geraden Linien durch 2 Paare
DL, so muss diec Verwandtschaft dadurch im  allgemeinen
endlich deutig bestimmt scin, es kann im allgemeinen nur
eine diskrete Mannigfaltigkeit von halbreducierten  Ver-
wandtschaften geben, die 2, .. Z) bez in £ .. [y tber-
fithren.

Dass dic Verwandschaft vollkommen bestimmt ist, zeigt
eine Betrachtung, die den Raum zu Hilfe nimmt, und auf
die man dadurch kommt, dass alle halbreducierten Ver-
wandtschaften durch Doppelprojektion von IFlichen zweiten
Grades entstehen.

Ist die Systemebene § gegeben und auf ihr Z und die
acht Paare, so lege man durch Z eine nicht in 8 fallende
Gerade 3 und nehme auf ihr die beiden Punkte NV und
beliebig, jedoch voneinander und von Z verschieden an.
Die entsprechenden Geraden N/ und 32); schneiden sich
in acht Punkten, Z, da immer dic zwei entsprechenden Ge-
raden in einer Ebene liegen. Durch /V und diese acht Punkte
F; ist nun im allgemeinen eine Fliche zweiten Grades @
vollkommen bestimmt. Projiciert man dieselbe doppelt von
8 und N aus, so erhilt man auf § eine halbreducierte Ver-
wandtschaft, die 2, auf £, abbildet, und um nachzuweisen,
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dass die Verwandtschaft eindeutig bestimmt ist, gentgt es zu
zeigen, dass alle Ilichen zweiten Grades, die die obige
Konstruktion bei beliebiger Wahl von 3, V und 3 liefert, auf
% diesclbe Verwandtschaft ergeben,

Denken wir uns neben 3.V, Z und @ noch eine zweite
(rerade 3 durch Z und auf ihr &’ und 3 so verbinde
man N wmit £/, Z mit J; und konstruiere 7', durch 2’
und AN ist dann eine I'liche zweiten (irades @ bestimmt,
dic wieder [); auf £, abbildet. NN’ und 38 schneiden
sich in cinem Punkt €, und cine rdumliche Perspektive mit
€ als Centrum und ¢ als Fluchtebene, diec N auf N § auf
A abbildet, muss 7, in 7" verwandeln und daher @ in @,
Beide Flachen treffen also § in demselben Kegel-
schnitt gz Konstruiert man fir @ die Polarebene 3 von
3, die @ in o schneidet und projiciert man @ von N aus
auf &, so erhilt man w, Entsprechend erhalt man o, und
es ist klar, dass bei der Perspektive w, in o', tibergefithrt
wird, d. h,, das ¢s mit ihm identisch ist.

Liegen N8 N’3’ auf derselben Geraden 3, so nehme
man eine andere 3 durch Z, und auf ihr 3”"N”. Dann
folgt, dass 9" auf 8 dieselbe Verwandtschaft bestimmt, wie
@ und ¢, d. h. es bestimmen @ und ¢ dieselbe Verwandt-
schaft. Also: durch Z und acht Elementenpaare DE’
ist die Verwandtschaft im allgemeinen eindeutig
bestimme€,

Kann man N und § so bestimmen, dass sie nicht zu-
sammenfallen und nicht aus & liegen, und dabei NA, .. Z
auf ciner Raumkurve vierter Ordnung liegen, so gilt die dies
wegen der Perspektive fiir alle Lagen, dann kann man &
also niemals eindeutig bestimmen, sondern erhilt ein
Buschel, das einfach unendlich viele Verwandtschaften be-
stimmt.  Liegen NA, .. Z; auf einer Kurve vierter Ord-
nung, so projiciert sich diese von N aus auf eine Kurve
dritter Ordnung durch £ .. &/. Fur A hat hat man drei-
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fach unendlich viele Lagen, und jedesmal erhiilt man in der
Ebene eine Kurve dritter Ordnung ohne einen Doppelpunkt.
Daraus folgt:

Die Verwandtschaft ist sicherdann unbestimmt,
wenn man durch £, .. £ dreifach unendlich vicle
Kurven dritter Ordnung legen kann.

Die Konstruktion selbst, die in der Ebene 8 auszuftihren
ist, besteht nun aus zwei Teilen. Man hat ¢y zu bestimmen,
und dann aus ¢g und den acht Paaren /)77 die tbrigen
ausgezeichneten Kegelschnitte, die zur Bestimmung der Ver-
wandtschaft notig sind, Die Konstruktion  hat nicht nur
fiir die Verwandtschatt Dedeutung, sondern auch fir die
Bestimmung der Flichen zweiten Grades aus neun Punkten,
indem sie die Aufgabe 10st:

Wenn eine IFliche zweiten Grades durch neun
Punkte NP ZP,.. P, gegeben ist, ihre Spur aut der
Ebene § zu zeichnen mit Hualfe der Projektioncen
der Punkte 2 von N und einen Punkt 2 aus.

Wir konnen zur Konstruktion von gy folgendes Ver-
fahren einschlagen: Durch irgend eine Perspektive mit 2
als Centrum bilden wir 72 auf 7 ab und konstruieren dann
die reducierte Verwandtschaft, die 2,0, 0, 0D/ 1) auf
B/ E) B EE; abbildet. Die Perspektive, deren es drei-
fach unendlich viele giebt, wird im allgemeinen /) /7); /),
aufsolche Punkte 7)) /), /) abbilden,deren Bilder /4 £2" 11/
nicht sind. Es gilt nun, diejenige Verwandtschaft zu suchen,
die dies leistet.

Wenn wir wieder durch / eine nicht in die Ebene 3§
fallende Gerade j legen und auf ihr 3 und A annchmen
und N mit £ £ .., 3 mit Dy .. 2 verbinden, so
schneiden sich die entsprechenden (reraden in fiinf Punkten
PP, PP P und N bestimmt mit ihnen zusammen eine
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dreifach unendliche lineare 47 von Flichen zweiten Grades @
unter denen sich auch sicher eine der Flichen @ befindet,
die alle Punkte /) auf ihre entsprechenden Z° abbildet.
Die Tldchen bestimmen durch ihre Spuren auf & eine drei-
fach unendliche lineare Mannigfaltigkeit von Kegelschnitten ¢,
unter denen sich auch der gesuchte @, befinden muss.
Wenn man 3, & und 3 variiert, so erhalt man eine andere
Schar von Flichen ¢, die aber & in denselben Kegel-
schnitten ¢g trifft, da die beiden Scharen sich wieder
durch eine Perspektive zur Deckung bringen lassen, deren
IFluchtebene 8 ist.

Daraus folgt der Satz: Wenn man die finf Punkte
Dy Ly Dy Dy D von Z aus als Centrum durch eine Perspek-
tive abbildet auf DD, .. 2
wandtschaft sucht, die D/ auf 77 (i=1,2,3,4,5) abbildet
und cndlich fir jede der halbreducierten Verwandschaften
DBy (t=1,2,3,4,5) die invarianten Kegelschnitte ¢, so
bilden die Kegelschnitte eine lineare A4, Der Satz folgt

, dann die reducierte Ver-

eben daraus, dass wir im Raum, wie in der Ebene alle
halbreducierten Verwandtschaften suchen, die 2, .. /), auf
£y .. FE abbilden, und demnach in beiden Fillen dieselben
inv. Kegelschnitte ¢ finden miissen. In der Ebene wire
der Satz viel schwieriger zu erweisen, und es ist um so auf-
fallender, da die Klegelschnitte w,, deren wir bei der chenen
Konstruktion bediirfen, keineswegs eine lineare A4, bilden.

Mit der Bestimmung der Schar ¢ ist nun die
Konstruktion von @ im Princip geleistet.

Wir erhalten namlich fir je fiunf Punktpaare DF’' auf
diese Weise ecine lineare M von Kegelschnitten ¢, unter
denen sich ¢4, selbst befiinden muss.

Bezeichnen wir jetzt mit Pgrs, die durch D, A, ... Dy F,
bestimmte A/, und entsprechend, so bestimmen Pers und
Ps1a ein Netz, dem Ped angehort, dieses Netz bestimmt mit
(pm ein Buschel, dem <pe,1 angehort, und wenn man dieses
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Bischel etwa mit der durch ¢,y bestimmten A7, zum
Schnitt bringt, so erhilt man den gesuchten Kegelschnitt.
Dass die angegebenen Mannigfaltigkciten sich wirklich
schneiden, ist an und fir sich nicht selbstverstindlich, son-
dern folgt erst durch die rdumliche Betrachtung.

§ 8. Die nichtreducicrten Verwandtschaften.

Die allgemeinste einzweideutige projektive Punktver-
wandtschaft, die Gerade in Kegelschnitt eines Biindels ver-
wandelt, entsteht, wenn wir zu der halbreducierten Ver-
wandtschaft noch eine Kollineation dazufigen. Ob diese
Kollineation in der einfachen oder in der doppelten Ebene
vorgenommen wird, ist gleichgiiltig; aber es ist fiir die
Vorstellung bequemer, sie in der Doppelebene zu denken.
Gegeben sei also eine halbreducierte Verwandtschaft mit
dem Uebergangskegelschnitt ¢z, dem Pol Z’, dem Ortho-
gonalkegelschnitt @'y w s. W, Wir fugen nun noch eine
Kollineation dazu, die 2’ in Z, die Punkte /) in /) iiber-
filhrt. Die erste Frage ist nun

Wieviel sich selbst entsprechende Punkte
giebt es, und wie konstruiert man dieselben?

Wir nennen niamlich dann einen Punkt /) sich selbst
entsprechend oder invariant, wenn eines seiner Bilder Z"Z”
auf ihn fillt. Bei der Kollineation verwandeln sich dic
Geraden & durch’ Z’ in Geraden s durch Z Soll ein Punkt
D sich sclbst entsprechen, so muss er zugleich auf s durch
Z und auf der entsprechenden Geraden s liegen, d. h. auf
einem Kegelschnitt der durch die projektive Zuordnung sz s
entsteht, und Z und Z’ enthdlt, Diesen Kegelschnitt bilden
wir durch die Kollineation D=z /) ab auf einen Kegel-
schnitt ¢, der Z° enthilt, da Z auf 4 liegt, und 2
dem Punkt Z in der Kollincation entspricht, ¢ bilden
wir dann weiter ab durch die halbreducierte Verwandt-

|
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schaft und erhalten dann 2z und eine Kurve dritter
Ordnung, die 7’ enthalt. Der Schnitt dieser €, mit ¢ be-
stimmt dic invarianten Punkte. Z’ ist ein bereits bekannter
Schnittpunkt, ist aber nicht mit zu den invarianten Punkten
zu zihlen. Die funf anderen Punkte sind invariant, denn
sic liegen zugleich auf den entsprechenden Strahlen s's und
auf den entsprechenden Kurven C, und 6. Die beiden
Schnittpunkte von # und ¢ sind keine invarianten Punkte,
da 7 sich auf ¢ abbildet, und (6) zwei Punkte sind, von
denen im allgemeinen keiner mit 7 zusammenfillt, der dann
als invariant zu betrachten wire. Es giebt also im all-
gemeinen finf invariante Punkte.

Im ibrigen bieten die allgemeinen Verwandtschaften
nichts Neues gegen die halbreducierten, da sie ihnen pro-
jektivisch dquivalent sind.  Eine allgemeine Verwandtschaft
hat 7-8=15 einfache Bestimmungsstiicke, 7 von der
reducierten Verwandtschaft, 8 von der Kollineation, die alle
wesentlich sind.

Die zweite Frage, die sich stellt, lautet:

Wie konstruiert man eine Verwandtschaft,
wenn die notige Zahl von Elementen gegeben ist?

- Es missen 15==2.7 41 cinfache Bestimmungsstiicke
gegeben sein, d. h. sieben Paare von Punkten 7, 7/ ..
£, 5" und auwsserdem noch die Gerade g, auf der sich das
Bild des Punktes /) befindet. Ist es gelungen zwei Punkte
Z" und Z so zu finden, dass die sichen Strahlen 27 £, ..
72 projektiv zugeordnet sind den sicben Strahlen ZDD, ..
/2;, so kann man noch durch co3 Kollineationen die Strahlen
Z1);==5; so abbilden, dass sie auf die entsprechenden Strahlen
2l =§; mu liegen kommen. Das Bild von ZDg =15, be-
zeichnen wir mit ¢ und den Schnitt von s mit ¢ haben
wir mit /£’y zu bezeichnen und als Bild von 7, aufzufassen.
Die Punkte /72 bilden sich bei der Kollineation ab auf
Punkt 77 auf den entsprechenden Geraden s, und es ist
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nun nach § 7, 3 die Aufgabe zu losen, dic halbreducierte
Verwandtschaft zu konstruieren, die /7)) bez auf £/ abbildet,
Ist Z und 2’ einmal gefunden, ferner ecine Kollineation
vorgenommen, die s; mit s/ zur Deckung bringt, und dann
die halbreducierte Verwandtschaft konstruiert, so werden
jedentalls /7, (i==1,2 .. 8) mit £/ (i==1,2,3 .. 8) zur Deckung
gebracht, es muss aber noch bewiesen werden, dass die
verschiedenen Zerlegungen, die man mit der Verwandtschaft
vornehmen kann, alle auf dasselbe Resultat fihren, d. h.
dass bei den verschiedenen Zerlegungen nicht nur die acht
gegebenen Punkte /); auf die acht Punkte %/ sondern
itherhaupt jeder Punkt /2 auf denselben Punkt /" abgebildet
wird.  Dicser Beweis wird so gefithrt.  Zunidchst ist klar,
dass die verschiedenen Systeme /) /737 ..., die ich durch
die Abbildung von s, auf s/ erbalte, alle sich in Perspektive
befinden mit dem Centrum Z.  Ferner kann ich bei der
rdaumlichen Konstruktion der halbreducierten Verwandt-
schaften 2/ £/ D/ E! u s. w. immer dieselbe Gerade j
durch Z und denselben Punkt 3 auf ihr nchmen, da die
verschiedenen Flichen, die sich fir ein System [/ Z/ er-
geben, alle dieselben Verwandtschaften bestimmen. Dem-
nach ist nur noch zu beweisen: Sind auf acht Greraden durch
Z (s¢ .. &) acht Punkte £/ gegeben und acht Systeme 0/
DEDY owo DD DY ou. s, w, sich durch Perspektiven
mit Z als Centrum zur Deckung bringen lassen, so werden
durch £/ D}, E7 D/ u s w. halbreducierte Verwandt-
schaften bestimmt, die alle sich in den Perspektiven /7%
D7D ... entsprechenden Punkte /) 0" u.s.f mit dem-
selben Punkt £ zur Deckung bringen. DBei der Konstruk-
tion der verschiedenen Verwandtschaften darf dasselbe 3
und 3 benitzt werden. Zur Konstruktion der Verwandt-
schaft Z/Z' missen wir noch ecinem Punkt NV auf 3 an-
nehmen, und konnen dann @ und die Verwandtschaft kon-

struieren. /)" und /7 sind nun durch eine Perspektive zur
4
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Deckung zu bringen, Z ist das Centrum, also muss man dic
Perspektive erhalten konnen, wenn man auf 3 zwei Punkte
annimmt und die Ebene | von diesen beiden Punkten aus
projiciert, denn die Perspektive erhilt man immer durch
zweifache Projektion ciner Ebene. N nehmen wir als Projek-
tionscentrum fur die Punkte 7, dann konnen wir immer N
und { so bestimmen, dass die entsprechenden Strahlen V/) und
NI sich in demselben Punkt D auf] treffen. Die Strahlen 372
mogen | in €, treffen, und den Schnittpunkt von 3 mit j nennen
wir Z’. Dic halbreducierte Verwandtschaft, die auf | liegt
und D; bez. auf @ abbildet, ist dann cindeutig bestimmt,
nach § 7, IIl. Jedem Punkt ® ist sein bestimmtes Punkte-

paar & @ zugeordnet. Wenn wir nun (D) von NV’ aus auf

(1), von N aus auf (7)) projicieren, und € von 3 aus auf

£ in 8, so erhalten wir die heiden halbreducierten Ver-
wandtschaften (Z7 E) und (" £) in & [V und 2, die dem-
selben Punktepaar Z’ E” entsprechen, sind aber als Projek-
tionen desselben Punktes ® in § von N bez. V' aus ent-
sprechende Punkte in der Perspektive 707 2 /). Entspre-
chende Punkte werden also auf dasselbe Paar 72" abge-
bildet, d. h.:

Sind die Centren Z und 7' gefunden, so ist die
Verwandschaft £ im allgemeinen cindeutig be-
stimmt.

Es bleibt also noch die Bestimmung von Z und 2
iibrig, d. h. die Aufgabe: (regeben sind sicben Punktepaarc
D; B, es sollen zwei Punkte Z° und 7 so bestimmt wer-
den, dass die sieben Strahlen s;==/D; den sieben Strahlen
s;/=/'E," projektiv zugeordnet sind. Dies ist das Problem
der Homalographie, von dem Herr Sturm im ersten
Band der math. Annalen (das Problem der Projektivitit und
seine Anwendung auf die Flichen zweiten Grades) cine rein
synthetische Losung gegeben hat. Es giebt im allgemeinen
drei Paare 77’ und daraus folgt, dass die Verwandtschaft
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durch dic gegebenen Elemente im allgemeinen  dreideutig
hestimmt ist; denn nach dem ZZ° gefunden sind ist ja, wie
wir bewiesen haben, die weitere Konstruktion eindeudig.

§$ 9. Anwendungen der Verwandtschaft.

Man kann mit Hilfe der Verwandschaft u. a. zahlreiche
Giitze ther Kurven vierter Ordnung vom Geschlechte Eins
ableiten, es ist jedoch hier aus Mangel an Raum unmoglich,
genauer auf dieselben einzugehen. Erwahnt sei daher nur
der folgende Satz: Es gicbt bei jeder bicirkularen Kurve
vierter Ordnang vier Kreise, dic Grundkreise von Kreisver-
wandtschaften sind, welche die Kurve auf sich sclbst abbilden,
Sie schneiden cinander senkrecht, woraus folgt, dass hochstens
drei derselben reell sein konnen.  Bei den Cassinischen
Kurven verwandeln sich zwei der Kreise in die Symmetric-
achsen und die ihnen zugehorigen Verwandtschaften in
Spiegelungen an diesen Achsen. Die beiden anderen Kreise
sind imagindr bei den einziigigen, dagegen ist einer reell
bei den zweiziigigen Cassinischen Kurven.

§ ro. Eine einzweideutige Punktgeradenverwandtschaft.

Thomi, Zw. — Zw. V. § 17 ist eine einzweideutige
Punktgeraden Verwandtschaft aufgestellt, die den urspring-
lichen Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit bildete.
JProjiciert man von zwel Punkten XY cines durch sie
gehenden Kegelschnittes o die Punkte € der Ebene in der
o liegt, und verbindet die Punkte, die die Projektionsstrahlen
auf @ bestimmen, durch eine Gerade [, so wird dadurch
eine Zuordnung zwischen den Punkten € und den Geraden |
hergestellt, die im allgemeinen eine cinzweideutige st Man
sieht sofort, dass, wenn man noch einc Dualitit, namlich
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die Transformation durch reciproke Polaren mit @ als Leit-
kegelschnitt hinzuftigt, die { auf 7 abbildet, zwischen 2
und € eine einzweideutige projektive reducierte Verwandt-
schaft besteht, bei der o Grundkegelschnitt, und der Pol
7 von z = (X7¥) des Centrum ist. Itigt man noch eine
Kollineation dazu, so erhilt man die allgemeinste e. p. Punkt-
geradenverwandtschaft.  Erwahnt sei nur, dass die Coinci-
denzkurve dieser Verwandtschaft eine Kurve dritter Ord-

nung ist,

B



