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§ 1.

Einleitung,

In diesem Paragraphen wollen wir uns mit dem zu behandelnden
Problem vertraut machen, indem wir uns an ein ihnliches, bereits ge-
lostes, erinnern. Gleichzeitig werden wir den in den folgenden Para-
graphen entwickelten Gedankengang skizziren.

1. Der Euclidische Polyedersatz. Viele mathematische Sitze theilen
-mit einander das Schicksal, dass ihre Wahrheit schon lange gefunden
worden ist, bevor ein strenger Beweis fiir dieselben gegeben wurde.

Hierhin gehort auch der von Euclid®) aufgestellte Satz:

Zwei Polyeder sind congruent, wenn sie von congruenten cbenen Figuren
begrenst werden.

Einen Beweis dieses Satzes, der tibrigens nur fitr convexe Polyeder
gilt, hat Buclid nicht gegeben.

Erst Cauchy®*) ist es vielmehr, welcher den Satz scharf formulirt
und streng bewiesen hat. In dieser Fassung lautet er dann so:

Ein convexes Polyeder ist vollkommen bestimmt, wenn das Polyedernets
gegeben ist, d. h. die Seitenfliichen mit der Angabe der Reihenfolge, in welcher
sie aneimander geheftet werden sollen.

Seitdem ist der Satz in viele elementare Lehrbticher libergegangen ###),

Der Cauchy’sche Satz gilt tibrigens nur fiir convexe Polyeder. Ueber
das Verhalten von nicht convexen Polyedern sind allgemeine Sitze bis
jetzt moch nicht aufgestellt und man muss von jedem geschlossenen nicht

# Buclid’s Elemente, Buch 11, Definition 10.
*¥ Cauchy, Mémoire sur les polygones et les polyddres. Journal de Téeole
polytechnique 16, p. 87,
=4 Z. B Rausenberger, Elementargeometrie (Leipzig 1887), § 45, 15 (p. 212),
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convexen Polveder erst untersuchen, oh ex in sich heweglich ist oder

nicht. (Als Beispicel emes

octavdre articulé genanut

beweglichen Polyceders sei das Bricard sche®

Man kann sich dasselbe leicht construiven, indem man auf einen
Papierstreifen in der Weise, wie es Figur 1 zeigt, sechs rechtwinklig

gleichschenklige  Dreiecke

S — '\ zeichnet und die Figuren
AN N dann ausschuneidet und zu
N ,,\\ . -l einem Polyeder zusammen-
B D » B L
Fi 1 hiegt, welches dann die Ge-
ig. 1. -

stalt von Figur 2 hat. Wir

erhalten dann ein Polyeder, welches von sechs rechtwinklig-gleichschenk-
ligen Dreiecken, nimlich ABC, BCD, CDEI,

DEF, EF4 und FAB und zwei gleichseitigen
Dreiecken, nimlich BDF und ACE gebildet wird,
und sich deformiren liisst. Dieses Octaeder besitzt
ibrigens noch andere merkwiirdige Eigenschaften:

es ist einseitig und tremnt dem Raum nicht in
awei Theile**). — In neuester Zeit endlich hat man

sich auch viel beschiftigt mit der Beweglichket
von ungeschlossenen Polyedernetzen®*¥).

2. Der Minding sche

Satz wber Ovaloide.

Wihrend man bei den Polyedern erst dic geschlossenen untersucht

und neuerdings erst die

#* R. Bricard, Sur
Ser. V. T. 3 (1894, p. 113ff.

44

Fig. 3.

ungeschlossenen in Betracht gezogen hat, gilt

la théorie de Toctavdre articulé.  Liouville’s Jouwrnal

#) Fine noch ecinfachere Construction eines be-
weglichen Polyeders hat Herr Gieh. Rath Neumuann
angegeben: Man construire aus vier Dreiecken eine
riumliche Ecke. Aus der nebenstehenden Figur wird
man eine solche Kcke erhalten, indem man sie aus-
schneidet und die Kanten, die mit A B bezeichnet
sind, zusammenfiigt. Die auf solche Weise erhaltene
Figur stelle man so auf, dass die Linien B D und CF
horizontal sind, dann denke man sich die Figur an
der durch CJ gehenden Verticalebene gespiegelt; das
auf diese Weise (durch Hinzufiigung des Spiegelbildes)
entstehende Polyeder besitzt danu die gewiinschie
Eigenschaft.

## Pizetti, Sui poliedri deformabili (Rend. delle R. Acad. d. Lincei, 1893,

Juli 8. Finsterwalder,

Mechanische Bezichungen liei der Flichendeformation.

Jahresbericht d. deutschen Mathematiker-Vereinigung VI, 2 (Leipzig 1894 (vergl.

besonders p. 61—62).
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Verbiegung geschlossener Flichen. 3

von den Gebilden, die sich aus ihnen durch Grenzitbergang ableiten lassen,
den Flichen, gerade das Umgekehrte.  Seit Gauss sich zuerst mit der
Verbiegung von Flichen heschiiftigt hat, hat die Flichentheorie sehr
zahlreiche Bearbeiter gefanden und ist zu ciner besonderen Diseiplin
herangewachsen. Man hat namentlich auch die I'rage der Deformation,
d. h. der Verhiegung ohne Zerrang behandelt*). Doch wurden dabe;
immer nur einzelne Flichenstiicke untersucht, ohne dass man die Berandung
beriicksichtigte. s sind dies also Untersuchungen, welche denen iiber
ungeschlossene Polyedernetze entsprechen.

Dagegen ist ein Satz, der dem Cauchy’schen Satz tiber convexe
Polyeder entspricht, zwar schon lange von Minding ausgesprochen
worden®*), doch fehlt es his jetzt an einem Beweis. Minding sagt
vimlich in einer Arbeit gelegentlich:

Um Missverstindnissen vorzubeugen, bemerke ich noch, dass bekanmntlich
eine i sich geschlossene convexe Fliche als unverselntes Ganzes wnbiegsam ist.

Auch dieser Satz, fiir den sich in der Litteratur nirgends ein Beweis
findet, bedarf erst einer scharfen F ormulirung, entsprechend wie sie Cauchy
dem Kuclidischen gegeben hat.

Statt im allgemeinen von convexen Flichen zu reden, werden wir im
speciellen die analytische Entwickelbarfieit voraussetzen, d. h. dass die Fliche
sich in jedem Punkt bei geeigneter Wahl des rechtwinkligen Coordinaten-
systems durch die Gleichung darstellen lisst:

% by?
Z=tj;;i+...

wo & und b positive (von Null verschiedene) Constanten sind, die natiir-
lich in den verschicdenen Punkten der Fliche verschicdene Werthe haben
konnen. (Wir wollen das Coordinatensystem, bei dem also die 2-Axe in
der Richtung der inneren Normale, die 2- und y-Axe in die Richtungen
der Tangenten an die Kriimmungslinien fallen, kurzweg das matiivliche
Coordinatensystem der Fliche in dem betreffenden Punkt nennen.)

Eine solche geschlossene  Fliiche bezeichnen wir mit dem Namen
Ovaloid*+*),

(Zu den Ovaloiden gehort also die Kugel und das Ellipsoid, ferner
jede Fliche, die durch Rotation eines symmetrischen @nalytischen) Ovales

¥) Vergl. z. B. Stiickel, Ueber Biegungen und conjugirte Systeme, Math,
Annalen 49, p. 255—3810, wo auch die Litteratur eitirt ist,
*) Minding, Ueber die Biegung gewisser Flichen, Crelle’s Journal 18 (Berlin
1838), p. 865368,
4 In viel weiterem Sinne wird der Name neonvexe Fliche* oder auch |, Ei-
fifiche gebraucht von H. Brunn in seiner Dissertation (Miinchen 1837) und von
H. Minkowski (Geometrie der Zahlen I, Leipzig 1896, p. 381f).
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4 H. LiesMARN.

um seine Symmetrieaxe entsteht, dagegen z. B. nicht der Wiirfel, sowie
eine Fliche, welche durch Rotation eines vom Halbkreis verschiedenen
Kreisbogens um seine Sehne entsteht.)

Auf solche Ovaloide also werden wir allein Riicksicht nehmien.

3. Infinitesimale Verbiegungen. Auch den Begriff der Verbiegung
miissen wir schirfer fassen.

Wir werden pimlich nur infinitesimale Verbiegungen betrachten, wie
sie in der Varistionsrechnung und bei der Lie’schen Theorie*) gebraucht
werden.

Diese Verbiegungen sind gegeben durch die Formeln

o =ux+ ek, y=y+ &, 5 =2+ ¢l
Ferner sollen Eng amalytische Functionen von x und y sein, die im
betrachteten Gebiet endlich bleiben.
Wir sagen also: &g definiren eine infinitesimale Verbiegung, wenn sic
amalytische Functionen sind, die die Relation

duwdt + dydn + dedg =0

identisch erfiillen, unter xyz die Coordinaten des Ovaloides verstanden. —
Weil nimlich die betrachtete infinitesimale Transformation eine Ver-
biegung ohne Zerrung ist, so muss

dz? 4+ dy*+ do’ = d(w+ )+ dy -+ en)* -+ d(z - ¢§)*
= dat+ dy* + d7?
sein; d. h.
dzdt + dydn + dzd = 0**),

Auf Grund dieser Definitionen werden wir dann den Satz beweisen:

Lin Ovaloid als geschlossene Fliche gestattet keine infinitesimale Ver-
biegung ohne Zerrung.

4. Gultigkeitsbereich des Minding'schen Satzes. Unser Beweis schliesst
die Mdglichkeit nicht aus, dass die Fliche eine endliche Verbiegung ge-
stattet, d. h. dass es ein von dem gegebenen Ovaloid ginzlich verschiedenes
giebt, welches mit ihm in den kleinsten Theilen congruent ist, sich aber
nicht durch eine continuirliche Reithenfolge von Verbiegungen in dasselbe
tiberfiihren ldsst.

Um die Moglichkeit eines solchen Falles zu illustriren, wollen wir

uns - an ein Problem aus der Variationsrechnung erinnern, wo shnliche
Verhilinisse auftreten. '

* 8. Lie, Differentialgleichungen mit inf. Transformationen (Leipzig 1891), p. 30.

*#) Man 1. L. Bi i, Di i f s
1896), 1)) 297, verg ianchi, Differentialgeometrie, ithersetzt von Lukat (Leipzig




Verbiegung geschlossener Flichen. 5

Bekanntlich hat Jacobi bewiesen, dass auf den Flichen negativer
Kriimmung die geoditischen Linien ihrer ganzen Ausdehnung nach kiirzeste
Linien sind.

Bei diesem Beweis werden indessen die geoditischen Linien nicht
mit allen méglichen Verbindungslinien verglichen, sondern nur mit den
yunendlich benachbarten®.

Thatsichlich aber kann es auch auf Flichen negativer Kriimmung
zwischen zwei Punkten verschiedene geoditische Linien geben*) von ver-
schiedener Linge, und unter diesen kamm natiirlich nicht jede die kiirzeste
semn. Obwohl also jede geoditische Linie, verglichen mit einer unendlicl,
benachbarten, kiirzeste ist, braucht sie doch in Wirklichkeit nicht kiirzeste
zu semn.  Analog konnte mit den Ovaloiden der Fall eintreten, dass es
zwar kein ,unendlich benachbartes” congruentes Ovaloid giebt, aber doch
tiberhaupt wverschiedene congruente Ovaloide.

Noch auf eine weitere Einschrinkung sei hier hingewiesen. Wir be-
weisen den Satz nicht fiir jede geschlossene Fliche, sondern nur fiir solche
von positiver Kriimmung, obwohl er Jedenfalls noch fiir sehr viele andere
gilt. Ist doch bis jetzt ttberhaupt noch keine in sich geschlossene zusam-
menhingende verbiegbare Fliche behandelt, die etwa dem Bricard’schen
octaedre articulé entspricht!

5. Flichen constanter Dositiver Kriimmunyg.

Bei den Ovaloiden betrachten wir nur infinitesimale Transformationen.
In viel allgemeinerem Umfang konnen wir aber den Beweis fihren bei
einem speciellen Ovaloid, der Kugel ##),

Wir werden némlich zeigen, dass die Kugel das emzige Ovaloid con-
stanter Kriimmung ist, wnd dass ein entsprechender Satz in cbenen Réumen
von beliebig viel Dimensionen ¢ilt,

Wir ziehen also nicht nur endliche Transformationen in Betracht,
sondern wir verallgemeinern den Satz auch fiir héhere Dimensionen. —

Der fiir Gebilde constanter Krimmung ausgesprochene Satz deckt
sich tibrigens mit dem fiir Ovaloide nur im dreidimensionalen Raum, und
auch da, wie wir gesehen haben, nur theilweise.

In der Ebene niimlich lisst sich Jede geschlossene Curve verbiegen,
wihrend der Kreis die einzige Curve constanter Krtimmung ist. Im ebenen
Raum von mehr als drei Dimensionen aber, wo wir mit Kronecker#*)

*) Man vergl. J. Hadamard, Les surfaces 3 courbures opposées et leurs lignes
géodésiques. Liouville’s Journal, Ser. V, T. 3, p. 271

*) Eine Skizzirung des Beweises ist schon frither publicirt. (Nachrichten der

Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen. Math.-Phys. Classe, 1899, Heft 1.)

***) Ueber Systeme von Funktionen mehrerer Variabeln, Berliner Academie-

berichte 1869, p. 6881,




6 H. LikrMANN.

die Kriimmung der # — 1-dimensionalen Fliche als das reciproke Produet
der n — 1 Hauptkriimmungsradien definiven, lisst sich eine solche Fliche,
wenn ihre Kriimmung positiv ist, im allgemeinen iiberhaupt nicht ver-
biegen®). Dagegen bleibt die Méglichkeit offen, dass es von der Hyper-
sphiire verschiedene geschlossene Flichen constanter Kroneeker’scher
Kriimmung giebt, die ebenfalls in jedem Punkt analytisch sind. Dass dies
aber nicht der Fall sein kann, werden wir streng beweisen.

6. Ucbersicht iiber die folgenden Paragraphen. '

Die zu entwickelnden Unmdglichkeitsbeweise lanfen darauf hinaus, aus
der Existenz der gedachten Verbiegungen Widerspriiche abzuleiten. Es
miissten némlich dann gewisse Hilfsflichen, die ihrer Natur nach im End-
lichen verlaufen, sich ins Unendliche erstrecken, worin ein Widerspruch
liegt. Wie dies gemeint ist, wird in § 2 genauer entwickelt. § 3 enthilt
Kriterien fiir den indefiniten®*) Charakter von Formen, welche fiir die
folgenden Untersuchungen nothig sind. In § 4 behandeln wir dann die
Ovaloide und zeigen, dass ihre Verbiegung unmoglich ist. In § 5 wird
der allgemeinere Beweis fiir die Kugel gegeben. Nebenbei ergiebt sich
in § 6 zugleich ein Beweis des Satzes, dass die Kugel die einzige ge-
schlossene Fliche constanter positiver mittlerer Kriimmung ist. § 6 end-
lich behandelt die Flidchen constanter Kriimmung in hoheren Riumen.

§ 2.

Flichen, die sich ins Unendliche erstrecken,

Wie schon in Nr. 6 des vorigen Paragraphen erwihnt, werden wir
uns der indirecten Beweismethode bedienen. Wir werden niimlich zeigen,
dass die infinitesimale Verbiegung eines Ovaloides und ebenso die Existenz
eines von der Kugel verschiedenen Ovaloides nothwendig die Existenz
von Flichen nach sich ziehen wiirde (diese Flichen werden in den folgen-
den Paragraphen unter dem Namen ,Verbiegungsfliche® bez. ,Kernfliche“
eingefiihrt), die wegen ihrer Eigenschaft, im allgemeinen negative Kriim-
mung zu besitzen, sich ins Unendliche erstrecken miissen, die andrerseits
aber ganz im Endlichen verlaufen. Inwiefern hierin ein Widerspruch
liegt, soll in diesem Paragraphen genauer ausgefiihrt werden.

L. Flichen wegativer Kriimmung ohne singulire Punke.

Eine Fliche negativer Kriimmung erstreckt sich, wenn sie keine
singuliiren Punkte hat, ins Unendliche. Diesen einfachen Satz wird man

*) F. Schur, Ueber Riume constanten Kriimmungs
p. 168 . (cf. besonders p. 172:
Rowm von n — 1 Dimensionen

*) Indefinit nennen wir e
Vorzeichen wechselt,

. masses. Math. Annalen XX VII,
Bin Rawm von n Dimensionen kEann in einem ebenen

im allgemeinen wicht deformirt werden).
ine Form, welche fiir reelle Werthe der Variabeln ihr
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folgendermassen beweisen: Zunichst ist klar, dass jede Ebene, welche
einen Punkt der Fliche enthilt, dieselbe in zwei Theile zerlegt. Ist die
Ebene nicht Tangentialebene, dann ist diese Eigenschaft klar; ist sie aber
Tangentialebene, so schneidet sie die Fliche auch wegen der negativen
Krtimmung.

Wemn man jetzt durch einen Punkt der Fliche eine Ebene parallel
zur z-Ebene legt, so schneidet die Ebene, und auf beiden Seiten befinden
sich in endlichem Abstand wieder Punkte der Fliche, Durch je einen
dieser Punkte auf jeder Seite der Ebene legt man wieder eine Ebene u. s. w.
# kann also kein Maximurh haben.

Bliebe nun die Fliche ganz im Endlichen, so miisste z nach dem
Satz von Weierstrass, dass eine stetige Function in einem endlichen
Gebiet einen oberen Grenzwerth hat und diesen Grenzwerth wirklich
erreicht, nothwendig ein Maximum haben; Das kann aber, wie wir eben
gesehen haben, nicht eintreten. Die Annahme, dass die Fliche ganz im
Endlichen bleibt, ist also falsch; sie muss sich ins Unendliche erstrecken. —
Wir wollen hervorheben, dass aus unserem Beweis nur folgt, dass die
Fliche sich ins Unendliche erstreckt; nicht etwa dass sie sich in der

Richtung der x Axe ins Unendliche erstreckt. (Beispielsweise erstreckt -
1

sich die Fliche negativer Kriimmung 2% 4 y* = (1 — ) ? ing Unendliche,
Trotzdem ist sie zwischen den Ebenen z = 1 und 2 — —1 eingeschlossen.)

2. Punkte vom Charalter negativer Kriimmung.

Eine Fliche negativer Krimmung kann singulire Punkte haben, wo
iiberhaupt keine Kriimmung existirt, oder auch singulire Linien dieser
Art (man erinnere sich z. B. an die Pseudosphiire und ihre Riickkehr-
kante). In solchen Punkten wird es im allgemeinen Ebenen geben, welche
die Fliche begrenzen*) d. h. den Raum in zwei Theile zerlegen, von denen
nur der eine Punkte der Fliche enthilt.

Wir machen darauf aufmerksam, dass der Begriff der ybegrenzenden
Ebene“ viel allgemeiner ist als der Begriff der Tangentialebene. Bei
Flichen positiver Krtimmung wiirde jede Tangentialebene (in der Umgebung
des Berithrungspunktes) als abgrenzende Ebene zu bezeichnen sein. Bei
Flichen negativer Kriimmung aber, die eine Tangentialebene niemals ab-
grenzen kann, giebt es sehr wohl begrenzende Ebenen in singuléren
Punkten!

Dagegen konnen auch singuliire Punkte vorhanden sein, in denen der
Charakter der negativen Krimmung gewahrt bleibt, d. h. welche die
Bigenschaft haben, dass jede durch sie gehende Ebene die Fliche in zwei

*) Herr Minkowski bezeichnet eine solche Ebene mit dem Namen Stitzebene.
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Theile zerschneidet. Wie solche Punkte beschaffen sind, wollen wir jetst
genauer auseinandersetzen.

Ist &1y &, ein Punkt der Fliche, und sind £7¢ analytische Functionen,

so wird eine Ebene 0= a(z—E&) + Bly—,) + y(¢—¢,), die durch
den Punkt £,7,§ geht, die Fliche in zwei Theile zerschneiden, wenn der

Ausdruck «(E—8) + BU— 1) + 1(E—8)
in der Umgebung von &= &, n=1,, ¢ =, verschiedene Vorzeichen
hat, je nach der Wahl von £4¢.

Da §—&, n— 1y, &¢—¢, analytische Functionen sind von zwei
Parametern (etwa u und v), so geniigt es zu zeigen, dass die Glieder
niedrigster Ordnung in dem obigen Ausdruck je nach der Wahl der Para-
meter verschiedenes Vorzeichen haben. Beginnt die Reihenentwicklung
mit Gliedern ungerader Ordnung, dann ist dieser Zeichenwechsel selbst-
verstindlich, beginnt sie mit solchen von gerader Ordnung, so muss man
zeigen, dass diese Glieder niedrigster Ordnung eine indefinite Form dar-
stellen.

Ist "dies aber gezeigt, dann ist damit bewiesen, dass die Ebene in
dem Punkt die Fliche schneidet.

) Wenn also die Glieder wiedrigster Ordnung in

e(€—E&) + B(n—m0) + 7(E—&)
wnd, zwar fiir jedes Werthsystem «fy indefinit sind, so schueidet jede Ebene,
und die Fliche hat dann in diesem Punkte den Charakier der negativen
Kriimmung.

3. Ein Widerspruch. Wir behaupten nun: Flichen negativer Kriim-
mung, welche nur regulire Punkte und singuldre Punkte der Art haben,
haben, dass in diesen der Charakter der negativen Kriimmung erhalten
bleibt, welche ausserdem ganz im Endlichen bleiben, giebt es nicht.

Bliebe niimlich die Fliche im Endlichen, so miisste etwa ¢ irgendwo
em Maximum haben, was unmdglich ist, weil ¢ — ¢, der Annahme nach

mit Gliedern beginnt, welche eine indefinite Form darstellen (nicht etwa
eine definite oder semidefinite).

Die Fliche miisste sich also ins Unendliche
spruch ist. Wenn also aus einem Satz folgt,
bleibende Fliche negativer Kriimmung mit singulirem Punkt glebt, in
denen der Charakter der negativen Kriimmung nicht aufhort, so ist ’dies
- ein Widerspruch, und der Satz, aus dem dies folgt, kann nicht richtig sein.

Auf diesen Widersprueh werden wir in § 5 gefithrt werden, bei der
»Kernfliche®, ,

4. Sea?zinegative Kritmmung. Damit eine Fliche sich ins Urendliche
erstreckt, ist ey zwar hinreichend, aber keineswegs nothwendig, dass sie

erstrecken, was ein Wider-
dass es eine im Endlichen
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in jedem ihrer Punkte den Charakter der negativen Krimmung hat. Eg
geniigt, wenn diese Bedingung in einer einzigen Richtung erfiillt ist, d. h.
wenn etwa jede Ebene parallel zur a-Ebene, welche durch einen Punkt
der Fliche geht, diese in zwei Theile theilt. Denn dann kamn z kein
Maximum haben, die Fliche also nicht im Endlichen bleiben.

Die ..negative Krimmung darf also in einzelnen Punkten aufhéren.
Dies geschieht z. B, wenn in einem Punkte die Fliche eine Spitze hat,
oder auch wenn durch einen Punkt eine Riickkehrkante der Fliche geht.
Auch andere Moglichkeiten giebt es. Die Fliche kann vielleicht in ein-
zelnen Punkten seminegative Kriimmung haben, welche so
definirt sein soll: Wemn alle Ebenen durch einen Punkt der
Fliche, welche die Fliche abgrenzen, einen Theil des Biischels
balden, so heisst in diesem Punlt die Kriimmung seminegativ¥),
Beispielsweise wiirden also die Punkte des grossten Paral-
lelkreises auf der Pseudosphiire oder Rotationstractrix als
Punkte seminegativer Kriimmung zu bezeichnen sein. —

Wenn nun eine Fliche, die im iibrigen lauter Punkte Fig. 4.
negativer Kriimmung enthilt, Punkte seminegativer Krimmung in end-
licher Anzahl hat, kann sie nicht im Endlichen bleiben, wie die folgende
Betrachtung zeigt:

Man kann dann immer Ebenen finden, welche keine Parallele zy

einer Axe eines im Punkte seminegativer Kriimmung abtrennenden ¥)
Ebenenbiischels enthalten.

Ja noch mehr! Wir behaupten némlich:

Bine im Endlichen gelegene Fliche, welche negative Kriimmung hat,
und unendlich viele, aber wsolirte  Pumkte seminegativer Kricmmung, kann
nicht existiren.

Lsolirt**) nennen wir die Punkte eines Systems, wenn jeder Punkt
die Eigenschaft hat, dass sich in endlicher, wenn auch noch so kleiner
Entfernung von einem Jeden kein anderer Punkt des Systems befindet.

Wir tragen zum Beweise der Behauptung die Richtungen, durch
welche abtrennende Ebenen gehen miissen, im Coordinatenanfang ab. Sie
bilden eine abzihlbare Menge###),

Nun nehme man eine beliebige andere Richtung,

d. h. eine andere

*) Ein Ebenenbiischel trennt ab oder begrenzt d. h. natiirlich nicht, dass jede
Ebene begrenst, weil sich die Flache sonst auf eine Gerade r
nur, dass sich unter den Ebenen des
- Ebenen befindet.

**) Schonflies, Referat iiber Cantor’sche Mengenlehre (in der Math, E
klopidie I, p. 1851, Nr. 11, Allgemeine Definitionen).
*#%) Isolirte Punkte konnen nur eine abzihlbare Menge bilden.

educiren wiirde, sondern
Biischels eine stetige Menge von abtrennenden

ney-
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Linie durch den Coordinatenanfang. Gesetzt nun, es wire jede Ebene
durch diese Richtung eine abtrennende, oder vielmehr parallel einer solchen
abtrennenden Ebene, so miisste jede Ebene durch die genannte Gerade eine
Gerade enthalten, die parallel ist zur Axe eines abtrennenden Ebenen-
biischels. Da diese nur in abzihlbarer Menge vorhanden sind, so hiitten
wir eine Abbildung einer abzihlbaren Menge auf ein Continuum (alle
" Ebenen eines Biischels), was unmoglich ist*).

Demnach giebt es unendlich viele Ebenen, welche nicht abtrennen;
man kann unendlich viele Ebenen durch den Coordinatenanfang legen,
welche die Eigenschaft haben, dass es parallel zu ihnen eine die Fliche
begrenzende Ebene nicht giebt, d. h. die Fliche erstreckt sich ins Un-
endliche.

Damit ist die Richtigkeit des oben ausgesprochenen Satzes bewiesen.
Wir werden in § 4, wenn wir die ,Verbiegungsfliche“ behandeln, davon
(Gtebrauch machen.

§ 3.

Kriterien fiir den indefiniten Charakter einer (geraden) Form.

In Nr. 2 des vorigen Paragraphen wurde bereits erwihnt, dass u. a.
sich die Aufgabe stellen wird, zu entscheiden, ob eine vorgelegte (gerade)
Form indefinit ist, d. h. ob sie das Zeichen wechselt bei geeigneter Wahl
der (reellen) Werthe der Variabeln. Hinreichende Kriterien, welche fiir
die in Betracht kommenden Idlle diese Frage zu entscheiden gestatten,
sollen in diesem Paragraphen entwickelt werden. Da diese Kriterien wohl
zum Theil neu sind, ausserdem aber ein allgemeineres Interesse besitzen
(sie sind ja bekanntlich fiir die Theorie der Maxima und Minima*¥) von
Functionen von mehreren Variabeln von Bedeutung), so wollen wir sie
in etwas allgemeinerer Form beweisen, als streng genommen nothwendig
ist. Als Hilfsmittel bentitzen wir dabei nur den Green'schen Satz, den
wir- hier nicht nur fiir hthere Dimensionen brauchen, sondern auch in
bequemer Weise so umformen, wie wir ihn dann auf homogene Functionen
oder Formen anwenden wollen. — Beiliufig bemerkt, lassen sich die hier
entwickelten hinreichenden Kriterien vermuthlich durch einfache Modi-
ficationen in nothwendige verwandeln; doch wollen wir hierbei micht
verweilen, weil diese Untersuchung nicht hierher gehort.

* Schonflies, a. a. O. Nr. 2
genau citirt sind,

**) Man vergl. =z B. Genochi-Peano, Diffe
tibersetzt von Bohlmann und Schepp (Leipzig 1898),

(p- 186), wo auch die Cantor’schen Arbeiten

rential- und Integralrechnung,
p. 1831
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1. Der Greewsche Satz. Dey Green’sche Satz, mit dessen Hiilfe man
ein Flichenintegral in ein Randintegral verwandeln kann, wird bekanntlich
durch die Formel ausgedriickt

7 4o — J ‘Afde.
. on

Hier bedeutet %{ den Differentialquotienten nach der dusseren Normale
der geschlossenen Curve, iiber welche das erste Integral zu erstrecken ist,
Af bedeutet den Ausdruck gj: -+ O und das Integral auf der rechten

x* T Fyp
Seite ist tiber das Innere des Flichenstiickes zu erstrecken *),
Diesen Satz kann man unmittelbar auf Gebiete von héheren Dimen-

sionen verallgemeinern, und er lautet dann

‘of
'/007 d6=fAfdr,

Wo n wieder die Hussere Normale eines Elementes der # — 1 dimen-
sionalen geschlossenen Fliche ist, welche den n-dimensionalen Raum be-
grenzt, iber den das Integral zur Rechten erstreckt wird. Das Integral

zur Linken ist auszudehnen iber dje geschlossene Fliche. Ferner ist
o*f | o o
Af =23 %0 4 4 FF.

! da? + o} Tt oz
2. Eine Differentialrelation. Wenn £ eine homogene Function der
# Variabeln
Ty Xy oo Xy

ist, wenn wir ferner die Bezeichnung

1'=Vx12+x22—f—-~+xf

einfithren, so ist
7 of _ mf,
or Y

unter m den Grad der Function verstanden,
Da weiterhin A7 vom Ghrade g — 2 ist, so besteht fiir eine Form
vom Grade m die Identitit:

o

oAf .
7 ?T = (7”-2)Af-
3. Der Greew’sche Sutz in allgemeinerer Gestall fiir Lomogene Formen

mit beliebig vielen Variabeln. Den Green’schen Satz wollen wir nun guf
eine homogene Form 2pter Ordnung anwenden, wobei wir die eben eni-

*) Die Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit des Green’schen Satzes sind im
Folgenden iiberall erfilit,

2*
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wickelte Differentialrelation brauchen und als Fliche immer eme ,Kugel“
um den Coordinatenanfang als Mittelpunkt beniitzen.
Die Differentiation nach der dusseren Normale ist dann also identisch
mit der Differentiation nach .
Es ist dann ferner
2mf =r g—Tf ,
und weiter

Im /'fda - JfI'fg{da — R, /qudz.

Hier ist das Flichenintegral erstreckt iiber die Oberfliche einer Kugel

vom Radius R,, das Raumintegral iiber ihr Inneres, angedeutet durch die
Bezeichnung @

Dieses Raumintegral formen wir nun noch weiter um.
Es ist namlich

Ry R,
fAfdr =de2fAfdo‘ — ﬁlzf&m?f%%’ds,
@ 0 0

wobei das Flichenintegral wieder iiber eine Kugel vom Radius R, zu
erstrecken ist. Dieses Integral kann nun wieder in ein Raumintegral
verwandelt werden, so dass man schliesslich erhilt:

2m(2m—2) (Fdo = leie? aR, [Bbfir,
b ®

Wenden wir dieses Verfahren g-mal an, und bezeichnen wir zur
Abkiirzung die p-malige Operation der Bildung von A mit A,f, so be-

kommen wir entsprechend
2m-@m—2) - @m—2u+2) (fde

Ry—l

Ry R,
=R, R,dR, [R,dR, -- S B.dR, [Afdx.
0 0 Y @

Das Integral zur Linken ist tiber die Oberfliche der Kugel vom Radius
R,, das Integral f tber das Innere der Kugel vom @ Radius R, zu

erstrecken.

4. Kviterien fiir indefinite Formen. Mit Hiilfe des in Nr. 3 bewiesenen
Satzes kinnen wir nun sofort zeigen:
Erfillt eine Form 2m' Grades die Relation
o Duf =06 (l“ém))
so st sie indefimit (nicht etwa nur semidefinit!).
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Dann verschwindet nimlich in der vorigen Formel das Integral auf
der rechten Seite, also auch das Integral auf der linken Seite. Hieraus
aber folgt, da die Elemente dv immer positiv sind, mit N othwendigkeit,
dass f fiir verschiedene Punkte verschiedenes Zeichen haben muss, nicht
in allen positiv oder in allen negativ scin kann. — Ferner besteht der Saiz:
Geniigt eine Form der Differentialgleichung A,f = 0 so ist auch %
indefinite Form. Es folgt dies daraus, dass

elne

2

A, 2L 0%l

“ ox, ox;
1st.

Weitere Kriterien erhilt an, wenn man bedenkt, dass eine Form
thren (definiten oder indefiniten) Charakter bei linearer Substitution nicht
andert.

Hieraus folgt z. B. der Satz:

Gendigt eine bindre Form der Differentialgleichung :

82 2
Bupf = a L4 b 20 —o,

wo a una b beide positiv sind, so ist sie mdefinit.
Durch die Substitution
z=zYa, y =y Vb,

verwandelt sich nimlich diese Differentialgleichung in

Of L 2 g

o ? T Gy? ’
f also in eine indefinite Function von %Yy, d. h. aber, dass f eine definite
Function von z, y, also auch von z und y ist.

Weiter ist auch eine Form indefinit, wenn Boplapf=0 istu.s. w.—
wir werden diese Kriterien fiir indefinite Formen Jetzt brauchen, um zu
zeigen, dass in gewissen singuliren Punkten der zu construirenden Hiilfs-
flichen der Charakter der negativen Kriimmung besteht.

S 4
Die Ovaloide.

Um jetzt zuerst die Verbiegung der Ovaloide zu untersuchen, zeigen
wir, dass jeder infinitesimalen Verbiegung eine gewisse »V erbiegungs-
fliiche” sich zuordnen lisst, welche verschiedene, nach § 2, Nr. 3 sich
widersprechende Eigenschaften in sich vereinigen miisste. (Eine eingehende
Untersuchung der verschiedenen Singularititen, welche diese Verbiegungs-
fliche aufweisen kann, Iisst sich dabei nicht vermeiden.) Hieraus folgt
dann, dass eine solche Verbiegungsfliche, also auch eine infinitesimale
Verbiegung des Ovaloides nicht existiren kann,
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1. Die Verbiegungsfliche. Zu jeder infinitesimalen Verbicgung
=2+ ek, y=y+ &, z =2z

kann man sich eine gewisse Fliche construiren, welche uns ein Bild der

Verbiegung giebt. Diese Fliche, die man erhilt, indem man Eq¢ als
rechtwinklige Coordinaten auffasst, wollen wir mit dem Namen ,yer-
biegungsfliche“ bezeichnen. Ein einfaches Beispiel einer solchen Ver-
biegungsfliche erhalten wir, wenn wir etwa eine infinitesimale Drehung
eines Ovaloides (z. B. einer Kugel) wn seinen Mittelpunkt betrachten.

Die Verbiegungsfiiche ist dann das von der Kugel begrenzte Stiick
der senkrecht zur Rotationsaxe durch den Kugelmittelpunkt gelegten
Ebene*).

Man erkennt dies, wenn man als Rotationsaxe die z-Axe nimmt, wobei
dann die Formeln lauten

T=u+ ey, Y=y —sx, 2 =—uz;
also

f=y, n=—2=, t=0.
Die Verbiegungsfliiche ist also hier die zy Ebene (¢ = 0); genauer gesagt,
derjenige Theil, fiir den zy einen reellen Werth von liefert, d. h. einen
reellen Punkt der Kugel.

Diese Verbiegungsfliche nun ist im Endlichen gelegen, da &y ¢ endlich
bletben nach den in § 1 Nr. 4 genanmten Voraussetzungen. Dazu kommen
eine Reihe weiterer Bigenschaften. Wir werden, um dieselben zu unter-
suchen, auf der Fliche verschiedene Arten von Punkten unterscheiden,
néimlich regulire Punkte, singulire Punkte vom Charakter
Kriimmung, und endlich Punkte semine
Classe von Punkten ist es,
Schwierigkeit entgegenstellt*+),

negativer
gativer Kriimmung. Diese letste
welche der Untersuchung eine besondere

2. Die negative Kritmmung  einer Verbiegungsfliche. Hat die Ver-
biegungsfliche schon in dem einfachen Fall der Drehung eine ziemlich

* Vergl. Bianchi, a. a. 0., p. 287, Anmerkung: Man erhilt die zu
Drehung gehorige Verbiegungsfische, indem man eine Orthogonalprojection
Ovaloides auf eine Ebene senkrecht zur Rotationsaxe vornimmt. Man erhilt dann
eine doppelt belegte Scheibe, deren Rand die Projection derjenigen Curve des Ovaloids
ist, wo die Tangentialebenen der Rotationsaxze parallel sind. Diege Scheibe ist noch
um 90° zu drehen. ‘

_ **) Wir wollen noch erwidhnen, dass die Verbiegungsﬁiche sich selbst durch-
?mggmﬁznn. Die lgunkte der Verbiegungsfische aber sind eindeutig den Punkten
¢8 Uvaloides zugeordnet. Und wenn wir im i i
Ent der Verbiegungsfitiche reden, so ist dami ! Ponks gomepy ien Punkt
bestimmten Punkt des Ov:
die Werthe &n &, sondern
tiber Parallelcurven.

einer
des

aloides entspricht; mit anderen
auf die Zuordnung an, wie beisp

mﬂﬂ»\.m DESE N
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complicirte Gestalt (sie ist dann eine doppelt belegte Scheibe, wie oben
ausgefithrt; man vergleiche auch dic nebenstehende Figur), so wird sie
im allgemeinen Fall noch complicirter aussehen, sie wird niamlich Spitzen
und Kanten besitzen, sie wird in einzelnen Curven
sich selbst durchdringen u. s. w.

Eine Figenschaft kénnen wir aber doch nach-
weisen, némlich dass sie in ihren reguliren Punkten
negative Kriimmung hat.

Wir wenden, um das zu beweisen, das natiir-
liche Coordinatensystem (§ 1, Nr. 2) an: so dass
die Gleichung lautet

0
ﬂ%

ax® 4 by?
Z:—T—— “ ..

Fig. 5.

Fiir den Punkt £7¢, welcher diesem Punkt entspricht, besteht dann
die Relation
drdf 4 dydy + dzdg =0,
welche sich in die folgenden drei Relationen zerlegt:

g +axt, =0,
4+ by & =0,
gy + 7. + arf, + by, = O*)
(Die partiellen Differentialquotienten sind hier zur Abkiirzung durch den
Index bezeichnet.)

Wir wollen annehmen, dass ¢ mit quadratischen Gliedern beginnt
(die anderen Fille werden spater untersucht) und ¢ und % mit linearen
Gliedern. Die Constanten, welche noch vor diese Glieder treten, lassen
wir fort, weil wir ja die Verbiegungsfliche so verschieben kénnen, dass
diese Constanten verschwinden.

Dann ist

= oy + S
N = -—ax + cey
§=au2+ 20,2y + apy® + - -,
wo die quadratische Function ndefinit ist. Dieser letatere Umstand ergiebt
sich aus der folgenden Betrachtung:
Die dritte der Relationen kann man auch schreiben

g = —axf, + 1, Mo = — byl — 1,
(wobei 4 von der zweiten Ordnung ist), woraus weiter folgt

*) Eigentlich miisste man schreiben af—i statt ax, 0 statt b y- Doch werden

oy

hier nur diese niedrigsten Glieder gebraucht.
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éi
by = —al,—axt, + 3p?
o1
Ny = — ng - b?lgxy - a}}
Combinirt man dies mit den Werthen
gxy = —ax g:y;
ey = —by &y,
die sich aus den ersten beiden Relationen ergeben, so folgt
o o
ﬁzagy) 3’1,7='_b§x7
und hieraus, wegen
™M 1
dxdy  dyox O’
weiter:
520 2@
a

oyt K
Die Relation, welche fir die Glieder zweiter Ordnung von ¢ besteht (die
Glieder hoherer Ordnung sind gar nicht mit in Rechnung gezogen worden),

lehrt uns nach § 3, Nr. 4, dass § indefinit ist, w. z b. w.
Wenn wir nun weiterhin beriicksichtigen, d

ass fiir £ =y =0 noch
269 0 P §(2) o2 §(2) 1 ot e®

2 0 - 1
28 — 7 oy — Y ogr = 5 M, Eon — at

7 ot s

und
PY §(2) 1 4
Ot T oE o

ist, so sehen wir, dass die Kriimmung

(0525 (20)

o0& ont 0Edn Qyp By — a;‘;
(g (B8 e =
(G + GE))

negativ ist, eben weil die Form

Oy Cgg — @l < O ist.

Die Verbiegungsfliiche hat also wm ihren reguldren Punkien, negative
Kriimmung*).

4y 2+ 2a,2y 4 Gysy® indefinit, also

B R R .

3. Singulire Pumlite vom  Charakter neg

gungsfliche einer Fliche positiver Krimmung selbst
ng hat, ist schon bekanns, Vgl Bianchis, g Q. p- 30.
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Ordnung in 2 und Y beginnen. (Beginnt ¢ mit Gliedern von hoherer als
der zweiten Ordnung, so miissen £ und % mit Gliedern beginnen, deren
Ordnungszahl um eine Binheit grosser ist, als die von ¢)

Bezeichnen wir nun die Glieder niedrigster Ordnung von ¢ mit gom,
die von ¢ und 5 entsprechend mit gm+1 ypg 7™+ 50 bestehen genau
wie in Nr. 4 die Gleichungen:

gg(m-l-l) . Q;ﬁ) .
o ox 7
ontmTt1) 2¢m .
(m-1-1) (m+-1) (m) 5 #m)
agay M + 02 % +oy =
Hieraus folgt wieder, genau wie oben, dass
~2 o(m) 22 o(m)
D a aaf/z 2@%2‘ =0
ist.  Weiter aber folgt noch, dass 1™ die Differentialgleichung erfillt
82 1.0m) 82 2(m)
. a =
ox? oy
(Weil niimlich
P l(m) o P g(m) 32 1(m) . P g(m)
o — Gy Wnd o= oz
ist.)
Ferner ist
2Em+1) ag(m-l-l)) 1w
oty — (o 287 Vo) w1~ wr
wo also ,
(m) )
U == ax‘“’—aém——a yag -+ Aty
-~ ax
~. =— g -+ A(m)y
ist.

Hieraus folgt

Ju . a o) ax @g(m) . ?71_(1)

Gr T Tw S T w m T Y
und

azu a ag(m) ax 62 é(m) a.} l(m)

T e e ——— L Y y —_——

oxt m cx m  ox? dx?

ferner
(m) ﬂl(m)
= Gy R
otu ax 82 g.(m) 2 2,(1") 52 l("')

0y T T m Tyt T Gy TV
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Hieraus folgt weiter

P | 2ab 3¢ I
R T8 T T T om oy

b

Bezeichnen wir noch die Operation

a2 a’f
b2l +agh

mit A,.f, so schreibt sich diese letste Formel:

) & 10
Doaf = —2a (% éag'(a? - %)
Weil nun aber
.
Boe 0 L Ayt =0
ist, und ebenso
2™
AV a 0,

so erhalten wir schliesslich
ID) ApaBpg £+ = 0.

Eine analoge Rechnung fiir 4, die wir hier nicht durchfithren wollen,
wiirde das Resultat liefern:

1) ApaBsan®™+D = 0.

Aus den Formeln I), IT), IIT) folgt noch wegen § 3, Nr. 4 der Satz:
Die Functionen & und gm0, 4™+ sind immer indefinit, ebenso
jede limeare Combination

aEm+1) L ByonbD | ),
Ist in dieser Formel y & O und m gerade oder ungerade, so ist der Ausdruck,
in dem §™ das Vorzeichen bestimmt, indefinit.

Ist aber y =0, so erfiillt
W = aEm+D L fyontD
immer die Relation o

Aba Abaw === O,

w st also indefinit, auch wenn die Form gerade ist.

Nach § 2, Nr. 2 konnen wir also den Satz aussprechen:

Der Charakter der negativen Kriimmung hirt in den singuldren Punkten
(m >2, & und 4 von der Ordnung m -+ 1) der Verbiegungsfliche eines
Ovaloides wicht auf.

4. Der Fall,. wo &, n wnd ¢ linear beginmen. Untersuchen wir nun
den Fall, wo ¢ mit linearen Gliedern beginnt, und wo, wie wir zuniichst
o annehmen wollen, auch & und % mit linearen Gliedern beginnen.
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‘ Die Gleichungen
bdaxt =0,
| m+by &~ 0,
’7x+§y+a$§y+by§x=

zeigen dann, dass die Entwickelungen folgendermassen beginnen miissen
f=fr—ay+ ...,
az? - b
g=,,y_ﬂ(igu_’) +o.

n=a(@£gﬂ)—yx+u-,

wo die weitere Reihenentwickelung von ¢ mit Gliedern zweiter, die von
£ und v mit Gliedern dritter

Ordnung beginnt.
Ferner gilt der Satz:
Ist

E=po—ay+tm ...,
= VY= BEO o) fogorrn
N=y2+ a(#® 4 . ) ey )

wo die oberen Indices die Ordnung der betreffenden Glieder angeben,
g(ﬂt—kl) + ax (m) 0
'z z - bl
W Ly —o, )
D6 an by — o)

Der Satz ist leicht zu beweisen. Setzen wir nimlich zur Abkiirzung

Tz Py, by Qi—1,

30 st

so lauten die Gleichungen, welche an Stelle der Fu

ndamentalgleichungen
et azl,—0 u s w. treten

, Jetzt folgendermassen:

TEOARF )+ ET A 0 g+ Bact® —o,
« (ql + Qz + e + Qm—l) — 06((11 + e + . ._,_ QI/t—l) — ﬂ'b:l/ g"(/’") — O’

“pit et ) =yl — g g g
_- a(pl +-- +])m—1) + axégn) -+ by §i"") = ().

(Hier haben wir nur die Glieder nullter bis myter

Ordnung hingeschrieben.)
In diesen Gleichungen hebt sich alles iibrige weg, und es bleibt nur

*) In diesen Formeln sind natirlich 20"
entwickelung von 2 verstanden.

) die Glieder mter Ordnung bei der Reihen-
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£ 4 axll” =0,
nsjm-{»-l) + b?/C!(/m) _ O,
7 " ne {m
gt bt a0 4 b)) = 0.
Wir schliessen hieraus, wie in der vorigen Nummer, dass {" sowohl wie
. e 7 (m4+1) - . .
jede lineare Verbindung af™ D 4yt indefinit ist. N ‘
Wie steht es nun in einem solchen Punké der Verbiequngsfliche mat
begrenzenden Ebenen? Da §, 7 und ¢ linear beginnen, so giebt es eine
Tangentialebene, und nur diese kénnte begrenzen.

Es ist dies die Ebene «f - fn + ¢t =0. Bilden wir aber den
Ausdruck ag 4 by 4 p¢, so sehen wir, dass er mit den Gliedern

WD - Bt g
beginnt, was immer ein indefiniter Ausdruck ist.

Die Tangentialebene schneidet also; sie ist keine begrenzende Ebene.

5. Die Punkie seminegativer Kriimmung. Es bleiben noch die Punkte,
wo die Entwickelung von § mit linearen, die von £ und % aber mit
quadratischen Gliedern beginnt.

Dann ist

E—=pr—ay+ -,
f=—p () +

n=u(axs_;_by’) 4

In diesem Falle giebt es abtrennende Ebenen. Wir haben namlich dann
die Reihenentwickelung:

@&+ Bn+ yt = (B—pa) (“ZE) 4 pBr—ay) + - - -

Dieser Ausdruck ist definit, sobald y = 0. Also ein ganzes Biischel
von Ebenen, welche die Verbindungsfliche begrenzen (d. h. begrenzen im
Infinitesimalen), ist hier vorhanden. Es sind dies alle Ebenen, welche
durch den betreffenden Punkt der Verbiegungsfliiche hindurchgehen und
parallel zur Normale des Ovaloides in dem entsprechenden Punkte sind.

Diese Punkte kénnen entweder isolirt sein

' , oder aber, sie konnen
ene Curve bilden®).

*) Dass die Punkte seminegativer Kriimmun

_ ‘ : g durch analytische Gleichungen be-
stimnt werden, ist evident; diese Gleichungen 1

auten:
P, = §ynx - 'ﬂygz =0,
P =1y 5 — §n, =0,
Pg =§y§z — §y§m= 0.
} Wir suchen reelle Punkte in denen alle drei Gleichungen erfillt sind. In diesen
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Wir wollen beweisen, dass, wenn letsteres der Full ist, die Verbiequng
tiberhaupt eine Bewegung ist. .

Hat die Verbiegungsfliche ein Curve seminegativer Kriimmung oder
Riickkehrkante, so liegen zwei Maglichkeiten vor, entweder es ist dje
Verbiegung eine Bewegung. (Die Verbiegungsfiiche reducirt sich dann
auf eine Scheibe mit Rand und der Rand ist dann eben die Riickkehr-
kante. £%¢ haben dann die Werthe

S=vy—Bs n=wr—yz, t=pzr—ay,
wo «fy Constanten sind.) Oder die Verbiegung ist keine Bewegung.

Wir wollen zeigen, dass dieser zweite Fall ausgeschlossen ist. £7¢ erfiillen
wie bisher, die Bedingungen:

b tpt—= 0,
(1) N+ qé = 0,

N+ &+ 08 + 9t =0.

Ferner miissen lings der angenommenen Riickkehrkante nach bekannten
Sitzen die Gleichungen erfiillt sein:

gy'ﬂz - ﬂygx = 07
@ Nybs — &= = 0,
gygx — ’éy §=0.

Nun stellen wir weiter die folgenden Ueberlegungen an: da die Verbiegungs-
fliiche ganz im Endlichen bleibt, muss es einen Punkt derselben geben, fiir
den der Abstand vom Coordinatenanfang ein Maximum ist. In diesem
Punkte ist

) &6, + 7, + £ — 0.

Dieser Punkt muss ferner auf der Riickkehrkante liegen, da der
Maximalabstand nicht bei einem reguliren Punkt vorhanden sein kann
(wegen der mnegativen Kriimmung). In diesem Punkt der Riickkehrkante
sind aber nicht nur die Gleichungen (1) und (8) sondern auch die GHei-
chungen (2) erfiillt, woraus folgt, dass

§z=’7y=§x=§y="7y=§y=0
ist. Aus diesen Gleichungen aber folgt wiederum, dass die Entwickelung
von Eq¢ mit Gliedern zweiter Ordnung beginnen miisste, oder wenn wir

Punkten muss ¢, * 4 @,* = 0 sein. Die Curve, lings deren diese Bedingung erfiill
ist, ist analytisch und hat nur ausserwesentliche singuliire Stellen {man vergleiche
hierzu die sorgfiltigen Untersuchungen in dem neuen Werke von Ch. Meray, Analyse
infinitesimale Bd. 2, Paris 1895, p. 147H5).  JThre veellen Punkte sind also, wenn sie
keinen continuirlichen Zug ergeben, isolirt.
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ein dem natiirlichen Coordinatensystem paralleles Coordinatensystem sy
Grunde legen, so folgt mach Nr. 3, es miisste dic ReihenonFwiel\:olung
von ¢ mit Gliedern zweiter Ordnung beginnen, die von v aber mit Gliedern
dritter Ordnung. |

Der betreffende Punkt wire dann also nach Nv. 3 dieses Paragraphen
ein solcher, in welchem es eme abtrennende Ebene iibevhaupt nicht gicbt. In
diesem Punkt kinnte also die Fliche unmaoglich den grissten Abstand vom
Coordinatenanfang haben, withrend es doch einen solchen Punkt auf der
Riickkehrkante geben muss.

Wir schliessen hieraus, dass eine eigentliche Verbiegungsfliche mit
Riickkehrkante nicht auftreten kann. Es wird vielmehr, wenn eine Riick-
kehrkante auftritt, die Verbiegungsfliche nothwendig eine Scheibe mit
Rand, die Verbiegung also entsprechend eine Bewegung sein.

Wir entnehmen hieraus den Satz: Bei einer eigentlichen Verbiegung
kinmen wur isolirte Punkte seminegativer Kriimmung auftreten, in allen
dbrigen reguldren sowohl wic singuldren Punkten hat die Verbiequngsliche
entweder negative Kriimmung oder doch den Charakter negativer Kriimmunyg.

6. Folgerung fir die Ovaloide. Da die Verbiegungsfliiche, welche zu
einer wirklichen Verbiegung gehort, Eigenschaften in sich vereinigt, welche
nach § 2, Nr. 4 einander widersprechen (sic muss im Endlichen bleiben
und sie hat, abgesehen von isolirten Punkten, tiberall negative Kriimmung),
50 schliessen wir hieraus:

Ein Ovaloid als geschlossene Fliche kamn nicht verbogen werden.

Damit ist der Minding’sche Satz, allerdings mit gewissen Ein-
schrinkungen, bewiesen¥).

§ 5.
Die Kugel als einziges Sphiiroid.

Die Untersuchung der infinitesimalen Verbiegung des allgemeinen
Ovaloides erforderte ziemlich eingehende Studien. Namentlich bereitoten
die Punkte, seminegativer Kriitmmung gewisse Schwierigkeiten. Viel ecin-
facher gestaltet sich nun alles bej der Kugel. Es liegt dies daran, dass
wir hier eine Fliche construiren, die »Kernfliche®, bei der, kurz gesagt,
der Begriff der Bewegung schon von vornherein eliminirt ist. Auch ist
die Eigenschaft der Kernfliche, in jedem Punkte negative Kriimmung

*) Z. B. bleibt die Moglichkeit
Falten auftreten. Solche Flichen, bei
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zu besitzen, viel einfacher nachzuweisen, als die entsprechende der Ver-
biegungsflsiche *).

L. Parallelfliichen 2w Flichen constanten positiven. Krismmungsmasses.
Bonnet**) hat zuerst gezeigt, dass sich zu jeder Fliche constanten
positiven Kriimmungsmasses (wir setzen dasselbe gleich 1) zwei gewisse
Parallelflichen constanter mittlerer Kriimmung construiren lassen.

Der Satz ist eine leicht zu beweisende Folgerung aus dem Satz, dass
wenn man zu einer Fliche die Parallelfliche construirt, d. h. auf den
Normalen gleiche Stiicke abtriigt, diese Parallelfiiche Kriimmungsradien
hat, welche sich nur um den Betrag des Parallelabstandes von den Radien
der gegebenen Fliche unterscheiden.

Trigt man also insbesondere auf der Normale einer Fliche ¢. Kr.
(=1) die Strecke 1 nach aussen ab, so haben die Krtimmungsradien
dieser Fliche die Werthe

B =r +1,
By =n+1,

Wo 737, = 1 ist. Die mittlere Kriimmung dieser #usseren Parallelfliche ist

PR =) =) -

Entsprechend haben wir fiir die innere Parallelfiiche

o =r —1,
0 =1, — 1,
also
1/1 1y 1/ 1 1L\ 1 fr—2 1
E‘(;;“Fg)—?(m*"m)—g(m)*‘?

2. Sphiroid, Kernfliche, Mantelfliche. Wir wollen nun annehmen,
es giibe ein von der Kugel verschiedenes Ovaloid e, p- K., welches wir
kurzweg mit den Namen ,Sphiroid“ bezeichnen wollen. Zu diesem kénnte
man dann eine innere Parallelfiiche constanter negativer mittlerer Kriim-
mung construiren (die wir mit dem Namen »Kernfliche* bezeichnen) und
ebenso eine Hussere, die den Namen »Mantelfiiche“ erhalten moge. Die
Kernfliche reducirt sich, wenn das Sphiiroid eine Kugel ist, auf den Mittel-

*) Wir wollen an dieser Stelle noch einmal den Charakter der Bewecisfiihrang
skizziven: Construirt wird eine Hiilfsfliiche, die, wenn die wrspriingliche Fliche nicht
im Endlichen bleibt oder irgend welche Singulavitiiten aufweist, keine sich wider-
sprechende Kigenschaften hat. Sowie man aber verlangt, dass die urspriingliche
Fliche von Singularititen frei wird, treten an der Hiillfsfliche Eigenschaften auf, die
sich widersprechen, ausgenommen in dem Fall, wo die urspriingliche Fliche eine ganz
bestimmte ist (in unserm Fall jetzt die Kugel).

*) Vgl. Bianchi, a. a. 0., p. 205.
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punkt der Kugel, aus der Mantelfliche wird dann eine Kugel vom Radius 2
(wenn der Radius der gegebenen Kugel gleich 1 ist). —

Wir werden jetzt zeigen, dass die Kernfliiche niemals endliche Aus-
dehnung haben kann, sondern sich immer auf einen Punkt reduciren muss.

3. Die singuliiren Punkte der Kernflache. Da die Kernfldche in ihren
reguléiren Punkten negative Kriimmung hat, so giebt es in denselben keine
abtrenmende Lbene. Einer besonderen Untersuchung bediirfen dagegen die
singuliven Punkte Nj, welche den Nabelpunkten N, des Sphiroides ent-
sprechen. In diesen Punkten verschwinden die Kriimmungsradien (wenn
ry =7y ==1, 50 ist g, == g, ==0), also treten die Singularitiiten auf, welche
wir genauer besprechen miissen.

In einem Nabelpunkt N, konnen wir (da die Reihenentwickelung
von 2z beginnen muss mit

x? y

l—5—3

das Sphiroid darstellen durch die Formel
: e =V1I——y + 9(z,7),

wo ¢(x, y) eine Potenzreihe ist, welche mit Gliedern von mindestens
dritter Ordnung beginnt.
Die Coordinaten der Kernfliche, welche ja die innere Parallelfiiche
im Abstand 1 ist, werden gegeben durch die Formeln
0z

E=2zx + — ﬁaaf; ———
Vit (G2) '+ G)

e e N—
Vit '+ )

=2z

1
02\ 02 :
Vit (62) + @)
Wir wollen sehen, mit welchen Gliedern £

mit Gliedern m'* Ordnung beginnt, die wir o
Es ist allgemein

x| und ¢ beginnen, wenn ¢
infach mit g, (z, y) bezeichnen.




1
|
A
¢
]

Verbiegung geschlossener Flichen. 95

G+ G

(=) (1= (ot oy =y
(ot =),

Der in der Klammer stehende Ausdruck lautet bis auf Glieder héherer
Ordnung

(m) (m)
(1-x2—y2+x2+y2~2x a—g’? — 2y i

oy )’
Also wird
3(’)(7:1)
A N
ox V“W(WE‘“ - o
und analog
Dz . a(p(m)
oy =Y+ ¥ + -
demnach
. aq}(m) _ a¢(m) .
. 8:;)('") . 3q,(M) B
’7—?/‘*?/'1'“537‘}'“'—-“97-4-' ,
und fiir ¢ bekommen wir den Ausdruck
Y . - 1— a2 — 42
3q,(m) 36,("1)
SN (m) ___ —_— . P
4 * o y oy +
— (1_m)(p<m)+

4. Der indefinite Charalter von ¢™. In der vorigen Nummer jst
tiber die Function g™ keine bestimmte Voraussetzung gemacht. Es st
aber klar, dass die Function ™), weil eben das Sphiiroid eine Fliche
constanten positiven Krimmungsmasses ist, nicht vollkommen willkiirlich
sein kann. Diese Function wird vielmehr eine bestimmte Differential-
gleichung erfiillen, die wir Jetzt aufstellen wollen.

Zu dem Ende miissen wir noch berechnen, welche Werthe die drei
aweiten Differentialquotienten von z anunehmen. Dabei ergiebt sich
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A yr -1 My
T (YLt ) T oot
Fz o _ 4 O
CJ’?'/_(VIW— r? 7/“)3 +8-' cy’
0%z z*—1 o
= iy T e

Die Thatsache nun, dass das Sphiiroid constantes positives Kriimmungs-
mass (=1) hat, driickt sich dadurch aus

ooy~ eag) — (14 (2) +62)) =0

ist, d. h.
@ —1) @y —1) ot-1 Y9, y-1 9
s L I e s I I caer
Pe e xty? 2xy o Afafp 2

+ g.’l}f . '—ayg‘ - (1 [ yi)s + Wl——: ‘52‘——‘: y’js (".xay + (('J.(y)
oy
22 ~— ;
x? ox ap\?
- (1 o e ()
o9
QY
Y5y

: de\2) |2
+ {1—9?0/’—y’~ Vi—aie g + (9}7) }> =0.
Hierin geniigen die von ¢ freien Glieder identisch der Differentialglei-
chung, weil 2 =711 —22 — 42 die Gleichung der Kugel ist; im iibrigen
lauten die Glieder niedrigster Ordnung:
2™ 2™
ox? oy*
Es muss also
22 2™
da? oyr
sein. Hieraus schliessen wir (§ 3, Nr. 4):

Die Function o™ sowohl, wie ihre partiellen Differentialquotienten. sind
immer indefinit.

5. Folgerung fiir das Sphéroid. Da. @™ indefinit ist, da ferner

_aq,(m)

£ — b -y
oo™

n:—é’iy——’—...’

— (L —m)pm 4 ..,
so schliessen wir nach § 3 weiter, dass auch

o€ 4 By '+ p¢
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immer, in jedem singuldren Punkt und fiir jedes Werthsystem afy in-
definit ist, d. h. (wie in Nr. 5 des vorigen Paragraphen):

Die Ebene ot + By + 7& =0 schneidet die Kernfliche immer, oder:

Die Kernfliiche verliert in keinem Punkt den Charaliter dey negativen
Kriimmunyg.

Hierin liegt aber, da die Kermfliche ihrer Construction nach ganz im
Endlichen verliuft, nach § 2, Nr. 3 ein Widerspruch. Eine Kernfliche
von endlicher Ausdehnung ist also unmdéglich.

Es folgt also:

Die Kugel ist das einzige Sphéroid*).

§ 6.

Die Minimaleigenschaft der Kugel,

Wie uns die Kernfliche auf den Satz fiihrte, dass die Kugel das
einzige Sphiroid ist, so wird sie uns noch weitere Dienste leisten, um
einen von Lindelsf in seiner Variationsrechnung angefangenen Beweis
des Satzes von der Minimaleigenschaft der Kugel (dass die Kugel bei
gegebenem Volumen die kleinste Oberfliiche hat) nach einer Richtung zu
vervollstindigen. Lindelsf gelangt nimlich durch Rechnung zu dem Re-
sultat, dass die betreffende Fliche nothwendig constante mittlere positive
Krimmung haben muss. Indessen gelingt es ihm nicht, zu beweisen, dass
die einzige Fliche, welche diese Eigenschaft besitat, die Kugel ist. (Wenn
dies gezeigt ist, folgt freilich nur, dass ausser der Kugel keine andere
Fliche die Minimaleigenschaften haben kann, Dass die Kugel sie wirklich
hat, ist damit noch nicht bewiesen.) Dies gelingt aber leicht mit den hier
entwickelten Hilfsmitteln, wenn man, wie dies Lindelof stillschweigend
thut, den analytischen Charakter der Fliche voraussetzt.

1. Mantelfliche und Kernfliiche.  Unter der Mantelfliche verstehen wir
ein Ovaloid constanter mittleyer Kw’immzmg (? (11 -+ ,i) = 1) , wunter der

= 2 /
zugehorigen Kernfliche ilove innere Parallelfliche im Abstand 1. (Wir wollen
hervorheben, dass der Begriff jiussere Parallelfliiche ¢. mittlerer Kriimmung
zum Sphiroid und »Mantelfliche, wie er hier definirt ist, sich keines-
wegs decken.)

*) Auf ganz anderem Wege ist, wie mir Herr Prof. Hilbert giitigst nitgetheilt
hat, Herr Minkowski zu diesem Satz gelangt. Er leitet namlich durch Grenziibergang
aus seinen iiber convexe Polyeder aufgestellten Sitzen [ Gott. Nachr. 1897, p. 198] den
allgemeinen Satz ab: Ein Ovaloid ist vollkommen bestimmt, wenn man den zu Jjeder
Normah'ichtung gehérigen Werth des Krimmungsmasses kennt. Hieraus folgt dann
von selbst der Satz, dass die Kugel das cinzige Sphiiroid ist.
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Die Kernfliche hat im allgemeinen constante negative mittlere Kriim-
mung (==-—1) und einer besonderen Untersuchung bediirfen auch wieder
nur die Punkte Ny, die den Punkten N entsprechen, wo

7‘1=')‘2=1,

also
0 =10, =0
ist.
2. Die singulidren Punkte der Kernfliche. In den Nabelpunkten N,
wird sich die Mantelfliche darstellen lassen durch die Entwickelung:

= YT F P+,
wo wieder ¢ mit Gliedern mt* Orduung beginnt (™) (m>2).
Fiir ¢ bekommen wir aus der Forderung, dass die mittlere Kriimmung
der Mantelflache =1 sein soll, also

%"{ < 2>-F2x’( ’) gS'Eig;}
RN < o) =1,
die Diﬁ”erentialgleichung:
+(Vai’+eiw+ “’)( +(V~1:%f’-—+3;”)’)
—2 ({/‘1% + a¢) <1/1 = + aw) ((Vl ify“: ) + ((;'(1’-1;>
(i et B+ (i

V1= at —yt V1i—zt— + ) z)
Das giebt wieder fiir v die Dlﬂ'erentlalglexchung

oplm) | g2y m)

ox* oy =0.

Da auch die Reihenentwickelungen fiir die Coordinaten der Kernfliche in
den Punkten Ny wieder mit den Gliedern

a"l’(m)
T om T
a,(,,(m)
=5 + -

=(1——m)-¢(m) + ..
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beginnen, so schliessen wir, genau wie im vorigen Paragraphen: Eine
Kernfliche von endlicher Ausdehnung kann nicht existiren, d. h.

Die Kugel ist die einzige Mantelfliiche.
Damit ist die Liicke in dem Beweis von Lindelsf ausgefiillt*).

§ 7.

Flichen constanten Kriimmungsmasses in héheren Riumen,

Der Satz, dass die Kugel das einzige Sphiroid ist, verallgemeinert
sich entsprechend fiir hhere Dimensionen. Als Kriimmungsmass definiren
wir hier das reciproke Product der % — 1 Hauptkriimmungsradien.

Wir wollen zunsichst zeigen, dass es auch in hé&heren (ebenen)
Réumen einfache von der Kugel (die wir dann als Hypersphire bezeichnen)
verschiedene Flichen ¢. K. giebt. Sodann werden wir, durch Verall-
gemeinerung des angewendeten Schlussverfahrens, beweisen, dass die n— 1
dimensionale Hypersphire das einzige Hypersphiroid ist, fir Riume von
% Dimensionen.

1. Die Rotationsfliichen constanten Kriimmungsmasses. Dass es Flichen
constanten Kriimmungsmasses giebt, welche von der Hypersphire ver-
schieden sind, folgt daraus, dass diese Flichen durch eine partielle Dif-
ferentialgleichung der zweiten Ordnung bestimmt werden. Diese Dif-
ferentialgleichung muss jedenfalls ausser der reellen Losung, welche die
Hypersphéire des betreffenden Raumes darstellt und % - 2 Constanten
hat (wenn # 4 1 die Dimensionszahl des Raumes ist), noch andere reelle
Losungen haben.

Sie lautet
i1 Byg v Zig
: : : E——1 1,

Zn1 Zpg .- - Znn
Azl dad 41

. . 0F " W, 0° .
wo 2; zur Abkiirzung fiir iz, und z; zur Abkiirzung fir ‘?571; gesetat ist.

Dies sind die Flichen constanter Kriimmung im 2 + 1-dimensionalen
ebenen Raum, wo wir die rechtwinkligen Coordinaten 2,0, y,...2, ein-
gefithrt haben.

*) Wir diirfen uns aber nicht verhehlen, dass der Beweis von H. A. Schwarz
(Gesammelte Abhandlungen II, p. 327) fir die Minimaleigenschaft viel aligemeiner
ist. Des weiteren aber gilt wie oben die Bemerkung, dass man noch viel allgemeinere
Voraussetzungen machen miisste. Hat doch Finsterwalder @ a. 0, p. 796) ge-
zeigt, dass schon ganz einfache Gleichgewichtsprobleme (die sich ja mit Variations-
problemen decken) auf Flichen ohne Tangentialebenen fithren.
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Ein einfaches Beispiel dieser Flichencategorie wiirden in erster Linie
die Rotationsflichen constanter Kriimmung sein, deren Axe die sAxe ist.

Wir wollen hier wenigstens die Differentialgleichung derselben auf-
stellen.

Es sel also

e e T T
7'=V-T1 +xy o+
und wir wollen suchen, ob man allgemein z so bestimmen kann, dass es
eine Function von # allein ist. (Im Raum von drei Dimensionen ist dag
ja moglich.)
Wir setzen 72 = u, und haben dann:
0% oz .
2y = 2 a—ul‘,—, Zip = 4 Z,——u,x,-xk,
0z 0%z o
Z”_—“2a—u+45~1—[,$,

Durch diese Substitution verwandelt sich die Differentialgleichung in

7 ’ 2 t 44
2 447722 472z, o 42z 2,
42" 2y, 27 +44'x® - 47 5y,
. : =1,
/.
| 4"z - - L 9 4t

(IFdafs® 422y

o 0%z 2
—Z, gu-—z=z

wo

D
w®

I

@D
ES

gesetzt ist.

Entwickelt man die Determinante, so kommt

e+ el

: 1.
(W4 duznz T

Alle ibrigen Ausdriicke fallen fort, weil jede Potens (@Y (") mit einer
Summe von identisch verschwind

enden Determinanten multiplicirt im End-
resultat erscheint.

Ondmns 1ot : iiundl es ist klar, dass es, da dieselbe von sweiter
ranung 1st, ausser den Kugeln, welche ihren Mittelpunkt auf -
haben, und deren Grleichung 1au’tet prnkt auf der z-Axe

(r—a) =1
(dle betreffende Losung der Differentialgleichung ist

= (YT,
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noch andere Rotationsfliichen constanten positiven Kriimmungsmasses giebt.
Denn die Lisung, welche die Kugeln bestimmt, hat nur eine Integrations-
constante, wihrend die Diﬂ'erentialgleichung doch von der zweiten Ord-
nung ist.

2. Die Parallelfliichen constanter Kriimmung.  Wir wollen hier dje
innere Parallelfiéiche construiren und zeigen, dass in einem reguliiren Punkt
derselben jede Ebene schneidet,

Die Kriimmungsradien, welche den Hauptkriimmungsradien der Flichen
constanter Kriimmung entsprechen, sind wieder Hauptkriimmungsradien
der inneren Parallelfiiche und unterscheiden sich um die Einheit von
denen der Fliche constanter Kriimmung, also

¢ =r —1L

Hieraus folgt (da nicht alle 0: negativ sein kénnen, es wiren sonst
alle r <1, was unméglich ist), dass einige negativ, andere aber positiv sind.

Die innere Parallelfliiche, welche durch die Gleichung

xf x:
§=2<?+...+?>+...

1 1
dargestellt wird (wenn @: =0, so fallt das betreffende Glied in dieser
Gleichung fort), beginnt also mit Gliedern zweiter Ordnung, welche eine
indefinite Form darstellen, weil sie aus einer Summe von Quadraten mit
Coefficienten besteht, unter denen sich sowohl positive wie negative be-
finden. Hieraus folgert man, dass alle Ebenen ausnahmslos, auch die Tan-
gentialebene (¢ =0), in dem betreffenden Punkt die innere Parallelfliche
schneiden.

3. Die singuliren Pumkte. Wir kénnen nun auch leicht zeigen, dass
in den Punkten Ny, welche den Nabelpunkten N, des Hypersphiroides
entsprechen, die Kernfliche den Charakter der negativen Kriimmung nicht
verliert. :

Setzen wir niimlich in einem solchen Nabelpunkt (was bei geeigneter
Wahl des Coordinatensystems immer moglich ist):

e=V1— 3z + y,

wo ¢ mit Gliedern m(>2)** Ordnung beginnt, so bekommen wir fiir die
Coordinaten &, ¢ der Kernfliche die Reihenentwickelung:

% 2%

h]/Cng + oz,

§i=xi+ — X aw 2
14 = LA

Vit <V1 +axk)

also
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und

= (1 —m) .

Ferner aber beginnt die Entwickelung der Gleichung
By 2 fin
Lk E T =0
Zn1 Fnzccc fan

wo fiir # die Substitution gemacht wird

e=VI=Zzi+p
mit den Gliedern niedrigster Ordnung

o (G 4+ 29,

o - aw:

Dieser Ausdruck muss also verschwinden, Hieraus folgt, dass gy

o ‘
damit auch %— immer indefinit ist, dass es also in keinem Punkte der

und

Kernfliche eine abgrenzende Ebene giebt. —
Eine Kernflsiche endlicher Ausdehnung ist also unméglich, und hieraus
folgt der Satz: Die Hypersphére ist das eingige Hypersphéroid.
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um seine Symmetrieaxe entsteht, dagegen z. B. nicht der Wiirfel, sowie
eine Fliche, welche durch Rotation eines vom Halbkreis verschiedenen
Kreisbogens um seine Sehne entsteht.)

Auf solche Ovaloide also werden wir allein Riicksicht nehmien.

3. Infinitesimale Verbiegungen. Auch den Begriff der Verbiegung
miissen wir schirfer fassen.

Wir werden pimlich nur infinitesimale Verbiegungen betrachten, wie

sie in der Varistionsrechnung und bei der Lie’schen Theorie*) gebraucht
werden.

Diese Verbiegungen sind gegeben durch die Formeln
o =ux+ ek, y=y+ &, 5 =2+ ¢l

Ferner sollen Eng amalytische Functionen von x und y sein, die im
betrachteten Gebiet endlich bleiben.

Wir sagen also: &g definiren eine infinitesimale Verbiegung, wenn sic
amalytische Functionen sind, die die Relation

duwdt + dydn + dedg =0

identisch erfiillen, unter xyz die Coordinaten des Ovaloides verstanden. —
Weil nimlich die betrachtete infinitesimale Transformation eine Ver-
biegung ohne Zerrung ist, so muss

da? 4 dy? + do2= d(z+ £ + dy+en)* + d(z 4 £8)°
= dat+ dy* + d7?

dzdt + dydy + dedf = 0%%),

Auf Grund dieser Definitionen werden wir dann den Satz beweisen:

Lin Ovaloid als geschlossene Fliche gestattet keine infinitesimale Ver-
biegung ohne Zerrung.

sein; d. h.

4. Gultigkeitsbereich des Minding'schen Satzes. Unser Beweis schliesst
die Mdglichkeit nicht aus, dass die Fliche eine endliche Verbiegung ge-
stattet, d. h. dass es ein von dem gegebenen Ovaloid ginzlich verschiedenes
giebt, welches mit ihm in den kleinsten Theilen congruent ist, sich aber
nicht durch eine continuirliche Reithenfolge von Verbiegungen in dasselbe
tiberfiihren ldsst.

Um die Moglichkeit eines solchen Falles zu illustriren, wollen wir

uns - an ein Problem aus der Variationsrechnung erinnern, wo shnliche
Verhilinisse auftreten. '

;)) iiLie, Differentialgleichungen mit inf, Transformationen (Leipzig 1891), p. 30
an vergl. L. Bi i, Di i ie, 1 eiprig
1596, 1 20 o ianchi, Differentialgeometrie, ithersetzt von Lukat (Leipzig
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und

=t — e = (1 — m) i,

Vit (a%)g

1

Ferner aber beginnt die Entwickelung der Gleichung
fy Fg o Aa

. B =0
Zn1 Zn2cc lpn

wo fiir # die Substitution gemacht wird

e=VI=Zzi+p
mit den Gliedern niedrigster Ordnung

(— 1yt (M T @gw""’).

ozt 8:0"2

Dieser Ausdruck muss also versehwinden, Hieraus folgt, dass yom
s ) ‘
damit auch %— immer indefinit ist, dass es also in keinem Punkte der

und

Kernfliche eine abgrenzende Ebene giebt. —
Eine Kernflsiche endlicher Ausdehnung ist also unméglich, und hieraus
folgt der Satz: Die Hypersphére ist das eingige Hypersphéroid.




