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J.\lb das badische Volk im vergangencn Jahre den neun-

ten September festlich beging, herrschte noch -tiberall das Ge-
fithl der Trauer iiber die schmerzlichen Verluste, welche unser
orossherzogliches Haus in einer so kurzen Spanne Zeit erlit-
ten hatte.

Heute danken wir einem gitigen Greschick, dass unscrm
vielgepriiften Herrscherpaave weitere Schicksalsschlige erspart
blieben und dass, nach Wochen banger Sorge, nachdem Seine
Konigliche Hoheit der Frbgrossherzog von tiickischer Krank- -
heit wieder genesen, es uns vergtnnt ist, den Geburtstag un-
seres erhabenen Rector magnificentissimus in unge-
tritbter Freude zu feiern. |

‘Wie das badische Land, so darf auch unsere Hochschule

an jenem Freudentage auf ein Jahr gedeihlicher Entwickelung




suriickblicken. Die wohlwollende Fiirsorge unseres Grossherzogs
and seiner erleuchteten Reglerung haben uns gestattet im
Wettkampfe mit unseren Sehwesteranstalten  die ermungene
Stelle zu behaupten.

Neue Institate und Gebdude wuchsern empor, neue Lehr-
stithle wurden gegriindet, alterc darch gliekliche Berufungen

new besetzt, und so die Universitit immer besser ausgeristet

wm ihrer Aufgabe gerecht zu werden die Wissenschaft zu

fordern und die studirenden Jinglinge zu tichtigen, fir ihren

Beruf wohl vorgebildeten, Ménnern zu orzichen. Zur Erreichung

dieses idealen Zicles ist strenge Pilichtertillung unerlisslioh.

Wo aber kinnten wir alle, Professoren und Stadenten, ein lench-

tenderes Vorbild dafir finden als  in unserem allverehrten

Grossherzog Friedrieh?




Moge ein gtitiges Geschick Thn uns und semem Lande
noch recht lange erhalten, mogen die Grebete Erhdrung finden
in welchem am neunten September alle Angehorigen der

Albert-Ludwigs Universitit sich vereinen:
GOTT SCHUTZE
UNSERN DURCHLAUCHTIGSTEN GROSSHERZOG
e <
FRIEDRICH

UND SEIN GANZES HAUS.




Rationale Flachen

und

involutorische Transformationen.

Von

Dr. Jakob Liiroth,
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Bei einer rationalen Curve kénnen die Coordinaten eines ihrer Punkte
als rationale Functionen eines Parameters in solcher Weise dargestellt werden,
dass jedem Punkte der Curve nur ein Werth des Parameters entspricht
(vergl, Math. Aun. Band 9 Seite 163).

Die Frweiterung dieses Satzes anf Flichen gibt das folgende Theorem:

Wenn eine Fliche auf eine Kbene so bezogen werden kann, dass jedem
Punkt der Ebene ein Punkt der Fliche entspricht aber jedem Punkte der
Fliiche mehrere, etwa n, Punkte der Ebene zugehiven, so kann wman stete
nene Variaheln so einfithven, dass die Coordinaten eines Fliichenpunktes
rationale Functionen der newen Variabeln werden wnd jedem Flichenpunkt
nur ein System von Werthen der newen Variabeln entspricht,

Oder analytisch: wenn f (), ¢ (cy), h{r2y) drei rationale Functionen
von zwei Verinderlichen sind, so kann man stets zwei andere rationale
Fuanetionen 2 und 4 von 2y finden, so dass sich f, g und /i als rationale
Funetionen von & und 4 darstellen lassen

() Sy =X gxy) = Eid) Jory) = L1
and zwar in ler Weise, dass die Gleichnngen 10 zu jedem Werthsysteme
wy nur ein System [ liefern,

Der Beweis dieses Satzes ist viel sehwieriger als der des entsprechen-
den oben erwihnten fitr Curven, und mir bisher selbst in dem einfachsten
Falle, dass einem Flichenpunkte nur zwei Punkte der Ebene entsprechen,
noch nicht vollstindig gelungen. Ich gebe im Folgenden daher nur einige
allgemeine Betrachtungen iber dic Aufgabe die Functionen I und 7 zn be-
stimmen, und wende diese sodann auf Beispiele an,




Der bequemeren Darstellung wegen will ich den Flachenpunkt, welcher
dem Punkte P, mit den Coordinaten %y, der Ebene entspricht, dessen Raum-
coordinaten also /(xy), ¢(zy), h(@y) sind, mit F'(P) bezcichnen. Um zu
gnden wie viele Punkte der Ebene einem Flichenpunkte zugehoren stelle
man die 3 Gleichungen auf

Fap=faw)  gup=ger)  hay)=h)
dic man auch in '
@ F(o)=FX)
susammenfassen konnte, und Jose sie nach wv auf.

Sic haben die selbstverstindliche Losung w =, V=Y. Sie konnen
aber auch noch durch andere Punkte erfillt werden, und zwar einmal durch
solche die von P nicht abhingen und andererseits durch Punkte die mit P
sich indern. Nur von den letateren soll hier die Rede sein. Ihre Zahl sei n—1.
Dem Punkte P der Ehene enfsprechen dann also durch die Gleichungen (2)
1 weitere Punkte @, B, . ... Da nun F(Q)=F(P) ist, so entspricht
auch dem Punkte @ wieder der P, Oder dic Punkte der Ebene werden
dureh die Gleichungen (2) in Gruppen von je n Punkten P, Q, KB . . . zu-
sammengeordnet, so dass einem Punkte der Gruppe durch jene Gleichungen
die iibrigen n—1 zugewiesen sind. Wenn man die Ableitung der Punkte
aus dem einen P als eine Transformation bezeichnen will, so wird man sie

eine involutorische nennen miissen.
Die Gruppe zu der auf diese Weise P gehort sei mit ['(P) bezeichnet.

§ 2.

Die drei Gleichungen (2) kann man, nach Herrn Kroneckers Vorgang,
durch zwei Gleichungen ersetzen wenn man, unter 4, b, ¢, «, ', ¢ Unbe-

stimmte verstehend,
af @y)+bg@y)+ch(zy)=2xy)
af(wy)+ by ey)+chlzy) = ¥y




setzt. Dann liefern nimlich die Gleichungen
(3) @ (ry)==0Cuwv) Vixwy)==""(wv)

Werthe von uv, welche theils von den Unbestimmten abhéingen, theils von
ihnen unabhéingig sind. Dic letateren sind die gemeinsamen Wuorzeln der (2).

Wie vielfach der Punkt P und die ihm zogeordneten (), F, . .. in den
Losungen von (3) gerechnet werden, ergibt sich wenn man mit diesen
{(#leichungen die

3 au--fo-fr=o

combinirt und die % v eliminirt. Man findet als Resultante eine ganze homo-
gene Function von « 3 die in x4 rational ist und in lineare Factoren zerfillt,
die aber in den xy nicht alle rational zu sein brauchen. Man kann jene
Resultante aber auch in Factoren spalten von welchen einer von den a, b, ¢,
a‘y I, ¢ abhiingt, wihrend der andere von ihnen unabhiingig ist. Der zweite,
den man als gemeinsamen Theiler von zwel mit verschiedenen Constanten
a.. . ¢ gebildeten Resultanten findet, entspricht allein den hier gewiinschten
Lésungen und man kann von ihm noch einen Factor C'(edy) abtrennen, der
die constanten, von xy nicht abhiingenden, Losungen gibt. Der Rest ist dann
eine ganze Function von ¢y, die in xy rational ist und welche die Factoren
wr+By-+r, aéf-Fy-Fr ... enthilt, die den Punkten P, Q, .. . der
['(P), mit den Coordinaten zy, bez. 5 7, . . . entsprechen. Dieser Rest sei
mit B (« A7) bezeichnet. g '

Enthiclte B (¢ 37) den Factor «x -3y -4y in hoherer als der ersten
Potenz, so wiirden die Gleichungen (3) nicht nur durch ==, v =y sondern
anch durch die unendlich wenig verschiedenen Werthe n=1n-}-dz, v=y-}-dy
erfillt, Dann wiren

R ——

dx dy

also @ und ¥ constant, was nur bei constanten f, g,  moglich wire.
 Kame der Factor «f-- 3747 mehr als ein Mal vor, so missten die

vier letzten Gleichungen fiir =2, y =1 erfillt sein. Weil aber 57 ebenso

ganz beliebig sind wie die %y, wiirde sich wieder die Constanz der £, ¢, h ergeben.



Dic Coefficienten von R («¢7) liefern also die elementaren symmetri-
schen Functionen der Punkte P, ¢, B ... durch welche sich alle andern
rationalen symmetrischen Funktionen jener Punkte in rationaler Weise aus-
driicken lassen, Diese elementaren symmetrischen Functionen sind rationale

w(n-4-3

Functionen von xy. Ihre Zahl st = 2~—i). Weil aber E(aj3y) in lineare

Factoren zerlegbar, also in Bezug auf die a3y reducibel ist, so bestehen
zwischen den elementaren symmetrischen Functionen eine Anzahl von Glei-
chungen.
Fir n=2 sei dic Function
Blagry=(ea+fy+7) @i+3q+7
=a¥p+ -t tFaeddtarstiro;
dann ist die Bedingung des Zerfallens
' (4) dprfsoy—msi—poi—ii=o
so dass in diésem Falle alle rationalen symmetrischen Functionen sich rational
durch p s+ oder durch wsod ausdriicken lassen. |

§ 3.

Die Werthe der drei Functionen f¢ /i sind fir alle Punkte von ["(P)
dieselben. Ist der zu beweisende, in der Einleitung angefithrte, Satz richtig,
s6 werden, weil die linken Seiten der Gleichungen (1) fiir alle Punkte von
I'(P) dieselben Werthe haben und diese Gleichungen nur ein Werthsystem
¢, ¢ bestimmen sollen, auch { und & fir alle Punkte von I'(P) dieselben
Werthe haben miissen,

Solche rationalen Functionen, welche fiir alle Punkte der zu P gehorigen
Gruppe I'(P) denselben Werth haben, mogen invariante Functionen heissen.

Ist S(P) eine Funktion dieser Art, und sind 0, R, ... die andern zu

I'(P) gehérigen Punkte, so ist S(P) = S(Q) = S(B) = . . . ., daher auch
Sy = s@1ts@-+sam+ .. |

n




5)

Die rechte Seite ist, weil in den Punkten I, @, R ... symmetrisch,
als rationale Function der elementaren symmetrischen Funetionen darzustellen
wnd S (P) gibt also ihren Werth, wenn man fiir jene elementaren symmetrischen
Funectionen ihre Ausdriicke in z ¥ einfiihrt. Ist umgekehrt G (P, @, B, - - =)
eine symmetrische Function der Punkte P, @, B, ... .so kann man sie
durch die elementaren symmetrischen Functionen und dann weiter als rationale
Function H (P) des Punktes P darstellen. Will man nun H(@) bilden so0
hat man in @ fir die P, Q, B, . . . die Punkte der Gruppe I'(Q) zu setzen.
Weil diese Gruppe aber mit " (L) identisch ist, wird H(Q)==H(FP). Also
ist H(P) eine invariante Function.

Alle invarianten Functionen entstehen somit aus symmetrischen Functionen

der Punlte einer Gruppe.

Die Function R (afy). C(ady), als gemeinsamer Theiler von zwel
Resultanten der Gleichungen (3), und, weil ¢ (¢37) nicht von den z y abhingt,
auch R (¢37) selbst, ist nicht direct von den xy sondern nur von den drei
Functionen f, g, v abhéingig; somit lasst sich jede elementare symmetrische
Punction und folglich auch jede invariante Function rational durch die f, g,
darstellen.  Wenn also die Functionen £, ewistiren, so milssen auch sie sich
rational durch die f, g, h ausdricken lassen, Weil ‘aber auch umgelkehrt

f, g, h rationale Verbindungen der &« sind, lassen sich dann alle invarianten

Functionen in rationaler Weise durch zwei derselben darstellen.
Fin Paar von invarianten Punctionen durch welche sich alle andern

invarianten Funktionen in rationaler Form ausdriicken lassen soll ein Haupt-

paqr genannt werden,

(Sesetzt man habe ein Hauptpaar gefunden x (z ), 2 (wy). Stellt man
dann die Gleichungen fiir wv :

(B) z(zy)=xz(uv) ay)=4i(uv)

auf und geniigt thnen ein Punkt N, so ist, weil f, g, o rationale Ausdriicke
von z und 2 sind, F(N)=F(P); also gehort N zu [(P). Die Gleichiwngen
(B) ersetzen also die Gleichungen (1). Geometriseh gesprochen stellt jede der
Gleichungen (9) ein Curvenbischel dar und eine Gruppe I'(P) erscheint dann

als-Schnitt der beiden Curven der Biischel, welche durch P gehen.




6

Punktes der Fliche sind nun rationale Functionen

Die Coordinaten eines
: N o
Aber es ist noch die Frage ob umgekehrt einem Flachenpunkt

nur ein Werthsystem z, 2 zukommt. Um diese Frage zu beantworten scien
die Ausdriicke der f, g, h durch die 2 die folgenden

der z und A

(6) fley)=U(z4), g@y)= V(x4 h(ry)=W(x4)
die natiirlich in x y identisch sind. Wenn nun die Gleichung
Ukl) = U(ap), VD)=V (e Wkl)==W{u3)
wo k, | unbesmmmt sind, fir ¢, 3 mehr als ein Werthsystem lieferten (¢ 7) —
(% Iy und (@ 3) == (k', I'), so stelle man die, den Gleichungen (3) entsprec hcnden
2(wv) =k A(uw)=I
auf, welche eine Gruppe I"(4) von n Punkten liefern mogen, und die
x(uv)=FK : Auy) =1l

welche eine Gruppe I"(B) ergeben sollen. Fiir alle Punkte von ['() liefern

dann die Gleichungen (6) einen Punkt der Fliche mit den Coordinaten
Uklty - V(&I Wk

und die gleichen Coordinaten ergeben sich fiir die Punkte von ["(B), so dass

also diese beiden Gruppen denselben Flichenpunkt ergiben. Dies ist aber

nicht moglich weil ja einem Flachenpunkt nur eine Gruppe von ;i Punkten

der Ebene entsprechen soll.

‘Das Hauptpaar x4 kann somit an Stelle der [# des zu beweisenden
Satzes treten, dessen Bewels somit zurickgefithrt ist aunf den Nachweis, dass
bei jeder involutorischen Tramsformation ein Hauptpaar existirt. Hs gibt aber
nicht nur ein Hauptpaar sondern stets unendlich viele. Denn leitet man durch
Cremona’sche Transformation aus x, 2 ein Functionenpaar p, v ab, dessen
Functionen rationale Ausdriicke von x 4 sind, so sind umgekehrt auch z, 2
rational durch g, v darstellbar und folglich anch alle invarianten Funectionen,
Und ist {, /# ein Hauptpaar so lassen sich { und #, als invariante Functionen,
rational durch » 1 darstellen und umgekehrt, so dass beide Paare dureh
Cremona’sche Transformationen zusammenhingen.




{

g 4.

Um nun den Beweis zu fithren, dass bei jeder involutorischen Trans-
formation ein Hauptpaar existirt, kann man eine solche Transformation durch
Einfohrong neuer  Variabeln vereinfachen. Es bezeichne nimlich 7' eine
Cremona’sche Transformation, welche aus den Punkten P, Q, B . . . eciner
Gruppe I'(P) neue Punkte p, g, 7 ... producirt, so dass T'P==p, T Q==y,
TR-—=r...ist. Bezcichnet nun ¢ die Umkehrung von 7T, ist also T'¢p==p,

[ TP—= P so wird F(t_’p) s .F’(t (]) prssiay ﬁ‘(t 7') T e, .
Diese Gleichungen verglichen mit (2) zeigen dass auch die Punkte p, ¢,
v ... einer Gruppe 7 (p) angehoren, deren Punkte freilich durch ein anderes

Gesetz ver kniipft sind als die der Gruppe ["([).

Bezeichnet UP irgend cinen der n—1 Punkte, die mit I’ zu derselben
Gruppe gehoren, so kann man sagen Utp ist einer der Punkte t¢,t7..,
oder die Transformation T'Utp ==V (p) liefert zu p einen der Punkte ¢,7, .. ..

Ist ; (P) eine invariante Function, also =14 (Q)=14(kK)...so isti(tp) =
i(tq)==1(tr)==... so dass i(¢p) auch eine invariante Function ist, die bei
Anwendung der Transformation V ungeéindert bleibt. Umgekehrt geht jede
invariante Function j(p) von V in eine j(T'P) von U tber.

Tst i (P) eine rationale Funktion J der beiden invarianten Functionen
k(P) wnd I(P), '
A(Py=J {k(P),1(P) }

so ist auch
ipy=dJd{ kitp),1p) |
Setzt man also
itp=4(p)  kep=xp  LEN=2D
so wird : :

Jw=J{ x(p 2 }
so dass sich j(p) rational durch x(p) und 2 (p) ausdriicken ldsst. Um durch
diese Ueberlegung eine bestimmte invariante Function j(p) zu erreichen,
braucht man nur §(P)==7 (7 P) zu nehmen. Besitzt also die Transformation
U ein Hauptpaar, so gilt dasselbe von der Transformation V. Um die Exi-




stenz von Hauptpaaren nachzuweisen, braucht man in folge dieser Bemerkung
nur diejenigen einfachsten Typen von involutorischen Transformationen zu
untersuchen, auf welche sich alle andern durch Cremona’sche Umformungen

reduciren lassen.

§ b.

Im Falle n=2 liefern die Gleichungen (3) zu einem Punkte £ nur
¢inen andern dessen Coordinaten also rationale Funktionen von P werden
und die Transformation U ist selbst eine involutorische Cremona’sche Trans-
formation. Nun hat Bertini diese Umformungen untersucht (Ricerche sulle
trasformazioni univoche involutorie nel piano, Annali di matematica (2) VIII
254287 und: Sulle trasformazioni univoche piane e in particolare sulle invo-
lutorie Rendiconti del R. Istituto Lombardo Serie II. Vol, XIII fasc. XIV)
und gezeigt, dass sie sich auf 4 einfache Typen zuriickfihren lassen, die
durch Cremona'sche Transformationen nicht weiter reducirbar sind. Der
Beweis, dass stets, auch in den Fillen speziellster Singularitdten, die von
Bertini gefundenen Typen in der That die einzigen sind, ist, wie Nither
bemerkt hat (Fortschritte der Mathematik Band 9. Jahrgang 1877 Seite 578),
noch nicht erbracht. Auch kein anderer Mathematiker hat, so viel ich weiss,
diese schwierige Frage bisher erledigt. Die folgenden Betrachtungen zeigen
also nur, dass in einer Reihe von Fillen die aufgeworfene Frage zu bejahen
ist, lassen aber unentschieden ob es Ausnahmen gibt oder nicht.

§ 6.
Die vier von Bertini gefundenen Typen sollen nun der Reihe nach be-
trachtet werden, '
Der erste ist die projective involutorische Transformation. Durch passende
Wahl der Verénderlichen kann man sie durch die Gleichungen
==z Ve
definiren, welche fiir die elementaren symmetrischen Functionen die Werthe

3=2z G = 1;::;,50‘3 ﬁ:m-—‘——:{/z A= 0




liefern.  Diese driicken sich alle durch s und 7 in pationaler Weise aus, so
dass diese beiden Functionen ein Hauptpaar bilden,

Der “zieite Typus wird durch diejenigen Transformationen gebildet bei
welchen alle Strahlen eines Linienbiischels wieder in Strahlen desselben Biischels
iibergehen.  Die Transformation dieses Biischels in sich, die dadurch gegeben
ist, ist folglich projectiv und involutorisch. Entweder geht nun jeder Strahl
in sich tiber oder in einen andern. Bestimmt man den Strahl durch eine

passendeVariable x, so ist also entweder Z-=2 oder Fem—

Ferner ist dabei 4 =g (x, y), wo g(x, 4 ecine rationale Function be-
zeichnet.  Diese muss, wegen der eindeutigen Umkehrbarkeit, in y linear
sein, so dass

) = 1
zu setzen ist, wobei a, b, ¢, d noch Functionen von z sind.

Ist d =0 so hat man die einfachere Form

3 o eeem ] )
8 g=A-}Dy

Ist aber d nicht gleich Null, so kann man beiderseits eine neue Trans-

formation anwenden, nach dem Schema des § 4, um eine weitere Verein-

fachung zu erzielen.

) T ¢ (x)
Setzt man nimlich y == 1w — —Z«(T-—, g == —
' S lr)

4
{9) {t ;:7"7~~——~*m H
w
wenn unter 4 und 3 rationale Functionen von # verstanden werden.
Bezeichnet man durch einen Accent der einer Function von x beigesetat
wird, dass # in der Funetion” durch & und duveh dessen Ausdruck in x er-
setzt werde, so ergibt die Forderung, dass (8 einer Involution angehére die
Gleichungen

Ist A nicht==0, so folgt, weil (A=

A ist,




10

B A_
=

P
L

die zweite Gleichung ist dann von selbst erfiillt und (8) wird

f=-+x :
eine Transformation die entweder identiseh (5= |-z oder nur durch die

Begeichnungen vom ersten Typus verschieden ist.
Pir A= o und &=} Fwird B = 1, daher = -+ 1, wieder dem schon ab-
solvirten ersten Fall entsprechend. Ist aber & ==-— ., 50 Muss By Bil—z=1

I) ;

sein. Es sei die rationale Function B fir) =

R wo [z und S ganz und theiler-
z

fremd sind. Dann muss R (o) Bi—xj=8() Si—u also S (— ) durch
R (%) theilbar sein. Ist der gauze Quotient == q () so folgt weiter

R{—z)=qix]S(¥

Buy=ql— ) S{—w
folglich

g ql— =1,

was nur moglich ist, indem g (x)==I oder == — I ist. Damit ergibt sich die
Transformation

Mit y=tR(— ), p=1 Rx)
beim unteren Zeichen weiter £=2z 1, Zw, so folgt w==1w, so dass in
beiden Fallen ein schon untersuchter Typus sich herausstellt.

§ T

Der andere oben erwihnte Fall ist, mit andern Bezeichnungen
Variabeln, durch die Gleichungen




gegeben,

Soll dies eine Involution sein, so muss

B= A=A} Bp AB=,

sein, folglich B == und 4 — 4-,

- . Al .
Ist &= s0 ist alse 7/2:""«4—»"—’ mit den Werthen
Yy

R e 2 A G==y ﬁl‘... {%&_T)
Y

A ()
'\L == ek 7 Y= a,
Y '

woraus sich s und «+ als Hauptpaar ergeben. Far =

= A (—7) dass 4 nur eine Funetion von +* sein kan

) Aflxy
Sy ul,.‘.,ﬂ
) Y
liefen dann
: . ” S— A
8= P == 1 ==Y -
J! Y Y
. A fx?)
v=2z — 2y,
Y

nnd die Gleichung (4) § 2 wird hier
dpr—po’—P=o,
oder, wenn man — ¢ fiir p setat,

(10) 4q4q)—qo*- 92—,

—u folgt aus A4 (x)
n. Die Gleichungen

Deutet man fiir einen Augenblick ¢y als Raumcoordinaten, so ist dies die
Gleichung einer Fliche die von jeder Bhene g — Constante in einem Kegel-

schnitte geschnitten wird und folglich nach den Untersu

gesetzt, die obige Gleichung erfilllen. Sei

chungen von Nither

(Math. Ann, Bd. 3 Seite 161) abbildbar ist. Um die Abbildung zu leisten
muss man zuerst zwei rationale Functionen von ¢ suchen die, fir ¢ und ¥




e D)
44 sl = B ()% 5
gl =—B W
wo B eine rationale Function bezeichnet und D und E ganze Functionen sind,
die unter sich theilerfremd sind and nur einfache Nullen haben. Wenn man

dann die zu suchenden Functionen schreibt

By Ty

B E(g)

<o missen U und V, die man als ganz voraussetzen kann, der Gleichung

geniigen
U:—q Vi=DE.
Nun scien die Wurzeln der Gleichung DE=0¢ die Werthe a? b%¢% . . . .
Man bilde, unter & cine noch zu bestimmende Constante verstehend,
«(zg—a)(@—0z—c) - - - -
wud zerlege diese Funetion in ihren geraden Theil F(z%) und ihren ungeraden
2G(2%). Damn ist '
F(a®) 4 aG @) =0.
also auch
F(a®?—a* G (a®) =o0.
so dass die Function F(g)? —qG (g cine Null= 0 hat. Ebenso hat sie
noch dic Nullen %, ¢%, .. .. Ist DE vom Grade 2m so ist F' vom Grade
i, G vom Grade ni— 1, ist aber der Grad von DE gleich #m -|- 1, so sind
F und G vom Grade m. In beiden Fillen ist die Function F(q)* — q G (g)?
von demselben Grade wie DE und, weil die Nullen beider Functionen iiher-
einstimmen, von ihm nur um eine Constante verschieden ; also konnen durch
Wahl von « beide einander gleich gemacht werden. Man kann somit setzen
V==G(q)
Weil dann
B B,
dq A(q)—qp F2 EZG =0
ist so folgt weiter durch Subtraction von (10)




Setzt man jetzt

VE—BF=geh— B,
so wird

Vet BF—( Bt pe)l

z

und aus diesen Gleichungen ergaben sich ¢ und ¥ als rationale Funetionen

von x und ¢, wihrend selbst, als rational in ¥, o und g, eine invariante
Function ist, Folglich bilden 7 und ¢ @usammen ein Hauptpaar.

§ 8.

Wihrend der zuletat absolvirte Typus insofern einen allgemeinen Cha-
rakter hat als in ihm noch willkiirliche Functioren auftreten, ist dies bei den
iibrigen nicht der Fall.

Beim dritten Typus entsprechen einer geraden Linie Curvep 8. Ordnung
mit 7 dreifachen Fundamentalpunkten. Bertini hat gezeigt, dass man eine
Transformation dieser Art erhilt wenn man in dem Netze von Curven 3.
Ordnung, welches die 7 Punkte 2y Basispunkten hat, jede Curve sich selbst
entsprechen lisst und dass dies die einzige Art ist die gewiinschte Trans-
formation zu erlangen. Sind nun =0 B==y (=4 die Gleichungen von
drei Curven des Netzes, die nicht zu demselben Biischel gehsren, so geht
durch die Transformation jede Curve des Netzes in gich tther, d. h. die
Function 144 pBfu( gebt in o (14 1B ~+v(C) tber bei beliebigen

{

A,y Oder%und g bleiben durch die Transformation ungedndert, gind

invariante Functionen,
Eine Curve aus dem Biischel A4 —kC =0 schueidet aber eine aus dem
Bitschel B—1C'=0 in 2 Punkten die sich gegenseitig entsprechen und somit
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" eine Gruppe bilden, Die symmetrischen Functionen sind also alle durch %
nnd ! auszudriicken und folglich bilden% und o ein Hauptpaar.

Der vierte Typus Bertini’s wird gebildet durch Transformationen 17.
Ordnung mit 8 sechsfachen Punkten. Diese 8 Punkte bestimmen eine vierfach
unendliche Schaar von Curven sechster Ordnung welche die 8 Punkte zu
Doppelpunkten haben, und jede Curve dieser Schaar geht durch die Trans-

formation in sich selbst @ber. Sind also 4: =0 und B=—=o¢ die Gleichungen

von zwei Curven dieser Schaar so wird 7 durch die Transformation nicht
gedndert.

Ferner kann man durch die 8 Punkte ein Biischel von Curven dritter
Ordnung legen und auch jede solche Curve geht durch die Transformation

in sich selbst iiber. Sind C=o0 und D=0 die Gleichungen von zweien
. Al R
dieser Curven so wird demnach auch - eine invariante Fuunction sein miissen.

D
Zwei Curven
A—kB=0 uwmd C—IlD=0
schneiden sich aber in 8.6-—2.8=2 Punkten, die sich entsprechen. Folg-
lich bilden 4/B und C/D ein Hauptpaar.

g 9.

Wenn ein Flichenpunkt drei Punkte  der Ebene bestimmt, so werden
die Punkte der Ebene dadurch in Gruppen von je drei Punkten zusammen-
gefasst. Von einer allgemeinen Theorie dieser involutorischen Beziehung ist
noch nichts bekannt. Ich habe nur den Fall n#her untersucht in dem die

Pransformation so zu sagen reducibel wird, indem sie aus zwei Cremona’schen
besteht. \ '
Ist UP die eme, VP die andere, so dass P, UP, VP die Punkte
einer Gruppe bilden, so missen die U* P, VUP, UP, die Punkte derselben
Gruppe sein. Es wire nun moglich, dass ,




5

oder dass
VUP=pP

wire. Im ersten Falle wire VP V, oder U P=—

g P; daher ist nur der
zweite miglich. Bs ist dann VP U-'P, so dass die drei Punkte sind

FUP uwd U-'P. Setyt man 77 P fir P, so folgen die Punkte {7 Pouzp
und £, die mit jenen identisch soin miissen.  Folglich muss {73 P P gein.
Die Coordinaten von P seien xY, <y die von UP und Y die von U2 P, -
Es sollen Jjetzt weiter nur diejenigen Unmformungen TP in’s Auge gefasst
werden, bei welchen e Biischel von geraden Linien entweder in sich oder
in ein anderes Linienbiischel tbergeht. Bestimmt dann g begw. ¢ und p die
Linien des einen Biischels und y bezw. » und 1) die des zweiten, so ist ent-
weder & nur Function von z oder nur Function von 3. Ist & nur Fupetion

von i, so muss sie, weil ja [P eindeutig umkehrbar sein soll, ]

, linear sein
und man kann also, wie in § 6, durch eine Substitution, die Bezichung

zwischen £ und 2 auf eine der Formen reduciren
S=a--bz
a
Fe= g
S +

wo g und ) Constante sind, Es folgt dann im ersten
und 7% P bildet, dass die Gleichungen bestehen miissen

b= 1, a4+ b+ 1)=o.
Ist b =1 s0 muss demnach ¢ — sein; ist b eine complexe dritte Ein-
heitswurzel ¢ so ist ¢ beliebig. Dies gibt die Formen & = 4 ynd & — a—+ez.

¢ =

i

alle, indem man 72 P

Setzt man in der letaten g ~— ¢ + 7 ¢ p =1 :Z—ff-; so erhilt man die ein-

fachere Form == ¢t

‘Wenn man mit & :%-{ab U* wnd U® bildet, so ergeben sich die
'Gleyichungen

4+ =0 ab-4- b=y Pabl=0 .




dies geht durch z=>bw, &

and durch Einfihrung von
WETE e °= :Ie“t%":
wo ¢ eine complexe dritte Einheitswurzel ist, in
t=¢t
iiber.
Wenn man die Variabeln wieder mit z bezw. & hezeichnet, so hat man
also nur die beiden Fille in’s Auge zu fassen
f=ux und f=cu.
Da U eindeutig umkehrbar sein soll, so muss die Gleichung zwischen
7 und y in Bezug auf y linear sein und kann also durch Einfihrung neuer
Variabeln, fir die aber die Bezeichnungen y und 3 beibehalten sein mogen,
wie in § 6, auf eine der beiden Formen gebracht werden

(11) a) y==A-} By

4

h) //:_7(7 + B, |
wo nun A und B noch rationale Functionen von 1 sind, Bezeichnet man,
bei einer Function von i, die Anwendung der Transformation U bezw. U?
durch einen oder zwei Accente, und stellt die Bedingungen auf dass U? P=P
ist, so folgen im Falle a) die Gleicluingen ’

BB B=1 CABBp A B A =0

deren Folgerungen sich verschieden gestalten je nach der Beziehung zwischen
€ und . SR
Tst &—2x so muss sein B¥ =1 A(B*+ B 4 1=o0, daher B =1 und

A=o, oder B eine complexe dicke Einheitswarzel = und A4 beliebig sein

muss. So erhilt man die Formen




=
=
~

[

=T ==Y
=2 7= A} ey.

Die erste fillt weg, die zweite lisst sich #hplich wie oben auf E=ux
© == g w reduciren. ‘

Ist $==cx 50 sei B (r) = (x — a)p(m — ea)q(:v —¢ 2a)r. C(x), wo nun
C(z) fir =0, ¢ 4, ¢%a weder Null noch Unendlich wird.  Dann muss sein

(@t —ayy? TOHY C(z) O z) C(er) == 1.

Nach der Art wie gewdhlt ist, ist dies nur moglich wenn Pt q+tr=o

ist, so dass man

B(;z:):ﬁ‘i:flf~ Co—u C(z)
(ez-—a)? (e —a)?
~ setzen kann wo nun (' (z) die Gleichung
Cz) Clex) C(e%) =1
erfillen muss, Indem man auf C(x) dieselbe Betrachtung anwendet und so
fortfihrt, findet man dass sich
D@ Een
" D(ez) " E (%) °
ergibt, wo D und E rationale Functionen bezeichnen und die Constante ¢ die
Bedingung ¢t = 1 erfiillen muss, so dass ¢ selbst wieder eine dritte Einhoitswurgel

{ ist,  Somit hat man
o . D (z) E(ex)
5—“537 77“14"-}_5“@)“}?@-1/.
Jetz k - g Y
Setzt man y=— D) Bk und entsprechend 7 == DeH B

- so folgt

p=F@)Lr,

wo mit F'(z) eine rationale Function von z bezeichnet ist. ( ist als dritte

Einheitswurzel eine Potenz von eses sl {=¢" wo @ =0, 1 oder 2 sein kann.
Macht man nun weiter die umkehrbare Substitution '

a a
r=x w 0=%"w




50 ergibt sich zwischen w und @ die Gleichung
w==G{x)t+w

wo (¥ () wieder eine rationale Tunction von z ist. Weil diese Transformation
eine Gruppe von nur drei Punkten liefern soll, muss

G (x) -} G (z2) -G (Fr) =0
sein. Zerlegt man G (x) in die Summe A (2% » K (%) 22 L(x% so folgt
hieraus H(z*) =0 so dass die Transformation durch

f=cx w =10 K (2% -+ 'L (2% |- w

gegeben ist. Wenn man nun weiter »
K | Ll

w=1-}fep——7mt e’
1
einfiihrt, so reducirt sich die Bezichung auf
f=zex T==1,

Im Falle b, Gl (11) hat man, damit U® P = P sei, die Gleichungen
Ad" L AB'Br=—0o  A'4BB =0  AB'=A"DB- B A} BB B”

A darf nicht = o sein, somit folgt 4" = B BYA=—B'B, Al=—
BB, womit die beiden andern Gleichungen erfiillt sind.  Also hat man
BB//
=B =
y
was durch y =B w,3=B o in
1
W == L o
w

iibergeht, eine Gleichung die schon oben auf den Typus v==e¢f reducirt

wurde, -s0 dass entweder

I

¥

oder

-~
[4
-~
©

et
el

¥y I

=EX

{

ist, Wenn man im letzten Falle ¢t = r z, © = p & einfithrt so kommt
Semen p=="r.
Im Ganzen sind die hier betrachteten Transformationen  alle auf den

Typus




zu reduciren,

Ist ¢ eine Function von y allein, S=/{y), 7=yg(ry) so muss wegen
der eindeuntigen Umkehrbarkeit Jy) in oy linear sein. Setzst map daher
SO =2 f(g) =1 s0 wird 2 eine rationale Function von % und Z, G (xZ),
so dass man, indem man wieder y fir Z und y fur £ schreibt, nur die

Gleichungen

=y
zu betrachten braucht. Die Function ist, wegen der Eindeutigkeit der
Umkehrang, in » linear. Nuy folgt

P =G (ry); =G5 y)

und weil eine nochmalige Anwendung der Transformation wieder xy liefern
muss y=wx. Die Gleichungen =@ (eyy y=u stellen die Transformation
U?, dar und da anch diese eindentig umkehrbar ist, muss ¢ auch in Bezug
auf % linear sein.

Enthielte ¢ nur a, wire also 7 =@ (), 80 wiire ) = € (&) d. b, 2= G (y)

was nicht méglich ist, Wenn aber =0 () wire so wiirde p=z==G(7)
=G (G (y)) folgen, was aunch nicht zuliissiy ist.

Sel nun

wo d, B, C, D ganze Functionen ersten Grades bezeichnen, deren Deter-
minante nicht =0 sein darf, weil sonst 4 nur von y abhlinglg wire.
Bildet man p und setzt dies ==z, so ergibt sich die Gleichung

(12) [2C) — A} (C@)+y D)) = [AG) |y B@) [Bly)—2D ()]

aus der die 4 Functionen bestimmt werden miissen.

Sel aundchst D (z)==0 aber ¢ (@) nicht constunt so ergibt sich die
Gleichung

13) [ €W~ 4] C@)=[4 () +y B B ()
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Weil die rechte Seite durch C(xz) theilbar sein muss und C'(x) nicht
constant ist, muss der erste Factor theilbar also

sein, mit constantem pu.

Aus dieser (leichung folgt entweder y gleich einer Function von z,
oder B (z)==0, wobei 7 nur Function von x ist. Beides ist unzuléissig.

Somt muss C(x) constant sein.

Ist es =@, so wird (13)

laz -A@la=[4(x) -}y B ) B(y)

Ist B(x) nicht constant, so steht rechts y* und links fehlt diese Potenz;

daher muss B (y) constant == b sein, womit die letzte Gleichung sich
e —bA(z)=0y+ad(y)

schreibt, so dass beide Seiten constant==¢ sein missen. Dann ist auch
b2 x4 a A(x) =c, neben a*x—bA(x)=rc, woraus

alr ¢ bPa ¢
AO="r—g=—5t3
Also muss sein ¢=0 oder b==-—a Bei ¢c-=o folgt o= — b3
== —eq; dagegen ist bei b==— @ das ¢ noch willkiihrlich. Somit ergeben
die Gleichungen '
L f=y p=-—elx—cy
14
ey p=38d—z—y

mogliche Umformungen (wobei in der zweiten fiir ~2«- gesetzt wurde 3 d).

Ist aber D (x) nicht=o0 so muss die linke Seite der Gl (12) fiir
By
. AN
Dy

sonst y nur von y abhinge, ein Fall der schon erledigt ist. Also muss der

zu Null werden. Der erste Factor kann nicht Null werden, weil

zweite Factor = o sein.
Schreibt man

Cx)y=ax-}p D(x):rw+5
(18) e+ rn B +E +0y D) =o.

8o folgt
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Diese Gleichung st anf zwe; Arten mdglich, indem entweder

(16) 4) B(y)=1Dy)
oder B) a4 7ry=2Dy)

mmit constantem | ist,

Im Falle 4) hat man nach (18) weiter
0=—2y f=—Au
C@)=a(x— ) D () =7y (x -2 B(x):::/ly(x_).)
womit die (12)
49—z Cyl (at7y) =4 @ty B@lr(y -2
Tliefert. Daher muss A (@7 ) =0 sein. Wire 4 (D==10, so wire 4 (z)
dureh w — 2 theilbar und 7 wiirde von o unabhingig. Somit muss g — — 7
und
AW Fr2zy—r el =[4 ) Frizy—rry g
sein. Also ist entweder y==0 und damit auch =0, B=(C= D=, 7
nur Function von z, oder 4 (#) = —r 22+ & wo { gang beliebig. Damit
-ergeben sich die Formeln
=y
U0t 2ty day
e R
Im Falle (16) B) ist

(18 etry=2Dg),
folglich nach (15)

(19) B+oy=—1B )

wnnd

- C(w)+@/D(w)==l(xD(y)~—B(y))
80 dass (12) die Gleichung

: (20) A(a:)~/lA(y):~yB(x)—2x0(y)
diefert. Nach (18) ist

r=2r = 4q
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Also r==0 oder A=1 Tst letzteres der Fall, also a«=—4, so wird
Dlyy=atry  Bly)=—f—uay,
somit nach (20)

woraus
A(0)=—fat-¢ |
mit beliebigem { folgt. Iiemit sind alle Bedingungen erfiillt und
_ Bty —any
G = = e T Ty
ist, mit 7 ungleich Null, eine mogliche Umformune.
Ist aber 7 == o0, so wird D (z) =, a==10, C(w)t)3x+,@, B(y)=—

_)1 (B+3y). Somit nach (20)

A(x)_).A(y)r:%(5m+,@).-;.x(wy+,@).

Weil links 2y nicht auftritt, muss 8(1—)==0 sein. Wire d=o,
80 wire D (zr)=0 und man kiime auf den schon untersuchten Fall zuriick.
A=1ist ebenfalls gerade absolvirt, man kann also 1= nehmen ; die letzte-
Gleichung zeigt dann, dass
A@)=—cfx
ist und dies liefert in

. 20, a2
22) E—y y = efx ey —etdxy

Btedxtdy

wieder eine Transformation,

§ 11,
Es haben sich also die Umformungen als moglich ergeben, die in den:
Gll. (14),(17), (21) und (22) vorliegen und von welchen (17) als specieller-
Fall von (21) erscheint. Man kann (14) noch weiter reduciren. Setzt man
in der zweiten
t=x'4d y=y'+4+d
§=¢4-4d p=1'+d
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%0 erhilt man zwischen den newen Variabeln die Gleichungen

Y=y ==y
fithrt man weiter
' =u-v y=cu-t v
und durch die entsprechenden Gleichungen u/ und o fir & und 7' eln so
folgt

u-—cu vl == gty

aus der die Substitution v =tu3, =t u*,

W =su =t

hervorgehen lisst; dem Typus (I) des § 9 entsprechend. Beim ersten
Fall von (14) ergibt die Einfihrung von

X==U *‘] Y :[/::f: 1 «i_ 52

-die Gleichungen

U= vl g
cbenfalls dem Typus (I) zngehtrend.
Bestimmt man ferner bei (21) eine Grosse p aus der Gleichung
| TtLept-3=o0
was moglich ist, weil bei (21) 7 nicht==0 ist, und setzt dann

r=r-| p S:ﬁ—’r—lu
y=t-4-p =T p

" 50 erhilt man die Formeln

at-bri

(23) D == i T == :Wq:ﬁﬁ

‘wobei die Constantenverbindungen mit g und b bezeichnet wurden.

Bestimmt man bei (22) ¢4 aus ¢ 3— 0 ¢#* = o, was, weil & nicht Null, mog-
lich ist, so liefert dieselbe Substitution

;p::t T — rt

- ertet
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Setzt man weiter r=1fv, t= I/, p=Ip" v=1/u" so folgt
V'=u == ey —ey

also der erste Fall von (14).

Ist bei (23) b==0 so fiihrt man r=vftt, t=1Ifv, p== vy’ =1 fv' eim
wodurch

UI:&_ﬁ u’:@

entsteht. Diese Transformation ist von der ersten Ordvung. In ihr entspricht.
mindestens. ein Punkt sich selbst » also auch jede gerade Linie durch diesen
Punkt wieder einer solchen Linie, so dass ein Bischel von Linien in sich-
selbst tibergeht. Eine derartige Umformung wurde aber in § 9 auf den
Typus (I) reducirt.

Ist aber b nicht gleich Null, so kann man durch Einfihrung von
r==b-}-bu, t=b4-bv und der entsprechenden, (23) zu

@) w=v p=tTUTT fude
uv-— 1

vereinfachen, wobei ¢ eine Verbindung der Constanten & und bezeichnet,.
die, weil b nicht— o, stets existirt,

Gentigt ' der Gleichung f2 | ¢ f +1=0, so ist 7 von Null verschieden,.
und wenn man in (24)

1 1 7

u=f- = V=

+y oot

1 1 1

w=fJ]-— V=

! 7 fofe

substituirt so folgen die Beziehungen
f PSY—1 — Sz
T—fs—1 (O ey

welche wieder eine Transformation erster Ordnung definiren , die; wie oben
erwéhnt, auf den Typus (1) reducirbar ist




welchen ein Linienbiischel wieder in ein Linienbiischel itbergeht, lassen sich also

auf den Typus (1) reduciren.
Von den elementaren symmetrischen Functionen sind hier nur die

P=x E&‘:—:x:z

von Null verschieden, Daher bilden » und = ein Hauptpaar.




