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Txistiert bei einem dynamischen Problem (vergl. meine Ab-
handlung: ,,Uber die Differentialgleichungen der Dynamik und den
Begriff der analytischen Aquivalenz dynamischer Probleme®, Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik, Bd: 107, S. 319) eine Krafte-
funktion JI(py, Py, - - * Pu), so lilst sich nach den Untersuchungen von
Hamilton und Jacobi die Integration der Dif"férentialgleiehungen
der Bewegung zuriickfithren auf die Ermittelung einer vollstindigen
Losung der partiellen Diﬁerentialgleichung erster Ordnung:

1 NI N BW oW
(1) H: —2—22_‘427_ é?, -a@- —_— (H+ C(l) =0 (Axl?Alx),

#=12=1

wo «, eine willkiirliche Konstante bedeutet,

Ist WO eine vollstindige Losung der G—leichung H =0,
d. h. eine solche, die aulser der mit ihr additiv verbundenen Konstanten
noch # — 1 weitere selbstindige Konstanten ) Ug, - « . @y enthilt,

80 sind:
oW _ LW W
@) AR T DA TR

die Integralgleichungen der Differentialgleichungen der Bewegung: in
ihnen bedeuten z; B, ..~ B, # neue Konstanten (Jacobi, Vorlesungen
iiber Dynamik, herausgegeben von E. Lottner. S. 167).

Als ich die Fille betrachtete, in denen es gelungen ist, eine voll-
standige Losung WO der Gleichung H = 0 zu finden, fiel es mir auf,
dafs in ihnen W° immer auf die Form:

(3) WO — Z fo(p” Ve, O, .. @) dp,

#=1

gebracht werden kann; die Ermittelung der vollstiindigen Lisung be-
ruht damn darauf, dafs die Gleichung H = 0 in % Gleichungen zer-
spalten wird, deren jede nur eine der Veriinderlichen P1s Pay e Py und
die Ableitung von W gerade nach dieser Verfinderlichen enthilt,
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Die Aufgabe der vorliegenden Untersuchung wird zuniichst darin
hestehen, Bedingungen dafiir aufsustellen, dafs eine . Hamilton-
Jacobische Differentialgleichung eine solche Separation der
Variabeln gestattet. Solche Bedingungen ergeben sich erstens durch
wiederholte partielle Differentiation der Gleichung H = 0 nach p,,
Pgy -+ - Po, und mit ihrer Hilfe gelingt es, den Fall n = 2 vollstindig
zu erledigen (Abschuitt 1), zweitens durch wiederholte partielle Differen-
tiation nach e, @,, ... «,, und zwar stellt sich heraus, dals die Kriifte-
funktion 17 (Abschnitt 2) und die Koéfficienten Ay, ... Ay, (Abschnitt 3)

gewisse rationale Funktionen von 51 (m 4 1) (n + 2) Funktionen je
einer der Veriinderlichen p,, Py« .. Pu sein miissen. Diese Bedingungen
sind notwendig. Sie werden hinreichend, wenn man von vorn-
herein annimmt, dafs die Gleichung H = 0 die Form hat:

n 2

(4) H* = 'ZA(?JW) — (I + o) =0.
%=

Auf diese Weise ergiebt sich eine Klasse Hamilton-Jacobischer Diffe-
rentialgleichungen in 2 Variabeln, welche Separation der Variabeln
gestatten.  Mit ihrer Hilfe erhiilt man ein Theorem iiber geoditische
Linien n-facher Mannigfaltigkeiten, das genau einem bekannten Satze
Liouvilles iiber die geodiitischen Linien krummer Flichen entspricht
(Abschnitt 4). Es folgt nunmehr die ausfiihrliche Diskussion der
[ntegralgleichungen der Differentialgleichungen der Bewegung, die sich
fiir jene Klasse Hamilton-Jacobischer Differentialgleichungen ergeben.
Zu diesem Zweck wird zuerst ein allgemeineres Umkehrproblem be-
trachtet, welches auf n-fach periodische Funktionen von n reellen Ver-
inderlichen fiihrt (Abschnitt 5), und dann gezeigt, dals sich unter
bestimmten Voraussetzungen p;, py, ... p, als eindeutige, endliche,
stetige, bedingt periodische Funktionen der Zeit ¢ ergeben. Zum Schlufs
wird dieses Resultat an einem Beispiel verificiert, welches auf ein
Jacobisches Umkehrproblem fiihrt (Abschnitt 6).

1.

Zur Untersuchung der Frage, welche Hamilton-Jacobischen
Differentialgleichungen Separation der Variabeln gestatten,
bietet sich zuniichst folgender Weg dar. Seizt man nach (3)

Wows: W EZ ‘/‘VIJV” (e @y, @y, - w)dp, ’

He==1

so geht die Gleichung H = 0 iiber in:
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(5) = %2 Z’Ax;. W, W; — (T 4+ &) =0
r=11=1

Bildet man nun das System der n Gleichungen:

.IO 2 0 ao— 1
GHE T P e PR
TR T N R e v

H =0,

so kann man diese Gleichungen ansehen als n quadratische G leichungen
zwischen » — 1 Grofsen W,, Wy, ... W,_;. Durch Elimination
dieser Grofsen entsteht eine Resultante:

oW, el
B (w, 2, ...7})1”_1)_0,

die, wie man leicht einsieht, aulser den hingeschriebenen Grofsen
nur noch die Ableitungen der Koéfficienten der Gleichung H = 0 nach
P, enthilt. Daher kann man aus den Gleichungen:

OR, R,

B =0, - So0. e AROR
; il 0 ) 5p 0
n
durch Elimination von
51!_/71 (_/2”/?! S ”rl
cp, 7 dpt? ""‘(?;:,

eine Gleichung S, = 0 herleiten, welche besagt, dals eine ganze
Funktion von W, verschwinden soll, deren Koéfficienten ganze
Funktionen der Koéfficienten der Gleichung H = 0 und deren Ab.
leitungen nach p,, 2y, ..», sind. Es lifst sich aber zeigen, dafs ein
solcher Ausdruck nur dann verschwinden kann , wenn siimtliche Ko-
éfficienten fiir sich identisch verschwinden.

Aus der Definition einer vollstiindigen Losung WO folgt, dals
die Funktionaldeterminante :

(6) Do

(%A == L2, vn)

nicht identisch gleich Null ist. Denn liefsen sich simtliche 2 Funk-
tionen W, W, .. W, durch weniger als » willkiirliche Konstanten
ausdriicken, so wiirde dasselbe von W° (abgesehen von der additiven
Konstanten) gelten, W? wiirde also keine vollstindige Losung sein.
Aus den Gleichungen

owe .
“830'_ 3 ]V”(’)”; Cyy Gyy v e ““) (nmmlsd o vm
4
; . : oWo
lassen sich daher umgekehrt «,, «,, - «, als Funktionen von e
owe oWoe : k P
Dpy T -55~ darstellen, und im besonderen ist:

n




n n
W W
0y - ﬂ+-;2 Ai o= o
1 -

x=1 A=
Wiirde nun W, von den willktirlichen Konstanten nur «, enthalten,

so konnte man umgekehrt «, durch %gﬁ allein darstellen, es miifsten
1

also alle Koéfficienten A4,; ausser 4y, Ay, .... Ay, identisch ver-
schwinden. Dann aber wiire die Determinante deg Systems 4, ; gleich
Null, und das ist nicht der Fall, wie ich a. a. O, S. 322 nachgewiesen
habe. Nun enthalten die Koifficienten von Sy nur p,, py ... .p,
und «,, woraus die Behauptung fir das Verschwinden von S, un-
mittelbar folgt.

Dieses wesentlich algebraische Verfahren liefert mithin ein
System partieller Differentialgleichungen, dem die Koéfficienten der
Gleichung H = 0 notwendig gentigen miissen, wenn Separation der
Variabeln stattfindet. Es ist klar, dafs durch geeignete Vertauschungen
der Indices und der Differentiationszeichen aus diesem System 7 — 1
weitere hervorgehen, die der Bevorzugung von pj, p,, . . p, entsprechen.

Fir den Fall » = 2 habe ich in meiner Abhandlung: ,Eine
charakteristische Eigenschaft der Fliichen, deren Linienelement ds durch

ds* = [x(q,) + A(g)] (g, + dg,?)
gegeben wird“ (Mathematische Annalen, Bd. 35, S. 91) die betreffen-
den partiellen Differentialgleichungen fir 4,,, A,,, Ay, und IT wirklich
aufgestellt. Die Diskussion dieger Gleichungen ergab, dafs es fiir
n == 2 drei wesentlich verschiedene Formen der Gleichung H = 0
giebt, bei denen diese notwendigen Bedingungen erfiillt sind, und da
diese Gleichungen auch wirklich Separation der Variabeln gestatten,
1st die Frage fiir den Fall » — 2 vollstiindig erledigt. Aber schon
fir » =3 werden die algebraischen Rechnungen so umstindlich, dafs
mir eine weitere Verfolgung dieses Weges aussichtslos erschien. Ich
gehe daher sofort zu der Auseinandersetzung einer anderen Unter-
suchungsmethode tiber, die sich auch fiir beliebige Werte von » mit
Erfolg anwenden liifst.
2.

Den Ausgangspunkt fiir die folgende Untersuchung bildet die Auf-

gabe: Gegeben ist ein Ausdruck:

WO(p“ pﬂ? * pn? OC“ 062, o an) .

Es sollen die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir auf.
gestellt werden, dafs er vollstindige Losung einer Hamilton-Jacobischen
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Differentialgleichung H = 0 ist. Um nicht mifsverstanden zu werden,
fiige ich hinzu, man will nicht wissen, ob W?° vollstindige Losung
einer gegebenen Gleichung H =0 ist, sondern ob es eine solche
Gleichung tiberhaupt giebt, fiir welche W° die angegebene Eigen-
schaft hat.

Zur Abkiirzung werde

_ BWO
(7) —5@;_: Wﬂ(pn Doy o Pny @, &, .. an) (x=1,2,..n)

gesetzt, so dals die Hamilton-Jacobische Gleichung iibergeht in

(8) D D Aa W W, = 2(I1 + o).

=1 A=1
Differentiiert man diese Gleichung partiell nach «,, Gy .\ Oy, 8O
ergiebt sich:

n

5 oW, :
® 2(2AM)TE=t (o, 13) s=iii.

x=1 4=1 n

Da die Determinante:

6) De=

(y‘nuﬁllgl"'")

nicht identisch gleich Null ist, so existiert zu dem System der Grofsen

#

ein reciprokes
de D
“ uy (ry v 1, 8,00 0 m),

welches durch die Gleichungen:

n
oW
% r N 1 Xx==y
(10) e _D‘,,, == 6,, v (Ju y=lo x>y NY=LE ,,)
=1 H =

definiert ist. Daher lagsen sich die Gleichungen (9) vollstiindig er-
setzen durch:

(11) Z.Axim=D1x.
=1
Setzt man diese Werte in (8) ein, so kommt:
(12) Z-Dlx' We=2(IT+ o),
He=1

und hieraus erhilt man:
ow.

(13) H/(q"{, 25 ) =2n7(—;- Wy — oy 30:) Dy
s e
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Soll also W* eine vollstiindige Losung der Gleichung H= 0 sein,
so muls notwendig der Ausdruck anf der rechten Seite von den will-
kiirlichen Konstanten 1y @z, ...e, unabhingig sein, W° muls daher
den partiellen Differentialgleichungen

n
0
e z;DlzI/Vx=26\1H (w=1,2,+n)
1

R ==

geniligen, die sich aug (12) durch partielle Differentiation nach

“, @z .. & ergeben. Die Ausfihrung der Differentiation ergiebt ver-
mige (10):

" a3p 3
(14) 2 ddl 2 ]/Vz = 61.“.'

*=] e

Hiervon lifst sich sofort eine Anwendung auf die Frage nach der
Separation der Variabeln machen, In diesem Falle ist:

W, = W, (px; @, @y oo 0y).

Da die Determinante ) nicht identisch verschwindet, giebt es stets

bestimmte Werte a®, ay, .. @, der willkiirlichen Konstanten @i, g, . . Uy,

fiir welche D von Null verschieden ist. Fiir diese festen Werte geht

(/;:" in eine Funktion von p, allein iiber, die mit w,;(p,) bezeichnet
: ! L1 Wy o :

werden moge. Ebenso wird 7 Wi —¢q Ja, cine Funktion @,, von

Px allein. Setzt man nun in dem Ausdruck (13) von II fiir w;, ay, . . «,
die festen Werte «,°, a’ .. a0 ein, so bleibt der Wert diesos Aus-
druckes ungeiindert, da ¢y, dg,..d, in thm nur scheinbar vorkommen,
Hieraus folgt aber der Satz:

Gestattet eine Hamilton-Jacobische Differentialgleichung

Separation der Variabeln, so lifst sich die Kriiftefunktion

stets auf die Form bringen:

n

2 W, 0(D,). A,

(15) He=2Zd o ,
-
Z ‘DZ l(llx) . Ax
xe=]
wo 4, die Unterdeterminante von

lmﬂ (ﬁ)x) l ( 2=1,2 - )

bedeutet, welche mit w,, multipliciert ist.



Dies Theorem gestattet eine gewisse Umkehrung. Nimmt man
2 (n - 1) Funktionen der angegebenen Argumente
=12 +n
m”"(px) (V=0) L2, “)
ganz willkiirlich an bis auf die eine Beschriinkung, dafs die Deter-
minante

| 6, (px) | =2m“.dx
) x=1

Ghd=1,2,..n ==

nebst ihren Unterdeterminanten i, 4y, .. A4, nicht identisch ver-
schwindet, so giebt es stets Hamiltonsche Gleichungen, deren Kriifte-
funktion der Gleichung (15) geniigt und welche Separation der Varia-
beln gestatten. Der Beweis hierfir kann indes erst spiiter erbracht
werden (Abschnitt 4).

Ist im besonderen % = 2, so erhilt man:

W, AW, oW, aw,

P Fwy " ow
1 ow, 1 oW
Du e ]) —aa-. ; ‘Dl‘.’ = e Vo) . .E‘.‘;;‘. v

oW, ow, ... .. _
Da D, y T nicht identisch verschwinden konnen, giebt es stets

. Nar 0 0 ' . N et
pestimmte Werte @y @ von ap, «,, fir welche diese Grofsen von
Null verschieden sind. Setzt man diese Werte e, so moge tibergehen:

oW, oW,

i 3ive oW, oW, .
ol rodel % (), - ————aal*— :'i"&: in (p,),

i BW,\ oW, . 1 oW\ oW, .
(z Wi—a “Eall) e ), — g (W 'z?ﬁﬂ') & e 46D

Dann wird:
T = b(P) + v(p)
w(p) + A (p,)?
und das ist genau die Form der Kriftefunktion, welche in meiner schon
angefiihrten Abhandlung in den Mathematischen Annalen auftritt,

3!

Weitere Bedingungen fir die Funktion W° ergeben sich, wenn
man die Gleichungen (11) partiell nach e, @y, . . . «, differentiiort,
Dies liefert:

: OWy . oDy ‘
(16) Axl —a—-—w— = d - (oty joms 1, 8 4o )
] .(Y.“ ‘Y"

Multipliciert man auf beiden Seiten mit W, und sumwmiert iiber
=12 . n so kommt vermoge (14):




e

n n
2 2 oW,
A ( Ax?. -VV;:) ~ = d‘ly (,l(=l,2,“71),
oo
=1 x=1 M

das sind eben genau die Gleichungen (9), aus denen die Gleichungen
(11) hergeleitet wurden, so dafs aus den Gleichungen (16) die Glei-
chungen (11) riickwiirts folgen, Geniigt daher W° den Gleichungen (14),
so tritt als weitere Bedingung nur hinzu, dafs sich die Koéfficienten
Axa aus den Gleichungen (16) bestimmen lassen. Diese n? Gleichungen
lassen sich nun in » Gruppen zu je teilen, so dafs « in jeder Gruppe
denselben Wert hat. Aus den # Gleichungen:

o oW, oD
2“1“ E e K

== (=12 ..n)
A=1 “'“ au#
erhiillt man
0D,
Ax1= 2 va“—. ,llx (2=1i23"”):
”

und diese »# Gleichungen ersetzen vollstindig die urspriinglichen. Die
n' Gleichungen (16) sind daher vollstiindig gleichbedeutend mit den
n* Gleichungen:

A 9D,
(17) Axi==2'_aTl'DﬂZ A=1,3,m).

Soll also WP eine vollstiindige Losung sein, so miissen die Aus-
driicke auf der rechten Seite erstens unverindert bleiben, 'wenn x mit
A vertauscht wird, und zweitens nur von pi, ps,..p,, nicht von
@y, dy, . . @,, abhingen.

Die erste Eigenschaft ist von' selbst erfillt, sobald W° den
Gleichungen (14) geniigt, Aus (14) folgt durch Differentiation nach «,:
“ 3D, 8D, oW,
BW |/ +2'§a_ﬂ : aav

r=1

y=12... .

a==1

Subtrahiert man hiervon die durch Vertauschung von g und » ent-
stehende Gleichung, so ergeben sich die Identitiiten:

~0D,, oW, =y 0D, oW,
st P e 2'_%.—_ W, v=132,...n).
s de, Oe, P da, Jw,

Multipliciert man auf beiden Seiten mit D,; und summiert iiber
v==1,2 ...n, 80 kommt:

0D, O O Dy, oW,
T, ~2 2 T e Do

ve=] ¥==]

T S = AR TR, T A SR
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Werden endlich beide Seiten mit D,, multipliciert und wird ttber
p=1,2 ... n summiert, so folgt:

n a-Dll n n -’ aDl” n aﬂ
(18) %—; D-“(' =22 {-a—a:- D,; 2 00!# DH(’

M=1 r=1 x=1 =1

=~ 0D
—2 T, i
r=1 4
womit die Behauptung dargethan ist.
Die zweite Eigenschaft erfordert, dals W° den partiellen Differential-
gleichungen:
? 0D,
(19) de,, “371 'D‘“l =0 Hhv=13..n)
: =1 o
geniigt. ;
Hiermit ist folgendes Ergebnis gewonnen:
Soll ein Ausdruck:

0
W (pl: 1)2; Ik ]’lt; Uy, Cgy o0t “")

vollstiindige Lisung einer Hamilton-J acobischen Differential-
gleichung sein, so ist dafir notwendig, aber auch hin-
reichend, dafs er den partiellen Differentialgleichungen:

0D
(14) __'-_1.”_ Wx p— d\l,u (u=1,8...n
de,
#e=1
o < 9Dy,
(19) — ‘ D(1=O (A4 ve=1,8,...m
Oe, < ga“ k

genligt. Sind diese Bedingungen erfilllt, so ist W?° voll-
stindige Losung der Gleichung:

2" 2" SR oW oW
1 1x
% =14i=1 ,u=._|

n 6 W &
-3 - o] 2t )
pm=1

Hat der Ausdruck W?° die Form:

n
W2 =2fo(PXi Gy Gy oo Ga) APy,
x==1

findet also Separation der Variabeln statt, so kann man wioder die
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Schlussweise anwenden, die schon im vorigen Abschnitte auseinander
gesetzt ist.  Aufser den n(n 4 1) Funktionen

2=12 .., n)
00y 2 (ﬁx) (2:(), Lysuvensi T8
1 9 . . . .
hat man dann noch L 2 (i 4 1) weitere Funktionen einer Veriinder-

lichen einzufithren, die aus den Grifsen

W,

e nhu=12...n

o, Boe#

entspringen, so dals im ganzen -;— n(n 1) (n + 2) solcher Funktionen

auftreten.  Man kommt so zu dem Satze:
Soll eine Hamilton-Jacobische Differentialgleichung Sepa.-
ration der Variabeln gestatten, so mufs es moglich sein,
die Kriiftefanktion I7 in der Form (15) und die Koéfficienten
Ay, A, = Ay, ... A,, als bestimmte rationale F unktionen
von je j (n 4 1) (v 4 2) Funktionen einer der Variabeln
Piy Puy - - Pp auszudriicken.

Diese Bedingung ist notwendig, jedoch nicht hinreichend, was sich
sofort fiir den einfachsten Fall = 2 zeigt, fiir den die hinreichenden
Bedingungen ja bekannt sind,  Wohl aber gelangt man durch die in
den beiden letzten Abschnitten entwickelten Siitze zur vollstindigen
Erledigung der Frage nach der Separation der Variabeln, wenn man
von vorn herein iiber die Koifficienten Ay, Aygy oo Ay, gewisse
Voraussetzungen macht, die iibrigens in fast allen der bis jetzt be-
trachteten besonderen I'ille erfillt sind.

4.

Jene besondere Voraussetzung tiber die Koifficienten der Hamilton-
Jacobischen Differentialgleichung  besteht darin, dafs in ihr nur die
Quadrate der partiellen Ableitungen von W auftreten, so dals sie die
Form hat:

- 5 W *
(1) HY =5 DV s () ~ (T4 ) =0
#==1

0Py
Zu dem Systeme

. \ 1x=1
A;{,{"—_vAxdxl (f)xl:{0y>;i y,l:],z,..,n)
L

mit der Determinante:
ALl

gehort das reciproke:



1
Oyt = }1‘ axl

%

(Hid==12 ..m)),

so dafs, nach einer bekannten Ausdrucksweise, H* aus der Differentialform

(20) =L dp)?

entspringt; daher darf keine der Grifsen A, 4,, ... A, identisch
gleich Null sein.
Unter dieser Annahme werden die Gleichungen in Abschunitt 92:

(8,) 2 Ar Wi =2 (]I = “1))

9 2 2 W == 01, Wi S
v=1
(11/) Ax Wx=])m (k=1 8 ...0)
’ TT S 1 b ”/'x .
(13 ) ﬂ =Z(é Wx — (;(I ho{[) 1)1)(,

s dals sml} mc.ht nur I, sondern auch Ay, dgy oo Ay rdurch ik
n (n ~+ 1) Funktionen

o (p) Camain)

I.\_() I—’u‘...
ausdriicken lassen, und darin besteht eben die grofse Vcwmfnclnmﬂ:
welche durch jene Voraussetzung herbeigefithrt wird. Man gclun‘él‘
jedoch zu eleganteren Formeln, wenn man die Funktionen Sl
inderlichen in etwas anderer Art definiert. Die Gleichungen (97)
lassen sich niimlich auch in der Form

n

2 (J(W 2 s
'/‘l da TR Zdlfl (u L2, .n

r=1 5
schreiben. Um aus diesen n Gleichungen A, Ag; o ids mn obes
stimmen, setze man:

o(w,"

‘u
(% u=1,2,...n)

(.o Oh 7 P Himp iy

= Q=2 .0,

x=1

so dafls

ist. Da D nicht identisch verschwinden darf und, wenn eine der
Grélsen W,, W,, ... W, identisch verschwiinde, dasselbe von 1) gelten
wiirde, ist auch @ micht identisch gleich Null. Mithin ist:




A e

i O
({1 4, =25

Setzt man diese Werte in (8”) ein, so folgt:

7n a W2
2 (W= S O(Ba”)) O
13" M="= —
{1902 Ly oW,

T O, V7
=1 !

Findet Separation der Variabeln statt, so lege man wieder den
willkiirlichen Konstanten e, a,, ... @, bestimmte Werte «° &,° ... o0
bei, fiir welche @, @, @,, ... @, nicht identisch verschwinden. Dann

B(W,2) (W2

moge iibergehen: ———3—&-1~ in 2¢,(p), —%”— in 2@,e(p,) u. s. w. bis
a(W,) ) " ao(w,h . M
3 n 2¢,,(p,), endlich W,2 — «, e in 2¢,0(p,). Es sei:
(21) | pea(p) | = @ = D gai(p.) @
(,A=1,2...n) z=1
und
(22) L =‘"2 (Pxo(l)z) d,.
=1
Dann gehen die Gleichungen (11”) und (13”) iiber in:
D
(23) Ax o '(I:!" (x=1,2,...n)
dr)l
(24) I = D’

und damit ist der Satz bewiesen:
Wenn die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung

o ZA(g]W)2- 20 + @) = 0

¥=1
Separation der Variabeln gestattet, so giebt es notwendig
ein System von n(n 4 1) Funktionen je einer Veriinder-
lichen:

Pes (1) ot )
von der Beschaffenheit, dafls sich die Koéfficienten A,
A,, ... A, durch die Gleichungen (23), die Kriftefunktion

IT durch Gleichung (24) darstellen lassen.
Wird jetzt umgekehrt das System der Funktionen ¢,,(p,) ganz
willkiirlich angenommen bis auf die Beschrinkung, dafs keine der
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Determinanten @, @,, ... @, identisch verschwindet, und werden A4,
Ay, ... A, und II durch die Gleichungen (24) definiert, so entsteht
die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung:

4 q’x oWz ) o’
(25) D ("azr) R (a, T “n) =0,

=1

welche zu der quadratischen Differentialform

(26) 7= D 2 ap,

gehort.  Dieser Differentialgleichung geniigt man aber durch:

(27) I’V=Z ]/2(}7;40(2),4) -f—Z 2()5.,,;(_?)){) Co - ‘I]M-

x=1, Ae==1

In der That folgt hieraus:
OWNE S ’
(0_2) ) = Zq)m(_px) "[‘Z 2(]),;_(]),) C o,
% A==1

. . . oW\e . . . . i
und setzt man diesen Wert von (—) ein in die Gleichung (25):

ap,

NT o [ (0
quy((d.py )—— 2(;)”0_2@“1 ) al):()7

z==1

so kommt links:

g{@x -i’?mxz(px) . az} =§[Qa2§7m“(],x) ; (px},
= 2 ®==1

x=1 A=2 A =

und in diesem Ausdrucke verschwinden die Koifficienten von Doy Cp)es o 5 ML
alle identisch. Die Lisung (27) enthiilt daher aufser «, und der additiven
Konstanten weitere » — 1 willkiirliche Konstanten Gy gy vas Oy, UM
zu zeigen, dafs diese Losung eine vollstiindige ist, hat man nur noch
den Wert der Determinante 1) oder, was auf dasselbe herauskommt,
der Determinante @ zu berechnen. Es ist aber

oW,

&Tﬂ) = 2@uu(P),
also

Q=2 0,

und @ ist der Voraussetzung nach nicht identisch gleich Null. Es
gilt daher der Satz (vergl. den Schlufs von Abschnitt 2):
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Alle Hamilton-Jacobischen Differentialgleichungen der Form

(4) _2 A (ﬂ"’l) 2+ ) =0,

v=1
welche Separation der Variabeln gestatten, sind dargestellt
durch:

s ‘I) S TA7\ 2 . %4
D IT X (4 ” x Y
(.3.)) E’ 5 (’1_' ) i 2(.4}_ + “1)__ 0,
x /

=1

wobel

@) @ =D ein)b = [palp)|  cimn
%=1

(22) o’ =:'=2 tho(Px) D,
=l

ist. Die Funktionen @v(px) sind ganz willkiirlich bis auf
die Beschriinkung, dals ®, &, ... P, nicht identisch ver-
schwinden. Die Gleicl hung ( 5) hat die vollstiindige Losung:

(27) - 2/]/)(;9,04;2‘%, w - dps-

L=1

Aus der Gleichung (27) erhiilt man als Integralgleichungen der
Ditfe mnlmlgluclmugcn der Bewegung:

‘ 7 w,
IR \ 21 .
(25) =/1 i : = '({l}ﬁ:—_—'—'ﬂ—— L
e ) jﬁ
l/'(px() el 2, 20,, @

@ A==1
¢ R
(29) 2 J; = dp, = f, =23 ...n),
® =]
]/“"’yo T E 29,5 @
] A=l

s0 dafs man zu folgendem Theorem der Dynamik gefiihrt wird:
Liifst sich fiir ein dynamisches Problem die lebendige Kraft
durch den Ausdruck:

n 9

e L o [dp,

12 '(dt)
X=1

darstellen, wiithrend gleichzeitig die Kriiftefunktion die Form:

@’
I = 5
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hat, so sind die Integralgleichungen der Differential-

gleichungen der Bewegung die Gleichungen (28) und (29).

Die Differentialgleichungen der Bewegung fiir das eben betrachtete

dynamische Problem lassen sich auch ansehen als die Differential-

gleichungen der Bewegung eines Punktes der Masse 1 in einer
n-fachen Mannigfaltigkeit, deren Linienelement ds durch:

n

(30) it = > 2 dpy*

14

*’ =

gegeben wird (vergl. die Abhandlung von Herrn Lipschitz: Be-
merkungen zu dem Princip des kleinsten Zwanges. Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik. Bd. 82 (1877). 8. 331, sowie meine oben
angefiihrte Abhandlung in demselben Journal, S. 331). Ist im be-
sonderen die Kriftefunktion I7 gleich Null, so ist die Bahn des Punktes
eine geodiitische Linie der betreffenden n-fachen Mannigfaltigkeit
(E.Beltrami, Sulla teorica generale dei parametri differenziali. Memorie
della, Accademia delle scienze dell’ Istituto di Bologna. Serie seconda.
Tomo XIII. Bologna 1868. Formel 21.), man hat also als Corollar
des eben bewiesenen Theorems:

Lafst sich das Quadrat des Linienelementes ds einer n-fachen

Mannigfaltigkeit in der Form:

n
Ry y ® |
ds* == o AP
% == 1 %
darstellen, so sind die Gleichungen der geodiitischen Linien
durch Quufdruturen bestimmbar, sie lauten nimlich in diesen
Veriinderlichen p,, p, ... p,:

n
(p”‘d))x

L]
)
; n iy “ll (e 2y y 00 om)e
% e -
‘, D))
2 ..(J)XR . 4(1
(P Aes=1

(31)

Fir n =2 gehen diese Gleichungen genau in diejenigen iiber,
welche Liouville in seiner Abhandlung: Sur quelques cas particuliers
ot les équations du mouvement dun point peuvent s'intégrer (Liou-
villes Journal, t. XI, S. 345, t. XII, 8, 410 [1846]) aufgestellt hat,
(vergl. auch J. Knoblauch, Einleitung in die Theorie der krummen
Flichen. Leipzig 1888. 5. 149).
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Die » Gleichungen:

n (Z
(28) 2 i )px — =1 —
# =1
Vz%o +22%2 |
A=1
n
(29) 2 - P2 = 8, (6=238...n)
%=1 ‘
]/2%0 +2‘~’%z- o
A=1

bestimmen p,, p,, ... p, als Funktionen der Zeit ¢

Fiir » = 1 erhilt man:

91, (py) dp,

(32) IV2¢10 + 2‘501i ‘707‘1‘ 5 4
N. H. Abel hat in einer nachgelassenen Abhandlung: Propriétés
remarquables de la fonetion y = ¢ (z) etc. (Oeuvres completes, Nou-
velle édition par MM, L. Sylow et S. Lie. T. II. S. 40) eine Gleichung
der Form

‘olpldy, _
‘ Vb (p,) !
betrachtet und gezeigt, dafs aus dieser Gleichung unter gewissen Voraus-
setzungen p, als periodische Funktion von ?, bestimmt ist. Dieselbe
Gleichung ist spiter von Herrn Weierstrals eingehend behandelt
worden (Uber eine Gattung reell periodischer Funktionen. Monats-
berichte der Berliner Akademie der Wissenschaften 1866, S, 97). End-
lich habe ich sie unter etwas allgemeineren Voraussetzungen in meiner
Inauguraldissertation: Uber die Bewegung eines Punktes auf einer
Fliiche (Berlin 1885) diskutiert.
Fiir n = 2 ergiebt sich, wenn zur Abkiirzung

Bt ia 2(Px0+2q3x1-a1+299x2.a2=¢x(px) b
resetzt wira:
b Bl s
33 Vi (1) Vs (29 ;
(' ) .(pl‘-! (lpl___ (p22dpg— S
——— = f,.

Vi (1) Vb, (ps)
Dieses Umkehrproblem lilst sich auffassen als ein besond_grer Fall
eines allgemeineren, welches Herr Sta.udt? untersuc.ht hat "(Ubelj eine
Gattung doppelt reell periodischer Funktionen zweier Verinderlichen.
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Mathematische Annalen, Bd. 29. 8. 468 (1887) und: Uber bedingt
periodische Funktionen eines besehriinkt verfinderlichen komplexen
Argumentes und Anwendungen derselben auf die Mechanik. Journal
fir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 105. 8. 298. 1888). Es
folgt daraus, dafs die Gleichungen (33) unter gewissen Voraussetzungen
p, und p, als eindeutige, endliche, stetige, bedingt periodische Iunk-
tionen der Zeit ¢ definieren; der von Herrn Staude eingefiihrte Begriff
bedingt periodischer Funktionen wird unten nither erdrtert werden.

Die Vermutung liegt nahe, dafs auch fiir den allgemeinen Fall
von n Verinderlichen ein entsprechender Satz gilt. Dals es sich in
der That so verhilt, soll im folgenden gezeigt werden.

Dabei gehe ich aus von den allgemeineren Integralgleichungen:

Ps (D) 4Py
(34) / Pl ey @=1,2+-n)
x_l Vw" (P
zwischen den reellen Veriinderlichen py, pg, . .. p, und ¢, ¢

/9 . . - /
) ne
Durch Differentiation folgt:

Pz () _
= dp, = dl; .
S

z=1

Damit die Gleichungen (34) ein Umkehrproblem definieren, ist daher
notwendig, dals die Determinante
P2 () ’__ o
quz (2,) | thl Sy,
nicht identisch verschwindet. Solange diese Determinante einen end-
lichen von Null verschiedenen Wert hat, sind dpi, dps,...dp, ein-
deutig durch dt;, diy,...dt, bestimmt. Beschriinkt man also die
Veriinderlichen pi, ps, ... pn auf einen Bereich, innerhalb dessen
®, ¥1, ¥, ... P endliche, von Null verschiedene Werte haben, so
sind py, pg, ..., als eindeutige Funktionen von #, &, ... 1, vermoge
der Gleichungen (34) definiert; man erhiilt mit anderen Worten nur
einen Zweig des Gebildes (pi, pg,...p,). Hierin besteht die erste
Voraussetzung der folgenden Untersuchung.

Die zweite Voraussetzung besagt, dals die Funktionen ¢y, ¥,... 9,
sich darstellen lassen sollen in der Form:

(36) Pp = (Px — ) (bi— p) 1 (Px) PP Yoty

und zwar sind hier @, und b, reelle Grofsen und a, < b,. In dem
Bereiche

(35)

axg_:pbex (x=1,2,'n),
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der im folgenden kurz mit B bezeichnet werden moge, soll die erste
Voraussetzung erfiillt sein. Damit die Integrale reelle Werte haben,
miissen die Funktionen g1, 2s,...%, im Bereiche B endliche positive

Werte haben; dem Zeichen 1/,(p,) werde der positive Wert beigelegt,

withrend {iber das Vorzeichen von V/(p, — a,) (b, — p.) noch verfiigt .
werden darf.

Uber die Anfangswerte der Integration werde festgesetzt, dafs
zu dem Wertsystem p, = a,, p, = a,, ..p, = a, das Wertsystem
b=0,%=0,... 4 =0 gehore.

Die Gleichungen:

P
: n L) ' '
(37) AN 2’3(1)1)( ad SO X (=1,2,..n)
;;: V(ZJ, T a’x) (bx —*—_ZJZ) 4 Vxx (pz) ’

«

definieren dann p,, p,, ..p, fir den Bereich B als eindeutige, end-
liche, stetige Funktionen von ¢, ty, «-.tu. Werden jetzt an Stelle

der Veriinderlichen D1y P2y -+ . pa neue Verinderliche w,, 0y, ... Wn
eingefiithrt durch:

c a, + b a, —b

(38) Pe= = 3 ”—l— z 5 * cos w, (x=1,2..n),
80 ist zuniichst:

z dp

(«39) - = dw, (x=1,2..1m);

V- o) -2
ferner erkennt man, dafs der Ausdruck:

Pz (P2)
V. (22)

in eine eindeutige, endliche, gerade Funktion %,; (w,) von w, mit der
Periode 22 tibergeht. Wird noch ausgemacht, dafs dem Wertsystem
h=a, p=a, ....p, = a, das Wertsystem w;, = 0, w, =0,
++ Wy = 0 entsprechen soll, so gehen die Gleichungen (37) in:

Wie
(40) 2 / s (w,) dw, = ¢, A=13 .2

x==1a

0

iiber, und man hat jetzt den Vorteil, dafs w,, Wy . . . W, unbeschrinkt
verinderliche reelle Variabeln sind. :

Nunmehr werde als dritte und letzte Voraussetzung die ein-
gefiihrt, dafs die Funktionen ¢.; (p.) im Bereiche B und damit auch
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die Funktionen k., (w,) fiir beliebige Werte von w, ihr Zeichen nicht
wechseln. Hierans folgt, dals, wenn 1w, von 0 bis x wiichst, der
Augdruck:

Wy,

J Texa (wy) dow,
_ 0

% = =
J 7’/22 ('(rl‘x) dw,
0

stetig von O bis 1 zunimmt, Der Wert des bestimmten Integrales
im Nenmner werde mit o,; bezeichnet, so dafs

(41) Wq; = S N
) V“’” —it,) (b, —1B,) sz(l’x)

ist; der Wurzel V(pr — @) (b, — p.) ist gemiifs Gleichung (39), da
dp, und dw, positiv sind, das positive Vorzeichen zu geben,

Vermoge der Gleichungen (37) ist daher folgender Zusammen-
hang zwischen p,, p,, .. p, und ¢, #,,...t, gestiftet. Durchliuft der
Punkt p,, Do, - . P. das Gebiet B, so bewegt sich der Punkt ¢, 4,
.. %, in dem Gebiete:

T

n
t = wa?.'rx (0w<_7x<_1» 2=1,2,...n>,

=1

und dies geschieht so, dafs die Punkte dieser beiden Gebiete um-
kehrbar eindeutig einander zugeordnet sind.

Ersetzt man jetzt in der vorhergehenden Diskussion iiberall e,
durch — w,, so bleibt p. ungeiindert, und dasselbe gilt von den
Funktionen %, ; (w,), daher ist

— 10, w

[. Jowa () di0, = — 'j Tiys (wy) Ay ,
0 b

folglich gehen dabei die Grofsen {,, f,, ..f, gerade in die entgegen-
gesetaten Werte: — ¢, — f,,.. — t, iiber. Die Gebiete B und

n
tl = — E @y, * Ty (A=1,2..1)

x=1

stehen also in derselben Beziehung, wie die Gebiete B und
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ti = —-{-—i’ﬁ)zl * Ty

=1

Mithin sind py, ps, ...p, gerade Funktionen von by by sealy |

Zu einem gegebenen Wertsysteme p,°, p,°, ...p,° im Bereiche :
B gehort je ein Wertsystem - #° 4% ...+ 1.2 in diesen beiden
Bereichen der Grofsen ¢, #, ...f,. Alle anderen zugehorigen Wert-
systeme erhiilt man, indem diesen beiden beliebige Vielfache der

n Systeme:
+ 2w,;, + 20,5, ...... = 2 Oy (w=1,2,..n)

hinzugefiigt werden. Um dies einzusehen, braucht man nur etwa die
Variable w, um 2z wachsen zu lassen, wihrend 1, w,, ..w,_,,
Wut1 -t unverindert bleiben. Dabei bleiben p,, p,, ...p, und 3
daher auch die Funktionen T (w0) unverindert, wihrend nach den

Gleichungen (40) jede der Variabeln tiy ta, « ., wiichst bezichungs-
weise um:

2n
® 0
jlz,uz(w,,)dw# =jh,‘;.(w#)t‘[w,¢ = 2w, I
2
0

w

Hiermit ist als endliches Resultat der Satz gewonnen:
Die Gleichungen:

Py
lxl (px> dp %

\ r— = 1—412--71 h
ot ,2:1/1/(@,—%)‘(5;—797)1/;@_& T i

definieren py, py, ... p, fiir den Bereich B als eindeutige,
endliche, stetige, gerade Funktionen von t1, te, . . . ta, Welche
n-fach periodisch sind mit den Periodensystemen '

2(0((1; 20‘7,‘(2J o ety 2(0,“?1 (/-‘=1,2,~-n);

dabei werden die Perioden durch

b”
VR A
T Ve =) =) Vi @)
(lx

gegeben. Alle zu cinem Wertsystem p,, p.%...p,°0 ge-
horigen Wertsysteme #y, &, ...¢, sind dargestellt durch:

n
-+t 4+ Z 2,0y, M=1,9-n),

o=




wobel die s, ms, . .. m, ganze Zahlen bedeuten. Das Wert-
system £°, £° ...%,° gehort dem Bereiche
n

{, = E T, 00, A=1,2+.n)

% =1
an und ist das einzige in diesem Bereiche.
Man iiberzeugt sich leicht, dals dieser Satz fiir # — 2 genau in
den von Herrn Staude frefuudenen iibergeht,

6.
Die Ergebnisse des vorhergehenden Abschnittes lassen sich sofort
auf die Gleichungen (28) und (29) anwenden. Zu diesem Zwecke werde

29,0 + 22(}7)¢2 ‘) = 'l/)x(}"x)
A=1
gesetzt. Zur Zeit t = 0 mbdgen pi, pe, ... P, gerade die Werte
01, Gz, ... Gy haben. Wird noch ¢,; durch — g, ersetzt, so ergeben
sich dle Gleichungen :

(prl pr
28) . e
(28) x—l/ Vo, )

wuﬁp

(29) _1 V T

(=28, n)

Sind jene drei Voraussetmngen tiber die Funktionen g¢,; und w,
erfiillt, so ergeben sich, wenn die rechten Seiten beziehungsweise gleich
b, by, ...t gesetat Werden P1) Pgy - - - Pa als eindeutige, endliche,
stetige, gerade Funktionen von 4, 4, . ., i,., welche #-fach periodisch
sind mit den Periodensystemen:

20u1, 2049, ..... 2 0,y (=12, m).
Wird darin
h=1t, =0, t3y=0, fy =0
gesetzt, so erhilt man py, py, . .p, als T I‘unktlonm der Zeit ¢, die den
Glelchuno‘en (28") und (29°) und daher auch den D1ﬂe1entla]glelchungcn
der Bewegung gentigen.

Die Bewegung des Systems materieller Punkte, die durch diese
Funktionen der Zeit py, ps, . .. p, beschrieben wird, ist als eine wesent-
lich stabile zu bezeichnen, da diese Grofsen nie den Bereich 8 uiber-
schreiten.  Gelangt das System in eine Lage, die durch einen Punkt
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der Grenze dieses Bereiches charakterisiert ist, so findet sofort wieder
Umkehr nach dem Innern statt. Eine genauere Untersuchung zeigt,
dafs fast alle Sitze, die ich in meiner oben erwihnten Inaugural-
dissertation in betreff der Bewegung eines Punktes aufgestellt habe,
ein Analogon fiir diese allgemeinere Art der Bewegung eines Systemes
materieller Punkte haben; hierauf soll jedoch an dieser Stelle nicht
eingegangen werden.

Die Funktionen py, ps,...p, von #, ts, ... %, blieben unveriindert,
wenn ihre Argumente beziehungsweise um ein Periodensystem

n
E’ 2 My @y (A=1,2 - n)

vermehrt wurden. Sollen nun fe, ts, . .. £, die festen Werte Null haben,

so ist eine solche Hinzufiigung nur statthaft, wenn fiir bestimmte
Werte der Zahlen m,, ms,...m, gerade

n
(42) El 2m, 0, =0 (=23,

#=1

ist. Nur, wenn es solche Zahlen my, ms, .. m, giebt, sind py, P2, - - Pa
periodische Funktionen der Zeit ¢, und zwar mit der Periode:

(43 280 = > 2m,0,;.

i 2

Solche Funktionen p,, p,, ... p, von ¢, ¢, ...t, sind von Herrn
Staude als bedingt periodische Funktionen fiir ¢, =¢, {,=0, ... &, =0
bezeichnet worden.

Zum Schlufs moge noch gezeigt werden, wie man von den all-
gemeinen Gleichungen (28) und (29) dieser Abhandlung zu den
Gleichungen in elliptischen Koordinaten gelangt, die sich in Jacobis
Dynamik finden. Es ergiebt sich dabei zugleich eine Verifikation der
Resultate der beiden letzten Abschnitte.

Es sei

L

eine Reihe reeller Grofsen, und die Funktion @ (u) sei definiert durch:

(44) @ (u) =4 n (u + c.).

Setzt man dann:
71_1

(45) Pei () = ﬁT(’:iJ_J (i d=1,9, .0i 1)

und bezeichnet zur Abkiirzung
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G )
mit y(u), die Ableitung davon nach w mit v’ (u), so ist:

, TP &y !
(21) @ =g__w o :r;: i P

Nach der Eulerschen Formel ist nun:

n ni=1
g 5/3;322),_) 0.

folglich erhiilt man aus (21")

@(p,)

L) o
Sind also die Funktionen ®x2 durch (45) gegeben, so ist:
30" S NT B oNT ¥R
(30 ) dS '_;';: g‘px dz}” };1, o (px) (pr J
und die zugehirige Hamilton-Jacobische Differentia]gleichung lautet:
k- 3 @ (D) 8 Wy
(25" gm(%;)—z(ﬂq-a])_o.

Soll diese Gleichung Separation der Variabeln gestatten, so ist
notwendig und hinreichend, dafs die Kriiftefunktion 17 sich auf die

Form:
q)x() (I)x
(15, 24) M=
Z q)xl qj‘x
H=1

bringen lifst, wobei die Funktionen Pros Pagy - - - Puo NoOch ganz wil-
kiirlich sind. Tch setze:

®) = ——— (x=1,8,...n),

so dals f}, f, ... fu willkiirliche Funktionen sind. Dann wird:

n

ey ) ® l.(p,)
0= 30y &= D pey

%=1 we=1

Die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung:

- i » = @ (])/) 'd ”/-— 2 n /, (1) )
20 oo () —2 L@yl N
(25) XZ_:TP (p,) ((‘px) (2 7 ) - “1) 0

gestattet also Separation der Variabeln, welches auch die Funktionen

i{m)es o [x(P,) sein moigen. Sie besitzt die vollstiindige Losung:
9 %ok
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iy dp,
@) W= /V2fx(Pu)+22pz -t

x=1

Die Integralgleichungen des zugehtrigen dynamischen Problems sind
daher:

e L e

(28") ,,=1 — Ya,
21, (1) +22px o
A=1
n L d
Py Py
(291) 2 = .Vﬂj(p) =pp’-¢ (=28 ...7).
¥=1 ne1 %
I/e fulp)+ D02 o
=21

Ist im besonderen:
fi=0,f,=0,... =0,
so ergeben sich genau die Gleichungen eines Jacobischen Umkehr-
problems. Hs ist bekannt, dafs bei einem solchen Umkehrproblem
s Doy oo Pu BI8 Funktionen von t, %, ... %, gerade die in dem
fiinften Abschnitt angegebenen Eigenschaften haben.

Diese Siitze iiber die Separation der Variabeln in der Hamilton-
Jacobischen D1ﬁ'erent1alglelchung fiir elliptische Koordinaten p;, ps + « - Ps
finden sich fiir # = 3 bereits in der schon angefiihrten Arbelt von
Liouville, fiir den allgemeinen Fall aber in der Inauguraldissertation

von Herrn Rosochatius (Uber die Bewegung eines Punktes. Gottingen
1877).

Berlin, den 29. Januar 1891.




