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Arithmetik.

Die zweite Hilfte des 18. Jahrhunderts war fiir Frankreich eine
Zeit der Aufklirung, in welcher kithne Schriftsteller neue Ideen ent-
falteten. Die framzosische Revolution =zerstorte die Feudalinstitute
des Mittelalters in allen Gebieten der weltlichen Einrichtungen. Die
Wissenschaften und das Schulwesen wurden von diesen welthistori-
schen Ereignissen tief beeinflufit. Die Schriften von Rousseau und
Condillae, von den Enzyklopiidisten und von Condorcet brachten
neue (Gedanken, nicht nur ither philosophische Sachen im allgemeinen,
sondern auch {iher die Erziehung wnd Mathematik im einzelnen. Ihr
Tinfluf auf den Elementarunterricht m der Mathematik wurde gegen
das Ende des Jahrhunderts tiberwiegend. Diese Zeit weist in Frank-
reich neue Rechenbiicher auf, deren Autoren sich aunch mit der
hoheren Mathematik beschaftigten. Dennoch finden wir, daf hier,
wie auch In anderen Liindern, veraltete Rechenbiicher noch groBen
Absaiz fanden. Das bekannteste unter den letzteren war L Arith-
métique du S Barréme .. augmentée .. de plus de 190 pages.
par N. Barréme, Paris 1764, Rouen 1779. Die erste Auflage von-
Francois Barréme erschien 1677. Nicolas Barréme war Hein
Nachlkomme des Autors?, wie wir aus der Auflage von 1713 ent-
nehmen, welcher den Umfang dieses populiren Werkes verdoppelte
und deshalb erwihnt zu werden verdient.

~ Ein zweites Werk dieser Art war L’Arithmétique en sa
perfection..par FF. Le Gendre, arithméticien. Die erste Auf-
lage erschien in Paris 1646, eine =zehnte 1691 Wihrend des
18, Jahrhunderts wurden wenigstens siehen gedruckt. Tine erschien
zu Paris 1774, eine andere zu Limoges 1781. Eine Vergleichung
der Ausgabe von Lons le Saulnier 1812 mit denjenigen von 17 74 und
1705 zeigt, daB die drel sich nur im Anhang voneinander unter-
scheiden und daf der Hauptteil withrend mehr als 100 Jahren ohne
nennenswerte Abinderungen beharrte. Bin solches Beharren beim
Alten in diesen und anderen Schulbiichern wirft ein diisteres Licht
auf die Schulverhiltnisse damaliger Zeit.
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Weder in Barréme noch in F. Le Gendre findet man Dezimal-
briiche; dieselben wurden, soweit wir ermitteln kbnnen, i praktischen
franzosischen Rechenbiichern der Zeit beinahe ganz vernachlissigt.
Nur gegen Ende des Jahrhunderts, als das metrische System Auf-
nahme fand, wurden Dezimalbriiche auch in Werken fiir Geschiifts-
leute eingefiihrt. Citoyen Blavier verdffentlichte 1798 in Paris
ein Barréme décimal') und die spiteren Ausgaben von . Le
Gendres Biichlein enthalten einen Anhang iiber Dezimalbriiche.

FEin Werk, welehes in den hoheren Schulen in Frankreich, und
durch Ubersetzungen auch in anderen Liindern, withrend der zweiten
Hiilfte des Jahrhunderts weite Verbreitung erhielt, waren die 1741
in Paris gedruckten Lecons élémentaires de mathématiques
des Astronomen Nicolas Louis de La Caille?) (1713 —1762). Der
erste Teil enthilt eine kurzgefaBte, theoretische Arithmetik. Bine
verbesserte und erweiterte Ausgabe des La Cailleschen Werkes
wurde 1770 zu Paris von Abbé Marie, Professor der Mathematik an
dem collége Mazarin, veranstaltet.

Unter den neu verfaBten arithmetischen Werken dieser Zeit sind
diejenigen der bedeutenden Mathematiker Bézout, Bossut und La-
croix hervorzuheben. Htienne Bézout (1730—1783) wurde 1763
zum ,examinateur des gardes de la marine ernannt. Man hat von
ihm zwei mathematische Schulbticher, Cours de mathématiques &
I'usage des gardes du pavillon et de la marine, Paris 1764
bis 1769, und Cours de mathématiques & I'usage du corps de
I’avtillerie, Paris 1770—1772, die in mehreren Auflagen erschienen
und weite Verbreitung fanden. Der arithmetische Teil letzteren
Werkes ist demjenigen des ersten, mit Ausnahme einiger ausgelassener
Paragraphen, Wort fiir Wort gleich. Er wurde auch separat gedruckt.
Auf das kaufmiinnische Rechnen legt Bézout wenig Nachdruck; er
gibt sich viel Mithe, die theoretischen Teile klar zu machen, ohne den
Sehiiler durch schwerverstindliche Beweise. abzuschrecken.

Charles Bossut (1730—1814) verfaBte einen Cours complet
de mathématiques, dessen erster Teil, ein Traité élémentaire
d’arithmétique; 1772 erschien. Er enthdlt eine Vorrede iiber
die Grundideen der Arithmetik und der Algebra. Diese Arithmetik ist
in gedringtem Stile ‘geschrieben und enthilt nur weniges fiber Ge-
schiftsrechnung. Daher fand es auch nur geringe Verbreitung.

Wiihrend in franzésischen Werken iiber das praktische Rechnen

1 A. De Morgan, Arithmetical Books, London 1847, p. 75. 5 Vgl
,Intorno ad un’ opera dell’ Abate Nicolo Luigi de La-Caille* in B. Boncom-
pagnis Bullettino, Tomo V, Roma 1872, p. 278—293.
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Dezimalbriiche vernachlissigt oder ganz weggelassen werden, erhalten
sie in Kompendien der Mathematik gehGrige Beachtung. So gibt
sich Lemoine in seinem Traité élémentaire de mathématiques
pures, Paris 1790 (3¢ éd. 1797), Mithe dieselben gleich von Anfang
aufzunehmen und die Grundoperationen fiir ganze Zahlen und Dezi-
malbriiche nebeneinander zu entwickeln. Edmé Marie Joseph Le-
moine (d'Essoies) (1751—1816) war vor der Revolution Advokat,
Lehrer des jungen Adels und Professor der Mathematik und Physik.
Das obige Elementarwerk war fiir Schiiler bestimmt, die Bézouts
Wearke zu umfassend fanden.

Weitreichenden Einfluf auf das Studium aller mathematischen
Ficher hatte Sylvestre Frangois Lacroix (1765—1843), welcher
grofien Anteil an der Organisation der offentlichen Erziehung und an
der Vorbereitung passender Schulbiicher hatte. Im Jahre 1797 erschien
zu Paris sein Traité d’arithmétique, welcher fiir den Gebrauch in
der école centrale bestimmt war.

Gegen Ende des Jahrhunderts erschienen einige Arbeiten, welche
neue Gedanken philosophischer Natur iiber arithmetische Operationen
und die Sprache der Arithmetik und Algebra enthielten. Der erste
uns bekannte Versuch, neue Grundoperationen emzufiihren, ist von dem
Marquis Forfia (1756—1843). Mit den Einschrinkungen der
gewdhnlichen Arithmetik nicht zufrieden, sucht er in seinem Traité
d’arithmétique’), Avignon 1781, den Operationen der Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division eine unendliche Anzahl
hoherer Operationen anzuschlieBen. Die sukzessive Multiplikation
einer Zahl mit sich selbst nennt er puissanciation. Soll die
Summe von 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 gefunden werden, nennt er 1 den
multiplicande, 8 den multiplicateur, die Summe das produit,
mit dem Wort second hinzugeftigh, um die multiplication
seconde von der gewdhnlichen zu unterscheiden. Die multiplication
seconde gibt hier das produit 36. Dasjenige von 3 mit 8 gibt
108 (=3+6-+94124 15+ 184 21 4+ 24). Ein Beispiel einer
puissanciation seconde hat man in der Auffindung des Produkts
der Zahlen 2, 4, 8, 16, 32, 64, welches sich als das Produkt der
ersten und letzten Zahl, puissancié durch die Hilfte der Anzahl
von Zahlen, ergibt. Wenn in einer arithmetischen Progression
a+(@+d+@+2d)+---+(@a+®m—1d) nicht nur a=d,
sondern auch @= n ist, gelangt man zur multiplication troisieme. -
Das produit troisiéme, von 5 mit 2 — 5 + (5 4 104 15 4+ 20+ 25)
— 80, von 5 mit 3 =54+ (5+ 10415+ 20+ 25) + (5 +10+--450)

1) Uns liegt die zweite Auflage von 1790 vor.
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— 5+ 75 1+ 275 =350 =5 + produit second von 5 mit 5 4 pro-
duit second von 5 mit 10. '

Man konne so fortfahren zu Operationen noch hoherer Grade. Jede
derselben habe ihre umgekehrte Operation. Fortia definiert nun
eine num ération seconde, worin die Einheit complexe und con-
tinue ist, complexe, weil sie aus Teilen bestehe, und continue,
weil die Anzahl dieser Teile unendlich sei. Mit sich selbst multipli-
ziert gebe die Einheit die Zahl 2; 2 mit 1 multipliziert gebe 3 usw.
Wenn die Einheit der nombres continus 2 ist, dann ist der nombre
continu 2 gleich 4 und der nombre continu 3 gleich 8. Die ein-
fachste Operation der numération seconde ist die Multiplikation,
welche der Addition in der gewdhnlichen Numeration entspricht.
Sollen die nombres continus 481 und 1821 miteinander multipli-
siert werden, so ist das Resultat 1802. Ahnliches fiir die Division.
3421 - 2212 = 1209. Besteht die Einheit der nombres continus aus
3 gewohnlichen Einheiten, dann ist der nombre continu 2 =9, der
nombre continu 3 = 27 usw. Wird nun 2 puissancié durch 3, so
erhiilt man den nombre continu 6 = 729. In diese numération
seconde konne man auch- puissances secondes usw. einfiihren. -
Fortia gibt dann weitere Auseinandersetzungen von nombres conti-
nus, deren Einheit 2 ist, und von hheren Numerationen. Ks ge-
lingt thm aber nicht, dem Leser die Vorziige seiner neuen Operationen,
deren Formeln er der gewShnlichen Algebra entlehnt, und seiner neuen
Sprache iiberzeugend darzulegen.

Bine Schrift iiher Arithmetik und Algebra, welche ein Versuch
einer Philosophie dieser Wissenschaften ist, wurde von Etienne
Bonnot de Condillac (1715—1780) verfaft. De Condillac war
ein scharfsinniger Philosoph, ein Freund von Rousseau und Diderot.
Durch ihn fand der Sensualismus des englischen Freidenkers John
Locke HKingang in Frankreich und, iiber diesen hinausgehend,
weitere Ausbildung. Alle Theorien von angeborenen Ideen verwerfend,
nahm -Condillac nur die Wahrnehmungen der fiinf Sinne fiir Wahr-
heit an. Er erklirte die Funktionen des Denkens als Arten des
Empfindens, die durch Ubung vervollkommnet werden, und fithrte alle
Verstandestitigkeit auf das Sprachvermdgen zuriick. Ohne Worter
kénnte man keine abstrakten Ideen haben. Uns interessiert sein La
Langue des Calculs, & Paris, An VI (1798), welches achtzehn
Jahre nach seinem Tode verdffentlicht wurde. Seine metaphysischen
Lehren sollten hier auf Arithmetik und Algebra Licht werfen. ,Un,
deux, trois usw. dies sind also die abstrakten Ideen der Zahlen;
denn diese Worter stellen die Zahlen dar als auf alles anwendbar
und als auf nichts angewandt.... Wenn zum Beispiel, nachdem wir
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un doigt, un caillou, un arbre gesagt haben, wir un sagen, ohne
etwas hinzuzufiigen, haben wir in diesem Worte un die abstrakte
Einheit. Wenn Sie glauben, daf abstrakte Ideen etwas anderes als
Namen seien, bitte sagen Sie, wemn Sie konnen, was ist dieses
andere?“?)  Sprachen sind nicht Sammlungen zufillig aufgenommener
Ausdriicke. . .. Wenn der Gebrauch jedes Wortes eine Konvention
voraussetzt, setzt diese Konvention eine Ursache fiir die Annahme jedes
Wortes und eine Analogie voraus, die das Gesetz angibt, ohne welches
es unmoglich wire dasselbe wahrzunehmen und welches keine absolut
willkiirliche Wahl zuldBt.“?) In der Sprache des Rechuens zeigt sich
die Analogie klar. Das Zihlen lernt man mit Hilfe der Finger. Man
zihlt bis 10, nimmt dann 10 als hohere Einheit an, fihrt dann fort
bis 100 usw. ,Wenn wir uns aber nicht verirren wollen, miissen
wir die Zahlenreihen durch Namen bezeichnen, weshalb die Namen
im Rec];nen so notwendig sind wie die Finger selbst:“*) Das Nume-
rationssystem, welches uns die Natur darbietet, zeigt uns jedesmal
wie eine Zahl zusammengesetzt ist. Unsere Sprachen haben aber die
Analogie mnicht befolgt. ,Zum Beispiel, wir sagen, soixante et
douze; die Finger sagen aber sept dix plus deux, ein Ausdruck,
den wir vorziehen, um der Analogie der von der Natur gegebenen
Sprache zu folgen.“*) Condillac betrachtet dic Operationsarten in
Arithmetik und Algebra im Lichte seiner Theorie von den Analogien.
Er findet, daB die Algebra nichts anderes als eine Sprache sei®).
Diese Ansicht hatte schon friher Clairaut in seinen Klémens
d’Algeébre 1746 geduBert, und auch 8. F. Lacroix stimmt®) der-
selben bei. Condillac behauptet, da die Erfindungsmethode nichts
anderes als die Analogie selbst sei®).

Wie das besprochene Werk die letzte (unvollendete) Arbeit Con-
dillaes war, so ist das Biichlein Moyens d’apprendre & compter
surement et avec facilité, par Condorcet, & Paris, 1799%),
die letzte Schrift dieses beriihmten Philosophen und Mathematikers.
Es wurde in.den letzten Tagen seines Lebens geschrieben, als er, in
den Sturz der Girondisten verflochten, in der Néihe von Paris eine Zeitlang
umherirrte, bis er erkannt und verhaftet wurde. Condillacs philo-
sophische Studien trugen dazu bei, die Lehrmethode in neue Bahnen zu
leiten. Das Biichlein von Condorcet erzielte Ahnliches durch eine
klare, unkonventionelle Erklirung unseres Numerationssystems und

Y Condillac, La Langue des Calculs, 1798, p. 50. % Ebenda, 8. 1.
® Ebends, §. 11. %) Ebenda, 8. 18. % Ebenda, S. 47. 9 8. F. Lacroix,
Essais sur I’Enseignement en Général et sur celui des Mathématiques en parti-
culier, & Paris, An XIV, 1805, p. 285. 7 Condillac, p. 232. %) Zweite Auf-
lage erschien 1800,
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der vier Rechnungsarten. De Morgan') beschreibt das kleine Werk
als ,eine der einfachsten Erklirungen der elementarsten Arithmetik,
die je erschienen ist“. Das Werkchen besteht aus zwei Teilen. Der
erste ist in leicht verstindlicher Sprache fir Kinder geschrieben. Der
zweite Teil enthilt philosophische und padagogische Anweisungen
fiit Lehrer. Manche seiner Ideen stimmen mit denen Condillacs
iiberein. Fiir vingt setzt er duante und, um die Analogie nicht zu
brechen, fithrt er die alten Bezeichnungen septante, octante und
nonante ein. Eine englische Ubersetzung des Biichleins wurde 1813
von Elias Johnston in Edinburgh verdffentlicht. Hine dritte eng-
lische Ausgabe erschien dort 1816.

Das Studinm der praktischen Rechenkunst sollte sich nach und
nach durch die Einfiihrung des metrischen Systems bedeutend ver-
einfachen. Als um die Zeit des Ausbruchs der franzosischen Revo-
lution der Drang nach Neuerungen in allen Richtungen immer stirker
wurde, machte man 1788 den Vorschlag, auch die Gewichts- und
MaBsysteme einer radikalen Umformung zu unterwerfen. Viele Stidte
Frankreichs hatten durch ihre Deputierten um ein gemeinsames Malb
fiir das ganze Land gebeten. In der Sitzung der Pariser Akademie
vom 14. April 1790 schlug Brisson vor, ein neues System auf eine
natiirliche Linge zu griinden, die immer wieder leicht aufgefunden
werden kénne?®). Nach einem Antrage von Talleyrand legte die
Nationalversammlung am 8. Mai 1790 dem franzdsischen Konige die Bitte
vor, den Konig von Hngland einzuladen, bei der allgemeizen Mal-
reform mitzuwirken und Kommissare zu ernennen, die in Gemeinschaft
mit den franzisischen die Reform durchfiihren sollten. Die National-
versammlung beauftragte zugleich die Pariser Akademie, die franzisi-
schen Kommissare zu wihlen und die Linge des Sekundenpendels
unter dem 45. Breitengrade als natiirliche Grundlage des MaBsystems
anzunehmen. Die Idee eines natiirlichen Grundmafies soll sich zuerst
in einem Werke Gabriel Moutons des Jahres 1670 finden®).

Durch die Mitwirkung Englands hofften die Franzosen zu er-
zielen, daB ein neues System in anderen Lindern bessere Aufnahme
finden wiirde. Diese groBen kosmopolitischen Ideen sollten aber nicht
so bald auslindischen Beifall finden. England lehnte, wahrscheinlich
wegen der Hilfe, welehe Frankreich den amerikanischen Kolonien in
ihrem Freiheitskampfe geleistet hatte, das gemeinsame Vorgehen ab.

%y De Morgan, op. cit. S. 82, % F. Rosenberger, Geschichte der
Physik, Dritter Teil, Braunschweig 1887, 8. 94. %) Gabriel Mouton, Ob-
servationes diametrorum solis et lunae apparentium etc., Lugd. 1670. V. De-
lambre, Base du systéme métrique décimal I, 11 und Rudolf Wolf, Geschichte

der Astronomie, Miinchen 1877, S. 623.
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Frankreich muBte allein an die Arbeit. Die franzésische Akademie
unternahm es zwei Hauptfragen zu entscheiden: 1) Welche nume-
rische Skale sollte als Verhiltnis sukzessiver Ober- und Unterein-
heiten dienen, 2) welche unveriinderliche GrioBe aus der Nafur sollte
als Einheit gewiihlt werden. Uber die erste I'rage stabtete die fol-
gende Kommission am 27. Oktober 1790 Bericht ab: Borda, La-
grange, Lavoisier, Tillet und Condorcet?). Fiir die Unter-
suchung der zweiten Frage ernannte die Akademie als Kommissions-
mitglieder Borda, Lagrange, Laplace, Monge und Condorcet?).

Was numerische Skalen anbelangt, hatten Schriftsteller seit
Leibniz oOfters dem Binir-System Aufmerksamkeit geschenlkt.
In der zweiten Hailfte des achtzehnten Jahrhunderts findet man in
vielen Reehenbiichern kurze Besprechungen desselben. Georg Fried-
rich Brander schrieb zu Augsburg 1767 (2. Aufl. 1775) eine
Arithmetica binaria. Nicht selten findet man anch Angaben iiber
das von Erhard Weigel (Bd. III, 8. 39, 40) hoehgeschiitzte tetra-
basische System. Das Duodezimalsystem hatte anch seine Anhincer
wie zum Beispiel Comte de Buffon, der dasselbe in seinem Esc;ai
d’Arithmétique morale®) (um 1760 geschrieben) bespricht.

Die franzosische Kommission hatte natiirlich mit Veriinde-
rungen des Zahlensystems nichts zu tun. Selbst die franzosische
Revolution vermochte das dezimale Zahlensystems nicht umzu-
stiirzen. Wohl aber muBte die Skale fiir das neue Mafsystem
erwogen werden. Obschon die dezimale Einteilung leicht den Sieg
davontrug, weil dieselbe dem Numerationssystem sugrunde liegt,
scheinen die Mitglieder der Kommission dartiber nicht ganz in Ein-
klang gewesen zu sein. Hs ist wohlbekannt, daB Lagrange einer
der eifrigsten Verteidiger der reinen Dezimaleinteilung war. ,Hr
wollte®, sagt Delambre?), ,das Dezimalsystem in seiner ganzen Rein-
heit haben; er konnte es Borda nicht verzethen, daB dieser die Ge-
filligkeit gehabt hatte, Viertelmeter machen zu lassen. Er legte auf
den Hinwand, daf die Basis des Dezimalsystems so wenige Theiler
habe, keinen Werth. Er bedauerte beinahe, daB sie keine Primzahl
sey, wie 11, weil danmn nothwendig alle Briiche einerley Nenner be-
kommen hitten. Man kann Dieses, wenn man will, fiir eine Thber-
treibung halten, die wohl dem besten Kopfe im Eifer des Streits be-

1y Hist. de YAcad. pour 1788, Hist. p. 1—6. Vgl. G. Bigourdan, Le
Systtme métrique des poids et mesures, Paris 1901, p. 17. .2 G. Bigourdan
op. cit., p. 17. % Buffon, Suppl. & I'Hist. nat. 4, Paris 1777, p. 116.
9 ,Nachricht von Lagranges Leben und Schriften* in J. L. Lagranges Math.
Werke, deutsch herausgegeben von A. L. Crelle, 1. Bd., S. XLIX.
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gegnet; aber er fiihrte die Zahl 11 mur an, um die Zahl 12 abzu-
wehren, welche die kithneren Neuerer statt der 10 einfithren wollten,
die itberall die Basis des Zahlensystems ist* Lagranges Vorliebe
fiir die Zahl 10 und ihre Potenzen zeigte sich schon in Berlin, als
er J. C. Schulze mitteilte, ,daB es villeicht noch hbesser gethan seyn
wiirde, wenn man, statt die trigonomischen Linien und ihre Logarith-
men fiir Grade, Minuten und Secunden zu geben, dieselben in Graden
und deren tausendste Theile nach Grellibrand Trigonometria Britannica
an. 1633 berechnet lieferte®.')

Die Kommission fiir die Wahl einer Léngeneinheit stattete am
19. Mirz 1791 ihren Bericht ab. Sie entschied nicht fiir das von
der Nationalversammlung vorgeschlagene Sekundenpendel als Hinheit,
sondern schlug vor, einem 1790 gemachten Vorschlage des Ingenieur-
Geographen Bonmne folgend?), den zehnmillionsten Teil des Erd-
quadranten als UrmaB zu wihlen. Die Pendellinge wurde verworfen,
* weil sie von zwei ungleichartigen Elementen, der Schwere und der
Zeit, abhinge. Eine dritte Einheit, der Quadrant des Erdiiquators,
wurde von der Kommission auch besprochen, wurde aber wegen der
Schwierigkeit der Messung in unwirtlichen Gegenden von Afrika und
Amerika unpassend gefunden.

Am 380. Mirz 1791 wurde von der Nationalversammlung der
zehnmillionste Teil des Erdmeridians als MaBeinheit festgesetzt.
 Méchain und Delambre begannen sogleich die hierzu nétige Grad-
messung zwischen Diinkirchen und Montjouy (nicht weit von Bar-
celona).?) Die Arbeit wurde 1792 durch Aufhebung dex Akademie
eingestellt, aber bald wieder durch Ernennung einer neuen Kommission,
bestehend aus Laplace, Lagrange, Berthollet, Borda, Brisson,
Ooulomb, Delambre, Hauy, Méchain, Monge, Prony und
Vandermonde, fortgesetzt. Die UrmaBe wurden angefertigt und
1799 dem Archiv der Republik einverleibt?). Das Meter war nun
gleich 3 Fuf 11,296 par. Linien, oder etwas kiirzer als der 1795 vor-
liufig angenommene Wert von 3 Fufl 1144 par. Linien.

Um das neue System auch anderen Vélkern annehmbar zu
machen, wihlte man fiir die Ober- und Unterabteilungen Namen, die
nicht der franzosischen, sondern den neutralen griechischen und latei-
nischen Sprachen angehdren.

Von groflem Interesse sind die Elementarvortrige, welche 1795

1 Johann Carl Schulzes Neue und Erweiterte Sammlung logarithmi-
gcher . . . Tabellen, 1. Bd., Berlin 1778, Vorrede. %) Rosenberger, op. cit.
S. 94. % G. Bigourdan, op. cit. p. 109—153. % Rosenberger, op.

eit. S. 94.
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auf der Ecole normale in Paris von Lagrange und Laplace?) ge-
halten wurden. Die fiinf Vorlesungen von Lagrange behandeln nur
die Arithmetik und Algebra; Laplace beriihrt auch die Geometrie.
Beim Nachlesen dieser Vortrige kann man leicht verstehen, wie die
jingeren Zuhorer auf der Kcole normale denselben nicht jmmer
folgen konnten, wihrend Minner, wie S. F. Lacroix, der damals
schon selbst als Lehrer berithmt war, denselben mit Begeisterung zu-
horten. Schon in der ersten Vorlesung erklirt Lagrange die Ketten-
briche.  Nachdem er im zweiten Vortrag die arithmetischen
Operationen auseinandergesetzt, -schreitet er in den iibrigen zur
Lésung der Gleichungen dritten und vierten Grades und der numeri-
schen Gleichungen, und zur Verwendung der Kurven bei der Losung
der Probleme vor. Der Name ,arithmetische Proportion“ scheint ihm
sehr ungeeignet, weil der Begriff der Proportion durch den Sprach-
gebrauch nur fir geometrische Proportionen paBt. Man k&nnte
Zahlen wie 3, 5, T, 9 Hquidifferent nennen, ein Ausdruck, den La-
croix i seine Arithmetik und Algebra aufnahm.

Die Ideen von Rousseaun, Condillae, Condorcet und La-
grange fanden Ausdruck in der Arithmétique d’Emile, Paris
1795 (2. Aufl. 1802) des Schweizers Isaac Emmanuel Lou;s De-
veley?) (1764—1839). Fr war aus Bretonnire be; Payerne gebiirtig
studierte in Genf und war spiter Professor der Mathematikca.uf deli
Akademie zu Lausanne. Das obgenannte Werk enthielt sorgfiltige
Erklirangen der Grundprinzipien und das metrische Systelfl. Es
wurde 1799 von der franzbsischen Regierung in die Liste von Ele-
mentarwerken fiir den Schulgebrauch gesetzt. In der zweiben Auflage
verweist es auf Schriften von Lagrange, Condillac und Condor-
cet. Das Werk enthilt keine Aufgaben zur Ubung.

In Italien sind fiir die Periode 1759—1799 keine nennenswerten
Fortschritte in der Methode des Rechenunterrichts aufzuzeichnen. In
kaufménnischen Werken wird nach gegebenen Rege‘ln operiert. Die
besten Erklirungen der Avithmetik findet man in den Kompendien
der Mathematik von Odoardo Gherli®) und De la Caille. Wie
frither angegeben, erschienen die Lecons élémentaires de mathé-
matiques von De la Caille 1741 zu Paris. Mehrere Ubersetzungen
dieser Arbeit wurden in Italien veréffentlicht. Im Jahre 1772 wurde

Y Joumnal de I'école polytechnique, tome II, Paris 1812, p. 173—278
(Lagrange), p. 1—172 (Laplace). ) L. Isely, Histoire des sciences mathé-
matiques dans la Suisse Frangaise, Neuchétel 1901, p. 174. %) Gli elementi
teorico-pratici delle matematiche pure del Padre Odoardo Gherli, Domenicano,
professore di Teologia Dogmatica nell’ University di Modena, Resi pubblici da
Domenico Pollera, Tomo I, Modena 1770.
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zu Venedig eine lateinische Ausgabe dieser Lectiones ,ad quintam
editionem Parisinam denuo exactae a C. 8. e 8. J.“ (= Carolo
Scherffer, S. J) herausgegeben. Ausgaben in italienischer Sprache
erschienen in Neapel 1761 und 1776%), in Venedig 1775 und 1796
als eine Bearbeitung von Ruggero Giuseppe Boseovich, in Florenz
1781, 1782, 1787, 1791, 1796 und noch spiter. Selten hat ein aus-
lindisches Werk groBere Gunst genossen als La Caille in Italien.
DaB Spanien und Portugal in engerem intellektuellen Verkehr

mit Ttalien und anderen Lindern als mit Frankreich standen, ersieht
man aus der Mathematik. Zum Beispiel im Lesen der Zahlen findet
die franzosische Definition der billion und trillion keine Gunst.
Nur gegen Ende des Jahrhunderts findet man Spuren franzésischen
Einflusses. Iech habe nur einen spanischen?) und einen portugiesi-
schen®) Schriftsteller vorgefunden, welche im Zahlenlesen die drei-
gifferigen Perioden wihlen. _
 Das im 18. Jahrhundert hervorragendste unter den dlteren spani-
schen Rechenbtichern ist die Aritmetica practica y especunlative
von Juan Perez de Moya, einem Mathematiker des 16. Jahrhunderts.
Die 18. und 14. Auflage dieses Werkes erschienen zu Madrid 1776
und 1784, Die 13. Auflage ist mit der zu Salamanca 1562 heraus- .
gegebenen Wort fiir Wort identisch. Das Werk ist ein Beispiel der
langen Lebensdauer, welche manche arithmetische Schriften genossen
haben, ,
Unter den neueren Rechenbiichern ist die Arismética para
negociantes von Don Benito Bails, Madrid 1790, nennenswert.
Don Bails wurde 1743 zu Barcelona geboren, war Lehrer der
Mathematik an der Akademie von San Fernando und Mitglied der
Akademie der Wissenschaften und Kiinste zu Barcelona. Sein. be-
deutendstes mathematisches Werk sind die Principios de mate-
‘matica, deren zweite Auflage 1788 zu Madrid erschien. Seine
Werke scheinen in Mexiko Eingang gefunden zu haben, denn 1839
wurden in der Stadt Mexiko die Principios de arismética von
. Benito Bails gedruckt. Bails war auch als Komponist bekannt.
_ Gegen Ende des 18. Jahrhunderts findet man in Portugal groBere
mathematisehe Titigkeit als in Spanien. Im Jahre 1772 wurde an der
Universitit in Coimbra durch die Titigkeit von José Monteiro da
Roche (1735—1819) und José Anastacio da Cunha (1744 bis
11787 ?) neues Leben in den mathiematischen Unterricht gebracht®).

: 1) Bullettino Boncompagni, Tomo V, Roma 1872, p. 278—293.
% Juan Gerard, Tratado completo de. aritmética, Madrid 1798. 5 José
Anastacio da Cunha, Principios Mathematicos, Lisboa 1790. 4 R. Gui-
maries, Les mathématiques en Portugal au XIX® sidcle.. Coimbre 1900.
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Ersterer gab sich mehr mit Astronomie ab, iibersetzte aber aus dem
Franzosischen mathematische Werke von Bézout und mechanische
Schriften von Bossut und Marie. Da Cunha lehrte an der Uni-
versitit bis 1778, zu welcher Zeit er wegen Anklagen des Inquisitions-
tribunals die Universitit verlassen.und zwei Jahre im Geféngnis zu-
bringen mufite. Er wurde dann Direktor des collegio de Sao
 Lucas und schrieb seine Principios mathematicos, Lisboa 1790,
deren letzte Druckseiten er am Abend vor seinem Tode korrigiertel).
Demnach wiire er 1790 gestorben. Eine franzosische Ubersetzung
wurde von seinem Schiiler, J. M. D’Abren, zu Bordeaux 1811 heraus-
gegeben. Dieses Werk von nur 302 Seiten enthilt in sehr gedringter
Form Arithmetik, Geometrie, Algebra und Infinitesimalrechnung.
Uberall sucht der Verfasser strenge Beweise einzufiihren. Seine Er-
kldrungen  enthalten Gfters neue und frische Ideen.

]]111 Schiiler yon Da Cunha und Monteiro da Roche, namens
José Maria D’Antas Pereira, verdffentlichte zu Lissabon 1798 eln
Curso de -estudos para uso do commercio, e da Fazenda.
Das Werk ist eine ,arithmetica universal“ im Newtonschen Sinne,
welches Rechenkunst und Algebra lehrt. Hauptsichlich von franzo-
sischen Werken beeinfluft, hat Pereira ein ganz verdienstvolles Buch
verfaBt. Wihrend Da Cunha eine Billion als 109 definierte, nimmt
Pereira dafiir den in Portugal damals gebriiuchlichen Wert 1012 an.

In Dinemark und in Norwegen, letsteres damals eine danische
Provinz, fand das 1680 in Kopenhagen veréffentlichte Rechenbuch
von 5. Mathissen, Compendium arithmeticum eller Wegviser
hvor ved mand paa korteste og netteste maade kand ledsages
til Regnekonstens rette brug, grofen Beifall Wihrend des
18. Jahrhunderts folgten mehrere Ausgaben davon?).

Hin verdienstvolleres Werk wurde von Ole Andersen Borreby
“zu Kopenbagen 1765 unter dem Titel Mathesis puerilis eller
Dansk skole mathematik herausgegeben. Nur der erste Teil
wurde verdffentlicht, woraus man schliefen darf, daB die im Buche
enthaltenen neuen Ansichien geringen Anklang fanden. Der Autor
widerspricht den alten mechanischen Lehrmethoden; macht an die
Denkkraft der Schiiler einigen Anspruch und. sucht das Prinzip der
Anschauung zur Anerkennung zu bringen. Sein Buch enthilt aber
keine Aufgabensammlung?). '

Unter den #lteren Rechenbuchern welche in Holland zu dleser

1) Edinburgh Review, Vol. 20, 1812, p. 425; auch Fréres-Hoefer, Nouv.
Biogr. Giénérale. 2 8. A. Christensen, Matematikens Udvikling i Danmark
g Norge i det XVIO Aarhundrede, Odense 1895, 8. 14—16. %) Ebenda,

83031 , , S N
CANTOR, Geschmhte der Mathemsmk Iv. ‘ 4
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Zeit weite Verbreitung fanden, war De vernieuwde Cyfferinge
von Willem Bartjens') (1584 —1645), vermehrt und verbessert
von Jan van Dam und von ,weiteren Mingeln gereinigt” durch
Klaas Bosch. Wix haben Ausgaben dieses Biichleins von 1771,
1779, 1792, 1794 angetroffen. Hs werden darin das Ubersichdividieren
und andere alte Operations- und Lehrmethoden angegeben.

Von mneuen Werken verdienen besonders hervorgehoben zu
werden die Terste Beginzelen der Reeken-Kunde, Rotterdam
1769, 1782, 1790, und die Institution du ealcul numérique et
littéral, Haag 1770, von Jean Jacques Blassiare (1736—1791),
dem zu Haag geborenen Mathematiker und Schiiler von Johann
Frederich Hennert, dem Autor der Elementa matheseos.
purae, Trajecti ad Rhenum 1766—68.

Bs war das Ziel Blassieres, die Theorie und Praktik der
Arithmetik zii vereinigen. Sein letztgenanntes Werk ist eine Uni-
versalarithmetik, deren zweiter Teil ganz der Algebra gewidmet 1st.
Die Proportionenlehre wird sorgfiltig entwickelt. Der Hauptsatz,
daB das Produkt des ersten und letzten Gliedes demjenigen der zwei
mittleren Glieder gleich sei, wird so bewiesen: In A : B = C': D) ist
bewiesen, daB man homologe Glieder mit der gleichen Zahl multipli-
gieren darf, wodurch man A>B:B=C>B:D, und dann
A<B:A><B=0><B: A>D erhilt. Da nun die zwei ersten
Glieder einander gleich sind, miissen es die zwei letzten auch sein.
Die Regeldetri und Gesellschaftsregel werden auf die Proportionen-
lehre gegriindet und nach dem Reesschen Mechanismus gelehrt.
Der Reessche Ansatz hat also im Lande seiner Geburt auch Freunde
gefunden.

Im Reekenboek vor de Nederlandsche Jeugd, Leyden 1794,
von Henri Aeneae (1743—1812) wird die ,Ketting-Regel® ausein-
andergesetzt. Aeneae war ein Frieslinder von Geburt, studierte
auf der Universitiit Leyden und war 1795 Mitglied der internationalen
Kommission fiir die Reform der MaB- und Gewichtssysteme.

DaB unter hollindischen Lehrern bedeutendes Interesse fiir die
Mathematik herrschte, ersieht man aus der Tatsache, dafl in Holland
das erste Journal der Elementar-Mathematik vertffentlicht wurde.
Die Maandelykse mathematische Liefhebbery wurde von 1754
bis 1765 von Jakob Oostwoud (einem Lehrer zu Oost-Zaandam,
in der Nihe von Amsterdam) zu Purmerend herausgegeben und von

—

1 B. Boncompagni, Bullettino, Tomo 14, Roma 1881, p. 538. Man findet
eine ,,Bibliographie Neerlandaise Historico-Scientifique* im Bullettino, Tomo 14,
p. 523—630; Tomo 15, p. 225312, 855—440; Tomo 16, p. 303—444, 68T—T18.
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Louis Schut bis 1769 fortgesetzt. Im ganzen erschienen 17 Binde,
die hauptsichlich der Algebra gewidmet sind. Mathematische Auf-
gaben werden gestellt und aufgeldst. Diese Aufgaben wurden spiter
in drei Serien herausgegeben?). s war auch Jakob Oostwoud,
welcher in den Niederlanden Interesse fiir die 1690 gegriindete Ham-
burger Mathematische Gesellsechaft erweckte. Von 1766—1790 traten
viele hollindische Lehrer dieser Gesellschaft bei. Die Auflésung
dieser Beziehungen ist hauptsiichlich der Griindung der Mathemati-
schen Gesellschaft in Amsterdam 1778 zuzuschreiben. Den AnstoB
hierzu gab Arnoldus Bastian Strabbe (1740—1805), ein Lehrer
und Staatseichmeister in Amsterdam?), welcher seit 1775 Mitglied der
Hamburger Gesellschaft war.

Wie schon frither (Bd. III%, 8. 513) hervorgehoben, hatten wih-
rend unserer Zeitperiode die Philanthropen in Deutschland einen grofen
EinfluB auf das Schulwesen. Von den Schriften Rousseaus stark
beeinfluBt, wirkte Basedow in Dessau unermiidlich an der Verbesse-
rung der deutschen FKrziehung. Zu seiner Zeit wird es iiblicher,
Rechenbiicher herauszugeben, die nicht allein fiir den Kmfmann
sondern hauptsiichlich fiir dle Schulen bestimmt sind und die Sclml-
fung des Verstandes bezwecken. Im Jahre 1763 erschien Basedows
Uberzeuwende Methode der auf das biirgerliche Leben an-
gewandben Arithmetik zum Vergniigen der Nachdenkenden
und zur Beforderuno des guten Unterrichts in den Schulen,
und 1774 sein Werk Bewwsene Grundsitze der reinen Mathe-
matik (Leipzig), dessen erster Band der Zahlenkunst und Algebra
gewidmet ist,

Um die beweisende Lehrart zu betonen, suchte er den Ketten-
satz und die Reessche Regel, welche zur einfachen Beweisfiihrung
fir Elementarschulen nicht angelegt waren, durch eine neue Regel
zu ersetzen. So entstand die ,Basedowsche Regel“. Wir benutzen
diese Gelegenheit, zu bemerken, daf die Reessche Regel (Bd. III?
S. 519, 520) in Deutschland, besonders im siidlichen Teil, giinstig
aufgenommen wurde. Joseph Tanzer glaubte, ,dafl die Reessche
Rechnung die groBte Erfindung der gemeinen Arithmetik sey“?).
Allgemeinen Beifall genoB aber weder diese Regel, noch der Ketten-
satz. J. F. Lorenz, Professor an der Schule des Stifts und Klostqrs

1 Festschr. herausgeg. v. d. Mathem. Gesellschaft in Hamburg, Erster Teil,

Hamburg 1890, 5. 79, 80. ) Ebenda, S. 48, 81, 82. Vgl. D. Bierens de
Haan, Bouwstoffen voor de geschiedenis der Wis- en Naturkundige Weten-
schappen in de Nederlanden, 1878, S. 63—81. % Joseph Tanzer, Mathe-

matisches Lehrbuch zum Gebrauche der churfiirstlichen Lyceen, Erster Teil,

Miinchen 1780, S. 142,
4*
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Berge, driickt sich folgendermaBen dariiber aus’): ,Die gemeinen
Rechenmeister pflegen iiberhaupt auch alle Proportionen, deren Lehre
gar nicht ihre Sache ist, nach Ahnlichkeit ihres Kettensatzes, mittelst
einer mechanischen Manier zu behandeln, welche unter dem Namen
der Reesschen Regel nur gar zu bekannt und gemein ist“ J. G.
Priandel?) bemerkt, dab die Reessche Regel ,auch wirklich in
Deutschland eine geraume Zeit bei Geringkdpfen viel Aufsehens
machte. In Holland wurde sie wenig gebraucht; in Frankreich und
England haben wir sie nicht angetroffen. -

Die Base dowsche Regel erforderte einiges Nachdenken. Wenn )
1200 Mann 2400 Zentner Mehl in 4 Monaten verzehren, wieviel Mann
kommen mit 4000 Zentner 3 Monate aus? Nach dem Basedow-
schen Verfahren schreibe man

1200 Mann 2400 Zentner 4 Monate
? , 4000 3 .,
und entscheide, ob die Glieder der zweiten Zeile zu Multiplikatoren

oder Divisoren werden. Es folgt das Schema:

? 1200
2400 4000
3 4

 Unger hebt hervor, daB diese Regel den Ubergang zu dem 1m
19. Jahrhundert beliebten Bruchsatz bildet.

Um die beweisende Rechenkunst zu fordem, gibt Johann
Tessanek in einer Betrachtung iiber die arithmetische Regel
sweyer falschen Sitze?) algebraische Beweise fiir diese allgemein
ohne Demonstration angefithrte Regel, und hebt hervor, daB die
Methode auf Aufgaben hoherer Grade unanwendbar sel.

Dem MiBbrauch, die Erfindung des groften gemeinschaftlichen
MaBes zweier ganzen Zahlen in Lehrbiichern ohne allen Beweis an-
 gufithren, hat Karsten durch einen kurzen und biindigen Beweis
abzuhelfen gesucht®), wihrend J. Pasquich einen zweiten Beweis
lieferte®).

Die Philanthropen Christian Trapp (1745—1818) und Gott-
lieh Busse (1766—1835) betonten die Anschauung im Rechenunter-

3 Johann Friedrich Lorenz, Grundrif d. rein. u. angew. Mathematik,
Erster Teil, Helmstidt 1798, 8. 111. 2y Johann Georg Priindels Arith-
metik nebst einer kleinen (lobuslehre, Miinchen 1795, 5. 236. % F. Unger,
Die Methodik der Praktischen Arithmetik in historischer Entwickelung, Leipzig
1888, 8. 171. %) Abbandlungen einer Privatgesellschaft in Bthmen, 1. Bd,
Prag 1775, 8. 126—140. % Lehrb. d. ges. Math,, 1. Teil. 8 Leipziger
Magazin f. reine u. angew. Math., 1. Stick, 1787, 8. 97—103.
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richt so nachdriicklich, da man sie als Vorliufer der Pestalozzi-
schen Periode ansehen darf. Trapp sagh in seinem Versuch einer
P%’tdagogiki), 1780: ,Addieren und Subtrahieren kann man schon
kleine Kinder an Niissen usw. lehren, ohne daf sie Zahlen kennen;
bis auf einen gewissen Grad auch Multiplizieren und Dividieren®. In
Busses Gemeinverstindliches Rechenbuch fiir Schulen, 1786,
und seiner Anleitung zum Gebrauche meines Rechenbuchs,
1786, werden qualititslose Anschauungsmittel (Punkte, Striche) den
sinnenreizenden Gegenstiinden (Niisse, Apfel) vorgezogen. Kiinsteleien
und das Streben nach einer Universalregel, wie die Reessche, hilt
er fir unerlaubt. Unger?®) nennt Busse den geschicktesten Rechen-
methodiker des 18. Jahrhunderts. Von weitreichendem Einfluf auf
die Reform des Dorfschulwesens war Eberhard Freiherr von
Rochow (1734—1805), der in seiner beriihmten Schule in Rekahn
die Zahlenkunst als eine Verstandesiibung lehrte, sowie Peter
Villaume (1746 —1806), der nicht nur die Anschauung hetonte,
sondern auch die Beschrinkung des Lehrstoffes und die Einfiithrung
des Kopfrechnens forderte®). Das Kopfrechnen wurde unter anderen
auch von Friedrich Kohler in seiner Anweisung zum Kopf-
rechnen, 1797, empfohlen.

Von der alten Darstellungsweise verschieden waren auch die
Versuche in Socratischen Gesprichen itber die wichtigsten
Gegenstinde der Arithmetik von Johann Andreas Christian
Michelsen, Berlin, Erster Band 1784, Zweyter Band 1785,
Dritter Band 1786. Michelsen (1749—-1797) war Professor der Mathe-
matik und Physik am Vereinigten Berlinischen und Kélnischen Gym-
nasium, hatte grofien Erfolg als Lehrer und befSrderte die Wissenschaft
durch die Ubersetzung einiger Bulerschen Werke. Seine Socratischen
Gespriche sind weitliufig, zeigen aber einen groBen Fortschritt gegen-
tiber von bloflen Regelsammlungen, die in unserer Periode noch viel-
fachen Absatz fanden. Michelsen fiihrt hier und dort algebraische Sym-
bole und algebraische Auseinandersefzungen ein, Diesen Versuch,
fiir iltere Schiller die Arithmetik und Algebra miteinander zu ver-
schmelzen, findet man in mehreren deutschen Anleitungen zur Mathe-
matik, und derselbe darf gewil als ein Fortschritt in der Methodik
bezeichnet werden. Die Lehre von den Verhiiltnissen und der Regel-
detri in der gemweinen praktischen Arithmetik hilt er ,nicht nur
fiir iberfliissig, sondern auch fiir zweckwidrig”, weil man durch die

) Wir zitieren nach E. Jénicke und G. Schurig Geschichte des Unter-
richts in den math. Lehrfichern in der Volksschule, Gotha 1888, 8. 44.
%) Unger, op. cit. S. 166, 167. °) E. Jinicke und G. Schurig, op. cit. 8. 51
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welsche Praktik ohne sie fertig werden kann, und weil sie nur durch
Umwege zum Ziele fiihrt. Wihrend Michelsen die, Verhiltnislehre
fiir den Elementarunterricht abschaffen mdchte, sucht Johann Georg
Biisch in seinem Versuch einer Mathematik zum Nuzzen und
Vergniigen des biirgerlichen Lebens, Hamburg 1773 (dritte
‘Auflage 1790, vierte 1798) neue Definitionen einzufiihren. ,Die Art,
wie Zahlen und Grofen auseinander entstehen, ist ihr Verhiiltnis.“
Es gibt zwei Arten. ,Die erste Art, wenn aus einer Zahl durch
Hinzusetzung oder Wegnehmung einer andern Zahl eine neue Zahl
entsteht, ist das Arithmetische Verhdltnis ,Die zweite Art, wenn
eine Zahl durch wiederholte Zusammensetzung einer andern oder
eines Teils derselben entsteht, ist das Geometrische Verhiltnis.“ Aus
der Lehre von den Verhiltnissen konne man die Bruchrechnung licht-
voll exliutern. Seine fritheste Schrift dariiber, so erzihlt er im J ahre
1798, sei eine Probeschrift des Jahres 1756, er kenme aber kein
Rechenbuch, in welehem seine Verhiltnislehre ganz angenommen und
daraus die Bruchrechnung und die Regeldetri hergeleitet wiren?).
Biisch (1728—1800) wurde 1756 Lehrer der Mathematik am Ham-
burger Gymnasium und bekleidete diese Stelle 44 Jahre lang bis zu
seinem Tode. Er errichtete eine Handelsakademie in Hamburg und
zeichnete sich durch gemeinniitziges Wirken und unermiidliche schrift-
stellerische Titigkeit aus. Unter den begeisterten Jiinglingen, deren
Studien er in die rechten Bahnen zu lenken wufite, war der Astronom
J. E. Bode.

Wir werden die Entwicklung methodischer Ideen fiir den Rechen-
anterricht in Deutsehland nicht weiter verfolgen, bemerken aber,
daf gegen Ende des Jahrhunderts in dieser Hinsicht hier grobere
Titigkeit herrschte als in anderen Lindern?).

Bitsch wurde im Jahre 1790, bei Gelegenheit der 100 jihrigen
Jubelfeier der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg (Bd.II, S.799),
gum Ehrenmitglied dieser Gesellschaft ernannt?). Seit 171 war
Johann Reimer (1731—1803) Mitglied der obigen Gesellschatt,
Jessen schriftstellerische Tatigkeit wir kurz erwihnen. Bis 1783 er-
hielt jeder Eintretende einen Beinamen, und Reimer hieB ,der Re-
creirende®. In den Jahren 1767--1769 gab Reimer eine Wochen-
schrift Der gemeinnﬁtzige mathematische Liebhaber heraus.

1) Biisch, Mathematik zum Nutzen usw., 4. Aufl,, 1798, 8. 29, 30.
%) Weitere Auskunft iiber den Rechenunterricht in Deutschland findet man in
den oben angefiihrten Werken von Unger und Jénicke und Schurig, sowie
in M. Sterner, Geschichte der Rechenkunst, Miinchen und Leipzig 1891.
%) Festschr. herausg. v. d. Math. Gesellsch, in Hamburg a. 1. 200 jihrigen Jubel-

festes 1890, Leipzig 1890, 8. 50.
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Diese hing mit der Gesellschaft nicht weiter zusammen, als dall der
Herausgeber ihr angehérte und dafll andere Mitglieder sich anfangs
fiiv die Schrift interessierten. Reimer begrindet das Aufhoren der
Wochenschrift im Jahre 1769 mit dem mangelnden Interesse vieler
Mitglieder. Diese Wochenschrift ist unseres Wissens die zweite ele-
mentar- mathematische Zeitschrift in der Welt. Nur Oostwouds
Monatsschrift war frither erschienen.

Die Wochenschrift war teils in deutscher, teils in hollindischer
Sprache abgefaBt und enthielt Aufgaben und deren Aufldsungen.
Diese waren durchweg sehr elementar, und meistens der Algebra, aber
anch der rechnenden Geometrie sowie der Astronomie entnommen.
AuBerst wenige waren originell. Die meisten sind aus Paul Halckes
Sinnenconfect (Bd. III% S. 412) abgeschrieben. Anderes ist ihn-
lichen Werken entliehen. '

Die Hamburger Gesellschaft hatte mehr auswirtige Mitglieder
als einheimische. Im Jahre 1760 gab es neben 5 einheimischen 20
auswirtige Mitglieder. Im Jahre 1790 war die Zahl der auswiirtigen
auf 32 gewachsen, welche von Regensburg his Stockholm und :on
Prag bis Amsterdam zerstreut waren. Von diesen waren 23 Hollinder.
Nach 1790 unahm letztere Zahl schnell ab, was einerseits den da-
maligen Kriegsunruhen und andererseits der 1778 erfolgten Grindung
der Mathematischen Gesellschaft in Amsterdam zuzuschre;
hen 1st?).

Die Arithmetik des Leontius Philippovisth Magnitzky
(1669—1739) war beinahe das einzige Rechembuch, welches withrend
der ersten Hilfte des 18. Jahrhunderts in russischen Schulen ge-
braucht wurde?). Es erschien 1703 und enthielt auch einiges iiber
Algebra und Geometrie. Wiahrend der Bliitezeit des Regelrechnens
geschrieben, machte es keine Anspriiche an die Denkkraft der Schitler.
In der zweiten Hilfte des Jahrhunderts wurde es allmihlich von
anderen Werken verdringt. In der ersten Hilfte war das Gympasium
der Akademie der Wissenschaften in St. Petersburg der einzige Ort,
wo neue ldeen iiber den Rechenunterricht aufblthten. Dort wurde
1740 die Adodouroffsche Ubersetzung des ersten Teiles von Leon-
hard Bulers Einleitung zur Rechen-Kunst, zum Gebrauch
des Gymnasii bey der Kayserlichen Academie der Wissen-
schaften in Saint-Petersburg (erster Teil 1738; zweiter Teil

1y Festschr., 8. 47, 48. % V. V. Bobynin, ,L'Enseignement mathématique
en Russie® in L'Enseignement Mathématique (C. A. Laisant et H. Fehr, Direc-
teurs), 1ére année, 1889, p. 81. TUnsere Angaben iiber die Rechenkunst und Al-
gebra in RuBland sind dieser Arbeit und der Russkaia Fiziko-Matematiches-
kaia Bibliografiia, sostavil V. V. Bobynin 1886—1900 entnommen.
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1740) herausgegeben und im Gymmnasium studiert. Der zweite Teil
dieses Werkes, von Vasilii Kouznetzoff ibersetzt, erschien 1760.
Eswar Eulers Absicht, alles recht deutlich zu erkliren und zu beweisen.
Obschon der mathematische Unterricht auf dem St. Petershurger
Gymnasium unter der Lehrtitigkeit von Georg Wolfgang Krafft
(1701—1754) und Vasilii Evdokimovich Adodouroff (1709 bis
1778) eine durchgreifende Erneuerung erfubr, erwirkte derselbe doch
nur geringen Einflu auf andere Schulen RuBlands.

Fin anderes Werk, welches die alten dogmatischen Methoden
durch eine beweisende Lehrart zu ersetzen suchte, war die 1752 er-
schienene Algebra von dem Ingenieur Kapitin-Lieutenant Nicolas
Mouravief (1721—1770). Es war das erste Werk in russischer
Sprache ganz diesem Fache gewidmet. Danmn erschien ein Bueh,
welches der alle Beweise vermeidenden Darstellung folgte und viel
griBeren Beifall als das Mouraviefsche Werk geno8. Dies war die
Universelle Arithmetik von Nicolas Kourganof (1725—1746),
Professor der Mathematik und Navigation am Korps der adeligen
Marinekadetten. In dieser Schule verdringte dieses Werk die alte
Arithmetik von Magnitzky.

Wihrend - der zweiten Hilfte des Jahrhunderts wurden haupt-
sichlich deutsche mathematische Werke gelesen. Dimitri Sergle-
viteh Anitchkof (1740—1788), ein Lizentiat der 1755  gegriin-
deten Universitit von Moskau, wurde 1762 als Lehrer an der
Universitit und den dazu gehdrigen Gympasien angestellt. ILir gab
1765 eine Ubersetzung aus der lateinischen in die russische Sprache
der verschiedenen Teile yon Weidlers Institutiones Matheseos. .
editio quinta, Vitembergae 1759, heraus. Uns interessieren hier
nur zwei Teile, die Theoretische und Praktische Arithmetik,
deren zweite und dritte Auflage 1787 und 1795 erschienen, und die
Algebra, welche 1778 in zweiter Auflage herausgegeben wurde.
Diese Werke, sowie diejenigen, welche von Anitehkof selbst nach
dem Vorbilde der Weidlerschen und Wolffschen Werke geschrieben
wurden?), brachten in russischen Elementarwerken der Mathematik
die demonstrative Methode in den Vordergrund.

Tn GroBbritannien ist die Methodenentwicklung fiir den Rechenunter-
richt langsamer fortgeschritben als in Deutschland, Das Anschauungs-
prinzip kam gar nicht in Betracht, wohl aber wurde die Beweisfiihrung
:n den peueren Biichern dem bloBen Regelrechnen vorgezogen. Englische
Rechenbiicher unterscheiden sich von ‘denen des Festlandes hauptsiich-

he und Praktische Arithmetik (Auflagen: 1764, 1775, 1786,

1) Theoretisc
r Algebra, oder litterale Arithmetik (1787).

1793); Elemente de
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lich darin, daB erstere den Dezimalbriichen und der Sammlung von
Ubungsaufgaben viel groBere Aufmerksamkeit schenken. Englische
Biicher operieren mit groBeren Zahlen. Ein Verfasser gibt z. B. eine
Aufgabe, welche die Berechnung von 2% erfordert, und diese wird
mit 44 Ziffern durchgefiihrt?).

Zu dieser Zeit fanden Auflagen von den dlteren Werken von
Edward Cocker, Thomas Dilworth, John Hill und Edmund
Wingate noch immer Absatz. Unter den verschiedenen Auflagen
von Cockers Arithmetik?) erschienen zwischen 1725 und 1767
mehrere von Mrs. Slack unter dem Namen ,George Fisher” heraus-
gegeben®). Mrs. Slack hat unter dem Psendonym ,George Fisher
auch eine eigene Arithmetik geschrieben. Sie ist unseres Wissens
die erste Frau, welche arithmetische Biicher zu verfassen unternahm.

1760 gab James Dodson eine Ausgabe der ungefihr 1629
zuerst erschienenen Arithmetik von Wingate heraus. De Morgan
erklirt, daB Wingate, nach den in verschiedenen Auflagen vorge-
nommenen Abdnderungen, sein Werk nicht wieder erkannt haben
konnte!). Dodson war Lehrer der Mathematik zu Christ’s Hospital,
ein Freund De Moivres und em Mitglied der Royal Society. Er ist
ein Urgrofivater August De Morgans?)

De Morgan zihlt dreifig Rechenbiicher auf, welche in GroB-
britannien wihrend der Periode 1759—1799 geschrieben wurden®),
Hervorragend unter diesen war A complete treatise on Practical
Arithmetic and Book-Keeping von Charles Hutton. Die
5. Auflage soll 1778 gedruckt worden sein; die 8. erschien in London
1788. In diesem kurzen Werke wird der Dezimalpunkt gegen den
oberen Teil der Ziffer gesetzt, wie in 1'3, damit er nicht mit Satz-
geichen verwechselt werden konne. Hutton bemerkt, dal er dem

Y John Hill, Arithmetie, 1772, p. 144 %) Die erste Auflage erschien

1678, ,perused and published by John Hawkins*. Wenigstens 112 Auflagen

sollen herausgegeben worden sein [V. Dictionary of National Biography]. Cockers
Werk hatte vor dem 1661 erschienenen Rechenbuch des James Hodder den
Vorzug, daf es Untersichdividieren, statt Ubersichdividieren lehrte.
Beide Biicher gaben Regeln ohne Beweise. Beide genossen weite Verbreitung.
Niiheres tiber Cocker findet man in De Morgans Arithmetical Books, 3. 56
bis 62. Wohl zu verwerfen ist De Morgans Ansicht, daB Cockers Arithmetic
nicht von Cocker, sondern von John Hawkins geschrieben wurde, daf Haw-
kins, um groferen Absatz zu erlangen, sich den Namen Cockers beilegte.

% G. Valentin, ,Die Frauen in den exakten Wissenschaften®, Bibliotheca
Mathematica, N. F., 1895, S. 75. # A, De Morgan, op. cit. p. 73,

5 Memoir of Augustus De Morgan by his wife, Sophia Elizabeth De
Morgan, London 1882, p. 233, 234. % De Morgan, op. cit. p. 78—82.
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Wink fiir diese Schreibweise aus Tabellen von Newtons Opties er-
halten habe.

© Rin anderes Werk war The Scholar’s Guide fo Arithmetic,
London 1780 (6. Auflage 1793), von John Bonnycastle (1750 [?]
bis 1821). Man findet darin Beweise fiir die Regeln, welche in
einigen Fillen in algebraischer Sprache dargestellt sind, aber immer
in klenerem Druck in der Form von Anmerkungen, so daP sie ganz
bequem iibergangen werden konnten. 1851 erschien die 18. Auflage
dieses Werkes. Bonnycastle war ein Autodidakt, stand einer Aka-
demie in London vor und wurde ungefihr 1782 Professor der Mathe-
matik an der kéniglichen Militirakademie bei Woolwich.

In Schottland stand die Arithmetic, Rational and Practical
von John Mair in groBer Gunst. Die erste Auflage soll 1766 er-
schienen sein?), die fiinfte wurde 1794 in Edinburgh herausgegeben.
Dies ist ein weitliufiges, vollstindiges Werk, verstiindlich geschrieben,
obschon das Versprechen alles griindlich zu beweisen, nicht iberall
durchgefiihrt ist. Mair war Lehrer in Ayr, spiter Rektor an der
Perth Akademie und Verfasser von Schulbiichemn iiber verschiedene
Fécher.

In Irland erschien 1759 die Practical Arithmetic von elnem
Quiker John Gough (1721—1791), Sehriftsteller und Lehrer in
Cork und Dublin. Das Rechenbuch enthilt Fragen und Antworten,
einige davon in Versen: ,Q. What is subtraction? A. Subtraction
from a greater takes a less, and thereby shews the difference or
excess’. Nach De Morgan?) soll die zweite Auflage grofie Erwei-
terungen erfahren haben, wihrend die spiteren fiir Schulzwecke wieder
‘ reduziert wurden. Der Name des Schriftstellers wurde in Irland ein
Synonym der Arithmetik, und als gegen Mitte des 19. Jahrhunderts
Thomsons Werk Eingang fand, erhielt es den Namen ,Thomson’s
Gough“?). |

Tines der brauchbarsten Biicher damaliger Zeit war The Tutor’s
Assistant von Francis Walkingame, dessen 28. Ausgabe in Lon-
don 1798 gedruckt wurde. Eine Ausgabe davon erschien?) in Lon-
don 1844.

Englische Rechenbticher legen groBes Gewicht nicht nur auf
Dezimal-, sondern auch auf Duodezimalbriiche. Bin Werk, The
Measurer’s Best Companion; or Duodecimals brought to Per-
fection, von Thomas Sutton, 1785 In Great-Yarmouth gedruckt,
orklirt diesen Gegenstand mit groBer Vollstindigkeit. Es wird erziahlt, dah

1y Allibones Dictionary of Authors. %) Ebenda, S. 79, 80. %) Ebenda,
§.80. % Ebenda,S. 80.
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ein Lehrer am Pembroke College auf der Universitit Cambridge einem
Studenten einmal folgenden Rat gab: Vernachlassigen Sie keineswegs
die Duodezimalen. Ich wurde Senior Wrangler 1767 durch meine
Kenntnis der Duodezimalen.“")

Das Rechnen mit periodischen Dezimalbriichen, welche schon in
ilteren englischen Biichern eine hervorragende Stelle erhielten, wurde
theoretisch 1768 von John Robertson (1712—1776), damals Biblio-
thekar der Royal Society, friiher Lehrer der Mathematik in Ports-
mouth, in einem Artikel erklart?). Die Werte periodischer Dezimal-
briiche werden durch Summation geometrischer Progressionen gefunden.
In einem anderen Aufsatz erliutert er zwanzig Fille in der Zinses-
zinsrechnung, worin jede der fiinf GroBen (Annuitit, Zeit, Prozent,
Betrag, Kapital) auf vier verschiedenen Wegen aus den {ibrigen her-
geleitet wird®). Diese Schrift fithrt er als die Vervollstindigung
einer Arbeit des William Jones vor. Hine andere?) iiber die Kon-
struktion der Logarithmen durch Reihenentwicklung schreibt er ganz
diesem William Jones zu.

Eine mathematische Gesellschaft existierte zu Spitalfields in
London von 1717 bis 1845. Sie war also jiinger als die Hamburger
und #lter als die Amsterdamer Gesellschaft. Sie war von Joseph
Middleton, einem Verfasser mathematischer Biicher, gegriindet und
hatte Dolland, Simpson, Saunderson, Crossley, Parvissen und
Gompertz als Mitglieder. Anfangs waren die Mitglieder Arbeiter,
viele davon Seidenweber. Es wurde von jedem erwartet, dafl er seine
Pfeife, seinen Krug und sein Problem mithringe®).

Wihrend des 18. Jahrhunderts gab es in England keine Journale,
welche sich ganz der Mathematik widmeten, wohl aber mehrere,
welche Abteilungen fiir Elementarmathematik enthielten. Die be- '
rithmtesten unter diesen waren The Ladies’ Diary, gegriindet 1704,
und The Géntleman’s Diary, welche 1840 vereinig wurden.
Thomas Simpson war Herausgeber der Ladies’ Diary von 1754 bis
1760, und er riihmte von dieser Jahresschrift, sie hitte mehr zum
Studium und Fortschritt der Mathematik beigetragen als die Hilfte
der Biicher speziell fiir diesen Zweck geschrieben®).

1 (. Wordsworth, Scholae Academicae, 1877, p. 73. %) Philosophical
Transactions (London), Vol. 88, for the year 1768, p. 207—213. 8y Ebenda,
Vol. 60, for the year 1770, p. 508—517. 9 Ebenda, Vol. 61, for the year
1771, p. 455—461. % A. De Morgan, Budget of Paradoxes, p. 80, 232, 4561
S. E. Morgan, op. eit. p. 123; P. A. Mac Mahon, Address before Section A,
British Asia, Report 71, 1901. ¢ Andere periodische Schriften, welche sich
teilweise der Elementarmatbhematik widmeten, waren The Palladium, 17491777
von Robert Heath als ein Rival der Ladies’ Diary verdffentlicht; Miscellanea
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In den Kolonien von Nordamerika wurden im 18, Jahrhundert
hauptsichlich Rechenbiicher von GroBbritannien importiert!). The
erste amerikanische Auflage eines groBbritannischen Werkes, welches
ganz dem Rechnen gewidmet ist, war die Arithmetick: or, That
necessary Art made most easie von James Hodder?), Boston
1719. 1779 erschien in Philadelphia ein Neudruek des populirsten
englischen Werkes des 17. Jahrhunderts, niimlich Edward Cockers
Arithmetick. Weitere Verbreitung als diese zwei hatte Thomas
Dilworths Schoolmaster’s Assistant, wovon wenigstens acht
amerikanische Auflagen gedruckt wurden®). Es wurden hier auch
die Rechenbiicher von Daniel Fenning, John Gough und ,George

Fisher® gedruckt.
Das erste Werk aus der Feder eines amerikanischen Schrift-

stellers ist die Arithmetick, Vulgar and Decimal, Boston 1729
Das Buch ist anonym, wird aber Isaac Greenwood (1702—1745)
zugeschrieben®). Ungleich den obengenannten auslandischen Werken
setzt es die Kenntnis der Grundoperationen voraus und macht einigen
Anspruch an die Denkkraft der Schiller. Vielleicht auns diesen
Griinden fand es sehr geringe Verbreitung. Isaac Green wood war
Professor der Mathematik und Naturphilosophie an der Universitiit
Harvard von 1727 bis 1738.

Scientifica Curiosa, Vol. I, 1766, mit Charles Hutton als Mitarbeiter; The
Scientific Receptacle, von Thomas Whiting 1791 in London gegriindet; The
Stockton Bee: or Monthly Miscellany, 1793; The Gentleman’s Mathematical
* Companion, von 1798 bis 1804 jahrlich in London gedruckt. Diese Schriften
standen mir zu Washington in der Bibliothek des Herrn Dr. Artemas Martin
_ gur Verfiigung. Es gab mehrere andere Journale gleicher Art, z. B. The Mathe-

matical Magazine and Philosophical Repository von G. Miteh ell, T. Moss und
anderen, 1761; Huttons Mathematical Miscellany, The London Magazine, The
British Oracle. (VgL T.T. Wilkinson, Memoir of the Rev. John Lawson,
Manchester 1854; Bolton, Catalogue of Scientific and Technical Periodicals,
1665—1895, Washington 1897.)

1 Hollindische Einwanderer des 17. Jahrhunderts brachten die Coffer-
Konst von Pieter Venema (f 1612) mit. Dies Buch war so hoch geschiitzt,
daB 1730 in New York eine englische Ubersetzung davon gedruckt wurde
(F. Cajori, The Teaching and History of Mathematics in the U. S., Bureau of
Education Washington 1890, p. 13). % Die erste Auflage erschien in London
1661 (August de Morgan, op. cit. p. 46). % Philadelphia 1769, Hartford

1786, New York 1793 und 1806, New London 1797, Philadelphia 1805, Brooklyn
1807, Albany 1824. 4) Fine ausfiihrlichere Beschreibung des Werkes findet
man: in ,Notes on the History of American Text-books on Arithmetic* by
James M. Greenwood and Artemas Martin in The Report of the Commissioner
of Education for 1897—1898, Washington, D. C., p. 802—805; Cajori, op.
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[rst tber fiinfzig Jahre spiter begegnen wir einem zwelten
amerikanischen Autor, dem Nicolas Pike, dessen New and Com-
plete System of Arithmetic 1788 in Newburyport gedruckt
warde. Nieolas Pike (1743—1819) absolvierte die Universitit
Harvard und war wihrend vieler Jahre Lehrer in Newburyport.
Seine Arithmetik enthielt auch ganz kurze Kapitel iber Logarithmen,
Trigonometrie, Kegelschnitte und Algebra.

In der Beweismethode des arithmetischen und algebraischen
Teils galt ihm Bonnycastle als Vorbild. Alle Beweise erscheinen
als Anmerkungen in kleinerem Druck. Wihvend dreifiig Jahren wnrde
das Werk viel gelesen; anfangs diente es als Text fiir den mathema-
tischen Kursus auf den Kollegien. Is wurde von Professoren mehrerer
amerikanischen Kollegien empfohlen und Georg Washington sandte
dem Autor einen Brief, worin er seine Anerkennung ausdriickte.

Als nach dem Revolutionskrieg die Vereinigten Staaten 1789 zu
der Verfassung gelangten, die sie noch heutzutage haben, und die
Friichte der erstrittenen Freiheit zu genieBen anfingen, erhielt das
Schulwesen auch neuen Aufschwung, In dem Zeitraum 1789—1799
erschienen iber ein Dutzend neuer Rechenbiicher?), von denen The
Schoolmaster’'s Assistant von Daboll, New London 1799, das
hervorragendste war. Es legt auf Dezimalbriiche viel groBeres Ge-
wicht als damals iiblich war. Nathan Daboll (ungefihr 1750 bis
1818) war Lehrer in Connecticut.

1792 wurde ein neues Miinzsystem eingefiihrt. Seit dem ersten
Gepriige 1794 verdringten dollars und cents allmihlich die eng-
lischen pounds und shillings. Die Rechenbiicher schlossen sich
der neuen Ordnung an. Durch diese Miinzverinderung wurden
die ausléindischen Schriftsteller Dilworth und Cocker aus amerika-
nischen Schulen allmihlich verdriingt. Zu erwihnen ist noch, dab
The American Aceomptant von Chauncy Lee, welches 1797 in
Lansingburgh erschien, das fritheste Rechenbuch ist, worin das Dollar-
zeichen § sich vorfindet®). Nicolas Pike gab 1788 fiir mills,
cents, dimes, dollars folgende Abkiirzungen:m, ¢, d, D. Lee schreibt,
ohne weitere Erklirungen, fir mill /, cent //, dime 4, dollar 4.
In Handschriften von Robert Morris, dem Finanzier der Revolution,
findet man das Dollarzeichen § schon 1793. Griindliche Studien
iber den Ursprung des Zeichens sind nieht vorgenommen worden;
man hat aber wenigstens sieben verschiedene Hypothesen dariiber®).

) Vide Greenwood and Martin, op. cit. p. 809—814; Cajori, op. cit.
- p. 46, 47. ?y Greenwood and Maxtin, op. cit. p. 812. % Vgl. Mal-
colm Townsend, U.S.; an Index to the United States of America, Boston
1890, S. 420.




62 Abgchnitt XX.

In dem Lesen der Zahlen und in der Ausfihrung der vier Rech-
nungsarten mit ganzen Zahlen sind wahrend der zweiten Hilfte des
18. Jahrhunderts keine neuen Methoden erschienen, wohl aber ist e
Fortschritt zu groBerer Ubereinstimmung iber den relativen Wert
der verschiedenen Methoden und ein allmghliches Verwerfen der kom-
plizierteren derselben wahrnehmbar. Die Worter Billion, Trillion usw.
werden in allen europdischen Lindern, auBer Frankreich, sowie
auch in den Staaten von Nordamerika, als 10 10% usw. definicrt.
Den Gebrauch dieser Wérter im Sinne von 109, 10™ usw. findet man
schon in der Arithmétique von G. Trenchant, Lyon 15063
der Gebrauch wurde in Frankreich im 17. Jahrhundert allgemein?).
Dap hier und dort ein Rechenbuch zu finden ist, welches die Worter
Billion, Trillion, ja sogar das Wort Million noch gar nicht gebraucht,
ist nicht auffallend?). Das Alte 138t sich micht so leicht verdriingen.

S. F. Lacroix?® bemerkt, daf man im Handel statt billion das
Wort milliard brauche. F. Legendre schreibt milliars. Wir
haben milliard in praktischen franzdsischen Rechenbiichern allgemein
gefunden; Barréme und Pierre Sénebier?)schreiben auchmilliasses
fiir trillions. In der Arithmétique raisonnée et demontrée,
welehe Leonhard Euler zugeschrieben wird®), heift 10 milliard,

1y Encyclopédie des sciences mathématiques, Ed. Frangaise, Tome I, 1904,
p. 17. ?) Das Wort Million ist z. B. in De Vernieuwde/Cyfteringe van
Mr. Willem Bartjens, Herstelt, vermeerdert ende verbetert Door Mr. Jan
van Dam, ... Amsterdam 1771, nicht zu finden. Dort ist 1000000 = Dupzend-
maal-Dupzend. Ahnliches findet man in J. C. Huths Die kiirzeste, bequemste
und leichteste Art zu Rechnen, Halberstadt 1774 (wie wir aus der Geschichte
des Unterrichts in den mathematischen Lehrfichern in der Volksschule, bear-
beitet von E.Janicke und G.Schurig, Gotha 1888, 8. 17, entnehmen). In
dem Abbaco ovvero Pratica Generale Dell’ Aritmetica. . .esposto da Girolamo-
Pietro Cortinovis, maestro d’Aritmetica Pratica. Quarta Edizione. Venezia
1759, wird das Wozrt Billion nicht gebraucht, und 976 000000000000 =mnove-
cento, o settantasei milioni, di milioni. % Traité élémentaire d’arith-
métique, Paris 1807, p. 5. %) Sénebier, Traité d'arithmétique, Lausanne
1774, p. 7. %) L’arithmétique raisonnée et démontrée, oeuvres posthumes de
Léonard Euler, traduite en frangois par Daniel Bernoulli, directeur de
I’Observatoire de Berlin efe. Corrigée et considérablement augmentée par M. De
ls Grange, Berlin, chez Voss & fls et Decker & fils, 1792. Man glaubte zu-
nichst in diesem Werke eine franzdsische Ubersetzung von Eulers 1738—40
erschienenen, jetzt sehr seltenen Kinleitung zur Rechenkunst zu sehen, aber P. H.
Fub und G. Valentin sind der Ansicht, daB hier ein literarischer Betrug vor-
liegt, und daf Euler, Daniel Bernoulli und Lagrange kein Wort von
diesem Werke geschrieben haben. FuB fibrt im Bull. Ac. Petrop. Classe math.
9, 1851, S. 340—341 die ersten Sétze des Werkes von 1788 und degjenigen von
1792 an und findet keine Aunlichkeit zwischen beiden. Auch hebt er hervor,
daf Daniel Bernoulli nie directeur de l'observatoire de Berlin war und nicht




Arithmetik. 63

102 billiard, 10% trilliard. Hitte sich diese Sprachweise erhalten,
wire man heutzutage von Verwirrung frei; es wiirden 109, 10, 10%
milliard, billiard, trilliard, und 10'% 10% 10% billion, trillion, qua-
drillion heiflen.

Es ist bemerkenswert, daf das seit Anfang des 16. Jahrhunderts
in Spanien von Ciruelo und Ortega gebrauchte Wort cuento fiir
108 (siehe Bd. IIF, S. 386, 387) sich erhalten hat und von
Perez de Moya und Bails in ihren von uns frither angefithrten
Werken dem Worte millone vorgezogen wird. Fir 10 schreibt
Bails bicuentos und Perez de Moya cuento de cuento.

Die Ausfithrungen der Addition und Multiplikation waren mit
den jetzigen Methoden identisch. Im Multiplizieren fing man allge-
mein mit der niedrigsten Ziffer des Multiplikators an. Einige Autoren
aber machen darauf aufmerksam, daB vorteilhaft mit der hdchsten
Ziffer des Multiplikators angefangen werden kann?'). Ks werden drei
Arten des Subtrahierens gelehrt. Wenn eine Ziffer im Subtrahend

der Ubersetzer von Eulers Algebra ist. In der Vorrede des Werkes von 1792
heifit es néimlich: ,le fameux Bernoulli, traducteur de I'Algtbre de ce savant
[Euler], a cru rendre service au public, en traduissant un Ouvrage .. .*
Valentin hebt in der Bibliotheca Mathematica N. F. 12, 1898, 8. 49 hervor,
daf in Quérards La France littéraire III, 1829, p. 238 ein Werk, L’arithmé-
tique démontrée, opérée et expliquée von C. F. Gaignat de L’Aulnays de
Nantes, Paris 1770, angefithrt wird, mit der Anmerkung: ,Cet ouvrage a été
reimpr. en 1792 comme un ouvrage posthume de Léonard Euler, etc.s (folgt
der obige Titel). Wir haben zwei verschiedene Ausgaben der Eulerschen
Arithmetik vom Jahre 1792 gesehen, die sich aber nur durch das Titelblatt,
einen Satz in der Vorrede und eine kurze Anmerkung unterscheiden. Der Titel
der anderen Ausgabe lautet: ,L’arithmétique raisonnée et démontrée, oeuvres
posthumes de Léonard Euler, traduite en frangois par Bernoulli, directeur
de 1'Observatoire de Berlin ete. (Berlin, chez Voss & fils et Decker & fils, 1792%).
Der letzte Satz in der Vorrede der ersten Ausgabe, welcher sich auf Lagrange
bezieht, wird weggelassen. Auf S. 616 der zweiten Ausgabe wurde hinzugeftigt:
,De IImprimerie de Grangé, rue de la Parcheminerie*. Bisher ist es nie-
mandem mbglich gewesen, alle in Frage kommenden Werke einsehen zu kinnen,
weshalb die Geschichte des Werkes nicht definitiv bestimmt ist. In den Oeuvres
complétes en Frangois de L. Euler, publiées par M. M. Dubois et Drapiez
in Belgien wurde die Arithmetik des Jahres 1792 als echt angenommen und 1839
alg dritter Band herausgegeben. Um sie den damaligen Schulbediirfnissen an-
zupassen, wurde sie so griindlich bearbeitet, daB sie mit dem Buche des Jahres
1799 beinahe keine Ahnlichkeit hat. Von nun an werden wir letateres als
,Euler-Bernoulli* zitieren.

n 7.B. W.J. G. Karsten, Lehrbuch der gesamten Mathematik. Der
Erste Theil, Greifswald 1767, S.128; John Mair, Arithmetie, 1794, 8. 59; La-
grange, Math. Elementarvorlesungen, deutsche Separatausg. von Dr. H. Nieder-
miiller, Leipzig 1880, 5. 22, 23.
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grofer ist als die dariiber stehende, so wird in ungefihr dreiviertel
. der Rechenbiicher eine Einheit von der nichst hoheren Ziffer im
Minuend geborgt und wird dann vielleicht mit etnem Punkte be-
geichnet, daf letztere sodann um eins weniger gelte. Stabt die
folgende Ziffer des Minuenden um eine Einheit zu verkleinern, wird
in der zweiten Methode die folgende Stelle im Subtrahenden um eins
vermehrt. Diese Erklirung findet man &fter in franzgsischen und
italienischen als in deutschen Werken. Manche Schulbiicher enthalten
beide Methoden. In den Vorlesungen von Laplace, 1795 anf der
Normalschule in Paris gehalten, werden beide Arten erklirt!). In
cinem dritten Verfahren, welches selten erscheint, wird, wie frither
bei Riese und Rudolff, die untere Ziffer erst von der geborgten
10 abgezogen und die obere Ziffer hernach dazu addiext. Michelsen
gibt noch einen anderen Weg. Man gziehe die Ziffer des Minuenden
von der Ziffer des Subtrahenden ab, und subtrahiere den Rest von
nenem von 10, und lasse dann die folgende Ziffer des Minuenden
eins weniger gelten?). In allen von uns gelesenen Werken sagh man:
9 von b bleibt 8; niemals wird 2 und 3 macht angegeben. Die
Operation geht beinahe immer von rechts nach links.

~ Division ist eine. bedeutend schwierigere Operation, woflir zur
Zeit der Renaissance viele Methoden vorgeschlagen wurden. (regen
Fnde des 18. Jahrhunderts findet der Sturz der wihrend zweier Jahr-
hunderte gemeinen Divisionsformen statt und grofere Uniformitit in
den Operationen tritt ein. Die Rechenmeister der Zeitperiode 1759
bis 1799 reden von zwei Hauptmethoden, die um die Herrschaft
kimpften, 1. das Ubersich- oder Oberwirtsdividieren, oder die
Turmmethode, 2. das Untersich- oder Unterwartsdividieren.
Diese Einteilung der damals bekannten Divisionsformen ist nicht
fundamental. Die Hauptfrage ist nicht, ob man oberwirts oder unter-
wiirts fortschreiten solle; wohl aber, ob man die Teilprodukte sofors
abziehen solle oder nicht, ob im Bilden der Produkte man mit der

hichsten oder mit der niedrigsten Ziffer des Divisors anfangen solle,
und was iiberhaupt die anschaulichste Anordnung der Ziffern sei. Die
verschiedenen Divisionsarten, welche in dieser Zeitperiode gebraucht
wurden, lassen sich so anordnen, dafl man stufenweise von einer ex-
tremen Form zur anderen fortschreiten kann. Unten machen

wir dies an folgenden Beispiclen klar:

3 Jourmﬂ de Vécole Polytechnique ou Bulletin du Travail fait & cette
école, 7. et 8. cahi¢rs, Tome II, A Paris 1812. Legous de Mathématiques,
3 T'école normale, en 1795 par M. Laplace, p. 8. % Versuch in

données
C. Michelsen, I Bd., 1784, S. 133.

Soeratischen Gesprichen usw. von J. A
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ABC}DEFGH
a b ¢!

Wir haben hier zwei Anordiungen, ABCDEFGH und abe D EF G H.
Die Divisionsarten a, b, ¢ unterscheiden sich von A, B, C darin, dafl
man in ersterer beim Bilden der Teilprodukte mit der ersten Ziffer
zur Linken anffingt und nach rechts geht, wihrend in letzterer man
mit der ersten Stelle zur Rechten anfiingt und nach links schreitet.

A. a.
1L
2
39 87
3¥88 rquotient A916
5754!: 18  reste 328 80k [
o IQZ’/T’@ ,
89 56337 | 118163
35 476
47866 1
7
&
F. Le Gendrel), 1774 Christian Pescheck?), 1759
(6754 : 357). (56331 : 476).
B. ' b.
2 X
3’232|l
55553[2
Q90254
Diviseur 469|387046 346 | oot 0L 95850410t
Produit 825 X¥861 | l
242
1
,Buler-Bernoulli¥ 1792, p. 173 Johann Friedrich Heynatz®),
(387046 : 469). 1780 (89473645 : 346).
) Larithmétique en sa perfection, mise en pratique selon l'usage des
financiers, gens de pratique, banquiers, et marchands . .. par F. Le Gendre,

Arithméticien, Dernidre édition, corrigée ..., Paris 1774, p. 50. %) M. Christian
Peschecks .. Deutliche Erklirung derer Kaufmann- und Sconomischen Rech-
nungen, als da sind: Thara- und Fusti-Rechnung;. .., Budissin 1759, 8. 11,
% M. Johann Friedrich Heynatz, Rektors zu Frankfurt an der Oder, Hand-
buch . . ., Zweiter Theil, welcher ein ausfihrliches Rechenbuch enthilt. Zweyte
vermehrte und verbesserte Auflage. Berlin 1780, S. 1086.

Cawror, Geschichte der Mathematik IV. 15}
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C. C.

Dividende Diviseur | BILIZBAL | o o=y 101
4787 346 | 9 yomm0011 25859455
108 37T 090%54
347 129 BEEE32

14 32321
g X
,Buler-Bernoulli® 1792, p. 165 Johann Friedrich Heynatz,
(4787 : 87). 1780, §. 106.
D. E.
4 1212
203 426[7
Y7812 34/726852137
123456 | 233 68
107644 | 528 34
1588 102
15 238
Barréme, 1764, p. 227 -John Mair?), 1794
(123456 : 528). (72685 : 34).
r G.
79634 - 25942
28
hb Divisore Dividendo
166 7980. 1. 7980 148431
28 15960. 2. Quoz: 18
140 o 23940. 3. 7980
263 31920. 4. el
959 47880. 6. e -u
114 5HI60. 1. es1duo
08 | 63840. 8.
19 71820. 9.
2
Johann Georg Prindel®) 1795 Odoardo Gherli?), 1770
(12634 : 28). C (148431 : 7980).

- 1 Jobhn Mair, Arithmetic, Rational and Practical, Edinburgh 1794, p. 89.

%) Johann Georg Prandels... Arithmetik . .. Miinchen 1795, 8. 47. 7 Gl
Elementi Teorico-Pratici delle matematiche pure del Padre Odoaxdo Gherll,

Domenicano . . . Tomo I, Modena 1770, p. 19.
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H,

15347 12
gy 1421%
993
212
114
106
37
53

34

Etienne Bézout®), 1797
(75347 : 53).

In A. und a. werden die Teilprodukte sofort abgezogen, die Reste
iiber den Dividend geschrieben, der Divisor unter den Dividend sesetzt
und nach rechts geriickt, und jede Ziffer durchgestrichen, sobalbd man
damit fertig 1st. A, wird von ,Euler-Bernoulli 1792, von
Pescheck 1741' und von Barréme 1764 division a I'Espagnole
genannt. a. heifit bei Pescheck die gemeine Art, hei Barréme
die le}Slon .a, la Frangoise, hei ,Kuler-Bernoulli“ a la
Framgmse"brl‘eve; bei J. F. Maler®) 1765 das Teutsche Divi-
dieren. Uber die Divisionen aufwirts sagt Johann Georg
Prindel®): ,Thr Aussehen ist sehr geschwmeidig: aber sie haben die
Beschwerlichkeit, daB sich ein begangener Fehler nicht so leicht ent-
declken 14Bt, wie beym Abwirtsdividieren, folglich meistens die Opera-
tion von Neuem angefangen werden muB® ,Ich bin iiberzeugt,“ sagt
Heinatz*) 1799, ,daB die meisten Menschen darum nicht ordentlich
rechnen, weil ihnen die Turmmethode des Dividierens zu viel Schwie-
rigkeiten macht.“

In b. wird der Divisor links und nur einmal geschrieben, wih-
rend in ¢ die Reste unten gesetzt werden. Letztere wird von
Pescheck die welsche Art und von ,Euler-Bernoulli“ division
a4 la Frangoise longue genamnt. Schon ftiber 200 Jahre frither er-
wihnt Rudolff diese franzisische Manier des Rechnens®).

In B. wird der Divisor nur einmal geschrieben. Divisor und

1 Cours de Mathématiques, & Tnsage du corps de l'Artillexie. Par M. Bé-
zoub ... Tome Premier, ... & Paris 1797, v. st. An V, p. 44 7y Kurzer und
deutlicher Unterricht zum Rechnen ...Jacob Friderich Maler... zweite
und verbesserte Auflage, Carlsruhe 1765, 8. 62. *) Op. cit. 8. 50. %) Jinicke

und Schurig, op. cit. 8. 58. ) Sterner, op. cit. 8. 279.
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Quotient werden links gesetzt, und die Reste unter den Dividend.
Bei ,Buler-Bernoulli“ heift diese Art division a I'italienne
longue. ,Diese Art des Dividirens ist die kiirzeste unter allen, und
ob sie gleich auch nicht leicht ist, so muB man doch um des daraus
su hoffenden Nutzens willen die auf ihre Erlernung zu wendende
Miihe nicht achten.”").

(. ist der vorigen Form sehr @hnlich. Der Divisor und Quotient
stehen rechts, und Ziffern werden nicht durchgestrichen. ,Euler-
Bernoulli®, sowie Barréme, nennen diese Art division a I'ita-
lienne brigve.

In D. werden die vollstindigen Produkte unter den Dividend und
die Reste iiber denselben gesetzt. Das sofortige Abziehen findet hier
nicht statt. ,Euler-Bernoulli und Barréme geben dieser Form
den Namen division & la Portugaise.

Eine ganz #hnliche Manier ist E., wo der Divisor links steht und
Ziffern nicht durchgestrichen werden.

F. ist eine mit der heutigen beinahe identische Form, worin der
Divisor fiir jede Multiplikation wiederholt wird. Dieser Divisor wird
ofters in Klammern gesetzt oder weiter nach links geschrieben, um
bei der Subtraktion weniger im Wege zu sein. Diese Art wurde in
Deutschland viel gebraucht. Barréme nennt sie division a l'ita-
lienne longue und Pescheck die franzdsische Art?®).

In G. wird durch Hilfe der Addition das zweifache, dreifache
usw. des Divisors gefunden, so daB man die Rechnung ohne Bin-
maleins, ,ja sogar ohne Neppersche Stibe“®) durchfiihren und
den Quotienten ohne Raten finden kann*). ,Dag Dividiren ohne Kin
mal Eins nennt man das Indianische“®).

H. ist eine alte Form, die Ende des 18. Jahrhunderts in den
besten Werken alle anderen Arten verdriingt hatte. Um Verwirung
zu vermeiden, wird nach jeder Subtraktion die nichste Ziffer im
Dividend mit dieser zum gebliebenen Reste heruntergezogenen Ziffer
Gfters mit einer geraden Linie verbunden; oder die Anzahl Ziffern,
die noch nicht heruntergezogen sind, wird nach jedem neuen Teil-
dividend durch Punkte angedeutet®).

3 Heynatz, op. cit. S. 114, %) Sterner, op. cit. S. 330. " Hey-
natz, op. cit. 8. 116. %) Es ist bemerkenswert, daB diese Divisionsart schon von
Adrianus Romanus (1561—1615) in einer Schrift Nova Multiplicandi, Dividendi,
Quadrata componendi, Radices extrahendi ratio, multd quam pervulgata certior,
facilior, & majoribus maxime numeris accommodatio, erkliirt wurde. [Vide
H. Bosmans, S.J, ,la Méthode D’Adrien Romain pour effectuer les calculs
des grands nombres® in Annales de la Société Scientifigue de Bruxelles,
T, XXVIII, 2¢ partie.] % J. F. Maler, op. cit. S. 62. ¢y J. F. Maler, op-
cit. S. 63, nennt diese Methode die Portugiesische,
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Um genauere Angaben {iber den Gebrauch der verschiedenen
Divisionsarten zu machen, bemerken wir, dafl von den Werken, die
wihrend der Jahre 1759—1799 gedruckt wurden und dem Ube1s1eh—
dividieren Aufmerksamkeit schenken, die meisten Ausgaben frither
erschienener Werke sind. Von 108 mathematischen Biichern, die
uns zur Einsicht vorlagen, sind Bartjens und Pescheck die einzigen,
die das Ubersichdividieren ausschlieBlich benutzen. Die ersten Auf-
lagen beider Werke erschienen lange vor der Zeit, die wir jetat be-
trachten. Nur 16 Biicher erkliren das Oberwirts- sowobl als das
Unterwirtsdividieren. Die tibrigen — ungeféihr fiinfsechstel der
ganzen Anzahl — erkldren das Unterwirtsdividieren, namlich eine
oder mehrere der Formen C, F, G, H; gewshnlich ziehen sie eine der
Arten T, @&, H der Form C vor.

Bei Dezimalbriichen werden von etwa einviertel der Schriftsteller
dieser Zeit die abgekiirzten Multiplikations- und Divisionsmethoden
erklirt. Die abgekiirzte Multiplikation wird theoretischer- und prak-
tischerseits in -einer Abhandlung von Isidoro Bermareggi (1735
bis 1808), Priester und Professor der Mathematik an der koniglichen
Schule zu Lodi, behandelt’). Bernareggi untersucht die Anzahl der
Dezimalstellen in den Faktoren, welche notwendig sind, damit der
Fehler im Produkte eine vorgelegte Grenze nicht itbersteige. In
der Ausfihrung der Multiplikation sehreibt er die Ziffern des Multi-
plikators in entgegengesetzter Reihenfolge. In seiner Aritmetica
riformata, Milano 1797 werden diese Ideen fiir Schulzwecke dar-
gestellt.

Ein anonymes Werkchen iiber den gleichen Gegenstand, Hssai
sur les nombres approximatifs, Paris, an VII— 1799, wird
Jean Antoine Frangois Massabiau (1765—1837) zugeschrieben?)
- welcher ein eifriger Anhinger der Prinzipien von 1789 war und 1795
die Normalschule in Paris besuchte. In diesem Aufsatze stellt er
sich die Aufgabe, allgemeine Formeln fiir die durch Kombination an-
nihernder Zahlen entspringenden Fehler herzuleiten. Soll z. B. eine
solche Zahl N durch eine andere N’ dividiert werden, wo ¢ und ¢
beziehungsweise die genauen Werte darstellen, so dab @ = N + ¢ und
¢ =N +¢, dann wird der Fehler (+ N'ef}Z Ne): N' (N +¢).

Von den vier Werten, welche dieser Ausdruck annehmen kann, ist
(N'e+ Ne¢): N'(N' —¢) der grofite. Wenn ¢ = ¢ = i (10-*), und

+ & die Entfernung vom Dezimalpunkte der hichsten Ziffer im Quotienten

) Memorie di matematica e fisica della societd Italiana, Tomo VI, Verona
1792, p. 1—170. 2) Biogr. Universelle (Michaud).
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N: N’ darstellt, wihrend gy dieselbe fiir 10" N repriisentiert, dann
hat man, fir N>N, z=2+n-+1—y und, fir NN,
z=mn-+1—1y, wo der Fehler im Quotient kleiner als 10°:2(10)
sein soll. Man soll z. B. die Anzahl Dezimalstellen finden, um, in
der Division von § =63.04545... mit @ = .6666 ..., den Fehler
<é—(10‘2) zu machen. IHier ist 2 =2, y =n, 2 =n — 2, folglich
n =D, die erforderliche Anzahl Dezimalstellen im Dividend und
Divisor.

Die Zeichensprache der Arithmetik und Algebra hatte in der
zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts bedeutende Vollstindigkeit und
Uniformitit erlangt. Die Zeichen 4 und — findet man beinahe iiber-
all. In mehreren hollindischen Werken und einem deutschen Werke?)
sind wir statt — dem alten Rudolffschen Zeichen — begegnet. In
der Maandelykse mathematische Liefhebbery, 1754—69, wird
- regelmiBig als Subtraktionszeichen geschrieben. Wie unten an-
gedeutet, galt < in England als Divisionszeichen und auf dem Fest-
lande als Symbol einer arithmetischen Progression. In dieser Lief-
hebbery findet man auch die eigentiimliche Bezeichnung von

4225 1 < sioon 21 .
5z als V4225 = 65, und P e ) als

(x+12=22422+ 1.

AuBer in der Proportionenlehre hatte = in allen Gebieten der
Rechenkunst als Zeichen der Gleichheit sich eingebiirgert. Wiih-
rend der ersten Hilfte des 18. Jahrhunderts verschwanden die letzten
Spuren®) des Descartesschen 0. Auch in der Proportionen-
lehre war = in Deutschland {iblich. Leibniz’ Sprache folgend
wurde dort bemahe immer fiir geometrische Proportion a¢:0 =c:d

a c . . . . .
~ oder --= 7 geschrieben, wihrend in Frankreich, Spanien, Portugal,

Italien und England das Oughtredsche Zeichen :: allgemeinen Beifall
genoB und a:b::¢:d die gewbhnliche Bezeichnungsart war. Uber-
haupt herrschte damals bedeutende Verschiedenheit in der Zeichen-
sprache fiir arithmetische und geometrische Proportionen und Pro-

1) Arithmetisches Handbuch fiir Lehrer in den Schulen ... von Carl
Christian Illing, Dresden-Friedrichstadt 1798, 8. 11. 5 M. Gallimard
in geiner Méthode Théorique et Pratique D’Arithmétique, D’Algebre et de Géo-
métrie . . ., Paris 1758, p. 26, sagh: = signifie est égale &, 30 signifie toub

simplement, égal a, ou qui est égal 4. Er schreibt 8. 42: , Done z —‘6—<=16“.

Odoardo Gherli, op. cit., 1770, Tomo I, p. 6, erinnert den Leser daran, dab
.11 Cartesio in vece di = usa il segno 0.
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gressionen, Fir die Regeldefrl hatte man in fritheren Jabrhun-
derten verschiedene Bezeichnungen. Als im 18, Jahrhundert diese
Regel mehr und mehr als eine Anwendung der Proportion, der Gleich-
heit zweier oder mehrerer Verhiltnisse, aufgefat wurde, fand die
frithere Zeichensprache dieser Regel ofters Bingang unter den Pro-
i elle guld. elle
portionssymbolen. Bartjens®) 1771 schreibt 4 — 9 — 16. Fir
das unbekannte vierte Glied gibt er gar kein Symbol. Pescheck
1759 und viele andere tun desgleichen. Thomas Dilworth?) klagt,
daB einige Meister lange Striche statt Punkfe gebrauchen, um die
Glieder zu trennen, was nicht recht sei, weil in ¢:b::¢:d die :
zeigen, daB die zwei ersten und die zwei letzten Glieder in gleicher
Proportion seien, wihrend das :: die zwei Paare trenne und zugleich
zeige, daB das zweite Glied zum dritten sich nicht wie das erste zum
vierten verhalte. Die Proportion als die Gleichheit zweier Verhilt-
nisse ist von Dilworth noch nicht klar erfaBt. Rivard®) schreibt
1768 eine geometrische Proportion % = % oder @.b::¢.d. M.UAbbé
Maries Auflage von De la Caille?) schreibt a.b::c.d oder
@:b::c:d; wihrend die lateinische Auflage des De la Caille?)
1762 und die italienische Auflage von Boscovich®) 1796 a:D::¢: d,

w:b=c:d, oder a|bjc|d enthalten. Die lateinische Ubersetzung

gibt auch a.b::¢.d, und die italienische - = -

Die arithmetische Proportion deuteten Rivard, De la Caille
und Bézout”) durch ¢.b:¢.d an. In deutschen Biichern findet
man Ofters a.b=c.d oder a —b=c—d. Mit Recht klagt
Scheibel®), daB wenn a.b =c.d geschrieben wird, man den Punkt
mit dem Multiplikationszeichen leicht verwechseln konne.

Die geometrischen und arithmetischen Progressionen wurden noch
immer in die Rechenbiicher aufgenommen. Allgemein brauchte man
= als das Symbol der geometrischen Progression (+-1.2.4.8.16)
und, mit der Ausnahme von England, 6fters - als das Symbol der

y Bartjens-Jan van Dam, op. cit. 8. 36. ) Thomas Dilworth,
op. cit., unter The Explication of some Marks used in this Compendium.
%) Fléments de Mathématiques par M. Rivard, Professeur de Philosophie en
I"Université de Paris. Sixieme Edition, Revue et augmentée de nouveau par
PAuteur. A Paris 1768, p. 185, %) Legons de Mathématiques par M. I’Abbé
de la Caille, avec des augmentations par M. I’Abbé Marie, Paris 1770,
p. 148. " 5 De la Caille, Lectiones . .. a Clarolo] S[cherffer] e 8. I.
Viennae, Pragae, et Tergesti 1762, p. 76. %) Elementi . . . del Padre Ruggero
Giuseppe Boscovich. Editione terza italiana ...in Venezia 1796, p. 115.
7) Bézout, op. cit, Tome I, p. 128, ¥ Einleitung zur Mathematischen Biicher

Kentnis, Breslau 1781, Bd. I, 5. 679.
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arithmetischen Progression (= 3.6.9.12.15). In Grofbritannien
gilt das ganz #hnliche von J. H. Rahn 1659 zuerst gebrauchte Sym-
bol = statt : als Divisionszeichen; weshalb von Schriftstellern, welche
iiberhaupt fiir die arithmetische Progression die Notwendigkeit eines
Zeichens fiihlten, = gebraucht wurde. Diese Bezeichnung findet man
auch mitunter in deutschen Biichern®). W. Emerson?®) hezeichnet
eine harmonische Proportion durch . und eine harmonische Pro-

gression durch —

Algebra.

Im Studiom der Algebra war viel gréBerer Verkehr zwischen
den verschiedenen Lindern Europas als im Studium der Arithmetik.
Wegen der Abwesenheit einer streng provinziellen Belandlungsweise
der Algebra wird es nicht nétig sein, die Geschichte dieser Wissen-
schaft in jedem Lande einzeln zu verfolgen.

Einige Werke iiber Algebra, die wihrend der ersten Hiilfte des
18. Jahrhunderts, und zwar 1740—1748, verfaBt wurden, waren noch
wihrend der zweiten Halfte sehr einfluBreich, nicht nur im Lande
ihrer Entstehung, sondern in ganz Europa, wo immer die Wissen-
schaft betrieben wurde. Von englischen Werken heben wir das Elements
of Algebra von Nicholas Saunderson (1682—1739) hervor, welches
1740 zu Cambridge in zwei Bénden erschien. Dieser blinde Mathe-
matiker stand als Jingling im Briefwechsel mit Sir Isaac Newton
und war der Nachfolger von Whiston als Lucasian Professor der
Mathematik an der Universitit Cambridge. Weite Verbreitung in
England fand der Auszug aus-dem Originalwerk: Select parts of
Professor Saunderson’s Elements of Algebra for the use of
students at the Universities. Die 3. Auflage davon wurde 1771
in London veriffentlicht, die 4. Auflage 1776, die 5., von John
Hellins (? —1827) verbessert, 1792. Das Originalwerk wurde 1756
in franzosischer Ubersetzung von Elie de Joncourt zu Amsterdam
und Leipzig in zwei Binden herausgegeben. Eine deutsche Uber-
setzung riihrt von Johann Philipp Griison, Professor am adelichen
Cadettencorps in Berlin, her. (Erster Teil 1798, Halle; zweiter Teil
1805.) '

[

1 Z. B. in der Unterweisung in den philos. u. math. Wissenschaften fiir
die obern Classen d. Schulen u. Gymnasien von Johann Jacob Ebert, Prof.
d. Math, zu Wittenberg. Dritte vermehrte u. verbesserte Auflage, Leipzig 1787,
S. 187. #) The Doctrine of Proportion, Arithmetical and Geometrical . . 1y

London 1763, p. 2.
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Ein anderer englischer Schriftsteller, den wir erwilhmen miissen,
ist Thomas Simpson (1710—1761), Professor an der koniglichen
Militirakademie zu Woolwich. Seine Treatise on algebra wurde
1745 in London gedruckt; eine dritte Auflage 1767, eine fiinfte 1782,
eine achte 1804. Die erste amerikanische Ausgabe erschien 1809 in
Philadelpbia. Eine Ubersetzung in franzosischer Sprache wurde 1771
in Paris veriffentlicht.

Tin drittes Werk wurde von dem schottischen Mathematiker
Colin Maclaurin unter dem Titel Treatise of Algebra 1748 zu
London verdffentlicht, wovon die 4. Auflage 1779 erschien.

Die weite Verbreitung von De La Cailles Leg¢ons élémen-
taires de mathématiques nicht nur in I'rankreich, sondern auch
in Ttalien, ist von uns schon frither hervorgehoben worden (8. 47, 48).
Fine lateinische Ubersetzung durch ,C. 8. e 8. J“ (= Carolo
Scherffer, S.J.) evschien 1762 zu Wien, Prag und Triest. Scherffer
verfaBte eine Anzahl eigener Lehrbiicher, von welchen die Institu-
-tiones analyticae, Wien 1770, hier Erwihnung verdienen.

Das bedeutendste Werk dieser Zeit war aber das nach der
heuristischen Methode verfaBte HKléments d’algébre des Alexis
Clande Clairaut, Paris 1746.

Dieses beriihmte Werk wurde 1752 von Christlob Mylius
(1678—1754) zu Berlin ins Deutsche tibersetzt und an der Univer-
sitit Gothingen gebraucht, his es von Kistners Kompendien ver-
driingt wurde®). Clairauts Algebra erschien in hollindischer Sprache
1760 zu Amsterdam, von Arnoldus Bastiaan Strabbe iibersetzt.
Fine 5. franzosische Ausgabe in zwei Binden von S. F. Lacroix er-
schien 1797 in Paris. Diese enthiilt Anmerkungen und Nachtrige
iiber Gleichungstheorie, Kettenbriiche und Logarithmen, den Vor-
lesungen von Lagrange und Laplace an der Normalschule ent-
nommen, und eine einleitende Elementarschrift tiber Arithmetik, die
in der Vorrede als griBtenteils die Arbeit des jungen Jean Baptiste
Biot (1774—1862) bezeichnet wird. Lacroix schrieb an Pietro
Paoli von Pisa, diese Ausgabe sei doppelt so umfangreich als die
fritheren und enthalte Theorien, die vorher nie in Elementarwerken
erklart worden seien®). Die 6. Auflage (1801 zu Paris) ist vom
Citoyen Jean Guillaume Garnier (1766—1840), Professor an der
Polytechnischen Schule, bearbeitet und enthiilt eine arithmetische Ab-

1y C. H. Miiller, ,Studien z Gesch. d. Math. ... an der Univ Gottingen®,
Abh. z. Gesch. d. math. Wiss., 18. Heft, Leipzig 1904, S. 113. Eine zweite Auf-
lage, Berlin 1778, enthielt Zusiitze von G. F. Tempelhof. %y Memorie della
regia accademia di scienze, Modena, Seric 111, Tom. I, 1898, Sezione di Scienze,
p. 109.
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handlung von Charles Marie Simon Théveneau (1750—1821)
Clairauts Algebra wurde von Mathematikern hoch geschiitzt.
Lambert schien in seinen ersten Schriften Forschungsergebnisse, die
nicht im Clairaut zu finden waren, als neu und deshalb der Ver-
$ffentlichung wiirdig anzusehen.

Im Jahre 1758 erschien in Halle der zweite Teil des Cursus
mathematici von Johann Andreas Segner (1704—1777), damals
Professor an der Universitit Halle. Dieser Teil fiihrte den Titel
Elementa analyseos finitorum und behandelte die Algebra. Ob-
schon Segner einer der besten Mathematiker und Physiker in
Deutschland war, fand sein Kursus nicht viele Leser. Segner schrieb
in Latein und stellte auch an die Fihigkeiten seiner Schiiler hohe
Anspriiche. Von 1735—1754 war er Professor der Natwlehre und
Mathematik in Géttingen. Sein Nachfolger an dieser Universitit war
Abraham Gotthelf Kistner, welcher 1760 in Gottingen unter dem
Titel Anfangsgriinde der Analysis endlicher Gr&Ben ein Werk
verfaBte, welches den Bediirfnissen des Universitiitsunterrichts in
Deutschland entsprach und zugleich die Lehren der groBen Mathe-
matiker seiner Zeit 'so erfolgreich popularisierte, daf es lange Zeit
das beliebteste Kompendium war. Eine zweite Ausgabe erschien 1707;
eine sechste vor dem Schlusse des Jahrhunderts.

Als zweite, wihrend der Periode 1739—1799 verfaBte Schrift
nennen wir den algebraischen Teil des schon friiher (S. 40) angefiihrten
Cours de mathématiques & 1’usage des gardes du pavillon
et de la marine, 1764—1769, von Bézout, worin eine elementare
Darstellung der von Bézout 1764 verdffentlichten beriihmten Ab-
handlung iber die Auflésung von @leichungen (S.98) gegeben ist.
In seinem Cours de mathématiques & l'usage du corps de
1'artillerie, 1770—1772, wird diese Darstellung weggelassen, wahr-
scheinlich “weil die Sache fiir Anfinger zu schwer war. Sonst ist
die Algebra von 1770—1772 mit der frilheren beinahe identisch.

Der zweite Teil eines achtbindigen Werkes, betitelt Lehrbegrif
der gesamten Mathematik von Wenceslaus Johann Gustav
Karsten (1732—1787), erschien 1768 zu Greifswald. IKarsten
lehrte seit 1760 an der neuen Universitit Biitzow. Durch sein Werk
erhielten die auf Mittel- und Hochschulen eingefithrten Kompendien
von Wolf, Segner, Kistner eine gefihrliche Konkurrenz®).

Ohne Zweifel das einfluBreichste Buch iiber Algebra im 18. Jahi-
hundert ist die Vollstdndige Anleitung zur Algebra von Leon-
hard Euler (erste deutsche Ausgabe 1770 in St. Petersbhurg). Die

1y Allg. Deutsche Biographie (Art. v. Giinther).
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Entstehungsweise des Werkes ist interessant. Euler schrieb in der
Gazette litt. de Berlin, 1768, fol. 245, ich ,nehme mir die Frei-
heit, Thnen von meinen Arbeiten Nachricht zu ertheilen, mit welchen
ich mich seit dem Verlust meines Gesichtes beschiftigt habe, der von
Herrn Krafft und meinem alteren Sohne dadurch ersetzt worden,
daB sie meine Ideen ausgearbeitet und dfters durch ihre eigne An-
sichten weiter ausgefiihrt haben).  Bestimmtere Auskunft findet
man im Vorbericht zur Ausgabe von 1770: Um das Lehrbuch zu
verfertigen, ,erwihlte er sich einen jungen Menschen, den er mit sich
aus Berlin zur Aufwartung genommen hatte, und der ziemlieh fertig
rechnen, sonsten aber nicht den geringsten Begriff von der Mathe-
matik hatte: er war seines Handwercks ein Schneider, und gehirte
was seine Fihigkeit anlangt, unter die mittelmiBigen Képfe. Dem
ohngeachtet hat er nicht nur alles wohl begriffen, was ithm sein grofier
Lehrer vorsagte, wnd zu schreiben befahl, sondern er wurde dadurch
in lurzer Zeit in den Stand gesetzt die in der Folge vorkommende
schwere Buchstaben-Reehnungen ganz allein auszufiihren.®

Im Vorbericht der Ausgabe von 1770 wird auch mitgeteilt, daB
,schon vor zwey Jahren eine russische Uebersetzung zum Vorschein
gekommen 1st“.  In etwas kleinerem Druck als die erste deutsche
Ausgabe ersehien 1.771 eine zweite, welche als Verlagsort in vielen
‘Exemplar(in'Lund, in anderen St. Petershurg angab. Eine Ubersetzung
ins Franzosische WUTde‘ von Johann Bernoulli III, Direktor an
der Sternwarte zu Berlin, angefertigt und von Joseph Louis La-
grange mit Zusitzen tiber die unbestimmte Analysis versehen. Diese
bertihmte Ausgabe erschien 1774 zu Lyon. Andere franzosische Aus-
gaben erschienen zu Lyon 1795 (an III), St. Petersburg und Paris
1798, Paris 1801°%).

Valentin® nennt zwei hollindische Ausgaben, Amsterdam 1773,
Dordrecht 1807.

Eine lateinische Ausgabe, mit den Zusitzen von Lagrange,
wurde 1790 in Venedig gedruckt. In den Jahren 1796—1797 ver-
sffentlichte Johann Philipp Griison zu Berlin die erste deutsche Aus-
gabe nach der von L771, obgleich 1789 ein Auszug von Eulers Algebra
von Johann Jacob Ebert, Professor der Mathematik zu Witten-
berg, in Frankfurt am Main geliefert worden. Eine andere deutsche

Ausgabe erschien in St. Petersburg im Jahve 1802 Es ist auffallend,

1) Scheibel, Einl. zu Math. Biicherkentnis, Breslan 1781, Bd. I, 3. 102.
% @ Valentin in Bibliotheca Mathematica, N. F. 12, 1898, 8. 42. %) Ebenda,
S. 42. Hier werden auch einige andere, von uns nicht angefithrte Ansgaben an-

gegeben,
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daB vor 1797 keine englische Ubersetzung angefertigt wurde. In diesem
Jahre gab John Hewlett unter der Mitwirkung seines Schiilers
Francis Horner zu London eine solche aus dem Franzdsischen,
wovon die zweite Auflage 1810, die dritte 1822 und die fiinfte 1840
erschien. In der zweiten schreibt der Herausgeber tberall z? statt
des frither gebriuchlichen z ., und 2° statt . 2. x. Im Jahre 1818
gab John Farrar, Professor der Mathematik an der Harvard Uni-
versitit zu Cambridge in Massachusetts, einen Auszug heraus, welcher
den Titel fihrt An Introduction to the Elements of Algebra,
.., Selected from the Algebra of Euler.

In Ttalien schrieb Padre Odoardo Gherli 1771 zu Modena den
sweiten Teil des schon auf .47 angefithrten siebenbindigen Iom-
pendiums, Gli elementi teorico-pratiei delle matematiche
pure, worin die Algebra mit grofer Vollkommenheit erkliirt
wird. In der Vorrede zum letzten Bande wird ein Gratulations-
schreiben von Lagrange an Gherli angefiihrt, worin Lagrange
den Autor auch auf seine eigenen Abhandlungen iiber die Auflsung
von Gleichungen in den Berliner Memorien der Jahre 1770 und 1771
(veroffentlicht 1772 und 1778) aufmerksam macht. Es folgt dann
ein Auszug dieser Abhandlungen. Gherlis Biicher fanden in Italien
nur geringen Absatz, was vielleicht ihrem unpassenden Quartoformat
zuzuschreiben ist.

Pietro Paoli, Professor an der Universitit Pisa, gab 1794
ein Werk mit dem Titel Elementi d’algebra in dre Biinden
heraus, deren erster der Algebra von endlichen GréBen gewidmet ist.
Obschon die Elementarteile eher kurz gefabt sind, wurde das Werk
yon Mathematikern hoch geschiitzt.

Im Jahre 1799 (an VII) erschien in Paris die erste Auflage der
Filémens d’algébre von Sylvestre Frangois Lacroix, ein
Werk, welches nicht nur in Frankveich, sondern in ganz Buropa und
in den Vereinigten Staaten groBen Hinflu auf den Unterricht aus-
iibte. Im gleichen Jahre verdffentlichte James Wood in Cambridge
seine Blements of Algebra, die auf den englischen Universititen
lange Zeit als ,standard work® galten?).

Nachdem wir nun die bedeutenderen Lehrbiicher itiber Algebra,
welche wihrend der Zeit gedruckt wurden, aufgeziihlt haben, werden
wir die damalige Darstellung von Grundprinzipien dieser Wisgenschaft
qnserem Studium unterziehen. Wie wurde der Zahlbegriff aufgefait?
Inwieweit wurde die Algebra logisch entwickelt? Wir machen die
einleitende Bemerkung, dab die Mathematik noch allgemein als die

et

1y W. W. R. Ball’s Mathematics at Cambridge, 1889, p. 110.

s




Algebra. 7

Wissenschaft von der Gréfe definiert wurde. Man findet diese De-
finition z. B. in den Werken von Christian Wolff'), Kistner?),
La Caille®), Sauri (1741—1785)%, Bézout®), D’Alembert®), Abel
Biirja”), Georg Vega (1756—1802)%), Johann Georg Biisch?),
Johann Friedrich Lorenz'), Georg Metzburg!!), Johann
Heinrich Voigt!?), Pietro Paoli*¥). In keinem Lehrbuch sind
wir einer wesentlich verschiedenen Definition begegnet. Sie ist alf,
kann aber kaum griechischen Ursprungs sein, denn die Griechen
hatten eine Geometrie, worin Probleme vorkamen, wie dasjenige, zu
entscheiden, ob vier Punkte auf emer Ebene liegen. Solche Probleme
hatten mit GroBenbestinmungen nichts zu tun. Im 17. und 18.
Jahrhundert fand der Ausdruck, Mathematik ,die Wissenschaft von
der GroBe“, wenig AnstoB. Immanuel Kant war mit demselben
nicht einverstanden. Kinige Ideen von Lagrange, die in seinen
Untersuchungen iiber Gleichungen enthalten sind und die Keime der
Substitutionstheorie sind, passen in diese Auffassang der Mathematik
nicht hinein. Dennoch war sie bei Mathematikern beinahe universal.

Wenn aber Mathematik die Wissenschaft von der Grofe ist,
dann mup der emfachste mathematische Akt — das Zihlen — not-
wendig als eine Messung und die Zahl als ein Verhiltnis angesehen
werden. Dieser Schluf wurde aber unseres Wissens in Wirklichkeit
nicht gezogen, obschon viele Autoren dem Beispiel von Newton
folgten und die Zahl als ein Verhfiltnis betrachteten. An den Begriff
der meBbaren GroBen ankniipfend, driickt sich Christian Wolff so
aus: ,,Zahl ist dasjenige, was sich zur Einheit verhilt wie eine gerade
Linie zu einer gewissen anderen Geraden“™). Bei Ausmessungen
kommt es darauf an, sagt Leonhard Euler®), ,daB man bestimme, in
was fiir einem VerhiiltniB die vorgegebene Grifie gegen dieses |Einheits-}
MaaB stehe, welehes jederzeit durch Zahlen angezeigt wird, so daf

1y Mathemat. Lexicon, Leipzig1716, Artikel ,,Mathematik*, ) Anfangsgriinde
d. Arithmetik, Geometrie usw., Géttingen 1758, S. 3. Dieses Werk wurde spiter
mit neuen Teilen unter dem Titel Anfangsgrinde der Mathematik zusammen-
begriffen. ®) Legons élémentaires de mathématiques, Paris 1770, p. 1. 4 Cours
complet de mathématiques par M. I’Abbé Sauri, ancien professeur de philosophie
en l'université de Montpellier, T. I, Paris 1774, p. 1. % Cours de mathéma-
tiques & l'usage du corps de Vartillerie, Paris 1797, p. 1. &) Encyclopédie
méthodique, ,,Mathématique®, ) Der selbstlernende Algebrist, I. Teil, Berlin
und Libau 1786 (Vorrede). % Vorles. i. d. Mathematik, I. Bd., 8. Aufl, Wien
1802, 8. 2. 9 J. G. Biisch, op. cit. 8. 1. ') J. . Lorenz, op. cit., Bd. I,
1798, 8. III. %) Anleitung zur Mathematik, L Teil, Wien 1798, 8. 1. %) Grund-
lebren d. reinen Math., Jena 1791, 8. 1. 1% Paoli, op. cit. T. I, 8. 1.
14) Elementa matheseos universae (Elementa arithmeticae) Halae 1710, art. 10.
1% Anleitung zur Algebra, 1. Teil, St. Petersburg 1770, S. 5.
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eine Zahl nichts anders ist als das Verhillini, worinnen eine Grobe
gegen eine andere, welche fir die Einheit angenommen wird, steht.
Hieraus ist klar, daB sich alle Grofien durch Zablen ausdriicken
lassen, und also der Grund aller mathematischen Wissenschaften darm
gesetzt werden mub, daB man die Lehre von den Zahlen ... genau in
Erwegung ziehe, und vollstindig abhandele” Hier ist der Gedanken-
gang dem von uns oben angedeuteten entgegengesetzt. Die quanti-
tative Idee wird der Zahl zugeschrieben und daraus der Schlnfl ge-
zogen, daf Mathematik die Wissenschaft von der Grife sei. Dann
und wann findet man auch in anderen Lehrbiichern dieser Zeit die
Zahl ausdriicklich als ein Verhiltnis erklirt. ,Das 1 selber ist eine
Zahl: denn 1 hilt eine Verhiiltnuss zu eins, sagt einer?). ,Das Ver-
hiltnis irgend einer GréBe zu einer gleicher Art, die als Kinheit er-
wiihlt ist, wird eine Zahl genannt, und man nennt Arithmetik die
Wissenschaft von solchen Verhiltnissen®?). Gewdhnlich wird aber
der Begriff des Verhaltnisses oder des Messens nicht so scharf her-
vorgehoben, so da man im Zweifel ist, ob das Zihlen als ein wirk-
liches Messen aufgefaBt wurde. ,Kine Menge von Dingen einer Art
heiBt eine ganze Zahl“, sagt Kistner®). Diese Definition der Zahl
ist der Huklidischen, ,eine aus Einheiten bestehende Menge”, ganz
shnlich und hat keine notwendige Verkniipfung mib Verhéltnissen.
Bei Euklid waren Verhiltnisse keine Zahlen. Bei Bézout*) scheint
der MeBbegriff vorzuherrschen, demn er sagt: ,le nombre exprime de
combien dunités, ou de parties d’'unités, une quantité est composée”
und ,l'unité est une quantité que l'on prend .. pour servir de terme
de comparaison & toutes les quantités dune méme espéce®.  Andere
Qohriftsteller fihren unbedeutende Wortédnderungen ein. ,Mehrere
gleichnamige Einheiten machen eine Zahl aus“®). ,Mehrere solche
susammengestellte inheiten geben eine ganze Zahl“®). Ob bei diesen
and ihnlichen Ausdriicken, die in Lehrbiichern allgemein vorkommen,
die Zahl ausschlieBlich als ein Verhiltnis anzunebmen 1st oder nicht,
hiingt davon ab, ob die Schriftsteller stillschweigend den Gedanken-
gang von Newton und Wolf oder von Euklid befolgten.

J. F. Heynatz") macht die Bemerkung: ,Einige leugnen, dab
Eins oder die Einheit eine Zahl gey, und lassen nur das, was durch
die Wiederholung der Einheit herauskommt .. fiir eine Zahl gelten®

Jacob Friederich Maler, Unterricht zum Rechnen, Carlsrube 1765,
2 E. Develey, Arithmétique D’Emile, 2. Ed., Paris 1802, p. 2.

4 Bézout, op. ¢it. T.I,p. 2. 9) Matthias HaubBer,

Anfangsgriinde d. Mathematik, I. Teil, Wien 1778,

Prandels Arithmetik, Miinchen 1795, S 3

)
8. 238,
% Kistner, op. cit. 8. 21.
Analytische Abhandlung der
8.1 ¢) Johann Georg
"y Heynatz, op- cit. 8. 3.
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Condillac?) hebt hervor, daB wenn eime Zahl als eine Menge von
HEinheiten angenommen wird, 1 keine Zahl sel Gherli?) sagt aus-
driicklich: ,’unitd non & numero®

Kastner nennt einen Bruch eine ganze Zahl, deren Finheit ein
Teil der urspriinglichen Einheit ist und so viele Finheiten hat, als
der Zahler anzeigh Irrationalzahlen oder surdische Zahlen lassen sich
pach Kistner ,weder durch ganze Einheiten noch durch Theile der
Einheit vollkommen richtig ausdriicken®).

Einen ganz neuen Zahlbegriff, welchem die Mathematiker des
18. Jahrhunderts gar keine Aufmerksamkejt schenkten, gab Immanuel
Kant 1781 in seiner Kritik der reinen Vernunft*), worin er sich
so ausspricht: ,Das reine Schema der GroRe aber (quantitatis), als eines
Begriffes des Verstandes ist die Zahl, welche eine Vorstellung ist, die
die successive Addition von Einem zu Einem (gleichartigen) zusammen
befaBt; also ist die Zahl nichts anderes als die Einheit der Synthesis
des Mannigfaltigen einer gleichartigen Anschauung fiberhaupt, dadurch
daB ich die Zeit selbst in der Apprehension der Anschanung erzeuge®,
 Erst im 19. Jabrhundert wurde dieser auf die Vorstellung der Zeit
gegriindete Zahlbegriff von einigen Mathematikern (z. B. W.R. Hamil-
ton) freundlich aufgenommen.
‘ " Die Erweiterung des Zahlbegriffs durch die Einfihrung negativer
Zahlen war die Folge des Bediirfnisses, die Subtraktion allgemein aus-
fithren zu konnen. KEine solche Allgemeinheit wurde in der Ent-
wicklung der Algebra schon friih als eine grofe Bequemlichkeit er-
kannt. Zur Einfithrung negativer Zahlen durch die Not gedrungen,
war es den Mathematikern nie gelungen, die Theorie derselben von
storenden Paradoxien zu befreien. In der zweiten Hilfte des Jahr-
hunderts wurden die allgemeinen Erklirungen negativer Zahlen und
ihrer Operationsregeln allmihlich als unzureichend erkannt, ohne dal
gher im 18. Jahrhundert eine strenge Entwicklung der logischen Vor-
aussetzungen erreicht wurde. Gegen Ende des Jahrhunderts begegnet
man Forschern da und dort, die den Zahlbegyriff auf positive Zahlen
heschriinken mochten, un dadurch die ,Pfuschereien® in der Mathe-
matik zu vermeiden. Der Einwand gegen jmaginiire Zahlen war noch
stirker als gegen die negativen, obschon alle Mathematiker ersten
Ranges von beiden ohne Bedenken bestindigen Gebrauch machten.

Ein Schriftsteller, welcher wihrend der letzten vierzig Jahre des
Jahrhunderts in England eine Reaktion gegen den Gebrauch von

% Gherli, op. cit. T. 1, p. 2. % Kistner,

) La langue des calculs, p. 42.
Werke, herausgeg. von Harten gtein, IIL,

op. cit. S. 102. 4 Kants simtl
8. 144.
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negativen und imagindren GroBen in der Algebra hervorzurufen
suchte und bel einigen gewissenhaften Mathematikern nicht ersten
Ranges auch Anerkennung fand, war Francis Maseres (1731 bis
1824). Schon frither hatte Robert Simson, welcher 1711 zum Pro-
fessor der Mathematik an der Universitit von Glasgow ernannt wurde
and wihrend beinahe fiinfzig Jahren diese Stelle bekleidete, negative
Zahlen in der Algebra vérworfen?). Maseres schrieb 1758 zu
London eine in der Gleichungstheorie weiter zu besprechende Dis-
sertation on the use of the negative sign efc. Er war damals
,fellow of Clare-Hall¢ in Cambridge. In dieser und in spilteren
Schriften sucht er negative, sowie imaginéire GroBen aus der Algebra
su verbannen, durch welche die sonst klare und elegante Wissenschaft
bewslkt worden sei. Eine negative Grofe definiert er als eine Zahl,
die von einer groBeren abgezogen werden soll. Der Ausdruck a—b
habe keinen Sinn, wenn b > a ist; (—5)(— 5) = + 20 bedeute nur,
daB B >< b5 =25, ohne Riicksicht auf Zeichen, oder es sel lauter
Unsinn. So lange er nur im Bereich der positiven Zahlen zu rechnen
unternahm, muBten natiirlich alle wirklich negativen Zahlen sinnes-
widrig erscheinen.

Die Anfangsgriinde der Arithmetik, Geometrie und
oebenen und sphérischen Trigonometrie von A. G Kiistner,
welche im gleichen Jahre (1758) zu Gtottingen erschienen, enthalten
eine wirkliche Erweiterung des Zahlbegriffs, obschon die Exposition
noch immer mangelhaft ist. ,Entgegengesetzte Grolien heiBen Grofen
von eiper Art die unter solchen Bedingungen betrachtet werden,
daB die cine die andere vermindert® (L. Cap., Art. 90). ,,Man kann die ver-
neinende GroBe als etwas, das von der bejahenden abgezogen werden
muB, ansehen, und also mit dem Zeichen — hezeichnen, wenn die
bejahende + hat® (Art. 92). ,Die verneinende Grofe kann die be-
jahende tibertreffen (Art. 93). ,Dieses Negative, das ibrig bleibt,
ist eine wirkliche GroBe, nur der, die als positiv betrachtet wird,
entgegengesetzt“ (Art. 94). Die Auffassung, dal eine verneinende
Grofle ,abgezogen werden muB¥, hat bis in das 19. Jahrhundert ge-
dauert.

Von Kistner beeinfluBt, verfabte Immanuel Kant 1763 eine
Schrift, Versuch den Begriff der negativen GrsBen in die
Weltweisheit einzufithren?). ,Hinander entgegengesetzt 1sh, wo-

von Kines dasjenige aufhebt, was durch das Andere cesetzt 1sb.

H C. Wordsworth, Scholae Academicae: Some Account of the Studies at
in the 18. Century, 1877, p. 68. 5y I Kant, Simmtliche

English Universities
G. Hartenstein, Bd. II, Leipzig 1867, 8. 71—179.

‘Werke, herausg. V.
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Diese Entgegensetzung ist zwiefach; entweder logisch durch den
Widerspruch, oder real, d. i. ohne Widerspruch.” ,Es sind die
negativen Grofen nicht Negatlonen von Griofen, wie dle Ahnlichkeit
des Ausdrucks ihn hat vermuten lassen, sondern etwas an sich selbst

wahrhaftig Positives, nur was dem andern entgegengesetzt ist. Seine
Exposition der Zeichen - und — ist nicht so gewandt. ,Da die
Subtraction ein Aufheben ist, welches geschieht, wenn entO‘eO'encre-
setzte GroBen zusammengenommen werden, so ist klar, daf das —
eigentlich nicht ein Zeichen der Subtraction sein kinne, wie es ge-
meiniglich vorgestellt wird, sondern das 4+ und — zusammen nur zu-
erst eine Abziechung bezeichnen. Daher —4 —5—=—9 gar keine
Subtraction war, sondern eine wirkliche Vermehrung und Zusammen-
thuung von Grofen einerlei Art. Aber + 9 —5 =4 bedeutet eine
Abziehung, indem die Zeichen der Emtgegensetzung andeuten, dab
die eine in der anderen, soviel ihr gleich ist, aufhebe*

Um den Gedankengang in Lehrbiichern in grioBerer Kiirze dar-
stellen zu kionnen, werden wir die Frklirungen in Eulers Voll-
stindige Anleitung zur Algebra (1770) vorfihren und sie kurz
mi.t denen :%nderer Autoren vergleichen. Das Werk ist in populirem
Stile geschrieben. Was logische Entwicklung von Grundprinzipien
anbelangt, kann es aber mehreren anderen Werken dieser Zeit nicht
vorgestellt werden. Der Ruhm dieses Lehrbuches scheint uns eher
dem zweiten Teile, iiber die unbestimmte Analysis, als dem ersten
Teile zuzuschreiben zu sein.

In Art. 8 sagt Buler: ,Wann zu einer Zahl eine andere hinzu-
gesetzt oder addiert werden soll, so wird solches durch das Zeichen +
angedeutet, welche§ der Zahl vorgesetzt und plus ausgesprochen wird®.
Art. 11: ,Wamn hingegen von einer Zahl eine andere weggenommen
werden soll, oder subtrahirt wird, so wird solches durch das Zeichen —
minus angedeutet, welches soviel als weniger ist, und derselben
Zahl, welche weggenommen wird, vorgesetzt wird“. Nach dieser Ein-
fisthrung von + und — als Operationszeichen liest man folgendes in
Artikel 16: ,Hier kommt also die Hauptsache darauf an, was fiir ein
Zeichen eine jegliche Zahl yor sich stehen hat; daher pflegt man in
der Algebra die Zahlen mit ihren vorstehenden Zeichen als einzelne
GroBen zu betrachten, und diejenigen, welche das Zeichen + vor sich
haben, bejahende oder positive GroBen zu nennen, diejenigen aber, welche
das Zeichen — vor sich haben, werden verneinende oder negative
GroBen genennet®. Sind nach dieser Erklirung die Zeichen + und
_ noch immer iiberall als Operationszeichen zu betrachten? Hat
man in den gewdhnlichen Rechenbiichern nicht auch negative Zahlen
Stellen, wo das Zeichen — benutzt wird? Kann eine negative Zahl

an »
CanToR, Geschichte der Mathematik IV. 6
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su einer anderen addiert werden? Dariiber gibt der Autor keine

gentigende Auskunft.

Die Zeichen -+ und — in der Algebra immer nur als Operations-
seichen ausdriicklich zu erkliren, und sie hernach ohne zulingliche
Auseinandersetzungen auch zur Bezeichnung positiver and negativer
Zahlen zu gebrauchen, war ein allgemeines Verfahren in Lehrbiichern
damaliger Zeit. Man findet es in den Werken von Clairaut,
Maclaurin, Thomas Simpson, W. Emerson, William Trail?),
Bézout, Sauri, Blassiere, Biisch, Biirja, Prindel, Karsten,
Gherli, Paoli, Da Cunha und Bossut. DaB bei diesem Verfahren
die Brschaffung einer neuen Zahlengattung fiir die Verallgemeinerung
der Subtraktion nicht klar hervortritt, ersieht man aus der Bemer-

kung von Thomas Simpson, dah — « in einem Sinne so unmog-

lich sei wie }/— b, da es nicht mdglich sei, @ von nichts abzuziehen,
und der Begriff oder Trrglaube emner GroBe weniger als Nichts sinnes-
widrig sei. Trail behauptet, eine negative Grofie an sich sei uner-
Klirlich. In einer Pariser Promotionsschrift des Jahres 1774 heilit
es?): Keine absolute GroBe kann — — a; weshalb die Zeichenregel in
der Multiplikation nur fir Polynomien gilt. DaB die Moglichkeib
negativer Zahlen von vielen geleugnet wurde, erhellt auch aus einer
Promotionsschrift gleichen Jahres an der Universitit Kopenhagen,
worin negative Grofen durch Beispiele erklirt werden?).

Tn einigen Lehrbiichern werden + und — zuerst zur Bezeich-
nung entgegengesetzter Zahlen angewandt und dann spiter still-
schweigend auch als Operationszeichen gebraucht. Dieses ist z B. hei
Saunderson?), Le Blond und HauBer der Fall. Die zweifache
Bedeutung von + und — wird aber in einigen wenigen Schriften
recht sorgfiltig erklirt, z. B. in der Traité élémentaire de l'ana-
lyse mathématique, Paris 1797, von Jacques Antoine Joseph
Cousin (1739-—1800), Professor an dem Collége de France. Das
Werk wurde von ihm zur Zeit der Schreckensherrschaft im Gefdng-
nis geschrieben.

Bei der Multiplikation ist folgendes bei Euler (Artikel 32) von
Interesse: ,Wir wollen erstlich — ¢ mit 3 oder + 3 multipliciren;

1y Flements of Algebra for the Use of Students in Universities, 3' Jad.
1789 (1 Bd. 1778). Im Dict. of the anonymous and pseudonymous literature
of Great Britain, by 9 Halkett and J. Laing, Edinburgh 1882, p. 238, wird
dieses Werk dem Rev. William Trail, Professor der Mathematik am Marishal
College zu Aberdeen, zugeschrieben. % Theses mathematicas demonstrabit
Theodorus Auna Bourrée de Corberon, 1774 ,Nulla quantitas absoluta est
— —- ¢ hinc in solis polynomiis obtinet signorum regula“. % 8. A, Chri-

stensen, op. cit. S. 180. 4 Saundersons Algebra, iibersetzt von Griison,

Halle 1798, L. Teil, S. 102, 123.




Algebra. ' 83

weil nun — @ als eine Schuld angesehen werden kann, so ist offen-
bar, daB wann diese Schuld 3mal gemommen wird, dieselbe auch
3 mal groBer werden miisse, folglich wird das gesuchte Product —3a
seyn. Nicht so klar ist der nichste Ausspruch, daf ,wann eme
positive Grofe mit eier negativen multiplicirt werden soll, das Pro-
duct negativ werde?, da der Fall, wo +a mit — b multipliziert
werden soll, gar nicht besprochen wird. Euler fahrt fort (Art. 33):
,Nun ist also noch dieser Fall zu bestimmen {ibrig: némlich, wann —
mit — multiplicirt wird, oder —a mit —b. Hierbey ist zuerst
lar, daf das Product in Ansehung der Buchstaben heiflen werde,
ab: ob aber das Zeichen + oder — dafiir zu setzen sey, ist noch
ungewiB, so viel aber ist gewis, dall es entweder das eine, oder
andere seyn muB. Nun aber, sage ich, kann es nicht das Zeichen —
seyn? Dann — o mit -+ b mult. giebt — abd, und also — ¢ mit — b
mult. kann nicht eben das geben, was —a mit + b giebt, sondern
es mup das Gegentheil herauskommen, welches nehmlich heilit, + ab.
Hieraus entsteht die Regul, — mit — multiplicirt giebt 4 eben so
wohl als + mit +% Diese Ausspriiche soll der Leser augenscheinlich
als einr-an Beweis der p.aradoxischen Zeichenregel akzeptieren, obschon
man dieselben kaum eine Demonstration nennen darf. Euler hitte
beinahe el?enso gut behaupten konnen, das Produkt sei — b, weil
es eben_ mchf das geben kapn, was -+ ¢ mit + b gibt; ein SchluB
den wir spiter (8. 8D) bei Daniel Porro wirklich vorfinden.
]E,juler sucht gar nicht zu entscheiden, inwieweit die Operationsregeln
emfach auf Voraussetzungen beruhen und inwieweit sie wirklich be-
wiesen werden kdnnen.

Die Beweisfiihrungen dieser Regel in anderen Lehrbiichern
weichen gewGhnlich von der Eulerschen bedeutend ab. ,Um zu be-
weisen,” sagt Saunderson), ,dall 4+ 4 multiplizirt mit j 3, —12
macht, multiplizire man + 4 nach einander mit + 3, O und — 3, und
die Produkte machen eine arithmetische Progression; die zwey ersten
sind 12 und 0, das dritte also — 12, und das Produkt von —+ 4 mit
— 3 gleich — 12.% Schreibt man hier iiberall —4 und + 12, statt
+ 4 uwnd — 12, hat man Saundersons Nachweis, daff — -— =
Der Leser muB dabei mit dem Satze ,bekannt gemacht worden seyn®,
daB wenn Zahlen in arithmetischer Progression durch einen Mulbipli-.
kator, oder wenn eine Zahl durch jede Zahl einer arithmetischen
Progression multipliziert wird, die Produkte ebenfalls eine arithme-
tische Progression bilden. Dieser ohne Beweis angenommene Satz
birgt aber wichtige Voraussetzungen in sich.

) Saunderson, Aufl. Griison, 1798, I, S. 113,
6*
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Die Nachweise von Segner?), Karsten?) und Da Cunha?®) ruhen
auf einem unbewiesenen Satz und setzen zu gleicher Zeit stillschwei-
gend voraus, da 1-+b=+1b und 1-—b=—20 ein Teil dessen,
was die Autoren beweisen wollen. Der Satz lautet: Wenn in einer
Proportion die zwei ersten Glieder gleiche (oder ungleiche) Zeichen
haben, miissen die zwei letzten auch gleiche (oder ungleiche) Zeichen
haben. Bs ist 1:a=—b:a (=8, 1:—a="5b:(—a)d
liga=b:a.b 1:—a=—"b:(—a)(—b). Alsomisse + a-— b und
—a-+b=—ab,aber +a-+b und —a-—b =+ ab sem.

Clairaut betrachtet in seiner Algebra (Art. 43, 44, 45, 60) das
Produkt (o —b) (¢ —d), wo (@ —b) so viel mal zn nehmen ist, als
in (¢ — d) Einheiten sind. Man hat (¢ —b)ec=ac—bc Um aber
das richtige Resultat zu erlangen, mub man (a — b)d oder ad —bd
abziehen, wodurch man das wahre Endresultat ac— be —ad + bd
erhilt, ,Bs erhellet folglich zugleich, daB das Glied bd, ... das
Zeichen 1 hat, da indessen die Buchstaben b und d, . .. das Zeichen
— haben® Damit ist aber Clairaut nicht zufrieden. Man mub
noch sehen, ,ob, wenn zwo negative Groien, als — b und — d, keine
positive Grofe vor sich haben, ihr Produkt noch bd sey“. Zu dem
Zweck setzt er a =c¢ =0 und erhilt —b-— d=+bd. Thomas
Simpson geht nicht so weit; er hetrachtet das Produkt von
(@ — b) (¢ — d), ohne am Ende @ = ¢ — 0 zu setzen, und erkennt einen
Vorzug -seines Verfahrens darin, daB Multiplikator und Multiplikand
beide zusammengesetzte GroBen sind. Einfache Grofen, wie — b
und — ¢, unabhiingig von anderen, selen unmdgliche Grofen, wegen
der Unméglichkeit, Btwas von Nichts abzuziehen. Is sei deshalb
licherlich durch wirkliche Demonstration zeigen zu wollen, was das

Produkt von —b und —e¢ oder von Y—1b und J/— ¢ sein mub,
wenn man von den Werten der zu multiplizierenden GroBen keine

Idee habe.
William Frend®) kritisiert das Clairautsche Verfahren a=¢ =0
zu setzen, weil Clairaut das Zeichen — als Subtraktionszeichen

definiert habe, und die Subtraktion, in der Abwesenheit eines Minuenden,
keinen Sinn habe, also —b und —d nicht selbstindig existieren
lsnnen. Der Beweis, den wir von Simpson entnahmen, wird von
Bézout, Sauri, Lhuilier?) und vielen anderen Autoren angegeben.

Tine zweite weitverbreitete Beweismethode entnehmen wir aus

1y Segner, op. cit. I, S. 43. % Karsten, op. cit. I, S. 77, 79. " Da
Gunha, Principios mathematicos, Lisboa 1790, p. 101. # Principles of Al-
gebra, London 1796, p- 514—518. %) Anl. zur Elementaralgebra, 1. Teil, Tibingen

1799. Lhuilier war geit 1795 Professor in Genf.
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den Vorlesungen von Laplace?) 1795. ,Cette regle”, sagt er, ,pré-
sente quelques difficultés. Das Produkt von — ¢ mit & — b ist + 0,
dasjenige von — ¢ mit + b ist — ab, weshalb —a-—0 den Wert
+ b annehmen muf. Diesen Nachweis gaben auch W. Emerson?),
Maclaurin (5. Auflage), Basedow und Paulus Mako.

In den zwei letzten Demonstrationen wird die Natur der stll-
schweigend vorausgesetzten Gesetze leichter wahrgenommen. In beiden
sollte das distributive Gesetz als logischer Vordersatz angefithrt sein.
In allen ,Beweisen“ der Zeichenregel fiir die Multiplikation, welche
im 18. Jahrhundert gegeben wurden, werden Schliisse gezogen, welche
auf kein Grundgesetz zuriickgefithrt werden und deshalb in Wirklich-
keit keine Deduktionen, sondern blofl Expositionen einer in der Praxis
niitzlich gefundenen Verfahrungsweise sind.

Tin Werk, welches der Unklarheit in der Auseinandersetzung
der Grundprinzipien der Algebra semen Ursprung verdankt, wurde
von Frangois Daniel Porro (1729—1795) von Besan¢on anonym
unter dem Titel I’Algebre selon ses vrais principes, 4 Londres,
3 Paris et & Besancon 1789, verdffentlicht. Frither erschien von ihm
Exposition du calecul des quantités négatives, Avignon (Be-
sangon) 1784. Der Autor klagt, in der gewdhnlichen Darstellung
der Algebra hitten die Lelchen + und — je vier Bedeutungen. Das
Symbol — hedeute 1) Subtraktlon 2) negative Grife, 3) Division,

wie in @'~ 4) Multiplikation, wie in *E,,,:,} — 1< a3 parce que la

quantité a® précédée du signe —, devient facteur du numérateur en
changeant son signe. Auch sei die Multiplikationsregel, — - — gibt +,
zu verwerfen, denn diese Regel sei die Ursache des Streits iiber
negative GroBen, Imaginires, den irreduktiblen Fall und Logarithmen
negativer GréBen. Dieses Ubel konne man dadurch beseitigen, daB
man annehme 4.+ gibt + und — - — gibt —  Diese zwel Prin-
zipien giben zwei Kalkiilssorten, deren jede ihre eigenen Regeln
hitte. In diesen Schriften hervorzuheben ist wohl der Gedanke des
Autors, daB Grundoperationen in Algebra hauptsichlich Voraus-
setzungen sind, und daf verschiedene Annahmen verschiedene Arten
der Algebra liefern:

Die Theorie negativer GroBen wird auch von einem Professor
‘der Mathematik an dem Coliége national de Toulouse, Gratien
Olléac, in einer Schrift, Sur des théories nouvelles des
nombres opposés, des imaginaires et des équations du

1) Journal de I'école polytechmique. Septitme et huitieme cahiers. T. I,
Paris 1812, p. 80. %) Treatise of Algebra, London 1780.
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troisieme degré, & Toulouse, an II (1794) bebandelt. Man solle
die Wolfsche Idee der Heterogenitit entgegengesetzter Zahlen, der
sufolge sie miteinander keine Verhiltnisse haben konnen, als absurd
fallen lassen und die Descartessche Idee der Realitit der negativen
sowohl als der positiven Zahlen annehmen.

An der Universitit Cambridge sowie auch auf anderen Hoch-
schulen in England hatte Baron Maseres’ arithmetische Auffassung
der Algebra gegen Ende des Jahrhunderts viele Nachfolger, denn nur
durch die Fortschaffung negativer Zahlen glaubte man die Algebra zu
den auf strenge Beweise gegriindeten Wissenschaften zéihlen uu
diirfen.

Uns ist nur eine Schrift bekannt, worin der Standpunkt von
Maseres kritisiert wird. In einer Schrift On the use of negative
quantities in the solution of problems by algebraic equa-
tions?) beklagt William Greenfield, Pfarrer der St. Andrewskirche
und - Professor der Rhetorik an der Universitit BEdinburgh, daf
Maseres sein (eschick der Umstiirzung, statt der Befestigung,
der Theorien des Negativen zugewandt habe. Er’ selber versucht eine
Erklirung, indem er das Zeichen — immer nur als Subtraktions-
zeichen ansieht. Wenn ein Problem es erlaubt, eine Unbekannte 2
in zwei entgegengesetzten Lagen anzunehmen, dann wird die Glei-
chung, welche die Bedingungen ausdriickt, die z in einer seiner
Lagen verlangt, und deren positive Wurzeln die Werte von 2 fiir
dieselbe Lage geben, zu gleicher Zeit auch, durch ihre negativen
Wurzeln, die Werte von o fiir die entgegengesetzie Lage liefern.
Ahnliches schlieBt Greenfield fir den Fall, wo eine bekannte
GroBe entgegengesetzte Lagen einnehmen kann. Die Rechtfertigung
negativer GroBen beruht also bei Greenfield auf der Kenntnis, daB
wirklich zwei Probleme auf einmal geldst werden, und man fiir beide

richtige Resultate erreicht.
Um den EinfluB von Maseres auf Lehrer der Mathematik zu

erkennen, braucht man nur die Lehrbiicher von Nicolas Vilant?),

Professor der Mathematik an der Universitit St. Andrews zu Edin-
burgh, von Thomas Manning?) in Cambridge, von W. Ludlam?),
Jfellow of St. John's College” in Cambridge, zu durchblittern. Be-
sonders in der Exposition der Gleichungstheorie kommé Maseres’
Standpunkt stark zum Vorschein. Ludlam lehrt, daB entgegengesetzte

, p.o 131

1y Trans. of the Roy. Soc. of Edinburgh, Vol. 1, Edinburgh 1788
% Intro-

bis 145. % Elements of Mathematical Analysis, Edinburgh 1798.
duction to Arithmetic and Algebra, Cambridge 1796.
matics designed for the use of students at the Universities,

don 1809.

4) Rudiments of Mathe-
5th Fd., Lon-

~3
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Groben kein Verhiltnis hitten. Die Proportion —1:1=1:—1 werde
als eine wunderbare Paradoxie angefiihrt, da — 1 (eine Zahl weniger
als 0 und deshalb weniger als 1) zu einer groBeren sein sollte, wie
diese groBere zur kleineren. In diesen Verhiltnissen diirfe man aber
nur die absoluten Werte in Betracht ziehen?).

Nach Maseres war der bekannteste Gegner des Negativen In
England zy, dieser Zeit William Frend (1767—1841). Er promo-
vierte 1780 an Christ’s College in Cambridge als zweiter ,wrangler®
Nachdem er ein halb Dutzend Jahre lang als Tutor der Mathematik
an der Universitit gewirkt hatte, wurde er durch die Paradoxien,
iiber ,Zahlen weniger als Nichts®, tber —a-—1b =+ ab, iiber
imaginire Zahlen, deren Produkt die Iinheit ist, zur Verwerfung
aller negativen und imaginiiren Zahlen und zur Vorbereitung eines
Lehrbuches einer streng arithmetischen Buchstabenrechnung ge-
fiihrt. So entstand sein Werk, Principles of Algebra, London
1796, mit einem Appendix iiber Gleichungen von Francis
Maseres.

Die Argumente, welche diese Gegner der Algebra vorbrachten,
waren unanfechtbar. Der Ausdruck, negative Zahlen sind ,weniger
als Nichts“ oder, nach Newton, ,nihilo minores”, war nicht gehorig
definiert und deshalb paradoxisch. Negative Zahlen, definiert als
solche, die ,abgezogen werden miissen®, waren gewiB sinneswidrig,
sobald der Subtrahend gréBer als der Minuend angenommen wurde.
Man versuchte in den Lehrbiichern das Unmigliche zu tun, niimlich
negative Zahlen aus positiven Zahlen abzuleiten, ohne die Operation
der Subtraktion ausdriicklich zu erweitern oder den Begriff ,weniger
als Nichts“ zu beleuchten. Eine solche Erweiterung oder Beleuchtung
hitte die Verallgemeinerung des Zahlbegriffs erfordert. In keinem
Lehrbuche erschienen aber negative Zahlen in klarem Lichte, als
eine willkiirliche Erweiterung des Zahlbereichs, oder als eine Annahme
(Voraussetzung), welche mit der Annahme positiver Zahlen auf
gleicher Stufe stand und in der Definition selbst die Existenz nega-
tiver Zahlen begriindete.

Die besprochene Reaktion ist eine eigentiimliche Erscheinung in
der Geschichte der Mathematik. Gewi fehlte es dem Robert
Simson, Maseres und Frend an Einsicht, an einem ins Innere ein-
dringenden Erkennen. Sonst, statt negative und imaginire Zahlen,
welehe mnie falsche Resultate lieferten und eine grofie Okonomie im
mathematischen Arbeiten erzielten, zu verwerfen, wiiren sie tiefer in
die Theorie derselben gedrungen, um ihre logischen Grundlagen zn

1 Rudiments of Mathematics, 8. 31.
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entdecken, Der erste, der an der Universitit Cambridge dieses ver-
suchte und die Opposition gegen die Erweiterung des Zahlbereichs zu ent-
fernen strebte, war Robert Woodhouse, welcher 1801 in den
Philosophical Transactions eine Abhandlung iiber Algebra ver-
offentlichte. Eine 1806 dort gedruckte Arbeit iiber imaginire Groflen
vom Abbé Buée soll dem Lesen von Frends Algebra seinen Ursprung
verdanken. HEin Brief von Buée an Frend fiihrt aufy diese Ver-
mutung ?).

In Deutschland erschien 1795 ein Artikel Uber die Lehre von
den entgegengesetzten Grofen?) von Georg Simon Kligel
(1739—1812), Professor zu Halle, worin der Verfasser nahe daran
war, einen' wichtigen Schritt in der Exposition der Algebra vorzu-
nehmen. Er fiihrt acht Vorschriften fiir die gemeinen Operationen
der Buchstabenrechnung an, welche das distributive Gesetz aus-

driicken. . Z. B. VII: |
(@a+b(c—d)=a(c—d) +blc—d)=ac—ad+be—Dd.

Es findet sich hier ein Versuch vor, die Formalgesetze der Algebra
festzusetzen. s wird aber angenommen, daB in der Formel VII der
Subtrahend Xkleiner als der Minuend sei. Jeder Rest und Quotient
wird urspriinglich ale positiv angesehen. Aus VII erhelle es, daB ein
Produkt aus zwel Faktoren das Zeichen — erhdlt, wenn die Iaktoren
verschiedene Zeichen haben.

So lange iiber negative Zahlen keine klaren Begriffe existierten,
ist nicht zu verwundern, wenn imaginire GroBen allgemein als un-
mbglich angesehen wurden. Euler driickt sich in seiner Algebra
(Art. 143, 144) so aus: ,Weil nun alle mdgliche Zahlen, die man
sich nur immer vorstellen mag, entweder gréBer oder kleiner sind
als 0, oder etwa O selbst; so ist klar, daB die Quadratwurzel
von Negativ-Zahlen nicht einmal unter die méglichen Zahlen kdnnen
gerechnet werden.... Von diesen behauptet man also mit allem
Recht, daB sie weder grofer noch kleiner sind als nichts; und auch
nicht einmahl nichts selbsten, als aus welchem Grund sie folglich fiir
ohnmoglich gehalten werden miissen. Kine andere Auffassung findet
man in einem Werke, Eléments de mathématiques a l'usage
des écoles nationales, Toulouse et Paris 1781 (mouv. Ed, Paris,
an X) von Roger Martin (? —1811), welcher sich viel Miihe nimmt,
die Grundprinzipien deutlich darzulegen. Nach Euklid definiert er
die Binheit als den abstrakten Begriff dessen, was irgend ein einziges

) A. De Morgan, Trigonometry and Double Algebra, London 1849, p. V.
%) Archiv d. r. w. a. Math. (Hindenburg), Bd. I, 1795, 8. 309—319, 470—481.
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Dasein vorstellt, und die Zahl als eine Menge gleicher Einheiten.
Irrationale und imagindre GroBen seien auch Zahlen. Nehme man
V/— 1 als Einheit, kénne man 21— 1, 3/ — 1 durch Wiederholungen
erlangen, was fiir den Begriff éiner Zahl geniige. HRien n'empéche
donc de mettre les imaginaires au rang des mombres.

In einer Schrift, On the arithmetic of impossible quan-
tities?) gibt John Playfair (1748--1819), der schottische Mathe-
matiker und Physiker, eine naive Erklirung, warum der Gebrauch
von imaginidren Gréfien zu richtigen Resultaten fiihre. Operationen
mit imaginiren Schriftzeichen, obschon in sich selbst unsmnig, seien
Kennzeichen fiir andere, welche Sinn mit sich fithren. Dies werde bel
der Berechnung von Sinus und Kosinus in bezug auf den Kreis und
die Hyperbel hesprochen. Wenn Untersuchungen, die mit imaginéren
GroBen durchgefiihrt werden, ebenso erfolgreich zur Wahrheit leiten,
als solehe mit reellen Groben, so kénne dieser Umstand nur einer
Analogie zugeschrieben werden, welche zwischen den untersuchten
Gegenstinden existiere, eine Analogie, die so eng sei, daf} jede Kigen-
schaft des einen auf den anderen Gegenstand ibertragen werden
konne. Demmnach kinne jeder Ausdruck, den er beim Kreise abgeleitet

habe, durch Substitution von J/1 fiir V—1, in einen fiir die Hyperbel
giiltigen Ausdruck umgeiindert werden. Die mit imaginiren Symbolen
durchgefiihrten Operationen, obschon an sich absurd, dienen als Weg-
weiser zu - solchen, welche verstindlich seien. Diese Abhandlung
Playfairs machte grofen Eindruck in England, und 1801 fand
Robert Woodhouse?) es noch ndtig, die Unzulinglichkeit dieser
Erklérung hervorzuheben.

Bine eigentiimliche Angabe findet man in W, Emersons Trea-
tise of Algebra, welcher 1780 zu London erschien. Auf S. 67 heiflit
es: ,Wenn imaginfire Wurzeln miteinander multipliziert werden, geben
sie immer —, sonst wiirde ein reelles Produkt von unmoglichen Fak-
toren entspringen, was sinneswidrig wire. Also V=—ax=<)—0= V—ab,
und Y— a < — 1/ —b=—V—ab, ete. Auch V—ax< V=a=—a,
und V= a < —V—a =+ «q, et Diese widerspriichlichen Angaben
werden nicht weiter erklirt oder angewandt. Uberhaupt ist die Ent-
wicklung fandamentaler Begriffe bei Emerson sehr mangelhaft.

In Huttons Mathematical and Philosophical Dictionary,
London 1796, wird im Artikel ,Imaginary“ hervorgehohen, dafi man
iiber die Arithmetik imaginirer GroBen noch keine Ubereinstimmung

1) Phil. Trans., Vol. 68 for the year 1778, Pt. I, p. 318—3843. 3 Phil.
Trans., 1801, 8. 89. ‘
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erreicht habe. Euler schreibe in seiner Algebra (J/— 3)°=

getze aber Y—1- -} — 4=714=2 Wie konne die Gleichheit oder
Ungleichheit der Faktoren die Zeichen beeinflussen? Er schreibe

]/—i_:l‘ = K—:}{:i— —71~=1, woraus J—1 - V—1=V+ 1 zu ziehen
gei. Uber die Behauptung von Emerson, daB das Produkt imagi-
nirer Grofen selbst imaginiir sein miisse, bemerkt Hutton, daB

die Schriftsteller in ihren Ansichten hieriiber ziemlich gleich geteilt

auch

selen.
Imaginiive Zahlen werden in der Geschichte der Gleichungs-

theorie sehr oft auftreten. Auch spielen sie in der Diskussion iiber
Logarithmen von negativen Zahlen eine hervorragende Rolle.

Wir lassen nun einige Einzeluntersuchungen folgen.

Die Zerlegung eines Bruches in Partialbriiche wird von Nicolaus
FuB in seinen Meditationes circa resolutionem fractionis
2/(z — a)(x — b)(# — ¢)(z — d) ete. in fractiones simplices, nbi
simul demonstratio insignis theorematis arithmetici occur-
rit?) durch einen von dem Verfahren Enlers in seinen Institutiones
caleuli integralis verschiedenen Vorgang ausgefiihrt. Fuf setat
(M), (@™/(x — a)(x — b)(ete.) = e/w — a + f/z — b +---, multipliziert
nun mit (z — a) und nimmt z = a, woraus « = a™/(a — b)(a— ¢)(etc.)
hervorgeht. Die gleiche Methode ergibt die Werte von f§, 7, ..
Multipliziert man beide Seiten von (I) mit z, und setzt » = co, hat.
man 1 —a-+pf -+, wenn m -1 der Anzahl Faktoren n gleich
ist; wenn aber m 4 1 < ist, exgibt sich O =« + 8 +--- Letztere
Formeln enthalten den im Titel angedeuteten arithmetischen Satz.

Eine neue Bruchvereinfachungsmethode wurde von Euler in der
Abhandlung Nova methodus fractiones quasconque rationales
in fractiones simplices resolvendi®) auseinandergesetzt. Wir

wihlen das einfache Beispiel eines Bruches g, dessen Nenner den Falktor

(2 — a)? hat. Man setze 2z =a + @ und gebe dem Bruch die Form

A4+ B Ol .- 1 1
B'iUZib?miF...'E?:w_z(a‘l"ﬂw+7Jm2_{—...)J

woraus sich oc=£}, ﬂsgr—%, ergibt, Die Methode ist auch
quf transzendente Funktionen anwendbar. In der Behandlung des

sin @ : . . . -
, 2 werden, im Laufe der Analysis, 1maginare
Bruches ton @ — 008 @ 2 e Y818, 5

) Acta Acad. scient. imp. Petr. pro anno 1777, pars prior. Petropoli 1778,

p. 91104, ?) Ebenda. 1780, pars prior. Petropoli 1783, p. 32—46.
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Winkel eingefiihrt, die von der Unerschrockenheit, mit welcher Euler
imaginire GroBen zn gebrauchen gewtohnt war, Zeugnis geben.

Finen Satz iiber Mittelwerte teilt Johann Nikolaus Tetens
(1736—1807), Professor in Kiel, in einer Schrift, Beweis eines
Lehrsatzes von dem Mittelpunkte der Coefficienten in den
Polynomien®) mit. Tr sei darauf bei der Berechnung von Leib-
venten gekommen. Hat man P=a 4+ bz +ca* 4+ - - - F{a™ und
‘@(a—l—b—{—c—}—---—i-t) —Db+2c+3d+---+mt, auech ==«
+ fa + ya* + - -T2, WO vie+B+ - +)=p+2y+ - tnur,
dann hat manin PI=A+ Bz +--- +Tam (w+v)(A+B+- -+ T)
—B+2C+ .- -mnl. Dann folgen Betrachtungen iiber das Durch-
schnittsglied. '

Burja?) schligt fir den Elementarunterricht eine Methode zur
Logarithmenberechnung  vor, weleche direkter sei als die #lteren
Methoden und geringere Kenntnisse voraussetze als die Reihen-
methode. Sie besteht in der sukzessiven Ausziehung der Quadrat-
wurzel von 10, dler 5. Wurzel dieser Quadratwurzel, der Quadrat-
wurzel des letzten Resultats usw., um dadurch die Zahlen zu finden,
deren Logarithmen 0,5, 0,1, 0,05, 0,01, 0,005 usw. sind. Durch Kom-
pination dieser Resultate kann irgend ein Logarithmus im Briggschen
Systemg gefun-den werden. In einer anderen Schrift, Essal d’un
nouvel algo.rlthme des logarithmes®) schligt er den Logarithmus-
kalkiil als eine den sechs primitiven Operationen der Arithmetik
(Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, Potenzierung, Warzel-

ausziehung) anzureihende Operation vor, und bezeichnet mit % = M

eine Zahl @, deren Logarithmus, zur Basis b, m 1st.

Christian Kramp (1760—1826) entwickelt in einer Abhand-
lung, Fractionum Wallisianarum Analysis%, einen Kalkiil fiir
die Berechnung der Werte von Briichen wie der von Wallis ge-

brauchte Ausdruck von % Kramp schreibt a(a + v)(a +2v) - -

(¢ +ny —w) so @™, wo m an dieser Stelle nur als Separations-

zeichen dient. Er erhilt am7" = (a + qwy ™" = ™" = (@ + my)"™"
b—a h—a

may . jmar Y Y

und, wenn a-+nv=>5, @I =a’ —(a+my) "

Nimmé man b — ¢ = d und m unendlich grofl, dann wird a(a+v)
LS 4
(a-+2v) ete. in inf.~(a+d)(a+d+ v) ete. in inf. = @ (00 w)".

Y Leipziger Magazin fiiv r. u. a. Math. (Hindenburg), 1787, 5. 55—62.

) N. Mémoires de I'acad. roy. des sciences, 1786—11787, Berlin 1792, p. 433—478.
% Ebenda, 1738 et 1789, Berlin 1793, p. 300—325. 4 Nova Acad. Elect.

k3

Moguntinae scient. utilium, ann. 1797—1799, Erfurti 1799, p. 257—202.
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Nun wird ¢™”" in die Reihe entwickelt g™ (1+ Aa v+ Ba*»? 4
etc, wo A -+m(m+1)=(m—1)+2(m+1), 2B+ (m—1)(m+ 1)

=A(m—1)+2(m+1— % , etc., oder, wenn diese divergiert, in

die Reihe U(l + Au + Bw’ +.--), wo u=wv-+ (a4 nv) und
U= a""(a + nv)" - (a« +mv)y*". Auf den Bruch ;2-; ;%gg

etc. angewandt, wird dessen Wert 227%- 277" Lerechnet. Wenn

man 1n :
ginmax  m l—m 14m 2—m 24m

sinnmw  n l—n 14n 2—n 24w ete.

o 1 . 1 . . 1
fir n, - —n, und fiir m, - — M schreibt, hat man einen ihnlichen

Bruch, der, fir m =n, einen Ausdruck fiir tan mzx liefert, welcher
Kramp neu zu sein glaubt, da dem berithmten Pfaff, in seinem Werk
Beitrige zur Summationslehre, die Herleitung einer solchen
Form nicht gelungen sei.

Wichtige Untersuchungen wurden von Waring in England vor-
genommen.

Edward Waring (1734—1798)1) wurde bei Shrewsbury ge-
boren, -ging 1753 auf das Magdalen College in Cambridge, wo er 1757
promovierte und ,senior wrangler ward. Er wurde 1760, bevor er
durch Erlangung der Magisterwiirde sich qualifiziert hatte, zum
Lucasianprofessor der Mathematik in Cambridge erwihlt. Franeis
Maseres war semn Rivalkandidat. Wegen seiner Jugend fand Warings
Kandidatur Opposition. Um seine Fihigkeiten zu zeigen, sandte er
vor der Wahl das erste Kapitel seiner Miscellanea Analytica
herum, welches von William Samuel Powell wegen einiger nnbe-
deutender Fehler angegriffen wurde. Es erschienen mehrere Streit-
schriften. Waring wurde in diesem Streite von seinem Freunde, John
Wilson vom Peterhéuse College, unterstiitzt. Seine Miscellanea
analytica de aequationibus algebraicis et curvarum proprie-
tatibus wurde 1762 zu Cambridge verdffentlicht, seine Meditationes
algebraicae 1770, seine Proprietatis algebraicarum curvarum
1772, seine Meditationes analyticae 1776. Diese Werke ent-
halten viel Neues, sind aber in der Darstellungsmethode sehr mangel-
haft. Er soll in Cambridge keine Vorlesungen gehalten haben. Seine
tiefen Untersuchungen waren zur Mitteilung durch Vorlesungen nicht
geeignet, sagt Dr. Parr. Waring soll gestanden haben, daB er in
England, aufler in Cambridge, von niemandem je gehort habe, der
seine Schriften gelesen und verstanden habe. Mit Mathematikern des

D) Pictionary Nat. Biog. (L. Stephen).
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Festlandes scheint er wenig in Briefwechsel gewesen zu sein. Im
Jahre 1782 bemerkte er, daB er 1763 ein Exemplar seiner Miscel-
lanea an L. Euler, und 1770 Exemplave seiner Meditationes
algebraieae an D’Alembert, Bézout, Montucla, Euler, La-
grange und Frisi geschickt habe. Aber nur Frisi habe den Enmpfang
des Werkes bestitigt!). In seinen Schriften erwihnte aber La-
grange 1771 die Verdienste Warings. Die Meditationes alge-
braicae seien ein ,ouvrage rempli d’excellentes recherches”?). Waring
wurde 1763 als Mitglied der Royal Society of London aufgenommen,
aber sechon 1757 schickte er, wie er selber erzihlt®), einige Unter-
suchungen ein, welche er zur Zeit seiner Kandidatur 1759 drucken
lieB. TUnter diesen soll eine Methode, die Anzahl imagindrer Wurzeln
in der Quartic und Quintic und in 2" + A&™ 4+ B =0 zu finden, ge-
wesen seinf). BEs ist wahrscheinlich letztere Mitteilung, welche 1764
von der Royal Society gedruckt wurde®). Ohne Beweis fithrt er dort
Sitze tber die Anzahl komplexer Wurzeln der Gleichungen
w4 qat—re +s5=0,2°+q2"* —ra® +sx — ¢t =0 an. Ist in der
Quartic der Ausdruck 256s° — 128 ¢°s® + (144+%q + 16 ¢%) s — 27
7+ — 477¢® negativ, so existieren zwel imaginire Wurzeln; ist dieser
Ausdruck positiv, und entweder — g oder g2 — 45 negativ, dann sind
alle Wurzeln imaginiir; verschwindet dieser Ausdruck, und ist ent-
Wede.r — ¢ oder ¢* — 45 negativ, so sind die zwei ungleichen Wurzeln
imaginéiv. Ahnliche, aber viel weitliufigere Ausdriicke sind fiir die
Quintic angegeben®). Waring war der erste, ein solches Kriterium
fiir die Quintic abzuleiten. Dieses ist durch eine von ihm erfundene
Transformation erzielt worden, wodurch eine Gleichung deduziert wird,
deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeldifferenzen der vorgelegten
Gleichung sind, um dadurch notwendige, sowie auch hinreichende Be-
dingungen fiir das Vorhandensein imaginirer Wurzeln zu erhalten.
In den Miscellanea analytica, 1762, 8. 17, werden die drei ersten
Glieder der allgemeinen transformierten Gleichung ohne Ableitung an-
gegeben. Wenn die Zeichen derselben bestindig abwechseln, habe
die vorgelegte Gleichung keine imaginiren Wurzeln. Dieses beriihmte
Verfahren hat spiiter Lagrange unabhiingig ausgearbeitet. In seinen
naehfolgenden Werken hat er aber Warings Prioritit angezeigt”).
Waring fingt in den Miscellanea analytica mit der Ab-

) Meditationes algebraicae, Ed. tertia, 1782, p. XXI % Lagrange,
Qeuvres, T.111, p. 370. %) Med. alg. 1782, p. XXVIIL 4) Phil. Trans. (London),
Vol. 77, 1787, p. 71. Vgl Med. alg. 1782, p. 91. % Phil. Trans., Vol. 53. For
the year 1763, London 1764, p. 204—208. % Abgedruckt in Med. alg. 1782,
p- 85, und in Lagrange, De la résol. des équab. num. Note IIL ™ De la
résolution des dquations numériques, Paxis, An VI, Note IIL ‘
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leitung seiner Formel fiir die Potenzsummen der Wurzeln an. Sie
unterscheidet sich von den Newtonschen dadurch, daB statt durch
rekurrierende Darstellung eine Summe s, durch Summen niedrigeren
Grades, S,_1; Sy_gy -+ AU berechnen, sie die Summe ganz unabhingig
von fritheren Ergebnissen darstellt. Auch fiihrt Waring eine Formel
fir die Darstellung eines Koeffizienten der Gleichung durch die
Potenzsummen 8, Sy, - .. an. Gleichfalls als Waringsche Formeln
bekannt sind diejenigen?®), mittels welcher man beliebige ganze sym-
metrische Funktionen mit Gliedern o“f?p°d%¢® usw. direkt als Funk-
tionen der Gleichungskoeffizienten ausdriicken kann. Er skizziert
dann das Verfahren, mittels symmetrischer Funktionen eine Gleichung
su finden, deren Wourzeln irgend eine gegebene Relation zn den

Wurzeln einer oder mehrerer gegebenen Gleichungen haben. Durch
1
die Annahme v =7 komne man dasselbe zur Wegschaffung von

1
Radikalen z* anwenden. Um imacinire Wurzeln einer Gleichung
o) o

@2 — pa?n—t 4 qatnm? —ra?n? 4 ete = 0 zu entdecken, gibt er
ohne Nachweis die Regel S. 18: Man eliminiere v aus den zwel Glei-
chungen 2nv?"~'— (2n — Dpvr-t 4 (20 — 2)qv*" % — ete. = 0
and 227 — poPn=! & go?n~? — ete. = w; weun in der resultierenden
Gleichung w?"~1— Pw?"~? 4 Qui"~*—ete. = 0, P, , ete. alle positiv
sind, habe die vorgelegte Gleichung keine reellen Wurzeln. Um die
Grenzen von Wurzeln zu bestimmen, transformiert er die gegebene
Gleichung in eine andere, deren Wurzeln die reziproken Wurzel-

differenzen 1/(« — B), 1/(¢ — p), 1/(e — 8), etc. der vorgelegten Glei-
chung sind. Diese Methode wurde spiter von Lagrange wieder er-

funden?).
Waring nimmt Wurzelformen wie

_ a:=7]1/w—{—1/———_bE —I—i/CL—VA:z)_“;
an, und berechnet durch Wegschaffung der Radikalen die entsprechende
Gleichung. Mit einer solchen Auflssungsmethode hatte Fuler schon
1732 (Bd.IIT%, 5. 574) experimentiert. Fiir die Quartic machte Waring die
Annahme®) ¥ = Yo+ ¥VB+ ¥y und leitet die kubische Gleichung
sur Bestimmung von «, §,  ab. Fir die Quintic macht er die ganz
shnliche Voraussebzung) # =3¢ + B+ ¥y + V0 und 1Bt dann
die unklare Bemerkung folgen: ,Ich habe durch Berechnung gefunden,
daf die biquadratische Gleichung, deren Wurzeln «, 8, y, 0 sind, not-

1y Mise. analyt., p. 8. ? Lagrange, op. cit., Note IIL % Mise.

a,halyt., p- 45. 4 Ebenda, p. 47.
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wendig irrationale GroBen habe, und daB die vorgelegte Gleichung
durch diese Methode micht auflosbar ist“l). Wasg sollen irrationale
Gr5Ben hier bedeuten? Waren nach der Amnsicht des Verfassers
Irrabionale anderer Natur als Radikale? Oder griindete er seinen
Einwand gegen irrationale Koeffizienten der Quartic auf die schein-
bare Unmoglichkeit dieselben zu berechnen? Dab die Auflésung von
Gleichungen gewdhnlich auf der Losung von Hilfsgleichungen héoherer
Grade beruht, davon hat sich Waring durch seine Beispiele von
Gleichungen, welche vorgelegte Wurzelformen haben, iiberzeugt?).
Waring schligt aber noch eine andere Wurzelform vor, welche
einige Jahre spiter gquch Euler und Bézout benutzten. Mt lako-

nischer Kirze sagt Waring®): ,Aufruldsen s =a Vp + Y p?
FeVp o+ dVpr . AV + BYP T+ OVp' = DYyt Man
rotte die irrationalen Groflen aus und erhalte

gt —n>aD+ b0+ cB+dA, ete. 2" ~? 4 ete. = 0.

Daraus kann man die Auflésung kubischer Gleichungen entnehmen.”
Letztere Losung wird durchgefiihrt.

Im 18. Jahrhundert beschiftigte sich die Pariser Akademie der
Wissenschaften dreimal mit der Bestimmung der Anzahl imagindrer
Gleichungswurzeln. Das erstemal 1743 als de Gua einz Ab-
handlung mitteilte; das zweitemal, als Fontaine seine Resultate vor-
legte, und das drittemal, als 1772 du Séjour seine Studien verdffent-
lichte. Die Untersuchungen von de Gua und die erste Schrift von
Fontaine sind schon im dritten Band dieser Geschichte besprochen
worden. Eine zweite Arbeit des Fontaine, I’art de résoudre les
équations, wurde 1764 verdffentlicht). Hs ist ein langer Aufsatz,
welcher die Methoden seiner ersten Schrift auch auf Gleichungen
4. und 5. Grades anzuwenden sucht. Er zihlt fiir guartische Glei-
chungen 617 mdgliche Fille auf. Sein Verfahren ist fiir praktische
Zwecke ungeeignet und von theoretischer Seite, wie Lagrange®) her-
vorgehoben hat, unbefriedigend.

In einer Abhandlung De functionum algebraicarum integra-
rum factoribus trinomialibus realibus commentatio®) nimmt
Franz Ulrich Theodor Aepinus (1724—1802) die Wurzelexistenz

stillschweigend an und zeigt, dal, wenn &+ m + n)/—1 ein Faktor

) Man sehe auch Meditationes algebraicae, 1782, p. 182, 183. %) Miscel-
lanea analyt., p. 47. % Ehbenda, p. 44 4) Mémoires donnés & l'acad. roy. des
sciences, non imprimés dans leur temps. Par M. Fontaine, de cette académie,
Paris 1764, p. £32—588.  °) De la résol. des équat. num., Note VII. % Novi
Comm. acad. Sc. imp. Petropolitanae, Tom. VII, 1760 et 1761, Petropoli 1763,

p. 169—180.
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von a™ 4 gzttt .., es 24+ m —n}—1 auch ist. Dabei wihlt
er fiir m 4+ n}/— 1 die trigonometrische Form «(cos® + sin dY—1),

so daB

2’ = o’ (cosv® + sinvd Y — 1).
Durch Substitution des Wertes von z ergibt sich die Gleichung
P+QY—=1=0 und P=@Q =0, worauf dann folgt, daB z—
e(cos® — sin®})/— 1) die Relation P — Q1—1 liefert und des-
halb eine Wurzel -der vorgelegten Gleichung ist.

In der Abhandlung De Resolutione aequationum cuiusvis
gradus?) macht L. Euler einen seiner Abhandlung?) von 1732 iihn-
lichen Versuch, die allgemeine Auflgsung algebraischer Gleichungen
zu finden. Wie vor dreiBig Jahren, so glaubt er jetzt aus der Tat-
sache, daB eine quadratische Gleichung durch die Ausziehung von
Quadratwurzeln, eine kubische Gleichung durch Ausziehung von
Quadrat- und Kubikwurzeln, und eine Gleichung vierten Grades durch
Ausziehung biquadratischer Wurzeln -geldst werden kann, annehmen
zu diirfen, daB sich die Wurzelform einer Gleichung #n*® Grades
durch Radikale nicht hoher als #'" Ordnung ausdriicken lasse.
Statt aber, wie 1732, fiir eine solche (vom zweiten Gliede befreite)
Gleichung die Wurzelform von » — 1 Gliedern

n) n n
s=VetVB+Vy+--
anzunehmen, stellt er jetzt einen allgemeineren, gewisse Schwierig-
keiten der #lteren. Form vermeidenden Ausdruck auf,

z=w+AVo + BYS + .-+ QY
wo w eine rationale Zahl ist, und .4, B, ..., @ entweder rationale
Gr5Ben oder mindestens keine n®® Wurzel enthalten®. Er hoffe, daB
diese Form allen Anforderungen geniige, da die iibrigen Wurzeln da-

durch bestimmt sind, daB man fiir v nacheinander alle Werte von

¥1%v einsetzt. Die Voraussetzung, daB 4, B, ..., ¢ im allgemeinen
algebraische Zahlen seien, ist in unserer Zeit als unmoglich anerkannt.
Euler zeigt, daB die Wurzeln der Gleichungen der ersten vier Grade
sich auf diese Weise ausdriicken lassen. Durch die Tatsache, daf
alle damals bekannten, auflésbaren Gleichungen diese Wurzelform
besaBen, ist Euler von der Richtigkeit seiner Annahme iiberzeugt.
HAus diesen Griinden, sagt er, ,ist die neue Wurzelform zur hchsten
Wahrscheinlichkeit erhoben. Bemerkenswert ist es noch, dab Eulers
Form in etwas priziserer Fassung die Grundlage des Abelschen Be-

1 N. Comm. Petr, T. IX, pro annis 1762 et 1763, p. 70—98. %) Diese

Vorlesungen, Bd. [T, 2. Aufl,, S. 574
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weises der Unméglichkeit der algebraischen Aufldsungen hdherer
Gleichungen bildet!). In der Aufldsung der vom zweiten Gliede be-

freiten biquadratischen Gleichung setzt Euler x — AV + BY
4. 0 ¥+® und findet dann die Gleichung vierten Grades, welche diese
Waurzelform hat. Quadriert man beide Seiten von # — B}v = AV
4 C %% so erhilt man «*— 2Bz Vo + Bo — A2Vo + 2 A0
L (%Yo oder af+ (B2 —2A4C)v =2BzVv + (4°+ o) - Vo
Quadriert man abermals, so erhdlt man die rationale Gleichung
at = 2(B+24C)va® + 4 (A% + C*v) Box 4 A'w — Bio? 4 (*o° +
4 ABRCOY: — 2 A20%2. Wem a = ]/7—“]7, b=—1¢=— ]/:"17 dann
sind die drei iibrigen Wurzeln dieser Gleichung 2z = Ada ]L/IE + Bbi‘/ﬁ
+ CeY®, w=AbVo+ BYE + OOV, @ = dco + Boie +
Ca W Ist nun die gegebene Gleichung z'= A'2? - B'x + (!, so kann
man die Werte von 4, B, C, v dureh die Gleichungen 4" =2(B%+ 2.4 C)o,
B — 4 (424 C) By, = (24 Copo— (B + 2 AC)0t 4 8 A B (o
bestimmen. Setzt man B =1, so erhilt man die kubische Gleichune
fiir die Bestimmung von v, ndmlich, )

s 1 ., 1 1
W——Aﬁ+m(ﬁpm%‘_1?—
B) 1 C i A?) o ();]:B = 0.
Die vier Wwrzeln gibt Huler in dieser Form:

— 1 T [
r = V"/ + 21/51/3 V@ + 24w — 492

Vi VIV e i,
2V : ’

- 1 _7"77, —
zt=—Vv +;%V—B Vo + 2 A" — 492,

e — Yo — 2V B Ve L 240 —
X Vo 2]/51 B'Vo+240— 4%

FEuler wendet diese Methode auf die Gleichung fiinften Grades
2P = A2+ Ba2*+ C'z+ D an. Die angenommene Wurzelform st
nun z = AYo + BY9T+ CY+* + DV/v*. Das obige Verfahren be-
folgend, bildet er vier Gleichungen fiir die Bestimmung der Werte
von 4, B, ¢, D, v. Die Elimination von 4, B, C, D fiihrt er aber
picht durch. Er hiitte eine Gleichung des vierundzwanzigsten Grades
in v gefunden. Es folgen nun Bemerkungen, die wir in deutscher

Y Vgl. J. Pierpont, ,Zur Geschichte der Gleichung des V. Grades (bis
1858) in Monatsh. f. Math. u. Phys., VL Jahrg,, Wien 1895, S. 28.

CaxToR, Geschichte der Mathematik IV.
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Ubersetzung wiedergeben: ,Wenn nun gegenteilig die GroBen A, B,
O, D, sowie der Buchstabe », durch die Koeffizienten A', B, (', I’
bestimm?t werden konnten, hitte man die allgemeine Auflgsung aller
Gleichungen fiinften Grades. Aber gerade darin liegt die grofte
Schwierigkeit, da kein Weg offen steht, die Buchstaben 4, B, C, D,
von welchen zwar einer nach Willkiir angenommen werden kann,
nacheinander so zu eliminieren, daf eine Gleichung mit einer ein-
zigen Unbekannten v und den gegehenen Werten A’ B'(C" 1) entstehe,
die auch keine iiberfliissigen Wurzelzeichen einschlieffe. Wir diirfen
gewif vermuten, dal, wenn diese Elimination richtig durchgefiihrt
ist, man endlich eine Gleichung vierten Grades erhalten wird, welche
den Wert von v selbst festsetzt. Denn wenn die Gleichung einen
hoheren Grad erreichte, dann wiirde der Wert von » selbst Wurzel-
zeichen desselben Grades enthalten, was verstandeswidrig erscheint.

Auf Spezialfille ibergehend nimmt er 1) ('= D =0 an und er-

halt die aufldsbare Gleichung 2° =5 Pz® + 5 Qz + % + %3, 2) b=

C =0 an und erhdlt die Gleichung #* =5 Pz* — 5 PPz 4+ D), deren
Auflosung schon friither De Moivre gezeigt hatte, 3) die Koeffizienten
A, B, ¢, IV als gewisse rationale Funktionen fiinf neuer Grilien
an und erhilt eine Gleichung, deren Wurzeln bekannt sind.

Diese Abhandlung wurde 1785 von Graf Franz Schafgotsch?)
und 1791 von J. A. C. Michelsen?) in das Deutsch iibersetzt. Hin
miihevoller Versuch Schafgotschs, die von Buler angedeutete Resol-
vente zu finden, blieb ohne Erfolg.

Ungefihr zu gleicher Zeit erschien eine andere hervorragende
Arbeit, Sur Plusieurs Classes d’Equations de Tous les Degrés,
qui admettent une solution algébrique?®), aus der Feder von
Btienne Bézout. Br geht von der Idee aus, daB alle binomischen
Gleichungen auflosbar sind. Wenn es deshalb méglich wire, alle
Gleichungen in binomische zu transformieren, hitte man das Ziel er-
reicht. Er erklirt seine Methode durch kuhische Gleichungen und
nimmt dann das Studium derjenigen %%*® Grades auf Es sel
28 4+ pa® + qx + r = 0 die vorgelegte Gleichung. Man setze y* 4/ =0
‘und (z +b)y ==z + a. Letstere Gleichung wird so gewiihlt, daB die
Elimination von ¥ zwischen den zwei letzten eine kubische Gleichung
gibt, die mit der vorgelegten verglichen werden kann. Man erhiilt

e
——rer—

1 Abh. d. Bohmisch. Gesellsch. d. Wiss., Prag 1785, 8. 177—236, 1. Abteil.
%) Theorie der Gleich. aus den Schriften der Herren Euler u. de la Grange,
Berlin 1791. %) Histoire de I’Acad. Roy. des Sciences, Année 1762, Paris 1764,

P. 17—73.
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. a 3 3

auf diese Weise p= 3 g’fﬁ_{;f)h, q= 24 1:5_%1)-11 , = %Z%ZL Eliminiert
man %, dann hat man p(a-+0)—3ab=g und p(a®+ ab+ b%)
— 3ab(a + b) = 3, woraus man weiter erhilt o 4 b= gg__f; und

— 3 pr . . . .
ab_—qw P Ps sind nun @ und b die zwei Wurzeln der Glei-

pP—3¢
_pg=9r €= 8PT g Man : 53 _p—3a
chung a? s T piBg . Man hat jetzt 9® = — h = T
a—Dby . . Ll
und £ = -—-—=%>, woraus sich endlich
y—1

g sp 5V (Ba—pPBb—p) + 3V [(Ba—p) (30 — p)]

ergibt. Diese Methode verfolgend, sucht er nun die Bedingungen
dafiir, dab die Gleichung »'** Grades sich in eine binomische transfor-

mieren lasse. Iir nimmt ¢” + h = 0 und v = —{:__—Z an, und eliminiert
y. Br erhilt eine Gleichung #'® Grades in », worin er das zweite -
Glied gleich Null setzt und so h = — Z erhilt. Alle Koeffizienten

der resultierenden Gleichung sind rationale Funktionen von @ und b.

Es konnen deshalb die zwei Koeffizienten des dritten und vierten

Gliedes willkiirlich angenommen werden, wonach sich alle tibrigen

als Funktionen dieser zwei ausdriicken lassen. Dies sind die ge-
suchten Bedingungen. In der Auflosung einer Gleichung n'™ Grades
welche diesen Bedmounﬂen entspricht, lose man anfangs eine gunadra-
tische Gleichung, deren Wurzeln @ und » sind. Dann kénnen % und
y berechnet werden, sowie z. Die allgemeine algebraische Aufldsung
vou ¥ + v =0 kannte Bézout nicht; er verfolgte die De Moivre-
sche trigonometrische Behandlungsweise. Hr untersucht dann die
Gleichungen, deren Wurzeln die Form z = Va*~1 -+ Va7~ 2%, n <8,
haben, und zeigt, daB der irreduktible Fall, wo @ und b imaginir
sind, fiir # reelle Werte gibt.

Bézout setzt seine Untersuchungen in einer zweiten Abhand-
lung, Sur la résolution générale des équations de tous les
degrés?) fort. Unterdessen ist ihm Eulers Arbeit von 1762 bekannt
geworden. Sein jetziges Verfahren liBt sich auns seiner Behandlung
der biquadratischen Gleichung ersehen. Kr sefzt 4* — 1 =0 und
ay® +by* +ey+ o= O Multipliziert man letztme mit ¥y, o5 . .
erhalt man

) Histoire de 1'Acad. Roy des Smences Année 1765, Paris 1768, p. 533

bis 552.
7*
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ay + by + ey + 2 =0,
by} + ey + oy + 0 =0,
cy® +ay +ay-+-b=0,

zy’ + ay* + by + ¢ =0,

aus welchen sich durch Elimination von #% #% y eine Gleichung
vierten Grades in x ergibt. Vergleicht man deren Koeffizienten mit
p, g, ¢ in at+ pa*+ qw + =0, so hat man die Bestimmuugsglei-

chungen 4ac+ 208 = —p, 4a®0 +4b* =g, o' +¢ — V" —2d%
+ dab®c = —r. Sucht man nun ¢ und ¢ zu berechnen, so erhiilt

man eine Gleichung des 24'™ Grades; sucht man aber zuerst b, dann
hat man eine des 6*® Grades, die als eine kubische angeschen werden

kann. Die Werte von z erhalten die Form

z=—a—b—c¢

x=-+a—0b-+c¢

g="daV—1+b—cV—1,
€r = — aV———I 4+ b + c]/:ﬂ]d.

Wenn der Exponent n eine zusammengesctate Zahl ist, wird emn
sweites, etwas kiirzeres Verfahren heschrieben. Die Bestimmungs-
gleichungen fir den Fall » =5 findet Bézout abschreckend. ,0b-
schon ich diese letzten G(leichungen auf mehrere Weisen veriindert
und verschiedene Mittel zur Abkiirzung der Elimination gefunden
habe, bin ich doch mnoch nicht imstande, die SchluBresultate anzu-
geben.”  Auch sagt er: ,Durch den Vergleich von Hulers Abhand-
Jung mit der meinigen sieht man, daB, obschon beide Methoden zu
den gleichen Resultaten fithren, wir voneinander hedentend ahweichen
in der Schitzung des Grades der Gleichung, auf welcher die Auf-
J6sung der vorgelegten Gleichung hberuht. Dieser gelehrte Analyst
glaubt, dieser Grad sei immer niedriger als der der vorgelegten Glel-
chung; ich glaube im Gegenteil, er ist immer viel hoher, dal} aber
die Gleichung keine anderen Schwierigkeiten als jene aller niedrigeren
Grade umfaBt” Der Grad dieser Resolventen sei n(n— 1) ---2- 1,
and der Exponent der Unbekannten jedes Gliedes sel ein Vielfaches
von . Die GréBen @, b, ¢, ... nennt Bézout coéfficiens indéter-
minés, ohne eine Memung zu dubern, ob sie algebraisch seien.

Die Eliminationsmethode, welche heutzutage die Fulersche ge-
nannt wird, ist in seiner Schrift Nouvelle méthode d’éliminer
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les quantités inconnues des ¢quations’) erklint. Er zeigh den

Gedankengang zuerst an den speziellen Gleichungen A2+ Pe+Q=0
, N (22

—(z—w) (s +A) wmd &+ pFtgz+r= 0=(z—w)(+ az+ 1)

wo w die gemeinsame Wurzel und A, ¢, b unbestimmte Koeffizienten

sind. Daraus folgen
(22 4+ Pz + Q) (2 + az +b) = (£° + p2t gz +o)(e + A),

und die Bestimmungsgleichungen P +a=p+ 4, @+ Pa+b=
g+ pd, P+ Qa=qd+r, Qb—=rd, welche durch Elimination
von A, a, b das erwiinschte Resultat liefern.

Wilhelm Otto Reitz (1702—1768), ein Lehrer in Rotterdam
und Middelburg, vertffentlichte eine Schrift?) tiber die Anfldsung der
Quartik, worin er Kunstgriffe angibt, um Fille zu 18sen, wo durch
Addition eines Trinoms 2’4 2abz + b* zu beiden Seiten, die Seiten
Quadratformen annehmen konnen.

Bézouts Untersunchungen iiber die algebraische Auflosung von
Gleichungen fithrten ihn zu dem Kliminationsproblem. Er f&nd, daf}
Newtons Hliminationsmethode, durch Aufsuchung des groften ge-
meinschaftlichen Teilers, &fters fremde Losungen g¢ibt, dall das Ver-
fahren von Iuler und Cramer, durch symmetrische Funktionen,
nur auf zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten auf einmal anwend-
bar ist. L Falle mehrerer Gleichungen mfisse man sie paarweise
nehmen und die HEndgleichung sei hoheren Grades als notwendig ist.
In einer Abhandlung Sur le degré des équations résultantes de
I’évanouissement des inconnues?®) fiingt Bézout mit einem
Lemma an, um die Resultante vou # linearen Gleichungen mit # Un-
hekannten wu finden. Sind @, b, ¢, d,... die Koeffizienten der ersten
Gleichung, «, ¥, ¢, d,. .. wnd a”, V", ¢", d", . .. diejenigen der zweiten
und dritten Gleichung usw. dann bilde man die Permutationen b,
ha und schreibe ab — ba. Mit diesen zwei und ¢ bilde man alle
mdglichen Permutationen und beachte einen Zeichenwechsel, wenn ¢
in @b oder ba seine Stelle #ndert. Man hat abe — acb + cab — bac
+ bea — cba.  Auf gleiche Weise verfahre man mit dem Buchstaben
d und den iibrigen Koeffizienten der ersten Gleichung. Setzt man
den letzten Ausdruck gleich Null, so hat man die Bedingung, daf die
vorgelegten Gleichungen simultan scien. Diese Polynomen sind
Determinanten, die durch eine einfache Regel niedergeschrieben
werden kommen. Bézout schreitet dann zur Elimination zweier Un-

Y Histoire de l'acad. roy. des sciences, année 1764, Berlin 1766, p- 91 bis
104. %) Verhandelingen unitgegeeven door de Hollandsche Ma&tschflppj)‘*e c%e.r
Weetenschappen, te Haarlem, IX Deels III. Stuk 1767, 8. 1—43. % Histoire
de T'acad. roy. des sciences, annde 1764, Paris 1767, p. 288—338.
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bekannten aus zwel Gleichungen m'® und m't® Grades, indem er die
erste Gleichung mit einem Polynom M z™-'+ N a2™-24 ... multi-
pliziert und die zweite mit einem Polynom Mam-' 4+ Nzm—2® + .
und die Produkte addiert. Der Koeffizient jeder Potenz von z in
dieser Summe wird nun =0 gesetzt. Sind .z B. die vorgelegten
Gleichungen Az® + Bz 4 C =0, A'2* + Bz + ¢ = 0, multipliziert
man beziehungsweise mit Mz + N, M'z + N, und laft die Koef-
fizienten von # in der Summe der Produkte verschwinden, dann hat
man AM + AM—=0, BM4+BM+ AN L AN =0, CM+CM
+ BN+ BN =0, CN+CN =0. Man darf hier den willkiir-
lichen Koeffizienten M gleich A" setzen, dann wird M =— A
Durch Elimination von N, N erhélt man einen Ausdruck, den man
leichter durch die Formeln obgenannten Lemmas niederschreiben
kann. Dies Verfahren liBt sich, wie Bézout erklirt, auf drei oder
mehrere Gleichungen ausdehnen. Um die Operationen abzukiirzen,
schligt er vor, daB man bei den Gleichungen Az™ 4 Bz™~* + - -
+T=0 Az + Bam=1+.. - 1I"=0, im Falle m =m', die erste
nacheinander mit 4, 4’z + B, A'z*+ Bz + C, - -, und die zweite
nacheinander mit 4, Az + B, Aa® + Bz + C, .- multipliziere und
jedesmal die Differenz der entsprechenden Produkte uiederschreibe.
Man erhalte auf diese Weise m Gleichungen m — 1t Grades. Man
soll dann jede Potenz von z als eine Unbekannte betrachten, und
das Lemma liefere die Bedingung fiir die simultane Existenz dieser
m Gleichungen. Die Frage, ob die Werte der verschiedenen Potenzen
von z bei der Annahme, daB sie verschiedene Unbekannte vorstellen,
miteinander vertriiglich seien, wird nicht beriihrt. Das Endresultat
erkennt man als eine symmetrische Determinante. Ist 2/ <, damn
multipliziereman die zweite Gleichung mit Az™~™, Agm~™+1 4 B* =" ..
und verfahre wie oben. Der Grad der Resultante wird achtsam unter-
sucht und nicht gréfer als das Produkt der Ordnungsexponenten der
zwei Gleichungen gefunden..

In der Schrift Nova criteria radices aequationum imagi-
narias dignoscendi') erklirt Fuler, daB die damals aufgestellten
Kriterien fiir imaginire Wurzeln die Existenz solcher Wurzeln in
einer Gleichung wie at+ 42°—82% 242108 = (#*+ 8z + 18).
(z* — 4z 4 6) = 0 nicht kund machen. Clairauts Algebra und die
Veroffentlichungen von Waring aus den Jahren 1762 und 1764 waren
ihm also nicht bekannt. <Euler stellt drei Prinzipien auf: Erstens,
sind alle Wurzeln einer Gleichung reell, dann hat die Gleichung,
deren Wurzeln die Quadrate derjenigen der vorgelegten Gleichung

1y N, Comm. Petr., Tom. XIII, pro anno 1768, Petropoli 1769, p. 89—119.
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sind, lauter positive Wurzeln, und die Zeichen ihrer Koeffizienten
‘ . s ) : A 1
wechseln bestindig ab. Zweitens, in dex Gleichung 2" — az”

4 bz ~24 .- =0 mit reellen Wurzeln mub die Summe der Qua-
. . . 2%

drate der Wurzeldifferenzen positiv sein und folglich @t > _ib 7 b

Drittens, hat die Gleichung 2" 4 aa”~' + har—t+ ... =0 lauter

reelle Wurzeln, dann haben die zwel davon. abgeleiteten (leichungen
n— 1% Grades auch lauter reelle Wurzeln: na7~' + (n —1)aa2”~?
+n— b ¥4 =0, ga" "4 202" T+ Bor" P4 = 0. Den
Nachweis dafiir zieht er aus der Kurventheorie. Fiir die erste be-

trachtet er Zl;f = 0, und fir die zweite setzt er erst # = 1/2. Durch

Wiederholung der Operation fliefen aus den zwel Gleichungen
n — 1% Grades drei Gleichungen » — 2" Grades und vier Glei-
chungen # — 3" Grades usw., bis man endlich auf quadratische Glei-
chungen kommt, deren Wurzeln leicht erkennbar sind. s ist zu
beachten, dafl von diesen drei Kriterien Xkeines hinreichend ist. und
keines die Anzahl imaginéirer Wurzeln anzeigt, im Falle, da$ éolche
sich vorfinden. Die zwel ersten Prinzipien findet man schon in
N ewtons Arithmetica universalis.

Das dritte Prinzip Eulers wird auch von J. 1. Lambert in
seinen Observations sur les équations d’un degré quelconque?)
hergestellt. Um die Bedingung fiir die Existenz gleicher Wurzeln
einer Gleichung #° + a2® 4+ bz + %k =0 zu bestimmen, findet Lam-
bert den groBten gemeinschaftlichen Teiler zwischen 2% + as® 4 bz
+k und 32° 4 202z 4 b, 1md setzt den letzten Rest gleich Null. In
einer zweiten Abhandlung des gleichen Jahres?) bemerkt Lambert,
daB Analysten wenig Hoffnung hegen, die allgemeine Auflésung
algebraischer Gleichungen zu erzielen, weshalb es wiinschenswert sei,
Kunstgriffe fiir die Auffindung der Whrzeln fiir Spezialfille zu ent-
decken. Er beschiiftigt sich hauptsichlich mit numerischen Glei-
chungen. Nach einem seiner Vorschlige bhilde man eine zweite Glei-
chung, deren Wurzeln die Summe je zweier Wwizeln der vorgelegten
Gleichung sind, Diese Hilfsgleichung lasse sich ofters in rationale
Faktoren zerlegen und liefere die erwiinschte Ldsung.

Franeisco de Toschi a Fagnano untersucht in einer Schrift,
De infinitarum aequationum resolutione, quarum radices
sub eadem forma exhibentur, qua radix cubica, quae dici-

. . _ . . Sal a’y o
tur Cardani®) Gleichungen, die mit «*+ Tx'l"TsO oder

1y Histoire de I'acad. roy. des sciences, année 1763, Berlin 1770, p- 278 bis
291. %) Ebenda, S. 202—310. % Nova Acta Eruditorum, 1770, p. 200—227.
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4 2a?ytP— a® =0 (WO 20=1— f;—_ gesetzt ist) verwandt sind.

Statt dieser Gleichung 6'" Grades nehme man #7+4 24"~y — a®”
= 0, worin n eine ganze oder gebrochene, positive oder negative, ja
sogar eine 1rrat10nale Zahl sein moge. In 'edem Falle habe man
1—n

20 * w=(—y+ ]/,7/ -+ G/) —(y + W + g )” Jede (Gleichung,
die sich auf die Form der obigen 2n'® Grades reduzieren LiBt, zeigt
Wurzeln der Cardanschen Arf. Wenn n eine gerade Zahl ist
und man bei 4 das untere Zeichen nimmt, sei die Wurzel durch Ima-
ginéires verunstaltet; ist aber » ungerade, sei es gleichgiiltig, welches
Zeichen man nimmt. Durch Differentiation der Wurzelform und
_ndz - dJ

Va4 a® Ve Lat

und Transformation wird

. Dann durch Integration

Kombination erhilt er

20ty = (o + VT @) — (o + VI
eine (leichung, die die Cardansche Wurzelform besitzt. Indem man

a? . . ) .
fiir £ t— — einsetzt, gelangt man zur urspriinglichen Gleichung
t 2 g ] I o ten]

2n Grades. Dann folgen geometrische Betrachtungen, aus welchen
hervorgeht, daff die Konstruktion aller dieser Gleichungen durch die
Seiten rechtwinkliger Dreiecke nach der Cotes’schen Methode fiir
Kubikgleichungen erzielt werden kann.

Ein durch leichtfaBliche Darstellung fiir den Unterricht geeig-
netes Werk: {iber Gleichungstheorie wurde von Mako unter dem
Titel De arithmeticis, et geometricis aequationum resolutio-
nibus liber duo 1770 in Wien verdffentlicht. Paul Mako de
Kerek Gede (1724? —1793) war ein ungarischer Jesuit, welcher
durch seine Lehrtatigkeit in Mathematik und Physik an der Theresia-
nischen Akademie in Wien Geschmack fiir die Mathematik erweckte.

Der Pariser Astronom und Physiker Achille Pierre Dionis
du Séjour (1734—1794) veroffentlichte!) einen Beweis, daB 2* — pw
+ ¢=0 fur den irreduktiblen Fall, 4p® > 27¢?% keine Wurzel von
der Form @+ b)Y/ —1 haben kann, und, da D’Alembert gezeigt
habe, daB alle imaginiren Wurzeln diese Form annehmen, miissen
alle drei Wurzeln reell sein. Dieser Gedanke wird in einer Abhand-
lung Pour déterminer le nombre des racines réelles et des
racines imaginaires.. *) weiter entwickelt und auf Gleichungen -
dritten und vierten Grades angewandt. Er setzt voraus, daBl jede

1) Histoire de I'académie royale des sciences, annde 1768, Paris 1770,
p. 207, 208. %) Ebenda, annde 1772, IL Partie, Paris 1776, p. 377—456.
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Wurzel sieh in der Form a 40}/ — 1 ausdriicken lasse, wo « reell
ist, b aber diesmal entweder reell oder eine durch J/— 1 nicht teil-
bare imaginire Grofle ist. Fir z substituiert er @ +5)— 1 und
bildet aus dem Resultate zwei Gleichungen, wovon die eine aus den
mit dem Faktor /— 1 behafteten Gliedern besteht und die andere
alle tbrigen Glieder enthilt. Trhilt nun ¢ in einer dieser Glei-
chungen einen willkiirlichen Wert, dann lift sich der korrelative Wer
von b bestimmen. Setzt man diese Werte von a und b in die
andere Gleichung ein, so erhiilt man Ausdriicke fiir die Bestimmung
der Spezialgleichung desselben Grades, weleche 2 —a—Db)—1 als
Faktor enthilt. Stellt sich [ als eine durch )/ —1 nicht teilbare
imaginire Grofie heraus, dann ist dieser Faktor imaginir, in anderen
Fallen ist er reell. Setzt man z B. im der Gleichung #°+ pz +¢=0
den Wert a 4 b]/4:m1_ fiir 2, dann erhiilt man nach obiger Anweisung
die zwei Gleichungen («) a®*— 3al® + ap+¢=0, (§) >—3a*— p=0.
Eliminiert man b% so wird (y) 2a (44’ + p) — ¢ =0. Der kleinste
Wert, den o in (B) annehmen kann, ist 0. Setzt man in ()
s=0 und b==+7p, so wird g =0, und z +V—p=0 ist ein
Faktor der Gleichung.. Aus (B) zieht man b= 4+ V32t p; fir
VYer.te von p > — 3@“’ 1st & also immer reell und zwei Wurzeln der
Kubik sind immer imaginir; b =0 ist der Grenzwert, Setzt man in

(¢) b=0 wnd a = + V%@, 50 wird 4p® 427 ¢*=0, in welchem Falle

=1/ _ . . _
L+ V,?T = 0. Nun kann b nicht reell sein, wenn y in der Glei-

chung (1) 3a*+p —y =20 nicht positiv ist. Diese Gleichung, in
Verbindung mit () und (), liefert 4p? 4 27 g> = 4y (4y — 3 p)?, woraus
zu ersehen ist, dall die vorgelegte Gleichung nur dann imaginire
Wurzeln haben kann, wenn y positiv, und folglich 4p° + 27¢*
positiv ist. Séjour laBt eine ausfithrliche Besprechung der Quartik
und die geometrische Deutung seiner Resultate folgen. Lagrange
driickte sich iiber Séjours Verfahren anerkennend aus®), méchte
aber dasselbe auf die Quintik iibertragen sehen. Dies soll Séjour
kurz vor seinem Tode wirklich erzielt haben; die neue Abhandlung
sel aber verloren gegangen®).

Die Hauptresultate iiber Gleichungen in der Miscellanea ana-
lytiea, 1762, wurden von Waring i etwas veriinderter Form in

Y Lagrange, Oeuvres, T. XIV, p. 71. % Michaud, Biogr. univ.; La-
place, ,Legons de math. données & l'école normale®, Journ. de l'école polyt.
T. II, Paris 1812, p. 44.

3
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den Meditationes algebraicae, 1770, wiedergegeben. —Letuteres
ist aber ein groBeres Werk und enthilt vieles, was sich im ersten
nicht vorfindet oder dort nur ganz kurz angedeutet ist. Die ein-
schlagenden Neuerungen finden sich aber alle schon 1m ersten
Werke.

Er zeigt unter anderem folgende Methode, die Grenzwerte
von Wurzeln festzusetzen: Hat (4) 27 — pa~1+ ete. = 0 die reellen
Wurzeln «, f, y, etc, wo «>f >y > --, dann hat (B)na"~'—
(n — Dpa*=*+ ete. = 0 die reellen Wurzeln =, g, 6, ..., welche be-
siiglich zwischen « und B, § und p ete. liegen; auch liegen die
Wuwrzeln von hAd -+ mB =0, wenn % und m gleiche Zeichen haben,
beziiglich zwischen « und =, 8 und ¢ ebe; wenn aber h und m
entgegengesetzte Zeichen haben, ist eine Wurzel von hd 4+ mB =0
grofer als «, wihrend die iibrigen beztiglich zwischen # und f, ¢
und y etc. liegen. Wenn . und m gleichzeichig sind, liegt emne
Wurzel von hA -+ mB=0 zwischen der kleinsten positiven und
Null, und eine andere zwischen der kleinsten negativen und Null von
der Gleichung 4 — 0. Nun leitet er mehrere Regeln ab, welche an-
nihernd die Anzahl imaginirer Wurzeln einer Gleichung angehen’),
die aber wegen ihrer komplizierten Natur keine Aufnahme gefunden
haben. Ist die vorgelegte Gleichung?) #” — pa”~14- qu*~*— ete. = 0,
s0- eliminiere man z zwischen derselben und nz*~!— (n — 1)pa"~*
+ ete. = v oder zwischen 27— pz"~! -+ etc. = v und nz"~'— (0 — 1)
pa"—? + ete. = 0, und man kann aus der Gleichung o' — 4v"~'+
Bvy'—t+ ... 4 S =0 immer die genaue Anzahl imaginirer Wurzeln
in einer Kubik, Quartik und Quintik entnehmen, und in einer hiheren
Gleichung entscheiden, ob sich imaginire Wurzeln vorfinden. Das
letzte Glied entscheidet ferner, ob die Amzahl solcher Wurzeln 2, 6,
10 ete. oder 0, 2, 8 etc. ist. Um Descartes’ Zeichenregel nachzu-
weisen, wird hervorgehoben, daB bei Multiplikation des Polynoms
durch (# — o) die Anzahl der Zeichenwechsel um 1 oder 3 oder b etc.
vermehrt wird. Die Diskussion komplexer Wurzeln nimmt 80 Seiten
von Warings Quarto-Werke ein.

Es wird®) eine Methode vorgefiihrt, Anniherungen zu imaginiren

Wurzeln zu finden. Ist o -+ bV—_I ein  Naherungswert, so kann
man groBere Genauigkeit durch die Substitution von z=a + a 4+
(b +7b) Y—1 in die vorgelegte Gleichung und die Festsetzung der
beiden Werte, o’ und ¥, durch AuflSsung der erfolgten Bestimmungs-
gleichungen erlangen. Dann wird ein Verfahren skizzierf, umn aus

1y Meditationes algeb., ed. tertia, 1782, p. 68, Problem [Xf. %) Ebenda,

p. 87, Problem XIII, XIV. % Ebenda, p. 268.
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Inkrementen der Koeffizienten die [nkremente der Wurzeln zu be-
rechnen. Endlich wird nach der Anzeige in der Vorrede®) ,bewiesen,
daB jede Gleichung reelle oder imaginire Wurzeln von der Form
«-+ pV—1 habe“. Jede Gleichung?) z"— pa"~*+ ete. = 0 konne
in irgend eine andere 2 — Pa"~' 4 ete. =0 durch bestindige Ad-
dition von GroBen — p'a—'-+ ga"~*— ete. (wo p’, ¢, ... mbglich
kleinste GroBen sind, so gewiihlt, daB mehr als zwei Wurzeln niemals
einander gleich werden) transformiert werden. Deshalb miisse irgend
eine Wurzel der Gleichung 2" — Pa"~'4 ete.— O in der Formel

o + ﬁ]/ji enthalten sein. Es ist diese emne der Stellen in Warings
Schriften, so allgemein und kurz gefaBt, daB sie beinahe wertlos sind.
James Wood, ein Verehrer Warings, gesteht, daB der Verfasser
hier den Leser iiber die Wurzelexistenz im Zweifel lasse. Uns scheint
die Wurzelexistenz stillschweigend vorausgesetzt; Waring wollte
wahrscheinlich nur nachweisen, daB sogar die sogenannten unmdog-

lichen Wurzeln immer in der Form ¢ - ]/—_1 B enthalten sind.

Die Theorie der Gleichungen wird nun von Lagrange, dem
arioften Mathematiker des 18. Jahrhunderts, mit einschlagenden Ab-
‘handlungen bereichert. Wir halten einige Augenblicke inme, kurz
seinen Lebenslauf zu schildern. Joseph Louis Lagrange®) (1736
bis 1813) wurde zu Turin am 25. Januar geboren. Sein UrgroBvater®)
war ein geborener Pariser tnd war als Kavalleriekapitin im Dienste
Kénigs Emanuel Il nach Sardinien gegangen, der ihn durch Ver-
heiratung mit einer Dame Conti an Turin fesselte. Lagranges
Vater war Kriegszahlmeister und seine Mutter die Tochter eines

3 Ebenda, p. XLL * Ebenda, p. 272. " Wir benutzen folgende
Schriften: 1) Nachricht von Lagrange’s Leben und Schriften, vorgelesen von
Delambre am 3. Januar 1814 in der Akademie der Wissenschaften zu Paris
[Mémoires de Ja classe des sciences mathématiques et physiques de linstitut de
France, annde 1812], iibersetzt von A. L. Orelle und gedruckt in J. L. La-
grange’s mathematische Werke, herausgegeben von A. L. Crelle, Erster Band,
Berlin 1828. 2) Précis Historique sur la vie et la mort de Joseph-Louis
Lagrange, par MM. J. J. Virey et Potel, Paris 1813. 3) Inforno alla vita
ed alle opere di Luigi Lagrange. Discorso letto nel R. Liceo Galilei di Pisa
dal Cav. Angelo Forti, Roma 1869. 4) Notizen von Guyton Morveau in
A, L. Crelle, op. cit. I, p. LXIX—LXXI. 5) Einige Zusiitze zu vorstehenden
Nachrichten von Lagrange’s Leben von A. L. Crelle in op. cit. I, p. XCV bis
XCIX. 6) Joseph Bertrand, Eloges Académiques, nouvelle série, Paris 1902,
p. 291—311 (Extrait du Journal des Savants, septembre 1888). 7) A. Harnack,
. @esch. d. K. PreuB. Ak. d. Wiss. zu Berlin, 1900. 8) Cossalis Elogio di L.
Lagrange war uns nichi zuganglich. 4 Nach Forti, op. cit. 8. 8, und
Virey et Potel, op. cit. p. 4, wurde er am 380. Januar geboren; mach Forti
war sein GroBvater, micht sein UrgroBvater, im Dienste Emanuels II. von

Sardinien.
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reichen Arztes zu Cambiano. Durch gewagte Unternehmungen verlor
der Vater sein Vermogen. Der junge Lagrange interessierte sich
anfangs fiir Cicero und Virgil; erst spiter zeigte sich Neigung fiir
Mathematik. Zuerst studierte er die Geometrie der Griechen, dann
erregte eine Abhandlung des Astronomen Halley, worin die Vorziige
der Analysis hervorgehoben wurden, in ihm grofien Hifer fiir die
Analysis. Er machte so ausgezeichnete Fortschritte, dall er vor
seinem 20. Jahre!) die Stelle eines Professors der Mathematik an der
Koniglichen Artillerieschule zu Turin bekleiden konnte. In Verbin-
dung mit einigen seiner Schiiler griindete er die Turiner Akademie.
Zn dieser Zeit bearbeitete er seine neuen Methoden fiir die Maxima
und Minima, schrieb iiber riicklaufende Reihen und Wahrscheinlich-
keitsrechnung. In der Abhandlung iiber die Fortpflanzung des
Schalles behandelte er einen schwierigen Gegenstand, an welchem
Newton, Taylor, Daniel Bernoulli und D'Alembert gearbeitet
hatten, und trat gleichsam als Schiedsrichter auf, der jedem zeigte,
worin er in diesem Streite recht oder unrecht hatte. Lagranges Ar-
beiten veranlaften Euler ihn in die Berliner Akademie aufnehmen
zu lassen. Am 2. Oktober 1759 meldete Kuler seine Aufnahme an,
Lagrange sehnte sich die Pariser Gelehrten, mit denen er in
Briefwechsel war, persénlich kennen zu lernen. Er nahm eine Ein-
ladung seines Freundes Carraccioli an, mit ihm iiber Paris nach
London zu reisen. In Paris wurde er von D'Alembert, Clairaut,
Condorcet, Fontaine, Nollet, Marie und anderen gut anfgenommen.
Plstzlich erkrankt, konnte er seinem Freunde nicht nach London
folgen. Nach Turin zuriickgekehrt, widmete er sich mit neuem Tifer
der Mathematik. Als Euler sich entschied, Berlin zu verlassen, um
nach St. Petershburg zu gehen, bot Friedrich der GroBe die Pri-
sidentenstelle seiner Akademie D’Alembert an. D’Alembert hatte
aber keine Lust Paris zu verlassen und schlug Friedrich vor, La-
grange an Eulers Stelle zu setzen. Diesen Vorschlag hatte schon
Euler selbst gemacht. Lagrange wurde berufen. Sein Aufenthalt
zu Turin hatte ithm wenig mehr gefallen. Er fand dort niemand, der
Mathematik mit Erfolg studierte. Er schrieb: ,Je suis déterminé a
me tirer dici & quelque prix que ce soit.“%) o
Lagrange nahm die Stelle in Berlin am 6. November 1766 an.
Wihrend seines zwanzigjihrigen Aufenthaltes in Berlin lebte er so
ganz seiner Wissenschaft, daBl ihm die Héndel der Welb beinahe un-

bekannt blieben.

'1) Nach Virey im 15., nach Delambre im 16., nach Forti im 18. Jahre.
% Vide Bollettino di Bibliografia e Storia delle Scienze Matematiche, Editore

Carlo Clausen, Torino, T. IV, 1901, p. 4.
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Veranlassung zur Verlegung seines Wohnortes nach Paris waren
der Tod Friedrichs des GroBen und die Verinderungen, welche da-
nach in PreuBen stattfanden oder befiirchtet wurden. Mit der Be-
dingung, dab er der Berliner Akademie noch einige Memoiren liefere,
nahm er Abschied und kam 1787 in Paris an. Er wurde mit Wohl-
wollen empfangen und ihm eine Wohnung im Louvre zugeteilt. Aber
von dieser Zeit bis zur Griindung der Polytechnischen Schule verlor
er den Geschmack an mathematischen Untersuchungen; er war zer-
streut und schwermiltig. Zwei Jahre lang lag seine Méca-
nique analytique, 1788 von Legendre herausgegeben, ungedffnet
auf seinem Schreibtische. Metaphysik, Medizin, Botanik, Chemie teilten
sich in seine Muse. Lavoisiers Chemie fand er ,so leicht wie
Algebra®.

Die Hinrichtung Lavoisiers versetzte ihn in groBe Trauer.
,Sie haben nur einen Augenblick gebraucht,“ sagte er zu Delambre,
,um diesen Kopf fallen zu machen, und hundert Jahre vielleicht werden

nlcht hinreichen, einen ahnhchen hervorzubringen. Zu dieser Zeit
sank das franzOsische Papiergeld im Werte, und Lagrange geriet in
driickenden Mangel. Durch die Vermittlung eines seiner deutschen
Freunde wurde ihm aus Preuflen eine Pension von 300 Talern pro
Jahr fir die ganze Zeit seit seiner Abreise von Berlin zugeschickt.
Bei der Griindung der Normalschule in Paris wurde er zum Lehrer
ernannt, die ephemere Existenz derselben lief ihm aber kaum Zeit,
die Grundsiitze der Arithmetik und Algebra vorzutragen. Es war die
Polytechnische Schule, welche L‘ag‘range der Analysis wiedergab.

In der Unterhaltung war er sanft und beinahe schiichtern. Seine
Rede begann gewohnlich mit einem Hch weil nicht“. Von den Ver-
diensten anderver sprach er mit groBter Achtung. Auf die Frage, wie
die Mathematik am besten zu studieren sei, verwies er auf Eulers
Schriften. Er war zweimal verheiratet. In Berlin verm#hlte er sich
mit seiner Cousine, deren frither Tod ihn tief betriibte. In Pars
heiratete er 1794 die junge Tochter des Astronomen Lemonnier,
die ihm 1hre schonsten Jahre widmete und sein Leben versiiBite.

Euler verfaBte seine Abhandlungen in Latein, aber Lagrange
benutzte die allgemeiner verstindliche franzosische Sprache. Wihrend
Euler mit naiver Schaffensfreudigkeit und groBer Begeisterung alle
Teile der Mathematik entwickelte und Wichtiges und Unwichtiges
mit gleicher Weitliiufigkeit darlegte, so daf seine Schriften zu einem
kaum zu {iberwiltigenden Umfange anwuchsen, schrieb Lagrange mi1t
groBerer Sorgfalt, nahm sich mehr Mithe allgemeine Gesichtspunkte
zu erreichen und seine Resultate in knappe und elegante Form zu
bringen. Eulers Schriften lesen sich ,wie Novellen“; diejenigen
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Lagranges sind mehr abstrakt, dringen tiefer und zeigen gribere
Prizision der Darstellung.

Lagrange machte einen neuen Angriff auf das Eliminations-
problem in einer Schrift, Sur I’élimination des inconnues dans
les équations?). Wenn zwischen zwei simultanen Gleichungen O =1+

%"'}"%"}-"' und 0 =14 Az + Ba?*+ - = (1 —a2)(1 —fa)- -,
beztiglich m® und »*® Grades, z eliminiert werden soll, ist es klar,
daB das Produkt I7T= (1 + aa + b+ - Y1 +ap+bp*+ ) -
— 0 sein muB. Der Logarithmus dieses Produktes I/ liefert n

Glieder, log (1 + aa 4 ao® + - - ) + ete., wovon jedes in cine Reihe
entwickelt wird. Dann zieht er die Theorie der symmetrischen

Funktionen zu Hilfe und erhdlt eine Rethe IT=1— ¢ + (p; — ey
welche II als eine Funktion von «, b, ¢,... und 4, B, C,... aus-
driickt. Die Gleichung IT =0 hat kein Glied, worin die 4, b, ¢ ...
zusammen die Dimension m, und die 4, B, C, ... zusammen die

Dimension #» iibersteigen. Das Verfahren ist schwerfiillig und hat
keine weite Annahme gefunden.

Die bedeutendste Abhandlung iiber Gleichungstheorie des 18. Jahr-
hunderts ist wohl die Arbeit von Lagrange, Réflexions sur la
résolution algébrique des équations?), denn darin, wie in keiner
anderen, werden allgemeine Gesichtspunkte erreicht und die Grund-
lagen der Methoden gelegt, auf welche spiter Ruffini, Abel und
Galois weiter bauten. Er fingt mit der kubischen Gleichung an
und zeigt, daB ihre Losung von einer Resolventen-Gleichung sechsten
Grades abhingt, die er réduite derjenigen dritten Grades nennt.
Sind @, b, ¢ die Wurzeln der kubischen Gleichung, y eine Wurzel
der réduite und «, 8 die imaginiren Werte von ¥—1, so hat man
8y=a-+ a«b-+ e Da der Wert des y nicht direkt von », b, ¢,
sondern von den Koeffizienten der kubischen Gleichung abhingt, in
denen die drei Wurzeln gleichférmig eintreten, so ist klar, dal man
in dem Ausdruck fiir 3y die drei GréBen a, b, ¢ willkiirlich ver-
tauschen kann, wodurch man sechs verschiedene Werte fiir 37 erhilt.
Wenn nun Aa + Bb + Cc einen Wert von y darstellt, worin 4, B,
O von a, b, ¢ unabhiingig sind, so kann man g, b, ¢ auf alle mogliche
Weisen vertauschen und so die sechs Wurzeln und endlich die Re-
solvente selbst herleiten. Er erkldrt die Tschirnhausensche Auf-

1) Mémoires- de l'acad. roy. des sciences, annde 1769, t. 25, Berlin 1771,
p. 303—3820 = Oecuvres, T. III, p. 141—154. 2) N. mémoires de I'acad. ro¥.
des sciences, ammnée 1770, Berlin 1772, p. 134—215; année 1771, Berlin 1773,
p. 138—254 = Oeuvres, T. TH, p. 205—421.
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16sungsmethode und zeigt, daB diese, sowie alle anderen, die Auf-
B y . ‘\I L4 res 2
findung von Resolventen, deren Wurzeln entweder 2’4+ 2 ¢ + 2 «
oder (¢ + "o + ”"¢?)* sind und deren Grad entweder der sechste
oder der zweite ist, erfordern. ' .
In diesen Untersuchungen hatte Lagrange Gelegenheit, die Kri-
terien abzuleiten, damit zwei Gleichungen mehr als emne Wurzel mit-
einander gemein haben. Sind P=0, Q=0 die zwei Gleichungen,
nehme man P — y und schaffe # aus beiden Gleichungen weg. Man
bekommt y™ + ay™ ™ 1y oo +pyP+gy+r=0. Danum »r=0 sem
muB, damit P =0 wnd @ = 0 eine gemeinschaftliche Wurzel haben,
dr
) dt

= 0, ete. erfordert, wo ¢ das letste

so wird zu zwei gemeinschaftlichen Wurzeln v =0
dreien + = 0, %: 0 und gé
Glied der einen von den gegebenen Gleichungen ist.

Zur Gleichung vierten Grades schreitend, bespricht Lagrange
die Methoden von Ferrari, Descartes, Tschirnhausen, Euler,
Bézout und zeigh den Zusammenhang und die gegenseitige Abhingig-
keit derselben. Er gibt die a priori Griinde an, warum einige da-
von auf Resolventen dritten, andere auf solche sechsten Grades fithren,
die aber zum dritten erniedrigt werden kénnen. Die Wurzeln dieser
Resolventen sind Funktionen der GrdBen o, a”, z”, 2'V, solcher Art,
daff, wenn alle méglichen Permutationen der vier GriBen stattfinden,
nur drei verschiedene Werte entspringen, wie hei #'a” + 22, oder
sechs Werte, von denen je zwei enfgegengesetzte Zeichen aber
gleichen absoluten Wert haben, wie bei 2" -+ " — " — 22V, oder
auch sechs Werte, die in drei solche Paare verteilt werden kénnen,
daf, wenn man die Summe oder das Produkt der Werte jedes Paares
bildet, diese drei Summen oder drei Produkte, bei irgend einer Per-
mutation der #', ", 2", 21V immer unveriindert bleiben. Auf der
lixistenz soleher Funktionen ruht die allgemeine Auflésung biguadra-
tischer Gleichungen. , ,

. Lagrange kennt zwei Methoden, durch deren Hilfe man viel-
leicht die allgemeine Aufldsung der quintischen Gleichung erwarten

=0, und zu

“diirfe: die Tschirnhausensche Methode und diejenige von Euler

und Bézout. Diese ergeben eine allgemeine und einheitliche Losung
der kubischen und biquadratischen Gleichungen, erfordern aber beilder
Quintik die Losung einer Gleichung des 24" Grades, die gewib picht
auf einen niedrigeren als den 5t (Grad reduziert werden ka:nri-
Lagrange sucht a priori die Tragweite dieser Methoden zu er-

mitteln. Um die Gleichung
fr + ,)nm,u—l + nm,“—Q_i_‘pxll"s_l_ o= 10
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nach Tschirnhausen zu I&sen, setzt man =3+ fad-14 gad=*4 ...
+ 4 =0, worin f, g, . . . unbestimmte Koeffizienten sind, und erhilt

g4 Ay By =24 Oy -3+ ... =0, wo 4, B, (,... rationale,
ganze Funktionen von £, g,... sind. Man darf A =B=C=.. = 0
setzen, so daB y* -+ V=0. Ist u zusammengesetzt und = vw, so erhiilt man

vyl +2. (e —1)

im allgemeinen eine Resolvente des Grades ——————
)

Wenn w prim ist, ist sie des Grades 1.2.3 ... (z — 1), kann aber
immer in 1.2.3 .. (u— 2) Gleichungen w — 1*" Grades, mit Hilfe
einer Gleichung 1.2.3 . - (u— 2)® Grades, zerlegl werden. Fir
w=>5 ist der Grad letzterer Gleichung 6; fiir u =7 ist er 120.
Wie hoch aber auch der Grad 1.2 .3 ... (¢ —2) sein mag, bietet
ihre Losung keine Schwierigkeiten dar, die man nicht zugleich n
der vorgelegten Gleichung u*" Grades findet, denn die u — 2-Wurzeln

sind bekannte Funktionen der w Wurzeln ', z”, 2™ ..., und deshalb
nicht unabhiingig voneinander, sondern durch @ — 2 —u Beziehungen
miteinander verbunden. Resolventen der gleichen Grade ergeben sich
im allgemeinen aus Eulers und Bézouts Methoden. Idine zweite
Auflésungsmethode von Bézout wird untersucht. Dieselbe liefert
fiir die Gleichung 6% Grades eine Resolvente des 10" Grades, die,
Bézouts Vermutung zuwider, nicht in zwei Gleichungen zerlegt
werden kann.

Mit diesen kurzgefaBten Auseinandersetzungen des dritten Teils
der Lagrangeschen Schrift’ schreiten wir zum letaten Teil, wo er
zeigt, daB alle bekannten Auflosungsmethoden sich auf das gleiche
allgemeine Prinzip reduzieren lassen. Dieses besteht darin, Funktionen
der Wurzeln der vorgelegten Gleichung zu finden, solcherart, daB
1) die Gleichung oder Gleichungen, von denen diese Funktionen die
Waurzeln sind, von niedrigerem Grade als dem der vorgelegten sind,
oder wenigstens in solche zerlegt werden konnen, 2) man die ge-
suchten Wurzeln auf bequeme Weise herleiten kann. Die Auf-
Issungskunst besteht also in der Entdeckung solcher Funktionen. Ist
es moglich, fiir pu>4 solche ‘Funktionen zu finden? Dies sei 1m
allgemeinen sehr schwer zu beantworten. Fiir n<h sei a4+ yz’
A y*—1z®) die allgemeine Form der einfachsten Funlktion
der Wurzeln 2, &’,..., wo y eine imaginire u* Einheitswurzel ist.
Da fiir # > D diese Funktion nicht zum Ziele fiihrt, miisse die Auf-
16sung durch neue Funktionen erfolgen, wenn sie iiberhaupt mdglich
sei. Bisher habe er solche Funktionen nur a posteriori gesucht,
nun wolle er zeigen, Wie rationale Funktionen a priori zu finden

gelen.

Sind (§ 95) #, o, ", ... die Wurzeln der vorgelegten Glei-
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chung, f rationale Funktionen dieser Wurzeln, und nimmt man im all-
gemeinen das Produkt von so vielen Faktoren

t— (@) @) ") @) .. ],
b= (") (&) (@) @) .. ],

als Versetzungen unter den Wurzeln #', 2", .. . mdglich sind, niim-
lich @ = |u Faktoren, so ist ,u die Anzahl Wurzeln von einer irredu-
ziblen Gleichung @ =1"— M~ 4+ Nt»=*—... =0, wo M die

Summe aller Funktionen, N die Summe aller Produkte je zweier
Funktionen ete. darstellt. s folgt, daB M, N, ... rationale Funktionen
der Koeffizienten sind, welche, wie schon Cramer und Waring gezeigt
hatten, direkt berechnet werden kénnen. Wenn nicht jede Permutation
ungleichférmige Funktionen liefert, und man gleiche Funktionen aus-
schliet, stellt sich @ ==0 von niederem Grade heraus. Ks ergibt
sich das Resultat (§ 99), daB 1) alle gleichartigen Funktionen von
#, &, . .- (ndmlich Funktionen von denselben Wurzeln, die bei einer
gewissen Permutation sich gleichzeitig #indern oder sich nicht indern)
dureh Gleichungen von gleichem Grade hestimmé sind; 2) daB
dieser Grad der Anzahl verschiedener Werte der Funktion gleich ist
und 1mmer \w oder ein Teiler von |u ist, 3) daB diese Funktionen be-
rechnet werden konnen. Eine solche Funktion kapn rational durch
eine gleichartige Funktion ausgedriickt werden. Hat man zwel
rationale Funktionen, y und t, solcher Art, daB sich ¢ fiir jede Wurzel-
permutation verdindert, welche zugleich in ¢ eine Variation hervor-
bringt, dann 188t sich y rational durch ¢ und den Koeffizienten der
vorgelegten Gleichung ausdriicken. Lagrange erkennt diesen Lehr-
satz als einen der wichtigsten in der Gleichungstheorie (§ 100).
61 Jahre spéter erhielt dieser Satz eine allgemeinere Formulierung
durch Evariste Galois. Die Eigenschaften dieser rationalen Funk-
tionen werden durch die Kombinationsrechnung (,calcul des combi-
naisons®) untersucht. Man findet darin die Keime der groBen Sub-
stitutionstheorie. Lagrange sagt (§ 109): ,Dies sind, wenn ich
nicht irre, die wahren Griinde von der Aufldsung der Gleichungen,
und der eigentliche Weg, welcher uns dahin fithren kann“ In der
Vorrede des dritten Abschnitts sagt er: ,Aus diesen Betrachtungen
erhellet, daB es #uBerst zweifelhaft ist, ob die Methoden, von welchen
wir geredet haben, zu einer vollstindigen Auflosung der Gleichungen
vom fiinften Grade, und noch viel mehr der hdheren Grade fithren
kénnen.” - _

Kurz nach Lagranges Abhandlung erschien eine andere wich-

CaNTOR, Geschichte der Mathematik I'V. -8
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tige Arbeit, Mémoire sur la résolution des équations?)
von Alexandre Théophile Vandermonde (1735—1796)%), cinem
Mitglied der Pariser Akademie der Wissenschaften und seit 1782
Direktor des Conservatoire pour les arts-et-métiers. Die Unter-
suchungen von Waring, Lagrange, Marguerie (S.118), Condorcet
wurden ihm erst nach der Einreichung seines Memoires bekannt.
Vandermonde hebt hervor, daff die wesentliche Bedingung fiir die
allgemeine Auflosung der Gleichungen darin bestehe, eine Funktion
der Summe der Wurzeln, der Summe der Produkte je zweler ihrer
Whurzeln, der Summe der Produkte je dreier ithrer Wurzeln ete. zu
finden, die gegen irgendwelche Wurzel indifferent sei. Diese Unter-
suchung zerfalle in drei Teile: 1) eine Funktion der Wurzeln zu
finden, die solchen dieser Wurzeln, die man wiinscht, gleich sei,
2) dieser Funktion eine Form zu geben, daB sie auch der Vertau-
schung der Wurzeln unter sich indifferent sei, 3) darin die Werte
der Summe der Wurzeln, der Summe der Produkte je zweier ihrer
Waurzeln etc. einzusetzen. Er fingt mit 3) an und berechnet Tafeln, die
die Werte symmetrischer Funktionen, durch die Gleichungskoeffizienten
ausgedriickt, angeben. Eine Funktion der in I) verlangten Art ist

@ at b+ o+ ete. + Vo b rget )

T R R e NN (R A

¥,

dic Wurzeln

die @, b oder ¢ ete. indifferent gleich ist, wo @, b, ¢, . ..
n'" Hinheits-

der gegebenen Gleichung und 1, ry, 1y, 7y, .. . die
. wurzeln sind. Ist » = 3, hat man

g =2 0(@+ D40 + (@t rb+no) +(a+rh+ ),
= %[(@ + b+ ¢) + oy (a4, +rge) + 12 (a4 1+ 170)],
€= ‘1{ [(@+ b +c) + v (a+rb+r5¢) + 2,2 (@ + 72D + 120)].

Ferner (@ + b 4+ rye)° = a*+ 0+ *+ 6abe + 3 (*D + b + c*a)
+ 31y (a’c + b*a 4 ¢*b), welcher Ausdruck nun leicht als eine Funktion
der Koeffizienten der vorgelegten Gleichung ausgedriickt werden kann.
Desgleichen fiir (a + 7,°b +7°¢)®. Auf diese Weise folgt nun die
Auflosung. Vandermonde sucht nun seine Methode auf die Quintic
und héhere Gleichungen anzuwenden. Hier stoBt er auf Schwierig-

1) Histoire de I'acad. roy. des sciences, année 1771, Paris 1774, p. 365 bis
4186. 2) Uber Vandermon des Vornamen sehe man H. Simon in Zeitschr.
£ Math. u. Physik, 41. Jahrg., Hist.-Lit. Abth.
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keiten, die obige Bedingung 2) zu erfilllen. Er schlieBt, daB die
Auflésung der Quintic sich auf die einer Gleichumg sechsten Grades
stiitze, deren Koeffizienten rationale Funktionen derjenigen der vor-
gelegten Gleichung seien. Fiir die Gleichung sechsten Grades ent-
deckt er Resolventen 10. und 15. Grades. Man substituiere in den
letzten die obgenannten Funlktionen. Wenn diese Gleichungen sich
dann nicht auf soleche vierten oder niedrigeren Grades reduzieren
lassen, suche man die Resolventen der Gleichungen 10. und 15. Grades
auf ete. Sei die allgemeine Quintic iiherhaupt 1osbar, dann komme
man endlich zum Ziele. Fiir die Quintic entdeckte er auch eine
Resolvente fiinften Grades. Er hat keine der angefiihrten Resolventen
wirklich berechnet. Tr ist der erste, der eine algebraische Lissung
fiir 21 — 1 = 0 angab.

In der Vandermondeschen, sowie in einigen Teilen der voran-
gehenden Lagrangeschen Abhandlung findet man eine Auflb'sﬁngs—
methode, welche den Namen Kombinationsmethode erhalben hat?).
Die ilteren Verfahrungsarten von Tartaglia, Tschirnhausen,
Waring, Bézout werden zum Unterschiede Substitutionsmethoden
genannt. Auch Lagrange hat diese gebraucht. In ersterer werden
a priori eine oder mehrere einfache Kombinationen der Wurzeln an-
genommen und Resolventen zur Bestimmung dieser Kombinationen -
abgelc.eitet. Vandermondes Annahme dient als Beispiel.  In der
Substitutionsmethode substituiert man fiir 2 eine Funktion von einer
oder mehreren neuen Unbekannten, die zu Resolventen mit mdglichst
einfachen Wurzelformen fithren. Als Beispiel solcher Funktionen
fuhren wir die Wurzelformen von Euler, Waring, Bézout und
Lagrange und die Cardansche Annahme fiir kubische Gletchungen,
Z =1y + &, oder die Tschirnhausensche, y = @ + bz + ca?, an,

Die Newtonsche Formel fiir die Potenzsummen der Wurzeln
wird von Késtner in einer 1757 verfaBten, aber erst 1771 gedruckten
Schrift *) nach der Methode der vollstiindigen Induktion bewiesen. Die
unvollstindige Induktion sei in der Mathematik zu meiden. Auch in
seinen Anfangsgriinden der Algebra, § 316, klagt Késtner, dab
viele Schriftsteller Gesetze allgemein annehmen, welche nur bei be-
sonderen Fillen als richtig erwiesen sind, wie z. B. beim binomischen
Lehrsatz. Es werde berichtet, ,Reyneau habe Harriots Lehrsats
aus seiner Analyse demontrée weggelassen, weil er die Regeln der
Algebra demonstriren wollte“. Ich hatte eben so viel Eifer die
Regeln zu demonstriren, als Reyneau kann gehabt haben, und in

Y L. Matthiessen, op. cit., p. 238, 789. %) Dissertationes math. et phys.
quas soc. reg. scient. Gottingensi annis 1756—1766 ete., Altenburgi 1771, p. 1—8.
8*
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der That wire e¢ eine Schande fiir emmen Deutschen, wenn er da nicht
demonstriren wollte, wo selbst ein Franzose dieses unternimmt. Die
Franzosen seien von der Kuklidischen Beweisschirfe abgewichen, um
Leuten das Studium der Mathematik zu erleichtern.

An eine Arbeit von Gabriele Manfredi ankniipfend, gab
Gianfrancesco Malfatti in einem bedeutenden Artikel, De aequa-
tionibus quadrato-cubicis disquisitio analytica') die Losungen
quadratischer, kubischer und biquadratischer Gleichungen, und iiber-
trigt dann seine Methode auf Gleichungen fiinften Grades. Der
Arbeiten von Waring und Bézout tut er keine Erwihnung.
Wie Euler und Bézout nimmt er als Wurzelform der Gleichung

a5 —bax® +bHbax?+bHex +d=10
g+ mVE+p VP +qVE+aVf=0,
wo f=1 genommen wird, und erhilt

25 — b (mn + pq)2® + 5 (mPq + n*p + mp? 4 ng?) o’

— b(m®p + n*q + mg® + np® — mn® + mapg — PPz + m> + @°
+ P+ +Dd(mu —pg) (mp? + ng® — miqg — nip) = 0.

Malfatti setat mn =y, pg=wu, miq+n’p=»r, mp?+ng*=1
Zur weiteren Abkiirzung schreiben wir m®p + wl¢=v und mg¢®
+ up?=w. Malfatti erhilt nun we =2t — gy, v =ru + y
— 4u%y?% und aus diesen letzten 2wy =1t L s, 29w =1t —5, WO
s = V¢ — 4%y — 4uy® + 162%°% Dann wird vr = (m® + 2%u
+ o2, wt=(p"+ ¢y + u¥». Durch Elimination von v und w
folgen 2uf(m® + a®) = (rt +s)r — 2tuy® wnd 29 (p® + ¢°) =¥
— 2ruy — ts. Durch Vergleichung der Koeffizienten der vorgelegten
und der derivierten Gleichung hat man

y+u=a, 7'+t=‘b7

—riy+u)+@—y)s s _
2wy +y—uy+ ' =g

2ry2 - rt2u? — 2tytu — 2ryut - (ryt — tud)s | . ‘ ;
rity’+ ~ y2u2y2 yu' vy +D‘(y—u’>(t—7)=d'

Die dritte Relation gibt s(u—y) = rt(y + u) — 2uy®+ 2u’y® — 203y
+ 2 cuy Setzt man hierin ¢ =25 —» und quadriert, so erhiilt man

5 Atti dell Accademia delle Scienze di Siena detta do’ Fisio-oritici
L'smno 1771, T. IV, p. 129—184. :
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rt— 200 L (29 — yPu — yut + 24 — cy — cu 4 bY)7?
+ (—3byP+4by u—2bywd— bud+ bey + beu)r + yPu— 6ytu’ + 11 y%°
—6yfut yuP—2epPu+ 2cyPut— 2 cwdy + yu+ 07y — 207y u - bPyui=0

und, fiir s seinen Wert in der vierten Bestimmungsgleichung ein-
setzend,
(y 4+ w)r* — (by — 2bw)»*
+ (20t — 12¢% + 229%0> — 1290’ + 20 + b*u — oy — ou®)r — by
— 6bydu — 11byPu? 4 6byu® — but + bew’ — dy*u 4 dyu® = 0.

Eliminieren wir nun 7, sagt Malfatti, so werden wir die lang-

ersehnte Resolvente erhalten. Er schreibt 2duy =2+ Ha® — %9

und setzt die Resolvente in die Form

-{23— 5 2 (3(620 — %gcf + ab? + bd) —{—20(&202——9;7003—{—1—2?@?)%

4 BbE 15a2bd+%9bcd+—;lad2}2+ (g__;%.aﬂ_%@),

(d@* + 30abd® — 108 a’d + 180a’cd? — 80 actd® 4 165 a2bid?
+ 90b%cd? — 360 a*bed -+ 560 a2betd — 160bc d — R0 ¢3b%d
+ 630ab’cd — 10805 + 400 a4 c® — 64002 ¢* - 256 ¢
+ 100 a®b%e* — 120 ab2c® — 135 b*e*) = 0.

Man W%rd gewil zugestehen, daf Malfatti seine Elimination
sehr scharfsinnig durchgefiihrt hat. Vor ihm hatte niemand dieses
Ziel erreicht. Da die Gleichungen des 2., 3., 4. und 5. Grades Re-
solventen des 0, 1, 3., 6. Grades besitzen, spricht Malfatti die Ver-
mutung aus, dafl eine Gleichung n - 2t Grades eine Resolvente

1
{2 g jten . e . . . .
5 (n? 4 n)™ Grades besiBe. Fr iuBerte aber diese Ansicht mit

Schtichternheit, besonders da Euler den Resolventengrad niedriger
als den Gleichungsgrad zu stellen schien. Da Malfatti seine Re-
solvente sechsten Grades nicht allgemein 1ésen kann, sucht er Spezial-
fille anfzul6sen. Er erkennt das Vorhandensein rationaler Faktoren
der Resolvente als geniigende Bedingung, und findet nicht nur alle
vor ihm als aufldsbar bekannten Fille, sondern auch noch neue Fille.

In der Tat entdeckt er alle auflésharen Fille, denn es ist von
E. Luther?) gezeigt worden, dafl die hinreichenden Bedingungen auch
gugleich notwendig sind?).

3 Crelle, Bd. 34, % Vgl I, Pierpont, loec. cit;., S. 86; auch Francesco

Brioschi, ,Sulla risolvente di Malfatti..." in Memorie del reale istituto
Lombardo di scienze, lettere ed arti, Vol. 9, terzo della serie seconda, p. 217 bis

293, 224—227,
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In einer Abhandlung, Sur les équations résolues par M. de
Moivre') behandelt de Castillon die frither von Euler und
Bézout besprochene De Moivresche Gleichung

(”_"3)471-4” o 'n(n——-i)(ﬂ—:'))M_Gn/i,}6

i n
a=z”—nz*2]/b2+‘——!—2—~ S g

nn—>5)@Hn — 62 S-;g -

F—— T Y — ete,

Viety (a2—4b’)?—/{—§1/_(a—~]/ (*—457) als Wurzel hat. De
Moivre gab keinen Beweis; Euler verifizierte die Losung fiir
n < 5. Castillon beobachtet das Bildungsgesetz der Glieder dieser
Gleichungen, mit Hilfe dessen das Resultat der Substitutionen viel
leichter gefunden wird, und bespricht die irreduktiblen Fille.

Im Jahre 1773 erschien ein Mémoire sur la résolution des
équations en général, et particuliérement sur ’équation du
5¢ degré?) von Jean-Jacques de Marguerie (1742—1779), cinem
Jungen, aus Mondeville bei Caen gebtirtigen Schiffsleutnant. Auf
einer Fahrt nach RuBland machte er die Bekanntschaft von L. Euler.
Er beteiligte sich am nordamerikanischen Freiheitskampf und starb
in einer Seeschlacht der Franzosen gegen die Englinder. Seine
mathematischen Schriften sind uns nur durch die Angaben von La-
grange und seinem Biographen®) bekannt. Lagrange pries die Talente
des jungen Mannes*) und schrieb an ihn®): ,Ihre Methode die Re-
solventengleichung irgendwelchen Grades zu finden gefillt mir. Sie
hat den Vorzug diese Gleichung in der einfachsten Form zu liefern...
Ich bewundere, wie Sie durch geeignete Substitutionen Mittel ge-
funden haben, den Eliminationskalkiil zu vereinfachen und besonders,
wie Sie sich von nutzlosen Faktoren befreien, die den Grad der End-
gleichung viel hoher machen als er sein sollte. Ich glaube Sie sind
der erste, welcher das Resultat der Elimination fiir den 5. Grad ge-

die z=

geben hat.“
In seinen Réflexions sur la forme des racines des

équations déterminées, la réduction et la solution de ces
équations®) gibt Le Marquis de Condorcet allgemeine Uber-
legungen, die er bei der Durchsicht der Arbeiten von Euler, Bézout,

1) Nouveaux mémoires de l'acad. roy. des sciences et belles-lettres, annde
1771, Berlin 1773, p. 254—272. ) Mémoires de 'acad. roy. de marine, T. 1,
Brest 1773, p. 1. %) Prosper Levot in Biographie universelle (Michaud),
N. Ed. Y Lagrange, Oeuvres, T. XIV, p. 17, Brief an Condorcet vom
24, Febr, 1774. 5 Ebenda, p. 270.  ® Mélanges de Phil. et de Math. de la
Soc. Roy. de Turin, pour les années 1770—1773, Classe Math., p. 1—T7.




Algebra. 119

Waring, de Marguerie, Lagrange und Vandermonde mac'hte.
Er geht von der unsicheren Annahme aus, daB die Wurzeln einer
Gleichung #'" Grades ganze algebraische Funktionen threr
Koeffizienten sein miissen und keine Radikale hioherer als n* Ord-
nung zulassen. Er nimmt dann die dltere Eulersche Wurzelform
2 =VA+VB+7VC+-- an, bespricht den Grad und die Reduk-
tibilitit der Gleichung fir die Bestimmung von 4 und zieht den
SchluB, ,daB die Methode fiir die Auflésung der Gleichungen 2., 3.,
4. Grades sich auf hohere Grade ausdehnen lasse und daf die Schwie-
rigkeit, welche von der Hohe der Gleichung oder der Wurzelform
entspringt, nur die ungeheure Komplikation der Berechnung betreffe,
welche dann die Auflosung der Aufgabe erfordere; dal man aber
immer zur gesuchten Losung gelange“. Condorcet verdffentlicht im
gleichen Bande!) Nouvelles recherches, worin er seine Ideen
weiter entwickelt und sie soweit modifiziert, daB er die Fxistenz un-
losbarer Gleichungen nicht als unmdglich, wohl aber als unwahr-
scheinlich erklart. Wenn eine Gleichung keine allgemeine und end-
liche Wurzelform besitze, werde man dieses dadurch herausfinden, daB
man in den von ihm vorgeschlagenen Operationen auf eine andere
Gleichung »'" Grades gefilhrt werde, die keine rationalen Divisoren
enthalte, wenn x eine Primzahl ist; oder wemn n nicht prim ist,
daB man auf eine Gleichung komme nicht niedrigeren Grades als
(n— 2)(n —3)...8.2.1. Diese Ideen werden von ihm auch im
Artikel , Kquations Déterminées” in der Encyclopédie méthodique
(Mathématiques) erklirt.

In der Abhandlung Sur la forme des racines imaginaires
des équations®) gibt Lagrange einen Beweis des Satzes, daB jede
imaginire Wurzel einer Gleichung auf die Form A + BY—1 ge-
bracht werden kann. Nachdem er D’Alemberts auf der Kurven-
theorie berubenden Nachweis (1746), Eulers Nachweis (1749) und
de Foncenex’ (1759), iiber welchen im XXI. Abschnitte be-
richtet werden wird, kurz besprochen und ihre Schwichen aufge-
deckt hat, schreitet er zur Ausfiillung der Liicken in FEulers Be-
weise. Lagrange nimmt im allgemeinen die Wurzelexistenz ohne
Beweis an. Auch wird als bewiesen vorausgesetzt, daB jede Gleichung
von ungeradem Grade und mit reellen Koeffizienten wenigstens eine
reelle Wurzel habe. Er erklirt, daf das Eulersche Verfahren, um
eine Funktion f(#) vom Grade 2m, m>1, in zwei reelle Falktoren

1 MéI;nges de Phil. et de Math. de la Soc. Roy. de Turin, pour les années

1770—1778, Classe Math., p. 236—264. ?) N. mémoires de Pacad. roy. des
sciences, année 1772, Berlin 1774, p. 999958 — Lagrange, Oeuvres, T. III,

p. 479—516.




120 Absehnitt XX

zu zerlegen, mnicht immer zum Ziele fithrt, da dasselbe auf
Formeln fiir die Bestimmung der Koeffizienten fithrt, die in gewissen

0 . : : .
Fallen unbestimmt, 'L sind. Hs gelingt Lagrange, diesen Einwurf

gegen die Methode Kulers und de Foncenex' zu beseitigen, indem
er hier seine in den Réflexions sur la résolution des équations,
Sektion IV, n. 100, entwickelte Permutationstheorie anwendet, welche
den Wert einer rationalen Funktion y der Wurzeln zu Dberechnen
lehrt, sobald man den Wert einer anderen Funktion ¢ kenut, solcher-
art, dafl ¢ fir alle Permutationen sich &ndert, wofiir sich y indert.
Gaul fuberte sich anerkennend iiber diese Arbeit. Der grofie La-
grange habe die Sache ,so tief durchforscht, daB nichts Weiteres zu
wiinschen bleibt; abgesehen davon, daB vielleicht bei seiner voraus-
gehenden Behandlung der Eliminationstheorie, auf welche sich die
gesammte Untersuchung stiitzt, einige zweifelhafte Punkte zuriick-
bleiben®?).

De I'oneenex’ Beweis wird von Louis Bertrand in Schutz

genommen?). Bertrand behauptet, daf das Verfahren des Verfassers
nur in sehr seltenen Fillen mibBlinge. In diesen kénne man eine
Gleichung, deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeln der vorgelegten
Gleichung seien, als Hilfsgleichung ableiten, welche zum Ziele fithre.
Diese Aussage wird nur fiir die Quartic bewiesen. Wenn Lagranges
Bmwurf gegen z* — A42° + Ba® — Co + D = 0 gelte, gelte er gegen
o — (A*—2B)2’ + (B~ 2AC+2D)a*— (C*—~ 2BD)x + IF =
nicht. Da nun die Quadratwurzeln einer Gréfie @ +— b}/ —1 von der
gleichen Form wie dieselbe sind, sei der Satz fiir die Qualtlc hewiesen.
Auch bei Bertrand wird die Wurzelexistenz ohne weiteres voraus-
gesetzt.
In emer Schrift, Sur des irrationnelles de différens ordres
avec une application au cercle?®), entwickelt Vandermonde eine
neue Darstellungsweise der Irrationalen, indem er eine Verallgemeine-
rung des Symbols p" =p.p.p... (nFaktoren) annimmt, worin die
zweiten statt der ersten Differenzen der Faktoren Null sind. Er
schreibt [pl'=p(p—1)(p—2)...(p —n + 1) und entwickelt dic
Operationsregeln dafiir. Er findet

[p+m+nl"[pl™"=[p+m+n][p] =1+ [n]'[o]" ] [p]
+ [m]? [0 [} ()2 +

h C. T GanB, ,,Neuer Beweis des Satzes.. *, §12 in Ostwalds Klassiker,

Nr. 14. 2 L. Bertrand, Développement nouveau de la partie élémentaire des

mathématiques, T. II, & Gendve, 1778, p. 499. %) Histoire de I'académie royale

des sciences, annde 1772, Premiere Partie, Paris 1775, p. 480108
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wo [p]="=1:[p + m]* ist, und nimmt ohne weiteres an, daf} diese
Ausdriicke sich fiir Bruchwerte von m und n bewithren. In der

Formel [q]"[p]~" = [q +1'[p + 7" o] lal " :Ip + 27" lg — ™

1Bt er » unendlich werden und erhilt daduwrch das unendliche Produkt

lqgI" o] =1[pl *lg]~":1p +n]~*lg —nl>
=p+rn+Yg—n+L(pt+ta+2)g—n+2)...
p+D@+Dip+2)(G+2)...

Die Anwendung seiner Resultate auf den Kreis ergibt die Ausdriicke
1

v

B 1
7 12 177 2.2.4.4.6.6. ., ~ i
sl L] =rwe e md Ya—2 |5 | Die irratio-

- 3 . . o »n —n . . . . .
nalen Fplmen rzwelte). Ordnung [q] u)] Ias:gen S‘Ich, wiegezelgt wird, §fters
auf rationale Zahlen oder auf einfachere irrationale GriBen redugieren

4 .

1 A 4 1
] 19p 177Y 8 raqir 17 o
7. B. [5} [— —2“] =3 [c_)] [“ 2”:’ = V2. Kriterien der ver-

schiedenen Irrationalititsarten werden aber nicht entwickelt,

11-1 den Nova af:ta eruditorum gibt Fagnano ejne Demon-
stratio t].rleorenmtls Studeniani pro reductione aequationum,
quae 1'a,dllces habent aequ ales’). Der Satz heift: Wenn dje Glieder
einex Glel_chung, deren o Wurzeln einander gleich sind, mit den
e, D i e o PrOgEon o mllglsior
Fagnano beweist zuerst den Sat;fiir (le e emh_@n ) m'zeln_ o

| ‘ u 7 ichungen mit lauter gleichen
V\Turzehll. Werden die Glieder von (# 4 @)"= 0 mit den entsprechen-
den Gliedern von p, p + 0 P+ 2¢q,... multipliziert, erhilt wman
(p[@ + al 4+ nga)(z + a)’~' = 0. Dieses Resultat wird nun  auf
bFrert+dt+ Y@ +a)y=0b(xz+ @)+ ¢ (x + @) ... angewandt
wo die Glieder von b (z + ), cx(z + ay', - mit den entspl‘echende];
Gliedern von je p, p+q,...,p+q, p+ 29, ... , multipliziert werden.

Nun folgt die Abbandlung Vandermondes, Mémoire sur P'élimi-
nation®), worin er fir % Gleichungen ersten Grades eine Eliminations-
formel von sehr gedringter Form entwickelt und seine Schreibart auf
Elimination zwischen zwei Gleichungen héherer Grade anwendet; sie ist
eine fiir die Determinantentheorie besonders wichtige Schrift. Vander-
monde erfindet eine Bezeichnung, welche mit der spiiter von Syl-

) Nova acta eruditorum, 1776, p. 1—11. ,Studeniani* sollte ,,Hudenizm-i“
heiflen. Man findet Huddes Satz in der Ausgabe der Descartes sche-n Schrift
(teometria & Renato des Cartes, Amsterdam 1659 {welche auch A1;belten von
Hudde und anderen niederlindischen Mathematikern enthi:xlt), S. -430;~(. -
%) Histoire de I'acad. roy. des sciences, année 1772, IL Partie, Parig 1776, p. 516

bis 532. Vgl. Thomas Muir, op. cit., 8. 15—28.

SRR s
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vester aufgestellten umbral notation wesentlich iibereinstimmt.
Koeffizienten werden wie frither bei Leibniz durch zwei Buchstaben
(oder Zahlen) : dargestellt, deren einer die Gleichung, worin der Koef-

fizient vorkommt, und der andere den Ort desselben in der Gleichung
bezeichnet. Was Leibniz durch 12 oder 1, bezeichnete, wird von

1 : :
- Vandermonde , geschrieben. Ferner schreibt Vandermonde

alfp _« f_o p

alb e b b a’

|1Bly _ g o

g’|’b|3’”_a b(g_f_b i

filﬁ!z’,f — . f_M’J@_“. l J 9
albleld " a Tlcld b 1’7; . H dg"mc efo

Diese Ausdriicke enthalten die Definition einer Funktionenklasse und
deren Rekursionsgesetz, die mit der von Bézout gebrauchten De-
finition identisch ist. Werden die Unbekannten z, y, # aus drei
Gleichungen | &+ y + ;2= 0 (r =1,2,3) eliminiert, so stellt H‘;’{i
das Resultat dar. Vandermonde erkliirt, daB, statt der unteren
Buchstaben a, b, ¢, ..., man die oberen e, 8, 7,... permutieren kinne,
ohne das Endresultat zu #ndern, daB die Anzahl Glieder der Anzahl
Permutationen von a, b, ¢, ... gleich sei, wovon die Hilfte negative

Zeichen haben. Wir illustrieren durch allg _-— ZLﬁ den von ithm

fiir spezielle Fille Verlﬁmerten aber allgemein auf zwei von ihm un-
bewiesenen Hilfssiitzen gegriindeten Lehrsatz, daB die Permutation
von zwei Buchstaben im gleichen Alphabet einen Zeichenwechsel,
sonst aber keine Andelung hervorbringt. Daraus zieht er den

Schlull, daB allbﬁ llg{ =0, wenn zwei Buchstaben im gleichen

Alphabet emander gle,lch sind. Davon wird nun die Regel fiir die
Auflésung simultaner Lineargleichungen ahbgeleitet. Wenn

1 1 .
1§1—}-2§2+;=O| . “]é—% %%
2y 25 % wird gl:zz’ EE:ZZ'
1St eh = 1]2 1|2

Die Schreibweise fiir den allgemeinen Fall von # Gleichungen wird
angegeben. Bei der Elimination zwischen zwei Gleichungen m'™ Grades, -
1 2 2 — e - - "
;xm +y a™=1+ ete. = 0, [2" + o @™t ete. = O, fiihrt er die weiteren
11 2 2

= 12 12 ——— o
Abkiirzungen «|b  fiir ;;l?:a‘a“{_aa’ ablef fir 2 b w B
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+ L. ; 2 i , ete. ein, woraus sich Transformationsformeln dieser Art
o a
ale b= ablaf—apiab ergeben. Die Eliminanten fiir die

Fille m = 2, 3, 4 werden niedergeschrieben. Fir n =3 erhilt er

e L T

L[4 - 178 3[4
|

no
=
no
[SL]
.

RN 574 .72
+1|2'[ 218 .3

i}=0.

Bei der Ableitung einer dhnlichen Form der Eliminante fiir den Fall
m =D st6Bt er auf Schwierigkeiten, die sich in der Reduktion der
Eliminante auf die kleinste Anzahl Glieder zeigen. Nachdem der Aus-
druck so weit entwickelt ist, daB derselbe in Faktoren der Form
|0 umgesetzt ist, sucht Vandermonde Vereinfachungen durch eine
Formel des Fontaine, welche in Vandermondes Schreibweise

ab-cd—ac-bjd4ald ble =0

lautet, zu erzielen, ohne aber das Zie] v6llig zu erreichen. Das Eind-
resultat sollte auf 120 Glieder reduziert werden, bevor es in die Form,
welehe denen fiir die Fille m =2, 3, 4 analog ist, gesetzt werden
kann. Vandermonde erhilt 124 Glieder und bemerkt, daB, nach
einer persénlichen Mitteilung, de Gua durch ein anderes Verfahren
auf die gleiche Anzahl gestoBen sei.

Im gleichen Bande findet man eine Abhandlung von Laplace?),
Recherches sur le caleul intégral et sur le systéme.du
monde, worin die Determinantentheorie beriihrt wird. Der Name
résultant wird hier zum erstenmal fiir das Resultat der Elimination
bel » linearen homogenen Gleichungen gebraucht. RBr schreibt dafiir
das Symbol (*a.%.%). Der Lehrsatz iiber den Zeichenwechsel, durch
die Transposition zweler Buchstaben hervorgerufen, wird hier auf
befriedigendere Weise als bet Vandermonde hewiesen. Simultane
lineare Gleichungen werden nach dem jebzt gebriuchlichen Verfahren
gelost. Um die Berechnung der Resultante zu vereinfachen, fiihrt er
eine Methode ein, die wir in Spezialfiillen schon hei Vandermonde
vorfanden, und die nun als die Lap lacesche Entwicklung von Determi-
nanten bekannt ist. Die Regel fiir diese Entwicklung wird aber nicht
in einer Form ausgesprochen, daB sie auf andere Fille leicht an-

gewendet werden konnte.
Beildufige, isolierte Resultate tiber Determinanten hat Lagrange

% Hist. de l'acad. roy. des sciences, année 1772, 2¢ pt., Paris 1776, p. (264
bis 876), 294—304. Vgl T. Muir, op. cit.,, p. 28—33.
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in zwei Abhandlungen des Jahres 1773 gegeben. In der ersten,
Nouvelle solution du probléme du mouvement de rotationete.')
sind fiinf Identititen, die wir jetzt als Beispiele der Multiplikation
und Addition von Determinanten ansehen. Andere Identititen fin-
den sich in der zweiten Abhandlung, Solutions analytiques de
quelques probléemes sur les pyramides triangulaires?).

Von einer Mitteilung Condorcets angeregt, untersuchte Euler
in einem Artikel De formulis exponentialibus replicatis?®) die
Grenzwerte der Zahlen « 8, 3,..., wo B=7r% y =177 ... Damit
diese GroBen nicht ins Unendliche wachsen, muf ein Glied, welches

die Grenze beriihrt hat (attigerit), dem nichstfolgenden gleich sein,
1
d. h. 7 = @, oder »r = w®. Wenn log @ =1, erreicht » sein Maximum

1 1

ef = 14447 ... Ist 1 <7 <e®, gibt es zwei Griofen ® und VY,
welche die Bedingungen #% = ®, ¥ = ¥ erfiillen. Setzt man ' = pd,

1 ?
dann wird @ = pr-1 Y =pr-1  Man kann also p beliebig wihlen
1

und die zugehdrigen Werte von @, ¥, » finden. Wemn » > ¢, kinnen
nur imaginiire Zahlen die Bedingung 7 = e erfiillen. Der Fall » < 1
wird auch untersucht.

In einem Artikel, Observations on the limits of algebraical
equations; and a general demonstration of Des Cartes’s
Rule...) hebt Isaac Milner (1750—1820), ,fellow® an Queen's
College in ‘Cambridge, hervor, daB der Satz in Maclaurins Algebra,
demzufolge die Wurzeln der Gleichung (B)

(C+mm)z'— @+ {n—1mpz—1dL 1+ {n—2)mga"—2—. =0
als Grenzen zwischen den Wurzeln der Gleichung (A) a7 4 pa7~!
+ ga" =% — - - - = 0 liegen, nicht allgemein richtig sei. 7. B. die Wur-

zeln 2 4- ]/I?)' von 22— 42 —-9=0 liegen nicht zwischen den Wur-
zeln 3 und — 1 der Gleichung #°— 24 — 3 = 0. Der Satz gelte
nur, wenn alle Wurzeln gleiche Zeichen haben, was Maclaurin nicht
deutlich hervorgehoben habe®). Milner habe 1775 anch Waring
mitgeteilt, dall der Maclaurinsche Satz, daB die Wurzeln von (C)
ng'~t— (m—D)p2" 2+ (n— 2)ga"~?—...=0 Grenzen der Wumrzeln
von(A) seien, emer Einschrinkung bediirfe, da es mglich sei,daB keine der
‘Wurzeln von (C) zwischen der kleinsten positiven und der gréfiten nega-
mm. de l'acad. roy. des sciences, année 1773, Berlin 1775, p. 85 bis
120 — Lagrange, Oeuvres, T. III, p. 579—616. % Ebenda, p. 149—176 =
Oeuvres T. I, p. 661—692. Vgl T. Muir, op. cit. p. 33—41. M Acta acad.

scient. imp. Petropolitanae, pro amno 1777, Pars 1, Petropoli 1778, p. 38-—60.
%) Philos. Trans., Vol. 68, for the year 1778, London 1779, p. $80—388. ) Vide

Maclaurin in Phil. Trans. (London) Vol. 36, auch seine Algebra, Art. 44, 45—50.
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tiven Wurzel von (A) liegen. Denn setze man diese zwei Wurzeln
in (C) ein, so mége das Polynom (C) Werte gleichen Zeichens er-
halten, weshalb keine Wurzel von (C) zwischen den zwei Wurzeln
von (A) liegen wiirde. DaB ein solcher Fall wirklich eintreten kann,
1st natiirlich nicht bewiesen.

Milner gibt folgenden Beweis der Descartesschen Zeichen-
regel. Sind alle Wurzeln von (D) 1 dmy + nat+ - 4 o = 0 reell,
dann sind diejenigen von (E) m + 2na 4 - - - na”~t=0 Grenzen der
Wurzeln von (D). Es sind deshalb nicht weniger 4--Wurzeln in (D)
als in (E), denn da jede Wurzel von (E) zwischen verschiedenen
Waurzeln von (D) liegt, kann die Anzahl positiver Wurzeln nicht
kleiner sein. Sind 7 und m beide positiv, muB die Anzahl +-Wur-
zeln in (D) und (E) gerade sein, und die Anzahl in (D) kann also
die in (E) nicht durch die Einheit iibersteigen. (D) hat aber eine
‘Wurzel mehr als (E), welche gewif — sein mubB. Ahnlich behandelt
er den Fall, wo ! und s beide negative, und den IKall, wo diese
entgegengesetzte Zeichen haben.

In der Abhandlung Sur la détermination du nombre des
racines imaginaires dans les équations litérales) entwickelt
Lagrange anfangs die bekannten Kriteria fiir die Bestimmung der
Natur der Wurzeln von 22— Bz + €= 0; alle Wurzeln sind reell,
wenn 4 B3> 97 C?; zwei sind einander gleich, wenn 4 B*— 27C* = 0;
zwel Wurzeln sind imaginir, wenn 4B°<27C% Zu Gleichungen
#*" Grades iibergehend, bemerkt Lagrange, dal Newton und an-
dere Forscher Bedingungen fiir die Existenz lauter reeller Wurzeln
aufgestellt haben, die nicht hinreichend seien. Der Grund dafiir liege
darin, daB diese Bedingungen nicht durch die direkte Betrachtung der
reellen und imaginiren Wurzeln abgeleitet wurden, sondern blof}
aus gewissen Bedingungen, welche befriedigh sein miissen, wenn alle
Wurzeln reell sind. Wenn die Wurzeln reell sind, muB z B. die
Summe der Quadrate aller Wurzeln, oder der Quadrate ihrer Diffe-
renzen, positiv sein; man darf aber nicht schliefen, daB eine positive
Qumme das Vorhandensein lauter reeller Wurzeln nachweist. La-
grange hebt nun hervor, daB man die Frage, ob es imaginire
Wurzeln gibt oder nicht, sicherlich dadurch beantworten kann, daf

man ermittelt, ob “die linke Seite der Gleichung durch einen oder

ehrere Faktoren 22— az + b, wo b>> -, teilbar ist oder nicht. In

demjenigen Divisionsrest, welcher keine htheren Potenzen von 2 als
die erste enthilt, setze man den Koeffizienten von z, sowie auch den

1) Nouveanx mémoires de 'acad. roy. des sciences, année 1777, Berlin 1779,
11—189; Lagrange, Ocuvres, T. IV, p. 343—3874.

p 1
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von « freien Teil gleich Null. Man erhilt auf diese Weise zwei
Gleichungen, und eine dritte durch die Annahme -(;T — b =1, aus

welchen man die unbestimmten GréBen ¢ und b eliminieren soll.
Die GroBe w stellt sich hier als das Quadrat der Halbdifferenz irgend
eines Wurzelpaares der vorgelegten Gleichung heraus. Ist letztere
m {m — 1)ten
2
Endgleichung u negative Werte hat, sind in der vorgelegten Glei-
chung imaginire Wurzeln vorhanden, sonst micht. Ob u negative
Werte habe oder nicht, lasse sich durch Descartes’ Zeichenregel
entscheiden. Gibt es in der Reihe der Koeffizienten lauter Zeichen-
wechsel, so hat die vorgelegte Gleichung keine imaginiren Wurzeln;
sind Zeichenfolgen vorhanden, dann sind imaginive Wurzeln gewiB
vorhanden. Lagrange erklirt, daf die Anzahl von imaginiiren
Wurzelpaaren nicht grofer als die Anzahl Zeichenfolgen sei, weshalb
man wisse, daB sich imaginire Wurzelpaare vorfinden, nicht aber
deren Anzahl. Um diese Anzahl niher zu untersuchen, berechne man
eine zweite transformierte Gleichung, deren Wurzeln die Quadrate
der Halbdifferenzen zwischen der Summe zweier Wurzeln und zweler
anderer Wurzeln der vorgelegten Gleichung sind. Hat diese neuc
Gleichung keine negative Wurzel, dann hat die vorgelegte Gleichung -
nur zwei imaginire Wurzeln. Dalb eine negative Wurzel wenigstens
vier imagindre Wurzeln der vorgelegten Gleichung andeuten wiirde,

ersieht man aus dem Ausdrucke (W)ﬂ fiir die Wurzeln

mt® Grades, mul} erstere Grades sein. Wenn nun in der

der transformierten Gleichung. Sind @ und b, ¢ und d zwei konjugierte
imaginire Wurzelpaare, so muB obiger Ausdruck einen negativen Wert
annehmen. Um herauszufinden, ob nicht mehr als vier imaginiire
Whurzeln existieren, bilde man eine dritte Gleichung, deren Wurzeln
die Quadrate der Differenzen zwischen der Summe von drei Wurzeln
und der Summe dreier anderer Wurzeln sind. Hat diese dritte Glei-
chung eine negative Wurzel, dann besitzt die vorgelegte Gleichung
wenigstens sechs imaginire Wurzeln. Wenn notwendig, kinne man
noch weitere Transformationen unternehmen. Lagrange bemerkt,
daB ihm kein allgemeines Kriterium zur Bestimmnung der Anzahl
negativer Wurzeln einer Gleichung bekannt sei. Diese Methode fiir
die Bestimmung der Anzahl imaginirer Wurzeln fiihrt immer zum
Ziele. Sie ist der Glanzpunkt der Resultate, welche man im 18. Jahr-
hundert iiber diesen Gegenstand erreicht hat.

Endlich leitet Lagrange noch die Beziehungen zwischen den
Koeffizienten einer Quartic, welche die Natur ihrer Wurzeln bestim-
men, ab, und bemerkt, daB schon frither Waring in seinen Medi-
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tationes algebraicae diese Resultate mitgeteilt habe, ohne aber
den Nachweis dafiir zu veréffentlichen.

Das 1779 zu Paris erschienene Werk Théorie générale des
équations algébriques von Bézont zeichnet sich aus durch das,
was es enthilt, sowie durch das, was es wegliBt. Von der algebraischen
Auflésung von Gleichungen f(z) — O verschiedener Grade, oder der
Auflosung durch Anndherung, oder der Transformation von f{x)=0
in eine neue Gleichung, deren Wwrzeln oder Koeffizienten bestimmte
Beziehungen zu demen der vorgelegten Gleichung hahen, davon wird
nichts gesagt. Das ganze Werk ist dem Eliminationsproblem ge-
widmet. Die Elimination ohne Einfithrung fremder Faktoren hatten
FEuler und Bézout bisher nur fiir zwel Gleichungen hoheren Grades
mit zwel Unbekannten erzielt. Um fiir den allgemeinen Fall fremde
Lésungen zu vermeiden, erkannte Bézout schon frither?), ,daf nicht
eine allmihliche, sondern nur eine gleichzeitige Elimination von (m—1)
der m Variablen zum richtigen Grade der Endgleichung oder der
Eliminante fithren kénne“. Diese Sache wird nun weiter entwickelt.
Nach einer Einleitung iiber Differenzenrechnung folgt die aligemeine
Theorie von Gleichungen irgendwelchen Grades und mit mehreren
Unbekannten. Ein vollstindiges Polynom des Grades 7 mit »n Un-
bekannten wird durch (u ... n)" bezeichnet; dessen Gliederzahl, durch
N(u...n)" symbolisiert, ergibt sich gleich |T+n/jn|T. Bézout
Jeitet einen Ausdruek ab fiir die Berechung der Anzahl derjenigen
Glieder in diesem Polynom, welche durch keine der GroBen w? a4, 2
teilbar sind, und wird durch denselben zum Lehrsatz gefiihrt: Der
Grad der Endgleichung, welche aus einer Anzahl » von vollstindigen
Gleichungen irgendwelcher Grade mit 7 Unbekannten hervorgeht,
ist dem Produkte der Grade der vorgelegten Gleichungen gleich.
Nur fiir den Spezialfall von zwei Gleichungen war dieser Satz friiher
bekannt. Im Falle unvollstindiger Polynome mag der Grad des End-
resultats niedriger sein. Bézout unterwirft dieselben einer ein-
gehenden Untersuchung. Im zweiten Teile des Werkes wird die Eli-
mination selbst durchgefilhrt. Ohne Nachweis gibt er zur Berech-
nung der Unbekannten von linearen Gleichungen eine scheinbar will-
kiirliche Regel, welche gleichgiiltig auf literale und numerische, all-
gemeine und spezielle Gleichungen anwendbar ist. Wir erliutern sie
an einem Beispiele aus § 200. Sind d/z 4+ by +cdz+d=0 =0, 1, 2),
nehme man stillschweigend ¢ als Unbekannte der absoluten Glieder
an. Man hat dann &'z + Uy + ¢2 + d'it=0. Im Produkte zyzi
setze man nacheinander beziiglich @, b, ¢, d an die Stelle von #, y, 2, t.

) Cours de math. & I'usage des Gardes du Pavillon, 1764/69, 'p 209. Vgl
Encyklopiidie der math. Wiss., Bd. I, S. 261. .
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Man erhilt, nach einem Zeichenwechsel fiir jede ungerade Vertauschung,
die erste Linie, ayzé{ — bzzt+ cxyt —dzyz. In dieser ersten
Linie setze man #hnlicherweise, nacheinander, beziiglich «a', ¥, ¢, d
statt z, y, 2, t. Man erhillt die zweite Linie. Darin setze man be-
ziiglich a”, V7, ¢, d” statt z, g, 2, {, und man erhilt die dritte Linie.
Der Wert von = ergibt sich dann durch Division des Koeffizienten

von z mit dem des Koeffizienten von #¢; d. h.

z=—{(be — Voyd —(d —bd)" + (ed — dd)V” ]
: {(ab —a'b)e” — (ac’ — a’c) V" + (be —beja”}.

Ahnliches fiir y und 2. Warum mit xyz¢ angefangen wird, und
was dieses Produkt eigentlich bedeutet, wird nicht erklart. Man sieht,
daB hier Determinantenausdriicke vorkommen und daB die Methode
auch zur Resultantenbestimmung dient. Die Regel wird an Beispielen
angewendet, wo einige Koeffizienten Null sind, oder eine Linie ver-
schwindet, oder eine der Unbekannten in der letzten Linie wegbleibt.
Bézout gibt auch eine bessere Regel, die Laplacesche Entwicklung
niederzuschreiben?).

Bézout geht dann zu Glelchungssystemen hsherer Grade iiber
und bewirkt die Elimination nach einer Methode von unbestimmten
Koeffizienten. Jede der vorgelegten Gleichungen wird mit einem un-
bestimmten Polynom multipliziert, so daB in der Summe dieser Pro-
dukte alle Unbekannten mit Ausnahme einer einzigen verschwinden.
Durch eine Konstantenabzihlung und die Auflésung von linearen
Gleichungen lehrt er Polynome dieser Art zu finden. Das Werk
wurde von Lagrange®) und Laplace®) sehr hoch geschitat. La-
grange sagte: ,je le mets dans le petit nombre de ceux qui sont
véritablement utiles aux . progrés des sciences. Und doch scheinen
Bézouts Resultate teilweise in Vergessenheit geraten zu sein, denn
Jacobi und'Min‘ding leiteten solche iiber ein halbes Jahrhundert
gpiter von neuem ab, ohne Bézout als Vorginger zu nennen®).

Bézouts Ehmmatlonmegel fiir lineare Gleichungen wurde von
C. F. Hindenburg in seiner Vorrede zu einem Werke von C.F.
Riidiger, Specimen analyticum de lineis curvis ete, Leipzig
1784, ins Lateinische iibersetzt. Hindenburg selbst gab eine Regel,
welche zugleich die: Ghederbl]ldung und ‘die Zelchenordnumg in Deter-

mmanten llefert'e 5.

Y Vgl T Mulr op. cit., p- 41 53 3 Oeuvres T. XIV, p. 276: Brief an
Bézout, 12. Juli 1779. ) Ebenda, p. 80: Brief an Lagrange. *) A.Brill
ynd M. Noether, Jahresb. d. Deutsch. Math. Ver., 8. Bd.,, 1892—1893, S.143

bis 147, 5 T. Mun-, op. cit., p. 53—55.

%
%
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Vor dem Abschlusse unserer Angaben iiber Determinanten be-
merken wir noch, daB in den Schriften von Vandermonde und
Francois Marie Riche de Promy?) (1755 —1839) die ersten
‘Spuren von Alternanten vorkommen®), :

Der Mathematiker und Astronom John Hellins (? — 1827),
1779—1783 - Pfarrer zu Constantine in Cornwall, schlug eine Methode
zur Berechnung von zwei gleichen Wurzeln vor, welche fiir die
kubische Gleichung so lautet®): Wenn 4°— pa*+ gz —r=0 zwei gleiche
‘Waurzeln hat, finde man durch Division den gemeinschaftlichen Faktor
zwischen dieser Gleichung und 834® — 2px -+ g =0. Man erhilt da-
durch & = (pg —97):(2p*— 6¢). Hatnun 2® + 52° — 324 4 836 =0
zwei gleiche Wurzeln? Man findet (pg — 97):(2p® — 6 g) = 2. Dieser
Wert, =2, geniigt der vorgelegten Gleichung und muB also die
doppelte Wurzel sein. Diese Methode wird auf die Quartic und
Quintic angewendet. . \ v
| Ungefiihr zu gleicher Zeit wurden Studien iiber Gleichungen
auf den schwedischen Universititen zu Upsala und Lund vor
genommen; in Upsala von Mallet, in Lund von Bring. Fried-
rich Mallet (1728—1797) stammte von einer Familie, die aus
Frankreich nach Schweden auswanderte. Nachdem er einige Jahre
. . o
in England, Frankreich und den Niederlanden zugebracht hatte, wurde
er 1757 Assistent fiir Astronomie und spiter Professor der Mathe-
matik an der Universitit Upsala. Zwischen 1777 und 1784 hat er
vier Schriften iiber Gleichungen der ersten vier Grade geschriebén.
Drei sind von Matthiessen angefiihrt4); eine vierte, De Aequatione
biquadratica (Resp. J. Norderling) erschien in Upsala 1782 und
st geschichtlichen Inhalts. Er eroffnete einen neuen Gesich-tspﬁnkt
.durch sein Verfahren, die Unbekannte zu variieren und die Koef- -
fizienten der erhaltenen Gleichung gewissen Bedingungen zu uﬁ_ﬁei-—
werfen. Bei * + A2+ Ba* 4+ Oz + D=0 setzt er’) 2=y + &
und erhiilt y* 4 aby®+ (6 + AE + B)y® + ably + b* =0, wo
=E+ AP +BE+ CE+ D, ab=4E+ A, ab®=4E*+ 3AL*
+2BE + C. Daraus folgt die kubische Gleichung |

(A*—4AB+8C)E° + (A4°B+24C - 4R+ 16D) E?
+ (A°C+8AD —4BOEJ+ 42D — (=0 :
fiir die Bestimmung des E. Es sind dann a, b, cb® — 6 E* - 8AE + B
) Journ. de l’éc. polyt. I, p. 264, 265. %) T. Muir, ,;The Theory 6_f Alter-

"nants in the Historical Order ete.'* in Proceed. roy. Soc. of Edinburgh, Vol. a3,
1899—1901, p. 93, 94. % Phil. Trans. 1782 London, p. 417—425. %) Mat-

-thiessen, op. cit. -8. 340, 438, 545,'621,.977. . ~ % Nov. Act. Soc. Scient. et
-Litt. Ups., Vol. IIT, p. 283, auch:De sequatione:biquadratica, Upsala: 1782,
P. 16, 17- ’.7.7: ! R / 4\:"..‘-«7!',?..',‘-'

CANTOR, Geschichte der Mathematik IV. 9
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bekannt. Die erhaltene Gleichung ist nach Saundersons Methode

leicht zu l6sen, denn

gt + abyt 4 b7yt 4+ ably + b= 0= (4 +eby + ) (* + oy +a¥);
wo ¢+ f=a, c—f= Va2 —4e+ 8.

De aequatione, cujus radices sunt hinarum datae aequa-
tionis radicum summae?) ist eine Untersuchung von Sebastiano
Canterzani (1734—1819), Professor der Mathematik in Bologna
and Verfasser mehrerer Lehrbticher und Abhandlungen. Er war
auch Sekretir des Instituts von Bologna. Er hebt hervor, dabB
Waring in seinen Meditationes algebraicae die Herleitung einer
Gleichung besprochen habe, deren Wurzeln irgend eine algebraische
Fuanktion der Wurzeln einer gegebenen Gleichung seien, daB aber die
. Bestimmung der Glieder einer allgemeinen Gleichung '™ Grades
nicht leicht sei. Lagrange habe 1767 die Gleichung, deren Wurzeln
die Differenz je zwéier der vorgelegten Gleichung sind, hergeleitet.
Nun soll die Sunme je zweier Wurzeln in Betracht kommen. Die

Methode ist hier mur sehr kurz erklirt. Sind o, o’ a”,... die

Koeffizienten der vorgelegten Gleichung m'™ Grades und A, A7,
v .. . mim—1 ten N
A7, ... diejenigen der gesuchten —(T—) Grades, dann sei
Ao = S A2~r + @’ A=+ a0 A 4 (e — 277 at,

wo in der durch _ angedeuteten Summe m die Variable ist. Obschon
im nichsten Bande die Sache weiter auseinandergesetzt wird, ist sie
doeh nicht mit geniigender Klarheit dargestellt. |

Ein sorgfiltig verfaBtes Werk, betitelt Analysis aequationum,
Dublin 1784, erschien aus der Feder von William Hales (1747 bis
1831), Tutor zu Trinity College, Dublin, und Professor der orienta-
lischen Sprachen an der dortigen Universitit. Es ist reich an Lite-
raturangaben. Lagrange soll an den Autor aus Berlin ein Lobschreiben
gerichtet haben?).

Unter den wichtigen Ergebnissen, welche withrend der zweiten
Hiilfte des 18. Jahrhunderts in der Gleichungstheorie hervorgebracht
wurden, muB man auch eine kleine Schrift des oben angeéfiihrten
schwedischen Mathematikers Bring mnemnen. Wihrend 75 Jahre
blieb dieselbe den Mathematikern unbekannt; die Resultate derselben

wurden von dem englischen Mathematiker Jerrard 1834 neu ent-

I

3. De- Bononiensi Qejentiarum et Artium Instituto atque Academia Com-
%) Dictionary of National Bio-

_mentarii, T. VI, Bononiae 1783, Comm. p. 107,
graphy (Stephen und Lee).
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deckt. Sie betrifft die Transformation der allgemeinen Gleichung
5. Grades in die Form ¢*+ Gy + H=0 und erschien unter dem
Titel B. cum D. Meletemata quaedam mathematica cireca
transformationem aequationum algebraicarum, quae ... in
Regia Academia Carolina praeside D, Erland Sam. Bring,
Hist. Profess. Reg. & Ord. publico eruditorum examini
modeste subjicit Sven Gustaf Sommelius...1786, Lundae.
Man kénnte diesem Titel zufolge veranlaBt sein, Sommelius fiir den
Verfasser zu halten, besonders ‘da auch die Dedikation seine Namens-
unterschrift trigt, und er darin von diesen seinen Erstlingsfriichten
(,primitias®) redet. Auf eine Anfrage des Hrn. Felix Klein teilt
aber Hr. Bicklund in Lund mit, ,daB dies jedenfalls unzu-
treffend sein wiirde, indem die Promotionsschriften damals durch-
gingig von den Vorsitzenden des Examens verfaBt wurden und den
Examinanden nur als Substrat der Disputation dienten®.)

Schon frither hatten C. Hill (1861) aus Lund und Ebbe Sam.
Bring, ein Neffe unseres Bring (ungefihr 1824), diese Dissertation
ihm zugeschrieben. Ja schon 1798 enthiilt der Titel einer Tegman-
schen Dissertation den Ausdruck ,methodus Bringiana®. Auch muf}
bemerkt werden, daB Bring sich viel mit Gleichungen beschiftigte,
wihrend der siebzehnjihrige Sommelius sich spiter nicht wieder
mit mathematischen Studien abgab und 1790 eine Promotionsschrift
historischen Inhalts verteidigte. Die Verdienste von Erland Samuel
Bring wurden 1861 von Hrn. C. Hill in Lund ausfiihrlich gewtirdigt,
der die Arbeit mit eigenen Bemerkungen begleitete ). Es ist merk-
- wiirdig, daBl die Bringsche Arbeit nicht frither allgemein bekannt
wurde, denn, wie schon bemerkt, erschien 1798 eine Dissertation mib
Brings Namen im Titel Ferner hob Brings Neffe ungefihr
1824, bei der Inauguration des Physikers J. C. Hill in Lund, den
grofien Wert seiner Gleichungsuntersuchungen scharf hervor und
1837 wurden Ausztige dieser Mitteilungen in einem wohlbekannten
schwedischen biographischen Lexikon' gedruckt®). Erland Samuel
Bring (1736—1798) studierte in Lund Rechtswissenschaft, wurde
1762 Dozent, spiter Professor Historiarum und 1790 Rektor der
Akademie. Mathematik war fiir ihn ein Lieblingsstudium, aber nur
wenige seiner Arbeiten wurden verdffentlicht. In der Bibliothek der

) F. Klein, Vorles. . d. Ikosaeder, Leipzig 1884, 8. 143. = £ Ofversigt
‘af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Forhandlingar 1861, Stockholm 1862, p. 317
bis 855. Ein Auszug von Brings Schrift mit Bemerkungen erschien in Grunerts
Archiv, Bd. 41, 1864, S. 105—117; Bd. 40, 1863, 8. 35; auch in Quarterly Journ.
of Mathematics, Vol. VI, 1864, p. 38—47, %) Biographisk Lexikon Ofver
Nanmnkundige Svenska mién Tredje Bandet, Upsala 1837, p. 83—84.
g*
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‘Universitdt in Lund sind acht handschriftliche Béinde seiner mathe-
matischen Abhandlungen und Kommentarien zu Euler, Wolf,
Palmquist, Hospital und anderen. Er schrieb iiber Algebra, Geo-
metrie, Differentialrechnung, Gleichungen, Theorie der homogenen
Funktionen, Chronologie und Astronomie?).

In seiner Dissertation wendet Bring die Tschirnhausensche
Tyansformation. an. Er fingt mit der quadratischen Gleichung
24 mes+n=0 an, setzt # =y —a, danm — 2¢ + m =0 zur Be-

. . m? T
stimmung des” ¢ und erhilt 3= - —mn Durch ein #hnliches

Verfahren wird die kubische in eine binomische Gleichung transfor-
miert. Dann folgt eine interessante Diskussion der Quartic, 4 net
+pz+ g=0. Durch Hilfsgleichungen zweiten Grades 27+ bz + @
+ y =0 wird diese auf die Form y*+ Ay? 4+ B =0 gebracht. Um,
wenn méglich, alle dazwischenliegenden Glieder der vorgelegten
Quartic zu beseitigen, nimmt er 2°+ ¢z +bs+a+y= 0 an, eli-
miniert # und setzt die Koeffizienten y? y? y gleich Null. Die Eli-
mination von b filhrt ihn zu einer Gleichung sechsten Grades in ¢
Ohne diese Sache weiter aufzukliren schreitet er zur Quintic.

Um die Quintic 2> +ps*+ gz + =0 von dem Gliede 2° =
befreien, nimmt Bring #* + d2* 4 ¢ Lbs +a+y—="0 an und eli-
miniert z. In der neuen Quintic ¥° + Dyt + Ey*+ Fy + - = O
setzt er D=0, E=0, F=0. Von D=0 erhilt er a=3pd+40):5,
dessen Wert er in £ =0 und F =0 setzt. Versucht man nun b, ¢
oder d zu eliminieren, so bekommt man eine Gleichung sechsten
Grades. Dieses vermeidet Bring aber durch die Annahmen h=ad
+¢ und e=d-+p Die Gleichung E =0 nimmé nun die Form
oiner Quadratic in d an, deren drei Koeffizienten er gleich Null setzt.
Das Verschwinden des ersten Koeffizienten liefert ibm durch Auf-
Jésung einer. Gleichung ersten Grades den Wert von ¢ dasjenige des
sweiten Koeffizienten gibt ihm ¢ als eine lineare Funktion von
dasjenige des dritten Gliedes bringt ihm durch Auflésung einer
Quadratic, als eine Funktion von p, ¢, 7. Setzt man pun in =10
fiir a, b, ¢ die Werte (3pd + 4¢):5, ad + § d -+ y ein, so erhiilt man
eine Gleichung in d, die nicht hoheren als dritten Grades sein kann.
Auf diese Weise transformiert Bring die allgemeine Quintic in die
Form 9° + Gy + H = 0, ohne aber in seiner Dissertation zu zeigen,
ob eine weitere Anderung zur Binomialform P+ I=0 unmdglich
wire?). Diesen bedeutenden Leistungen sind in Schweden keine

_weiteren Untersuchungen gefolgt, auBer zwei Dissertationen der Jahre

5 Eine Kritik der Bedeutung von
207—209, 244.

*1) Biographisk Lexicon ete., S. 84.
Brings Transformation findet man in F.Klein, op. cit. 8. 143, 144,
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1798 und 1799 von Tegman, Regula Cardani et methodus
Bringiana radices inveniendi cubicas inter se collatae, und
De aequatione biquadratica, worin die Gleichungen dritten und
vierten Grades etwas eingehender behandelt werden, als bei Bring der
Fall war?). Pehr Tegman (1757—1810) war Professor der Mathe-
matik an der Universitit zu Lund®)-

J. H. Lambert sagt in einem Aufsatze Uber dio Vexwand—
lung und Auflésung der Gleichungen?®), daf Waring einen dem
seinigen ganz dhnlichen Versuch gemacht habe, die Sache aber so
sehr abwtrakt vornehme, dafl er die Vorteile, welche hesondere Fille
darbieten, gar nicht sehen konnte. Lambert bestimmt die Grenzen,
in welchen alle Wurzeln einer Quartic entweder unmgglich oder reell
sind. Die Auflésung einer solchen Quartic hingt von einer kubischen
Gleichung mit lauter reellen Wurzeln ab, die sich auf die Dreiteilung
eines Kreishbogens reduzieren liBt.. Eine bequeme Auflgsungsform
wird angegeben. Auch behandelt er die Aufgabe, aus zwei Glei-
chungen 0 ==2" —aa™~14 ... O=¢"— qa”"~1 4 ..., ohne diese
vorerst aufzuldsen, eine dritte Gleichung 0 =2 — Az?~' + - - her-
zuleiten, so dafl z =z + y ist. -

Sebastiano Canterzani sucht in einer Schrift Della riduci-
bilitd di ogni quantitdh immaginaria algebrica alla forma

A+ B V— 1%) einen fiir elementare Lehrbiicher geeigneten Bewels
darzulegen. Es ist dem Verfasser aber nicht gelungen, den Beweis
dieses schweren Satzes von Ubelstinden verschiedener Arten zu be-
frelen.

In einer Schrift, Von der cubischen und biquadratischen
Gleichungen bejahten, vermeinten und unméglichen Wur-
zeln®), gibt Gustaf Adolph Leijonmark (1734—1815), Bergrat
beim schwedischen Bergkollegium, eine weitliufige Erkldrung von
Konstruktionen, um die Natur von kubischen und quartischen Glei-
chungen geometrisch zu bestimmen. In spiteren Artikeln untersucht
er quartische Gleichungen, die sich in zwei quadratische Faktoren
zerlegen lassen und quintische Gleichungen, die sich In quadratische
und kubische Faktoren zerlegen lassen®). ’

In einem Artikel On finding the values of algebraileal quan-

1 C. Hill, loe. cit. 8. 819. 3 1. G Pomrendorff Handwirterb. z.
Gesch. d. exact. Wiss., Bd. I, Leipzig 1863, 8. 1074. ?) Beytrage 'z, Gebrauche
d. Math. u. deren Anwend Zweyter Theil, Berlin 1770, 8. 184—249. %) Me-
morie di Matematica e Fisica della Societd Italiana, Tomo II, Pt. II, p. 720 bis
781. % Neue Abhandl. d. K. Schw. Akad. d. Wiss. fiir das Jahr 1785; aus
dem Schwedischen iibers. von A, G. Kastuer, Leipzig 1786 S. 3—15, nebhst
fiinf Forbsetzungen. ) Ebenda, Bd. 9, 1788; Bd. 16, 1795, L
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tities by converging serieses, and demonstrating and ex-
tending propositions given by Pappus and others?) betrachtet
Td ward Waring den Ausdruck ‘

V (VAL YEB £ VECEete)
Sind o + 44, &’ + 44, ... I'+ 47 respektive Wurzeln von 2" -1 =0,
g F1=0...22F1=0 (Waring schreibt V—1 statt 4), und

1 1 1 1

iP=iA—’Tlx—_I;B”‘ 4oy + Q=L An i 4 Bi 4 ... dann wird
obiger Ausdruck, wo P statt + P und P> @, ®
) ' i _!, 1 1 " QE h
e
P ‘
1 @ i 1—r 1—2r @ : . Lo,
i(%"—r“—??_ e P v ’srdiT"‘=IM)@=ILI”‘1~»
P P

in welchem Falle L und M konvergieren. Sodamn ist (I'+4id)
(4 L + M) eine Wurzel der vorgelegten Grofe. Er nimms ferner
P statt + P, hernach P< @, P=-4 @ Die Wurzeln von
2 + 1 =0 koone man algebraisch finden, wenn b < 11 (Vander-
mondes Auflssung von z' —1 =10 von 1774 war ihm also nicht

bekannt), oder wenn b= 2.8" .. 10" wol,l'...I* ganze Zahlen sind.
Auflosbare (leichungen hoheren Grades werden von Euler in

der 1776 eingereichten Schrift Innumerae aequationum formae,
ex omnibus ordinibus, quarum resolutio exhiberi potest®)

behandelt. Der Bruch z = (bi/% —_ a—) : (1 —]"/E) WO ]7% n ver-
N7 a

gschiedene Werte annimmt, ist Wurzel der Gleichung (g—::f—;) =3
welche in entwickelter Form

E‘—bi);,;w—n FIN
a—b

’ o — b ”r
a2 =n"ab (E—_—_—E) 2% L a‘b(

wird, wenn 27, %, ... den zweiten, dritten etc. Koeffizienten eines zur
nt® Potenz erhobenen Binoms andeutet. Es ist auffallend, da8 in
dieser Abhandlung gar kein Hinweis auf die Arbeiten von Bézout,
Lagrange und Malfatti vorkommt. Seine jetzigen Ansichten
diber die allgemeine Losbarkeit von Gleichungen stimmen mit denen,
die er 1782 und 1762 geduBert hatte, ganz iiberein. Obiges Resultat

1y Phil. Trans. Vol. 77, for the year 1787, Pt. I, London 1787, p. 7T1-—83.
% Nova acta acad. scient. imp. Petropolitanae, T. VI, ad annum 1788, Petro-

poli 1790, p. 25—35.
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wird von ihm als eine Bestitigung seiner fritheren Mutmafiung, dab
eine Gleichung 2" = pa™~% 4 qa"~* + .-+ die Wurzelform 2=/

+VB + - besitze, wo ¢, f, . .. Wurzeln einer Resolvente s — 1%®

Grades darstellen, angesehen.
In der Abhandlung De radicibus aequationis 1infinitae

T.x at I A " o

O=1-— n(n 4 1) + n(n 4 1) (n - 2)(n + 3) n...(n-F5) + ete. ) zergh

-~ Buler, daB fir n=1, =+ -;E, + ?;, o fir =2, x=4=x,
i 2717, « a3 fiir #n = 3, X = j__* 255, i 45!5, e Wihrend in diesen

Tillen eine unendliche Anzahl reeller Wurzeln existiert, sind fiir

. - o 6 (2 — sinz
n =4 alle Wurzeln imaginir, weil die Summe “*(“"_,;T“*)' der unend-

lichen Reihe fiir keine reellen Werte von wx verschwinden kann.
Euler schlieBt nun ohne Beweis, daf hohere ganzzahlige Werte von
n ebenfalls nur imaginire Wurzeln hesitzen. Ist » <3 und ein
Bruch, so gibt Daniel Bernoullis Methode der rekurrierenden Reihen

, 1 1
Niherungswerte. Setzt man #n=—, -,

Wert von z bezw. 0.909, 0.687, 0.572. Die verschiedenen Wurzeln,
welche sich fiir Bruchwerte von » oder fiir ganzzahlige Werte von

» >3 ergeben, lassen sich nicht auf einfache Weise durch = aus-
driicken.

dann wird der kleinste

Wir erwihnen hier ein uns nicht zugiingliches Werk, Opuscules
mathématiques contenant de nouvelles théories pour la
résolution des équations de deux, trois et quatre degrés
(Leyde et Paris 1794) von Louis Bourguet (1678—1742), welcher
in den letzten Jahren seines Lebens Professor der Philosophie und
Mathematik in Neuenburg war?).

In einem Biichlein iiber Analytische Entdeckungen in der
Verwandlungs- und Auflésungskunst der hoheren Glei-
chungen von Hulbe, Berlin und Stralsund 1794, werden, wie der
Autor sich ausdriickt, ,,weitere Gesichtslinien gezogen®." Adam Ehre-
gott Leberecht Hulbe (1768 —?) wurde zu Berlin geboren und
bekleidete dort gegen Ende des Jahrhunderts die Stelle eines komg-
lichen Lotteriesekretiirs. Sein wertvolles Werkchen wurde von
Kistner, dem es zugeeignet ist, erwihnt; sonst blieb es lange un-
bekannt®). Er zeigt wie man eine Gleichung nach # in eine andere
nach y durch die Annahme y — & transformieren kann, Wenn man

1 Nova acta acad. scient. imp. Petropolitanae, T. IX, ad annum 1791,
Petropoli 1795, p. 19—40. % Michaud, Biogr. univ. %" Allgemeine Bio-
graphie, Art. von 8. Glinther.
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also die allgeméiné kubl‘isc}_le Gleichung ¥° + xy* + Ry — ;;— =0 1in

die Gleichung 2° + (2R — 2%)&" + (RQ + I;f) z— 5_4 = 0 verwandelt,
worin 2z = %%, und man setzt 2R — * = g— , R*+ -'f— = (q;4 9 und
° )

eliminiert B mittels der zwei letzten Gleichungen, so erhiilt man die allge-
meine quartische Gleichung #* 4 ga? + rx 4 s=0. Folglich erhilt man
auch umgekehrt durch Aufldsung der kubischen Gleichung von # die
Wurzeln dieser quartischen Gleichung?). Hulbe lehrt auch Glei-
chungen mit ganzen und gebrochenen Exponenten, wenn diese Ex-
ponenten auch nicht alle positiv sind, in Gleichungen mit ganzen
positiven Exponenten zu verwandeln, sowie aus der Summe der Potenzen
mit ganzen positiven Exponenten der Wurzeln, die Summen der
Potenzen mit ganzen positiven und negativen Exponenten der Pro-
dukte von gleich vielen ihrer Wurzeln zu finden, wodurch jede Gleichung
in eine andere verwandelt werden kann, worin die Wurzeln den Pro-
dukten von gleich vielen Wurzeln dieser Gleichung, zu Potenzen mit
ganzen positiven oder negativen Exponenten erhoben, gleich sind.
Um die Wegschaffung der WurzelgréBen aus den Glei-
chungen zu erzielen, gibt C. G. Fischer, Professor am Kélnischen
Gymnasium, drei Methoden®). Soll nach der ersten eine Gleichung
in eine andere, deren Exponenten simtlich z. B. dreimal so grofs sind,
verwandelt werden, so bringe man die Gleichung auf die Form —a =02
+ 22, wo @, b, ¢ entweder gar keine, oder blof solche Potenzen von
# enthalten, deren Exponenten durch 3 teilbar sind. Man erhilt
dann . — a® = B%a® 4 3b%cat + 3bdad + Pab, — was® = abat + acr’.
Das willktirlich angenommene « 148t sich nun so bestimmen, daf 1n
der Summe der Seiten dieser Gleichungen die Glieder, welche 2 und

5 enthalten, Null werden; also « — — 3 be, und man hat das Resultat
0 —=.a® + 0*2® - ®2® - 3abe. In der zweiten Methode, wenn die ge-
gebene Gleichung «” + aa™~ '+ ... =0 und die gesuchte

xrm Azgr—n 4= 0

ist, dividiere man lelztere durch erstere bis im Quotienten ein Glied
vorkommt, das kein & mehr hat, dann muB der »gliedrige Rest,
Glied fir Glied, Null sein. Man hat also » Gleichungen fiir die
Bestimmung der 7 Grofen 4, B,... Die dritte Methode ist tri-

gonometrisch.
‘In einem Aufsatze, De inventione divisorum?) werden von

1y Hulbe, 8.135. Vgl. Matthiessen, Grundz.d. Ant.& Mod. Alg. d. Litt. Gleich.,
S. 331, 438, 568. % Archiv d. r. u. a. Mathem. (Hindenburg), 2. Bd., 1798,
S. 180--195, 426—440. %) Nova acta scient, imp. Petropolitanae, . XTI, ad

annum 1793. Petropoli 1798, p. 172—182.
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dem Astronomen IFriedrich Theodor v. Schubert (1758 —1825)
aus Helmstedt die Regeln in Newtons Arithmetica universalis
fiir die Auffindung linearer und quadratischer Faktoren eines Polynoms
F(z) = Aa™ + Bx™~14 ... angegeben und auch eine allgemeine
Regel, um rationale Faktoren f(z)= aa”+ baz"-! -+ ... hoheren
Grades aufzufinden, abgeleitet. Diese Arbeit scheint von Mathe-
matikern tibersehen worden zu sein, denn noch 1882 duBerte Kronecker
das Bediirfnis einer allgemeinen Zerlegungsmethode!). Schubert
griindet sein Verfahren auf folgendes durch mathematische Induktion
bhewiesene Lemma: Gibt man dem 2z in X — 27 nacheinander die In-
kremente 1, 2, 3, ..., so ist die #* Differenz /2X —1.2.3 ... n.g
Fiir jeden ganzzahligen Wert z; von o ist der Wert von I'(z,) em
ganzes Vielfaches des Wertes von f(x,). Man trage nun fiir 2 nach-
einander die Werte ...2, 1,0, —1, — 2 ... ein. Fir jeden der-
selben zerlege man den Zahlenwelt von [ (x) In seine ganzzahligen
Teiler. Wenn man jeden dieser Teiler fiir irgendeinen Wert von x,von ax"
abzieht, mul, wenn ein Faktor f(z) iberhaupt vorhanden ist, unter
den verschiedenen Resten der Wert von az’ — f(z) sich vorfinden.
Wenn man jetzt in der Berechnung von

Aaz™ — f@)), ... 4" (a2 — fla))

fiir die oben angedeuteten Werte von  alle méo*li.(,heﬁKombinationen
von Minuenden und Subtrahenden macht, wird es moglich sein, fiir
A as" — f()) Werte zu erhalten, die eine arlthmetlsche Reihe
bilden. Ist dieses nichs méglich, so kann F(z) nicht in Faktoren zer-
legt werden. Im Verfahren Kroneckers werden statt der Differenzen-
methode Interpolationsformeln gebrancht. - Sonst sind die zwei
Methoden ganz #hnlich, ’

Linen mnteressanten Versuch nachziweisen, daB Gleichungen von
geradem Grade in lauter reelle trinomische Faktoren zerlegt werden
kénnen, machte Laplace 1795 in seinen Vorlesungen auf der
Normalschule?). Die Wurzelexistenz wird stillschweigend voraus-
gesetzt. Ist der Grad der vorgelegten Gleichung 2§, und S eine
ungerade Zahl, und sind a, b, ¢, ... die Wurzeln, so soll man eine
neue Gleichung vom G‘rrade ?‘—15'(2‘ —1) bllden deren Wurzeln
a -+ b+ mab sind, wo m verschiedene bestimmte Werte annehmen

") Journal f. r. u. a. Mathematik, Bd. 92, 8. 10. - %) Séances des écoles
normales, an III (1194—1795) = Journal de 1’école polytechnique 7. et 8. cahiers,
T.1I, 1812, p. 56, 57. Vgl G Loria, I teorema fondamentale della teoria
delle equazioni algebriche, Rivista di matematica 1891, p. 185—248; (. Loria,
Esame di aleune ricerche concernenti l’esistenza di radlcl nelle equanom alwe-
briche, Bibliotheca mathematica 1891, p. 99—112,
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darf. Wenn i = 1, so ist ihr Grad ungerade und sie hat wenigstens
eine reelle Wurzel, welchen Wert m auch haben moge. Es kann
aber m beliebig viele Werte annehmen, weshalb es beliebig viele
Gleichungen letztgenannten Grades gibt, welche je wemgstens eine
reelle Wurzel von dem Typus @ -~ b -+ mab haben. Unter diesen
Gleichungen sind gewiB zwei, welche dasselbe Wurzelpaar enthalten
und reelle Werte fiir @ -+ b + mab liefern. Sind diese reellen Werte
a-+b+mab und ¢+ b+ m'ab, dann sind « - b und «b auch reell,
sowie der Trinom 2% — (a + b)z + ab, welcher ein Faktor der vor-
gelegten Gleichung ist. Wenn i = 2, so hat eine Gleichung des Grades
9-13, wie eben gezeigt worden, einen quadratischen Faktor. s
gibt beliebig viele Faktoren des Typus a -+ b 4+ mab, welche Werte
von der Form e+ g}/— 1 anvehmen, woraus geschlossen wird, da
a -+ b und ab gleichfalls diese Form haben, und daB die vorgelegte
Gleichung einen reellen quartischen Faktor enthilt. Fir 7> 2 1st
das Verfahren #hnlich.

In einer Schrift, On the roots of equations?) gibt James
Wood (1760—1839), damals Fellow in St. John's College, ein ein-
fuBreicher Mann auf der Cambridge Universitit, einen Beweis, dab
cine Gleichung #'** Grades » Wurzeln von der Form « + V- b be-
sitze. Der Eulersche Beweis dieses Safzes sel nicht allgemein,
wihrend Warings Auseinandersetzungen zu kurz und schwer ver-
stindlich seien. Wood demonstriert den Satz, daf zwei Wurzeln
einer Gleichung 2m' Grades durch die Losung eciner Gleichung
m (2m — 1) Grades gefunden werden konnen. Wenn moglich, seien
z4+ o und z — o zwei Wurzeln der vorgelegten Gleichung. Man er-
halt durch Substitution dieser Werte und Adflition und Suhtraktion
der erlangten Ausdriicke zwei Gleichungen, die sich dureh y =" in
g+ byt A= 0 und Aym—*4 By 4 -.-=0 reduzieren.
Letztere haben einen gemeinschaftlichen Faktor y i Z, wo Z eine
Funktion von z und bekannten GroBen ist. Diesen Faktor findet er
nach der bekannten Divisionsmethode, indem er den von y freien
Rest gleich Null setzt. Dieser Rest ist m(2m — 1y Grades n 2
Existiert nun ein Wert von 2z, dann existieren auch 7 und der ge-
meinschaftliche Faktor y &+ Z, sowie zwei Wurzeln 2z + ) £ Z der
~ vorgelegten Gleichung. Nach dieser Vorbereitung nimmt Wood an,
daB jede Gleichung ungeraden Grades wenigstens eine reelle Wurzel
habe, und deshalb auf eine 2mit™ Grades erniedrigt werden konuve.
{st m eine ungerade Zahl, -so ist es auch m (2 m — 1), weshalb 2

1) Phil. Trans. Vol. 88, for the year 1798, London 179§, p. 369—377.




Algebra. 139

wnd ¢? reell sein kémnen. Die vorgelegte Gleichung 2m'™ Grades
‘hat demnach den reellen quadratischen Faktor z® — 222 4 2 — ¥ =0.

Wenn 4 gerade und - 5 ungerade sind, dann hat die Hilfsgleichung

in z, wie eben bewwsen, zwei reelle Wurzeln oder zwei von der

Form a + J/— 1b; ¢* hat die Form ¢ 4+ d/— 1. Daraus zieht er die
Folgerung, daf die vorgelegte Gleichung einen quartischen Faktor
2zt + pa’® + qa® + rx 4 s = 0 mit reellen Koeffizienten besitzt, welcher
in zwei reelle quadratische Faktoren zerteilbar ist und deshalb Wur-

zeln von der Worm a 4 )/— 1B besitzt. Man fahre so fort fiir die

Fille, wo Z oder SL ,
macht von den verwandten Arbeiten von Foncenex und Lagrange
keine Erwihnung. Gegen den Beweis von Wood und auch gegen
diejenigen von Euler, Foncenex, Lagrange und Laplace gilt
der Einwurf, daf d1eselben nicht zum Ziele filhren ohne die VVurzeh)
deren Existenz zu beweisen ist, vorher auf irgendwelche Weise vor-
gufithren. Was die Mathematﬂ{el des 18. Jahrhunderts hauptsiichlich
im Auge hatten, war der Nachweis, daB alle Wurzeln von Gleichungen

mit rationalen Koefﬁzienten entweder reelle GroBen oder GroBen

ungerade ganze Zahlen sind. Wood

Zakarias Nordmark (1751——1828), Professor der Physik zu
Upsala, verdffentlichte eine Schrift Bxpressio uniuscujusque
radicis aequationis cubicae in casu irreductibili, ope trium
radicum e casu reductibili simul adhibitarum?), worin er
=/ p+Vqg+7V+) setzt und die Koeffizienten der kubischen
Gleichung, welche diese Wurzel hat, den Koeffizienten der vorgelegtn
Kubik 2’ —3g& — 2k =0 bezw. gleich setzt. Danach erhiilt er
eine Gleichung, deren Wurzeln p, ¢, » sind und die fiir den irreduk-
. tiblen Fall (° > 4*) der vorgelegten Gleichung nur eine reelle Wurzel
hat und deshalb durch Del Ferros Formel numerisch losbar ist.
Es kann also jede Wurzel von #* —3g2 —2h =0, fir den Fall
¢* > 1% durch drei WurzelgroBen einer reduktiblen Kubik ausgedriickt
werden. Diese Untersuchung mulB denen von besonderem Interesse .
gewesen sein, die mit D’Alembert glaubten, der irreduktible Fall ent-
springe aus den unschicklichen Annahmen in der Del Ferroschen
Auflosung. Nordmarks never Angriff des Problems mubBte aber
doch den @lauben an die Unmidglichkeit, imaginiire Ausdriicke zu
vermeiden, bedeutend stirken.

Die 1799 verdffentlichte Teoria generale delle equazioni
von Paolo Ruffini ist die erste von mehreren wichtigen Schriften

) Nova Acta Reg.‘ Soc. Scien. Upsaliensis, Vol. VI, 1799, p. 203—210.
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Ruffinis tber die Unlosbarkeit der Quintic und gehdrt deshalb einer
spiteren Zeitperiode an. Nach Poggendorff und Matthiessen
wurde das eben zitierte Werk 1798 gedruckt. Alle Exemplare, die
wir gesehen haben, tragen aber die Jahreszahl 1709%).

71 Berechnungsmethoden der Wurzeln durch Anniherung iiber-
gehend, fangen wir mit einer Schrift, Observationes variae in
mathesin puram?), von J. H. Lambert an, welehe die Gleichungs-
theorie beriihrt. Formeln fiir die Berechnung von Summen der
Wurzelpotenzen tnd der Wurzeln selbst werden hergeleitet. In
Q=" — Agm—t + Bam=? — ... — Iz + K setze man fiir » mnach-
einander die Wurzeln ¢, j3, 7, ..., dann wird durch Addition dieser

] e k)
Ausdriicke ﬁ'm =4[t — .Bﬁ"’"g SRR ) ﬁ —mK, wo /9""

die Summe der m' Potenzen der Wurzeln bezeichnet und nach-
einander die Zahlen 1,2, 3,... vorstellen kann. Um Lamberts
Niherungsmethode zu kennzeichnen, setze man in 0=a—bz+¢a®
— .. 4+ pam z=Fk+y und verwerfe alle Glieder, die ¥, 4°, ... ent-
halten, wodurch man z =~k +y= @ —ck*f2dii— —,,(’i‘“:_]%_{‘.]f,n
o b—2¢ek + 3dk*— .- —mpk
erhilt. Wenn % irgend eine Zahl ist, gebe diese Formel eine Zahl,
welche ein Niherungswert fiir die dem £ nichstliegende Wurzel sei.
Sind alle Wurzeln positiv, dann setze man — & gleich dem Koef-
fizienten von 2™~—?, und man erhalte enen Nizherungswert fiir die
groBte Wurzel, withrend % = O einen fiir die kleinste liefert.
Lambert erwihnt noch eine zweite Niherungsmethode als eine
schr natiirliche und einfache. s sei 2 + pz =g, dann ist 4 > P
gL qip BLE P, FApr g ipFpr>g 2>00P — 4
?>qtipt— 207 pt 4 gt P 2 hpr>gipP—2¢:p +q' 0
fpr< g o<qip—q:p®+2¢°:p° —pt:ypl, et Auf diese Weise
erhiilt er obere und untere Grehzen fiir # in der quadratischen und
auch in der allgemeineren Gleichung as” + ba* = d, welche sich auf
die Form a™ + p& =g reduzieren 1Bt. Fiir 2™ 4+ pa = q schliebt
er dann, daB .
g=g:p—qr Pttt mgn ittt — mBm—2) pome2 it ete.,

eine Reihe, die konvergiere, wemn (m — 1)"~'p™>m" g"—1. Also
konvergiere diese Reihe fir den irreduktiblen Fall von a* + px =g
Nun 158t Lambert die Bemerkung folgen: ,Qui casus praecise illum
complecitur, qui hactenus nullo modo perfecte solvi potuit. V. Cel.
Clairaut, Elem. Algebr. P. V. § 8% -woraus zu ersehen ist, daB
"5 Man seho auch E: Bortolotti, ,Pacle Ruffini*, Annuario della R. uni-

Yersita di Modena 1902—1903, p. 12; Carteggio in- Mem. d. Soc. ital. d. Scienze,
8. 3», T. XIV, 1906. - 2y Acta Helvetica, Basileae, Vol. III, 1758, p. 128—168.
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Lambert 1758 zwischen einer algebraischen Auflosung und solcher
durch Niherungsmethoden noch keine scharfe Grenze zog. Obige Reihe
fiir die Wurzeln trinomischer Gleichungen fithrt den Namen Lamberts.

Im Jahre 1759 vercffentlichte Johann Andreas v. Segner
einen Methodus simplex et universalis, omnes omnium
aequationum radices detegendi!), welcher die Kurve der Glei-
chung graphisch zu erhalten lehrt. Soll z. B. die Kurve der kubischen
Gleichung 47° + B&* 4 Cz+ D~y gefunden werden, dann ziehe

man PO, 'S, BQ auf M N senk- A a
recht, wo 0Q =1 und OS = b
Die Koeffizienten D, C, B, 4 der 2 ¢

Gleichung sind durch die Strecken
0D, DC, CB, BA dargestellt.
Man zieche Aa || MDY, dann ziehe
man Ba, und durch den neuen
Punkt & pe || MN. Dureh Cc er-
halt man dem Punkt d und
ge]| MN. Auf ibnliche Weise 2
erhilt man die Linie De¢ und den 37 0 by a

v

T b

Punkt £ Hs ist nun S = y und
f ein Punkt der Kurve; denn durch P 7 fn
die Betrachtung dhnlicher Dreiecke Fig. 1.

findet man leicht pC=Az+ B, qD = A42* + Bz + C, fB:Af'
+ B22 + Cz+ D. Tir jeden neuen Wert von 2 oder OS erhilt
man einen neuen Punkt der Kurve. Wo diese Kurve die Linie M N
schneidet, hat man eine reelle Wurzel der Gleichung A2% 4+ B#* + Cz
-+ D = 0; wo sie eine Minimum-Ordinate zeigt, ohne an dieser Stelle
~die Linie M N zu erreichen, wird eine imaginire Wurzel angezeigt,
ohne jedoch deren Wert anzudeuten. Es wire wiinschenswert, sagt
Segner, solche Kurven mechanisch beschreiben zu kénnen. Die Er-
findung eines solchen Verfahrens scheine ihm aber so schwer, dafl er
~es nicht versucht habe. _ ‘

Die numerische Auflgsung der Gleichungen ist ein Gebiet, wofiir
Lagrange sich sein Leben lang interessierte. Seine erste Arbeit
‘dariiber fiihrt den Titel Sur la résolution des équations numé-
riques?). Den Satz fiir die Bestimmung des ganzzahligen Niaherungs-
wertes einer Wurzel, daB zwischen p» und ¢ wenigstens eine reelle
Wurzel einer Gleichung f(x) = O liegt, wenn f(p) und f(g) entgegen-
gesetzte Zeichen haben, beweist er ohne den damals iblichen Hinweis

) Novi Comm. Acad. Scient, Tmp. Pétropolitanae, T. VIJ, pro annis 1758
et 1759, p. 211—226. 9 Mémoires de l’acad. roy. des sciences, année 1767,
Berlin 1769, p. 811—352 = Lagrange, Oeuvres, T. 2, p. 539—578.

A/T
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auf die Kurventheorie, indem er in dem Ausdruck (2 — a)(z—B)
=0 (e, B, ... Wurzeln), z = p, damn =g setzt und die zwel Br-
gebnisse vergleicht. Substituiert man fir ¢ die Glieder der Pro-
gression 0, D, 2D,..., wo D kleiner als die kleinste Wurzeldifferenz
sein mufB, so ist man imstande die Lage aller reellen Wuzeln 7u
bestimmen. Das Schwierigste ist, den Wert von D zu berechnen.
Lagrange hat dafiir drei Methoden angegeben; eine 1767, eine
andere 1795, die dritbe 1798. Die erste stiitzt sich auf die Gleichung,
deren Wurzeln die Quadrate der Wurzeldifferenzen von f(z) =0 sind.
Von dieser Hilfsgleichung leitet er die Anzahl von imaginiren Wurzeln
ab. Man wird sich erinnern, daB schon frither Waring diese wichtige
Hilfsgleichung abgeleitet hatte; Lagranges Ixposition ist aber
viel eleganter. Warings Schriften waren Lagrange 1767 moch
nicht bekannt.

(leiche Wurzeln werden durch die Divisionsoperation sur Fnt-
deckung des groften gemeinschaftlichen Teilers von. f(x) und ["(z)
bestimmt. Allgemeine charakteristische Beziehungen zwischen den
Koeffizienten von f(z) = O fiir den Fall, dab f (#) und /"(x) einen
gemeinschaftlichen Teiler haben, oder f(z) eine vorgeschriebene
Anzahl mehrfacher Wurzeln besitzt, werden von Lagrange weder
hier noch in spateren Schriften entwickel. Hitte er sein beliebtes
Werkzeug, die symmetrischen Funktiopen, auf die Vervollkommnung
der Theorie der mehrfachen Wurzeln angewandt, so wire cr nach
der Ansicht Sylvesters®) auf einem Riickwege sehr walrscheinlich
auf die Entdeckung des Sturmschen Satzes gekommen. Die Be-
rechnung der negativen Wurzeln in der Gleichung fiir die Quadrate
der Wurzeldifferenzen liefert Lagrange die Werte f3, welche in den
imagindren Waurzeln o 4+ 78 der vorgelegten Gleichung erscheinen.
Um e zu finden, setzt er in die vorgelegte (leichung 2z = o + 16, und
erhalt durch Tremnung der reellen und imaginiren Glieder zwel Glei-
chungen, die fiir denselben Wert von 3 einen gemeinschaftlichen
Teiler haben. Setzt man denselben gleich Null, so kann man e berechnen.

Es ist bemerkenswert, daB Lagrange die Kettenbriiche mit
Vorliebe als ein Mittel zur Wurzelberechnung von bestimmten, sowie
unbestimmten Gleichungen angewandt hat. Fiir erstere beschreibt er

eipe ganz neue Niherungsmethode. Ist p der erste Niherungswert
1 .
einer Wurzel « von f(z) =0, setze man £ =p -+ y dann in der

resultierenden Gleichung fy) =0, y=q+ ;  ferner in ()= 0,

z-;r—]—-—j; usw. Es ergibt sich daraus ein Kettenbrueh fiir den

R

) Philosophical Magazine, Vol. 18, 1841, p. 249.
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Wert von 2, welcher alternievend szwei Arten von Néherungsbriichen
des z liefert. Die Werte der einen Art sind alle > «, die der anderen
Art sind alle <<« Die Eigenschaften dieser Ausdriicke werden mit
Meisterhand entwickelt. Bei einer rationalen Wurzel wird der Ketten-
bruch endlich und liefert den genauen Wert derselben. Bei einer
irrationalen Wurzel kennt man bei jeder einzelnen Anniherung die
GroBe des Fehlers, was bei der Newtonschen Methode bekanntlich
nicht der Fall ist.

Um diese Schrift zu ergiinzen und seine Methode zu vereinfachen,
schrieb Lagrange Additions au mémoire sur la résolution
des équations numériques?). Die Gleichung der quadiierten
Wurzeldifferenzen wird vollstindiger besprochen. In derselben kann
die Anzahl imagindrer Wurzelpaare die Anzahl Zeichenfolgen nicht
iibersteigen. Dulch blofe Besmhtlguno der Zeichen kann man ent—
sche1den ob die Anzahl reeller Wurzeln eine del Zahlen 1, 4, , 8,
9, 12, 13, ..., oder ob sie eine von 2, 3, 6, 7T, 10, 11, ... ist. Dleses
geniigt, dle ganze Anzahl von reellen und von imagin'&ixen Wurzeln
in allen Fillen zu entscheiden, wo der Gleichungsgrad nicht hoher
als b ist, und wo fiir hShere Grade man im voraus weil, daB nicht
mehr als 4 imaginiire Wurzeln vorkommen.

Es folgen Anwendungen auf die vier ersten Grade. Bei der
Kettenbruchentwicklung der numerischen Wurzeln wird hervor-
gehoben, daff auch ein unendlicher Kettenbruch den genauen Wurzel-
wert liefert, wenn nur dieser Bruch periodisch ist. DaB jeder perio-
dische Kettenbruch auf eme quadratische Gleichung zurtickgefiihrt
werden kann, war lingst bekannt; der inverse Satz wird aber hier
yum erstenmal demonstriert. Den Spezialfall, 22 —¢, hatte Euler
friher?) ohne Nachweis angefiihit, wo /¢ zu einem periodischen
Kettenbruch entwickelt wurde.

Obschon die Niherungsmethode von Lagrange theoretisch vor-
trefflich ist und vor #lteren Methoden den Vorteil besitzt, immer
mit Sicherheit zum Ziele zu fiihren, so daB Lagrange mit Recht be-
haupten konnte, ,cefte méthode ne laisse, ce me semble, rien a
désirer, besaB sie fiir praktische Zwecke geringen Vorteil, denn die
Wurzel ‘wird in der Form eines Kettenbruchs ausgedriickt und die
Berechnung derselben ist mithsam. |

Ein Werk, Traité de la résolution des équations en
général, vonJ. Raym. Mourraille in Marseille 1768 herausgegeben,
behandelt hauptsiichlich die Auflssung von Gleichungen durch An-
naherung. Wahrend vierzehn Jahren, bis 1782, war Mourraille

) Mémoires de l'acad. roy. des sciences, année 1768, T. 24, Berlin 1770,
p. 111—180 = Oeuvres, T. 2, p. 581—652. # N. Comm, Petr. XI, 1765..
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Sekretir de la classe des sciences der Akademie von Marseille.
Fur Zeit der Revolution wurde er zum Biirgermeister der Stadt er-
nannt und spiter verschiedener Verbrechen angeklagt?). Sein Werk
iiber Gleichungen ist eigentiimlici. Von zu groBem Umfange und
fiir den Anfinger zu abstrakt in der Behandlungsweise scheucht es den
Fachmann durch die Unbiindigkeit vieler seiner Beweise zuriick.
Dennoch ist es nicht ganz ohne Verdienst. AuBer einer Rezension
im Journal des Sgavans in Amsterdam, Marz 1769, haben wir gar
‘keine Auberungen dariiber finden konnen. Unter Mathematikern
blieben das Werk und der Name des Autors ganz unbekannt. Der
Verfasser gesteht, daB er sich keine Miihe gegeben habe, sich tiher die
Literatur seines Faches zu orientieren. Nur englische Schriftsteller
vor Waring und der Franzose Reynau werden von ihm genannt.
Newtons Anniherungsmethode ist der Hauptgegenstand seines
‘Werkes und wird von ihm nicht analytisch, sondern aus den allge-
meinen Bigenschaften der Kurven entwickelt. Auf diese Weise sel
es ihm mbglich geworden, die Mingel der Newtonschen Methode
‘su heben. Er verhiitet das MiBlingen der Operation dadurch, dal er
erst-die Kurve beschreibt und dann den ersten Anniherungswert 4
der Wurzel o so wahlt, daB die Kurve fiir die Strecke 7 =« bis
= A gegen die X-Achse konvex ist. Man wird beachten, daB auch
‘andere Mathematiker dieser Zeit zur Geometrie und dem Kurven-
zeichnen Zuflucht nehmen, um die analytischen Mingel ihrer Nihe-
rungsmethoden zu ersetzen. '

Angeregt durch Segners Aufsatz aus dem Jahve 1759 ver-
sffentlichte John Rowning?), ein ,fellow’ von Magdalenen College
in Cambridge und spiter Pfarrer an diesem College®), einen Artikel,
Directions for making a Machine for finding the Roots of
Equations universally; with the Manner of using it*) Wenn
die verschiedenen Linien in Segners Figur (8. 141) durch Lineale mit
Rinnen dargestellt werden, und PO, RQ, Aa, Ba, sowie die Punkte
A, B, C, D unbeweglich gemacht werden, wihrend pc und ge sich
nur M N parallel bewegen kounen, und Ce, De beweglich sind, dann
‘kann man die Linie S7 parallel nach rechts oder links stoBen, ohme
die Konstruktion der Figur zu vernichten. Wenn nun T8 eine Lage
annimmt, wo fs=0, dann ist OS eine reelle Wurzel, die negativ
‘ist, wenn OS nach links weist. Rowning gibt eine Abbildung
_geiner interessanten Maschine.

"1 A. Fabre, Histoire de Marseille T. II, Marseille et Paris 1829, p. 409,
482, 496, 499, . 2) 17012 —1971. - 3) Dictionary of National Biogm,phy_
+) Philos, Trans. Vol. 60, for. the- year 1770, p. 240—256.
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In einer Untersuchung, Observationes cirea radices aéqua-
tionum?), leitet L. Euler eine Reihe ab, welche die gréBte Wurzel

einer Gleichung 1 =§ + ; ausdriickt, und erhilt’ dann durch In-

duktion die entsprechende Reihe fiir 1 =A/ -+ lf_t Er schreitet nun
T &

zu quadrinomischen und endlich zu allgemeinen Gleichungen und
zeigt, daB nicht nur irgend ein Wurzelwert, sondern auch irgend eine
Potenz eines solchen durch Reihen dargestellt werden kaun.

In der Abhandlang, Observations analytiques?), erziihlt
Lambert, daB er seine 1()8 in den Acta Helvetica gedruckte Be-
handlung von trinomischen Glerchungen bel seiner Ankunft in Berlin,
1764, Euler und spiter auch Lagrange mitteilte, worauf Euler
diese Resultate auf quadrinomische Glelchunoen 0= 2"+ az~
+ ba? + ¢ tibertrug und Lagrange auch die allgememele Gleichung
«— 2+ @@ =0 (wo @(z) irgend eine Fanktion ist) untersuchte’ )
Dieses Thema fithrt nun Lambert weiter fort, In einer Glelchunn
@{y) = ¢(®,y) soll z oder irgend eine Funktion von « oder von x
und y mittels der Dlﬁ"elentmlrechnuno n Relheuentwmkluno durch
9 bestimmt werden.

In der ersten von den zwer 1776 eingereichten Abhandlungen*)
spricht Kuler anerkennend von der Lambertschen Re1henentw10k
lung der Wu1zelwelte einer trinomischen Glelchuno Die zwei Ab-
handlungen stehen m enger Verbindung mit der letzten von uns an-
gefuhlten Bulerschen Schrift 0bse1 vationes eireca radices
aequationum. Hier wie dort sollen nicht nur die Wurzeln selbst,
sondern auch irgendwelche Potenzen derselben durch Relhen dar-
gestellt werden; die Relhenentwmklung sucht er nun zu verein-
fachen und zu prizisieren und von allem Mys'tenum zu befreien. Die

Schriften von Lagrange iiber Auflosung der Gleichungen durch
Reihen erwithnt Euler nicht.

In dem Aufsatze Eulers, Nova ratio quantitates 1rrat10—
nales proxime exprimendi,%) werden rasch konvergierende Reihen

2 I o

entwickelt , um Irrationalgrifen N* = (a" 4 b)" = a"(1 + %)’— 70

) N. Comm. Petr. T. XV pro amno 1770. Petropoli 1771, p. 51—T4.
%, N. mémoires de 1’acad. roy. des sciences, année 1770. Berlin 1772, p. 225—244.
) Man sehe ,Nouvelle méthode pour résoudre les équations littérales par le
moyen des séries*. Mémoires de Berlin t. 24, 1770 = Lagrange, Oeuvres
t. I, p. 573 und ,,Sur le probléme de Képler* ebenda, t. 25, 1771 = Oeuvres
t. 1M, p. 118—138. %) N. Acta Petr. IV, 1786, p. 55—73, p. T4—05.
% N. Comm. Petr. T. XVIII pro-anno 1773. Petropoli 1774, p. 186—170.

CAXTOR, Geschichte der Mathematik IV. 10
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berechnen. Wenn die Binomialentwicklung von (1 + 2y durch
1 — ez multipliziert wird, erhilt man :
(14 ) = 1+ Az + Ba? + )¢ (1 - «wz).
1

Satzt man nun A =0, wird ¢ = n und der Niherungswert =—_ -

‘ ; . ao-— 1 .
Setzt man statt dessem = 0, wird e=" und der Naherungs-

P

2 n -+ 1Dz . . . . ) )
= K% usw.  Euler verfihrt auf ilmliche Weise, indem

or statt 1 — ¢z den Nenner 1 — «z -+ B2z° und spiter noch irgend
e¢in Polynom nimmt. Die Brauchbarkeit der crrungenen Formeln
wird durch Aufgaben in der Wurzel-, Logarithmen- und Exponential-
herechnung erliutert.

In einer Abhandlung, Methodus generalisinvestigandl radices
omnium aequationum per approximationeml), die Euler schon
17176 einreichte, soll eine Wurzel z der Gleichung Z=0 berechnet werden.
Setzt man fiir 7 den Niherungswert v ein, so erhalt man einen Aus-
druck Z =V, wo V eine bekannte Funktion von o ist, welche fir
» — » verschwindet. Umgekehrt ist o eine Funktion von ¥, also

wert

etwa v —=IT:7. Nun ist I': (V+ @)y="1v -+ ap + j;w'zq%—---, WO
2 ; .
dv o Wemn a= — V. so crhilt man die Reihe

Y
P

p=gve 47 ave T
L :
g=n—plV —{—é—qTf ? ..., welche in der Berechnung von Wurzeln

a..nwendb&r ist. Die Konvergenz der Reihe wird nicht untersucht.
Fin Nachteil der Methode besteht darin, dafl man picht weiB, welchen
Grad der Genauigkeit man erreicht hat.

In den Riflessioni sul Metodo di risolver Iequaziont
numeriche proposto dal Sig. De-la-Grange®) hebt der Padre
Stanislao Canovai (1740—1811) hervor, dab die Hauptteile der
Lagrangeschen Theorie schon frither von Waring und anderen
entwickelt worden und versucht dann eine einfachere Entwicklung
dieser Theorie wu geben.

~ Lagrange schrieb 1777 an Lorgna,®) daf seine Untersuchung
sber die numerische Auflosung der Gleichungen aus den Jahren 1767
and 1768 von Mathematikern grofere Aufmerksamkett verdiene als
sie wirklich erhalten habe. Nach der Veroffentlichung seiner Schrift
De la résolution des équations numériques de tous les
degrés, Paris, an VI (1798), schickte Lagrange ein Exemplar an

o N Acta Petr. T. VI, ad ann. 1783. Petropoli 1790, p. 16—24. ) Atti
dell’ accademia -delle ceienze di Siena detta de’ Fisio-Critici, Tomo VIT, 1794,

P 29—45. % Lagrange, Qeuvres T. XIV, p. 253
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Pietro Paoli mit der Bemerkung: ,Es enthélt meine alten Memoiren
iiber die Aufldsung numerischer Gleichungen, ... mit mehreren Noten
iiber diese Memoiren, sowie auch tiber andere Punkte der Gleichungs-
theorie: Ich fiigte jene Noten bei, um die Aufmerksamkeit von Mathe-
matikern auf diesen wichtigen Gegenstand der Analyse zu richten,
welchen sie beinahe verlassen zu haben schemmen!) Die zwei ersten
Noten enthalten Verbesserungen in den Beweisen der Fundamental-
sitze, 1) daB zwischen ¢ uwnd b, wo f(a)= -+ wnd f(b)=—.
wemgstens eine reelle Wurzel liegt, (2) daB, wenn eine reelle Wurzel
zwischen o und b liegt, f(a) und f(b) entgegengeseizte Zeichen
haben. Xinen #hnlichen Zweek hat Note III, worin er die Gleichung
_der Whurzeldifferenzen behandelt. Hier werden die Arbeiten voi
Waring erwihnt und daraus die Gleichung, ' deren Wurzeln die
quadrierten Wurzeldifferenzen der Quintik sind, entnommen. Lagr.a.n ge
selber hatte die Koeffizienten diéser Gleichung nie berechnet. T s
wird dann in Note IV das Problem weiter untersucht, eine Zahl D
su finden, die kleiner als die kleinste Wurzeldifferenz ;st. Die erste
Berechnungsweise von D wurde von ihm 1767 erklirt; die zweite
wurde 1795 in Vorlesungen auf der Normalsehule vorgetragen.?) Die
dritte ist eine Modifikation der zweiten und nicht eanz so schwer-
fillig. Die Anniherungsmethoden von Newton cund Raphson
werden in Note V kritisch untersucht. Es stellt sich heraus. daB
Newtons Methode mit Sicherheit nur zur Berechnung der gr’EiBte.n
oder kleingten reellen Wurzeln derjenigen Gleichungen dient, in
welchen der reelle Teil & jeder imaginiiren Wurzel o + tf3 zwischen
der gréBten und der kleinsten reellen Wurzel liegt. Zunichst werden
die Anniherung durch rekurrente Reihen und die Fontainesche
Auflésungsmethode untersucht. Er zeigt, daB Fontaines Verfahren
selbst fiir Gleichungen niedrigen (z. B. dritten) Grades nicht immer
gum Ziele fithrt. Es folgen dann Noten mit historischen Angaben
tiber Wurzelgrenzen, die Reellitit der Wurzeln und die Méoglichkeit,
alle imaginiren Wurzeln einer Gleichung in der Form a+} — 10
auszudriicken. Note X betrifft die Zerlegung eines Polynoms in
reelle Faktoren, Note XI weitere Approximationsformeln zur Berech-
nung der Wurzelwerte. Die letzte Note behandelt Transformationen,
welche Gleichungen liefern, in denen alle z enthaltende Glieder
einerlei Zeichen haben und das absolute Glied das entgegengesetzte
Zeichen besitzt. '

') Memorie della regia accad. di scienze in Modena, Serie III, T. 1, 1898,
p. 109. %) Séances des écoles normales, T. 3, p. 466 = H. Niedermiiller,

op. cit,, p. 90—97.
10*
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~ Eine - geometrische Methode, -die Wurzeln von Gleichungen 7u
bestimmen, wird. von Teodoro Bonati (1724— 1820), einem In
Ferrara gebiirtigen italienischen Arzte, beschrieben?). Die Natur und
Lage der Wurzeln soll durch die Gleichungskurve bestimmt werden.
Um diese zu zeichnen, wird die Gleichung anfangs durch Trans-
formation von dem vorletzten Gliede befreit. Hat man z B.

45 Baxt 4 beaw® —Dha* +i=0 und setzt man Z-g =0, so hat

man auch z =0 und man hat auf der ¥-Achse emen Maximum- oder
Minimumpunkt der Kurve, welcher zur bequemeren Zeichnung der
Kurve dient. Die iibrigen solcher Punkte werden durch Verschiebung
der Y-Achse nach rechts oder-links gefunden.®)

Unter den Spezialuntersuchungen tber (leichungstheorie bringen
wir in erster Linie die Diskussion iiber den irreduktiblen Fall in der
Losung von Kubikgleichungen. Zahlreiche Schriften iiber diesen
‘Gegenstand wurden verfaBt, besonders in Italien. Obschon keine
neuen -Resultate gewonnen wurden, war die Diskussion doch nicht
ohne Erfolg, denn viele Mathematiker iberzeugten sich allmithlich
von den Vorteilen, welche imaginire Grofen in der (leichungstheorie
gewshren. Lagrange schrieb an Lorgna 1777 aus Berlin:?) ,,Als
einen der wichtigsten Schritte, welche die Analyse in letater Zeit
genommen hat, erachte ich, daB sie durch imaginire GréBen micht
langer in Verlegenheit gesetzt wird, und daf dieselben der Rechnung
unterzogen werden, eben wie reelle Grofen.”

Allgemeine Gesichtspunkte werden nicht ohme Mihe erreicht.
Als Beigpiel dient die AuBerung, die in dieser Zeit gelegentlich ge-
acht -wurde, daB die Algebra keine allgemeine Auflosung kubischer
Gleichungen kenne®).

Ein bloBer formaler Ausdruck, wie die Del Ferrosche Formel
fiir den irreduktiblen  Fall, weleher numerische Wurzelwerte zu be-
rechnen nicht gestattete, wurde nicht selten von algebraischen
Losungen ausgeschlossen. Blassiere ist der Amnsicht, daB, obschon
eine allgemeine Losung von 2° 4 gz + 7 =0 nicht moglich sei, er
die Méglichkeit einer allgemeinen Losung von 2° + px® + 7 + 7= 0
doeh nicht leugnen mdochte.

1) Memorie di Matematica e Fisica della Societd Italiana, Tomo VIII, Pt.-i,
Modena 1799, p. 231—272. %) Abhandlungen von P. Fraunchini und
T, V. de Caluso in Mémoires de I'acad. de Turin, annde 1792 & 1800, T. VI,
werden hier ausgelassen, weil erst 1800 gedruckt. % Lagrange, Qeuvres,
T, XIV, p. 261, 4 7.B. Paoli Frisii operum tomus primus algebram th
. geometriam analyticam continens, Mediolani 1782, p.269, und J. J. Blassiere 1
Verhandel. nitgegeeven door de Hollandsche Maatschappye der Weetensch. t¢
Haarlem, VIII. Deels L Stuk, 1763, S. 197—220. .
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"Bin schon friiher erwihntes Werk von Francis Maseres, be-
titelt A dissertation on the use of the negative sign in
algebra ... showing how quadratic and cubic equations
may be explained, without the consideration of negative
roots, erschien 1758 in London. Negative Wurzeln verwerfend, be-
hauptet Maseres, die Gleichung z* — 2p = v habe nur eine Wurzel.
Bei der Gleichnng #* + p2? 4 gz = r bespricht er die sieben Fille,
die man erhilt, wenn nicht mehr als zwei Glieder auf der linken
Seite das —Zeichen erhalten und zithlt die Anzahl Wurzeln jedén
Falles auf. Fr teilt die kubischen Gleichungen in soleche erster,
zweiter und dritter Art, je nachdem kein Glied, das dritte oder das
zweite Glied fehlt. Er zeigt, wie die tibrigen auf solché dritter Art
transformiert werden konnen und erlddrt die Auflésung jeden Falles.
Alles ist mit langweiliger Weltlauﬁgkelt auseinandergesetzt. Die
groBe Anzahl spezieller Fille, welche seine Auffassung der Algebra
elfordelt bezeugt, wie sehr bequem und zeitersparend negative GréBen
wirklich sind, indem sie alle Fille in einen einzigen einschlieBen.
Maseres 1ist aber gewissenhaft. Die Mdoglichkeit einer solchen
Algebra sieht er nicht ein und er zieht die Logik der Einfachheit
vor, so lange er nicht beide gleichzeitig hahen kann. Der irredulk-

tible Fall fiir o* — ey =d, wo d <~ ;/_ hiinge in seiner Auflsung

von ¢y —y° == d ab. Letztere Gleichung habe zwei Wwezeln, die
man durch Dreiteillung eines Kreisbogens erhalten konne. Wenn

g n - .
*— pa* 4+ qr =r Wurzeln hat, setze man 2 = %3 —y und finde die

kleinste durch Auflosung von #* — ey =d, wo d >?.’i’l]_//_f , € ‘__?:;, ~q,
3YV3 o
pg  2p°

d= i T T Die zwel iibrigen erhalte man durch die Berech-

nung der zwel Wurzeln von cy — ¢® =d und z = ‘;i + .

In den Avrtikeln in Diderots Encyeclopédie iiber den irreduk-
tiblen Falll) erklirt D’Alembert, daB die Cardansche Formel nicht
bloB eine Wurzel, wie gewisse Mathematlkel (z. B. Clalr&ut) be-.
haupten, sondern gleichzeitig alle drei darstellen. Der Ubelstand
beim ‘irreduktiblen Fall bestehe darin, daB man x =y 4- 2z setze, wo
y und z unbestimmt sind, und damn. zugleich — 3yz — g annehme,
wodurch y und 2 imaginéir werden. Dlese Annahme sei nicht nétig
und werde gemacht, nur um die Werte von y und # leichter abzu-

leiten. BEs sei aber sebr schwierig, wenn nicht unmoo-hch dxese An-

"1y Man sehe auch die ]mcyclopedle method:que (mathemqthues), Parig
1784, Art. ,,Cas irréductible®. . : - -l
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nahme durch eine bessere zu ersetzen. Dab das Del Ferrosche Ver-
fihren schon von Anfang falseh sei, behaupten auch Frisius?) und
Francesco Domenico Michelot$i?). Der Aufsatz Sur lex-
pression de certaines quantités imaginaires®) von D Alem-
bert dient als Brginzung seiner Artikel in Diderots Encyclopédic.
Br hebi unter anderem hervor, dab aus (1 +2Y —1)"=(1 — Ry — 1"
man nicht schliefen diirfe 1 + Y =1=1—h} — 1, wo /i micht
Null sei. In dieser paradoxen @leichung nimmt er h = tand =
tan (@ 4+ 2n)x an und, um die Gleichung cos mA - sin md -V —1
—cosmA —sinmd -V —1 oder sinmd ——sinmd au befriedigen,
soll mA=H4px, Wo g eine ganze Zahl ist, weshalb m(O 4-2n) =t
ist und die Werte von m festgesetzt sind.

Ein vielsagender Kommentar tiber den Scharfblick gewisser Ver-
fasser von Schriften, sowie der Herausgeber der Nova acta erudi-
torum sind zwei anonyme Artikel?), worin gezeigt werden soll, daB
Jkubische Gleichungen, die drei reelle Wurzeln haben

(wie a°— Da? 4 62 — 2= 0),
sugleich noch drei imagindre Wurzeln besitzen mogen.

Jean-Frangois-Mauro-Melchior Salvemini de Castillon
(1709—11791), aus Toskana gebiirtig, tut einen reaktiondren Schritt
in der Erklirung®), daB die Del Ferrosche Formel nur auf anth-
metische Gleichungen Bezug habe; Gleichungen, die sich auf geo-
metrische Aufgaben beziehen, lassen sich duich geometrische Kon-
struktion leicht erledigen. Viele Algebristen trauen der Algebra
hlindlings. Fiir das Problem, zwei Zahlen zu finden, deren jede das
Quadrat der anderen sei und deren Summe dem Kubus einer von
ihnen gleich sei, liefere die Algebra Ausdriicke, obschon der gesunde
Menschenverstand die Unmdglichkeit derselben leicht erblicke. Diese

Remerkung wurde durch die AuBerung Lagranges hervorgerufen,
1

1 1.% - )
dap —~— ¥ —3 das Quadrat von —~2--+»;—]/ 8 sei; La-

granges Autoritit hatte bei Castillon weniger Gewicht als bes
‘anderen Mathematikern, weil letaterer ein Mithewerber fiir die Stelle
als Nachfolger von Euler an der Berliner Akademie gewesen war
und zn Lagrange in gespannten Beziehungen stand ®).

1y Atti dell accademia delle scienze di Siena defta de’ Fisio-Critici, T.1V,
%) Antologia Romana T. IV, 1778, p. 300—302. %) Opus-
cules mathématiques T. V, Pt. I, p. 183—215. % Anni 1775, p. 60—84,
104—116. % N. mémoires de I'acad. roy. des sciences, année 1783, Berlin 1785,
p. 244—265. % Lagrange, QOeuvres, T. XIII, p. 79, 89, 202, 205.

1771, p. 20—24.
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Die Entwicklung des Cardanschen Ausdruckes, wie man allge-
mein zu sagen pflegte, in Reihen;, von Nicole schon 1738 vor-
geschlagen, - wurde spiter von melnelen angeraten. Maseres ver-
offentlichte A method of extending Cudan s rule for solving
one case of a cubick equation of this form &% — gz =1, to
the other case of the same equation, which it 1s not natu-
rally fitted to solve, and which is therefore often called
the irreducible case'), worin die Entwicklung der Wurzelwerte
durch die Binomialformel in Reihen gegeben wird.

Kiéstner duflerte sich 1794 so: ,Sonderbar ist, daf man in
Italien noch in neueren Zeiten sich mit dieser Untersuchung viel zu
tun gemacht ‘hat.” FEr selber habe seine Betrachtungen in dem 1757
herausgegebenen Programm Formulam Cardani aequationum
cubicarum radices omnes tenere cet. vorgetragen.

Schriften von den Italienern Frisi und Michelotti haben wir
schon angefithrt. I'rancesco Maria Zanotti (1692— 1""") 7elot ),

dal, wenn 7 + zﬂVA +]/ B dann sei auch ¢ — ¢ m]/A —]/
Wodurch leicht zu ersehen sei, wie der Cardansche Ausdruck .ﬁu
die Wurzeln im irreduktiblen Fall reell sein kann. Almliche Nach-
weise findet man bet mehreren Mathematikern.

In einem Aufsatze, De casu irreductibili tertii gradus et
seriebus infinitis, Verona 1776 (?)%), gibt Antonio Maria
Lorgna*) (1735—1796) von der Militirschule zu Verona eine Aus-
einandersetzung der Reithenentwicklung von den Cardanschen
Wurzelausdriicken und der Zurtickfithrung von der Summation dieser
Reihen auf die Integralrechnung. In emem DBriefe an ihn gibt
Lagrange®) emne Berichtigung betreffs einer Elimination. Malfatti
kritisierte die Reihenhehandlung. '

In" einem Aufsatze des Jahrves 1782, Dell’ Irreduecibilita
della Formula Cardaniea a forma finita, algebraica, e
libera da aspetto immaginario®), sucht Lorgna einen kiirzeren
Beweis als den des Jahres 1776 vorzufiihren. Er zeigh, dabl die
Cardansche Formel fiir den irreduktiblen Fall der Gleichung

2% — pax — q = 0 nicht gleich &+ Vv oder Vv oder T’f/ v oder einer

1 Phil. Trans. Vol. 68 for the year 1778, Pt. 1, London 1779, p. $02—941.
?) De Bononiensi Scientiarum et Artium Inshhuto atque Academia Commentarii
Tomi Quinti Pars Prima, 1767, p. 145—151. %) Uber das Datum sehe man
Bullettino Boncompagni, I. VI, Roma 1873, p, 101 ff. %) Man. qeh:a
Bullettino Boneompagni, T. X, p. 1—74. % Lagrange, Oeuvws T X1V,
p. 261. %) Memorie di Matematica e Fisica della societi Itahlana Tomo I,
Verona 1782, p. 707T—746. .
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griBeren endlichen Anzahl soleher reellen Glieder sein kann, wo
und v rational angenommen werden und Gleichungen mit rationalen
Wurzeln ausgeschlossen sind. In der Anwendung dieser Ergebnisse
kommt .aber ein unheilbarer FehlschluB vor. Diese Abhandlung
wurde der Akademie zu Padua, die 1781 eine Preisfrage iiber den
irreduktiblen Fall gestellt hatte, eingereicht. Durch den Einflub eines
der Schiedsrichter, Nicolai, wurde der Preis vorenthalten?).

In Paulli Frisii operum tomus primus, 1782, wird im
10. Kapitel der irreduktible Fall eingehend hesprochen. Im folgenden
Jahre erschien in Padua eine Abhandlung Della possibilita della
reale ‘soluzione analitica del caso irreducibile von Lorgnas
Gegner Giambatista Nicolai (1726—1795), Lehrer der Mathe-
matik an der Universitit zu Padua. Durch Operationen, die nicht
alle mit VjiVj: — 1 im Einklang sind, leitet Nicolai die
Paradoxie ab (1+V1 —g):(1 —YT—g=(1—V1—0):(1 +Y1—0q).
Durch #hnliche Fehlschliisse ergiht sich ihm das Resultat, dab der
irreduktible Fall von imaginiren GroBen befreit werden kann?).

Dieser Aufsatz entflammte einen langen Streit. Sebastiano
Canterzani schrieb drei Aufsitze, um heterodoxe Ideen dieser Art
zu widerlegen®). .

Petronio Maria Caldani (1735—1808), Professor zu Bologna,
schrieb einen Brief an Padre Jacquier, worin er Nicolais Fehl-
schluf im Beweise, daB

A4+YT~: 0 —VIi=g=00—-Vi-—g:Q+V1i-10)
sei, hervorhebt. Nicolai schreibe —YSiy—14+q=—V1—u,
anstatt +7/1 — g%). Es erschienen noch mehrere Streitschriften {iber
diesen Gegenstand in italienischen Journalen, welche die Frage, ob
das Produkt von —1/—1.1/—1 positiv oder negativ sein soll.
diskutieren®).

Ts erschienen auch Abhandlungen von den Briidern Vincenzo
and Giordano Riceati®).

Eine klare Diskussion des irreduktiblen Falles gab Lagrange®)
in seinen Vorlesungen des Jahres 1795. Er hebt hervor, daB das

1y Bullettino Boncompagni, T. VI, 1873, p. 122, 123. %) Nitheres auch
in De studiis philosophicis et mathematicis, Matriti 1789, von Juan Andréts,
p. 153—181° °) Man sehe Antologia Romana, Tomo XIV, 1788, p. 114. ) Anto-

logia Romana, Tomo X, 1784, p. 383—37. % Antologia Romana, Tomo X,
p. 6162, 313—317, 401—405; Tomo XI, p. 83—46, 4954, 57—62. Giornale
a6’ iconfini d'Ttalia 1783, num. 43; 1784, num, ‘13, %) Nuovo Giornale,
Modena, T. 24, p. 170—205; T. 28, p. 256. " 7) Séances des écoles normales,

an T, 8. Vorlesung = H. Niedermiiller, op. cit., p. 48—69.
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Imaginiire in. der Cardanschen Wurzelform von der Annahme
x =y -+ # unabhingig sein

Als Einzeluntersuchung iber Gleichungen ist noch anzufiihren
eine - Schrift, De aequationibus indefinitis, deque methodo
indeterminatarum?®), von Gregorio Fontana, iber die Aufgabe
in Eulers Anleitung zur Algebra?®), eine reelle Wurzel der
Gleichung mit unendlichen Exponenten z“—z*~1—g2*-2—...—1=0
zu finden. Man schreibe die Gleichung 2%+ (1 —z*): (z—1) =0

oder z=¥!1— 2241 =0, oder x——2+¥1—=0 und es sei dann

klar, dal z = 2 sei. Die Losung der Gleichung 1 + 22 + 822 4 .-
+m+ 1a=0 hange von der Losung der Tunomnﬂglemhung

(n4+1)a"*? —(n+2)a"+' £ 1 =0 ab, wie aus der Division
1:(1 — 2)* zu ersehen sei.

Zahlentheorie.

Am Anfange unserer Zeitperiode ist L. FBuler noch 1mmer der
einzige helvoufwende Mathematiker, welcher sich mit der Zahlen-
theorie ])CSChd.fth“te Die erste seiner hierher gehdrigen Schriffen
gibt  die Auflosunw der simultanen Glelchunwen Yyt os= u"
Y + w2 +ye =0 zys=wr?) Tuler beme1kt daB er an der
Auflésung dieses Problems beinahe verzweifelte, so viel Mithe habé
thm dleselbe gekostet. Wie wir bald sehen Werden hat er spiter
diese Aufgabe auf vier Zahlen z, Y, #, s ausgedehnt und noch andere
bedeutend schwierigere unbestimmte Glelchuncren dieser Art geldst.
Die kleinsten von Null verschiedenen ganzen 7 ahlenwerte fiir z, y,‘ P
im gegenwirtigen Problem sind

= 1633780814400 1 = 209"89198')28 & = 3474741058973. .
VVenn diese durch 2315449* dividiert werden, erhiilt man Bruchwelte
von z, y, &

Im rrlelchen Bande kehrt Euler in der Schrift Theor emata
arithmetica nova methodo demonstrataﬂ zum Studlum der
Potenzreste zuriick, die er schon ein Vierteljahrhundert friher bei
Betrachtungen tber den Fermatschen Satz untersueht hatte. - Er
erforscht die dureh Division der sukzessiven Glieder arithmetischer

"1y Atti dell’ accademia delle scienze di- Siena, T. VI, p. 184—191.
% 2, TL; 1. Absch.; Kap. 16, § 239. - - % N. Comm. Petr. VIII, 1760—61,
. 64— 73—-Comm Arith: I, p.-239. -+ 4 N. Comm. Petr. VIII, 1760— G]‘
p. 4—104 = Comm. Arith. I, p. 274 C
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und geometrischer Reihen erhaltenen Reste, und erhdlt den wohl-
bekarmten Ausdruck fiir die Anzahl der Zahlen, die prim zu einer
gegebenen Zahl und nicht groBer als dieselbe sind. Ist die gegebene
7ahl das Produkt dreier ungleichen Primzahlen p, 4, », dann ist diese
Anzahl = (p — 1)(g — 1)(r — 1). Dieser Ausdruck, dessen Verallge-
meinerung Kuler andeutet, wird sfters die ,Eulersche Funktion®
genannt. Am Ende der Schrift findet er folgende Erweiterung des
von ihm in friiheren Jahren schon zweimal bewiesenen Fermatschen
Lehrsatzes: Wenn N prim zu z ist und n die Anzahl der Zahlen
bezeichnet, die prim zu N und nicht groBer als N sind, so ist 27 —1
immer durch N teilbar. ,

In einer dritten Arbeit iiber Zahlentheorie in diesem Bande, namlich
Supplementum quorundam theorematum arithmeticorum,
quae in nonnullis demonstrationibus supponuntur?) sind die
Bigenschaften ganzer Zahlen von der Form a® + 3b* entwickelt und
auf das Problem angewandt, drei Kubikzahlen zu finden, deren
Summe eine Kubikzahl ist, sowie auf die Vervollstindigung seines
Beweises des bertihmten Fermatschen Unmoglichkeitssatzes {iber
g 4yt =z", fiir den Fall % =3. Man wird sich erinnern, dall
schon zweiundzwanzig Jahre frither Euler, fiiv den Fall 5 = 4, den
Unmoglichkeitsbeweis geliefert hatte. (Bd. III?, 8. 613.)

Im Aufsatze De resolutionme formularum quadraticarum
indeterminatarum per numeros integros?) wird die Auffindung
vationaler oder ganzzahliger Werte von x und ¥ der Gleichung
aw? + px +y =y betrachtet, ohne dab allgemeine Gesichtspunkte
erreicht wiirden. GroBes Gewicht legt Euler auf folgenden Satz:
Wenn die Gleichung «a®+p=1y? fir z =0 uwnd y=2", und die
Gleichung az? +g=1y* fir z=¢, y=d erfiillt sind, dann sind
% =be+ ad und y =bd 4 «¢ac Losungen von a4+ pg =1 Wiize
Tuler die Zahlentheorie der Inder zuginglich gewesen, wiirde er
diesen schonen Satz schon in den Arbeiten von Bhaskara gefunden
haben®). : :

In seiner Schrift Dé numeris primis valde magnis®) ver-
gleicht er die Auffindung des Gesetzes der Verteilung der Primzahlen
mit dem Problem der Quadratur des Kreises: beide gehen fiber unsere
Fassungskraft. DaB die Fermabsche Formel 22 + 1 immer Prim-
yahlen darstelle, hatte Tuler in seinem allerersten 1732—33 er-

- 1 N. Comm. Petr. VIH, 1760 et 1761, p. 105—128 == Comm. Arith. I,
p. 2817. ‘ v E) N. (omm. Petr. IX, 1762—63, p. 3-—39 — Comm. Arith. 1,
p. 207, % H Hankel, Gesch. d. Math. in Alterth. u. Mittelalt., Leipzig 1874
8. 200. 4 N. Comm. Petr. IX, 1762—63, p. 99—153 = Comm. Arith. I,

p. 366.
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schienenen Aufsatze iiber Zahlentheorie!) widerlegt. Nun seigh er,
daB es keine algebraische Funktion X =« + fiw - pa® 4 --- gebe,
welche ~ nur Primzahlen darstelle; denn, wemn 2 = a und
A=a+ Ba+ypa® 4., erhilt man im Valle 2 =nd 4 « fiir X
einen Wert, der durch A4 teilbar ist. Die Schrift endet mit mehreren
Tabellen. Die erste enthilt alle Primzahlen nicht grofer als 1997
und von der Form 4n + 1, jede als die Summe zweier Quadrate aus-
gedriickt, sowie die Werte von @, welche das Binom a® <4 1 durch
diese Zahl teilbar macht. Drei andere Tabellen folgen. Diesc zeigen,
welches fleiBige empirische Studium Euler der Zahlentheorie widmete
und wie es Buler moglich wurde, viele Lehrsiitze durech bloRe An-
schauung zu entdecken.

Um die Lehre von den Kettenbriichen leichter darzustellen und,
im besonderen, um Gesetze zu entdecken, welche die Auffindung
irgend eines Niherungswertes ohne die Berechnung aller voran-
gehenden gestatten, schuf Euler in einer Schrift, Specimen
algorithmi singularis®), einen eigenen Algorithmus wnd dazu
passende Rechnungsregeln, welcher er sich in einer drei Jahre spiiter
gedruckten wichtigen zahlentheoretischen Schrift, De wusu novi
algorithmi, bediente®) Kin Kettenbruch « - ,_1)_,.7 wird durch das
b ¢
Symbol %}, ’C)c ) dargestellt; emn unendlicher Kettenbruch durch

”(b”ccdﬁlc‘eg‘;) Man hat hier (a,b,¢,d,¢) — ¢ (a,b, 6, d) + (a, b, ¢), anch
(@,b,¢,d,e) = (¢,d,¢,b,a). Da nun (a,b,¢,d) (b,¢,d,¢) — (b,¢, d)(a,b,c,dyc)
=(a,b,¢,d)e(b,c, @)+ (0,0, ¢,d, €) (b, €) — (b, ¢, d)e(a, b, ¢, d) — (b, d) (a, b, c)
=—{(a,b,6)(b,c,d) — (b,¢) (@, b,¢,d)} =+ 1, weil (a)(b)—1(a,b)=—1
sk, 1Bt sich der Nachweis fithren, daB die sukzessiven Niherungs-
briiche sich dem wahren Werte des Kettenbruchs mehr und mehr
@ a,b 1 a, b a,b,¢ 1 .
== 0 G = T @
Zieht man letztere Gleichungen zusammen, so hat man die Entwicklung
des Kettenbruchs in einer Reihe. Fuler erhilt durch Induktion
Formeln dieser At (a,b,¢,d) (e, f,0,0) — (a,b,¢,d,¢,f,9,h) 1 =
—(@,b,¢)(f,9:1), (@b, ¢ d,e) (e d,e,f, 9, ) — (a,b,¢,d, ¢, 1,0, 1) (¢, s €) ==
+ (a)(g,k) und lehrt derartige Formeln in beliebiger Anzahl hinzu-

nihern. Denn man hat

Y Comm. Petr, VI, 1732—33, p. 103 — Comm. Arith. I, p. 1; Cantor,

Bd. 12 8. 611. #) N. Comm. Petr. IX, pro annis 1762 et 1763. Petropoli
1764, p. 53—69. Vergl. S. Giinther, Naherungswerthe von Kettenbriichen,
Frlangen 1872, 8. 1—10. % Ebenda, T. XI, pro anno 1765, Petropoli 1767,

Pp. 28.
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schreiben. Er wendet semen neuen Algorithmus auf die Bestimmung
der Differenz zweier beliebiger Niherungswerte an. Wie Giinther
hervo‘rgehobeﬁ hat!), bedient sich FEuler ,zur Zerlegung seiner
Symbole eines Verfahvens, welches ganz dem Zerfillen einer Deter-
minante in ibre Unterdeterminanten entspricht®.

Wichtiger ist Eulers niichste Arbeit, De usu novi algorithmi
in problemate Pelliano solvendo?), welche eine neue Auflosung
Jer Fermatschen Gleichung z® — Dy® =1 (irrtimlich die Pellsche
Gleichung genannt) gibt. Diese bertihmte Gleichung, zuerst von den
Griechen hetrachtet, dann von den Indern aufgeldst und wieder von
neuem durch Fermat, Brouncker, Wallis entwickelt, wird in der
sweiten Hilfte des achtzehnten Jahrhunderts von Euler und
Lagrange weiteren Untersuchungen unterworfen?). Nachdem in dem
gegenwirtigen Artikel Euler gezeigt hat, daB die Auflosung nicht
nur der Gleichung 12? + m# + n = y*, sondern anch der allgemeineren
Gleichung zweiten Grades A+ 2Bay+ Oy + 2Dz + 2Ly + F=0,
wo 12> AC angenommen wird, von der Auflssung der Gleichung
der Form p? = lg? + 1 (I positive ganze Zahl) abhinge und dadurch
die Wichtigkeit der letzten Gleichung betont hat, erklirt er, wie die
Auflssung von p* =1¢® + 1 durch die Entwicklung von Y1 in einen
Kettenbruch bedeutend erleichtert werden konne. Ohne Beweis nimmt

: 74 P . T
er an, dafl, wenn 'g> V1, der Bruch fi eine Anniherung zum irratio-

nalen Werte V1 liefere, die nicht tberstiegen werden kann, ohne
grofere ganze Zahlen fir p und ¢ in Anwendung zu bringen. Br
orklirt die Kettenbruchentwicklung zuerst an numerischen Beispielen,.
dann im allgemeinen wie folgt:

1/‘ ) 1
Z='U—r(——-—t+1

b1

Ca
ot

i
d 4 ete.
wo die Indizes a, b, 6 d ete. [so nennt Euler die Teilnenner] durch

) . : . . . ) 1
culzessive Operationen gefunden werden. Wenn Ve=uv+—- und

- 744

?

IR

n s Giinther, op. cit., S. 39. %) N. Comm. Petr. XI, 1765, p. 28 —66
o= Comm. Arith. I, p. 316. % Man lese H. Konen, Gesch. d. Gleichung
1t — Du? =1, Leipzig 1901. o
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Vi‘i‘_A ».?+ 1st hat man @ < - ;+

<t dw o*the ocmze Zahl in

;betzt man 7we1tens z=a + , dann Wird, &ﬂ, 5=o+ A%,

Ve — A+oaw ]/z+B
1—{~2aA-—am i

WO B— ae —A wd f=1-+4a(d—DB) Wei b die grilite ganze

in o enthaltene Zahl ist, hat man b?j;—B Setzt man drittens

1 WLl a . _
y=>0+-- und fihrt in Ghnlicher Weise fort, so erhiilt man die
folgende Tabelle von Euler: -

Capiatur E tum vero eritque
I A=vw ‘ =12 A=z — 2 a<v+A"
e — ___5_-B2 - 2 | 5]
II. B=aa—4 B=""_""=14+a(4— B b <" {};L
- n —Z____CE . ‘ |
1I. (/'—ﬁb B y_iggi:“_{_b(lg_o) c<i—|;(_7
0

. | o

VE=dd—D | &= 777~E-=y+d(1) ) ccVHE
ete.

.Wenn: i der letzten Kolumne die Briiche in Wirklichkeit ganze
Zahlen vorstellen, dann soll das Zeichen < durch — ersetzt werden.

Da A4 = v und a<—j_—, so hat man B=aae—AZv, 51,

b Z 2v. Folglich ist auch € =8 — BZ v etc. Durch die Indizes
a,b, ¢, d ete. erhilt man also die ganzen Zahlen A, B, C, D ete,
welche alle Z v sind, sowie die ganzen Zahlen «, f, 3, 0 efe, welche
alle =1 sind.  Aus der letzten Kolumne ersieht man nun, daB jeder
Index a, b, ¢, d ete. £ 2v sein mub. Kuler erklirt, daf, nachdem
der Index 2v erreicht wird, die Werte a, b, ¢, d ete. sich wiederholen -
und die Entwicklung von neuem beginnt. Er gibt aber keinen
Beweis, daB der Index 2v notwendig existiert. Er zeigt an Bei-
spielen, daB die Indizes @, b, ¢, d etc. und die Zahlen e, 3, 7,0 ete.
sich periodisch wiederholen. Nur fiir die Form z=mn*+1 und
sieben andere #hnliche Formen werden allgemeine Werte fiir die
Indizes und fiir die griechischen Buchstaben angecreben
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Um pun p=7Vig° +1in ganzen Zahlen aufzuldsen, werden aus

den Indizes Naherungsbriiche Z nach dem in folgenden zwei Reihen

ersichtlichen Gesetze entwickelt: .

Indizes v, @, b, €, e om, N,
z 1 b av+1 (@b 4+ 1)v + b 1 M N nN+ Al
y 07 1 a abt+1 '’ P’ @’ n@Q4P

Dann wird ein abgekiirzter Algorithmus fiir A;’ ~ eingefiihrt wie folgt:

1_ (lf_) (v, @) (v, a, b) (v, a, b, ©) (¥, &, b, ) d) e

07 17 a ? (4,0’  (abo’ (a, b, ¢, d)

wo (v,a)=a()+1; (v,a,0) = b(v,@) + (v); (v,a,b,¢) = ¢ (v,@,0) + (v, @)
(a)=al+0; (a,b)=Db(a)+1; (a,b,¢) = o(a,b) + (a)

Fuler teilt ferner mit, daB er folgende Transformationen bewiesen

habe: '

te.,

(v,a,b,¢,d,¢) = v(a,byc,dye) + (b,¢,d,e)

(v,a,b,¢,d,6) = (v,a)(b, ¢, dy€) + v(c,d,e)

(v,a,b,¢,d,€) = (v,4,D) (6 d, e) + (v,a)(d,e)

(v, 0,D,¢,d,¢) = (v,0,b,¢)(d, e) + (»,a,b)(e).
Durch diese Formeln kann man sich die Berechnung beinahe der
Hilfte der Niherungsbriiche ersparen. Sind namlich ,a,b,c,¢0b,a 27
die Tndizes einer Periode und nimmt man mit Euler als bewiesen
an, dab (a,0,¢) = (b, @) und bezeichnet die Niherungsbriiche durch
mj/?/u .’132/@/2, SRR xs/?/s: wo wl/?h = flj 18b, so erhiilt man &3 = ;Y5 + 244y
by = 5t 49 W0 &= (1,4,0,0), 7, = (1,0,D), 3, = (1,6) = (G4 D)
3, = (4, b) = (b,a). Man braucht 2z, z; und ¥, y; gar nicht zu he-
rechnen?).

Es wird nun gezeigt, daf

(=1

wenn { } dann #* = 2y* + 1,

y=0

- { z = (v)

[
7|y =)

3 H. Konen, a. & 0., 8. 56, hebt hervor, daf diese abgekiirste Methode
von G. W. Tenner (Programm Mersehurg 1841) unabhingig ausgearbeitet und
von einigen Schriftstellern ihm zugeschrieben worden ist.
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= (v, a,l
wenn { ;: E:::’) )) } dann 2? = zy° — p,
(5= (&, a,b,¢) | . 0
Y] ’ . e == ,EJ’? “ + d,
‘ ] = (&, b: C) , [ ’ /
@ = b,¢,d
) [x (v,a,b,¢,d) l PR R
| 4 = (a.b,c,d) |

Wird nun einer der Buchstaben §3,d ete. = 1, so hat man eine Auflésung
der Gleichung «® —zy®=1. Aber keiner dieser Buchstaben kamn
-+ 1 werden, wenn nicht zugleich der entsprechende Index 2¢ wird.
Wenn deshalb irgend eine Periode, die wir in der Anordnung der
Indizes finden, den Wert 2¢ enthilt und wir 2 und y den Nahel ungs-
werten, welche der ersten Periode entsprechen, gleichstellen, erhalten
wir 2° = £y” + 1 unter der Bedingung, daB die Anzahl der Indizes in
ciner Periode gerade ist, und 2? — 01/ — 1, wenn diese Anzahl un-
oerade ist. Im ersteren Falle haben wir dlre]\t die gesuchte Lisung:
mm letzteren Falle soll man entweder zwei Perioden weiter oehen, wo
der Index 2v gerade ist und fiir # und y die Niherungswerte in der
dritten Perlode withlen, oder man soll p=2a®+ 1 und ¢ =2ay
setzen. Dieses Verfahren liefert auf bequeme Weise die kleinsten
Lisungen von 2° —gy* == 1. Da aber nirgends bewiesen ist, dab der
Index 2v notwendig vorkommi, ist man nicht sicher, daB die Gleichung
aufler £ =1 und y = 0 wirklich Losungen hat. Der englische Zahlen-
theoretiker H. J. 5. Smith driickt sich @ber diese Abhandlung so

" - T ] Z " . . v
aus: ,Kuler beobachtete, daB 1{; notwendigerweise ein Niherungswert

von ¥z ist, weshalb es gentigt, um die Zahlen p und ¢ zu erhalten,
1/5: in einen Kettenbruch zu entwickeln. s ist aber sonderbar, daB
thm die Notwendigkeit nie eingefallen ist, zur Vervollstindigung der
Theorie zu beweisen, daf die Gleichung auch immer auflésbar sei
und daff durch die Entwicklung von )z alle Lisungen gegeben
seien. Sein Memoir enthilt alle fir den Beweis nétigen Flemente;
hier aber, wie in anderen Stellen, ist Euler mit einer Induktion ohne
strengen Beweis zufrieden?).

Dieser Aufsatz Eulers enthilt zwei Tafeln. Die erste gibt die
Entwicklung aller Zahlen unter 121, mit Auspahme der Quadrat-
zahlen, in Kettenbriichen an; die zweite enthilt fir jeden nicht

HH T S Smith, British Assn. Report 1861, p. 315 = Collected wmrks,
Vol. 1, Oxford 1894, p. 192. : :
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quadratischen Wert von 2 zwischen 1 wnd 100 den kleinsten Wert
von z und gy, welcher eine Ldsung der Gleichung 2* — zy° =1 Ist.

In dem Aufsatze Quomodo numeri praemagni sint explo-
randi, utrum sint primi, nec ne’) fahrte Euler mit der Betrach-
tung der Primzahlen fort und entwickelt Methoden zur Entscheidung,
ob sine Zahl von der Form 4n 4 1 prim ist oder nicht.

Wie frither (Bd. ITI%, 8. 617, 618, 719—721) klar gemacht wurde,
verdankt man Euler die ersten Arbeiten tber analytische Zahlen-
theorie. Dieser Gegenstand wird nun in der Abbandlung De par-
titione numerorum in partes tam numero quam specie
datas?) fortgesetzt. Aus seinen Ergebnissen heben wir nur hervor,
daB er mit Hilfe der erzeugenden Funktion 1/(1 —z“y*)(1— 2y’
(1 —ay’)y(1— #%y%) ete. und der erzeugten Reihe 1+ Azy-
+ Bxy + Cay + ete. die Folgerung zieht, daB, wenn darin ein
Glied Na"y* vorkommt, es N Lisungen der simultanen Gleichungen
ap + by + cr ete. = n, ap + fg + yrete. =v gibt, wenn aber dieses
Glied fehlt, keine positiven ganzzahligen Werte fiir p, ¢, 7 ete. existieren.
Die Entscheidung iiber die Anzahl Losungen solcher Gleichungen ist
somit auf das Studium der Koeffizienten N von z"y" zuriickgefithrt.
Euler bemerkt, daf vormals Losungen durch die regula virginum®)
erhalten wurden.

In einer Abhandlung, Observationes variae in mathesin
puram?), teilt J. H. Lambert unter anderem Sitze fiber rekurrierende
Dezimalbriiche mit. Er beweist, daB bei teilerfremden Zahlen eine
Division mit einer Primzahl, aufier 2 oder 5, stets emen periodischen
Dezimalbruch liefert, und daf alle periodischen Dezimalbriiche aus
rationalen Briichen entspringen, weshalb keine irrationale Grofe durch
einen periodischen Bruch dargestellt werden kann. In seinen
Adnotata gquaedam de numeris eorumgque anatomia®) setat er
diese Studien fort, gibt einen Beweis des schon frither von Leibniz
und Euler bewiesenen Fermatschen Satzes und zieht daraus weitere
Resultate. Ist o eine Primzahl, aber nicht — 2 oder 5, damm stellt
(10~1—1): @ eine ganze Zahl dar; ist (10m—1): @ eine ganze Zahl,
dann ist entweder m durch @ —1 oder a—1 durch teilbar;

weshalb ¢ nicht prim sein kann, im Falle daB »3 einen Bruch mit

— —

5 N. Comm. Petr. XII, 1768, p. 67—88 — Comm. Arith. I, p. 379.
5 N. Comm. Petr. XIv, I, 1769, p. 168—187 = Comm. Arith. I, p 391.
% Regula virginum = regula coecis = regula potatorum. Man sehe
Chr. Peschecks Deutliche Erklirung derer Kaufmann- und Sconomischen
Rechnungen etc., Budissin 1759, S.440. ) Acta Helvetica, Vol. TTI, Basileac
1758, p. 128—168. 5 Nova Acta Eruditorum, Lipsiae 1769, p. 107—128.
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mrzahliger Periode liefert und g — 1 durch o nieht teilbar ist.
Lambert zieht auch die Folgerung, dai, wenn ¢ — 1 Periodenzahlen
-vorliegen und ¢ ungerade ist, ¢ prim sein muf. Setzt man ¢ ==2m -+ 1,
s0 ist (10" 1) : @ eine.ganze Zahl ¢ und (10*" — 1) : ¢ = 10mg — ¢.
Ist m nicht prim, so kann man es durch einen gewissen seiner Faktoren
ersetzen. Nimmt man ¢ =13 und wm =3, so wird (10° +1): 13

=17, 77000 — 77 = 76923, weshalh . = 0, 076928, 076923 ete.

“Wenn ¢ nicht prim ist und o+ dic Periodenzahl 2m gibt, dann

haben ¢ und 10™ 4 1 einen gemeinsamen Faktor. K folgen dann
emige Ahnliche aber lingere Siitze, die zur Entscheidung, ob eine Zahl
prim sei oder nicht, Anwendung finden kénnen. Mehrere derselben
sind nicht nur auf Dezimalbriiche, soudernlgleiehzeitig auf Briiche
‘aqderer Systeme anwendbar. Die Aufﬁndung der Teiler einer Zahl
wird von Lambert auch in einem Briefe an Oberreit besprochen?).

Soweit ist Euler der einzige groBe Mathematiker des 18. Jahr
hunderts, der sich eingehend mit der Zahlentheorie beschiftiot hat.
Nun erscheint die erste Arbeit von La grange auf diesem Grebbiete.

Am 20. September 1768 vollendete er in Berlin seine Abhand-
Jung Solution d'un probleme d’arithmétique?). Darin wird
zum erstenmal ein strenger Beweis von der Losharkeit der Gleichung
mz—qgﬂ: 1 gegeben. Er kannte zu dieser Zeit die Arbeiten von
Walhs iib-er‘dieses Problem, aber nicht diejenigen Eulers. Um 2n
.zeigen, dafl die Gleichung immer ganzzahlig loshar ist, entwickelt er
¥ in einen unendlichen Kettenbruch

1

Va=q+ - Ty ’.

€+

wo g,9, 9" --- ganzzahlig und positiv sind und erhalt dic Nitherungs-
. m M w M wm M : /

bl‘UChe 6’ /_ri-’ ‘]V, q?’ ‘IW’ “/)—QW', ‘"N?;, Tty worin Wl=g, ﬂ{=q WZ+15

m —=q' M+ m, -, n=1, N=gn, # —¢'N+n, - und

M@ — ® . .

wa>Va >, 1=0,1,2, ... Braeigt, daB MO —a NO* = 200
o @ ) .

und < - e ist, weshalb die unendliche Anzahl positiver, ganz

-zahliger Werte Z, Z, Z”, ... nur eine endliche Anzahl untereinander
-verschiedener Zahlen darstellen. Auch hat man m®? — gn(®?2 = 20

1) J. H. Lamberts Deutscher gelehrter Briefwechsel Bd. II, Berlin 1782,
S..878—382;-Bd. V, 1785, 5. 333—325. D) Miscellanea Taurinensia, tome Iv,
1766—1769 = Oeuvres de Lagrange, tome I, Paris 1867, p. 671—731,
CaxToR, Geschichte der Mathematik IV. . 11
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| 2m{) . . .
wo £ <0 wnd — 20 <=7 +1, s0 dab z, 2, 5% ... eine unendliche
n

Anzahl ganzzahliger, negativer Zahlen sind, wovon wie oben die
Anzahl verschiedener Werte endlich ist. Es gibt also unendlich viele
Jahlen z, ', ... und 4, ¥, .- welche die Gleichung 2* — ay*= R
befriedigen, wo R irgend ein Wert Z® oder 27 ist. An dieser Stelle
untersuchte nun Buler die Werte Z\), 25 Lagrange schligt aber
einen snderen Weg ein und benutzt das schon den Indern bekannte
Lemma: Das Produkt von #® — ay® und #%— ay'? ist (ma’ -+ ayy’)
— a(zy + ya')’. Man hat also

(), I = (@ + ayy} — a(oy + v,
auch

(B), R — ) = (@ + y2) (&5’ — ye)
Ist nun 7 prim, so muf nach (B) entweder zy + y&’ oder zy — ya’
dJurch R teilbar sein; es sei zy 4+ ya’ = ¢Ii, dann gibt (4),

R = ((E.’L" + ayy')i' - @Q‘“’LQ;

und za’ + ayy’ ist durch B teilbar. Wenn zz + ayy = ph, so er-
folgt sogleich 1 =p’ — agt. Fir den Spezialfall, fi prim, ist also
die Lésbarkeit erwicsen. Dieses ist aber nur ein kleiner Teil der
Untersuchung fir den Fall, daf R und a teilerfremd sind.  Gemein-
teilige Werte von R und o sind einer besonderen Diskussion unter-
worfen. Die zwei Falle bieten bedeutende Schwierigkeiten dar; der
Beweis, daB 2 —ay*=1 (wo @ keine Quadratzahl ist) 18sbar ist,
wird aber allgemein erzwungen. Zu gleicher Zeit ist das Verfahren,
eine Losung zu finden, angedeutet.

Der zweite Schritt besteht darin, aus der kleinsten Losung von
22 — ay? = 1 alle anderen abzuleiten. Ist p, ¢ ein Wertpaar, so wird

1 = (5* — ag®y" = (p + Vag)y (p —Vagi" = (v + Vay) (@ — Vay),
aand

£

_(e+ava"+ (o —aVa)"
2

g (2 a¥a)" = (p—aVa)".

2Va
" Qetzt man nun m=1,2, 3,..., so hat man eine unendliche Anzahl
Lisungen. s folgh der Beweis, daB, wenn p und g die kleinsten
Losungen sind, m =2 die nichst groferen liefert usw., s0 dafl 1
Len fiir  und y alle Losungen eingeschlossen sind.

obigen Ausdriie
Der dritte Schritt ;st der Beweis, daB dlle Werte von & und %,

welche der Gleichung #° — ay! — 1 geniigen, unter den Zahlen
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. . €r . N
M, M',... und N, N, ... zu finden sind, dall also ; immer einer

der Niherungsbriiche ist. Hs wird n’eimlich‘gezeigt, daf die Annahme
MO < p < ME+Y, NO < g < NC+Y auf einen Widerspruch fithrt.
Daraus stammt eine zweite Losungsmethode, der zufolge man die
Nitherungsbriiche fiir 1/@ berechnet und nacheinander die Zahler {fiir
# und die Nenner fiir y setzt. Eine unendliche Anzahl dieser Zihler
und Nenner werden der Gleichung a® — ay® — 1 geniigen.
Lagrange lie seiner am 20. September 1768 vollendeten
Lisung der Gleichung 2® — ay®* = 1 bald eine noch wichtigere Schrift
folgen. Schon am 24. November gleichen Jahres legte er der Ber-
liner Akademie die neue Abhandlung Sur la solutmn des pro-
blemes indéterminés du second deouel) vor. Es wird hier die
unbestimmte Gleichung 4 —u® — B, die obige als Spezialfall ein-
schliet, geldst. Aus der Einleitung geht helvm daB nun Lagrange
die zwei Abhandlungen Eulers ubel diese Sache m den PetelsburO‘el
Kommentarien der Jahre 1738 wnd 1764 gelesen hatte, aber Eulers
De usu novi algorithmi des Jahres 1765 noch immer nicht kannte.
Lagrange betont die Wichtigkeit der Gleichung A = 2 — B#, in-
dem er zeigh, daB jede Gleichung zweiten Gra,dos nit zwei Unbe—
kannten auf diese Form reduziert werden kann. Ty liefert zuerst die
Aufldsung dieser Gleichung, wenn w und ¢ ganze oder gebrochene
Zahlen sein kénnen, dann die wichtigere Auflosung, wenn « und ¢
ganze Zahlen sein sollen. In der letzteren Auflosuna Wwird zuerst
bemerkt, daf, wenn A einen quadratischen Faktor o hat, man

w=ygp, t=9q, 4=9%a setzen kann, wodurch du; vomelecrte
Gleichung in die Form a = p? — Bg? ubeweht wo p und g teiler-
fremd smd Wenn man alle moglichen teilerfremden Werte von
P wd ¢ In a=p*— Bg ﬁndet 80 kann man daraus ‘mittels
u=gp, t = 0q alle iiberhaupt vorhandenen Lésungen von A = u*
— B¢ herleiten. Ks sei also die Gleichung 4 = p ———Bq vorgelegt,
m der p und g ganze teilerfremde Zahlen sein sollen. Man hat zwei
Fille, .B positiv und B negativ. Fiir den Fall B positiv und zugleich
4> VB, multipliziere man A — p* — Bg® mit 4, = p* — Bg®, wo
P —pg=-+1 und oz:p_pl qul angenommen wird. Man er-

hilt 44, = «* — B. Nun sei % " der in der Kettenbruchentwicklung
von £ dem £ unmittelbar vorausgehende Naherungsbruch, dann wird

) Mém. de Vacadémie roy. des sciences, année 1767, Berlin 1769, p. 165
bis 310 =Lagrange, Oeuvres, Tome II, Paris 1868, p. 3717—580. Vgl Nettos
Ausgabe, Ostwalds Klassiker Nr. 146, Leipzig 1904.

| - - | 11*
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Py = 4P £ M, gy =g £ WO N irgend welche ganze Zahl sein kann.
s folgt o = u(p® — Be) £ (pm — Bgn) = pAd £ a, wenn « =mp

— Bgn ist. Man kann « < f;; machen, und es wird A4, <i2-ﬁ Es

‘muB dann «f — B durch A teilbar sein und eimen Quotienten von der
Form p,® — Bg,* liefern, sonst ist die vorgelegte Gleichung unldsbar.
Gibt es dagegen eine solche Zahl, so hat man eine neue Gleichung
A4, = p;> — Bg,* aufzuldsen, wo A, < A ist. Ist letatere Gleichung
Jgsbar, so kann man aus den bekannten Werten von p, und g die
Werte von p und ¢ durch die Gleichungen «=pp; — Bgq, und
pg, —pg—=+1 bestimmen. Sind p und g ganze- Zahlen, dann
ist die vorgelegte Gleichung losbar; sonst nicht. Um alle Losungen

: . A4 .
su erhalten, muB man alle Zahlen « aufsuchen, die < 5 sind, und

o — B durch A teilbar machen. Auch muf jede der entstehenden
(leichungen 4, = p,® — Bg,® einzeln untersucht werden. s wird
dann erklirt, wie man aus einem den Bedingungen geniigenden Werte
von « alle anderen bestimmen kamm. Es stellt sich heraus, wenn
‘die Anzahl teilerfremder Faktoren von A, die Primzahlen oder Prim-
‘zahlpotenzen sind, gleich » ist, daB die Anzahl der Werte von «
gleich O oder gleich 97—~1 igt. Unter Faktoren mit gemeinsamen
Teilern braucht man nur solche zu nehmen, deren grofbter gemein-
schaftlicher Teiler 2 ist. Es wird ferner die Gleichung 4, = 2 — Bgy®
genau so, behandelt, wie es bei A =p* — Bg® der Fall war. Ihre
Losung wird anf 4, = p,° — By’ zuriickgefihrt, letztere auf A; = Ps°
— Bgy’ et Kann man nun irgend eine dieser Gleichungen lésen,
etwa 4, =p," — Bq? so kann man zu Werten p und ¢ aufsteigen,
welche die vorgelegte Gleichung ldsen. Es wird dann die Gleichung
A, =p,t — Bg,’ einer eingehenden Untersuchung unterworfen, worin
die Kettenbriiche wieder .eine hervorragende Rolle spielen, und alles
darauf zuspitzt, ein Glied einer Reihe E, E,, ... zu finden, das gleich
“eins wird. Bs ergibt sich endlich, dal 4 — p? — Bg® bei positivem
B, wenn sie tiberhaupt I6sbar ist, eine unendliche Anzahl von Lisungen
hat. Der Fall, wo B negativ ist, wird leichter gefunden. Die ganze
Abhandlung ist die erste vollst'zin_dige und strenge Auflosung von un-
‘pestimmten Gleichuugen zweiten Grades mit zwei Unbekannten durch
- ganze Zahlen. Wie schon bemerkt, tritt die von Lagrange in seiner
_ersten gahlentheoretischen Abhandlung geloste Gleichung =+ 1=1*
__ PBs?, hier als ein Spezialfall auf. Lagrange sagh nun dariiber:
,Die eben gegebene Methode ist direkter und einfacher; zudem hat
sie noch den Vorzug, zu zeige, dab die gegéhene Gleichung filr jedes
B losbar ist. Dies konnte ich damals nur auf einem ziemlich groBen
Umwege dartun Am Schlusse der Abhandlung wird auch die
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Fermatsche Unmoglichkeit +" + 8" = ¢", > 2 beriihrt, ohne jedoch
su den Eulerschen Ergebnissen etwas beizutragen.

Lagrange verfafte 1770 eine dritte gchmft iiber die Auflosunnf
von unbestimmten Gleichungen, betitelt Nouvelle méthode pour
résoudre les problemes indéterminés en nombres entiers?)
worin er Methoden entwickelt, welche auf Gleichungen héherer Grade
anwendbar sind und die Behandlung der Gleichung zweiten Grades,
die er in zwei friitheren Abhandlungen auseinandersetzte, bedentend
vereinfachen. Die Theorie der Kettenbriiche, wie er sie in dem
Mémoire sur la résolution des équations numériques und in
den Additions dazu entwickelt hatte, findet hier Anwendung. Die
Transformation von A = Bt" - O~y + Di*=2? 4 ... + Ku”, wo
alle Koeffizienten ganze Zahlen und A und # teilerfremd,smd m die
Gleichung 1 = Pu" + Qu'~'y + .- Vy* wird durch die A;mdhme
t —ul — Ay (0 und y ganzzahlig ) erzielt. Die Berechnung von 6
B}ijlgt durch (11(? von ihm schon fu.;lher angewandte Diﬂ’erenzmethodez)?
Sind # und y in der transformierten Gleichung ganze Zahlen, so
miissen P, ¢, ... V, sowie u und y selbst, teilerfremd sein. Man setze

. K14 f

o= - un - n 27— 1 . o

& Ty des‘m.rde .-i-Qx T+ V=y"=2 Wemz=0,

so driicke man eine positive Wurzel ¢ mit Hilfe zweler Reihen von
'R . : , ' . .

iionlveloenx,welte?l aus, welche die Kettenbruchentwicklung liefert.

n der e I ind . Fa i . . .

.rste )} Relhef sind alle Bruchwerte groBer, in der zweiten Reihe

alle klemer als die entsprechende Wurzel @¢. EBs folgt dann der
. - <

Nachweis, daB unter den Briichen der einen oder der anderen Reihe

: U
sich der Bruch Y vorfindet, und daB man auf diese Weise alle ganz-

rahligen Werte von « und y aufsuchen kann. Die Operation,‘ welche
den Kettenbruch fiir die Berechnung von @ hervorbringt, liefert also:
zu gleicher Zeit die Zahlen u und y Die Aufldsungen bestimmter
und unbestimmter Gleichungen konnen demmnach durch das gleiche
Werkzeug, die Kettenbriiche, erledigt werden. Nachdem die Finzel-
heiten ausgearbeitet sind, schreitet Lagrange zur Anwendung seiner
Ergebnisse auf unbestimmte Gleichungen des ersten und ‘zweiten.
Grades. Seine jetzige. Methode der Auflosung von A =1 — Au*
nennt er trés-simple et-trés-élégante®, seine frithere ,,a la vérité unl
peu lonoue et compliquée®. SR

Lagrange gesteht, daB seine arithmetischen Abhandlungen 1hml
viel Mithe gekostet hitten. Am 15. August 1768 schreibt er an

o) Mém. de l’acad my des sciences, tome XXIV année 1768 Belhn 1770
p. 181—250 = Lagrange, Oeuvres, tome 1I, p. 655-—726. %) Mémoire sur’ lm
résolution des équat. num., scolie du no. 13. ‘
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P’Alembert!): ,Ich versichere Ihnen, daB ich viel mebr Schwierig-
keiten gefunden habe, als ich vermutet hitte. Hier ist z B. eine,
welche ich nicht ohne groBe Anstrengung habe iiberwinden kdnnen:
Bs sei irgend eine ganze, positive, nicht-quadratische Zahl n gegeben,
eine ganze Quadratzahl #* zu finden, so dal na* 4+ 1 ein Quadrat
wird, Dieses Problem ist von groBer Wichtigkeit in der Theorie von
Quadratzahlen, die der Hauptgegenstand der diophantischen Analysis
ist“ In spiiteren Briefen driickt er sich #hnlich aus®). ,

s ist ein merkwiirdiger Umstand, daB L. Euler und La-
grange in der Theorie der unbestimmten Gleichungen einander wenig
heeinfluBten. Wie schon bemerkt, kannte Lagrange die wichtigste
Arbeit Eulers nicht. Als Lagrange seine Schriften veréffentlichte,
war Euler blind. Am 9,20, Mirz 1770 schrieb er an Lagrange®):
Jeh lieB mir alle Operationen vorlesen, die Sie tiber die Formel
1 = p? — 13 ¢® vorgenommen, und ich bin von ihrer Richtigkeit vollig
iiberzeugt; da ich aber nicht selber lesen und schreiben kamm, mub
ich Ihnen gestehen, daB meine Einbildungskraff nicht die Grundlage
aller Threr Ableitungen hat fassen und die Bedeutung aller Buchstaben,
die Sie eingefithrt haben, nicht im Geddchtnis hat halten kénnen.”
So fuhr Fuler mit seinen eigenen Untersuchungen fort, ohne die
Arbeiten Lagranges genau zu kennen. Am 30. September 1771
schrieb Lagrange an Condorcet?): ,Sie sind, glaube ich, der Einzige,
der mir diese Ehre erwiesen hat“ (seine Arbeiten zu lesen).
~ Die unbestimmte Analytik wird im zweiten Teile von L. Eulers
Anleitung zur Algebra, 1770, behandelt. Die Popularitit dieses
Werkes unter Fachminnern’ ist hauptsichlich diesem zweiten Teile
zuzuschreiben®). Eulers Interesse scheint sich in der Zahlentheorie
konzentriert zu haben, denn er widmet derselben 322 Seiten, wihrend
alle anderen Zweige der Algebra nur 560 Seiten erhalten. Huler
fingt mit sehr einfachen, beinahe kindlichen Beispielen von unbe-
stimmten Aufgaben an. Im 2. Kapitel werden Fragen angefiihrt, die
in gemeinen Rechenbiichern damaliger Zeit nach der ,Regel-Coeci®
aufgelost wurden. Z. B, ,30 Personen,  Méinner, Weiber und Kinder,
verzehren in einem Wirths-Hauss 50 Rthl. Daran zahlt ein Mann
3 Rthl, ein Weib 2 Rthl und ein Kind 1 Rthl., wie viel Personen
sind von jeder Gattung gewesen?‘ Im 4. und 5. Kapitel 1dst Euler
die Gleichung @+ bz ¢z’ =y> In der Behandlung von as®+b="1%

h Lagiange, Qeuvres, T. 13, p. 118. %) Ebenda, T. 13, p. 121, 301
D) Ebenda, Tome 14, p. 219. ) Ebenda, T. 14, p. 4. % Lagrange
ym 26. August 1770 an D’ Alembert: ,Elle ne contient rien d'intéressant

. schrieb a 7 ‘ : . ‘
quan Traité sur les questions de Diophante, qui est, & la vérité, excellent” (Lia-

grange, Oeuvres, T. 18, p. 181, 191). : - ‘
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im 6. Kapitel, ist er von Lagranges Untersuchungen nicht beein-
Auft worden und die Auflssung ist unvollstindig. Es ,ist unum-
ginglich notig®, sagt Kuler, ,daB man schon einen Fall in ganzen
Zahlen wisse oder errathen habe. Merkwiirdig ist es, dall er im
nichsten Kapitel fiir die Fermatsche Gleichung an? + 1 == m* nicht
seine eigene, in seiner Schrift De usu movi algorithmi 1765 ent-
wickelte Methode, sondern die Auflésungsmethode von Wallis dar-
stellt. Die drei folgenden Kapitel enthalten Losungen von

a+bxr+cat +dad =y @+ bz + et da’ + ent =yl

-+ by 4+ ex® + dz’ =y,
Im 13. Kapitel wird bewiesen, dafi weder die Suﬁlme, noch die Diffe-
renz zweier Biguadraten jemals eine Quadratzahl werden kénne. Die
Unméglichkeit dieser Fermatschen Sitze und mehrerer ihnlicher
diophantischer Ausdriicke wird dadurch nachgewiesen, ,da wann
auch in den groBten Zahlen solehe Werthe fiir # und y vorhanden
wiren, aus denselben auch in kleinern Zahlen eben dergleichen
Werthe geschlossen werden konnten, und aus diesen ferner in noch
kleinern usf, da nun aber in kleinen Zahlen keine solche Werthe
vorhanden sind . . . so kann mann sicher schliefen, daB auch in groBern
. .. keine solche Werthe von # und y vorhanden seyn kbnnen®. I
15. Kapitel wird die Fermatsche Unmdoglichkeit a* 4 4* = 2% nach-
gewiesen,

Der gegenwiirtige Zeitpunkt (um 1770) ist in der unbestimmten
sowohl als in der hestimmten Gleichungstheorie durch grobe schop-
ferische Tatigkeit gekennzeichnet. Wihrend Huler und Lagrange
die schon besprochenen Arbeiten hervorbrachten, war auch Waring
in Hngland titig. In seinen Meditationes algebraicae, 1770,
werden einige neue zahlentheoretische Sitze angegeben. Ohne Beweis
gibt er folgende Theoreme an'):  Jede ganze Zahl ist entweder eine
Kubikzahl oder die Summe von 2, 3, 4,5, 6,7, 8 oder 9 Kubikzahlen®);
entweder eine Biquadrate, oder die Summe von 2, 3 ete. oder 19 Bi-
quadraten’ Der Beweis hiervon 15t noch immer auf sich warten, . An
anderer Stelle schreibt Waring ohne Nachweis hin®): ,Jede gerade
Zahl ist die Summe zweier Primzahlen, und jede ungerade Zahl ist
eine Primzahl oder die Summe von drei Primzahlen Der Satz iiber
gerade Zahlen ist allgemein als der ,Goldbachsche Erfahrungssatz®
bekannt, wurde aber zuerst von Waring gedruekt. Goldbach?) teilte

, ?) Medit. algebraicae, 3. Ed. 1782, p. 549. % Vgl C. G. J. Jacobi, Ges.
Werke, Bd. VI, 8. 322—354. %) Medit. algebraicae, 3. Bd. 1782, p. 3790. |
% Corresp. math. (FuB) I, p. 127, 185. Vgl Nouvelles Annales, T. 18, 18595

Bull. de Bibl., D’Hist. p. 2.
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ihn 1742 Euler brieflich mit (Bd. HI, 2, Aufl, S. 610), die
Korrespondenz wurde aber erst 1843 veroffentlicht. An gleicher
Stelle?) fiihrt Waring ohne Beweis voch andere Lehrsitze itber Prim-
zahlen an: Bilden drei Primzahlen eine arithmetische Progression,
dann ist ihre Differenz durch 6 teilbar, wenn nicht 5 eine der dret
Primzahlen ist. Ein ihnlicher Satz lautet: Sind fiinf Primzahlen in
arithmetischer Progression, dann ist die Differenz durch 30 teilbar,
wenn nicht 5 ein Glied der Progression ist. Und im allgemeinen:
Es haben 3, 5, 7, 11, 13 oder 17 etc. Primzahlen in arithmetischer
Progression Differenzen, die beztiglich dureh 1-2-3, 1-2-3-5,
1.2.3-5-7, 1-2-3.5.7-11, 1.2.3-5-7-11-13, oder
1-2.8-5-7-11-13.17, ete. teilbar sind, wenn nicht besiiglich
3,5,7, 11,13 oder 17 etc. ein Glied der Progression ist.

Der berithmteste der meuen Siitze, die Waring anfiihrf, ist fol-
gender?): ,Ist n eine Primzahl, dann wird '

1><2><3><4... (n—2) =< n—1)+1
n

eine ganze Zahl“. Er fiigt dann hinzu: ,Diese sehr elegante Eigen-
schaft von Primzahlen hat der ausgezeichmete, in mathemabischen
Sachen weit bewanderte Joannes Wilson Armiger entdecks .. ..
Der Nachweis von Sitzen dieser Art wird deshalb sehr schwer sein,
weil keine Notation erfunden ist, welche Primzahlen ausdriickt. Im Werke
von Waring erscheint also der berithmte Wilsonsche Satz ohne Demon-
stration?). Sir John Wilson¥) (1741—1793) wurde in Westmoreland
geboren, besuchte Peterhouse College in Cambridge und hatte schon
als Student den Ruf, auf der Universitit nichst Waring der beste
Algebraist zu sein. Im Jahre 1761 war er ,senior wrangler® Eine
Zeitlang war er Tutor der Mathematik, dann widmete er sich der
Rechtswissenschaft. Er wurde 1786 zum Ritter ernannt. Waring
fihrt ihn in seinen Werken ofters an. In seinen Meditationes
analyticae mennt er ihn seinen ecinstmaligen Beschiitzer, und als
den Mann, von dem er in seinen mathematischen Untersuchungen den
groften Beistand erhalten habe. '

Der Artikel Démonstration d’un théoréme d’arithmétique’)

e

1y Medit. a]geb-r.., 3. Ed., p. 379. 9) Ebenda, 1770, p. 218, 3. Bd, p. 350.

5y Bine Angabe von W. W. R. Ball (Mathematics at Cambridge, 1889, p. 102),
derzufolge Waring den Satz vor 1770 in einer Antwort auf eine Kritik der
Vscellanea apalytica gedruckt haben soll, beruht auf einem Irrtum, wie mir

‘Herr Ball brieflich mitteilt. : %) Dictionary of National Biography; De -

Morgan, A Budget of Paradoxes, London 1872, p. 132; Nouvelle correspondance
raathématique 2, 1876, p. 110--114 - 32—34; Bibliotheca mathematica, 3. Folge,
Bd. 3, p. 412, und Bd. 4, 1903, p. 91. 5 N, Mémoires de l'acad. roy. dee
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enthilt den Lagrangeschen Beweis des von Diophant an einigen
Stellen stillschweigend vorausgesetzten und von Bachet zuerst aus-
gesprochenen Satzes, daB jede Zahl als Summe von vier oder weniger
Quadraten dargestellt werden kamn. Sich auf einige Resultate Eulers
stiitzend, zeigh Lagrange, daB, wenn die Summe von vier Quadraten
durch eine Primzahl gréfer als die Quadratwurzel dieser Summe teil-
bar ist, diese Primzahl sclbst die Summe von vier Quadraten ist.
Eine oder zwei der Quadrate im Dividend diirfen auch Null sein.
Dann wird bewiesen, daBl p und q so gewiihlt werden kinnen, daB
p? 4+ ¢* 4+ 1 durch irgend eine vorgelegte Primzahl teilbar wird. Da-
durch ist der Bachetsche Satz fiir Primzahlen sicher gestellt. Aus
dem Eulerschen Theorem, dafl das Produkt von zwei oder mehreren
Zahlen, deren jede die Summc von vier Quadraten ist, selbst die

Summe von vier Quadraten ist, kann dieses Ergebnis leicht auf jede
zusammengesetzte Zahl ausgedehnt werden. '

Eine interessante Leistung ist die Démonstration d’un
théoréme nouveau concernant les nombres premiers?)
worin Lagrange zwel Beweise des von Waring veloﬂenthchten:
und von seinem IFreunde John Wilson entdeckten Lehrsatzes tiber
Primzahlen gibt. Der erste Nachweis heruht auf Eigenschaften der

Koefﬁmenten der gleichen Potenzen von z in

(+1)(@+2) (@+n) = (x+ 1)+ 4 (- 1)"—14- - AP=D{z 1)
=24+ A)a 4 (nd + ANy =2 4o 4 A=,
Daraus zieht Lagrange auch einen Beweis des Fermatschen Satzes.
In dem zweiten Beweise wird umgekehrt der Wermatsche Satz vor-
ausgesetzt und davon der Wilsonsche abgeleitet. TFs folgen dann
die Beweise der zwel ersten von uns angefithrten Siitze von Waring

iiber Primzahlen in arithmetischer Progression.

Ohne von den Untersuchungens Lamberts Kenntnis zu haben,
verifientlichte Johann Bernoulli III. (1744—1807) einen Aufsatz
Sur les fractions décimales périodiques®), worin er nach einer
summarischen Ubersicht der Arbeiten von Wallis, Buler und John
Robertson Bemerkungen iiber die am Ende seines Aufsatzes ge-

druckte Tafel macht. Diese Tafel enthiilt- die Perioden aller aus %

entspringenden Dezimalbriiche, wo D nacheinander alle Primzahlen
auBer 2 und 5 bis 199 vorstellt. Die ‘Ziﬁem in einer Periode

sciences de Berlin, année 1770, Berhn 1772, p. 123183 = Lagn ange, Oeuues,

Tome III, 1869, p. 189—201.
) N: Mémoires de l'acad. roy des_sciences Berlm année 1771, Beﬂm 1773,
p. 126—137 = Lagrange, Oeuvres, Tome 111, -p. 42.3—438 - ") Ebenda, smné@

1771, Berlin 1773, p. 278—304.
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Tiefert ‘—19;1;»1, wo ¢ die kleinste ganze Zahl ist, welche 10" — 1 dureh

D teilbar macht. Es sei ihm nicht gelungen, das Gesetz fiir die Be-
stimmung des s aufzufinden, weshalb seine Tabelle wertvoll sein
diirfte. In der Fortsetzung derselben konnte man sich vielleicht
durch Anwendung der von Rallier des Ourmes’) vorgeschlagenen
Divisionsmethode Zeit ersparen, welche, wenn man zum voraus well,
daB die Division ohne Rest herauskommt, den Quotienten durch eine
von rechts nach links fortschreitende Operation liefert. Bernmoulli
beobachtete, daB, wenn bei der Division von 1 mit I) einer der Reste

. . te . . 7
D — 1 ist, dieser der ; Rest ist. Dann folgen einige Beobach-

tungen tber Briiche, worin D das Produkt zweier Primzahlen ist.
Lambert machte den Bernoulli auf seine eigenen Arbeiten der
Jahre 1758 und 1769 iber diese Sache aufmerksam, worauf Ber-
noulli in Additions aun mémoire précédent®) eine Ubersicht
derselben gab und sie mit einigen Bemerkungen {iber dic Fort-
setzung seiner Tafeln hegleitete.

Mit den eben besprochenen Abhandlungen eng verbunden ist die
folgende von Johann Bernoulli IIL: Recherches sur les divi-
seurs de quelques nombres trés grands compris dans la
somme de la progression géométrique 1+ 10"+ 10*+ 10*
4+ ...107 = 8.3 Er zeigt, dab diese Frage sich auf die Bestimmung
der primen Teiler von 10° + 1 reduziert. Tr stiitzt sich auf Theoreme
Eulers) und berechnet eine Tabelle, welche die primen Teiler von
8, fir die Werte 1,2,... 30 von ¢ angibt. Auch tabelliert er
Primzahlen von der Form 167 4 1, bis auf die Primzahl 21601, so-
wie Primfaktoren von Zahlen der Form of 4+ 10%%. Diese Abhand-
lung wurde von Kuler gelesen und er teilte Bernoulli brieflich
Kriteria mit?), die zur Entscheidung dienen, welche der Zahlen,
107 — 1 oder 107 + 1, durch eine Primzahl 2p + 1 teilbar sei. Ist
29p+1=4n+ 1, so braucht man nur die Teiler der drei Zahlen n,
n T 2 n7 6 zu betrachten. Wenn man bei diesen die zwei Fak-
toren 2 oder B oder keine derselben findet, ist 10r — 1 teilbar; findet
man aber nur den Faktor 2 oder den Faktor B, ist 10" + 1 teilbar. Ist
2 B. n =138, 2p + 1 =153, dann sind keine der Faktoren bei 13, 11,7

S Mémoires de math. et phys., présentés & Vacad. roy. des sciences, par
.V, 1768, p. 550—574. %) N. Mémoires de I’acad. roy. des
scien. et b. 1, année 1771, Berlin 1773, p. 305—317. %) Ebenda, année 1771,
Berlin 1773, p. 318—337. 4 Comm. Petr. T. XIV, Theo. 31; N. Comm. Petr.
T. 1, § 38, T. VII, Theo. 18, § 57, T. VI, T. IX, § 5 u. 6; Lagrange in. einer

5 N. mémoires de 'acad roy. des sciences,
Comm, Arith. I, p. 584.

divers savans, T

damals noch ungedruckten Arbeit.
‘année 1772, Berlin 1774, p. 35, 36 =
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vorhanden, und 10% — 1 ist durch 53 teilbar. Huler bemerkt, dafi
diese Regeln auf Prinzipien beruhen, deren Nachweis noch mangelt.
Die groBte Zahl, von der man sicher weil, duf sie Primzahl ist, sei
die Fermatsche Zahl 28— 1 = 2147483647. Bemerkenswert sei
der Ausdruck 41 — x + %% weil seine ersten 40 Zahlen alle prim seien.
L. Bulers Anleitung zur Algebra sollte in den spiteren
Auflagen drei grofie Namen mit sich tragen — Euler, Bernoulls,
Lagrange. Im Jahre 1774 erschien nidmlich zu Lyon eine von
Johann Bernoulli III. besorgte franzosische Ubersetzung mit Zu-
sitzen von Lagrange. Diese Zusidtze®) beziehen sich auf die un-
bestimmte oder diophantische Analysis. Die methodisehe Behand-
lung dieser Sache in Eulers Algebra suchte er durch neue Zusitze
zu. vervollstindigen. Lagrange fiingt mit Kettenbrtichen an und
sucht seine 1767 und 1768 in den Berliner Abhandlungen entwickelte
Theorie der periodischen Kettenbriiche den Mathematikern bekannt
zu machen. Dann geht er zu neuen und wichtigen Methoden zur Bestim-
mung der ganzen Zahlen tiber, die Minima der unbestimmten Formen
mit zwel Unbekannten ergeben. Die Auflisung unbestimmber Glei-
chungen zweiten Grades wird vereinfacht, aber in nicht ganz so voll-
stindiger Form wie in geinen fritheren Abhandlungen dargestellt.
Betreffs der Fermatschen Gleichung p* — A¢® + 1 sagh cr in § VIII:
»leh glaube mithin der erste zu sein, der eine vollstindig strenge
Lésung gegeben hat; man findet sie in Band IV der Miscellanea
societatis taurinensis; aber sie ist sehr umstindlich und sehr indirekt;
die vorstehend in Nr. 37 gegebene ist den wahren Grundsitzen der
Frage gemill und 14Bt, wie mir scheint, nichts zu wiinschen iibrig.
Am Ende beschreibt Lagrange die Art, algebraische Funktionen
aller Grade zu finden, die, miteinander multipliziert, stets ihnliche
Funktionen erzeugen. Diese Zusidtze trugen viel dazu bei, La-
granges Untersuchungen iiber unbestimmte Analysis dem mathe-
matischen Publikum genauer bekanni zu machen. |
Lagranges Zusitze ibfen auf Euler geringen Einflu. In
einem Briefe vom 24. September (5. Oktober) 1773 an Lagrange?)
driickt er sich iiber dieselben anerkennend aus, schreitet aber sogleich
zur eingehenden Besprechung seiner eigenen diophantischen Probleme.
"DaB der blinde und greise Mathematiker sich eine Lagrangesche
Strenge der Beweise aneignen wiirde, diirfte wohl niemand erwarten.
Buler arbeitete noch immer in seiner alten naiven Weise. Sein
Arbeitsverfahren in der Zahlentheorie hat Gfters mit der induktiven

3 Lagrange, Oeuvres, T. VIL, Paris 1877, p. 158. Deutsche Ubersetz. von
H. Weber in Ostwalds Klassiker, Nr. 108, Leipzig 1898, - % Lagrange,

Oeuvres, T. 14, p. 235.
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Methode eines Charles Darwin groflere Ahnlichkeit als mit der
strengen Deduktion eines Lagrange. Und noch in seinen letzten
Jahren sollte er durch einfache Induktion zur Entdeckung eines der
groften Gesetze, niamlich des Reziprozititsgesetzes, gefithrt werden.
Wir erwihnen nun sechs Abhandlungen L. Eulers {iber dio-
phantische Probleme, die mit orober Geschicklichkeit und Unermiid-
lichkeit behandelt werden, aber wegen der Abwesenheit allgemeiner
Methoden dennoch geringen Binfluf auf den Fortschritt der Zahlen-
theorie gehabt haben. Die erste derselben?) gibt die Auflosung, in
rationalen Werten von A und B, der simultanen Gleichungen

AB4+ A+ B=0, AB+A—-DB=L, AB— A+ D=0
AB—A—B="0L.

Die zweite?) lost drei Aufgaben, deren eine die Auffindung von neun
rationalen Zahlen verlangt, welche zwolf Gleichungen geniigen. Die
swei anderen Aufgaben sind gleicher Natur. Die Auflgsungen der-
selben beruhen auf eleganten Kunstgriffen in Koordinatentransfor-
nationen. Die dritte Abhandlung®) gibt die Auflésung (1) der
simultanen @leichungen

(z* + o) (a2 + uly®) = O, (2 + ) (ula® + 2y?) = O,
(2) der Gleichung _

. (tzmz + u2y2) (1,,2‘,1;2 + t?,y,‘._.‘) =,
(3) der simultanen ‘Gleichungen
_ 2o bty =0, 'y + P =0

Die vierte Abhandlung®) 16st unter anderem die simultanen Gleichunger:

s+y+te+s=0, aytastastystyst+es=L,

xyz -+ 2ys + wz2s + yzs =0, zyzs="L],

wihrend die fiinfte®) die Gleichung A4*+ B*== C* 4 D" in rationalen
sowie auch in gavzzahligen Werten erzielt. Die sechste Schrift ist
geometrisch: Dreiecke zu finden, deren Seiten und Mittellinien rational

sind ¥). Sind 2a, 2b, 2¢ die drei Seiten und f, g, k deren Mittel-
linien, dann fordert dieses Problem die Losung der (leichungen

o L2 —at =1 284 2a =g, 2474 20— =W
3y N. Comm. Petr. XV, 1770, p. 20—50 = Comm. Arith. I, p. 414. n N.
Comm. Petr. XV, 1770, p. 75—106 — Comm. Arith, I, p. 427. » N. Comm.

Petr. XX, 1775, p. 48 = Comm. Arith. I, p. 444, 4 N. Comm. Petr. XV
1772, p. 24—63 = Comm, Arith. I, p. 450. . 5 N. Comm. Petr. XVII, 1772,
p. 64—69 == Comm. Arith. ‘I, p. 473. % N. Comm. Petr. XVII, 1773, p- 171

— Comm. Arith. I, p. 507.
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Tn dem Aufsatze Demonstrationes circa residua ex divi-
sione potestatum per numeros primos resultantia’) entwickelt
L. Euler Lehrsitze iiber die bei Division einer Progression 1, a, af
a’, . _ durch eine Primzahl P erhaltenen Reste, und wird zur wich-
tlo‘en Ftao-e gefithrt, ob es geometrische Progressionen eibt, welche
eine vollstindige Reihe von Resten 1,2, 3,..., P —1 liefern. Die
Zahlen a, welche dieses tun, werden primitive Wurze]n (radices primi-
tivas) von P genannt. Euler hat keinen strengen Beweis von der
Existenz solcher Zahlen gegeben. Ihr Vorhandensein voraussetzend,
gelingt es ihm aber, ihre Anzahl genau zu bestimmen. In Gaufy
Disquisitiones arithmeticae, Art 56, wird Kulers Ixistenz-
hewels angegriffen. |

Der Bulersche Aufsatz Novae demonstrationes cirea reso-
lutionemnumeroruminquadrata®)wurde durch denLagrangeschen
Beweis (1770) des Bachetschen Satzes hervorgerufen. Euler war
weder mit seinem eigenen fritheren Beweise, noch mit dem La-
granges zufrieden. Letzterer war zu ,abstrusus et prolixus®. Des-
halb wird dieser Gegenstand aufs neue bearbeitet. Die Darstellung
von Zahlen durch die Formen 2?4 4% 2% 2y% 2?4 397 o° + ¢°
+ 2 + u* wird auf die Bigenschaften von Divisoren dieser Ausdriicke
gegriindet, und Fuler zeigt, daB das Produkt zweier solcher ihn-
lichen Funktionen eine ihnen #hnliche Funlktion ist.

Eine durch die Irrationalentheorie erzielte Lisung der Gleichung®)
Az + 2Bzy + Cy* + 2Dz + 2By + I =0 darf ohne weitere Iir-
klirungen iibergangen werden, da Kuler noch immer die Existenz
einer Losung voraussetzt. Die gleiche Voraussetzung wird von ihm
auch noch in einer durch Kettenbriiche erlangten Auflisung dieser
Gleichung gemacht?).

In der Schrift Problema diophanteum singulare®) 1dst
1. Euler die simultanen Gleichungen zy 4 22 = 0O, xy + yz = L.
Bald nachher beschiftigte sich Euler wieder mit Primzahlen und be-
rechnete sich eine Tafel von Primzahlen his zur Primzahl
1001989, sowie von zusammengesetzten Zahlen mit ihren kleinsten

Divisoren®).
Uber die Zerleguno von Z ahlen in Summanden ]mben auch

3 N. Comwm. Petr. XVIIL, 1773, p. 85—-135 = Comm. Arith. T, p. 516—537.
2y Acta Erud. Lips. 1773, p. 193 = Acta Petrop. I, II, 1775, p. 48 = Comm.- Arith.
1, p. 538—H48. % N. Comm. Petr. XVIII, 1773, p. 185—197 = Comm. Arith, I,
, D

b 549555, 4 N. Comm. Petr. XVIIL, 1773, p. 218—244 — Comm. Arith. I,
D 570—583. - - % N. Comm. Petr. XIX, 1774, p. 112—181 — Comm. Arith. TI,
. 53—63. ' ) N. Comm. Petr. XIX, 1774, p. 132—183 = Comm. Arith. 11,

p. 64—91.
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italienische Mathematiker -geschrieben. Deren Schriften sind uns aber
nicht zuginglich. Major P. A. MacMahon') berichtet, daf Paoli
(vor 18007) und andere daran arbeiteten ohne groBe Forischritte zu
machen. Gianfrancesco Malfatti verfaBte einen Aufsatz®) Lotto,
worin die ,Soluzion dun problema sulla partizione de’ numeri® ge-
geben ist, welcher von Italienern hoch gepriesen wird®).

Nicolas de Beguelin (1714—1789), Mitglied der Berliner
Akademie der Wissenschaften, veriffentlichte Recherches sur les
nombres triangulaires relativement au théoreme général de
Mr. Fermat concernant les nombres polygonaux®), worin er

nachweist, dafl —;; («® + y) auf wenigstens zwei Weisen alle ganzen
~Zahlen N vorstellen kann, wihrend —i— (z +y) + -} (y* + z) dieses

auf wenigstens vier Weisen und % @+ )+ i (W +2) + —},— (2* + u)

wenigstens auf sechs Weisen erzielen kann. Der ndchste Teil des
Beweises, dal auch die drei Dreieckszahlen

1 ¥ A 1/;) 1/ .
s @)+ @)+ 5+

alle Zahlen vorsiellen magen, ist aber nicht klar genug auseinander-
gesetzt. Der Autor muB dieses selber gefiihlt haben, denn er be-
merkt, daB die Demonstration alle GewiBheit besitze, die eine ,meta-
physische® SchluBfolgerung zulasse?®).

Gleiche Urteile miissen wir iiber Beguelins Ableitung des
Bachetschen Satzes von obigem Fermatschen Satze, und umgekehrt
des obigen Fermatschen Satzes vom Bachetschen, fillen®).

Beguelin schligt fiir die binire Arithmetik von Leihniz einen
abgekiirzten Algorithmus™) — einen exponential algoritmus — vor,
dessen Idee aus ein paar Beispielen klar wird. Die Zahlen 48 und
60, die im gewdhnlichen bindren Algorithmus 110000 und 111100
geschrieben werden, werden im exponentialen Algorithmus durch 4 - b)

") London Math. Soc., Vol. 28, 1896/97, p. 17. 9 Prodomo della nuova
enciclopedia italiana, Siena 1779, p. 69—95. Vgl. Bullettino Boncompagni IX,
p. 374, °) Bullettino Boncompagni VI, 1873, p. 128. ¢) N. mémoires del'acad. roy.
des sciences, anmée 1773, Berlin 1775, p. 208—216. %) Einen fritheren Versuch,
den allgemeinen Fermatschen Satz zu beweisen, daB jede Zahi die Summe von
1,2,...71 n-Eckszahlen ist, machte Beguelin in dem Aufsatze ,,Application du
principe de-la raison suffisante & la démonstration d'un théoreme de M. Fermat
sur les nombres polygonaux, qui n’a point encore été démontré in den N.
Mémoires de V'acad. roy. des sciences, année 1772, Berlin 1774, p. 387—413.

%) Ebenda année 1774, Berlin 1776, p. 312—369. %) Thenda, année 1772, Berlin

1774, p. 296—352.
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und 2-3-4.5 ausgedriickt. Es sind niimlich 100000 = 2* und
10000 = 2+ Beguelin leitet die Operationsregeln fiir die mneue
Schreibart ab. In zwei spiteren Abhandlungen!) wendet er seinen
Algorithmus auf die Bestimmung der Faktoren von Zahlen 27 4 1
und 4p 43 an, ohne aber dadurch hedeutende Resultate zu er-
zielen.

In einer Solution particulizre du probléme sur les
nombres premiers®) entwickelt Beguelin eine Methode, Primzahlen
von der Form 42° 4+ 1 zu finden. Das Resultat dieser Arbeit ist dem
Bulerschen in den Petersburger Memoiren der Jahre 1762/63, Bd. IX|
p. 99—153 iihnlich; die Methode ist aber ganz verschieden. Beguelin
withlt als Grundlage den Hulerschen Satz, daB alle Zahlen, welche
nur ein einziges Mal in der Formel #? 4 4* enthalten sind, wo z und
y teilerfremd sind, entweder Primzahlen oder das Doppelte von Prim-
zahlen sind. In einem an Beguelin gerichteten Briefe, datiert: Mai
1778 macht ihn Euler®) auf die Tatsache aufmerksam, daB die all-
gemeinere Formel nz® 4 4? die niimliche Bigenschaft besitze, und bei
geeigneter Wahl des » nur Primzahlen liefere. Zur Wahl von #
diene folgende Regel: Wenn eine Zahl in der Form n -+ 4® enthalten
ist, kleiner als 4 ist (wo 4 und n teilerfremd sind) und entweder
eine Primzahl p oder 2p oder p* oder eine Potenz von 2 1st, dann
ist die Zahl n, welche diesen Bedingungen gentigt, eine geeignete
Zahl. 7.B. 60 ist cine solche Zahl, denn 60 - 12, 60 + 7%, 60 + 112,
60 4 13* sind alle Primzahlen. Euler entdeckte 65 verschiedene
Zahlen n, kounte aber keine finden, welche 1848 iiberstieg. Die
Form 1848 #* 4 y? erméglichte es ihm mehrere grofie Primzahlen (z.B.
18518809) zu entdecken. Eine vollkommenere Mitteilung dieser
Arbeit wurde nach dem Wunsche Eulers von N. FuB in einem
Briefe vom 19./30. Juni 1778 an Beguelin gemacht?).

In einer Abhandlung Recherches d’arithmétique?) untersucht
Lagrange die verschiedenen Formen, welche die Teiler einer ganzen
Zahl von der Form B# + Ciu + Du? annehmen kénnen. Es stellen
alle Buchstaben dieses Ausdrucks ganze Zahlen dar, die auch negativ
sein diirfen; B, 0, D sind zum voraus bestimmte, ¢ und w unbe-
stimmte, teilerfremde Zahlen. Es wird zuerst bewiesen, daB jeder
Teiler A die Form 4 = Ls® 4 Msx 4 Na® hat, wo s und z gleich-
falls teilerfremd sind, und wo 4 LN — M2 — 4 BD — 2 TUm dieses

) N. Mémoires de I'acad.roy. des scienees, année 1777, Berlin 1779, p. 239
bis 264, 265—310. ®) Ebenda, annde 1775, Berlin 1777, p. 300—322.
%) Ebenda, année 1776, Berlin 1779, p. 337—389. %) Ebenda, p. 340—346.
%)y Ebenda, année 1773, Berlin 1775, p. 265—312 = Lagrange, Ocuvres, T. IIT,
p. 696—795. |
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zu beweisen, lasse man Aa = B#* + Ctu 4 Du®. Ferner setze man
a=0b¢, u="5bs, wo ¢ und s teilerfremd sind, und es folgt aus
Abe = Bt*+ Cbts + DbHs* daB B=FEb und Adc= 1/t + Cts+ Dbs".
Da 6s + ¢z irgend eine ganze Zahl sein kann, schreibe man ¢ = 0s
'+ ez und eliminiere ¢ Man ersieht dann, daB ££6¢* + C0 + Db durch
¢ teilbar, also = Lc¢ ist. Wenn 250 + C = M, Fc= N genommen
wird, erhilt man 4 = Ls* 4 Msz + Na® sowie 4 LM — M? =4 DBD
— (% und der grundlegende Satz der Abhandlung ist bewiesen. Ist
nun A numerisch gréBer als ., wird durch die Annahme s=mz + s
eine neue Form 4 = L's” + M's'z’ + N'z'? abgeleitet, wo numerisch
M <M und 4L'N' — M?=4LN — M® ist.

Dmch eine endlicbe Auzahl von Wiedelholunoen dieser Opelation
4PR — Q2 4]3]) C? und % und 2 tetlerfremd smd. Weml

4BD — (* 1)051'01\7 1st, dann muB also Q<-I/4BD s sein; wenn

4BD — C? negativ ist, so muf Q Z ]/CT;H ,

Relationen sind die moglichen Werte von @ bedeutend eingeschrﬁvnkt.
Uberdies ist gerade oder ungerade, je nachdem (' gerade oder un-
‘gerade ist. Sobald nun @ festgesetzt ist, erhilt man PR durch die
‘Relation 4 PR — (* = 4BD — C? und man kann irgend zwel Fak-
toren von PR, welche nicht kleiner als ¢ sind, als Werte von
P und R wihlen. Aus obigem sieht man, daB die Bestimmung von
L, @, R nur von dem Werte 48D — (* = + K (K positiv) abhiingt.
Bemerkt man iberdies, daB (B# + Ctu + Du*)4 B = (2Bt 4 Cu)®
"+ (4BD — (%) v, so wird es klar, daB Teiler von B#* 4 Ctu + Du’
auch Teiler der einfacheren Formel z?+ Ku® sind. Betrachtet man
t* -+ au® (@ irgend eine ganze positive Zahl) als einen Spezialfall von
Bt? 4 Ctu + D, worin B=1, 0 =0, D=a, wo also K = 4a,

@ =+ 2¢ (g positiv), dann werden ¢Z /% wd PR—a+¢% Ist

nun PR=pr, wo p>2¢, r=2¢, dann ergibt sich py®+ 2gyz+rs*
als der allgemeine Ausdruck fiir die Teiler von # + au®. Fir a=1
“wird der Teiler y° + 2%, fir ¢ =2 wird er 4° -+ 22% fiir a =3 wird
jeder ungerade Teiler y*-32% Die Resultate fiir diese drei Werte von &
hatte frither Euler durch eine ganz verschiedene, auf hihere Werte
‘von @ nicht verwendbare Methode ausgearbeitet!). Die Methode von
Lagrange ist allgemein und wird von ihm bis auf @« =12 ange-
wandt. Bei der Ausbeutung der Resultate fiir # — qu® ist das Ver-

Durch diese

"% N. Comm. Petr, T.IV, VI, VIIL
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fuhren von Lagrange ganz iihnlich: ~Er stoBt aber auf die Unbe-
quemlichkeit, chB dann und wann sich scheinbar mehr Teilungsformeln
herausstellen als wirklich existieren, daB also gewisse unter denselben
emander qquwalent sind. 7. B, wemn @ =12, so findet man die
Teiler 122% — i und 3y y? —4,.2’2. Letzterer reduziert sich anf den
ersteren durch die Substitution y =4y 4 2/, 7= 3y  + &, Diese
Erscheinung veranlaBt ihn zu einer Untersuchung, und diese
fithrt znr Entdeckung einer Regel, wodurch man einander iden-
tische Formeln leicht erkennen kann. Auch konstruiert er zwei
Tafeln, welche die Werte von p, g, » der ungeraden Divisoren der
Zahlen # 4+ au? und # — au?® fiir die sukzessiven Werte 1,2, 3,.. 31
der Konstanten a angeben. |

Diese groBe Untersuchung Lagranges wird ip den Berliner
Memoiren des Jahres 1775 fortgesetzt?).

Fir Zahlen von der Form 7+ a%® wurde im eben besprochenen
Teil der Abhandlung die allgemeine Divisorsformel

X =py* + 2qyz + v2?

abgeleitet. Im zweiten Teil wird dieser Divisor in die cinfachere
Form 4na -+ b transformiert, wo % irgendwelche ganze Zahl ist,
a pr+q’ "und b durch dlc Zahlen g r begtlmn]t wird,. Wenn
X ein ungerader Teiler ist, muB entweder p oder » ungerade sein.
Bs sei » unoerade Man kann schreiben

PX =Py + 92 + az® = y2 + g2?,

wo y =2y +qz Ist P Py'c, a=7+"p'c!, wo P und »" teilerfremd
sein sollen, dann muB + — Py + ', wo ¢ = ¢'p’c, und wo P und
p teilerfremd sind, sowie auch P und p'¥. Es muﬁ also i = p'ex
sein, und man erhdlt PX — p'a® 4 722 Setyt man weiter Py =da,
dann: 1Bt sich PX durch eine lineare Transformation von z und z

auf die Form 4a'y 4 ¥ reduzieren, wo b’ positiv oder negativ und
numerisch < 2a” ist. Nun kénnen in der Gleichung ersten Grades
PX=4a'n+V die unbestimmten ganzen Zahlen X und # immer
berechnet werden, und man erhiilt X — 40’5’ -+ o', won' irgend eine
ganze Zahl, und ¢ der Zihler des vorletzten N@herungsbruches fiir

4: : . ) ’ . . . ’
den Wert von —1-6:4 ist. Wenn nun o’ = ¢'¢* = g, dann ist + ad’=0

und X hat die erwiinschte Form; wenn dies nicht der Fall ist, mufl
man noch n' — ne? + p setzen (p < c*), und es wird

" N. Ménioires de I'acad. roy. des sciences, année 1775, Berlin 1777, p- 323
‘bis 356 = Lagrange, Oeuvres IIl, p. 159795, 1 o . : R
CA¥TOR, (eschichte der Mathematik I‘_V’ 19
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X —dan + ol + 4a'y,

"wo also b=+ ab + 4a'y. Lagrange berechnet nun zwel Tafeln,
die fiir jeden Wert von a (< 31) und von p die passenden Werte von
b fir Teiler von ¢+ au® angeben, und zwei andere Tafeln,
welche die Werte von b fir Nichtteiler liefern. Um z. B. Teiler von
10001 zu finden, beachte man, daf 10001 = (100)* 4 1, daB also
@ =1, wofiir die Tafeln b —1 angeben, weshalb jeder Teiler die
Form 4n + 1 hat. Es ist aber auch 10001 = (101)* — 2 (10)°. Fiir
o = 2 liefern die Tafeln b0 =1, — 1, weshalb die Teiler eine der zwes
Formen 8n + 1 und 8n — 1 haben miissen. Von den Primzahlen
unter 100 geniigen nur 17, 41, 73, 89, 97 diesen zwer Bedingungen.
Durch Division ermittelt man, daf 73 ein Teiler ist. Die Abhand-
lung endet mit-einer Untersuchung iiher Primzahlen von der Form
4na + b, welche zu gleicher Zeit die Form «®+ at® annehmen. Zu
diesem Zwecke braucht er sieben Lemma, welche, in Verbindung
mit seinen Tafeln, ihm 36 Lehrsitze iiber Primzahlen von der Form
4n — 1 und 13 Lehrsitze iiber Primzahlen von der Form 4#» 4+ 1
einbringen. Man findet hier den Nachweis von sechs Fermatschen
Sitzen. Der erste von diesen sagt, daB alle Primzahlen von der
Form 4 4- 1 auch die Form #® - 2° annehmen. Vier andere Fer-
m atsche Sdtze betreffen bzw. die Formenpaare

6n+1, y* + 3% 8n + 1, y° + 2% 8n 4 3, y° + 2%
8n+ 1, y* — 24

Fiir die zwei ersten Fermatschen Sitze hatte Euler schon frither
Beweise verdffentlicht. Vier andere Sitze hatte Euler frither durch
Induktion entdeckfsl) Sie betreffen bzw. die Formen 20x 4 1,
200+ 9 und ¥+ 5% 24n+ 1, 24n + 7 und y® -+ 62%; 24n + 5,
2p 4 11 und 297 + 82% 28n 4+ 1, 28n + 9, 28n 4 11, 28n + 15,
98w -+ 23, 28n -+ 25 und y*+ Ts% Lagrange bemerkt, daB es ihm
nicht gelungen sei, den Fermatschen Satz, daB das Doppelte einer
Primzahl 8% — 1 die Summe eines Quadrates und das Doppelte eines
Quadrates sei, nachzuweisen. Auch kiindigt er den von ihm durch
Induktion entdeckten, aber noch unbewiesenen Satz an, daf alle Prim-
yahlen von der Form 4n— 1 die Summe einer Primzahl von der
Form 4% + 1 und das Doppelte einer Primzah! dieser Form sind.
Eine Methode, die vollkommenen Theiler einer gegebenen
7ahl zu finden?) von Johann Tessanek (1728—1788), Lehrer

-1 N. mémoires Petr. VI, p. 221, VIO, p. 127.
_gesellsch. in Bohmen, 1. Bd, Prag 1775, 8. 1—64.

%) Abh. einer Privat- |
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der hoheren Mathematik an der Prager Hochschule, enthilt drei

—

Regeln, je eine fiir Zahlen, deren rechtsstehende Ziffer 1, 3 oder 7
ist. Eine Zahl ersterer Art kann so ausgedriickt werden: 100a 4 105
-+ 1, wo b die Zahl der Zehner andeutet. Ist sie keine Primzahl, so
ist sie entweder

= (100 + 10 4 1) (1002 + 10g + 1) oder (100z -- 10f + 3)
(1002 4- 10g + 7) oder (100z + 10+ 9) (1002 + 10g + 9).
Daher ist erstens
(100a + 106 4 1) : (1002 4 10f + 1) = 1002 4 10g + 1;
woraus man erhilt |

(10a +b— 10z — ) : (1002 4+ 10f + 1) = 10z 4 ¢

und
(10a +b— 10z — ' — 1009z — 10fg — ¢) : (100 + 10f+ 1) = 10z,

weshalb b — f — g mit 10 teilbar sein muB, d. h. b = f 4 g oder aber
b4+ 10 =f-+g¢. Man erhilt

(@ — 2 —10bz 4 10fe — bf + f*) : (100« + 10f + 1) =«

oder z -+ 1. Wenn man von der Quadratwurzel von 100a + 105 41
die zwei rechtsstehenden Zahlen abschneidet, und die iibrige Zahl
m nennt, und man 100z 4 10f + 1 kleiner als die Quadratwurzel
nimmt, kann « nicht groBer und 2z nicht kleiner sein als m. Hs
folﬁgt, daB z 4 1 —m und # —m positive Zahlen sein miissen und
da

(¢~ m —2[100 m + 10b + 1] — F[10m + b — 102 — £])
:(100% + 10f + 1) =2z — m oder £ + 1 — me.

Aus dieser Hauptformel erhilt man zehn besondere Formeln,
eine fiir jeden Fall des Wertes von 5. Auf #hnliche Weise werden
die zwei anderen Faktorenformen behandelt, von denen

(1002 + 10f + 3)(100z + 10g + 7)

zwei Hauptformeln liefert. Im ganzen hat man 40 besondere
Hormeln: fiir Zahlen, deren rechtsstehende Ziffer 1 ist. Solehe,
deren Endziffer 3 oder 7 ist, werden nach der gleichen Methode be-

handelt.
Die 1775 gedruckte Abhandlung?') iiber diophantische Probleme

" N. Comm. Petr. XX, 1775, p. 48—58 — Comm. Arith. I, p. 444—449.
19%
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wurden von L. Euler’ schom 1771 eingereicht. Es werden erstens
die simultal‘nen Gleichungen

) (2* + ye) (2 + uy?) - U2 (224 %) - (uis® + £297) = V?
zweitens (tgx -+ w?y?) (uPx® + *y%) = V3 drittens die Gleichungen

B2 + iyt = U7 *y° + u'a® = V? aufgelost Ein &dhnliches Kunst-
stuck ist die Resolution jeder der zwel folgenden Gleichungent):

g;4-{—y4—{—z4‘—l—fv4—2xy — 22227 — 24227
—f—2a;v? ] ?J@ + 22%7 =0,

zt + oyt +z4+v—9xy-9xz 2x%°
— 2y% — 29y — 2% =0,

sowie die’ Losung der simultanen Gleichungen?):
QLR R S e NP P SRR P L)
- Sein iltester Sohn Johann Albrecht Euler (1734—1800),

schrieb einen Kommentar {iber die Losung des letzten Problems?).

In der Abhandlung Sur quelques probleémes de l'analyse
de Diophanteﬂ geht Lagrange von dem Fermatschen Problem
aus, ein rechtwinkliges Dreieck zu finden, dessen Hypotenuse, sowié
die Summe der Katheten, Quadratzahlen sind. Wenn also » und ¢
die Katheten sind, sollen ) -J—q—,J, v —}—g-——x‘. Setzt man
p — g = # 80 erhiilt man p? — 2pg + ¢® = 22 = 22* — y*. Kennt man
‘also Losungen von 22* — y* — 22 dann sind die Katheten durch die
Relationen 2p = y* + 2, 2¢ = 9? — 2 bestimmt. Es konnen 2 = 13,
y=1, 2=239 sein, woraus sich p =120, ¢ = — 119 ergeben.
Sollen aber p und ¢ belde posmve ganze Zahlen sein, dann versichere
Fer mat daB keine kleineren Wertsysteme existieren als

‘@ = 2165017, y = 2372159, z — 1560590 745 759,
p — 1061652203520, ¢ — 4565486027 761.

Um diese Auﬁerun’g{ zu beweisen und um fiberhaupt eine allgemeine
Auflésung der Gleichung 2z* — y* = 2* zu finden, erfindet Lagrange
eine Methode, welche der beriihmten Fermatschen Methode, die Un-
méglichkeit von &' —y*=2" s beweisen, ihnlich ist. Fermat

1) Acta Petrop. 1778, II, p. 85—110, eingereicht 1780 — Comm. Arith. 1,
p.366—379. *) Ebenda,1779,1,p.30—39, einger. 1780 = Comm. Arith.II, p. 457—461.
%) Ebenda, 1779, Pt. I, p. 40—48. %) N. mémbires de l'acad. roy. des sciences,
année 1777, Berlin 1779, p. 140—154 = Lagrange, Oeuvres 1V, p. 377—398.
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zeigte, daB man aus der Voraussetzung, daB ganzzahlige Werte von
x, y, £ existieren, immer nachweisen kann, daB es noch kleinere ganz-
zahlige Werte von z, y, z gibt, die der Bedingung 2* — y* — 2* ge-
niigen. Durch Wiederholung dieser Operation kommt man auf kleine
Werte von #, , # herab, die der Gleichung geniigen sollten. Da in
Wirklichkeit es keine solche kleinen Werte gibt, ist die Annahme
der Losbarkeit falsch. Lagranges Modifikation dieses Kunstgriffes
st wie folgt: Aus der Voraussetzung, daB es ganzzahlige Werte von
xz und y gibt ( >1, y > 1), die der Bedingung 22'— y* =01 ge-
niigen, soll gezeigh werden, daB es noch kleinere Werte von x und
y gibt, die dieser Bedingung gentigen. Eis soll zu gleicher Zeit eine
allgemeine Methode entwickel’c werden, um letztere Werte aus den ersteren
abzuleiten. Wenn man nun fiir z und y ihre Minimum-Werte angibt,
nimlich # = 1, ¥y = 1, kann man durch Wiederanfsteigen alle hheren
Werte in der Reihenfolcre ihrer GroBe berechnen. Dieses Programm
wird mit grofier Geschicklichkeit erfolgreich durchgefiihrt. Erstens
wird bewiesen, dafl die Auflésung von 2a* — ¢t = 2% sich auf die
Auflésung von s* 4 8¢* = durch kleinere Zahlen reduziert, und daB
eine Losung letzterer Gleichung stets durch die Relationen

m:n= (' — 3st): (¢ — 8#),

m und n teilerfremd, x=ms + nt, y = ms— nt eine Losung der ersteren
einbringt. Zweitens wird die Auf 16sung von st 4- 8 — 42 auf die Lisung
von der Gleichung 2¢* — s =5 oder der Gleichung ¢* — 2r* =
reduziert, so daB von den Werten q, 1, s, welche der einen oder der
anderen dieser Gleichungen gem’iaen durch die Hilfsgleichung ¢ = gqr
Losungen von s* + 8¢ = u? abgeleitet werden konnen. Drittens wird
die AUHOSUIIO‘ von ¢t — 24t =% von der Losung der Glenchuno
¢ = n' 4 8p* abhiingig gemacht, wo r = 2pn, s = n* — 8p; und die
ganzen Zahlen n, p kleiner sind als g,». Die Gleichung »*+ 8p'=g*
hat aber die gleiche Form wie s+ 8 —u? folglich ist das Problem
gelost. Diese Untersuchung ergibt also. nicht nur die Losung von
20t — gt = O, _sondern auch von z*— 2@/4 = [ und 2* 4 8yt = L.
s wird nun gezeigt, wie die Aufldsung aller Gleichungen von
der Form z* + ay* = 2% wo a irgend eine gegebene Zahl ist, durch
die Losung einer . gleichférmigen Gleichung mit kleineren Zahlen-
werten erzielt werden kann; es wird aber betont, daB die hier er-

klirte Methode nicht notwendig alle moglichen Lisungen liefert.
- In der Eulerschen Abhandlung De mirabilibus proprietati-

" bus numerorum pentagonalium’) werden aus dem Ausdrucke

3 Acta Petr. 1780, I, p. 56—756 = Comm, Arith, 1, p. 105—115.
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(1—z)(1 —2?) (1 —aP) ete. =1 —z—27 4 2% + 2t — 212 — 4% L efe.,
- wo die Exponenten von-z in der Reihe Pentagonalzahlen von der Form
3@, d. h. die Zahlen 0, 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22 ete. sind, und wo

i =1(m =1, 2, 3, 4 oder 5) ist, schwankende und divergente Reihen
abgeleitet. Die Summe solcher Reihen wird nach der damals noch
iiblichen formalen Behandlungsweise ermittelt. Euler schreibt

1—141—1+1 ebo.== und —1¢— 9225 4 72122 ete. =0,

Vom Standpunkte der analytischen Zahlentheorie betrachtet, enthilt
diese Schrift Ergebnisse, die Euler schon frither verdffentlicht
hatte?).

- Die Anzahl Zablen, welche kleiner als N und zugleich mit N
teilerfremd sind, wird von L. Euler in elner Schrift des Jahres?)

1780 durch die Formel w N — 22— 1);91(17_. Ho—1

N —=pegfsr. Dies ist eine verallgemeinerte Form der Formeln,
welche Euler 1760/61 in der Abhandlung Theoremata arithmeticn
nova methodo demonstrata bekannt machte.

In dem Aufsatze De inductione ad plenam certitudinem
evehenda®) zeigt L. Euler, daB jede Zahl sich als in vier Quadrat-
zahlen und in drei Dreieckszahlen zerlegbar erweist, sobald man an-
nimmt, daB jede Zahl 4% + 2 in zwei Primzahlen der Form 44 41
zerlegbar sei. Letzterer Satz wird durch Induktion untersucht und
als FErfahrungssatz aufgestellt.

) Im Jahre 1781 wurden Ausziige aus Briefen Eulers an Con-
dorcet verdffentlicht), worin unter anderem bewiesen wird, daf die
Summe der Quadrate der Koeffizienten in der Binomialentwicklung
von (1 + z)" dem Ausdrucke gleich ist

ausgedriickt, wo

E 10 14 in — 2

2
i 2 38 4 n

Die vollstandige Abhandlung Eulers erschien in St. Petersburg unter
dem Titel De mirabilibus proprietatibus unciarum, quae in
evolutione binomii ad potestatem quamcunque evecti oc-

1
N dx
i ab-

currunt®). Diese Werte werden vom Integral i—-?‘“”’ f T

Vi—z-@

1) Intr, in analys. Pt. 1V, Chap. 16; N. Comm. Petr. 1750/5;, p. 155; ebendg,
55, V, p. 59—94; Corresp. math. (Fuf) II, p. 467. %) Acta Petr. IV, I,
Comm. Arith. I, p. 127—138. %) Ebenda, p. 38—48 = Comm.
%) Histoire de l'académie royale des sciences, annde 1778,
5 Acta Petrop. pro anno 1781 pars prior. Petropoli 1784,

1754/
1780, p. 18—30 =
Arith. II, p. 134—139.
Paris 1781, p. 6086,

. T4—111. .
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geleitet. Euler bhetrachtet auch Bruchwerte von # mit dem Nenner

. an 1 » h I 4‘ os
2 und erhilt fiir » = = als Summe der unendlichen Rethe g fiir

F

1. i .
n=—-,, eine unendliche Zahl. Euler schreibt
;oo 0w 1)
=g B==rg

und erhilt mit Hilfe der Integralrechnung die Werte der Reihe
1+ ad + BB -+ - - fir ganze und gebrochene Werte von % und #”.
Diese interessante Untersuchung wird in der Schrift De insignibus
proprietatibus unciarum binomii ad uncias quorumvis poly-
nomiorum extensis') auf Koeffizienten von Polynomen iibergefiihrt,
und die Resultate werden durch Induktion abgeleitet.

Ein vom Grafen Franz Schaffgotsch von Prag (1743—1809)
‘entdecktes Gesetz, welches zur Fortsetzung der bekannten
Pellischen Tafeln 'dienet’), wird am gleichen Orte von Beguelin
und von Tessanek bewiesen. Schaffgotsch stand mit dem Astronomen
Bernoulli in Berlin in Korrespondenz wnd wurde durch ihn und die
Schriften von Beguelin und Lambext angeregt, die Faktorentafeln zu
erweitern. Sobald er aber vernahm, daff Hindenburg in Leipzig
sich mit dergleichen beschiiftigte, unterbrach er die vorgenommenc
Arbeit. Er veroffentlichte aber sein Gesets, wodurch er Faktoren-
tafeln, die alle durch 2, 3, 5 teilbare Zahlen ausschliefen, ohne Be-
rechnung fortsetzen konnte. Eine solche Zahlenreihe ist von der Form

807 + 1, 307 + T, 80r + 11, 30r + 13, 30» + 17, 307 + 19,
301 + 23, 30r + 29,

wo r=0,1,23,... In einer Tabelle gibt Schaffgotsch alle
Primzahlen von 7—449 und fiir jede derselben gibt er acht Zahlen
zur Anwendung seiner Methode. 7. B. fiir die Primzahl 7 hat er
7,4,7,4,7,12,3,12. Um nun in: obgenannter Zahlenreihe alle
durch T teilbare Zahlen, die groBer als 7* sind, zu finden, nehme man
nach 49 die siebente (307 -+ 17 = 77), die niichstfolgende vierte (91),
dann die siebente (119), die vierte (133), die siebente (161), die zwdlite
(203), die dritte (217), die zwdlfte (259). Dann fange man von
neuem an und nehme die siebente ete. Noch zu beachten ist, dal
die Summe der zu einer Primzahl p gehirigen Zahlen immer 8p ist.

. Die Abhandlung®) Novae demonstrationes cireca divisores

1 Acta Petrop. pro anno 1781 pars posterior, Petropoli 1785, p. 76—89.
%) Abh. einer Privatgesellsch. in Bohmen, 5, Bd.,, Prag 1782, S. 364—882. Man
sehe einen zweiten Aufsatz von ihm fiir das Jahr 1786, S. 123—159. - %N,
Acta Petrop. I, 1783, p. 47—74 = Comm. Arith. I, p. 159—173. <’
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numerorum formae %24 ny* ist eine von drei Schriften’y
L. Eulers, welehe im 18. Jahrhundert gedruckt wurden und eine
bedeutende Anzahl Lehrsitze itber Teilbarkeit von ? -+ ny?® enthalten.

Den mnaturgemifien Weg, Kettenbriiche abzuleiten, sie nimlich
aus trinomischen Gleichungen abzuleiten, hatte Euler schon 1739
angedeutet?). Er wird nun in der Schrift De formatione fractio-
num continuarum?®) weiter gefithrt. Die rekurrierenden Gleichungen

fA == gB - bO, [B=gC+ND,... ergeben
NN , hl)_ L

f4 - hC_ _
""’_J+ —0time ¢ =9t e =0t paips
. . 4 f'h : :
woraus sich der Kettenbruch =g+ f leicht herleiten
g ;}5 ete.
1aBt. Ist z. B. s = 2" (¢ — fz — p2?), so wird s=0, wenn « = fz
+ pa? oder az® = Ba*tl 4 pa"t? won=1,2 8 ... Fir die Reihe
A B, C, ... kaon man hier 1,z z% ... und statt /, g, %, ... die
Zahlen e, B, v, ... setzen. Daraus wird % = f+ c;’_'{_ ” , WO
E:l- ete.
2
=B +VE+ dey.

~ Im Jahre 1783, dem Todesjahre L. Eulers, erschien in St. Peters-
burg der erste Band seiner Opuscula analytica, wovon der zweite
Band 1785 herausgegeben wurde. Diese zwei Biinde enthalten mehrere
Abhandlungen iiber Zahlentheorie, die Euler ungefithr zehn Jahre
frither verfaBte. In einer derselben?) werden die Kriteria fiir die
ganzzahlige Auflosung von fu? ++ gy? = h2* hergeleitet. Fiir vorgelegte
Werte von f und ¢ werden Zahlen % gefunden, wofiir Ldsungen der
Gleichung mdglich oder. unméglich sind. In einer anderen Schrift’)
Nova subsidia pro resolutione formulae ¢a® + 1 = #* wird ein
wiederholter Angriff auf die Fermatsche Gleichung, die er selber
und auch Lagrange frither eingehend behandelt hatten, gemacht.
Er stellt Regeln auf, welehe in der Konstruktion von Tabellen zar
Erleichterung der Rechnungen dienen.
~ In der Abhandlung Mlscellanea, analytica®), welche 1773 ver-

faBt wurde, gibt Euler unter anderem einen Bewels des frither von

1) (omm. Petr. XIV, 1744/46, p. 151; Opuscula analytica II, 1785, p. 278
' — Comm. Arith. I, p. 35. II, p. 140.  °) Ebenda, T. Xi, ad annum 1739, Petro-
poh 1750, p. 32—81. % Acta acad. scient. imp. Petr. pro anno 1779, pars
prior, Petropoli 1782, p. 3—29. ) Opuscula analytics I, p. 911—241 = Comm.
Arith, I, p. 556—369. %) Ebenda, I, p. 510—328 = Comm. Arith. II, p. 35—43.
6 Ebenda I, p. 329— 344—Comm Arith. II, p. 44—52.
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Lagrange demonstrierten Satzes von John Wilson?). Euler
erzielt dieses durch die von ihm entdeckten primitiven Wurzeln. Ist
g eine primitive Wurzel der Primzahl p, so enthilt die Periode von g
alle Zahlen 1,2, 3,...(p—1). Es gehort nun g zu der geraden Zahl
p — 1, weshalb
1.2.8..-(p—1)+1

durch p teilbar ist.
'_ Ein anderer Aufsatz?) L. Eulers enthilt Beobachtungen iiber
den Fermatschen Polygonalzahlsatz, welche auf der Entwicklung der
Potenzen der Rethe 1 4+ 2* + 2% +--+, wo ¢« f3,... Pol}}gonalzahlen
sind, beruhen. Eine zu gleicher Zeit verdffentlichte kleine Schrift®)
Eulers lehrt die kleinsten Werte von «, 8, » zu finden, die annihernd
wo A, B, C gegebene Zahlen sind, die im allgemeinen auch irrational
sein diirfen. ‘

In der Abhandlung Speculationes super formula integrali

“laa — 2bz+ cxw

fractiones confinuas oceurrunt®) leitet Euler durch Integral-
rechnung die Werte verschiedener Kettenbriiche ab. Tr erhilt z. B.

adx . -
fi/_ ~ ubi simul egregiae observationes cirea

a aac
I v
50 — 9 @ we
Th— ...
o fir g DV —a%c da : '
wo, fiir o = 20 A~ ein Ausdruck

c 2 V(aa—2batcam)? ”?
AT & . ve . . s . i 3
welcher®, wie er sagt, , deshalb denkwiirdiger ist, weil bisher kein Weg
offen stand, den Wert dieses Kettenbruchs a priori zu finden®. Es

‘ . P n-4m . . : . .
werden log 4, log—q , log ;,"i_ﬂ,;;, m  Kettenbriiche entwickelt, sowie
; /

a
arctan -~ .
b

Wir verdanken Euler die Entdeckung eines fundamentalen Lehr-
satzes der Zahlentheorie, des sogenannten Reziprozititsgesetzes. Un-
gefithr 140 Jahre friher hatten die binomischen Kongruenzen zweiten
Grades die Aufmerksamkeit des groBen Mathematikers Fermat erregt.
Ohne Beweise anzugeben, hatte er die Bedingungen, unter welchen

1) Vgl. Eulers Brief an Lagrange vom 24. Sept. (5. Okt.) 1773 in La-
grange, Ocuvres XIV, p. 285, und Opera posthuma (Euler) I, p. 583.- :
7 Opuscula analytica II, p. 3 = Comm. Arith. II, p. 92—98. 3) Ebenda, II, p. 91
— Comm. Arith. II, p. 99—104- .~ . % -Acta acad. scient. imp. Petr. pro amno
1782, pars posterior, Petropoli 1786, p. 62—84." o
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Primzahlen sind, aufgestellt?).
Euler untersuchte in zwei Abhandlungen, die wahrscheinlich

beide 1772 verfait wurden®), die Reste, welche entstehen, wenn
Quadrate und hohere Potenzen mit Primzahlen dividiert werden. In
der ersten dieser zwel Schriften driickt er das Gesetz in vollendeter
Form, aber ohne Beweis aus. Diese berithmte Abhandlung fithrt den
Titel Observationes circa divisionem quadratorum per
numeros primos.

Kronecker macht die interessante Mitteilung?), daB Euler bei-
nahe 40 Jahre friiher, in einer Abhandlung aus den Jahren 1744 bis
1746, als Resultat von Beobachtungen eine Reihe von Lehrsitzen und
Beobachtungen gibt, welche im wesentlichen das Reziprozititsgesetz
enthalten*). Natiirlich diirfen diese Ausspriiche nicht als eine Hnt-
deckung des Gesetzes angesehen werden.

Die entwickelte und allgemeine Auffassung des Reziprozitits-
gesetzes wird von Euler in der Schrift des Jahres 1783 zuerst m
vier Theoremen aufgestellt, dann in der mneuen Form eines einzigen
Lehrsatzes ausgesprochen. Die vier Theoreme beziehen sich auf die
Division der Quadratzahlen durch Primzahlen und lauten wie folgt®):

Si divisor primus fuerit formae 4ns + (2 + 1)% existente
$ mumero primo, tum in residuis oceurrent numeri 48
et —s.

Si divisor primus fuerit formae 4ns — (24 - 1)% existente
s numero primo, tum in residuis oceurret nnmerus + s; af
— s erit in non-residuis,

Si divisor primus fuerit formae 4ns—42—1, excludendo
omnes valores in forma 4ns — (22 + 1)® contentos, existente
$ numero primo, tum in residuis occurret —s, at + s erit
non-residuum,

Si divisor primus fuerit forma 4ms + 42 + 1, excludendoe
omnes valores in forma 4ns -+ (22 + 1)° contentos, existonte
s numero primo, tum tam +s quam —s in non-residuis

oceurret.

Euler liBt nun die Bemerkung folgen, daB er diese Lehrsitze
1y Oswald Baumgart, Ueber das Quadratische Reciprocitiitsgesetz, Leipzig
1885, S. 8. % Opuscula analytica I, p. 64—84 = Comm. Arith. I, p. 477—486;
ebenda. p. 122—156 = Comm. Arith. I, p. 487—508, % Monatsh. d. K. Akad.
d. Wiss. zu Berlin, 1875, S. 268, *) Comm. Petr. XIV, 1744, p. 151 = Comm.
Arith. I, p. 35—49. Das Reziprozititsgesetz hiitte nach Kronecker namentlich
aus Theorema 27 und den Anmnofationes 3, 4,.7, 13, 14 und 16 geschlossen
& Comm. Arith. I, p. 484, 485,

werden kinnen.




Zahlentheorie. 187

hinzufiige, damit jedermann, der an Spekulationen dieser Art Ver-
entigen findet, ihren Beweisen nachspiiren mdge, denn dadurch werde
die Zahlentheorie gewiB wichtige Erweiterungen erhalten. Zum Schluf
sagt er dann, daB die vier Sitze in folgender Weise recht iibersicht-
lich dargestellt werden konnen: |

Existentes numero quocunque primo, dividantur tantum
quadrata imparia 1, 9, 25, 49, ete. per divisorem 4s, notentur-
gque residua, quae omnia erunt formae 49 4+ 1, quorum quod-
vis littera e indicebur, reliquorum autem numerorum, formae
4q + 1, qui inter residua non oceurrunt, quilibet littera A
indicetur, quo facto si fuerit |

divisor numerus
{

primus formae | tum est
4ns + « l + s residuum et — s residunm,
4dns — o ' 4-s residuum et — s non-residuum,
dns + A | + s non-residuum et — s non-residuum,
4ns — A E 4- s non-residuum et — s residuum.

Wenn wir hier den quadratischen Charakter von — s aufler Betracht
lassen und die Primzahlen 4ns+ ¢ und 4#ns + A durch p bezeichnen,
g0 ist es mnicht schwer, die Eulersche Formulierung des Rezipro-
zititsgesetzes mit der folgenden jetzt tiblichen Form zu identifizieren:
Sind p und s zwei positive Primzahlen, von denen mindestens
eine die Form 4x 4 1 hat, so ist ¢ quadratischer Rest oder Nichi-
rest von p, je mnachdem p quadratischer Rest oder Nichtrest von s
ist; haben aber beide Primzahlen p und s die Form 4% 4 3, so ist 8
quadratischer Rest oder Nichtrest von p, je nachdem p quadratischer
Nichtrest oder Rest von s ist.

An die Arbeit von Johann Bernoulli III. des Jahres 1771 an-
kniipfend, untersucht Anton Felkel (17560—2) die Verwandlung

der Bruchperioden nach den Gesetzen verschiedener

Zahlensysteme!). Der im Dezimalsysteme 0076923 - - - = 11.))

geschriebene Bruch heiBt im Systeme von der Grundzahl 6 mnach
Felkel: 0024340581215 -+ - — i + 55 + o + g + -+ Br nemnt

eine Bruchperiode eines Primteilers p eine vollstindige, wenn sie
p — 1 Stellen hat (wie bei p = 7), eine unvollstindige, wenn sie
. * 1 Abh. d, Bohmischen Gesellsch. d. Wiss. auf das Jahr 1785, Prag, 8. 135
bis 174, 1. Abteil - .
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weniger Stellen hat (wie bei p = 3), und zeigt unter anderem durch
Beispiele, daBl unvollstindige Perioden nach verschiedenen Zahlen-
systemen verschiedentlich in vollstindige und in unvollstiindige Perioden
iibergehen kénnen. Felkel war Lehrer an der k. k. Normalschule in
Wien, 1785 Direktor von Schul- und Armenanstalten in Béhmen,
spiiter Vorsteher emer deutschen Schule in Lissabon. Er erfand eine
gemeine Rechenmaschine, und schrieb ein groBes Tabellenwerk, wo-
von die ersten Teile gedruckt wurden. Beinahe die ganze Auflage
wurde aber vor Ausbruch des.Tirkenkrieges 1788 zu Infanterie-
patronenpapier verwendet!).

In den Adversaria analytica miscellanea de fractionibus

continuis?) setzt Daniel Bernoulli den zu bestimmenden Wert
1

eines unendlichen Kettenbruches T gleich S, schreibt dann

m -
1

S = ~—% und

;= m VA m?

S = WL
: 2 ?
wenn m positiv ist,

—m— 4+ m*
S = —

wenn s negativ ist. Merkwiirdig erscheint ihm der Fall m =0,
welcher 8 =1 und auch S = —1 liefert. Man miisse hier zwischen
der absoluten Null und dem unendlich Kleinen unterscheiden. Erstere

Anschauung liefere 651:”0’ letztere 4 1. Fiir den unendlichen Bruch

n . . . 1 o N
ORI . o Y o - 331" p
i ergibt sich die Summe + 5 (— m Vm® + 4x), wo man
) Mt
f.. t- VV t 1 . ! ve o
nar iur negative yverte von m — - nimmt, und nur fiir negative

Pl

Werte von » — 45 schreibt. Daraus’ ersieht man, daB die Multi-
plikation der einzelnen Zihler und Nenner eines Kettenbruches durch
eine Zahl m dessen Wert dindert. Ist # negativ und numerisch groBer

m? . . . . o e .
als s SO Liefert die Formel eine imaginire Zahl. Fir m =1,

n = —1 sind die Niherungswerte — 1, —w,0, —1, —w,0, ete,,
die gegen keinen bestimmten Wert konvergieren, weshalb es nicht

sonderbar sei, -daB die Formel imaginire Resultate ergebe. Das Be-
: 1

141

stl}eb‘en, eine Darstellung des Wertes des Kettenbruches

W
..|_

- 1) Allgemeine Deutsche Biographie VI, 612 (Cantor).
Tom. XX, pro anno 1776, Petropoli 1786, p. 83—23,

9 N. Comm. Petr.,
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zu finden, hat{:e'seinen Ausgang in einer aweiten Abhandlung, Dis-
quisitiones ulteriores de indole fractionum continuarumd)
worin Bernoulli die Auffindung eines independenten Gesetzes fiir
die Bildung eines beliebigen Niherungswertes im Auge hat, aber im

. . . l . . -
Falle willkiirlicher ,Indices” Z, {;— , --+in dem allgemeinen Ketten-

4
bruch <0  nicht weiter kommt, als aus zwei nacheinander fol-
Pt M P b
genden Niherungsbriichen 5, & und dem nichsten Index ry den
(4
Pot Mf
Qe+ N7

welches er als ein vorziigliches Kompendium charakterisiert. OQOhne

hierauf folgenden Niherungswert zu ziehen, ein Verfahren,

sich des Eulerschen Algorithmus zu bedienen, vervollkommnet und
vereinfacht Bernoulli die bisher angewandten Darstellungsmethoden
der Néherungswerte. Er geht von einem allgemeineren Kettenbruch
aus, als es bei Huler der Fall war.

In einer Schrift, Arithmetische Betrachtung?), behandelt
Johann Tessanek die Gleichung dn® 4 1 = ¢% ohne aber die Ar-
beiten Lagranges anzufithren.

Tessanek bestimmt den Wert von n bei gewissen Zahlen o
verschiedener Formen, und zeigt, wie unendlich viele Formen gefunden
und bei diesen die Werte fiir # allgemein bestimmit werden konnen.
Er schreibt d = a? + b und findet ¢ > an, also e = an -+ p,; auch
findet er nSp, also #»=p, + ps. Dann betrachtet er den Fall
b>a, p >0y pr<2p, und setzt p=p, +py, P=05 1P
Ps < 2pg, ete. Fiir p, findet er einen allgemeinen Ausdruck

<p'i+1h{ + V@’/‘Zqﬁ‘ mb‘)p?;i ’1‘971) 205
WO hi=0—a, g,="0,9,=2a—0+ 1, und
hiv1=09;—hyy g1 =20, — g, + g;—i-

Nimmt man nun g;=1 und p, , =0, dann wird p, = 1 und man
kann p, ,, P;_s,---, ® ausrechnen. Z. B. nimmt man 7= 3, dann
hat man

Po=1,p, =0, p=1,p=2 n=3 g =12a — 90+ 4 =1,
a=3¢—1 b=4c¢c—1, wo ¢ irgend eine positive ganze Zahl ist.

Endlich folgb {(Bc— 1?4+ 4c¢—1}3"+1=(9c—1) Die Auf-

'3 W. Comm. Petr., Tom. XX, pro anno 1775, Petropoli 1786, p. 24—47;
vgl. 8. Ginther, op. cit,, p. 8—10. %) Abh. d. Bohmischen Gesellsch. der
‘Wiss. auf das Jahr 1786, p. 160—171. '
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fassung des sogenannten Pellschen Problems ist hier der von La-
grange und Euler ganz fremd. Statt d als eine gegebene Kon-
stante zu betrachten und die dazu gehérigen Werte von » und ¢ zu
untersuchen, werden hier verschiedene Formen der Zahl d genommen
‘und dazu passende Zahlen n gefunden.

Die Zerfillung zusammengesetzter Zahlen wird auch von G. S.
Kliigel zu Helmstidt besprochen. Er nimmt das Produkt

(807 4+ m) (307 + n)

und untersucht die Werte, die m»n annehmen kann?). An gleicher
Stelle erschien iiber diesen (egenstand eine Schrift von Johann
Andreas von Segner, die er schon 1777 als eine Briefbeilage an
Hindenburg versandt hatte®). Jede Zahl, die sich nicht durch 2
oder 3 teilen liBt, besitzt die Form 67 — 1 oder 6% 4 1. Von diesem
Lehrsatze ausgehend, stellt Segner Regeln fiir die aufzusuchenden
Faktoren der Zshlen. Wie C. F. Hindenburg in seinen Anmerkungen
iiber diese Abhandlung?) sagt, werden diese Regeln immer zusammen-
gesetzter, je mehr Teiler man von Anfang an ausschlieflen will.

Das 18. Jahrhundert brachte drei grole Forscher im Gebiete der
Zahlentheorie hervor, nimlich Euler, Lagrange und Legendre.
Die erste Arbeit Legendres jst Recherches d’analyse indéter-
minéet). Diese hervorragende Leistung hetrifft vier Probleme zahlen-
theoretischen Inhalts, wovon das erste die ganzzahlige Aufldsung der
linearen Gleichung Ay = az" + ba"~' + ca"~* + ... behandelt. Vom
Lagrangeschen Satze®), daf x nicht mehr als # Werte annehmen
kann, und vom Fermatschen Satze ausgehend, zeigt Legendre erst,
wie man Ay = 2" — B lisen kann, und wendet damn die so er-
haltenen Resultate auf die allgemeine Gleichung an. Im zweiten
Problem wird die unbestimmte Analysis zur Zerlegung eines Poly-
noms in Faktoren benutzt. Es werden aber keine Kriterien entwickelt,
welche die Moglichkeit oder Unmoglichkeit einer Zerlegung dartun.
Der dritte Abschnitt entwickelt den Satz, daB aaz®+ by* = cs% wo
a, b, ¢ positiv, teilerfremd und von quadratischen Faktoren frei sind,
losbar ist, wenn drei ganze Zahlen , g, v von der Art existieren, daB

22 b 2__1,_ oy d . ) )
¢ '-—;——— » m—a*ﬂ, i»bw—-a ganze Zahlen sind. Der vierte Abschnitt

behandelt Primzahlen und ist bei weitem der bedeutendste dieser Ab-
handlung. Er enthilt nichts weniger als das groBe Reziprozitits-

1) Leipziger Magazin d. r. u. a. Mathem., 1. Stiick, 1787, 8. 199—210.
%) Histoire de l'acad. roy-
% Berliner Memoricn 1768

?) Ebenda, S. 217—225. % Ebenda, S. 226—244.
des sciences, anndée 1785, Paris 1788, p. 465—559.

und 1775,
F)
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gesetz, welches zwei Jahre frither in Eulers Schriften schon ge-
druckt war. Legendre ist der zweite Entdecker dieses Satzes. Ob-
schon er damals Schriften Eulers tiber Zahlentheorie durchmustert
und einige Teile von Eulers Opuscula analytica (Bd. I) ge-
lesen hatte, war ihm die Arbeit des Schweizers tiber das Resiprozitits-
gesetz nicht bekannt. Spiter .machte GauB eine dhnliche Erfahrung.
Von ihm wurde der Satz zum drittenmal entdeckt, bevor er von
Legendres Untersuchungen Kenntnis hatte. RKulers Aufstellung
des Satzes haben Gaull und Legendre nie gekannt. Erst Kronecker
hat die Mathematiker auf diese Leistung aufmerksam gemacht?).

In Legendres Untersuchung ist das Reuziprozititsgesetz auch

hewiesen, aber der Beweis ist unvollstindig. In dem Ausdrucke
¢c—1
d ® soll nach Legendre angenommen werden, daB alle Vielfachen

e—1
der Primzahl ¢ verworfen sind; dann hat man entweder d 2 — 1 oder
¢c—1-
i .. . ',_ . N
d? =—1, wo d irgend eine ganze Zahl, nur kein Vielfaches von G

sein darf. Nach Legendre seien 4, ¢ Primzahlen von der Form
4n 4 1, und B, b Primzahlen von der Form 4n 4 3; dann stellt er?)
acht Theoreme auf, die zusammen das groBe Gfesetz ausmachen. Die
Ausdrucksweise derselben ist aus den zwei ersten evsichtlich, nimlich
a-1 h=1
I. Wenn b ? = 1, dann folgt o * = 1.
-1 a—1
Il. Wenn @ ® = — 1, dann folgt b 2 — — 1.
Legendre faBt nun alle acht Fille in folgendem Ausspruch zu-
S;Himen: 1,,0 et d étant deux nombres premiers, les expressions
¢*,d? ne seront de différens signes que lorsque ¢ et d
seront tous deux de la forme 4n — 1; dans tous les autres
cas, ces expressions auront toujours le méme signe”
In seinem sinnreichen Beweise geht Legendre von der Gleichung
Ax* 4 ay® = bz* aus. Dieselbe kann nicht durch ganze Zahlen geldst
werden, da die linke Seite von der Form 4n 4 1 oder 4» + 2 und
die rechte Seite von der Form 4n oder 4n — 1 ist. Nach einer

Methode von Lagrange sollte diese Gleichung aber stets 1dsbar sein,

A-1 A-—1 a—1 a—1
wenn gleichzeitig die drei Bedingungen a 2 b * =1, 42 b 2 =1,
-1 b-—1 ' a=1
A ? aq ¢ —=—1 erfiilllt wiren. Wenn 4 =1 ist, so sollte & 2 =1,

! Monatsb. d. K. Akad. d. Wiss. zu Berlin, 1875, 8. 267—275. %) Loc.

cit., S, 516, 51T




192 Abschnitt XX.

Sbv—1

@ 2 =— 1 sein. Da dies aber unmoglich ist, zieht Legendre aus

I ‘ aA—_l_ . b—1 .
der Annahme b ? = 1 die Folgerung @ 2 =1, und aus der Annahme
b1 : a-1

a ? =—1 die Folgerung b 2 = — 1. Soweit ist der Beweis voll-
B—1

étﬁndig; auch zieht Legendre den st.rengen SéhluB, daB b % =1,

b1
B ? =1 nicht gleichzeitig bestehen konnen. Was den iibrigen Teil

des Beweises anbelangt, sagt Legendre selbst: ,Dans cette démon-
stration, nous avons supposé seulement qu'il y avoit un nombre premier
b de la forme 4w — 1, qui pouvoit diviser la formule 2? + Ay«
GauB hat den Legendreschen Beweis einer eingehenden Kritik unter-
worfen') und hat hervorgehoben?), daB zur Vervollstindigung des-
selben es erwiesen werden sollte, daB zu einer jeden Primzahl von
 der Form 4n + 1 eine Primzahl von der Form 42 4 3 gefunden
werden kann, in Beziehung auf welche jene quadratischer Nichtrest
ist. Dieses Postulat mag von dem Satze abhingig gemacht werden,
daB jede arithmetische Reihe, in welcher nicht alle Glieder einen ge-
meinschaftlichen Faktor haben, notwendig Primzahlen enthalten muB.
Dirichlet hat spiter diesen Satz bewiesen?®). ,

Legendre hat die Wichtigkeit des Reziprozititsgesetzes vollig
erkannt und mehrere Sitze iiber Primzahlen daraus abgeleitet. Mit
demselben konne man alle Sitze, die Euler dwurch Induktion auf
S. 176, 281, 295 usw. des ersten Bandes der Opuscula analytica
aufgestellt habe, beweisen; man konne zeigen, daB, wenn fz®-+ gy*
= hz? losbar ist, fa®+ gy?=(h + fgn)z* es auch ist, solange
(h + fgn) prim bleibt. Letaterer Satz enthilt als Spezialsatz einen
dhnlichen, von Fuler durch Induktion entdeckten Sats. Legendre
berechnet vier Tafeln, welche die verschiedenen Formen, die Teiler
von #¥- au® annehmen kénnen, enthalten, worin die Primzahl a, be-
ziehungsweise die Form 8n — 3, 8% + 1, 8% + 3, Sn — 1 hat. Diese
Tafeln dienten nicht nur um viele schon bewiesene Sitze deutlicher
hervortreten zu lassen, sondern auch um neue Siitze zu enthtillen.
Legendre nennt z. B. den von ihm durch Induktion erhaltenen Satz,
dab, wenn o = 8% — 3, es ebenso viele Teiler von der Form 42 —1
als von der 4m + 1 gibt, und daB diese Anzahl der Anzahl verschie-
dener Zerlegungen von ¢ in die Summe dreier Quadrate gleich ist.
7. B, 'wenn o =109, so hat # + aw’ zwei Teiler von der Form
4n 41, pamlich 9® + 1092% 5y* + 2yz + 227% und zwel @hnliche

- % Disq. Arith., Artikel 151, 296, 297 und Additamenta. 9 'Addita‘ihentg.
s Kummer in Math, Abh. d. K. Akad. d. Wiss. zu Berlin, 1859, 8. 19, 20
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von der Form 4# — 1; es kann nun 109 genau auf zwei Arten,
1022+ 32 4 0% 8 4 624 82, in die Summe dreier Quadrate zerlegt
werden. Einige Siitze iiber Primzahlen, welche Lagrange in den
Berliner Memorien der Jahre 1773 und 1775 bewiesen hatte, werden
von Legendre auf neue Art abgeleitet.
, L. Euler behandelt.in einem Memoir') den frither von ihm und
Lagrange untersnchten Gegenstand iiber #hnliche Funktionen und
Minimalwerte. Wenn N = o + nd% soll erstens N? N° ... durch
die gleiche Form 2* -+ ny’ dargestellt werden, und zweitens sollen.
die Minimalwerte von 2 oder von y gefunden werden.

 Kine andere Abhandlung?®) L. Eulers gibt die Fille an, in
welchen die Formel a* 4 kz*y® 4 y* ein Quadrat ist, und tabuliert
die ganzzahligen Werte von © zwischen — 100 wnd + 100, und die

dazu gehﬁrlgen Verhaltniswerte von ,}T , welche Quadrate liefern.

Es ergibt sich, daB % nicht

x& |

Man bhat z B. k= 16, ~;—= 12 und |
1,3, 4,56 9,... sein kann.
" Die Zahl 1000009, welche L. Euler in seiner De tabula
numerorum primorum des Jahres 1774 unter die Primzahlen setzte,
wird von thm 1778 in einem separaten Aufsatz®) untersucht und als
eine zusammengesetzte Zahl mit dem kleinsten Divisor 293 erkannt.
Euler findet 1000009 — 2° = 235% wo x = — 972 ist, sowie
1000009 = 1000% + 3% = 9727 + 285%,  Daraus wird 1000% — 235¢
— 9728 — B, 1235 765 — 969 - 975 mud o0’ =290 _ 10 gy st
also 19% 4- 15% = 293 ein Divisor von 1000009

In der 1777 verfaBten Schrift De novo genere quaestionum
arithmeticarum, pro quibus solvendis certa methodus ad-
hue desideratur?) untersucht L. Buler das Problem, alle ganzen
Zablen N zu finden, so daB A% - B? und A? + NJ? zu gleicher Zeit

Quadratzahlen vorstellen. Er setzt
A= 9;2 — 1y, B=2xy, A®+ NDB?=."

und erbiilt N = {2 — (4® — 9®?} : 42%% wo also # so zu withlen ist,
daf N ganzzahlig wird. Man nehme 2= 2?4+ 2uax%)? —{— y® oder
z = o + 2ax?y? — 4, woraus ‘ '

Ne= (e + Dy + 1) oder = (aa? —1)(ay®-+ 1)+ 1

| ) N. Acta Petr. | IX, 1791, p. 3—18 = Comm. Arith. II, p 174—182.
%) Ebenda, X, 1792, p. 27—40= Comm. Arith. IL, p. 183—189. %) Ebenda,
p. 63—713 — Comm. Arith. II, p. 243—248. 4y Ebenda, XI, ad annum 1793,

Pp- 78-—93 = Comm. Arith. 10, p. 190—197.

Geschichte der AMathematik IV. 18

(ANTOR,
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witd! Erhilt hier « verschiedene ganzzahlige und. Bruchwerte, so er-
geben: sich .41 ganze Zahlen N, die kleiner als 100 sind. Fuler gibt
nun - an, daB es ithm unicht gelungen sei, das Gesetz zu entdecken,
welches die Zahlen N von anderen ganzen Zahlen unterscheidet, auch
sei das Problem noch nicht allgemein geltst, alle Zahlen XN zu finden,
welche in den Formen N = (#®+ 1)(#* 4+ 1) und N = («*— 1)(* — 1),
wo x.und y Integral- oder Bruchzahlen sein mdgen, enthalten sind.

;. Dies ist die letzte Abhandlung von L. Fuler {iber Zahlentheorie,
welche vor 1800 gedruckt wurde. In den von uns o6fters zitierten
Leonhardi Euleri commentationes arithmeticae collectae
(P. H. FuB et Nicolaus FuB, 1849) werden im ganzen 96 Ab-
handlungen angegeben, von denen 33 nach 1799 erschienen und des-
halb hier nicht besprochen werden konnen. Weder der Verlust
seines (esichts noch sein hohes Alter vermochten Eulers Arbeits-
liebe su erschopfen. Sein Versprechen, der Petershurger Akademie
so viele Abhandlungen zu liefern, daB sie auf zwanzig Jahre nach
seinem Tode hinreichen sollten, hat er gehalten. Er starb 1733 und
1830 . erschien in den Petmsburge] Memonen ein Aufsatz von ihm
uber die unbestlmmte Analysis.

In einem Anfsatze De décomposer - les nombres euleels
non- carrés en- deux, trois ou quatre carrés’) werden von
Christian Friedrich Kausler (1760—1825) aus Tibingen Rech-
nungsregeln abgeleitet,. um eine ganze Zahl, die keine Quadratzahl
ist, in die Summe von zwei, drei oder vier ganzen Quadratzahlen zu
Zérlegen. Dabei spielen die pronischen Zahlen, d. h. Zahlen von der
Form m(m + 1), eine -hervorragende. Rolle. In einer Tabelle werden
alle ‘pronischen Zahlen his 50850 aufgezihlt.

: Im" Jahre 1798 (an 'VI) veroffentlichte Legendre m Paus sein
beruhmtes Werk Essai sur la ‘théorie des nombres. Eine zweits
Auflage erschien 1808, eine dritte,- mit dem. Titel Théorie des
nombres, 1830. Wiihrend der zweite Teil. von. Eulers Algehrs,
mit den Lagrangeschen Zusitzen, viele der hoheren Resultate der
Z.ahlentheorie unberiihrt la,Bt bringt Legendre alles was er finden
konnte;. .in" seinem - Werke zusammen. Seine eigenen Untersuchungen
voi: 1785- sind . hier in- vollendeter Form wiedergegeben. Kin ge-
regeltes Werk darf man es aber nicht nennen. Es fehlt der leitende
Faden allgemeier Methoden. Dessenungeachtet war es hoch ge-
schitzt und withrend mehrerer Dézennien waren dieses und Gaub’
I_)1squlslt10nes arithmeticae die einzigen ] Bucher iiber die hiheren
Telle der 7ahlentheorle Auf S 186 fuhrt ér c'he Jet7t alq das
1) l\l Acta Petr ad annum 1793, Petropoh 1798 Enst p 120—1:6

<.
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Leo eudlesche Bymbol“ bekannte Bezelchnuno* (2) ein, die der Rest
R _ SO

41 oder — 1 ausditickt, den man bel der DlVlSlOll von N % _durch

die Primzahl ¢ erhilt. In diesem Werke wird zum erstenmal der

Name ,Reziprozititsgesetz* gebraucht. Er driickt nun ,la loi de ré-

ciprocité“ in eleganter Form so aus (8. 214): ,Quels que soient les

nombres premiers m et m, §'ils ne sont pas tous deux de la forme

n m . :
4x~— 1, on aura tou]oms (?{) = (5), et s’ils sont tous deux de la

m

n
f(nme 4> — 1, on aura ('}'ﬁ') S (_

”). Ces deux cas généraux sonb

compris dans la formule (—) (— 1) R (%l)“ : Es st Le-
gendre hier nicht gelungen, die Miingel im Beweise dieses Satzes,
den er 1785 gab, zu heben, obwohl er es mdglich fand, die fritheren
unhewlesenen Vo1m1ssetzuncren tiher die. ]ﬂxmten/, gewisser anznhlen
einigermaflen einzuschriinken.

Im Riickblick sieht man, daf dui'ch die Untersuchungen . von
Euler, Lagrange und Legendre die Zahlentheorie energisch ge-
fordert wurde. Diese Forscher richteten ihre Kriifte auf folgende
Themata: Die Teilbarkeit der Zahlen, die Sonderung der Primzahlen,
das Studium der quadratischen Reste (welches in der Entdeckung des
Reziprozititsgesetzes gipfelte), die Betrachtung der hoheren Potenz-
reste, die Gfters auf Grund von Identititen erlangte Liosung oder Auf-
1osbarkeit verschiedener unbestimmter Gleichunc-‘en oder Gleichungs-
systeme, die Zerfillung von Zahlen in ihre Summanden die Betr mchtuncr
von bindren, terniiven und anderen qmdratlsehen kubischen oder
quartlschen Formen, die Darstellbarkeit hestimmter Zahlen in Formen
dieser Art und die Auffindung der méglichen Teiler derselben.

Unter den Einzeluntersuchungen tiber Zahlentheorie wihrend des
Zeitraumes 1759—1799 ist erstlich eine interessante Schrift vom
Blie de Joncourt, betitelt De la nature et des principaux
usages de la plus simple espece de nombres trigonaux; a la
Haye, 1762, zu nennen. Er war Professor der Philosophie und
Prediger zu Bois-le-Duc. Er gibt eine Tafel der Trigomal- und der
entsprechenden natiirlichen Zahlen, zeigt wie diese zur Auffindung
des - Produktes zweler. Zahlen der Quadrat- und Kubikwurzel einer
Zahl verwendet werden kann, und bemerkt an éiner Stelle, daﬁ Lo,g—
arithmen keine einfachere Rechnungsmethode ‘liefern.

Albrecht Euler, der iilteste Sohn Leonh ard Euler S, vex-
Gffentlichte eine Schrift, Beantwortung einiger a,uthmetl‘schen-
- Fragen 1), worin das Problem gelost wird, durch eine” Formel. die
D) "Abhandl. d. Churbayerisch. Akad., Bd. II, 2. Teil, 8, 5—36, 1764, "

19%




196 Abschnitt XX.

Anzahl Ziffern auszudriicken, welehe erforderlich sind, eine Zahl b
von einer groBeren Zahl a nach der gewohnlichen Art so oft abzu- -
sichen, bis ein Rest iibrig bleibt, welcher kleimer als b ist. Dann
werden Modifikationen dieses Problems betrachtet, wie z B, « und b
so zu bestimmen, daB die Anzahl der erforderlichen Ziffern gleich a ist.

In einem Aufsatze, De proprietate numerorum divisibilium
per 11, 111, 1111 ete.!) setzt Giannantonio Andrea Castelvetri
(? —11766) von Bologna frithere Untersuchungen fort?) und findet fiir
11, 111, 1111, ... Eigenschaften. welche denen von 9 und 3 analog
sind. Um 7zu sehen, ob 83976426643 durch 111 teilbar sei, nehme
man die Summe der dreizifferigen Perioden, so 643 + 426 + 976
4. 83 = 2128, dann die Summe 128 4 2 =130. Da nun 130 : 111
den Rest 19 gibt, ist die vorgelegte Zahl durch 111 nicht teilbar
und 19 bleibt bei der Division iibrig. Die Zahl 93297800286 ist
durch 1111 teilbar, denn 9286 - 9780 + 932 = 19998, 9998 + 1
— 9999, und letztere Summe ist durch 1111 teilbar. Eine =zweite
Eigenschaft erklart sich durch zwei Beispiele.  Ob die Zahl

73486529466 durch 111 teilbar sei, kann wman so ausfinden:
66 429 + 86 4 73 =254, (4 + 5 4 4)11 = 143, 254 — 143 = 111,
deshalb ist die gegebene Zahl durch 111 teilbar. Die Zahl
591400128211 ist durch 1111 nicht teilbar, denn 211 4 012 4 214
= 437, 3+ 9+ 8) 111 =2220, 437 — 2220 —— 1783, — 17853+ 1111
5< 2 =439, und 439 ist der bei der Division erhaltene Rest.
Castelvetri bemerkt, daB fiir die Zahl 11, der doctissimus Pater
G. H“ diese Eigenschaft hergeleitet habe.

* In einem Aufsatze Méthode pour résoudre plusieurs pro-
blemes indéberminés®) 165t De la Bottiere vier Aufgaben, deren

1) De Bononiensi Scientiarum et Artium Instituto atque Academia Commentarii,
T, V, Pars altera, Bononiae 1767, p. 108—119.  *) In einer vor Anfang unserer
Zeitperiode verGffentlichten Abhandlung De quadam generali numerorum pro-
prietate (De Bononiensi Scientiarum et Artium Inst. atque Acad, Comm,, T. v,
Bononiae, 1757, Opuscula, p. 242—259; Commentarii, p. 113—144) zeigt er, dab
die Bigenschaften der einfachen Zahlen (d. h. der Ziffern), die Fontenelle in der
istoire de V'Académie Roy. des Sciences, Paris 1728, gefanden, und Frédéric
Sanvitali, 8. J., in der Storia Letteraria d'Ttalia, T. VI, p. 761, bewiesen habe,
sich auf alle ganzen Zahlen verallgemeinern lassen. Diese Arbeiten veranlaften
Francisco Maria Zanotti, die Zahlen 9 und 5 ndher zu betrachten (De
Bononiensi Scientiarum ete., T. IV, Commentarii, p. 113—144), den Satz zu er-

Qi numerus quispiam wmultiplex sit numeri 9, ac figurac cjus omnem
a multiplex numeri 9
% Mémoires

weitern:
jn upam Summam conferantur, erit haec quoque summ
and seine Resultate, in Bezug auf 9, auf die Ziffer 3 anzuwenden.
de math. et de phys. présentés...par divers savans, Tome IV, Paris 1763, . 33
bis 65. .. , R
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Jdrei aus Saundersons Algebra cntnommen sind und anf der Auf-
16sung unbestimmter Gleichungen ersten Grades beruhen. In der
ersten sollen Vielfache von zwei ungleichen ganzen Zahlen a, b, deren
Differenz eine Minimalzahl s sei, gefunden “elden Die Minimalzahl
wird. durch den Algorithmus des gloﬁten gemeinschaftlichen Divisors
gefunden; dann wird ez — by =+ m aufgeldst, Die zweite Aufgabe,
nwel posmve ganze Zahlen zu finden, die durch zwei Divisoren o
and @7 dividiert die Reste # und »” lassen, wird auf Kalenderfragen,
hetreffend Sonnen- und Mondzykeln, angewandt.

Jean Joseph Rallier des Ourmes (1701—1771) von Remles,
welcher avithmetische Artikel fiir die groBe franzisische Enzyklopidie
schr_ieb und Begeln zum Aufsuchen von Primzahlen vorschlug?),
schrieb auch einen Aufsatz®), worin er eine schnelle Methode, x ganze
Zahlen zu finden, angibt, wenn man das Produkt einer jeden mit der
Summe der ubugen kennt. Hat man z. B.

vy +2) =49, y+z) =45, 2(z+y) =

WO = 3 ist, soll man die » — 1 kleineren Za,hlen mm Faktor ‘enpaare

_ 1 2 3 4 1 3 ,
I,z,erlegen, so: fiir 24, o - o4 fir 45, 4518 9- Nun suche man

diejenigen Fqktorenpabare aus, deren KFaktorem eine gleiche Summne

12, 2 Die kleineren Faktoren 2 und 5 sind zwei
der gesuchten Zahlen, und die dritte ist 14 — 2 — 5 — 7, Man hat
also 2 =1, y =95, £=2.

Der Astronom Joseph Stepling (1716—1778) fiihrt Beweise
einiger Kigenschaften des Neuners®) an. Er zeigt z. B, daB
wenn 7 irgend eine Ziffer ist, die Ziffern des Produktes 9» die Summe
9 haben. ' ,

Im Jahre 1788 veroffentlichte A. G. Kistner die Losung der
folgenden unbestimmten Aufgabe®): Drei Biuerinnen (4, B, ) haben
‘je eine gegebene, von der andern unterschiedene Anzahl Tier (a, b, ).
Jede verkauft ihre Eier auf zweimal, das erstemal eine so teuer als
die andere (m), und so auch das zweitemal (#). Am Ende hat eine
soviel geldst wie die andere. Wieviel von ihren Eiern hat jede das
erstemal verkauft (z y, £)? Und wie verhalten sich die Preise -des

ersten und des zweiten Verkaufs ('::)? Man erhiilt die Gleichungen

mm+n(a~x) —my +nb—y)=mz —{—n(c—z) wo d, b, ¢ 7/; 1/: Ay

haben. Diese sind

1 Mémoires de math. et de phys . Tome V, 1768 p. 485—499. .
' 3) "Abh. einer Privatgesellsch,

% Leipziger Magazin f, d. =

2) Ebenda, Tome V, Paris 1768, p. 479-—484
4n Bohmen, 1, Bd., Prag 1775, S, 141144,
[, angew. Mathematlk Leipzig 1788, 8. 215—227.
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(a— z), (b~—y), (c —2) positiv und ganzzahlig sind, Kistner leitet
Gleichungen ab, so daB fiir irgend eine Voraussetzuncr fir » die zu-
gehtrigen Werte -von .y, 5, t, » durchgezihlt werden kinnen. In
diner zweiten Losungsmethode braucht er die Symhole da und dw fir

dx
Andelunﬂ'en von endlicher GroBe®, wo 7 positiv oder negativ ist,

je vna,chdem der Preis wiichst oder abnimmt. Diese Rechnungsaufgabe
ist eine Verallgemeinerung einer Aufgabe, die Johann Pritorius
'in seinem Abentheuerlichen Gliickstopf (1669) loste.
. Ein andermal nimmt Kastner ein Exempel aus Lilles Amuse-
11}_e>ns ‘mathématiques, 1749, wo ein Blinder augenblicklich das
Produkt von 999 ...(r—1 Ziffern) mit 666 ... (n — 1 Ziffern) zun
finden weiB, und leitet die Regel ab'), die das Produkt liefert. Von
der rechten Hand gegen die linke hat man folgende Ziffern: 4,33 ...
(n — 1 Ziffern), 5,66 ... (n — 1 Ziffern). Dann folgt die Regel fiir
irgend eine Ziffer statt 6 und die Auflosung eines Problems in der
arithmetica divinatoria.
.. In einer Jugendarbeit On the resolution of indeterminate
pr oblemsl) sucht John Leslie (1766—1832) grofere Uniformitit
in die Auflosung unbestimmter Probleme einzufithren. Ist 4. B
= (.D, m eine rationale Zahl, und nimmt man in 4.mB= C.mD,
A =mD an, dann folgt mB = C. Dieses Prinzip wird auf 14 Probleme
angewandt Das 13. heiBt: Eine Kubikzahl zu finden, die dem Pro-
dukte eines Quadrats und einer gegebenen Zahl OIelch sei. Man hat.
= ay® oder z. 2% =@ .y’ Nun setze man z = ma und y* = ma’.
Dami y2=mPa® und y .y =me.m?a. Durch eine zweite Annahme

hat man y = pma und mie = py. Da aber z=1ma, so wird ¥ =px
e . & ,

— ;%9, % =ap®, ¥ =ap’®. Wenn nun o — 3, p =2, damm ist
r=3272=12 wd y=3(2)0°=24

v 1) Archiv d. r. u angew.: ‘Mathemaﬁk, 1799, 8. 204—208. ) Trans.
Roy. Soc. of Edinburgh, Vol. II, Pt. II, 1790, p. 193—212.

~ VYerbesserungen.

39 7. 6 v. u. statt Lons le Saulnier lies Lons le Saunier.

48 7. b statt Ruggero lies Ruggiero. _ )
49 7. 10 statt D’Abren lies D’Abreu.

53 7. 14 statt Rekahn lies’ Reckahn,

57 7.9 statt Arithmetik lies Arithmetick.

61 7. 30 statt Chauncy.lies Chauncey.

v62 Z. 10 statt Gr Trenchant lies J.- Trenc]nant
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