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ABSCHNITT XXII |

ELEMENTARE GEOMETRIE
VON

V. BOBYNIN




Lehrbiicher der Elementargeometrie.

Thre schoAn Iingst begonnene sowoh! quantitative als auch qualitative
Entwicklung fortsetzend, bereicherte sich im Laufe der zu betrach-
tenden 40 Jahre die lehrende elementargeometrische ILiteratur mit
einer sehr ansehnlichen Anzahl neuer Errungenschaften. Infolge des
unvollstindigen bibliographischén Materials; das uns zu Gehote stand,
sind die deshalb zum Teil verminderten und nur annihernd richtigen
Ziffern, die die oben erwihnte Anzahl ausdriicken, folgende: 55 Ge-
samtlehrbiicher, welche neben den Teilen, welche allen oder auch
.einig‘en Abteilungen der elementaren Mathematik gewidmet sind, auch
Teile, die ausschlieflich die elementare Geometiie betrachten, ent-
“halten, 35 spezielle elementargeometrische Lehrbiicher, 35 Uber-
setzungen der Elemente des Euklid und 10 Ubersetzungen der Werke,
die im Laufe der ersten Hilfte des 18. Jahrhunderts .erschienen sind.
- Folgende Tabelle stellt die Verteilung dieser Ziffern in den Haupt-
landern Europas dar: |

Sammlungen | Lehrbicher .| Ubersetzungen der
Liinder von g der Euklids Schriften der
Lehrbiichern Elementar- | Elemente |1.Hilfted.[2. Hilfted.
B geometrie : 18.Jahrh. | 18.Jahrh.
Deutschland....... 24 10 13 — 1
England ..... .... 1 3 8 — —
Frankreich..... ... 18 4 3 — —_
Italien..........:. b 3 2 1 1
Niederlande ....... 2 9 3 2 —
Polen............. 8 — 1. 9 3
RuBland ....... Ve 2 6 2 3 8 -
Schweden,........ — — 3 2 —

Einige der hier angegebenen Biicher sind mehrmals verlegt worden.
© Zur Erginzung und Erklirung dieser Tabelle ist folgendes zu be-
merken. Werke der ersten Hilfte des 18. Jahrhunderts, deren Uber-
setzungen i der Tabelle angegeben sind, waren folgende: Christian
Wolffs Anfangsgriinde aller mathematischen Wissenschaften (Halle
1710) waren ing Holléndische, Polnische, Russische und Schwedische
tibersetzt. Clairaut, Eléments de géometrie (Paris 1741) waren ins

S.chWedische, Hollindische und Polnische ibersetzt. Georg Wolf- -
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gang Krafft, Kurtze Einleitung zur theoretischen Geometrie, zum
Gebrauche der studirenden Jugend in dem Gymnasio bey der Aca-
demie der Wissenschaften in St. Petersburg (1740). Weidlers In-
stitutiones mathematicae (Wittenberg 1718). Diese heiden Werke
waren nur ins Russische iibersetzt. Das letzte Werk, ebenso auch
das obengenannte Buch Wolffs sind mehrmals auch bel sich in
Deutschland verlegt worden. Zu den Ubersetzungen des Werkes
Wolffs in der Tabelle ist auch die 2. italienische Auflage des
Buches Christiani Wolfii*) Elementa Matheseos universae®) mit
eingerechnet. Als Werke, die in einiger Beziehung zu den Elementen
des Fluklid stehen, obwohl sie in die Tabelle nicht eingefiihrt sind,
sind folgende anzugeben: in England R. Simson, The Elements of
Fuclid. Notes critical and geometrical (Glasgow 1762 und 1781)
und The philosophical and mathematical Commentaries of Proclus,
surnamed Plato’s Successor, on the I Book of Euclids Elements
and his life by Marinus ete. (London 1788); in Deutschland Euclid’s
Data verbessert und vermehrt von R. Simson, iibersetzt von Ch.
Schwab (Stuttgart 1780, 8%). In England, Deutschland und - Frank-
reich beansprucht die vollstindige Abwesenheit der iibersetzten Werke
aus anderen Sprachen besondere Beachtung. In Frankreich und Eng-
land war nicht eine einzige Ubersetzung vorhanden. In Deutschland
nur eine, nimlich die Ubersetzung aus dem Hollindischen des Werkes
von Swinden, Anfangsgrinde der MeBkunde. Die groBte Zahl der

- Ubersetzungen erschien in den am wenigsten zivilisierten Léndern,

nimlich in Rubland, und schon in geringerem MaBe in Polen. In
diesen beiden Liindern trifft der Forscher wohl fast zum erstenmal
Ubersetzungen an, die nicht nach gedruckten Ausgaben, sondern nach
Handschriften angefertigh sind. Als derartige Ubersetzungen sind an-
zugeben: in RuBland Eulers Geometrie®) und das bereits oben an-
gefiihirte Werk Kraffts und in Polen ,Geometrie“ von Lhuilier).

Die wichtigste der Angaben, die die angefiihrte Tabelle dem
Forscher liefern, ist diejenige, welche die Beziehung der ,Elemente”
des Euklid zu dem Fache des Unterrichts der Geometrie in den
verschiedenen Liindern Europas bezeichnet. Aus dieser Tabelle ist
ersichtlich, dab die ,Elemente“ des Euklid ihre uralte Stellung, als
der einzigén Lehrbiicher der Elementargeometrie, nur in England in der

h Diese Vorlesungen IIT%, S. 529—531. 2) Editio secunda veronensis.
Veronae 1788—98, vol. 55 4% %) Leonh. Eulers Geometrie, zum Gebrauche
in dem Gymnasio bei der Akademie der Wissenschaften in St. Petersburg. Aus
dem Lateinischen. 1760. 4) Geometrie fir die Volksschulen. 1. Teil.

Warschau 1780. 2. Teil. Krakau 1781.

b
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zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts behalten haben. Ungeachtet
dessen, daf Deutschland nach der Anzahl der Ausgaben der Werke
des Euklid alle anderen Linder iibertrifft, kann dennoch von dem
vorherrschenden, geschweige dem ausschlieBlichen Gebrauch beim
Unterricht der Elementargeometrie keine Rede sein. Das bezeugen
uns mit voller Deuthichkeit die noch viel bedeutenderen Zahlen der
Lehrbiicher, die von einheimischen Autoren verfaBt und verlegt worden
sind. Was Frankreich anbetrifft, kann der direkte Gebrauch der
,Elemente“ des Euklid beim Unterricht der Elementargeometrie jetat
als vollstindig aufgehoben betrachtet werden. Die tibrigen Haupt-
linder Europas endlich nehmen Mittelstellungen zwischen Deutschland
und Frankreich ein, dennoch niher an Frankreich stehend. Auf diese
Weise erreichte das Bestreben, die ,Elemente” des Euklid beim
Unterricht der Elementargeometrie durch zweckentsprechendere Lehr-
bitcher zu ersetzen, was der Philosoph Ramus als erster aus-
gesprochen und im Laufe der Zeit sich immer verstirkt hatte, in der
zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts bedeutende Resultate. Zur selben Zeit
macht auch das Verstindnis der Ursachen des obengenannten Be-
strebens Fortschritte, obgleich in geringerem MafBe. Da die haupt-
sichlichsten dieser Griinde sehr tief im Wesen der Sache selbst liegen,
war das Verstindnis derselben in der zu betrachtenden Zeit noch
nicht erreicht. Man hatte bloB Zeit, diejenigen ihrer Folgen kennen
yu lernen, die ohne tiefe und umfassende historische Kenntnisse dem
unmittelbaren Beobachter zuginglich waren.

In demjenigen Lande, wo die zu betrachtende Strémung sich am
meisten kundgegeben hat, und deshalb beinahe ihr Ziel voll erreicht
ist, nimlich. in Frankreich begegnet der Forscher der Angabe dieser
oder jener Ursache bei vielen Schriftstellern. Nach den Worten
d’Alemberts?) sind die Beweise des Fuklid, ungeachtet ihrer Ge-
nauigkeit, dem Verstindnis so schwer zuginglich, daB es vielen be-
rithmten Mathematikern nicht gelungen ist, ihrer vollstindig Herr zu
werden. Bouillau z B. gestand offen, daf er sie niemals gut ver-
stand, und der noch beriihmtere Vieta verdichtigte ihn des Para-
logismus, was nur aus mangelhaftem Verstindnis zu erkliren ist. Im
Discours préliminaire zu derselben Ausgabe®) sagt Bossut, daB viele,
vollkommen die Vorziige des prachtvollen Werkes des Euklid an-
erkennend, ihm doch Vorwiirfe machen wegen zu grofier Anzahl von
- Bestimmungen und seholastischen FEinteilungen, wegen zu strenger
und verfeinerter Beweisfiihrung von Wahrheiten, die schon an und

1) Encyclopédie méthodique. Mathématiques, Tome II, p. 129. *) Ebenda, |
Tome I, p. IX. ' '
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fiir sich vollsommen klar sind. Man ist geneigt, anzunehmen, be-
merkt er weiterhin, daB es den spitzfindigen und kleinlichen Methoden
griechischer Sophisten geluugen ist, auch in die exakten Wissen-
schaften einzudringen. Spiter, in seiner Histoire générale des mathé-
matiques?); die den erweiterten und ergéinzten Discours darstellt,
spricht derselbe Autor vom Charakter und den Ezgenschaften der Be-
weise des Euklid. ~Letztere verursachen nach seinen Worten An-
fangern groBe Schwierigkeiten, weil sie indirekt, micht selten lang
und verwickelt sind. Gerade diese Eigenschaften zwangen viele der
neuesten Geélehrten bei der Herausgabe der ,Elemente” des Euklid
leichtere und einfachere Beweise anzufiihren. Andere jedoch
fanden es am wniitzlichsten, in ihren eigenen Aufsitzen sich ganz und
gar von der Methode des Fuklid zu entfernen. Die bedeutendsten
aus der Zahl der ersten, die Bossut beim Namen nicht anfiihrt; waren
selbstverstandlich in England: Robert Simson mit seinem Werk
The RElements of Euclid. Notes critical and geometrical®) und
James Williamison mit seiner Ausgabe The Elements of Euclid,
with dissertations®) und in Deutschland” Lorenz mit seiner vollen
Ausgahe der ,Elemente des Euklid®) und der teilweisen: der sechs
ersten Biicher?), des elften und zwolften®), und der ersten acht Biicher

mit dem elften und zwolften”). Montuela, dieser iiberzeugte An-

‘hinger der ,Blemente’ des Euklid, verweilt besonders in der ihnen
‘geweihten Apologie bei der Unzufriedenheit vieler Geometer tiber die
Verteilung des Gegenstandes®). Die Verteidigerrolle, die Montucla
in bezug auf die ,Elemente’ des Euklid auf sich genomwmen hatte,
verhinderte ihn jedoch nicht, am Ende seiner Apologie den Nutzen
der Werke, die von den neuesten Autoren als Ersatz derselben verfaBt
worden sind, anzuerkemnen. Sich der Meinung der Gelebrien, dab
die Erlernung - der Geometrie nach den. philementen” des Euklid fiir
Anfinger sehr schwierig sei, anschlieBend, findet er es fiir notig, die

Geometrie fiir Anfinger zuginglicher zu mﬂchem,‘ hauptséchlich den-

jenigen, die nicht beabsichtigen, Geometer von Fach zu werden.
- Von den Geometern der 2. Hilfte des 18. Jahrhunderts, die be-
sonders scharf ihre Unzufriedenheit tiber die Verteilong des Materials
i den Elementen aussprachen, geniigh es auf Lacroix hinzuweisen,
welcher in seinem Werk ,Essais sur I'enseignement” diese Verteilung
als unordentlich kennzeichnet.. Als Beispiel nimmb er iibrigens nur

e

1) Hist. gén. d. math Tome I, p. 29. %) Glasgow 1762, 1781 usw.,

8 Auflagen, 8°
1781; 2. Anfl. 1798, 8° 5) Halle 1773. . ©) Halle 1781, 8% ) Halle

1798, 8° % Histoire des mathématiques I, p. 218—222,

¥

%) Oxford 1781—90; 2. vol. 4%, 4 In 15 Biichern, Halle
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eines, dafiir jedoch besonders wichtiges, nimlich Euklids Folgerung
des Grundsatzes der Theorie der proportionalen Linien aus .der Ver-
gleichung der Flichen der Dreiecke.

- Womit Lacroix in unmittelbare Beriihrung kam, und was ihn
dabei besonders unangenehm beriihrte, waren die durch die ,Elemente®
- des Buklid und durch ihre seit Jahrhunderten erworbene Autoritit
in der Wissenschaft und im Unterricht hervorgerufenen Schwierig-
keiten fiir die neueren Autoren der Klemente der Geometrie. Diese
Schwierigkeiten sieht er erstens in der Konkurrenz mit den Werken
des Euklid, welche immer sehr gefihrlich fiir die neuesten Autoren
1st, ungeachtet jeden Beweises ihrerseits zugunsten des gewdhlten
Planes; zweitens in der ‘Notwendigkeit, nach dem Beispiel des Euklid
und uberhaupt der griechischen Geometer sich der synthetischen
Methode zu bedienen auf einem Gebiete, wo alle anderen Teile sich
-der analytischen bedienen, wodurch sie dem Lernenden zuginglicher
und geldufiger werden; und drittens in der drohenden Moallchkelt zu
jeder Zeit Vorwtiirfe sowo]hl von den Anhingern als auch den Gewnern
des Euklid zu erhalten. Von ersteren fiir die Unzulinglichkeit in
der Strenge der Beweise, die von den Alfen festgesetzt sind, und
von letzteren fiir die Unterwerfung dieser Forderung, welche klein-
liche, nur den Verstand verwirrende Formen verursachen, als auch fiir
- die Beseitigung der analytischen Prozesse welche die Methode der

Erfindung darstellen.

Das kritische Verhalten zu den ,Elementen® des Euklid, welches

sich in den Kreisen der Mathematiker festgestellt hatte, und welches
eine groBe Anzahl Arbeiten, die der Erirterung der Elemente der
Geometrie gewidmet sind, hervorgerufen hatte, muBte vor jeden philo-
sophischen Denker die Frage stellen, was eigentlich die Elemente der
Geometrie seien. Woraus soll sich ihr Inhalt bilden? Die Aufsitze
d’Alemberts in der Encyclopédie méthodique?) waren in der
zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts wohl nahezu die bedeutendsten
Versuche, diese Frage zu losen. K

D’Alembert unterscheidet in jeder Wlssenschaft darunter amch
in der Geometrie, zwei Arten von Klementen. Wenn man in einer
Wissenschaft alle Sitze oder Wahrheiten, welche die Grundlage zu
‘allen anderen bilden, absondert, und sie in ein Ganzes vereinigt, er-
hilt man die Elemente der ersten Arf. Sie bilden sozusagen den
Keim, aus welchem alle Teile samb. ihren Details entwickelt werden
kﬁnnen, was daraug folgt, daB sie alle allgemeinen Wahrheiten und

1) Elémens des sciences. Mathématiques, Tome I, p. 617—625. Des 6l6-
mens de Géometrie. FEbenda, Tome II, p. 133—136.
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Sitze, welche die Flemente bilden, wenn auch nicht augenscheinlich,
alle anderen Wahrheiten enthalten. Daraus folgt also, daB i ihren
Elementen erster Art jede Wissenschaft in ihrem vollen Umfang ent-
halten ist. In der Geometrie wiirden nicht nur diejenigen Sitze
solche Elemente sein, die die Prinzipien der Ausmessung und der
Eigenschaften der ebenen Figuren enthalten, sondern auch diejenigen,
die die Prinzipien der Anwendung der Algebra auf Geometrie und
der Differential- und Integralrechnung bei krummen Linien ent-
halten.

Wahrheiten oder Sitze, die die Wissenschaft bilden, kdnnen auch
yon einem anderen Standpunkt aus betrachtet werden. KEinige von
ihnen konnen in sich selbst oder auch in ihren Folgerungen den
Gegenstand auf die einfachste Art betrachten. Die Gesamtheit solcher
Wahrheiten oder Sitze samt ihren genau angefiihrten Folgerungen
stellen die Elemente der zweiten Art dar, zwar allgemein gebriuch-
licher, jedoch vom Standpunkt der Philosophie aus den Elementen
der ersten Art viel nachstehend. Dieselben stellen folglich die de-
tailliertere Betrachtung der einfachsten Teile des Gegenstandes dar.
In der Literatur der Geometrie bilden sie die Elemente der gewdohn-
lichen Geometrie, welche nichts weiter betrachtet, als die Iigen-
schaften der ebenen Figuren und des Kreises, und deshalb, wenn auch
mit allen Binzelheiten, dennoch den einfachsten Teil des Gegenstandes
. enthalten. '

Weiterhin die einzelnen Stadien der Entwicklung jeder Wissen-
schaft betrachtend, dargestellt erstens durch die Anhiufung neuer
Kenntnisse, und zweitens der sie ablésenden Systematisierung dieser
Kenntnisse, erklirt d’Alembert das Unzureichende der Traktate, die
die ersten Versuche genannter Systematisierung darstellen, damit,
daB die Autoren gewohnlich nicht zu den Erfindern und Erschaffern
der Wissenschaften gehoren. Jeder Traktat einer Wissenschaft, ob
voll oder bloB ihre Elemente darstellend, muB nach seiner Meinung
derjenigen Richtung*folgen, nach der der Erfinder ging, da einzig
nur diese Richtung als fihig erklirt werden kann, den Zusammen-
hang der Wahrheiten oder Sitze der Wissenschaft in ihrem natiir-
lichen Zustand darzustellen. D’Alembert vergiBt dabei nicht, auch
auf diejenigen Fille hinzuweisen, in denen der Erfinder selbst nicht
nde erscheint, den schon durchgegangenen Weg wieder emzu-
schlagen, was jedesmal geschieht, wenn er wihrend seiner Forschungen
sich einer gewissen Art Instinkt tiberlaBt, anstatt der Spekulation).
Nach weiteren vier Seiten?) kehrt d’Alembert zu dem gleichen

imsta;

1) Klémens des sciences, p. 618—619. % Ebenda, p. 622—623.

SR Y

i ot e 1. .
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Gegenstand zuriick- Nachdem er die Frage stellt, ob es ratsam ist,
sich beim Auslegen der Klemente der Reihenfolge, an welche sich
die Erfinder hielten, anzuschliefen, spricht er folgende Gedanken aus:
Zweifellos ist diese Reihenfolge tiberhaupt die vorteilhafteste, als die
am meisten dem Gedankengang entsprechende. Die Vernunft lehrend,
klirt sie auf, weist den Weg, welcher weiter zu verfolgen ist, und
gibt die Méglichkeit, anf diesem Wege jeden folgenden Schritt vorauszu-
sehen. Diese Reihenfolge ist es niimlich, die als analytische
Methode bezeichnet wird, die von zusammengesetzten zu abstrakten
Ideen fithrt, aufsteigend von bewuBten Schlubfolgerungen zu un-
bewulten Prinzipien, und die Entwicklung der letzten durch die Ver-
allgemeinerungen der ersten erreicht.

Fiir die Elemente der Geometrie schligt d’Alembert fol-
genden Plan vor. Indem er ihre gewShnliche Teilung in Longi-
metrie, Planimetrie und Stereometrie als nicht zutreffend er-
klart, weil sie neben der Betrachtung der geraden Linien und
der Ebene die Betrachtung der Kreislinie und der sphirischen
Figuren vergiBt, teilt er sie in die Geometrie der geraden Linien
und der Kreislinie, Geometrie der Flichen und Geometrie der
Korper. Der erste dieser drei Teile zerfllt in zwei Abteilungen.
In deren erster werden die Linien ihrer Lage nach betrachtet, und in
der zweiten lhre Beziehungen zueinander. Ungeachtet dessen, daB
die gerade Linie unvergleichlich einfacher ist, als die Kreislinie,
miissen beide in den Elementen dennoch zusammen betrachtet werden,
und nicht jede besonders, da die Eigenschaften der Kreislinie ungemein
niitzlich sind beim Beweise dessen, was zur Vergleichung der geraden
Linien ihrer Lage nach dient. Der Satz von der Ausmessung des
Winkels mittels des Kreishogens, beschrieben aus seinem Scheitel
als Zentrum, und das Prinzip der Kongruenz bilden zusammen-
genommen die Basis des ganzen ersten Teils der Geometrie der
Linien in den Elementen, da mit ihrer Hilfe alle ihre Siitze bewiesen
werden konnen. Die Erorterung dieses ersten Teiles abschlieBend,

muB der Verfasser zur Auslegung des zweiten Teiles iibergehen, als

dessen Grundsatz, nach d’Alemberts Meinung, das Theorem von der
. Teilung der Seiten des Dreiecks in proportionale Teile durch eine
seiner Basis parallele Linie dient. Um dieses Theorem zu beweisen,
geniigt es zu zeigen, dal wenn die erwiihnte Parallele durch die
Mitte einer der beiden Seiten des Dreicks geht, sie auch durch die
Mitte der anderen geht, weil danach leicht zu beweisen sein wird,
daB-im Falle der Kommensurabilitit des Abschnittes mit der ganzen
Seite die erhaltenen Abschnitte proportional sind. Was den entgegen-
gesetzten Fall gnbetriﬁ't, bleibt nur iibrig, mittels der apagogischen
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Methode zu beweisen, daB das eine von den betrachteten Verhilt-
nissen weder kleiner noch griofler sein kann als das andere, es ithm
folglich gleich sein muf. Die apagogische Methode sowohl in diesem
als auch'in den meisten anderen F#llen, wo es sich um inkommen-
surabele GriofBen handelt, wird an Stelle der direkten Beweise, welche
hier mnicht anwendbar sind, aus folgenden Griinden gebraucht. In
den Begriff der inkommensurabelen GréBen gehort, wenn auch nicht
augenscheinlich, auch die Idee der Unendlichkeit, welche sich uns
immer als negativer Begriff der Endlichkeit darstellt, was aunch als
natiirliche Folge bat, daB alles, was die mathematische Unendlichkeit
anbetrifft, vnmoglich direkt und a priori zu beweisen ist. In voll-
kommener Anerkennung der Schwierigkeiten, welche die inkommen-
surabelen GréBen Anfingern verursachen, gibt d’Alembert den Rat,
‘sie wegen ihrer Wichtigkeit in der Geometrie und besonders in der
Theorie der Proportionen der Linien lieber frither als spiter in die
Elemente einzufiihren. Dabei ist es unméglich, ohne den einzigen Satz
auszukommen, den die Theorie der inkommensurabelen GroBen ver-
langt und der die Grenzen der GroBen behandelt. Dieser Satz lautet
folgendermaBen: GroBen, welche die Grenzen einer und derselben
GroBe bilden, oder GroBen, welche eine und dieselbe Grenze haben,
sind emander gleich.

Die Geometrie der Flichen behandelt, nach d’Alemberts An-
sicht, ihre Ausmessung, ebenso wie die Geometrie der Korper die
Ausmessung des Rauminhalts behandelt. Als Grundprinzip beim
Ausmessen der ersten dient das Prinzip der Ausmessung des Recht-
ecks, und in der zweiten das Prinzip der Ausmessung des recht-
winkligen Parallelepipedons. Die Schwierigkeit, die wir in der Geo-
metrie der Korper antreffen und der keine in der Geometrie der
Fliichen entspricht, liegt in dem Satze von dem Inhalte der Pyramide,
der den dritten Teil des Inhalts eines Parallelepipedons darstellt,
welches mit der Pyramide gleiche Grundfiiche und Hohe hat. Um
diesen Satz zu beweisen, ist es notwendig, zuerst den Satz von der
Volumengleichheit der Pyramiden, die gleiche Grandfiiche und Héohe
haben, zu beweisen, was leicht zu bewerkstelligen ist mittels der
Exhaustionsmethode. Der gleichen Methode oder der Methode
der Grenzen muB man sich in der Geometrie der Flichen bedienen,
beim Messen des Flicheninhalts des Kreises und in der Geometrie
der Kérper beim Berechnen der Oberfliche und des Inhalts der Kugel.
Zu diesem Zweck muB man z B. im ersten Fall zeigen, dafl die
Grenze des Flicheninhalts beim eingeschriebenen oder umgeschriebenen
Vieleck das Produkt des Umfanges in die Hilfte des Radius ist, und
danach, weil augenscheinlich die Fliche des Kreises als dieselbe
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Grenze erscheint, endgiiltig daraus schlieBen, daf die Fliche des
Kreises das Produkt des Umfanges mit dem halben Radius ist, oder
des Radius mit dem halben Umfang.

Von der Methode der Grenzen spricht d’Alembert auch in
den Abhandlungen. Différentiel’) und Limite 5. In der zweiten Ab-
handlung, deren Hauptteil dem Abbé de la Chapelle?®) gehort, be-
mitht sich d’Alembert, dessen Definition der Grenzen klarer und
strenger zu machen. De la Chapelle gab folgende Definition: Fine
GroBe ist dann die Grenze einer anderen GroBe, wenn die zweite
der ersten niher als jede gegebene Grofle kommen kann, wie klein
der Abstand auch vorausgesetzt wiirde, dabei aber auf solche Weise,
daf die sich annidhernde GroBe niemals diejenige tibertreffe, der sie
sich nihert; die Differenz zwischen einer solchen GréBe und der
Grenze erscheint anf diese Weise absolut undefinierbar. D’Alembert
ergiinzt diese Definition dahin, daB die Grenze niemals zusammen-
fillt, oder niemals gleich wird mit derjenigen Grife, als deren
Grenze sie erscheint; dall sie jedoch, sich ihr immer mehr nidhernd,
sich von ihr so wenig als nur méglich unterscheiden kann. Der
Kreis z. B. ist die Grenze der eingeschriebenen und wmschriebenen
Vielecke, weil er niemals mit thnen zusammenfillt, obgleich dieselben
sich ihm bis zur Unendlichkeit nihern konnen. Danach, um an
einem Beispiel die Bedeutung dieser Bemerkung zur Beleuchtung
einiger mathematischen Sitze zu zeigen, verweilt er bei der Unter-
suchung des Ausdruckes der Summe der unendlich ahnehmenden geo-
metrischen Progression. Uberhaupt riumt d’Alembert der Theorie
der Grenzen wichtige Bedeutung ein, weil er in ihr die Grundlage
der wahren Metaphysik der Differentialrechnung sieht. In der Ab-
handlung Différentiel fithrt d’Alembert, sich des ersten der heiden
von de la Chapelle angefiihrten Grundsitze der Methode der Grenzen
bedienend, zugleich auch seinen Beweis an, in welchem er sich der
apagogischen Methode bedient. Dieser Satz und der ihm heigefiigte
Satz von de la Chapelle sind in seiner Schrift folgendermaBen dar-
gestellt: 1. Wenn jede von zwei GréBen die Grenze ein und derselben
GroBen darstellt, so sind diese GroBen einander gleich. 2. Wir nehmen
an, dal 4 >< B das Produkt zweier GréBen 4, B ist. Nehmen wir
ferner ‘an, daB C die Grenze der GroBe A, und D die Grenze der
GroBe B ist, so folgt weiter, dall das Produkt C>< D unbedingt die
Grenze von A > B, dem Produkt zweier Grifen A, B, sein wird.
Den Beweis dieser Sitze fiihrt der Verfasser nicht an, den Leser an

) Encyclopédie méthodique. Mathématiques I, p. 520—526. %} Ebenda
II, p. 309—310. %) Ebenda I, p. 521. ,
CA¥TOR, Geschichte der Mathematik IV. 29
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sein Werk ,Institutions de Géométrie® verweisend, um sich mit ithm
vertraut zu machen. Was jedoch den erwihnten Beweis d’Alem-
berts des ersten Satzes anbetrifft, so besteht er aus folgendem: Wir
nehmen an, daB Z und X die Grenzen ein und derselben Grife Y
sind, ich sage X = Z, denn wenn zwischen ilnen irgend eine Diffe-
renz V wire, so wire X = Z -+ V. Aber nach Voraussetzung kann
die GroPe Y sich beliebig an X nihern, d. h. die Differen
zwischen X und Y kann beliebig klein sein. Da jedoch Z sich von
X um die GroBe V unterscheidet, so folgt daraus, daf 1" sich nicht
mehr als bis zur Gréfe ¥V dem Z ndhern kann, und folglich ist 2
nicht die Grenze von Y, was der Voraussetzung widerspricht?).

Dem Abbé de la Chapelle gehort auch in der Encyclopédie
der Artikel iiber die Exhaustionsmethode an?). Er definiert sie als
Mittel zum Beweise der Gleichheit zweier Grofen, indem man auf-
deckt, daB ihre Differenz kleiner als jede darstellbare Grofie ist, und
ebenso beim Gebrauch der apagogischen Methode. Aus dem Grunde,
daB ungeachtet der Einfachheit des Prinzips der Exhaustionsmethode
deren Anwendung nicht selten die Beweise sehr lang und kompliziert
macht, schligt d’Alembert vor, sie durch das Prinzip des unend-
lich Kleinen zu ersetzen, indem er die vollige Identitdt der beiden
Prinzipien zeigt, von denen das zweite bloB der verkiivzte Ausdruck,
des ersten ist.

Um beim Verteilen des Materials strenger in der Reihenfolge
und dem System zu sein, sollte die Behandlung der Kugelfiiche zur
Geometrie der Flichen gerechnet werden. Gleichzeitig gibt d’Alem-
bert den Rat, die Theorie der Proportionen der Linien mittels des
geometrisch bewiesenen Satzes, daB hei vier proportionalen Linien
das Produkt der beiden #uBeren dem Produkt der beiden inneren
gleich 1ist, ebenfalls der Geometrie der Flichen niiher zu bringen.
Den Gebrauch der algebraischen Rechnung beim Beweis dieses
Satzes, ebenso wie auch in allen anderen Fillen findet d’Alembert
fir die Elemente der Geometrie vollstindig iiberfliissig, wegen der
volligen Unfihigkeit dieser Rechnung, in irgend einem MaBe bel
deren Darstellung zur Erleichterung beizutragen. Als ein sebr niitz-
liches, zur Entwicklung und Stirkung des Verstandes des Lernenden
dienendes Resultat der zu betrachtenden Ann#herung erscheint die
Beobachtung, wie zwei einzeln betrachtete Theorien im Beweise ver-
schiedener Sitze zusammentreffen, wie z. B. der Satz von dem Quadrate

der Hypotenuse.
Nachdem d’Alembert seinen Plan fiir die Elemente der Geo-

1 Encyel. méth. I, p. 521. % Ebenda I, p. 703—704.
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metrie dargelegt hat, bemerkt er, daB sowohl diese Darlegung als
auch die allgemeinen Erwigungen, die im Artike] Eléments des
Sciences nausgesprochen sind, alle beweisen, daB es nicht einen
Geometer gibt, von dem gesagt werden konne, daB er erhaben
tber die Aufgabe sei, die Elemente der Geometrie zu verfassen;
daB diese Zusammenstellung nur von einem Mathematiker ersten
Ranges gut verfaBt werden kann, und daB endlich diese Aufgabe der
Verfassung der bestmoglichen Elemente der Geometrie als wiirdig
solcher Krifte erscheine wie Descartes, Newton, Leibniz, Ber-
noulli und anderer. Als Gegensatz zu diesen idealen Forderungen
spricht d’Alembert folgende unerbittliche Kritik der traurigen
Gegenwart aus: Hs gibt womdglich keine einzige Wissenschaft in
der Gegenwart, von der Zukunft schon nicht zu reden, in der so
viele den Elementen gewidmete Arbeiten erschienen gind als in der
Geometrie. Und diese Werke sind groBtenteils von mittelméBigen
Mathematikern verfaBt, deren geometrische Kenntnisse nicht iber die
Grenzen des Inhalts ihrer Schriften gehen, und die deshalb absolut
nicht imstande sind, ihrem Gegenstande gerecht zn werden. Zu alle-
dem ist es motwendig, noch hinzuzufiigen, daB e bheinahe keinen
einzigen Autor der Elemente der Geometrie gibt, der in seinem Vor-
wort nicht mehr oder weniger schlecht spreche iiber seine Vorginger
in diesem Fache.

Die Bemerkungen, die dazu dienen, die Elemente der Geometrie
nach Mdoglichkeit zu vervollkommnen, treffen sich nicht nur in der
Darlegung des Planes derselben an, sondern auch im Schlufteil des
ihnen gewidmeten Aufsatzes, ebenso auch in einigen anderen Auf-
sitzen von d’Alembert, die sich in der Encyclopédie méthodique
befinden (z. B. ,Axiome”, »bourbe®).  Axiome sing vollstindig nutz-
los, sowohl fiir alle Wissenschaften im allgemeinen, als auch im
einzelnen fiir die Geometrie. Was fiir eine Notwendigkeit z. B. kann
in dem Axiom vom Ganzen und seinen Teilen sein, um zu sehen,
dafl die Hilfte einer Linie kleiner als die ganze Linie ist? Das Fest-
legen von Axiomen soll iiberhaupt nicht in den Elementen der Geo- .
metrie stattfinden. Vollig verboten soll auch die Auslegung yon
Definitionen werden, dieses besonders notwendigen Teiles. Definitionen.
sofort im Anfang anzufithren ohne besondere Art der Analyse be-
deutet nicht nyr gegen die gesunde Philosophie handeln, sondern
auch vollstindig entgegen dem natiirlichen Gang der Gedanken. Ist
es z. B. am Platze, direkt zu sagen: Die Fliche ist die Grenze eines
Kﬁrpers, der keine Dicke hat? Ist es nicht besser, -anfangs den
Kérper zu betrachten so wie er wirklich ist, und erst darnach zu

zeigen, wie man mit Hilfe einer Reihenfolge von Abstraktionen zur.
29%
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Vorstellung von einem Kdrper, als von einem riumlichen Gebilde,
und danaeh erst durch eine neue Reile von Abstraktionen zur auf-
einander folgenden Betrachtung von Oberfliche, Linie und Punkt
kann? FBndlich sind auch solche Fille anzutreffen, be-
sonders in vollen Kursen der Geometrie, bei welchen die De-
Anition eines Gegenstandes erst nach seiner Analyse gegeben werden
kann, 4. h. wenn sie als Resultat derselben erscheint. Die gerade
und die kramme Linie diirfen tiberhaupt nicht in den Elementen
definiert werden, hauptsichlich aus dem Grunde, weil ihre Begnffe
gar nicht auf noch einfachere Ideen zuriickgefiihrt werden lkénnen.
Das Streben zur Genauigkeit darf niemals zu einem Hasten nach
pseudoidealer Grenauigkeit werden. Den Raum z B. soll man als
solchen darstellen, wie ihn alle Menschen verstehen. Sich seinethalben
nach Beispiel der Sophisten Schwierigkeit erschaffen, ist vollstiindig
unniitz. Auch um nar gewdhnlich scheinende Genauigkeit zu er-
langen, soll man sich nicht grober unvollkommener physischer Formen
bedienen, zum Krsatz abstrakter mathematischer Hypothesen, wie
z. B. ein Zeitgenosse d’Alemberts zum Ersatze des Begriffes einer
geraden Linie sich der Vorstellung eines straff gespannten Fadens
bediente. '

, AuBer d’Alembert beschiftigten sich mit der Vervollkommnung
der Elemente der Geometrie auch viele andere Gelehrte, sowohl in
separaten Werken, als auch in Aufsitzen in Zeitschriften. Louis
Bertrandl) (1731—1812), in Genf geboren, war bis zur Revolution
Professor der Mathematik an der Akademie zu Genf, und vor diesem
Amte lebte er lingere Zeit in Berlin, wo er Mitglied der dortigen
Akademie der Wissenschaften geworden war. In den Sitzungen der-
solben verlas er einige von seinen mathematischen Arbeiten und von
den Mitgliedern stand er Euler am niichsten. In seinem fiir An-
fanger bestimmten Kursus der elementaren Mathematik, Développe-
ment nouveau de la partie élémentaire des mathématiques,
s toute son étendue®), macht er sie zum Hilfsgegen-

kommen

prise dan
stand fiir die Theorie des Kreises und der geraden Linie, als dem -

Hauptgebiet der Elemente der Mathematik. Den ganzen ersten Band®)
der Arithmetik und der Algebra bestimmend, widmet er den grofien
Teil!) des zweiten Bandes?) den Klementen der Geometrie, die er
ehenso wie d’Alembert in drei Teile teilt: der erste ,Von der ge-
raden Linie und Kreislinien“®), der zweite ,Vom Ausmessen der
Stiicke der Ebene, die von geraden Linien und Kreisen begrenzt sind“")

—

3 Pog gendorff, I, S. 171. %) 2 vol. Geneve 1778. 49, 5 1+XXXH
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und der dritte Teil, der siech mit dem Ausmessen krummer Flichen
und Korper beschiftigt, die vom Kreise und von der geraden TLinie
abhiingen'). Sieben Kapitel bilden den ersten Teil. Das erste handelt
von der Ilbene, von geraden Linien und von Winkeln; das zweite
von den Bedingungen, die die Dreiecke bestimmen; das dritte von
der Ahnlichkeit der Dreiecke und einiger ebener Figuren; das vierte
von der relativen Lage der Geraden und der Kreislinie, ebenso auch
von zwei Kreislinien; das fiinfte von der Losung von 19 Aufgaben
auf Grund der Prinzipien, die in den vorhergehenden Kapiteln dar-
gelegt sind; das sechste von den eingeschriebenen und umschriebenen
Vielecken und von der Rektifikation der Kreislinie und das siebente
yon der Kriimmung der Kurven und Kreislinien. Zwei Kapitel, die
den zweiten Teil bilden, enthalten folgendes: das erste die ebenen
geradlinigen Flichen, und das zweite den Flicheninhalt des Kreises
und seiner Teile. IEndlich von den sechs Kapiteln, die den dritten
Teil bilden, handelt das erste von der Begegnung der geraden Linien
und Ebenen; das zweite von den Korpern, reguliiren Kérpern und
von der Kugel; das dritte von den Prismen, Pyramiden, Kegeln und
Zylindern, ebenso auch von einigen Definitionen, die die Kugel be-
treffen; das vierte vom Ausmessen der Oberflichen der Zylinder, ge-
raden Kegel, der Kugel und ihrer Teile; das fiinfte von den Volumen
der Prismen, Pyra}_niden, Kegel, der Kugel und ihver Teile und das
sechste von der Ahnlichkeit der Korper. Besiiglich des zweiten
Teiles bemerkt Bertrand, daB man das Kapitel aus dem dritten
Teil von den krummen Oberfliichen, zu deren Ausmessung die Kennt-
nisse von den Kigenschaften des Kreises und der geraden Linie ge-
niigen, tibertragen konne. Mit demselben Rechte miifite man es aus
dem dritten Teil in den ersten ibertragen, der da handelt von der
Begegnung gerader Linien und Ebenen mit alle dem, was sich zur
Konstruktion regelméBiger Korper und den Abstinden ihrer Mittel-
punkte von den Seiten und Scheiteln der Ecken, ebenso auch den
Querschnitten der Prismen, Zylinder, Pyramiden usw. von Ebenen,
welche zu ihren Grundflichen parallel sind, bezieht. Er unternimmt
aber weder das eine, noch das andere, weil er dadurch mit der an-
erkannten Sitte in Widerspruch geraten wiirde, und welches vollstindig
dadurch gerechtfertigt ist, dal beide erste Teile nichts weiter ent-
halten, als die Ebene.

Die Tdee d’Alemberts von der gleichzeitigen Behandlung der
geraden Linie und der Kreislinie in dem ersten Teil der Elemente
der Greometrie finden wir im Buch von Bertrand vollkommen verwirk-

) 195—388 8.
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licht, besonders im ersten Kapitel. Was jedoch seine andere Idee an-
betrifft, nimlich die der Einteilung desselben ersten Teiles in zwei
Abteilungen, so ist sie vollkommen bloB in den ersten drei Kapiteln
anzutreffen, von denen die beiden ersten vollkommen der ersten Ab-
teilung angehdren, und das dritte der zweiten. In den nichsten drei
Kapiteln sind die heiden Abteilungen schon in gemischtem Zustand
vorhanden. So enthalten von den drei Teilen, die das vierte Kapitel
bilden, der erste Teil die Sitze von der relativen Lage der Geraden
und der Kreislinie und zweier Kreislinien, der zweite das Vermessen
der Winkel im Kreise, und der dritte die sich mit dem Kreise in
Beziehung befindenden proportionalen Linien. Ebenso auch in der
Sammlung der Aufgaben, welche das fiinfte Kapitel bilden, gehoren
die einen zur eimen Abteilung, die anderen zur anderen.

Das Bestreben, die- Elemente der Geometrie zu vervollkommuen,
welches das Werk Bertrands durchdringt, dubert sich vor allem in
den von ihm gegebenen Definitionen der Ebene und der ge-
raden Linie. Der Raum ist unendlich und homogen  oder mit
anderen Worten, ist sich selbst gleich zu jeder Zeit und an jedem Ort.
Und wirklich, wenn wir seiner Ausdehnung Grenzen angeben wollten, so
miiBten wir es auf seiner ganzen Ausdehnung tun, das wiirde aber
bedeuten, daB die angegebenen Grenzen ihn nicht begrenzen. Was
seine Homogenitiit anbetrifft, so #uBert sie sich darin, daB der Teil
des Raumes, der von einem Korper an irgend einer Stelle eingenommen
wird, sich in nichts unterscheidet von einem anderen Teil, welcher
von demselben Korper an einer beliebigen anderen Stelle eingenommen
wird; dazu ist hinzuzuftigen, da der Raum, welcher den Korper an
einer Stelle umgibt, derselbe ist wie der Raum, der denselben Kérper
an einer anderen Stelle umgibt. Aus diesem Begriff vom Raum folgt,
‘daB man sich den Raum in zwei solche Teile geteilt vorstellen kann,
von denen man nichts von dem einen sagen kann, was nicht auch von
dem anderen gesagt werden konnte, und daf ihre allgemeine Grenze
zu einem jeden von ihnen ein und dasselbe Verhiiltnis hat, mag man
sie im ganzen oder in ihren Teilen betrachten. Diese Grenze, die
den Raum in zwei Teile teilt, ist dasjenige, was man die Ebene
nennt. Die Ebene wie auch den Raum kann man sich in zwei solche
Teile geteilt vorstellen, von demen man nichts von einem sagen kann,
was nicht auch vom anderen gesagt werden konnte, und daB ihre
allg-emeine Grenze auBerdem zu einem jeden von ihnen ein und die-
selben Verhiltnisse hat, beliebig betrachtet im ganzen oder in seinen
Meilen. Diese Grenze, die die Ebene in zwei Teile teilt, ist das, was
man die gerade Linie nennt. Mit Hilfe dieser Definitionen beweist
Bertrand folgende Sitze von geraden Linien, die ohne sie nicht
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bewiesen werden konnen und deshalb gewshnlich als Axiome angenommen
werden: ,Aus einem Punkt der Ebene zum anderen kann man nur
eine gerade Linie fithren“ ,Zwei Punkte der Ebene bestimmen die
gerade Linie” ,Zwei sich auf einer Ebene schneidende Linien
schneiden sich nur in einem Punkte.” Spiiterhin werden dieselben
Satze anch auf eine andere Weise bewiesen mit Hilfe der von La-
place im Journal des séances de IFcole Normale gegebenen Definition
der geraden Linie.

Indem Bertrand im allgemeinen mit d’Alembert ziemlich
fibereinstimmt in der Beweisfiihrung von Sitzen, welche von Uber
giingen von den kommensurabelen GroBen zu den inkommensurabelen
und von den geraden Linien zu den krummen handeln, gibt er blof
einer groBeren Verbreitung der apagogischen Methode Platz. Br be-
dient sich dieser Methode in allen Sétzen nicht nur in der ersten
von den angegebenen zwei Gruppen, sondern auch in den beiden
der zweiten Gruppe, welche sich mit der Bestlmmung des Flichen-
inhalts des Kreises und der Oberflichen des Zylinders und des Kegels
beschiftigen, obwohl dank ihrer Eigenschaften er auch dabei nicht
ohne die Exhaustionsmethode auskommen kann. Der Exhaustions-
methode bedienen sich alle anderen Beweise der Sitze in der zweiten
Gruppe und ebenso auch der Satz von der Gleichheit der dreiseitigen
Pyramiden mit gleichen Grundflichen und Héhen.

Das Bestreben Bertrands zur groBtmoglichen Verkiirzung der
Anzahl einzelner Sitze tritt besonders stark in dem 5. Kapitel des
3. Meiles hervor, wo eine ganze Reihe von Stzen durch eine Reihe
entsprechender Aufdaben ersetzt erscheint, die in folgendem einen
Satze vereinigt sind: Es sollen ausgemessen werden das Prisma, die
Pyramide, die abgestumpfte Pyramide, der Zylinder, der Kegel, der
abgestumpfte Kegel, die Kugel, der Kugelsektor, das Kuuelseoment
das abgekiirzte Kuo‘elsegment Der Raummhalt der abgestumpften
Pyramide (bez. des abgestumpften Kegels) wird hier als Differenz
zwischen den Rauminhalten der vollen Pyramide (bez. des Kegels)
und der Ergiinzungspyramide (bez. des Ergiinzungskegels) gekenn-
zeichnet. Der Rauminhalt des Zylinders wird ausgemessen mit Hilfe
des Theorems: Das Verhiltnis der Zylinder zu den Prismen ist gleich
dem zusammengesetzten Verhiiltnis ihrer Hohen und Grundfiichen,
und das Ausmessen des Inhalts des Kegels und der Kugel wird auf
das Ausmessen des Inhalts des Zylinders zuriickgefiihrt,

Indem das Buch Bertrands in der zmweiten Hilfte des 18. Jahr-
hunderts als eines der inhaltsreichsten und tiefsinnigsten Werke in
der elementaren Mathematik im allgemeinen und der Geometrie im
besonderen erscheint, ist es trotz seiner geringen Verbreitung nicht
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ohne wesentliche Wirkung auf die nachfolgende Literatur in diesem
Fache geblieben, was aus der von Lacroix gerichteten Einladung
an diejenigen seiner Leser, welche sich in die Prinzipien der Ana-
lysis und der Elementargeometrie zu vertiefen wiinschen, zu ersehen
ist, sich an das Werk Bertrands zu wenden, welchem Lacroix
selbst viele wichtige Ideen verdankt.

AuBer den Dbetrachteten sind noch zwei Werke Bertrands mm
Druck erschienen: Rénouvellements périodiques des continents ter-
restres!) und Sur une question du calcul des probabilités?) Aus den
Memoiren, die er in der Berliner Akademie der Wissenschaften ver-
lesen hatte und die micht im Druck erschienen sind, ist bekannt
Sur le développement des puissances dun binome, dont les exposans
sont des fractions ou des nombres négatifs.

Aus den Schriften der zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts, die
den Elementen der Geometrie gewidmet sind, waren am allerver-
breitetsten, besonders wiihrend des ganzen nachfolgenden 19. Jahr-
hunderts, die Eléments de géométrie; par A. M. Legendre, die
Paris im Jahre 1794 erschienen waren. Iwm 19. Jahrhundert hatten
sie viele Ausgaben, in Frankreich und Belgien, und auBerdem
waren sie fast in alle europiische Sprachen fibersetzt worden. Die
Einkiinfte aus denselben waren so bedeutend, daB sie vollstindig
ihrem Autor die Existenz sicherten. Sie wiirden noch in emer
grofieren Anzahl von Exemplaren erschienen sein, wenn sie daran
nicht gehindert worden wiren durch die in groBer Anzahl erschie-
nenen Lehrbiicher, die nach ihnen in allen Sprachen zusammengestellt
waren und oft nur ihre Wiederholung darstellten. Ihr Verfasser,
Adrien Marie Legendre (1752—1833), von Geburt ein Pariser,
lernte in dem College Magzarin, wo er nach Beendigung der Huma-
nititsstudien die Vorlesungen tiber Mathematik des zu seiner Zeit
sehr bekannten Lehrers, des Abbé Marie, besuchte. Die Fihg-
keiten Legendres lenkten auf ihn die Aufmerksamkeit des Lehrers,
der zu seiner wissenschaftlichen Entwicklung viel hbeigetragen hat.
Die Resultate im Studium der Mathematik, die Legendre zu jener
Zeit erreicht hatte, #uferten sich in einzelnen Kapiteln, die er im
Auftrage seines Lehrers fiir dessen Werk Traité de mécanique aus
dem Jahre 1774 geschrieben hat. Indem sie zu den bemerkens-
wertesten des Buches gehorten, traten sie besonders im Kapitel von
den beschleunigenden Kriften in der Klarheit und Strenge der Dar-
stellung hervor, so daB sie den Beifall von Lagrange ernteten. So-
wohl in praktischer, als auch in wissenschaftlicher Beziehung war

) Hamburg 1799. 3 Mémoires présentés par divers Savans étrangers.

g
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wichtig seine Bekanntschaft mit d’Alembert, die er zu dieser Zeit
geschlossen hatte, und der ihn als Gelehrten richtig zu schitzen
wullte. Mit dem Beistand d’Alemberts gelang es ihm im Jahre
1715 eine Lehrstelle der Mathematik an der Pariser Kriegsschule zu
erhalten, welche er alsdann bis 1780 inne hatte. Durch diese Stel-
Iung in materieller Hinsicht gesichert, begann Legendre mit grofem
FleiBe die Werke bertthmter Geometer zu studieren, hauptsichlich
Eulers, der ihm seitdem als Muster in allen Arbeiten und Forschun-
gen diente. Als erstes wissenschaftliches Werk Legendres erschien
im Druock im Jahre 1782 und erhielt die volle Primie der Berliner
Akademic der Wissenschaften sein Memoire: Recherches sur la tra-
jectoire des projectiles dans les milieux résistants!) Nach diesem
Aufsatze folgte bald ein anderer mit dem Titel Sur Dattraction des
sphéroides homogenes®), der der Pariser Akademie der Wissenschaften
im Jahre 1783 vorgelegt’ wurde. Die giinstige Meinung, die La-
place von diesem Werke, welches ihm und d’Alembert zur Be-
urteilung iibergeben wurde, aussprach, veranlafte die Pariser Alka-
demie der Wissenschaften den Verfasser in demselben Jahre 1783
sum Adjunkten der Akademie zu emennen an Stelle von Laplace,
der den niichsten hoheren akademischen Grad erhielt, Im Jahre
1787 wurde Legendre zum Mitglied der Kommission ernannt, deren
Aufgabe es war, die geodiitischen Arbeiten zu verrichtén, um das
Pariser Observatorium und das Observatorium zu Greenwich in Zu-
sammenhang zu bringen. Sich mit der titigen Beteiligung an der
‘praktischen Seite dieser Operationen, welche aus tiglichen Beobach- -
tungen und logarithmischen Berechnungen bestanden, nicht begntigend,
trug Legendre auch zu deren Theorie viel bei. Als er bemerkte,
daB die Dreiecke auf der Erdoberfiiche, die zum Bau des geoditi-
schen Netzes gehorten, nicht als eben angesehen werden konnten, wie
es frither geschah, entdeckte er den wichtigen Satz, der unter dem
Namen des Legendreschen Theorems bekannt ist. In diesen seinen
Arbeiten filhrte er zum erstenmal in die Wissenschaft ein die Definition
der geoddtischen Linien, als den kiirzesten von allen, die auf einer
Oberfliche gezogen werden kinnen. Zum Studium dieses Gegenstandes
und im einzelnen zur Theorie der geoditischen Linien auf den Flichen
zweiter Ordnung kehrte er ofters zuriick nach mehr oder weniger be-
deutenden Zeitabschnitten. Sowohl diese als auch andere weniger
bedeutende Entdeckungen und Neuerungen waren im beriihmten Werke
A

) Berlin. *) Mémoires de mathématique et de physique, présentés 2

I'Académie Royale des Sciences par divers Savans, et lds dans ses Assemblées,
T. X, 1785.
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des Autors Sur les opérations trigonométriques, dont les résultats dé-
pendent de la figure dela terre®) dargestellt, zu der auch seine Suite
du caleul des triangles qui servent & déterminer la différence de lon-
gitude entre I'Observatoire de Paris et celui de Greenwich®) in un-
mittelbarer Beziehung stand. In seiner Teilnahme an den Arbeiten
der Kommission ging Legendre viel weiter als es verlangt wurde.
Er berechnete nicht nur alle Dreiecke, die sich in Frankreich be-
fanden, sondern auch die, welche das Ufer Englands mit Greenwich
verbanden. Um diesen letzten Teil seiner Arbeit auszufiihren, mufBte
er sich nach London begeben, wo er mit grofen Ehren emp-
fangen und sofort zum Mitglied der Royal Society ernannt wurde.
Dem Bericht iiber die praktischen Arbeiten Legendres und der anderen
Mitglieder der Kommission ist das Buch Exposé des opérations faites
en France en 1787 pour la jonction des observatoires de Paris et de
Greenwich par Cassini, Méchain et Legendre?®) gewidmet.

Im Jahre 1791 wurde Legendre zum Mitglied der Kommission
‘ernannt, welche zur Bestimmung der Grundlagen des neuen Systems
der MaBe und Gewichte gebildet wurde, und zur Berichtigung der
Ausmessung des Bogens des Meridians zwischen Diinkirchen und Bar-
celona, was mit ersterem in Zusammenhang stand. Nach Beendigung
der Arbeiten dieser Kommission horte die unmittelbare Teilnahme
Legendres beim Erschaffen des neunen Systems der MafBe und Ge-
‘wichte auf, bis zu seinem Eintritt in die internationale Kommission,
welche zur Berichtigung der Arbeiten auf diesem Gebiete bestimmt
* war. Er unterschrieb im Jahre 1799 den Bericht, welcher von der
Kommission der Akademie erstattet wurde, worauf diese endgiiltig
beschlofi, das metrische Mafisystem anzunehmen.

Auch nach Beendigung der praktischen geoditischen Arbeiten
setzte Legendre die Bearbeitung des theoretischen Teils der Geodisie
fort. So druckte er im Jahre 1798 sein Mémoire analytique pour la
détermination d’'un arc du méridien bei der Herausgabe des gleich-
namigen Werkes Delambres. In dem Memoire Analyse des triangles
tracés sur la surface d’un sphéroide*) veraligemeinerte er die von ihm
frither angegebenen Methoden und besprach im allgemeinen Uberblick
alle hauptsiichlichsten geoditischen Operationen.

Die Beschaftigung mit der Theorie der Anziehung fithrte Le-
gendre zur Himmelsmechanik und die geoditischen Arbeiten zur
Astronomie. Der ersten widmete er zwei Memoiren mit dem gemein-
samen Titel Sur la figure des plandtes®), in welchen er das Theorem

1) Histoire de I’Académie Royale des Sciences 1787, p. 352 et suiv.
?) Ebenda 1788, %) Paris 1791, 4°. % Mémoires de I'Institut 1806,

(5) Histoire de I'Académie des Sciences, 1784 et 1789.
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bewies, dafi, wenn die Figur einer fliissigen Masse sich wenig von
einer sphirischen unterscheidet, sie bloB ein Umdrehungsellipsoid sein
kann. Von den homogenen Spharoiden, fiir die der Satz im Jahre
1784 bewiesen wurde, erweiterte er ihn im Memoire des Jahres 1789
auf die ungleichartigen Sphiroide. Am SchluB dieses zweiten Me-
moires bestimmte er die Dichtigkeit der Erde, die er als fiinfmal die
Dichtigkeit des Meerwassers iibertreffend bhezeichnete.

Mit dem Verlassen der Pariser Kriegsschule horte die direkte
und indirekte Beteiligung Legendres am Unterricht der mathemati-
schen Wissenschaften nicht auf Nach dem Eroffnen der Pariser Nor-
malschule im Jahre 1795 wurde er, wenn auch nicht sofort, dort zum
Professor ernannt. Noch spiter wurde er dem Lehrpersonal der poly-
technischen Schule als Examinator einverleibt. Bei ErSffnung der
Universitit im Jahre 1809 wurde Legendre zum Ehrenrat ernannt
und noch spiter zum Mitglied der Kommission des 6ffentlichen Unter<
richts. Im Jahre 1812 trat Legendre an Stelle von Lagrange
ins Bureau des Longitudes ein.

Die Abfassung der Eléments de géométrie von Legendre
wurde durch das Bestreben, das Fach dieses Werkes zu vervoll-
kommnen, hervorgerufen. Wie das lange Vorwort zeigt, welches
geiner ersten Auflage vorausgeschickt ist, erkennt Legendre nur
einen von den zahlreichen und verschiedenen Vorwilrfen an, welche
den existievenden Lehrbiichern der Elementargeometrie gemacht werden,
nimlich den Mangel an Genauigkeit. Auf die Beseitigung dieses
Mangels konzentrierte er sein ganzes Bestreben, alles andere iiber-
sehend. Dieses Verhalten zu seiner Aufgabe blieb vor allem nicht
ohne Wirkung auf die Anordnung des Gegenstandes, welche in ihrer
Unordnung den zum Muster genommenen Elementen des Eulklid nicht
nachsteht. Im Buche von Legendre ist auch nicht die Spur von
der Sorge um die Harmonie und das System des Planes der Flemente
der Geometrie, die die soeben betrachteten Werke d’Alemberts und
Bertrands kennzeichnen, anzutreffen. Nicht nur, dall er den ganzen
(Gegenstand in Teile nicht teilt, er erwihnt auch dariiber nichts.
Dieser Gegenstand zerfallt bei ihm von selbst, seiner Natur gemiB,
in zwei Teile: die Geometrie der Ebene und die Geometrie des
Raumes. Ganz iuBerlich ist sein Werk in acht Biicher geteilt.
Das erste, ,Die Prinzipien“ betitelt, beginnt nach Beispiel der Ele-
nente des Euklid mit einer Sammlung von Definitionen und Axiomen,
zu denen der Verfasser noch die Frklarung der Ausdriicke und Zeichen
beifiigh. Weiter folgen die Betrachtungen der Eigenschaften der sich
schneidenden geraden Linien, der Gleichheit und der anderen Eigen-
sehaften der Dreiecke, der Eigenschaften der senkrechten, schiefen und
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parallelen Linien, und am Schlusse der Parallelogramme. Den Inhalt
des zweiten Buches bilden der Kreis und die Ausmessung der Winkel;
des dritten die Proportionalitit von Figuren; des vierten die regel-
mifigen Vielecke und das Ausmessen des Kreises; des fiinften die
Ebhenen und die korperlichen Winkel; des sechsten die Polyeder; des
siehenten die Kugel und die sphérischen Dreiecke und des achten
die drei runden Korper: der Zylinder, die Kugel und der Kegel. Den
SchluBteil des Buches unter dem Titel ,Notes sur les éléments de
géométrie” bilden cine Menge von Erginzungsartikeln. Die Unord-
nung und besonders, nach seinem eigenen Ausdruck, das ,Verwechseln
der Eigenschaften der Linien mit den Eigenschaften der Klichen*
gesteht er selbst ein, sich mit dem Beispiel des Euklid entschuldigend,
sowie mit der Behauptung, dafl eine Anordnung mnicht als schlecht
angesehen werden kann, wenn die einzelnen Sitze darin gut mitein-
ander verbunden sind.

Der von Euklid eingefiihrte Gebrauch, jedem Buch der Elemente
eine Sammlung der darin enthaltenen Definitionen vorauszuschicken,
wurde von Legendre nicht nur in seinem ersten Buche der Ele-
mente, wie oben angefiihrt, sondern auch in allen anderen beibehalten,
ungeachtet der strengen Verurteilung seitens der philosophischen
Kritik. Die Definitionen der Linie und der Fliche sind bei ihm die-
selben, wie bei Euklid. ,Die Linie ist eine Liinge ohne Breite. ,Die
Fliche ist das, was Linge und Breite hat, jedoch ohne Héhe oder
Dicke.* Die gerade Linie, die Ebene und der Winkel werden von
thm schon anders definiert. ,Die gerade Linie ist die kiirzeste Ent-
fernung von einem Punkte zu einem anderen” ,Die Ebene ist eine
solehe Fliche, auf der jede gerade Linie vollkommen aufliegt, welche
zweil beliebig auf dieser Fliche genommene Punkte verbindet.” ,,Wenn
zwei gerade Linien 4B und AC sich begegnen, so wird jede mebr
oder weniger bedeutende Grofe, um die sie gegenseitig voneinander
entfernt sind, der Winkel genanmt.”

Beim Beweise der Theoreme, die von dem Ubergang von den
kommensurabelen Grofen zu den inkommensurabelen handeln, be-
dient sich Legendre der apagogischen Methode, zeigend, daB das
eine der beiden Verhiiltnisse, deren (leichheit zu beweisen ist, weder
grofer noch kleiner sein kann, als das andere.

Beim Beweise der Sitze, die vom Ubergang von den geraden
Linien zu den krummen handeln, gebraucht Legendre die von Archl-
medes angegebene Form der Exhaustionsmethode in etwas verin-
dertem Zustande. Die wenig bedeutende Anderung dieser Form, die
er sich erlaubt, bestand im Giebrauch der zwei folgenden Hilfssiitze:

Wenn die Fliche eines Kreises grofer ist, als irgend eine andere
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Fliche, so kann in diesen Kreis immer ein regelmiifiges Vieleck ein-
geschrieben werden, dessen Fliche ebenfalls groBer sein wird als die
gegebene Fliche. Wenn die Fliche eines Kreises kleiner ist, als
irgend cine andere Fliche, so kann man diesem Kreis immer ein
regelmiiBiges Vieleck umschreiben, dessen Fliche ebenfalls kleiner sein
wird als die genannte Fliche. Anstatt diese beiden Hilfssétze einzeln
zu entwickeln, fithrt Liegendre in seinem Buche folgenden sie zu-
sammenfassenden Hilfssatz an: Wenn zwel konzentrische Kreise ge-
geben sind, kann man immer in den groBeren von ihnen ein regel-
miiBiges Vieleck einschreiben, ohne daB seine Seiten den Xkleineren
schneiden, ebenso kann man auch um den kleineren Kreis ein regel-
miBiges Vieleck umschreiben, dessen Seiten den gréferen Kreis nicht
schneiden; auf diese Weise werden im einen sowohl wie im anderen
Falle die Seiten des konstruierten Vielecks zwischen den heiden
Kreisen eingeschlossen sein. Dieser Hilfssatz sowohl als dessen scharf-
sinnige Benutzung in der Exhaustionsmethode stellen nicht die Er-
findung von Legendre dar. TEr befindet sich im 16. Satze des
12. Buches der Elemente des Euklid, und dessen erste Benutzung in
der Exhaustionsmethode gehort Maurolycus an, wie aus der Aus-
gabe seiner Ubersetzung der Werke des Archimedes zu ersehen ist.!)

In seinem Vorwort sagt Legendre, daf er im Anfang, an Stelle
der Exhaustionsmethode, oder, nach seinen Worten, der Methode des
Archimedes, die Methode der Grenzen anwenden wollte, weil sie als
vorziigliche Vorbereitung zur Erlernung der Differentialrechnung er-
scheine. Spiter aber liel er dies Vorhaben fallen, weil in die Theorie
der Grenzen einige allgemeine Anfangsgriinde, die eher den Gregen-
stand der Algebra, als der Geometrie bilden, hineingehéren, und weil
sweitens die Anwendung dieser Theorie zum Besprechen einer unend-
lichen’ Reihe von eingeschriebenen und umschriebenen Figuren fiihrt,
was Liinge der Auseinandersetzung und verschiedene Schwieriglkeiten
nach sich zieht. KEs ist tibrigens zu bemerken, daB der erste dieser
Griinde mit der Aussage des Verfassers in demselben Vorwort, daf
er beim Leser seines Buches Kenntnisse der Arithmetik, und wenigstens
des anfiinglichen Teils der Algebra, voraussetzt, im Widerspruch steht.

Aus den Neuerungen, die Legendre in den Elementen der Geo-
metrie gemacht hat, ist das Heranziehen des Prinzips der Sym-
metrie in die Zahl der Prinzipien der Elementargeometrie hervor-
zuheben. Die direkte Anwendung dieses Prinzips finden wir bei ihm

1 Admirandi Archimedis Syracusani monumenta omnia mathematica quae
extant, ex traditione D. Franc. Maurolici, etc. Panormi 1685, in-fol,, p. 5

eb sulv.
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dort, wo zum Beweise der Gleichheit das Prinzip der Kongruenz sich
als unzulinglich erweist, némlich beim Betrachten der Korper. Er
nennt zwei solehe Polyeder symmetrisch,!) von denen bel gemein-
schaftlicher Basis der eine unter und der andere iiber dieser Basis
konstruiert sind, bei der Bedingung, daB die Scheitel der homologen
korperlichen Winkel auf gleicher Entfernung von der Grundfiiche
und auf dem Perpendikel zur selben Grundfliche gelegen sind. Diese
Definition erklirt er am DBeispiel zweier Pyramiden S4B C und
TABC, die elne gemeinschaft-

- liche Basis 4BC haben und

deren Spitzen S und 7' auf dem

Perpendikel S7° zur sclben

Basis gelegen sind, wobei der

C
A Perpendikel sich im Schnitt-
o 7] T punkt O mit der Basis in zwei
Fig. 6. gleiche Teile teilt. Nachdem er

: alsdann im II. Satz des sechsten
Buches bewiesen hat, daB jedes Polyeder nur ein symmetrisches
Polyeder haben kann, fiihrt er in die Elemente der Geometrie eine
neue Art von Gleichheit ein, die manches Mal die Gleichheif von
Korpern durch Symmetrie genannt wird. Sie ist im folgenden Satz
erhalten: Wenn zwei Korper ¢ und b symmetrisch dem dritten ¢ sind,
so sind sie kongruent.

Das Einschlagen des Weges, der ihn zu dieser Neuerung fihrte,
verdankt er Robert Simson, welcher in seinen ,Kritischen und
geometrischen Bemerkungen® zu seiner Ausgabe der Elemente des
Euklid?), als erster auf die 9. und 10. Definitionen im XI. Buche der
Elemente des FKuklid hinwies (die Definition #hnlicher Korper; die
Definition gleicher und #hnlicher Korper), als auf solche, die nicht
als Definitionen angesehen werden konnen und deshalb als Theoreme
bewiesen werden miissen. Die Richtigkeit dieser Bemerkung an-
erkennend, und zu gleicher Zeit diese Definitionen in die Zahl der
Theoreme wnicht einfilhrend, mufte Legendre, ebenso wie Robert
Simson, zum Auffinden neuer Beweise zu solchen Theoremen sich
anschicken, die Euklid auf die oben erwihnten Definitionen griindete.
Dabei muBte auf den 28. Satz des XI. Buches der Elemente des
Fuklid acht gegeben werden, der aus dem Theorem iber die Teilung
eines Parallelepipedons in zwei gleiche Teile bestand. Robert
Simson betrachtete diesen Satz als Folge des von ihmn vorher be-

1 8. livre VI, XVL définition. % The Elements of Euclid by Robert
Simson, p. 388sqq.
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wiesenen Theorems: die #»-seitigen Prismen, welche von gleichen,
dhnlichen und entsprechend gelegenen Seiten begrenzt sind, sind
einander gleich. Was jedoch Legendre anbetrifft, so beweist er in
seinen Klementen vor diesem Satz folgendes Theorem?): eine Ebene,
welche durch zwei entgegengesetzte und parallele Kanten geht, teilt
das Parallelepipedon in zwei dreiseitige, einander symmetrische Prismen.
Diesen Satz selbst jedoch fait er in Form eines Theorems zusammen?):
zwei symmetrische dreiseitige Prismen, in die ein Parallelepipedon
sich teilen 14Bt, sind volumengleich.

Aus allem Gesagten tiber die Elemente von Legendre folgt, daB
sie durchaus den Forderungen der Zeit, die die philosophische Kritik
stellte, nicht entsprachen. Indem sie sich als Vorbild Euklid und
Archimedes nahmen, hauptsichlich den ersteren, teilten sie mit ihm
auch alle seine Mingel. Wie soll man aber in diesem Fall ihren
kolossalen Erfolg erkliren? Die Erklirung dazu finden wir teils in
einigen Bedingungen jener Epoche, hauptsachhch aber im Vorhanden-
sein wirklicher wichtiger Verdienste neben den Méngeln. Aus den
Bedingungen der Epoche, die zum Erfolg des Buches von Legendre
peitrugen und hauptsiichiich im Anfano', sind folgende aufzuweisen:
Die Anforderungen seitens der philosophischen Kritik in bezug auf
Elemente der Geometrie wurden lange micht von allen 7 eltgenossen
gestellt. Viele von ihnen, wie wir es schon frilher gesehen, hielten
es als unbedingte Pflicht der Autoren solcher Werke, die den hlementen
der Greometrie gewidmet waren, den Werken der alten Griechen als
Vorbildern zu folgen. Was die erwihnten Verdienste des Buches von
Legendre anbetrifft, &uferten sie sich in der bemerkenswerten Klar-
heit der Darstellung und der vom Autor erreichten auBerordentlichen
Genauigkeit. Zum Hrfolg des Buches von Legendre trugen auch
viel die beigefiigten Noten bei, von denen viele sogar in Bezichung
gur Wissenschaft sich als Wertvoll erwiesen. Mit einigen von ihnen
werden wir noch spiterhin zu tun haben.

Obwohl Legendre im Zusammenstellen der Elemente der
Geometrie nicht auf der Hohe derjenigen Forderungen der zeitgemiBen
Wissenschaft stand, die die voranschreitenden Kriifte der Wissenschaft
ihnen stellten, mufite er dennoch Kind seiner Zeit bleiben. Und
wirklich war er nicht imstande, die Methode der alten Griechen in
der Elementargeometrie in ihrem reinen Zustand vollstindig frei von
‘dem Einflul der arithmetisch-algebraischen Richtung wiederherzu-
stellen. Schon die Forderung der arithmetischen und algebraischen
Kenntnisse, die er den Lesern seines Buches stellt, beweist seine

3 Der 6. Satz des VI. Buches. % Der 8. Satz desselben Buches.
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Absicht, die Darstellung der Elemente der Geometrie von den arith-
metischen Prozessen der neuesten Analysis abhingig zu machen, Diese
Absicht wurde auch von ihm in vollem MaBe ausgefiihrt, Uberall in
seinem Buche setzte er die geometrische GroBe, als durch eine Zahl
ersetzt, voraus. In seiner Darstellung spricht er z. B. vom Produkt
der Linien oder vom Produlkt der Linien und Flichen. In den
Beweisen, welche die Anwendung der Proportionen fordern, wendet
er zur Proportion der Linien direkt arithmetische Theoreme an, die
nur fiir die Proportion der rationalen Zahlen bewiesen sind. Auf
diese Weise erscheint d’Alembert, dieser beste Darsteller der den
Elementen der Geometrie gestellten zeitgemiBen Forderungen in der
von ihm ausgesprochenen Ansicht tiber die Unniitzlichkeit der Algebra
fir die Beweise in dem Gebiet der Elementargeometrie, als dem
wahren Verstindnis des Geistes der altgriechischen Methoden der
Geometrie viel niher stehend, als Legendre, der sich die genaue
Befolgung dieser Methoden als Ziel setzte. -

Von den Lehrbiichern der Elementargeometrie in der zweiten
Hilfte des 18. Jahrhunderts stand seiner Verbreitung nach neben den
,Eléments de géométrie” von Legendre ein gleichnamiges Lehrbuch,
dessen Autor Sylvestre Francois Lacroix?) (1765—1843) war,
ein Pariser von Geburt. Sein ganzes Leben war dem Unterricht der
Mathematik gewidmet, was er als Professor an der Marineschule zu
Rochefort seit 1782, an der Kriegsschule in Paris seit 1787 und an
der Artillerieschule zu Besangon seit 1788, als Examinator der Aspi-
ranten und Zoglinge des Artilleriekorps vom Jahre 1793, als Adjunkt-
professor der beschreibenden Geometrie an der Normalschule, als Pro-
fessor der Mathematik an der Zentralschule der vier Nationen, als
Professor der Analysis an der Polytechnischen Schule vom Jahre 1799,
als Professor der transzendenten Mathematik bei der Fakultit der
Wissenschaften und seit 1815 auch am College de France durch-
fiihrte,. AuBerdem war er vom Jahre 1794 an Vorsitzender des Bureaus
der Kommission zur Reorganisation des éffentlichen Unterrichts. Seine
literarische Titigkeit war ebenfalls beinahe ausschlieflich dem Unter-
richt der Mathematik gewidmet. Diese Richtung zu veréindern zu-
gunsten der Ausarbeitung speziell wissenschaftlicher Fragen erwies
sich selbst Lacroix, dessen Ernennung zum Mitglied der Akademie
im Jahre 1799 erfolgte, nicht imstande. Seine wissenschaftliche Titig-
keit als Mitglied dieser Anstalt kennzeichnete sich beinahe ausschlieB-
lich durch Berichte iiber Werke, die ihm zum Durchsehen von der

B Poggendorff, 1, 8. 1340. Cantor, Vorlesungen tiiber Geschichte der
Mathematik, III% 8. 506. .
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Klasse der Wissenschaften vorgelegt wurden, spiter gemannt , Die
Akademie der Wissenschaften.

Die Bestimmung als Elementarlehrbiicher hatten folgende Werke
von Lacroix: ,Essais sur les plans et les surfaces“!);  TIntroduction
a la géographie mathématique et eritique et a la géographie phy-
sique“®); ,Essais de géométrie sur les plans et les surfaces courbes“?);
,Iraité élémentaire du caleul des probabilités“);  Manuel d’arpen-
tage“®); | Introduction & la connaissance de la sphere“.®) Die erste
und dritte dieser Schriften und ebenso auch das ,Complément des
Flémens de Géométrie ou Klémens de Géométrie descriptive™) haben
als erste ihren Gegenstand, die darstellende Geometrie, allgemein zu-
ginglich gemacht und zu diesem Zweck ihrve Prinzipien entwickelt.
Der Popularisierung seines Gegenstandes waren auch das vierte Werk
und die Artikel im ,Dictionnaire des sciences naturelles wnd ,Bio-
gmphie universelle“ gewidmet. 11_1 der letzteren ist besonders be-
merkenswert der Artikel @ber Euklid, welcher eine wertvolle Analyse
geiner Elemente enthiilt.

Das umfangreiche Werk Lacroix’ in der lehrenden Literatur
war der am Anfang in sigben Bénden erschienene »Oours de Mathé-
matiques @ Vusage de I'Hcole centrale des Quatre-Nations” in den
Jahren 1796—1799. Die einzelnen Uberschriften jedes Bandes dieses
Werkes waren: ,Traité élémentaire d’Arithmétique”;  Klémens d’Al-
gébre“i ”Ellén.lens de Géométrie”; | Traité élémentaire de Trigono-
métrie recti-ligne et sphérique,, et dapplication de UAlgebre & la
Gréométrie”; ,,Complément d}es Elémens d'Algebre”; »Oomplément des
Flémens de Géométrie, ou Elémens de Géométrie descriptives | Traité
glémentaire de Calcul différentiel et de Calcul intégral®. Von der
franzosischen Regierung als Leitfaden in den Lyzeen und mittleren
Lehranstalten angenommen, bekam es sofort nach seinem Erscheinen
eine sehr groBe Verbreitung, die sogar in der neuesten Zeit nicht ein-
gebiiBt ist, was aus semner finfundzwanzigsten Ausgabe im Jahre 1897
su ersehen ist. s erschienen im Druck auch dessen Ubersetzungen
in andere Sprachen, wie zum Beispiel in die deutseche, russische
und polnische. Die ausfiihrliche Kritik seines Werkes und den Be-
richt tiber die gemachten Vervollkommnungen in den Elementen der
Mathematik gab Lacroix sechs Jahre nach dem FErscheinen des
letzten Bandes in der Schrift ,Hssais sur l'enseignement en général,
et sur celul des mathématiques en particulier“®), wo ihnen der § III

1 1 vol. 8° Paris 1795. *) 8%, Paris 1811. %) Paris 1819. 4y 8%,
Paris 1816. 5) 12° Paris 1825. % 189 Paris 1832. " 8% Paris 1796.
8) Paris 1805, 8° 398 8.

CANTOR, Geschichte der Mathematik IV, 23
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in der zweiten Abteilung, ,Analyse du Cours glémentaire de Mathé-
matiques pures & l'usage de PEcole Centrale des Quatre-Nations“!) be-
titelt, gewidmet ist. Zur groflen Verbreitung der Lehrbiicher Lacroix’
trug die Art der Darstellung bei, welche sich durch Klarheit, Ge-
nauigkeit und Einfachheit auszeichnete,

In dem elementargeometrischen Teile des Kursus von Lacroix,
welcher dem angenommenen Plan des Autors gemil verfalt ist,
woriiber er sich iibrigens in seinem Bericht wenig aufhilt, wird die
Elementargeometrie in zwei Teile geteilt, welche nicht mit besonderen
Tiberschriften versehen sind. Die Ubersicht ihres Inhalts jedoch zeigt
klar, daB der erste Teil die Elementargeometrie der Hbene genannt
werden soll, und der zweite die Elementargeometrie des Raumes. Mit
der Einfihrung dieser Einteilung der Elemente der Greometrie wich
Lacroix der Unfolgerichtigkeit aus, in die Bertrand verfiel, indem
er die Binteilung d’Alemberts annahm und zu gleicher Zeit es nicht
wagte, aus dem zmweiten Teil eine richtige Geometrie der Flichen zu
machen. Seinen ersten Teil verteilt er folgendermafien: die erste Ab-
teilung ,,Von den Eigenschaften der geraden Linien und der Kreis-
linien® und die zweite ,Von dem Flacheninhalt des Vielecks und des
Kreises®. Die zweite Abteilung hat keine Unterabteilungen. In der ersten
befinden sich folgende Artikel: ,Definitionen und vorliufige Begriffe;
,Von senkrechten und schiefen Linien“; ,Theorie der parallelen
Linien®; ,Von den Vielecken®; ,Von der Geraden und der Kreislinie®;
,Von den eingeschriebenen und umschriebenen Vielecken®, Die An-
sichten d4’Alemberts iiber die gleichzeitige Betrachtung der geraden
Linie und der Kreislinie und iiber die Unterabteilung der ersten Ab-
teilung des ersten Teiles in zwei Hilften werden bei Lacroix iber-
haupt nicht verwirklicht. Uber den zweiten Teil endlich geniligh s
zu bemerken, daB er ebenfalls in zwei Hilften geteilt ist, von denen
die erste betitelt ist ,,ﬁber Ebenen und Kérper, die von lbenen be-
grenzt sind“ und aus den Artikeln besteht: ,Uber Ebenen und Gerade”;
,Uber durch Ebenen begrenzte Korper?; ,Uber das Ausmessen des
Rauminhalts® und die zweite Hilfte unter dem Titel ,Von den runden
Korpern® aufer dem Artikel gleichen Namens noch den Artikel ,Uber
die Vergleichung runder K&rper® enthilt.

Der Bericht von Lacroix iiber den angemommenen Plan der
Flemente der Geometrie ist sehr kurz und bezieht sich hauptsichlich
ouf die Geometrie der Linien. An den Anfang der letzten setzt er die
Betrachtung der geraden Linien beziiglich der Vergleichung ihrer
Langen und erst danach schreitet er zur Betrachtung ihrer relativen

Y p. 254—390.
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Lage. In diesem zweiten Teil seiner Darstellung der Geometrie der
Linien vereinigt er vor allem alle Siitze, die tiber die Ahnlichkeit und
Gleichheit der Dreiecke handeln, aus dem Grunde, dafl die Dreiecke
als Blemente aller andern Figuren erscheinen und auBerdem am ein-
fachsten dic Lage der Punkte und Linien auf den Ebenen bestimmen.
Danach geht er zur Ahnlichkeit wnd Gleichheit der Polygone iiber,
und zum Schiuf der Abteilung setzt er die Artikel iiber den Kreis
und die in Verbindung mit ihm stehenden geraden Linien. Aus der
Verteilung der Sitze m der ersten Abteilung der Elementa,rgeometrie
kann man leicht den SchluB ziehen iiber ihre Verteilung in den andern
Abteilungen, die dem Ausmessen der Fl'zicheninhalte, den Ebenen und
den FEigenschaften der Kérper gewidmet sind, mit Hilfe der zwischen
allen diesen Teilen existierenden Analogie, deren A11Wendung im Unter-
richt Lacroix grofles Gewicht beilegt, als Mittel das Geddchtnis und
die Gewohnheit zur Verallgemeinerung der Ideen des Lernenden zu
shirken. Wenn die Analogie beim Beweise einiger Sitze nicht durch-
gefithrt werden kann, wie es manchmal vorkommt, so muf sie dennoch,
:venn guch nur im Verteilen der Sitze und in der Avt der Darstel-
lung aqufrechterhalten We.rden. Aus den Sitzen der Elementargeometrie
gehdren, nfhch der Meinung von Lacroix, bloB zwei Arten von
Siitzen in die Elemente der Geometrie, erstens die zum Verstindnis
des Ganges des Denkens erforderlichen Sitze, beim Betrachten der
Figuren mit Hilfe der synthetischen Methode, und zweitens solche,
die aus praktischen Operationen der Geometrie folgen, wie zum Bei-
spiel das Reillen, Vermessen usw. Was tibrigens die Siitze der zweiten
Art anbetrifft, findet es Lacroix fiir notwendig zu bemerken, daf aus
ibnen nur solche gewdhlt werden sollen, die als wirklich bequem und
anwendbar anerkannt werden kénnen. Seinen Plan der Elemente der
Geometrie hiilt Lacroix auf Grund seiner langjihrigen pidagogischen
Erfahrung fiir natiirlich und streng,

Da er im Worte  die gerade Linie“ den direkten Ausdruck der
unmittelbaren Resultate der Titigkeit der Gefiihle sieht, niéimlich der
Vorstellung des kiirzesten Weges, der zu verfolgen ist, um von einem
Punkf zom andern zu gelangen, fithrt Lacroix die Definition der
geraden Linie auf den Ausdruck dieser einzigen Figenschaft zuriick.
Die Definition des Begriffs in diesem Falle erhiilt er auf diese Weise
mit der Definition der Bedeutung des Wortes, welche in folgendem
Satze enthalten ist: der kiirzeste Abstand zwischen zwei Punkten wird
die gerade Linie genannt, Indem er die Amnsicht iiber die Punkte,
Linien und Fldchen, als abstrakte Begriffe, die auferhalb uns selbst
keine Objekte haben, vernemnt, findet er, daB sie wirklich existieren,
wenn sie auch, getrennt vom Korper, dem sie angehéren, nicht ge-
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dacht werden komnen. Jeder Kdrper mupf in Wirklichkeit abgegrenzt
sein, sonst wird er sich vom unendlichen Raume nicht unterscheiden.
Solche Grenzen sind eben die Fliichen, die ihrerseits wieder als Grenzen
die Linien haben, und diese letzten — die Punkte. Alle diese Grenzen
existieren nicht nur in Wirklichkeit, sondern stehen auch gerade
anseren Sinnen, vor, weil diese ohne ihre Hilfe keme Figuren der
Korper kennen wiirden. Von der Darlegung dieser Ansichten mub
auch die Darlegung der Elemente der Geometrie anfangen. Lacroix
filhrt es auch wirklich in seinem Lehrbuche durch, indem er seinem
orsten Teil die der oben genannten Auslegung gewidmete Stelle voran-
schickt, namlich den ,Haupthegriff der Ausdehnung®.

Alle Axiome in Form einer Sammlung an den Anfang der Klemente
qu setzen, findet Lacroix mnutzlos, sogar licherlich, weil ihrer
Natur nach sich keine Hindernisse in den Weg stellen kénnen, sich
‘hrer bei Beweisen dort zu bedienen, wo es als motwendig erscheint.
Als Definition, die besonderer Aufmerksamkeit wert ist infolge ihrer
volligen Unzulinglichkeit bei Euklid und die itherhaupt ernste Schwie-
rigkeiten bietet, findet Lacroix die Definition des Winkels. Um diese
zu umgehen, schligt er sogar vor, iiherhaupt keine Definition zu
geben, sondern sich mit der Bekanntmachung mit dem Winkel oder
direkt durch den Gegenstand selbst zu begniigen. In seinem Lehr-
buche fithrt er dieses jedoch nicht durch und begniigh sich, nach
seinen eigenen Worben, mit der ungeniigenden Definition des Winkels,
als eines unbestimmten Raumes, eingeschlossen von zwei geraden
Linien, die sich in irgend einem Punkte treffen, und die man sich als
beliebig verlingert vorstellen kann. Derselben Definition bedient sich
anch Bertrand, jedoch in folgendem viel genauerem Satze: Ein
Winkel ist der Teil einer ebenen Fliche, eingeschlossen von zwel
geraden sich schneidenden Linien, die im Punkte ihrer Begegnung
endigen.

VerhiltnismiBig viel Platz, wie es eigentlich auch sein soll,
widmet Lacroix in seinem Berichte dem in verschiedenen Teilen der
Elemente der Geometrie sich antreffenden Ubergang vom Endlichen
zum Unendlichen. Solcher Fille, die denselben augenscheinlich oder
nichtaugenscheinlich darstellen, existieren drei: 1. der Ubergang vom
Kommensurabelen zum Inkommensurabelen, der in der Theorie der
proportionalen Linien gemacht wird; 2. der Ubergang von geraden
Linien zu krummen, der beim Ausmessen des Kreises und der runden
Korper vorkommt; 3. das Auftreten der Gleichheit des Rauminhaltes
von Kérpern in Fillen, wo das Prinzip der Kongruenz unanwendbar
jst, was als Iolge davon erscheint, daB der Korper eine Grobe von
drei Dimensionen ist. Als einfachstes Mittel in solchen Fillen, dieser
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Betrachtung vom Unendlichen anszuwelchen, bezeichnet Lacroix die
Grenzen. Dle beim Gebrauch dieses Mlttels angewandten Prinzipien,
als gemeingiiltig fiir Sitze dieser Art, miissen getrennt von ihnen und
unabhingig von den Linien dargestellt werden, als Prinzipien, die
nicht nur auf GréBen, die in den Elementen der Geometrie betrachbet
werden, anwendbar sind, sondern auch anf andere GroBen. Dank
diesen Folgerungen stellt Liacroix die erwihnten Prinzipien in fol-
genden Formen dar: 1. Wenn bewiesen werden kann, daf die Diffe-
renz zweler unverdnderlicher Grofen kleiner ist, als jede gegebene
Grofe, wie klein sie auch wire, so folgt daraus, daB die beiden ersten
GroBen einander gleich sind. 2. Wenn von drei GriRen eime sich
verindernde und dqbel immer grofere, als die beiden anderen, die
mmverdnderlich bleiben, sich gleichzeitig einer jeden von ihnen nihern
Jann, go nahe wie nur wiinschenswert, so sind die beiden unverinder-
lichen GroBen einander gleich. Indem er diese beiden Theoreme als
Ausdruck, wenn auch nicht als offenbaren, der ersten Griinde der
Grenzmethode ansieht und die angenommene Form des zweiten sich
suschreibt, spricht er die Ub@l‘Z@UO‘uHO‘ aus, dal} diese letzte besonders
die Bigenschaft besitzt, alle ihrer bedurftlo'e Beweise zu vereinfachen,
pedeutend zu verkiirzen vnd sie symmetrischer zu machen, In seinen
Tlementen der Geometrie setzt er das erste Theorem an den Anfang
des Artikels tiber die Rektifikation des Kreises und das zweite an
den Anfang des Artikels vom Ausmessen des Flacheninhaltes des
Kreises. Zu zeigen, daB je mehr sich die geradlinigen Figuren den
krummlinigen néhern, sich auch das MaB der ersten dem MaBe der
gweiten nihert — das sei die Hauptsache, auf die nach Lacroix’
Meinung die Aufmerksamkeit gerichtet werden mul}, bei Anwendung
djeser beiden Theoreme zum Ubero ang von geraden Linien zu krummen.
Als Brfindung kann hier blof dle Methode der Anniherung angeschen
werden, die am Ende mit Hilfe der Induktion dje gesuchte strenge
Bedeutung der betrachteten Grifie offenbart.

Lacroix gibt den Rat, die apagogische Methode mur zum Be-
weis der einfachsten Sitze anzuwenden. In allen komplizierten Fillen
jedoch muB man seiner Meinung nach dieser Methode ausweichen,
weﬂ sie den Verstand tiberzeugt, ihn jedoch nicht erlenchtet. 7Zu
diesen Ansichten und ebenso auch zur oben angefithrten Uberzeugung
yon der Moglichkeit, die Methode der Grenzen in allen Fallen des Uber-
gangs vom Dndhehen zum Unendlichen anzuwenden, gelangte La-
croix augenscheinlich nach dem Erscheinen der ersten Ausgaben
seiner Elemente der Geometrie. In ihnen benutste er wirklich beim
Beweise der Sitze, die vom Ubergang von den kommersurabelen zu
inkommensurabelen Gréfen handeln, in ﬁbereinaﬁimmung mit d’Alem-
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bert und Bertrand die apagogische Methode. Von diesem
anfinglichen, von ihm gewihlten Wege zugunsten seiner er-
wihnten Uberzeugung abzugehen, findet er {ibrigens auch In
allen folgenden Ausgaben seiner Elemente der Geometrie nicht
fiir notig.

Dem Bestreben zur Verminderung der Anzahl der einzelnen Sitze,
das so klar bei Bertrand ausgedriickt ist, bleibt auch Lacroix nicht
fremd. Als AnlaB dazu dient ihm die Erwigung, dab es nbtig sei,
die Ausfiibrlichkeit zugunsten der Forderungen der Wissenschaft an
den Unterricht, die sich infolge des Iortschritts immer vergrofern,
zu opfern und zugleich das existierende Verhiiltnis zwischen dem Um-
fang und der gegebenen Zeit des Unterrichts aufrecht zu erhalten.
Als die bemerkbarste Folge des betrachteten Bestrebens in den Ele-
menten der Geometrie von Lacroix erscheint das Auslassen des
Satzes iiber das Zerlegen des Rauminhaltes der abgestumpften Py-
ramide und ebenso auch des abgestumpften Kegels. Indem er vor-
schliigt, in Beziehung auf diese Sitze dem von Bertrand eingesehla-
genen Weg zu folgen, bemerkt Lacroix in seinem Bericht, daB aus der
Auslassung der eigenartigen Art des Beweises dieser Sitze keine Un-
bequemlichkeit entstehen kann, weil dieselbe Art der Beweisfithrung
auch beim Beweise des Theorems tiber das Zerlegen des abgestumpften
dreiseitigen Prismas angewandt wird, welches niemals ausgelassen
werden darf.

Zum Schluf seiner Bemerkungen vom Ubergang vom Endlichen
sum Unendlichen in den Elementen der Geometrie bleibt Lacroix
bei der Darstellung der Bedeutung der Arbeiten von Robert Simson
stehen, die sie nach seiner Meinung in der Literatur der Elementar-
geometrie hatten, welche mit seiner Ausgabe der Elemente des Fuklid
in Verbindung standen, und bei dem oben erwihnten Werk von
Bertrand. Indem er auf diese Ausgabe Simsons, als auf eie
wichtige Frscheinung in der Geschichte der Geometrie hinweist,
ebenso auch auf das Werk Bertrands, sagt er, dab sie die geringe
Anzahl von Sitzen enthalten, die ndtig sind, um die richtigen An-
gichten in allen schwierigen Stellen ‘der Elementargeometrie mit Hilfe
der Mittel allein, die uns die Werke der Alten liefern, festzustellen.
Nach Erscheinung dieser beiden Biicher kann seiner Meinung nach
in den Elementen der Geometrie keine Verinderung mehr, aufer der
Anordnung des Inhaltes, vor sich- gehen.

Die in den eben erwihnten Meinungen von Lacroix geduflerte
Ansicht itber die Grundbedeutung der Vervollkommnung der Bearbei-
tung der Sitze, die vom ﬁbergang vom Endlichen zum Unendlichen
handeln, teilt auch vollkommen der russische Gelehrte Simeon Gu-
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rief?) (1766—1813). Er war in den Jahren 17781784 in Peters-
burg Schiiler 1m Artillerie- und Ingenieurkadettenkorps. Infolge der
schon hier sich kundgebenden Neigung zur Beschiftigung mit der
Mathematik muBte er die Grenzen des elementaren Kursus dieser Wissen-
schaft iiberschreiten. Nachdem er das Korps im Range eines Offi-
ziers verlassen hatte, widmete er seine Tatigkeit nicht dem Militér-
dienst, sondern dem Unterricht der Mathematik und gelehrten Arbeiten
in dieser Sphire. Anfangs war er Lehrer der Navigation und Artillerie
in dem griechischen Kadettenkorps in Petersbhurg. Der Mangel
an Werken iber Navigation, die der zeitgemiillen Lage der Wissen-
schaft entsprachen, in der russischen Literatur bewog Gurief, den
sechsten Teil des ,Cours de mathématiques” von Bezout, der diesem
Gegenstand gewidmet war, ins Russische zu f{ibersetzen und ihn unter
dem Titel ,Nautische Untersuchungen“?) herauszugeben. In dieser
Ausgabe fiigte er viele eigene Frginzungen bei, von ihnen als wich-
tigste die in.russischer Sprache zum ersten Male gelehrte Differential-
und Integralrechnung. %) Im Jahre 1792 machte Gurief eine Reise
nach England, um dort die hydraulischen Arbeiten zu studieren. Nach
Jer Riickkehr im Jahre 1793 wurde ihm die Vorlesung der physico-
mathematischen Wissenschaften und der Artillerie fir die Offiziere
der Ruderflotte anvertraut, und seine umfangreichen Kenntnisse in der
reinen und angewandten Mathematik, die er durch das Studium der
pesten Auboren erworben hatte, lenkten auf ihn die Aunfmerksamleit
der Akademie der Wissenschaften in Petersburg, die ihn am 26. Mai
1796 zaom Adjunkten der physico-mathematischen Wissenschaften er-
pannte. Sehr bald nach dieser Ernennung, nimlich im Jahre 1798
am 31. Januar, wurde er zum ordentlichen Akademiker hefsrdert. Die
ersten wissenschaftlichen Arbeiten von Gurief, die er der St. Peters-
purger Akademie der Wissenschaften his zum Jahre 1800 vorlegte,
waren folgende: ,Mémoire sur la résolution des principaux problémes
gwon peub proposer dans les coprbes dont les ordonnées partent
d'un point fixe“)  Essai de démontrer rigourensement un théoréme
fondamental des équations de condition de la différentielle des fone-
tions A plusieurs variables, et du caleul des variations®.%)  Obser-
vations sur le théoréme de Taylor, avec sa démonstration par la .
méthode des limites; application de ce théoréme, ainsi démontré, a la
démonstration du binome de Newton, dans le eas on Vexposant est

une quantité fractionnaire, négative et incommensurable avec 'unité;
e

1y Mémoires de I’Académie Impériale des sciences de St. Pétersbourg, VI
(1818). Histoire, p. 4—6. — Poggendorff, I, 8. 880. 2 2 Biinde, St. Peters-
burg 1790—91, 4° % 59 8. ¢ Nova Acta Academiae Scientiarum Imperialis
Petropolitanae, T. XIL, p. 176—191. 5 Ebenda, T. XIII, p. 154—165.
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cuivie de la résolution dun probleme qui concerne la méthode in-
verse des tangentes, par le moyen de ce théoreme®) Eins der Resultate
der literarischen Berithmtheit, die Gurief dank seiner wissenschaftlichen
und lehrenden Titigkeit erlangte, war seine Ernennung am 1. Septem-
ber 1800 zum Mitglied der Russischen Akademie zu St. Petersburg.

Die Reform des Lehrfaches und das Erdffnen emiger neuen .

hioheren Lehranstalten im Anfange des 19. Jahrhunderts mn Rufland
eriffneten Guriefs Begabung als Lehrer neue Gebiete zur Titigkeit.
Im Jahre 1800 wurde er zum Professor der Mathematik an der Schule
der Schiffsarchitektur ernannt, im Jahre 1809 in der geistlichen
Akademie zu St. Petersburg und im Jahre 1810 im Institut des Korps
der Ingenieure der Kommunikationswege. Bei Eroffnung der zweiten
dieser Lehranstalten verlas er die spiter gedruckte »Abhandlung tiber
Mathematik und ihre Zweige®.?) In den Ausgaben der Akademic der
Wissenschaften waren 23 Schriften und Abhandlungen gedruckt, die
er in ihren Sitzungen vom Jahre 1800 an verlas. Als Mitglied emiger
Kommissionen, die von der Akademie der Wissenschaften zum Durch-
sehen der ihr vorgelegten Arbeiten und Erfindungen gebildet wurden,
beteiligte sich Gurief an der Zusammenstellung zweier Berichte. Die
Hauptgegenstinde der wissenschaftlichen Arbeiten von Gurief, welche
in den Ausgaben der Akademie der Wissenschaften gedruckt wurden,
waren Mechanik, Geometrie und Differentialrechnung.

Die Zwischenstellung in den wissenschaftlichen und lehrenden
Arheiten von Gurief nahmen ein: ,Die Grundlagen der Differential-
rechnung mit deren Anwendung auf Analytik®?®) ,Grundlagen der
transzendenten Geometrie der krummen Flichen“.4)  Grundlagen der
Mechanik®5) Rein lehrende Arbeiten von Gurief, die im 19. Jahr-
hundert erschienen, und die ausschlieflich der Elementarmathematik

gewidmet waren, waren folgende: ,Der erste Teil des nautischen Lehr- -

kursus, die Grundlagen der Geometrie enthaltend“®); ,Das erste Buch
der Zahlenlehre, die Grundlagen der Arithmetik enthaltend“"); ,Grund-
lagen der Geeometrie®.®)

Aus der gelehrten Titigkeit von Guxief ist als charakteristisch
ou bezeichnen sein besonderes Interesse fiir festere Begriindung der
schon bekannten Wahrheiten und der schon festgestellten Prinzipien.
Spinem methodischen Verstande, welcher von der Verehrung der
strengen Methoden der altgriechischen Geomefrie durchdrungen War,
waren die Arbeiten in dieser Richtung kostbarer, als die Aufdeckung

1y Nova Acta Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae, T. XIV,
p. 306—335. 2) 4° St. Petersburg 1809. %) 40, St. Petersburg 1811.
4y 49, ib. 1806. 5 8¢ ib. 1815. 6y 4% ib. 1804—1807, 2 Binde. 7) 49 ib.

1805. ¥ 89, ib. 1811
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neuer Wahrheiten. AuBer den Arbeiten iiber die Differentialrechnung,
die dieser Richtung angehdrten, und einigen anderen gehdven dazu
noch einige Arbeiten, die, obgleich nicht gedruckt, so doch der Aka-
demie der Wissenschaften vorgelegt waren, wie zum Beispiel das von
ihr am 26. Mai 1796 handschriftlich erhaltene Werk , Anfangsgrinde
der transzendenten Geometrie und der Dlﬂ’erentlahechnuna aboeleltet
aus der wahren Natur ihres Gegenstandes®, oder des von 1hm im Jahre
1797 verlesenen Manuskripts ,Versuch der Begriindung der Mathe-
matik auf festen Griinden®. .
Die erste seiner Arbeiten dieser Art, die im Druck erschien, war
Versuch eciner Vervollkommnung der Elemente der Geo-
metrie“t). Direkte Ursache zum Verfassen dieses Werkes war der Ver-
such, die Beweise der Theoreme, die tiber den Ubergang vom Endlichen
sum Unendlichen handelten, von dem verbreiteten Gebrauch der Unteil-
haren von Cavalieri und der Unendlichkleinen von Guldin zu befreien.
Um der Geometrie ihre Genauigkeit und Klarheit wiederzugeben, die sie
nach der Meinung des Autors, infolge des Gebrauches dieser GroBen,
oder,. Wwas dasselbe ist, infolge der Einfibrung der von ihnen dar-
o-estellten Methode der Untellb"ﬂen eingeblibt hat, stellt er an Stelle
del Jetzteren die Methode der Grenzen, die er aus den obengenannten
Werken d’Alemberts und des Abbé de la Chapelle entnimmt.
Indem er jedoch die darin gegebene Definition der Grenze als un-
aenuoeﬂd und unbestimmt findet, stellt er sie, um die darin befind-
hchen Miingel zu beseitigen, in folgender Fonn dar: ,Wenn irgend
pine Grofe durch irgend eine bestimmte his in die Unendlichkeit
dauernde Operation sich vergroBert oder vermindert, und dadurch
sich einer anderen unverinderlichen GroBe so nihert, dab sie sich
von ihr weniger unterscheidet als um irgend eine willkiirlich ge-
pommene Grofe derselben Art und mit alledem sie doch niemals er-
reicht, so ist diese andere unverinderliche Grife dasjenige, was man
die Grenze der ersten sich vergroBernden oder vermindernden
GroBe nennt.“?) Indem er als Grundsatz der Methode der Grenzen
den ersten der beiden von de la Chapelle anerkannten Sitze an-
pimmt, stellt Gurief den Beweis, den d’Alembert diesem Satz gab,
in folgender verinderter Form dar: pNehmen wir an, dafl X die sich
yermehrende GroBe ist und 4, B ihre beiden Grenzen sind, so sind
sie, wenn nicht einander gleich, die eine gréBer als die andere.
Nebmen wir an, dal 4 groBer ist als B um eine unveriinderliche
GroBe D, so wird infolgedessen, dal 4 und B zwei unverinderliche
GroBen sind, A = B + D sein. Da aber X immer kleiner ist als B,

/Hl) St. Petershburg 1798, 4°, 264 S. mit 5 Tafeln. ’ %) Gurief, Ver-
SuChg S. 34:.
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g0 kann der Unterschied zwischen X und B+ D niemals kleiner
werden als D, kann auch folglich nicht kleiner werden als jede willkiir-
lich gegebene GroBe, und da B4+ D = 4 ist, so kann auch die Diffe-
renz zwischen X und A nicht kleiner werden als jede willkiirlich ge-
gebene GriBe und A ist folglich nicht die Grenze von X, was der Vor-
aussetzung widerspricht, folglich usw.“?) Dieses Satzes bedient sich
Gurief in allen [illen im ersten Kapitel seines Werkes, welches dem
Ubergang vom Endlichen zum Unendlichen gewidmet ist, auBer dem
Tall des Ubergahgs vom Kommensurabelen zum Inkommensurabelen,
welchem das zweite Kapitel bestimmt ist. Der Inhalt des ersten
Kapitels wird vom Verfasser als ,Sétze, in denen die Gleichheit zweier
GriBen aus drei Arten von Dimensionen hegriindet werden®, bezeichnet.
Als zweiten Grundsatz der Methode der Grenzen, deren er sich aus-
schlieBlich im zweiten Kapitel hedient, wo er auch angefiihrt wird,
nimmt Gurief folgendes an: ,Wenn zwei sich vergréBernde oder ver-
mindernde GroBen X und Y, die als Grenzen A und B haben, sich so ver-
halten, wie zwei unverinderliche GréBen Cund D, so werden sich auch
ihre Grenzen A und B so verhalten, wie diese unveriinderlichen Gréfien C
und D*?). Die Sitze, ,deren genauer und klarer Beweis” den Gegen-
stand des zweiten Kapitels bilden, werden in dessen Uberschrift als
solche charakterisiert, ,in denen die Proportionalitit zweier Grofen
aus drei Arten von Dimensiomed zu zwei anderen GriBen derselben
oder einer anderen einfachen Dimension gesucht wird“®). Diese
beiden Kapitel in Verbindung mit den Elementen des Euklid bilden,
nach der hochmiitigen Meinung ihres Autors, das vollstindig ge-
niigende Material fiir die Elemente der Geometrie, so wie sie sich
d’Alembert wiinscht, und zu deren Zusammenstellung nach der
Meinung des letzteren die Kriifte der groBten Geometer, wie Des-
cartes, Newtons,,Leibniz’ und Bernoullis erforderlich sind.
Den Plan solcher Elemente, den d’Alembert zusammengestellt hatte,
sah Gurief nicht als den auselirw'é-hltesten an, und zog ihm den von
Euklid angenommenen vor. Uber Gurief kann man sagen, dal er
zu dem in RuBland sehr verbreiteten Typus gebildeter Leute ge-
horte, die groBe Ehrfurcht fiir die alten Autoren fiihlen, und gleich-
zeitig sehr ungeniigende Kenntnisse von ihnen besitzen. Die authen-
tischen Werke . der alten Geometer und besonders die des Eunklid
und Archimedes kannte er so oberflichlich, daB er mit GewiBheit
zu behaupten wagte, dal die Exhaustionsmethode von der Methode
Newtons der ersten und letzten Verhiltnisse herstamme, und daB
sie bei den alten Geometern gar nicht gebraucht worden seit). Diese

Y Gurief, Veris‘uch, S. 85. ?) Ebenda, 8. 152. % Ebenda, S. 105.

4) Ebenda, 8. 26—27.
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Behauptung sprach er zum Zwecke der Widerlegung der entgegen-
gesetzten Meinung des Abbé de la Chapelle auws. In demselben
Werk gibt Gurief, wenn auch einen sehr umfangreichen, jedoch
lange nicht den ganzen (fegenstand erschopfenden kritischen Uberblick
der Elemente der Geometrie von Legendre.

Unter den Lehrbiichern der Elementargeometrie, die in der
zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts erschienen, nemnen wir auch das
Lehrbuch, welches eingeschlossen war in dem umfangreichen Werk
des Mitgliedes der Pariser Akademie der Wissenschaften Bezout,
,Oours de mathématiques“?), das alle Abteilungen der Elementar-
mathematik, Mechanik und Navigation umfafte. AuBer den TUber-
setzungen in viele europiische Sprachen erschienen die Ausgaben
der einzelnen Teile dieses Kursus wihrend der ganzen ersten Hilfte
des 19. Jahrhunderts?). Beim Zusammenstellen der in diesem Kursus
befindlichen Elemente der Geometrie bemiiht sich der Verfasser, so-
weit es in seinen Kriften stand, den obengenannten Anweisungen und
dem Plan d’Alemberts zu folgen. Dieses gut durchzufiihren, gelang
ihm jedoch nicht. Sein Werk, wie es schon von der zmtrremeBen
Kritik bemerkt wurde, zeichnete sich durch Mangel an Stlellcre aus.
Vieles, was er voraussetzte und als auovenschemlxche Folge benannte,
bediirfte des Beweises. Einer der Hauptcrlunde des Mifilingens, das
Bezout traf, war sein Verfolgen einiger Nebenzwecke, wie z. B. das
Bestreben, das Examen SOWO]ﬂ dem F Exammator, als auch dem Exami-
nanden zu erleichtern.

Wenn die bis jetzt betrachteten Schriften iiber die Elementar-
geometrie im vollen Sinne des Ausdrucks als Elemente der Geometrie
sich erwiesen, die von d’Alembert genau festgestellt waren, so ist
der der Geometrie gewidmete zweite Teil der ,Anfangsgriinde der
Arithmetik, Geometrie, ebener und sphirischer Trigonometrie und
Perspektive“®) von Kistner?) Muster eines anderen Typus der Hle-
mente der Geometrie, der auler den allgemeinen auch spezielle Ziele
verfolgt. Dieser Typus hat dank der 1hn reichlich vertretenden
Werke schon lange sein Biirgerrecht bekommen. Aus den angewiesenen
verschiedenen Formen in dem Aufsatz ,Des élémens de Géométrie”®)

1) 8% 6 Binde, Paris 1764—69. % Bs wurde bis zum Jahre 1852 in
vielen neuen Auqo&ben verlegt, und in Ubersetzungen in der deutschen, russischen
und polnischen Sprache. Mit der Umarbeitung einiger seiner Teile, die zum
Zweck hatte, einige darin enthaltene Unvollkommenheiten zu beseitigen, be-

schiftigten sich Baron Reynaud, Garnier, Reboul und Peyrard. %) 8°,
Gottingen 1788, 6. Aufl., ib. 1800. D! Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte
der Mathema’mk II12, 8. 576. %) Euncyclopédie méthodique. Mathématiques

II, p. 136.
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von d’Alembert, in denen die Elemente der Geometrie dargestellt
~ werden kénnen, je nach den Forderungen, die von verschiedenen Gruppen
von Lesern an sie gestellt werden, néhert sich das Werk von Késtner
am nichsten der Form eines Traktates tiber die praktische Geometrie,
das von Spekulationen begleitet wird, welche bis zu einem gewissen Grade
die praktischen Operationen zu erleuchten imstande sind, und verhindern,
daB man sich mit der blinden Routine allein begniige. Der erste Teil
der Geometrie von Kdstner besteht aus der Geometrie der Ebene und der
Anwendung der in ihr vorgelegten Regeln zur praktischen Geometrie.
Unmittelbar nach dem ersten Teile folgt die Darstellung der ebenen
Trigonometrie, welche auf diese Weise den Charakter eines Anhangs
oder sogar eines SchluBteils des Traktats tiber die praktische Geo-
metrie der Ebene bekommt. Den zweiten Teil der Geometrie von
Kistner stellt die Geometrie des Raumes dar, wonach unmittelbar
als Ergéinzung oder ihr Schlufiteil die sphirische Trigonometrie folgt.
Die theoretische Abteilung des ersten Teiles enthilt die Geometrie
der geraden Linie und der Kreislinie. Die Reinheit seiner Darstellung
wird durch die Einfihrung zweier Theoreme aus der Geometrie- der
Flichen gestort: des Theorems des Pythagoras und des Theorems
tiber das Verhiltnis der Flacheninhalte von Dreiecken mit gleicher
Héhe. Die Abteilung beginnt mit der Erklirung von Definitionen,
Postulaten und Axiomen. Von den Definitionen, die Kistner giht,
geniigt es, folgende anzufithren: ,Die gerade Linie ist eine solche,
deren Punkte gerade nach einer Seite hin liegen“ ,Die Kurve jedoch
ist eine Linie, in welcher zwischen zwei méglichst nahe aneinander
gelegenen Punkten sich immer einige Punkte befinden, die nicht mit
ihnen zusammen auf einer geraden Linie liegen.“ ,Die Ebene ist
eine Fliche, von deren jedem Punkt zu ijhren anderen Punkten man
gerade Linien fiihren kann, so daf alle ihre Punkte sich auf derselben
Fliche befinden werden.”  Ebener Winkel ist die gegenseitige
Neigung zweier Linien, die auf einer Ebene liegen, und welche nicht
eine gerade Linie bilden.“ Folgende Sitze sieht Kistner als Axiome
an: 1) Durch jede zwei Punkte geht nur eine gerade Linie. 2) Wenn
zwel gerade Linien zusammentreffen, ohne eine Gerade zu bilden, so
werden sie auller einem Punkt nichts gemeinschaftlich haben.
3) GroBen, die so aufeinander gelegt werden kinnen, daB die Grenzen
der einen und was zwischen ihnen enthalten ist, zusammenfallen mit
den Grenzen und allem was zwischen ihnen sich befindet, der anderen sind
einander gleich und Zhnlich. 4) Gleiche gerade Linien und gleiche

Winkel decken einander. 5) Alle rechten Winkel sind einander.

gleich, weil sie sich gegenseitig decken. 6) Der Durchmesser teilt
den Kreis in zwei dhnliche und gleiche Teile. 7) Die Peripherie
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des Kreises um das Zentrum ist eine ununterbrochene Kurve. 8) Eine
unbestimmte gerade Linie teilt eine unbestimmte Ebene, auf der sie
gelegen ist, in zwei Teile, die auf den ihnen entgegengesetzten Seiten
gelegen sind. Mit Ausnahme der zwei angefiihrten Theoreme ist die
ganze Geometrie der Flichen und- mit ihr das Ausmessen des Kreis-
umfanges von Kidstner in die Abteilung der praktischen Geometrie
zugerechnet. Als auf eine bemerkenswerte Higenartigkeit der Geo-
metrie von Kastner ist aaf die Einheit der Mittel der Beweisfiihrung
von Sitzen, die vom ﬁbergzmg vom Endhghen zum Unendlichen
handeln, hinzuweisen. In beiden Fillen dieses Uberganges, d. h. ebenso
wie beim Ubergang von den kommensurabelen zu inkommensurabelen
Grofen, ebenso auch beim Ubergang von geraden Linien zu krummen
wird in ihr gleichférmig dieselbe Methode gebraucht, nimlich die
Txhaustionsmethode. ’

Von den anderen Lehrbiichern der Elementarmathematik, die In
der zweiten Hilfte des 18. Jahrl?underts verlegt worden sind, waren
. der Helmat ziemlich verbreitet, und sogar auBerhalb derselben
n maBen bekannt, die Werke des Professors der Mathematik und
Physik an der Universitit zu Rostock, zu Biitzow und zu Halle
Wenceslaus Johann Gru.stav Karsten (1732—1787)1) , Lehrbegriff
de ;. gesammben Mathematik“?); ,Anfangsgriinde der mathematischen
Wissenschaften“a) und ' ,Auszug aus den Anfangsgriinden und dem
Lehrbegriff der mathematischen Wissenschaften“4). Als bemerkens-
werte Eigenschaft des den Elementen der Geometrie gewidmeten
Teiles dieses Werkes erschien die vollkommene Beseitigung der An-
forderung an den Leser, anféngliche Kenntnisse der Arithmetik und
Algebra zu besitzen, Um diesen Umstand vielleicht stirker zu be-
to;en, fangt die Darstellung der Teile der Elementarmathgmatik mit
der Geometrie an. , .

Der Wunsch d’Alemberts, als Autoren der Flemente der Geo-
metrie Geometer vom ersten Range zu sehen®), wurde in der zweiten
Hilfte des 18. Jahrhunderts von Euler und Legendre erfiillt. Je-
doch bekam das obenerwihnte Werk Kulers gar keine Bekanntheit
and auBerhalb RuBlands gar keine Verbreitung. Was das Werk von
Legendre anbetrifft, so entsprach es iberhaupt den Forderuugen
d’Alemberts nichi, bei Darlegung der Elemente der Geometrie dem
Weg zu folgen, dem die sie erschaffenden Forscher in ihren Ent-
deckungen folgten, d. h. eben derjenigen Forderung, welche d’Alem-

einiger

) Poggendorff, I, 8. 1224—1225. *) 8 Biicher, 8°, Greifswald 1767—71,
2. Aufl. 178291, % 8 Biicher, 8° Rostock 1780 ‘) 2 Biicher, 8°, Greifs-
wald 1781, 2. Aufl. ib. 1785. %) Encyclopédie méthodique. Mathématiques II,
p- 135—136. .
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hert zwang, Mathematiker vom ersten Range zum Zusammenstellen
der Elemente der Geometrie zu bewegen. Sogar Euklid, wenn nicht
in der Beweisfithrung, so im Verteilen des Inhalts einiger Teile seines
Buches, stand den Anforderungen d’Alemberts niher als Legendre.
Und iiberhaupt kann man an der Fihigkeit und der Moglichkeit fiir
Mathematiker vom ersten Range den Anforderungen d’Alemberts
zu geniigen, stark zweifeln, sie sogar absprechen. Auf einen der
Griinde dieser Zweifel, nimlich auf das Vorhandensein unbewuBter
schopferischer Prozesse oder, nach dem Ausdruck d’Alemberts, auf
den Fall, wenn der Forscher sich mehr von einer Art des Instinktes
als von Vernunftschliissen leiten 1ift, weist d’Alembert schon selbst
hin. Aber aufler diesem Grunde, und schon nicht allein zum Zweifel,
sondern zum Verneinen, komnen auch andere angefithrt werden.
Gegen die Moglichkeit, fiir Mathematiker vom ersten Range der
neuen und neuesten Zeiten auf die Wege zurtickzukehren, auf denen
die Schopfer der Elementargeometrie bei ihrem Hrschaffen gingen,
sprechen noch folgende Vernunftschliisse. Das Erschaffen der grie-
chischen Greometrie, durch die Elemente von Fuklid dargestellt, als
Resultat der im Laufe groBer Zeitrdume sich entwickelnden Kollektiv-
arbeit solcher Schopfer, welche einer langen Reihe von aufeinander
folgenden Generationen und dabei so verschiedenen Nationen, wie
der #igyptischen, griechischen und den mehr oder weniger bekannten
anderen angehdrten, ging bei vollstindig anderen Umstéinden und Be-
dingungen vor sich, als die Arbeiten der Forscher der neuen Wissen-
schaft. Um sich von der Gerechtigkeit der eben ausgesprochenen
Behauptung zu iiberzeugen, gentigt es der Erinnerung, dall Euler,
Legendre und andere europiische Mathematiker des 18. Jahrhunderts
und {therhaupt der nenen Zeit, infolge ihres Standpunkies auf der
arithmetisch-algebraischen Richtung der Inder, Analytiker waren, ahge-
sehen von dem Unterschiede, der unumginglich hervorgerufen wird
durch den Fortschritt der weit vorgeriickten Wissenschaft im Ver-
gleich zum grauen Altertum, wihrend solche hervorragende Krifte in
der Elementargeometrie, wie die griechischen Mathematiker des fiinften
und der folgenden Jahrhunderte vor Christi Geburt, als reine Geo-
meter angesehen werden miissen, weil sie immer auf dem Grunde rein
geometrischer Richtung standen, welcher so schroff die indische
Mathematik von der altgriechischen unterscheidet.

Was jedoch die Fahigkeit der Mathematiker vom ersten Range der
neuen Zeit anbetrifft, die Wege wiederherzustellen, auf denen beim Er-
schaffen der Elementargeometrie ihre Schopfer gingen, so geniigh es in
dieser Beziehung, um den Kinzelheiten beim Betrachten dieses Gegen-
standes auszuweichen, die Aufmerksamkeit auf folgenden Umstand zu

YAy
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lenken. Als d’Alembert die Mathematiker vom ersten Range zum Zu-
sammenstellen der Elemente der Geometrie aufforderte, dachte er, daB es
fiir sie geniigend sein wiirde, beim Wiederherstellen der Wege der an-
fénglichen Schopfung dieser Elemente, ihren eigenen Wegen, die sie
wihrend ihrer eigenen Entdeckungen gingen, zu folgen, d. h. mit
anderen Worten, mit der Wiederherstellung dieser eigenen Wege
wieder anfinglich zu beginnen. Konnen sie das aber bei den herr-
schenden Bedingungen und Arten der schaffenden wissenschaftlichen
Arbeiten in der neuen und neuesten Zeit in den mathematischen
Wissenschaften? Um eine neue Iintdeckung zu machen, hilt sich der
Gtelehrte hei den Wegen, die seine Idee wandelt, und bei den einzelnen
Stadien ihrer Entwicklung in seinen Gedanken nicht auf, sondern
bemiiht sich, so schnell wie moglich zu semem Ziel zu gelangen.
Gewohnlich gibt er sich tiber dieselben nicht nux keine klare, sondern
iiberhaupt gar keine Rechenschaft. Nachdem er sein Ziel erreicht
und eine neue Entdeckung gemacht, gibt sich der Gelehrte Miihe, oft
mit grofer Anstrengung, dieselbe in den ihm selbst gewohnten Formen
Jarzustellen, in denen gewdhnlich in der gelehrten Literatur und im
Unterricht die Wahrheiten und ihre Beweige dargestellt werden.
Dasjenige, mit dessen Hilfe er seine Entdeckung erreichte, erscheint
ihm in dieser seiner neuen Arbeit nicht als Beistand, sondern direkt
als Storung und Hemmung. T¥r ist bemitht, sich davon zu befreien,
es zu vergessen. Dieses Bestreben gelangt zu seiner hdchsten Lnt-
wicklung, die sich bis zur absichtlichen Vernichtung aller Spuren
der anfinglichen schaffenden Arbeit steigert, bei solchen Gelehrten,
die ibre unmittelbaren Resultate, als unelegant und manchesmal als
Fehler enthaltend, finden. Als Resultat aller eben angefiihrten Um-
stinde und Bedingungen, bei denen die schépferische Arbeit der Ge-
lehrten in der neuen und neuesten Zeit vor sich geht, erscheint seine
Lage augenscheinlich als sehr nahe angrenzend an diejenige, in der
der Gelehrte sich bei der unbewuBten schopferischen Arvbeit hefindet,
oder nach dem Ausdruck d’Alemberts im Falle, daB er dem Instinkt
mehr folgt als dem VernunftschluB.

Wer kann eigentlich die Anforderungen von d’Alembert be-
friedigen, wenn sogar die Mathematiker vom ersten Range der meuen
und neuesten Zeit es zu tun nicht imstande und sogar dazu unfihig
sind? Das kann nur die Geschichte der Mathematik erfiillen, oder in
engerem Sinn, die in dieser Richtung von ihr gemachten Forschungen.
Leider enthehrt sie solcher Forschungen nicht nur in der zweiten Hilfte
des 18. Jahrhunderts, sondern auch in der Gegenwart. Folglich konnten
und konnen nicht, nicht in der zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts,
‘sogar jetzt nicht diejenigen wahren Elemente der Geometrie zusammen-
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gestellt werden, welche d’Alembert vorschwebten, und die seinem
Gedanken nach eme Verbindung der Wahrheiten in ihrem natiirlichen
Schein darstellen sollten, indem sie zwischen ihnen eine in Wirklich-
' keit existierende und keine kiinstliche Kette bilden sollte, und die

auBerdem von derjenigen Ausdrucksform befreit sein sollte, welche
gich im Laufe der Jahrhunderte in der Wissenschaft ausgearbeitet
hatte, teils dazu, um ihr etwas Gebeimnisvolles zu verleihen, tells um
ihren Gebrauch in der Praktik zu vereinfachen.

Eine hesonders wichtige Bedeutung muf das Zusammenstellen
solcher wahren Elemente der Geometrie zum Erlernen der letzteren
haben, wenn man diese Elemente als Leitfaden oder sogar direkt als
Lehrbuch ansieht. Und wirklich, nur nach der Reinigung der Lilemente
der Geometrie von allem Kinstlichen und allem, was der Natur
der menschlichen Vernunft und den Gesetzen der Intwicklung
der menschlichen Kenmtnisse widerspricht, werden sie fiir Menschen,
die iiber mittleren Verstand verfiigen, zuginglich werden, das heif
fiir die Mehrzahl der Menschheit, und ihr Erlernen von dieser Mehr-
sahl wird ein wirkliches und kein scheinbares werden, wie jefzt und
guch friher. Nur bei einer solchen Befreiung der Ilemente der
Geometrie von allem Fremden und von aufen Eingefihrten kann der
kénigliche Weg der Erlernung der Geometrie geschaffen werden, iiber
dessen Abwesenheit in den Elementen des Buklid einstmals der weise
Konig Ptolemius dem Autor bitter klagte.

Praktische Geometrie (FeldmeBkunst).

AuBer den Lehrbiichern der Elementargeometrie, welche, gleich
dem oben besprochenen Lehrbuch von K#stner, die, in der {Tber-
schrift nicht bezeichnete, Verbindung der theoretischen Geometrie mit
der praktischen darstellten, erschienen in der zweiten Hilfte des
18. Jahrhunderts nicht wenige solcher Lehrbiicher, deren Benennungen
auf diese Vereinigung als auf den Gegenstand des Werkes hinwiesen.
»Geometria theoretica-practica® 1) oder ,Traité de géométrie théorique
et pratique“®), das waren ungefihr die allgemeinen Uberschriften der
Werke dieses Typus, in einzelnen Fillen mehr oder weniger varilerend.
Das Erscheinen einer bedeutenden Anzahl solcher Werke in der
sweiten Halfte des 18. Jahrhunderts wies klar auf die Verbreitung in
dieser Epoche des von d’Alembers bezeichneten Typus von Lesern
der elementargeometrischen Werke, die bei deren Krlernung mur prak-

1 Florian Dabuz, Mogunt. (Mainz) 1767. 5 Seb. Le Clerc,
Paris 1764.
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tische Ziele verfolgten. In der grofiten Anzahl erschienen Werke des
betrachteten Typus entweder in den am wenigsten kultivierten Landern,
wie RuBland und Polen, die dementsprechend iiber fiinf und neun
solcher Werke verfiigten, oder in Liindern, die sich in der vorherrschend
praktischen Richtung auszeichneten, wie Holland, wo es deren fiinf
gab. In den anderen Hauptlindern Europas gab es ungefithr in Eng-
land und Italien je eins, in Frankreich zwei, und in Deutschland vier
solche Werke.

In den Inhalt dieser Werke wurden verschiedene Attikel aus ver-
schiedenen Teilen der praktischen Geometrie eingefiihrt, wie die Artikel
iiber die Mafle, von den Mitteln der Messung und von den dabei ge-
briuchlichsten Vorrichtungen (Astrolabium und Mensula), von der Ab-
steckung und Messung der Strecken und Winkel auf dem Felde und
auch der Entfernungen und HShen, vom Ausmessen der Helder, von
der GrundriBaufnahme, von verschiedenen in der Praktik vorkommen-
den Fillen des Ausmessens der Rauminhalte (uuregelmiBige Kérper,
Kornhaufen, Holzstapel, Fiasser, Kriige, Kanonenkugeln). In einigen
von solchen Werken wurden ebenfalls Artikel iiber Nive].lierungen
und sogar itber Refraktion eingeschoben.

AuBer den Werken des betrachteten Typus wurden im Laufe der
gweiten Halfte des 18. Jahrhunderts noch Werke herausgegeben, die
der Darstellung der praktischen Geometrie allein gewidmet waren.
Nach den zurzeit sehr unvollkommenen bibliographischen Berichten
erschien n dem angegebenen Zeitraum je ein solches Werk in Eng-
Jand und RuBland, vier in Deutschland und zwei in Polen. Das her-
vormgendste von ihnen war das Werk Mayers des Sohnes ,Oriind-
licher und ausfihrlicher Unterricht zur praktischen Geometrie N, In
grofem Gebrauch in der betrachteten Epoche waren einige Werke
siber die praktische Geometrie, die im Laufe der ersten Hilfte des
18. und sogar im 17. Jahrhundert erschienen waren. Von ihmen hatten
eine sehr groBe Verbreitung folgende Werke: Chr. Clavius?), Geo-
metria practica’); Daniel Schwenter, Geometria practica novat);
Nicolas Bion, Traité de la construction et des principaux usages
des instruments de mathématiques®); J. I. Penther, Praxis geo-

1y 3 Teile, 8°, Gottingen 1778—83, 4. Aufl. 181418, ) Cantor, Vor-
Jesungen 1%, 8. 556—557. %) Opera mathematica, II, fol. Mogunt. 1612. Cantor
Vorlesungen II1%, 8.579—581. *) 2 tom., 4° Niirnberg, 1618. Cantor, Vorlesungen
112, 8. 666—670. % 89, Paris 1709. Poggendorff, I, 8. 194—195. Erschien
in mehreren Ausgaben in Frankreich und war auBerdem in einige andere Sprachen
bersetzt worden. Besonders bemerkenswert war die deutseche Ubersetzung von
Doppelmayr, weil sie viele Ergiinzungen enthielt, Sie erschien im Jahre 1713
in Niirnberg unter dem Titel ,,Mathematische Werkschule®, und danach von
neuem herausgegeben 1717 und 1723; in-4°
CANTOR, Geschichte der Mathematik IV. 24
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metriae

Traité du.Jaugeage®).
Fiiir die praktische Geometrie, ebenso wie fiir alle Wissenschaften,

die tber MaBe handeln, stellt die -groBe Anzahl der letzteren Im
Leben grofle Hindernisse und Unbequemlichkeiten in den Weg. Be-
sonders bemerkbar war es in Frankreich, wo nicht nur verschiedene
Provinzen verschiedene Mafe hatten, sondern einzelne Stidte in ein

1); Johann Bayer, Vollkommene Visier-Kunst?); Pézenas,

und derselben. Provinz. Das Feststellen der Einheit der MaBe oder |

" die Gebrauchseinfiihrung eines allgemeinen Mafes fiir die ganze Mensch-
heit wurde hier frither, und vielleicht mit einer groBeren Klarheit ein-
gesehen, als in den anderen Lindern Europas. Als erster trat mit
oimem bestimmten Vorschlag in der Wissenschaft iiber diesen wichtigen
Gegenstand Gabriel Mouton?) hervor. In seinem Werk ,,Obser-
vationes diametrorum solis et lunae apparentium etc.“?) schlug er vor
als allgemeines Mab den geometrischen FuB, ,virgula geometrica®
der im FErdgrad 600000mal enthalten war, anzunehmen. Um die
Méglichkeit zu haben, die wirkliche Liinge dieses Fulles zu jeder Zeit
zu finden, bestimmte er die 7ahl der Schwingungen des einfachen
" Pendels derselben Linge wihrend einer halben Stunde, die sich als
die Zahl 3959,2 erwies: Dieselben Gedanken wurden im nichsten
Jahre (1671) von Picard ausgesprochen und 1673 von Huygens; sie
fanden sogar in der Royal Society solchen Anklang, daB diese sich ihnen
sfentlich anschlof. Am Anfang des 18. Jahrhunderts fing man an
direkt die schnelle Durchfthrung in der Wirl ichkeit zu fordern, was
in ihren Werken als erste Amontons®) und Bouguer?) taten. Da-
nach ‘stellte der Akademiker du Fay dem Minister das Projekt des
Reglements vor, welches die Einfithrung eines allgemeinen Mafles durch
pin Gesetz Teststellte. Die Annshme dieses Projekts verhinderte der
Tod des itm sympathisierenden Ministers, und ebenfalls des Autors
celbst. Auf derselben Neuerung bestand auch de la Condamine in
soinem Memoire®), in dem er zu zeigen sich bemtihte, dab das natiir-
lichste und am wenigsten die Eifersucht verschiedener Liinder her-
vorrufende Ma8, dem deshalb auch der Vorzug gegeben werden miiBte,
das Aquatorialpendel erschien, welches die Liinge von 36 pariser Zollen
und 7,21 Linien besitze, wenn man gich der Toise, die fiir Aus-

messungen in Peru angefertigh worden war, bediente. Bei Einfiihrung

1y 1732, neue Auflage, 2 Teile, fol. Augsburg 1755. Cantor, Vorlesungen
1012, S. 528—529. %) 4°, Frankfurt a. M. 1603. 8 -4°, Marseille 1742. Seconde
édition, donnée en 1778 par les soins de M. de la Lande. Poggendorff,
I, 8. 499493, 4 Cantor, Vorlesungen IIe, 8. 76. 5 49 Lugd. 1670,
p. 433, . ) Histoire de I’Académie des sciences de Paris, année 1703, p. 51.
") Ebenda, p. 300.  °) Ebenda, année 1747, p. 189
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dieses MaBes wiirde die pariser Toise um 14,42 Linien liinger
werden, und der pariser Breitengrad wiirde 56132 astronomische
‘Toisen enthalten anstatt 57069 solcher pariser Toisen, die im Grad
des Meridians zwischen Paris und Amiens enthalten waren. |
Am Ende des 18. Jahrhunderts, am Anfang ‘der franzésischen
Revolution, wurde die Forderung der Einfiihrung eines allgemeinen
- MaBes micht nur von wissenschaftlichen Anstalten und einzelnen Ge-
lehrten ausgesprochen, sondern auch von weiten Kreisen der Gesell-
schaft. So legte am Anfang des Jahres 1790, dem allgemeinen Wunsch
entsprechend, der Biirger vieler Stidte, Talleyrand-Pé rigord, welcher
‘damadls Bischof von Autun war, dex Nationalversammlung den Bericht
von der Notwendigkeit, ein allgemeines MaB durch das Gesetz festzu-
stellen, vor, wozu man sich eines von den vorgeschlagenen natiirlichen
Mafien bedienen konnte, und am besten der Lénge des Sekundenpendels
auf der geographischen Breite von 45°% Da sich die Nationalver-
sammlung nicht als' kompetent genug fithlte, um .eine so wichtige
Frage endgiiltig zu bestimmen, wandte sie sich mit einer entsprechenden
Anfrage an die Pariser Akademie der Wissenschaften. Die Ausarbeitung
der Antworb auf diese Anfrage vertraute die letztere einer 2 diesem
Zweck besonders erwihlten Kommission an, welche aus den Akademikern
Borda, Liagrange, Laplace, Monge und Condorcet bestand. Die
Ergebnisse der Arbeiten dieser Kommission waren in dem in ihrem
Namen gemachten vom 19. Mirz 1791 datierten Berichte ,Sur le
choix d'une unité des Mesures“?) enthalten. : ‘
Die Léinge des Sekundenpendels auf dem 4b, Breitengrade alé
allgemeines Mal anzunchmen, fand die Kommission als unbequem
weil es in das System der MaBe eine Ungleichartigkeit einfiihrt m’
dem es die Bestimmung der Lénge dem Vermessen der mit 'ihm,m 50
ungleichartigen Grofe, wie die Zeit, unterwirft, oder, "was rgieich-
bedentend ist, der Grofe der Schwere, und auBerdem, was noch
wichtiger ist, ein Element der Willkiir hineinbringt, weil es sich eines
so willkiirlich gewihlten Zeitteiles bedient, wie die Sekunde. Die
Léngeneinheit- im allgemeinen MafBsystem muB nach der Meinung der
Kommission auf der Erde selbst gefiinden werden, ‘weil nur eine
solche Hinheit von keiner andern GriBe abhiingig sein wird, und
auflerdem, ihrem Ursprung nach, die Analogie mit allen anderen, von
der Menschheit gebrauchten Lingeneinheiten bewahren wird. Vou
diesem Standpunkt aus wiirde es natiirlicher sein, die Abstinde der
Orte auf der Erde auf das Viertel eines der Erdkreise zuriickzufiihren,

, ) Histoire de l'Académie royale des sciences, année 1788 (Paris 1791), -
p. T—16. |
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als auf die Lin-ge des Pendels. Als soloher Kreis mub der Aguator

oder Meridian angenommen werden, und nur der Meridian, weil er
g vollkommen begreiflicher praktischer Erwigung dem von den

Vélkern Europas dargestellten sivilisierten Teil der Menschheit die

al

grBBtenl Bequemlichkeiten darbietet. Als - wirkliche MaBeinheit muB
der vierte Teil des Frdmeridians gewihlt werden, und die im prak-
tischen Leben gebrauchte Einheit ihr 10000000. Teil sein. Im Ein-
klang mit dem eingefithrten Pezimalsystem in der Arithmetik mufl
das System der Einteilung dieser Binheiten nicht ein sexagesimales,
wie frither, sondern ein dezimales werden. Der Bericht hilt sich nicht
bei den Erwigungen auf, welche die Kommission zwangen, das Dezimal-
system vorzuziehen, aus dem Grunde vielleicht, dafl dieser Gegenstand
schon frither einer genauen Betrachtung im ,,Rapport fait & I'Académie
des Sciemces par MM. Borda, Lagrange, Lavoisier, Tillet et
Condorcet, le 27 Octobre 1790%1) unterzogen war. Dieser ,,Rapport”
war entstanden infolge des- Wunsches der Nationalversammlung, die

Meinung der Akademie iiber die Frage zu wissen: ,sil convient de-

fixer invariablement le titre des métaux monnoyés, de maniére que
uver d’altération que.dans le poids,

dindiquer aussi T'échelle de division qu'elle croira la plus convenable,
tant pour les poids gque pour les autres mesures, et pour les mon-
- vios? Die Messungen des Meridians, die zur Bestimmung dieser
Finheiten notwendig sind, miissen als Ziel die Bestimmung der Linge
des Bogens des Trdmeridians haben, welche ‘dem 10000000. Teil des
Bogens des Himmelsmeridians = 90° entsprechen wiirde, und so ge-
legen wire, daB seine ¢ine Hilfte nach Norden und die andere nach
Stiden von der Parallele 45° sich befinde. Um dieses Ziel in Wirk-
lichkeit zu erreichen, schlug die Kommission vor, den Bogen des
Meridians von Diinkirchen bis Bareelona unmittelbar auszumessen,
welcher etwas mehr als 91,0 einschloB. Als die Ha,uptvo‘rteile,‘ welche
dieser Bogen -darstellte, wies die Kommission auf die hinlingliche
GroBe seiner Ausdehnung und auf seine Teilung durch die Parallele
459 in folgende Teile: den nordlichen Teil — 6° und den stidlichen
— 31,° und auf das Befinden seiner Endpunkte auf der Hohe der
Meeresfliche hin. AuBer diesem Bogen konnte ebenso vorteilhaft sein
tlicher lag und vom Ufer Frankreichs bis zum

soit toujours en dehors. Elle a chargé en méme temps I'Académie

der Bogen, der noch wes
Ufer Spaniens ging

1) Histoire de |’Académie royale des sciences, année 1788 (Paris 1[791),

p. 1—6.

»
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werden, weil er schon zum Teil nimlich zwischen Diinkirchen und Per-
pignan ausgemessen war und deshalb ein kostbares Mittel der Priifung
der sich ihm anschlieBenden neuen Vermessungen und Beobachtungen
besaB. Als Operationen, die zur Ausfilhrung der ganzen Arbeit iiber
das von der Kommission vorgeschlagene allgemeine Mafl notwendig
waren, erkanmte sie folgende an: 1. Die Bestimmung der Lingen-
differenz zwischen Diinkirchen und Barcelona, und tiberhaupt das Aus-
filbren auf dieser Linie aller astronomischer Beobachtungen, welche

~ als niitzlich anerkannt werden konnten. 2. Die Vermessung der fritheren
Basen, deren man sich bei dér Messung des Grades, in Paris aus-

gefiihrt, bediente, und bei den Arbeiten der Zusammenstellung der
Karte von Frankreich. 3. Die Priifung, durch eine neue Reihe von
Beobachtungen der Dreiecke, die frither zur Messung des Meridians
gebrancht wurden, und 1]mre Vellangerung bis Barcelona. 4. Die

Ausfuhrung von Beobachtungen unter 45° geographischer Breite zum

Feststellen der Zahl der Schwingungen im luftleeren Raume, am
Meeresstrande, im Laufe eines Tages, bei der Gefriertemperatur, eines
einfachen Pendels, dessen Linge dem 10000000. Teile des Bogens des
Meridians gleich sein witrde. 9. Die Prﬁfung durch neue, sorgfiltig
ausgefithrte Experimente des Gewichts eines gegebenen Volums de-
stillierten Wassers, welches ‘sich’ im luftleeren Raum bei der Géfrier-
temperatur beﬁndet 6. Die Zuruckfuhrung auf irgend welche neueste
MaBe, zum Beispiel auf die pariser Toise oder das Pfund oder alle
andern im Handel gebriuchlichen Lingen-, Flichen-, Kubik- und Ge-
wichtsmaBe mit der Bedingung, daB nach der Bestimmung.der Ein-

* heiten des neuen allgemeinen MaBsystems alle ihre Ausdriicke auf die

fritheren Mafe durch einfache Regeldetri zuriickzufiihren sind. In
Beziehung auf die vierte von den aufgezéhlten Operationen wurde im
Bericht bemerkt, daB die aufgefundene Zahl der Schwingungen, einmal
bekannt geworden, die Moglichkeit geben wird, die Einheit der Linge
gelbst von mneuem zu finden mit Hilfe der Beobachtungen iiber das
Pendel. Damit wird die Vereinigung der Vorteile des Systems der
MaBe, weleche von der Kommission vorgeschlagen, mit den Vorteilen

des Systems, welche als Finhéit die Linge des Pendels annimmt, er-

reicht; Nach der Erstattung dieses. Berichts in der Nationalversamm-
lung wurde er von ihr am 26. Mérz 1791 angenommen und bekam
danach die Kraft des Gesetzes. Die Pariser Akademie der Wissens
schaften, der die Leitung aller obengenannten Operationen anvertraut

war, muBte dem Volschlag des Berichts entsprechend, fiir dieselben

einzelne Kommlssmnen bilden, deren erste Arbeit das Vorlegen des
aﬂgememen Planes der bevorsfsebenden Arbeiten sein mufite. Als Mit-
glieder dieser Kommissionen fiir die erste und dritte Operationen er-
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wihlte die Akademie Cassini, Mechain und Legendre, fir die
zweite Monge und Meusnier, fir die vierte Borda und Coulomb,
fir die finfte Lavoisier und Haiiy und fiir die sechste Tillet,
Brisson und Vandermonde.?) _ ' -

Die Benennung ,,Metrisches System“ bekam das neue System der
MaBe und Gewichte zum erstenmal im ,Rapport fait & I'Académie
des Sciences, sur le systéme général des Poids et Mesures, par les
Citoyens Borda, Lagrange et Monge“?). Dieser von der Akademie

_angenomimense Bericht wurde in ijhrem Namen der gesetzgebenden

Versammlung vorgelegt als derjenige zweite Bericht, welcher nach
dom im ersten Bericht gegebenen Versprechen den vollen Plan des
neven Systems darstellen mubte. ‘Als Darstellung dieses Planes in
Beziehung auf die Liingen- und ‘KubikmaBe dienen folgende im Be-
richt angefiihrte Tabellen: : '

Seconde Premiére
nomenclature. nomenclature.
Quart ‘ Quart toises
du méridien  du méridien ... 5132430
Mesures géogr. {Décade ............ e 513243
et nautiques {Degré.‘ e e .... b1324
Mesures (Poste...... e ea et 5132 -
Iitiné'raires{ Mille. . .ooonevnnns Millaire . .... 513 :
' ‘ o - pieds pouces lignes
' Mesures [Stade..... e een e R 307 11 4
agraires {Pemhe. e e e eatieenenaaeeas 30 9 6,4
Mbtre....... PP o Metre. ... iaiie 3 0 11,44
- Mesures |Palme......... e Deci-métre. ........... 3 8,34
usaelles | Doigt........ PRI ‘Centi-métre ........... 4,43
Trait.............. Millimétre....... s 0,44
Seconde - Premigre Valeurs en Valeurs en
nomenclature nomenelature pintes de Paris boisseaux
o : pintes boisseaux
Métre , ‘ . :
MBI monneam. e MBI 1051, 78,0
cubique _ .
Sétier. .. ... ...Deci-muid...... . 1051, S 7,89
Bojssean ........ Centi-muid ............. 10%, 0,789
‘ciiﬁfe :{Pinte! ....... TS - N 0,0789

Zum Ausdruck der neuen MaBe 111 den alten wurde in der ersien

dieser Tabellen das Viertel des Meridians als gleich der 90 mal ge-

x de D'Académie, sur le prbjet de 1’ﬁniformi‘té des
gtoire de I'Académie royale des seiences, année 1788
%) Ebenda, année 1789 (Paris, I'an II de la République),

ty Exposé des fraval
mesures et des poids. Hi
(Paris 1791), p. 17—20.
p. 1—18, :

|
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nommenen 57027. Toisé angésehen, die- der Liénge des 45. Breiten-
grades auf dem Meridian, welcher iiber Frankreéich geht, nach den
Angaben des Abbé de 1a Caille') auf Grund der Vermessungen, welche
von fritheren Astronomen der Akademie ausgefiihrt waren, entsprachen.
Das zweite der geographischen und nautischen Male hekam seine Be-
nennung als Grad aus dem Grunde, weil nach der Bestimmung der
Akademie in dem neuen MaBsystem der 100. Teil des Viertels des Kreis-
umfanges als Grad angenommen wurde. Er stellte folglich die Linge des
Erdgrades dar, ,,mille®, oder sein 100. Teil die Lénge der dezimalen Frd-
minute (,minute décimale terrestre”) und ,perche?, als 100. Teil dieser
letzten, die Liénge der dezimalen Erdsekunde (seconde décimale ter-
restre). ,,Stade®stellte die Seite eines Quadrats dar, welches im neuen MaB-
system als neuer Morgen Landes angenommen wurde, welcher beinahe um
das Doppelte den fritheren franzdsischen Morgen tibertraf, " Die zweite
Nomenklatur parallel der ersten anzunehmen, hielt sich die Akademie
fiir geswungen infolge der Unvollkommenheiten, die der letzteren
eigen waren: die Liinge der Benennungen, die Kompliziertheit der von
ihnen ausgedriickten Begriffe und der Moglichkeit, die eine Benennung
mit der andern zu verwechseln, wegen ihrer gleichen Endungen. Zur
Erliuterung der angezeigten Kompliziertheit der Begriffe durch ein
Beispiel bleibt der Bericht auf der Benennung , Deci-matre stehen, in
welchem er die Vereinigung dreier Begriffe sicht: der metaphysischen
Idee des Zehntels, der metaphysischen Idee eines hestimmten MaBes
und endlich die Anwendung der ersten Idee auf die zweite. Um auf
diese Weise zum ausgedriickben physischen MaB zu gelangen, muB
der Verstand drei Operationen verrichten. Als Benennungen in der
zweiten Nomenklatur bemiihte sich die Akademie, solche zu wihlen,
die sich durch Eigenschaften auszeichneten, die den Mingeln der ersten
Nomenklatur entgegengesetzt waren und aus der existierenden Metro-
logie entnommen waren: der franzdsischen, wie décade, degré, p‘dst'e,
perche, und der alten, wie stade, palme, oder aus den Benennungen
von (fegenstinden, die an eine entsprechende Linge erinnern, wie
doigt, trait. Dieselben Uberlegungen gaben die Anleitung beim Aus-
arbeiten der zweiten Nomenklatur der KubikmaBe, die in dem neuen
MaBsystem diesélben wie fiir Fliissigkeiten ebenso auch fir Ké&rner
sein sollten. Fir die Zuriickfihrung der neuen MaBe in friihere bei
Zusammenstellung der zweiten Tabelle benutzte die Akademie ,pinte
de Paris“ als das zu jemer Zeit gebriiuchliche FliissigkeitsmaB und
yooisseau” als das ebenso gebriuchliche Kornmal. '

Die begonnenén Arbeiten zur Einfihrung des metrischen Systems

) Histoire de 'Académie des sciences, année 1758,
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wurden von den Umstinden der Revolutionszeit sehr aufgehalten. Die
nach Beendigung dieser Arbeiten erfolgte offizielle infithrung des
metrischen Systems in Frankreich konnte erst im Jahre 1795, am
99 Dezember zustande kommen (1 nivose de Tan IV de la République).
Ftwas friher, nimlich den 31. Juli 1793 (13 thermidor de l'an 1 de
la République), wurde das Dekret von der Amnahme des Meters als
GrundmaB erlassen. Um das metrische System vollkommener zu
machen und ebenso auch, um ihm die Moglichkeit zu geben, sich
mbglichst weit iiber andere Nationen zu verbreiten, wurde im Jahre 1797
in Paris die internationale Kommission zusammengerufen, welcher
Loorenzo Mascheroni angehorte, der dem Gegenstand ihrer Beschif-
tigung sein Werk ,Notizie generali del nuovo sistema dei pesi e
misure de dotte dalla grandeza della terra“?) widmete.

Derjenige Teil der praktischen Geometrie, welcher als Gegen-
stand die Kunst des Messens der Felder hatte, wurde von der Feld-
meBkunst dargestellt. Sie wurde in drei Teile geteilt. Der erste
Teil, oder die FeldmeBkunst im eigentlichen Sinne des Worts, be-
schiftigte sich mit der Messung der Dimensionen des Feldes, ebenso
wic mit der Verrichtung der dabei erforderlichen Beobachtungen in
diesem Felde selbst. Der zweite Teil, oder die GrundriBaufnahme
genannt, hatte als Ziel die gefundenen Grofen und die Ergebnisse
der gemachten Beobachtungen auf das Papier zu bringen. Gegenstand
des dritten Teils endlich war die Bestimmung des Flicheninhalts
des Feldes. Der erste Teil wurde der eben gegebenen Definition
seines Gregenstands gemiB seinerseits wieder in folgende zwei Unter-
abteilungen geteilt: das Messen der Entfernungen und die Beobach-
tungen der Winkel. Als gebriuchliche Vorrichtungen im ersten Teil
dienten entweder die MeBkette oder der Wegemesser, im zweiten das
Graphometer, MeBtisch, Boussole, MeBscheibe usw. Die Bestimmung
des Tlicheninhalts des Feldes im dritten Teil der FeldmeBkunst wurde
Jurch das vorhergehende Teilen derselben in Dreiecke, Quadrate,
Parallelogramme, Trapeze und hauptsichlich Dreiecke erzielt, wonach
dic Bestimmung ihres Flicheninhalts und deren Summierung folgte.

An den dritten Teil der FeldmeBkunst schlof sich unmittelbar
der besondere Teil der praktischen Geometrie an, der sich mit der
Teilung der Lénder und der Felder und mit deren Verteilung zwischen
‘hren Besitzern beschiiftigte. Indem man sie als selbstindigen Teil
der praktischen Geometrie betrachtete, nannte man sie, sich an die
Rtymologie des Wortes haltend, die Geodésie im engen Sinne dieses
Wortes. Der im weiteren Umfang verstandene Sinn der Benennung

1y Milano, anno VI (1798).
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,Geodisie” nmfabte dagegen nicht nur die FeldmeBkunst, sondern auch
solche, hoherstehende geometrische und trigonometrische Operationen,
wie das Zusammenstellen von Karten und das Messen der Grade des
Meridians, oder iiberhaupt irgend welcher seiner Teile.

Die Grundfrage der Geodisie, im obengenannten engen Sinne
des Wortes verstanden, war die Frage, irgend eine Figur in eine be-
stimmte Anzahl von Teilen zu teilen, was in den meisten Fillen auf
Teilung des Dreiecks in gegebenem Verhdltnis zuriickgefiihrt wurde,
welches darum auch mit allen Details betrachtet wurde, in vielen,
diesem CGegenstand gewidmeten Werken, aus denen angefiihrt zu
werden verdienen: ,Application de lalgébre & la géométrie” par
Guisnée!) und ,Pratique de la géométrie sur le papier et sur le
ferrain®?) par Le Clere. In ihnen wurde diese Frage in den Fillen
betrachtet, wenn die Gerade, die das Dreieck in gegebenem Verh#ltnis
teilte, durch den Punkt ging, 1) der mit der einen seiner Spitzen
yusammenfiel, 2) der auf einer seiner Seiten lag, 3) der inwendig im
Dreieck lag, 4) welcher sich auBerhalb hefand. In denselben vier
mallen wurde auch die allgemeine Frage von der Teilung einer Figur
in gegebenem Verhiltnis betrachtet. Im Falle, daB verlangt wurde,
irgend eine Figur in einem gegebenen Verhéltnis durch eine Gerade
zu teilen, welche durch einen gegebenen Punkt gehe und der ge-
gebenen Geraden parallel sei, wurde die Figur zuerst durch Gerade
oteilt, die aus den Spitzen ihrer Winkel parallel der gegebenen Ge-
raden gefiibrt, sie in Trapezoide teilte. Im Falle einer krummlinigen
Figur wurde die sie begrenzende Linie in Teile geteilt, die ohne
fiihlbaren Fehler als geradlinig angesehen werden konnten, was die
Mbglichkeit gab, die ganze Figur als geradlinig anzusehen, und folg-
lich solche Methoden anzuwenden, die fiir Figuren solcher Art aus-
gearbeitet waren. ,

Unter den Fragen der FeldmeBkunst, die hauptsichlich
durch ibre Ausfiihrung Wichtigkeit gewannen, lenkte die besondere
Aufmerksamkeit 1m Anfang der zweiten Hilfte des 18. Jahr-
hunderts die Frage auf sich, ob beim Messen eines geneigten Heldes
dessen wirklicher Flicheninhalt, oder der Inhalt seiner horizontalen
Grundfiiche zu nehmen sei? Wie wichtig diese Frage auch vom
slopomischen und praktischen Standpunkt aus betrachtet witre,
kann sie jedoch nicht als direkt zur Geometrie gehtrend betrachtet
werden. Und wirklich, wie man sich auch entscheiden wirde, in der
Praktik miiBte man immer nur eme und dieselbe GriBe ausmessen,
die Grenzen des Feldes niimlich und ihre Neigung zum Horizont,

—
PR

1y Paris 17053 9¢ gdition, ib. 1753, 4° %) Amsterdam 1691, 12°
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und welehen Flicheninhalt man dannbestimmen wiirde, den wirk-

lichen oder den der horizontalen Grundfidche, das Endresultat wiirde

ijmmer eine und dieselbe GroBe darstellen, ndwmlich die Ausdehnung
des Feldes. Bei den: franzosischen Feldmessern wurde die Methiode,
welche bei der Messung des Feldes sich ihrer horizontalen Grund-
fiiche bediente, ,méthode de cultellation®, und die andere, die sich
ihrer wirklichen Fliiche bediente, ,,méthode de développement” genannt.

In Deutschland lenkte’ die im Jahre 1766 in der Danziger
Physischen Gesellschaft fiir Bewerbung um die Priimie des Fiirsten
Jablonowsky vorgelegte Frage: einen unzugsnglichen und undurch-
sichtigen Wald oder Morast auf die beste Weise auszumessen, aufzu-
nehmen und’ zu vertheilen® einige Aufmerksamkeit auf sich.  Aufer
den beiden Autoren Auer und Wilke?), deren Werke mit der Préimie
gekront wurden, beschiiftighen sich mit der Losung derselben Frage
auch einige andere deutsche Gelehrte.

Als bemerkenswerteste Arbeit in wissenschaftlicher Hinsicht, die
in der zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts den Fragen der Feldmel-
kunst gewidmet war, ist das Werk von Lorenzo Mascheroni,
Problemi per gli agrimensori con varie soluzioni®) zu nennen, welches
1803 in die franzosische Sprache iibersetzt wurde. Besondere Be-
achtung verdienen darin die Aufgaben, die mit Hilfe blo eines Lineals
gelost werden oder, mach der spiiter angenommenen Terminologie,
mit Hilfe der Geometrie des Lineals. R

Von den Teilen der praktischen Geometrie stand ihrer Entwick-
lung mach in der zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts am niedrigsten
die Kunst der direkten Ausmessung des Inhalts der Gefile,
weleche in Frankreich Jaugeage und in Deutschland Visierkunst
genannt wurde. Ungeachtet der groBen praktischen Wichtigkeit dieser
Kunst besonders in den Léndern, in denen die Steuern und Zolle auf
. Getrinke und andere Fliissigkeiten den Hauptteil der staatlichen und
sffentlichen Einkiinfte bildeten, erreichte die Willkiir in der ‘Wahl

der theoretischen Grundlagen der Ausmessung und die damit bedingte

Fehlerhaftigkeit der Resultate in keinem anderen Fach als in diesem
einen so hohen Stand der Entwicklung. Das Faf wurde z. B. bald

1y Cantor, Vorlesungen fiber Geschichte der Mathematik 1112, 8. 556. Das
mit der Primie gekronte Werk Wilkes, ,Abhandlung iber die Piirstl. Jablo-
nowskische Preisaufgabe aus der ErdmeBkunst ete. (32 S. mit 1 Tafel), war in
der Sammlung ,,Solutiones problematum a celsissimo principe Jablonovio ex
historia - polona, Geometria et oeconomia propositorum guas societas Physica

Gedanensis 1766 praemiis ‘Jablonovianis coronavit* (Danzig 1767), herausgegeben.

von der Danziger Physischen Gesellschaft, gedruckt. In derselben Sammlung
war auch das Werk Auers abgedruckt worden (32 S. mit 1 Tafel). 8%

Pavia 1793,
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als abgekiirztes Ellipsoid betrachtet, bald als Zylinder, dessen Diameter
gleich ist der halben Summe der Diameter der Grundfiichen des ab-
gestumpften Kegels, der dieselbe Hohe hat, bald als zwei abgestumpfte
Kegel, die an beiden Seiten der gememschafthchen groBen Grundflichen
gelegen sind. Die Resultate der Ausmessung in der ersten Voraus-
setzung erschiemen im Vergleich zur Wirklichkeit stark vergroBert,
bei den beiden anderen jedoch im Gegenteil stark verkleinert. Im
vollem Kinklang mit der Ungenauigkeit und Fehlerhaftigkeit der
theoretischen Griinde der Ausmessung des Inhalts von Gefilen
standen die dazu in der Praktik gebrauchten Instrumente; als solche
dienten die Stiibe, Velten, pytometrische ' Lineale, Ruten, Rohre,
Gerten, Binder und eine Menge verschiedener Visiere mit 4, 6
und 8 Seiten, die eine bedeutendé Anzahl von Skalen enthielten, die
nach verschiedenen und dabei gewthnlich fehlerhaften Methoden kon-
struiert waren. Die Folgen eines so traurigen Zustandes der fiir das
praktische Leben so wichtigen Kunst sind nicht schwer vorauszusehen.
Der reiche Kaufmann Bruni aus Marseille erlitt einen Schaden von
" 40000 Franken wegen der fehlerhaften Ausmessung des Inhalts der
Fisser mit dem zugestellten Ol aus dem Osten. Bei der Auqmessung
eines Faﬁchens mit Branntwein, das aus Orleans gesandt war und in
erkhchkelt 58 Pinten enthielt, mufte in Paris im Jahre 1783 fiir
76 Pinten Finfuhrzoll bezahlt werden.

Aus den Versuchen, die Visierkunst auf eine moglich hichste
gtufe zu bringen, die in der zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts ge-
macht wurden, erregte wenigstens in Frankreich die grofite Aufmerk-
samkeit das Werk, welches dem kéniglichen Professor der Mathematik
an der koniglichen Kriegsschule, Dez, gehtrte. Seinen Brfindungen
and Forschungen auf diesem Geblete Welhte er sein, von der Pariser
Akademie der Wissenschaften. gédrucktes , Mémoire sur la théorie
du jaugeage“!) und den umfangreichen Artikel ,Jauger® in der
Encyclopédie méthodique®). Der Vorzug des von ihm erfundenen
Apparates zum Ausmessen des Inhaltes der Fisser vor anderen solchen
Apparaten wurde durch zahlreiche Versuche, die am 22. Februaxr 1776
in der Steuerverwaltung in Gegenwart von M1tghedern der Kom-
‘mission, die zn diesem Zweck von der Pariser Akademie der Wissen-.
schaften ernannt war, festgestellt. Auf Grund des Berichtes, den diese
Kommission vorlegte, nahm die Regierung in Person des Ministers
Turgot diese Erfindung von Dez an und beschloB sie zum Ge-
brauche seiner Beamten emzufuhl en. Die Anerkennung der Erfindung yon

1y Mémoires de ma;themanblq__ue et de physique, présentés & 1'Académie
Royale-des sciences par divers Savans et lis dans ses Assemblées, année 1773,
p- 388—389. 2) Mathématiques II, p. 245—257.
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Dez wurde von der Regierung auch schon frither durch die ihm
am 22. Dezember 1775 bewilligten Patente iiber diese Erfindung aus-
gesprochen.
7u seiner Erfindung wurde Dez durch die von ihm an-
genommene Methode zur Ausmessung der Fisser von Camus ge-
br&cht welche erklirt und gedruckt war im Jahre 1744 im Memoire
des Autors ,Sur un instrument propre & jauger les tonneaux ef
les autres vaisseaux qui servent & contenir des liqueurs“’). Camus
betrachtete das FaBl als einen
Korper, der gebildet wird durch
P~ Umdrehung um die Achse hH
einer gemischten Linie, die aus
F o dem Bogen einer Parabel mBM
in ihrem Scheitel B und zweier
Tangenten m K und MIE in den
Endpunkten dieses Bogens m und
7 ¢ Q M besteht. Die aus diesen beiden
Punkten auf die Achse geféllten
Perpendikel M ¢ und mgq teilen
k ¥V ihre beiden Hilften HC und A€
\ / in gleiche Teile. Wenn man da-
~_ | - nach den Diameter des Fasses BD
F£ - bei ihrer Biegung oder, was das-
selbe ist, bei ihrer Mitte durch b
bezeichnet, mit f den Diameter F'N des Bodens des Fasses und mit
! die innere Linge Hh, so bekommt man fiir den Inhalt des Fasses
oder, was dasselbe ist, fiir das darin enthaltene Volum der Fliissig-
keit den Ausdruck

(1)

dessen sich Dez auch bediente.
Camus erhielt diese Formel folgendermafBen. Sind HC =],

BC=a, FH—b, so ist BL=a —b und nach der Voraussetzung

Mo ko

6417 -} 3TBf - 34f°
i ( 540 )7

MQ, = %Z. Man verlingere danach MF bis zum Schnitt O mit der
Achse der Parabel. Dann sind
QL—=@0 wd QB=_Q0=70L

und folglich

a—b

1
@B=3BL="53

1 Histoire de I’Académie Royale des sciences, année 1741, p. 385—402..
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Das parabolische Segment M@, B wird auf diese Weise

a—>b

2 1
2MQ-QB=31-""

Der Punkt P der Achse, der dem Schwerpunkt P des Segments ent-
spricht, gibt
3 — b
BP=;B@=5_

und folglich

— —g‘r) s

und der Umkreis, der vom Punkte P um den Punkt O, als Zentrum,
umschrieben wird, wird gleich 2m datd g, Inhalt des Kbrpers

5
welcher durch die Rotation des Segments M @, I gebildet wird, wird
auf diese Weise durch die Formel ausgedriickt

" (8a* — 6ab — 20°).

Der Inhalt des Zylinders, welcher durch die Rotation des Rechtecks
MC um die Achse HF gebildet wird, ist = - M@, - (M @)% Weil jedoch

M, = —2—1 nnd M@ = ﬂ;ﬂ, so wird damit dieser Inhalt durch

die Formel bezeichnet

32} (4@“’—# 4;1) -+ bﬂ)) )

Endlich ist der Inhalt des abgestumpften Kegels, gebildet durch die
Rotation des Trapezes FHQM wm die Achse Hh,

v B (M@ + MQ. FH+ FH)

oder ,
nl 4da*+10ab + 130°
G 9 ’

Das Addieren der Inhalte dieser drei Korper gibt folglich den Inhalt
des ganzen Fasses, welcher durch die Formel ausgedriickt wird

6402 37ab 4 34D*
(2) ' wl - 135 ’

aus der durch Einfihrung an Stelle von BC des ganzen Diameters
BD, an Stelle von FH des ganzen Diameters des Bodens des Fasses
FN und an Stelle von HC der ganzen Linge des Fasses HF, die
Formel (1) erhalten wird, welche Dez gebraucht.

Vollkommen bestitigt durch eine Menge von- Versuchen und
Vergleichen der Resultate der mach der Formel berechneten mit den
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wirklich in den verschiedensten Gefiflen vorhandenen Flissigkeiten
erwies sich jedoch die Formel des Camus, ihrer Kompliziertheit
wegen, als unbequem fiir den Gebrauch in der Praxis, besonders
wenn man den geringen Stand der Kenntnisse und der Entwicklung
des Verstandes der Leute in Betracht zieht, denen gewOhnlich das
Ausmessen der Fisser und anderer Gefifle anvertraut wurde. Diese
Formel in einfacherer Art darzustellen und sie dadurch bequemer
sur Anwendung zu machen, half Dez die Beobachtung, dafl in Wirk-
lichkeit die Differenz zwischen dem Durchmesser des Fasses an der
Stelle seiner Biegung und dem Durchmesser seines Bodens sehr un-
bedeutend ist. Diese Differenz mit « bezeichnend und in der
Formel (1) auf Grund des Ausdrucks

we=>b—Ff

die entsprechenden Substitutionen ausiibend und in den erhaltenen
Zahlen unbedeutende Verinderungen zulassend, die nicht zu irgend

fithibaren Fehlern fiithren, brachte Dez die Formel (1) in folgender
einfachen Form

1 3 \?

far (- L)

4

oder nach der Tramsformation der letzten zur F ormel
1 b7, 1 2
(3) ol Py g1

Der Fehler, der durch diese Vereinfachung der anfinglichen KFormel
entsteht, ist sehr unbedeutend. Und wirklich betriigt die Differenz
zwischen den Formeln (1) und (8), was nicht schwer zu ersehen ist,

T al(011122 - & — 0,02777 - b) - ¢,

1 . .
was kaum den Teil des Inhalts des Fasses ergibt, sogar wenn

3 : .1 :
man a=1—ob annimmt, ndmlich nach der Versicherung des Autors

beim ungiinstigsten der Fille, vor dessen Begegnung man sich in der
Praxis hiiten muB.

Es wiirde za weit fiilhren, die Beschreibung des Visiers, das von
Dez nach der Formel (3) konstruiert wurde, zu schildern. Wir
finden es fiir gentigend, uns mit der Bemerkung zu begniigen, daB
die Hauptbedeutung in diesem Apparat zwei Skalen haben, von denen
die eine, nach der Benennung des Autors, die Skala der Lingen
(échelle des longueurs), zum Ausmessen der Linge ! des Fasses
dient, und die andere, oder die Skala der Durchmesser (échelle des

diametres) zur Ausmessung des Multiplikators

&

e e o e - ra m s e # g+

e mtnnd y =8

~
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1 b+fF 1 \2
37 (51
Demjenigen, der sich dieses Visiers bediente, blieb nur ﬁbrig, um

das Endresultat der vollzogenen Ausmessung zu erhalten, die An-
- zeigen der beiden Skalen zu multiplizieren. |

Elementargeometrische Einzelunt@rsuchimgen.

Ebenso wie frither, vielleicht auch noch in gréBerem MaBe, war
die Aufmerksamkeit einiger Spezialisten und iiberhaupt vieler Leute,
die dem aufgeklirteren Teile der Gesellschaft angehéren, im Laufe der
zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts auf das Vermichtnis des Alter-
tums, die beriihmten Aufgaben der Dreiteilung eines Winkels,
Quadratur des Kreises und der Verdoppelung des Wiirfels,
gerichtet. Als auf sehr bedeutende Zeichen der Aufmerksamkeit auf
diese Aufgaben seitens der Spezialisten ist auch auf das Erscheinen in

' der zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts von Werken, die der Geschichte |
dieses Gegenstandes gewidmet waren, ‘hinzuweisen. Es gab drei
solche Werke. Als erstes erschien das schon frither erwiihnte!) Werk

 Montuclas ,Histoire des recherches sur la quadrature du cercle“?),
das im letzten 6. Kapitel einen kurzen historischen Uberblick der Auf-
gaben tiber die Verdoppelung des Wiirfels und die Dreiteilung eines

' Winkels enthielt. Die beiden anderen Werke, die ausschlieBlich der
Aufgabe der Verdoppelung des Wiirfels gewidmet waren, gehorten
Nikolaus Theodor Reimer®) (1772—1882), der im Jahre 1796
Privatdozent an der Universitt in Gottingen war, und spiiter, vom Jahre
1801, Professor der Mathematik an der Universitiit zu Kiel. 8. oben
8. 28 im XIX. Abschnitte. - . B ‘

Die Aufmerksamkeit auf diese beriihmten Aufgaben seitens der
Mitglieder der gebildeten Gesellschaft kennzeichnete sich durch das
Erscheinen einer bedeutenden Anzahl von Versuchen dieselben zu
Jsen. Die Aufgabe der Quadratur des Kreises beschiftigte ﬁBrigens
die gebildeﬁe Gosellschaft mehr als die beiden anderen. Besonders
viel beschiiftigte man sich mit ihr, nach der gedruckten Literatur zu
urteilen, in Polen, wo ihr 15 Werke gewidmet waren, und in Frank-
reich, wo es 7 solcher Werke gab. EIf der Werke iiber die ‘Quadlr;é,*
tur des-Kreises, die in Polen erschienen, gehdrten einem Autor, dem

1 Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte - der Mathematik, IIT%, 8, 506, -
%) Paris 17564, %) Eoggendorff‘, 1L, 8. 596. : , Saal

rs
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Vizeoherst Eugenius Innocentius Corsonich, der darin bewies,
1. . '
dafl = = 38” set.) Sowohl dieses Resultat, als auch dessen in den-

selben Werken versuchter Beweis waren, seinen Worten nach, von
vielen Mathematikern und von sieben Akademien gutgeheifien. Und
wirklich wurde der von ihm zusammengestellte genaue Bericht iber
seine sechsjihrige Beschiftigung mit den entsprechenden Gregenstinden
aufer in Warschau, wo er im Jahre 1779 erschien, noch in den
oNova Acta eruditornm®®) gedruckt unter dem Titel ,Quadratura
lunulae, cireuli et segmenti, nec mon curvatura sphaerae a V.-Col.
. Corsonich, ope 4 propositionum fundamentalium inviete demon-
strata, et judicio Academiarum celeberrimarum subjecta®®). Jedoch
nicht alle, die mit den Arbeiten von Corsonich bekannt waren, be-
friedigten sich mit seinen Beweisen. Als Opponent in der Heimat
des Autorg trat in der Literatur der Warschauer Professor Johann
Koc vor. Die Polemik iiber einige im Druck erschienene Versuche
der Losung dieser berihmten Aufgaben entstand auch i anderen
Lindern. So herrschte in Italien, wo man sich mehr mit der Drei-
teilung eines Winkels und der Verdoppelung des Wiirfels beschiiftigte,
als mit der Quadratur des Kreises, nach der Literatur zu urteilen,
eine heiBe Polemik zwischen Francesco Boaretti einerseits und
Vincenzo Dandolo und Antonio Romano andererseits, in den
Jahren 1792—93 iiber den vom ersteren gegebenen Versuch, diese
beiden Aufgaben mit Hilfe des Zirkels und Lineals zu l6sen. )

Die Literatur tiber die Ldsung dieser drei beriihmten Aufgaben
erschipfte sich jedoch nicht mit den Werken, die im Druck er-
schienen. Der bedeutend groBere Teil der Versuche, diese Aufgaben
zu lssen, blieb in Manuskripten und in diesem Zustande den Aka-
demien und gelehrten Gesellschaften vorgelegt, belistigte er sie uflerst,
da er zu seiner Durchsicht eine vollstindig nutzlose Anwendung von
Mithe und Zeit beanspruchte. Aus den zahlreichen Durchsichten in
der zweiten Halfte des 18. Jahrhunderts war nur ein einziger Fall,
der der Wissenschaft einen neuen interessanten Satz gab. Kr be-
schiftigte dic Pariser Akademie der Wissenschaften, und wurde
im Artikel ,Mémoire sur la Quadrature de la partie bfd du cercle
ahrbda® (par M. Bourrand®) des von ihr im Jahre 1774 ge-
druckten 6. Bandes der ,Mémoires de mathématique et de phy-
présentés a I'Académic Royale des Sciences, par divers Savans®

sique,

) Dra Teofila Zebrawskiego Bibliografija pismiennictwa polskiego z
duiatu Matematyki i fisyki oraz ich zastésowan. W Krakowie 1873. %) Amno
1776. %) p. 108—124. % (+. Valentin, Eine seltene Schrift tiber Winkel-

dreitheilung. Bibliotheca mathematica, VII (1893), S. 113—114. . °) p. 400.

;
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dargestellt. Der Gegenstand dieses Artikels war folgender neue Satz:
Wenn wir im Kreise 7ba eine Sehne ba ziehen, die die Endpunkte
des Bogens von 120° verbindet, und den Durchmesser /id, der den
Teil bd von 30° von diesem Bogen ab-
teilt, so stellt der Sektor c¢bd den

110 Teil des Kreises rba dar. Wenn

danach mit der Sehne ad, die die HEnd-
punkte des Bogens von 90° verbindet, ,
um den Punkt @, als um das Zentrum,
der Bogen fd beschrieben wird, so wird
der Sektor fsad, der zum Zentriwinkel

- . 1 .
¢ von 1B° gehtrt, den oo Teil des

Kreisss bilden, dem er angehdrt, und Fig. 8.

welcher doppelt so groli ist, als
der gegebene Kreis rba. Dieser Sektor wird folglich den

1
12

- Teil des

Kreises ba darstellen, und deshalb dem Sektor chd gleich sein.
Diese beiden Sektoren aber haben den gemeinschaftlichen Teil fsd

und deshalb
: Asda = Acsh + bfd.

s stellt sich auf diese Weise heraus, daB die Differenz zwischen den

Flichen der Dreiecke sda und ¢sb durch die Fliche des Teiles bfd

des gegehenen Kreises ausgedriickt wird, worin eben der Beweis dieses

Satzes besteht.

Die sich immer vergroBernde Anzahl der der Pariser Akademie
der Wissenschaften vorgelegten Erzeugnisse der Kreisquadrierer und
anderer Personen, die sich mit anderen berithmten Aufgaben, wenn
auch in geringerem MabBe, beschiftigten, erreichte endlich einen solchen
Umfang, daB die Akademie anfing ernstlich dariiber nachzudenken,
ihre Mitglieder von der nutzlosen Anwendung der Zeit und der Miike
bei dem Durchsehen dieser Erzeugnisse zu befreien. Zum Erreichen
dieses Zieles wurde das entschiedenste Mittel gewihlt. Jm Jahre
1775 verofentlichte die Akademie folgende Erklirung: ,L’Académie
a pris, cette année, la résolution de ne plus examiner aucune solu-
tion des Problemes de la duplication du cube, de la trisection de
l'angle, ou de la quadrature du cercle, ni aucune machine annoncée
comme un mouvement perpétuel®.’) Der bestindige Sekretir der
Akademie, Condorcet, motivierte diese Erklirung durch folgende
Betrachtungen: Von der Aufgabe der Verdoppelung des Wiirfels ist

1) Histoire de 1'Académie Royale des sciences, année 1775, p. 61.
CANTOR, Geschichte der Mathematik IV. o
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alles, was nur méglich ist von ihr zu wissen, belrannt. Bekannt sind
die einfachsten Methoden der Losung; bewiesen ist, daB es nutzlos
sein wiirde, deren Lgsung mit Hilfe nur eines Kreises und einer ge-
raden Linie zu machen. Die Analyse des Problems der Dreiteilung
eines Winkels ist so vollstindig, daB sie schon seit langer Zeit nichts
mehr zu winschen iibrig 1iBt. Auf diese Weise kann es keinem
Zweifel unterliegen, daB diejemigen, die zur Losung dieser Aufgabe
nur den Zirkel und das Lineal gebrauchen, ein fehlerhaftes Resultat
erhalten miissen. Diejenigen von ihnen, die zu richtigen Resultaten
gelangen, erreichen sie durch den unbemerkten Gebranch auch anderer
Kurven zusammen mit dem Kreise und der geraden Linie, wodurch
ihre Lisungen sich von den schon bekannten nicht unterscheiden
kisnnen, und aus diesem Grunde wird deren Betrachtung vollstédndig
nutzlos. In einer ganz anderen Lage befindet sich die Aufgabe der
Quadratur des Kreises. Angeniherte Losungen sind schon in grofier
Anzahl gefunden, und die Akademie erkennt in vollem MaBe den Wert
der Arheiten in der Richtung der Vervollkommnung der Methoden
solecher Losungen an. Die Kreisquadrierer jedoch suchen nicht die
angeniherten Lsungen, sondern die genauen. In Beziehung auf diese
letzten zerfillt die Aufgabe der Quadratur des Kreises in zwei selb-
stindige Aufgaben: in der ersten wird die Quadratnr * des ganzen
Kreises gesucht, in der anderen die Quadratur irgend eines Teiles,
dessen Sehne als bekannt angesehen wird. Die Unmoglichkeit der
ersten Aufgabe wurde von solchen Autorititen anerkannt, wie Gre-
gory und Newton, ist von vielen Geometern bewiesen, und am
besten von Johann Bernoulli In hetreff der zweiten Aufgabe
herrscht zwischen den (teometern keine solche Einstimmigkeit iber
die Unmoglichkeit ihrer Losung, infolge der hdufig vorkommenden
Moglichkeit in besonderen Fillen die GroBen zu bestimmen, was im
allgemeinen Fall unméglich ist. Infolge dieser Lage der Sache fand
Condorcet zur Rechifertigung der Erklirung der Akademie im be-
trachteten schwierigen Falle nichts besseres, als an ibre T0jdhrige Er-
fahrung zu appellieren, welche klar die vollkommene Nutzlosigkeit
fiir die Wissenschaft der Priifung der ihr zugestellien eingebildeten
Lésungen dieser Frage gezeigt haf, als Erzeugungen von Autoren, die
mit der Natur und den Schwierigkeiten dieser Frage nicht bekannt
seien, und deshalb solche Methoden anwenden, die zur Losung dieser
Frage nicht fihren konnen, sogar in dem Falle, wenn sie moglich
ware.
Es gab auch noch andere Aufgaben aus der Zahl der von der alten
griechischen Geometrie gestellten, fiir welche sich die Geometer in

der zweiten Halfte des 18 Jahrhunderts inberessierten. So gaben

, .

o
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Lambert, Buler?) und Fub®) neue Losungen der Aufgabe iber die
Konstruktion eines drei gegebene Kreise beriithrenden Kreises. Be-
sonderer Beachtung unter solchen Aufgaben erfreute sich die Auf-
gabe des Pappus von Alexandria von der Einbeschreibung in den
Kreis eines Dreiecks, dessen Seiten durch drei auf einer geraden Linie
gegebene Punkte gehen, welche von Cramer im Jahre 1742 in fol-
gender allgemeineren Formulierung dargestellt wurde: In einen Kreis
ein Dreieck einzuschreiben, dessen Seiten durch drei gegebene Punkte
gehen miissen. Diese, in der anféinglichen besonderen Form sehr ein-
fache Aufgabe stellte in der verallgemeinerten Form einige Schwierig-
keiten dar, die auch die Aufmerksamkeit der Geometer auf sie lenkten.
Als erster 16ste sie in dieser Form Castillon?), dem sie von Cramer
vorgelegt wurde. In demselben Bande der Memoiren der Berliner
Alkademie der Wissenschaften gab auch Lagrange seine Liosung dieser
Aufgabe. Im Jahre 1780 erschienen drei neue Losungen von Tiuler?),
FuB®% und Lexell®). In noch allgemeinerer Form und dabei end-
giiltig wurde die Aufgabe des Pappus von Alexandria dargestellt
und gelost von den italienischen Geometern: A, Giordano7) aus
Oftaiano, der diese Arbeit mit hemerkenswerter Einfachheit im Alter
von 16 Jahren verrichtete, und M alfatti.®) Die Aufgabe des Pap-
pus von Alexandria hatte in ihrer endgiltigen allgemeinen Form
folgende Darstellung: In einen Kreis ein Vieleck einzuschreiben, dessen
Seiten in einer beliebigen Anzahl genommen durch eine gleiche An-
zahl von Punkten gehen miissen, welche in der Ebene des Kreises
willkiirlich gelegen sind. Die letzte dieser Aufgabhe gewidmete Arbeit
am Ende des 18. Jahvhunderts war das Werk von Lhuilier?), welches

1) Solutio facilis problematis, quo gquaeritur circulus, qui datos tres cireulos
tangat. Nova Acta Academiae Scientiarum Petropolitanae, VI, p. 95—101,
2y Solution du probléeme de trouver un cercle, qui touche trois cercles donnés
de grandeur et de position. Ebenda, p. 102—113, % Sur un probléme de
géométrie plane, qu'on regarde comme fort difficile. Nouveaux Mémoires de
I’Académie Royale des Sciences et Belles-Lettres, & Berlin, annde 1776, p. 265

bis 283. 4y Problematis cujusdam Pappi Alexandrini constructio. Acta Aca-
demiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae, 1780, I, p. 91—96. %) Solutio
problematis geometrici Pappi Alexandrini, ebenda, p. 97—104. 5) Solutio
pioblematis geometrici in Actis Academiae Scientiarum Berolinensis, pro Anno
1776, a celeb. Castillon propositi, ebenda, 1780, II, p. T0—90, " Con-

giderazioni sintetiche sopra di un celebre problema piano, e risoluzione di al-
quanti problemi affini. Memorie mat.-fis. della Societd Italiana delle scienze,
IV, 1788. 8 Soluzione generale di un problema geometrico di Pappo Ales-
sandrino, ebenda, IV, 1788. % Solution algébrique du probléme suivant; A
an cercle donné, inscrire un polygone dont les cdtés passent, par deg pointg
donnés. Nouveaux Mémoires de I'Académie Royale des Sciences et Belles-Lettres,
% Berlin, annde 1796 (publié 1709), p. 94—116.
25 %
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einige Anderungen in die Losungen der italienischen Geometer hinein-
brachte.

Thenso als Beendigung der Arbeiten, die schon friiher ange-
fangen waren, nimlich in der ersten Hilfte des 16. Jahrhunderts?),
erschien das Werk von Mascheroni La Geometria del compasso?),
das im Jahve 1797 erschien. Sein Gegenstand, wie schon aus dem
Mitel ersichtlich, besteht aus der Losung ausschlieflich nur mit Hilfe
des Zirkels aller Aufgaben, die gewdhnlich mit dem Zirkel und Lineal
gelost werden. Sich mit den Aufgaben der Elementargeometrie nicht
begniigend, zeigt Mascheroni in seinem Werke, dal die Geometrie
des Zirkels leicht zur angenitherten Losung der Aufgaben von den
Kegelschnitten und sogar von noch hoheren Teilen der Geometrie an-
gewandt werden kamn. Lorenzo Mascheroni®) (1750—1800), ein
Abbé, beschiiftigte sich am Anfang seiner wissenschaftlich-lehrenden
Tiitigkeit mit Poesie und Belletristik. Aber nach einigen Jahren des
Vortrages der humanistischen Wissenschaften und der griechischen
Sprache in Bergamo und Pavia fithlte er sich zur Mathematik hin-
cezogen. Nachdem er sich ihrem Studium vollstiindig gewidmet hatte,
wurde er so bald ihrer Herr, daB er schon nach einem kurzen Zeit-
raurn imstande war den Vortrag der Geometrie auf sich zu nehmen,
anfangs im Marienkollegium in Bergamo und danach im Archigym-
nasium in Ticino. Spéterhin wurde er Professor der Elementarmathe-
matik an der Universitit in Pavia, Korrespondent der Akademie von
Padua und Mifglied der italienischen Gesellschaft der Wissenschaften.
Als iiherzeugter und heifer Anhiinger der Revolution kam er mif
Enthusiasmus den Veriinderungen in Italien entgegen, die die Armeen
der ersten franzdsischen Republik in ihr politisches Leben hinein-
brachten. Nach Griindung der zisalpinischen Republik wurde er zum
Mitglied des gesetzgebenden Korpers erwiihlt und begab sich bald
darauf nach Paris, um an der internationalen Kommission teilzunehmen,
die zur Ordnung des metrischen Systems der Mafle und Gewichte zu-
sammengerufen war. Wihrend seines Aufenthaltes in Paris und kurz
vor seinem Tode wurde er zum Mitglied des Stadtrats in Mailand er-

nannt.

Yy Die ersten Arbeiten dieser Art waren Cardanos und Tartaglias
Losungen einiger Aufgaben der Geometrie von Euklid mit Hilfe eines Lineals
allein oder eines Lineals und Zirkels, der jedoch immer unverénderte Offnung
hat. Cantor, Vorlesungen tbér Geschichte der Mathematik, 1I*, 8. 526—529
und hiufiger. % Pavia, 8°, VIII - 264 pp., 14 tavole. In das Franzdsische von
Carette (Paris 1798) iibersetzt und spiter von Gruson (Berlin 1823) ins
Deutsche. % Poggendorff , I, 8. 71—72. Biografia di Lorenzo Mascheroni
di Camillo Ugoni, Bergamo 1873. Bibliografia mascheroniana per Giuseppe

Ravelli, Bergamo 1881.
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Durch das Einfithren der Algebra in die Elemente der Geometrie
in Widerspruch mit den altgriechischen Geometern geraten, setzte
Legendre denselben Weg fort. In seinen Arbeiten gab er den analy-
tischen Methoden einen weiten Zugang in der Losung der Fragen der
Elementargeometrie. So gibt er im V. Anhang zu seinen ,Elementen®
analytische Losungen der Aufgaben, die da handeln von Dreiecken,
in einen Kreis eingeschriebenen Vierecken, Parallelepipeden und der
dreiseitigen Pyramide. Bei der Wahl eines Beispiels aus ihmen fiir
unsere Darstellung geniigt es an der Bestimmung des Radius des
Kreises, der um ein Viereck umschrieben ist, und an dessen Fliiche,

als Beispiele, in denen der Autor die
Theorie des eingeschriebenen Vierecks er- B
ginzt hat und welche deshalb eine selb- \

stindige Bedeutung haben. N \>

Es seien die gegebenen Seiten des
ABCD A / /C
AB—a, BO—1, D —¢, DA—1, \\\

dem Kreise eingeschriebenen Vierecks
D‘

Fig. 9.

und seine unhekannten Diagonalen 4 C — z,
BD = y. Danmm werden auf Grund-
lage der Theoreme iiber das Produkt der Diagonalen eines eingeschrie-
benen Vierecks und iiber 1hr Verhaltnis
d—+be
zy = ac+ bd r _adToe
_J T und 9 ab-cd’

daraus folgt, dafl

o — V(g9_+ bd) (@d + b¢) y =1/ @I Fed),

ab4cd ’ ad+he

Wenn man sich danach der bekannten Darstellung des Radius eines
amschriebenen Kreises des Dreiecks durch die drei Seiten und die
Fliche des letzteren bedient, so erhilt man fiir den gesuchten Radius,
als den Radius eines umschriebenen Kreises des Dreiecks AB(, den

Ausdruck
abx

g = p—
]/4a:abﬂ _ (as + hE — me)z’

welcher sich nach Ersetzen des 2 durch seinen eben gefundenen Wert
und ferner nach Zerlegung der erhaltenen Resultate in Faktoren in
den endgiiltigen Ausdruck verwandelt

. (ac+bd) (ad -+ be) (ab 4 cd)
t=VaFiFe—d@ibrd—o@tetrd—H0Ftetd—a
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Auf Grundlage derselben Darstellung des Radius eines einem Dreieck
umschriebenen Kreises durch dessen drei Seiten und seine Fliche
worden die Flichen der Dreiecke ABC und ADC sich in folgenden

Ausdriicken darstellen

1 1
—abzx — cdz

L und AADU:—%

& z

AABC=

und folglich wird die ganze Fliche des dem Kreise eingeschriebenen

Vierecks sein

ABCD = 71 . ﬁ@j@

oder nach Frsetzen des z und des 2 durch ihre Werte
ABCD
— Ve Tt e—dD@ b Fd—oaterd=b)(Eretd—a),

und beip=—;—(a—[—b+c+d)

ABOD=V(p—a)(p—b@—lp—ad.

Wenn eine so weite Anwendung der analytischen Methoden in
den elementar-geometrischen Untersuchungen von Gelehrten zugelassen
wurde, welche iiberzeugte Anhiinger der altgriechischen Geometer
waren, so ist es nicht schwer sich vorzustellen, wie in solchen Fiillen
Gtelehrte, die sich anders zu den Alten verhielten, handelten. In
ihren Schriften haben die synthetischen Methoden vollstindig den
analytischen den Platz geriumt. Diese Erscheinung ist unmdglich
auber acht zu lassen, als sehr charakteristische fiir die elementar-
geometrischen Untersuchungen in der zweiten Hilfte des 18. Jahr-
hunderts.

Die sphiirische Geometrie bis in die gweite Hilfte des
18. Jahrhunderts fiberschritt fast gar nicht die engen Grenzen ihres
kleinen Teils, den sie mit der sphirischen Trigonometrie teilte und
die sich mit den sphirischen Dreiecken beschiftigte. Dieser Teil,
durch die Bediirfnisse der Astronomie und nachher als notwendig fiir
die Navigation und Geodisie ins Leben hervorgerufen, entsprach un-
geachtet der erreichten hohen Entwicklungsstufe nur demjenigen
Kleinen Teil der Geometrie der Ebene, der zum Gegenstand die gerade
Linie und das Dreieck hat. Alle anderen Teile der sphirischen Geo-
metrie jedoch, die den viel groferen Teilen der Geometrie der Kbene
entsprachen, harrten noch ihrer Forscher. Als erster erschien in der
qweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts der schon oben erwihnte Anders
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Johann Lexell (1740—1784)"). Er wurde in der Stadf Abo geboren und
fing seine wissenschaftlich-lehrende Thtigkeit an der Universitit als Dozent
der Mathematik in derselben Stadt an. Im Jahre 1769 wurde er Mitglied
der St. Petershurger Akademie der Wissenschaften, und 1m Jahre 1771
war er daselbst sechon Professor der Astronomie und ordentlicher
Akademiker. Iir wurde ebenfalls zum Mitglied der Akademie der
Wissenschaften in Stockholm ernannt. Da in Petersburg die Astro-
nomie das Hauptfach Lexells wurde, so gehérten ihr alle seine
Schriften, die in einzelnen Ausgaben erschienen und der grBte Teil
derer, die In den Verdffentlichungen der Akademien in Petersburg und
Stockholm und in den ,Philosophical Transactions” enthalten waren.
Von den Abhandlungen Lexells in der Mathematik gehérten sechs
der Geometrie an, acht der Integralrechnung, je zwei der Differential-
rechnung, der Trigonometrie und der Geodisie, vier der theoretischen
Mechanik und je eine der Algebra und den Reihen. Von den astro-
nomischen Arbeiten Lexells waren am bekanntesten seine Schriften
itber die Sonnenparallaxe und ihrer Bestimmung, die sich in den Ver-
bffentlichungen der Petersburger und Stockholmer Akademien befanden.
Als auf die wichtigste von ihnen ist auf die im Jahre 1772 in Peters-
burg als Sonderausgabe erschienene ,Disquisitio de investiganda vera
quantitate parallaxeos solis, et transitu Veneris ante discum solis
anno 1769“?) hinzuweisen, in welcher der Autor, die Berechnungen
nach den Methoden Eulers fithrend, die Sonnenparallaxe gleich 8”68
fand.

Die erste Arbeit Lexells, die der sphirischen Geometrie ge-
widmet war, war der Artikel ,De epicycloidibus in superficie sphaerica
descriptis“®), der, wie aus dem Titel zu ersehen, sich mit Gegen-
stinden beschiftigte, die schon frither von den Geometern beriihrt
worden waren. Als vollstindige Neuheit, dem Gegenstand der Er-
forschung nach, traten folgende drei Arbeiten Lexells hervor, welche
in den Jahren 1781 und 1782 erschienen ,Solutio problematis geo-
metrici ex doctrina sphaericorum®?), ,De proprietatibus circuloram in
superficie sphaerica descriptorum®®) und ,,Demonstratio nonnullorum
theorematum ex doctrina sphaerica®.®) Als Hauptgegenstand ihrer
Betrachtung erscheinen die Eigenschaften von Kreisen, die auf der

1 Poggendorifs Biographisch-literarisches Handwbdrterbuch, I, S. 1444
bis 1446. Précis de la vie de M. Lexell. Nova Acta Academiae Scientiarum
Imperialis Petropolitanae, II. Historia Academiae ad annum 1784, p. 16—19.

%) 49, 131 §., mit 1 Tafel %) Acta Academiae Scientiarum Imperialis Petro-
politanae Pro Anne 1779, pars I, p. 49—T71. *) Ebenda, pro Anno 1781,
pars I, P 112—126. % Ebenda, 1782, pars I, p. 58—103.. %) Ebenda 1782,

pars 11, p. 85—95.
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Kugel konstruiert sind. In der Geometrie der Ebene werden folglich
analog zu diesem Gegenstande Eigenschaften von Kreisen, Welche in
der Ebene konstruiert sind, vorhanden sein.

Als der am meisten bemerkenswerte Satz aus diesem von Lexell
sewihlten Gebiet der sphiirischen Geometrie erkennt man gewdhnlich
das schéne Theorem iiber die Linie, die den geometrischen Ort der
Spitzen der sphiirischen Dreiecke darstellt, Welche eine gemeinschaft-
liche Basis und gleiche Oberfliche haben. Angenommen, 4B sei

7 eines der sphérischen Dreiecke, deren gemeinsame

X Basis AB = ¢ ist und die gegebene Obexrfliche

A+ B+ C—x=5. Es sei ferner JPK der
unbestimmt verlingerte Perpendikel, der auf 4 B
in der Mitte errichtet ist. Dann wird, wenn JP
ein Quadrant ist, der Punkt P der Pol des Bogens
AB sein und der Bogen PCD, der durch die
Punkte Pund C gezogen ist, perpendikular zu A B
sein. Es sei weiter JD =p, 0D =g, dann wer-
den die rechtwinkligen Dreiecke A C.Dund BC D),

Fig. 10. in welchen AC==0, B(=a, AD =p + Z ¢,

R

,
i

BD = p—— ¢ ist, geben
g

1
CO8 (1 = COS ¢ cos(p—gc)

e

cos b = cos g cos (p —l—%c)-

Setzt man jetzt in die schon frither gefundene Formel

1 1 J ‘
COtES= + cosa -+ cos b4 cose

sina.sin b- sin ¢

die Werte ;
1
cosa + cosb = 2008q-cosp-cos§c
1 = 2@0:5210
-+ cosec =z 3

1 1
sinb sin U = sine¢ smB—?sm €+ 008 5 C: sin B,

so hekommt man:

1
cos —¢ -} cosp - cos g
1 2 ;
cob o S = — —~ . &

sin ¢ - sin ~2~c- sin B

AuBerdem ist moch in dem rechtwinkligen Dreieck BCD

sing-sin B = sing
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und folglich
1
CO8— € -+ cos P - Ccos g
tlgw 2 o
co g ¢ N ‘
Sin EC - 81N g

oder )
(1 cosp-Cosq = COt'Q—S - Sill—;—c-sing — cos%c,
was endlich auch jenc Beziehung zwischen p und g vorstellt, die die
Linie hestimmen muB, auf der alle Punkte (' gelegen sind.

Wenn man jetzt JP um die GroBe PK =z verlingert und
KC =1y zieht, so liBt sich die Seite K C des Dreiecks PKC, in

welchem P( = -;—n — ¢ und der Winkel KPC =z — p aus der

Formel
cos KO = cos KP(C.sin PK -sin PC -} cos PK cos PC
oder
oS 1 = Sin ¢+ COS Z — SIN &+ COS § * COS P
bestimmen. Man erhiilt nach Substitution des nach der Iormel (1)

gefundenen Wertes von cosg:c0Sp
. 1 . r 1 .1
COsS Y = SlDCE-COS‘é*c —f- sin q | COS & — sy cotgs- sin 9 C) .

Man sieht daraus, da wenn man annimmt
. 1 .1
COS T — sm:v'cotgsvsmgc = ()

oder

1 .1
cot z = cot TZ-S- sin-¢,

alsdann gefunden wird

(2) cosy = sinx-cos%c

und folglich wird der Wert ¢ eine Konstante werden.
Frrichtet man also auf der Basis AB in der Mitte den Perpen-
dikel JP und nimmt auf der andern Seite des Pols den Bogen PK

so, dab ) oy
cot PK — cot 5 S-sing¢,

le Spitzen der Dreiecke, die eine gemeinschaftliche Basis C
Oberfliche S haben, auf dem kleinen Kugelkreise EC
d alle Punkte dieses Kreises F/C denselben nach der

so werden al
und gleiche
gelegen sein un
Formel

. 1
cosK(}’:sm_PK-cosgc

gefundenen Abstand K C von dem Pol K haben.
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Die Bedeutung, die Lexell selbst diesem Theorem gab, oder, wie
er es nannte, diesem Problem, ist daraus ersichtlich, dall er ihm einen
besonderen Artikel widmete, niimlich die schon oben erwihnte ,So-
lutio problematis geometrici ex doctrina sphaericorum®. Legendre
stellte am Ende seiner Bemerkung X1!) zu seinen ,Eléments de géo-
métrie* die Losung dieses Theorems in einer gedlangtelen Weise dar,
als der Autor. In dieser Form ist sie auch von uns dargestellt.

Nach dem Tode von Lexell iibernahmen die Fortsetzung der
von ihm unternommenen Ausarbeitung der sphirischen Geometrie
zwel andere Mitglieder der Petershurger Akademie der Wissenschaften
Nikolaus Full und Friedrich Theodor Schubert. Der erste von
ihnen legte die Resultate seiner Untersuchungen in diesem Gebiet in
den im Jahre 1788 erschienenen zwei Memoiren: ,,Problematum quo-
rundam sphaericorum solutio“?) und ,De proprietatibus quibusdam
ellipseos in superficie sphaerica descriptae®?) In dem ersten von ihnen
loste Fub folgende drei Aufgaben: Auf gegebener Basis zwischen zwel
gegebenen griBten Kugelkreisen ein Dreieck zu konstruieren, an dessen
Spitze der Winkel ein Maximum sei; ein Dreieck zu konstruieren,
an dessen Spitze die Summe zweler Seiten ein Minimum sei; en
Dreieck zu konstruieren, dessen Fliche eimn Maximum sel Da die
Lésung der ersten Aufgabe zu einer kubischen Gleichung fithrt, so
untersucht der Autor zuerst die Bedingungen, bei denen die Aufgabe
drei Wurzeln zuldft. Diese Untersuchung findet mit Hilfe der Drei-
teilung des Winkels statt und wird von Berechnungen begleitet, die
einem bestimmten Fall angehoren. Danach folgt die Betrachtung des
Falles, bei dem die beiden groften Kugelkreise aufeinander senkrecht
stehen und welcher die kubische Gleichung zur Gleichung vom zweiten
Grade hringt. Obwohl die zweite Aufgabe nicht schwer erscheint,
fithrt dennoch der Gebrauch gewhnlicher Mitte]l zu ihrer Losung zu
solechen Gleichungen, deren Losung groBe Schwierigkeiten in den Weg
setzen. Der Autor umgeht sie, indem er die Spitze des Dreiecks um
einen unendlich kleinen Bogen #ndert, als Resultat erscheint eine
auBerst einfache Losung. AuBer dem Memoire von Fufl, und sogar
frither als dessen Erscheinung, erschien die dritte Aufgabe im zweiten
Heft des ,Leipziger Magazins fiir reine und angewandte Mathematik
yon J. Bernoulli und Hindenburg, was darauf hinweist, dabl die
deutschen Gelehrten an den Untersuchungen tiber die sphérische Geo-
die von den Petersburger Akademikern ausgefithrt wurden,

metrie,

1) Note X. Sur l'aire du triangle sphérique. %) Nova Acta Academiae
Scientiarum Imperialis Petropolitanae, II, p. 70—83. " %) Ebenda, I, p. 90
bis 99.
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ebenfalls teilzunehmen anfingen. Ungeachtet, dall die Lésung dieser
Aufeabe schwieriger erscheint, als die der zweiten, gelang es Full mit
Hilfe der Methode, die der Methode der zweiten Aunfgabe dhnlich ist,
einen viel schoneren Ausdruck der Losung der dritben Aufgabe zu
finden, welcher dabei geometrisch auf der Kugel konstruiert werden
kann. Sein zweites Memoire widmete FuB den Eigenschaften der
bekannten sphirischen Ellipse, d. h. der Kurve, die den geo-
metrischen Ort der Spitzen der Drelecke darstellt, in denen bei ein
and derselben Basis die Summe der zwel andern Seiten konstant ist.
Zu der Unftersuchung dieser Higenschaften, die den Higenschaften der
ebenen Illipse analog sind, wurde Full durch die zweite Aufgabe des
ersten Memoires veranlafit. Als Resultat dieser Untersuchung erschien
die SchluBfolge, daf die zu betrachtende Kurve eine Durchschnitts-
linie der Kugel mit dem Kegel zweiten Grades sei, dessen Spitze in
dem Mittelpunkt der Kugel liegt. Anders ausgedriickt: die sphirische
Ellipse ist die Kriimmungslinie der Kegel zweiten Grades. Sie kann
auf der Kugel konstruiert werden, ebenso wie die Ellipse in der Ebene,
d. h. mit Hilfe eines Fadens, welcher von emem sich bewegenden
Stifte stets straff gespannt wird und dessen Enden in zwei Brenn-
punkten befestigt sind. Wenn man die Abszisse dieser Kurve auf
dem gréBten Kugelkreise nimmt,
der durch die Punkte 4 und B
geht, in denen die Enden des W
Fadens befestigt sind, indem &

man aus der Mitte C zwischen

ihnen ausgeht, und diese Abszisse g

mit # bezeichnet, die Ordinate A 7 X

auf dem grobten Kugelkreise Fig. 1.

(z. B. YX), der senkrecht

qum groBten Kugelkreise ACB steht, mit y bezeichnet, die Linge
des Fadens 4 Y B mit 2¢ und den Bogen des gréBten Kugelkreises 413
mit 2a, so kann man mit Hilfe der sehr bekannten Transformationen
und Reduktionen bei dem Kalkiil der Sinusse eine Gleichung erhalten

tane 1y — V(sin*e — sin*a) (sin®c — sin®x)
o ginc-cozc ’

welche die Natur der sphirischen Ellipse ausdriicken wird. Die An-
wendung dieser (leichung auf den speziellen Fall, in welchem die
Linge des Fadens 2¢ gleich der halben Peripherie des groBten Kugel-
kreises ist, fiihrte den Autor zu folgendem bemerkenswerten Resultat.
Wenn die Linge des Fadens der halben Peripherie des groBten Kugel-

Jreises gleich ist, so ist die mit ihrer Hilfe konstruierte Kurve immer
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ein groBter Kugelkreis, wie groB auch die Entfernung zwischen den
beiden Punkten, in denen der Faden befestigt ist, sein mag.

Schubert beschiftigte sich in seinem der Petershurger Akademie
der Wisgenschaften im Jahre 1798 mitgeteilten Memoire ,Problemata
ex doctrina sphaerica“’), welches der Ausarbeitung der sphirischen
Geometrie gewidmet war, mit der Losung der vier Fragen {iber die
geometrischen Orte der Spitzen der Dreiecke, in denen bei der ge-
gehenen Basis folgendes in den einzelnen Fillen gegeben wird: im
ersten das Verhiiltnis der Sinusse der beiden andern Seiten, im zweiten
das Verhiltnis ihrer Kosinusse, im dritten das Verhiltnis der Sinusse
der Hiilften derselben Seiten und im vierten das Verhiltnis der Ko-
sinusse derselben Hilften. Der Autor zeigt, daf der gesuchte geo-
metrische Ort in der ersten Frage dargestellt wird durch den Durch-
schnitt der Kugel mit dem Kegel, dessen Grundfliche eine Ellipse
1st, welche sich auf die Ebene der gegebenen Basis projiziert und als
Projektion die Hyperbel hat. Der erwihnte Durchschnitt stellt eine
Kurve doppelter Kriimmung dar. Der geometrische Ort in der zweiten
Frage ist der zur Basis senkrechte grofite Kugelkreis. Endlich sind
die gesuchten geometrischen Orte in der dritten und vierten Frage
durch zwei kleine Kugelkreise dargestellt, die untereinander gleich
und parallel sind und senkrecht zur gegebenen Basis stehen.

Parallelenlehre.

Bestéindig wachsend erreichte das Interesse an der Parallelenlehre
bei den Gelehrten im betrachteten Zeitraum von 1759—1800 ein
solches MaB, das bedeutend dasjenige tibertraf, welches in gleichen
Zeitabschnitten der vorhergehenden Periode erreicht wurde. In diesem
Zeitraum erschienen 67 Werke, die in ihrem ganzen Umfang, oder
einigen ihrer Teile, der Parallelenlehre gewidmet waren, withrend in
der ganzen vorhergehenden Periode, von Euklid angefangen, nur
557%) solcher Werke existierten. Der grofte Teil der erwihnten

1) Nova Acta Academiae Petropolitanae, XII, p. 196—216. %) Engel
und Stickel, Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis auf GauB, Leipzig
1895, S.287—316. Stickel, Zur Bibliographie der Parallelentheorie. Biblio-
theca Mathematica. Neue Folge, XIII, S.47—48. Zur Angabe der in diesen
beiden Werken bezeichneten Schriften sind noch zwei in RuBlland erschienene
Arbeiten hinzuzufiigen: das aus dem Vorhergehenden bekannte Werk von
Gurief, , Versuch einer Vervollkommnung der Elemente der Geometrie** und der
Artikel ,, Théorie des lignes paralléles”, mitgeteilt in der Sitzung der Petersburger
Akademie der Wissenschaften im Jahre 1799 (24. Oktober). Nova Acta Academiae

Scientiarum Imperialis Petropolitanae, XV, p. 77—78.
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Schriften, niimlich 44, gehérten Deutschland an. Was die andern an-
betrifft, so gehorten 7 Frankreich, ebenfalls 7 Italien, 4 England,
9 RuBland und je 1 der Schweiz, Schweden und Holland an.

Tiner und vielleicht der wichtigste von den Griinden, welche die
soeben in Zahlen angegebene hohe Entwicklung des Interesses an der
Parallelenlehre in Deutschland hervorriefen, war das Erscheinen der
Dissertation ,Conatuum praecipuorum theoriam parallelarum demon-
strandi recensio, quam publico examini submittent Abrah. Gotthelf
Kaestner et auctor respondens Georgins Simon Kliigel“!) im
Jahre 1763. Der Gegenstand dieser Dissertation bestand aus der
Greschichte der Parallelenlehre und der Kritik der ihr gewidmeten
30 Arbeiten. Die Idee zu diesem Werk, ebenso auch das dazu er-
forderliche Material, wurde dem Awutor wahrscheinlich von Kistner
gegeben, der sich fitr die Parallelenlehre wiahrend seiner ganzen ge-
lehrten Titigkeit interessierte. Indem er in seinen eigenen Unter-
suchungen auf diesem (febiet nicht zu geniigenden Resultaten gelangte,
suchte sie Kistner bei den anderen Autoren und stellte deshalb mit
Sorgfalt eine Sammlung derselben zusammen, welche am Xnde seines
Lebens ziemlich bedeutenden Umfang erreichte. Diese Sammlung benutzte
natiirlich Kliigel bei seinen Arbeiten. Einige Angaben aus der Ge-
schichte der Parallelenlehre waren ebenfalls in dem Artikel von
Castillon ,Sur les paralleles d’Euclide“?) enthalten.

Dank seiner Autoritit und Popularitit trug d’Alembert viel
dazu bei, das Interesse an der Parallelenlehre in Frankreich und
anderen Staaten Furopas hervorzurufen und zu unterhalten. ,Die
Erklérung und die Eigenschaften der geraden Linie sowie der paral-
lelen Geraden sind die Klippe und sozusagen das Argemis der Ele-
mentargeometrie’, hatte er in einem bemerkenswerten Aufsatze {iber
die Elemente der Geometrie 1759°%) ausgerufen und hatte hinzugefiigt,
man konne allerdings parallele Grerade als solche erkliren, die auf
einer dritten Geraden senkrecht stehen, dann aber sei unbedingt er-
forderlich, zu beweisen, daBl der Abstand der beiden Geraden immer
gleich dem gemeinsamen Lote sei. Spiiter in dem im Jahre 1785
gedruckten Artikel yParallele®) in der Eneyelopédie méthodique
sagte er: ,Der strenge Beweis der Theorie der Parallellinien ist viel-
leicht in der Elementargeometrie die schwerste Aufgabe. Wie es mir
scheint, ist die wahre und dabel die reinste Definition der parallelen

1) Gottingen, 4% 30 8., mit 1 Tafel. 2) Nouveaux mémoires de 1’Aca-
démie royale de Berlin, année 1786—1787, Berlin 1792, p. 283—254, années
1788—1789, ib. 1793, p. 171—202, 4, %y D’Alembert, Mélange de Litté_

rature, d'Histolre et de Philosophie. Nouvelle édition. T. V. Amsterdam, 8°.
H T I,I 3¢ partie, p. 520. - Mathématiques.
A
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Linie, welche iiberhaupt gegeben werden kann, diejenige, welche sagt,
parallel seien Gerade, wenn zwei Punkte der einen gleichweit von
zwei Punkten einer anderen Geraden entfernt sind. Zwei Punkte an-
zufiithren ist vollkommen geniigend, weil zwei Punkte die gerade Linie
bestimmen. Danach mufl bewiesen werden (und das ist das Schwerste),
daB alle anderen Punkte der zweiten Geraden gleichweit enifernt sind
von der gegebenen Geraden und daB folglich sich diese Linien niemals
schneiden werden. Zu sagen, dafl die parallele Linie eine solche ist,
deren Punkte alle gleichweit von einer anderen Linie entfernt sind
oder eine solche, welche bei der Verlingerung sich niemals mit ihr
schneidet, heiBt das, wonach gefragt wird, voraussetzen. Den groBen
Geometern gleich zu sagen, daB zwei parallele Linien zwei gerade
Linien sind, die in einer unendlichen Entfernung oder in einem un-
endlich entfernten Punkte sich schuneiden, das heiBt einem vollkommen
einfachen Gegenstande eine fuBerst metaphysische und abstrakte De-
finition geben*

Wie auch frither, waren die Anstrengungen der Geometer der
zweiten Hilfte des 18. Jahrhunderts, die sich mit der Theorie der
Parallellinien beschiftigten, auf die Entdeckung eines strengen Be-
weises der finften Forderung des IKukhid, oder, was dasselbe
ist, seines elften Axioms gerichtet, welches, wie bekannt, folgenden
Satz darstellt: Wenn eine Gerade zwei Gerade trifft und mit ihmen
auf derselben Seite innere Winkel bildet, die zusammen kleiner sind
als zwei Rechte, so miissen die beiden Geraden, ins Unendliche ver-
lingert, schlieflich auf der Seite zusammentreffen, auf der die Winkel
liegen, die zusammen kleiner sind als zwei Rechte. In der zweiten
Hilfte des 18. Jahrhunderts waren zwischen den, wie die oben an-
gefithrten Zahlen zeigen, zahlreichen Versuchen, den Beweis dieses
Satzes zu liefern, sehr wenig solche, die allgemeine Aufmerksamkeit
auf sich lenkten und die als vollkommen geniigend angesehen in Lehr-
biicher iibergingen. In der chronologischen Reihenfolge ihrer Ir-
scheinung muf man vor allem bei dem Beweise von Bertrand stehen
bleiben, welchen er in seinem aus der friiheren Darstellung bekannten
Werke ,Développement nouveau de la partie élémentaire des mathé-
matiques“!) gab.

Seinem Beweise der fiinften Forderung schickte Bertrand fol-
genden Satz voraus: Zwei Gerade, welche von einer dritten Geraden
zerdl~t geschnitten werden, daB die Summe der inneren Winkel, welche
auf derselben Seite der schneidenden Geraden liegen, zwei Rechte be-
triigt, schlieBen einen solchen Teil der Ebene ein, der in der ganzen

Y Tome II, p. 19—20.

@ -
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Ebene unendlich vielmal enthalten ist. Und wirklich, wenn man auf
der Geraden G'H, die den angegebenen Bedingungen geniigende zwei
gerade Linien AB und CD schneidet, die Strecke LM gleich der
Strecke A L macht und danach

durch den Punkt M die Linie I F &

zieht, die mit G'H den Winkel /

F ML, gleich dem Winkel DLE, % T F
hildet, so wird bei der Verschie- C r D
bung des Streifens AC D DB, dieden 4 /

Punkt K zur Ubereinstimmung /K B
mit dem Punkt L und die Strecke

K L mit der Strecke LI bringt, 2 e

dieser Streifen mit dem Streifen

CEFD ibereinstimmen, was daraus folgt, dafi die Winkel DL M
and BKL, als den Winkel DLX bis zu zweien Rechten ergiinzend,
einander gleich sein miissen. Da aber die Anzahl solcher Streifenj
wie CEFD, gleich der Anzahl der nachemander in der Linie G-H
eingetragenen Strecken LM ist, so wird bel- der augenscheinlich un-
endlichen Zahl dieser Strecken auch die Anzahl dieser Streifen un-
endlich sein. Nachdem Bertrand auf diese Weise seinen vorliufigen
Satz bewlesen hat, geht er zur fiinften Forderung iiber. Angenommben,

D

V.74 L AN
04
A i B
Fig. 13.

daR die Geraden AB und CD, welche von einer dritten Geraden KL
derart geschnitten werden, dafl die Summe der inneren Winkel, welche
auf derselben Seite der schneidenden Geraden KL liegen, zwei Rechte

nicht betriigt. Es sei ebenso
LBKL+(DLK>2R,

dann
L ARKL + [ CLK < 2R.

Wenn man nun die Gerade LM zieht, die den Winkel CLI/ bildet,
welcher so viel Grade, Minuten und Sekunden enthilt, als der Summe
| AKL+L OLK fehlen, daB sie 2R gleich werde, so kann man
auf Grund des vorhergehenden vorliufigen Satzes sagen, dafll die ganze
Thene eine unendliche Anzahl solcher Streifen enthilt, wie der Streifen
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MLEKA. Dasselbe kann man jedoch vom Winkel 3 LC' nicht sagen,
da er im Gegensatz zum Streifen M LK 4 in der ganzen Ebene eine
endliche Zahl mal enthalten sein wird, nimlich 360mal bei der
GroBe von 1 Grad, 21600mal bei del Grofle’ von einer Minute,
1296000 mal bei Grofle von einer Sekunde usw. Aus diesem Grunde
wird die Voraussetzung, daB die Gerade LC sich auf der Seite von
A nicht mit der Geraden KA hegegnet, zu einer Absurditit, da sie
zu dem Schlusse fithrt, der Winkel M I.C, der in der ganzen Ebene
eine endliche Anzahl mal enthalten ist, sel im Streifen MLK A ent-
halten, welcher in der ganzen Ebene eine unendliche Anzahl mal ent-
halten ist oder, was dasselbe ist, bilde einen Teil von ihm. Also
ist es unméglich, daB die Gerade LC sich mit der Geraden AKX in
der Seite von A nicht trifft, oder, iberhaupt gesagt, 1st es unmdog-
lich, daB sich zwei Gerade nicht treffen, die von einer dritten Ge-
raden derart geschnitten werden, dafl die Summe der inneren Winkel,
welche auf derselben Seite der schneidenden Geraden liegen, zwei
Rechte nicht betrigt. '

Um dem Leser die Kraft dieses Beweises verstindlicher zu
machen, fithrt Bertrand zum Schluf folgende strengere Darstellung
seiner Griinde an. Wie klein oder wie grofl ein Winkel auch sein
wiirde, dessen Scheitel im Zentrum des Kreises liegt, welcher mit
irgend einem endlichen Radius beschrieben ist, wird er immer ent-
weder zu einem Bogen gehdren, der irgend eine GréBe hat, oder zu
einem Bogen, der gar keine GriBe hat. Im zweiten Falle werden
seine Schenkel zusammenfallen und folglich wird er kein Winkel
mehr sein. Was jedoch den ersten Fall anbetrifft, so wird, da die
Peripherie des Kreises selbst eine endliche GriBe besitzt, das Verhilt-
nis des Bogens, der dem Winkel gehirt, zur ganzen Peripherie des
Kreises notwendig das Verhiltnis einer endlichen GréBe zu einer end-
lichen Gréfe sein, und folglich wird sich auch der Winkel selbst zur
ganzen WinkelgroBe am Zentrum, wie eine endliche Grobe zu einer
anderen endlichen GriBe verhalten, was daraus folgt, daB die Zentri-
winkel sich zur ganzen Winkelgrofie am Zentrum verhalten wie die
Bogen, die zu 1hnen gehoren, zur ganzen Peripherie des Kreises. Aber
squr gleichen Zeit wird derjenige Teil der Ebene, welcher von zwel
Guraden eingeschlossen ist, die von einer dritten Gteraden derart ge-
schnitten werden, daB die Summe der inneren Winkel, welche auf
derselben Seite der schneidenden Geraden liegen, zwel Rechte betriigt,
sich zur ganzen Fbene nicht wie eine endliche GréBe zu einer anderen
endlichen GroBe verhalten, sondern wie eine endliche GroBe zu
einer unendlichen. Der Streifen ACDB z. B. verhdlt sich zur
ganzen Ebene, dessen Teil er bildet, wie eine endliche Gerade KL

g
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zu einer unendlichen Geraden KG. Also wie klein ein Winkel auch
sein wird,
eben mit dem Ausdruck ,Streifen” bezeichnet worden ist. Die Be-
hauptung, daB ein Streifen einen Winkel enthiilt, schliet folglich
einen Widerspruch ein. Ebenso sechlieBt auch die Behauptung einen
Widerspruch ein, dafl zwei Gerade, welche von einer dritten Geraden
derart geschnitten werden, da die Summe der inneren Winkel, welche
auf derselben Seite der schneidenden Geraden liegen, zwei Rechte
nicht betrfigt, sich bei der Verlingerung auf der Seite, wo diese
Summe kleiner als zwei Rechte ist, nicht treffen werden.

Tiner groBen Bekanntheit, die die Bekanntheit der angeftihrten
- Beweisfithrung Bertrands bedeutend iibertraf, erfreuten sich die dem-
selben Gegenstand gewidmeten Arbeiten Legendres hauptsichlich
dank der Verbreitung seiner Eléments de géométrie, in denen er sie
anbrachte. An Stelle der fiinften Forderung selbst bewies er in diesen
seinen Arbeiten einige andere Sitze, auf denen die ganze Theorie der
Parallellinien ebenso streng begriindet werden konnte, wie auf diese
Forderung. Kin solcher Satz war Iin der ersten Ausgabe der ,,Elé—
ments” im Jahre 1794 der folgende: Wenn die gerade Linie BD das
Perpendikel zu A4 B ist und
eine andere Gerade 4C mit
derselben Linie AB ecinen
spitzen Winkel BA C bildet,
so begegnen sich die Linien
AC und BD bei gentigender C
Verlingerung.  Legendre 7
beweist diesen Satz auf fol- =
gende Weise: Der Punkt G,7,_
der FuBpunkt des Perpen- £ 4 66 XN B J
dikels, der auf die Gerade A B Fig. 14.
von irgend elnem Punkte
7 auf der Linie AC gefillt ist, kann nicht auf den Punkt A fallen,
noch auf irgend einen anderen Punkt auf der Linie AL. Die erste
Voraussetzung ist unmoglich, weil der Winkel BAF kein rechter ist.
Was jedoch die zweite Voraussetzung anbetrifft, so erweist sich seine
Unmdglichkeit aus folgenden Erwigungen. Wenn der Fufpunkt &
des Perpendikels zum Beispiel auf den Punkt H fallen wiirde, so
wiirde sich das angenommene Perpendikel '"H im Punkte K mit dem
anderen Perpendikel AFE, das auf der Geraden AB in dem Punkte 4
errichtet ist, schneiden, dann wiirden von dem Punkte K aus auf die
Gerade ADB zwei Perpendikel gefillt worden sein, was uwnméglich ist.

D

Algo kann der Punkt G, der FuBpunkt des Perpendikels F@, nur

OanToR, Geschichte der Mathematik IV. 26

er wird immer den Teil einer Ebene iibertreffen, welcher -
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auf irgend einen Punkt der Linie AdJ fallen. Auf Grund derselben
Erwigungen kann man weiterhin hehaupten, daff der Fulipunkt M
des Perpendikels, der auf die Gerade ADB von dem Punkte C aus ge-
fallt ist, nicht in den Punkt & fallen kann und nicht in irgend einen
anderen Punkt der Linie GI, da der Punkt C auf der Geraden AC
in der Entfernung AC, die AF tibertrifft, genommen ist. Ebenso
kann auch der FuBpunkt N des Perpendikels, der auf die Gerade 4D
von dem Punkte T aus auf der Geraden 4C in der Entfernung von
AP genommen, die AC tibertriffs, gefillt ist, nicht auf den Punkt
M, nicht auf irgend einen anderen Punkt der Linie ML fallen usw.
Also konnen die FuBpunkte 3, N usw. der Perpendikel sich nur
bez. auf den Linien GJ, MJ usw. befinden auf Entfernungen vom
Punkte 4, die bez. die Entfernungen 4G, A M usw. iibertreffen. Auf
diese Weise werden nach der allmihlichen Entfernung der Punkte der
Linie AC vom Punkte A, von denen Perpendikel auf die Linie A B
gefdllt werden, auch diese Perpendikel sich vom Punkte A entfernen.
Dabei eine Grenze der VergroBerung des Abstandes (z. B. AN) des
FuBpunktes des Perpendikels vom Punkte A bei der gleichzeitigen
VergriBerung des Abstandes vom Punkte 4 desjenigen Punktes (z. B.
P), von dem das Perpendike] gefillt ist, vorauszusetzen, wire absurd.
Und wirklich, nehmen wir an, daB das letzte oder das am meisten
vom Punkte A entfernte Perpendikel C M sei, so konnten wir, indem
wir auf der Verlingerung von AC den Punkt P nehmen wiirden, auf
dieselbe Weise, wie auch friher, beweisen, daf der Fufipunkt des
Perpendikels PN auf die Linie M.J fallen muf und folglich von A
auf einer Entfernung, die die Entfernung A ibertrifft, sein mub,
was der Voraussetzung widerspricht. Also kdnnen die FuBpunkte der
Perpendikel, die von den verschiedenen Punkten der Linie AC aus
auf AJ gefillt sind, in beliebig groBen Entfernungen vom Punkte A
liegen, folglich wird auch unter ihmen ein solcher FuBpunkt sein, der
mit B zusammenfallen wird, oder, was dasselbe ist, das ihm ent-
sprechende Perpendikel wird mit BD zusammenfallen, woraus direkt
folgt, daB die Linien AC und BD bei geniigender Verlingerung ein-
ander treffen werden. a

Dieser Beweis ist nicht genan, da die Behauptung von der Ab-
surditit der Voraussetzung, daB es eine Grenze der Entfernung gibe
gwischen dem FuBpunkt des Perpendikels und dem Punkte 4, nicht
richtig ist. Und diese Ungenauigkeit ist der Aufmerksambeit der
Zeitgenossen nicht entschlipft. G}Jrief hat schon in seiner oben er-
wiihnten kritischen Analyse der ,Hléments* von Legendre folgende
Einwinde diesbeziiglich gemacht.’) Wenn auch zusammen mit der

) Versuch einer Vervollkommnung der Elemente der Geometrie, S. 189—190.

?
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Entfernung des Punktes C von A der Abstand A M des Perpendikels
O M von demselben Punkte 4 wirklich eine unendliche Anzahl Zu-
wichse bekommen kann, so folgt moch lange nicht daraus, daB die
Voraussetzung von der Mdglichkeit der Existenz einer Grenze fiir die
FEntfernung A4 absurd ist. Der Beweis Legendres setzt dabei nur
die Unmoglichkeit der Existenz des letzten der Perpendike] fest, die
von dem auf AC genommenen Punlte aus auf 4B gefillt werden,
beweist jedoch in keinem Fulle die Unmdglichkeit der Existenz einer
Grenze fiir den Abstand AM. Es kaon jedoch kein Zweifel beziig-
lich des ersteren herrschen, deshalb ist auch sein Feststellen nicht als
Beweis des betrachteten Satzes anzusehen. Was jedoch die Unrich-
tigkeit der Amnsicht, daf die Voraussetzung der Existenz einer Grenze
des Abstandes A M absurd sei, anbetrifft, so deckt sie Gurief mit
Hilfe folgender Betrachtungen auf. Da uns beim Beweise des Grundsatzes
der Theorie der Parallellinien noch nicht bewufit ist, ob den gleichen
Lingen AF, F(, CP usw., die auf 4P genommen, ebenso unter-
einander gleiche GroBen entsprechen, nimlich AG, GM, MN usw,
die auf der Linie 4J durch die geféllten Perpendikel von den Punkten
F, C, P usw, abgetrennt sind, so entsteht die Mdglichkeit zu sagen,
daB die Zuwiichge des Abstandes AM z B. der Reihe folgen
1,. %’: 'i*: _;': 162~

Da aber die Summe der Glieder dieser Reihe immer kleiner als 2 ist,
wie weit man sie auch fortsetzt, so folgt daraus direkt, daB, wie weit
der Punkt C sich vom Punkte 4 auch entfernen mag, das von ihm
aus gefillte Perpendikel CM auf der Linie 4J immer eine um zwei-
mal . kleinere als die genommene Griéfie AG von ihr abschneiden
wird. Die verdoppelte Grofe AG wird auf diese Weise wur Grenze
der Entfernung AM.

Den Beweis Legendres auf diese Weise widerlegend, gab Gu-
rief in demselben Werke’) seinen eigenen Beweis der fiinften For-
derung, der mit dessen Teilung in drei Fille anfing. Als ersten Fall
beweist er den, in welchem von den beiden inneren Winkeln, welche
auf derselben Seite der schneidenden Geraden liegen, der eine ein
spitzer, der andere ein rechter ist. Beim Beweise des zweiten, in
welchem beide innere Winkel, welche auf derselben Seite der schnei-
denden Geraden liegen, spitze Winkel sind, benutzt er den ersten Fall.
Was jedoch den dritten Fall anbetrifft, in dem der eine der inneren
Winkel, welche auf derselben Seite der schneidenden Geraden liegen,

1y Versuch einer Vervollkommnung der Elemente der Geometrie, S. 236.—239.
26*
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ein spitzer und der andere ein stumpfer ist, so fithrt er dessen Be-
wers direkt auf den ersten IFall zurtick. Der Beweis, den Gurief
dem ersten Fall gab, welcher den Fall darstellt, den Legendre zu
heweisen versucht, wurde Gurief dureh das Durchsehen der Arbeit
des letzteren eingefloBt, wie er es selbst eingesteht, indem er mit dem
ihm eigenen Bigendiinkel sagt: ,,Wie schwach und unbegriindet dieser
Beweis des Herrn Legendre auch sei, er gab mir die Gelegenheit
diese Sache zu beendigen, auf die so viel Mithe verwandt worden ist,
wie im Altertum, so auch in der neuen Zeit, von den beriihmtesten
Miinnern“?) Dieser Beweis ist ebenso ungenau, wie der Beweis Le-
gendres, weil Gurief unbemerkbar fiir sich selbst denselben Fehl-
tritt getan hat wie Legendre.

Indem Legendre von der Kritik Guriefs keine Vorstellung
hatte, da dieselbe in russischer Sprache erschien, war er selbst von
seinem Beweise micht befriedigt. In der dritben Ausgabe seiner
,Eléments®, die im Jahre 1800 erschien, ebenso auch in allen folgen-
den bis zur achten einschlieBlich, bewies er an Stelle des Satzes, den
er als Grundsatz der Theorie der Parallellinien in der ersten Ausgabe
annahm, schon einen anderen, nimlich den Satz von der Gleichheit
der Winkelsumme eines Dreiecks mit zwel Rechten, welcher infolge
seines engen Zusammenhanges mit der Theorie der Parallellinien als
Grundsatz dieser Theorie ebenso streng angemommen werden kann,
wie der erstere Satz und wie die fiinfte Forderung selbst.

Nach einer Reihe miBlungener Versuche, den direkten Beweis
dieses Satzes zu finden, war Legendre geswungen bei dem indirekten
Beweise stehen zu bleiben, nimlich bei den Sitzen, daf die Winkel-

summe eines Dreiecks nicht groBer sein kann als zwei Rechte, und -

daB dieselbe Summe nicht kleiner sein kann als zwei Rechte. Fir
den ersten dieser Sitze gab er folgenden vollkommen strengen Beweis.
Wenn es moglich ist, so sei das Dreieck ABC ein solches, bei dem

B D r g K y.’4 0 )

/

A I8 E G J L N r
Tig. 15.

die Winkelsumme groBer als zwei Rechte ist. Indem man dann auf
der Verlingerung von AC die Strecke OFE = AC nimmt, den Winkel
FOD = CAB konstruiert, auf seiner Seite die Strecke CD=AB

1) Versuch einer Vervollkommnung der Elemente der Geometrie, S. 190.
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macht und sodann die entsprechenden Punkte durch die Linien DE und
BD verbindet, so bekommt man ein Dreieck CDI, das gleich dem
Dreieck ABC ist, da sie iibereinstimmen In zwei Seifen und dem
eingeschlossenen Winkel. Aus der Gleichheit dieser Dreiecke folgt,
daB der Winkel CED = ACB ist, der Winkel CDE = ABC und
die dritten Seiten ED und BC gleich sind. Da die Linie ACE eine
Gerade ist, so ist die Summe der Winkel ACB, BCD und DCE
gwei Rechten gleich, und folglich laut der Voraussetzung, daf die
Winkelsumme des Dreiecks ABC grofler als. zwei Rechte ist,

OAB+ ABC 4+ BCA> ACB + BCD + DCE.

Indem man von beiden Seiten dieser Ungleichheit den gemeinsamen
Winkel 4ACB subtrahiert und ebenso die gleichen Winkel CAB und

ECD, bekommt man
ABC > BCD;

and da die Seiten AB und BC des Dreiecks 4 BC gleich den ent-
sprechenden Seiten C.D und CB des Dreiecks BCD sind, so wird die
dritte Seite 4C grifler als die dritte Seite B sein. Wenn man sich
danach die Linie AF als unbegrenzt verlingert denkt, ebenso die auf
ihr konstruierte Reihe von gleichen und #hnlich liegenden Dreiecken
ABC, ODE, EFG, GHJ usw., so wird zu gleicher Zeit durch die
Verhindung der anliegenden Spitzen durch die Geraden BD, DF, FH,
HK usw. eine Reihe dazwischen liegender Dreiecke BCD, DIF,
F'G H usw. erhalten, die alle untereinander gleich sein werden, als
solche, die tibereinstimmen in zwei Seiten und dem eingeschlossenen
Winkel. Aus der Gleichheit dieser Zwischendreiecke folgt, daB
BD—=DF=FH= HK usw.

Weil AC> BD ist, sei die Differenz zwischen ihnen AC—BD=D.
Dann wird 2D die Differenz zwischen der Geraden ACE, die gleich
2AC ist, und der geraden oder der gebrochenen Linie BDF' sein,
die gleich 2.BD ist und ebenso AG— BH=3D, AJ— BK=4D usw.
Aber wie klein auch die Differenz D wiire, ist es augenscheinlich,

dap sie, gentigend wiederholt, grofer werden kann, als irgend eine

mdgliche gegebene Grife, infolgedessen kann man immer voraus-

setzen, daB die Reihe der Dreiecke so weit fortgesetzt ist, daB

.AP——BQ>2AB oder AP>DBQ+ 24B.

Andererseits jedoch dieser Folgerung widersprechend, mufl die Gerade

AP kiirzer sein als die gebrochene Linie A BQP, weil sie mit ihr
die gemeinsamen Endpunkte 4 und P hat, d. h. es muB immer sein

AP < AB+ BQ+ QP oder AP <BQ+24B.
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Die Voraussetzung, von der man ausging, erweist sich auf diese Weise
als absurd, folglich kann die Winkelsumme des Dreiecks 4.BC nicht
grofer als zwei Rechte sein.

Dem zweiten Satze gab Legendre den Beweis, dessen Mangel-
haftigkeit er spiter selbst anerkannte?), indem er sagte, daB ,dieser
zweite Satz, obwohl das Prinzip seines Beweises gut bekannt ist, uns
Schwierigkeiten stellte, die wir nicht vollends beseitigen konnten®.

7Zu Legendres Versuchen des direkten Beweises des Satzes iiber
dic Gleichheit der Suinme der Winkel eines Dreiecks mit zwei Rechten
ist auch der Beweis dieses Satzes zu rechnen, welcher in der ersten
Ausgabe der ,Kléments de géométrie angefiihrt wird, obwohl er auch
nicht mit der Absicht gegeben war, diesen Satz als Grundsatz der
Theorie der Parallellinien anzugeben. Ungeachtet dessen, daB dieser
Bewels in dem eben angefithrten Memoire von Legendre?) wieder-
holt war, befriedigte er den Autor nicht, weil er sich nicht mit dem
Gebrauche der Mittel begniigte, die vom ersten Buche der Elemente
des Euklid geboten wurden, und teils synthetisch, teils analytisch war.
Hier ist dieser Beweis. :

Indem wir unmittelbar durch Auflegung ohne Anwendung irgend
eines vorlinfigen Satzes beweisen, dal zwel Dreiecke kongruent sind,
wenn sie tibereinstimmen in einer Seite und den beiden anliegenden
Winkeln, bezeichnen wir die erwihnte Seite mit dem Buchstaben p,
die ihr anliegenden Winkel mit 4 und B und den dritten Winkel
mit C. Es ist notig, daB der Winkel C vollkommen bestimmt ist
im Falle, wenn die Winkel 4 und B und die Seite p bekannt sind,
weil im andern Fall den drei gegebenen GréBen 4, B, p einige
Winkel C entsprechen konnten und es ebenso viel verschiedene Drei-
ecke geben wiirde, die iibereinstimmen in einer Seite und den beiden
anliegenden Winkeln, was unméglich ist. Also mull der Winkel
eine bestimmte Funktion der drei GroBen 4, B, p sein, was auf
folgende Weise dargestellt werden kann C= ¢ (4, B, p).

Wenn als Einheit der rechte Winkel genommen wird, so werden
die Winkel 4, B, O durch Zahlen ausgedriickt werden konnen, die
zwischen O und 2 liegen; da aber O= g (4, B, p), so erhalten wir
die Méglichkeit zu behaupten, daf die Funktion ¢ die Linie p nicht
enthalten kann. Und wirklich, wenn dank der Eigenschaft des ¢
durch die gegebenen GréBen 4, B, p allein vollkommen bestimmt
su werden, irgend eine Gleichung zwischen A, B, C, p exisbieren

) Legendre, Réflexions sur différentes maniéres de démontrer la théorie
des paralléles ou le théoréme sur la somme des trois angles du triangle.
Mémoires de I'Académie Royale des sciences de I'Institut de France XII (1833),

p. 371. % Ebenda, p. 372—374.
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konnte, so konnte man aus ihr den Ausdruck der GréBe p ableiten
in der Abhingigkeit von den 4, B, C, woraus folgen wiirde, daB die
Seite p einer Zahl gleich sein wiirde, was absurd ist. Also kann die
Funktion ¢ die Seite p nicht enthalten, und folglich ist € =g
(4, B).

Diese Formel weist gerade darauf hin, daB wenn zwei Winkel
eines Dreiecks zwei Winkeln eines andern Dreiecks gleich sind, so
auch die dritten Winkel gleich sind. Wenn aber das bewiesen ist. so
ist es mnicht schwer, auch das Theorem selbst iiber die Gleichheit }der
Summe der Winkel eines Dreiecks mit zwei Rechten zu beweisen.

Zuerst nehmen wir ein rechtwinkliges Dreieck 4 BC mit dem
vechten Winkel bei 4 und fillen ein Perpendikel 4D von diesem
Punkt A auf die Hypotenuse. Dann werden
die Winkel B und D des Dreiecks ABD den B D
Winkeln B und A des Dreiecks BAC gleich -
sein, und folglich wird, nach dem eben Be- |
wiesenen, der dritte Winkel BAD dem dritten 4 Fig. 16 C
Winkel C gleich sein. Auf Grund derselben Ei- '
wiigungen wird der Winkel DA C= B sein, und folglich BAD+DAC
oder BAC= DB + (. Aber der Winkel BAC ist ein rechter, folglich
werden die beiden spitzen Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks zu-
sammen einen rechten Winkel bilden.

Nehmen wir jetzt irgend ein Dreieck BAC, in dem die Seite BC
nicht kleiner ist, als jede der beiden andern Seiten. Wenn wir von
dem Scheitel des Winkels 4, der der Seite A
BC gegeniiberliegh, auf diese Seite der
Perpendikel AD fillen, so wird dieses
Perpendikel im Innern des Dreiecks BAC
verlaufen und dasselbe in zwei recht- g

Dreiecke BAD, DAC teilen. D ¢

Fig. 17.

winklige
Im ersten werden die beiden Winkel

BAD und ABD einen rechten Winkel bilden, ebenso auch im
gweiten die beiden Winkel DAC, ACD. Bei der Vereinigung
:odoch aller dieser vier Winkel werden sie die drei Winkel bilden
BAC, ABC, ACB, oder ebenfalls zwei Rechte. Also ist die Summe
der Winkel in jedem Dreieck zwei Rechten gleich.

Die Hauptarbeit in der Theorie der Parallellinien in der zweiten
Hilfte des 18. Jahrhunderts und, wenn man die Arbeit von
gaccheri ausschlieBt, auch in der ganzen vorhergehenden Zeit, war
das Werk Lamberts yTheorie der Parallellinien®!). Hs war schon

1 Magazin fiir die reine und angewandte Mathematik, herausgegeben von
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im September 1766 verfaBt, jedoch befriedigte es den Autor nicht
und wurde auch deshalb wihrend seiner Lebzeiten nicht verlegt.
Diese Pflicht besiiglich der wichtigen Arbeit fiel dem Direktor der
Kéniglichen Sternwarte zu Berlin, Johann Bernoulli (1744—1807),
su, dem die Berliner Akademie der Wissenschaften den Nachlal
Lamberts ,unter annehmlichen Bedingungen* tiiberlieB, ,damit er
einen fiir das gelehrte Publikum niitzlichen Gebrauneh davon machen
sollte®.

In seinem Werk ging Lambert, Saccheri gleich, vom Viereck

ABDC, in welchem die Winkel 4 und B Rechte sind, aus. Wenn
in ihm ebenso auch der Winkel € ein

B D Rechter sein wird, so werden AB
und CJD eimander nicht begegnen
oy und die Frage wird auf den Winkel
],ﬁ]& e BDC zuriickgefiihrt, in Beziehung

zu welchem man drei Voraussetzungen

sulassen kann: [ BDC =190°% [BDC>90°% L BDC < 90°.
Nach der Durchsicht einer jeden dieser Voraussetzungen im ein-
zelnen unter den entsprechenden Titeln: ,Erste Hypothese“?), ,Zweite
Hypothese“?) und ,Dritte Hypothese“®) kommt Lambert hin-
sichtlich der ersten zum Schluf, daB sie mit der Annahme des
fiinften Euklidischen Postulats gleichbedeutend ist, und die zweite
Hypothese auf einen Widerspruch fiihrt. Endlich macht er bei
der dritten Hypothese stillschweigend eine mit dem zu beweisenden
Postulate gleichbedeutende Annahme. Dieser letzte Umstand war
auch wahrscheinlich einer der Griinde, und vielleicht auch der Haupt-
grund der Unzufriedenheit des Autors mit seiner Arbeit, die ihn an
deren Druck hinderte. Die schwachen Seiten des Werks von Lam-
bert verhinderten ihn jedoch nicht bei seiner weiteren, viel weiter als
bei Saccheri gehenden Betrachtung von der zweiten und driften
Hypothese zu einigen bemerkenswerten Resultaten zu gelangen. So
findet er, daB wenn eine von jenen beiden Hypothesen stattfinde
ein absolutes MaB der Linge vorhanden wiire. Als letztes und vielleicht
als wichtigstes Resultat erscheinen die Betrachtungen tiber den Flachen-
_ inhalt des Dreiecks, die Lambert zeigten, daB dieser Flacheninhalt
bei der zweiten und dritten Hypothese der Abweichung der Summe
der Winkel des Dreiecks von zwei Rechten proportional ist. Dieser
Schluf bringt ihn zur folgenden wichtigen Bemerkung: ,Hierbey

Bernoulli und Hindenburg, Leipzig 8° Jahrgang 1786, 2. Stiick, S. 137 bis
164; 3. Stiick, S. 325—358. Engel und Stickel, Die Theorie der Parallel-
Vinien von Euklid bis auf GauB, Leipzig 1895, 5. 152—207.

1) 8. 180—185. 5 8. 186—192. ) 8. 192—207.
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scheint mir merkwiirdig zu seyn, da} die zwote Hypothese statt hat
wenn man statt ebener Triangel sphiirische nimmt, weil bei diesfe ’
g_owohl die Summe der Winkel grofer als 180 Gr. als auch den'
Uberschuf dem Flichenraume des Triangels proportional ist Noc}i
merkwiirdiger scheint es, dab, was ich hier von den sph'étrischen
Triangeln sage, sich ohne Riicksicht auf die Schwierigkeit def Parallel-
linien erweisen lasse, und keinen andern Grundsat; voraussetzt, al
daB jede durch den Mittelpunkt der Kugel gehende ebene Fliieil:a TS
Kugel in zween gleiche Theile theile. Ich sollte daraus fast dCle
QchluB machen, die dritte Hypothese komme bey einer imagini o
Kugelfliche vor. Wenigstens mull immer etwas seyn Watl'um‘sbie M:eﬁ
bey ebenen Flichen lange nicht so leicht umstofen ’lii,Bt als e E“'Lch
bei der zwoten thun lieB.“") ; o
Als er, wie die Bemerkung zeigt, erfuhr, dafl die zweite H
these sich auf der Kugel verwirklicht, ging Lambert weiter }3306—.
gsprach die fiir seine Zeit auBerordentlich kithne Vermubung aus dI;B
su demselben fir die dritte Hypothese die imaginfire Eucrelf,ﬁcile
fithre. Damit schaute er weit in die Zukunft, weil die Ri§11tic:i<eit
seiner Vermutung erst ein ganzes Jahrhundert nachher bewiesen w;'den

konnte. Vollkommen moglich ist es, dall er zu seiner Vermutung ge-

langte, indem er den Radius der Kugel » durch den Wert V—?lb -

“in der Formel 7
72 (A+ B+ C—m=)

ersetzt, die zum Ausdruck des I'licheninhaltes des sphirischen Drei-

ecks mit den Winkeln 4, B, ¢ dient. Als Resultat dieser Ver-

tauschung mubte er den Ausdruck
r(m—A—B—C)

. At . : . . o
bekomme]'l, was dem 1})18(?1161 zeigte, daB auf der imaginéiven Kugel
ebenso wie auf der wirklichen, der Flicheninhalt des Dreiecks de;

. o : * o
Abweichung der Winkelsumme des Dreiecks von zwei Rechten pro-
nal ist und daB dieselbe Summe nicht grofer sein kann als

2 <

portio
4. h. alles das, was den Inhalt der dritten Hypothese

ZWei , Rechte s

bildet.
Mit der Theorie der Parallellinien beschiftigte sich ebenfalls

| Er war, ebenso wie Lambert und Legendre, von den
Resultaten nicht befriedigt, was aus folgenden iibrigens
Auskiinften zu ersehen ist. Nach der Mitteiiuw

o

Lagrange.
erhaltenen

sehr ungeniigenden
Leforts,

1 und Stiackel, Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis
S, 202—203. ?) Hoitiel, Essai critique sur les prin-
26+

1 Enge
auf Gaub, Leipzig 1895,

von Hoiiel?) dargestellt: ,Lagrange hatte erkannt, dafl
> 4 B
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die Iformeln der sphiivischen Trigonometrie von dem elften Axiome
unabhiingig sind, und hoffte hierans cinen Bewels dieses Axioms zu
wewinnen, Alle anderen Beweisversuche betrachtete er als ungeniigend.
So hat er sich in seinen Unterhaltungen mit Biot ausgedriickt.* Und
nach der Ermihlung von de Morgan'):  Lagrange verfalte am
Fnde seines Lebens eine Abhandlung iiber die Parallellinien. Ex be-
gann sie in der Akademie zu lesen, aber plotzlich hielt er inne und
saghe: \I1 faut que J'y songe encore’; damit steckte er seine Papiere

wieder ein©

cipes fondamentaux de la géométrie élémentaire ou commentaire sur les XXXII

premiéres propositions des Eléments d'Euclide p. 76.
") Engel und Stiickel, Die Theorie der Parallellinien usw., 8. 212.

Verbesserungen.

I

S. 58 4.2 v.ou. statt *) Ibenda, S. 79, 80 lies ) A. De Morgan, op. ¢it. 8. 79, 80.
5O 4. 4 v. u. statt S. E. Morgan lies 8. E. De Morgan.
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