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Totale und partielle Differentialgleichungen.

Um die Mitte des 18 Jahrhunderts sehen wir die Theorie der
Differentialgleichungen bereits als eine selbstindige mathematische
Disziplin vor umns. Wihrend die Untersuchung von Differential-
gleichungen anfiinglich nur Mittel zum Zweek war, wihrend ihre
Lssung urspriinglich sozusagen nur als Nebenrechnung bewerkstelligh
warde, war ihre Integration mittlerweile Selbstzweck geworden.
Auch die Problemstellung hat sich geindert. In den ersten Zeiten
werden Integrationen in geschlossener Form darch elementare Trans-
zendenten verlangt, bald beschriinkt man sich auf bloBe Quadraturen;
aber auch diese Forderung wird fallen gelassen; man ist zufrieden,
iiberhaupt die dureh die gegebene Differentialgleichung definierte Ab-
hiingigkeit diskutieren und womdglich durch unendliche Reihen oder
bestimmte Integrale ausdriicken zu kinnen. Trotz dieses freiwilligen
Aufgebens zu hoch geschraubter Forderungen ist natiirlich die Frage
nach Integrationen in endlicher, geschlossener Form nicht erloschen;
aber withrend man frither schlechthin fir jede Differentialgleichung
ein derartiges Integral verlangte, fragt man jetzt umgekehrt nach
Gleichungen, welche eine Integration durch eine endliche Zahl ele-
mentarer Funktionen erlaunben. Derartige Nachforschungen haben die
Entdeckung groberer Gruppen integrabler Typen zur Folge. Solche
enthilt z. B. eine Arbeit von d’Alembert in den Memoiren der
franzosischen Akademie von 1767 D'Alembert sucht zuerst Aus-
driicke, die sich mit Hilfe der Exponentialfunktion, des Integral-
Jogarithmus, von Logarithmen und elliptischen Integralen integrieren
lagsen. Im folgenden gibt er eine Reihe von eigentlichen Diffe-
rentialgleichungen, meigtens 2. Ordnung, die aber viel zn speziell
sind, als daB wir hier darauf eingehen konnten, und Bedingungen
fiir ihre Integrabilitiit. Wie er diese Gleichungen erhalten hat, legt
in einem spiteren Aufeatze dar?): Seine Methode besteht darin

er

1} Histoire de I'Académie Royale des Sciences (avec les Mémoires de
Mathématique et de Physique) 1787 (1770), p. 5788, (8. o. S. 728, 838). Die
geitenzahl bezieht sich hier, wie bei den Petersburger Akademissshrifien, nur wenn
pesonders bemerkt aul die Histoire selber. % Ebenda 1769 (1772), p. 78 .
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874 Absehnitt XXVIL

aus einer integrablen Gleichung durch verschiedene Kunstgrifte wieder

neue abzuleiten. Ahnlich leitet Euler') aus der Gleichung ddy = Y da?,
wo Y eine Funktion von y allein ist, und die mit Hilfe des Multi-

. d . . .
plikators 2 —dfg integriert werden kann, neue Typen ab, indem er

z. B. z als abhiingige Variable auffaBt. So eruibt sich
dyd*y = — Yda~,

d. i. In unserer Schreibweise

1 - fd S
((t'yi =—1 (:13:)‘ ’

A

Eine neue Gleichung liefert die Einfithrung von

ds = Vdr® + dy?
usw. Aus
S8ddz - SdSdez — aazdri =0

leitet er?) durch Substitutionen wie z = =: und § == P wo P ound
1 R’

R Funktionen von z sind, neue Gleichungen und im Falle der Inte-

grabilitit neue Fille integrabler Gleichungen ab. Xhnlich erkennt

er, daB die Gleichung

1 (d}l:) _ (_ddp OS5
ea\dt*] (1.1:’,)_ B

emn endliches Integral besitzt.*) Ein von Euler oft geiibtes Ver-
fahren, in endlicher Form integrable Differentialgleichungen zu finden,
bestcht darin, daB er die Bedingungen aufsucht, unter welchen die
das Integral darstellende unendliche Reihe abbricht (vgl. 8. 913, 989
und 992). So integriert!) er die Gleichung

dy* 2y

dat T Temis =0

allgemem in der Form

w41 .
y="rka * (1 — Bz 4+ Datm— ... sin ( o+ 0)
) ’ ™ )
lfamq’_—i .
—kx * (dxm—Ca L . ) cos ( <. + 0 ),
) ’ ™
") Institutiones calculi integralis, vol. 11, 1769, p. 25. % Ebenda, p. 142

®) Miscellanea Taurinensia t. I, (der Index 2 deutet die 2. Paginierung an)
1762/85 (1766), p. 70. Die Klammern deuten, wie dberall im folgenden, partielle
Differentialquotienten an. *) Novi Commentarii Academiae Petropolitanne,
t. IX, 1782/83 (1764), p, 298.
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Totale und partielle Differentialgleichungen. 875

wo % und 0 die Integrationskonstanten sind: er untersucht, fiir welche
Werte von m die Reihen abbrechen. Denselben Gedankengang wendet
Laplace auf die particlle Differentislgleichung 2. Ordnung an (vgl.
S. 1001).

NaturgemiB mubte sich bei eingehender Beschiftigung mit der
Theorie der Differentialgleichungen rasch eine Einteilung derselben
herausbilden: man schied in die zwei Hauptgruppen der totalen und
partiellen Gleichungen. Des weiteren wurden die Begriffe Ordnung!)
and Grad emner Differentialgleichung zur Abgrenzung einzelner Typen
herangezogen und  zwar in der Weise; daB man bald Gleichungen
gegebener (meist 1. oder 2.} Ordnung aber beliebigen Grades, bald (lei-
chungen gegebenen (besonders 1.1 Grades und beliebiger Ordnung
ins Auge fuBte. Iinen anderen Gesichtspunkt bildete die Zahl der
Variabeln, und hier ist es wieder die Gleichung mit 2 bzw. 3 Ver-
anderlichen, die am meisten untersucht wurde. Diese Art der Ein-
teilung ergibt sich als die natiirliche, wenn man die Integration der
Differentialgleichungen als rein mathematisches Problem auffaBt, und
demgemiil werden auch die einfachsten Fille, die sich hei dieser
Unterscheidung ergeben, wegen ihrer theoretischen Bedeutung eifrig
behandelt. Die Praxis freilich fihrt sehr hiufig gerade auf viel
schwierigere und kompliziertere Fille: Simultansvsteme und grofle
Zahl von Varinbeln sind in Astronomie und Mechanik Regel, und es
ist nichts Seltenes, daB alle die schénen Integrationstheorien der
reinen Mathematik vollstiindig versagen und man zu Kunstgriffen
saine Zuflucht nchmen muB. Trotzdem haben hierher gehdrige Pro-
bleme wegen ihrer eminenten Bedeutung die hervorragendsten Geister
dauernd beschiiftigt, und wir begreifen, daB die Weiterentwicklung
der Theorie der Differentialgleichungen der Verfolgung von zweierlei
Absichten zuzuschreiben ist: erstlich war es das Streben nach — so-
weit moglich — vollstindigen und erschopfenden Theorien fiir die
theoretisch interessanten Fille; andererseits war es das Verlangen,
die aus der Anwendung hervorgegangenen Methoden und Kenntnisse
so allgemein und ginheitlich als mdoglich zu gestalten. Diese An-
regunyg aus der Praxis, dies Verlangen nach Ausbau wichtiger theo-
retischer Fragen lsen sich fortwihrend ab und fordern, sich gegen-
geitig bestiindig ergiinzend, in gleicher Weise die schon gewonnenen
Resultate.

Indessen ist doch wenigstens zu Beginn des hier geschilderten
Feitnbschnittes ein deutlicher Unterschied hinsichtlich des Objektes
dieser treibenden Momente zu konstatieren. Der Gesichtspunkt prak-

1 Tm Lateinischen ,gradus®.




876 Abschnitt XXVIL

tischer Verwertbarkeit kommt vorziglich fiir partielle Differential-
gleichungen in Frage, wihrend von den totalen Gleichungen hauptsich-
lich solche behandelt werden, die formal, also vermoge Grad, Ordnung,
Variabelnzahl eine ausgezeichnete Rolle spielen. Doch bietet auch bei
totalen Gleichungen die Anwendung noch oft genug den Ausgangspunkt,
die Veranlassung zur Untersuchung; es sei hier nur auf das Vorkommen
der natiirlichen Gleichungen bei Nils Landerbeck (1735—1810, Pro-
fessor zu Upsala) hingewiesen. In einer Abhandlung aus dem Jahre 1783

. . .. e dR
wird zunichst ein index variationis curvaturae 7 = 77’1) wo R den

Kriimmungsradius, dz das Bogenelement einer ebenen Kurve bedeutet,
. . . . . y . . .
sowie eine HilfsgriBe p, die mit unserem ].:— identisch ist, de-
T+

finiert. Es werden nun Kurven gesucht, die durch eine Relation
zwischen 7' und p oder verwandten Gebilden definiert sind. Interesse
fiir uns besitzt nur ein Scholion®), das die Aufgabe enthilt, aus einer
Gleichung zwischen 7' und R, also einer speziellen Gattung natiir-
licher Gleichungen die betreffende Kurve zu ermitteln. Landerbeck
benutzt zur Integration einen Hilfssatz

di dp

RT ™ Ty et

der sich leicht verifizieren liBt. Die Integrationen selbst bieten,
weil an ganz speziellen Beispielen vorgenommen, keinerlei mathe-
matisches Interesse, In einer Fortsctzung dieses Aufsatzes?) ist auf
die Moglichkeit hingewiesen, aus einer Relation zwischen 7 und 2
oder zwischen R und z die Gleichung der Kurve in x und y Koordi-
naten zu bestimmen. An die umgekehrte Aufgabe, eine gegebene
Kurve durch eine Gleichung zwischen R und z darzustellen, ist in
keiner Weise gedacht; sind doch auch die erwihnten Probleme fir
Landerbeck nur Aufgaben unter vielen anderen und in keiner Weise
ausgezeichnet.

Wir haben heutzutage fir die Einteilung der Differentialglei-
chungen auBer den oben genannten noch andere Gresichtspunkte mehr
funktionentheoretischer Natur, wie die Art der Unstetigkeiten des
Integrals (z. B. ob fest oder verschiebbar), das Verhalten jm Un-
endlichen u. a. m. Derartige Untersuchungen kommen natiirlich vor
Ausbildung der Funktionentheorie fast nicht vor, doch sei hier auf

') Philosophical Transactions, vol. 78, 1783, p. 438. % Ebenda, p. 467
*) Das negative Vorzeichen riihrt von geometrizchen Betmchtangen her,
‘) Philosophical Transactions, vol. 74, 1784, p. 478, Schol. 2.

Y~



Totale und partielle Differentialgleichungen. 8717

eine Stelle bei Euler') hingewiesen, an der gezeigt ist, wie eine
gewisse Methode der Integration durch Approximation infolge be-
stimmter Unstetigkeiten des Integrals hinfillig werden kann. Es ist
speziell von der Differentialgleichung

Dl rid fudr®
drdu fﬁll 0

N

ddy -+

die Rede, deren vollstindiges Integral
y = A sm - (f ~j—a’)
! . '

ist. Hier geht, sagt Kuler, wihrend r von O bis «, d. i. einer sehr
: el ™ f . : :
kleinen GroBe, wichst, der Winkel = 4« aus dem Unendlichen ins

Endliche iber, so daB sein Sinus inzwischen alle Zwischenwerte von
+ 1 big — 1 unendlich oft annimmt.

Die Frage nach der Existenz der Integrale, die nach unserer
Ansicht den speziellen Untersuchungen voranzugehen hat, existiert
vor Cauchy iiberhaupt nichi. Einerseits war die Zeit fiir derartig
kritische Fragestellungen noch nicht reif, andererseits mochte die
geometrisch oder physikalisch evidente Existenz der Lésung von
Problemen, die aus der Praxis genommen waren, die Uberzeugung
erwecken, daB auch der entsprechenden mathematischen Formulierung
der Aufgabe eine Bedeutung zukommen muB. Indessen findet sich
doch, wiederum bei Euler, cine Uberlegung, die, wenngleich mit der
Frage nach der Existenz der Integrale in keinerlei Zusammenhang
stehend, doch Cauchy nachmals bei seinen Untersuchungen geniitat
haben kann. Euler stellt namlich an die Spitze eines Kapitels
seiner Integralrechnung, das speziell von der Integration durch Ap-
proximation handelt®), folgende Auslegung der Differentialgleichung
g—é = ¥, wo V eine gegebene Funktion von = und y ist (s. 0. 8. 734):
Nimmt z der Reihe nach dic Werte a, @', a”, @, ... an, so nehmen,
wenn die Differenzen a’-—a, a”’ —a, ... sehr kleine Zahlen sind,
y und 1" die Werte b, VOOV, o baw, A, A AT, A, . an, wo
die a, b, A durch die Gleichungen

Wmbd Al —a): =04+ A(@" —a);
Z)\If' — II" + ."‘1'7((3.”F . ﬂ”); .

verbunden sind. Euler hat also hier #hnlich wie Cauchy ein Inte-
1) Institutiones caleuli integralis, vol. II, p. 355. * Ebenda, vol. I, 1768,
p 498,
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grationsmtervall ¢ »x in Teilintervalle aa’, a"a”, . .| zerlegt und die
vorgelegte Differentialgleichung niherungsweise als Difterenzenglei-
chung angesehen.

Unter der stillschweigenden Voraussetzung also, daB eine Inte-
gration immer moglich sei, war man zu verschiedenen Erkenntnissen
iiber die Natur der Integrale gelangt. Die Tatsache, daB in das
Integral der totalen Differentialgleichung »#**" Ordnung mit 2 Variabeln
immer 7 Konstante eintreten, ist lingst bekannt"): iiber die Zahl der
willkiirlichen Funktionen im Falle partieller Difterentialgleichungen
finden sich Untersuchungen in den Memoiren der Pariser Akademie?).
Umgekehrt wird die Frage nach der Ordnung der Differentialglei-
chung, die durch Elimination von » Konstanten entsteht, behandelt.
So zeigt Lagrange®), daB aus einer Gleichung mit 3 Variabeln und
5 Konstanten immer eine partielle Differentialgleichung mit 3 Variabeln
und 5 Differentialquotienten hervorgeht. so daB also die gegebene
Gleichung einer particllen Gleichung 2. Ordnung gleichwertiyr ist.

Einen groBeren Reiz iibte auf viele Mathematiker dag Problem,
von vornherein, a priori, ganz allgemein den Bau. die analytische
Form der Integrale und die Natur der darin auftretenden Transzen-
denten zn bestimmen. Die betreffenden Mathematiker waren sich
natiirlich der Schwierigkeit und Unbestimmtheit dieser F ragestellung
gar nicht bewuBt; man denke nur, welche Hilfsmittel allein dje
Theorie der Integrale von Funktionen mit ausschlieBlich algebraischen
Irrationalititen erfordert, wie sie das abgelaufene Jahrhundert ge-
schaffen hat, und man wird die Zwecklosigkeit jener Versuche ein-
sehen. Insbesondere hat sich der Marquis de Condorcet mit
diesem Problem beschiftigt?), ohne allgemein giltige Resunltate zu er-
halten; auch Laplace ist in diéser Hinsicht titig, steckt sich aber
von Anfang an engere Grenzen. Er versucht von vornherein, ohne
wirklich Integrationen durchzufithren, lediglich auf Grund funktionen-
theoretischer, schr interessanter, allerdings nicht ganz korrekter
Schliisse die Form des Integrals der partiellen Differentialgleichungen
1. und 2. Ordnung festzustellen®), d. h. die Art der Verkniipfung der
darin auftretenden willkiirlichen Funktionen zu bestimmen. Die Er-
gebnisse seiner Untersuchung bilden die wesentliche Grundlage seiner
Theorie der Integration der partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung.

") Biehe z. B. Institutiones caleuli integralis, vol. I, p. 357. 7 Histoire
de I'Académie des Sciences 1772, part. 1 {1775}, p. 1 ff. % Oeuvres de La-
grange publ. par Serret, t IV, p. 8. ¥ Histoire de I'"Académie des Sciences
1772, part. 1 (1775), Histoire, p. 66. Viele spezielle brauchbare FErkenntnisse:
Ebenda, Mémoires, p. 1ff. ) Ebenda 1773 (17%7), p 847H -

3
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Bin wichtiges sich zwar nicht auf den &uBeren Bau, so doch
ebenfalls auf die Natur der Integrale beziehendes Problem wirft man
mit der Frage auf, welcherlei Unstetigkeiten in den willkiirlichen
Funktionen einer Integralgleichung auftreten diirfen. Wir wissen
aus dem vorigen Band'), daB dieses Problem durch die Integration
der Differentialgleichung der Saitenschwingungen veranlaBt wurde und
ein Gegenstand lebhaften Streites unter den einzelnen Mathematikern
war. Der vorsichtige d’Alembert, welcher von seinen Zeitgenossen
am meisten Sinn fiir Prizision und Exaktheit, fiir Strenge in der Rech-
nang zeigte, wollte, wie wir uns erinnern, nur solche Funktionen zu-
lassen, die nach Taylors Reihe entwickelbar sind, Euler glaubt diesen
Funktionen keinerlei Beschriinkung auferlegen zu diirfen. Beide Forscher
bleiben bis zu Knde ihres Lebens hartnickig auf ihrer Meinung bestehen
und geben ihrer Ansicht wiederholt bestimmiesten Ausdruck, d’Alem-
bert besonders in seinem Briefwechsel und in seinen Opuscules
mathématiques, Euler u. a. in seiner Integralrechnung?). Die will-
kiirliche Funktion f, sagt dieser, kann so gewihlt werden, daB die
durch &= [(y) dargestellte Kurve mit freier Hand gezogen und aus
Teilen verschiedener Kurven zusammengesetzt ist. Derartige Funk-
tionen mnennt Euler ,discontinuas sen nexu continuitatis destitutas”;
die Kiihigkeit, auch diskontinuierlich sein zu diirfen, bezeichnet er als
eine ,vis praccipua® der willkiirlichen Funktionen. Zur Begriindung
fiir seine Behauptungen benutzt er gleich darauf das Beispiel der
schwingenden Saite: Die willkiirlichen Funktionen des Integrals, heifit
es, stellen die Anfangsbedingungen dar im Fall, daB sie (analytisch)
bestimmt werden kinnen; da diese Losung allgemein sein muB, jedem-
Anfangszustand geniigen muB, ist sie notwendig auch fiir jene Fille
tauglich, in welchen man der Saite zu Beginn der Schwingungen eine
ganz unregelmiiBige, diskontinuierliche Form gibt, und die Integrations-
funktion mub sich auch diesen Fillen anpassen lassen.

Wiihrend nun Euler und d'Alembert, neben Daniel Ber-
noulli die Hiupter der beiden Parteien, ihrer urspriinglichen Ansicht
unerschiitterlich tren blieben, hat Lagrange, der den fast beruhigten,
weil aussichtslosen Streit durch seine beiden grofien Aufsitze iiber
Natur und Fortpflinzung des Schalles neu entfachte und darin sich
auf die Seite Eulers stellte, sich von d’Alembert zwar nicht vollig
iiberzeugen, uber doch wenigstens zu dem Zugestindnis dringen
lnssen, seine Lisung sei nicht von jeglicher Beschriiukuug frei, sondern
getze die Endlichkeit simtlicher Differentialquotienten in allen

1y Vgl. diese Vorlesungen, 11I% S. 900f. ) Institutiones caleuli inte.
gralis, vol. 1, 1770, p. 306,
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Punkten der gegebenen Anfangsfigur implizite voraus . Nach und
nach flaute die Debatte ab, da eine Linigung nicht zu erzielen war,
die spiteren Forscher begniigten sich damit, gelegentlich zn der
Sache Stellung zu nebmen. Auf diese Weise wird ersichtlich, daB
Condorcet?®) und Laplace mehr auf der Seite d°Alembe rts standen,
insofern als auch sie die willkiirlichen Funktionen gewissen Beschriin-
kungen unterworfen wissen wollten. So fordert Laplace fiir das
Integral einer Gleichung nter Ordnung die Stetigkeit der Ableitungen
aber nur bis zur (» — 1)*® Ordnung einsehlieBlich.?)  Fir seine Auf-
fassung ist folgende [‘jberlegung mabgebend: Man kann jede Diffe-
rentialgleichung als Spezialfall einer Differenzengleichung auffassen,
es sind lediglich die Differenzen unendlich klein geworden. Fiir die
Differenzengleichungen brauchen aber (wie durch geometrische Kon-
struktion der Integrale solcher Gleichungen gezeigt wird) die will-
kiirlichen Funktionen durchaus nicht stetig zu sein. Die iibrigen
Geometer nehmen fast alle Eulers Standpunkt ein. Der Streit hat
iibrigens eine wichtige Unterscheidung der bei Kurven mdglichen
Unstetigkeiten geschaffen; nach einer von der Petersburger Akademie
preisgekronten Arbeit?) ist pdiscontiguité® d. 1. Unstetigkeit in unserm
Sinne (etwa durch Sprung), von »discontinuité” zu trennen. Letatere
Art von Unstetigkeit besteht darin, daB die Funktion in verschiedenen
Intervallen verschiedenen Gesetzen gehorcht. Der Verfasser, L. F. A.
Arbogast (8. 667, Note 1), ist der Ansicht, daB beiderle] (Gattungen
von Unstetigkeiten in den Integralgleichungen zuzulassen sind; die
Differentialgleichung verlange ja nur, daB ein Sprung des einen Difte-
rentialquotienten durch einen analogen Sprung des iibrigen kompen-
siert werde. Die Unstetigkeiten im zweiten Sinne werden iiberhaupt
von den meisten Mathematikern zugelassen; erwihnt sei z. B.
der Abbé T. Valperga di Caluso?) (17837—1525). Einen wirk-

) Nach Burkhardt, Entwicklungen nach oscillirenden Funktionen,
Heft 1, 8. 40. Dieser Aufsatz, im folgenden einfach alg Burkhardt azitiert,
findet sich in den Jahresberichten der deatschen Mathematikervereinigung; da-
selbst ist der ganze Streit beziiglich des Problems der schwingenden Saiten aus-
fihrlich dargestellt. Der Briefwechsel zwischen d’Alembert und Lagrange
in Oeuvres de Lagrange, t. XIII. Man vgl. aoch d’Alembert, Opuscules mathé-
matiques, t. I, 1761, p. 65ff. *) Histoire de I'Académie des Sciences 1971 (1774,
p. 49ff. und p. 69. Seine Schliisse sind nicht streng, die Darstellung ist schwer-
verstindlich. %) Ebenda 1779 (1782), p. 200 y Vgl. Nova Acta Aca-
demiae Petropolitanae, t. V, 1787 (1789), Histoire, p. 5. Die Arbeit heiBt M-
moire sur la nature des fonctions arbitraires, qui entrent dans les intégrales
des équations aux différentielles partielles, St. Pétersbourg 1791. Vgl. auch
Burkhardt a. a, Q. %) Nach Burkhardt, Heft 1, 8. 44 Mem. Tor. 1786/87

(1788), p. 571.
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lichen und zwar hochwichtigen Fortschritt bedeutet eine Arbeit von
Jacques Charles (1746—1823, erst Beamter im franzdsischen
Finanzministerium, spiter Professor der Physik am Conservatoire
des arts et métiers und Mitglied der Académie des sciences).
Dieser unterscheidet zuniichst zwischen Kurven, die vollkommen will-
kiirlich, etwa aus freler Hand gezogen sind, die also, wie er sagt,
nicht durch analytische Formeln ausgedriickt werden kinnen, und
Kurven, die in verschiedenen Abschnitten ihres Verlaufes verschiedenen
Gesetzen gehorchen. Von letzteren behauptet er, daB sie immer durch
einen einzigen analytischen Ausdruck dargestellt werden konnen und
behandelt auch die Aufwabe, lein gegebenes ,Gemisch® von Flichen,
Linien und Punkien durch ecine einzige Formel auszudriicken. Als
Vorbereitung zu dieser Aufgabe gibt er umgekehrt analytische Aus-
driicke an, welehe derartige Unstetigkeiten aufweisen. Ich bringe
hiervon nur folgendes Beispiel?). Sei

=g

P o A el LA G I )

Ju7q @ L pef¥E
14 F[ Y] 1+ r Y]
wo @ < b Charles untersucht diese Gleichung fiir den Fall
AT AT
r(n) =0.

Fir a<z<b sind 1 — ; und :} — 1 beide negativ und die Glei-

chung reduziert sich muf &=g -+ k. Liegt hingegen z auBerhalb

dieses Intervalls, so ist eine von den Differenzen 1 —-%' und % —1

positiv, dic andere negativ, die Gleichung reduziert sich aunf
s=g+kr+V(@—a)(d—2a);

dieser Ausdruck ist aber dann imaginir. Die Schuittlinie der Ebene

F(_Zf’) = 0 mit der gegebenen Fliche ist demmnach ein Geradenstiick
a

mit der Gleichung z =g+ kx, wenn 2 von @ bis b liuft. Analog

1aBt sich eine Fliche angeben, die mit ¥ (—g) = 0 ein Geradenstiick

7 =g’ + 'z gemeinsam hat, wenn 2 von b bis ¢ lduft. Das Produkt

all der erwiihnten Gleichungen stellt schlieBlich eine Fliche dar, von

der F(}i) = 0 einen gebrochenen Linienzug ausschneidet. Einzelne
a

Punkte stellt Charles analytisch dar, indem er sie als isolierte
Punkte von Kurven auffalt.

1y Mémoires de mathématique et de physique présentés par divers Savans,
t. X, 1785, p. 586,
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Als ganz entschiedener Anhiinger Eulers ist endlich Mon ge zu
nennen, der von geometrischen Uberlegungen geleitet wird. In einem
Aufsatz iiber die Bestimmung der willkiirlichen Funktionen
einiger partieller Differentialgleichungen®) zeigt er, daB dies Problem
bei gegebenen Anfangsbedingungen auch auf rein geometrischem Wege
durch Konstruktion der Integrale behandelt werden kann. Da ergibt
sich denn, daB unter Umstiinden diese Konstruktion, m.a. W. die geo-
metrische Losung des Problems poch einen Sinn behilt, wenn jene
willkiirlichen Funktionen wegen auftretender Unstetigkeiten in den
Anfangsbedingungen nicht mehr angebbar (inassignable)?) geworden
sind (vgl. auch oben S.561). So ist ihm z B. die Aufgabe, die will-
kiirliche Funktion ¢ in der Gleichung £ =g {77 (2,¥)} zu bestimmen,
wenn fiir ein gegebenes y = A(2) gleichzeitig z = ¢ (x) sein soll,
identisch mit der Forderung, diejenige Fliche einer gewissen Flichen-
familie zu finden, welche durch eine gewisse Raumkarve, niimlich
¥ = A(z) und # = (), hindurchgeht. Die betreffende Konstraktion
wird sehr anschaulich und einfach durch Einfiihrung der Schar von
Zylinderflichen

Viz, ) =10,

welche auf der gesuchten Fliche eine Schar von ebenen Kurven aus-
schneidet. Monge geht im folgenden zu Integralgleichungen mit
mehreren willkiirlichen Funktionen iiber, immer an einzelnen speziellen
Aufgaben rechnerisches und konstruktives Verfahren erprobend. Dies
ist tibrigens nicht der erste Aufsatz von Monge iiber diesen Gegen-
stand”), und auch spiter ist er wiederholt darauf zuriickgekommen.*)
Er bringt indessen nichts wesentlich Neues mehr; zu den schwierigeren
spiiteren Aufgaben gehort z. B. folgende®): Sei z — g(U)+¢(V),wo U
und ¥ gegebene Funktionen von z und y sind; es sollen ¢ und ¢
so bestimmt werden, daB fiir y= Fz von selbst 2= fx und fiir
y = F"z analog 2 =f'z wird. Die Schwierigkeiten der Konstruktion
von =M+ No(V)+ Py(W)+--. kann er nicht allgemein iiber-
winden®); die Konstruktion gelingt ihm nur, wenn die willkiirlichen
Funktionen alle das nimliche Argument besitzen. Im ersten Fall
wird Monge zu Differenzengleichungen gefithrt (vgl 8. 1051). Im
Supplement zur Applikation kommt er endlich noch einmal auf diese
Aufgaben zu sprechen.

Die Bestimmung der willkiirlichen Funktionen unter gegebenen

') Miscellanea Taurinensia V¥, 1770—1773, p. 16 ff. *) Ebenda, p. 21.
’) Vgl. ebenda, p. 18: dans un mémoire précédent. Yy Mémoires présentés
par divers Savans, t. VII%, 1778 (1776), p. 267ff. Vgl auch p. XIII der Vorrede.
®) Ebenda, p. 306. ) Ebenda, t. IX (1780), p. 345 . Der Aufsatz wurde 1774
der Akademie vorgelegt.
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Anfangsbedingungen tritt noch viel hiiufiger in der mathematischen
Physik auf, und hier hat Euler fiir eine Reihe spezieller Probleme
die Aufgabe rechnerisch gelost. Die Erfillbarkeit der gegebenen An-
fangsbedingungen schien, auch wenn sie in analytischer Form vor-
lagen, gemii ihrer geometrisch- physikalischen Bedeutung bei allen
derartigen Problemen schon von vornherein gesichert und wurde des-
halb nie Gegenstand hesonderer Untersuchungen.

Im AnschluB daran behandeln wir einen interessanten Fall einer
Randwertaufgabe bei d’Alembert!) Vom Problem der schwingenden
ung]eichﬁirmigen Saite ausgehend, kommt er zu der Gleichung

g.;tg =X ::‘

wo X eine gegebene positive Funktion von & bedeutet. Er fragt
nun, ob man den Parameter J so bestimmen kann, daB diese Glei-
chung eine Losung zuliBt, welche in a und b verschwindef, ohne
identisch zu verschwinden. Um diese Frage zu beantworten, fiihrt
er die obige Gleichung in eine Riccatische Gleichung iiber durch

Ve —_— : y’
Einfihrung der neuen abhingigen Veriinderlichen zzﬁ. Durch

Untersuchung dieser Gleichung kommt er zu dem Resultat, daB die
gew{insclite Parameterbestimmung stets moglich ist, und zwar so, daf
die betr. Liosung swischen a und b nicht verschwindet. DaB es aber
nur einen solchen Parameterwert gibt, wird nicht erwihnt, ebenso-
wenig ist von den unendlich vielen Parameterwerten die Rede, welche
man bekommt, wenn man Nullstellen zwischen @ und b zulifit.

Man hat ziemlich von allem Anfang an die Integrale in voll-
stindige (bzw. allgemeine) und partikulire unterschieden. Dazu kam
dann spiiter unser singulires Integral hinzu.®) Endlich unterschied
Lagrange beziiglich der ].ntegrale. }}zlrtieUel- Differentialgleichungen
swischen vollstiindigem und allgemeinem Integral (vgl. indessen S.969
and 8 072 Anm. 2)3) — Beziiglich des Integrals, das aus

=,

z dz

],"(:li,: !I. .‘:, ”, I)J i @)’ b == (J(n), d____a _%_ P q?l((]) — 04‘\)

1y Histoire de 'Académie de Berlin, t. XIX, 1763 (1770}, p. 244. Nach dem
A.rtikeil ,Randwertaufgaben bei totalen Differentialgleichungen* in der Enzyklo-
pidie der mathematischen Wissenschaften, I A Ta, 8. 439, %) Eine Definition
des partikulidren Integrals bei Euler, lustitutiones calculi integralis, vol. I,
sect. 2, cap. 4. Forner bei Laplace, Miscellanea Taurinensia, t. IV3, 1766/69,
p- 174 (verdrucki statt 274), Definition des singuliren Integrals bei Condorcet,
ebenda, t. IV, 1766/6%, p. 6 (solution particulidre); siehe auch Oeuvres de La-
grange, t. 1V, p. 7. % Die Benennung der verschiedenen Arten von Integralen
war jedoch bestiindigem Wechsel unterworfen. *) Wir haben bei den partiellen

Caxron, Geschichte der Mathematik IV. 57
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durch Elimination von @ und b hervorgeht, sagt Lagrange!), es sei
beaucoup plus générale als das vollstindige Integral und nennt es
daher intégrale générale. Bald darauf?) sagt er, das allgemeine Inte-
gral schlieBe die vollstindigen Integrale ein comme des cas parti-
culiers. Lagrange beschiftigt sich auch mit dem Zusammenhang
zwischen vollstindigem und allgemeinem Integral und sucht letzteres
im Falle der Differentialgleichung 2 Orﬂnunrr sowohl aus dem end-
lichen vollstiindigen Integral als aus ersten Integralen herzuleiten.
Er zeigt dabei®), daB das allgemeine Integral dieser Gleichung viel
leichter aus den beiden vollstindigen ersten Integralen als aus dem
vollstiindigen endlichen Integral entwickelt werden kann und sucht
deshalb aus dem letzteren auf das erste Integral zu schlieBen. Dureh
Einfithrung der partiellen Differentialquotienten 1. Ordnung geht aber
aus der vollstindigen Integralgleichung mit 5 willkiirlichen Kon-
stanten im allgemeinen eine Gleichung mit 3 Konstanten hervor, die
nicht als erstes Integral der urspriinglichen Gleichung angesehen
werden kann, da ein solches nur zwei Konstanten besitzen darf)
Doch kann man durch geschickte Kombination der einzelnen Glei-
chungen in speziellen Fillen eine Gleichung mit bloB zwei Konstanten
erhalten, wie Lagrange an einigen Beispielen zeigt.

Auch Monge beschiftigte sich®) mit der Aufsuchung erster In-
tegrale besonders fiir Differentialgleichungen, von denen zu seiner
Zeit wohl das endliche, aber nicht das erste Integral bekannt war;
von den Zwischenintegralen einer partiellen Differentialgleichung
2. Ordnung verlangt erS): sie diirfen keine Differentiationen 2. Ord-
nung aufweisen, miissen aber dafiir eine willkiirliche Funktion cnt-
halten und s:ch durch einmalige totale Differentiation der Integral-
gleichung und nachfolgender Elimination eciner der zwei willkiirlichen
Funktionen samt ihrer Derivierten ergeben. .J. Trem bley (1749—1811)
kommt gelegentlich?) auf die Ergebnisse von Monge zu reden und
spricht dessen Gleichungen den Charakter von ersten Integralen ab.

Differentislgleichungen die Schreibweise des Uriginals durchweg beibehalten,
weil die sehr verschiedenartigen Manieren in der Bezeichnung das Suchen nach
einer vorteilhaften Schreibweise am besten erkennen lassen. Lagrange deutet
wie dies zum Teil noch heute tiblich ist, die partielle Differentiation nicht be-
sonders an.

" Oeuvres de Lagrange, t. IV, p. 4. Dieser Aufsatz stammi aus den
Memoiren der Berliner Akademie fir 1774. T, Oeuvres de Lagrange, t. IV,
p. 88. % Ebenda, p. 101. Y) Ebenda, p. 104. * In seinem groBen Auf-
satz iiber Differentialgleichungen in der Histoire de I'Académie des Sciences 1784
(1787), der unten eingehend besprochen wird. % Ebenda, p. 185.

"} Nova Acta Academiae Petropolitanae, t. XI, 1793 (1798}, p. T9.

¥
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1 1 6 { . - as .
Eine gemischte Form des Integrals, die neben willkiirlichen Funk-
tionen auch eine Integrationskonstante a enthiilt, will Monge zu-
laggen.'t Die Gleichung

o= qr 1I:([.I" — 'I/ + U'(‘I)LT- - y)l
ist Integrnl von

Gz 00z iz b €17 o8 AroAps
dy da? l_(l @ i y_l dady d dar dy" =

0.

SchlieBlich darf nicht unerwiihnt bleiben, daB Liaplace auf die
Existenz trivialer Losungen einer Differentialgleichung hingewiesen
hat, die nicht als Integrale zn bhetrachten sind.¥) So wird

wlMex + uNcy=20

durch u = 0O erfiilit; aber die ,eigentliche" Losung muf} die Gleichung
iy = péa erfilllen, wo p eme Funktion von o und y ist. Eine ge-
naue Definition, was als Integral zu gelten hat und was nicht, laBt
gich bekanntermaBen bei Verwendung Monge-Liescher Vorstellungen
in besonders anschaunlicher Weise geben.

Von groBter Wichtigkeit sind die Untersuchungen, die sich auf
die Theorie der singuliren Integrale beziehen. Clairaut*) und
Kuler fanden auf dicsem Gebiet zuniichst keine Nachfolger; dieser
Jeitet 1768 fiir Gleichungen 1. Ordnung ein allerdings wenig allge-
meines Kriterium ab, durch das e partikulires Integral von einem
singuliiren unterschieden werden kann, ohne da das vollstindige In-
tegral der Gleichung bekannt ist. D’Alembert fiigt in einer Ab-
handlung aus dem Jahre 1769%) wenig Neues hinzu; hdchstens kann
man sagen, daB er Eulers ﬁberlegung strenger und schirfer macht.
Erst Laplace faBt 1772 das Problem bedeutend weiter. Er verlangt
ein fiir Gleichungen beliebiger Ordnung mit beliebiger Variabelnzahl
geltendes, dem Kulerschen iihnliches Kriterium; auBerdem stellt er
die Fordernng, es sollen simtliche singulire Integrale einer gegebenen
Differentialgleichung ungegeben werden. Durch Laplaces Arbeit
angeregt, nimmt endlich Lagrange 1774 das Problem von neuem
vor; er erkennt als erster die wahre Natur des singuliren Integrals
and seinen Zusammenhang mit dem vollstindigen Integral. Die dar-

1y Mémoires préseniés par divers Savans 1778 {1776), p. 322. Auf eine
sihnliche Form des Integrals bei Monge (Mémoires de Turin, t. ¥, p. 52) kommt
Trembley eingehend zu sprechen in Nova Acta Academiae Petropolitanse,
&, XIII, 1795/96 (1802), p. 134, % Wegen der Schreibweise vgl. 8. 1012 u. 1019.

5 Histoire de 'Acndémie des Sciences 1772, part. 1 (1775), p. 344. 4 Vel
diese Vorl, HI%, 3. 880, Y Histoire de I'Académie des Sciences 1769 (1779,
P an f.

Y e
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auf gegriindete Methode zur Bestinmung der singuliiren Integrale
durch Elimination der Konstanten der Integralgleichung ist der
Laplaceschen Herleitung an Eleganz, Sicherheit und Leichtigkeit
der Handhabung bedeutend iiberlegen und hat deshalb das iiltere
Verfahren vollstindig verdringt. Die zweite, schon von Clairaut
und Kuler geilibte Methode wiederholter Differentiation, die nicht
vom Integral, sondern von der Differentialgleichung ausgeht, besitzt
Lagrange ebenfalls, auch gibt er erweiterte Kriterien. Endlich be-
handelt er dic geometrische Deutung des singuliren Integrals als
Enveloppe emer Kurvenschar!), und ist der Ansicht, daB im allge-
meinen ein singulires] Integral vorhanden ist. DaB ein Ort der
Spitzen oder anderer Singularititen auftreten kann, ist ithm dabei
entgangen; ebensowenig weil er, daB es Integral: gibt, die zugleich
partikuldr und singulir sind, d. h. geometrisch gesprochen, duB ein
Zweig der Enveloppe zu den Kurven der Schar gehdren kann. 1774
dehnt Lagrange seine Untersuchungen auf Differentialgleichungen
hioherer Ordnung und partielle Differentialgleichungen aus; endlich
sind noch die] Arbeiten von Trembley®) und Legendre zu er-
wihnen.

Wir konnen uns nicht versagenm, ndher auf die Aufsiitze von
Euler, Laplace, Lagrange und Legendre einzugehen. KEuler
sucht®), wie schon erwihnt, ein Knterium, das gestattet, ein singu-
lires oder partikulires gegebenes Integral als solches zu erkennen.
In gewohnter Weise geht er allmiiblich von einfachen Fiillen zu
schwierigeren iiber. So kommt er unter der Voraussetzung, das voll-
stiindige Integral laute y = C + P, zu dem Schlusse, daB I, fiir v =a
nicht unendlich werden darf, wenn » = a partikuliires und nicht sin-

guldres Integral von dy = fgf? sein soll. Es ist dabei natiirlich an-

genommen, daB 2 = @ die letztgenannte Differentialgleichung befrie-
digt. Er untersucht noch weitere Fille, wie

]‘4 j}d-d
dy="1" wnd dy ="
¥S y&"

und bildet an ihnen folgende Untersuchungsmethode hernus*): Sei

dy = Pdx
=g

Y Qeuvres de Lagrange, t. IV, p. 88. Die Deutung des singuliiren Inte-
grals partieller Differentialgleichungen: ebenda, p. 67. % Mémoires de l'aca-
démie royale des sciences de Turin 1790/91. Ferner Nouveaux Mémoires de
I'Académie de Berlin 1792/98 (1798), p. 341—416. Vgl unien S. 908. 3 In-
stitutiones caleuli integralis, vol. I, p. 393. ¥ Ebenda, p. 402,
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wo ( fiir » = a versehwindet, P aber nicht. Man setze 2 =0 T o,
und ,betrachte @ als unendlich klein®; so wird @ die Form’ Ro* an-
nehmen: 2 =a wird dann immer partikulires Integral sei‘n, aufler
wenn 4 < 1. Als Beispiel gibt er:

dy =

wo sich der Nemner fiir 2 =a — o bei sehr kleinem o auf xe

. a'l/
reduziert, wie durch Reihenentwicklung unmittelbar zu sehen ist
Hier ist 4 = 1; hiitte man aber statt der Quadratwurzel eine dritte
Wurzel im Nemner, so wire offenbar 2 <1. Im folgenden gibt
Buler die naturgemiiBe Erweiterung dieser Regel fiir Differential-

. . daxr dy - - )
gleichungen der Form ¢ =y, wo X und Y Funktionen von &
bzw. y allein sind, und geht endlich') zu dem Fall Pdz = Qdy iiber,
wo P und @ 1 ]U'cnd“'(‘ldle Funktionen von r und y sind. Dleqe]
Gleichung geniige die endliche Auflésung ¥ = X, wo X eine Funk-

tion von & allein. Kuler sagt man ersetze in der gegebenen Diffe-

. : - do .
rentialgleichung ¥ dm‘ch X+ ® und bestimme ™ fiir unendlich

kleine . Es wird -7——- Sdr werden, und y = X ist ein Integral
[(]

oder nicht, je nachdem 22> 1 oder 2 < 1. Nach dieser Ausdrucks-
weise sieht es fast so aus, als ob Euler die singuliren Integrale
nicht als Integrale gelten lussen wollte; Namen hat er keinen dafiir.
Die ohen beschriebene Methode fiihrt 2. B. bei

wdy —adr = dx ) (yy — xx),
WO 1-.’ =) ,’l” ilnf
{ .
a‘m dzx ]/3’2 di. A= L.

RS

19

Hieran kniipft Kuler die weitere Bemerkung®): das Integral der ge-
gehenen Differentialgleichung ist:

2a ]}‘/fd = ( + ry X 'V?.'T s

wo @ nach Voraussetzung unendlich klein ist. Es wird aber, heifit
es weiter, wie man auch die Konstante C bestimmen mag, ® einen
endlichen Wert erhalten, woraus notwendig folgt, daB die Gleichung
y = o kein Integral sein kann.

Auf diese Abhandlung Eulers weist Laplace hin und sagt, sie

Ve e et

% Institutiones calenli integralis, vol. I. p. 408, 9y Ebenda, p. 411,
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habe den AnstoB zu seinen eigenen Untersuchungen gegeben!). Zu-
nichst schafft er das, was Euler fehlt, nimlich eine besondere Benennung
fir die singuliiren Integrale. Er definiert allgemein als ,solution®?)
jede Gleichung, die eine gegebene Differentiulgleichung befriedigt, be-
hilt aber dann diesen Ausdruck mit dem Beiwort particuliere®
speziell fir unser singuliires Integral und spricht im Gegensatz dazu
von einem ,intégrale particuliere bzw. ,générale (auch ,résolution
compléte’). Sodann stellt sich Laplace die Aufgabe: Eine Losung
von ¢y = pox 1st bekannt; man soll feststellen, ob sie im allgemeinen
Integral enthalten ist oder nicht, ohne dieses zu kennen. Laplace
geht von der geometrischen Versinnlichung der Integralgleichung
aus. p=0 sei die gegebene Lisung,
e A XN — ¢ =0 das unbekannte vollstindige
C Integral. Man konstruiere die Kurve
HC M mit der Gleichung u =0 und
Qf\_ diejenige Kurve ¢ =0, welche
Zz ‘ durch einen gegebenen Punkt € von
HCM geht. HeiBt sie LCN, so
1st also LCN Repriisentantin eines
partikuliren Integrale. Ist nun
4 " - I =Q im allgemeinen 1‘ntegml en't-
Fig. 100. halten, so muB, behauptet La-
place, HCBM Punkt fir Punkt
mit LCN. zusammenfallen. Indem er jetzt die Ordinaten von LCN
mit ¥, die zugehorigen Differentiale mit &, die Ordinaten von HCA
mit y, die Differentiale mit d bezeichnet und Y und y fiir die Um-
gebung des Punktes C nach der Taylorschen Reihe entwickelt, or-
hilt er als Bedingung fir das Zusammenfallen beider Kurven, d. i.
als Bedingung dafiir, daB HCM, also =0 em partikuliires Integral

1st, folgendes System von Gleichungen:

dy ¢y &y _ 9y &y iy
dz  ox’ dz*  9ri’ dx* ixt

usw. Diese Relationen sind zuniichst nur fiir den Punkt ¢!, d. i. fiir ein be-
stimmtes Wertepaar «, y abgeleitet; nimmt man aber einen anderen
Punkt C der Kurve HCM, deren Zugehdrigkeit zu den partikuliren

) Histoire de I'Académic des Sciences 1772, part. 1 (1775), p. 343. Vgl
auch die Zusitze p. 641 und die Histoire desselben Jahres, p. 87f. Ferner eine
bereits friiher veriffentlichte Notiz am Schlusse eines Aufsatzes dber Wahrschein-
lichkeitsrechnung in den Mémoires présentés par divers Savams, t. VI (1774),
p. 664. Daselbst ist noch auf einen Aufsatz in den Actes de Leipsic fiir 1771
hingewiesen, der indessen nach Laplaces eigenem Zugestindnis Fehlerhaftes
enthilt. ?) Histoire de I'Académie des Sciences 1772, part. 1 (1775),

p. 344,
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oder singuliren Kurven in Frage steht, und legt durch (" die ent-
sprechende partikuliire Kurve?), so erhilt man dieselben Bedingungen:
dempach miissen letztere, wenn HC .M ein partikulires Intew;‘al ldar-’-
stellen soll, fiir jedes = giltig sein. :

Nun lassen sich aber die é-Derivierten aus der gegebenen Diffe-
rentialgleichung leicht bilden; man erhdlt ndmlich der Reihe nach

av vty [bp (AN P ¢
o =m: o e = =0 L= - "i = CE" —+ P

G Py (a’c) + (\oy) g (;,L T \Zy -p usw.ﬂ)i

p ist hierbei eine gegebene Funktion von 2 und y.  Andererseits
konnen auch die d-Derivierten aus der bekannten Gleichung der Kurve

HCM erhalten werden,
Laplace bemerkt sodann, daB natirlich die Gleichung

dy ry

dr fa
von selbst schon erfillt ist; hierauf geht er zu subtileren Unter-
suchungen iber, deren Gang und Ergebnisse hier nur kurz angedeutet
werden konnen. Er formt zunichst die urspriingliche Differential-
gleichung so um, daB der Buchstabe u der gegebenen Integralgleichung
u =0 darin auftritt, und erhiilt schlieBlich die Gleichungen:

fu = u" hea

oder unter gewissen Voraussetzungen

wo h immer endlich, solange u = 0. Diese Gleichung gibt er als
Kriterium fiir den Charakter von u = 0: im Falle # > 1 handelt es
gich um ein partikuldres, im Falle # <1 um ein singulires Integral
So liefert die Gleichung ° ‘
-a?!____ - —
b2~ y—View+uy—aa
mit dem Integral
w=zx+yy —aa=0
unschwer

P»"Q' = - {.I;“:'..:_';.._.‘_:..., -_
y—VYizx 4+ yy —aa)

1) Man beachte, daB Laplace nur immer einzelne Integralkurven LCON

und nie die ganze Schar ins Auge faBt, was ipn wahrscheinlicl? zu tieferer Ein

gicht in das Wesen der singnliiren Lisungen gefihrt hitte. %) Die Klammer;

pedeuten, wie immer, partielle Differentiation.

¥

P s——
yy —yVizz+yy— aa)

;Ll h

2| a
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Da n =<1, so ist das Integral ein singulires. Die ganze Dar-

stellung hat vor der FEulerschen den Vorzug. daB sie nicht mit
bloBen Worten geschildert, beschrieben, sondern mit den Symbolen
P, #, ¢ usw. wirklich rechnerisch durchgefiihrt ist. Beide Gedanken-
ginge betonen in gleicher Weise das Endlichbleiben oder Unendlich-
werden gewisser im Laof der Untersuchung auftretender Ausdriicke.
Im folgenden?') zeigt Laplace, daB u, wenn u = 0 ein singuliires
Integral von 4y = pox sein soll, gemeinschaftlicher Faktor von

(f,-‘fp )
cx oy, I
) L _d__;a,l und

' (cop Ep
('ﬁy‘i ) (35;)
1st.  Dieses Theorem verwertet er zur Bestimmung der singuliiren
Integrale, wenn nur die Differentialgleichung gegeben ist. Er behan-
delt speziell den Fall, daB g eine Funktion von z oder y allein ist.
Endlich geht Laplace zu Differentialgleichungen 2. Ordnung und
zu solchen mit 3 Variabeln iiber, welche die Integrabilititshedingungen
erfillen. Als Kriterium fiir die Natur eines Integrals u =0 der
Gleichung dz = pdx + qdy gibt er die Regel: man bilde

e K () es K ()

Je nachdem der kleinere der beiden Exponenten n und n" > 1 oder
<1 ist, hat man ein partikulires oder singuliires Integral vor sich.?)

Lagrange gibt zu Beginn seiner Arbeit®) einen kurzen ge-
schichtlichen Uberblick iiber die Theorie der singuliren Ldsungen.
Er verweist auf Eulers Mechanik*) und ][ntegmlrechnung, auf d’Alem-
bert, Condorcet und besonders Laplace. Er definiert sodann inté-
grale particuliere als unser singulires Integral und verlangt ausdriick-
lich, daB es nicht durch Spezialisierung aus dem vollstindigen Inte-
gral erhalten werde.”) Dann betrachtet er, in welcher Weise eine
Integralgleichung V(z, y, @) = 0, wo a die Integrationskonstante be-
deutet, einer Differentialgleichung

. d :
/{ (.‘12, !l,‘ Eﬂé) = ”

Geniige leisten kann, m.a. W. wie die Differentialgleichung aus der

" Histoire de I'Académie des Sciences 1772, part. 1 {1775), p. 355.

%) Ebenda, p. 867. 5 Oeuvres, t. IV, p. 5ff. (Nouveaux Mémoires de I'Aca-
démie de Berlin 1774.) ‘) Lagrange selbst zitiert t. TI, Articles 268,

308, 335, % Dies erkennt schon Euler, vgl. 8. 887,
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Integralgleichung entstehen kinne. Die Gleichung "= 0 gibt durch
Differentiation, sagt Lagrange, eine Gleichung

dy = p(a, y, a)dz,

und die Gleichung Z = 0 folgt hieraus und aus "= 0 durch Elimi-
nation von a. Hierbel 1st der Wert von a vollkommen gleichgiltig.
Das Resultat der Elimination wird immer dasselbe, nimlich Z = 0,
bleiben, ob @ konstant oder variabel ist, so lange nur die beiden Eli-
minationsgleichungen }"= 0 und dy = pdx heiBen. FaBt man aber
den Fall eines variabeln ¢ ins Auge!), so erhélt man aus 7 = 0 die
Gleic’hung (Z?/ =pdx + qda, wo p und q Funktionen von %z, y und a
sind. Letztere Gleichung kann sich aber bei variablem ¢ nur dann
auf dy = pdx reduzieren, wenn g = 0 1st. Der Wert von a aus

{ .
(?lwgzuj)

da

berechnet und in 17 =0 substituiert, wird ein singulires Integral
dx

geben. Desgleichen wird g = 0 em singulires Integral liefern.
Lagrang? betrachtet auch den Fall, daB die Bestimmungsgleichungen
fiir a dieses a entweder nur in Verbindung mit Konstanten oder
iiberhaupt nicht enthalten: im ersten Fall, sagt er, hahen wir kein
eigentlich singulires Integral, im zweiten wird eine besondere Prii-
fung notwendig sein. Den Fall a=% weist er als unbranchbar
zuriick.

Nach dieser Voruntersuchung fragt er nach einer Methode, welche
die singuliiren Integrale ohne Kenntnis des vollstindigen Integrals zu
finden gestattet. Kr weist zuniichst darauf hin, daB die singuléren
Integrale einer Differentialgleichung Integrale der aus diesen abge-
leiteten Differentialgleichungen nur unter besonderen Bedingungen
sind, was fiir die Integrale einer auf miedrigere Ordnung reduzierbaren
Differentialgleichung hoherer Ordnung von groBer Wichtigkeit ist.
So hat z B. die Gleichung zd2 + ydy — dyVal+ 49— 8°= 0 ein
singulires Integral 2* 4 y® — b% = 0; letzteres ist aber kein Integral der
Differentialgleichung 2. Ordnung v’y — dydz = 0, von der jene Glei-
chung 1. Ordnung erstes Integral ist.%) Lagrange zeigt dann, daB,
wenn die erwiihnten Bedingungsgleichungen

Yy Lagrange macht in der Bezeichnung totaler und partieller Differential-
guotienten keinen Unterschied. ) Schon Euler liBt den Parameter einer In-
tegralgleichung nachtriiglich variieren (vgl. 8. 925). % Diese etwas ungewdhn-
liche Form erhiillt man aus dem ersten Integral, wie es sich zuniichst ergibt,
hei Benutzung des vollstiindigen Integrals.
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dy diy d%y
d __ ). M I T . {)-
dua 03 dxda odatda :

(und analog, wenn 2 mit y vertauscht wirdy alle bis ins Unendliche
erfilllt sind, d.h. wenn das in Frage kommende Integral siimtliche
aus Z = O durch Differentiation hervorgehenden Gleichungen befriedigt
dieses Integral kein singuldres, sondern nur ein partikulires Integral
ist. Fiir den Fall eines singuliren Integrals diirfen also diese Glei-
chungen nur bis zu einer bestimmten erfillt sein: wie bei Laplace
ist der Charakter eines partikuliren Integrals von unendlich vielen
Bedingungsgleichungen abhingig gemacht.

Diese Bemerkung dient nun als Grundlage zu der folgenden
Untersuchung, welche die Bestimmung der singularen Integrale un-
mittelbar aus der gegebenen Differentinlgleichung bezweckt. Lagringe

, . - . e . A |
sagt: da #Z die GroBe « nicht enthilt, so ist zuniichst da = 0. Nun

kann aber das in Z auftrelende y gemiB der Gleichung 1" =0 als
Funktion von z und y angeschen werden: es ist demnach

dz d¥y  gdu
da A deda );in = 0.

Handelt es sich jetst um ein singulires Integral, so ist fernerhin

T _

oa

und es ergibt sich
dy

T drda -
da B unter der Voraussetzung, daB 7 eine ganze rationale Funktion

von z und gi’; ist, nicht nnendlich werden kann. Fir den Fall, dab

drdu

. : d*y . o
kommt zu dem Ergebnis, daf dann A Gosny, USW. gleich Null sein
dy d'y

-

miissen. Da aber das Nullsein siamtlicher derivierten Tar deda’

“y 0 ist, betrachtet Lagrange die hoheren Ableitungen. Er

nach dem Obigen den Charakter eines partikuliren Integrals anzeigen
wiirde, so folgert Lagrange, daB fiir ein singuliires Integral 4 —= U
sein muB. Da aber

iz = 4-d% 5 Bdy + Cdz=0,

so folgt |
Bdy + Cdx =

d h.im Falle des singuliren Integrals muB der aus Z = 0 abgeleitete
Wert




Totale und partielle Ditterentialgleichungen. 893

S
d*y N o

dxt A

ole

werden, und diese Gleichung wird umgekehrt als Bedingung fiir das
Auftreten eines singuliren Integrals hingestellt. Sie liefert zwei Glei-
chungen, die mit 2 =20 elmultfm hestehen miissen.

Nach der geometrischen Deutung des singuliren Integlals als
Enveloppe wendet sich Lagrange zu den totalen ]D1fferent1alglel-
chungen 2. Ordnung. Lautet die Integralgleichung wieder ¥ =0, wo
¥ eine Funktion von z, ¥y und den Integrationskonstanten @ und b
ist, so faft Lagrange die GroBe b zunachst als willkiirliche Funktion
yon a auf. Die Bedingungen fiir das Vorhandensein eines singuliiren

d d’ . ]
Integrals ZZ =0 und - Y. =0 verwandeln sich dann in

dxda
dy | dy db _ Ay d'y  db
1. da ¥ db da 0 und dedae ' dzdd da = 0.

Y ab . .
Durch Elimination von - ergibt sich

| v dy _dy @
2. da dxdd db dvda
Es ist ferner
' 1 — ca T
dy = pdzx - da da + 73 db,
folglich
3. dy — pde =0,

Dazu kommt noch die Integralgleichung
4. : 7 = 0.

Aus diesen vier Gleichungen sind a, b und S—Z zu eliminieren. Durch
Vertauschung von 2 und y ergibt sich eine Reihe analoger Glei-
chungen.

Spiiter!) gibt dann Lagrange eine Methode an, aus einem ersten
Integral der gegebenen Differentialgleichung 2. Ordnung, also aus
einer Differentialgleichung 1. Ordnung das singuldre Integral der ur-
gpnmgllchen Gleichung zu ermitteln, die dem Verfahren, das singuliire
Integral einer Differentialgleichung 1. Ordnung aus deren endlichem
Integral herzuleiten, vollig analog ist. Die Methode liBt sich auf
Differentinlgleichungen beliebig hoher Ordnung iibertragen.®)

Wichtiger sind die Untersuchungen iiber die singuliren Integrale
particller Differentinlgleichungen. Die zu einer Integralgleichung

1y Qcuvres de Lagrange, t. IV, p. 53. *) Ebenda, p. 59.
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(5 y, 2 a, by =1

gehorige partielle Differentialgleichung /Z = U entsteht niimlich durch
Elimination von « und » aus den Gleichungen

7 == 0: :;:; —p =1 :—:—;—, — =0

wo p und ¢ Funktionen von z, y, z, @ und b sind. Das Resultat
dieser Elimination wird dasselbe sein, ob a und b konstant sind oder
nicht, wemn nur die drei Gleichungen, aus denen a und b eliminiert
werden sollen, dieselben sind. Dazu ist aber im Fall variabler a
und b das Bestehen der Gleichung #da + sdb =0 notwendig, wie
sich aus dz = pdx + qdy + rda + sdb ergibt. Die einfachste Manier,
dieser Gleichung Geniige zu leisten, sagt Lagrange, besteht darin,
daB man getrennt » =0 und 5 =0 setzt. Wihrend Lagrange so-
eben » und s fiir sich gleich Null setate, leistet er der Gleichung
rda + sdb =0 im folgenden allgemeiner dadurch Geniige, dafl er die
Existenz einer Relation zwischen a und b annimmt und demzufolge
b= @(a) setzt. So wird er, von der Theorie der singuliren Integrale
ausgehend, wieder zum allgemeinen Integral gefiihrt. Um das singu-
lire Integral aus der Differentialgleichung selbst zu ermitteln, gibt
Lagrange!) folgende Regel: Differentiiert man die Gleichung Z =10),
so erhdlt man

Ma i+ Na G s Pdrt Ldy =0,

dx d:z

P50 dy sind, denn

wo M, N, P, L ganze Funktionen von &, y, z,
dz kann vermdge der Relation
d:x

, , dz
({,: = (.I—'Id.r - ;l;'g d!j

immer eliminiert werden. Man setze jetzt M, N, P, L jedes fiir sich

gleich Null, was mit Z = ( npach Elimination von :—%} und s’ dret

(xlelchungen in «, y, z gibt, die gleichzeitig statthaben miissen. Be-
sitzen sie einen aememschafthchen Faktor, so ist dieser als das ge-
suchte singnlire ][ntegmll anzusehen. Reduziert sich dZ auf

dz d:
"’] 1(1 Bd 1" == O‘;
so hat man nur die drei Gleichungen Z=10, 4 =0, B=0, die
immer ein singulires Integral liefern. Durch Besprechung dieses

Baﬂes kommt er zu der Einsicht, daB dann das vollstindige Integral

Y Qeuvres de Lagrange, t. IV, p. 71.
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Z=ar+ by + fla. b

und die gegebene Differentinlgleichung

7::5(1: dz d.-:')

itV T G
sein muB. Auf die Ahnlichkeit mit der Clairautschen totalen Glei-
chung ist bei Lagrange nicht hingewiesen.

Weiterhin?) zeigt Lagrange, daB das singulire Integral nicht
im allgemeinen Integral enthalten ist, an einem speziellen, in alle
Lehrbiicher iibergegangenen Beispiel und geht dann auf die geome-
trische Interpretation der Integrale partieller Differentialgleichungen
ein. Die durch das singulire Integral dargestellte Fliche, sagt er,
beriihrt alle im vollstindigen Integral emthaltenen Flichen; die durch
das allgemeine Integral bei Wahl eines bestimmten Wertes der will-
kiirlichen Funktion ¢ dargestellte Fliche bertihrt nur jene Flichen
des vollstindigen Integrals, welche bei der speziellen Annahme b = ¢(a)
herausgegriffen werden.

Auch iiber die singuliren Integrale partieller Gleichungen 2. Ord-
nung macht Lagrange einige Angaben; um das singuldre Integral
aus dem vollstindigen Integral T"=0 zu finden, gibt er folgende
Regel an ?): Man lasse in den (Gleichungen

d: dz

V=0 go=p oy, =0

die fiinf Integrationskonstanten q, b, ¢, g. h variieren und halte wih-
renddessen @, ¥ und £ konstant, setze dV, dp und dg gleich Null
und eliminiere aus diesen drei Gleichungen zwei der fiinf Differen-
tiale da, db, de dg, dh. Endlich setze man in der Eliminations-
gleichung die Koeffizienten der iibrigen drei Differentiale gleich Null.
Bei Kombination mit den oben angefiihrten drei Gleichungen

dz dz

) = 0 T p="0 und _u_(":U

erhilt man durch Elimination der Integrationskonstanten @, b, ¢, g, I
eine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung, die als singuldres Inte-
al der gegebenen Gleichung 2. Ordnung aufzufassen ist. Ist hin-
gegen die Differentialgleichung allein, nicht aber ihr Integral gegehen,
so bilde man das vollstindige Differential der gegebenen Gleichung

in der Form
diz

MaE - NaGE+ Pd S+ Qda+ Rdy =0

1y Qeuvres de Lagrange, . IV, p, 79. % Ebenda, p. 91.
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und setze die Koeffizienten M, N, P, @, R fiir sich gleich Null. Seo
erhilt man fiinf Gleichungen, die mit der gegebenen Differentialglei-
chung zusammen bestchen miissen. Durch Elimination der drei par-
tiellen Differentialquotienten 2, Ordnung erhidlt man simultane Glei-

. dz 1z . . . 5
chungen in x, ¥, 2, und :H emn gemeinschaftlicher Faktor der-

selben ist als singulires Integral aufzufassen: der Spezialfall ¢ = 0,
R =0 ist wie bei der Gleichung 1. Ordnung von besonderem In-
teresse.

Lagrange charakterisiert den Unterschied zwischen seinen und
den Arbeiten seiner Vorginger mit den Worten'): ,Ich habe zuerst
die wahren Prinzipien dieser Theorie gegeben. Man hat Regeln mehr
oder weniger allgemeiner Art aufgefunden, ein gegebenes Integral von
vornherein als singulires oder partikuldres zu erkennen, auch fiir die
Auffindung der singuliren Integrale sind Regeln entdeckt worden.
Aber niemand hat meines Wissens den Ursprung dieser Integrale ent-
wickelt.“ Das berechtigte SelbsthewuBtsein, den freudigen Stolz dieser
Worte wird wohl jeder nachfiihlen, der Gelegenheit hat, den Ent-
wicklungsgang der Theorie aus den Originalarbeiten selbst kennen zu
lernen. \

Legendre kommt zu seinen Resultaten durch Benutzung des
Prinzips, daB das singuliire Integral immer weniger willkiirliche Kon-
stanten enthilt als das vollstindige; er stellt diese Eigenschaft als
Fundamentalsatz an die Spitze seiner Abhandlung. Von diesem Theo-
rem aus gelangt er folgendermaBen zur Bestimmung der singuliren
Integrale aus der Differentialgleichung?®): sei ein Wert von y, welcher
der Gleichung gentigt, bekannt, ein benachbarter Wert y + dy ge-
sucht. Zu diesem Zweck variiere man, sagt Legendre, in der ge
gebenen Gleichung von der Ordnung n bei konstantem a2 die GréBen

dy ddy.

‘v w VTdl
Us Ty Tt und man wird wegen der Relationen

Ody ==ddy. dddy =dddy usw.
eine lineare Gleichung der Form

ddy

; d"-—l‘al’
. . e
dwn

A + B = Tdy =0

daz"
erhalten, die als Differentialgleichung fiir dy aufgefaBt werden kann.
Nun liBt sich aber die Form dieser GroBe dy aus der Integralglei-
chung erschlieBen; differentiiert man diese nimlich, indem man die

1) Qeuvres de Lagrange, t. IV. p. 585. %) Histoire de I'Académie des
Sciences 1790 (1797), p. 222. .
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Integrationskonstanten a, 4, ¢, ... variieren liBt, so ergibt sich eine
Beziehung: )
de | ‘
5"/_"935 +Igdb dzyd‘c-}--

Diese Gleichung ist aber nach Legendres Auffassung das Integral
der vorerwihnten linearen Differentialgleichung fiir §y; die GriBen
da, 0b, dc, ... sind hierbei die Integrationskonstanten. @ Wenn
nun ¥ ein vollstindiges Integral ist, wird die Zahl der GroBen a,D, ¢

. . . . Rt It B
gleich 7 sein, dy enthilt demmnach ebenfalls n Integrationskonstau;en
und die Differentialgleichung fir 6y wird »**" Orduung. In diesem
Falle kann der Koeffizient 4 von %—6;;[ niemals Null sein. Im Fall

ar
des singuliren Integrals hingegen enthilt y und damit 6y hochstens
n — 1 Konstante, die Differentialgleichung fiir d4 wird deshalb hé&ch-
stens (n — 1)*" Ordnung; es muB also jedenfalls 4 =0 sein, wobei
auBerdem auch die Relationen B =0, C=1{, ... bestehen kinnen.
So liefert die Diﬁ'erentialrrleichuncr
11
v i "@u + b — oy =0,

dxt
indem man y und T varnent
2y dy* | dy
( "}"3’7/) (I’E+(yd"L‘°T d——l/)dz/._o
Setzt man den Koeffizienten von 653—; gleich Null, so kommt y =10

il : :
und ?/(J% + x=0. Letztere Gleichung gibt im Verein mit der vor-

gegebenen das singuliire Integral y* + 4% — b° = 0.
Aus einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung?) erhalt

man durch Variation von 2 dz dz nach Unterdriick
‘ % Az dy nterdriickung der Nenner

eine Relation der Form

(I.T+Bd‘ +(6f'—0

die als partielle Gleichung fiir d2 aufgefaﬁt werden kann. Soll sie
also ein singulires Integral liefern, so miissen gleichzeitig 4 = O und
B = 0 sein, da eine gegenteilige Annahme eine willkiirliche Funktion
in den Ausdruck fiir dz einfiihren wiirde. Bei partiellen Gleichungen
9. Ordnung kaun das singnlire Integral hochstens eine einzige v:ﬂl_
Lkiirliche Funktion besitzen, die partielle Gleichung fir dz daher
hochstens 1. Ordnung sein. Variiert wan daher in der gegebenen
Diﬂ'erentmlg]lelchung die GroBen

" Histoire de 'Académie des Sciences 1790 (1797), p. 236.
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tr

ddz: ddz dd: dr
dat? dxdy’ dy*’ do’ du’

o~

so miissen im Falle eines singuliren Integrals auBer der gegebenen
Gleichung noch drei Relationen bestehen, die man durch Nullsetzen der

Koeffizienten von
ddz Cdd: dd:

0 gerr Qandy Oay
erhilt.

Wir sahen im vorhergehenden — bei der Konstruktion willkiir-
licher Funktionen unter gegebenen Anfangsbedingungen durch Monge
sowie bei der Theorie der singuliren Integrale — wiederholt geo-
metrische Vorstellungen zur Aufhellung der Theorie herangezogen.
Man muB sich aber hiiten, den EinfluB solcher Hilfsmittel auf die
Entwicklung dieser Theorie zu iiberschitzen, zumal es sich um eine
vorwiegend analytische Epoche der Mathematikgeschichte handelt.
Monge kommt riickwirts von geometrischen Problemen aus zu seinen
Differentialgleichungen und gewinnt durch Ubersetzung erprobter Ver-
fahren und Uberlegungen geometrischer Natur in die Sprache der
Analysis viele seiner rechnerischen Methoden; aber es ist ihm nicht
umgekehrt darum zu tun, eine eigentliche geometrische Theorie der
Differentialgleichungen und ihrer Integrale zu entwickeln, d. h. eine
Theorie, welche in konsequenter Weise analvtische Operationen durch
geometrische Konstruktionen ersetzt. Und wenn es auch manchmal
den Anschein hat, dafl er Differentialgleichungen durch geometrische
Uberlegungen lost, so darf man doch sicher sein, daB er in allen
diesen Fillen das Resultat schon vorher besessen und die betreffende
Differentialgleichung erst nachtriiglich aufgestellt hat. Es finden sich
demgemil bei Monge Stellen genug, welche die geometrische Be-
deutung gewisser Gleichungen anschaunlich und klar machen, und die,
zusammengetragen, eine geomefrische Theorie der Differentialglei-
chungen liefern wiirden, aber Monge scheint selbst nicht an eine
solche Zusammenstellung zu denken. Die bedeutendsten Uberlegungen
dieser Art vor dem Erscheinen der ,Application de l'analyse & la
géometrie® sind auf 8. 561 und S. 1037H. dargestellt. Schwierigere
Probleme dieser Art, wie wir sie heutzutage behandeln, so die Frage
nach der Gestalt der durch eine Differentialgleichung definierten
Kurven, oder die Untersuchung einzelner Punkte und ihrer Umgebung
werden naturgemiil iiberhaupt gar nicht aufgeworfen.

Wir wenden uns im folgenden zu den allgemeinen Methoden,
welche dem Charakter des jeweiligen Problems angepaBt in veriinderter
Form auf die verschiedensten Gattungen von Differentialgleichungen
Anwendung finden. Dabei ist auch einiger Versuche zu gedenken,
einen unbedingt gangbaren Weg zu finden, auf dem sich alle Difte-
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rentialgleichungen, gleichviel welcher Beschaffenheit, integrieren lassen.
Man mochte meinen, daB die Existenz von so vielen und dabei so
verschiedenen Lésungsmethoden, die Leichtigkeit der Integration in
den ecinen, die ungeheure Schwierigkeit in den anderen Fillen, es
hitte wahrscheinlich machen miissen, daB eine einheitliche, unter allen
Umstinden zum Ziele fithrende Integrationsmethode nicht existiert;
and dieser Vorwurf trifft den Marquis de Condorcet, der mit seinen
zahlreichen Arbeiten sich das Lob der Zeitgenossen, wie Lagranges
und d’Alemberts?) erwarb, aber doch gerade auf diesem seinem
Lieblingsgebiete keine wirklich lebensf ahige Integrationsmethode in Um-
lauf zu setzen wuBte, in viel hoherem Grade als den bedeutend friiheren
Fontaine (1705—1771), zu dessen Zeiten ein derartiger Versuch noch
nicht so aussichts- und zwecklos erscheinen muBite als spiter. Fon-
taines Abhandlung von 1738 erschien erst 1764 im Druck?); sie enthilt
eine eigenartige, von der herkémmlichen abweichends Bezeichnungs-
weise, die mir, da ich das Original nicht zur Verfiigung hatte, nicht
recht verstindlich wurde.®) Condorcet sucht das Integrationsgeschaft
quf eine kanonische Reihe von Fundamentaloperationen, wie Diffe-
rentiation, Elimination, Substitution usw. zuriickzufiihren*) und er-
Jiutert seine Methode an einigen einfachen Beispielen; es ist aber
picht recht einzusehen, was er mit seinen Spekulationen eigentlich
will, bis wieweit er seine Behauptungen fiir richtig hilt, und in
welchem Umfang er seine Regeln fiir die Integration auch praktisch
anwendbar und ausfihrbar ansieht; auf die Arbeiten der anderen Mathe-
matiker sind gerade diese Untersuchungen Condorcets ohne allen
Einflu geblieben.

" Sehen wir von unmittelbar integrablen Gleichungen, wie dem
Fall separierter Wurzeln, oder anderen, durch Kunstgriffe zu behan-
delnden Gleichungen spezieller Form ab, so ist als eine der dltesten
Integrationsmethoden allgemeinerer Art die Reduktion auf integrable
oder wenigstens diskutable Gleichungen durch Einfiihrung neuer
Variabeln zu nennen. In der ersten Zeit war iiberhaupt mehr oder
minder bewuBt die Ansicht herrschend, daf in der Separation durch
Anwendung von Substitutionen ,die Integrationsmethode® zu erblicken
sei. Bald dachte man kiihler. Euler zeigt, daf alle Fille, in denen
Differentialgleichungen durch Trennung der Veréinderlichen integriert
werden konnen, auch mittels Multiplikator integrabel sind, aber nicht
umgekehrt, und sieht deshalb im integrierenden Faktor die umfassen-

1y Vgl. Nouvelle Biographie générale iiber Condorcet. ?) Vgl diese Vorl,,
118, S. 883. % Einiges bei Montucla, Histoire des Mathématiques, t. III,
p- 187 %) Du calcul intégral 1765, Sect. I. Ferner Miscellanea Taurinensia,
b, IV*, 1766/69, p. 1fF
Cawron, Geschichte der Mathematik IV. 58
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dere, allgemeinere Methode. Er weist ferner!) auf die Unmiglichkeit
hin, bestimmte Prinzipien fiir die Auffindung von Substitutionen, die
auf integrable Gleichungen fithren, anzugeben, sowie auf das Versagen
der Separationsmethode bei Differentialgleichungen hoherer Ordnung.
Die Auffindung von Substitutionen, welche Trennung der Variabeln
ermoglichen, erfordert, wie er sagt?), nicht weniger Scharfsinn als die
Integration selbst.

Wenn auch im allgemeinen bei einer beliebig gegebenen Diffe-
rentialgleichung jene Transformationen, welche eine Integration, sei
es durch vorgeschriebene Transzendenten, ermdglichen, nicht angegeben
werden konnen, weil die Angabe dieser Transformationen mit der In-
tegration der Gleichung selbst identisch wiire, so sind es doch Trans-
formationsverfahren, welche, selbst wenn sie nicht auf integrable
Typen fiihrten, immer noch die theoretisch bedeutendsten Resultate
zeitigten. Viele Methoden der Ordnungserniedrigung, die Eulersche
und die Laplacesche Theorie der partiellen Differentialgleichungen
2. Ordnung, die Theorie der Eulerschen homogenen partiellen Diffe-
rentialgleichung, in gewissem Sinne auch die Methode der Variation der
Konstanten beruhen auf solehen Verfahren. SechlieBlich diirfen Trans-
formationen hoherer Ordnung nicht unerwihnt bleiben, welche auch
Differentialquotienten enthalten; es sei nur an die d’Alembertsche
Gleichung?®) erinnert. .

Die eben erwihute Methode der Ordnungserniedrigung ist
im Grunde genommen die vorbildliche klassische Integrations-
methode fiir alle Differentialgleichungen hoherer Ordnung und be-
liebigen Grades. Man hat entweder mit Hilfe von passenden Sub-
stitutionen oder mit Benutzung eines Muitiplikators ein erstes Integral
zu finden, das dann ebenso weiter behandelt wird. Dieser allgemeine
Gedankengang liegt den meisten speziellen Integrationsmethoden zu-
grunde, und besonders Euler hat versucht ihn brauchbar zu machen;
freilich ist seine Durchfihrung in der Praxis im allgemeinen mnicht
moglich. Aber man hat in Verfolgung dieser Idee wenigstens eine
Reihe von allgemeinen Gleichungstypen gefunden, auf die sie mit
Erfolg angewendet werden kann. Auf Ordnungserniedrigung durch
Substitution beruhen die Theorie gewisser zuerst von Monge be-
handelter partieller Gleichungen beliebiger Ordnung (vgl. S. 1019), die
Theorie des Zusammenhangs zwischen homogener linearer Gleichung
2. Ordnung und Riccatischer Gleichung, die Reduktion der totalen
Differentialgleichung 2. Ordnung, welche die unabhiingige Variable

1y Institutiones calculi integralis, vol. I, p. 280. *) Ebenda, vol. III, p. 600.
% Vgl. diese Vorl,, ITI% S. 897.
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nicht explizite enthilt'), die Verwandlung von Differentialgleichungen
hoherer Ordnung in ein Simultansystem von Gleichungen 1. Qrd-
pung. So fiihrt z B. Buler®) die Gleichung beliebiger Ordnung

dy | ,.dd;
Ay+BZE + (,‘ai{’-g-..

durch die Substitutionen
dy = pdr; dp=gqdz; .

in ein System linearer Gleichungen 1. Ordnung iiber, ohne gerade be-
sonderen Nachdruck auf die Bedeutung dieses Schrittes zu legen.
Hier sei noch folgende originelle Methode von Lagrange fiir

eine spezielle Gleichung erwihnt®): Ist

0 = fonet - (; , D, q, rat .. .),

ady ap dq
P=get 9= gz "= qa

so ergibt sich mittels der Substitutionen

Y —u und iz _ du

T x t
der Reihe nach:

- t-d (t_‘d(i"j‘__t)_)
‘ _ tdwtt e du
p=u-+t, qr= da = aa

Setzt man diese Ausdriicke in die urspriingliche Gleichung ein, so
ist die Ordnung um 1 Grad erniedrigt.

Im AnschluB an die Verwertung der Transformationen iiberhaupt
gei noch auf das Auftreten von Beriihrungstransformationen bei
Monge hingewiesen (vgl. 8. 980f).

Wie schon erwdhnt hat Huler die Anwendung von Multipli-
katoren zwecks Ordnungserniedrigung der Integration durch Sub-
stitution vorgezogen und sich deshalb eingehend mit der Theorie
der Multiplikatoren als der ,wahren und natiirlichen Quelle aller
Integrationen®®) beschaftigt. IFr geht dabei auf zwei ginzlich ver-

1y Die Reduktion gelingt, wenn man den 1. Differentialquotienten der ab-
hiingigen Veriinderlichen als neue Variable einfithrt; 2 und y ergeben sich
dann als Funktionen dieser Variablen in Parameterdarstellung. Siehe Institu-
tiones caleuli integralis, vol. II, p. 40. *) Ebenda, vol. II, p. 873. Diese Re-
duktion, nach einer giitigen Mitteilung von Herrn Prof. v. Braunmiihl schon
pei d’Alembert, Histoire de 1'Académie de Berlin, t. IV, 1748 (1750), p. 289
Miscellanes Tourinensia, t. IV#, p. 842, %) Institutiones calculi integralis;

vol, I, P- 314.
58*
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schiedenen Wegen vor; einmal sucht er Gleichungen, welche einen
Multiplikator von gegebener Form besitzen, das andere Mal sucht er
zu gegebenen Differentialgleichungen einen integrierenden Faktor zu
finden. Das erste, leichtere Problem ist in der Integralrechnung
gusfihrlich behandelt!). Euler nimmt dabei die Form der Diffe-
rentialgleichungen bis auf gewisse unbestimmte Funktionen schon von
vornherein an, wozu natiirlich viel Geschick und mathematischer Blick
gehoren, damit die Aufgabe losbar wird. Die Bestimmung der un-
bestimmt gelassenen Funktionen erfolgt natiirlich mit Zuhilfenahme
der Integrabilititsbedingungen; die Resultate sind aber viel zu speziell,
zu wenig interessant und ibersichtlich, als daB wir darauf eingehen
konnten.
Auch Trembley sucht Differentialgleichungen
Rdz + Sdy =0,

die durch einen gegebenen Multiplikator M integrabel werden. Aus
der Bedingung

() - (50 + (8 - (- o

dy \dy dx
folgt vermige B = — S Z—Z die Gleichung
sl () )+ 2 () = (@) =0,
. h.
dM ((l{l}—f) _(:g))d”
M S '

Auf diese Gleichung griindet Trembley seine Rechuung; ihre

Einzelheiten miissen hier tiibergangen werden; sie bietet, sagt

Trembley?), keinerlei Schwierigkeiten als ihre Linge. Und daran

ist ihm, wie wir noch sehen werden, gar nichts gelegen. Schwie-

riger ist die Aufgabe, zu einer gegebenen Differentialgleichung

einen integrierenden Faktor zu finden; so verlangt Eulerd), die Glei-
dx

chung 17—} +% =0, die suniichst das Integral in transzendenter

Form liefert, mit Hilfe eines geeigneten Multiplikators unmittelbar
in algebraischer Form zu integrieren. Fiir Gleichungen n*" Ordnung
verwendet Euler einen Multiplikator, welcher die Differentialquotienten
bis zum (n — 1) einschlieBlich enthalt. So versucht*) er z. B. fir

die Gleichung

1) Institutiones calculi integralis, vol. I, p. 351 . % Nouveaux Mémoires
de 'Académie de Berlin 1790/91 (1796), p. 328. % Institutiones caleuli inte-
gralis, vol. [II, p. 603ff.  *) Kbenda, vol. 1L, p. 153.
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Aydz®

ddy + ByyFCLteDz+ Eza)® 0

einen Multiplikator der Form
2Pdy + 2 Qydz,

wo P und @ Funktionen von z sein sollen, und zwar verlangt er
das Integral in der Form
Pdy® + 2 Qydady + Vda = Const. da?,

wo V eine Funktion von z und y sein soll. Durch Anwendung der
Integrabilitdtsbedingungen erhilt er schlieBlich den Multiplikator

2dy (C +2Dx + Exzr) — 2yda (D + Ex).

Besondere Eleganz und Ubersichtlichkeit ist bei dieser Rechnung
allerdings nicht zu finden; Euler benutzt die Formel, um aus ihr
Spezialfille abzuleiten. Fiir die Gleichung

yyddy + ydy® + Azds® =0

wird, wie Euler sagt?), vergeblich der Versuch mit einem Multipli-

kator der Form

Ldy + Mdz
acht; moge also, fahrt er fort, der Versueh mit der Form

3Ldy* + 2 Mdxzdy + Nda?

gem

und dem Integral
Lyydy® + Myydzdy® + Nyydsz*dy + Vda® = Cds?®
gemacht werden. Es ergibt sich

L=y, M=0, N=3A4z
mit
V=—Ay*+ AA2?
als eine brauchbare Losung. Die folgende Behandlung dieses Bei-

spiels, wobei von der Substitution %i;! = ¢ Gebrauch gemacht wird,

ijst nicht uninteressant. Ubrigens sind wir auf diese Beispiele nur
eingegangen, weil sie zeigen, welcher Art die Differentialgleichungen
gind, an die sich Euler wagt. DaB er schon friiher einfachere Bei-
gpiele behandelt hat®), wird niemand wundern.

Fiir die Theorie der Multiplikatoren von Differentialgleichungen

1 Institutiones calcali integralis, vol. II, p. 162 5 Novi Commentarii
Academiae Petropolitanae, t. VLI, 17568/59 (1761), p. 163 f, '
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hoherer Ordnung wird ein Integrabilititskriterium von hdchster
Wichtigkeit, das Euler bei seinen Untersuchungen iiber die Variations-
rechnung nebenbei gefunden hat. Er fragt nach der Bedingung daftir,

daBl f Zdz ein Maximum oder Minimum werde und findet, wie schon

frither!), dafiir die Gleichung

O=N_.d..l?_l_d-{‘_l_i..
dz ' da* ! )
WO
A% = Mdx 4+ Ndy + Pdp + Qdg + - - -
und
dJ d}/
=(ia:; q=11'—;

Am SchluB der betreffenden Abhandlung endlich erwihnt er?) ganz
kurz und ohne Beweis, da die identische Erfiillung jemer Maxi-
malbedingung die Integrabilitit von Zdz zur Folge habe. Diese
Bemerkung blieb anscheinend unbeachtet; wenigstens kniipft Lexell,
der sich eingehend mit diesem Kriterium beschiftigt hat (vgl. unten),
erst an Bulers Integralrechnung an, deren 3. Band in einem Anhang
itber Variationsrechnung den genannten Satz wieder enthiilt. Man
beachte, daB Euler nicht von vornherein nach einem Integrabilitits-
kriterium fiir Zdz, wo Z Differentialquotienten beliebig hoher Ord-
nung enthilt, gesucht bat; vielmebr ist er von ganz anderen Pro-
blemen aus zu jener Gleichung gelangt, nach deren tieferer Bedeutung
er sich nachtriglich gefragt hat. Euler verwendet seinen Satz zur
Auffindung integrabler Zdx. So geht er einmal®) von dem Ausdruck

@i+ yoy) @yocx— dxdcy;

3
(@ - 7y D*
aus, der ein Integral

besitzt und fragt nach dhnlichen integrablen Fillen. Er gibt dabei
dem zu integrierenden Ausdruck von vornherein schon eine bestimmte
Form und sucht die darin unbestimmt gelassenen Funktionen so zu
bestimmen, daB sie die Integrabilitdtsbedingung erfiillen, ganz dhnlich
wie er friither Differentialgleichungen suchte, die einen Multiplikator

von gegebener Form zulassen.
Unabhingig von Euler beschiftigte sich Condorcet mit der

Y Vgl. diese Vorl, III% 8. 863. %) Novi Commentarii Academiae Petro-
politanae, t. X, 1764 (1766), p. 134. %) Nova Acta Academiae Petropolitanae,
t. XI, 1798 (1798), p. 3. Zu diesem Aufsatz stebt ein anderer Artikel von Euler
ans dem Jahre 1777 in Beziehung: Ebends, t. IX, 1791 (1795), p. 81 ff.
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Frage nach der Integrabilitit von Ausdriicken mit 2 Variabeln; er
kommt auf ziemlich miithsamen Wegen zu derselben Gleichung®).

Am eingehendsten hat sich Lexell mit dieser Frage beschiftigt. Zu-
nichst verlangt er®) einen von den Prinzipien der Variationsrechnung
freien, rein analytischen Beweis des Eulerschen Kriteriums. Sei also

V eine Funktion von z,y,p, ¢, 7, ... und
dy = pdz; dp=qdx; dg=rdx; .. . dt =udz,
und sel weiterhin
dV = Mdx + Ndy + Pdp+ @Qdg + - -+ 4+ Udu.
Nun kann man, sagt Lexell, jedenfalls setzen:
Vde = ude + vdy + xdp 4 -+ + 7d!f

und demzufolge
T=u+vpt+mg+ -t

hieraus gewinnt man
AV =du + pdv + qdx + - - - + udr
+ vdp + =dq + -+ - + rdu.

Vergleicht man diese Form mit der ursprimglichen, so ergeben
gich die Gleichungen:

= ) o) 0+
V=)o 8 ali
P () +o () +a )+,
0—(7t) +2(5) +a (@) +--+m,
Bei allen Differentiationen sind dabei z, y, p,... u, wie vollstindig

yoneinander unabhingige Variable zu behandeln, so daB also z. B.

(dﬁ) und iihnliche Ausdriicke Null zu setzen sind. Soll jetzt V'dz ein

——m

dz _
exaktes Differential sein, so miissen Gleichungen bestehen, wie

S ——

D) Condorcet, Du caleul intégral. Paris 1765. An Stelle dieses Werkes,

das mir leider nicht zur Verfiigung stand, benuizte ich die eingehende zeit-
entesische Besprechung durch Pietro Ferroni in den Memorie di Mat. e Fis.
Soc. It., tomo V, 1790, p. 1301 %) Novi Commentarii Academiae Petropoli-
tanae, t. XV, 1770 (1771), p. 128. :
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du\  [dvy  pdpy _ (u’_'r) ) (rl_t) el.-r) )
(_dy) _ (E:E‘)E’ (d_p) - \da/ dp = ((ly, !

usw. Dann wird aber

- () (3) + o)
¥o () () el s
Pe () eal) - o)+ 4

Multipliziert man diese Gleichungen mit dx durch und bertick-
sichtigt die Gleichungen

pdzx =dy; qdr=dp,
usw., so erhilt man

!L:,[}dei ’U='/7I\Tda7; 7!:9/?13__.,;)(17:4:; /='f‘((9_1-)d,1,’

Daraus ergeben sich aber die u,» =z, ... durch die 4, P, @, ...
ausgedriickt und zwar in Form von Summen mehrfacher Integrale.

Diese Werte 1n
V=pt+vp+ag+- - -+ 11

eingefiihrt, ergeben in leicht verstimdlicher Bezeichnungsweise die

Gleichung
. . - E
V= | Mo+ p [Nao+q( [ Pdz— [Xdz)
» @) O
+7r (,/ Qdr —.'/ Pdzx +‘)[Ndx) 4.
" (m—1) U:ﬂ
+ u(!/l’dm‘ + :tde::.: ~?./Nd;c)
s . ) (my
=J(Mda: 4 [pg/Ndm — qJNdas + .- F z‘a'/Nzl;r;;
- & (m =1
+ [qJPda; — J/Pd.&’ + -+ u"/ P(I;r]

+...

Nun ist identisch
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() o
Ndy ¥ dquda: — (p‘\dr dp / \-’(Zo;)
&
—((i’p/ Ndx4-dg [ d)_;_...

(= 1) (rm)
T (@t [Ndo + du [N da)

, ® ()

= d-pjf\’dx——d-g‘/ﬁdx-%—---JFd‘quda;,
Ebenso 1st | )

(m—1) ) (m—1)

Pap+du[Pdx=d-q[Piz—d-v [Pdv+ - +d-u[Pdx
@ (= 1)

=d [_q'f‘P(ia‘ — )"/11)(].’23 + et / qu;]

usw.
Durch Benutzung dieser Gleichungen folgt unmittelbar

AV = Mdz + Ndy + Pdp + - - -+ T'dt
) =) n=2) ) ‘
Fdu( [Nar — [Pz + [ Qiz+-F [ Tda).

Da aber nach Voraussetzung

dV = Mdz + Ndy + Pdp + - - - + Uduy,

o folgt
S ® ) (m—1)

U= -;-/I\’(i’x - /P(Z’T + - ,'/:Ta’.-r.

Hieraus endlich gewinnt man durch wiederholte Differentiation
and Umstellung als notwendige Bedingung fiir die Integrabilitit von
Vdz die Gleichung

. dP d(IQ
N— dx + dat

J— 1y.
=0 ):

Im folgenden sucht Lexell dhnliche Kriterien fiir den Fall dreier
Variabeln =z, y, ¢%); in einer spiiteren Abhandhmg kommt er nochmals
auf das Problem zuriick und rechnet®) auch ein praktisches Beispiel
durch, des weiteren kommt er auf die wichtige Frage eines Multi-

plikators fiir nichtintegrable Vdax zu sprechen. Wegen einer An-
wendung dieser Untersuchungen vgl. 8. 1032.

1y Wir sind gegen SchluB unwesentlich von der etwas uniibersichtlichen
Darstellung des Originals abgewichen, ¥, Novi Commentarii Academiae
Petropolitanae, t. XV, 1770 (1771), p. 193 ¥y Ebenda, t. XVI, 1771 (1772),
p- 189.
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Wir haben diese Fragen im AnschluB an die Theorie des inte-
grierenden Faktors gebracht; in dieser Hinsicht ist moch einiges zu
sagen. Schon Condorcet beschiftigt sich mit dem Zusammenhang
zwischen Integral und Multiplikator”). Euler zeigt®), daf jeder
Multiplikator M von Pdz -+ @¢dy = 0 ein partikulires Integral M =0
liefert, sofern nicht einer der Koeffizienten P oder @ dadurch unend-
lich wird; analoges gilt von einem integrierenden Divisor. An anderer
Stelle hat er den leicht beweisbaren Satz®): Ist L ein Multiplikator
von Pdz + Qdy, so ist auch L. @ () ein solcher, wo @ eine will-
kiirliche Funktion bedeutet, und 7 sich aus dZ = L(Pdr + @dy)
bestimmt. Dieser Satz ist nur eine andere Form des bekannteren,
daB der Quotient zweier Multiplikatoren, einer Konstanten gleichgesetzt,
das vollstindige Integral der Differentialgleichung gibt. Der Zusammen-
hang zwischen Partikulirintegral und Multiplikator hat fiir Trembley
grofen Reiz; seine Absicht ist, aus einem bekannten partikuliiren oder
singuliiren Integral einen Multiplikator herzuleiten und mit diesem
das vollstindige Integral zu ermitteln. Er braucht also vor allem
ein Integral, das er sich mit Hilfe unbestimmter Koeffizienten fol-
gendermaflen zu verschaffen sucht.!) Ist die gegebene Differential-

gleichung %g 4 U=0, so bildet er zundchst den Ausdruck

av av I\ dy db e fd U .

= (2 + () e =) - vl
In diesem Ausdruck, der eine Summe von Funktionen von x und y
sein wird, ersetzt er die Koeffizienten der einzelnen Summanden durch
Buchstaben, die er so zu bestimmen sucht, daB der ganze Ausdruck,
gleich Null gesetzt, die gegebene Differentialgleichung erfiillt. Ist

z. B.
: dy ay? by* )
1o M

dex CV;"' -

gegeben, so st A
U—_4_ b,
¢ eV’

dann findet man

(ie) = U (a)

bis auf die Koeffizienten gleich

1) Miscellanea Taurinensia, t. IV, 176669, p. TH. Nach Lagrange auch
Du Calcul intégral, p. 67. *) Institutiones calculi integralis, vol. 1, p. 414
bzw. 416. % Ebenda, vol. I, p. 329. Vgl. diese Vorl, II* S. 833. Eine Verall-
gemeinerung des im Text erwiihnten Satzes bei Condorcet: Miscellanes Tauri-
nensia, t. IV®, 1766/69, p. 14. 4 Nouveaux Mémoires de I'Académie de Berlin
1792/93 (1798), p. 341—416. Diesem Aufsatz geht ein Artikel ithnlichen Inhalts
in den Turiner Memoiren fiir 1790 voran. % Man vergleiche die Bedingungs-
gleichungen von Lagrange fiir das Auftreten eines singuliren Integrals S. 898 oben.
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¥ y*
Py Y
]f L]/a:
Mit Unterdriickung des Faktors y*') setzt Trembley:
0

y 4y, 9
] x 1

V V=

d® d®
(7a) — U () =0
— o kann namlich die urspriingliche Diﬂ‘erentialgleichu:ug ge-

schrieben werden, wenn sie das Integral @ = 0 besitzt — gibt die

Gleichung

™
'3

0=@=uay’+

81

Substitution 1In

3(10{ ,‘+ (3(11) 27@‘7@). y* +(w¢ﬂ)§£

C']/;,- e " ¢/ a

‘ . d
PSP LA
c “ xl/:v rx a:Q*Vm

Daraus lassen sich mit Hilfe von

,—au+ﬁ’+yﬁ+ﬂi=

die Glieder mit y° und y* eliminieren; der Ausdruck wird dadurch
noeh umfinglicher; es resultiert eine Gleichung, die sich von @ =0
nur dadurch unterscheidet, daB an die Stelle der «, §, ... komplizierte
Funktionen dieser GroBen getreten sind. Da aber die SchluBgleichung
bis auf einen Faktor mit @ = O identisch sein muB, ist Koeffizienten-

vergleichung statthaft, und es ergibt sich schlieBlich

by

@ = m/+ +Cy 0,

Die Methode erfordert 11mfm1greiche Rechnungen; weit einfache;- hiitte
Trembley gleich das vollstindige Integral der gegebenen Differential-

Yoo e g o o — 2 ‘i‘ ‘ __’wg ¥
o (=3 =)

o w, und w, die Wurzeln der Gleichung

gleichung

w
a

b
. w? 4 o + -%. =0,
and &, B, 7 leicht zu bestimmende Konstante sind, abgeleitet; das von
Trembley gefundene Integral 1dBt sich unschwer in der Form schreiben:

e i

1) Nouveaux Mémoires de I'Académie de Berlin 1792/93 (1798), p. 343.
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o= (e )0 )

Trembley gibt noch zahlreiche andere Beispiele, die indes zum
groBen Teil anf ganz ungeheuerliche Rechuungen fithren; dann nimmt
er als Integralgleichung statt des einfachen @ =0 das kompliziertere
et ® = C, wo y und @ Funktionen von z und y sein sollen); ja er
dehnt seine Methode auf totale Differentialgleichungen mit 3 Variabeln*)
und auf Differentialgleichungen 2. Ordnung aus®). Auf das letzt-
genannte Problem kommt er in einem spiteren Aufsatz’) zuriick; er
rechnet hauptsichlich Beispiele, die Euler und andere schon behan-
delt haben, und sucht auch Multiplikatoren zu bestimmen. Kndlich
geht er auf ein interessantes Paradoxon ein: man findet, sagt er’®),
in den Beispielen bei Euler und Waring algebraische integrierende
Faktoren, die gleich Null gesetzt, kein partikulires Integral der ge-
gebenen Differentialgleichung liefern, was der Theorie zu wider-
sprechen scheint. Aber diese Gleichungen werden in Wahrheit durch
Exponentialfunktionen integriert, und die von den genannten Autoren
gefundenen Faktoren sind das Resultat der Kombination zweier erster
Integrale, wobei sich die Exponentialfunktionen gegenseitig aufheben.
Den Satz, daB ein Multiplikator 3 gleich Null gesetzt ein partikuléres
Integral gibt, iibertrigt Trembley auf Gleichungen #'* Ordnung.®)

Wirklichen Erfolg und praktische Bedeutung hat die Methode
des integrierenden Faktors nur in wenigen Fallen errungen; hier ist
in erster Linie ihre Anwendung bei der totalen linearen homogenen
Differentialgleichung #'*" Ordnung zwecks Ordnungserniedrigung zu
nennen”); man wird hier zu der sogenannten Lagrangeschen Ad-
jungierten gefiihrt, von der an einschligiger Stelle die Rede sein wird
(vgl. 8. 928). Dann ist auf die Benutzung von Multiplikatorensystemen
bei Simultansystemen von Differentialgleichungen hinzuweisen; so sei
z. B.an die elegante Behandlung der Differentialgleichungen der Be-
wegung mit Nebenbedingungen mittels unbestimmter Multiplikatoren
erinnert.

Im Gegensatz zur Methode des integrierenden Faktors war die
Integration der Differentialgleichungen durch unendliche Reihen
stets von hochster praktischer Bedeutung®), sei es nun, daB man die

1y Nouveaux Mémoires de VAcadémie de Berlin 179293 (1798), p. 886.
%) Ebenda, p. 391. ) Ebenda, p. 397. 4y Ebenda, 1794/95 (1799), p. 3—68.
%) Ebenda, p. 69. 8) Ebenda, p. 90. " Auch Euler bebandelt die voll-
stindige lineare Differentialgleichung n** Ordnung mit konstanten Koeffizienten
mittels eines integrierenden Faktors: Institutiones calculi integralis, vol. II,
p. 402. ®) Laplace z. B. stellt sich in der Histoire de I’Académie des Sciences
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gesuchten Reihen direkt oder erst durch sukzessive Anniherung be-
stimmte. Entwicklung nach Potenzreihen mittels der Methode der
unbestimmten Koeffizienten treffen wir in Eulers Integralrechnung;
besonders die Differentialgleichung 2. Ordnung ist dort eingehend be-
handelt.!) Wie gewdhplich ist von einfacheren Beispielen zu solchen
schwierigerer Art iibergegangen. So behandelt Euler?) z. B. die Glei-

chung
g ddy + az"ydz?= 0.

Fr setzt eine Reihenentwicklung mit steigenden Exponenten an:
g = Aat 4+ Bttty Ot +3ntd ..
und erhiilt durch Einsetzen in die gegebene Differentialgleichung zu-
nichst die Bedingung
iA—1)=0.
Daraus folgt 4 =0 oder 2 =1, weshalb Euler die neue Reihe an-

getzt:
?/_____A + B‘.’L'"+2+‘C.'L"2"+4+~~-

+ QIIU + %w"+3+ @m‘2n+5+ ce

Die B, C, ... und B, € driicken sich dann leicht durch die
beiden Integrationskonstanten A und A aus. Ein Ansatz mit abneh-
menden Exponenten fiihrt, wie er sagt, zu keinem Ergebnis. Im
folgenden integriert er durch Reihen die Gleichung

zx(a + ba")ddy + z(e + ex")dady + (f + ga")yda? = 0,

und Spezialfiille davon, weil gerade bei ihr die Rekursionsformeln
fur die Koeffizienten der Reihenentwicklung ganz besonders einfach
werden; s driiekt sich nimlich jeder Koeffizient durch den unmittel-
bar vorhergehenden aus. Diese Bemerkung veranlaBt Euler zur Be-
handlung des Problems?), alle linearen Differentialgleichungen 2. Ord-
pung von der Eigenschaft aufzusuchen, daB in den zugehdrigen
Reihenentwicklungen jeder Koeffizient sich durch die zwei unmittel-
bar vorhergehenden Koeffizienten ausdriickt. Hier sei anch noch auf
das Auftreten der Zylinderfunktionen bei Euler hingewiesen; das
Problem der Schwingungen einer Membran fiihrt ihn namlich?) auf
die Differentialgleichung

1782 (1785), D 5 bzw. p. 31ff. die Aufgabe, Reihenentwicklungen fiir gewisse
Integrale zu finden, die durch starke Konvergenz fiir die Praxis brauchbar sind.
Vgl. o. 5. 185,

3y Institutiones caleuli integralis, vol. IL. p. 182 ff, ") Reihen mit un-
pestimmben Koeffizienten auch in Novi Commentarii Academiae Petropolitanae,
¢, XV1I, 1772 (1778), p. 129, und Institutiones caleuli integralis, vol. II, Sect. I,
cap- viI, viI, IX. 9 Ebenda (Inst. cale. int.), p. 252. %) Novi Commentarii

Academiaé Petropolitanae, t. X, 1764 (1766), p. 243.
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1 du d*u

(a ___,Ei)u_f_ T di"+dr

die mit der bekannten Besselschen Differentialgleichung identisch
Euler entwickelt in eine umendliche Reihe. Eine andere micht

1st.

uninteressante Reihenentwicklung fiir die Gleichung
e m dM ‘
det " @ iz N

findet sich bei Liagrange') Fiir m = 0 hat man das Integral

M= AsinzV—F,

fiir m = 2 aber

M=AsinzV—Fk— Az E’EE{;}’:K :

daraus 14Bt sich, sagt Lagrange, fiir m =4, 6, ... auf die Form

M= Asmx]/ i»—i—B dsm:zi,l/ 1 0z qd smd.'z:;]/—,l_}_ y

schlieBen, wo 4, B, C, ... Funktionen von # sind. Durch Substitu-
tion in die gegebene Differentialgleichung ergibt sich eine Folge von
Differentialgleichungen zur Bestimmung von 4, B, C,.... Lagrange
findet
A=f+ ha"t?'; B=—fxr—ha"t?
m— 2 m 4 43
C= fQ((m - o+ h ((1nﬂ:§— %)mm+3;
—f m—2)(m—4) 4 (mn - 4) (m 1 6) g4
2.8 (m—1)(m—2) 2.8 (m-3)(m -+ 4) ’

usw.,

wo f und A Integrationskonstanten sind, und bemerkt hierzu: ist m
eine positive gerade Zahl > 2, so bricht die Reihe der mit f multi-
plizierten Terme ab, ist m negativ und gerade < — 4, so ist die An-
zahl der in A multiplizierten Terme eine endliche; man erhilt dann
Integrale in endlicher Form, indem man % bzw. f gleich Null setat;
fiir m =0 und m = — 2 wird dic Formel unbrauchbar; Lagrange
macht dann hinsichtlich der Brauchbarkeit dieser Entwicklung eine
Reihe von Bemerkungen; insbesondere spricht er von einer Unan-
nehmlichkeit, die allen allgemeinen Integrationsformeln anhafte, daB
sie ndmlich in gewissen Fillen, die dann eine Sonderuntersuchung
erfordern, ungiltiz werden. Auch auf dem Gebiet der partiellen Diffe-
rentialgleichungen hat die Entwicklung nach unendlichen Reihen oft
Dienste geleistet; Angaben iiber die Zahl der dabei auftretenden will-

Yy Miscellanea Taurinensia, t. I1%, 1760/61, p. 81 ff. Vgl. auch 8. 930 dieses

Bandes.

T P,
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kiirlichen Funktionen, die ja kleiner als die Ordnung der Differential-
gleichung sein kann, haben wir nicht gefunden. So behandelt Euler?)

die Gleichung
(x + y)° (_.__‘,,) + m(z + y) ( E) + m(z + y) (dy) Lz — 0
er setzt das Integral in der Form
s = Az + y)f@) + Bl +p) (@) + Cla+ y) (@) + - -

an und driickt die Koeftizienten B, C, D, ... durch 4 aus. Die
Rekursionsformeln hierfiir, die quadratische Gleichung

n4+2mi+ AL —Ai=0

mit eingeschlossen, nennt er determinationes. Bei Vertauschung
von 2 mit ¥ mub man wieder ein Integral haben; daraus ergibt sich

o= Az + 9 (f@ + Fa) + Bl + gy (@) + Fay) + - - -
In die Gleichung fiir 1 setzt Euler
| I4m=—1
"= (m +4) (m — i — 1);

durch passende Wahl von 4 bricht dann die Reithe von selbst ab.
Im AnschluB daran behandelt Euler die Frage, wann sich die

Gleichung

and erhilt so

dds\  [(ddz s
(dy"’) Q( )+R( )'S(@)—FT,Z:O
guf die eben integrierte Gleichung zuriickfilhren 158t und gewinnt so
viele Fille integrabler Gleichungen. =

Hier sei eine Aufgabe von Condorecet angefiigt, der zur Lésung

der Gleichung

die unendliche Reihe

z=Flx+y) + P- BF("’“Fy)_L Q- o' F (@ + y)

Pat . T
ansetzt?), wo P, ¢ .. Funktionen von 2 und y sind. Durch Sub-
stitution in die gegebene Gleichung und Nullsetzen der Koeffizienten

1y Institutiones calculi integralis, vol. III, p. 262 ff. *) Histoire de I'Aca-
démie des Sciences 1772 (1775), p. 40.
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bzw. der 1., 2., ... Ableitung von F erhilt er eine Reihe von par-
tiellen Gleichungen. So liefert der Koeffizient von

oF _oF

éx  cy

die Gleichung
¢P
A+y) (1 + oy

)-a+a (145
mit dem partikuliren Integral P =2y. Die 2. Ableitung von F
ergibt _
(P+E9a+y - (P+ )0+ =0
wegen P = xy ist aber
Wt~ 22014y —— 2y + a0

Diese Gleichung wird durch

2

mQy.
Q=5

befriedigt. So kann man fortfahren; aber, wie leicht ersichtlich, die
unmittelbare Aufstellung des allgemeinen Integrals in endlicher Form
kostet weniger Zeit und Miihe als die Berechnung der von Condorcet
angegebenen Reihen. Wir sind dabei der gréBeren Deutlichkeit
halber von der Schreibweise des Originals abgewichen, indem wir
Klammern gesetzt haben, wo auch schon zu Condorcets Zeit solche
geschrieben wurden, und verschiedene Druckfehler verbessert haben.
Lagrange versucht 1788%) bei der Integration vou

d*p  dig@ dip
dz? +dy’ _l_dz‘z =0
eine Reihe
p=¢ +z2¢"+ 29" + ...,
wo die ¢, ¢, ¢, ... Funktionen von =, y, ¢, aber nicht von z be-

deuten; er erhilt durch Einfihrung der Reihe in die vorgegebene
Differentialgleichung die Beziehungen

r dgq)f dglp’ . ~ d,@n [l:q)”

W =ﬂ=§'c—l'a’2—ge2dy27 g) 5—2.30‘?“52-‘27'3&3’!

usw.,

¢’ und @ bleiben hierbei unbestimmt und stellen die beiden will-

" kiirlichen Funktionen 'dar. Vielfach wird das Integrationsgeschiift

durch die Annahme komplizierterer Reihenformen sehr erleichtert;
hierbei kinnen schon bekannte partikulire Integrale mit Vorteil ver-

1y Mécanique analytique, 3. édit. par Bertrand, t. II, p. 280. Nach einer
liebenswiirdigen Mitteilung von Herrn Prof. v. Braunmihl

e ? Py
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wendet werden; so beruht die eben angefiihrte Rethenentwicklung
von Euler auf der Kenntnis eines partikuliren Integrals

£ =3+ y),

die Integration der Gleichung der Saitenschwingungen durch trigono-
metrische Reihen ebenso auf der Einsicht, daf trigonometrische Funk-
tionen partikulire Losungen sind. In interessanter Weise verwendet
Condorcet die unendlichen Reihen?) fiir Differentialgleichungen wie

dz mde ddz c¢*ddsz
e und = :
dx dy

da? dy?

er integriert zundchst, wobei die Koeffizienten willkiirlich bleiben,
and sucht sodann aus der Reihendarstellung das Integral, welches
willkiirliche Funktionen enthilt, in endlicher Form zu ermitteln.
Dieser Gedanke 1st deshalb von Wichtigkeit, weil man mit seiner
Hilfe hiitte schlieBen kdnnen, dab, wie schon D. Bernoulli behauptet
hatte, eine derartige Entwicklung mit unendlich vielen Integrations-
konstanten unter Umnstiinden gerade so allgemein sein kann wie das
Integral mit willkiirlichen Funktionen; man erinnere sich, daB Euler
5. B. die Integration der Gleichung der Saitenschwingungen durch
trigonometrische Funktionen, die nach Vielfachen des Arguments fort-
schreiten, fiir weniger allgemein als das sog. allgemeine Integral hielt %)
(vgl. S 995). Condorcets Methode besteht nun einfach darin, daf

er das Integral z. B. von
dg mdz

dz~ dy
gunichst in der Form
g—=a+br+ byttt cay+ Y+
ansetzt, und aus ‘
a0 w(.'z; + :;"7) L (z n %)E_F”.

.. Integrationskonstante sind, dann auf

r—g e+ L)+ N

wo a, b, ¢ .
n
schlieBt (vgl. S 998). SchlieBlich sind noch die Methoden von Cousin
gu erwihnen (vgl. S. 9521).

Auf Reihenentwicklungen nach bestimmten Funktionen, wie tri-
gonomehrischen Funktionen, Kugelfunktionen, kann hier nicht einge-

1 Histoire de 'Académie des Sciences 1769 (1772), p. 193f%. %) Vgl.
diese Vorl, IlI% 8. 906. Wegen der Entwickelbarkeit einer Funktion nach Viel-
fachen des Arguments des Sinus vgl. man u. a. besonders Lagrange: Miscel-
lanea Taurinensia, t. UI% 1782/65 (1766), p. 221.

CaxToR, Geschichte der Mathematik 1V, 59
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gangen werden; wir verwcisen deshalb auf den XXVI. Abschnitt
dieses Bandes.

Unter den Néherungsverfahren, welche nicht von vornherein
gleich die ganze Reihe bis auf gewisse erst zu bestimmende Koeffi-
zienten in Form der Taylorschen Reihe event. mit veriinderlichen
Koeffizienten ansetzen, konnen wir zwei Gruppen unterscheiden, solche,
welche die gegebene Differentialgleichung ohne weiteres in der ge-
gebenen Form benutzen und lediglich durch bestiindige Korrektion
. das Integral zu finden suchen, und solche, welche von vornherein
sich nicht der vollstindigen Differentialgleichung, sondern nur einer
geniherten Form derselben bedienen, wobei natiirlich die Schiitzung
der erreichten Genauigkeit viel schwieriger wird. Das letztgenannte
Verfahren wird besonders hiufig in der Astronomie geiibt; unter den
ersten steht die Integration durch Kettenbriiche wegen ihrer Eleganz
und Allgemeinheit obevan. Hierzu bemerkt Lagrange!) in den
Berliner Memoiren fiir 1776, die Methode der Integration durch un-
endliche Reihen habe den Nachteil, daB rationale endliche Ausdriicke
als solche nicht erkannt werden; die Kettenbruchentwicklung habe
dagegen alle Vorteile der Reihenentwicklung und sei von dem letzt-
erwihnten Ubelstand frei, da ein endlicher und rationaler Wert des
betr. Ausdrucks als Kettenbruch von selbst abbrechen wird. Sein
Verfahren ist etwa folgendes: ein erster Niherungswert von y fiir
sehr kleine 2 sel £; setzt man jetzt

£
=14y

in die gegebene Differentialgleichung ein, so erhilt man eine neue
Gleichung derselben Ordnung und desselben Grades zwischen 2 und Yy
In derselben Weise sucht man jetzt fiir sehr kleine z einen Nihe-
rungswert £ von ¢, und setzt

Die GroBen &, £, £, ... miissen von der Form a2 sein, und zwar muB
« (auBer fiir die GroBe £ selbst) immer positiv sein. Die fortgesetzte An-
wendung dieses Verfahrens liefert den gewiinschten Kettenbruch; die
Bestimmung von a und e bietet hierbei die einzige Schwierigkeit.
Mittels dieser Methode - erhiilt Lagrange bei Diﬂ”erentia‘]lgleichung‘en,
die durch bekannte Transzendenten integrabel sind, die Kettenbruch-
entwicklung von Funktionen wie log, tg, arctg, die iibrigens schon
Fuler gegeben hatte (vgl. S. 270).

) Oeuvres de Lagrange, t. IV, p. 301.

vt =se T 3,
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Auf die Entwicklung der tibrigen N#herungsverfahren war die
theoretische Astronomie von groBem Kinfluf. Da die Exzentrizititen
der Planetenbahnen, sowie ihre Neigungen meistens ziemlich klein
sind, nahm man seit d’Alembert die Kreisbahn als geniherte Losung
an?) und suchte diese durch Korrektionen in der Weise zu verbessern,
daB man schlieflich Reihen erhielt, welche nach Potenzen dieser
kleinen GroBen fortschritten. Die verschiedenen Methoden, deren
man sich hierzu bediente, charakterisiert Condorcet?®), der sich selbst
sehr viel mit der Integration durch Reihen beschiftigt hat®): ent-
weder setzt man, sagt er, die Unbekannte gleich einem angeniherten
Wert vermehrt um ein Korrektionsglied, dessen 2., 3., ... Potenz man
vernachlissigt. Diesen Ausdruck substituiert man in die urspriing-
liche Gleichung, integriert und bestimmt das Korrektionsglied ange-
nihert. Mit dem so verbesserten Wert der Unbekannten wiederholt
man das Verfahren, Diese Methode ist vereinfacht von d’Alembert
in den Turiner Memoiren und in seinen Opuscules, auch von Euler
in seiner preisgekronten Abhandlung iiber die Mondbewegung von
1770 benutzt. Bei der zweiten Methode vernachldssigt man nicht
alle hoheren Potenzen des Korrektionsgliedes.*) Endlich geht Con-
dorcet auf die Methoden von Lagrange und d’Alembert des
niheren ein. Von welcher Wichtigkeit diese Verfahren fiir die Praxis
sind, kann aus der groBen Zahl von diesbeziiglichen Abhandlungen
entnommen werden.

Unter den speziellen Niherungsverfahren, die wir hier genauer
darlegen wollen, sei zuerst emne Methode von Euler zur Integration
totaler Differentialgleichungen genannt. Die Gleichung 1. Ordnung
denkt sich Euler®) auf die Form

dy

azr =V

gebracht, wo V eine Funktion von # und y ist. Fiir die h@heren
Differentialquotienten ergibt sich leicht '

7t = (3) + 7 (3),

= (Far) + (g) () +27 (Gagy) + 7 (o) + 7V (527 usw

) Nach einer Arbeit, die mir Herr Professor von Braunmihl in liebens-
wiirdigster Weise im Manuskript zur Verfiigung stellte. *) Histoire de ’Académie
des Sciences 1771 (1774), p. 281.  °) Vgl. auch den bereits erwihnten Aufsatz:

Ebenda 1769 (1772), p. 193; ferner 1770 (1773), p. 191. %) Hierzu zitiert er
Lagrange, Miscellanea Taurinensia, t. III. Vgl. die drittnichste Anmerkung
and d’Alembert, Opuscules mathématiques, t. V. . %) Institutiones ealeculi

integralis, vol. I, p. 498. Vgl. auch o. S. 734,
59%
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Anwendung der Taylorschen Reihe liefert die gewiinschte Reihen-
entwicklung. So fiihrt die Gleichung

dy = dz(z"+ cy)

auf
y=>b+ ola+ ch) + 12 w*(cch + ca* + na*~1)

1 .
+ & @*(®b + cca” + nea" "'+ — Lia" =% 4 - -,

wo b der zu z =a, y der zu v —a + © gehdrige Wert von y 1st,
Bei der (leichung 2. Ordnung

—7,)

dp
dz
wo dy = pdz, und 7 eine Funktion von z, y, p ist, seien die An-
fangswerte # = a, y = b, p —¢. Fiir das Intervall
r=a bis r=a-+ o
ist
p=c+ V(e —a)— / (r—a)dV.
Die GrdBe d V ergibt sich aus der gegebenen Differentialgleichung zu
dV = Pdz + Qdy + Rdp= (P + Qp + RT)duz.

Die Annahme, da P+ @p + RV in dem Intervall @ bis 2 konstant
ist, fithrt auf

p=c+Flz —a)— , (P+ Qc+ RF) (r — af,

wo I den Anfangswert von 17 bedeutet. Integration dieser Gleichung

liefert endlich
y=b+ o —a) + 5 Flo—a) = (P + Qe+ RF)(z —a)’

Aus diesem Nitherungswert von y ldBt sich sodann derjenige eines
benachbarten y finden; auf diese Weise lifit sich allmihlich das
Intervall zwischen dem gegebenen « und einem beliebig grollen
zuriicklegen; auf das eventuelle Auftreten von Unstetigkeiten macht
Euler aufmerksam.

Ein sehr eigentiimliches Verfahren wendet Lagrange an®): Die

partielle Differentialgleichung

1) Tustitutiones caleull integralis, vol. II, p. 352. % Miscellaneas Tauri-
nensia, t I?, 1760/61, p. 118 Im Original ist aus Verschen in der ersten

Gleichung die GréBe ¢ weggelassen.

g
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d?z dtz 2dz 2z

3 = CTidatas T C et T St A

fithrt er mit Hilfe von Reiben zuriick auf
9q % ’ a
diz ((195 x ) ((izd‘-’z z x)
= ¢ —e\ — s 2T e
! + / Cdet U7 g > dw ,

+(@W”+oﬁxd7)
A\ axt <zt da . +-

=

Indem er auf der rechten Seite nur die ersten zwei Klammer-
qusdriicke berticksichtigt, alle folgenden Glieder aber vernachlissigt,
ohne natiirlich den FinfluB dieser Unterdriickung auf die Infegral-
leichung festzustellen, gewimnt er eine Gleichung, die er auf Grund

der Besonderheit, dab

' a°
dzd*z 2 :
(' (-jg" + 2 - dIE) dx

L dx Lz,

ISR

ein totales Differential ist, weiter behandeln kann.

Im folgenden gehen wir auf die Integration einer Gleichung ein,
die fiir die Erfindung der Methode der Variation der Konstanten
von Wichtigkeit geworden ist. Lagrange behandelt?) die fiir die
Astronomie wichtige Gleichung

Ty g2y 4 L+ iy + BNy 4= 0
mit konstanten Koeffizienten K, L, 1, ..., woi eine sehr kleine
GroBe ist. Bs wird sich zeigen, dab die einzelnen Naherungsglei-
chungen immer die Form

d?
(_R?;+I(23/+L+a(cosat—i—bcosﬁt—l—---

annehmen. Das Integral dieser Gleichung ist aber

; L
y = f cos Kt + ]G}— sin K¢ -+ ﬁ(cosKt — 1)+ “KTa—_}F (cos Kt — cosat)

b
-+" 7“;5_,':(73—2 (GOS Kt — COS ﬁt) _["‘ .. ';

fiir den Fall — und der tritt gerade in unserm speziellen Problem
oin —, daB eine der Zahlen ¢« B, ...=K wird, findet Lagrange
den Wert des dadurch unbestimmt werdenden Terms durch Grenz-

—

1y Miscellanea Taurinensis, t. 1172, 1762/65 (1766), p. 2624
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tibergang in bekannter Weise. Als erste Niherungsgleichung nimmt

Lagrange
d? d*y

dtt T Ky + L=0

Das Integral hiervon kann aus der oben angegebenen allgemeinen
Formel entnommen werden, indem man a =0=-..=0 setat. So
ergibt sich als erste Niherung

Y = feos Kt + 7 ssz‘J—]gﬂrcerz‘—l)

Lagrange setzt ,der Einfachheit halber g =0. Fiihrt man diesen
Wert von y in das SchluBglied der zweiten Niherungsgleichung

d 9 . 0
d—t? + Ky + L+ My =0
ein, so ergibt sich als integrable Form der zweiten Niiherungsgleichung

d? ‘
cZTg+K e/—{—L—i—zﬂI( -{-KJ___,' .J‘_%‘Eé._FMCOSKf

.ME?
+ ¢ Jr—;, ~cos 2 Kt =0,

=

wo zur Abkirzung

1
f+p:e=1

gesetst wurde. Das Integral dieser Differentialgleichung kann wieder
aus der allgemeinen Formel entnommen werden, und man erhilt nach

. 0 . . -
Auswertung des dabei auftretenden Terms 5 einen zweiten Nihe-

rungswert. Indessen geht bei Ausf'u}nuno des Glenzubero"mas ein
Summand von der Form A¢#sin K{ in das Intecna,l ein, um] bei Fort-
setzung der Methode wiirden auch Glieder auftreteu, die in # # usw.
multipliziert sind. Dieser Umstand macht die gefundene Reihenent-
wicklung fir die Praxis unbrauchhar. La grange sucht deshalb die
Reihe so umzuformen, daB sie derartige Terme nicht mehr enthilt.
Sein Verfahren ist jedoch ziemlich miihevoll!): verstindlicher ist eine
Abhandlung von Laplace iiber denselben Gegenstand.?) Laplace
bezeichnet sein Verfahren als eine nouvelle méthode d’approximation.
Sie besteht darin, sagt er, daB man die willkiirlichen Konstanten in
den angeniherten Integralen variieren lLiBt und so womoglich die
Kreishogen (er meint damit die Potenzen von ) zum Verschwinden

bringt. Diese Methode ist, fihrt er fort, wenn ich mich nicht

1 Das SchluBresultat Miscellanea Taurinensia, t. ITI%, 1762/65 (1766), p. 273.
%) Histoire de 1'Académie des Sciences 1772, part. 1 (1775), p. 651 ff.
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tiusche, vollstiindig neu und von grofer Fruchtbarkeit fiir die Rech-
nung. Diese Worte beweisen, daB sich Liaplace der Neuheit, Eigen-
art und Wichtigkeit seiner Methode vollkommen bewuflt ist. Zur

Integration von
00

O=7872_,—+y—[+0£y2,

wo ¢ sehr klein und konstant ist, setzt Liaplace ganz #dhnlich wie
Lagrange zuerst
0= Cay +y—1

woraus

y = [+ psint -+ g cost,
wo p und g zwel willkiirliche Konstante sind. Setzt man jetzt
y=1+psiut+ gcost+ a2

in die urspriingliche Differentialgleichung emn, wobei I, p, ¢, « kon-
otant sind und z ene F unktion von ¢ ist, vernachléssigt hierbei ¢’
und ¢® und dividiert mit « weg, so ergibt sich

dﬂ + + B4 pfsin#” + g% cost* + 2Ip sint + 21g cost
+ 2pgsint cost = 0.

Diese Gleichung liefert ein Integral

z_,__[?? —}-p + ] th81nz‘+lpz‘cost‘+~v cos?t—l— sm2ﬁ

Bis hierher unterscheidet sich das Verfahren von dem Lagranges
nicht wesentlich; wm die mit ¢ behafteten Glieder unschidlich zu
machen, wird folgender Gedankengang benutzt: Substitulert man in
der urspriinglichen Differentialgleichung 74 ¢, an Stelle von #, so
wird sie in ihrer Form nicht geindert. Man kann also das oben
abgeleitete Integral durch ein fmdeles ersetzen, 1n welchem statt p
und ¢ die Konstanten ‘p und ‘g, statt ¢ die Vauable T + ¢, auftreten.
Nun ist der Umstand von Bedeutung, dafl fir =0 und « =0 die
Gleichungen ‘p =p wnd ‘g =4 statthaben, woraus Laplace schlieBt,
daB 'p und p bzw. ‘g und ¢ sich um Gxoﬁen von derselben Ordnung
wie o unterscheiden. Br setzt demzufolge

p=p+dp und ‘g=g+dg
Die beiden Integralgleichungen fiir y liefern dann bei Vernachlissigung
aller Grofen, die mit o «f ... gleiche Rangordnung haben, durch

Subtraktion
0=1[0p+ «lTq]-sint + (0g — «lTp) - cost.
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Diese Gleichung zerfillt aber, da ¢ variabel und 7' konstant, in die
beiden folgenden

0p=—e«ll-qg und dg=call- p.

Hieraus folgert Laplace

p=f-cosall —h-sinelT und 'g=f-sinalZ+h-cos «lT.h)
Spiter?) kommt Laplace noch einmal auf das Problem der Ent-
fernung der Potenzen von # zuritick. Er geht jetzt von der allgemei-

neren Gleic]lung

0=220 4 ity + T+ ¥

aus, wo Y eine ganze rationale Funktion von ¢ y und den Sinus
und Kosinus von ¢ sein soll. Ein Ansatz der Form

Yy=2+ e 4 0 L 801 L L

liefert, wenn man die Terme gleicher Ordnung in « allemal gleich
Null setzt, die Gleichungen

PE , g2zl
0~ 25+ Wa + I 0= %% + M+ T%
0= ?é%l_;.h?gn-;- T2 usw,

wo 7@ eine Funktion von z, 2, ...2~%, sowie der Sinus und Co-
sinus von ¢ ist. Treibt man die Anniberung bis zur Ordnung von o?,
so hat man damit # + 1 Gleichungen, deren sukzessive Integration
aber im allgemeinen Kreisbogen in die Losung einfiihrt. Laplace
behandelt nun zunichst das spezielle Beispiel

Y = my cos 2t

nach dieser Methode und schlieBt aus der Form des Integrals, daB
im allgemeinen Fall die Losung folgende Form besitzen wird:

y=[p+ At+ B+ - ]sinht + [qg+ Mt + Nt*+ - - Jcosht + R.

Hierbei sind 4, B, ... .M, N, ... ganze rationale Funktionen von p,
g und «; R ist eine ganze rationale Funktion von p, ¢, «, ¢ und ver-
schiedenen Sinus und Cosinus, worunter jedoeh sin bt und cosht
sich nicht befinden. Laplace formt diesen Ausdruck so um, daB an

!y Macht man die Probe, so wird d« an Stelle von « anftreten. Eine
jener kleinen Ungenauigkeiten, wie sie in diesen fiir die Praxis geschriebenen
Aufsitzen hiufig zu finden sind. *) Histoire de I'Aeadémie des Sciences 1777
(1780), p. 373, Vgl. auch die Histoire desselben Bandes, p. 5.

ST
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Stelle der Potenzen von f solche von ¢ — 6 auftreten, wo 6 eine neue
Konstante ist. Trotzdem kann der Ausdruck, wie er sagt, dadurch
picht allgemeiner werden, da er bere.i‘ts die zwei Integrationskonstanten
p und ¢ enthilt. Auf Grund einer Uberlegung, welche der oben aus-
einandergesetzten analog ist, findet Laplace endlich folgende Regel
gur Bildung eines Integrals, welches die Potenzen von ¢ nicht enthilt:
Stellt man das Integral aus dem Gleichungssystem fiir 2, 2* usw,
nach gewohnlichen Methoden in der vorerwahnten Form dar und
unterdriickt nachtriiglich alle Glieder, die ¢ und seine Potenzen ex-
plizite enthalten, so hat man das Integral in der gewiinschten Form,
cofern man nur fir p und ¢ die Werte einsetzt, welche sich durch
Integration der Gleichungen

?ﬁ =A und ?\i =M

ct ot
ergeben; das gesuchte Integral wird wieder zwei Integrationskonstanten
enthalten. Im folgenden zeigt Laplace?’), wie sich seine Methode
auf ein in der Storungstheorie brauchbares Simultansystem ausdehnen
14Bt. Dasselbe lautet:

21
0=g-;¥+hzy+T+“Yi O=aa§{_, + Ay 4+ T 4 o YT, cey

die 7, T* ... sind hierbei ganze rationale Funktionen der Sinus und
Kosinus von {, die ¥, Y*, ... ganze rationale Funktionen derselben
GroBen, sowie von ¢ und den » Variabeln y, 4, .... Endlich iber-
trigt Laplace seinen Gedankengang noch auf die Integration von

3”
0=a—t,::!+.pr

wo p eine Funktion von ¥, seinen Ableitungen nach {, Sinus, Cosinus,
Exponentialfunktionen mit dem Argument #, nicht aber den Potenzen
von ? ist.

Die Entfernung der Kreisbogen aus dem Integral, die Lagrange
und Laplace durch geistreiche Uberlegungen bewerkstelligt hatten,
leistet Trembley, dem die Methode der Variation der Konstanten,
and nicht bloB in der Laplaceschen, sondern auch in der viel durch-
sichtigeren, weniger anfechtbaren Lagrangeschen Form von 1775
(vgl S. 982), verdiichtig erscheint, auf anderem Wege vermoge seiner
Geduld und Ausdauer im Rechnen?) Trembley erkennt ganz richtig,
daB das Auftreten der Kreishogen nur auf Tuschung beruht; denn

1) Histoire de V'Académie des Sciences 1777 (1780), p. 384. % Nouveaux -
Mémoires de I'Académie de Berlin 1786/87 (1792), p. 363fL. o
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fiilbrt man die Rechnung soweit durch, daB das Fortschreitungsgesetz
der einzelnen Terme erkannt wird, so findet man, daB sich die Kreis-
bogen zu Potenzreihen zusammenfassen lassen, die durch Exponential-
funktionen summierbar sind. Da aber die Gleichung

ddy

T +y—l+ay=0

bzw. die Ableitung des von Laplace gegebenen von Kreisbogen
freien Integrals bei Trembley allein zehn Quartseiten erfordert,
zeigen wir sein Verfahren an einem einfacheren Beispiel. Sei gleich-
zeitig

d ) dz .

wo ¢ eine sehr kleine GroBe bedeutet. = 0 gibt zwei Naherungs-
gleichungen, aus denen durch Kombination die Gleichung

ddy .

dx +y=0
folgt.  Korrigiert man die daraus erhiltlichen Niherungswerte von y
und #z durch die Zusatzglieder ¢y bzw. i¢, so ist

y=AeV-1 4 Be V=14 iy

=AY —1eV-1 —BY—1eV-1 447,
Indem man B einstweilen gleich Null setzt, ergibt sich durch Sub-
stitution in das urspriingliche System das geniherte System

1. etV-1 ., 47 _ — D At V=1 __

l.¢ +7; 2Axer Y.
Man erhdlt hieraus § und 2 und hieraus verbesserte Werte von ¥
und 7, die man sogleich wieder mit Zusatzgliedern iy und #%#” ver-
sieht. Fortgesetzte Anwendung dieses Verfahrens ergibt schlieBlich:

y=AeVI(1+ a2 V=1 — (ot — a1+ )
s=AY—1- e*V:_l(l R P ‘_*2‘3.,,;6]/:”...)
d. h. y=Ae”/:i+“?2V——i5 =AY —L-eV-1+ia2V-1,

Ahnlich h#tte man von vornherein statt B die Integmtionskan—
stante 4 gleich Null setzen kénnen; man hitte dann

y=B. e—x]/-——-l-—i::?]i/—‘-_l"; 7 — — B]/:-T . g—IV-‘-*l—ix’V;ﬁl

erhalten. Aus beiden partikuliren Integralen liBt sich sofort das

O T
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vollstindige Integral zusammensetzen. Im folgenden!) verbessert
Trembley eine von d’Alembert 1769 in den Pariser Memoiren ent-
wickelte Niherungsmethode, deren Grundgedanke darin besteht, daB
man eine gegebene Differentialgleichung wiederholt differentiiert und
die so erhaltenen Gleichungen derart zu kombinieren sucht, daB man
eine integrable Gleichung hdoherer Ordnung erhilt, welche die ur-
spriingliche niiherungsweise zu ersetzen vermag.

Wir haben im vorausgehenden die Methode der Variation der
Konstanten zum erstenmal bei L.aplace mit vollem BewuBtsein ihrer
Eigenart auftreten sehen; die Idee selbst, eine GroBe zeitweilig als
konstant und dann als variabel aufzufassen, ist indessen schon lange
genug vorbereitet. Zundichst sei an die Bestimmung des Integrals
der totalen linearen Differentialgleichung »'*" Ordnung mit konstanten
Koeffizienten im Fall gleicher Wurzeln erinnert (vgl. S. 928, Note 1), die
bewerkstelligt wurde, indem man den Wurzeln, d. i. in Wirklichkeit
konstanten GroBen, sehr kleine, gegen Null abnehmende Differenzen
erteilte, ohne sich mit der Frage nach der Berechtigung eines solchen
Schrittes aufzuhalten. Euler behandelt?) folgende Aufgabe: Sei ¥V
eine gegebene Funktion von z und y, es soll das Differential von

z=[Vis,

wo die Integration bei konstantem y vorgenommen wurde, bestimmt
werden, wenn dabel auch y variabel angenommen wird. Euler erhilt

unschwer

d7 = Vdz + dy fd;,; (%’) .

Kurz darauf stellt er die Aufgabe, aus eimer gegebenen Differential-
Jeichung, die einen Parameter enthilt, jene Gleichung abzuleiten,
welche entsteht, wenn man die Integralgleichung so differentiiert, daf
dabei auch jener Parameter variabel ist. Die Stérungsgleichungen
des Mondes werden von Euler und spiteren mit Benutzung des Um-
standes abgeleitet, daB gewisse Bewegungsgleichungen sowohl bei
Konstanz als bei Variabilitit bestimmter Bahnelemente bestehen
miissen. Nach ihm hat Lagrange dieselbe Methode in seiner Ab-
handlung iber die Theorie von Jupiter und Saturn benutzt®) und
das Prinzipielle und Eigenartige dieser Methode noch besonders be-
tont; er ist es auch, der die Methode zuerst in weitestem Umfang

1y Nouveaux Mémoires de I'Académie de Berlin 1786/1787 (1792), p. 387.
Siehe auch p. 397. ?) Institutiones calculi integralis, vol. IIT, p. 31. Vgl auch
Kliigels mathematisches Worterbuch, I. Abtlg., unter , Differentialgleichung,
g, 891. %) Miscellanea Taurinensia, t. III* 1762/65 (1766). p. 323.
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gebraucht hat. Von Variation der Konstanten kann man auch bei
Lagranges Herleitung des singuliren Integrals aus dem vollstindigen
Integral reden; in allen diesen Fillen handelt es sich jedoch nicht
um die uns geliiufige Methode der Variation der Konstanten. Diese
besteht vielmehr darin, daB man statt einer gegebenen Differential-
gleichung eine andere, die aus der urspriinglichen entweder durch
Vernachliissigung einzelner Glieder oder dadurch, daB man einzelne
Variable konstant setzt, hervorgeht, bhehandelt, und in dem Integral
dieser Hilfsgleichung nachtriiglich die Integrationskonstanten oder
einstweilen konstant gesetzten Verdnderlichen variieren ldfit. In
diesem Sinne ist die Variation der Konstanten nur eine spezielle
Niherungsmethode, die durch passende Korrektion einen halbwegs
brauchbaren Wert genau richtig macht. Hierher kénnte man z B,
die Integration totaler Differentialgleichungen mit mehr als 2 Varia-
beln, welche die Integrabilititsbedingungen erfiillen, rechnen, die man
bekanntermaBen dadurch vollzieht, daB man in der urspriinglichen
Gleichung nur 2 Variable variieren 14Bt, integriert und nachtriiglich
die Integrationskonstante als Funktion der konstant gelassenen Variablen
ansieht; diese Methode ist zu Beginn des hier behandelten Zeit-
abschnitts bereits bekannt. Ganz analog geht man bel partiellen Diffe-
rentialgleichungen vor, die nur die Ableitung naeh einer Variabeln ent-
halten, und wir werden sehen, daf Lagrange einen ihnlichen Gedanken-
gang in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit
grofem Erfolg verwertet hat (vgl. 3. 970). Die eleganteste Anwendung
der Variation der Konstanten hat Lagrange mit der Integration der
vollstéindigen lincaren totalen Differentialgleichung und Differenzen-
gleichung 2" Ordnung gegeben (vgl S.932). Derselbe geht auch
auf die Moglichkeit der Integration von

d"q
_‘Jyl_ - P= n}
da”
. dy Ty .
wo P und IT Funktionen von z, y, -, --- I’";:‘:Tfi sind, mittels Va-

riation der Konstanten ein, falls das vollstindige Integral von

Iy | n —

T
bekannt ist.') Ferner erwahnt er, dafl die Methode der Variation der
Konstanten mit Vorteil auf die durch Vernachlissigung sehr kleiner
GroBen erhaltenen angeniherten Integrale von Simultansystemen an-
gewendet werden kann?), dal jedoch fiir ein beliebiges vollstiindiges

1) Nouveaux Mémoires de T'Académie de Berlin 1775 (1777), p. 192.

%) Ebenda, p. 195.

{

&
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Integral einer Gleichung 2. Ordnung dieselbe Methode plus curieuse
qu'utile sei.')

In Verbindung mit der Methode der unendlichen Reihen 1st die
Integration durch bestimmte Integrale zu nennen. Besonders
Fuler hat sich mit dieser Aufgabe beschiiftigt; und wie er in der
Theorie des Multiplikators die zu einem gegebenen integrierenden
Faktor gehorige Differentialgleichung sucht, geht er auch hier von
einem gegebenen Integral aus und fragh nach der dquivalenten Diffe-
rentialgleichung. Beziiglich der Integration der linearen Differential-
gleichung 2. Ordnung nach diesem Verfahren, per quadraturas curva-
rum, wie er sich ausdriickt, bemerkt er selbst?), es sei dabei zu be-
achten, daB die Wahl jenes Integrals micht vollig von der Willkiir
des Rechners abhingt, sondern von vornherein die Anlage haben
muB, bei der Entwicklung der zugehdrigen Differentialgleichung auf
die 2. Ordnung zu fiihren; es stehe daher nicht zu hoffen, auf diesem
Wege jemals zu einer beliebig vorgegebenen Differentialgleichung zu
gelangen. Letzterer Aufgabe, eine gegebene Differentialgleichung
durch emn bestimmtes Integral zu integrieren, sucht Buler dadurch
beizukommen, dal er das Integral zuerst Form einer unendlichen
Reihe entwickelt und diese machtriiglich i ein bestimmtes Integral
verwandelt®); das Integral der auf Seite 911 erwahnten Differential-

leichung erhilt er auf diesem Weg in melnfach verschiedener Form.
Dieselbe Methode wendet, wie wir seben werden (vgl 8.1006), La-
place auf dic lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung an;
" or stellt das Integral als unendliche Reihe dar, die er in ein be-
stimmtes Integral wumformt, ‘

Mit der Schilderung dieser Methoden haben wir die Gesichts-
punkte, welche fiir totale wie partielle Differentialgleichungen in
gleicher Weise in Betracht kommen, ziemlich erschdpft und wir
wenden uns zunichst ausschlieBlich den totalen Differentialglei-
chungen zu. Hier ist es die lineare Gleichung, d h. die Glei-
chung, deren Koeffizienten Funktionen der unabh#ngigen Variablen
allein sind, welche das Hauptinteresse der Mathematiker auf sich
gezogen hat, und ihrer Untersuchung ist eine ganze Reihe von Ab-
handlungen gewidmet. Auf diesem Gebiet hatten schon Euler und
L’Alembert viel geleistet; sie hatten zuniichst die unvollstiindige,
dann aber auch die vollstindige Gleichung mit konstanten Koeffizienten

1) Qeuvres de Lagrange, t. IV, p. 101 Hier mag noch erwihnt werden,
dap auch EHuler gelegentlich aus partikuliren Integralen die vollstindigen
durch Variation der Konstanten herleitet; man vgl. einen Aufsatz vom Jahre 1778
in Nova Acta Academiae Petropolitanae, t. XI1I, 1795/96 (1802), p. 3 ff.

%) Institutiones ealculi integralis, vol. IL, p. 308. % Ebenda, vol. I, p. 3101f.
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integriert, auch den Fall gleicher und komplexer Wurzeln der dabei

auftretenden Hilfsgleichung behandelt.!) Den Fortschritt zu nicht-

konstanten Koeffizienten macht Lagrange®); er wird dabel zu einer

Gleichung geftihrt, die wir heutzutage die Lagrangesche Adjungierte
_ nennen. Multipliziert man die Gleichung

dz/ ~d? z/ o
+ \f l ===j)

y+ M
wo L, M, N,...T Funktionen von ¢ sind, wit zdf, wo z eine noch
zu bestimmende Funktion von ¢ ist, und integriert, so erhilt man
durch partielle Integration

f MoV dt = Moy — fl»d'-d‘yzydt

d*y — s (Z_/ d-N: d?. Nz
J‘detﬁdt N dat —dt y+f(“:—-g/dt

Setzt man diese Ausdriicke in die urspriingliche Differentialglei-
chung ein, so kommt

y(Mg__f%_'}l’i+...) | f’J(N /df*)*

- Mz d*. Nz b
+ —— —... — | Iz
/ - (Jf T g g/(lz‘ = j Tzdt.

Ist der Klammerausdruck unter dem Integralzeichen gleich Null —
eine Relation, die man als Differentialgleichung fiir 7z auffassen kann
— 80 bleibt eine D]f'ferent:alrflemhunw fiir 4 stehen, deren Ordnung
im Vergleich zu der gegebenen Dlﬁelentmlvlelchund um einen Grad
niedriger ist. Die Relation zur Bestlmmuncr von ¢z behandelt Lagrange
anf dleselbe Art weiter; er verlangt eine l‘unk‘mon ¥ von ¢ zu ﬁnden
deren Kenntnis, genau wie vorher die der Funktion ¢, Oldmungsemledrl-
gung ermdglicht. Er wird dabei auf eine Differentialgleichung fiir y
zuriickgefiihrt, die sich von der Anfangsgleichung in y nur dadurch unter-
scheidet, daf die rechte Seite nicht 7, sondern 0 ist. Lagrange
wird damit zum Entdecker des Satzes, daB die Adjungierte der Ad-
jungierten die urspriingliche unvollstindige Gleichung ist; da er aber
fir die Adjungierte keinen besonderen Namen hat, so hebt er diese
auffillige Tatsache nicht besonders scharf hervor. Euler kommt in

) Vgl. diese Vorl., ITI%, S.892—895 bzw. S. 898. Den Fall gleicher Wurzeln
behandelt d’Alembert auch unter Tangentes im Dictionnaire des mathématiques
der Encyclopédie méthodique. *) Miscellanea Taurinensia, t. ITI*, 1762/65

(1766), p. 1791




Totale und partielle Differentialgleichungen. 999

einer Abhandlung von 1778 wieder auf die Frage der Ordnungs-
erniedrigung, scheint aber die Resultate der Lagrangeschen Abhand-
lung, die er jedenfalls gelesen hatte, vollstindig vergessen zu haben,
wenigstens hilt er sein Ergebnis fiiv vollkommen neu; er formuliert?)
folgendes (fesetz: Die Gleichung
pz + qdz + rdde 4 sdPz 4- td*e 4 . . - = 0F)
wird ein totales Differential mittels eines Multiplikators Z, welcher
gich aus der ,konjugierten Gleichung
PZ+ QdZ+ RPZ+8dPZ+Td*Z+ =0

besﬁmmt, wo

P=p—dg+ddr—d®s+ di—- -

=— g+ 2dr — 3dds+ 4d%% — - - -
R =1r—3ds+ 6ddt —---

/A
Durch Auflésung dieser Gleichungen nach p, ¢, », ... findet

Buler, daB diese GroBen durch die P, @, R, ... genau in derselben
Weise ausgedriickt werden, wie letztere durch jene; daraus schlieBt
er, dafl von den beiden Gleichungen fiir z bzw. Z eine die konjugierte
der anderen ist. Eulers Darstellung bedeutet insofern einen Fort-
schritt gegeniiber Lagrange, als in ihr erst die vollkommen gleiche
Bauart, die durchgehende Dualitit zweier adjungierter Gleichungen
erlannt und durch eine {ibersichtliche Bezeichnungsweise (kleine und
arofle Buchstaben) angedeatet ist; Lagrange hatte nur beobachtet,
daB bei zweimaliger Anwendung seines Verfahrens schlieBlich die ur-
gpriingliche, aber unvollstindige Gleichung resultiert.

Lagranges Hauptverdienst ist in der Aufstellung allgemeiner
Satze tiber die Integrale der linearen Differentialgleichungen zu sehen,
m. a. W. in der Schaffung einer Theorie dieser Integrale; die Form
des vollstandigen Integrals als Summe von unabhingigen, mit will-
kitrlichen Konstanten multiplizierten Partikulirintegralen, der Zusam-
menhang zwischen vollstindiger und unvollstindiger Gleichung®), ins-
besondere aber die Einsicht, daB die Kenntnis von m Partikulirinte-
gralen (valeur particuliere) der letzteren eine Ordnungserniedrigung

1) Nova Acta Academiae Petropolitanae, t. XIV, 1797/98 (1805), p. 58.
2y Die Potenzen des Differentials der unabhiingigen Verinderlichen sind hier
einfach weggelassen, %) Fiir die Gleichung 2. Ordnung eingehend besprochen.
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der ersteren um m Grad ermdglicht?), sind nach meiner Ansicht die
vornehmsten Resultate der erwihnten Abhandlung. In der Praxis

muB natiirlich Lagrange hiufig zu Reihenentwicklungen seine Zu- -

flucht nehmen: so setzt er?) z. B. fiir

2, N 1: sl m
d’z (970_}_1),‘317 nke _

du® w /) du 1t 3

auf welche Form er von

-

d:zo

2m *
agt"™ + 77

ausgehend kommt, die Reihe
z2=Aw 4+ BuwttL Cu+®iL ...

an und bestimmt die unbestimmten Koeffizienten in gewohnter Weise.
Die Lagrangesche Theorie der linearen Gleichung beliebiger Ord-
nung lafBt sich sehr vorteilhaft auf die Gleichung
g dy L7142 diy 4

Ay + B+ k)5 + O+ ki) e+ =1
anwenden, wo h, ¥, A, B, ... Konstante sind. Lagrange bildet?)
die Adjungierte und setzt versuchsweise deren Integral (7 + ki)
Das gibt eine Gleichung fiir #, ndmlich

A—Bl(r+ 1)+ C*r + )(r +2) —--- =0,

Lagrange geht dann auf die Ermittlung des vollstindigen Inte-
grals der urspriinglichen (leichung ein. Als Anwendung bringt er?)
die Behandlung einer Gleichung, die eine unbekannte, zu bestimmende
Funktion enthilt; das Problem fithrt mit Zuhilfenahme des Taylor-
schen Satzes auf eine Gleichung der erwihnten Art von unendlich
hoher Ordnung. Solche Gleichungen, allerdings nur mit konstanten
Koeffizienten, hatte schon Euler vor ihm behandelt (vgl. diese Vorl,, IIT%
S.896); in seiner Integralrechnung finden sich wieder eine Menge,
teils schon frither geldster derartiger Gleichungen®), aber weder Euler
noch Lagrange erkennen oder erwihnen, daf in die Losung dieser
Gleichungen, weil sie im Grunde genommen nichts als Differenzen-
gleichungen sind, eine willkiirliche Funktion eingeht. Die unendlich
vielen Integrationskonstanten ihrer Losung konnten sie deshalb micht
zu dieser Binsicht fihren, da ihnen die Darstellbarkeit einer beliebigen
Funktion durch trigonometrische Funktionen unbekannt warf) Glei-

1 Miscellanea Taurinensia, . 1% 1762765 (1766), p. 183. 3 Ebenda,
p. 187. %) Ebenda, p. 190. *) Ebenda, p. 201. %) Institutiones calculi
integralis, vol. II, p. 459, 463, 476, 477, 480. %) Vgl diese Vorl, III% 8. 907.
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chungen von unendlich hoher Ordnung mit mnichtkonstanten Koeffi-
zienten behandelt Euler nicht, obwohl er =z B.
Bady Oxtdda
d.:cJ T i S
fiir beliebige Ordnungen untersucht.

An die Moglichkeit der Ordnungserniedrigung bei Kenntnis von
Partikulirintegralen knfipft d’Alembert in einem Schreiben an La-
grange') wieder an und bringt einen neuen Beweis dafiir; derselbe
Torscher gibt an anderer Stelle den bekannten Satz, daf} das vollstindige
Integral der vollstiindigen Gleichung aus zwei Teilen sich additiv zu-
sammensetzt, nimlich aus einem Partikuldrintegral der vollstindigen
und dem vollstindigen Integral der unvollstindigen Gleichung.

Laplace behandelt die lineare Differentialgleichung?) nicht wie
Lagrange mit Hilfe eines einzigen Multiplikators, sondern bedient
sich gleich eines ganzen -Multiplikatorsystems. Sei

X=4dy -+

- dy , dy a1 d'y
X=y+H g+ H 5+ +H 15;;;
wo X, H, H', ... Funktionen von 2 sind. Laplace setat
d1
o Hty=1,

wo ¢ und I erst niher zu bestimmende Funktionen von 2z sind.
Durch Differentiation ergibt sich daraus

©ddy |, (do dy AT
Q izt + (% + 1) dz  dx

3

a*y (n—l do + 1) Eli_:;-'/_ cee 4 ‘i_ic]vy_u -t

Q0 — T T —
1 1 dz a—1 n—1 —q°
dz dx ax dr — ger-1

Diese (leichungen multipliziert Laplace buzw. mit &, o, .
und addiert unter Hinzuziehung von

dy
o d.’b+ y=T.

Qo ergibt sich eine Gleichuug, die durch Vergleichung mit der ur-
Sprﬁnglichen auf folgendes System fihrt:

. ’ ar 1" d?T dn_lT
_ L o Y ... -1,
X=T+o g to gt o0y
—
1y Miscellanea Taurinensia, t. 112, 1762/65 (1766), p. 381—396. Vgl auch
die Pariser Memoiren fiir 1767 und 1769. %) Ebenda (Misc. Taur.), t. IV?

1766/69, P- 178 ff. (verdruckt statt 273).

caxror, Geschichte der Mathematik IV, 60
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© w(n—- 1) .. H(w -1)

o2 + w®=1 + ?I_il PCA)) (:1(,1: Hin—2)

o ,do .
o+ o+ o 'ﬂ"}"‘"—H‘

Diese Gleichungen gestatten aber die o', »”, ... duwrch w und
die H', H”, ... auszudriicken. Durch Substitution der so erhaltenen
Werte in

’ ’ d 6] R d(][]_) '
H=m+m +GJ dﬁ:’:—ﬂl ‘(’_’Z'.:LT,_} -
und

17 ({? 1!

dz®

X=T+ m'fl’g + o
ergeben sich endlich zwei Differentialgleichungen fiir @ und 7'; dabel
ist Ordnungserniedrigung erzielt worden. Hat man aus den letzt-
erwihnten beiden Gleichungen eine Reihe Partikuliriésungen B,f,...

von o und die zugehérigen T, 7", ... gefunden, so erhiilt man mit
Hilfe von
dy
w—=+y=7T

das Integra].

y=e . U+f—- efﬁ d& —f—e—.f{i;.((;' —}—J"%-c‘/‘%{fdx)—l—m

Auf die weitere Theorie der bei Anwendung dieser Methode auf-
tretenden Ausdriicke, insbesondere fiir den Fall konstanter H, H, ...1)
kann hier nicht niher eingegangen werden, da die Resultate nicht
neu und die auftretenden Formeln alle ziemlich kompliziert sind.
Laplace behandelt speziell auch die Gleichung 2. Ordnung, welche
auf die allgemeine Riccatische Differentialgleichung fithrt.?)

Der nichste bedeutende Fortschritt ist die Herangziehung der
Methode der Variation der Konstanten zur Nutzbarmachung des Zu-
sammenhangs zwischen vollstindiger und unvollstindiger Differential-
gleichungen durch Lagrange?) Sei die lineare Gleichung n'" Ord-

nung gegeben: "
( Yy -

d {*
Py+ Qi+ RE+ TV S=X,

wo X, P, ¢, R, ...Funktionen von z sind Im Fall X =0 sei das

1y Miscellanea Taurinensia, t. Ive, 1(66/69 p 295. ) Ebenda, p. 297.
, p. 190.

% Nouveaux Mémoires de ’Académie de Berlin 1775 (17
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vollstindige Integral der Gleichung bekannt; dieses besitzt notwendig
die Form
y=ap+bg+er+---,
wo @, b, ¢ ... W Integrationskonstanten, p, ¢, », ... ebensoviele par-
tikulire Werte von y darstellen. Betrachtet man, fihrt Lagrange
fort, die willkiirlichen GréoBen «, b, ¢, ... als unbestimmte Variable
und setzt in den Ausdriicken dy, d°y, ... d"~'y den Teil, der von
der Variabilitit von a, b, ¢, ... herrtihrt, immer gleich Null, so er-
gibt sich
dy = adp + bdg + cdr 4o
0=pda + gdb + rde +
By = ad’p  +bdPqg  +cdr 4.
+

0=dpda +dqdb 4+ drdc
dn—l?/ — adn—-lp + bdn—lq + Cd"_l’}' + .
0=d" i pda + d"~*¢db + &~ *rdc+ - - -

und endlich
' dry = ad'p + bd'q + cd'r + - -

+ dr-ipda + d"~qdb 4 @ rde + - - -,

Auf diese Weise erhalten also die Ausdriicke fiir dy, dy, ... d"~1y
genal dieselbe Form, wie wenn @, b, ¢, ... konstant wiren, und auch
ary unterscheidet sich von dem d*y im Fall konstanter Koeffizienten
pur durch das Zusatzglied d*~pda + d*~*qdb + d*~rd¢ 4+ - ... Da
aber bei konstanten Koeffizienten die Ausdriicke fiir 4, dy, ... d*y
nach den Voraussetzungen fiber die Grofen a, b, ¢, ... p, q, 7, ...
der unvollstindigen Differentialgleichung Gentige leisten, so miissen
auch jetzt, im Fall der vollstindigen Gleichung, bei Substitution
obiger Ausdriicke fiir y, dy, ... d"y alle Terme sich gegenseitig fort-
heben, und nur das zu d'y gehorige Zusatzglied und der Term X
werden davon eine Ausnahme machen. Es resultiert also die Gleichung

d"’lﬂdar + (Zn—lqd'b + d"'—17'd0 + [P — %_dxn;

welche mit den # —1 Bedingungsgleichungen
0 =pdae+ qdb +rdc+ - --
O — dn—-2ﬁda + dn—:'%qdb + dn—ﬂ,rdc _’_ .

yusammen 72 Gleichungen zur Bestimmung der Differentiale da, db,

dec, - - liefert.
60%
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Von spiteren Arbeiten?) iiber die lineare Gleichung sei mur moch
eine Abhandlung von Lorgna hesprochen®) Lorgna geht zuniichst
auf die vollstindige Gleichung mit konstanten Koeffizienten ein; er
substituiert fiir die abhingige Variahle y den Ausdruck

y = Mfmt/i(udx : @L_f:d:),-

wo w und z neue Variable sind, wihrend u konstant ist, und driickt
dy, ddy, ... dureh 2, u, y, du und das Differential dz der unab-
hingigen Veriinderlichen 2 aus. Nach Einfihrung dieser Werte in
die ursprﬁﬁgliche Differentialgleichung setzt er den Teil, welcher den
Faktor y besitzt, fiir sich gleich Null und erhiilt so zwei Gleichungen,
deren eine nur z und seine Ableitungen nach w enthilt, also als Be-
stimmungsgleichung fiir ¢ benutzt werden kann. Zugleich ist Ord-
nungserniedrigung erreicht. Interessanter sind die Untersuchungen
tiber die Gleichung 2. Ordnung?) ’

Mdz® = 2*(a + ba")ddy + (e + fa")dzdy + (g -+ ha)yda®,

von der uns der Fall I/ =0 schon wiederholt begegnet ist (vgl.

S. 911 und 927). Durch die Substitution y = T ergibt sich

aMdz?= x*(a + ba*)ddz + z(— 2a 4 ¢ + (— 2b + Han)dadz
+2a—e+g+Rb—f-+Ma")eds?

und diese Gleichang ist genau von derselben Form wie die urspriing-
liche. Die wiederholte Anwendung analoger Substitutionen

wird daher wieder eine Gleichung der alten Form hervorbringen,

néamlich

am Mdz? = za+ba")ddz" =D+ (e —2ma + f —2mba")dads™ -
+ (m + mBa —me +9 + (o + mAHb — m{f + hya™)m=Dda®.

TIst nun das letzte Glied gleich Null, so wird die Differentialgleichung

bedeutend vereinfacht, und man kann ihr Integral leicht angeben. -
Ein derartiges Verschwinden wird eintreten, wenn die Gleichungen ¢

mia + m(e—e)+g=0 wd m*b+mb—[f)+h=0

) Siehe auch Memorie di Mat. e Fis. Soc. It., t. VIIL, 1799, parte I, p. 3071,
% Ebenda, t. II, 1784, parte I, p. 177 ff. % Ehenda, p. 197.
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bei gegebenen Koeffizienten «, D, ¢, ... beide durch das nimliche
ganzzahlige m velost werden; dieses Kriterium hat die besondere
Eigentiimlichkeit von »# unabhingig zu sein. Die Methode erinnert
an die Laplacesche Kaskadenmethode fiir partielle Differentialglei-
chungen 2. Ordnung (vgl. 5. 10014t). Auf dem niimlichen Wege leitet
Lorgna ein ihnliches Kriterium fir die Gleichung beliebiger Ordnung

Mdz* =zt (a + bX)yda" 4 2+ (c + eX)dyda"~*
+ o t3(f + g X)ddydamr—2 4 - -
ab; die Substitution, die hier zum Ziel fithrt, ist

ay v
Y= gxi’

Von den michtlinearen Differentialgleichungen ist wegen
ihres Zusammenhangs mit derlinearen Gleichung 2. Ordnung, sowie wegen
ihrer Bedeutung fiir die Flachentheorie, Physik usw., die Riccatische
Differentialgleichung wohl die interessanteste. Man versteht darunter
heutzutage die Gleichung

1
Y aya) + 0,(2) - + @ (2) -,

and es scheint, dab d’Alembert als einer der ersten dem Namen in
weiterem Umfang als frither {iblich gebraucht hat, wenn er die aus

ddg  —1eag
dz® ~ 2ale

pdx
_—y

hervorgehende Gleichung als Riccatische bezeichnet.!) Spezielle
Formen der allgemeinen Gleichung treten natiirlich viel frither auf
(vgl. Cantor I11%, S.880)%), aber Liagrange®) und Buler bezeichnen
gewﬁhnlich nur die Gleichung, die das Glied mit ¢? nicht enthilt,
als Riceatische; allerdings sagt Lagrange®) von der Gleichung

vermoge

G m Ay

dz?® x dz

(vgl. S. 912), sie falle unter ,le cas général de Riceati®, sagt aber

[

1) Histoire de I’Académie de Berlin, t. XIX, 1763 (1770), p. 242. % Nach
einer glitigen Mitteilung von Herrn Professor von Braunmiihl schon 1738 bei
Euler: Commentarii Academiae Petropolitanae (1747), p. 46. 5 Z. B. Mis-
cellanea Taurinensia, t. IT% 1762/65 (1766), p. 189. ) Ebenda, t. II*, 1760/61,

p- 81.
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nicht, was darunter zu verstehen sei; die angegebene Gleichung fiihrt
mittels
J zdx
M=ce

auf
dz s m )
PR — = k=0,

doch ist die Substitution selbst an der betr. Stelle nicht angegeben.
Der Zusammenhang mit der linearen Gleichung

ddy + Pdzxdy + Qudaz*= 0,

wo also P und @ Funktionen von z allein sind, sei hier im Anschluf
an Kulers Integralrechnung') dargestellt. Euler verlangt zunichst
Ordnungserniedrigung, schreibt in {iblicher Weise

7+ Pp+ Qy=0
und erhélt mittels der Substitutionen » = uy und g = vy die Gleichung
‘ v=— Pu— @.
Hs ist aber
dy = wydr und wudy -+ ydu = vydoe.
Also

a vdx —du
_y=udx=gda, du
» u

I
.

daraus folgt mit Hilfe von

v=—Pu— @

endlich
du + uwudz + Pudz + Qdz = 0.

Aus dieser Gleichung folgt bei Anwendung der Transformation

K4 M

A Ay
eine Gleichung von der Form
dz + Pezdz + Rzede + Qdx = 0,

die sich von der vorhergehenden nur durch das Auftreten der Funk-
tion R unterscheidet; der am meisten ausgezeichnete Fall ist, sagt

Euler, die Riccatische Gleichung
dz 4+ zzdx = axdz.

Bndlich ist zu erwihnen, daB Euler imstande ist, die Riccatische
(leichung bei Kenntnis eines partikuldren Integrals v durch die Sub-

1 Institutiones caleuli integralis, vol. II, p. 88ff.
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stitution #z=o +u~! in eine lineare Gleichung iberzuftihren’) und hei
Kenntnis zweier Partikulirldsungen durch Quadraturen zu erfilllen; der
Qatz von der Konstanz des Doppelverhéltnisses von vier partikuldren
Integralen scheint erst in jlingerer Zeit gefunden worden zu sein.?)

Von anderen speziellen Gleichungen, wie sie meist bei praktischen
Aufgaben auftreten, sei beispielshalber die von Euler behandelte

Gleichung
dndds 4ds ns

dn? + dn + 1—nn 0
angefiihrt®); Nikolaus FuB schreibt?) iber die Gleichung
[ds - a
t‘(l + 4t) (d(t?s — L(én — 6)15 -+ n] (—i—j—: + (nn —_ fn,)s =0,

welche einen Spezialfall der GauBischen Differentialgleichung dar-
stellt, entwickelt s in eine Reihe nach Potenzen von ¢ und leitet aus
der urspriinglichen Differentialgleichung durch Transformation ver-
gehiedene neue ab. Eine Gleichung, die sich von der Riccatischen
dadurch unterscheidet, daB die abhiingige Variable auch in der 3. Po-
tenz auftritt, findet Buler gelegentlich eines mechanischen Problems.?)
Auf eine Menge interessanter, spezieller Gleichungen 2. Ordnung kommt
Legendre in einem Aufsatz {iber die Figur der Planeten zu sprechen.)
Ungleich mehr Interesse beansprucht die Theorie der Differential-

gleichung 1a iy
VX YT

wo X und Y Polynome in bzw. y sind, die allerdings im Zusam-
menhang mit der Theorie der elliptischen Integrale zu betrachten
ist (vgl. 8. 795 f£). Hier sei nur eine Untersuchung angefithrt, welche
ausschlieBlieh auf Methoden beruht, wie sie fiir Differentialgleichungen
in Anwendung gebracht werden. In einer Arbeit aus dem Jahre 1768,
die sich die Auffindung von Differentialgleichungen, welche ein Ad-
ditionstheorem zulassen, zur Aufgabe macht, behandelt Lagrange in

direktem Anschlusse an Fulers einschlagende Arbeiten (s. 0. S.807)
yunichst?) die Gleichung

1y Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. VII, 1760/61 (1763),
p. 321 Ebenda, . IX, 1762/63 (1764), p. 162. *) Hier sei noch ein Aufsatz
von Lorgna iber die (leichung Qdx 4 Py*dx 4 dy =0 in Memorie di Mat.
e Fis. Soc. It., t. 1II, 1786 erwithnt. % Aecta Academiae Petropolitanae 1780
(1784), pars II, p. 8 4 Ebenda 1782 (1783), pavs I, p. 107. %) Ebenda,
1778, pars 1, p. 162. Auf diese Gleichung geht Stephan Rumovski (1734
big 1816) ebenda 1781 (1784), pars I, p. 147ff. wieder ein. Eine andere spezielle
Gleichung 1. Ordnung behandelt dorselbe Nova Acta Acad. Petrop., t. XII, 1794
(1801), p- 192—195 (der Aufsatz stammt aus dem Jahre 1797). %) Histoire
de TAcadémie des Sciences 1789 (1793), p. 372 . ") Miscellanea Taurinensia,

¢, TV?, 1766/69, p. 104,
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dx dy _

s T
Aus
d dyt .
Lt fatyd wmd L=t By
erhﬁlt er durch Differentiation und darauffolgender Division mit i—iz;—c

bzw. d : Y die Gleichungen
d?

dt2
Die Substitution £ 4 y = p liefert

3 d_p c
Zdt2 = 9ﬁ+2;}2))

—B+2p0 wmd 29— 542,y

also

d
it =VE+26p + %

hierbei bedeutet % die Integrationskonstante. Mit Berticksichtigung von

p=a+y und P2ty

dt dit
folgt sofort die (leichung

Vie+ Bo+va) +V (e + By + py) =VIE+ 20 +y) + (@ + ),
welche den Zusammenhang zwischen z und y algebraisch ausdriickt.
Analog fithrt die Substitution 2 — y = ¢ 2u

o @° ‘
= 9
2 5 =2yg

und damit zu
V(e + Bz + y2%) =V (e + By + »¥") =V[H + flz — y)].

Lagfange wendet seine Methode auch auf elliptische Integrale an
und hehandelt dann?) allgemein die Gleichung
dx dy

yxX YT
wo X und Y dieselbe ganze rationale Funktion beliebigen Grades
von z bzw. y darstellen; er probiert verschiedene mégliche Formen
der Integralgleichung?), fiihrt aber die Untersuchung wegen ihrer
Schwierigkeit nicht zu Ende; nach seiner Ansicht ist die Entdeckung
weiterer Differentialgleichungen, die zunichst auf Transzendenten
fiihren, aber auch durch eine algebraische Gleichung integrabel sind,

nicht ausgeschlossen.

1 Miscellanea Taurinensia, t IV% 1766/69, p. 111. % Ebenda, p. 114, 124.
Vgl. S. 810 dieses Bandes.

AT
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Totale Differentialgleichungen héheren Grades finden sich in
Kulers Integralrechnung viel behandelt; der wichtigste Fall ist der-
jemige, In welchem die eine Variable nicht explizite in die Differential-

leichung eingeht. Man erhiilt dann das Integral zunfichst in Para-
meterdarstellung. So liefert')

w2t 4 pb = apa,
w0 P = gg, bei Anwendung der Substitution p = ux die Gleichungen

awu

1):1—f—u""

ai

~ it

also vermdge dy = pdz auch

R wwdu (1 — 2u’)
¥ = ’ (1 EEpYRE

Die SchluBgleichung zwischen z und y, welche gerade bei diesem
Beispiel leicht aufzustellen ist, gibt Euler micht an. Dagegen be-
merkt er, dafl jede (leichung zwischen z, ¥ und p, die in 2 und y
homogen 1st, eine derarfige Integration in Parameterdarstellung ge-
stattet. Durch die Substitution 4 == w2 wird ndmlich die Gleichung
quf eine solche zwischen w und p reduziert; die beiden Gleichungen

z und

dy = udz + 2du und dy = pdx

ergeben
pdz — udx = rdu,

12 =f_dﬁ__
]J—fu,

folgt. Da sich aber p durch « ausdriickt, so ist damit z als Funk-
tion von % und wegen Y = 4T auch y als Funktion von % gefunden.
Hier sei auch noch eine Gleichung behandelt, auf welche Lagrange®) bei
Grelegenheit der Untersuchung der Evolvente einer ebenen Kurve stoBt:

dy\? dn\2

. f(@) I l_jﬁ "

¥+ %y R &y EJ .
da? dzt

woraus

Br ersetzt das Argument von ¢ durch p und erhilt mittels der Sub-
stitution % — # die Gleichungen

(1 +2%)eda _
T— """, -

1 +4z5de
p und y+ _%_ — ¢ (p).
[ —

1) Institutiones calculi integralis, vol. I, p. 514. %) Oeuvres de Lagrange,
t. IV, p. 594 ff. :




940 Abschnitt XXVII.

Daraus folgt zuniichst

v+ = (p)
und durch Differentiation und Elimination von dz (mit Hilfe der
ersten der beiden Gleichungen)

CZ ’
— =9 (mdp.

z

Hier hat man entweder dp = 0, d. h. p ist konstant, was in Verbin-
dung mit
z—p
v+t =)

die Gleichung
@ —pP+y—e@]F=7

gibt. Im anderen Fall hat man die Gleichung

1 /
=9 (])),

die sich auf die Form p = Z bringen 1aBt; Z ist hierbei eine Funk-
tion von 2, Dann 148t sich aber

1 2zdax
(292 _

93 —_—
dz
in der Form
c—27Z .
schreiben, was
)1z Zdz
‘J,/_jt = TS "!‘ CSt
z J 221420

gibt; berechnet man endlich 2 aus
y+2=2 =gz
und setzt diesen Wert in die vorhergehende Gleichung ein, so ist das

~Integral der urspriinglichen Gleichung gefunden.
Tiefer in das Wesen der Gleichungen héheren Grades und ihrer

Integrale dringt Monge ein.!) Er nimmt an, die algebraische (leichung
0 =Aym+ B:vym‘l—i— C:EEym-:’_‘_ .
+ A’ym—l + B",Bym—2+ ..
+ Zi”yiiz—E + .

1) Histoire de ’Académie des Sciences 1783 (1788) {(Monge selbst zitiert
1782), p. 719—724. Ausfiihrlicher: ebenda 1784 (1787), p. 164 ff.

-
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sei das ,allgemeine® Integral einer Differentialgleichung, diese selbst
sei gesucht. Monge zeigt, daf die auf normalem Weg, also durch
wiederholte Differentiation und Elimination der Integrationskonstanten
A, B, ... entstehende Differentialgleichung in bezug auf den héchsten
darin auftretenden Differentialquotienten immer vom ersten Grad ist
and erlautert diese Ausfithrungen an dem Beispiel

Ax*+ By + Oy =1,
das nacheinander die Gleichungen
9 Axda + Bledy + ydzr) + 2Cydy =0y
2 Ada® + Blrdy + 2dxedy) + 20(dy* + ydy) = 05 usw,

liefert.)) Aus dem Umstand, daB derartige Blimination der Integra-
tionskonstanten stets auf Gleichungen 1. Grades fithrt, folgert Monge,
daB Differentialgleichungen nur dann in bezug auf die hichste darin
vorkommende Derivierte von hoherem Grade sein kénnen, wenn die
zugehb’rige Integmlgleichung pnicht alle ithre willkiirlichen Konstanten
in der 1. Potenz enthiilt, und man wird auch, wenn man die 4, B, ...
als Funktionen von neuen Konstanten @, b, ... ansieht, bei Elimina-
tion der a@, b, ... auf Gleichungen héheren Grades stoBen; das Gleiche
findet stath, wenn zwischen den 4, B, ... irgendwelche Relationen
bestehen: darauf griindet er nun seme Integrationsmethode fiir Glei-
chungen hiheren Grades: man ersetze letztere durch die zugehdrige
Differentialgleichung e1tsten Grades und hdher.er Ordnung, integriere
and entferne die dabel auftretenden tberzihligen Konstanten durch
Substitution des Integrals in die urspriingliche Differentialgleichung.
Als Beispiel gibt Monge die Gleichung?)

Ay (a®> — 2%) + 22y dy

da* Eim_}_ag—y?:()'

Durch Differentiation folgt unmittelbar
9 d;
(a® — w“)g;—/ ddy + xyddy = 0.

Diese Gleichung ist in bezug auf den 2. Differentialquotienten vom

. i ~ .
1. Grad; ddy = 0 gibt % = A. BSetzt man diesen Wert in die ur-

spriingliche (leichung ein, so erhilt man ohne weiteres

[—
1) Dagselbe Verfahren auf die weitaus einfachere Gleichung

Az 4 By+ Caey=1

angewandb hiitte Monge auf die Schwarzsche Abgeleitete gefiihrt.
%) Histoire de I’Académie des Sciences 1783 (1786), p. 725,
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A aP — a®) + 2Aay + o — y2— 0,

tiberzihlige Konstante fritt hier natiirlich keine auf. Monge sugt
zwar nicht, daP sich die gefundene Gleichung in zwei Linearfaktoren
spalten 14Bt; gibt aber dafiir die geometrische Bedeutung der Integral-
gleichung an. Der Vollstiindigkeit halber sei erwiihnt, daB der andere

Faktor
(a® — 7;2)% +ay =0

in Verbindung mit der urspriinglichen Differentialgleichung deren
singulares Integral (intégrale particuliere)

2yt =a’
liefert. Kine andere Methode, die Monge in Vorschlag bringt, wird
in Zusammenhang mit seiner Theorie der Beriihrungstransformationen
erortert werden (vgl. 8. 983).

Totale Differentialgleichungen mit mehreren Variabeln und Simultan-
systeme von totalen Gleichungen behandeln wir auns praktischen Griinden
erst nach den partiellen Gleichungen, zu deren Besprechung
wir hiermit iibergehen. Wie schon erwiihnt geht die Veranlassung
zur Untersuchung bestimmter partieller Gleichungen zu Beginn un-
seres Abschnitts, abgesehen von Fragen der Differentialgeometrie
(vgl. Abschnitt XXIV, bes. S. 550f.), noch hauptsichlich auf die
Probleme der Praxis zuriick; das rein theoretische Interesse er-
wacht erst viel spiter. Es sind hauptsichlich die Probleme der
Storungstheorie, der Potentialtheorie und der Hydrodynamik,
speziell der Saitenschwingungen, welche in diesem Simne an-
regend gewirkt haben. Das Potential wurde schon lange vor Green
und G aull benutzt, wenn auch anscheinend vor diesen beiden ein
Name daftir fehlt?); von der unter gewissen Umstinden hestehenden
Méglichkeit, die Komponenten der auf einen Punkt wirkenden Kraft
als Differentialquotienten ein und derselben Funktion darzustellen,
wurde mit mehr oder minder deutlichem BewuBtsein von der Wichtig-
keit dieses Umstandes Gebrauch gemacht. Schon bei D. Bernoulli®)
und Lagrange?) tritt die Kriiftefunktion auf, bei letaterem sogar fiir
kontinuierliche Massen; Niveauflichen finden wir bei Maclaurin in
seinem Treatise of fluxions 1742 und in der Figure de la terre 1743 von
Die beriihmte Differentialgleichung 2. Ordnung, welcher

Clairaut.
) Na.—(;}«l- einer giitigen Mitteilung von Herrn Prof. Stiickel findet sich der
Name schon in D. Bernoullis Hydrodynamik. %y Histoire de 'Académie de

Berlin, t. [V, 1748 (1750), p. 361. Im folgenden wurden teils der vorerwiibnte
Aufsatz von Burkhardt teils verschiedene Aufsiitze der Enzyklopiidie der
mathematischen Wissenschaften benutzt. % Qeuvres de Lagrange, t. IV,

p. 402 (anus dem Jahr 1777) und t. VI, p. 849.




Totale und partielle Differentialgleichungen. 943

das Potential 7 eines beliebigen Kérpers auf einen auferhalb ge-
legenen Punkt mit den Polarkoordinaten #, & und ® gehorcht, ist
von Laplace 17821) angegeben; dieser setzt fiir ¥ in der Gleichung

o GO}, G,
~1 Newddy  \deE) .(@w’V
‘ 1— uu ! 87:2»>’
wo cos & = u, eine Rethenentwicklung mit fallenden Potenzen von #

und bestimmt die Entwicklungskoeffizienten dieser Rethe. 1787 end-
lich gibt er auch die Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten

02V iV RN
pa + 797’_17/""' -+ 357 = 0,
die nach ihm benannt ist?) Letatere Gleichung tritt swar schon
frither in der Dynamik inkompressibler Flissigkeiten bei Lagrange?)
auf, aber nur nebenbei, zufiillig, weil sie eben der Natur des behan-
delten Problems nach notwendig auftreten mub; bei Laplace hin-
gegen bildet die Bestimmung der Figenschaften der Funktion V° den
Kernpunkt cder Untersuchung, die Differentialgleichung ist bei ihm
mit voller Einsicht ihrer Bedeutung in den Vordergrund geriickt.
Den direkten Anlab zu Laplaces Arbeit gab das Problem der Attrak-
tion der Sphiiroide und das Problem der Erdfigur, mit dem sich auch
Legendre beschiiftiot hat?). Die Untersuchungen auf diesem fiir die
Astronomie bedeutungsvollen Gebiet fithrten zur Benutzung wichtiger
Reihenentwicklungen und zur Verwendung der Kugelfunktionen?)
(s. 0. S. 792); inshesondere die Gleichgewichtsfigur einer rotierenden
Fliissigkeitsmasse, deren Teilchen sich nach dem Newtonschen Gesetz
anziehen, war schon friiher besonders von Clairaut in seiner Figure
de la terre behandelt. Es waren also Mechanik, Hydrodynamik und
Astronomie in gleicher Weise, welche auf die Binfithrung des Poten-
tialbegriffes hinwiesen. Auf die Untersuchungen tiber den Fall, dal}
der Punkt g, &, @ innerhalb der anziehenden Masse liegt, auf das
Auftreten des logarithmischen Potentials und &hnliche Fragen kann
hier nicht eingegangen werden.

Die allgemeinen hydrodynamischen Gleichungen versucht La-
grange Zu integrieren (vgl. 8. 1024); es sind indessen begreiflicher-
weise nur speziellere Probleme, die zu brauchbaren interessanten Er-

1y Histoire de Y'Académie des Sciences 1782 (1785), p. 185. Dieser Aufsats
handelt von der Anziehung der Sphiiroide und der Figur der Planeten. Man

NS

vgl hierzu auch: chenda, 1783 (17886), p. 25. ® Ebenda 1787 (1789), p. 252
in einer Abhandlung iiber die Saturnringe. %) Miscellanea Taurinensia, t. 112,
1760/61, p. 275 Vgl auch oben S. 914. ) Vgl. Histoire de I'Académie des

Seiences 1784 (1787), p. 370ff. Ebenda 1789 (1793), p. 372ff. %) Ebenda 1785
(1788), p- G4 1.
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gebnissen gefiithrt haben. Um von der Art der untersuchten Probleme
eine Vorstellung zu gewinnen, seien einige Beispiele aufaefithrt. Euler
behandelt das Problem der Fortpflanzung von Wellen, die von einem
Stérungszentrum ausgehen, sowohl fiir die Ebene, wie fiir den Raum
diese Aufgabe fiithrt auf die Gleichung

1 sdds n /d dds

s (a) = v (77) + (557
wo V den Radius einer Welle hedeutet, und zwar ist » beim ebenen
Problem gleich 3, beim entsprechenden rdumlichen Problem gleich 4
zu setzen, Die Fortpflanzung von Wellen an der Oberfliche eines
Kanals von konstanter Tiefe behandelt Laplace 1778') unter der
Voraussetzung, daB die Breite des Kanals micht in Betracht kommt.
Seien X, Z die Koordinaten eines Fliissigkeitsteilchens zur Zeit ¢ =0,
X+ ww, Z+ az die Koordinaten desselben Teilchens zur Zeit ¢
(¢ eine sehr kleine GroBe), ¢ die Dichtigkeit, p der Druck, ¢ das
Gewicht des Teilchens, so findet Laplace:

0~ (5)+ ()
0=gd-(Z+as)+ i X (58) + «r 2 (CC‘;) + 42,

d bedeutet dabei eine Differentiation, hei der ¢ als konstant hehandelt
wird. Die letztere Gleichung kann nur bestehen, wenn auch ihr
2. und 3. Glied zusammen ein vollstindiges Differential in bezug auf
X und Z bilden. Aus der Bedingung hierfiir erhilt man durch
zweimalige Integration nach ¢ die Gleichung

(77) = (73)
und durch Kombination mit

(6%) + (77) =0
die beiden folgenden:

= p{ X+ ZV (=D} +9{ X~ 2V (= 1))

™

und

s=—V =1 (9[X+ 2V (= D) +¢[X - 2V (= 1)),
dabei muB @(X) = — ¢ (X) sein, da fiir Z=0, d. h. am Boden des
Kanals, ¢ iiberall und bestindig Null ist. Mit Hilfe dieser beiden
Gleichungen lassen sich # und 2 fiir alle Punkte der Fliissigkeit be-

Y Histoire de I'Académie des Sciences 1776 (1779), p. 544 ff. Das Folgende
nach Burkhardt a. a. O.
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stimmen, sobald man ihre Werte an der Oberfliche kennt. Sei fiir
. Ie, : . s . .

diese Z =1 - au, wo u eine beliehige Funktion von X ist, so erhilt

man unter Vernachlissigung hoherer Potenzen von e:

Laplace begniigt sich mit der Angabe eines partikuliren Integrals
dieser Gleichung. Lagrange heschiftigh sich nach sorgfiltigen Lite-
raturstudien mit der Untersuchung der Wellenbewegung an der Ober-
fliche eines beinahe horizontalen Gewissers von sehr geringer Tiefe!)
and kommt zu dem Resultat, da sie den Gesetzen der Schallfort-
pflanzung in einer ebenen Luftschicht gehorcht. Das wichtigste hier-
her gehorige Problem ist aber das der schwingenden Saiten und iiber-
haupt der musikalischen Instrumente. Abgesehen von der physikali-
schen Bedeutung dieses Problems hat seine Behandlung nach den
verschiedensten Richtungen hin férdernd und fruchtbringend auf die
Mathematik eingewirkt. Der ganze Streit iiber die Art der in den
willkiirlichen Funktionen einer Integralgleichung zuldssigen Unstetig-
keiten, die intensive Beschiftigung mit den partiellen Differential-
gleichungen 2. Ordnung, die schlieBlich notwendig zu einer Theorie
dieser Gleichungen fithren mubte, wurde durch die genannte Aufgabe

veranlaBt. Eben dieselbe fithrte — und das war, wenn man auch
das Geleistete nicht zu erkennen vermochte, immerhin ein bedeutender
Schritt — unbewuBt zur Darstellung einer Funktion nach Vielfachen

von sinus und cosinus?); die Physik verdankt diesem Problem die .
Erfindung des Prinzips der Superposition der Wellen durch D. Ber-
noulli®) und des Begriffs der Freiheitsgrade eines Systems, von dem
Tuler bei Untersuchung einer nicht m einer Ebene, sondern rium-
lich schwingenden Saite Gebrauch macht*) Um die in Frage kom-
menden, fiir die Probleme der bezeichneten Art charakteristischen Dif-
ferentialgleichungen der Bewegung bzw. deren Integral zu finden,
stehen zwei Wege offen; der eme geht von den Bewegungsgleichungen
einer kompressiblen Fliissigkeit aus, der andere bildet zuniichst das
(leichungssystem, das die Schwingungen einer endlichen Anzahl von
Massenpunkten darstellt, integriert sie und sucht dann dureh Grenz-
iibergang das fiir einen kontinuierlichen Komplex von Punkten gel-

—_—

1y Qeuvres de Lagrange, b IV, p. 746 (Berliner Memoiren fiir 1781).

5y Vgl. diese Vorl., IIT%, 8. 9051 %) Histoire de I'Académie de Berlin 1753
(1755), P 187, 189. Vgl. Journal des sgavans 1758, p. 158. ) Novi Com-
mentarii Academiae Petropolitanae, t. XIX, 1774 (1775), p. 340ff. Das Problem

der Schwingungen einer Saite mit Berticksichtigung ibres Gewichts: Acta Aca-
demiae Petropolitanae 1781 (1784), pars T, p. 178 ff.
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tende Integral daraus abzuleiten; den letztgenannten Weg schligt als
besonders sicher und unanfechtbar Lagrange in seiner groBen Ab-
handlung iber die Fortpfanzung des Schalles ein, da er den An-
schauungen seiner Zeit gem#B die dem Grenziibergang innewohnenden
prinzipiellen Schwierigkeiten nicht erkennt. Tuler behandelt Saiten
von ungleichmiiBiger Dicke, und zwar will er von einer Saite, die
aus einer endlichen Anzahl von Stiicken verschiedener Dicke zu-
sammengesetzt ist, zu der Saite mit kontinuierlich veriinderlicher
Dicke iibergehen.) Kuler legte auf diese Untersuchungen viel Wert,
da er glaubte, mit dem Nachweis, daB bei derartigen Saiten im all-
gemeinen disharmonische Obertone auftreten, die (gerade von der mo-
dernen Musiktheorie wieder aufgenommenen) Versuche widerlegen zu
konnen, welche Konsonanz und Dissonanz, iiberhaupt die Harmonie-
lehre mit der Anordnung der Oherténe in Zusammenhang bringen.?)
Die Theorie der Pfeifen wurde von D. Bernoulli sehr gefordert?),
der aus den Krgebnissen seiner Studien {iber die Verhiiltnisse an
offenen und geschlossenen Enden auf den Grundton offener und ge-
deckter Pfeifen schlieBt, auch den Satz findet, daB bei der gedeckten
Pfeife die Schwingungszahlen der Obertone ungerade Vielfache der
Sehwingungszahl des Grundtons sind; er behandelt auch das der Saite
von verschiedener Dicke analoge Problem einer Pfeife von veriinder-
fichem Durchmesser. Pfeifen von nicht zylindrischer Form wurden
von versechiedenen Forschern untersucht*); eine Theorie der Blas-
instrumente fiir beliebige Gestalt der Begrenzungsfliche sucht La-
grange abzuleiten und die allgemeine Ldsung durch Superposition
einfacher Schwingungen zusammenzusetzen.®) FEndlich ist noch der
Theorie der Schwingungen von Lamellen, Membranen und Glocken
zu gedenken; die diesbezliglichen Differentialgleichungen werden an
Ort und Stelle angegeben werden.

Auf alle hierher gehorigen Abhandlungen konnte hier nur dann einge-
gangen werden, wenn darin die eigentlich physikalische Seite des Problems,
obwohl urspriinglich Veranlasserin und Urheberin der ganzen Unter-
suchung, doch hinter den zur Ldsung erforderlichen neuen Methoden
und Theorien in solchem MaBe zuriicktritt, daB ihr Inhalt mehr den
Mathematiker als den Physiker interessiert. So konnte z. B. die grofe

) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. IX, 176263 (1764), p. 271
und ebenda, t. XVII, 1772 (1773), p. 482ff. KEndlich Miscellanea Taurinensia,
t. 1I1%, 1762/65 (1766), p. 27—359. %) Vgl. auch D. Bernoulli in Novi Com-
mentarii Academiae Petropolitanae, t. XVI, 1771 (1772), p. 268. %) Histoire
de I'Académie de Berlin 1753 (1753), p. 150. Histoire de I'Académie des Sciences
1762 (1764), p. 4311, ) Ebenda, p. 470. %) Wegen dieses Princips beruft
er sich in den Miscellanea Taurinensia, t. 1I%, 176061, p. 171 auf D. Bernoulli.

Ll T
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Abhandlung von Lagrange iiber Natur und Fortpflanzung des Schalls
Berticksichtigung finden; des gleichen Verfassers Aufsatz iiber Hydro-
dynamik in den Berliner Memoiren von 1781 mufite dagegen tiber-
gangen. werden, da er inhaltlich wie auch duBerlich den ausgesprochenen
Charakter einer Untersuchung auf dem Gebiet der theoretischen Physik
pesitzt; die darin auftretenden Gleichungen sind weistens zu speziell
and die zu ihrer Losung benutzten Kunstgriffe bei allem Scharfsinn
su wenig allgemein, als daB sie die Aufstellung rein mathematischer
Theorien hiitten zur Folge haben konnen.

Was die Integration der partiellen Differentialgleichungen betrifft,
g0 erkannte man bald, dal das Vorkommen gerade der partiellen Dif-
ferentialquotienten in einer Gleichung auf die Integralgleichung keinen
anderen Einfluf ausiibt, als daB in diese willkiirliche Funktionen ein-
gehen, s0 daB also das eigentliche Integrationsgeschiift keinerlei Ope-
rationen erfordert, die von den bei gewdhnlichen Differentialgleichungen
notwendigen prinzipiell verschieden wiren. Das Problem der Inte-
gration partieller Differentialgleichungen laBt sich demnach in zwel
voneinander unabhingige Aufgaben trennen, einmal in die Anfdeckung
der Art und Weise, wie die willktirlichen Funktionen in das Integral
eintreten, sodann aber in die Forderung, alle durch die urspriingliche
Gleichung definierten eigentlichen Integrationen fiir sich allem, d.1i.
durch Gleichungen darzustellen, deren Losung keine willkiirlichen
Funktionen mehr in sich birgt; das sind eben totale Gleichungen.

Deshalb begniigen sich auch die Mathematiker, sofern es sich
nicht um spezielle Gleichungen handelt, meistens damit, die partiellen
Differentialgleichungen auf totale zuriickzufithren und den Zusammen-
hang zwischen den Integralgleichungen der partiellen und totalen
Gleichungen anzugeben. Diese Reduktion wird wiederholt als das
Grundprinzip der Integration partieller Differentialgleichungen an-
gesprochen; Laplace sagt?) Klar und deutlich: je regarde une équa-
tion aux différences partielles comme intégrée, lorsqu’elle est ramenée
3 lintégration dmue équation aux différences ordinaires. Wegen einer
shnlichen Stelle bei Lagrange vergleiche man S. 972,

Diese Reduktion auf totale Gleichungen hat am konsequen-
testen Monge in einer grofen Abhandlung in den Pariser Memoiren von
1784 durchgefiihrt.?) <Er findet fiir die verschiedensten partiellen
(Gleichungen die entsprechenden totalen dadurch, daB er die partiellen
Differentialquotienten mit Hilfe der Gleichungen, welche diese mit
den totalen Differentialen verbinden, so weit als moglich eliminiert

1) Histoire de I'"Académie des Sciences 1773 (1777), p. 344. Vgl auch c]ie
Histoire desselben Jahres, p. 44. 7 Ebenda 1784 (1787), p. 118—192.

Gaxrtor, Geschichie der Mathematik IV. 61
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und die so erhaltenen Schlufigleichungen derart zerfillt, daf sie un-
abhingig von darin noch auftretenden partiellen Derivierten Geltung
baben. Sei z B. die lineare Gleichung 1. Ordnung
Mp+ Ng-+L=0

zu integrieren, wo M, N, L gegebene Funktionen von z, y und z
p und ¢ die partiellen Differentialquotienten von z nach 2 baw. i
sind.!) Diese Gleichung stellt, wie Monge sagt, lediglich eine Be-
ziehung zwischen p und ¢ dar, aus welcher allein, d.h. ohne das
Hinzukommen einer weiteren Gleichung, p und ¢ nicht jedes fiir sich
berechnet werden konnen. Eliminiert man also » bzw. ¢ mit Hilfe
der immer bestehenden Gleichung

dz = pdx + qdy,

so ergibt sich
Mdz + Ldz = g (Mdy — Ndx)

und
Ndz + Ldy = p (M dy — Nda);
damit das aber nicht zwei Bestimmungsgleichungen fiir ¢ und p sind,
miissen nach Monge die drei Gleichungen
Mdz + Ldz=0; Mdy— Ndz=0; Ndz-+ Ldy=10

gleichzeitig bestehen, die indes nur zwei voneinander unabhingige
Gleichungen darstellen. Genau denselben Gedankengang verwendet
Monge zur Behandlung aller anderen partiellen Gleichungen, wie wir
mn den einzelnen Fillen an Ort und Stelle sehen werden; hier sei nur
mitgeteilt, wie Monge den Zusammenhang zwischen den Integralen
der partiellen und der totalen Gleichungen herstellt. Er betrachtet
es niamlich als wesentlich, daB, wenn wir das ehen erwihnte Beispiel
beibehalten, von den beiden totalen SchluBgleichungen nicht jede ein-
zelne fiir sich, sondern beide zusammen statthaben, und kommt so-
dann durch eigentiimliche Deutung des Wortes simultan zum Integral
(intégrale compléte) der gegebenen partiellen Gleichung. Er erklirt den
Begriff simultan folgendermafien: Sind V=« und {"=0 die vollstindigen
Integrale des der partiellen Gleichung dquivalenten Systems, so miissen,
wenn beide gleichzeitig bestehen sollen, nicht J” und U jedes einzeln
konstant sein, sondern es muBl U konstant sein, solange ¥ es ist und um-
gekehrt; ist hingegen das eine variabel, so st es das andere auch, ou autre-

ment... elles sont fonctions 'une de I'autre, sans rien statuer d’ailleurs sur
la forme de cette fonction. (Vgl o. S. 536 und 561.) Man kann.
dieser gliicklichen Dialektik, durch welche Monge die Gleichung

V = @(U) plausibel macht, nicht die Bewunderung versagen, wobei zu

Yy Histoire de I'Académie des Sciences 1784 (1787), p. 121.
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bedenken ist, daB das Resultat, weil lingst bekannt, niemanden in Er-
staunen setzte und deshalb auch einige Nachsicht beztiglich seiner Her-
leitung erwarten konnte. Verstindlicher wird dieser ganze Gedanken-
gang, wenn man berticksichtigt, dal Monge die Bildung des Integrals
der partiellen Gleichung aus den Integralen der totalen Gleichungen
als die ,opération inverse zur Elimination der willkiirlichen Funktion
aus einer gegebenen Integralgleichung angesehen haben will Um
diese Elimination méglichst einfach zu gestalten, verwandelt er z. B.
die Gleichung V = ¢ (U) mittels der Substitution 7 == @ in die beiden

(leichungen

U=a; V=rp)=01,

die zu gleicher Zeit statthaben miissen und zwar in der Art, daB die
eine die nobtwendige Folge der andern ist. Aus dU=0 und d7 =0

erhilt er
(7)o + (q5) d =0

(az + (a0

da

und
woraus durch Elimination ,der unbestimmten GroBe % die partielle

() () — (&) (=) ~ ©

d . .
Qtatt 07% zu eliminieren, kann, wie Monge noch erwihnt, dieselbe

(Gleichung folgt:

Schlufgleichung durch Elimination einer Unbestimmten o aus zwei
gnderen Gleichungen hervorgehen; letatere stellen dann ebenfalls ein
der SchluBgleichung #quivalentes System dar. Den hier entwickelten
Prozeh fabt dann Monge in folgende Regel zusammen: Man setze das
totale Differential des Arguments der in der Integralgleichung auf-
tretenden willkiirlichen Funktion gleich Null, differentiiere sodann die
Integralglelchung selbst derart toftal, daB dabei die willkiirliche
Punktion als Konstante behandelt erd und eliminiere endlich aus
den beiden so erhaltenen Gleichungen, sowie der Integralgleichung

die willkiirliche Funktion de, so erhiilt man die zur gegebenen Integral-

sleichung gehdrige Differentialgleichung fiir den Fall, daB auch noch
die Differentialquotienten der willkiirlichen Funktion in der Integral-
leichung auftreten, ist wenigstens hingewiesen. Nun ist diese
Methode, aus dem Integral auf die Differentialgleichung zu schlieBen
in einem anderen Aufsatz’) desselben Bandes der Pariser Memoire]:
bereits ausfiihrlich auseinandergesetzt und an Beispielen erldutert;

1y Histoire de 1'Académie des Sciences 1784 (1787), p. 85 ff.
61%
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sie bildet nach Monges eigener Aussage die Grundlage fiir den In-
halt der ehen besprochenen gréBeren Abhandlung?!), woraus zwar nicht
auf die zeitliche Abfassung der beiden Artikel wohl aber auf die
Vorgeschichte des Gedankenganges, der Methode, die m den erwihnten
Aufsitzen bereits vollsténdig durchgebildet, sicher, abgerundet und klar
dargestellt und gehandhabt wird, ein Schluff gezogen werden kann.
In dieser ersten Abhandlung stellt sich nun Monge die Aufuabe,
irgendwelche geometrisch oder mechanisch erzeugten Flichentypen
analytisch, zunichst mit Zuhilfenahme willktirlicher Funktionen und
dann mit Hilfe partieller Differentialgleichungen, darzustellen; er ge-
wimnt so, wie jedenfalls schon frither, riickwirts verschiedene kom-
plizierte und dennoch integrable Differentialgleichungen. Sehen wir
also in diesen Untersuchungen die Grundlage, den Ausgangspunkt fiir
die eigentlichen Forschungen Monges auf dem Gebiete der Diffe-
rentialgleichungen selbst, so konnen wir eine erste Entwicklungsreihe
fir diese aufstellen: Beschiiftigung mit Problemen der Flichen-
theorie®), Aufstellung der Gleichungen von Flichenfamilien, Uber-
gang zu den gleichwertigen Differentialgleichungen durch Elimination
der willktirlichen Funktionen jemer Gleichungen, Vereinfachung
des Eliminationsprozesses, Umkehrung dieser Methode. Daneben ist
aber auch eine Anmerkung zu beriicksichtigen, welche Monge dem
erwihnten Aufsatz iiber partielle Differentialgleichungen vorangeschickt
hat: Dieses Memoire sei durch einen Lehrsatz veranlaBit (a été fait a
Poceasion d'une proposition), den er der Akademie mitgeteilt habe;
nach seiner Vollendung habe man ihn darauf aufmerksam gemacht,
daB der Grundgedanke, allerdings nur in Anwendung auf Gleichungen
1. Ordnung, bereits in einem Memoire von Lagrange in den Berliner
Memoiren fiir 1779 vertffentlicht sei. Monge weist sodann auf einen
friitheren, verwandten (Gedanken hin, ,den er 1771 der Akademie vor-
gelegt und hernach in den Savans Kirangers fiir 1773 verffentlicht
hatte, niimlich auf die Tatsache, daB sich fiir die partielle Gleichung

Mp + Ng=0, wo M und N Funktionen von z, y und z sind, die-

selbe Integralgleichung ergibt, ob man jetzt z als Konstante oder als
Variable behandelt. On y verra, fabrt er fort, que cette proposition,
dont j'étois des-lors fortement occupé, est le germe de ce qui fait
Iobjet du Mémoire actuel, et quelle a dit me conduire aux résultats
que je présente. In der zitierten Abhandlung sind aber wiederum

) Tout ce que je me propose de dire sur cet objet, étant fondé sur le
procédé que jai exposé dans le Mémoire précédent. Histoire de YAG&démi(?
des Sciences 1784 (1787), p. 118. %) Hierbei empfing Monge u. a. mancherlel
Anregungen durch die diesbeziiglichen Arbeiten von Euler und Meusnier,

die er auf p. 92 bzw. p. 106 zitiert.
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geometrlsche Uberlegung und Behandlungsweise in den Vordergrund
geriickt, ist geometrische Versinnlichung das Ziel der Untersuchung;
Monge konstruiert némlich genau wie frither nichts als I'lichen, die
durch eine gegebene Raumkurve hindurchgehen und eine gegebene
Integralgleichung erfilllen; bei Besprechung von einzelnen Beispielen
wird er dann zu dem erwiihnten Satz gefithrt; er schreibt!) die
Differentialgleichung in der Form

deutet hierbei durch die Symbole d, ¢, d die verschiedenen Differen-
iationen an (vgl 3. 8¢5) und erwihnt, dab sich statt des Integrals
2 =@(V)auch z2=¢ (V + ¢z) schreiben 1aBt. Nachdem er den Satz
auch analytisch bewiesen hat, weist er zum hesseren Verstindnis noch

auf die Gleichungen
dyds — adzdz =0; dydz — dwéz = 0; dydz — Zdxiz=0
hin, wo Z eine Funktion von z ist; diese Gleichungen haben bzw.
die Integrale
s—glaz+y); s=9Er+y); 2=0(Zaty)

so daB also die Variabeln z und Z auf dieselbe Weise in das Integral

eintreten wie die Konstante «.

Das allgemeine Prinzip der Behandlung partieller Differential-
Jeichungen, wie Laplace, Lagrange und Monge es iiben, d i. ein-
fach die Reduktion auf totale Gleichungen, unbekiimmert darum, ob
diese integrabel sind oder nicht, hat Trembley miBverstanden; er
petont namlich — was nichts Neues ist —, dall die zwei totalen
Gleichungen, auf welche Lagrange die lineare partielle Differential-
hung 1. Ordnung zuriickgefihrt hat, ebenso schwierig zu inte-

gleic _ : :
1 sind als die urspriingliche Gleichung, und geht deshalb un-

griere ‘ ! :
mittelbar auf die partielle Gleichung selbst ein. An diese Unter-
suchung kniipft sich eine ganze Reihe anderer Aufsiitze, die alle

dieselbe Methode in ungeheuren Rechnungen durchfithren; wir werden
bei Gelegenbeit der Gleichung 2. Ordnung darauf zuriickkommen.
Auch Cousin zieht die direkte Behandlung der partiellen Differen-
tia,lgleiChung der Diskussion der gleichwertigen totalen Gleichungen vor;
-5 wihrend die zeitgendssischen Mathematiker froh sind, die partiellen
Gleichungen auf totale reduzieren zu konnen, verwandelt er gerade
umgekehrt gewohnliche Differentialgleichungen in partielle; er und
nach ihm Trembley suchen integrable Fille, die sich in vorgegebener

R
1 Mémoires présentés par divers Savans 1773 (1776), p. 288 corollaire IT
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Weise integrieren lassen, und gehen deshalb im allgemeinen von einer
gegebenen Integralgleichung aus. Die totale Differentialgleichung

2. Ordnung
1
% d.’z + tu, = O,

wo . eine Funktion von z, y und ZZ% darste]lt Verwandelt Cousin?)

durch die Substitution g-% = g vermdge dz = da" + d y m die

Gleichung ,
dz
d:c —]_ “dy + = O

wobei die partielle Differentiation in der Schreibweise nicht besonders
angedeutet wird; er ersetzt also mit anderen Worten das Simultan-

system

59
w2

dz
e + = 0

= Z

dw

durch eine partielle Gleichung, wihrend man gewthnlich an Stelle
letzterer das erwihnte Simultansystem betrachtet. Ist jetzt z. B.

=z’ e+ y,

wo « f3, » Funktionen von z und y allein sind, so setzt Cousin als

Integral die Gleichung an:

P P P P PR e

Damit die hier angedeuteten Integrationen ausgefiihrt werden kénnen,
miissen aber die Bedingungsgleichungen

d ) d;
@+ﬁ=0“ﬁ'%%1%@+®=ﬁ+w

bestehen; aus ihnen folgert Cousin die Gleichung

d*e  d*f d- ccy

dz? dde+dy —P s
- @_fi_ﬁ
(Z:c ay

und bespricht auch den Fall, dal ihr Nenner Null ist. Interessanter
werden die Untersuchungen, die sich an die Annahme kniipfen, das

Integral von

) Histoire de 1'Académie des Sciences 1778 (1781), p. 442, Vgl auch
Histoire, p. 42.
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dz dz
Jasse sich in der Form
B+ F(K)=0
darstellen, wo B und K Funktionen von #, y und 2 sind. Cousin
jeitet aus dem Integral durch partielle Differentiation nach x bzw. y,
wobel 2 als Funktion von z und 7 zu gelten hat, und Elimination
von F" eine Gleichung her, von der er verlangt, daB sie bis auf einen
Faktor ¢ mit der gegebenen Differentialgleichung iibereinstimme.
Auf diese Weise ergibt sich
iKaB _aBAK_  dBAK KB _
dz dy dz dy 77 dz dx e dw =V

dKdB dKdB _

iw dy ~dy dv  PF

Durch BElimination von ¢ folgen endlich die Gleichungen:

AdK (dB dB dB (dK dK
(I ?H(ZEJFzW)_ az (%+z’gg)=03

iK (B _ Q)_@E(d_l'f AR\ _ .
(4 dy (?l_fg P dy \az — ¢ ?1?) =Y
(Cousin nimmt nun spezielle Formen fir B und K an, um inte-
grable Falle aufzufinden; so setat er

B—=mz+n und K=DMz4+ N,
M, N Funktionen von & und 7 allein sind. Ist wieder
w=as+ pz+ v,

g0 folgen bei Substitution dieser speziellen Werte in (I') durch
Nullsetzen der Koeffizienten von 2 und z* Relationen zwischen m, n,
M und N, aus deren einer die Gleichung

m=M- @)

wo M,

refolgert werden kann. Interessant ist nun, daB Cousin eine eigene
'Bezeiehnung fir die Funktionaldeterminante einfiihrt, indem er!)

mdM
dmdM _ dmdd g analoge Symbole an Stelle #hnlicher

mM gtatt ?l-y‘-?l—cg da dy
Ausdriicke schreibt. Damit geht die Gleichung () mit Beriicksich-
tigung von M = M- g(z) in.

— DRy (x) = m M+ (mN+nM)e+aN

e

S Histoire de I'Académie des Sciences 1778 (1781), p. 449.
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iiber; es soll aber
w=cz+ pz+y

sein. Durch geschickte Kombination der verschiedenen allmihlich
aufgestellten Relationen und Integration erhilt Cousin die Gréfen
m, n, M, N in ziemlich verwickelter Form ausgedriickt durch e, 3, 7,
sowie durch vier willkiirliche Funktionen ¢;(2); ¢n(2); fi(2); fu(z);
da aber diese Grifen teilweise unter Integralzeichen auftreten, miissen
noch gewisse Integrabilitiitsbedingungen erfiillt sein, welche die prak-
tische Anwendung der ohnehin komplizierten Cousinschen Formeln
erschweren. Im folgenden’) geht Cousin zu Gleichungen héherer
Ordnung iiber; fiir die Gleichung

o
Tatl t+aZP L BZ+p =0,

wo /7 einen Differentialquotienten beliebiger Ordnung von y nach z
bedeutet, und die «, f, y Funktionen von z,y, # und simtlichen Ab-
lettungen von # his Z sind, versucht er ein erstes Integral von der Form

(mZ+n)+ F(MZ+ N)=0.
Endlich?) nimmt er
B =mz+ ny K= Mz"+ Nem~1 ...

was auf ganz ungeheure Ausdriicke fithrt. In einer spiteren Abhand-
lung?), die vor der fritheren groBere Ubersichtlichkeit voraus hat,
kommt er auf diese Untersuchungen zurtick; er erwihnt, daB man
die beiden vollstindigen ersten Integrale einer totalen Differential-
gleichung 2. Ordnung erhilt, indem man in dem Integral der zu-

gehdrigen partiellen Gleichung einmal die willkiirliche Funktion selbst,
das andere Mal ihr Argument gleich einer Konstanten setzt. Ist

wieder B+ F(K)—= 0 das Integral von
dz dz
dz + 3@ +u=0,

so ergeben sich genau wie frither die G]leichul;cgen (I') und ().
Cousin nimmt jetzt allgemeiner

B=m-z+m _I__?_;?_,,_%_]_..a
und '
M, M,
KE=DMz+ M+ >+ 54
1) Histoire de I’Académie des Sciences 1778 (1781), p. 4562. Die im Text
- angefithrte Gleichung p. 468. ?) Ebenda, p. 469. % Ebenda 1783 (1786),.

p. 649 ff.

—

L.
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und fithrt der Kiirze halber GroBen n, my, 1, ... ein, wo
am dm A B rany
Mg M e Mgs M ST =y
d M, dm, d M dm
m Tx" —_ ﬂf?.’b — My *EB’ —]'— BIQ ’(75 = ] . ..

Fs moge hier gestattet sein, die vielen einzelnen Gleichungen, die
Cousin angibt, um das Bildungsgesetz erkennen zu lassen, mittels
allgemeinen Index i in eine zusammenzufassen:

eines
d M, amn, dM, din. _,
[ ¢ 7T—2 ¥ i—9
m ot — M == ity =g+ My
d i am.
i—3 i—3
— 2y —5— -+ 4 ’SWT
. d M . dam
— (= Dmy—m—+ (1 —1) Mo =mn,.

Diese Gleichung gilt in sinngeméfer Anwendung schon fiir 4=0und ¢=1.
Qetzt man jetzt die unendlichen Reihen fiir B und K in die Gleichung
(I) ein, wobei B und K wie Funktionen von drei voneinander unab-
hiingigen Variabeln z, 9, # zu behandeln sind, so ergibt sich durch
Nullsetzen aller Koeffizienten der einzelnen Potenzen von # eine 2. Gruppe
von Ausdriicken fiir die Grofen n, die wir wieder mit Hilfe des Buch-

n eine Gleichung sammeln:

staben 7 1
dm; dM; dm;_q anM. _,
ay My~ M, ~ay + oy
dm. d M.
_OM T8 g 9, i3
2M gy Em gy

‘e d . dM
— (1 —1) Mf,@ + (¢ — 1)m’fd_y —n,_y;

unter #_,, das sich fiir 4 = O ergibt, ist hierbei die Zahl 0 zu verstehen.

Mit Hilfe der eben gefundenen Relationen folgt aber

ab dK dB dK _ 'ng

Moy Mg,
T dray - ttEteto

Fihrt man fir die F unktionaldeterminante

dm A dm dM
dy dx de dy

wieder das Symbol mM ein (Cousin 1iBt jetst die Punkie weg), so
kann man schreiben
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C{ng ‘i}% — f(l[g %Ig( = m M2+ (m, M+ mD) e + my M+ m M, + m DM,
+ (mg M + my My + my My + mMy)e=t 4 - -

und setzt man endlich die zwei zuletzt erhaltenen Gleichungen in ()
ein, so ergiht sich unter der Annahme, dall w von der Form

c+Brty b ok
ist, nachstehende Folge von Gleichungen:
mM = an;
my M 4 m M, = an, + fn;
My DL+ my My + m My = amy + fng + yo;
g M+ my My + mg My + m My = any + pn, + yn, + on

usw. Mittels dieser Gleichungen berechnet nun Cousin sukzessive
die GréBen m, v, M, my, M, usw., Die Gleichung

E‘y — M W = ‘0;
die in der 2. Gruppe von Ausdriicken fiir die n, enthalten ist, liefert
nimlich m = M - z,, wo x, eine zunichst willkiirliche Funktion von

@ allein bedeutet. Mit Hilfe von n_, = 0 ergibt sich aus m M = an
bei Beriicksichtigung der Bedeutung von m.M und » die Gleichung

i
dy
d. h.
i ady
M=e‘f J-Xl,

wo X, eine neue willkiirliche Funktion von z allein bedeutet. So
kann man fortfahren, indem man immer zuerst ein m, und dann das
zugehdrige M, berechnet; es hat aber keinen Zweck, die sehr kom-
plizierten Formeln hier mitzuteilen. Die dabei auftretenden willkiir-
lichen Funktionen z,, X,, #,, X,, ... miissen dem jeweils vorgelegten
speziellen Problem entsprechend gewihlt werden; ihre Bestimmung
erliutert Cousin an einem konkreten Fall, um sodann zur totalen
Gleichung 3. Ordnung, die auf eine partielle 2. Ordnung fiihrt, tiber-
zugehen.

- Wir wenden uns im folgenden zur partiellen Gleichung 1.Ord-
nung und beliebigen Grades mit drei oder mehr Verinder-
lichen. Da die Gleichung 2. Ordnung wegen ihrer physikalischen
Bedeutung anfinglich im Vordergrund des Interesses stand, so kam

ek &

e
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es erst sehr spiit zu einer eigentlichen Theorie der Gleichungen 1. Ord-
pung, und alles, was auf diesem Gebiet vor Lagrange geleistet
wurde, verdankt weniger planmafiger Uberlegung als Kunstgriffen
und geistreichen Versuchen sein Entstehen. So wird begreiflich, was
im ersten Augenblick wundernehmen muBl, dal lange Zeit die
Gleichung 1. Ordnung nicht mehr Fortschritte machte als die Glei-
chungen héheren Grades: man integrierte eben, was man integrieren
konnte, und da lagen einfache Gleichungen hoheren Grades oft viel
niher als komplizierte 1. Ordnung; allerdings sind die derart ge-
fundenen integrablen Typen meist wenig allgemein. Als erste Ab-
handlung haben wir einen Aufsatz von Fuler zu nennen'); die Frage-
stellung ist etwas kompliziert und die partielle Gleichung tritt nur
nebenbel verschleiert anf. So stellt Euler die Aufgabe

Pdx + Qdy
gu einem totalen Differential dV zu machen, wenn gleichzeitig die

Relation
Pz + Qy=20

pesteht; zur Losung der Aufgabe schreibt er

' dox —ad
4V = Pdr+ Qdy = Py - y%y—%—y und erkennt daraus, daB ¥ und
Py Funktionen vor ,S’_-:-_:_ sein miissen.?) Ziemlich nebenbei, im

Corollar 1?) tritt der eigentliche Charakter der Aufgabe deutlicher
nimlich darauf hingewiesen, dafl

P = (%) und § = (%)

hervor; es isb

set. In einer Menge von Einzelbeispielen behandelt Euler sodann
die allgemeinere Aufgabe, V aus

AV = Pdz + Qdy
gu bestimmen, wenu P und @ durch eine beliebige Nebenbedingung,

wie z. B.

PP+ Q@ =az+yy,")
gerbunden sind. Der wichtigste Fall ist aber der, daf @ eine Funktion
~gon P allein ist.?) Ist

[
1) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. IX, 1762/63 (1764),

%) Diese SchluBweise ist durchaus nicht neu; vgl. Cantor III®

8) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. IX, 1762/63 (1764)’
%) Ebenda, p. 196. % Ebenda, p. 192. : '
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dQ = RdP,
so muf, wie Euler findet,
x -+ Ry=1II

sein, wo II irgend eine Funktion von P bedeutet, und es wird
V= Pu+ Qy— [HdP.
Auch Relationen zwischen 7, P und ¢ niﬁamt Euler an, so
P=nV; V=mPx+nQy,

endlich verlangt er, daB 7 eine beliebige Funktion von P und @
allein sei!) Ks ist leicht, die zugehérigen Differentialgleichungen,
auf die diese Aufgaben im Grunde genommen hinauslaufen, ansugeben,
wenn man nur bedenkt, daB P und @ eigentlich partielle Differential-
quotienten sind; nur die Fassung der Aufgaben ist fiir uns ein wenig
fremdartig: Huler faBt, wenn wir den Unterschied noch einmal aus-

einandersetzen sollen,
AV = Pdz + Qdy

als Ausgangsgleichung und die partielle Gleichung als Nebenbedingung,
withrend wir gerade umgekehrt letztere als Hauptproblem, erstere
als Hilfsgleichung ansehen.

Wenig systematischer und tibersichtlicher sind die Bemerkungen
d’Alemberts iiber die lineare partielle Differentialgleichung; wie
Euler beniitzt er zur eigentlichen Integration totale Gleichungen. Die

Gleichung
dg , Adg
dx T dz + Cg=0,

wo A und ¢ Konstante sind, verwandelt er?) mittels der Substitution

g =s&" in ‘
do @ Adoe
iz T ds +0=0,

d. i, wenn
dw = adz + fdz

gesetzt wird,

o« + A+ C=0.
Da aber
ady + fdz
mit anderen Worten
Bdz — Cdx — ABdx
ein totales Differential, nfimlich dw, sein soll, muf

1) Novi dommentarii Academiae Petropolitanae, t. IX, 1762/68 (1764), bzw.
p- 199, 203, 209, %) Opuscules mathématiques, t. IV (1768), p. 236.

ettt T
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B =gz — Az);

hieraus ergeben sich unmittelbar ¢ nnd . Die Gleichung

¢ und @ Funktionen von z und z sind, geht vermdoge

dz = wdx + pdz

in der

¢« +E8+w0=0

dber, und das Problem reduziert sich auf die Aufgabe,

pdz —Efde — wdz

gu einem vollstindigen Differential zu machen. D’Alembert unter-
scheidet einzelne I'ille, in welchen ihm die Integration gelingt, wenn
nimlich pdz oder £pdz oder endlich dz — £dz vollstindige Diffe-
darauf untersucht er die Gleichung

dq+§d§£+§q=(})

dw

rentiale gind. Kurz

die sich mittels g = &” auf den vorigen Fall reduziert, sowie die
Gleichung, die sich durch Addition einer weiteren Funktion ergibt.

Wie ungeordnet, unzusammenhiingend und uniibersichtlich die
Kenntnisse auf dem Gebiet der Gleichung 1. Ordnung waren, zeigt
der diesheztigliche Abschnitt in Eulers Integralrechnung. Trotzdem
gelbst wenigstens ein Versuch gemacht, die verschiedenen ge-

ist da '
gammelten Resultate in eine gewisse Ordnung zu bringen und stufen-
 weise vom Tinfachen zum Schwierigeren vorzudringen. Der einfachste
Fall ist der, daB die Gleichung nur eme der beiden partiellen Ab-
leitungen enthilt. Die Gleichung

dz

(7 =
integriert Tuler dadurch, dab er das gleichwertige

dz = ads + qdy

nach den fir totale Gleichungen mit 3 Variablen geltenden Methoden
pehandelt. Fr nimmt also zunichst y konstant an, woraus dy =0
folgt, and erhilt aus dz = adx die Gleichung

z = ax + coust.

t die Integrationskonstante als Funktion von y auffaflt,

Indem er jetz
hte Integral bereits gewonnen; durch Differentiation

hat er das gesuc
orhiilt er nimlich riickwiirts
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dz=adzr 4+ dy - ' (y)
und daraus (;L;), wie verlangt. Euler weist auch auf die Tatsache
hin, daB die Integrabilititsbedingung fitr
de = adx + qdy

nur dann erfillt ist, wenn ¢ eine Funktion von y allein ist. Nach-
dem er weiterhin die Gleichung

() =%

dx

wo X eine Funktion von z und y bzw. von z und z oder gar von
allen 3 Variablen #, y, #') ist, genau auf dieselbe Weise in der Form

z =fde + 1 (y)

integriert hat, wendet er sich zu Gleichungen, die heide Abgeleitete

(@) =2 w (3) =

aber keine der 3 Variablen g, y, # enthalten, d. i. zu den Gleichungen
der abwickelbaren Flichen. p — ¢ z B. fithrt auf

de =p(dz + dy)
und bei Anwendung der Substitution z + y = u auf
dz = pdu,

woraus folgt, daB p eine Funktion von u allein sein muB; daraus

ergibt sich endlich
¢=f(z+y)

() +8(55) =7

behandelt Euler der vorigen analog durch Einfihrung von

Die Gleichung

Bx— oy = w.
Partielle Integration zieht er in dem Beispiel pg = 1 heran?);
dz = pdx + qdy

gibt nimlich .
£=px+qy —J(mdp + ydg)

(vgl. S. 1013) und damit

Y Institutiones ca,lculi integralis, vol. III, bzw. p. 41, 55, 58. *} Ebenda,

p. 74

L et A5 Mt 111
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dz = px + % —dr(a:dp _I-J%dp).

Hier muB notwendig

Yy
z— =1 p)
d. h. eine Funktion von p allem sein; das Integral —  solutio gene-

18% ie Euler hier e « . ,
ralis¥, wie Euler hier, o@er scompleta®, wie er bald darauf sagt —
besteht dann aus den zwei Gleichungen

[V

_ ¥ / 1 ,
w= L1 (p) wd z=+pf(p)~(p),

swischen denen man sich p eliminiert denken mull. Von den hierher

gehorigen Gleichungen sei noch
pp+qq=1

erwihnt, sowie der Fall, dab ¢ eine beliebige Funktion von p ist.
Enthilt die gegebene Differentialgleichung aufler p und ¢ noch die
Variablen #, y und #, so unterscheidet Euler wieder verschiedene
Typen. Fiir die Behandlung der Gleichung P = @, wo P eine
Funktion von p und z, @) eine solche von ¢ und y ist, gibt er fol-
ende Regel?): Man setze P = v und demzufolge auch @ = v, berechne

p als Funktion von & und v, ¢ als Funktion von y und v, bilde

ferner bei konstantem v die Integrale
[pdz=1 und Jaay=s.
Diese Integrale liefern aber” riickwérts, wenn man jetzt auch » als
variabel ansieht, die Gleichungen
dR =pdz 4+ Vdv und dS =qdy 4 Udv;

damit aber damm
dz=dR+ dS—dv(V + U)
egrabel werde, mull

int
V4 U=Ff(v),

welch letztere Gleichung mit

.2’==R—}—S—f(v)

gusammen das gewiinschte Integral darstellt. Das Verfahren beruht
sm Prinzip auf der Variation der Konstanten. Den ganz allgemeinen Fall

——————
e

1y Institutiones caleuli integralis, vol. IIT, p. 130.
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einer beliebigen Gleichung zwischen p, g, %, ¥ und # erwihnt Euler
zwar!), weiB ihn aber natiirlich nur in speziellen Fillen zu behandeln.
Um sich einen Begriff zu machen, wie er sich in solchen Einzel-

fillen zu helfen weill, sei seine Integmt10n2) von
Z=pP+q@

kurz skizziert, wo Z eine Funktion von # allein ist, P und ¢ Funk-
tionen von z und y bedeuten. Ein Multiplikatorensystem L, M, N

liefert hier
Ldz = Lpdx 4 Lgdy; MZdz = MpPdx + MqgQdx;
- NZdy= NpPdy + NqQdy;
durch Addition folgt
Ldz + Z(Mdz + Ndy) = p((L, + M P)dz + NPdy)
+ gL+ NQdy + MQdx).
Euler verlangt jetzt das Bestehen der Proportion
L+ MP:NP=MQ:L-+NQ,
L=—MP—-NQ,
und erhilt so die Gleichung
—de(MP + NQ) + Z(Mdz + Ndy) = (Mg — Np) (Qdz — Pdy).

Ein neuer Multiplikator R, der @dx — Pdy integrabel macht, habe
die Gleichung

d. h.

R(Qdz — Pdy)=dU

\ . Mdx+ Ndy
Zur FOlge’ ferner seil —M‘_—PW

“durch geeignete Wahl von M und N immer erreicht werden kann,
Durch Binfihrung der GroBen U und ¥ in die umgeformte Diffe-
rentialgleichung ergibt sich endlich

(MP + NQ)(—de + ZaV) = L2 ag

ebenfalls integrabel = dV, was

woraus ersichtlich wird, daB + lerlﬁlj—{]—'l.gf a

sein muB. Diese Einsicht filhrt unmittelbar zu dem gesuchten Integral

dz
) f - =V+r (0).
Aus den angefithrten Beispielen geht hervor, wie Euler nach Bedarf

eine Funktion von U allein

- Y Institutiones calculi integralis, vol. III, p. 142. %) Ebenda, p. 168.

o bt e
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die vc'arsphledensten Hilfsmittel als Substitutionen, teilweise I _
Mulsiplikatoren zur Losung heranzieht und djureh d%Se Ht?grat-lonen’
Behandlungsweise, die ihm selbstverstindlich in k +° uneln].lelﬂiche
Vle‘Wiurf geme?cht werden kann, nicht einmal dlene(la‘(ne(;lr Weiso sum
Moglichkeit einer allgemeinen Integrationstheorie E anken an die
.das. ufglausges];.)r()chene Grundprinzip, das — a'bo"eseheau kommen Jifit;
i]:’;el.splelen, die nach der fir totale Gleichlfncren n{ von den -ersten
#iblichen Methode gelost sind — bei allen seinzn Ac rfler Variablen
W':endung k.om'mt, besteht darin, dafl er die parti ﬁl gabe‘n zur An-
nichst in eine totale verwandelt, in dieser durclljn © iGlewhung 71
ebenen Fallll angepafite Umformung einen rb%estc f_ckife’ dem ge-
: rablen additiven Teil absondert, und endlich ais dse mog_llchen inte-
ja auch der iibrige Teil der Gleichung ein exaks m‘_ msta,r-ld, daB
mub, Nutzen zu ziehen sucht. es Differential sein

‘ Eu;ler be'han.delt auch die Gleichung 1. Ordnung mit 4 Vari
Spi v die abhingige, #, ¥, # seien die unabhﬁ,no«iae; n"\;er'ainga‘l‘lléiillen.
50 erlichen,

dv =pdz + gdy +rdz.

PDann geht z. B. die Gleichung
ap + g +yr=0Y | ‘
J’dv=p(7(la:~—adz) + g(ydy — Bdz), i

und daraus wird mitbels ‘der Substitutionen

{iber 1n

7}33—055=t und yy_ﬁz=%

die @léichung _
ydv = pdt + qdu.

Euler folgert

v=I{t&u)=T(yz—
oder auch ( ) (o — ey =pa)
@=F£___Z&_?L_i : .‘;’eﬁ“
(a v B y)' I
Im folgenden behandelt er u. a. die Gleichungen
px+qy +rz=mnv+5
wo S eine Funktion von z, y, ¢ ist, und

pL+ql +rN=0, |

wo L, M, N F unktionen von z bzw. y b .
chungen hoheren Grades seien y baw. # allein sind. Von Glei-

1y Institutiones calculi integralis, vol. III, p. 423

(OaNFoB, Geschichte der Mathematile IV
62
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»?

pgr=1 und pgr=

zYyz

erwihntl) (vgl. anch 8. 552); auf ihre Integration kann hier nicht
eingegangen werden. Euler macht sodann die besondere Annahme,
daB sich », d.i. eine Funktion der 3 Variablen «,y, #, auch als
Funktion zweier Variablen von der speziellen Form ¢ = «z 4 2z und
w = yy + 0z auffassen lasse, und driickt die Ableitungen von v nach
%, v, s durch diejenigen nach ¢ und « aus. Unter der Voraussetzung,
daB die homogene Gleichung (vgl. S. 1025) ‘

Af) + B(75) + 0(5) = 0

wo A, B, C Konstante sind, in die geschilderte Kategorie gehdre,
kommt durch Anwendung der beschriebenen Tlansfmmatlon die

Gleichung

(g)<A“+”ﬁ>+( )(By+C())_O

welche vermdge ﬁ == :—@A und —f—= tGB zur Identitit wird.

Der Zeit etwas vorgreifend gehen wir hier auf die Methode von
Laplace fiir die.partielle Gleichung 1. Ordnung ein, num dann die
Lagrangeschen Arbeiten auf diesem Gebiet im Zusammenhang
bringen zu kénnen. Zu Beginn seiner beriihmten Abhandlung iiber

die Gleichung 2. Ordnung kommt Laplace ‘auch auf die Gleichung
0z Gz
0= (5z) +elay) + 7

zu sprechen?), wo « eine Funktion von x und y, ¥ eine solche von
z, y und z ist, und stellt sich ausdriicklich die Aufgabe, sie auf
totale Gleichungen szuriickzufiihren. Durch FEinfiihrung einer neuen
Variablen », die eine noch zu bestimmende Funktion von z und ¥
sein soll, erhilt er, indem er z einmal als Funktion von  und ¥, das

andere Mal als Funktion von z und « auffaft:

o () a4 () o
5.5':(;;) w—l—(g—;)-hl,
ou = (%) 6T A (g_u) c.

1) Tnstitutiones caleuli integralis, vol. I, baw. p. 428, 432, 485, 440
?) Histoire de I"Académie des Sciences 1778 (1777), p. 344.
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Fiihrt man die dritte dieser Gleichungen in die zweite ein, so erhilt
man durch Vergleichung mit der ersten

cz oz 0w

(8‘71;) o (5‘ ‘u) ) (E;J)

oz ¢ a\! ¢z 01
(1) = (o) + o) G2)
Demnach geht die vorgelegte Differentialgleichung iiber in

o= (5 + () G+ () G+

Da % noch unbestimmt ist, so kann man trennen in
N _ (3, p
()—(a—m)—f—a(ay) und O_‘(am) -7

Die letzte (leichung reduziert sich, wenn aus der vorletzten y als
Funktion von @ und u bekannt ist, auf eine totale Gleichung (weil
man % wihrend der Infegration als konstant ansehen kann). Die
vorletzte Gleichung fiihrt, wie Laplace sich ausdriickt, durch Kom-

' D\ . fuy . .
hination mit du = (E_z) cx + (5@) ¢y auf die Integration von
cy —avx = 0.

Um das Argument der willkiirlichen Funktion der Integralgleichung
su erhalten, braucht man, wie Laplace angibt, nur das Integral der
letzten Gleichung nach der Integrationskonstanten aufzultsen. I.a-
place hat also im Grunde genau dieselben totalen Gleichungen wie
Lagrange, denn die zwei (leichungen

- At a ’

0 = (;:) 4V und oy —etx=20
gind, abgesehen von dem fﬁr die Integration unschiidlichen Parameter ",
nichts als die bekannten Lagrangeschen Gleichungen

dre 0y oz
1 o« 14
in etwas anderer Form — und das ist nicht verwunderlich, da in

Jetzter Linie alle Integrationsmethoden auf dieses charakteristische
System guriickkommen werden; aber die klare, elegante, die Bedeutung
jenes Vereins von Gleichungen viel schirfer betomende Darstellung
von Lagrange zeigt deutlich, daB sich Lagrange seines Fort-
schritts, der die endgiltige Erledigung der in Frage stehenden Glei-
chung bedeutet, vollkommen bewuflt war; auch ist bei Lagrange
von der Beschrinkung des o Abstand genommen. Was das Entstehen
der Laplaceschen Methode anlangt, so weist sie deutlich auf die

Eulersche Behandlung partieller Differentialgleichungen durch Ein-
‘ 62*
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fiilhrung neuer Variabler hin (vgl 8. 994); fiir die Gleichung 2. Ord-
nung, die Laplace in dem nimlichen Aufsatz behandelt, gibt er
gelbst Bulers Integralrechnung als Quelle an.

Von den Lagrangeschen Abhandlungen ist zuerst ein gréfBerer
Aufsatz in den Memoiren der Berliner Akademie von 1772 zu nennen '),
welcher der partiellen Gleichung 1. Ordnung beliebigen Grades ge-

widmet ist. Sei u eine Funktion von 2 und ¥ allem, p :% und
q = gg, wobei die partielle Differentiation nicht besonders angedeutet
wird, Die Integration einer Gleichung beliebigen Grades zwischen
u, &, i, p und ¢ bedeutet dann nichts anderes als die Aufsuchung
emner (leichung zwischen w, # und y allein. Die gegebene Diffe-
rentialgleichung gestattet nun, wie Lagrange sagt, etwa ¢ durch
u, z, 4, p auszudriicken; ,die GiroBe p ist hierbei noch unbestimmt, und
die ganze Frage reduziert sich darauf, p derart zu bestimmen, dab die
Gleichung du = pdx + qdy oder vielmehr du — pdx — qdy = 0 1in-
tegrabel wird.“ Lagrange verlangt also, daB M (du — pda — qdy)
das totale Differential einer Funktion N von w, z und y wird. Das
ergibt sofort die drei Gleichungen

) dN anN
d =M go=—Mp; =My,

welche sich durch folgende drei ersetzen lassen

aM _  d(HMp), dM _ d(Mq) d(Mp)y . d(Mq)

_— = ————

dx du ' dy du dy dx

Die letzte Gleichung 1aBt sich aber auch in der Form

dp _ dg aAM aM
M (dy D +rr—a, =0

iy

schreiben, woraus durch Einfihrung der beiden ersteren Gleichungen

dyp dg d(Mqy | d(Mp)
M(Gh g2~ et =0

kommt. Daraus folgt endlich

dy dx du

Diese (leichung, von der Lagrange noch eine zweite Herleitung
‘gibt, ist nichts anderes als die Integrabilititsbedingung fiir die totale
Gleichung

duw —pdz — qdy =0

'1) Oeuvres de Lagrange, t. III, p.5!9. Die Lagrangeschen Arbeiten
¢ind fibersetzt in Ostwalds Klassikern dor exakten Wissenschaften.
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mit den drei Variablen «,# und y und ist als solche lingst hekannt,
wie Lagrange selbst mit den Worten ,connue depuis longtemps®
gugibt; vollkommen neu ist indessen die Anwendung, die Lagrange
von ihr macht. Fr denkt sich nfimlich mit Hilfe der O'egebenen
Differentialgleichung ¢ (oder p) durch #, y, u wnd p ausgedriickt und
in die genannte Integrabilititsbedingung emgesetzt; diese definiert
dann p als Funktion von u, x und y. Schembar ist damit wenig
erreicht, denn die meue Gleichung hat vier Variable u, z, y und p;
pedenkt man aber, dabB die Gleichung linear ist, daB ferner eine parti-
kulire Lésung, wenn sie nur eine willkiirliche Konstante enthilt, die
ysolution générale et eomplete der urspriinglichen Dlﬂ’erentm]dlelchuna
hefert so 1aft sich sehon ersehen, welche Bedeutung sie unter Um-
gtinden erlangen kann. Um letztele Behauptung zu erweisen, ver-
wendet Lagrange einen auf der Variation der Konstanten beruhenden
Gedankengang. Sei « die Integrationskonstante, welche, wie verlangt,
in die partikulire Losung fiir p eingeht. Es ist dann

cst. = f]lf (du — pdx — qdy) = N
das Integral der Gleichung
du —pdx — qdy = 0y

N ist eine Funktion von u, #, ¥ und ¢ L#Bt man jetzt « variieren,

go ist . .
— anN

N = /M(du — pdz — qdy) + /?ﬂz‘d

da a,ber. der Ausdruck unter dem ersten Integralzeichen ein vollstin-

diges Differential ist, so muf auch, wie Lagrange fo]gert dN . de

’\7
ein solches sein, d.h. es mub 1, ©ine Funktion f’(«¢) von « a,]_]_ein

Somit erhiilt Lagrange die beiden Gleichungen
— f(()é) = cst. und 'tT_cx_ = f’ (Ol)

seln.

der willkiirlichen Funktion £, zwischen denen man sich « eliminiert

mit
n muP; N bedeutet hierbei den durch Integration von

denke
M (duw — pdx — gdy)

bei konstantem « erhaltenen Ausdruck in u, %, ¥y und «. Hier sei

pemerkt, dal Lagranges Gedankengang nicht vollig unvorbereitet
d
war. Wie schon gezeigt, filhrt Euler die Lésung von (d—Z) = a und

einigen shnlichen Problemen auf die Integration einer totalen Diffe-
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rentialgleichung mit drei Variablen zurtick, und es ist wohl nur die Ein-
fachheit dieser Beispiele daran schuld, daB er die Integrabilitits-
bedingung dieser Gleichung nicht stiirker betont und mit zur Integration
heranzieht (vgl. S. 960 oben); in seinem Aufsatz von 1762 formuliert
er das Problem der Integration der partiellen Differentialgleichung
1. Ordnung als die Aufgabe, Pdxz + Qdy zu einem totalen Differential
zu machen, wenn zwischen P und @ eine Nehenbedingung besteht
(vgl. . 957), wihrend Lagrange dasselbe von du— pde — gdy
fordert; der Gedanke, die Integrationskonstante einer gegebenen Hei-
chung variieren zu lassen, findet sich endlich auch schon bei Euler
(vgl. 8. 959 unten). Von den Beispielen, an denen Lagrange seine
Methode erdrtert, sei nur eines mitgeteilt: Fir ¢ = P, wo P eine
Funktion von p allein, erhillt man als Integrabilitdtsbedingung

p _ pdp _ podp  pdp
iy P an PPyt P =0

Man findet leicht p — &, d. h. ¢ = A und demnach

du — adx — Ady = 0.
Daraus ergibt sich
dN

N=u—ap—Ay; —=—0—Ay=[{e);

daraus i1st ¢ zu berechnen und in
w—ar— Ay — (o) =0

einzusetzen, In dieser Weise zithlt Lagrange noch eine ganze Reihe, im
ganzen neun, Fille auf, in welchen man mit der erwihnten linearen Hilfs-
gleichung zum Ziele kommt; darunter befindet sich =z B. der Fall,
daB die gegebene Differentialgleichung eine der beiden Variablen z
oder y nicht enthilt. Die erwihnte partielle (leichung mit vier
Variablen benutzt er hierbei lediglich als Hilfsgleichung, die unter
Umstiinden, also etwa in den erwihnten neun Fillen, mit Erfolg be-
nutzt werden kann; daff durch sie allgemein die Tntegration der
Gleichung beliebigen Grades auf den linearen Typus zuriickzufiihren
ist, vermag er nicht einzusehen'), und daran ist wohl die grofe All-
gemeinheit dieser Idee schuld. Dafiir wei er aber seine Methode,
aus einer Partikulirlosung (,intégrale parficuliere”) das ,intégrale
complete” herzustellen, ihrer vollen Bedeutung nach zu wiirdigen, in-
dem er sie als ein besonderes ,Prinzip” hinstellt.?) FEndlich zeigt er,

) In ‘seiner Abhandlung von 1785 (vgl. unten) gesteht er seclbst zu, die
allgemeine Gleichung hheren Grades nicht 18sen zu konnen. % Oeuvres de

Lagrange, t. III, p. 571.




Totale und partielle Differentialgleichungen. 969

daB statt eines partikuliren Wertes von p oder ¢ ein solcher von u
mit zwei willkiirlichen Konstanten und allgemein fiir den Fall, dab
« eine Funktion der »n Variabeln , y, , ... ist, ein partikulirer
Wert von u mit » Konstanten genau dieselben Dienste leistet.!)
Diese Bemerkung ist sehr wichtig; Lagrange zeight damit den Zu-
sammenhang zwischen vollstindigem und allgemeinem In-
teg oral einer partiellen Gleichung; dabei ist beachtenswert, dal er in
dieser Abhandlung den Wert von « mit n Konstanten noch nicht
als vollstindiges Integral, sondern nur als partikulire Losung ansieht.

In seiner grofen Abhandlung iber die singuldren Integrale vom
Jahre 1774 geht Lagrange, mchdem er den Zusmnmenhano von
vollstindigem, singulirem und allgemeinem Integral ausfithrlich dar-
getan, wieder auf die Integration der partiellen Differentialgleichung
1 Ordnung und beliebigen Gmd(,s ein und zwar gibt er Intema‘mons—
methoden fiir verschiedene ausgezeichnete Gleichungstypen. Ist . B.

eine Gleichung der Form

i =) =20 )

vorgelegt?), so sebat er®) genau wie Euler, der diese Gleichung auch

schon behandelt hat (vgl. 8. 961), f ( )glelch einer Konstanten «,

; ] dz .
echnet aus dieser Gleichung —— als Funktion von 2 und o u
berec O dgx n

integriert ondlich bei konstantem a. So ergibt sich
o= X+ W,
X eine Funktion von z und @, ¥ eine solche von y und @ ist;

anz analog fithrt

: a4 = F(dz, y)
Y

auf eine Gleichung

s= Y4 A,

wo Y eine Funktion von y und @, 5 emne von 2 und a bedeutet.

Da aber bis auf eine additive Konstante =Y und 5 = X sein

muB, so ergibt sich
=X+ Y+0h

Tetztere Gleichung ist, weil sie die zwei Konstanten 4 und b enthilt,
als das yollstindige Integral der gegebenen Gleichung anzusehen. Die

Gleichung

I

‘ 1 "Qeuvres de Lagrange, t. III, p. 672. ?) Schon 1772, ebenda, p. 561.
2 Ebenda, t. IV, p. 80. '

e
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de: dz
f(@;: iy’ 5)~O
] dz

. . { ,-
fithrt mit Hilfe der Substitutionen Z = ?(sz unc iy = as auf

d
x—f—ag/:/??-yb,

wobei / aus

[(Z a8 =0

als Funktion von # und a berechnet werden muB. Von grofSter
Wichtigkeit ist das folgende Beispiel®), niimlich die auch von Laplace
behandelte Gleichung

dz dz

wo V eine Funktion von z und y, Z eine solche von x, y und # ist.

Lagrange multipliziert mit dz, addiert beiderseits g—sdy, erhilt da-

durch
de = (Vdz + dy);—; + Zdz

und setzt, gewissermaBlen versuchsweise,
Vdz + dy = 0.

‘Integriert man diese Gleichung, wobei die Integrationskonstante «
auftritt, und differentiiert wieder, indem man jetzt « als variabel an-
sieht, so ergibt sich eine Gleichung

Vdx 4+ dy — Ade,

wo A eine bekannte Funktion von #, y und « ist. Mit Benutzung
dieses Wertes ergibt sich aber

dz

dz = A~

Lagrange %erlangh nun, daB man y durch z und « darstelle und
den betreffenden Ausdruck in die letzterwihnte Gleichung einsetze;
diese reduziert sich dann bei konstantem « auf die totale Gleichung

dz = Zdz.

Die Integrationskonstante dieser Gleichung, fihrt Lagrange fort,

) Ebenfalls schon 1772 behandelt, doch sind die der partiellen Gleichung
entsprechenden totalen noch nicht erkennbar. Vgl Oeuvres de Lagrange,

t. 101, p. 562.

P
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fasse man als willkiirliche Funktion von « auf, und hat somit, da
bereits « als Funktion von 2 und y durch das Integral von

Vdz 4+ dy =0

bestimmt ist, ohne weiteres das allgemeine Integral der gegebenen
Differentialgleichung. Hier sind also die beiden totalen Gleichungen

Vdz +dy=0 und 2= Zdz

wirklich angeschrieben, wenn auch noch nicht in ibrer vollen Bedeu-
tung erkannt. Lagrange sagh aber nicht, die Gleichung

! dz —
dz = (Vdz + dy) iy + Zdx

ist jedenfalls erfiillt, wenn gleichzeitig
Vde +dy =0 und 2= Zdaz;

gein .Gedankengang berubt vielmehr eher anf der Idee der Variation
der Konstanten, deren Anwendung hier, in einer Abhandlung itiber
singulire Integrale, wo fortwihrend Differentiationen nach Integra-
tionskonstanten auftreten, besonders nahe lag, oder, wenn man will,
auf der Einfiilhrung einer neuen Variablen «, die durch die Gleichung

Vdz + dy =20

Jefiniert wird., In ganz dhnlicher Weise behandelt Lagrange sodann

die Gleichungen

X = Vg/ + Z;
ine Funktion von 4z g 4 Z eine solche dz ds
wo V eme T dy’ . von -, iy
4, dz 1st, und
und # — & 70— Yy B
dz
dy = Vy+ Z,
) . . dz . dz
wo V eine Funktion von z und Iy’ Z eine solche von g, iy und

5 — ?/% ist. Es ist noch darauf hinzuweisen, daf Lagrange der

Gleichung qs s
w=Vayt4

unter den angefiihrten Beispielen keine ausgezeichnete Rolle zuerkennt,
gondern sie einfach als einen integrablen Fall unter anderen inte-
grablen Tallen ansieht. Zur Beschiftigung mit diesen Beispielen
gaben wahrscheinlich folgende Umstéinde die Veranlassung: Lagrange
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suchte das singulire Integral einer partiellen Differentialgleichung
aus der Integralgleichung abzuleiten, fand, daB dies leichter ist, wenp
nicht das allgemeine, sondern das bereits friher von ihm entdeckte,
mittlerweile auch in seiner Bedeutung erkannte vollstindige Integral
gegeben ist, und suchte demgem#B das vollsténdige Integral fiir ver-
schiedene Gleichungstypen zu bilden; dem ist nicht entgegen, daB er
in dem speziellen Beispiel

dz (‘35

ai= Vay T4

gerade auf das allgemeine Integral gefithrt wird.

Mittlerweile fillt Lagrange auf, daB er in der eben besprochenen
Abhandlung die partielle Differentialgleichung 1. Ordnung, in der die
Differentialquotienten nur linear auftreten, integriert hat; er erkennt
das Prinzipielle der Methode und gibt 1779 eine Verallgemeinerung
derselben. Wie Laplace formuliert er') vorher die Aufgabe: ,Man
weil, dall die Kunst der Infegration hei partiellen Differentialglei-
chungen nur in der Zuriickfithrung dieser Integration auf die von
gewohnlichen Differentialgleichungen besteht, und dal man eine
partielle Differentialgleichung dann als integriert betrachtet, wenn
ihre Integration nur mehr von dexjenigen einer oder mehrerer totalen
Differentialgleichungen abhiingt.“ Lagrange gibt sodann ohne weitere
Begriindung folgende Regel: Ist

dz dz dz

L s A
wo P, Q,...Z heliebige gegebene Funktionen von z,¥,7, ... #
sind und # selbst eine unbekannte Funktion von =z, v, ¢, ... ist, so

bilde man die ,équations particulieres”
dy — Pdx=0; dit—Qdz=0;.. ; dz— Zdz=0,

integriere und lése nach den Integrationskonstanten e, B, », ... auf.
Das gesuchte Integral der urspriinglichen G(leichung ist dann

a‘=(p(ﬁ, Yy o),

wo ¢ eine willkiirliche und unbestimmte Funktion ist; das Integral
wird ,complete“?) sein, weil es eine willkiirliche Funktion enthilt,

- 1 Oeuvres de Liagrange, t. IV, p. 625. Im Anschluff an diesen Aufsabz
steht eine Bemerkung von Charles fiir den Fall, dafl die gegebene Differential-
gleichung in den drei Variablen z, 7, 2 homogen ist: Histoire de I'Académie des
Sciences 1784 (1787), p. 348. %) So schreibt Lagrange, obwohl er friher
zwischen allgemeinem und vollstindigem Integral unterschieden hat.

s st

—l
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Finen Beweis gibt Lagrange nicht an, sondern verweist einfach
quf seine Integration der Gleichung

ds - dz
Krst im Jahre 1780 kommt Lagrange wieder auf die lineare
Gleichung zuriick, um einen Beweis fiir seine Methode zu geben.?)

Fir den ¥all von drel Variablen «, z, y sei wie herkdmmlich

da
dx

] du
=p und Ty =

gesetzt; die gegebene Differentialgleichung sei
Xp+Yq=1,
wo X, ¥, U heliebige Funktionen von #, # und y sind. Es ist dann

von selbst
du = pdx + qdy.

Durch Multiplikation beider Gleichungen folgt
(Xp + Yq)du= U(pdz 4 qdy)
der
° p(Xduw — Udz) + q(Ydu — Udy) = 0.

Lagrange nimmé nun an, die beiden Gleichungen

Xdu — Udxe=0 und Ydu— Udy=0

n in der Form integriert

“:A; /3=B;

sele

wo A und B bekannte Fonktionen von w, # und y, ferner «, f die
Integrationskonstanten gind. Lagrange fiihrt jetzt statt z und Y
die eben bestimmten Ausdriicke 4 und B als neue Variable ¢ und g
in -die urspriingliche Differentialgleichung ein. Er erhilt zunichst

dA dA4 ad
do= = du+ - dz + Ty dy

und ganz analog
dﬂ»%-gdu—{—@dx—[—

dx

aB

7y ay.

Fir die hierin auftretenden Derivierten von 4 und B lassen sich
aber zwel bemerkenswerte Relationen aufstellen. Betrachtet man
pamlich die Funktionen A und»B als Integrale von

1y Qeuvres de Lagrange, 6.V, p. 6431
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Xduw— Udx =0 und Ydu— Udy =0,

sind also A und B konstant, so ist

dz lu—}—dmda:%—dziidj—o \5
und ebenso ;
dBd +“;Bd +;27 dy =0,
d. h. es miissen die Gleichungen
FEVENETE ST LT S
identisch bestehen, also auch wenn man A4 und B nicht mehr als
Integrale, d.i. als Konstante, sondern als neue Variable auffalt. Aus
vden letztangefiihrten Gleichungen kann man aber sofort %‘% und foll—g
berechnen; mit Hilfe der so erbaltenen Ausdriicke lassen sich dann
die Differentiale der Variablen « und f in der Form schreiben:
de =3 9% (Udz — Xdu) + ;, ”,A (Udy — Ydu);
ap =+ 42 (aw — Xaw) + 3§ (U?y — Ydu); g

daraus ergibt sich

7 (7 = 90);
deo~Ud17——( ﬁ—%g )

wo zur Abkiirzung _
dAdB dB dA

‘ dy de = dy dz
gesetzt 1st.
Lagrange filhrt jetzt diese Ausdriicke in die der gegebenen

iquivalente totale Differentialgleichung
p(Xdu— Udz) + q(Ydu— Udy) =0

ein und erhilt dadurch

A 4
dx di

da + ﬁ (Zﬁ = O,
(ZJ Ry

wobei der Faktor 7, der, gleich Null gesetzt, unter Umstinden auch
eine Losung liefert, stillschweigend fortgelassen ist. Da diese Diffe-
rentialgleichung, fihrt Lagrange fort, nur die beiden Differentiale
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de. und dp enthilt, so kann sie nur in der Art bestehen, daB der
Koeffizient von dfi, wenn man fiir 2 und y ihre Werte in «, § und »
einsetzt, wie sie sich aus 4 = «, B = ergeben, eine Funktion von
o und B allein ist, d. h. es muB nach ausgefiihrter Substitution w
von selbst herausfallen. Setzt man also diesen Koeffizienten gleich
einer beliebigen Funktion f(e, B), so geht die Diﬂ’erentialgleichung

in die meue {iiher \
do +"f(“; ﬂ)dﬁ = O,
die sich immei' m der Form

F(“13)=0

integrieren l&Bt. Irsetzt man endlich,  sagt Lagrange, die Hilfs-
variabeln « und 3 wieder durch ihre Werte in x, y und w, so ergibt
gich das Integral
¥4, B)=0,

und F wird eine beliebige Hunktion sein, da f eine solche ist. La-
grange fihrt den analogen Beweis noch fiir den Fall von vier Veriinder-
lichen und weist darauf hin, da} er fir noch mehr Variable in &hn-
licher Weise erledigt werden kann. Lagrange betrachtet sodann?)
den speziellen Fall

- d ~du du N
wo X, Y, Z, ... Funktionen der unabhingigen Variablen z, y, ¢, ..

allein, S und 7' von allen Variablen aunfer u sind. Das System
Xduy — (S + Twydz = 0; Ydu—(S+ Tu)dy =0,

Zdu — (8 + Tu)dz =0; ...

liefert dann
Ydz — Xdy=0; Zdr— Xde=0; ...

d. h. Gleichungen, in welchen w nicht mehr vorkommt. Hieraus er-
palt man die g, 7 ... durch 2 und die willkiirlichen Konstanten
B vy ausgedriickt. Endlich ist

‘Tl x

Tdz - T,Sd
- e [
w - e ® =f X ud + o,

go dal man nach Substitution der eben berechneten Ausdriicke fiir
Yy B - auch u durch 2 ausgedriickt erhilt.
An die Abhandlungen von Lagrange aus den Jahren 1772 und

USSP

1y Qeuvres de Lagrange, t. V, p. 554.
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1774 iber die nichtlineare Gleichung 1. Ordnung kniipft Legendre
an'); wichtiger erscheint hier der Hinweis auf eine Arbeit von
Charpit iiber denselben Gegenstand, in der die zwer Methoden von
Lagrange in gliicklicher Weise vereinigt sind; Charpits Unter-
suchungen, der Akademie im Jahre 1784 iiberreichf, kamen nicht in
den Druck; alle Nachrichten {iber ihn und seine Methode verdanken
wir der Darstellung bei Lacroix.?) ,La mort”, heiBt es da, ,enleva
ce jeune homme au moment ol ses talens donnaient de grandes
espérances. Die Integrabilititsbedingung fiir die totale Gleichung
dreier Variablen

dz = pdx + qdy
ist, wie wir uns erinnern, :

dp _d'q + dp rlq 0
D )

dy de ~ Paz —

wo p und ¢ als Funktionen von z, y und 2 gedacht sind. Ist nun
eine Relation Z = 0 zwischen den fiinf GréBen z, y, 2, p und q gegeben,
so kann man mit ihrer Hilfe p oder ¢ in die Integrabilititsbedingung
einsetzen und hat damit eine lineare partielle Differentialgleichung
1. Ordnung mit vier Variablen gewonnen (vgl. S.966f). Man erhilt
ndmlich dureh Differentiation

a7 = Adx + Bdy + Cdz + Ddp + Edqg =0
und daraus

dg

B+ E++ (*+E—Z-
dz

Fihrt man diese Werte in die Integrabilititshedingung ein, so er-
gibt sich

20 2y B+ Dp) {24 B+ 0g =0,

dy

d, i. die gesuchte lineare Gleichung, wenn man noch p mittels Z = 0
eliminiert denkt. Auf diese Gleichung wendet jetzt Charpit die
Lagrangesche Methode fiir lineare Gleichungen an (vgl. S. 972) und
erhalt dadurch unmittelbar
Ddy — Edz =0; Ddz— (Eq+ Dp)de = 0;
Dag + (B + 0g) do — 0,

wo p durch seinen Wert in #, y, z und g zu ersetzen ist. Wenn

1y Histoire de 1'Académie des Sciences 1787 (1789), p. 837. 7 Lacroix,
Traité du caleul différentiel et du calcul intégral, 2. édit. Paris 1814, t. II,

p. 548.

b e

;
)
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7 =a, U="bund V = ¢ die Integrale dieser drei Gleichungen sind, so
ist V=g (I, U) das allgemeine Integral der linearen Gleichung, (Jl k.
eine zweite Relation zwischen z, %, 2, p und g, die mit Z = 0 zu-
sammen derartige Werte von p und ¢ liefert, dall die Gleichung

dz =pdx + qdy

eventuell mit Hilfe eines Multiplikators integrabel wird. Man schreibt
heutzutage seit Monge') etwas allgemeiner und iibersichtlicher

_@3 _ dg _ dz _dx  dy

ALdp T~ B+Cq Dp+ ke D =TI
and wird so auf eine Relation zwischen z, y, 2, p und ¢ gefiibrt, die
neben Z = 0 besteht.

Auf die Behandlung der linearen Gleichung mit drei Variablen
durch Monge, die in einfachster Weise zu den Lagrangeschen
Gleichungen fiihrt, sind wir bereits eingegangen (vgl. 8. 948),

: Die lineare Gleichung mit beliebig vielen Variablen behandelt
Monge nach derselben Methode?): Zuriickfihrung auf totale Glei-
chungen mit Hilfe der Relationen, die partielle Differen.tialquotienten
und totale Differentiale untereinander verbinden. Zuniichst ist auf
die Gleichung mit drei unabhingigen Variablen w, z, y und der ab-

hingigen Veriinderlichen # eingegangen; hier ist

de = pdu + qdz 4 rdy.

Die Differentialgleichung
Ap+Bg+Cr+ D=0

verwandelt sich damn, je nachdem man eime der GroBen p, ¢ oder #
mit Hilfe des Ausdruckes fiir dz eliminiert, in eine der drei Gleichungen

Adz + Ddu= q(ddz — Bdu) + r (Ady — Cduw),
Bdz + Ddr = — p(4ddx — Bdu) + r (Bdy — Cdz),
Cdz + Ddy = —p(Ady — Cdw) — q(Bdy — Cdz).

Diese Gleichungen diirfen die GréBen p, ¢, ++ nicht bestimmen,
gondern miissen unabhiingig von ihnen gelten; durch Nullsetzen ihrer
Koeffizienten erhiilt Monge sechs Gleichungen, von welchen aber nur drei
wesentlich verschieden sind. Lassen sich aus diesem System oder
einem daraus hergeleiteten gleichwertigen drei vollstindige Integral-

sy Application de Lanalyse i la gdométrie, Addition p. 437 *) Histoire
Académie des Sciences 1781 (1787), p. 159. ,

de U
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gleichungen ¥ =@, U =0 und W =c mit den Integrationskonstanten
a, b, ¢ bilden, ,s0 driicken diese drei Integrale zusammen (simultanées)
dasselbe aus wie die vorgelegte Differentialgleichung: sie bedeuten
nicht, daB die GroBen V, U, W jede einzeln konstant sind, sondern
daB, sobald eine davon konstant ist, auch die beiden anderen es not-
wendig sind, oder daB diese eine von ihnen eine willkiirliche Funlktion
der beiden anderen ist; demnach bedeutet die Gleichung

V=g(U& W)

dasselbe wie die gegebene Differentialgleichung und bildet thr voll-
standiges Integral.“ Mit der Begriindung: ,,Hs ist leicht zu sehen, daB
die allgemeine lineare (leichung mit beliehig vielen Variablen sich
gerade so und mit Hilfe einer ihnlichen Uberlegung behandeln 13Bt%
gibt Monge sodann kurz die entsprechende Imtegrationstheorie.

Hier sei angefiihrt, was derselbe Autor tiber die nichtlineare
(leichung sagt. Die diesbeziiglichen Ausfiihrungen sind im Anschluf
an die analogen Untersuchungen iiber totale Gleichungen hoheren
Grades gemacht (vgl. 5. 940); Monge findet'), daf eine partielle
Differentialgleichung nur dann nichtlinear sein kann, wenn 1. die
willkiirlichen Funktionen im Integral im verschiedemen Potenzen vor-
kommen, oder 2. wenn die Argumente dieser Kunktionen nicht un-
mittelbar, sondern durch weitere Gleichungen gegeben sind, in denen
sie wieder als Argumente willkiirlicher Funktionen und zwar nicht
alle linear auftreten. Wenn man nun, sagt Monge 1m folgenden, in
der Integralgleichung die verschiedenen Potenzen der nimlichen Grofe,
durch deren Elimination die nichtlineare Differentialgleichung entsteht, als
ebensoviele verschiedene GriéBen auffaBt und eliminiert, so wird die
jetzt entstehende Differentialgleichung linear sein. Ist die Integral-
gleichung selbst nicht gegeben, so bandelt es sich einfach darum,
aus der vorgelegten Differentialgleichung hoheren Grades die ent:
sprechende lineare Differentialgleichung, die natiirlich- hoherer Ord-
nung sein wird als die urspriingliche, herzuleiten.

Sei nun die partielle Differentialgleichung 1. Ordnung W =20
gegeben, wo W eine Funktion von #, ¢, 2, p und g ist. Durch Diffe-
rentiation ergibt sich

Adp + Bdg + Cdz + Ddy = 0,
wobei dz mittels dz = pdx + qdy eliminiert gedacht ist. Monge

nimmt nun willkiirlich an, es sei etwa

Cdz + Ddy = 0;

1y Histoire de I'Académie des Sciences 1784 (1787), p. 167.
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dann ist von selbst
Adp + Bdg = 0,

and es ergibt sich, indem man
dp =rdx + sdy; dqg = sdx + tdy

— ; d . .
setzt, durch Elimination von d—‘g die Gleichung 2. Ordnung

ADr +(BD — AC)s — BCt= 0.

Monge verlangt von dieser Gleichung; daB sie nicht alle Konstanten
der Gleichung W = O enthalte, und behandelt sie nach seiner Methode
fiir die partielle Gleichung 2. Ordnung, anf die wir noch zu sprechen
kommen (vgl. S. 1009); er erhilt so das Simultansystem ‘

ADdy? — (BD — AC)dzdy — BCdx*= 0

und 7 ‘
ADdpdy — BCdqdz = 0.

Die erste Gleichung hat die beiden Wurzeln
, Odz + Ddy =0 uwnd Ady — Bdz =0,
deren erste nichts Neues gibt, deren zweite aber auf das Simultan-

system _
Ady — Bdz =0; Cdg—Ddp =0

fithrt; das sind aber, wenn man die Verschiedenheit der Schreibweise
pedenkt, zwei der Charpitschen Gleichungen. Lassen sich davon —
Tntegrale V=& und U= g(a) angeben, so erhiilt man das ,intégrale
complete” der urspriinglichen Gleichung, indem man aus ihr und den
Gleichungen V =« und U= g(w die GroBen p wnd g eliminiert.
Verschwindet der Parameter « dabei nicht von selbst, so ist das End-
ergebnis dieser Elimination noch partiell nach ¢ zu differentiieren;
das Integral besteht dann aus zwel (leichungen, zwischen denen man
o« eliminiert denken muB. So fithrt die Gleichung

sich
(ap — qf +ex{ap + ) + @’z =0
auf ]
ady — dz=10; adp+ dg = 0;
aus

ay —x=c wnd ap+q=1p«)=9¢(ay —)
ergibt gieh dann sofort das ,intégrale complete’ in der Form
[p(ay — 2)P + 2 - ¢ (ay — 2) +2=0. |

“Wichtiger ist der Fall"), daf die gegebene Gleichung sich in irgend

1y Histoire de I'Académie des Sciences 1784 (1787), p. 172.

O ANTOR, Goschichte der Mathematik IV. 85
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einer Weise aus den drei Grofen p, ¢ und M —2z—pr — gy zusammen-
setzt; dann werden nimlich die Grofien ¢ und D beide notwendig
0, das Differential der urspriinglichen Gleichung wird von der Form

Mdp + Ndg =0,

woraus Monge p = ¢(g) folgert, und das ist, wie er ausdriicklich be-
merkt, die Gleichung der abwickelbaren [Flichen. Setzt man diese
Gleichung in die urspriingliche ein, fafit g als Parameter auf und diffe-
rentiiert nach ¢ partiell, so hat man zwei (leichungen, die das ge-
suchte Integral reprisentieren. Bei dieser Gleichung, die als allge-
meine Clairautsche Gleichung aufgefaBt werden kann, liefle sich das
volistindige Integral noch leichter aufstellen.
Monge bemerkt sodann?), daf die Annahme

Cdx + Ddy =0

vollkommen willkiirlich war, und daB jede andere derartige Annahme,
die auf eine bekannte Differentialgleichung 2. Ordnung mit einer
Konstanten weniger fithrt, ebenso berechtigt sei; diese Uberlegung
habe ihn zu den folgenden merkwiirdigen Resultaten gefihrt: Ist

F(L, M, N) =0

eine Differentialgleichung, wo L, M, N gegebene Funktionen von
Z, 4, & p, ¢ sind mit der ganz speziellen Higenschaft, daB aus zweien
der Gleichungen

dL=0, dM=0, dN=0
von selbst mit Notwendigkeit die dritte folgt, so wird das Resultat
der Elimination von p, ¢ und einer der willkiirlichen Funktionen aus
den vier Gleichungen

L=a; M=9a; N=vpu«; I¥(¢ gpe, pa)=0
gusammen mit der partiellen Derivierten der Eliminationsgleichung
nach « das ,intégrale complete” der gegebenen Differentialgleichung

bilden. Nach dieser Methode der Integration durch Berithrungstrans-
formationen?), wie wir heutzutage sagen, behandelt, fiihrt das Beispiel

k h h
(o o e )=
‘ wOo " . ,

, B =14 p*+ 4

auf die drei Gleichungen
- 1y Histoire de I’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 174 % Auf
dieses Vorkommen der Berithrungstransformationen hat zuerst E. v. Weber,
Math. Enzyklopidie, Bd. II, 8. 359, Anm. 224 aufmerksam gemacht.
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(z— )+ (Y —pef + (2 —va) =17
ac +bope + cpa = 1;
2 —o+ Y —ga)pet (z—pe) e =0

da, wie verlangt, von den dre: Gleichungen

ol RN . hyg A h

dfe+ ) =0 dly+ ) =05 fe— ) =0
eine die Folge der beiden anderen ist. Monge gibt wie gewihn-
lich auch die geometrische Deutung der Integralgleichungen; die erste
stellt eine Kugelfliche mit unbestimmtem Mittelpunkt dar, die zweite

verlangt, dab dieser Mittelpunkt auf der Ebene
a4+ bly + ez =1

liegt, die dritte fordert, daP die Koordinaten #, y, # sich nicht #ndern,
wenn o variert; alle Gleichungen zusammen bedeuten demnach
die Enveloppe einer Schar von Kugeln mit dem Radius &, deren
Mittel punkte auf einer beliebigen Kurve liegen, die man in einer ge-

ehenen Ebene gezogen hat. Nach zwel weiteren Beispielen mit den-
selben GroBen L, M, N bringt Monge eine Verallgemeinerung seiner
Methode; sind die GroBen L, M, N, P, ... derart aus , y, 2, p, ¢ zu-

gammengesetzt, daB aus irgend zweien der Gleichungen

WL —0; dM=0; dN=0; dP=0, .

die anderen alle von selbst schon folgen, so wird eine beliebig aus
den GréBen I, M, N, P, ... msammengesetzte Differentialgleichung

F(L, M, N, P,..)=0
in der Weise integriert, dafl man aus den Gleichungen
L=a; M=ga; N=ve¢; P=nmq,...
suniichst die GroBen p und ¢ eliminiert. Indem man jetzt aus den
#berbleibenden Gleichungen und aus
Fle, 9o, v, wa, .. .) =0

alle willkiirlichen Funktionen bis auf eine eliminiert, erhélt man eine
Gleichung V=0, die nur 2, ¥, 2, « und eine willkiirliche Funktion
enthilt; diese Gleichung bildet dann mit der durch partielle Diffe-

. av i
rentiation gebildeten W=O zusammen das gesuchte Integral. Eine

Verallgemeinerung dieses Satzes fiir beliebig viele Variable findet sich
63+
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in dem nimlichen Bande der Pariser Memoiren.') Monge weist end-
lich darauf hin, daB hierhei die Funktion F auch willkiirliche Funk-
tionen enthalten darf, d. h. daB die gegebene Differentialgleichung
Integral einer Gleichung héherer Ordnung semn kann.

Im folgenden?) stellt Monge die Zuberst wichtige Behauptung
auf: Bs gibt keine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung, welche
nicht auf die betrachtete Form zuriickfithrbar und nicht nach der
angegebenen Methode integrierbar wire, wenn man nur einen Prozel
hiitte, die GréBen I, M, N, P, ... aufzufinden; aber ihre Aufsuchung,
fihrt Monge fort, bringt im allgemeinen ebenso grofle Schwierigkeiten
mit sich als die Integration der- partiellen Differentialgleichungen
selbst®); und der Inhalt der letzten Ausfithrungen kann nur in sehr
speziellen Fillen niitzlich werden; dessenungeachtet ist die Anzahl
von solehen Systemen [, M, N, P, ... unendlich grofl. Nachdem er
noch zwei Beispiele von Wertetripeln I, M, N gebracht hat, stellt
er sich*) die Aufeabe, a priori ein System von drei GroBen L, M, N
zu finden, welche, aus #, y, 2, p und ¢ zusammengesetzt, die Eigen-
schaft haben, ,daf eine beliebige von ihnen eine Funktion der beiden

anderen ist“. Man nehme, heilit es, eine beliebige Gleichung ¥V =0
. . - dv
zwischen z, 7, z und drei Parametern, und berechne aus ihr und —— =0

tV . . . . .
und él? = 0 die Werte dieser drei Parameter, so werden diese die ver-

langte Eigenschaft besitzen, d. h. werden die totalen Differentiale von
sweien derselben gleich Null gesetzt, so wird auch dasjenige des
dritten Parameters gleich Null. Monge gibt kein Beispiel®) und
auch keinen Beweis fiir seine Behauptung; indessen folgt, wenn wir
die erwithnten Parameter L, M und N nennen, aus den drei Gleichungen

6 v 2 a V r _.a_,-l;f e gak_'.lf / ‘a v 4 a V J "
vV, BV o aV iV v
je— e TP =0 G T T =0

mit Beriicksichtigung von
dz =pdzx + qdy
1) Histoire de I’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 557. Monge bringt
als Beispiel die Verallgemeinerung eines schon von Lagrange behandelten
Falles. %) Ebenda, p. 183. % Mais cette recherche comporte en général
des difficultés aussi grandes que celles du caleul intégral des équations aux
différences partielles. % Histoire de 1’Académie des Sciences 1784 (1787),
p. 185. % In dem obigen Beispiel war offenbar

Ve (@ —IP+ @ — M)+ (¢—N)*—h*=0
zu setzen. .

o~

S S A gt
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unmittelbar . ]
| Al - g%dM n g—%dN —0.

oV
oL
Man erkennt leicht die Definition der Berithrungstransformationen
wieder, wie sie Lie fiir den dreidimensionalen Raum heim Bestehen
einer einzigen Relation zwischen urspriinglichen und transformierten
Koordinaten aufstellt; nur hat Lie noeh zwei weitere Ausdriicke p,
und ¢,, die, wemn L, M, N hzw. den Variabeln =z, y, ¢ entsprechen,
in der Mongeschen Schreibweise durch die Gleichungen
‘ o7 74 g4

definiert wiren. Doch fehlt Monge die Vorstellung, daB es sich bei
seiner Methode um eine Transformation handelt; um so mehr fehlt
natiirlich die Kenntnis der geometrischen Eigentimlichkeit _dieser
Transformation, die den Namen Beriihrungstransformation veranlaBt
hat. Monge wendet seine Theorie auch auf totale Gleichungen an
and integriert mit ihr die allgemeinen Gleichungstypen

il 1—0 ad F([z— """ ) ( PO,
Flp, (y — pr)) =10 and  J ([m iyt ), (ﬁy + /i +ﬁ’2] ) -0

. T {1
swel Funk sn M und N von a = Y
Spcht man zwel Funktionen p, , ¥y uud p g VO

der Art, daB aus der einen der beiden Gleichungen d M = 0 wund
gN =0 auch die andere folgt, so hat man nach Monge eine
Funktion ¥ von z, ¥ und zwei Parametern zu nehmen und aus
if _. 0 und dV =0 die zwei Parameter zu berechnen. Die allgemeine
Theorie ist in folgendem Theorem enthalten®): Sind n GréBen M, N,

ie si dy dp dg
» sich aus ) = e g 4
1)? 6, . .. gegeben, die s s Yy 1 2z 1 dz? ’ da?’

d
bis zu den Differentialquotienten (# — 1)*F Ordnung einschlieBlich . zu-
gammensetzen, und folgen aus emer einzigen der Gleichungen

AM =0, dN=0, dP=0, dQ=0,...

aJle iibrigen, so wird eine totale Differentialgleichung (n — 1)*" Qrd-
nung F (M, N, P, ¢ .. .)=0 zum ‘endliehen und vollstindigen In-
tegral die Gleichung besitzen, die sich durch Elimination der # — 1
GroBen p, ¢, 7. und einer der willkiirlichen Konstanten a, b, ¢, d, ...

aus den m -+ 1 Gleichungen
M:Cﬂ; _zv:ll; Pzﬁa de; Cay 11—’(((,, b’ ¢ d’)=0

e
e

-

1y Histoire de PAcadémie des Sciences 1784 (1787), p, 189,
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ergibt; das Resultat dieser Elimination wird eine Gleichung zwischen
#, y und n willkiirlichen Konstanten sein. Rine elegante Methode
fiir partielle Gleichungen 2. Ordnung, die auf Beriihrungstransfor-
mationen beruht, werden wir bei Legendre (vgl. S. 1013) antreffen.

Von den partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung
mit drei Variabeln wurde zuerst die Gleichung der Saitenschwin-
gungen behandelt. Im vorigen Bande sind bereits die Bemiihungen
verschiedener Mathematiker um diese Gleichung geschildert; hier ist
Lagrange zu nennen, der in den Abhandlungen der Turiner Aka-

demie der Natur und Fortpflanzung des Schalles zwel eingehende .

Untersuchungen widmet und an das erwihnte Problem von vornherein
mit der ganz bestimmten Absicht herangeht, Eulers Auffassung von
der Natur der willktirlichen Funktionen einwandfrei zu beweisen. Bei
dieser Gelegenheit hat Lagrange Ausdriicke aufgestellt, welche mit den
Formeln fiir die Koeffizienten einer Fourierschen Reihe iiberein-
stimmen, was zu der Behauptung Veranlassung gegeben hat, La-
grange habe bereits die Theorie der Fourierschen Reihe besessen:
in Wirklichkeit ist die Lagrangesche Entwicklung prinzipiell davon
verschieden; man k&nnte sie eher als eine Formel zur Interpolation
durch trigonometrische Funktionen auffassen. Lagrange geht aus
von einem Simultansystem?), das wir kiirzer in die Gleichung
I R

zusammenfassen konnen, wenn ¢ von 1 bis m — 1 liuft und ¥© und
y™ beide Null sind; diese Gleichungen stellen die Schwingungen
einer endlichen Zahl von Massenpunkten dar. Die Integration wird
nach der d’Alembertschen Methode fiir derartige Simultansysteme
mit Hilfe unbestimmter Multiplikatoren bewerkstelligt, dabei gehen
auch die Geschwindigkeifen in die Rechnung ein. Nach ziemlich
weitliufigen Rechnungen ergibt sich endlich fiir die Koordinate y®
des w' Massenpunktes ein komplizierter Ausdruck?), der {iberdies
von den Anfangsbedingungen abhiingig ist. Aus dieser Formel erhilt
Lagrange®), indem er die Zahl der schwingenden Punkte unendlich

groB annimmf,

2 [ . X . T nHi
Y == Wjde(sm—ﬁ >< S]ﬂé"&* >< COS8 W
. 22X . 2xx v2:mHt \
+ 8in o > sin o < 008 “y + )

U

) Miscellanea Taurinensia, t. I® (1759), p. 26. %) Ebenda, p. 44.
%) Ebenda, p. 56.
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woza noch ein additives Glied tritt, das er im folgenden gleich
Null setzt.

X und Y sind hierbei die Anfangskoordinaten, 2 und y die Ko-
ordinaten zur Zeit f, @ die Linge der Saite und H eine bekannte

lonstante Grofe. Lagrange bemerkt hierzu, daB das Zeichen / )

nur ein Summenzeichen sel, sagt aber fast unmittelbar darauf, daf
die Integrationen bei variabeln X, Y und konstanten z, ¢ auszufiihren
ceien. Wesentlich ist nun, dafl Lagrange die Reibe unter dem
Integralzeichen nicht etwa gliedweise integriert, sondern vor der
Integration diese Reihe zu summieren sucht, da er fiir ¢ nicht eine
unendliche Reihe, sondern die schon bekannte Form mit zwei will-
kitrlichen Funktionen erhalten will. Zu diesem Zweck wird der Aus-

. T i _ 7o . :
druck 2 sin 5. >< €08 g 1 bekannter Weise durch die Summe

gweier Sinus ersetzt; es ergibt sich:

. . X . [ m Hi
rYsin —— >gn |-
(,M Y 24 2 ( . + 1 )

1
V=T34 oo (_5+H_T) s X
. 2 \a T Y
P T Mo m Ht
/ —_— n—_{—— S
4 da Y sin 5 5 ( ',[,7 )
T 9y B (f(_ Ht) - X
o 2 T Qa

Da m unendlich grof ist, heiBt es weiter, wird, was auch 2 und

x Hiy . . 1 .
4 gein mogen, m(-d + ) immer eine ganze Zahl, der Sinus davon

und folglich die betreffenden Integrale Null sein. Fine Ausnahme
fritt pur ein, wenn gleichzeitig der Nenner Null wird; den Wert von

O pestimmt Lagrange durch Differentiation von Zahler und Nenner

‘uﬂd kommt schlieBlich znm gesuchten allgemeinen Integral. Die ganze
umstindliche Ableitung des bekannten Resultats hat er hauptsichlich
unternommen, um zu zeigen, dafl es sich ohne alle Voraussetzungen
iiber die Natur der darin uuftretenden willkiirlichen Funktionen ge-
winnen laBt; die Schwichen seiner Methoder und insbesondere des be-
nutzten Grenziibergangs hat neben anderen d’Alembert klar gestellt?),
Noch ist zu bemerken, da Spitere aus Gehiissigkeit gegen Fourier

1 Besonders in verschiedenen Bemerkungen im 1. und 5. Band seiner
Opuscules mathématiques. Man vgl. iibrigens noch Riemann, Partielle Differen-
tialgleichungen, bearb. yon K. Hattendorf 1869, 8. 200, und Reiff, Geschichte
der unendlichen Reihen 1889, 8. 132,
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dessen Reihen als Liagrangesche Formeln bezeichnet haben; man ist
indessen lingst davon zuriickgekommen.

Die partielle Differentialgleichung der Saitenschwingungen selbst
behandelt Lagrange auf eine ganz neue, eigenartige Weise; er filhrt
sie mimlich auf die Integration einer gewdhnlichen Differentialglei-
chung 2. Ordnung zuriick, wenn er auch diese Reduktion micht aus-
driicklich als Ziel seiner Methode hinstellt. NaturgemiB ist die er-
wihnte Reduktion auch ein wenig umstindlich, und es ist = B.
d’Alemberts Zurtickfithrung des Problems auf ein Simultansystem
von totalen Gleichungen') unzweifelhaft eleganter; nichtsdestoweniger
ist der Gedankengang Lagranges als duBerst geistreich und originell
zu bezeichnen; wir konnen hierbei, weil ihn sein Erfinder konsequent
fiir eine Reihe viel komplizierterer Gleichungen in Anwendung brachte,
sogar von einer wirklichen Methode sprechen. Die partielle Gleichung

d*z d*z

(H!F) = (dm )
multipliziert Lagrange®) mit einer Funktion von 2z allein, die M
heiflen soll. Zweimalige partielle Integration nach z ergibt sodann

o de—c[(d’ N ,(ﬂfﬂ)]+ ] (fl 111)

Die phymkahschen Anfangsbedingungen der Aufgabe verlangen, daf
z fiix zwei Werte z = 0 und z = a bestindig, d. h. fiir jedes ¢, 0‘1810]1
Null ist; das Gleiche verlangt Lagrange von der Funktion M. Wird
jetzt zwischen den Grenzen O und a integriert, was in der Schreib-
weise nicht besonders ausgedriickt ist, so ergibt sich die Gleichung

f(dt*) Mdx = cf ([f#l)d@,

die auf Grund der Annahme

()

(k bedeutet hiérbei eine Konstante) in
f(dtz) Mia = e [ = Mds
tibergeht. Hieraus erhiilt man endlich mittels der Substibution

/wz’]l[do: =5

b Vgl. diege Vorl., III2, S. 901.. 2) Miscellanea Taurinensia, t. II%, 1760/61,
p. 20, S ' ‘

P
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- wobei das Integral natiirlich wieder zwischen den Grenzen z = 0
god # = a zu nehmen ist, so dafl s eine Funktion von ¢ allein dar-
gtellt — die Gleichung

,_,/q(di;;.) Maw= (L) = ko5,

welche, wie Lagrange sagt, zu integrieren ist, indem man die Zeit ¢
als einzige Variable ansieht. Damit ist die Integration der urspriing-

lichen partiellen Differentialgleichung auf diejenige der beiden totalen
Gleichungen o a

2 g, . gg ]
("T"‘E‘) — ]I/M U.Ild ((‘['F) - A/ cS

da
guriickgefiihrt, die sich nur durch den konstanten IFaktor ¢ unter-
scheiden; nach ihrer Integration 1st nur noch z so zu bestimmen, daB
J GMde =5
Lagrange fithrt nun sunichst die Gleichung

5= 8 oost Y ch— T sinty/— e

ein, WO S und R die Anfangswerte von s und (Z_St): d. 1. von /.‘Z]'[(ix

bzﬁ’. (_g;) Mdz bedeuten, und kommt dann mit Hilfe verschiedeﬁer
eschickter, allerdings nicht ganz korrekter und ausreichender Schliisse
n

gu dem Integral
Z(w—f——tI/E)—f—Z(m—ﬂtV@ dea:-—dexl'
= e S + E{/Z S

worin Z und ¥V willkiirliche Funktionen sind, die den Anfangs-
_ pedingungen entsprechend gewiihlt werden miissen; das erste Integral

f Y dx hat dabei die obere Grenze @+ tVe, das zweite & —tYe. Nach
ben Methode behandelt Lagrange®) die Gleichung |

d%z d*z
(ﬂz‘) =0 (;jg;:») + 9,

wo ¥ eine beliebige Funktion von @ und ¢ ist; die Gleichung

dersel

Atz d?z a2\ 5
(dtﬁ) = (dtdm) e (‘Er"r_) +9°)
 ssetut or durch die beiden Gleichungen
o de o du_ du d*z
% g T laa T eyt

A 1) Miscellanea Taurinensia, t. II*, 1760/61, p. 27. ) Ebenda, p. 104.
»y Ebenda, p. 110. '
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Fr multipliziert die erste mit N, die zweite mit M, integriert partiell
nach 2z und addiert; so ergibt sich durch Nullsetzen aller Glieder,
die nicht unter dem Integralzeichen stehen, die Gieichung

S ety an= (o4 %+ [¥ = 152]n) do+ | Myas

Diese Gleichung werde erfillt durch das Simultansystem

|2 1M
EN =l wmd EM =N b

aus diesen beiden Gleichungen folgt dann durch Elimmation von N
eine totale Gleichung fiir M, ndamlich
(3T L L ()
dz® ’

so daB also ,
Jlf = Aem}”’ + Benk.lr

ist, wo n und » die Wurzeln der Gleichung

1 4+by—cy?=0
sind. Lagrange verlangt nun, daf M fir # =0 und 2 =0 ver-
schwindet, was B = — 4, sowie ¢"** —¢*e =10, d. i eine Bestl,m

mungsgleichung fiir %, ergibt; endlich wird ‘ }

N = ¢k (mEe*s — nPerks),

wobei A stillschweigend gleich 1 gesetzt ist. Sind solehermafBen die
Funktionen M und N bestimmt, so ist 2 aus der zwischen den
Grenzen 0 und ¢ genommenen Gleichung

[Nz + Muydo=s

zu bestimmen, wobei s selbst der Gleichung

J(N“” + M““) da f-’i—k +fMsz

geniigen muB. Die weitere Behandlung des Problems bringt keinen
neuen Gedanken herein. Lagrange vergleicht schlieBlich noch seine
Resultate mit denen von d’Alembert.

Das Problem einer schwingenden Saite von ungleichmiifiger
Dicke fibrt auf eine Gleichung, die sich von derjenigen der Saiten-
schwingungen dadurch unterscheidet, daf die Konstante ¢ durch eine |
Funktion von z ersetzt ist; Lagrange fiihrt diese Gleichung ?

(59) = X ()
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auf die Integration von -
R = X T

da*

guriick!) und zeigt den Zusammenhang mit der Riccatischen Glei-
chung fiir spezielle Fille. Dieselbe Reduktion fithrt kurz darauf?)
Euler ans und verwandelt seine totale Gleichung durch die Sub-

stitution
. O.ﬁ o a

in eine solche 1. Ordnung. Er setzt auch versuchsweise
y =),

wo w eine Funktion von und #, v eine solche von x allein ist, und
findet, daB v eine lineare Funktion von z,

“da
x

X=C-v=* und u=t—{—/V

igt.5) In emner anderen Abhandlung aus derselben Zeit*) nimmt
Euler eine bestimmte Form des Integrals an, sucht aus ihr » als
Funktion von z so zu bestimmen, daf die Gleichung

_(ddyy  rddy
rr(58) = ()

orfallt wird, und erhilt so verschiedene integrable Differentialglei-
chungen dieser Form. So fithrt ihn die Annahme

y=DI. F(!/‘udx + t),

wo P und u Funktionen von z sein sollen, durch FEinsetzen in die
Pifferentialgleichung auf simultane totale Differentialgleichungen fiir
P, v und 7; €8 ergibt sich

leg 4
P=azx+ u.="’—_i— TR

Im folgenden geht Huler zu Integralen der Form

Yy = PF(J'?udm + t) +. QF'(tfudx -+ t) 4

siber, WO P, Q, ..., u bestimmte Funktionen von z, I' eine willkiir-
Jjche Funktion und I, ... ihre Ableitungen bedeuten; er behandelt

der Reihe nach Fille, in denen das Integral 1, 2 und mehr Glieder
/'__’_——‘—_"' ‘ .

1y Miscellanea Taurinensia, t. II%, 1760/61, p. 98. %) Novi Commentarii
Academiac Petropolitanae, t. IX, 1762/63 (1764), p. 292. °) Burkhardt, a.a. 0.,
Heft 2, S. 349, 355. *) Miscellanea Taurinensia, t. III%, 1762/65 (1766), p. 27

bis 59
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hesitzt und erhilt so Gleichungen, die in endlicher Form integrabel
sind; zu der Heranziehung der Derivierten der willkiirlichen Funktion
‘mag wohl der Umstand mitgewirkt haben, daB Euler hbereits friher
(vgl. unten S. 990) eine Gleichung integriert hatte, in deren Integral
die Differentialquotienten der willkiirlichen Funktion auftreten. End-
lich ist noch d’Alembert zu erwihnen, der die Gleichung

d*y 5 d*y
dz? )‘(dl’r2

durch eine Summe von Gliedern

Awi
§-cos,7”,-

zu integrieren sucht, wo ¢ eine Funktion von o allein ist?); er erhilt

d*¢
dx?

= — 'z X¢,

eine (leichung, iiber deren Weiterbehandlung bereits berichtet wurde
(vgl. S. 883).

Das Problem der von einem Storungszentrum ausgehenden Wellen
fihrt Euler schon 1759 auf die partielle Gleichung mit verdnder-
lichen Koeffizienten '

g (o) =7 () + (77%)
zuriick, die er auf eine Riccatische reduziert; er findet daraus, dal
sich fiir {das ridumliche Problem, d.i. fir » = 4, die Aufgabe ele-
mentar losen liBt und errit schlieBlich aus einigen partikuldren
Integralen die unten angegebene allgemeine Form des Integrals.
Kurz darauf bebandelt er das Problem wieder in einem Brief an
Lagrange®) ohne neues zu bringen. Er verlangt, daB die Ge-

schwindigkeit in allen Punkten gleichen Abstandes von dem Zentrum
" dieselbe ist, und erhilt die Gleichung

1 ddu —2u 2 /du ‘d du
soir (ae) = 7 T 7 (av) + (@)

die aus der vorigen im Falle » =4 durch s= —;i entsteht. Apres

plusieurs recherches, sagh er, jai enfin trouve

1) Histoire de 1'Académie de Berlin, t. XIX, 1763 (1770), p. 242, D’Alemz—
bert verweist beziiglich der Methode auf seine Opuscules mathématiques. .
%) Ebenda (Hist. Berlin), t. XV, 1759 (1766), p. 243." *) Miscellanea Taurinensia,
b, I1%, 1760/61, p. 1—10. S

R —
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4 o ol — AT 4tV T
w— e[V tV 2] — 5 o[V + V(2 k)]

Ll — el - Py - Vi),

wo ¢ und v willkiirliche Funktionen, ¢, v ihre Ableitungen be-
Jdeuten. Lagrange behandelt die von Euler aufgestellte Gleichung
mittels seiner oben geschilderten Methode der Reduktion auf totale
Gleichungen, nachdem er sie auf die Form

(2 2ol
dt?. = ‘\ gzt + ¢ dx

gebracht hat, und erhiilt so fir den Multiplikator M die Hih"sgleichung

1* M 2anM .
e~ = =

zd.

2

dx

Diese Gleichung besitzt das fiir # = 0 verschwindende Integral

Nach den physikalischen‘Bedingungen des Problems soll M auch fiir
T — ¢ zu Null werden; das fihrt auf

aV—k=tgaV—k

als Bestimmungsgleiehung fir k. Lagrange bemerktg) auch, daf
die gegebene Gleichung durch die Substitutionen

oder auch durch

auf das Problem der Saltenschwu_ngung'en zuriickgeftihrt wird, und
o oht sodann zu der etwas allgemeineren Gleichung

' ((T ze
diz d*z - )
=@yl

N\ N

fber?); seine Methode fithrt hier zu der Gleichung
A*M  m dM — LM

dx? T x dx )

deren lntegration wir bereits besprochen haben (vgl. S. 912); der

—— ‘
1y Miscellanea Taurinensia, t. II% 1760/61, p, 58, *} Ebenda, p. 74.

E) Ebenda, p- 81.
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Ubergang zum allgemeinen Integral der gegebenen partiellen Glei-
chung geschieht durch #hnliche Schliisse wie beim Problem der

Saitenschwingungen und ergibt

PR ,+_¢__V,:c;)ﬁ§~.4(w— e)  pLletie) o (& — /%)

z

TSR Ok ERCET 0N
wo I' und 4 willkiirliche Funktionen, I, I'", ..., 4', 47, ... ihre
Ahgeleiteten und 4, B, C, ... die Entwicklungskoeffizienten der La-
grangeschen Form des Integrals der Riccatischen Gleichung sind
(vgl. 8. 912), wenn man in diesen — m durch m - 2 ersetzt. La-
grange kniipft daran auch die Bemerkung, dal die spezielle an-
gewandte Methode stetige Anderung von z zugleich mit 2 voraus-
setze, weshalb I' und  nicht véllig beliebig seien!) Endlich be-
schiftigh sich Euler?) mit der Integration®) von

ddz) B (ddz) b (dz) ¢
(aie) = 00 () + 5 (@) + o
diese Gleichung wird durch die Substitution z = 2% in eine Gleichung

derselben Form tibergefiihrt, was die Wegschaffung des Gliedes mit

Z—: durch passende  Wahl von 1 ermdglicht. Euler setzt ein In-

tegral in folgender Form an:

2= Ax"T'(x + at) + Ba"+ I (z 4 at) + - - -4
und findet als Bedingung fiir das Bestehen dieser Gleichung die
Relation

>

¢=—mn(n—1)

Ist # eine negative ganze Zahl, so bricht die Reihe von selbst ab,
und man gewinnt auf diese Weise wieder integrable Fille. Fuler
integriert die Gleichung auch in der Form, daB die willkiirliche
Funktion statt differentiiert wiederholt integriert auftritt; interessanter
scheinen verschiedene Bemerkungen, welche zeigen, dafl sich Euler
gchon damals mit der Umformung partieller Gleichungen 2. Ordnung
durch Transformation, wenigstens in speziellen Fillen, beschiiftigt hat,
So ist darauf hingewiesen, daB die Gleichung

3y Miscellanea Taurinensia, t. II% 1760/61, p. 92. % Ebenda, t. I!‘P,
1762/65 (1766), p. 60—91. % Erwiihnt sei folgende Ausdrucksweise: la solution
compléte qui nous découvre 2 la fois toutes les fonctions possibles (sc. welche
die Differentialgleichung erfiillen). Ebenda, p. 60. 4) Das ist dieselbe Form,
die wir eben bei Lagrange getroffen haben; die beiden Resultate lassen gich

leicht ineinander tberfihren.
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1 ddz ddz b
na ditt - dz® xw’

dz

in der also das Glied mit 7o feblt, dureh die Substitutionen

= R VIRR); Kb LY ks = 2y

v g

in
1 ddu . ddu Eu
ae dt? ~ da® za

iibergeffi‘hrt wird. Setzt man k=0, so ergibt sich ¥ = 2 daraus
77 — 6 usw. Ferner ist die Gleichung der Saitenschwingungen

(dd.z) —wa (d.dz)

vermobge der Substitution
| (%) 4 a(f2) =
azﬁ) Cgal =™

f
- (a2 = o (72)

das ganze Problem also auf die Integrafion zweier linearer partieller
Differentialgleichungen 1. Ordnung zuriickgefiihrt, die durch Benutzung

der Gleichung
°r du = dit (%@;) + da (gg)

unéchst auf L. :
zZuna w=1"(x + at)

and damit zum allgemeinen Integral fiihre.n.

Gregeniiber diesen Untersuchungen, die alle den Charakter des
Willkiirlichen, Zufilligen an sich trag.en, bedeutet die Behandlung
der partiellen Gleichung 2. Ordm.mg n Eulers; Integralrechnung
einen ganz wesentlichen Fortschritt. Fuler schiebt nimlich nach
den Gleichungen 1. Ordnung, bevor er zu htheren Gleichungen iiber-
geht, ein eigenes Kapitel ein, das nur von der Umformung der par-
tiellen Differentialgleichungen durc'h Elnfﬁh.rung nener Variablen
handelt, und zeigt so schon durch du? &usgezele.hnete Stellung, die er
diesen | Intersuchungen einrdumt, .sovvle dur(_zh die eingehende Behand-
Jung der ganzen Frage, daf efr die Integration .der ihtihe.ren partiellen
G}eichungen prinzipiell auf ;l‘nre Tra'nsforn.natlon I eine geeignete
kanonische Form gegriindet wissen 'W]H. Die von Euler behandelten
Transformationen zerfallen m_ zwel Arten; die erste ersetzt nur die
abhingige Variable z durch eine neue 2, wahrend die unabhéingigen
Verﬁﬂderlichen # und y in der Gleichung belassen werden; hierher
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gehoren die Substitutionen z— Pv') wnd 2= P+ v, wo unter P
und » Funktionen von z und y zu verstehen sind. Wichtiger ist die
Einfithrung neuer unabhingiger Variablen # und » an Stelle von z
und y:; die Formeln, welche die Differentialquotienten nach z und
y in den neuen Verinderlichen ausdriicken, stellt Euler fiir den
spiteren Gebrauch in tibersichtlicher Weise zusammen. Der Behaup-
tung, Euler behandle die Gleichung 2. Ordnung methodisch, plan-
mifig mittels Transformationen, scheint nun zu widersprechen, daf
er in den zuniichst folgenden Beispielen die Methode der Reduktion
auf eine Normalform dorch Einfihrung neuer Variablen nicht an-
wendet. Indessen handelt es sich hierbei um Beispiele, die sich eben
auf anderem Wege einfacher oder rascher erledigen lassen als durch
jene immerhin einen ziemlichen Formelapparat erfordernde Reduktion.
So behandelt Euler zuerst ausschlieBlich Gleichungen, welche nur
einen einzigen von den Differentialquotienten 2. Ordnung enthalten.

Die Gleichung ?iﬁ = P, wo P eine Funktion von z, y und # ist, in-

x :
tegriert Euler, indem er y als konstant ansieht und nachtriglich
diese Beschrinkung fallen lifit; er erhilt schlieflich

o= [do [Pdw + of(y) + F(y).

()= (1 +

da

Die Gleichung

IifBt sich mittels der Substitution

dz
(22) ="
behandeln, ‘wenn P und @ die Variable ¢ nicht enthalten. In
letzterem Fall hat man sich y als konstant zu denken und die totale
Gleichung
ddz = Pdxdz + Qda?

mit dem Parameter y zu integrieren; das allgemeine Integral (,integrale
completum®) ergibt sich, wenn man die beiden Integrationskonstanten
durch Funktionen von y ersetzt.?) In der Gleichung

ddz ) 3 ®
(dacdy = az’)
setzt Kuler
7 = ef% :Y',
1y Institutiones calculi integralis, vol. III, p. 194. ®) Ebenda, p. 209.

Man beachte, dab ein derartiges Ersetzen von Konstanten durch variable Gréfen
der Entstehung oiner besonderen ,Methode* der Variation der Konstanten nur

giinstig sein konnte. % Ebenda, p. 221.
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wo Y eine Funktion von y allein sein soll, und erhiilt so die totale

Gleichung
edY d
v ady

mit dem Integral

ay

Y=e«.
Paraus schliebt Euler auf das Integral der urspriinglichen Gleichung

in der Form

a a
ex+—1

. p'.v—}— J v
g=4de 4+ Be 4.
bemerkt aber ganz im Kinklang mit seinen fritheren Ansichten iiber
die Entwickelbarkeit einer willkiirlichen Funktion, daB diese Dax-
stellung mit unendlich vielen Integrationskonstanten dem Integral mit
gwei willkiirlichen Funktionen deshalb nicht gleichwertig zu erachten
sei, weil man sie nicht beliehigen Anfangshedingungen anpasgen
konne.!) Euler sucht sodamn das Anwendungsgebiet der eben be-
gutzten Substitution z = Y bzw. z=1¢*YX, wo X eine Funktion
von « allein ist, zu erweitern; insbesondere®) verwertet er sie fiir

die Gleichung o i .
((;gl@) +P(7) + @ (a@) + Rz =0,

wo die Koeffizienten Funktionen von # allein sind. Den allgemeinen
Fall®), daf P, ¢ R, S Funktionen von z und y sind, unterwirft er
der Transformation z =e'v, wo V eine Funktion von 2 und y, v eine
noch zu bestimmende Grofle ist; dieser Gleichungstypus ist von groBer
Wichtigkeit. Gleichungen, die mehr als einen Differentialquotienten
9. Qrdnung enthalten, behaqdelt Euler nur dureh Transformation.
In die Gleichung der Saitenschwingungen

() = aa (7

tzt er?) ‘
set? t=0ox+py und u=ypz 4 dy

apd erhilt so die neue Gleichung

(Bf — weaa) (%2) 4 2(80 — wpaa) (z%;[) + (06 — ppaa) (222) _,

wobei 'jetit z als Funktion von # und « aufzufassen ist. Die Annahme

e=1 y=1 pf=a 0d=—a

liefert
1 Vgl 8. 915. %) Institutiones calculi integralis, vol. III, 1)224
%) Ebenda, p. 234 4y Ebenda, p. 225.
Geschichte der Mathematik IV. 64

CANTOR,
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ddz
t=2+ay; w=2z—oay und (Eﬁ"d'e‘e)

Daraus folgt dann unmittelbar
=)+ F(u) =f(z+ ay) + F(z — ay).

Nach einer kurzen Schilderung von d’Alemberts Methode®), bemerkt
Euler, daB man auch versuchsweise

setzen kann; dann wird

(%5) — k- (ddxddzy) = (Zi‘)

Ein Vergleich mit der urspriinglichen Gleichung liefert

E==a
und somit die zwei (leichungen 1. Ordnung
dz ‘ dz
() = £ 2 (&)
Die Schwingungsgleichung der Saite von verinderlicher Dicke
dadz ddz
(7)) = X&)

4m

X — Axﬁm—-l

fahrt Buler fiir

auf die Riccatische Gleichung

—4m

dp + ppdz = az®ldz
guriick ?), die fiir positive oder negative ganzzahlige m mittels der Sub-
stitutionen

ﬁ)d:c

z=¢% und v=-¢

integrabel ist, fiigt aber hinzu: es ist fast nicht zu glauben, daB beide
(néimlich die partielle und die totale) Differentialgleichungen nicht in den-
selben Fillen integrabel sein kénnen. Wie er behauptet, ist fiir m = oo
die Riceatische Differentialgleichung leicht zu integrieren, wiahrend
die entsprechende partielle Gleichung '

(1) = 422 (359

Y Vgl. diese Vorl, III% 8. 901. *) Institutiones calculi integralis,
. vol, III, p. 286. g
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seiner Methode sich nicht figh Fir diese Gleichung setzt er ein
Integral in der Form
=gV (A + alz + By)
o

an; und - ; lassen sich hierbei durch A ausdriicken. Die Gleichung
ddz ddz dz
(77 = 7 (az7) + @(52) + B=
hatte Euler von einem hydrodynamischen Problem ausgehend schon
frither in einem speziellen Fall behandelt; jetzt verlangt er nur, daf

P, @, R Fuuktionen von 2 allein sind. Diese verallgemeinerte (Hei-
chung soll nun mittels der Substitution

e= M () + N,

wo M und N Funktionen von 2z allein sind wieder in die nimliche

rm
Fo E]_El v dv

ddv

(5e) = 7 (qa) + 6 () + o

fibergefiihrt werden D, wo auch M, N, F, G, H Funktionen von g
allein sind. Durch geschickte Kombination erhiilt Euler drei Bestim-
pungsgleichungen fir P, ¢, R, wenn F, G, H gegeben sind, nimlich

ar eFdM
P=T; Q=G+3“5—"’MW

and
GdM FddM 2Fds 2d M3 sdl’ dl'd M

G Lram
R=H— Szt @~ Maet ~ d T HUAR " @5 — Iior

hierbei bestimmt sich das Verhiltnis s = % aus der Gleichung
C=H—Gs—F2 1 75,

worin ¢ eine willkiirliche Konstante bedeutet. Ist also die transfor-
mierte partielle Gleichung mit der abhingigen Verinderlichen v in-
tegrabel, sO ist es auch die Gleichung in 2z vermége der Bezichung

= ar{or+ (8)

Durch Spezialisierung der Funktionen F, &, H erhilt Euler endlich
Verschieélene integrable Gleichungen. Die partielle Gleichung

Aol e

/‘—'_ .
) Institutiones caleuli integralis, vol. III, p. 292, )
| 64*
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wo [7 und 7 Funktionen von z allein bedeuten, behandelt Kulex
anch an anderer Stelle?) in einer Abhandlung tiher die Luftbewegung
in Tuben nach seiner fritheren Methode (vgl. S. 989), indem er nach

Integralen der Form

ve=Lf(Sxct) + M (Stct)+ -
sucht.
s wurde behauptet, daB Euler in der Integralrechnung bei

Gleichungen 2. Ordnung hauptsichlich durch Transformation, sei es
der unabhiingigen oder der abhingigen?®) Variabeln — oft allerdings
nur mittels mithsamer, weitschweifiger Rechnungen — zum Ziel kommt;
er selbst sagt®), seine Methode bestehe darin, die gegebene Gleichung
durch Einfiihrung neuer Variabeln auf die Form zu bringen

() + 2{2) + 05 + e+ 5=

d

Diese Gleichung fillt aber unter die Kategorie derjenigen Gleichungen,
welche nur einen einzigen Differentialquotienten 2. Ordnung enthalten,
und ist mit diesen Gleichungen ausfithrlich behandelt worden. Ee
ist sehr wesentlich, daf Euler das Methodische dieser Reduktion
betont; allerdings ist der Raum, den er diesem Gedanken gdnnt, ge-
ring im Vergleich zu dem Platz, der anderen Anwendungen der HKin-
fihrung neuer Variabeln, wie der Reduktion auf die Ausgangsform
oder der Aufsuchung integrabler Fille eingeriiumt ist.

Condorcet nimmt als Integral der linearen Gleichung 2. und
3. Ordnung die Gleichung z — Ae¢™**"¥ an und sucht von einer Reihe
mit unendlich vielen derartigen Gliedern auf die Darstellung mit will-
kiirlichen Funktionen iiberzugebhen.*) Die Gleichungen wmit nichtkon-
stanten Koeffizienten sucht er mittels Reihen zu lgsen.t)

D’Alembert behandelt®) neben anderen Gleichungen 2. Ordnung
den Iall ' de  dde  baa

Xi A )
§g + gda;l dx'“’q + ;;q - O’ A

wo & und ¢ Funktionen von z, b eine Konstante bedeuten, und ver-

sucht ein Integral der Form

I Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. XVI, 1771 (1772), p. 355.
D Von letzterer Art sel noch die Substitution -

S

wo ¢ und s Funktionen von z allein sind, erwihnt, von der Euler Institutiones
caleuli integralis, vol. IIL, p. 323 Gebrauch macht. %) Ebenda, p. 261.

) Histoire de PAcadémie des Sciences 1772, part. 1 (1775), p. 23 bzw. 30.

5) Ebenda, p. 87. 6) Opuscules mathématiques. t. 1V (1768), p. 243.

——
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Xdu  X'ddw
QEXM—F'(TEW_FM}ZE‘T_!_“"
wo X, X', X”... passend zu bestimmende Funktionen von z sind.

Laplace hat die KEulersche Idee der Zuriickfihrung der par-
tiellen Gleichung 2. Ordnung auf die eben angegebene kanonische
Form wieder aufgegriffen; er fragt daran ankniipfend nach Bedingungen,
anter welchen diese in endlicher Form integrabel ist. Fiir das Ent-
stehen seiner Abhandlong sind Eulers Vorarbeiten in verschiedener
Weise bedeutungsvoll geworden: die Transformation (transformation)
selbst, die Ausnahmen, die sie erleiden kann, das Auftreten der Diffe-
rentialquotienten oder Integrale der willkiirlichen Funktion in der
Integmlgleichung, dies alles hat, wie Laplace selbst zugesteht?),
schon Euler. Laplaces Verdienst ist, dafl er die mogliche Form
des Integrals genauer festlegt, daB er nicht wie Euler nur Differen-
{;jalgleichungen sucht, die in geschlossener Form integrierbar sind,
sondern die Bedingungen hierfiir in Form von Gleichungen angibt,
dap er endlich — und daranf legt er selbst groBen Wert — alles
analytisch; in bequemen Formeln darstellt. Laplace reduziert wie

Fuler die Gleichung

202 205N g (205 L (B5) g 05y Lo

O = (—975‘7) + - (3563?/) +p (8;1/2) TV (9’6) + 0 (93/) + w24 T,
iiﬁl» welcher alle Koeffizienten Funktionen von 2z wnd y, aber nicht
von # sind, durch Einfihrung neuer Veriinderlicher @ und 6 auf die
Normalform . .
002 (AN L, [0k P
0= (?7'577'_0) + - (E}rb) L% (89) +ilz+ 1,
wo jetat e, 7 und ! Funktionen von ® und 6 sind. Hierbei sind
die alten und die neuen Variaheln durch die Gleichungen verkniipft:

-G [ etV o)
-G [ 3oV -]

Diese Gleichungen reduzieren sich, wenn gleichzeitig ¢ = 0 und
00 .
§ =0, auf (22) =0 wnd (37) =0, dh @ und 0 sind Funktionen

von y allein; in diesem Fall, den auch Euler schon eingehend be-
handelt hat, ist, wie Laplace im folgenden findet?), ein ,vollstin-

S

1y Vgl. hierzu Histoire de 1'Académie des Sciences 1773 (1777), Histoire

! 45 & % Ebenda, p. 360. Vgl auch Mémoires présentés par divers Savans,

E‘ vI (1774), p- 655.
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diges® Integral in endlicher Form nur dann mdglich, wenn § = 0 ist;
das schliefit natiirlich nicht aus, daB oft partikulire Integrale in ge-
schlossener Form angegeben werden kionnen. Als zweiten Ausnahme-
fall nennt Laplace das Bestehen der Gleichung

1 4
B— i

heutzutage als parabolischer Fall bezeichnet; hier sind die Gleichungen
fir ® und € nicht mehr unterschieden, man erhilt nimlich

Go)=—5 () wad Go)=— 3o ()

Man kann aber, wie Laplace zeigt, diesen Fall auf den Typus ¢ = 0,
=0 reduzieren, wenn man aus

(1]
G2 ==« (&)

die Variable z als Funktion von ® und y berechnet und den betr.
Ausdruck in die gegebene Differentialgleichung einfiihrt, so daf also
eine Gleichung in 7, ®, y entsteht.)) Fiir die folgende Untersuchung
wird von Wichtigkeit, was Laplace iiber die Form der Integrale der
linearen Gleichungen 2. Ordnung behauptet. Nach eigener Aussage
hatte Laplace beobachtet, daf die willkiirlichen Funktionen im
Integral einer linearen Gleichung immer selber linear vorkommen.
Differentialquotienten und Integrale der willkiirlichen Funktionen
zieht schon Huler zur Bildung des allgemeinen Integrals heran;
beriicksichtigt man endlich noch die Arbeiten Condorcets auf
diesem (Giebiet, so ist damit aufgezihlt, was Laplace iiber den
Gegenstand bekannt war. Auf die Methode, wie er sodann die Form
des Integrals von vornherein zu ermitteln sucht, kann, wenngleich
auf die mithsame Untersuchung eminenter Scharfsinn verwendet ist,
hier nicht eingegangen werden, da ihre Darstellung zu viel Platz be-
anspruchen wiirde, und der Wert der betr. funktionentheoretischen
Schliisse wenigstens ohne Modifikationen und Ergiinzungen verhiltnis-
miBig gering ist. Laplace kommt durch Uberlegungen, die er fiir
die Gleichung 1. Ordnung ausfithrlich angibt, zunfichst zu dem Re-
sultat, daB das Integral die willkiirlichen Funktionen ¢ und v, wie
bereits beobachtet, linear und wiederholt diffeventiiert oder integriert

Y Auf diesen Fall, der sich immer auf die Gleichung der Wiirmeleitung
g%::gﬂ reduzieren liBt, ist Laplace spiter wieder zuriickgekommen: Journal
de 1’Ecoiz polytechnique, cah. 15, 1809, p. 235.
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enthilt; des weiteren findet er, daf die Argumente von ¢ und

Funktionen 'von den Variabeln o bzw. 8 allein sein miissen(peinnU v

gtand, der eine ganz bedeutende Vereinfachung des Integrals ’zurFollg_
B €

hat, da sich Ausdriicke wie f Ez0p(w) auf einfachere Formen, also
bl

hier @(m) 3 f E 46, reduzieren lassen.

Nach diesen Voruntersuchungen wendet sich Laplace der eigent-
lichen Aufgabe zu; er verlangt, dafl die willkiirliche Funktion ﬁi ht
anter dem Integralzeichen auftreten soll, setzt 7'=0 .und iiberdc'
gur Vereinfachung anch ¢ = 0. Die einfachste Form, die das Integllvisl

dann haben kann, ist
z=d - @(w).

Laplace gubstituiert diesen Ausdruck in die kanonische Differential-
Jeichung und §etzt — die Berechtigung hierzu ist leicht einzusehen
Z  den Koeffizienten von ¢(w) sowie den der Abgeleiteten ¢’(w)

gleich Null. Es ergibt sich so

(24 Nz | DA o
0= (14) +md wd 0= (G75) +m-(G) +n (G5) +14.
Aus dieser Gleichung lassen sich aber mit Hilfe der ersten und der

daraus durch partielle Differentiation nach @ hervorgehenden Gleichung
die Differentialquotienten von A eliminieren; man erhdlt nach Divio_

n mit A die Bedingung
om’

510
0=1— (afo") — nm,

stehen die Existenzmoglichkeit eines Integrals der Form
2= Agp(o)

_bhingt. Dieson Weg schligh indes Laplace nicht ein
daB die Differentialgleichung , sondern sagt,

0= (272 ) wm () +0- (52) +1s

von deren Be

70d0

Inittels der Substitution

| g = (g—g) + ma
10 ozL) | G, ‘
) i () ]

sibergeht; unter der Annahme
s=A4 ¢(o)

rﬂduziert sich dann die Gleichung
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) (77 U
P )"(‘9”(9)4_”“

auf
z(j) = O}

was die erwihnte Relation zwischen m, » und I liefert. Ist diese
Relation nicht erfiillt, so versucht Laplace die nichst einfache An-

nahme

z=A p(o)+ 4" p;(w);

es ergeben sich dann drei Gleichungen fiir A4, niimlich

- () 4 ma
() o ) () 1+ ()
= () o () ) 410

Wie schon erwiihnt, verwandelt die Substitution

A\

A1) = (g—g) + mz

die urspriingliche Gleichung in
1 (3! n 7
0=?G;%%*%m+% g
wo zur Abkiirzung :

w=1[1— (g;::) — MmN

gesetzt ist. Aus diesen Gleichungen erhilt man nun dureh geschickte
Kombination bei Benutzung der weiteren Substitutionen

(2n (2e
m—(iof):-ml; H+“@’”“”‘(—ag)+(%g)=l1

die Differentialgleichung

die genau die Form der urspriinglichen Gleichung hat. Mit Bertick-
sichtigung der Annahme ’

A = Adop(w) + A pr(w)
geht aber die Gleichung
2 = (B_Z_) + WMz
~ - 90 14

in
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20 = [(g_‘g) + m A] p(w) + [(%{) + mA’] Pr(®)

iiber, die sich wegen der fiir A geltenden Relationen auf

2 = [(88%—[) 4o A’] pr(o)

reduziert. Das heiBt nichts anderes, als 2() ist Integral einer kano-
nischen Differentialgleichung 2. Ordnung und enthilt nur eine will-
kiirliche Funktion ¢pr(w), aber keinen ihrer Differentialquotienten.
Dieser Fall ist aber als der einfachste bereits untersucht und die
Bedingungsgleichung fiir sein Bestehen aufgestellt; sie lautet

an(l) :
0 =10 — _______)_ D)
V=1 ( 7o nad),
Die kanonische Gleichung 2. Ordnung in 20, m!, %, I hat sich gans
unabhingig von der speziellen Annahme tber die Form des Inte-
grals 2 ergeben; sie wird also auch Geltung haben, wenn

¢=A- (@) + 47 (o) + 47 gu(w).

Durch Substitution dieses Ausdrueks in die urspriingliche Differential-
jeichung (mit der abhingigen Verinderlichen z) ergeben sich aber
Gleichungen fir A, Af, AY, deren Berlicksichtigung

) = [(%%{) + mfi’] - gr(a) + [(a%if_;l) + m A”] - pu(w)

/

liefert. Und das heiBt gar nichts anderes, als £) enthilt eine will-
kiirliche Funktion g;(w) und deren erste Derivierte ¢ (w), weshalb
auf die Differentialgleichung 2. Ordnung 20 die Uberlegungen des
eben untersuchten Ialles angewendet werden konnen.

So kann man weiter schlieBen. Die ber dieser Methode — Kas-
kadenmethode hat man sie spiiter genannt — auftretenden Grgfen u®),
(), 1), #r mit dem Index s gehen aus den g, m, I, z mit dem
Index # — 1 genau in derselben Weise hervor, wie die uf, mi, U, o
qus &, M I, z selbst. Der Wert von 27 lifit sich indessen leicht
sndependent darstellen, da, wie Laplace zeigt, die Gleichung

w

mit dem Integral

— e
e T

E) Diese. Gleichung gilt natiirlich nicht fiir einen beliebigen, sondern nur

’fﬁ'r denjenigen Index 7, der das Abbrechen der Reihe fiir z bewirkt.
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besteht. Die Bedingung, daB 2 keinen héheren als den s** Differen-
tialquotienten der willkiirlichen Funktion ¢ enthilt, ist dann, wie

SOfort eI'SiCht]iGh,
» du (r)) > 0y
0= Z( ) — (—a—— — nm 3

1st sie fiir kein endliches # erfiillt, so ist die Gleichung — vorausgesetzt, daf
die Laplaceschen Behauptungen iiber die notwendige Form des In-
tegrals richtig sind — auch nicht in endlicher Form integrierbar,
dieser Fall tritt z. B. im allgemeinen ein, wenn [, m, n konstant sind 1),
Ganz die gleiche Methode wiirde am Platze sein, wenn man von vorn-
herein nicht 3, sondern ¢ gleich Null gesetzt hiitte; Laplace geht
deshalb gar nicht auf diese Frage ein, sondern wendet sich zur Be-
trachtung des Falles, daB 7' nicht identisch Null ist, welcher eine
analoge Behandlung gestattet.

Indem Laplace des weiteren die angegebene Bedingungsgleichung
fir Integration in geschlossener Form als Bestimmungsgleichung fiir »
autfallt, erhiilt er in endlicher Form integrable Fille.?) Auch ist noch
gezeigt, dab der Ausdruck fiir 2, sobald er eine nur endliche Anzahl
von Integralzeichen enthiilt, immer auch durch willkiirliche Funktionen
und deren Differentialquotienten allein dargestellt werden kann, oder,
wie Laplace sich ausdriickt, notwendig von Integralzeichen frei ist®);
endlich ist noch auf die Integration unter gegebenen Anfangs-
bedingungen eingegangen?) DaB mit der Integration einer einzigen
der Differentialgleichungen 2. Ordnung, die sich der Reihe nach er-
geben, die aller @brigen durch Quadraturen oder Differentiationen
gefunden wird, erwihnt Laplace, offenbar weil selbstverstiindlich,
nicht,

Spéter®) kommt Laplace auf seine Ergebnisse suriick und stellt
sie in folgender Form dar: Jede lineare partielle Differentialgleichung
2. Ordnung, sagt er, kann in der Form dargestellt werden

u ou u
wo m, n und ! gegebene Funktionen der Variabeln s und s sind.

Versteht man unter ¢;(s) das Integral J:?s - @(s), unter p,(s) das
Integral [:93 :(s) ust, desgleichen unter 4,(s") das Integral [;’98[ P (sh),

unter ¥,(s’) das Integral f £siy;(87) usf, so ist

!) Histoire de 1'Académie des Sciences 1773 (1777), p. 369. 3 Ebenda,

p. 380. %) Ebenda, p. 382ff,, speziell p. 895. Auf die im Text angefiihrte -

Behauptung kommt Cousin ebenda 1784 (1787), p. 420 zuriick und stellt einen
entsprechenden Satz allgemein fiir Gleichungen %'** Ordnung auf: ebenda, p. 429.
4y Ebenda 1778 (1777), p. 396. % Ebenda 1779 (1782), p. 2681

?
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u=dA gi(s) + AV @y (s) + 4D @y(s) +---
+ B. 1!11(81) + B .¢Q<31> + B® . ¢'3(SI) 4
1

qJ(S) und %(s?) sind hierbei zwei willkiirliche Funktionen: fiir i
Koeffizienten gelten folgende Gleichungen: lonen; fiir ihre

o4
0= (g;,—) + m A;
0= (%45(?) +m AN+ DAY
0= (%57) +mA®+ D AD;
7
0= (‘5?‘) + nB;
0= (%) + B + DB;

0 B@) .
0= (**%“) + n B3 + 1)]3(1);

Ergibt sich einer der Koeffizienten 4® oder B®. wo u e
ositive ganze Zahl ist, zu Null, so bricht die Reihe f{j,r w a]‘o 1]:ne
folgenden gelangt Liaplace zur Darstellung von % in Form vo'n bm
gtimmten Integralen. Er bezeichnet nimlich die Summe v

9(0) - tg(e9) + Pi8) + -+ £ g(s)
T-0s

mit T und entwickelt -—— / nach Potenzen von # Dann wird der

Koeffizient von £9s gleich
[0(0) + @(@s) + @(28s) + - -+ p(s)] - bs

t aber nichts anderes als @r(s). Allgemein ist der
¢hzient von #* in der Entwicklung von T'(1 —#)~#ss* nichts

anderes als @, (s) Mit Hilfe dieser Beziehung liBt sich, wenn man
far 7 seinen Wert in ¢(0), ¢(¢s), ... einsetzt, ¢, (s) linear durch

géfunden; das 1s

"

1y Wir haben uns hier der Ubersichtlichkeit halber der modernen Bezeich
gweise bedient, die statt der vorgelegten Differentialgleichung in 14; :;c -
5 m-

pung
h Du=20 gehreibt.

polisc
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die @(0), p(@s), ... und gewisse Koeffizienten ausdriicken, die be-

stimmt werden sollen. Der Koeffizient von ¢ (rés) in dem Ausdruck
T —t)-rpse ist (1 — t)=#ds"; auf @, (s) trifft dabei nur der

Koeffizient von 9. Driickt man also (py(s) 1n angedeuteter Weise
durch @(0), @(@s), ... ¢(rs), ... aus, so wird der Koeffizient von

hi

¢ (ris) gleich dem Koeffizienten von #%* in der Entwicklung von

(1 —t)~~es, di gleiéh dem von #° " in der Entwicklung von
(L —#)~#zs* sein. Dieser ist aber gleich

[ I

1 - 2 ce (w— 1) 05

laBt man 7 so ins Unendliche wachsen, daB dabei r&s gegen einen

=1
endlichen Wert z konvergiert, so geht er tiber in C=a s Mit

(o —1)!
Hilfe dieser Darstellung 148t sich jetzt auch das Integral w statt
durch ¢, durch die @(0), ¢(¢s), ... @(rés), ... ausdriicken. Hier-
bei wird der koefﬁment von

p(rs) — 9(2)

gleich

wu—1
932A0f~1) (é(,,;_—l)' =TI(s—2)is,

ar=1
wenn man

setzt. Hieraus schlieBt Laplace auf die Gleichung
o

w=[22T(s =)&) + [22T1(s" — 2)u(2),
0

S0

wo die Funktion IT apalog der Funktion I, aber mit Hilfe der B
gebildet ist. Hierbei sind aber, wie aus den Gleichungen fiir die 4
und B hervorgeht, I'(s — ) und II(s’ — ) selbst partikulire Inte-
grale der gegebenen Differentialgleichung, von denen das erstere fiir
s = # der Anfangsbedingung

uw
gfg}" + mu =0,
das letztere fiix s’ =z der Anfangsbedingung

ou
Ere + pu =0

H
3
i
H

T
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genﬁg’t- Durch dieses Frgebnis wird Liaplace veranlaBt, den Aus-

druck )
M ='ﬁ7'(;;57 cp(2) +c./P155 cP(e),

enommen von einem konstanten Wert von z.bis z=s bzw. 2 = g/,
gu untersuchen; er findet durch Differentiation, daB dieser Ausdruck
der Differentialgleichung geniigt, sobald p und p? partikulire Werte
von % sind, die eine willkiirliche Konstante z einschlieBen und fiix
s = § bzw. sf In Funktionen P und P’ von der Art iibergehen, daf

0= (g—f—;) 4+ mlP uwnd 0= (8871.:]) +nPl.
Da der Ausdruck fiir u wwei willkiirliche Funktionen ¢(z) und #(2)
enthilt, erklirt ihn Laplace fiir das allgemeine Integral. Endlich
sind noch verschiedene andere Darstellungen des bestimmten Integrals
angegeben; SO erhilt man vermoge der Substitutionen z = st baw.

2 = sit die folgende zusammengezogene Form

w= [t (sq- plsty + ' w(s0)},

wo zwischen den Grenzen 0 und 1 integriert wird, und g und ¢ aus
P und p’ hervorgehen. Besonders behandelt wird der Fall, daB I m,n

}konstant sind; hier ist I'(s — z) gleich dem Produkt aus g st —ns
and einer Funkbion der einen Variabeln

0= s, (s —2).
r gewdhnlichen Differentialgleichung
— ; L. dy éay
0= (l—mn)-y+ (Eﬁ) 14 (W)

den Anfangsbedingungen

Jdie de

und
y =1, (g—g) = -+ mn —1

fiir 6= 0 genigh; diese Funktion war ibrigens schon Bernoulli
8 .

and Euler hegegnet. Fin ﬂ

' I —mn=0

i—eduziert sich das Integral auf
. " = e—m.\-f__u.w {GDI(S) 4 w](sl')}})

Der schon in der ersten Abhandlung besproche_ﬁe Fall

e

1 GroBtenteils nach Burkhardt a.a. 0;, Heft 2, S. 398 £

—
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) B A S
M= 9?/——3_!_31,7 l_-(s_{_‘gi)??

wo [, 9, h Konstante sind, wird nochmals vorgenommen; die bereits
von Lagrange behandelte Gleichung

durch die Substitutionen
z4+at=s8 und x— at =g/

auf eine (leichung der eben erwihnten Art, nimlich

0= (823881:!) + 2(3131) [(S—:) + (aaTMI)J — (_qu;_%ffjéy
reduziert.

Spiiter?) tibertrigt dann Legendre die Laplacesche Kaskaden-
methode auf die lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung in
ihrer urspriinglichen Form, d. h. er zeigt, daB die Transformation auf
die Euler-Laplacesche Normalform iberfliissig ist. Legendre
fiihrt hierbei die Integrale der (leichungen

Ay —pdw =0 und dy — Pdz =0
ein, wo p und P die Wurzeln der Gleichung

pPr—ap+b=0
) . . ddv ddv .
simnd, und o und b die Koeffizienten von dudy bzw. }Z—;g in der ge-

gebenen Differentialgleichung — der Koeffizient von %g 1st gleich 1

gesetzt — bedeuten; auf die Darstellung seiner Methode kann, da sie
prinzipiell von der Laplaceschen nicht verschieden 18t, hier ver-
zichtet werden.

Das Ziel der Laplaceschen Arbeit war die Anfsuchung eines
Kriteriums fiir die Moglichkeit einer Integration in geschlossener
Form; der hierbei eingeschlagene Weg fiihrte nebenbei noch auf die
Lésung der Gleichung 2. Ordnung durch bestimmte Integrale. Von
anderen Gesichtspunkten gehen die Untersuchungen aus, denen wir
uns jetzt zuwenden. Lagrange, der Schopfer der Theorie der par-
tiellen Gleichung 1. Ordnung, derselbe, der durch seine Arbeiten iiber
Natur und Fortpflanzung des Schalls das Interesse an der Gleichung
2. Ordnung so michtig geférdert hat, ist spiter nur mehr gelegentlich

') Histoire de I’Académie des Sciences 1787 (1789), p. 319.
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guf diese zuriickgekommen; erwihnt sei von ihm die Behauptung?)

. . - . . .. . ’
daB man bel ‘Kenntms ZWBlel'i verschiedenen vollstindigen ersten Inte-
grale allgemein das vollstiindige endliche Integral finden kinme, indem

‘ dz dz . C . ]
man zuerst -, sodann dy aus jenen eliminiere und die durch par-
tielle Integration nach z bzw. y gebildeten Integralgleichungen mit-

einander vergleiche.
Weiterhin ist Monge zu nennen, der abweichend von Laplace

unter einer linearen Gleichung 2. Ordnung jede Gleichung
Ar+ Bs+Ct+ D=0

versteht, wo 7, 5 t in iiblicher Weise die partiellen Ableitungeu
2. Ordnung bedeuten und 4, B, 0, D beliebige Funktionen von #, y

und ¢ sind, der also nur verlangt, dal 7, s und ¢ linear z;ufj
greten.?) Das Verfahren 1st genau dasselbe wie sonst: Reduktion auf
totale Gleichungen. Die Relationen

dp =rdz 4 sdy und dq=sdx + tdy,

nichts Neues sagen, gestatten zwei von den drei GriBen r, s, ¢
’ »

77die

gu eliminieren, und man erhilt:

Bdpdy + Cdgdy — Odpds + Ddy* = — r{ddy* — Bdady 4 Oda?)
Adpdy + Cdgqdz + Ddzdy = s{dAdy’— Bdzdy + Odaz?)

Adpdr — Adgdy+ Bdgdz + Dda* = — t{ Ady* — Bdzdy + Cdz?).

Damit diese Gleichungen nicht 7, s, # in 2, g, 2, p, ¢ bestimmen
mufl gleichzeitig
Ady® — Bdzdy + Cda?= 0
Adpdy + Cdgde + Ddzdy = 0
Bdpdy + C(dgdy — dpdz) + Ddy*= 0
A(dpdz — dgdy) + Bdgdz + Ddz*= 0.
Von diesen vier Gleichungen sind zwei die Folge der beiden
gie erfahren, wie Monge in seiner Application zeigt, mit

kﬁnnen,

gbrigen; A

Hilfe der Charakteristikentheorie eine einfache geometrische Deutung
Dieselbe Deutung des Wortes simultan, die schon frither den Zu-
Sammenhallg zwischen totalen und partiellen Gleichungen vermitteln
-

1y Qeuvres de Lagrange, t. IV, p. 95. Der Aufsatz stammt aus dem
Jahre 1774. % Histoire de I'Académie des Sciences 1784 (1787), p. 1261,
vgl ‘aguch Mémoires de l’Acfmdémie de Turin 1784/85 (1786), p. 81ff.; ferner
: Histoize de 1'Académie des Sciences 1783 (1786), p. 720, woselbst die speziellere.
Lr 4 Ms- Nt=0 auf totale Gleichungen reduziert, auch die Glei-

Gleichmng 0 .
chung der Minimalfiichen behandelt wird.
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muBte, fiihrt auch jetzt zu dem Schlufl, daB V' = ¢(U) ein erstes Inte-
gral (intégrale premiere) der vorgelegten Gleichung ist, wenn ¥V =a
und U = b die vollstiindigen Integrale zweier von den angegebenen
vier totalen (leichungen oder zweier gleichwertigen sind. Sind zwei
derartige Gleichungen zwar integrabel, 1iBt sich aber keine von ihnen
auf den ersten Grad reduzieren, so ist besondere Vorsicht nétig, in
welcher Weise die betr. Integrale zu kombinieren sind, da nicht alle
Kombinationen brauchbare Resultate geben; Monge gibt diesbheziig-
liche Vorschriften') Von Beispielen ist die Gleichung mit konstanten
Koeffizienten behandelt, auflerdem die Differentialgleichung der Mini-
malflichen, letztere in wenig hrauchbarer Form und fehlerhaft. Monge
schreibt diese Gleichung Borda zu, wohl weil dieser eine kurze Ab-
handlung iiber diesen Gegenstand gebracht hatte?); Borda selbst ver-
weist dort auf einen noch zu besprechenden Aufsatz in den Miscellanea
Taurinensia, in dem Lagrange seine Variationsrechnung bekannt
macht. Legendre zeigt®) von der Mongeschen Integration, daB die
darin auftretenden Integralzeichen sich iiber mehrere Variable er-
strecken, ohne daf die Integrabilititshedingungen erfiillt sind, und
findet die richtige Lésung durch einfache Anderung der Variabeln;
als Beispiele bringt er den Rotationskorper, dessen Meridiankurve die
Kettenlinie ist, sowie die Minimalfliche zwischen zwei windschiefen
Geraden.*)

In der erwiihnten Abhandlung behandelt Monge auch Gleichungen,
fiir welche sich micht ein erstes Integral der Form 7 = ¢(U), sondern
komplizierteren Baues ergibt; aber leider fragt er nicht nach den Be-
dingungen, unter welchen ein erstes Integral der Form V = p(U)
existiert; er wire sonst notwendig auf die allgemeinere sogenannte
Amperesche Form der Diﬂ“erentialgleichung 2. Ordnung gefiihrt wor-
den, die noch ein additives Glied E(a*t—s?) besitzt, aber trotzdem
prinzipiell nicht schwieriger zu integrieren ist als die von ihm be-
trachtete lineare Gleichung. Ubrigens war M onge die Einsicht in
die Wichtigkeit der Verbindung »#—s® nicht verschlossen; dieser
Ausdruck, der schon 1760 in den Kulerschen Untersuchungen tiber
Flachenkriimmung auftritt, findet sich in verschiedenen von Monge
-untersuchten Differentialgleichungen, wie

7t — 2+ A=0 und (r¢— s+ drs=0,

Y Histoire de I’Académie des Sciences 1783 (1786), p. 143. % Ebenda,
1767 (1770), p. 561ff. Borda bezeichnet die Aufgabe als Problem von La-
grange, % Ebenda 1787 (1789), p. 809ff. %) Vgl. diesen Band 8. 550 oben
und S. 569. %) Histoire de I’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 89, 157,

endlich p. 561, 562.

s ]
oy Bl i
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Monge hehandelt') auch nichtlineare Gleichungen 2. Ordnung
-ndem er sie auf lineare Gleichung 5 ' ng sickfithrt,
: gen hoherer Ordnung zuriickfiihrt.

Seil W:: 0 eine beliebig aus % Yy & Py 4 Ty S ! zZusammengesetzte
Differentialgleichung. Durch Differentiation erhalte man hierans mit

Benutzung der Relationen

dz = pda + qdy; dp=rdz +sdy; dq=sdr+ tdy
die Gleichung
Adr + Bds + Cdt 4+ Dda + FEdy = 0.
Wenn jetzt, sagt Monge, auf Grund einer gewissen Annahme iiber
aen Wert von ;g die partielle Gleichung 3. Ordnung, die man erhilt,

eine Konstante weniger besitzb und linear oder doch von brauchbarer
Gestalt 1st, und es ist méglich, zwischen den drei ersten Integralen
dieser Gleichung (und der urspriinglichen) die finf Gréfen p, q, »

. S e . . P S B
quf einmal zu eliminleren, so hat man in dem Resultat dieser

s, b .
Elim.ination das gesuchte endliche Integral vor sich. Monge nimmt
gpeziell ,

Ddzx + Fdy=20

. dy ) . \
an, herechnet daraus i and setzt diesen Wert in

Adr + Bds + Cdt =0

. . d’z d*z
ein, WO man sich dr durch déﬁd‘/‘b—f_d;«}f@_ dy usw. ersetzt denken

mub; dadurch entsteht die lineare Gleichung 3. Ordnung

ddz AR ) ilxi__ m d’z d’z
AB o+ (BE—AD) gy + (OE = BD) s — 0D g =0,

ch der gewdhnlichen Methode auf totale Gleichungen reduziert

die na
wird. Aus diesen folgert Monge mit Ausschaltung der Gleichung
Ddz + Fdy = 0,

die wieder auf die urspriingliche Gleichung fiihrt, folgende zwei Glei-

chungen; welche die beiden anderen Integrale der Gleichung 3. Ord-
: liefern:

pang Ady?— Bdzdy + Cda®= 0

un ATdydr + ds(CEdz — ADdy) — CDdxdt = 0.

Monge gibt als Beispiel die Gleichung

1y Histoire de IAcadémie des Sciences 1783 (1786), p. 190.

chte der Mathematik 1v, 65

: (ANTOR Geschi
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2bx(a*r + 2as + ) + ay/(a*r + 2as + £) — 2ab(ap + q) = 0,
welche auf
&dr + 2ads + dt =0; dx —ady=0
und damit auf das Integral
s = (o — ay) + vy (o — ay) + 2007 g(o — ay)]

filhrt. Bs ist leicht, fiigt er hinzu, #hnliche Uberlegungen fiir die
Gleichungen héherer Ordnung anzustellen, aber man sieht auch, daB
mit wachsender Ordnung die Fiille, wo das geschilderte Verfahren
eine ,vollstindige” Integration erlaubt, immer seltener werden.

Nach Monge ist Legendres Behandlung der speziellen Gleichung

dd~ ddz ddz
A dx? +B dxdy + dj =0,

deren Koeffizienten 4, B, € Funktionen von

i d
(Z=p wmd 2> =gq

dx dy

allein sind, zu erwidhnen!) Auf einen sehr spezellen Fall dieser
Gleichung war schon Monge gestoBen, der erkannt hatte?®), daB die
Gleichung

PLLE 9oz 08  , 85ds o
dz? + Az d.’ra + Be oy dat dzdy a;y'z=0
durch die Substitution 2z = " in
dde ddw Z}am
dx® +4 dzgy + 'B ““““ =0

tibergeht; Monge findet
= [p(Pe —y)]><[v(P'z — )],
wo P und P’ die Wurzeln von
PP— AP+ B=0
sin‘d, und im Fall gleicher Wurzeln
=[p(Pz —y)I ><[9(Pz —y)].

Legendre hbehandelt nun die allgemeine Gleichung folgendermalbien:

1) Histoire de 'Académie des Sciences 1787 (1789), p. 314. % Mémoires
présentés par divers Savans, t. VI, 1778 (1776), p. 323.
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statt 2, p, ¢ als Funktionen von z und y aufzufassen, sieht er viel-
mehr umgekehrt z, y, # als Funktionen von p und ¢ an; dann ist
zdp - ydq ein exaktes Differential dw und folglich

do do | ,
x=ﬁ-ﬁ, yziﬂj’ F=pr+ qy — Q.

Man sieht leicht, daB diese (Hleichungen eine Bel’ﬁhrl‘ulgstransformation
darstellen, die sich nach den Vorschriften von Monge oder Lie aus

—z—z+ e, +yy; =0

ergibt, wo der Ubel‘smht halber 2, @, y, statt @, p, ¢ geschrieben
sind; Legendre erkennt aber den Zusammenhang seiner Methode
mit der Mongeschen Theorie der Berlihrungstransformationen nicht.
Fiihrt man nun o als neue abhiingige Veréinderliche ein, so miissen
auch die Ableitungen von ¢ nach z bzw. y durch die Differential-
ten von @ nach p und g ersetzt werden. Legendre erhiilt

quotiell
suf diese Weise bei stillschweigender Unterdriickung eines Nenners

lo\¢ ;. .
ado diao (—d—d-ai) die neue (@leichung
ddw ddw ddw

—_— .B a3 + C E[;)'s_{ = O,

A’&af dpd

von der die Gleichung der Minimalflichen ein spezieller Fall ist.
Legendre behandelt?) auch einen speziellen Typus von (lei-
chungen héheren Grades, ndmlich

r = F(s, t),
s und 7 die iibliche Bedeutung haben. Sein Gedankengamg

wo % ) , )
;86 shnlich wie bei der eben behandelten linearen Gleichung; er fol-
g@rt aus '
dp = rdz + sdy wnd dq=sdz + tdy,

dab wdr + yds und zds + ydt exakte Differentiale sind, betrachtet
z und ¥ als Funktionen von s und f und setzt

zds + ydt = do;

1st

dan? _dwo _do

=g Y= ar

Hurch Differentiation der gegebenen Diﬂ’erentialgleichung folgt aber
eine (Heichung ‘

—
1y Histoire de I'Académie des Sciences 1787 (1789), p. 817.

dr = Ads + Bdt,

65*
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wo A und B bekannte Funktionen von s und ¢ sind: somit wird
zdr + yds = (dz + y)ds + Badi.
Da aber zdr 4 yds ein vollstindiges Differential sein soll. so muf

ddx+y) dBa
odt o ds

oder, mit Beriicksichtigung von

dA 4B
di — ds?

endlich
doe dy 5, dwx
A+ =B

Setst man hierin fiir # und y die ohen angegebenen Ausdriicke

o dm_ do

P as VT
en, so ergibt sich unmittelbar die lineare Gleichung 2. Ordnung

ddw ddo

ddw
e T4, B,

B

=0,
welche die 1. Ableitungen von o nicht enthilt,

Im AnschluB an frithere Arbeiten iber die lineare partielle Diffe-
rentialgleichung 1. Ordnung’) behandelt Trembley in ganz analoger
Weise die lineare Gleichung 2. Ordnung?) Ausgangspunkt fiir ihn
ist eine gegebene Form des Integrals; Ziel die Aufsuchung integrabler
Fille. Zundchst nimmt er :

g=1I"-F(®) -+ 11" (@)

als Integralgleichung an, wo die I7 und ® Funktionen der umab-
hingigen Variabeln & und y, die Striche aber natiirlich keine Diffe-
rentiationen bedeuten. Bei Elimination der willkiirlichen Funktionen
I und 7] sagt Trembley, erhilt man nur dann eine lineare Gleichung
2. Ordnung, wenn zwischen den II°, 11”7 und @, @ gewisse Rela-
tionen bestehen. Um diese zu finden, bildet Trembley die partiellen
Ableitungen 1. und 2. Ordnung von z, multipliziert sie mit unbe-
stimmten Funktionen G, A4, B, ..., addiert und setzt

) Besonders Nova Acta Academiae Petropolitanae, t. IX, Histoire p. 88f.
(prés. 1794). ?) Ebenda, t. X, 1792 (1797), Histoire p. 27—104. Die besprochene
Abhandlung ist 1795 der Akademie vorgelegt. Siehe auch ebenda, t. XI, 1793

(1798), Histoire p. 58 (prés. 1797).
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(ax) + 'B(p,?) + U(Q@ﬁf) + D 00z
Ersetzt man 1n d'J : o 9}/2) +E (38 583 ) = 0
1 . Ak * X = U
tienteﬂ durch ihre FLUS]eSder< (Tlelchullg die (§inzelnel] DE?/
Werte, so treten die" 1 81 gegebenen Integralgleich ifferential quo-
Derivierten in vers hjvl kiirlichen Funktionen % chung berechneten
Jieser KOl’ﬂbinutioDe(; letlifnen Verbindungen auf umll)d [ nebst ihren
kiirlichen Funkﬁoﬂen ]Se ].it Trembley, da die (‘ﬂei; }ie Koeffizienten
6 Gleichun one mehr enthalten soll, glei chung keine will-
gen fiir die @ und II, wie ];,D eich Null und erhilt
) s W 7. b. a S0

ad\2 Fr gy
c(n )+ Gyl +E(C2)(G) =0

A Sen ].e].Ch [ V
e ‘} ungen laSSen Siﬂh Zunﬁ(}hst d .
L 1€ el‘h:'ilt i
nisse der

| G‘rrbﬁen 4 !
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durch
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Aufgabeg fiir s ;I'l’udlem.n und @ zn bestimmenunk;jmnen’ 80 besteht
rechnet' aus dp ielle Fille. Zuerst nimmt er J",], rembley 16st die
| en erwi _ C T — T3 e L
and @ durch die (;Wﬁlmfgﬂ 6 @leichungen die Ab?'t anl) und be-
b, wie sohorn am; d7 . dargestellt. TFir @ eitungen von JIT
der einen angefiihrten Relationund .(’D, ergeben
n ersichtlich, di
, Gie

sic
Gleichungen
a0 [E— VEE=TCD
°2 )+ [ -VELE—4CD)| (29
and () 7 G =0
0" E+VEE—~40D)
G+ [P P () =0

and das sind, wi 1
Jcann, gemau diele(;f;ciel Natur der Aunfgabe nach nich
der Geiehung 2. Ordn "Ul]lg;n, welche Laplace zu ]?Pt anders sein

2 ung auf die kanoni ur Transformati
orsetzt beide Gleichungen durch Lo tots hle Form benutate \Tr(;rrrr}j‘ll)zmn
o totale . ‘ ey

(ETV(EE —4CD)) ¢y — 2Dz =0

so £, ' und D als g
aegeben betr
Formeln : g zu betrachten sind:
en I ]fa Engui’j,,“’elche nach Berechnung Iivosrllmzl;’ fos welteren
D‘iﬁ.eréntja,lg‘l | 1durch die Koefﬁzientembg i B und @” die
g eie 11]118' a,usdlrﬁcken' L\nrﬂ-ooﬁ -7 d y ot e de]‘ ge._
Analog wird der Fall

Wobei al
steﬂt er
Funktion
gelbenen

D =@
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A t:l a ACH demiae Petro politana.e, t jﬁ.] 1792 (1 9 ) II ‘
ova ] {J4), istaire'
) P. 3.‘),
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untersucht.!) Noch mehr Gelegenheit zu rechnen gibt die Annahme?)
einer komplizierteren Integralgleichung

g =200 [FHD) + [O(@")],
i=10
wobei die I'® und 7@ die Derivierten von F bzw. /° bedeuten, und
die 11¢) pach einem gewissen Gesetz auseinander hervorgehen. Weiter-
hin geht Trembley von der Integralgleichung

I,D(x, Y 2) = H(x: 7/) . F(@(x, fU))

aus?), die ihn zuniichst anf eine komplizierte partielle Gleichung mit den
abhiingigen Variabeln ¥ und # und drei Bedingungsgleichungen fiihrt.
Diese komplizierte Form vergleicht er sodann mit der allgemeinen
partiellen Gleichung 2. Ordnung, welche die ersten Ableitungen von z
in der 2. Potenz enthiilt, und stellt  durch die Koeffizienten der
letzteren dar. Ist nun eine derartige Gleichung 2. Ordnung gegeben,
so existiert, wenn ¢ auBerdem die erwihnten Bedingungsgleichungen
erfiillt, ein Integral der angegebenen Form. Ein Anhang®) bringt
eine Abéinderung der besprochenen allgemeinen Methode. Endlich ist
zu erwihnen, daB Trembley eine Unmenge von Beispielen, besonders
aus Eulers Integralrechnung, nach seiner Methode rechnet, die nur
den Nachteil hat, daB man bei einer heliehig vorgelegten Differential-
gleichung von vornherein ersehen sollte, welche Form das Integral
haben wird.

Von den Gleichungen hdherer Ordnung gesteht Euler in
semer Integralrechnung®) zu, daB die Einfiihrung neuer Veriinderlicher
hier wegen der allzuverwickelten Formeln wenig zweckmiBig ist.
FEuler beschrinkt sich auf drei Typen von Gleichungen, deren erster
dadurch entsteht, dal man eme einzige Derivierte hoherer Ordnung
gleich Null oder einer Funkbion von # und y gleichsetzt.5) Fiir die

d’z 3,
(d_m-“ =07

(dz)___“r'
da! "7

das auf die Bedingung #*= &® fithrt und so drei partikulire Integrale

G‘rleich ung

versucht Fuler ein Integral

der Form

1) Nova Acta Academiae Petropolitanae, t. XI, 1792 (1797), Histoire, p. 421
*) Ebenda, p. 83 ff. %) Ebenda, p. 101 ff. *) Ebenda, p. 105—109.

5) Institutiones caleuli integralis, vol. III, p. 348. %y Ebenda, p. 351 bzw. 355,
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5= oeT()

mit der willkiirlichen Funktion I" liefert; eine &hnliche Methode hat

aler auch zur Integration der Gleichung der Saitenschwingungen
penutzt (S. 996). Als zweiter Fall ist die Gleichung behandelt, welche
die Ableitungen nach eiper der beiden Variabeln & und y gar nicht
enthilt. Man kann deswegen z. B. in der Gleichung

dz ddzy |
Pt @ 5h) + B () + =0,
wo P, @& B, - Funktionen von z und y sind, y als konstant an-

gehen und integrieren; man hat lediglich fiir die Integrationskonstanten

na,chtrﬁglich arbitrire Funktionen von y einzufiihren. HKuler be-
trachtet verschiedene integrable Gleichungen 3. Ordnung; hierauf die

ng der Sehwingungen elastischer Lamellen

(@_)_ (cldz)
az) = 4% \gzs)

der er als partikulires Integral die (Gleichung

ddz dz

() +0 (2
Bedingung b = -+ @ angibt.) Der dritte Typus, von Huler
gener bezeichnet, ist dadurch charakterisiert, dafl die Diffe-

hung nur Derivierte derselben Ordnung und kein Absolut-
g‘lied pesitzt. Fir die Lisung der Gleichung

4 (%) +m(00g)+ 0 (ia )+ =0

wo A, B, c, ... Konstante sind, gibt Euler die Regel an: man bilde
he Gleichung 1** Grades

Gleichu

von

1 it der
als homo
rentialglel

die g,lgebl'a,isc

Ant+ But~ 4 Ot 24 .- =0
and bestimme ihre Wurzeln e, 8, ¥, - - 3 dann ist das ,vollstindige
Integml“ der vorgelegten Gleichung

2=1TI(y —I—Vocx)+d(y—i—ﬁx)—|—2(y+yg;)+...7

w0 T, 4, Z, . willkiirliche Funktionen sind. Im Fall gleicher

-

1, Institutiones caleuli integralis, vol. III, p. 874 Die Schwingungen

r Lamellen und Ruten unter verschiedenen Grenzbedingungen hat

gfithrlich Acta Academiae Petropolitanae 1779 (1782), pars I, p. 10311,
Daran kniipft endlich ein Aufsatz von Lexell an: ebenda, 1781

olastische
pler 20

o hande]t.
| (b:qsa), pars II, p. 1851
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Wurzeln treten Faktoren w, 2% ... oder, was die Form des Integrals
nur scheinbar dndert, y, %% ... auf; ein Resultat, das Euler dadurch
erhilt, dali er die gleichen Wurzeln als unendlich wenig verschieden
annimmt und nach geeigneter Umformung zur Grenze iihergeht. Ist
von den ersten Koeffizienten 4, B, (), ... eine Anzahl Null, so sind
ebensoviele Wurzeln » unendlich groB'),i und der entsprechende Teil
des Integrals lautet I'(z) + yd(z) + 2 Z(z) + - - -

Dieser Gleichungstypus begegnet uns hereits bei Laplace?), der
indessen auf der rechten Seite statt der Zahl O eine gegebene Funk-
tion X von » annimmt. Laplace behandelt die Gleichung mit Hilfe
einer Methode, die derjenigen fiir die lineare totale Gleichung »™ Ord-
nung vollkommen analog ist (vgl S.931); nach seiner Behduptuno
hat sie schon d’Alembert im 4. Band seiner Opuscules integriert.
Ma,n vergleiche hierzu auch die von Legendre behandelte Glelchuno

Oldnuno (vgl. 8. 1012).

Euler hat noch verschiedene spezielle Gleichungen hiherer Ord-

nung integriert; als Integral von

(5,5) = 20 (5%) + 20 (%2) + 105

diy’,
(i) =+ 2 (55) = s

und kniipft daran die Bemerkung, daB man a posteriori, d.h. vom
Integral ausgehend, noch weitere derartige Beispiele finden konne.
Das Problem der Schwingungen von Glocken behandelt Euler durch
Zerlegung der Glocke in Kreisringe und Betrachtung von deren Be-
wegung. Als (leichung fiir die letztere erhilt er

= 700\ 78) + 22 (32 + (39"

mit der partikuldren Losung

Yy = Asm( -f-oc) sin (~—~]/( i1 — 1)_;_1,.)

gibt er?) an

wo 4 jede ganze Zahl bedeuten, jeder Sinus durch einen Cosinus er-
setzt werden kann, und A, «, v willkiirliche GréBen sind. Aus den
Partikulérlgsungen fiir die Kreisringe sucht er dann die Schwingungen
der ganzen Glocke zu konstruieren.

Y Institutiones calculi integralis, vol. III, p. 387. ) Miscellanea Tauri-
nensia, t. IV2, 1766/69, p. 389. %) Institutiones calculi integralis, vol. III,
p- 377. ) Novi Commentarii Academiae Pefropolitanae, t. X, 1764 (1766),
p- 269. Vgl. Burkhardt, a. a. O., Heft 2, S. 864.

7l




Totale und partielle Differentialgleichungen, 1019

Monge behandelt') durch sukzessive Ordnung‘serniedrigung einen
weiteren Typus, welcher allgemeiner Behandlung zuginglich ist, niim-

jich die ‘Gleichung

m em—1 7, S i — 2
272 _5,__{ -+ m—1, b,,, & S - (m - 1) o 29,2 5 . @dz
& m mz Y m—1 ! 2 i ¥ — 9 -=0
dx dz d;’/ - dx 'd?/'-'

mit dem Integral
() Gl e e (3),

wo [, £, e willkiirliche Funktionen bedeuten. Monge sagh:

®

Setzt man

gm=i, o 8T 2de
gt S — Da2y O D =T
d mm— 1 ( ) |/I {? :vm - 2d ?/ R b

rgibt sich mit Benutzung der vorgelegten Differentialgleichung

g0 €
SV dV S
L T
also
7o g — 1 .'”U. s
VF=y""'¢ ( y)
M @
J}m—l . + = gyl (,‘._.)
d'];m -1 / (p Y

s intégrale premiere der gegebenen Gleichung aufzufassen und kanp
ebenso weiter behandelt werden, ohne daB durch die willkiirliche
Funktion ¢ die Integration erschwert wiirde. Weiterhin hehauptet

=g +k

Jas endliche und ,vollstindige® Integral von
W=G+K

enn 2 =g baw. £=1F die endlichen vollstindigen Integrale von
W= G bzw. W =K seien, wo W, &, K Ausdriicke obiger Art
siﬁd- Mit Hilfe dieser Regel sucht er dann Gleichungen ,

Sei; w

WAV + BV 4. =K

o
) Miscellanea Taurinensia, t. V3 1770/73, p. 94. Auch bei Condorcet

det sich in einem Aufsatz tiber partielle Differentialgleichungen Histoire de
ﬁ,icadémie des Sciences 1770 (1773), p. 1511, die Schreibweise §”d™ 7, wo mit
A Differentiation nach z, mit ¢ diejenige nach y angedeutet ist. Siehe auch

die . ) o h) : Al
d.be % 1772, part. 1 (1778), p. 14 ) Ebenda (Mise. T.), & V% 177073, p. g9
8 .
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sn behandeln, wo die W, ¥V, ¥/, ... Gebilde obiger Art mit ver-

schiedenen m bedeuten.
Nikolaus FuB schreibt!) iiber die Integration der Gleichungen

Az—l—])’PZ‘O; Az + BP+C@Q=0

usw., wo A, B, C, .. Konstante und

P () 1o () 0= (50 + 200 (0) + v (57)

usw. Legendre behandelt®) in seinem mehrerwiihnten Aufsatz die
vervollstindigte Gleichung dieser Art

m_ dv dv 2 ddv ddv 2ddv
l—a@—l—b( + d)—l—c( T + 2 d(l+ yg)_[_...
und gibt an, daB sie sich entweder durch Orduungserniedrigung be-
handeln 188t oder mittels der Substitutionen
X
=0 y=m=
in die Gleichung

T'=uv -+ bx o + ex? dd”—i— e

- d T od=®
tibergeht, deren Integration keinerlei Schwierigkeiten macht.

Die allgemeine lineare Gleichung 3. Ordnung mit drei

Variablen ist von Monge nach seiner bekannten Methode behan-

delt.’) Sei
dr = adx + fdy; ds = fdx + ydy; dt =ydx -+ sdy,

so daB also «, f, p, ¢ die vier partiellen Differentialquotienten 3. Ord-
nung sind, sowie

Ae+ B+ Cp + De + E =0,

wo A, B, C, D, E gegebene Funktionen von z, y, 2, p, g, 7, 5, ¢ be-
deuten. Eliminiert man daraus drei von den vier GriBen e, f, 7, &
¢o0 entstehen Gleichungen, welche, da sie die vierte der Groflen «, f,
#, ¢ nicht bestimmen konmen, zerfallen miissen. So erhilt Monge
durch Rlimination von B, y, ¢ die zwei totalen Gleichungen

Ad?]g—— Bdytdzx + Cdyda® — Dda®= 0
dyg(]i’m 1 (ds+ Ddt) — dzdy(Cdr 4 Dds) + Dda*dr + Edy* =

1 Acta Academiae Petropolitanae 1780 (1783), pars I, p. 764, 2) Histoire
de I'Académie des Seciences 1787 (1789), p. 336. *) Ebenda 1784 (1787), p. 155.
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Zwei Integrale
Ve—=a und U=1Dd

ger (leichungen liefern das erste Integral
V= o(U)

Jer urspriinglichen Gleichung. Monge beniitzt diese Methode zur
Tntegration der Differentialgleichung der Regelflichen (vgl. 8. 571), die
?

er in der Form

die

Bo -+ 3tuf - Study + ude =0
wo zur Abkiirzung
s+ V(S —rt) =u")

Die eben aufgestellten totalen Gleichungen lauten in

angibt,

gegetzt 1st.
diesem Falle:

Byt — 3tudy’dz + 3twidyda® — wdz® = 0;

dy*(3¢dr + 3tuds 4 urdt) — dwdy(Buidr + u'ds) + P dz*dr = 0.
Die erste dieser Gleichungen hat drei gleiche Wurzeln

tdy — udz = 0;

gadureh geht die zweite Gleichung in

widt + 2utds + Bdr =0

U
— =

i

mit dem Integral

aber. Damit findet man aber aus
tdy —udw =0

- (leichung
die y=az+b

o

and gomit das erste Integral

= 3o (i)

561521; man fir % geinen Wert in
| U
=q

t
. go kommt .
ety r 4 2as + at =0
— /'“
) Diese Gleichung 148t sich mit der vorhergehenden gleichartig schreiben
1

ﬂﬁ.ﬂﬂich t2,r—|—2tu.s—{—w--.t=0.

[ ‘z o
L S e e
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mit dem intégrale complete
z=zxplax —y) + alax — y).

Monge erhilt endlich die beiden simultanen Gleichungen

y=oazx+ @a) wmd z=azv(a)+ z(a),

aus denen man sich @ eliminiert zu denken hat. Nach einer Bemer-
kung, wie die einzelnen Wurzeln, der erwahnten totalen Gleichungen
des allgemeinen Falles zu kombinieren sind, wenn jede dieser Glei-
chungen ungleiche Wurzeln besitzt, weist Monge darauf hin, daB
seine Methode auch auf Gleichungen heherer Ordnung anwendbar ist
und nennt den ihr zugrunde liegenden Gedankengang la véritable
métaphysique du caleul aux différences partielles.!)

Legendre verwandelt?) die spezielle Gleichung 3. Ordnung, in
welcher die abhingige Variable v héchstens einmal nach y differen-
tilert auftritt, durch die Transformation

dv ,
G +pv =1

in eine Gleichung 2. Ordnung, wobei p eine einfache Differential-
gleichung zu erfiillen hat.

Trembley hat auBer der Gleichung 1. und 2. Ordnung auch
diejenige 3. Ordnung aus dem gegebenen Integral konstruiert.?) Er
sebzt '

¢=1I(z, y)  F(D(, ),

wo unter I eine willkiirliche Funktion zu verstehen ist. Indem er
aus den partiellen Ableitungen von 2z die allgemeine Gleichung
3. Grades bildet, welche diese Ableitungen nur in der ersten Potenz
enthilt, bekommt er vier Bedingungsgleichu:ugen, von deren Rrfiillt-
sein das Bestehen der Differentialgleichung 3. Ordnung baw. der an-
genommenen Integralgleichung abhingt. Die eine dieser Bedingungs-

)

-~ vom 3. Grade und
(72

Yy Histoire de I’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 158. Es mag hier

noch die Gleichung
(d5z) (dsq) _( a‘z ) ( ds )
dx®/ \dy®)  \dztdy/ \dzdy?

erwithnt werden, die ebenda p. 567 kurz besprochen ist. %) Ebenda 1787 ‘
(1789), p. 332. % Nova Acta Academiae Petropolitanae, t. XIIT, 1795/96 (1802),

p. 101ff, Aus dem Jahre 1798.

gleichungen ist hinsichtlich der Unbekannten
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liefert somit drei Werte von @, die &', @, @ heiben moégen. Hier-
mit ergibt sich das Integral

z=1II" F(@) + 11" f(@") + 1"+ Z(@""),

wo F, f, £ willkiirliche, II', 11", IT"" passend zu bestimmende Funl-
tionen sind. Die Methode hat den Nachteil, duf von vornherein nicht
zu ersehen ist, ob ein Integral der angenommenen Form existiert;
trotzdem scheut Trembley nicht vor der Berechnung der kompli-
siertesten Ausdriicke und Formeln zuriick.

Cousin ist, indem er die oben erwdhnten Untersuchungen in
anderer Richtung weiter verfolgte, zu einem Theorem iiber die Inte-
gration der allgemeinen im Mongeschen Sinne linearen Gleichung
n'* Ordnung gekommen® ), das die Integrationsvorschriften von Monge
fiir die Gleichung 1., 2. und 3. Ordnung als Spezialfille umfaft. Sei

i ]
d'z d*z d'z d"z

T 3 —{-4 o P
* dy" +f d_q/"—ldx ¥ dy" " “da? T '

an "

wo & fB, 7, ... & 7 Funktionen von z, y, # und den partiellen Ab-

eleiteten von z, die der (» — 1)*® Ordnung einschlieBlich, bedeuten.
Man berechne die Wurzeln der Gleichung

em 4+ fmt T 4yt e =0
(vgl Eulers homogene Gleichung S. 1017) und bilde die GriBen
om + B=uwk; wlm4y=oau; ocum-+ 6= av

usw. Dann ergeben sich alle Integrale der urspriinglichen partiellen
Gleichung durch Integration folgender beiden totalen Gleichungen

Cmdy +dz—=0 und aem(dp + idg + udr + vds + .- + vda =0,

w—1
wo P, @, 7, 5, - .- die Differentialquotienten (» — 1)**" Ordnung d‘;fl ,
¥y
m—1, . . . ..
% —, ... bedeuten. Cousin betrachtet sodann speziell diejenige

dy'~da o
Gleichung, welche keine Produkte oder Potenzen von Differential-

uotienten enthilt, in der also simtliche Abgeleitete linear 'auftreten;
er bezeichnet sie als lineare Gleichung, wahrend Monge dabei nur
das Linearsein der Derivierten %" Ordnung fordert. ‘

Zu den friihest behandelten Differentialgleichungen von
mehr Variablen und hoherer Ordnung — die 1. Ordnung sind

S
' 1) Histoire de I’Académie des Sciences 1783 (1786), p. 688ff Im Text st
Jie Darstellung von ebenda 1784 (1787), p. 407 zugrunde gelegt.
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bereits an Ort und Stelle besprochen worden — gehoren die Grund-
gleichungen der Hydrodynamik. Euler gibt, wie schon erwihnt, in
einem Brief an Lagrange die Gleichung

1 (ddu ddu ddu ddu
5qh (G) = (755) + (§5% + (Gz)
an und sucht partikulire Losungen von ihr aufzufinden’) Lagrange
sucht fernerhin die allgemeinen hydrodynamischen Gleichungen in
ihrer Lagrangeschen Form zu integrieren.?) Durch Einfihrung der
Multiplikatoren L, M, N, wo L, M, N Funktionen der drei Variablen

(changeantes) X, ¥, Z bedeuten, Addition und Integration iiber den
von der Fliissigkeit eingenommenen Raum erhilt er zunichst die

Gleichung
d*z d*y d*z 1
f(a?fl’ + oA M+ 5N dXdYaz
. Crdtx d?y az d%y dizx
= j (@0l + axay &+ axar L + i M + vax ¥

d*z d*z d*x Y g
tavaz M+ g+ gzax ¥+ quay N)dXdYdz
Die hier auftretenden dreifachen Integrale werden durch partielle
Integration umgeformt, so daB z B. '
d L

d® L
AXdYdZ + f(j—j L—25%)aYdz usw.

iz ; - )

aX*
Lagrange zeigt, dal unter gewissen Bedingungen, die allerdings in
den meisten Fillen nicht angebbar sein werden, alle auftretenden
Doppelintegrale (Oberflichenintegrale) zum Verschwinden gebracht
werden konnen und reduziert dann durch die Festsetzungen
&L, AN AN &M @5 :
kL N LN

i T axay Taxdz = v T avax Tavaz—
@EN | d°L | &M

dz? + dZdX + dzZdY

KN
und die Substitution
s= [{eL +yM +:NyaXaydz

— das Integral genommen iiber den von Flissigkeit erfillten Raum —
die urspriingliche Gleichung auf | |

1y Miscellanea Taurinensia, t. II%, 1760/61, p. i—10. Vgl. auch Histoire
de I'Académie de Berlin, t. XV, 1759 (1766), p. 286 ff. %) Miscellanea Tauri-
nensia, t. II%, p. 120. Mit Benutzung von Burkhardt, a.a. 0., Heft 2, 8. 365.
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d¥s

g5z = fes.
Bestimmt man daraus s und berficksichtigt die physikalischen An-
fangsbedingungen fir ¢ =0, so lilt sich damit, wie Lagrange an-
deutet, die Berechnung von z,y, # auf die an einfacheren Differential-
gleichungen 2. Ordnung auseinandergesetzten Methoden zuriickfiihren.
Die Berechnung von L, M, N gelingt Lagrange nur in speziellen
Fillen; so fihrt die Annahme

L = AeoX+av+raVE M — BArX+eT+raVE, N — o Xtqv4rnVi
auf die Gleichungen

A =c(dp’+ Bpg + Cpr); B=c(Bg*+ Apg + Org);
C=c(Cr*+ Apr + Bqr)

zur Bestimmung von p, g, 7. SchlieBlich?) sind noch Reihenentwick-
lungen abgeleitet, die jedoch sehr viel Raum einnehmen.

Unter allgemeinen Gesichtspunkten sucht die Gleichungen von
mehr Variablen zuerst Euler zu behandeln. Er macht auch darauf
gufmerksam, daB bei drei unabhingigen Variablen die willktir-
liche Funktion der Integralgleichung eine Funktion von zwei Variablen
ist.?) Er unterscheidet verschiedene Typen, die einer gleichartigen
Behandlung zuginglich sind. Ist eine einzige Derivierte von » einer
beliebigen Funktion der unabhingigen Variablen gleichgesetat, so
findet man das Resultat, indem man bei jeder Integration alle Ver-
znderlichen bis auf eine konstant 140t und die Integrationskonstanten
durch willkiirliche Funktionen dieser Variablen ersetzt. Die Anzahl
der willkiirlichen Funktionen, bemerkt Fuler ausdriicklich, ist immer
gleich der Ordnung der Differentialgleichung, Ist weiterhin die Diffe-
rentialgleichung von der Art, daB sie nur die Ableitung nach ein und
derselben Variablen, etwa z enthiilt, so kann man wieder die tibrigen
Veranderlichen als konstant ansehen und nachher — wie wir sagen
wiirden — die Variation der Konstanten anwenden. Treten nur die
Ableitungen nach zweien der Variablen auf, so kann man wenigstens
die dritte als konstant betrachten und die Gleichung als Differential-
gleichung zweier unabhiingigen Variablen behandeln.®) Euler unter-
gucht auberdem speziell die ,homogene® Gleichung 2. und 3, Ord-
nung, d.i. jene Gleichung, welche nur die Differentialquotienten der
hochsten Ordnung und kein Absolutglied besitzt. Unter der Annahme,
dafl » nur von

1) Miscellanea Taurinensia, t. I% p. 127, *) Institutiones caleuli inte-
gxalis, vol. III, p. 397. %) Ebenda, bzw. p. 409, 416, 419,




1026 Abschnitt XXVIL.
t=oax+ fz und u=ypy+9dz
abhiinge, fithrt die Gleichung 2. Ordnung™

A (3 B8 + 0(4) 4 2p() + 28(1%)

dm? Y

+ 27 (750) = 0

durch Einfithrung von # und « an Stelle von z, 9, # zu den drei
Gleichungen
Aae +CBp+2FEaff=0; 2CF0+ 2Dey +2Ead + 2Ffy =0
und
Byy 4+ 000+ 2Fyd =0,
die sich zu der Bedingung

AFF+ BEE 4 CDD = ABC+2DEF

vereinigen lassen. Das ist aber, sagt Euler, die Bedingung dafiir,
daB sich

‘ Azz + Byy + Ce2 + 2Dzy + 2 Ezz + 2 Fys

in

(ax + by + c2) (fx + gy + he)

spalten 1iBt. Nun lassen sich die Quotienten % und 2 durch die 4,
7

B, G, ..., diesc selbst aber durch die @, 6, ¢, ... ausdricken; so ge-
lingt es Kuler, # und « (bis auf einen konstanten Faktor, der gleich-
giltig ist} durch die a, b, ¢,... darzustellen; beim Bestehen der er-
wihnten Bedingungsgleichung, welche, wie nebenbei?) gezeigt wird,
die homogenen Gleichungen 1. Ordnung

(2405 e (B0 wa 1(2-40(% 42(%) 0

im Gefolge hat, lautet dann das ,vollstindige” Integral

vﬂf(ﬁ_ z*&—y--—-f—)—i-d(%—%&ﬂ_ z)}

7 ¢ b g I

wo I’ und o willkiirliche Funktionen sind. Euler behandelt sodann
die homogene Gleichung 3. Ordnung?®) unter der Annahme, daB ein

Integral ; ] .
o () + () + (@) =

. 1 Institutiones caleuli integralis, vol. IIL, p. 447 ff. ) Ebenda, p. 451.
% Ebenda, p. 453. '

[ -
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existiert; diese Hypothese fiihrt auf die Bedingung, daB ein gewisser
algebraischer Ausdruck 3. Grades, gebildet aus z, Y, 2 und den Koef-
fizienten A, B, G, ... der gegebenen Differentialgleichung, sich in dye;
Linearfaktoren der Form ax + by 4 ¢z spalten liBt: ist diese Be-
dingung erfiillt, so kann dus ,,vollstindige” Integral. ohne weiteres
angegeben werden. Aber auch wenn vollstindige Zerfillung in
Linearfaktoren nicht mdglich ist, sondern — und dies gilt allgemein
auch fiir homogene Gleichungen héherer Ordnung — lediglich eine
Zerspaltung in Faktoren hoheren Grades moglich ist!), kann man noch
einen gewissen Nutzen aus dieser Faktorenzerlegung ziehen; denn es
ist dann wenigstens Ordnungserniedrigung anwendbar, so fiihrt z. B.

ein Faktor 2y — 2z auf
ddv ddv
(zoay) — (az2) =0
SchlieBlich wird moch der Fall, daB eme der GroBen a, b, ¢ gleich

Null ist, an einem Beispiel erldutert. Endlich sagt Euler?) von dex
hydrodynamischen Gleichung mit vier unabhéngigen Veriinderlichen

ddvy - (ddv ddv ddv

(@) = (@) + (a57) + (22°)
daB ihr vollstindiges Integral zwei willkiirliche Funktionen von je
drei Variablen haben miisse, und versucht ein Integral der Form

v="TI"(ez+ By + yz + 01).
Es ergibt sich die Bedingung
66 = -‘—ﬁﬁ —f—-ygl

Ferner gibt Euler noch die Integrale

_ It Veatyyte) | _ClatVE—yy—z5)
(xe+yy 22 ’ Vit —yy —z2)

gowie die beiden anderen an, welche sich durch Vertauschung von x

H

mit y und z hieraus ergeben.
An anderer Stelle behandelt Euler spezielle Gleichungen von
mehr Variablen; fiir die Schwingungen von Pauken stell er®) die

eichung
Gl " 1»(51(1_2 _ (ddz ddz
ve Care) = (a2) + (57)

auf; hier findet man leicht

e

1y Institutiones caleuli integralis, vol. III, p. 457. %) Ebenda, . 458.

,3 Novi Commentarii Academiae Petropolitanae t. X, 1764 (1766), p. 252.

OAXTOR, Geschichte der Mathematik IV. »
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g = & (ax + py + vi),
WO

we + B = g;’
ist. Er versucht!) auch fiir den Fall ¢ =1 eine Lsung der Form

z=sin (¢! -+ A) sin (ﬁm + 23) . sin (/F_)’J 4 @);

a
dann miissen die Konstanten ¢«, §,  der Bedingung
wl= 4

gehorchen. Huler erkennt diese Lésung als den Fall der Schwin-
gungen einer rechteckigen Membran, die an den Réndern ringsum
befestigh ist. Um weitere Losungen zu finden, transformiert er auf
Polarkoordinaten und wird dabei schlieflich auf unsere Zylinder-
funktion gefiihrt.

Monge behandelt?) die lineare Gleichung 2. Ordnung mit drei
unabhiingigen Variablen; man erhélt sie aus der Eulerschen homo-
genen (leichung, indem man ein Absolutglied hinzufiigt und die
Koeffizienten als Funktionen der vier Variablen und der Derivierten
1. Ordnung auffafit. Monge wendet sein oft bewihrtes Verfahren
an, indem er die drei (fleichungen, welche die Derivierten 2. Ordnung
mit den totalen Differentialen der drei unabhingigen Variablen und
der drei Derivierten 1. Ordnung verkniipfen, einfiibrt, mit ihrer Hilfe
drei Derivierte 2. Ordnung aus der urspriinglichen Gleichung eliminiert
und wie immer das Resultat der Elimination in einzelne Gleichungen
zerlegt. - Er erhilt so genau dieselbe Bedingungsgleichung wie Euler,
nur in etwas anderer Bezeichnungsweise, und sagt von ihr: ,la pro-
posée n'est intégrable que lorsque les coéfficiens satisfont & cette
condition”; daf sie die Bedingung fiir das Zerfallen eines gewissen
Ausdrucks in Linearfaktoren ist, braucht er deshalb nicht anzugeben,
weil er sie umgekehrt gerade aus diesen Linearfaktoren, die ihm

seine Methode zuerst lieferf, herleitet. Monge deutet auch kurz die

Ausdehnung seines Verfahrens auf Gleichungen hoherer Ordnung anj
er findet, daf die Anzahl der Bedingungsgleichungen — im Fall von
drei unabhiingigen Variabeln natiirlich — immer gleich der Ordnung
der Differentialgleichung, vermindert um die Einheit, ist. Im An-
schluf daran erwihnt er wieder, daB seine totalen Gleichungen, auf
die er das Problem reduziert, von derselben Allgemeinheit (de la
méme généralité) seien wie die partiellen Gleichungen. ,Le travail

Iy Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. X, 1764 (1766), p. 248.
® Histoire de I'’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 161.

1
§ i
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de lintégration“, sagt er, ,ne consiste donc plus, lorsqu’elle est
possible, qua transformer ces équations en d'autres qui les com-
portent toutes et qui soient intégrables”. So eigentiimlich diese Worte
beim ersten Lesen anmuten, man muf} sich hiiten, ihnen allzu groBe
Bedeutung beizumessen odel gar Liesche Ideen darin finden zu wollen;
Lie sagt ausdriicklich, Inteﬂratmn ist nichts anderes als 'llansfm—
mation; Monge unterscheidet genau zwischen Transformation und In-
tegration; was er verlangt, ist lediglich Transformation auf einen
integrablen Typus.

Auch Legendre untersucht?) die lineare Gleichung 2. Ordnung

ddv ddv ddv
~dwt T Czdy Tl asa T

verlangt aber im Gegensatz zu Monge, daf die Koeffizienten a, b, . ..
die abhingige Variable v nicht enthalten, also Funktionen von z, y, #
allein sind. Als ,notwendige Bedingung® fiir die Xxistenz eines In-
tegrals, das nur eine endliche Zahl von Termen aufweist, hezeichnet
auch er die Moglichkeit, das Polynom #*4- azy 4 bxz 4 ... in zwei
rationale Faktoren zerspalten zu kénnen. Er behauptet, daB fiir
Gleichungen aller Ordnungen ein dhnliches Gesets bestehe, und geht
dann?) endliech zu Gleichungen 2. Ordnung mit vier unabhingigen
Veriinderlichen iiber, bei denen das Prinzip der Zerspaltung wieder
von Bedeutung wird.

(leichungen mit mehreren abhingigen Variablen treten im
allgemeinen nur bel Simultansystemen auf, wie sie schon frithzeitig
bei hydrodynamischen Problemen untersucht wurden; so haben La-
glange‘"’) und d’Alembert*) das System

dp  dg . dp dq
T =% da =Y

integriert. Der Fall einer einzigen Gleichung mit mehreren abhiingigen
Variablen findet sich bei Trembley, welcher die Gleichung

do\ /dy do\ /du _
() @) — @) (@) = 0
durch ¢ = F'(u) integriert ®); die Beziehung ¢ = F'(u) sieht Tremble y
Jediglich als Integral der gegebenen Differentialgleichung an, wihrend

—

1y Histoire de PAcadémie des Sciences 1787 (1789), p. 823. *) Ebenda,
331 % Miscellanea Taurinensia, t. III® 1762/65 (1766), p. 205. %) Opus-
mathématiques, t. V, 1768, p. 41. %) Nouveaux Mémoires de I’Académie

cules .
de Berlin 1792/93, p. 386. Vgl hiersu auch Condorcet, Histoive de 1'Aca-

Jdémie des Sciences 1772, part. 1 (1775), p. 17. In obiger Form 1:#ft sich be-
Kka antermaBen auch die Gleichung der abwickelbaren Fliichen Pt — 8% =

gchreiben.
66
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wir heutzutage diese als notwendige und hinreichende Bedingung fiir
das Bestehen einer Relation zwischen o und p auffassen; Trembley
hat also, wenn man so sagen darf, nur das ,,hxmelchend“ elngesehen.

Voun den Differentialgleichungen mit drei oder mehr Verinder-
lichen haben wir bis jetzt nur die partiellen betrachtet. Simultan-
systeme wenigstens von totalen Gleichungen sind uns wiederholt
begegnet; wie wir uns erinnern, lag in ihrer Anwendung In zwe
wichtigen Fillen Methode und zielbewuBite Absicht. Der eine dieser
Fille ist die Reduktion einer totalen Gleichung 2! Ordnung auf ein
System von 2 totalen Gleichungen 1. Ordnung. Hine besondere
Integrationsmethode fiir dieses Ersatzsystem wird indessen nirgends
entwickelt, wohl deshalb, weil das betreffende System da, wo es auf-
gestellt wird, nicht die Integration erleichtern, sondern anderen
Zwecken, wie z. B. der Herleitung irgend eines allgemeinen Satzes
(vgl. 8. 905) dienen soll. Doch wird angeblich in speziellen Fillen
fir # =2 und n—=3 auch die Integration selbst durch Kuler i
Angriff genommen und zwar mit Hilfe eines Multiplikatorensystems,
ohne daf jedoch deren allgemeine Existenz behauptet wire.!) Wieh-
tiger ist die Heranziehung von simultanen totalen Gleichungen zur
Integration der partiellen Differentialgleichungen, wie sie von La-
place, Lagrange und Monge (vgl. insbes. 8. 947, 972, 1009) geiibt
wurde. Monge selbst geht ja hierbei soweit, daB er den Verein
totaler Gleichungen nicht nur als ein Hilfsmittel zur Integration der
partiellen Gleichung, seine Integration nicht blof als eine Aufgabe
ansieht, auf welche sich diejenige der partiellen Gleichung stets zu-
riickfiihren 1iBt, sondern den betreffenden Verein als ein der partiellen
Gleichung vollkkommen gleichwertiges Gebilde ansieht, weshalb er den
Verein totaler Gleichungen selbst nicht durch eine Reihe einzelner
Integralgleichungen, sondern durch ein Integral mit willkiirlichen
Funktionen integriert.

Speziellere Systeme hat zuerst d’Alembert integriert, dem man
iiberhaupt die systematische Untersuchung von Simultansystemen ver-
dankt.?) Interessant ist die Behandlung des Systems von Differential-
gleichungen der Schwingungen einer endlichen Zahl von Massen-
punkten durch Lagrange bei Gelegenheit seiner Untersuchungen
tiber Saltenschwmduncren?’), doch sind die Gleichungen zu speziell, als
daB hier darauf eingegangen werden konnte. In demselben Aufsatz,
der die Theorie der Adjungierten enthilt, bringt Lagrange?) ein

Y Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften IT A 4b S. 246.
%) Vgl. diese Vorl, III% S. 898, 901. %) Miscellanea Taurinensia, t. I® (1759),
p. 26. 4 Ebenda, t. IIT% 1762/65 (1766), p. 223.




Totale und partielle Differentialgleichungen. 1081

System von Gleichungen, auf das sich diese Theorie iibertragen 1aB¢;
die Verwendung seiner Variation der Konstanten auf ein spezielles
(leichungssystem haben wir bereits erwihnt (vgl S. 926), desgleichen
die Ausdehnung einer von Laplace herriihrenden Naherungsmethode
auf ein System von Stdrungsgleichungen (vgl. 8. 923). Auf ein
interessantes Simultansystem, das Cousin behandelt'), und seine
approximative Berechnung kann hier, da die betreffenden Entwick-
lungen allzu umfangreich sind, nicht eingegangen werden. Endlich
sei noch an die zahlreichen Simnltansysteme, auf welche die Mechanik
z. B. im Dreikdrperproblem fiihrt, erinnert.

Wir charakterisieren hier nur die Integration des Simultansystems

ddz + adzx 4 fdy + yx + dy = 0;
ddy + o'ds 4 fdy +p'xz+ 'y =0

dureh Liexell®); dabei sind » und y als Funktion einer unabhingigen
Variablen # zu denken, deren Differentiale du, du® usw. der Einfach-
heit halber fortgelassen sind. Durch zweimalige Differentiation beider
Gleichungen ergeben sich vier weitere Gleichungen, die durch Ein-
fithrung eines Multiplikatorsystems g, », u, 2, 1 und Addition auf eine
Gleichung 4. Ordnung fiihren. Bestimmt man hierin die Multipli-
katoren so, daB nur mehr » und seine Differentiale tiberbleiben, so
ergibt sich die Gleichung

dtz + (e + Yo+ (af — B+ y +d)dda
() —d O+ By — By)de + (0'y — 89 o =0,

wegen deren Integration auf Kulers Integralvechnung verwiesen
ist; ebensogut hitte man natiirlich auch in der Gleichung y allein
belassen konnen.®) Im folgenden betrachtet Lexell zwei lineare
Gleichungen 3. Ordnung, ebenfalls mit konstanten Koeffizienten und
stoBt so auf eine Gleichung 6. Ordnung, welehe nur  und seine Ab-
Jeitungen enthilt. Sind die zwel Ausgangsgleichungen vierter Ord-
nung, so wird analog die Schlufigleichung 8. Ordnung usw. Lexell
pimmb sodann drei Gleichungen mit den drei abhiingigen Verfinder-
lichen z,y, #; hier treten in den SchluBgleichungen viel kompliziertere
Koeffizienten auf Endlich ist das Problem mit der F Frage der Inte-
grabilitit durch Verwendung passender Multiplikator en, auf die wir
ful den Fall von bloB zwei Verfinderlichen ausfiihr hch eingegangen

1) Histoire de I’Académie des Sciences 1783 (1786), p. 674. %) Acta
Academiae Petropohtanae 1777 (1778), pars I, p. 61 Die Untersuchung ver-
dankt nach Aussage des Autors ihre Entstehung der Anregung durch q’ 'Alem-
hert. % Ebenda, p. 67.
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sind (vgl. S. 90b4f), in Zusammenhang gebracht: ist 7= 0 eine Glei-
chung zwischen p, ¢,7, ..., »,¢,1,..., Wo

dr = pdwu; ddr=qdu®; ... dy=pdu; ddy=gqdu’; ...,
so ist das Integrabilititskriterium durch folgende Gleichungen ge-
geben

N 4P, ddy

_ar | ddg 0. AN 4P dde
du-l_ =0; N =0,

du® 7 die du?

wenrn

AV =Mdu+ Nda + N'dy + - - -
+ Pdp + Pap + -
Qg+ Qg+

Durch Anwendung dieser Kriterien (vgl. S. 538) erhiilt Lexell schlief-
lich totale Differentialgleichungen fiir die gesuchten Multiplikatoren,
die den urspriinglichen Gleichungen sehr #hnlich sind; zur Integration
der letzteren geniigen indes schon partikulire Lsungen der ersteren.
Spater hat Liexell diese Untersuchungen fortgesetat.?)

Wir betrachten jetzt den Fall, daB eine einzige totale Glei-
chung mit mehr als zwei Variablen vorliegh, und zwar sollen
Insbesondere die Differentiale aller dieser Verinderlichen vorkommen,
da der gegenteilige Fall keinerlet Schwierigkeiten macht. Die hierher
gehorigen Gleichungen 1. Ordnung und 1. Grades hat schon friihzeitig
Clairaut eingehend behandelt?) und die Bedingung ihver Integra-
bilitdt, die event. mit Hilfe eines Multiplikators zu bewerkstelligen
1st, aufgestellt. Diese Bedingungsgleichung bringt Euler in seiner
Integralrechnung wieder®), woselbst sich auch das entsprechende Kri-
terium fiir die spezielle Gleichung

de = Pdz + Qdy

findet, ohne dall Euler die wichtige Anwendung zu machen weib,
die nachher Lagrange gegliickt ist (vgl. 8. 966). Letzterer Umstand
ist indessen sehr begreiflich, da Euler von der totalen Gleichung
ausgeht, bei der P und ¢ Funktionen bedeuten, die zumeist gegeben
sind oder doch bestimmt angebbar gedacht werden, wihrend La-
grange eine gegebene Gleichung zwischen #, y, 2, P,  integrieren
will, in der P und ¢ nichts als die Symbole fiir partielle Differential-
quotienten, nichts als Zeichen, formale Gebilde sind. Ist die Integra-

) Acta Academiae Petropolitanae 1779 (1783), pars II, p. 52 ff, 3 Vgl

diese Vorl, III% S. 885. %) Institutiones calculi integralis, vol. Ili, p. 5.

{1
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bilititsbedingung nicht erfiilli, so ist die gegebene Differentialgleichung
nach Eulers Ansicht vollig sinnlos. Man sieht, heifit es, da man
anendlich viele derartige Gleichungen mit drei Variabeln vorlegen
kann, denen keinerlei endliche Gleichung (d. i. Integralgleichung) zu-
kommt, und die auBerdem absolut michts bedeuten (,nihil plane defi-
niant und an anderer Stelle ,nihilque ommino declararet®); es wire
licherlich, ihre Integration zu versuchen, heilt es weiterhin,

Euler kann sich gar nicht genug tun in starken Ausdriicken,
yaequatio nihil significans absgrda“ nennt er diesen Fall im Gegen-
gatz zur ,aequatio realis“') Ahnlich sagt er gleich darauf von der
Gleichung 2. Grades mit drel Variabeln, sie sei {iberhaupt immer ab-
gurd, wenn sie nicht durech Wurzelziehen?) auf die Form

Pdx + Qdy + Rdz =

gebracht werden kinne. Diese Anschauung kann in Krstaunen setzen.
wenn man weiB, dall Newton bereits die Differentialgleichung

2dx + awdy —dz =0

nicht allein durch die zwei Relationen
y'=z und z=2z+ ;x_,

erfiillt, sondern sogar die viel allgemeinere Vorschrift gegeben hat,
eine Relation zwischen zwelen der Variabeln willkiirlich anzunehmen,
am mit ihrer Hilfe die gegebene Gleichung auf eine solche von nur
zwei Verinderlichen zu reduzieren.”) Noch viel wunderbarer erscheint
aber die Tatsache, da Kuler schon lange vor dem Erscheinen der
Integralrechnung Gleichungen, die er spiter als absurd und sinnlos
hezeichnet, wirklich nach allen Regeln der Kunst integriert hat.

So 16st er*) schon 1730 die Gleichung
ds =Vda2+ dyt

durch i
r=y Y=pr— P s=aVl+p -0,
WO '
1y Institutiones calculi integralis, vol. ITI, p. 4, 7, 9, 10. % An Faktoren-
gerlegung im allgemeinen scheint er nicht zu denken. " Man vgl. eine

Abhandlnng von Stickel in den Leipziger Berichten 1902, ferner einen dies-
peziiglichen Aufsatz von v. Braunmiihl in den Verhandlungen des III. inter-
pationalen Mathematiker-Kongresses in Heidelberg vom 8. bis 13. Angust 1904.
L Commentarii Academiae Petropolitanae 1730/31. Nach Kliigels mathema.
tischem Worterbuch, Artikel Rectification, Siehe auch Institutiones caleuli inge-
gralis, vol. I, p. 525. _
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J Vi _
oder, wenn wir das Resultat nur ein wenig anders schreiben, durch
aP apr. Ju dap
=t = = e — T dp
T= gy Y=P g de + f}/lﬂ)g iy 0P

wo P eine Funktion von p hedeutet. Man darf nun nicht etwa
glauben, daB Fuler mit den oben zitierten Ausdriicken diese fritheren
Resultate widerrufen wollte; dazu hitte er sie doch wenigstens er-
wihnen miissen. FBuler beruft sich aber in keiner Weise auf sie,
denkt auch offenbar gerade gar nicht an sie — denn sonst miifite er
den auffilligen Widerspruch doch merken; ja es macht beinahe den
Eindruck, als hitte er sie vollstindig vergessen. Beinahe, sage ich;
denn mir erscheint viel wahrscheinlicher, daB Euler den Inhalt, die
Tragweite seiner fritheren Entdeckung nicht in ihrem vollen Umfange
erkannt hat, dhnlich wie Lagrange nicht merkt, daf er die partielle
Gleichung 1. Ordnung belichigen Grades integriert hat. Hitte sich
Euler seinerzeit klar und ausdriicklich die Aufgabe gestellt ,ich will
jetzt die Gleichung
ds' = dx+ dy?

mtegrieren”, wire er von dieser Formulierung aus zu dem erwihnten
Resultat gekommen, so wirde freilich nur die Annahme volligen Ver-
gessens jenen ratselhaften Widerspruch erkliren. Dann bliebe aber
merkwiirdig, daB Euler nicht wenigstens spiiter, wo er wieder #hn-
liche Gleichungen behandelt und #hnliche Resultate erzielt, seinen
Irrtum eingesehen hat. Meiner Ansicht nach ist an allem in erster
Linie die Problemstellung schuld, wobei das Moment augenblicklichen
Vergessens mitgewirkt haben mag; man hat zu bedenken, daB die
betr. Gleichung nicht unmittelbar, von vornherein analytisch gegeben
war, sondern in irgend welche geometrische Aufgaben eingekleidet,
erst allmihlich im Laufe der Untersuchung, scheinbar ganz zufillig
und nebenséichlich, unter eimem Gewirr von #hnlichen Gleichungen
unbemerkt auftauchte, ohne daB klar hervortrat, daB gerade sie das
betr. Problem véllig zu umschreiben, zu ersetzen imstande sei, daf
sie m. a. W. die analytische Fassung der Aufgabe vorstelle. Ich er-
innere hier an Leibniz, der lange Gleichungen mit Differentialen prak-
tisech handhabte, ohne das diesen Gleichungen gemeinsame Prinzip zu
erkennen. Immerhin bleibt jener Widerspruch auffallend genug und
gibt zu denken Anlaff. Und man sieht, wenn es wie hier geschehen
konnte, daB ein Autor zu einem hochwichtigen Resultat gelangt,
es explizite darstellt und doch nicht zu deuten weili!), wie sehr man
sich hiiten muB, einem Forscher einen Gedankengang, eine Hinsicht

) Vgl. auch S. 968 unten und 3. 1043.
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zuzuschreiben, die er nach Zeitcharakter und eigenem Wissen noch
nicht haben kann, und die erst Spétere, auch wenn sie dessen Vor-
arbeiten kannten, mit grofiter Anstrengung allmihlich aufdeckten. Die
Losung irgend einer mathematischen Aufgabe ist zwar ohne die Ein-
fiihrung gewisser fiir sie charakteristischer Gedankengiinge und Defi-
pitionen (z. B. des Grenzbegriffes) nicht mdglich, man darf aber ans
der faktischen Herstellung der Losung noch nicht schlieBen, daff auch
die Prinzipien, welche allem die Losung ermdglichten, erkannt worden
gind. Es ist ein Unterschied, ob man ein Theorem unbhewuBt anwendet
und ob man sich iiber seine Bedeutung klar ist, und Newtons Ver-
dienst liegt nicht so sehr darin, daB er das G-mvitationsgesetz be-
hauptete, als dal er zeigte, wie sich dic kompliziertesten himmlischen
Vorginge mit seiner Hilfe erkldren lassen. Der Nichthistoriker kanu
ja sagen: wie leicht hitte Euler auf die allgemeine totale Gleichung
mit drei Variabeln dasselbe Verfahren anwenden konnen, wie auf die

spezielle Gleichung 7
dz = Pdz + Qdy,

wo P und @ durch eine Relation verbunden waren (vgl. 8. 957 und
8. 963); hitte er doch wie sonst die ganze Gleichung bis auf ein
einziges Glied in ein exaktes Differential umgeformt, und den Koeffi-
zienten dieses Gliedes mit Zuhilfenahme einer willkiirlichen Funktion
so bestimmt, dafi die ganze Gleichung ein vollstindiges Differential
geworden wire! So naheliegend der Gedanke war, Buler hat ihn
eben gerade hier nicht gedacht, und das ist fiix den Historiker das
Wesentliche. In anderen Fillen hat er dann plétzlich die Fruchtbar-
keit der eben geschilderten Methode wieder eingesehen; die Gleichungen

dx =pdu +rdtcosw uwnd dy =rdu — pdt cosu,
auf die er gelegentlich eines Abbildungsproblems sto8t%) (vgl. S. 513),
multipliziert er mit & bzw. 8, addiert und erhilt auf Grund der Annahme
ae+ =0
die Gleichung ' |
dz +dyV—1=cosu(p+ry—1) (cgs"u . Vi dt)--

. , du T .
Hier sagt Euler kurz und klar, daf wos s — V— 1dt ein vollstiin-

diges Differential dz sei, weswegen COS % (p 4+ r})— 1) eine Funktion

von 2 sein miisse. Er erhilt sofort
g4+yV—1=2I(0s—ty/~1),

wo zur Abkiirzung » :

| s=tg (45‘0 + ; u)

PR

) Acta Academiae Petropolitanae 1777 (1778), pars I, p. 124,
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gesetzt ist, und ebenso, weil, wie er sagt ¥V — 1 immer zwei Vor-

zeichen hat,

z—yY—1=2I(s+ty—1)
Daraus lassen sich jetzt unmittelbar # und y})/— 1 berechnen. Hier
reiht sich gut die Integration von

1+ = (A5 P00

wo ¢ eine Funktion von s ist, durch Lagrange in den Berliner
Memoiren von 1779 an!) (Vgl 8.575.) Die Substitutionen

4 _ du und mqg = n
q

liefern
da?+ dy* = n*(du® 4 dt?).

Fiithrt man durch den Multiplikator
1 =3sin*e 4+ cos® e
eine HilfsgréBe o ein, so wird
da? + dy? = n®(sin @du — cos o dt)* + n®(cos o du + sin o dt);
da ® noch unbestimmt ist, kann man m
dz = n(sinodu — cosodl) und dy = n(cos wdu + sin 0 dt)

trennen. Wegen der Integration dieser Gleichungen verweist La-
grange auf d’Alembert; er findet

_ Flw 4+1y—1) —{—F(u——tl/——l).

_ 4 tyV=1) = Flu —ty/= 1)
2/ —1

i — Vf, (’llr + tV— 1) F’ (u,h: ?V;;i)
q ?

wo f und I willkiirliche Funktionen bedeuten. Aus der Eigenschaft,
daB m nur von £ und %, d. 1 von ¢ und s abhingt, folgert Lagrange,
daf die Abbildung, die ihn auf die urspriingliche Gleichung gefiihrt
hat, winkeltreu ist.

Die Eulersche Ansicht fiber die totalen Gleichungen mit mehr
als zwei Variabeln war bis Monge die allgemein verbreitete; die An-
schauung ,es sei licherlich, im Falle des Nichterfiilltseins der Inte-
grabilititsbedingung eine Integration zu ver suchen® erklirt hinreichend
das Stillschweigen aller Mathematiker in betreff dieser Gleichungen;

1 Qeuvres de Lagrangey t. IV, p. 643.
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kaum dal sich da oder dort eine Bemerkung dariiber findet, wie bei
Laplace, der nach singuliren Integralen von Gleichungen mit drei
Variabeln fragh und dabei auf die Integrabilititsbedingungen zu
sprechen kommt.") Endlich 1784, gleichzeitig mit den beiden frither
erwihnten Aufsitzen {iber Differentialgleichungen (vgl. 8. 949 u.), er-
scheint die groBe Arbeit von Monge?), die auf diese Fragen nicht
nur neues Licht wirff, sondern sie unter groBen, allgemeinen Gesichts-
punkten behandelt und auch zu einem gewissen AbschluB bringt.
Einleitend bezeichnet Monge die Gleichung

Mdz + Ndy =0

als Bestimmungsgleichung ftir die Tangentenrichtung der Integral-
kurven in dem Punkt (z, y) und deutet analog die entsprechende
Gleichung 2. Ordnung. Von den Gleichungen mit mehr Variabeln,
heiBt es weiter, hilt man die héheren Grades alle fiir absurd; von
den linearen alle jene, die nicht bestimmten Bedingungen gentigen;
diese Bedingungen, an Zahl immer um zwei weniger als die Anzahl
der Variabeln, werden kurz besprochen. Nach solchen orientierenden
Bemerkungen kiindet Monge den Inhalt seiner Untersuchung an%):
yich nehme mir vor, zu zeigen, daf es keine absurde Differential-
gleichung gibt, absurd im Smne von unméglich, imaginir. Ich werde
zeigen, daf alle Differentialgleichungen reelle Bigenschaften ansdriicken,
ob sie jetzt den erwiihnten Bedingungen gehorchen oder nicht; daB
sie alle einer wirklichen Integration fihig sind.“ Zum hesseren Ver-
stindnis des folgenden bringt jetzt Monge folgende Uberlegung: Von
allen Gleichungen 1. Ordnung mit zwei Variabeln, sagt er, gibt es
nur eine einzige nichtlineare, ndmlich

Mde.‘.’m + N2dy2m — O,

wo unter M und N Funktionen von z und y zu verstehed sind; diese
Gleichung kiénne mnichts Reelles bedeuten, auller wenn gleichzeitig

M—=0 ud N=0,

oder
dz =0 und dy=0.

Das erste dieser zwel Frgebnisse konne nicht als Integral angesehen
werden, da es keine willkiirliche Konstante enthalte; als wirkliches
Integral sei demnach der Verein der Gleichungen

X == (I

, Y= b}
1y Histoire de I'Académie des Sciences 1772, part. 1 (1775), p. 368,
% Ebenda, 1784 (1787), p. 502—576. %) Ebenda, p. 504.
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d.i. die Gleichung eines einzelnen Punktes anzusehen. Unter den
Differentialgleichungen 1. Ordnung gebe es also solche, deren Integral
aus einer bzw. zwei Gleichungen bestehe und eine hzw. zwei Integra-
tionskonstanten enthalte. Die besprochene Eigenschaft der Gleichung
héheren Grades sei schon frither beobachtet, aber als Ausnahme be-
trachtet worden, indessen sei sie nur der Anfang einer ungeheuren
Kette. Dieses Bild erklirt Monge durch folgende Ausfithrungen: die
totalen Gleichungen dreier Variabeln gehéren, wenn die Integrabilitiits-
bedingung erfiillt ist, alle krnmmen Oberflichen an, und ihr Integral
besteht in einer einzigen (leichung mit einer einzigen Integrations-
konstanten. Aber alle die unendlich vielen Gleichungen, die jener
Bedingung nicht geniigen, gehdren Raumkurven an, und ihr Integral
besteht aus zwer simultanen (leichungen. Indessen habe eine einzige

von ihnen, némlich
M3dx* + Ndy* + Prdsr =),
die drel simultanen Gleichungen
r=a, y="b z=g¢

die zusammen einen Punkt darstellen, zum Integral. Nach Darlegung
der analogen Verhdltnisse fiir vier Variable, wobei Monge natiirlich
auf die geometrische Veranschaulichung verzichten mulfl, ist die neue
Auffassung ausgesprochen, die sogen. Integrabilititshedingungen hitten
nicht die Beurteilung, ob eine Integration méglich sei, sondern die
Entscheidung, aus wieviel simultanen Gleichungen sich das Integral
zusammensetze, zum Gegenstand.') An einigen Beispielen wird so-
dann das Gesagte ertrtert; die Kinschaltung dieser Aufgaben hat aber
fiir uns den grofen Wert, dall wir aus ihnen wieder geometrische
Untersuchungen als Quelle yon Monges Ideen iiber die Differential-
gleichungen, d.i. einen Zweig der Analysis, erkennen kdénnen, denn
die Behandlung dieser Aufgaben macht es fast unzweifelhaft, daB
Monge bei ausgedehnter Beschiiftigung mit Problemen der Flichen-
theorie zuerst immer wieder auf derartige Gleichungen gefiihrt wurde,
bis er sie endlich in ihrer vollen Bedeutung erkannte und nun um-
gekehrt zum Gegenstand einer Sonderuntersuchung machte. Das erste
dieser Beispiele ist | ‘
dz* = a®(dz* 4 dy?),

in dem a eine gegebene Konstante bedeutet. Hs ist offenkundig,
sagt Monge, daB diese (leichung derjenigen doppelt gekriimmten
Kurve angehért, deren Elemente einen gewissen konstanten Winkel

1 Histoire de I'’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 506.
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mit der zy-Ebene bilden; deshalb sind speziell die Gleichungen aller
Geraden, die diesen Winkel mit der wy-Ebene bilden, Losungen der
gegebenen Gleichung,

Diese Geraden sind aber

ve=oaz 4y Y= ZV(:_-— (42) + 7,

wo «, f3, y drel willkiirliche Konstanten sind. Nachdem sich Monge
durch Differentiation iiberzeugt hat, daBl diese beiden Gleichungen
zusammen wirklich eine Losung darstellen, geht er dazun iiber, das
intégrale complete zu finden. Elimination von « gibt zuniichst

(@ B+ (y—9)=".,

und das ist die Gleichung aller Kegel, deren Spitzen in der zy-Ebene
liegen, und deren Erzeugende mit dieser Ehene den erwihnten kon-
stanten Winkel bilden, Die Annahme

y =9

scheidet hieraus alle jene Kegel aus, deren Spitzen auf der in der
zy-Ebene gezogenen Kurve
y = o)

liegen. Zwei konsekutive Kegel dieser Schar schneiden sich nun,
fihrt Monge fort, in einer Geraden mit den Gleichungen

(@ — B+ W—g@)y="s a—B+u—p@)gE =0,

deren zweite durch partielle Differentiation nach f$ entstanden ist.
Auch diese Gerade bildet immer noch mit der zy-Ebene jenen kon-
stanten Winkel und ist daher eine Losung der Differentialgleichung.

Betrachtet man aber die Schar (suite) von Kegelfiichen, so ergibt

sich eine Reihe solcher Schnittgeraden wie die eben erwihnte. Da
gich aber von diesen Geraden, deren Lage nur von dem variabeln
Parameter (parametre variable) § abhiingt, immer zwei konsekutive
quf der ndmlichen Kegelfliche befinden, so schneiden sie sich not-
wendig zu zweien konsekutiv und bilden folglich die Tangenten einer
doppelt gekrimmten Kurve, die wegen der konstanten Neigung ihrer
Elemente das vollstindige Integral der gegebenen Differentialgleichung
darstellen wird. Nach ihrer geometrischen Entstehungsweise wird sie
dargestellt durch die drei Gleichungen

(o — B+ (y — p(B))*= %
2—B+@—=9B)9B =0 —1—@BF+H—9B)e"B) =0

2
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worin ¢ als willkiirliche Funktion aufzufassen ist. Durch #hnliche
Uberlegungen integriert Monge die Gleichungen

F(dat+ dy? + d27) = o (da” + dy
Yy .

und
(zdy — ydx)* + (ydz — z2dy)* + (¢da — wdz) = a®(da* 4+ dy* + dz%)

und leitet, vielleicht durch die Form der hierbei auftretenden Inte-
grale zu tieferem Kindringen in deren Natur veranlaBt, einige allge-
meine Sitze ab. So erhdlt man, heift es?), das intégrale complete
der Gleichung
de dy
F (E ’ d/ ) 0,

welche die Variabeln z, y, # selbst nicht enthilt, dureh Elimination
von ¢ aus den drei Gleichungen

F(aif_‘f} ?/ii@) — 0; ('FIE) ~ 0 (dd] ) — 0,

z z \d« det

wo die 2. und 3. Gleichung durch partielle Differentiation der 1. bzw.
2. Gleichung nach « entstehen. Fiir den Beweis, sagt Monge, ist zu
beachten, daf man die 1. und 2. dieser Gleichungen differentiieren
darf, als ob @ konstant wire, da ja die partiellen Abgeleiteten dieser
beiden Gleichungen nach ¢ Null sind. Fiihrt man diese Differentiation
wirklich aus, so ergibt sich mit Benutzung der Abkiirzungen

S | Chmd G/
Z z ?
da sich die Gleichung
ar
(da) = 0

auch

(i) + (7)) =0

(CZI) dm + (517?) dn =0;

dm
(o) + Gt @+ [ + (55w an =0

Diese beiden Gleichungen konnen aber nicht unabhingig von
dem Wert von F existieren, wenn mnicht gleichzeitig

schreiben 1dB3t:

) Histoire de l'Académie des Sciences 1784 (1787), p. 515, Auf den im
Text erwithnten Typus 1Bt sich die eben behandelte Gleichung

dz?=a®(dz* 4 dy®)

ohne weiteres zurtickfiihren.
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dm=0 und dn =20,

z dz

x— l y—
r—e_dmoa Y ____fe,ﬁzk - jy

ist. Die verlangte Elimination von « fiihrt dann sofort auf

F(d.’n dy) — 0

dz’  dz

In ganz analoger Weise wird das Integral von

dX dy
F ('d.Z’f d/) =0,

wo X, Y, 7 Funktionen von z, y, z sind, durch

N— Y- oglc)
und die beiden partiellen Ableitungen nach « dargestellt.

Im folgenden') sucht Monge den Zusammenhang zwischen
totalen und partiellen Diff‘erentialgleichungen von drei Va-
riabeln darzustellen. Br bedient sich hiernu folgender Uberlegung:
Ist eine Flichengleichung M = 0 gegeben, die einen Parameter « und
eine willkiirliche Funktion ¢(«) dieses Parameters enthilt, so werden
bei variablem ¢ und festem ¢ zwei konsekutive Fliichen sich in einer
Kurve p

i
w=0; (4¥)=0
schneiden. Alle diese Kurven zusammen hilden eine Fliche, nimlich
die Enveloppe der Fliichen M = 0. Man erhiilt die endliche, d.i. von
Differentialen freie Gleichung derselben durch Elimination von « aus

M=0 und (gﬂ{) -
o
doch wird die Elimination im allgemeinen wegen der willkiirlichen
Funktion ¢ nicht ausfilrbar sein. Die Kurven, welche diese En-
veloppe zusammensetzten, besitzen aber selbst wieder eine Enveloppe,
die Monge die Grenzkurve (limite) der Enveloppe nennt: ihre end-
lichen Gleichungen erhilt man durch Hinzunahme von
d M
(420
da
zu den fritheren beiden Gleichungen und Elimination von . Monge
stellt nun die von ¢ freien Differentialgleichungen sowohl der En-

! Histoire de I’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 518.
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veloppe als der Riickkehrkante auf; um die Gleichung der ersteren
zu finden, differentiiere man nach x und y, wobel ¢ wegen

() =0

als konstant betrachtet werden darf; Elimination von « und @(«) aus

den drei Gleichungen
Mo (=0 (-0

dzx

fiihrt endlich auf die partielle Differentialgleichung V' =0, welche
@ nicht mehr enthilt. Im zweiten Fall denkt sich Monge die fiir

die Gleichung X
P, P o

# z

angestellten Uberlegungen wiederholt; wir haben bereits eingesehen,
sagt er, daB man durch totale Differentiation von

w—o wmd ($¥)—o,

() —0 baw. (1) =0

d e do? /

‘wobel wegen

die GroBe « wie eine Konstante behandelt werden kann, und Elimina-

tion von «, @(e), ¢'(«) avs

m=0; (“M—o0; amr=o; @ (L) =0

do

eine totale Gleichung 1. Ordnung hoheren Grades U = O erhilt, welche
die Integrabilititsbedingung nicht erfiillt.

Nun 1iBt sich aber, wenn von den beiden (leichungen V =0
und U7 = O die eine gegeben ist, die andere ohne Kenntnis der Inte-
gralgleichung daraus herleiten.!) Ist némlich die partielle Gleichung
¥ — 0 gegeben, so substituiere man hierin den Wert von p (oder q)

aus der (leichung
dz = pdz + qdy,

was eine Gleichung V7 =0 zwischen gz, ¥, 5, dz, dy, dz wnd ¢
(bzw. p) ergibt; die totale Gleichung U =0 erhilt man dann durch

Elimination von ¢ aus

- avn _
Vi=0 und (dg)_—q'
Umgekehrt hat man, falls I/ = 0 gegeben ist, hierin statt dz den

Yy Histoire de I’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 520.
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Ausdruck pdx + qdy einzuseizen; das liefert eine Gleichung /7 = (

. da .. .
zwischen z, %, 2, p, ¢ und d_; = ®; Elimination von o aus

gibt die gewiinschte partielle Gleichung 7= 0. Monge erlintert
diese Vorschriften wieder an dem speziellen Beispiel

]

M= (m—a}+(y———cpcz})—§»—=0,
wo die Gleichungen
V=0 uwd U=0 bzw. p’4¢=0a" uwnd de*=a?(da® + dy?)

lauten, und geht sodann zu ihrem allgemeinen Beweis iiber, der hier
iibergangen werden kann.

Diese Beziehung zwischen den Gleichungen /=0 und V =0
kann nun, wie Monge zeigt'), deshalb fiir ihre Integration, d.i. fiir
die Auffindung der Gleichung M = 0, bedeutungsvoll werden, da sich
die eine von ihnen oft unschwer integrieren 14Bt, die andere keiner
der bekannten Integrationsmethoden sich fiigt. Dahin gehort das
dritte von den oben erwihnten Beispielen, das auf die partielle Glei-

chung
cpr—qy = VI P+

fithrt, die emmem der von Lagrange integrierten Gleichungstypen
(vgl. S. 968) angehdrt und auf

M=s—uwr—g@- -y— V[l +d+ (p@)]
fiihrt. Umgekehrt 148t sich, wie Monge, der die Lagrangesche
Arbeit von 1772 noch nicht in ihrer vollen Tragweite erfaBt, be-
hauptet, die partielle Gleichung
ba' (2 + pz — qy)* + aby*(z — pz + gy + az(z + pr 4 qy)* = 0

nach keiner der bekannten Methoden integrieren; sie fiihrt aber auf
eine totale Gleichung der Form

adxX ay
F ‘(az‘zv d/) 0,

und damit zu der Gleichung

(@f’: _95)2+ a (&J&)u b= M

Xy

T

1 Histoire de I'Académie des Sciences 1784 (1787), p. 526,
CAxTOR, Geschichte der Mathematik IV, 69
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woraus die Integrale sowohl der partiellen als der totalen Gleichung

in bekannter Weise abzuleifen sind.
Monge kommt sodann?') auf die linearen Gleichungen zu sprechen;

fiir die betr. Gleichung mit drei Variahlen
Ldz + Mdy + Ndz =0

sucht er zunichst die entsprechende partielle Gleichung genau nach
der eben hierfiir aufgestellten Regel. Einfithrung von pda + ¢dy an
Stelle von dz gibt

(L + Np)dz + (M + Nq)dy = 0O;

partielle Differentiation nach o, d. L (Tz’ und Elimination von o

liefert die zwei simultanen Gleichungen
L+ Np=0: M+ Ng=0,

Man integriere, heiit es weiter, die eine dieser Gleichungen, wobei y
bzw. 2 konstant betrachtet werden kann, und erginze das Integral
durch eine willkiirliche Funktion von y bzw. z; setzt man den aus
dieser (leichung berechneten Wert von ¢ bzw. p in die andere von
jenen simultanen Gleichungen ein, so erhdlt man eine Gleichung, die
keine Differentiationen mehr aufweist; man hat auf diese Weise zwel
endliche Gleichungen gewonnen, die einer Raumkurve angehoren und
das Integral der urspriinglichen Gleichung darstellen. Nach einigen
Beispielen ist auf den Fall von mehr als drei Variablen eingegangen®);
man substituiere, sagt Monge, fiir dz seinen Wert

pdu+ gdz + rdy + - - -

und differentiiere, indem man der Reihe nach immer nur eine einzige
. dx dy ) i . .
von den Grollen ——, ==, ... als variabel ansieht; so erhilt man eine
Anzahl von Gleichungen, die zur Elimination dieser Groflen gentigh.
Die sich ergehenden partiellen SchluBgleichungen sind sodann ganz
wie im Fall von drei Variablen weiter zu behandeln. Monge be-
hauptet sodann®), daB die Zahl der Integralgleichungen nicht immer
um Eins kleiner ist als die Zahl der Variablen, sondern daB sie, wie

an dem Beispiel |
udu + zde + xdy + 2dz =0

cezeigh ist, auch geringer sein kann. Doch scheint er das Vorhanden-

sein von n — 1 Integralgleichungen bei » Verinderlichen fiir die

Y Histoire de I’Académie des Sciences 1784 (1757), p. 528.

p. 582, %} Ebenda, p. 534.

%) Ebenda,
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Regel anzusehen. Dazu stimmt auch die Auﬁerungl-), es hitte etwas
Absurdes an sich, wenn eine fotale Gleichung mit mehr Variablen
sich durch eine einzige Gleichung integrieren lasse; so sei es z B.
(eher) absurd, wenn die Differentialgleichung mit drei Variablen, wie
man bisher stillschweigend voraussetzte, einer Fliche angehore; sie
gehore vielmehr einer Raumkurve an, die sich zwar durch eine einzige
Differentialgleichung, aber bei Verwendung von endlichen GriBen
allein nur durch zwei simultane Gleichungen darstellen lasse. Unter
der Uberschrift ,Gleichungen 2. Ordnung héheren Grades mit mehr
als zwei Variablen” behandelt Monge dann zunfichst die Aufgabe,
alle Raumkurven mit konstantem Kriimmungsradius zu finden?), zeigt
dann analog dem fritheren die Integration von

dx®? da?

‘ (ddy Mz) _0

usw. und tibertrigt endlich die diesbeztiglichen Sitze fiir Gleichungen
1. und 2. Ordnung allgemeiner auf den Fall beliebig vieler Verander-
licher.?)

Monge bebauptett), daf auch partielle Gleichungen im allge-
meinen nicht Flachen, sondern Raumkurven angehdren, Setzt man
in der Gleichung

p—Ady=g(q+ Aaz),

wo A konstant und ¢ eine willkiirliche Funktion ist, zur Abkiirzung

g+ Ax = q,
also
p— Ay = g(v),
go wird aus ' ‘
o= pda + qdy

die neue Gleichung
dz = dzo(e) + ady — A(zdy — ydux).

Man kann hier « konstant betrachten, sagt Monge, Integrieren und
die so gewonnene Integralgleichung nachtriiglich durch eine willkir-
lJiche Funktion von ¢ zu der Gleichung M = 0 vervollstindigen,

(,‘ ! ,M,) — 0

do

wobel dann

sein muf; da aber die eben aufgestellte totale Gleichung die Integra-
pilititsbedingung nicht erfiillt, so komme die weitere Gleichung
1) Histoire de I’Académie des Sciences 1784 (1787), p. 535. ") Ebenda,
p- 536 ff. %) Ebenda, p. 547 bzw. 549, %) Ebenda, p. 551. Ahnliche Untep-
suchungen filr Gleichungen 2, Ordnung ebenda, p. 568.
67*
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hinzu, so daB man im ganzen drei Gleichungen habe, die sich bei Hli-
mination von « auf zwei Gleichungen zwischen z, %, # und einer
willkiirlichen Funktion  reduzieren. Offenbar hat Monge geglaubt,
fiir die partiellen Gleichungen miisse dasselbe gelten wie fiir die

totalen.
Endlich folgen noch einige Bemerkungen iiber partielle Differen-

tialgleichungen 1. und héherer Ordnung; hier sei folgendes Theorem
erwihnt'): Ist
dz =pdu +qgds +rdy--- und (g, pU,¢X,7Y,--)=0

die gegebene Differentialgleichung, wo U, X, Y, ... Funkfionen von
u, bzw. z, bzw. y, ... sind, so ergibt sich das Integral durch bloBe
Quadraturen. Sei ndmlich

pU=wrY; gX=prY; .-,

wo e, f, .., unbestimmte GréBen sind, so wird durch Substitution
m die gegebene Differentialgleichung

Ao, By v Y)=0.

Aus dieser Gleichung ldBt sich »¥ in der Form

rY =f(2 ¢ 8, ...)

berechnen und man erhilt

pU:OCf<Z,OC,ﬁ,..-); qx:ﬁf('g;a)ﬁ;);

so daf also

_de edu | fda | dy

fle, e 8,..) U + ¥ T F + ...
wird. Integration bei konstanten «, §, ... ergibt unter Beiftigung
einer willkiirlichen Funktion eben dieser GriBen «, §, ... eine Glei-

chung M = 0, zu der noch die Gleichungen

()= (-0 -

hinzutreten; aus allen diesen Gleichungen hat man sich die o, f, ...

eliminiert zu denken (vgl. S.981). Endlich stellt Monge in einer

conclusion générale die Hauptergebnisse der ganzen Arbeit nochmals
iibersichtlich zusammen und weist auf den groBen Nutzen hin, den

1) Histoire de I’Académie des Sciences 1784 {1787), p. 556.

i



Differenzen- und Sumimenrechnung., 1047

die Geometrie aus den darin niedergelegten neuen Gedanken und
Methoden ziehen kann.')

AuBer der groffen Arbeit von Monge findet sich wenig iiber
totale (Gleichungen mit mehr Variabeln; P. G. Fontana (vgl. Ab-
schnitt XXVI passim) versucht sich mit Multiplikatoren fiir derartige
Gleichungen?); bedeutender ist eine Arbeit von Pietro Paoli iiber
Differentialgleichungen, welche die Integrabilititsbedingungen nicht er-
fiillen.®) Paoli schlieft sich im allgemeinen eng an sein Vorbild Monge
an; hier sei seine Integration der Gleichung mit vier Variablen

Aduw + Bdz + Cdy + Ddz =0

mitgeteilt.4) Paoli nimmt zwei Gleichungen A = « und N = 3, wo
« und § Konstante bedeuten, zwisechen z, y, # willkiirlich an; aus
ihnen lassen sich z und y als Funktionen von z berechnen. Diese
Woerte ergeben, in die gegebene Gleichung eingefiihrt, eine totale
Gleichung zwischen « und 2z mit einem Integral P = p. Betrachtet
man jetzt in den Integralgleichungen

]l;l=0£, _N=ﬂ, P:y

die Grofen «, f, y als variabel, so muB, wenn die gegebene Diffe-
rentialgleichung noch erfiillt sein soll, eine Gleichung der Form

mdy + nda 4+ pdf =0

bestehen. Das ist aber eine totale Gleichung mit nur drei Variablen,
die im allgemeinen die Integrabilitiitsbedingungen nicht befriedigen
wird, weshalb sie nach den fiir solche Gleichungen geltenden Methoden
weiter behandelt wird. Paoli geht im folgenden noch aunf die (lei-
chungen mit fiinf Veriinderlichen, auf die hdheren Grades und endlich
auf diejenigen 2. Ordnung ein.F)

Differenzen- und Summenrechnung.

Wir gehen zur Differenzen- und Summenrechnung iiber.
Den ersten Aufschwung verdankt diese Disziplin der Untersuchung
der arithmetischen Reihen htherer Ordnung, und die sich hierbei er-
gebenden GesetzmiBigkeiten fiir den Zusammenhang zwischen Diffe-
yenzen héherer und mniederer Ordnung haben in mannigfacher Weise

1y Histoire de 'Académie des Sciences 1784 (1787), p. 578 bzw. 574,
#) Memorie di Matematica e Fisica Soc. Ital. Verona, t. III, 1786, p. 516 ff,
%) Ebenda, t. VI, 1792, p. 5011f. ) Ebenda, p. 509. " Ebenda, p. 513,
517, B22. .
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auf die Probleme der niederen Analysis befruchtend eingewirkt. Hier
sei eine Abhandlung von Euler!) erwihnt, die sich die Umformung
von Rethen mit Hilfe endlicher Differenzen zur Aufgabe stellt. Wich-
tiger wurden die hierher gehérigen Untersuchungen fiir das Inter-
pelationsproblem, das gewshnlich im Zusamwmenhang mit der
Summen- und Differenzenrechnung behandelt zu werden pflegt. Hier
ist allerdings nur wenig dartiber zu sagen, da die meisten diesbeziig-
lichen Methoden fiir eine ganz spezielle praktische Anwendung ge-
schaffen und gleich im Zusammenhang mit dieser behandelt wurden;
die meisten Notizen finden sich in groBen Tafelwerken, astronomischen
und dhnlichen Abhandlungen der angewandten Mathematik.?) Rein
mathematische Untersuchungen iiber das Interpolationsproblem im all-
gemeinen finden sich nur wenige; in speziellen Fillen wurde die Inter-
polation schon seit langem durch geistreiche Kunstgriffe geleistet, ich
erinnere hier aus fritherer Zeit nur an die Berechnung der Logarith-
men, an das Wallissche Produkt und die Eulersche Interpolation
der Fakultit (vgl. auch 8. 781f). Das allgemeine Problem behandelt
inshesondere Lagrange und kommt hierbei®) zu der bekannten, prak-
tisch allerdings wenig brauchbaren Formel

= (& —@) @ —m)--- (@ —xa)
Ye (X ~ @) (T — ) - - - (z, — 25) %

("1’ -_',El) (’L 't a‘as) " ('j’ —_ $”) +

('T‘_» - w1) (-‘1’2-—‘3:3) t (x;_*%;’—) 2

+

wobei 4y, ¥y, ...y, die Werte der Funktion y_ fiir

X =Ty Lgy -+ &

n

bedeuten. Von Lagrange stammen auch (aus dem Jahr 1772) die
eleganten symbolischen Formeln?)

(A1

5

- - Z’ .' ™ .

s (o 1) (@8 fog 1 4 sy
d—lzf / usw.; A"l= X usw.,

) Mémoires de I’Académie Impériale des Sciences de St. Pétersbourg, t. 1V,
1811 (1813), p. 88ff. *y S0 z. B. Lambert, Uber das Einschalten in den
,Beitriigen zum Gebrauch der Mathematik und deren Anwendung®, Berlin
1765/77, Bd. III, § 5. Nach Kligels mathematischem Worterbuch, Artikel Ein-
schalten, Ferner Lambert, Uber das Einschalten beim Gebrauch der Epheme-.
riden, Bodes Jahrbuch fiir 1776. Poggendorff I, 8. 1357. % Lagrange
gewinnt diese Formel durch Umformung des bereits 1775 aufgestellten Ausdrucks
fir den allgemeinen Term einer rekurrenten Reihe bei bekannten Anfangstermen.
Nouveaux Mémoires de 1’Académie de Berlin, aunnées 1792 et 1793. Oeuvres,
t. V, p. 6271 %) Sur une nouvelle espéce de calcul, Oeuvres de Lagrange,
t. 11, bzw. p. 452, 457, 4561. Auf diesen Aufsatz kommt Laplace, Histoire de

I’Académie des Sciences 1777 (1780), p. 113 zuriick.
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in denen nach Auswertung der auftretenden Klammern (mit Hilfe des

binomischen Lehrsatzes) und Ausfithrung der angedeuteten Multiplika-

. ; : ) 5 d d* 8 .
tion mit « die Symbole A, A% A’ ... und da’ da® Tg0 - - nicht

vood . )
mehr Potenzen von A bzw. oy sondern Differenzen und Differential-

quotienten hoherer Ordnung bedeuten (vgl. S. 696). Bei Aufstellung dieser
(leichungen mag sich Lagrange wohl der sogen. Lieibnizschen Dar-
stellung der hoheren Differentialquotienten eines Produktes erinnert
haben.)) Auch Edward Waring kommt in einem Aufsatz iiber
Interpolation zur Lagrangeschen Formel; er verwendet seine Formeln
aber nicht zur Hinschaltung selbst, sondern zur Herleitung von Glei-
chungen, die der niederen Analysis angehiren. So hringt er?) sz B
den Satz, dab der Ausdruck

a'ﬂl ﬁ‘m

T Y R PR (Y (B P

e s +(r—c<)(1'—-ﬁ)(7'—(?)---+
Null oder Fins ist, je nachdem
m<n—1 oder m=mn—1

ist, wo n die Anzahl der GréBen «, 8, p, 0, ... bedeutet. Von be-
gonderer Wichtigkeit sind spiiter diejenigen Interpolationsmethoden
o-eworden die trigonometrische Funktionen benutzen. Lag grange,
dessen frither erwihnte Behandlung des Problems der Schwmgungen
einer endlichen Zahl von Punkten unschwer auf eine derartige Inter-
polatlonsformel fihrt, setzt spiiter gelegentlich®) das allgemeine Glied

einer Reihe in der Form
y=asin(e -+ zp) +bsin(f + 2y) + esin(y + zp) + - -

an, und zeigt, wie die GréBen a, b, ¢, ... 0, B, 7, ... @, 1, ¥, ..
aus gegebenen Werten von y bestimmt werden kénnen; er wird hier-
bei auf rekurrente Reihen gefiihrt. In anderer Weise verwendet
Charles die frigonometrischen Funktionen; ihm werden die Glei-

chungen
—
1) Hier mag auch eine Methode von Lagrange aus dem Jahre 1783 Er-

w&hnung finden, nach der er eine Funktion y = g(x) niherungsweise durch
— p+ y£ (bzw. wenn y =0 ist, durch -+ 0£%) ersetzt, wo § eine sehr kleine
Zunahme von & bedeutet, wenn zwischen o und einer Funktion X von x und
ebenso zwischen g@(x) und ¢ (X) zweli bekannte Relationen existieren. I,a-
grange zeigh die Anwendung seines Verfahrens fir die Logarithmen Oeuvres,
4 V, p. 517ff. Man vgl. endlich Qeuvres, t. V, p. 663ff. * Philosophical Trans-
actions, vol. 89, 1779, p. 64. %) Astronomisches Jahrbuch 1783, S, 41. Nach

Klﬁg’el1 a. a 0.
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_asinmw bsinm(z—1) | ‘
y—péinpnm singm(e—1) | )
a8in Ty _Z)sinn(x—l)_}___”
Y =I?"epx_:'i' TaEsh 3
m’y = (sinax)® [—fﬂ + = b +]
.j g x? (GC _ 1)2
zugeschrieben, wo y fiir =10, 1, ... die Werte ¢, b, ... annimmt.!)

Auch die rekurrenten Reihen sind im Zusammenhang mit dem Inter-
polationsproblem viel behandelt worden; indessen benutzen die meisten
Arbeiten iiber rekurrente Reihen die Integrationsmethoden fiir Diffe-
renzengleichungen, die weiter unten besprochen werden sollen. Von
mehy elementaren Arbeiten auf diesem Gebiet ist eine Untersuchung
von Lagrange zu nennen®), der das allgemeine Glied einer rekur-
renten Reihe mit den » ersten Termen 7, 7", 7", ... dadurch findet,
dal er zunichst eine gebrochene rationale Funktion in méoglichst ein-
facher Weise so zu bestimmen sucht, daB die bei wirklicher Ausfiih-
rung der Division entstehende unendliche Reihe in der Form

T4 T'g+ T2+ - ..

beginnt. Partialbruchzerlegung und Reihenentwicklung der einzelnen
Partialbriiche liefert dapnn sofort das gesuchte allgemeine Glied der

Reihe
T+ Tz 4+ T"af"+ ‘e

In gewissem Zusammenhang mit diesen Problemen steht anch eine
Methode?), die Laplace als caleul des fonctions génératrices be-
zeichnet (vgl. 8. 273). Unter erzeugender Funktion ist nichts weiter
als die Summe einer Reihe einzelner nach demselben Gesetz entstandener
GroBen zu verstehen. Die Abhandlung selbst enthilt nichts wesentlich

: : 1
Neues; sie behandelt Anfgaben wie z. B. i durch # auszudriicken, wenn

a

¢ (% — l)zz 2

ist, und lost sie mittels Reihenentwicklungen und Uberlegungen, wie
wir sie an der geistreichen Koeffizientenbestimmung S. 1005 bereits

kennen gelernt haben.

) Nach Kligel a. a. O. finden sich diese Formeln angegeben bei Prony,
Nouvelle Architechnique hydraulique 1790/96, t. 1I, Anmkg. zu § 1373, Die
letzte der angefiihrten Gleichungen steht auch Histoire de I’Académie des Sciences
1788 (1791), p. 582 ) Qeuvres de Lagrange, t. VI, p. 507. Die Abhand-
lung ist vom Jahr 1772. %) Histoire de I’Académie des Sciences 1779 (1782),

p. 207 ff,
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Differenzengleichungen treten in Praxis und Theorie oft auf; so
im Zusammenhang mit der Bestimmung der willkiirlichen Funktionen
der Integrale partieller Differentialgleichungen, wenn gewisse Be-
dingungen zu erfiillen sind; dies hat nach Charles®) zuerst Con-
dorcet bemerkt.”) Kinen anderen Ausgangspunkt, der auf Differenzen-
gleichungen fiihrt, bilden die Funktionalgleichungen. So redu-
ziert Laplace®) die Gleichung

fonet. [p(x)] = H, - fonct. [v(2)] + X,

wo ¢, ¥, H und X gegebene Funktionen sind und die unbekannte
Funktion fonct. bestimmt werden soll, in folgender Weise auf eine
Differenzengleichung: er setzt

=@ uwnd w = @)

berechnet aus der ersten dieser Gleichungen durch Umkebrung

= I'(u,)
und erhilt so

1= p(z) = I(w,)

Diese Rekursionsformel fiir u, definiert aber », als Funktion von z;
somit konnen z = I'(u,) und damit auch H, und X, als Funktionen
von # dargestellt werden. Ersetzt man jetzt in der urspriinglichen
Gleichung « iiberall durch 2, so entsteht eine (leichung der Form

Yosr= 1o - 9.+ Z,,
wo y, fiir fonet. [u ] geschrieben ist. Ist
[fonet. (2)]? = fonet. (22) + 2
gegeben?), so setzt Laplace
=, u,,,~ 2z, also wu,  =2u,

und erhdlt durch Anwendung der weiteren Substitution fonet. (u,) = ¢,
die Gleichung
t;+1 = (tz>2 — 2

mit dem Integral

J————

) Mémoires présentés par divers Savans, t. X (1785), p. 573 4. %) Siehe
Histoire de I'Académie des Sciences 1771 (1774), p. 49ff. und 1772, part. 1 (1775),
p. 32 und p. 57. Man vgl hierzu auch Monge in Mémoires présentds par
divers Savans, t. VII, 1773 (1776), p. 322. %) Ebenda (Mém. div. Sav.), p. 71,
Laplace behauptet, seine Methode stamme aus dem Jahre 1772, und verweist
auf die oben zitierte Abhandlung von Condorcet aus dem Jahre 1771,

%) Ebenda, p.74. Diese Gleichung findet sich schon Miscellanea Taurinensia,
£, 118, 1760/61, p. 320.
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=1 1
25:=‘@2 + L1
a?
wo a eine willkiirliche Konstante 1ist; die weitere Untersu_chung bietet

keine Schwierigkeiten. Auch Charles hat Funktionalgleichungen?);
p(az?+ maz +n) — Po(ba?+ pz 4 q) = R,

wo P und I? Funktionen von # und a, m, », b, p, ¢ Konstante sind,
geht, wenn
ax +mz +n=>0b(zo + P+ plze + ¢) g

1st, wo ® und ¢ zwei neue Konstante sind, unschwer in eine
Differenzengleichung iiber.

Die griBte Anzahl von Arbeiten tiber Differenzengleichungen ver-
dankt jedoch nicht eimem praktischen Bediirfnisse ihren Ursprung,
sondern vielmehr dem Umstand, dafl sich sowohl alle allgemeinen
Gesichtspunkte als die meisten in weiterem Umfange brauchbaren
Integrationsmethoden, die bei Differentialgleichungen von Vorteil sind,
mithelos auf die Theorie der Differenzengleichungen iibertragen lassen.
So sehen wir die Entwicklung der letzteren Theorie von den Fort-
schritten auf dem (rebiet der Differentialgleichungen abhingig, durch
diese bedingt; dieser Zusammenhang ist so innig, daB hiufig einer
Abhandlung iiber Differentialgleichungen Bemerkungen iiber Diffe-
renzengleichungen anhangsweise beigefiigt sind. Am geringsten ist
die Analogie besiiglich der singuliren Integrale. Charles hat
diesen Begriff zuerst auf Differenzengleichungen iibertragen?®) unter
Berufung auf die Erklirung ihres Wesens, wie sie Lagrange ge-
geben hat; er kommt zu dem Ergebnis, daB eine Differenzengleichung
zwel vollstindige Integrale haben kann. Ist namlich 7 = 0 das Inte-
gral emer Differenzengleichung Z = 0, so erhilt man letztere aus dem
Integral, indem man die Infegrationskonstante ¢ aus den Gleichungen
V=0 und 0V elimmiert; &7V entsteht hierhei durch Variation von
2 und % bei konstantem «. Lé&Bt man jetzt anch a variieren, so wird

AV =030V - RAa.
Ist nun R =0, so werden die beiden Gleichungen
V=0 und 0V=0

wieder genau dieselbe Gleichung Z = (0 liefern, wie zuerst auch, und
es ist bei diesem Eliminationsprozell ganz gleichgiltig, ob o konstant

Y Histoire de 1'Académie des Sciences 1786 (1788), p. 695. %) Ebenda,
1788 (1786), p. 560.
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ist oder nicht. Das singulire Integral ergibt sich dann durch Kli-
mination von ¢ aus V=0 und £2=0. Bis hierher ist die Analogie
mit den Differentialgleichungen vollstindig; jetzt kommt aber ein be-
deutsamer Unterschied: wihrend man nimlich bei den Differential-
gleichungen die GréBe a unmittelbar aus =0 berechnen kann,
enthilt diese Gleichung bei den Differenzengleichungen neben ¢ im
allgemeinen auch noch die Differenz Aa. Um @ eliminieren zu kinnen,
ist daher die Integration von It = O erforderlich; infolge dieses Pro-
- gesses geht aber eine willkiirliche Konstante in das singuliive Integral
ein. Charles erliutert das Gesagte an einigen Beispiclen. Dag voll-
stindige Integral von “

9y =289+

wo Az, die Differenz von x, konstant und gleich g ist, lautet

gy = 2nazx + o*

Daraus ergibt sich
Ay = 2na,

wenn o konstant ist, hingegen

Ay = 2na + %[24@(.7; + 0+ 2a 4+ Ad],

wenn o ebenfalls variiert. Zur Bildung des singuliren Integrals er-
halt man also die Bedingung

2n(e 4+ g) + 2a 4+ Aa=0.

Hieraus folgt ” |
| —a(— 17 =0b+n(— 1)?[%+az],

wo b eine willklirliche Konstante bedeutet, und damit endlich

gy = — niat + [g} +0(— 1)-'7] 1)
Charles weist auch noch darauf hin, daB man aus dieser Gleichung
bei Anwendung desselben Prozesses wieder
gy = 2nax + a?

erhalten wiirde, d.h. dall das singuldre Integral des singuliren Inte-
grals das urspriingliche vollstindige Integral ist. Spiiter sucht Charles
auch bei gewthnlichen Differentialgleichungen, die er als Grenzfall

e

1) Die Herleitung setzt voraus, dab %: 2% eine ganze Zahl ist,
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der Differenzengleichungen auffafit, dhnliche Verhiltnisse, d. 1. die
Existenz zweier vollstindigen Integrale, von denen eins das singulire
des anderen ist, nachzuweisen und sie darch einen Ausdruck zu inte-
grieren, der das singuldre Integral als Spezialfall enthilt; seine Dar-
stellung ist indessen mnicht recht verstindlich.') Die erwihnte Eigen-
tlimlichkeit ist anch Monge nicht entgangen; aus

(Ay)y =1
erhilt er zunichst
2AYyA LY + (AAYyP=0
und hieraus
AAy=0 und 2Ay+ AAy=0.

Der erste Fall gibt
= Il rb:% + *A‘[:

2

der zweilte aber

I

b
y=0Cx5(=1)".
Monge behauptet?) dann, das vollstindige Integral der gegebenen
Gleichung sei das Produkt der vier Gleichungen

T

a’
b = e
y—A=+ g (=D y—d=—3(=1%

Die iibrigen Untersuchungen zeigen mehr Analogie; Condorcet,
der wie bei den Differentialgleichungen die Integration auf die Aus-
filhrung einer ganz bestimmten Reihenfolge gewisser Operationen als
Multiplikationen, Substitutionen, Eliminationen, Umformungen und
Integrationen zuriickfiihren will®), auch Niherungsmethoden fiir Diffe-
renzengleichungen bespricht*), hat sich eingehend mit der Integra-
bilitit gegebener Differentialausdriicke beschiftigt; in Analogie dazu
sucht er die Bedingungen aufzustellen®), wann eine gegebene Funk-
tion ¥V von z, ¥, 2 ... Az, Ay, Az, ... Az, A%y, A%z ... vollstin-
dige Differenz einer @hnlich gearteten Funktion B der nichstniederen
Ordnung ist, so daB also V' =ADB. Durch Benutzung der Glei-

chungen
dV dAB av dAB dV dARB

dz  dz ' dbAz  dAz’ T dy ~ dy 7

1) Histoire de l'Académie des Sciences 1788 (1791), p. 115ff. Vgl auch
p. 580 ff. ?) Ebenda 1783 (1786) p. 727. Die betreffende Abhandlung wurde
1785 gelesen. %) Ebenda 1770 (1778), p. 1231 %) Ebenda, p. 135 .

% Ebenda, p. 110.
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wo die d partielle Differenzenbildung andeuten, findet er zunichst

dV__ 4B,
de ~ “da’
av arB dB d R
dse~Lare T @ T2 @)
av dB aB dB
dvw = Pare T ane T Baas WV
und Abnlich gebaute Ausdriicke in g,z .... Ks ergibt sich schlief-

lich die Bedingungsgleichung

dr Vonlk=0 a2V Anll
aw T A" L R o B 7

de
_ A;fAzx (n — 1)A* ggx oA ‘;%”
+ A° d%% o A diiz
- YN | =0

T

and analoge Gleichungen in y, &, .. .; hierbei ist » der Exponent der
Ordnung der Funktion V. In derselben Abhandlung sucht Condorcet
auch die Variationsrechnung fiir endliche Differenzen abzuleiten?),
was nach seiner Aussage bereits Lagrange in einem speziellen, aller-
dings alle Schwierigkeiten des allgemeinen Problems enthaltenden
Fall getan hatte. Soll 2V ein Maximum oder Minimum werden,
sagt Condorcet, wo V eine Funktion von 2, y, 2, ... und den end-
lichen Differenzen dieser Variablen bedeutet, so ist die Bedingung

dXV =0
gleichbedeutend mit
dx V dz v
(Z'L = O; dA ’1, O; .-
and dhnlichen Gleichungen in g, 2, ... Condorcet weist auch auf

die verwandten Bedingungen dafiir hin, da V7 eine exakte Diffe-
renz ist.

Auch die allgemeinen Methoden der Differentialgleichungen
wurden auf Differenzengleichungen tibertragen. So tibt Lorgna die
Methode der Anffindung integrabler Gleichungen durch Ausgehen
vom Integral; er stellt sich die Aufgabe, alle Differenzengleichungen

- mit variablen Koeffizienten zu finden, die ein vollstindiges Integral

1) Histoire de 1'Aeadémie des Sciences 1770 (1773), p. 119.
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von gegebener Form zulassen.!) Die Verwendung von Multiplikatoren
zwecks Integration von Differenzengleichungen faBt u. a. Pietro Paoli
ins Auge?); auch Trembley bedient sich dieser Methode, Sei

dy + My = N,

wo d eine endliche Differenz andeuten soll, die gegebene Gleichung?)

und P + dP der Multiplikator. Die linke Seite der Gleichung
(P+dPydy+ (P+ dPyMy~= (P +dP)N
wird dann wegen |
d(Py) = Pdy + ydP + dPdy = (P+dP)dy + yd P

eine fotale Differenz, wenn

ydP = (P+dP) My,
d. h. ‘
ar
prap=42
Die letstere Gleichung geht aber mit Hilfe der Substitution P = ¢ in

1
11—

dt =1

iiber; daraus folgt
1

D .
1 T xd— )’

wo 7 ein Produkt von lauter Faktoren 1— M bedeutet. Trembley
erhilt unschwer

y==(—m)(0+ [ e 20 ),

wo M’ den auf M folgenden Funktionswert, f eine Summation be-

deutet; er verweist iibrigens auf Lagrange, welcher diese Aufgabe
schon im ersten Bande der Turiner Miszellen integriert hatte. Auch
Niherungsmethoden*), sowle die Variation der Konstanten sind auf
Differenzengleichungen iibertragen worden.

Ehe wir zu den Methoden itbergehen, die fiir spezielle Gleichungs-
typen ausgebildet worden sind, haben wir eine nicht unwichtige Unter-
scheidung zu erwihnen; wihrend n#mlich die ersten Untersuchungen
ither Differenzengleichungen die Differenz Az konstant annehmen, hat
man spiter auch den Fall befrachtet, dall Az von z abhingig ist,

) Memorie di Mat. e Fis. Soc. It., t. I, 1782, p. 4181f. %) Ebenda,
t. IV, 1788, p. 464. % Nouveaux Mémoires de I'Académie de Berlin 1799/1800

(1803), p. 18. 4) Histoire de 1'Académie des Sciences 1782 (1785), p. 81ff.
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die x selbst also keine arithmetische Reihe 1. Ordnung bilden. Diese
Moglichkeit hat anscheinend zuerst Monge beriicksichtigt, der durch
seine Untersuchungen iiber die willktirlichen Funktionen hei partiellen
Differentialgleichungen auch aunf die angeblich von Juler entdeckten
willktirlichen Funktionen bei Differenzengleichungen gefithit wird.

Hierbei stellt sich Monge die Aufgabe?), die (leichung
Ay+ Ay + B=10

vollstiindig zu integrieren, wenn Az 1. konstant = a; 2. =« -+ ba;
8 — gz"— o ist. Im ersten Fall ergibt sich

x

Ay+B=(1—-4)" =< ¢ (sin%ﬁf& & cos leT),

Ty
[

wo ¢ eine willkiirliche Funktion von zwei Veriinderlichen ist; im
2. und 3. Fall sind die Integralgleichungen wesentlich komplizierter;
Monge benutzt zu ihrer Herleitung die Substitutionen

a+br=rc", dh Ae=1lg(h+1),

bzw.
at = e, d h Awp = (7?, — 1) o+ n ]g a,

" die Logarithmen ins Resultat einfithren. Ausfiibrlicher und allgemeiner

ist die Voraussetzung variabler Az von Lorgna behandelt, der Az
gleich irgend einer Funktion X von x setat ?) und die Folgen dieser
Annahme eingehend untersucht. Die Reihe y, ¢, ”,... ist dann da-
durch definiert, dafl jeder Term aus dem unmittelbar vorhergehenden
durch Substitution von z + X an Stelle von = hervorgeht. Analog
ehe in der Reihe X, X', X", ... jedes Glied aus dem vorhergehen-
den dadurch hervor, daB man z durch den ,Modul“ 2 + X ersetzt.
Dann kann, wie leicht ersichtlich, ™ auch unmittelbar, d.i. ohne
Zuhilfenahme der Terme y®~%, ... aus y erhalten werden, indem
man fiir z die Summe

.Q:+X+X’++X(::-—I)

gubstituiert. Lorgma findet nmoch andere Beziehungen; so stellt er

die y® und mit deren Hilfe schlieBlich auch die Differenzen von
y beliebiger Ordvung durch
ot X4 X4 4 X0

1y Mémoires présentés par divers Savans, t. 1X (1780, p. 357. Dieser Auf-
gatz wurde 1774 der Akademie vorgelegt. 5} Memorie di Mat. ¢ Fis. Soc.
It., t. I, 1782, p. 376

N
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dar, was bei Benutzung des Taylorschen Satzes leicht gelingt. Er
benutzt die betr. Formeln zur Integration der linearem Gleichung

g=Ady+ By +Cy"+---,7)

in der ¢ eine Funktion von z bedeutet, bei variablem Az — X,
Pietro Paoli, der Lorgnas Arbeiten kennt und auch zitiert, be-
handelt ebenfalls den Fall variabler Az. Sei eine Gleichung M =0

zwischen #, y, und deren Differenzen gegeben, ferner
Az = @(x) —x.?)
Paoli verlangt nun & = p, und ¢ (%) =p,,,, woraus

1’:4-1 = ‘P(P:)-

Aus dieser Gleichung kann aber bei gegebenem ¢ die Funktion p,=x
ermittelt, somit x und seine Differenzen durch 7 ausgedriickt werden;
dadurch geht y, in eine Funktion #, von z und die urspriing-
liche Gleichung M — O in eine neue zwischen ¢ und 2 iiber, wobei
Jetzt die Differenz von # konstant und zwar gleich 1 ist. Paoli hat
damit nachgewiesen, daB der Unterscheidung von variablen und kon-
stanten Ax keine prinzipielle Bedeutung zukommt.

Von speziellen Gleichungen wurde naturgemif zuerst die lineare
Gleichung in Angriff genommen. Hier ist an erster Stelle ein Auf-
satz von Liagrange aus dem Jahre 1759 zu nennen?) Beziiglich der
Gleichung

Ay +yM =N,
wo wir A statt d geschrieben haben, und wo M und N Funktionen
von = bedeuten, erinnert Lagrange an die Integration der Differential-

gleichung
ay + y Xdex = Zdz,

die er mnach folgender Methode behandelt: er setzt Y = ugz und
spaltet in |
zdu 4+ weXdo =0 wd wdz = Zda:
daraus ergibt sich
s Zds fefx‘“’-de
U =S und y = uz = u.f i T -

Auf dieselbe Weise a8t sich auch

) Memorie di Mat. e Fis. Soe. It., t. I, 1782, p. 409. Lorgna verweist
auf die entsprechende Integration bei konstantem Az durch Lagrange in den
Turiner Miszellen und den Berliner Memoiren, Yy Memorie di Mat. e Fis.
Soc. It., t. IV, 1788, p. 455. %) Miscellanea Taurinensia, t. I® (1759), p. 33 ff.
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Ay +yM=N T N C S
integrieren. Aus y = uz folgt | |
Ay =ule + zAu+ Aulz;
Lagrange spaltet in
zAu +uwzM =0 und uAz -+ Auldz = N

und schreibt die erste Gleichung in der Form

At _ _ M,
2w
woraus mittels u — ¢’ wegen Au = 8’(6‘“ 1) die neue Glelehung
Au_ gt 1~
U
hervorgeht. Hieraus folgt
At~l(1—M), | D

also L |
i’—-El(l—M) und u=e’=n(1;_]|[))'
wo m das Produktzeichen ist. Mit Hilfe dieses Resultats kann jetzt
auch die zweite Gleichung. .- : . N
l\,‘
As= 1 Au

leicht integriert werden; es ergibt sich

y=m=(l "M)X (A +Zn[1 B[IJ)

wo wir 2 statt des Zemhens f geschrieben haben, und wo M/ den

auf M folgenden Wert bedeutet. Im folgenden') geht Lagrange
zur Glelchung beheblo'er Oldnung mit konstanten Koefﬁmenten {iber.
Fr erinnert zu diesem Zweck an eine Methode von d’Alembert,
die in den Memoiren der Berliner Akademie und im zweiten Band
des Caleul intégral von Bougainville fiir die entsprechende Diffe-

rentmlcrlelchung

i*
y+ AL+ BYY 4

entwickelt ist; X bedeutet, hierbei eine Funktion von #. Die Sub-

gtitutionen :

d y da P
T

dx =1 'odx q

NP

1) Miscellanea Taurinensia, t.'I% (1759), p. 36.
CaxTOR, Geschichte der Mathematik IV. 68
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fiihren bei Anwendung emes Multiplikatorensystems «, b, ¢, -+ auf
die Gleichung
: dy dp
.'?/“I“(A—{—@)P—}'(BJFZ’)Q“F"'““—flfd*a;—“ . &

Hierin 1st

y+Ad+a)yp+(B+bg+---

ein exaktes Vielfaches von

f(.f‘f'dy +bdp +--),

wenn

dy + (A4 a)dp + (B + b)dq + ---=dg/+‘%dp —I—{-(ZQ—{—--
ist. Durch Koeffizientenvergleichung erhilt man hierans

Ata="; B4b=—

mle

USW. §

der letzte Koeffizient werde gleich 0 angenommen. Aus diesen
Gleichungen ergibt sich aber jetzt durch allmihliche Elimination von

b,c... die Gleichung
a® + Aaw—l + BGH—Q + e — O:

wo n die Ordnung der Differentialgleichung ist. Aus

y+A+a)p+B+Hbg+- . =2
folgt sodann
dz -
2" - argr—ﬂ '—.:'A_,
also B
T e/%l dz;
[ (l/(}ﬁ(;-
die # Werte von @ liefern dann »n Werte Z7 Z7 . von #; y ergibt

sich endlich aus den entsprechenden » linearen Gleichungen
y+A+ap+(B+hg+ =z

mit den Unbekannten y, p,q,.... Diese Methode wendet Lagrange

auf die Gleichung
y+ Aby + BAy + - - =X

an; auch die Gleichung
!/I+Ay]1+-ByI!1+' e — X,

die, wie er sagh, auf die erstere reduziert werden kann, behandelt
er auf #hnliche Weise. Die Substitutionen
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Y= ply gl =pll . pll=gly plll = gil
ergeben namlich
y + (A +a)p + (B + - —ay? —bp — gl — .. =X

Die Gleichungen
A.—}~u:23 B+bh=2%

a ’ P
liefern wieder
a;[ + A“n,—l + _Ba/"_ﬁ + e e .0

)

and die Transformation

y+@+ap + B+t =z
fithrt zu

o —asl = X,

die #n Werte von a lLiefern wieder » Integrale z und y selbst ergibt

'sich wieder aus # linearen Gleichungen. Laplace, der sich auf

Condorcets allgememe Untersuchungen iiber Differenzengleichungen
und Eulers Integralrechnung beruft?), behandelt sodann die Gleichung

X:u — Jllnyb __{__ VLA?/I + I).L'Ai.’y:r; + R

mit nichtkonstanten Koeffizienten und iibertrfigt auf sie, nachdem er
sie mittels der Relationen

Ay:u — ?/.'l‘+] — 7/%’ AQ?/“’ = :2/"""*‘“ — 2:([7“"*"[ + _’1)/”7 usw.

a,uf die Form
XT = ya: + He . y'v-{-] _*_ "He . :'/x—l—ll + .

gebracht hat, seine Methode fiir die entsprechende Differentialgleichung
(vgl. 5. 931); die Aufgabe reduziert sich auch hier auf die Iﬁtegratio‘n
einer Gleichung nichstniederer Ordnung und eines Systems von
(leichungen der Form

oyt | o=,

Letstere Gleichung 188t sich aber auch y*+!= Rey® 4 7+ d. i. als
Relursionsformel fiir y schreiben; durch sukzessive Substitution
ergibt sich endlich

o _ 4 A A
ygr="nI F-R ---R‘l“1(11+§+1_3%%—.+“'+i{,—‘],f ‘%}:1)'

Lapiace stellt diesen Ausdruck mit Hilfe der Zeichen X und V¥ fiir
gumme und Produkt dar und bemerkt, daB auch fiir Differenzen-

1) Miscellanea Taurinensia, t. IV2, 1766/69, p. 3001f,
68* )
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gleichungen das ”Themem von Laoranae O‘I_HJ d. h. daff die Inte-

gration der Gleichung

Y:v — ?ft +Hry_1r+1+ .

=yz_|_Hry-1’+J+...

hinauskommt.?) Bald darauf behandelt Laplace die Aufgabe noch
einmal; er zeigt zuerst, daB die konstante Differenz zwischen den z
unbeschadet der Aligemeinheit immer gleich 1 genommen werden
kann.?) Zur Vorbereitung der Aufgabe integriert er

= H-’t’ “Yra + X:r

auf die von

mifttels der Substitution
ym = IMI.'XT . vI{.‘E?
die sofort auf
X
Uy == Uy _y VH

und damif auf
: G oy, _A+ E "L“
‘ h 1 V l+1 )

fithrt. Laplacé wihlt diese wenig motivierte Substitution wohl des-
halb, weil sie am raschesten zu dem schon lingst bekannten Resultat

fithrt. Die Gleichung
Vo=H, y,_ + Hy, o+ -+ Hy  +X,
bewiltigt er mit Hilfe der Annahme
Yo = 0 Yoy + L3

e, und 7 sind emstweilen noch uubeshmmt Dlese G‘rlewhung hefert
mit den O’Ielchwertlo'en

—_ . . . 7]
ym_l - Yoz + T 15 Yong =y g1 Yren + 'Fa;—n-}-f

nach Multiplikation baw. mit 1, — 18, — 28, ... und Addition die
Beziehung

Yo = [ 2B] s + [ By =] ot — "By -‘yg__,,
+Tx—lﬁTx—l-—2ﬁTm—2_“i " 1{3 111, a1y
In dieser Gleichung werden jetzt die GroBen '8, %3,... so bestimmt,

dafl Glied fiir (lied mit der gegebenen D1ﬁ'ezenzenglewhung iiber-
ems’mmmt Daxm erorehen sich meben

) ) Miscéllanea la,urinensia., t. IV 1766/69, p. 509. °) Mémoires présentés
par divers Savans, t. VIL, 1773 (1776) p. 40.
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T BT BTy g+t BT X,
noch 7 Bestlmmnno"solelchunoen iur d1e n — 1 GmBen
| B,
and man erhiilt durch ihre Aufldsung nach’'f§ der Reihe nach:
B H,—, - |
2 ="H,—w, S e

€

3’8 = E‘Hrﬂ’? T Upa 1H% + oy " gz " Hq, — Gyt Oy &

=2 I n—3F e e . .
nlf = TR — 'PH, + Oy ' Gy g+ o Uy pne

. s _
Die nte Gleichung war

—1 =1 .
" ﬁ ) a.’c-—n-i-l — H:‘“?

so daB »~ 1B auf zweierlei Arten dargestellt werden kann; durch Ver-
gleichung ergibt sich

! 2 -1
0 1 H’l) HU H/L- ) ! H:Z)
i a-v'a-’lf—l G By " %y 9 Cpr Uy ygt

Ist aus le)SEl GlelchunO‘ ein Wert von « ermittelt, so lassen sich
die p unmittelbar angeben; danmn ist moch T, "aus der oben an-
a‘efuhltell Dlﬁ'erenzenolelchuncr zu beéstimmen, die beziighich 1hrer
Ordmmo am 1 Grad niederer .ist als die urspriinglich gegebene.
Laplace bringt als Beispiele die bekannten Aufgaben, den Sinus
eines vielfachen Arguments durch ‘die Potenzen des Gosmus des ein-
fachen Arguments auszudriicken, sowie das Bildungsgesetz der héheren
lefelentlalquotlenten von arcsin 2 zu entwickeln, ‘) In einem Auf-
satz?) in den Berliner Memoiren vom Jahre 1775, an den spiter
a. a. Malfatti ankniipft®), beschiiftigt sich endlich Lagrange speziell
mit der Gleichung mit konstanten Koeffizienten

A’ym+Byw+1+"'+Nym+n=O)

d. i. mit dem sogenannten Problem’ der rekurrenten Reihen, bringt
lie diesbesiiglichen Gleichungen in bequeme, handliche Form und
periicksichtigt auch den Fall mehrfacher Wurzeln..der charakteristischen
Gleichung - Lo e : R
S A+ BaA+ s Nar=0; o0 o e
diesiéﬁ ‘Fa]l betrachfet: er iibrigens auch noch in. éinel-,[ Spitexén Ah—

1) Memones plesentes par dners Savan% t VII 1773 (177b)1 P 65 bzw 68
5) Qeuvres de Lagrange, t. IV, p. 1511 " Memorie di Mat. e Fis. Soc. It.
4. II1, 1786, p. 571 1F.
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handlung von einem neuen Gesichtspunkt aus.') Die Behandlung der
Gleichung mit konstanten Koeffizienten hei variablem A, durch
Lorgna baben wir bereits erwibhnt: auBer der linearen Gleichung
konnte hier keine andere hherer Ordnung oder hoheren Grades (vgl.
das Beispiel von Monge 8. 1054) Beachtung finden.?)

Fir die Untersuchungen auf dem Gebiet der partiellen
Differenzengleichungen wurde eine Arbeit von Laplace grund-
legend; dieser ist nach eigener Aussage®) durch Aufgaben aus der
Wahrscheinlichkeitsrechnung auf das Problem der yrekurro-rekurrenten
Reihen®, wie er sich ausdriickt, gefilhrt worden. Seien folgende
Gleichungen gegeben: “)

YAy R Byt N ()
2?/:1'4_ A 2',(/3:—1 + B” 2?/1'—? o4 N

= H" 4y L M Lypr=1 P2 g
3‘1/3: + A’,’3y:l‘—1 + B”’3:U.'L‘—.? R N

:H"”Qy:c -+ M 2!/.1-_1_{_ P"'ey.«:—ﬁ RO

(1) ny-t' + A n.,e/.zr—l + B ul,,/:c—2 + L. _:_ N
= Hrn- ly;v + M w—ly.r—l L P n—ly.zr—2 +

Laplace zeigt nun, daB man (1), die letzte dieser Gleichungen,
stets auf folgende Form bringen kann:

¢ Hppl oyttt — 1 n oy — 2 R Nyt — 3 ., .
(2) e A Ak AR R

hierbei sind a, b*, ¢", ... w* Funktionen von ». Aus (2) ergehen sich
sodann die speziellen (leichungen

_anw-—ly'): —_— Ha)(“u——lu—lﬂ.v—l + bn—l n—ly.r—g 4 + “,,_])
Mz 71——1”7.'—1 — M“‘((&"'-l u.nlly.r—? + -1 ,1—1,1/.1-_;; + s + ’ll-"_]}
I)n n—ry:u—z o I)Il(aif——l u—l?/:r—.‘i + Z)"—l”_];,'/-"—-el + L + M”_])

Addition und Anwendung von (1) liefert

*) Oeuvres de Lagrange, t. V, p. 627, (Berliner Memoiren 1792/93).

%) Man vgl. die Notizen von Monge in dem bereits zitierten Aufsatz Histoire

de I’Académie des Sciences 1783 (1786), p. 7251, (gelesen 1785) und Trembley, p
Nouveaux Mémoires de I'Académie de Berlin 1799/1800 (1803). %) Mémoires

présentés par divers Savams, t. VII, 1773 (1776), p. 39. Hier findet sich ein

kurzer Uberblick iiber die Geschichte der Differenzengleichungen. Man vgl.

auch Histoire de 1'Académie des Sciences 1779 (1782), p. 207 f. ) Mémoires

présentés par divers Savans, t. VI (1774), p. 854.
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ﬂy:,, 4 A u?/;c—l + B ﬂﬂr— 2 4+ N
— @ AT N
F oy Ay e N
+our(H 4+ M4 P
Goll diese Gleichung mit (2) identisch sein, so mul:

a,w, —— Ctvl-— 1 __ A?I
bw — bn—l + avn—lA?z — Bn
=" 1 ‘l’" hr—1 4% _]'_ =1 — (O

U = un_l(Hu + M + P 4 > — I\T"(]_ gttt — Pt )

Das Problem ist damit, genauer nach Bestimmung der o, b*, ¢", ... w",
auf die Integration des Systems der Gleichungen (2), d. i eines
Systems gewdhnlicher Differenzengleichungen zuriickgefiihrt, die keine
prinzipielle Sehwieriglkeit mehr bietet. In einer spiteren Abhandlung™)
behandelt Laplace das spezielle System (équation ventrante en

elle-méme) _
g+ Ayl Ayl = Byt Byl 4 By

wo i von 1 Dbis n liuft, und fir y*+' wieder y' zu setzen ist; er
antersucht sodann kompliziertere Annahmen und bringt Anwendungen
quf die Wahrseheinlichkeitsrechnung.  Von spiteren Avrbeiten auf
dem Gebiete der partiellen Differenzengleichungen sei, abgesehen von
Lagrange®), nur noch eine Abhandlung®) von Paoli erwihnt, der
als Beispiel die Frage untersucht, wie oft sich eine gegebene Zahl
als zgliedrige Summe von Termen der natiirlichen Zahlenreihe oder
tiberhaupt einer arithmetischen Reihe darstellen liBt.*)

Endlich sind noeh Gleichungen zu erwihnen, die zu gleicher
et Differentialquotienten und endliche Differenzen enthalten; der-
artige Gleichungen treffen wir bei Laplace,®) Lorgna® und Paoli’)
In gewissem Sinne kann man auch eine Aunfgabe®) von Euler hierher

1) Mémoires présentés par divers Savans, t. VII, 1773 (1776), p. 79. Im Text

warden die einzelnen Gleichungen des Originals durch einen Index ¢ zusammen-
gefabt. % Qeuvres de Lagrange, t. IV, p. 1651 %) Memorie di Mat. e
Fis. Soc. It., t. 1L, part. 2, 1784, p. 7871t ) Ebenda, p. 817 bzw. 829.
8) Histoire de l'Académie des Sciences 1779 (1782), p. 302. Hier sind die
fonctions génératrices benutzt.  © Memorie di Mat. e Fis. Soc. It., t. IV, 1788
- 156ff. 7 Ebenda, t. V, part. 2, 1790, p. 575. Hier ist auf die Laplacesché
Methode der erzeugenden Funktionen verwiesen, % Novi Commentarii Aca-
demiae Petropolitanae, t. XVI, 1771 (1772), D. 1404,
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rechnen, eine Kurve von der Eigenschaft zu finden, daB die Halbierungs-
linie des Winkels, den eine beliebige Kurventangente mit einer festen
Geraden bildet, eine Kurvennormale ist (vgl. 8. 515); auf die Euler-
sche Behzindlungsweise kann hier nicht eingegangen werden.

Variationsrechnung,

Die Variationsrechnung hatte durch Euler einen gewissen
Abschlufl gefunden, doch verdient sie in diesem Zustand den Namen
Rechnung noch mcht weil geometrische Ubelleounﬂen zu sehr im
Vorderdrund der Untersuchuncr stehen, die ganze Behandlungsweise
auch noch nicht einheitlich, umfassend genug ist, um auf jedes
Problem sofort angewandt Welden zu konnen. Dlesen Ubelstand
iberwand erst Lagrange mit Hl]fe eines neuen Algorithmus, der
eine vollkommen gleichartige, systematlsch rechnerische Behandlung
aller Variationsprobleme ermdglicht.  Der Fortschritt war. so De-
deutend, daB Lagrange die Grenzen der Integrale als variabel an-
sehen und auch Doppelintegrale behandeln konnte, Lagrange teilte
nach eigener Aussage seine Methode schon 1755 Fuler mit und fand
dessen Beifall; ;1) verdffentlicht hat er sie erst 1762.%) Nach kurzem
geschichtlichen Uberblick entwickelt Lagrange seinen Grundgedanken,
daB nimlich die Variationsrechmmg kein anderes Prinzip erfordere
als den Gebrauch der Differential- und Integlalreehnunw (wie die ge-
wohnliche Maxima- und Minimaberechnung auch), nur habe er, damit
die beiden auftretenden Variationen (die infolge der Manmalbedmguno
und die berelts vorhandenen Dlﬁerentlatlonen} nicht verwechselt
werden, eine nete ,,Chamktenstlk“ 0" eingefithrt. So stelle 07 eine

Anderung von Z dar, die nicht das Namhche sei wie dZ, aber doch_

nach denselben Reaeln gebﬂdet Werde ‘neben einer Gleichung
47 =mdz (verdruckt fiir dz) bestehe also in glelcher Weise
07 =mdx. Ohne weitere Ausfithrung oder Begriindung schreitet
Lagranae sofort zu folgendel AufO'abe Z sei eme Funktmn von

z,Y,2,d, dy, dz, iz, Py, d%z, . . .,

man soll die Bedinglinrr finden, daf f Z ein’ Maximum oder Minimum,

w1rd Nach der ,,bekannten Methode“ der Maxima und Minima hat

1) M1scel]a,nea Tauunensm t. IV? 1766/69, p. 168. Vgl, hierzu Cantor;
Zeitschrift fiir Math. u. Phys. (2):28 (1878), hist.-lit. Abtlg.:1.  :2) Miscellanea

Taurinensia,. t. I1%, p: 178—195. Diese Abhandlung mit der von 1770 und der

Legendres..von 1786 in Ostwalds-Klassikern ‘der: exakten W1ssensch&ften
Nr. 47; diese Ausgabe wurde im folgenden wiederholt. benutat:: . - z
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man, sagt Lagrange, das gegebene f Z mu differentiieren”, wobei
die Groflen
@y Y, 2 da, dy, dz, @z, d*y, d°z

als variabel anzusehen sind, und das so entstehende Differential gleich
Null zu setzen; bezeichnet man diese Variationen mit 0, so erhilt
man zunichst

3/ 7 =0,
oder, was dasselbe ist,
Joz=0.

Dleée Stelle ist von 016].))81‘ Wichti01xeit sie erklirt, warom Lagrange
keine eingehendere Bec-mndunor seines Aldonthmus blmot Er e1b]1ckt
darin * keine neue, von der gewdhnlichen Maxxlna.best1n1111u1lo p11nz1—
piell verschiedene, sondern ‘die schon lingst: gelibte, ,bekannte’ Me-

thode; nur enthilt eben der Ausdruck V[ 7 Dereits Dlﬁ'elentnle und

es miissen dmher, lediglich um ,,Verwechselungen” zu vermeiden, die
neuerdings notwendigen Differentiationen anders, also etwa durch das
Zeichen 0 ausgedriickt werden. Diese Auffassung erklirt auch, warum
Lagrange den im folgenden oft benutzten  Satz von der Ver-
tauschbarkeit der Symbole d und ¢ nicht beweist: d und d sind zwei
verschiedene Differentiationen, die ganz unabhiingig nebeneinander
hergehen. Ist nun Z so beschaffen, sagt Lagrange, daf

07 =ndx +p6dx+gdd2x+g6d"x+
+ Noy + Pody + Qody + - +1/65+n6d4+%dd~, .

go kommt

fndx + [pode + [gddt + -
+ [ Noy + [Pody +[Qodty + .-
+ vz —I—fm?dz—l— [%5(7“?’—|—
Aber man b1eht lelcht - | |
ddx = ddz; 0dw=d°dx usw.;
iiberdies findet man durch partielle Intégration'
fpddy -—})693 — /d])d‘m fngcm =gd6m —dgdx —I—'/wdqu‘g;; usf.

Damit W]l‘d
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/q(fn —dp + d*g—dr +--)on +../(N_ AP+ dQ —dR+ - )dy

+/(v —dx + Py — dPo + - - ) dz
+(p—dg+d¥r— .- )ox+ (g—dr+---)ddw 4 (r — -- ) d20x + -
G (P dQ+ R =8y + (@ — dR+ - ) doy
PRy
+(r—dy+do— )0zt (y —do+ - )doz
+o— - )dz+- =0,

Lagrange trennt diese Gleichung in zwei; die erste ,unbestimmte
Gleichung erhiilt alle Glieder, die unter Integralzeichen vorkommen,
die andere bestimmt alle iibrigen Glieder. Letztere Gleichung bringt

.
Lagrange mit den Grenzen des Integrals ) / Z in Zusammenhang; um
die gefundenen Gleichungen von den GréBen dz, 8y, ... zu befreien,
hat man zu priifen, ob der Natur des Problems nach zwischen ihnen
eine Beziehung besteht;!) sind sie dann mit deren Hilfe auf die
kleinste Zahl zuriickgefiihrt, so sind die Koeffizienten der noch vor-
handenen GréBen da, dy,... gleich Null zu setzen. Sind sie voll-

stiindig unabhinglg voneinander, so kommt

n—dp+ dlq—dPr 4+ ... =0;
N—dP+d?Q—d’R+-- =0 v—da+dy—dP+- .- =0.

Nach Untersuchungen iiber die Brachistochrone iiberhaupt und
diejenige auf einer gegebenen Oberfliche weist Lagrange nach, dah
von den letzterwihnten drei (fleichungen immer eine die Folge der
beiden andern ist®), und wendet sich sodann der Aufgabe zu, J Z

einem Maximum oder Minimum zu machen, wenn Z auBer den
Variabeln 2, 3, # und ihren Differentialen auch noch das Integral

I = f 7" enthilt, wo %' aus den niimlichen Verinderlichen und ikren
Differentialen sich zusammensetzt. Diese Aufgabe, sowie das Problem

der Maxima-Minimabestimmung von f Z, wo / durch eine Differential-
gleichung 1. Ordnung definiert ist, hat schon Euler behandelt und
gelost, was Lagrange ausdriicklich anerkennt, der auch den Fall
einer Differentialgleichung 2. oder hoherer Ordnung fiir 7 bespricht.

Y In der Mécanique analytique von 1788, p. 46—46 hat Lagrange den
Fall von Nebenbedingungen durch Einfihrung unbestimmter Multiplikatoren auf
das Problem ohne solche reduziert. *) Miscellanea Taurinensia, t. 1I% p. 182,
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Um die Brauchbarkeit seiner Methode zu erldutern, leitet L agrange
die Bedingungen her, daBl eine Fliche von allen denen, die denselben
Umfang oder aber gleiches Volumen haben, die kleinste ist, und be-
weist!) den Cramerschen Satz, daB das flichengroBte Polygon ‘von
gegebenen Seiten einem Kreise einbeschrieben ist, aufs neue, des-
gleichen zeigh er, daBb unter allen Polygonen gleichen Umfangs 2} das
regulire den oroften Inhalt besitzt. Iine weitere Abhalidlung"‘)
bringt Anwendungen der Variationsrechnung auf die Dynamik; hier
findet sich gleich zn Beginn der Eulersche Satz, dai das Integral
der in das Bahnelement multiplizierten Geschwindigkeit eines Massen-
punktes ein Maximum oder Minimum ist, auf ein Massensystem aus-
gedehnt, doch ist der dabel vorzunehmende VariationsprozeR nicht
genau definiert, was in der Folge zu Millverstiindnissen Anlaf} gab?),
Uberhaupt fand der neue Kalkiil aufler bei Euler zuniichst wenig
Verstindnis; in einer schon erwdhnten Abhandlung®) erhob Borda
verschiedene Bedenken gegen die Behandlung des Brachistochronen-
problems durch Lagrange, die diesen zu einer nochmaligen ge-
naueren und allgemeineren Auseina,ndersetzung in seiner sogleich zu
erwihnenden zweiten Abhandlung veranlaBten; ganz ungerechtfertigt
sind die Angriffe von Fontaine®), der seine eigene Methode, die
nur liulersche ,und Lagrangesche Ideen in h&chst uniibersicht-
licher Weise mit den Punkten der Fluxionsrechnung und dem Zeichen o
nebeneinander ausdriickt, allen anderen tberlegen hilt.” Euler hat
in verschiedenen Abhandlungen die Lagrangesche Methode ausfiihr-
lich auseinandergesetzt, und neben der Regel dd = dd verschiedene
alte Siitze (vgl S.904) neu bewiesen’); interessanter ist sein Versuch
einer geometrischen Deutung des Variationsprozesses®) und die darauf
beruhende Herleitung der betr. Rechnungsregeln. Die Variations-
rechnung — dieser Name stammt von Kuler —, sagt er, scheint
sunichst eine vollig selbstindige Rechnungsart zu sein, wnd dem-

) Hierbei kommt Lagrange auf die Variationsrechnung fiir endliche
Differenzen zu sprechen; an diese Stelle hat dann Condorcet wieder an-
geknx‘:ipfb. 3 Uber isoperimetrische Probleme handelt u. a. ein Aufsatz von
Paolo Frisi, Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. VII, 1658/59
(1761), p- 2274f.. .Der Lagrangesche Algorithmus ist hier noch nicht benutat.
%) Miscellanea Taurinensia, t. II*, p. 196—298. *} Wegen der Geschichte des
Prinzips der kleinsten Wirkung vgl. man Ostwalds Klassiker a. a. 0., Anmkg. 9,
ferner Suter, Geschiohte der mathematischen Wissenschaften, Ziirich, 2. Teil,
. 3731f. % Histoire de YAcadémie des Sciences 1767 (1770), p. b514t.
6y Ebenda, . 588 1f. ") Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. X,
1764 (17686), p. 94ff. (Ebenda, p. 136ff. iiber die Tautochrone im widerstehenden
Mittel) Endlich Institutiones caléuli integralis, vol. IIl, Anhang, p. 461—596."
#) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. XVI, 1771 (1772), p. 854
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gemil fithrt auch Lagrange ein eigenes Zeichen ¢ ein, zum Untel—.
schied von der Differentiation, die durch d bezeichnet wird, Eulel
stellt sich die Aufgabe, die Variationsrechnung auf die P11nz1p1en
der Infinitesimalrechnung allein zuriickzufithren und zwar, durch Ein-
fihrung einer Hilfsvariabeln ¢, die als Parameter einer Kurvenschar
mit den laufenden Koordinaten x und Y credeutet wird. Er denkt
swh mlt mdelen Wmten y als Funktion von 2 und der neuen

die Variation dy von y' dar; Vanatlon 18t also nichts als Partlelle le-
ferentiation nach . Im folgenden fiihrt Euler die wichtigsteh Auf-
gaben der Variationsrechnung auf Grund seiner neuen Auffassung
auf wirkliche Differentiationen nach ¢ zuriick und befreit sich:‘dann
von :der Variabeln ¢ schlieBlich wieder in geschickter Weise "durch
partielle Integration?); die Endresultate treten in der gewdhnlichen
Form auf wie sonst auch. - Von Anwendungen der Variationsrechnung
seien eine Abhandlung Eulers von 1779 iiber Raumkurven mit einer
Maximal- oder Minimaleigenschaft?), ferner Untersuchungen -desselben
Forschers iiber Brachistochronen, wenn die wirkenden Krifte nicht-
in einer Ebene liegen, und iiber Brachistochronen im widersteheriden
Mittel erwihnt?). SRR ‘

- In einer Abhandlung vom Jahre 1770%) ist Lagrange wieder
auf -die Variationsrechnung zuriickgekommen; er geht von allge:
meinen - Gesichtspunkten aus, die alle Spezialuntersuchungen seines
ersten Aufsatzes  gleichzeitig umfassen. Es set ¢ die Funktion, von
der man die Variation d¢ finden will: @ soll durch eine Differential:
gleichung von irgend - einer Ordnung zwischen ¢, 2, y, #,... und
den Diﬂ'erentia]en dieser Variabeln georeben sein HeiBt’ diese - Glei—‘ |
der GroBen Py L, Y, AP, dx, dy, ..., aus denen sxch dne Funktmn &
zusammensetzt, als besondere Verinderliche ansieht. Indem Lagrange
die -Operation der Variation wirklich ausfithrt, kommt er nach Multi-
plikation 'mit einer nachtriiglich passend bestimmten Hllfsaroﬁe S
und p‘lrtleﬂel Integration auf eine Gleichung der Form

S I f P = const, ,
Welche dhe G‘rrundlage der weiteren Untersuchung bildet. Hierbei 1st-

1) Novi Commentarii Academiae Petropolitanae, t. XVI, 1771 (1772), p 42
43. - %) In den Mémoires de I'Académie Impériale des smences ‘de St. Peters—
bourg! IV, 1811°(1818). ~ % Ebenda, t. VIII, 1817/18 (1822), p. 1728 baw.
p. 41—45. (Aus dem Jahre 1780) ¥) Miscellanea Taurinensia, t. IV?, 1766/69, %

p. 163—187,
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@ — Pdg + Qda + Roy -+ Sde + -

wo die 1&0efﬁz1enten P,Q,R,S,... sich in bestlmmtel Weise: aus @
berechnen lassen. Die Bedlnﬂund 0 =0 fir das Maximum oder
Mmlmum von @ fihrt nun nach einigen Uberlegungen beziiglich

der Grenzen des Inteﬂrals f P aguf die G_rlelchung

Qox + Roy + Sdz + .- - =10,
die -je nach Zahl der Relationen zwischen' den' dw,dy, dz,... in
weniger oder mehr Einzelgleichungen zerfillt. Lagrange’ bringt
spiterhin®) einen einfachen Beweis seines Theorems, daB eine dieser
Einzelgleichungen immer die Folge aller tbrigen sei. Er bendtzt
hierzu den Umstand, dafl in der gegebenen Differentialgleichung. @ = 0
der Ausdruck @ immer auf die Form @ = de’”igebracht werden
kann WO E eme Funktmn der Verinderlichen ¢, x,y,4,. .. und
111161‘ Abdelelteten nach # bedeutet. Dann ist .

00 =mEdz"~ 1édx+dm7"62~ .
wegen @ = 0 ist aber anch X' = O, also 0D = dz™0X.- Sel nun
dz——n:bqo—l—azﬁ ¥ +n”6;fﬁk+---

+9’5’/ + Qé\ . ‘E‘ “a‘f"*"
+ 60z +6'5f~+6"6 +

+ 7z,

so wird man nach Multiplikation mit £da™ und partieller Integration
(Wobel nur die GriBen dz, d‘(p, dz,... unter- dem Integxalzelchen

bleiben diirfen) wieder auf den Ausdruck 4 ?P'stol.’)en Laoranrre

zeigt nun, daB der Ausdruck IT identisch Null . wird, wenn man das
Zelchen 6 durch d ersetvt, er betrachtet zu diesem Zweck die ein-
zelnen Glieder von P 7‘55(}3 ist " keiner paltle]len Integration der
verlangten. Art fihig, .es wird daher ganz unter dem- Integralzeichen

8d dgdd
quj —_ quw,w)- nach Mul-

tiplikation mit ‘Eda™, 'Vertauschuno' von (M(p, ‘Odz mit ddp bzw.

ddz und partieller Integration erhilt man -als Glied auBérhalb deg

Integralzeichens]den Ausdruck ;g:-z’dx‘m(%—z-_ d;’:ﬂ“’),_' der,. wie -un-

bleiben. Das Glied m’d-d—q’ wird zuerst ﬁ:'(

iy Mlscellanea Taurmensm, t I‘V2 1766/69 p. 175,
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mittelbar ersiehtlich, bei Verwandlung von & in d identisch ver-
schwindet. Gleiches ergibt sich fir die iibrigen Glieder von 0%,
d. h. es wird, wenn man d in d verwandelt, IT immer zu Null und

damit / T const., also ¥= 0. FErsetzt wan also in dem Ausdruck

P=Pdp+ @Qdx + Roy + Sdz+ --- das Zeichen & durch d, s

wird identisch Pdg + Qdz + Rdy + Sdz+--.-=0, d. h. eine von-
den Maximum-Minimumbedingungen ist eine Folge der andern.
Lagrange kniipft hieran die Bemerkung, daB die Méglichkeit, @ in
der Form Zdz™ vorauszusetzen, fiir den Beweis wesentlich war, und
weist darauf hin, daf bei Differenzengleichungen diese Voraussetzung

im allgemeinen nicht zutriftt. Endlich wird die Aufgabe, ¢ — f Z.
zu einem Maximum oder Minimum zu machen, wenn Z selbst wieder
Integralzeichen enthdlt, mit Hilfe der vom Integralzeichen freien
Differentialgleichung fiir ¢ geltst, und das Problem der Brachisto-
chrone nochmals eingehend behandelt.

Die Frage, ob im einzelnen Fall ein Maximum oder ein Minimum
vorliegt; wurde nach einem mifiglickten Versuch von Laplace?) von
Legendre behandelt, aber erst Jacobi gelang es, hinreichende Kri-
terien hierfiir aufzustellen. Als einfachsten Fall untersucht Legendre

wdie Variation zweiter Ordnung“®) von / vda, wo v eine Funktion
von £, 4 und p = 3—596' allein ist. Er findet unter der Annahme 62 =20
mit Hilfe des Taylorschen Satzes

301' n 00 N
6 vdx—fdx 2@J "3Jop 26-/61’+2a q.()pz)’

wofiir 7ur Abkirmung
 [aw(Poy>+ 2Qaysp + RopY)
gesetzt wird. Dann ist identisch
0 [vdx = const. — «dy?
+ fdo[(P+ 55892+ 2(Q + oydp + Rop'],
wo o beliebig ist. Legendre nimmt nun «¢ so an, daB sich der Aus-

) Nova Acta Eruditorum 1772, p. 293. % Histoire de 1I’Académie des

Sciences 1786 (1788), p. 9. Kurz zuvor unterscheidet Legendre zwischen a—;

als dem Koeffizienten von (:la: in dem Differential von » und ; d.i. dem durch

dx geteilten vollstindigen Differential von ». Vielleicht hat Jacobi, der dlpse
Unterscheidung einbiirgerte, diese Stelle gekannt. -
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druck unter dem Integralzeichen in zwei gleiche Faktoren spalten
148t, wozu die Gleichung

(7 o4 ‘ Q9
(P+ ) B=(Q+ey
erforderlich ist. Dann ergibt sich bei festen Integrationsgrenzen
dj')}dx — (056}]2)0 —_— (adyQ)’ +JRdl(5p + (J-}i?-a: dy)z,

und hierin kann man, da sich ja ¢ aus einer Differentialgleichung
bestimmt, also eine willkiirliche Konstante enthilt, « immer so an-
nehmen, daB (¢dy?)°— («dy®) entweder Null ist, oder dasselbe Vor-

_zeichén wie B hat; daraus folgt aber, sagt Legendre, daB /;zd.x;

ein Maximum ist, wenn
00w

20p*
negativ, ein Minimum hingegen, wenn dieselbe Funktion positiv ist.
Legendre geht sodann zu dem Fall iiber, daB » eine Funktion von

R=

z, Yy, p und g ist, wo
dy = pdx uwnd dp = qdy.
Die Variation der 1. Ordnung ist Null, die 2. Ordnung liBt sich auf
die Form bringen - _ _
0 [vaw= [de(Moy +2Noyop + Qip*
+ 2Pdydg 4+ 2Rdpdg
‘ + Sd¢%),
wofiir Legendre schreibt

o [vds— (a8y®+288ydp+ yopY) — (wdy?+ 288y p + pop)
da . d : .
(A +T) 0w+ 2 (N+ ot 3 )b+ 2(P+B)vida)

-i—(fdxl K

+(@+26+50) dp° + 2B +7) 8pog + Sog* |

dx

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen soll sich wieder in ein
Quadrat zerfillen lassen; aus der Annahme, der Inhalt der geschweiften

) Kammer sei gleich

S(0q 4 udp 4.4 dy),

'ergeben sich aber fiinf Bedingungsgleichungen fiir «, 8, ¥, 4, . Man

erkennt, daB bei ihrer Integration drei willkiirliche Konstante auf:
treten, die so gewihlt werden konnen, daB die auBerhalb des Integral-
geichens stehende Differenz Null ist oder dasselbe Vorzeichen wie §
besitzt. Legendre schlieBt wieder, daB damit das Vorzeichen von S
fiir die ganze zweite Variation maBgebend und fiir die Existenz eines
Maximums oder Minimums entscheidend ist, gibt sodann die Verall-
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gemeinerung fiir den-Fall, dall v Differentialquotienten beliebiger Ord-
nung enthillt, und behandelt noch einige Hhnliche Fragen unter der
Annahme, dal 2z nicht konstant, also ¢z von Null verschieden ist.
Von den praktischen Beispielen, die Legendre untersucht, seien das
Problem des Korpers von kleinstem Widerstand, der Kettenlinie und
der Brachistochrone erwihnt. Herleitung und HErgebnis der vorer-
wihnten Kriterien sind bekanntermaflen unvollstindig. Die ersten Be-
denken duBerte Legendre selbst'); in einer spiteren Abhandlung
sucht er die stillschweigende Voraussetzung, daB die HilfsgroBen o, 8,
immer reell bestimmt werden konnen, sowie die Moglichkeit, die
Differens |
(ady®+ 280y dp+ y0p"° — (ady*+ 280y dp + y0p?)

zum Verschwinden bringen zu kénnen, durch Reithenentwicklungen zu
erweisen; der Nachweis ist indessen fiir beide Behauptungen, von
denen die erste richtig ist, unzureichend. Den Haupteinwand hat
jedoch Lagrange erhoben®): das Integral kann das Vorzeichen
wechseln, wenn auch der Ausdruck unter dem Integralzeichen dies

nicht tut, wie an dem Beispiel

2 _f,. A=
=% =) i

ersichtlich ist. Das Theorem von Legendre gilt nur, solange der
Ausdruck unter dem Integralzeichen'endlich bleibt; um aber dariiber
zu entscheiden, braucht man die Funktionen «, 8, y selbst, und die
Erkenntnis ihrer Existenz allein geniigt noch nicht. Immerhin be-
deuntet Legendres Versuch, die schwierige Frage zu lsen, und die

Art seines Vorgehens einen groBen Fortschritt.

1y Histoire de I’Académie des Sciences 1787 (1789), p. 348. % Oeuvres,
t. IX, p. 308. Vgl. Ostwalds Klassiker a. a. 0., Anm, 12.




