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Euclid und sein Jahrhundert.

Mathematisch-historische Skizze
TOn

Moritz CANTOR.

Der erste mathematieche Schriftsteller Griechenlands, dessen Werke
mehr als in kiirglich {iberlieferten, vielleicht sogar kritisch bestreitbaren
Bruchstiicken uns vorliegen, war Euclid. Seine Bliithe f3llt in das
Jahr 300 v. Chr. Geb,, cinen fiir die Entwickelungsgeschichte der Wis-
senschaften so merkwiirdigen Zeitpunkt, dass es kaum ein historisches
Werk geben diirfte, welches nichf dort einen Abschnitt machte, welches
nicht die Griindung der ersten alexandrinischen Schule als Markstein
einer neuen Zeit betrachtete.

Oder sollen wir licber sagen, es war der Abschluss einer alten Zeit,
der hier erfolgte? Es war dieselbe Erscheinung, welche vielfach in der
Weltgeschichte auftritt, dass nach Perioden grosser Entdeckungen und
Erweiternngen der Wissenschaften ein Bediirfniss sich kundgiebt, das
neu Erworbene zu sammeln und zu vereinigen, zu sichten und zum Ge-
meingut zu machen, Bibliotheken und Schulen zu griinden. Alexandrien,
die Schipfung des Welteroberers aus dem vierten Jahrhundert, war ganz
geeignet, einen solehen Markt- und Stapelplatz der Bildung abzugeben.
Seince Lage in Egypten, dem Lande, an dessen uralter Kultur auch der
skeptischste Gelehrte nicht mehr zweifelt, aber auch dem Lande, welches
durch besondere Gunst des Schicksals nach Alexander's Tode dem
geistig hervorragendsten unter seinen Feldherren, Ptolemius Sohn deg
Lagus, zufiel, trug nicht wenig dazu bei, dorthin Alle zu locken, welche
héhere Bildungszwecke verfolgten, sei es mun als Lehrer odey als Ley-
nende. Man hat oft gesagt, die Ptolemier, die Freunde und Forderer
des (telehrtenstandes, griindeten die alexandrinische Schule;. may hiitte
mit eben so viclem Rechte sagen konnen, die Schule zq Alexandrigy,
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2 Euclid und sein Jahrhundert.

entstand und gab der Regicrungsweise der Ptolemiier ihren besonderen
weltgeschichtlichen Charakter.

In Alexandrien also im sogemannten Muscum, in jenem palast-
dhnlichen Gebiiude, welches seit dem Jahre 320 dem hiheren Unter-
richtswesen gewidmet war, in der unmitielbaren Niihe Jener grossartig-
sten® Biichersammlung des Alterthums, welche bis zu 400,000 Binden
angewachsen war, als sie im Jahre 47 v. Chr. Geb. in Ciisar's alexan-
drinischem Kriege ein Raub der Flammen wurde, dort finden wir Eu-
clides etwa im Jahre 308 als den ersten Mathematiker sciner Zeit.
Ueber die Lebensgeschichte dieses bedeutenden Mannes ist kaum mehr
bekannt, als in den wenigen obigen Zeilen angegeben ist!),” Nicht ein-
mal das Vaterland des Buclides steht mit Sicherheit fest, wenn wir
nicht der Angabe cines arabischen Berichterstatters, des Abulpharagius,
unbedingten Glauben schenken wollen, welcher ihn einen Tyrer nennt.
Andere wollen Euclides in Egypten geboren sein lassen; noch Andere,
aber sicherlich mit Unrecht, verwechseln ihn mit Euclides von Me-
gara, dem Schiiler Plato’s, welcher fast 100 Jahre friiher lebte. Auf-
fallend genug findet sich dieser Irrthum schon bei einem Schriftsteller
aus dem Zeitalter des Tiberius, bei Valerius Maximus.?) Auch das Todes-
jahr des Euclides ist durchans unbekannt, und selbst anekdotisch gewor-
dene Erzihlungen aus seinem Leben, wie sie sonst iiber griechische Ge-
lehrte vielfach mitgetheilt werden, finden sich nicht mit Ausnahme einer
einzigen. Von ihm ndmlich riihrt die bekannte Antwort her, dass es in
der Mathematik keinen besonderen Weg fiir Konige gebe, mit welchey
er Konig Ptolemdus Lagi zurechtwies, der iiber die Schwierigkeiten des
von ihm eingeschlagenen Ganges klagte und einfachere Methoden bean-
spruchte. Zeigte sich Euclides bei dieser Gelegenheit nicljt gerade als
gewandten Hofling, so wird uns doch sein Charakf:er 3) als sanft und
bescheiden beschrieben, voller Wohlwollen gegen Jeden, welcher die
Mathematik zu férdern im Stande war, und absichtlich jede Begegnung
mit fremden Entdeckungen in dem Gebiete seiner Wissenschaft ver-
meidend.

Die Schriften des Euclides waren trotz dieser selbst auferlegten Be-
schrinkung sehr reichhaltig, da er natiirlich nicht so weit ging, irgend
welche Sitze zu unterdriicken, weil sie sehon von Anderen bewiesen
worden waren. Im Gegentheile hat gerade dasjenige euclidische Werk
den weitaus grissten Einfluss auf die Mathematik aller Jahrhunderte
wesgeiibt, in welchem er am meisten von andern Schriftstellern als ab-

“héingig sich erweist, die sogenannten Elemente, Otoiyeice. Hier mag

desshalb zunichst eine Inhaltsanzeige gerade dieses Werkes folgen; so-

- dann soll der Zweck untersucht werden, zu welchem es geschrieben

Wmde, in dritter Linie mag die Form des Werkes uns beschiiftigen.
‘-"“"-rﬂﬁr Inhalt der in dreizehn Biicher zerfallenden Klemente f) des
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Euclides ist im Allgemeinen angegeben, wenn wir sagen, man miigge in
ilnen vier Haupttheile unterscheiden. Ers tens behandeln sie Rayp.-
gebilde, welche in einer Ebene gezeichnet sind und das Verhiltnjss
ihrer gegenseitigen Grosse, die theils gleich, theils ungleich ist. Im ey
steren Falle genligt der Nachweis der Identitiit, im letzteren verlangt
man noch ctwas mehr: man will die Ungleichheit messey, Dazu aber
dient die Zahl, das Maass einer Jeden Grisse, und folglich wird es Be-
diirfniss, Untersuchungen iiber die Zah] anzustellen. Damit ist der
zweite Haupttheil des hier besprochenen Werkes geschildert. Die voll-
stindig bestimmte Zahl reicht indessen nicht aus, um alle Grissen zu
messen, welche der geometrischen Betrachtung unterworfen werden. Es
gicbt vielmehr Raumgebilde, seien es nun Lingen oder Flichen, welche
mit der Grissencinheit derselben Art ‘kein genau angebbares gemein-
sames Maass besitzen, ohne dass sie desshalb aufhoren, selbst Gréssen
zu sein.  Man nennt sie nur im Gegensatze zu dem genau Messbaren
mit der Einheit incommensurabel. Die Betrachtung solcher Incommen-
surabilitiiten ist somit unerlisslich, sie bildet den dritten Haupttheil
des Ganzen. Endlich im vierten Theile verlisst die Betrachtung das
bisher eingehaltene Feld der Zeichnungsebene, die Verhiltnisse des all-
gemeinen Raumes werden untersucht, die gegenseitige Lage und Grosse
von Flichen und Koérpern werden besprochen, : *

Das ist freilich nur der ganz allgemeine Inhalt deg Werkes, und
es diirfte sich empfehlen, noch etwas niher auf die Einzelnheiten ejn-
zugeben. Im 1. Buche handelt Euclides von den Grundbestandtheilen
gradliniger Figuren in der Ebene, von geraden Linien, welche sich ent-
weder schneiden und mit einer dritten Linie ejn Dreieck bilden, iiber
dessen Bestimmtheit durch gewisse Stiicke zugleich gesprochen wird —
Congruenz der Dreiecke — oder welche sich njcht treffen, so weit
man sie verlingert — Parallellinien. Um mit Hilfe von Parallel-
linien eine Figur zu erzielen, bedarf es zwejer schneidenden Graden,
und so entsteht das Viereck, insbesondere das Parallelogramm, S0-
fern die Schneidenden selbst unter sich parallel sind, Die Eigenschaften
der Parallelogramme vereinigt mit denen der Dreiecke fiihren zam Be-
griffe von Figuren, welche an und fiir sich identisch sind, aber nicht in
identischer Weise zur gegenseitigen Deckung gebracht werden kiénnen
— Gleichheit von nichtcongruenten Flichenrdumen, Be;
solchen Flichen kommt es darauf an, die identischen Theijle ‘abzuson-
dern, in anderer Weise Zusammenzufiigen, und so lehrt der 43, Satz,
die Verwandlung jeder geradlinigen Figur in ein Parallelo-
gramm von gogebenen Winkeln, bis im 47. und 48 Satze das
Buch mit dem interessantesten Falle oiner derartigen Umwandlung, mit
dem pyﬂm?xgm*ﬂisehm Lehrsatze und dessen Umkehrung, abschlieggt, Das
2. Buch ist gewissermassen ein Zusatz zu dem Pythagoriischem T,e]
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4 Enclid und sein Jahrhundert.
satze, In ihm wird die Herstellung eines Quadrates aus Quadraten und
Rechtecken in den verschiedensten Combinationen theils als Summe
theils als Differenz gelehrt, bis auch wieder eine Zusammenfassung in
der Aufgabe erfolgt, ein jeder gegebenen gradlininigen Figur
gleiches Quadrat zu beschreiben. Zugleich lisst aber dieses Buch
eine andere Auffassung zu, welche mit der doppelten Bedeutung des
pythagoriischen Satzes in Verbindung steht. Er ist bekanntlich nicht
bloss ein geometrischer Satz; er sagt nicht bloss aus, dass es zwei
Flichenriume von besonderer Beschaffenheit gebe, welche einem
dritten gleich sind. Er ist ebensosebr und wohl chronologisch frither®)
zahlentheoretischer Natur; er ldsst in dieser Auffassung erkennen, wie
es zwei Zahlen bestimmter Art gebe, welche als Summe eine dritte
Zahl liefern von gleicher Art wie die beiden Posten. Auch als Zu-
satz zum pythagoriiischen Lehrsatze in diesem Sinne kann man das
2. Buch betrachten : es lehrt alsdann die Rechnung, insbesondere
die Multiplication, mit additiv und subtractiv zusammen-
gesetzten Zahlen. Das 3. Buch wendet sich zu der einzigen krum-
men Linie, welche der Behandlnng unterzogen wird, zum Kreise und
zu den Sitzen, welche auf Beriihrung zweier Kreise oder eines Kreises
und einer geraden Linie sich beziehen. Alsdann folgen Betrachtungen
iiber die Grésse von Winkeln und mit denselben irgendwie in Ver-
bindung stehenden Kreisabschnitten. Endlich schliesst das Buch mit den
einzéln betrachteten Fillen zweier Linien, die sich gegensecitig
und ebenso einen Kreis schneiden und aus deren Abschnitten
gewisse Rechtecke zusammengesetst werden, welche Flichengleichheit
besitzen. Der Schiiler wird nun im 4. Buche weiter mit den Figuren
bekannt gemacht, welche entstehen, wenn mehr als zwei gerade Linien
mit dem Kreise in Verbindung treten. Er lernt die in und um den

Kreis beschriebenen Vielecke, insbesondere die regelmiissigen

Vielecke kennen. . : o
Damit ist vom euclidischen Standpunkte mit dem Begriffe der

Gleichheit von Linien und Flichenriumen, der einzigen bisher ange-
wandten Grundiage, das letzte Ziel erreicht. Wie ich schon oben all-
gemein andeutete, kommt nun die Ungleichheit in Betracht, insofern sie
gemessen werden kann, und zwar ist diese Messung eine zwiefache: eine
geometrische und eine arithmetische, wie wir etwa sagen kinnten.

-Beide beruhen auf der Lehre von den Proportionen, welche dess-
‘halb auch im 5. Buche an dem Sinnbilde gerader Linien in vollstiindig-
~ ster. Ausfiibrlichkeit dargelegt wird, Vielleicht ist diese Versinnlichung
‘absichtlich gewiihlt worden, um eben schon hier die Doppelrolle anzu-
. dgm;gn,: welche die Proportionenlebre in der Folge spielen soll. Die im
n Z:@iﬁl}sﬁfma aufgefassten Grissen sind als Linien gezeichnet, damit
-man’ ef

8 :"GfmmagE fir die Betrachtungen besitze, und damit es ein
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Von Moritz CANTOR, 5
Bekanntes sci, wenn kiinftig von einem Verhiltnisse gegebener Linien
die Rede ist. Die Linien sind aber pur nebeneinander gezeichnet,
ohne in Verbindung zu stehen, ohne Figuren zu bilden, damit man ejn.
sehe, wie es sich hier um Allgemeineres handle, als um die Vergleichung
geometrischer Gebilde. Erst das 6. Buch enthilt die speciell geometri-
schen Anwendungen, insbesondere die Lehre von der Aehnlichkeit
und von deren Benutzung, um jetzt riickwiirts Verhéltnisse in geome-
trischen Figuren zur Anschauung zu bringen, nachdem vorher die Theorie
der Achnlichkeit ans der Verhiltnisslehre hervorgegangen. Dag 7., 8
und 9. Bueh beschiiftigen sich mit der Lehre von den Zahlen. Der
niichste Zweck dabei ist, wie ich vorhin mich ausdriickte, das arithme-
tische Messen der Ungleichheit, also die Folgerungen aus der Propor-
tionenlebre, welche an Zahlengrossen hervortreten. Alleip damit ver-
bindet KEuclid, vielleicht weil nirgend eine passendere Gtelegenheit sich
bieten wird, eine Zusammenstellung aller ihm bekannten Eigenschaften
der Zablen; Rechnungsoperationen mit denselben hat er, wie wir uns
érinmern, schon im 2. Buche ausfiihren lassen. Das 7. Buch beginnt
mit der Untm-scl‘leiclung von theilerfremden Zahlen und solchen,
welebe ein gemeinsames Maass besitzen, und mit der Auffindung
dieses letzteren. Dann ist von Zahlen die Rede, welche dieselben Theile
anderer Zablen sind, wie wieder andere von vierten, und damit ist also
die Zahlenproportion eingefiihrt: Abgesehen von den vielen neuen
Proportionen, welche in der mannigfaltigsten Weise aus der erstgegebe-
nen abgeleitet werden, fiihrt der Satz von der Gleichheit der Produkte
der inneren und der Husseren Glieder einer Proportion auf die Theil-
barkeit eines solchen Produktes durch einen der Faetoren des anderen
Produktes und zur Theilbarkeit iiberhaupt. Der Riickweg zur Unter-
suchung thetlerfremder Zahlen ist  damit gewonnen, und den Schluss
des Buches bildet die Auffindung des kleinsten gemeinsamen Di-
viduums gegeh‘@ne‘r Zahlen. Das 8. Buch setst die Lebre - von den
Proportionen fort, indem es zu Gliedern der Proportion solche Zahlen
wihlt, welche selbst Produkte sind und zwar zum Theil Produkte aus
gleichen Factoren, An die fritheren geometrischen Lehren erinnern
eben noch die Benennungen, welche in djesem Buche zur Anwendung
gelangen: die Worter Flichenzahlen (Produkt zweier Zahlen, weil
die Fliiche einer Figur durch ein solches Produkt gefunden wird), Kor-
perzahlen (aus dhnlichem, den geometrischen . Entwickelungen freilich
vorgreifendem Grunde das Produkt drejer Zahlen), Quadratzahlen
und Cubikzahlen. Das 9. Buch setst gleichfalls denselben Gegen-
stand fort, geht indessen dadurch wieder zu anderweitigen Betl‘achtuuge,i;
itber, dass es besondere Riicksicht auf etwa in einer Proportion vq.
kommende Primzahlen nimmt. Bej dieser Gelegenheit wirg nimlic::
giemlich ausser allem Zusammenhange als 20. Satz bewiesen, dass .
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unendlich viele Primzahlen gebe, oder vielmehr, da der Begriff
des Unendlichen erst viel spiter in der Mathematik auftritt, dass die
Menge ' der Primzahlen grésser ist, als jede gegebene Menge derselben.
Noeh weniger Zusammenhang ist von dem 20. Satze zu dem ihm Fol-
genden wahrnehmbar. Mancherlei Eigenschaften grader und ungrader
Zahlen, von deren Summen und deren Produkten werden erortert, bis
der 35. Satz die Summirung der geometrischen Reihe lehrt und
auf diejenige geometrische Reihe angewendet, welche von der Einheit
beginnend jedes Glied verdoppelt, endlich im 36, Satze wieder zu den
Primzahlen zuriickfiilhrt und so das Bewusstsein erregt, wie Euclides bei

scheinbarem Abspringen von seinem Thema es immer unverriickt im |

Auge behilt. Jener 36. Satz giebt nimlich an, die Summe der Reihe
1+ 244+ 84 ... sei mitunter eine Primzahl. Dieses tritt z. B.
ein, wenn die Reihe aus 2, aus 3, aus 5 Gliedern besteht. Werde diese
die Summe darstellende Primzahl mit dem letzten in Betracht gezogenen
Gliede der Reihe vervielfacht, so entstehe eine vollkommene Zahl,
d. h. eine Zahl, welche der Summe aller ihrer Theiler gleich ist.

Im 10. Buche ist der dritte Haupttheil des euclidischen Werkes be.
handelt, die Lehre von den Incommensurabeln. Es beginnt mit
einem Satze, dessen Wichtigkeit weit grosser ist, als man beim erst-
maligen Horen glauben sollte; denn er bildet die Grundlage einer ganzen
Theorie, welche unter dem Namen der Exbaustionsmethode bekannt
geworden ist und welche den Alten das ersetzte, was fiir die moderne

- Mathematik in ausgedehnterem und vollendeterem Maasse der sogenannte

Infinitesimalealcul zu leisten hat. Der Satz lautet so: ,,Sind zwei un-
gleiche Grissen gegeben und nimmt iman von der grisseren mehr alg
die Hilfte weg, von dem Reste wieder mehr als die Hilfte und so im-
mer fort, so kommt man irgend einmal zu einem Reste, welcher kleiner
ist als die gegebene kleinere Griosse.” In Worten der neueren Mathe-
matik ‘wiirde man vielleicht lieber sagen, es gebe keine noch so unend-
lich kleine Grosse, unter deren Werth man nicht durch fortgesetste
Halbirung einer gegebenen Grisse gelangen kinne, welche also nicht
als Grenze eines immerwihrenden Abnehmens des Gegebenen sich “dar-
stellen liesse. In dieser Ausspruchsweise tritt alsdann zur Geniige die
grosse Bedeutung des Satzes hervor. Euclid freilich giebt zuniichst keine
Veraplassung, solche Betrachtungen anzustellen. Bei ihm betindet sich
der Satz zwar an der Spitze des 10. Buches, aber ohne dass das zu-
nichst Folgende mit ihm in Verbindung stinde; sogar ohne die Folge-
rung,” welche man vor allen Dingen erwarten sollte, dass, wenn zwei
Grossen incommensurabel sind, man immer ein der ersten Grisse Com-
mensurables bilden konne, welches von der zweiten Grisse sich um be-
Hemg’.-w‘eniges unterscheide. Statt dessen sind zwar geistvolle, aber
doch' nach -unseren Begriffen maasslos weitlinfige Untersuchungen da-
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riiber angestellt, unter welchen Voraussetzungen Gréssen sich wie gege-
bene Zahlen verhalten, also commensurabel sind, und unter welchen
Voraussetzungen keine solche Zahlen sich finden lassen, die Grossen
also incommensurabel sind. Als specielle Fille des Commensurabeln
und des Incommensurabeln erkennt die neuere Mathematik bekanntlich
das Rationale und Irrationale an, letateres eine Grisse, welche
zwar nicht unmittelbar durch die Einheit genau gemessen werden kann,
aber doch durch ¢ine endliche Zahl von einfachen Operationen zu einem
Rationalen fiihrt. Auch die Griechen haben zhnliche Begriffe, wiewohl
in der cuclidischen Darstellung noch einigermaassen von den soeben er-
klirten abweichend. Sein Rationales, ¢nTov, umfasst ndmlich ausser den
der Einheit unmittelbar commensurabeln Grossen auch noch die ein-
fachen Quadratwurzeln Ve, welche demnach aus dem Begriffe des
Irrationalen, dloyov, auszuschliessen sind. Fiir die verschiedenen Gat-
tungen des Irrationalen, je nachdem Wurzelgrossen durch Addition,
Subtraction w. s. w. mit einander verbunden sind, kennt Euclides man-
nigfache Namen, bei deren im Ganzen unwichtiger Aufzéihlung wir uns
jetzt nicht aufhalten wollen. Auch fiir den Inhalt der Sitze des
10. Buches geniige die obige kurze Andeutung, und nur zwei Sitze
sollen besonders hervorgehoben werden: der erste Lehrsatz, welcher auf
den 29. Satz folgt und welcher mit der arithmetischen Auffassung des
pythogoriiischen Lehrsatzes eng verkniipft die Aufgabe enthilt, zwei
Quadratzahlen zu finden, deren Summe wieder eine Quadratzahl sei;
ferner der letzte Satz des Buches, welcher beweist, dass Seite und Dia-
gonale des Quadrates nothwendiger Weise incommensurabel zu einander
gein miissen, widrigenfalls Grades und Ungrades einander gleich wiren.
Nesselmann, einer der genauesten Kenner griechischer Mathematik, hat
daraus, dass dieser Sata anhangweise beigefigt ist, die Vermuthung ge-
schopft, er sei vielleicht gar nicht euclidisch, sondern Zugabe eines spii-
teren Bearbeiters.) Ich kann dieser Meinung nicht beistimmen. Ich
bin vielmehr der Ansicht, auch hier benutste Euclid eine mehr oder
weniger passende (Gelegenheit, um einen Lehrsatz von sonstiger Bedeu-
tung, der aber an keiner andern Stelle eingeschaltet werden kann, bei-
liufig zu bebandeln. Die Bedeutung des Satzes von der Diagonale des
Quadrats findet sich aber darin, dass er mit Andeutung des hier von
Euclid ausfihrlich gelieferten Beweisverfahrens bej Aristoteles vor-

!

kommt. 7) o
Ich habe noch von dem letsten Haupttheile der euclidischen Ele-

mente zu reden, von der in dem 11., 12. und 13. Buche enthaltenen
Stereometrie. Im 11. Buche beginnt diese Lehre genau in e
Woeise, Wi.g sie auch hewte noch behandelt zu werden pilegt, mit den
Siitzen, welche auf parallele und senkrechte gerade Linjep und
E benen sich beziehen, woran Untersuchungen iiber Ecken sich schliessen
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Alsdann wendet sich der Verfasser zu einem besonderen Kérper, dem
Parallelopipedon, und geht nur in dem letzten Satze des Buches
zu dem allgemeineren Begriffe des Prismas iiber. Das 12. Buch ent-
hilt die Lehre von dem Maasse des kérperlichen Inhaltes der
Pyramide, des Prismas, des Kegels, des Cylinders und endlich der
Kugel. Eine eigentliche Berechnung dieses Korperinhaltes findet aller-
dings nicht statt, sicherlich nicht bei den Kirpern, zu deren Bildung
der Kreis mit beitrdgt, und zwar aus dem einfachen Grunde, weil
Euclid die Ausmessung des Kreises selbst noch nicht ver-
steht. Er zeigt in diesem 12. Buche, dass Kreise wie die Quadrate
ihrer Durchmesser sich verhalten; er zeigt auch, dass wie die Pyramide
der dritte Theil des Prismas von gleicher Héhe und Grundfliche ist, ein
ganz gleichlautender Satz fiir Kegel und Cylinder stattfindet, beides
Sitze, welche von Eudoxus, dem Schiiler Plato’s, herriihren;®) er
schliesst mit dem Satze, dass Kugeln im dreifachen Verhiltnisse ilrer
Durchmesser stehen. Allein weiter kann er in die Kenntniss des kip-
perlichen Inhaltes nicht eindringen. Das hauptsichliche Interesse, wel-
ches sich an dieses 12. Buch kniipft, besteht darin, dass hier zuerss
Anwendungen der Exhaustionsmethode gemacht werden, welche,
wie wir sahen, schon im ersten Satze des 10. Buches angebahnt wurden,
Der Wichtigkeit des Gegenstandes und der Methode wegen mége hier
“der erste Satz, welcher durch Exhaustion bewiesen wird, noch niher
errtert .werden, der Satz nimlich, dass Kreise wie die Quadrate
jihrer Durchmesser sich verhalten. Zur Abkiirzung erlauben wir
uns bei diesem Referate moderne Bezeichnungen zu benutzen. Als be-
reits bekannt vorauszusetzen ist der Satz, dass dhnliche, in zwei Kreise ¢
eingeschriebene Vielecke sich. wie die Quadrate der Durchmesser ver-
halten. Heissen nun die beiden Kreisflichen &,, &, und deren Durch-
messer. d,, @, so ist entweder in der That X: &, =d,* : d,*, oder diese
Proportion findet nicht statt, d. h. einer der beiden Kreise besitzt eine
Zu grosse. Oberfliche, als dass sie in diese Proportion sich einfiigte.
Diese zu grosse Kreisfliche sei X,, so wird sicherlich eine kleinere
Oberfliche O existiren, fir welche & : 0 =4d,?:d,’, und es ist somit
unmiglich, dass ein Flichenraum, welcher kleiner ist als K|, sich in cben
diesem Verhiltnisse (d;®:d,?) zu einem Flichenraume befinde, der
grosser ist als O. Gleichwohl lidsst sich die Existenz eines sulchem un- &
mﬁgli‘ehen Verhiltnisses unier den gemachten Voranssetzungen nach-
 weisen und damit die Unzulisslichkeit der Voraussetzung selbst, als
‘sei nicht &, : K,==¢;*:d,>. Denn man kann, so klein auch der
: Uﬁﬁexschied von K, und O sein mag, immer irgend ein Vieleck
‘_-i:n,«':ﬁ"z beschreiben, welches der Kreisfliche noch niher kommt, also
_ grosser ist .als 0. Das diesem Vielecke #hnliche Vieleck in A, be-
. B‘thiﬁhan_ ist- dagegen kleiner als &,, und doch verhalten sich diese
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beiden Vielecke wie d2: 42,  Alles kommt daher darauf an, dass
man zeige, wie es ein in & s beschriebenes Vieleck gebe,  dessen
Flicheninbhalt O iibertreffe, und hierzu dient die Exhaustionsmethodse,
Ein dem Kreise umschriebenes Quadrat ist ndmlich offenbar grosser,
als der Kreis und zugleich genau doppelt so gross, als das dem
Kreise einbeschriebene Quadrat.  Mithin ist Letateres grosser als die
halbe Kreisfliche, oder unterscheidet sich von der Kreisfliche um
weniger als deren Hilfte. Wird in jedem der vier diesen Unterschied
bildenden Kreisabschnitte dey Bogen halbirt und mit dem Halbirungs-
punktc und den Endpunkten als Spitzen ein Dreieck gebildet, so ist
dieses die Hilfte eines Rechteckes, innerhalb welches der Kreisabschnitt
eingeschlossen liegt, also grosser als die Hilfte deg Abschnittes. Das
entstandene Achteck unterscheidet sich somit von dem Kreise um weniger
als den vierten Theil desselben. Ebenso wird zu zeigen sein, dass das
Sechszehneck einen geringeren Unterschied als '/s der Kreisfliiche liefere
u. 8. w. Bei jedesmaliger Verdoppelung der Seitenzahl des Vielecks
wird der Flichenunterschied desselben gegen den Kreis mehr als nur
halbirt, und schon immerwihrende Halbirung erreicht nach dem Satze
der Exhaustion jede belichige Grenze der Kleinheit. Es ist also damit
sicher gestellt, das endlich ein Vieleck erscheinen muss, dessen Fliche
von der des Kreises sich weniger unterscheidet, als O von demselben
Kreise verschieden ist. Das. 13. Buch endlich kehrt zy einem Gegen-
stande zuriick, dem das 4. Buch theilweise gewidmet war. Eg handelt
von den regelmissigen einem Kreise eingeschriebenen Viel-
ecken, inshesondere von den Fiinfecken ung Dreiecken. Dann
aber benutzt es diese Figuren als Seitemf‘lﬁchem-v‘on;Kﬁrp?em,
welche in eine Kugel eingeschrieben werden, und schliesst mit dop wich-
tigen Bemerkung, dass es keine weiteren regelmissigen Korper
geben kinne, als die fiinf zuletzt erwihnten, nimlich dag Tetraeder,
das Octaeder und das Icosaeder, die von Dreiecken begrenzt sind, der
~ Wiirfel, dessen Seitenflichen Quadrate sind, und das Dodecaeder, welches
von Fiinfecken eingeschlossen ist. : R

So der Inhalt eines der merkwiirdigsten mathematischen Werke,
welche iiberhaupt jemals geschrieben wurden, Ich habe als nichste Auf-
gabe mir gestellt, iiber den Zweck des Werkes Einiges zu sagen. Man
findet nicht selten die Meinung ausgesprochen; Zweck des ganzen Wer-
kes sei jener letzte Lehrsatz von der Unmoglichkeit anderer regelmissiger
Korper als der bekannten fiinf; Euclides habe, um diesen Batz  festyy-
stellen, die 13 Biicher Elemente geschrieben. Wer den Inhalt, auch nyy
in unserem Auszuge, sich niher ansieht, wird keinen Augenblick linger
bei dieser Meinung verharren. 8o viglen Scharfsinn, so reiche Kenntﬁ
nisse, 50 grosse Mithe wendet man nicht auf, um schliesslich ein docl,
nur geringfiigiges Ergebniss zu erzielen. . Nein, der Boweis

des letzten’




10 Euelid und sein Jahrhundert.

B T

Satzes ist picht der Zweck des Werkes: nur die kiinstlerisch vollendete
Gliederung machte es moglich, dass das Werk in dem einen Gipfel-
punkte abschloss, aber Zweck sind die 13 Biicher der Elemente
sich selbst. Das soll keine blosse Redensart sein. Mitunter sagt man
freilich von einer Einrichtung, von einem Ereignisse, welche man nach
Zwecken erkliren will und wofiir man keinen einleuchtenden Ziclpunkt
findet, die Sache sei sich selbst Zweck. Hier ist das nicht so gemeint.
Euclides beabsichtigte mit seinen Elementen ecine encyclopidische
Uebersicht derjenigen Theile der Mathematik, welche in
den folgenden Theilen der Wissenschaft zur Geltung kom-
men,Y) also wirklich Elemente von Wissenszweigen sind. Und Euclides
war nicht der Erste, welcher ein solches Elementarwerk in dem oben
erdérterten Sinne verfasste. Schon vor ihm traten Elementenschreiber
auf, deren Namen uns der Commentator des euclidischen Werkes auf-
bewahrt hat.!?) Hippokrates von Chies, Leon, Theudios
von Magnesia, Hermotimos von Kolophon werden uns genannt,
deren Erster um das Jahr 450, also anderthalb Jahrhunderte vor Eu-
clides lebte. Diese positive Thatsache, welche mich nothigt, wenigstens
beildufig auch dlterer Zeiten zu gedenken als dieser Untersuchung als
Ueberschrift dient, steht in vollendetem Einklange mit der Ueberlegung,
dass ein Werk wie die euclidischen Elemente unmdglich an dem An-
fange einer Entwickelungsphase entstanden sein kanne Die Fabel von
der gewaffnet aus der Stirne des Zeus entspringenden Pallas wiire tiber-
boten, wenn man, abgesehen von dem vorziiglichen Werthe des euclidi-
schen Elementarwerkes, auch nur den Gedanken hegen konnte, ¢s sei
moglich, dass iiberhaupt ein Sammelwerk, ein ,Handbuch** oder , Lehr-
buch der Mathematik," wie wir heute sagen, geschricben wiirde, wenn
nicht die Mathematik selbst als Lehrgegenstand schon lange bestand und
im Wesentlichen #hnlicher Weise schon friiher behandelt wurde, wie das
neue Lehrbuch angiebt, mag dasselbe auch einzelne noch so wichtige
Neuerungen sich erlauben.

Damit bin ich aber bei dem dritten Theile meiner Besprechung des
euclidischen Werkes angelangt, bei der Form. Die Form dieses Lehr-
buches ist dieselbe, welche seitdem zwei Jahrtausende hindurch in den
Lehrbiichern der Mathematik festgehalten wurde, welche in den Schul-
werken noch heute maassgebend ist und mur allmilig verlassen wird,
inshesondere von solchen Schriftstellern, welche schon fiir weiter vorge-
schrittene Leserkreise schreiben und desshalb das Regelmiissige der eucli-
dischen Form zu vermeiden suchen, welches ebenso dazu sich eignet
dem Gedichitnisse eingeprigt zu werden, als es fiir den, der rasch lesen
- will, den Gegenstand fast ungeniessbar macht. Euclides spricht ein Mal
wie'das andere Mal zuerst einen Satz aus; daran kniipft sich die Vor-
Schl'lft was der Leser an der Figur vornehmen solle, welcherlei grade
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oder krumme Linien, in welcher Richtung und .Aus‘dehnungsgrtisse- er
ziehen solle, und dann kommt der Nachweis des Satzes. Wenigsteng
verhillt es sich so bei denjenigen Sitzen, welche Lehrsitze, Theorem e,
heissen, und bei denen es sich um dep Nachweis — dzgdealy — des
Ausgesprochenen handelt. Bei den Aufgaben, Problemen, bhandelte eg
sich um die Construction — XETROEVY — Jes Ausgesprochenen. Da
wurde der zuerst gestellten Aufgabe unmittelbar die Auflssung nachge-
schickt; dann erst folgte die zum Bewejs der Richtigkeit der Aufldsung
nithige Vorbereitung, als Ziehen von Hiilfslinien w. s. v, und endlich
der Beweis selbst. Von einer dritten Art von Sitzen, von dep Poris-
men, soll nachher noch die Rede sein. Diede strenge Form, diese regel-
missige Wiederkehr derselben Reihenfolge der Gedanken, dieses er.
miidende Einerlei der W'ortverbindungen, welches auch dag widerspéin-
stigste (rediichtniss zwingt, das Gehorte nicht ganz zu entlassen, besitzt
wahrlich kaum eine Aehnlichkeit mit der anmuthigen Sprache griechi-
scher Wissenschaft im Allgemeinen. Nur mathematischen Schriften
istdiese Formeigen, aber auch nicht einmal allen Schriften,
welche man jetzt zu den mathematischen z5hlt. Die dem Ari-
stoteles zugeschriebene Mechanik z. B. besitzt nicht dje Gliederung in
Satz, Vorbereitung, Beweis oder Aufgabe, Auflosung, Vorbereitung, Be-
weis, wie wir sie bei Euclides beschrieben haben. Auch spiitere Schriften
iiber Arithmetik, iiber Astronomie, iiber Mechanik, iiber Musik entbehren
zum grossen Theile dieser Gliederung. Nur dije Geometrie wird
constant in derselben Weise behandelt, ‘Wenn. aber noch der
negativ nicht unbedeutsame Umstand hinzutritt, -dass Prok]us'Diado‘chus,
der gelehrte Erklirer des ersten Buches der euclidischen Elemente,
welcher 412 — 485 lebte, diese Form nicht als euclidisch 'be'zeichnet,“)
was er gewiss nicht unterlassen hitte, wenn jener Schriftsteller sie -ein-
gefithrt hitte, sollten wir da njcht berechtigt sein, anzunehmen, auch
die sogenannten Elementenschreibey vor Euclid méchten derselben Form
sich bedient haben, und -ferner sei og gar keine urspriinglich griechische
Form des Vortrages? Was erscheint glanblicher, dass speciell fiir Geo-
metrie eine Darstellungsweise erfunden worden, welche.imamderem, zZu-
mal in nichtmathematischen Wissenschafien keinerlei Anwendung fand,
oder dass eine fremde Form hier Eingang fand, und zwayr desshalb, weil
der Inhalt in dieser Form bekannt wurde? Mit anderen Worten ist
jetzt die Muthmassung so durchaus ohpe Stitze, die Geometrie sei zy
den Griechén gelangt, nachdem gjq bei anderen Vilkern. wenn agch
noch keinen hohen Grad der Vollkommenheit erreicht ‘hatte, doch in -
Bezug auf-die  Lehrform schon sehr ausgebildet war? Teh will hiep nicht
weiter auf diese Hypothese eimgehen, aber eine Andeutumg‘ glaubte ich
mir gestatten zu diirfey,, - N o

Hier, wo von der eiclidischen Form die Rede ist, darf -aueh Wo]‘ﬂ
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hervorgehoben werden, dass die Art der Beweisfiilhrung uns als eine
doppelte beschrieben wird; man kinne den Weg der Analyse und den
der Synthese einschlagen. Diese heiden Worter haben in der Mathe-
matik sich vollig eingebiirgert, aber freilich im Laufe der Jahrhunderte
sehr wechselnde Bedeutungen angenommen, so dass es aueh fiir den
eigentlichen Mathematiker nicht iiberfliissig sein diirfte, die euclidische
Bedeutung festzustellen.'?) , Analytisch wird ein Satz bewiesen, wenn
man das (resuchte als bekannt annimmt, und durch daraus gezogene
Schliisse auf erwiesene Wahrheiten zuriickkommt ; synthetisch hingegen,
wenn man von erwiesenen Walrheiten zu dem Qesuchten gelangt.'* So
heisst es in der Anmerkung zum 1. Satze des 13. Buches, welche Euclid
selbst dem Ausspruche des Satzes unmittelbar nachschickt. Der Sinn
dieser Erlduterung ist etwa folgender. Soll die Wahrheit eines Satzes
D bewiesen oder widerlegt werden — denn heides kann verlangt wer-
den — so sagt der Analytiker: 2 findet statt, wenn ich zeigen kann,
dags C stattfindet; C findet statt, wenn ich zeigen kann, dass B statt-
findet; » findet statt, wenn ich zeigen kann, dass 4 stattfindet; 4 fin-
det aber statt, also findet auch D statt; oder 4 findet nicht statt und
die vorhin ausgesprochenen Coexistenzen sind reciprok wahr, also findet
D nicht statt. Der Synthetiker dagegen beginnt mit der Behauptung
des Stattfindens von 4, welches ihm auf irgend eine Weise bekannt ist.
Daran kniipft er die Folgerung, es werde B stattfinden, folglich sei ¢
wahr, und folglich sei D wahr — oder moglicher Weise ein Satz, der
das Gregentheil von D einschliesst, und den man desshalb Nichtd zu
nennen iibereingekommen ist.

Darnach stellt sich die Sache so, dass innerhalb der beiden Beweis-
verfahren, der analytischen und der synthetischen, je zwei verschiedene
Beweisformen moglich sind: die directe und die indirecte. Die er-
stere zeigt, dass 4, auf welches die Existenz von J zuriickgefiihrt ist,
wirklich existirt, oder dass aus A schliesslich D folgt; die zweite Be-
weisform dagegen zeigt, dass A nicht existirt und zur Existenz von J)
doch nothwendig wire, oder dags aus 4 die Wahrheit von Nichtd sicl,
ableiten lisst, d. h. die Falschheit von ). Die indirecte oder, wie map
auch sagt, apagogische Bewgisform ist sicherlich nicht minder streng
als die directe, und doch ist sie bei den Mathematikern ziemlich ver-
pﬁmt"mam vermeidet sie, wo man es irgend kann, wenn eine nicht gar
zu schleppende directe Beweisfihrung moglich ist. Der Grund liegt

darin, dass bei aller zwingenden Strenge fiir den Verstand der indircete .

‘Beweis der Phantasie keine vollstindige Befriedigung zu gewihren
pflegt. Ungesziigelt umherschweifend sucht sie noch immer dritte Fille
~ausfindig zu machen, welche neben der Existenz von Nicht) eine Coc-
xifatgmz von [ zulassen, und nur schwer giebt sie sich gefangen, dass
wirklich dje Eintheilungstheile des Eintheilungsganzen vollstindig €
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schipft wurden, dass wirklich zwei sich ausschliessende Thatsachen Vor-
liegen, dic nicht gleichzeitig gesetst worden kinnen. 13)

Wir haben gesehen, dass bei allen Beweisen es am Ende darauf
hinauskommt, einen Satz 4 ajs Grundlage zu benutzen, dessen Wahy.
heit schon bekannt ist. Die Wahrheit dieses Satzes selbst ist in vielen
Fillen das Ergebniss fritherer Lehrsitze und gehorigen Ortes streng er-
wiesen. Allein immer ist dieses nicht dey Fall und kann nicht der Fa] sein,
da eine unendliche Kette von Riickschlﬁssen nicht denkbar ist. Irgend
einmal muss man stehen bleiben und eine Grundwahrheit a]g von selbst
cinleuchtend zum Ausgangspunkte der Beweisfﬁhrung annehmen. Diese
letzten Wahrheiten bilden die A xiom e, die Grundsitze ung Annahmen
der euclidischen Mathematik, zwischen welchen man unterscheiden kann.
Ein Grundsatz ist ein solcher Satz, welcher von unmittelbarer Gewissheit
nicht bewiesen zu werden braucht, aungenscheinlich (evident) ist; eine
Annahme ist ein Satz, welcher nicht bewiesen werden kann, und so-
mit ist ein Satz der letzteren Apt allerdings mancher Anfechtung unter-
worfen., Ich nenne nur das beriichtigte 11. Axioma des Euclid: wZwei
gerade Linien, die von einer dritten geschnitten werden, so dass die

als zwei Rechte sind, treflen genugsam verlingert gp eben der Seite zu-
sammen.’  Dieser Satz bedarf eigentlich deg Beweises, und doch ist es
nie gelungen, ihn so festzustellen, dags man nicht auf ejne andere An-
nahme von kaum grésserer Sicherheit sich berufen mijgste. Das ist der
Ursprung der unziihligen Schriften iiher die Para,llel‘entheorie', “welche
insbesondere in den beiden letzten Jahrhunderten die iiberﬂiissige Miihe
vieler Mathematiker in Angpruch nahm. Euclid hat die-Axiome, welche
er gebraucht, am Anfange des ersten Buches der Elemente zusammen-
gestellt.  Aehnlich wie mit den Riicksehliissen verhilt es sich mit den
Zerlegungen der Begriffe. Auch diese konnen nicht in Ewigkeit fort-
gesetzt werden. Gewisse einfache Begriffe muss die Geometrie wie jede
andere Verstandeswissenschaft anerkennen, wolche nicht weiter zerlegt
werden kinnen, auf welche dagegen andere Begriffe durch Defini-
nitionen zuriickgefiihrt werden, Eueclid bringt seine Definitionen jeweil
zu Anfang der Biicher, in welchen gje. definirten Dinge zuerst quf-
treten.  Darin liegt ein gewisser Mangel an Folgerichtigkeit. - Denp
entweder musste eine systematische Anm-dnung absolut aller Definitionen
gleich von Anfang an gewihls werden, sie mussten g eine Art vop
Wort- und Sachregister wohl noch vor den Axiomen ihren Platy finden,
oder aber die logische Amo‘mwdnwg musste getroffen werden, dagg jedes
Wort da erlintert werde, wo es Zuerst vorkommt.  Die moderne Mathe.
matik hat sich an diese letgtere Anordnung gewdhnt, und schop der feinste
Kritiker des 16. Jahrhundertg wusste sie 2y empfehlen, indem er das fypef.

fende Bild gebrauchte: die Natur lasse nicht die Wurzeln aljey Biume .
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des Waldes vor dem Walde entstehen, der Baumeister beginne nicht die
Griindung einer Stadt mit der Fundamentlegung aller kiinftigen Gebiude.!)

Diese Bemerkungen wollte ich zundichst an den Bericht iber die
cuclidischen Elemente ankniipfen, mit dem Vorbehalte Anderes noch in
einem spiiteren Augenblicke zu besprechen. Als ich oben anfing, von
der Form der Sitze zu reden, wurde eine Unterscheidung angebahnt,
welche gegenwiirtig als erwiinschter Uebergang zum Folgenden dienen
soll. Ich sagte némlich, ausser den Lehrsiitzen - und den Aufgaben,
welche ich beide im Sinne der Griechen charakterisirte, gebe es noch
Porismen, ecine eigene Gattung von Sitzen. Daran kniipfe ich jetzt
wieder an, um von einer Schrift zu reden, welche Euclides unter dem
Namen ,,drei Biicher Porismen" verfasste, und deren -Inhalt lange
Zeit das Rithsel der Mathematiker war, bis Herr Chasles eine Wieder-
herstellung des Werkes auf Grundlage der kurzen vorhandenen Notizen
lieferte, 1%) welche alle Sachverstindigen auf's Hochste befriedigte, und
welche man desshalb auch als getreu anzusehen herechtigt ist, so lange
nicht neue Entdeckungen etwa in Gestalt arabischer Uebersetzungen die

_ heutige Annahme widerlegen. Schon aus dem Gesagten geht hervor,

dass die eigentlichem Porismen des Euclid nicht mehr selbst existiren.
Wir finden als Ueberrest derselben nur einen ziemlich kurzen, zudem
noch lickenhaften Auszug bei Pappus, einem alexandrinischen Mathe-
matiker, welcher gegen Ende des 4. Jahrhunderts nach Chr. Geb. bliihte,
und dessen noch héufig Erwihnung geschehen wird. In seinen Mathe-
matischen Sammlungen? gab nidmlich Pappus eigene Unter-
suchuhgen iiber die mannigfachsten Theile der Mathematik, reichlich
durchflochten mit Ausziigen aus fremden Schriften, welche gleichzeitig
erliutert werden. Unter diesen commentirten Schriften befinden sich
denn auch die euclidischen Porismen, von welchen im 7. Buche der
Sammlungen die Rede ist, und zu deren Verstindniss Pappus eine An-
zahl von Hiilfssétzen oder Lemmen mittheilt. Freilich wire der Ge-
brauch, welchen man von diesen Hiilfssiitzen allein machen konnte, um
aus jhnen den Inhalt des Werkes, zn welchem sie erfunden sind, zu er-
schliessen, ein nur sehr geringfiigiger. Wir besitzen némlich auch noch
Lemmen des Pappus zu Werken, deren Urschrift nicht verloren gegangen
jat, und an diesen zeigt sich, dass der geometrische Scharfsinn des Ver-
fassers ihn nicht selten weit abseits fihrie, und dass er sich wohl grade
dadurch verleiten liess, etwas verschwenderisch mit der Benennung

- Lemma umszugehen. Es kommen Siitze bei Pappus vor, welche so gut

wie in gar keiner Beziehung zu den Schriften stehen, als deren Hiilfs:

-giitze sie bezeichnet werden, und a priori haben wir keine Gewihr da-

-ob. es sich mit den Hillfssiitzen zu den euclidischen Porismen nicht
190 verhalten mochte. Seit der Chasles'schen Restitution ist man,

Wie. o8 sr_ah@im;, ‘befugt, hier einen engeren Zusammenhang zu vermuthen.

N
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Die 38 Lemmen des Pappus, die Inhaltsangabe der 3 Biichey Porismen,
welche eben bei demselben sich findet, die Erklirungen des Wortes Po.-
risma sowohl bei Pappus als bei Proklus Diadochus, das Alles stimmt
so vollstindig mit den Ergebnissen des beriihmter Mitgliedes der Pariser
Akademie iiberein, dass es schwer fillt, an einen Zufall dabej denken
zu sollen. Mit Riicksicht auf diese Ergebnisse soll desshalh zunichst
das Wort Porisma erliutert, dannp der Inhalt der euclidischen Schrift
angedeutet werden, 1) welcher uns freilich zu ziemlich weitschweifigen
Nebenuntersuchungen Anlass geben wird,

Der etymologische Riickgang von 70Qife auf welow, anf Pore, auf
parare, auf forschen und auf das Sanskritwont pri ist nur von geringem
Vortheile, da das Vorwirtshringen, welches in allen diesen Wortern sich
kundgiebt, kaum einen Anhalt fiiy den wissenschaftlichen Sinn eines
solchen Kunstwortes zu liefern im Stande ist, hochstens die Bedeutung
Ziusatz, Corollarium, in welcher das Wort Porisma auch vorkommt (und
zwar besonders in geometrischen Schriften) niiher erlsiutert. Dagegen
existiren fir den uns jetst beschiiftigenden Sinn von Porisma mehrere
Definitionen hei griechischen Mathematikern, welche uns eher Aufschluss
versprechen.  Zwei Definitionen finden sjch bei Pappus in der Einlei-
tung zum 7. Buche seiner mathematischen Sammlungen.” Dort heisst es
zuerst, ,ein Porisma sei ein Ausspruch, bei welchem es sich um die Auf-
findung (wogioudv) des Ausgesprochenen handle.“ Dann wird zu dieser
im Ganzen nichtssagenden Erklirung hinzugefﬁgt: »Diese IDefinition
des Porismas wurde von den Neueren verdndert, welche njcht Alles finden
konnen, sondern auf die Elemente gestiitzt nur zeigen, .dags das, was
gesucht wird, existirt, nicht aber dieses selbst finden. So. schrieben sie,
obschon durch die Definition selbst und dag Erlernte widerlegt, mit Be .
zug auf einen Nebenumstand: ein Porisma sel das, was zur Hypothese
eines Ortstheoremes fehle. REine weitere Definition findet sich bei. Pro-
klus, dem schon mehrfach erwihnten Commentator des Euclides, - etwa
100 Jahre nach Pappus. Auch diese besagt zweierlei, wenn auch njcht
in demselben Sinne wie die Definitionen deg Pappus. ,,Einmal nennt
man es ein Porisma, wenn ein Satz aus dem Beweise eines andern. Satzes
mit erhalten wird als Fund oder grade vorhandener Gewinn bej dem
Gesuchten, zweitens aber auch, wenn Etwas zwar gesucht wird, aber
um von der Erfindung Gebrauch zu macken und nicht von der Entstehung
oder der einfachen Anschauung, ', . Man hat es nicht mit der Entstehung
des Gesuchten zu thun, sondern mit deggen Erfindung, und auch eine blogge
Anschauung geniigt nicht. Man mugg dag Gesuchte in das Gesichtsfeld
bringen und vor den Augen ausfithren, Von dieser Art sind auch dje Poris-
men, welche Euclid schrieb, als er seine Biicher der Porism’&m verfaggte

- Diese Definitionen. lassen nun deutlich erkennen, dasg jp der That

~ das Wort Porisma allmillig einen andern Sinn annahm, als eg urspriing-
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lich besass, dass die modernen Schriftsteller (wenn wir die Sprache des
4. Jahrhunderts reden wollen) dabei an einen Nebenumstand sich hiel-
ten, welcher von den Alten nicht beriicksichtigt wurde, dass aber jeden-
falls und zu allen Zeiten das Merkmal als untriiglich hervortrat, dass
ein Porisma gewissermassen eine Verbindung von Theorem und Problem
war, ein Theorem, welches ein Problem anregte und ein-
schloss. Ein sehr allgemeines Beispiel davon bildet in einem der Ma-
thematik durchweg fremden Gebiete die drztliche Diagnose. Sie
ist ein wahres Porisma. Sie erhirtet als Theorem den gegenwiirtigen
Zustand des Kranken, wobei sie ebensowohl die bei allen Individuen
gemeinsamen Erscheinungen als die von einem Menschen zum anderen
verdnderlichen Naturkundgebungen beriicksichtigt. Sie schliesst aber

auch ein Problem in sich: die weitere Entwickelung des Krankheits- -

processes vorauszusehen und wo miglich zu leiten. Sie zeigt sich als
unvollstindig, so lange nicht eben dieses Problem seiner Lisung ent-
gegengefithrt wird, Uebersetzen wir nun eben diese Gedankenfolge in
die Sprache der Mathematik, so kénnen wir sagen: Ein Porisma ist
jeder unvollstindige Satz, welcher Zusammenhinge zwi-
schen nach bestimmten Gesetzen verinderlichen Dingen so
dass eine nihere Erdrterung und Auffindung

ausspricht,
Ein schon von Proklus angege-

sich noch daran kniipfen lisst.
benes Beispiel liefert etwa der Satz, dass wenn ein Kreis gegeben st
der Mittelpunkt desselben immer gefunden werden kann; denn an ihn
kniipft sich eben die Aufgabe, die Construction zu ermitteln, durch
welche man in der That den Mittelpunkt des Kreises erhiilt. Oder um
ein zweites Beispiel aus den denm Griechen unbekannten algebraischen
Capiteln der_Mathematik anzugeben, so ist es ein Porisma, wenn man
Sagt,' ein- Gleichungspolynom von beliebig hobem Grade kinne immer
in einfachste reelle Factoren zerlegt werden; denn an diesen Satz kniipfi
gich unmittelbar die weitere Frage, von welchem Grade jene cinfachsten
Factoren sein werden, sowie anch die mit den heatigen Mitteln der
Wissenschaft allerdings noch nicht losbare Aufgabe, jene einfachsten
Factoren in jedem einzelnen Falle selbst aufzufinden.

Wenn durch diese Auseinandersetzungen der Begriff des Porisma im

ilteren Sinne des Wortes zu einiger Klarheit gelangt sein diirfte, so

kinnen wir jetzt auch die spitere Bedeutung des Wortes ins Ange
fassen. Nachdem man nimlich bemerkt hatte, dass die Verdnderlichkeit
mitunter in der Ortsverinderung von Punkten bestehe, so klammerte

. ian sich an diesen Nebenumstand fest und setzte als Regel, dass das
' Verinderliche ausschliesslich von der Art sein sol

le, dass
es mit einem mangelhaften Ortstheoreme zu thun
w.:Durch diesen Aussprich sind wir allerdings nicht viel weiter

oun: erforderlich sein wird, das griechische Ortstheorem 2

[y p——

|
.
B
.
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erliutern und dazu wieder einigermassen jenseits Euclig zuriickzu-
greifen.

Man nennt in der Geometrie einen Ort die Aufeinanderfolge von
Punkten, deren jeder eine vorgelegte Aufgabe 16st oder deren jeder sich
einer gewissen KEigenschaft erfreut, welche keinem anderep Punkte
ausserhalb dieses Ortes zukommt. Die Alten theilen die geometrischen
Oerter in verschiedene Klassen. Sie nennen ebene Oerter die grade
Linie und die Kreislinie, weil sie in der Ebene erzeugt werden, kor-
perliche Oerter die Kegelschnittg, weil man sich deren Entstehung
auf einem Korper dachte, endlich linedre Oerter alle Curven hoherer
Ordnung wie die Conchoide, Cissoide, Spirale und Quadratrix. Ebenso
nannte man Ortstheorem ein solches, in welchem es gich um den-Be-
weis handelt, dass eine Aufeinanderfolge von: Punkten einer geraden
oder krummen Linie den Bedingungen eines aufgestellten Satzes ge-
niige; und ein Ortsproblem eine Aufgabe, in welcher gefordert wird,
dass aus einer Amf'einanderfolge von Punkten jeder eine vorgegebene
Bedingung erfiillt.1?) *

Man sieht leicht, dass hiermit ein Gebjet betreten war, welches von
der Geometrie der euclidischen und voreuclidischen Elemente weit ver-
schieden war. Bei den Oertern, ihren Theoremen und Problemen war
regelmissig ein Verdnderliches vérhanden, nach dessen Aenderung
bald der eine, bald der andere Punkt des Ortes der Betrachtung unter-
fiel. Bei den Sitzen der Elemente war von einer solchen Versinderlich-
keit keine Rede. Damit ist auch einleuchtend, wm eg beildufig anzu-
deuten, dass die Darstellung der Elemente bis auf gen heutigen Tag
nur geringe methodische Umformung _erlitten bat, wihrend die Oerter
eine wesentlich verschiedene Behandlung erlitten , seit im 17. Jahrhun-
derte die Verdnderlichkeit mathematischer Grissen den besonderen
Gegenstand umfassender Untersuchungen zu bilden anfing. Darin ist es
wohl auch begriindet, dass man ‘erst in allerneuester Zeit sich erfolgreich
mit den Porismen des, Euclid beschiftigen konnte, nachdem eine Schule
moderner Mathematiker die Methoden des 17, Jahrhunderts wieder bej
Seite setzend gerade die iltesten Methoden zu weiterer Ausbildung for-
derte, und H. Chasles, der Wiederhersteller der Porismen, ist gleich-
zeitig einer der Mitbegrinder dieser meumeren alten Geometrie, ' der
hoheren Geometrie, wie man sie meistens zy nennen pflegt.

Die Erfindung der soeben niher definirten Oerter kniipft sich im
Alterthume an zwei Aufgaben, von denen hier geredet werden muss; an
die Aufgaben von der Verdoppelung des Wiirfels und von der
Dreitheilung des Winkels. e .

Die erste, auch als delische Aufga._b.e'bezeichnet’, scheint die
beriihmtere gewesen zu sein.!8) Wenigstens: ‘hielt man  es fijr ﬂel‘.Mﬁhe
werth, ihr einen sagenhaften Ursprung beizulegen. Eratosth

§nes, ein
Zeitschr, f. Mathematik u, Physik, Suppl, L ) > )
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Schriftsteller, welcher nicht lange nach Euclid lebte, so dass er in dieser

Abhandlung uns noch beschiiftigen wird, erziihlt, Konig Minos von Kreta

habe seinem Sohne Glaukos einen Grabstein in Gestalt eines Wiirfels

errichten lassen, und als er die Baumeister nach der Grosse des Denk-

mals befragend erfubr, es sei nach allen Ausdehnungen des Raumes

100 Fuss hoch, lang und breit, so habe er dieses Maass fiir cin Konigs-
denkmal zu klein gefunden und eine Verdoppelung des Denksteins ver-
langt, welcher dabei seine Wiirfelgestalt behalten solle. Das war nun

allerdings schwierig. Denn wenn man die Aufgabe in die Sprache mo-
derner Buchstabenrechnung umsetzt und die Seite des urspriinglichen
Wiirfels @ nennt, so bestand sie darin, ecinen Wiirfel von dem Raum-
inhalte 2 @ zu bilden, dessen Seite also « }/2 sein musste. Die Aus-
ziehung der Cubikwurzel war aber damals auf dem Wege der Rechnung
nicht zu erzielen !%) und auch geometrisch konnte sie mit Hiilfe des
Kreises und der geraden Linie, also derjenigen ebenen Raumgebilde,
mit deren Betrachtung die Elemente sich beschiiftigten, nicht vollbracht
werden. Der Erste, welcher wenigstens einen Schritt auf dem Wege
der Auflésung zu machen wusste, war Hippokrates von Chios, den
wir auch als den ersten Elementenschreiber um das Jahr 450 kennen
gelernt haben. Er zeigte niimlich, dass die Aufgabe mit gleichem Rechte
auch so ausgesprochen werden konne, dass man zwischen zwei ge-
gebenen Gréssen zwel mittlere geometrische Proportio-
nalen suche. In der That setszt man «¢:x=x:y =1y :2¢ und hildet
daraus zwei Gleichungen, so folgt durch Elimination von y zwischen
denselben #° = 2¢?, d. h. x ist die Seite des gesuchten Wiirfels,
Man muss aber nicht vergessen, dass diese hier in wenige Zeichen ge-
kleidete Betrachtung vor Erfindung allgemeiner Symbole eine sehr ver-
wickelte war, und dass also Hippokrates, wenn gleich er, wie es scheint,
nur die Umwandlung der Aufgabe als Ergebniss seiner Bemithungen er-

langte, doch eben dadurch sich ein unstreitiges und nicht gering zu ach-
tendes Verdienst um die Einzelaufgabe sowohl als um die Entwickelung
der Geometrie erwarh. Auch nachdem Hippokrates diesen zum Ziele
fiihrenden Weg gezeigt hatte, blieb das Ziel selbst noch verhiiltniss-
miissig lingere Zeit unerreicht, und die erneuten Versuche Plato’s
and seiner Schule, welche etwa cin halbes Jahrhundert spiter mit
Erfolg gekrint wurden, ist durch die Sage mit einer zweiten Husseren.
Aufmunterung, jene Aufgabe zu losen, in Verbindung gesetzt. Auf
Delos ndmlich, so heisst es, sei damals eine schwere Seuche ausgebrochen,
und das Orakel Apollos befragt, wie dem Elende abgeholfen werden
kinne, habe geantwortet: dadurch werde der Seuche ein Ziel gesetat,
wenn man den wiirfelfsrmigen Altar des Gottes verdoppele. Nun, wird
weiter erzihlt, hahe man zu Plato gesandt, damit er den Orakelspruch
erlintere und die Mittel lehre, ihm Geniige zu leisten, und er habe ihn
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in Hinblick auf einen Ausspruch deg Aegypters Chonuphis, dessen op
sich erinnerte,?%) dahin ausgelegt: der Gott wolle, die Griechen méeh-
ten, statt in blutigen Streitigkeiten sicly aufzureiben, sich lieber den Wissen-
schaften, insbesondere der Mathematilk zuwenden, dann wiirde auch die
Seuche verschwinden. Es ist gleichgiiltiz, wie viel oder wie wenig an
dieser Erziihlung walr ist. Jedenfalls erhielt die Aufgabe nach ihr den
Namen der delischen und nicht weniger sicher ist es, dass die soge-
nannte Akademie, das ist eben die Schule Plato’s, es war, welche die
Lisung der Aufgabe fand. Wem das Verdienst der ersten Auflssung
gebiihrt, ob Plato selbst, ob Archytas von Tarent, ob BEudoxus
von Knydos, ob Men#chmus, dariiber wissen wir Nichts bestimm-
teres, da diejenigen Quellenschriften, welche das meiste Vertraunen ver-
dienen wiirden, nicht anders als in Fragmenten erhalten sind, und grade
hier die Liickenhaftigkeit zu bedauern ist. Ich meine die historischen
Werke des Theophrastus von Lesbos und des Eudemus von
Rhodus, der berithmten Schiiler des Aristoteles, von denen jeder eine
Greschichte der Geometrie, eine Geschichte der Arithmetik und eine Ge-
schichte der Astronomie verfasste, Schriften von ausserordentlicher Klar-
heit und Treue und das vollste Vertrauen in ihre Zuverlissigkeit er-
weckend, so weit wir wenigstens nach den heute bekannten Bruchstiicken
des Eudemus zu urtheilen im Stande sind. Genug, fiir die eben be-
sprochene Partie der Geschichte finden wir hej Eudemus nur geringen
Anhalt, und es erscheint sogar Manchen zweifelhaft — wip kénnen, wie
noch erortert werden wird, die Zweifel nicht theilen — ob diejenigen
Auflssungen, welche von spiiteren Schrifistellern den schon genannten
alten Mathematikern zugeschrieben werden, als authentisch zu betrach-
ten sind.

Eutokius von Askalon, Fig
cin  Commentator verschiedener i

v
Werke am Anfange des 6. Jahr- /\
hunderts, giebt als Methode des
Plato an, er habe sich eines In- .
strumentes bedient, welehes wir

A

am  deuntlichsten als Rechteck X
VW XY mit drei festen und einer S
in paralleley Lage verschiebbaren e <

Seite bezeichnen ksnnen. Alsdann
solle man mit degsen Hiilfe es da- 3
hin bringen, dass, withrend eine
der drei festen Rechtecksseiten,
z. B. WA, durch dey gegebenen
Punkt 4 gehe, die. verschiebbare Y eine derartige Lage annehmpe,
dass sie mit dem einen Endpunkte ¥ auf der Verlﬁngemng der na'cl;
9 &
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Lage und Linge gegebenen 4B aufstehe, mit dem anderen Endpunkte .

X auf der zu AP in B errichteten Senkrechten. Nennt man nun AB
=g, BX=1Fk, so muss, weil BX aus der Spitze eines rechten Winkels

‘ . ‘ 2 . . . .
1 A¥ gezogen ist, B¥ == — sein. Ferner ist BY aus der Spitze eines

rechten Winkels | ¢ X gezogen, folglich ist C = i—: und BC und A8
stehen in dem cubischen Verhiltnisse 43:a®. Weiss man es endlich gleich-
f£alls mechanisch so einzurichten, dass BC = 24 B wird, so ist A3 = 24 J
und BX = k ist die gesuchte Seite des doppelten Wiirfels. Die Methode
des Archytas iiberliefert uns derselbe Eutokius, aber nach Eudemns,
eine sichere Biirgschaft fiir die richtige Angabe. Archytas verfubr weit
wissenschaftlicher als Plato, indem er micht mit Handgriffen herumexpe-
rimentirte, sondern von dem sich mathematiseh ergebenden Durchschnitts-
punkte eines Kegels mit einer Curve von doppelter Kriimmung Gebrauch
machte. In dieser Betrachtung lag ein ganz ausserordentlicher Fort-
schritt, der uns um SO klarer wird, wenn wir bedenken, dass vorher
auch von den krummen Linien, welche in einer Ebene gezeichnet wer-
den konnen, nur der Kreis bei den Elementenschreibern angewandt
wurde, jetazt aber eine Linie weit verwickelterer Art zur Untersuchung
kam, welche nicht der Ebene angehdrte, zu deren graphischer Versinn-
lichung auf dem Zeichentifelchen eine Art von perspectivischer Dar-
stellung erforderlich war, wiewohl hiermit nicht gesagt werden soll,
dass Archytas deren fihig war und nicht vielmehr riumlicher Modelle
sich bediente, deren Anfertigung aber gleichfalls Schwierigkeit machen
musste. Weiter berichtet Eutokius von Men#chmus, er hahe zwei Me-
thoden der Wiirfelverdoppelung erfunden. Auch dieser bediente sich
dabei krummer Linien und zwar solcher, welche durch den Durchschnitt
eines Kegels mit einer Ebene entstehen, also der noch heute sogenannten
Kegelschnitte. Unklar ist nur, ob desshalb Menichmus fiir den Erfinder
der Kegelschnitte zu halten ist, oder ob diese Ehre dem ungeféhr gleich-
zeitigen Aristdus zukommt, welcher ein eigenes Werk in fiinf Biichern
iiber die Kegelschnitte schrieb. Eudoxus endlich, der friiher erwiihnte
Erfinder des Satzes iiber das gegenseitige Verhiltniss von Pyramide
und Prisma, der als ein Bearbeiter der Aufgabe der Wiirfel - Ver-
doppelung genannt wird,” soll zu diesem Zwecke gewisse krumme
Linien eigens erfunden haben, Wir wissen indessen Nichts iiber
deren Entstehungsweise, mithin selbstverstindlich Nichts iiber seine
Methoden. :

 Was vorhin iiber die angezweifelte Authenticitit dieser Ldsungen
hemerkt wurde, bezieht sich insbesondere auf Plato, dessen uns auf-
bewahrte mechanische Lisung von einzelnen Schriftstellern?') als apo-
kryph betrachtet wird, theils weil sie von frilheren Berichterstattern als
Eutokius, z. B. von Eratosthenes, nicht erwihnt wird, theils weil nach

A
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Plutarch’s Aussage Plato gegen Eudoxus, gegen Archytas und Menichmug
gich tadelnd aussprach und seinen Tadel darauf griindete, dass sie die
Wiirfelverdoppelung in  instrumentaler und mechanischer Weise ¢y-
zielten.?*) Ein solcher Vorwwrf, meint man, sei zu widersinnig, wenn
derjenige, welcher ihn sich erlaubt, selbst in den gerligten Fehler ver-
fiel. Man hat bei dieser kritischen Bemerkung iibersehen, dass die als
wahrheitsgetreu angenommene Erziblung Plutarch’s die drej streng geo-
metrischen Methoden des Archytas, des Menichmus und des Eudoxus,
welehe uns tiberlicfert sind, ganz ebenso in ihrer Echtheit verdichtigen
wiirde, wie die experimentelle Methode des Plato. Jenen Methoden, wie
wir sie durch Eutokius kennen, konnte der Vorwurf Plato’s unter keiner
Bedingung gemacht werden, und doch ist zum Mindesten die Methode
des Archytas auf’s Beste verbiirgt. Wir sehen uns hiermit in die Noth-
wendigkeit versetzt, eine der Quellen zu verwerfen und glauben einen
Anlaltspunkt dafiir gewonnen zu haben, dass mit grisserer Wahrschein-
lichkeit dic Genauigkeit des Plutarch als die des Eutokius in Abrede
zu stellen sein wird, ganz abgesehen von dem allgemeinen (esichts-
punkte, dass in mathematischen Dingen ein Mathematiker am Ende
glaubwiirdiger erscheint, als ein Schriftsteller, der iiber alle anderen
Materien schrieb, nur nicht tiber Mathematik.

Die andere Aufgabe, welche von weit geringerer Tragweite und, wie
es scheint, weniger hiufig behandelt immerhin die Entwickelung der
Geometrie forderte und in diesem Sinne oben erwihnt werden musste,
ist die der Dreitheilung oder, wie der Kunstausdruck auch wohl heisst,
der Trisection des Winkels. Diese Aufgabe fiihrt gleichfalls zu
einer Gleichung dritten Grades. Denn wenn man von der Spitze des
zu theilenden Winkels aus mit der Lingeneinheit als Halbmesser einen -
Kreis beschreibt und von dem durch den Durchschnitt mit dem Kreise
bezeichneten Endpunkte des einen Winkelschenkels eine Senkrechte auf
den anderen Schenkel fillt, welche auf diesem von der Spitze an ge-
rechnet ein Stiick @ abschneidet; wenn man fermer ein Drittel des
Winkels bildet durch jemen -Schenkel, von welchem @ abgeschnitten
wurde, und cinen neuen Halbmesser; wenn man von dem Endpunkte
dieses Halbmessers wieder eine Senkrechte herabfillt, welche auf dem
anderen Schenkel das Stick z abschneidet, so besteht bekanntlich
zwischen @ und 2 der Zusa’mmenhaxgg a=4x%—3x. Selbstverstind-
lich war auch diese Formel den Griechen unbekannt, allein sie hatten
wenigstens negativ das Bewusstsein, dass wieder eins Aufgabe vorliege,
welche die Kriifte der Elementargeometrie iibersteige, und besonderg
Dinostratus, der Bruder des bei der delischen Aufgabe genannten
Menichmus, benuntzte zur Auflosung jener Aufgabe eine Curve, welche
desshalb in der Geschichte der Mathematik den Namen der Quadratyiy
des Dinostratus fihrt, wenn auch dje eigentliche Erfindung derselben
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vielleicht dem Hippias, cinem Zeitgenossen des Sokrates zu verdanken
ist.”) Die Quadratrix ist der geometrische Ort des Durchschnittspunktes
M cines Halbmessers, der nach einander alle Lagen A F einnimmt, die
Fig. 2. er in einem Kreisquadranten A B € besitzen

T - ~—=—=B kann, und einer der Anfangslage A€ dps
e | // Halbmessers parallelen graden Linie £F),

e Ve welche in derselben Bewegungszeit fortriickt,

g / bis sie zur Beriihrungsliniec £ 7 an den Kreis

F/ / . - : ‘
VAN ' e geworden ist. Ist daher beispielsweise A%

/ /\ L — /s 4B, so muss der durch M gezogene

! f" T Halbmesser 4 F (unter Voraussetzung des Ge-
G~ 3 - -~—-4 gcbenseins der Curve B I/ D) den rechten

Winkel drittheilen, und in #bhnlicher Weise
kann auch der dritte Theil jedes spitzen Wiunkels durch Construction
gefunden werden.

So sieht man, dass die Lehre von den geometrischen Oertern, an-
geregt jedenfalls seit 450 v. Chr. Geb., mindestens zur Zeit des Eucli~
des, wahrscheinlich aber schon 50 Jahre frilher, einen Grad von Voll-
kommenheit erreicht hatte, welcher iber die Elemente weit hinausging,
und welcher es begreiflich werden léisst, wenn man in besonderen Schyif-
ten mit dieser Lehre sich beschiftigte, wenn man an Ortstheoreme an-
- kniipfend eine eigene Gattung von Sitzen aufstellte, welche mangel-
hafte Ortstheoreme oder Porismen in dem ecuclidischen
Sinne des Worts waren. FEin solches Porisma, und woll eines der
beriihmtesten, die iliberhaupt existirten, ist uns durch Pappus erhalten
geblieben, welches in moderner Fassung etwa folgendermassen lauten
wiirde: 24) Schneiden die Linien eines vollstindigen Vierseits sich in
6 Punkten, von denen 3 in einer Geraden liegende gegeben sind, und
 gind von den 8 iibrigen Punkten 2 der Bedingung unterworfen, je auf
einer gegebenen Geraden zu bleiben, so wird auch der letzte Punkt eine
Gerade zum geometrischen Orte haben, welche aus den gegebenen Dingen
niher bestimmt werden kann., Man sieht nun augenblicklich: 1) dass
es sich hier um einen geometrischen Ort handelt; 2) dass in der
Hypothese die Lage der von zwei Punkten beschriebenen Geraden nicht
nidher ausgedriickt ist, dass also an der Hypothese etwas fehlt; 3) dass
demgeméiss auch in der Folgerung keine vollstindige Bestimmtheit exi-
stirt; 4) dass aber die Folgerung zu einer bestimmten erginzt werden
kann, indem man die Lage der dritten Geraden von den gegebenen
Dingen abhingig macht, sie als eine darzustellende Function derselben
betrachtet. Oder mit anderen Worten: Die Ortsverinderung eines
Punktes ist in Abhidngigkeit gebracht zu den Qrtgverinde-
rungen zweier Punkte, so dass sie der Art nach hestimmt
ist,der Lage nach aber erst bestimmt wird, weun jene Orts-
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veriinderungen der beiden anderey Punkte, sowie die drei
festen Punkte wirklich gegeben sind.

Dieses vollstindiger als die tibrigen erhaltene Porisma wurde, wie
wir gleichfalls aus Pappus wissen, in 10 einzelnen Fillen behandelt,
wie es iiberhaupt zu den charakteristischen Merkmalen der alten Geo-
metrie gehdrt, Binzelfdlle zu unterscheiden; eine Nothwendigkeit, welche
erst bei der Einfiihrung allgemeiner Symbole, welche durch Verschieden-
heit von Zeichen eine Verschiedenheit der Lage erkennen lassen, in
Wegfall kam. Man erkennt daraus um sgo leichter, welche gewaltige
Ausdehnung ein Porismenwerk gewinnen konnte, wenn qje theils als
Bedingungen, theils als Ergebniss im Porisma vorkommenden ’geometri-
schen Oerter von irgend einer Gestalt sein durften. Euclid scheint sich
daher die freiwillige Beschrinkung auferlegt zu haben, nur solche Qerter
zu benutzen, deren Theorie aus seinen Elementen zur Geniige bekannt
war, némlich in den beiden ersten Biichern der Porismen die gerade
Linie, im dritten Buche auch den Kreis. Auch so waren 171 Sitze
in dem Werke enthalten, welche Pappus je nach den Ergebnissen (also
von den Bedingungen abstrahirend) in 29 Gattungen abtheilt. REine
Gattung war es z. B., wenn sich ergab, dass ein Punkt auf einer der
Lage nach bekannten Geraden legen miisse; eine zweite, wenn man et-
fuhr, dass eine gewisse Gerade in allen ihren Lagen durch einen be-
stimmten Punkt gehen miisse; eine dritte, wenn wieder ejne bewegliche
Gerade auf zwei gegebenen Geraden Abschnitte von bestimmten Pro-

dukten bildete, wihrend man davon zuniichst absieht, welcherlei Bedin-

gungen in - jener ersten Gattung die Bewegung des Punktes, in den
beiden anderen die Bewegung der Geraden regeln. So wenigstens ist
die Auffassung von Chasles bei seiner Wiederherstellung des verlorenen
Werkes, deren Verdienste schon friiher hervorgehoben wurden, und auf
welche fiir die genauere Kenntniss des Gegenstandes hiermit verwiesen
werden mag. : C , :

Wenn nun die Porismen im Hinblick auf ihren Inhalt, . auf die
Lehre von der Verdnderlichkeit, welche denselben mit zu Grunde lag,
eine nahe Verwandtschaft zu den geometrischen Oertern an den Tag
legen, so ist die Form derselben, und auch das hat Chasles gezeigt,
niher mit einem dritten Werke Euclids verwandt, zn dessen Bespn-echiiﬁg
ich jetzt iihergehe, mit den sogenannten Daten.?%) Diese Schrift, welche
vollstindig bis auf uns gekommen ist, besteht aus 35 Sitzen, in welchen
gezeigt wird, dass, wenn ‘gewisse Dinge gegeben sind, - auch andere
Dinge gleichzei;ig ‘mitgegeben sind. Etwas deutlicher wird wohl djpger
Ausspruch, wenn man sich mit den Definitionen bekannt Tacht, welche
Euclid selbst an die Spitze gestellt hat und in denen es heisst: Dep
Grosse nach. gegeben heissen Riume, - Linien und Winkel '

ach n . 7 wenn
solche, die ihnen gleich sind, findep kapn. Ein Verhé‘nltni’ man

85 heisst ge-

"
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gebeén, wenn man ein Verhiltniss, welches mit jenem einerlei ist, finden
kann, Der Lage nach gegeben heissen Punkte, Linien und Winkel,
wenn sie immer an demselben Orte sind u. s. w. Von den Sitzen
mdgen gleichfalls zum besseren Verstindniss einige auf’s Gerathewohl
herausgehoben werden. Satz 1. Gegebene Grossen haben zu einander
ein gegebenes Verhiltniss. Satz 3. Wenn gegebene Grissen, wie viel
ihrer sein mogen, zusammengesetzt werden, so ist ihre Summe gegeben.
Satz 25. Wenn zwel der Lage nach gegebene Linien einander schnei-
den, so ist ihr Durchschnittspunkt gegeben. Satz 40. Wenn in einem
Dreiecke jeder Winkel der Grésse nach gegeben ist, so ist das Dreieck
der Art nach gegeben. Satz 41. Wenn in einem Dreiecke ein Winkel
gegeben ist und die um diesen Winkel liegenden Seiten ein gegebenes
Verhiltniss zu einander haben, so ist das Dreieck der Art nach gegeben.
Satz 54. Wenn zwei der Art nach gegebene Figuren ein gegebenes
Verhiltniss zu einander haben, so haben auch ihre Seiten zu einander
ein gegebenes Verhiltniss. Satz 89. Wenn in einem der Grosse nach
gegebenen Kreise eine der Grisse nach gegebene gerade Linie gezogen
ist, so begrenazt sie einen Abschpitt, welcher einen gegebemen Winkel
fasst. '

Die Vergleichung dieser Proben mit dem, was iiber Porismen gesagt
wurde, lisst augenblicklich die grosse Formverwandtschaft erkennen.
Auch hier schliesst das Theorem, in dessen Gewande die Sidtze aufzu-
treten pflegen, ein kiinftiges Problem ein, und die Beweisfiihrung erfolgt
fast regelmiissig so, dass jenes Problem geldst wird. So ist in dem oben
angefithrten Satz 3 die Aufgabe mit eingeschlossen, die Summe der ge-
gebenen Grossen auch wirklich zu finden, und in der That wird der
Satz dadurch als richtig erwiesen, dass man zwar nicht die Summe selbst
— denn dieses wiirde nicht in dem Charakier des Buches der Gegebenen
liegen — aber eine der Summe gleiche Grosse darstellt. Aber auch
dafiir ist umgekehrt gesorgt, dass man nicht Daten und Porismen ganz
verwechseln konne. Dagegen schiitzt der gewaltige Unterschied des
Inhaltes, der sich kurz dahin bezeichnen lisst, dass bei den Daten die
Bedingung- der verinderlichen Grisse wegfillt, welche zum eigentlichen

’

Wesen des Porismas gehort, und dessen wissenschaftliche Stellung nach -

modernen Begriffen zu einer weit hiheren macht, als die der Daten,
deren eigentliche Berechtigung uns fast zweifelhaft erscheint, weil in
ihnen im Grunde Nichts steht, was nicht schon in anderer Form und
 anderer Reihenfolge in den Elementen stinde. Die Data, kinnte man

_sagen, sind Uebungssitze zur Wiederaunffrischung der Elemente, die Poris-
‘men sind Anwendungen derselben von selbststindigem Werthe. Dass dem-
‘nach auch vorEuclid, und seit es iiberhaupt Elementenschriftsteller gegeben
hatfae, ‘Material zu Daten und Porismen in der erlduterten ‘Wortbedeu-
- tung vorhamden war, ist keinem Zweifel unterworfen, so wenig Wir eine
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Alnung davon haben, ob wirklich derartige Werke verfasst wurden.
Fiir den eigentlichen Zweck dieser Abhandlung bleibt sich dieses auch
ganz gleich. Ich beabsichtige den mathematischen Charakter einer Zeit
zu schildern, und diese gipfelte sich in Euclid. Er ist uns Reprisentant
der bis zu seiner Bliithe vorhandenen Summe von Kenntnissen. Dass
sein Name, seine Werke vor Allen erhalten sind, beweist die relative
Meisterschaft, welche er unter seinen Zeitgenossen sich erwarb, stellt
ihn uns aber keineswegs, ausser wo bestimmte Zeugnisse dafiir auf-
treten, als den Deus ex Machina dar, dessen Schopferwort das ganze
Lehrgebiude der Mathematik aus dem Nichts hervorrief. Diese Auf-
fassung ist zu wichtig und zu oft vernachlissigt worden, als dass man
nicht immer und immer wieder darauf zuriickkommen miisste.

Noch von einer dritten Aufgabensammlung des Euclid erzihlt uns
Proclus, *%) von dem Buche iiber Theilung der Figuren.?) Bis in
die zweite Hilfte des 16. Jahrhunderts war diese Schrift fiir den Occident
verschollen, da fand John Dee um 1563 eine arabische Schrift gleichen
Titels, welche er, wiewohl Mahomed Bagdadinus allein als Ver-
fasser genannt war, fiir euclidisch hielt, und deren lateinische Ueber-
setzung dann auch spiter der sogenannten Oxforder Ausgabe des Eu-
clid ?%) beigedruckt wurde. In neuerer Zeit hat Dee’s Hypothese an
Wahrscheinlichkeit gewonnen, seit Wopcke in Paris ein zweites arabi-
sches Fragment auffand, welches mit dem Dee'schen Manuscripte dem
Wesen nach, aber nicht wortlich iibereinstimmend besonders auch noch
Siitze iiber Theilung des Kreises enthiilt, die in jenem ersten Texte
fehlen, wihrend Proclus sle aus&;iick]ich erwihnt. Nimmt man hinzu,
dass in Wopckes Handschrift geradezu Euclid als Verfasser genannt
ist,'so wird dadurch gewiss der Vermuthung Raum gegeben, als sei hier
mindestens die Spur der euclidischen Schrift vorhanden, wenn auch darin
vorkommende und mehrfach seit Savilius %) hervorgehobene mathema-
tische Unrichtigkeiten nicht gestatten in jenen Fragmenten das rein und
vollstindig erhaltene Buch von der Theilung wiederzuerkennen. Welcher-
lei Aufgaben iibrigens in diesen anziehenden Bruchstiicken enthalten sind,
mag aus einigen Beispielen hervorgehen. . So ist fiir das Dreieck und
fiir das Viereck die Aufgabe. gestellt, dieselben durch eine einer ge-
gebenen Geraden parallele Linie nach gegebenem Verhélinisse zu theilen.
Fir das Finfeck ist die Frage zwar nicht ganz so allgemein gestellt,
aber -immerhin wird die Theilung desselben nach gegebenem Verhilt-
nisse verlangt, sei es von einem Punkie einer Fiinfocksseite aus, sei eg
durch eine zu einer Fiinfecksseite untey gewissen Voraussetzungen pa-
rallelen G“erada; Endlich schliesst dje Wopckesche Handschrift, wie
schon bemerkt, die Aufgaben ein, eine von einem Kreisbogen und gye;
einen Winkel bildenden Geraden eingeschlossene Figur in zwej gleiche
 Theile zu theilen' und. von einem gegebenen Kreige einen bestimmen
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Theil abzuschneiden, Aufgaben, zu deren Losung schon ein ziemlicher
Grad geometrischer Gewandtheit erforderlich ist, wenn auch die Grund-
lage derselben durchaus elementarer Natur bleibt. Nebenstehende Figur
zeigt z. B. die Halbirung des
Fig. 3. dureh die Geraden A B, AC
und den Kreishogen 5 € einge-
schlossenen Flichenraums. Man
zicht die Sehne B € und von deren
Mitte D aus die Senkrechte DX
sowie die Verbindungslinie 4 0,
so wird die gebrochene Linie
A D E die Halbirung vollziehen,
und dasselbe leistet die Gerade
EF unter der Voraussetzung
DF || AE, weil alsdann N\ AFE
S _ —ADE,

Konnten wir uns von den bisher genannten euclidischen Werken
eine mehr oder wenig'er genaue Kenntniss verschaffen, so versagen da-
gegen . unsere Hiilfsmittel den Dienst beziiglich der 4 Biicher iiber
die Kegelschnitte und der 2 Biicher iiber die Oerter auf der
Oberfliche, von welchen uns kurz berichtet wird. Auf den Inhalt
des- ersteren euclidischen Werkes werden wir im weitéren Verlaufe dieser
Untersuchung einige Riickschliisse machen kénnen, wenn wir von Apol-
lonius reden, da nach Pappus einige Biicher dieses Mathematikers we-
sentlich auf den euclidischen Kegelschnitten beruhen %%). Das zweite
Werk dagegen hat ausser seinem Titel®) nur vier darauf beziigliche
Lemmen bei Pappus als Spur hinterlassen. Die Meinung von Chasles
ist daher nur mit grosser Vorsicht aufzufassen, wonach die Oerter auf
der Oberfliche sogenannte Umdrebungsoberflichen des zweiten Grades
behandelt haben sollen. Noch andere Schriften mechanischen, astrono-
mischen und optischen Inhaltes, welche den Namen des Euclid zur
Aufschrift tragen, wollen wir, da es uns nur um den Zustand der
Mathematik zu thun ist, ganz iibergehen, ohne auch nur auf die
Controverse ihrer Aechtheit oder Unichtheit uns einzulassen. Wir wen-
den uns vielmehr zu den drei unmittelbaren grossen Nachfolgern des
Euclid, zu Archimed, Eratosthenes, Apollonius. - :

- Archimed 3 war unstreitiz der weitaus grosste Mathematiker des
Altérthums, und als solchen erkannte ihn auch die Mitwelt und in
' hoherem. Grade noch die Nachwelt an. Er ist einer der wenigen Ge-

‘_1,£5lhlrtﬂ;m-,’vdi‘e ginen eigenen Biographen fanden, indem Heraclides, ein
Schriftsteller von unbestimmter Lebenszeit, der aber jedenfalls vor das
_ 5‘*;>J&h;fimndent'zu setzen ist, da Eutokius von Askalon seiner Erwiihnung
- thut, :ein Leben'des Archimedes schrieb.3?) Diese wahrscheinlich wich-
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tige Quellenschrift ist indessen verloren gegangen, und so ist map ge-
nothigt dasjenige, was iiber des Arehimedes Lebensverhiltnisse zu sagen
ist, aus verschiedenen Schriftstellern des Alterthums zu sammeln. 33)
Archimed wurde in Syrakus geboren, wahrscheinlich im Jahre 287,
Nach einer Angabe war er dem Kénige Hiero verwandt, nach einer
anderen dagegen, welche mehr Glauben verdienen diirfte, war er von
niederer Geburt.?) Sein nahes, fagt freundschaftliches Verhiltniss zu
dem Kinige steht jedenfalls ausser Zweifel. Wer die Lehrer des Archi-
med gewesen, ist nicht bekannt. So viel giebt Diodor an, %) und ara-
bische Schriftsteller bestitigen es, dass er in Egypten war, dem Lande,
in welchem seit den Ptolemiern die Mathematik in Bliithe stand, wenn
wir auch die ganze Vorzeit als sagenhaft betrachten sollten. ~Auch von
cinem Aufenthalt des Archimed in Spanien wird erziihlt. Als wissen
schaftliche Freunde des Archimed, welchen er einzelne Abhandlungen
zueignete, kennen wir Zeuxippus, Kénig Gelon, Konon und be-
sonders Dositheus, an den weitaus .die meisten uns erhaltenen
Schriften des Archimed gerichtet sind. Die Stellung des Archimedes in
Syrakus, als er in diese seine Vaterstadt zuriickgekehrt war, scheint eine
mehr private als offentliche gewesen zu sein. Wenigstens ist nirgends
die Rede von Staatsgeschiiften, denen er vorgestanden hiitte. Nur in
Verbindung mit einzelnen Dienstleistungen gegen Konig Hiero wird sein
Name genannt. Darunter ist die Untersuchung des Gold- und Silber-
gehaltes von Hieros Krone vielleicht am bekanntesten. Die Methode
der Untersuchung wird in doppelter Weise. beschrieben, und wiewohl
der Gegenstand eigentlich ausserhalb der mathematischep Betrachtungen
liegt, s0 mag hier ausnahmsweise ein Bericht iiber' diese Controverse ge-
stattet sein. . |

- Vitruvius, ein Schriftsteller des augusteischen Zeitalters, erzihlt die
Sache folgendermassen: ) Archimed sei mit dem Nachweise eines bei
Anfertigung der Krone muthmasslich begangenen Betruges beauftragt ge-
wesen; zufillig sei er in ein-Badehaus getreten, und habe beim Ein-
steigen in eine mit Wasser ganz angefiillte Wanne bemerkt, dass eben-
soviel Wasser auslief als sein Kirper verdringte. Diese Beobachtung,
welche sicherlich schon mancher Andere vor jhm gemacht hatte, ohne
jedoch die Nutzanwendung einzusehen, welcher die einfache Thatsache
fahig war, geniigte ihm um die entsprechenden Folgerungen zu ziehen.
Die Menge des verdringten Wassers, so schloss er, hingt nur von der
Ausdehnung, nicht von dem Gewichte des eingetauchteén Korpers ab, dag
Gewicht dagegen veriindert sich bei gleicher Ausdehnung nach der Natur
des Stoffes; andere Stoffe werden bei gleicher Ausdehnung verschiedenog
Gewicht, bei gleichem Gewicht verschiedene Aﬁsdehimn?g haben. Bilget
man sonach eine reine Goldmasse und eine reine Sil’bermasse, |

. beide
genaun gleichem Gewichte mit der Krone, so wird ‘dag Silber o

am mejgten
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Fliissigkeit aus einem bis zum Rande gefiillten Gefidsse verdringen,
nichstdem die aus beiden Metallen gemischte Krone, ‘das Gold endlich
~am wenigsten. Diese Schliisse, wenn auch wohl noch nicht in der hier
ausgefiihrten Deutlichkeit, scheinen dem Geiste Archimeds sich plotzlich
dargeboten zu haben; er sah ein, dass die verhiltnissmiissige Ausdehnung
bei 'gleichem Gewichte, eine Grosse, deren Umgekehrtes die moderne
Physik bekanntlich als specifisches Gewicht bezeichnet, zur hydrosta-
tischen Bestimmung der Bestandtheile eines Metallgemenges hinreiche
mittelst einer heute unter dem Namen der Gesellschaftsrechnung
bekannten Betrachtung. In der Freude iiber diese Entdeckung sei Ar-
chimed unbekleidet in's Freie und nach seiner Wohnung zu gelaufen
mit dem lauten Rufe &Dpnxe, eUgnxea, ich habe es gefunden! Die zweite
Auffa‘ssung findet sich in einem Lehrgedichte , iiber die Gewichte und
Maasse*, welches wahrscheinlich um das Jahr 500 verfasst sein diirfte.
Dort ist nimlich die Auffindung des specifischen Gewichtes einer Sub-
stanz, und auf diese allein kommt es ja an, an eine doppelte Abwigung
gekniipft. Wird die zu priifende Substanz einmal im Freien und das
zweite Mal in Wasser eingetaucht gewogen, so wird sie das zweite Mal
so viel an ihrer Gewichtswirkung auf den Wagebalken, an welchem sie
hingt, einbiissen, als die verdringte Fliissigkeitsmenge betrigt, man wird
folglich in dem Verhiltnisse des urspriinglichen Gewichtes zu dem Ge-
wichtsverlust das specifische Gewicht des Stoffes besitzen. Diese zweite
Vorschrift ist allerdings der erstgegebenen vorzuziehen, weil wohl zu
jeder Zeit Wigungen in genauerer Weise ausgefiihrt werden konnten,
als die Abmessung der auslaufenden Fliissigkeit. Ferner ist nachweis-

bar, dass Archimed das hydrostatische Gesetz kannte, auf welchem die

Methode der doppelten Abwigung berubt. 37)  Gleichwohl méchte ich
dem #lteren Berichte nur um so bestimmter Glauben schenken. Ist doch
der Gedankengang der wahrscheinlichere, dass dem Archimed zuerst
jene unmittelbare Messung vorschwebte, und dass er erst spiiter die mittel-
bare Methode entdeckte, nachdem die praktische Schwierigkeit der er-
steren eine solche wiinschenswerth erscheinen liess.3%) Aber gleichviel,
jedenfalls war die Entdeckung eine grossartige und wurde als solche
von den Zeitgenossen gewiirdigt. An sie kniipft sich wahrscheinlich der
von Proklus iiberlieferte Ausspruch des Konigs Gelon, er werde hin-
fort Nichts bezweifeln, was Archimed behaupte.?) _
Vielleicht ist iibrigens dieses gefliigelte Wort auf Hiero zuriickzu-
fihren und kniipft sich an eine andere mechanische Erfindung des
Archimed. Wie er nimlich mit der erzihlten Entdeckung die Grund-
‘lage zur Hydrostatik gelegt hatte, so ist er auch als der Begriinder der
Statik und Mechanik fester Kirper anzuseben, indem er den Satz be-
‘wies, dass ungleiche Gewichte an ungleichen Hebelarmen wirkend Gleich-
gewicht darstellen kiomnen, sofern die Produkte aus der Linge der

r———
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Hebelarme in die Gewichte einander gleich sind. %) Von diesem Satze
aus construirte er Hebemaschinen, Flaschenziige und ihnliche Apparate,
mit deren Hilfe es miglich war, dass Kionig Hiero einst allein eip
schweres Schiff vom Stapel liess. Aus dem Bewusstsein der Richtigkeit
dieses Satzes ging auch das weitere anekdotisch gewordene Wort des
Archimedes selbst hervor, 8dg pol wov 16 xei oy Yy xevjen. Es
waren weiter nur Anwendungen seiner mechanischen Lehren, wenn Ar-
chimed die Schraube als Wasserhebemaschine benutzte, wenn er eine
weit beriihmte Himmelskugel aus Glas verfertigte, die zur Darstellung
der Bewegungen der Gestirne diente. Um wieder auf sein Verhiltniss -
zu Konig Hiero iurﬁckzukommen, so erbaute er fiir denselben ein grosses
Schiff mit 20 Ruderbdnken, welches fiir alle Zwecke der Ueppigkeit
auf's Glinzendste hergerichtet war.%') Nennen wir noch eine Wasser-
orgel, welche Archimed erfunden haben soll, und das geometrische Spiel-
werk, bei welchem ein Quadrat in 14 Stiicke von verschiedener viel-
eckiger Gestalt zerschnitten wird, aus denen dann alle moglichen Figuren
zusammengesetzt werden, so ist damit die Summe der nicht streng geo-
metrischen Dinge gegeben, mit welchen der Name Archimeds vor der
letzten Periode seines Lebens in Verbindung gesetzt wird.

Diese letzte Periode war nimlich dem &ffentlichen Dienste gewid-
met. Seit 214 belagerten die Romer Syrakus, und des Archimed Er-
findungen, seine Bemiihungen allein waren es, welche fast zwei Jahre
lang alle Angriffe des Feindes vereitelten. Neben mancherlei Hebe-
maschinen, mit deren Hiilfe die feindlichen Schiffe in die Hihe - ge-
zogen, dann bei plétzlichem Falle zerschmettert wurden, neben Wurf-
geschossen aller Art werden aus dieser Zeit besonders die Brennspiegel
des Archimed genannt, mit deren Hiilfe er nach den freilich vielfach
bestrittenen Erzdhlungen von Zonaras und Tzetzes die Schiffe der
Romer aus weiter Entfernung in Brand gesteckt haben soll. Erst 212
gelang es den Romern Syrakus von der Landseite aus durch Ueber-
rumpelung zu nehmen, und dabei verlor Archimed das Leben, indem er
der Rohheit eines rémischen Soldaten, welcher ihn nicht kannte, zum
Opfer fiel. Auch seinen Tod erzihlen die Schriftsteller in Verbindung
mit einer bekannten Redensart. Archimed sej gerade mit geometrischen
Untersuchungen beschiftigt gewesen und habe zu diesem Endzwecke
Figuren in den Sand des Hofes gezeichnet; als nun der Feind heran-
stirmte, habe Archimed, nur fir seine Figuren in Angst, ihn durch
die Worte gerejzt, er solle seine Kreise schonen. 1?) - Marcellus, der
romische Feldherr, empfand grosse Trauer iiber den Tod des beriihmten
Gegners “Pd IMES ihm ein Grabmal setzen mit einer mathematischen Figur
als 'Insc].lrmft, Wie jener, es einst selbst angeordnet hatte. Dag Grabmal
scheint indessen von Archimeds Landslemten sehr vernachlissigt wor.:

den zu sein, da Cicero, der “es bei seinem - dortigen Aufenthalte g5
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Quistor von Sicilien aufsuchte, es nur mit Mithe unter dem iiberwuchern-

den Gestriippe entdeckte und an der Inschrift erkannte. Er liess es
darauf auf’s Neue in Stand setzen.

Nach diesen biographischen Notizen miissen wir zur Besprechung
der uns erhaltenen Schriften des Archimed iibergehen, welche uns in-
dessen auch Gelegenheit geben wird, den Verlust mindestens einer Ab-
handlung zu beklagen, welche, wenn nicht einzig in ihrer Art, doch
sicherlich die ilteste Abhandlung iiber den betreffenden Gegenstand ist,
von der wir iiberhaupt Nachricht haben. Die Schriften des Archimed,
auch dem Philologen dadurch wichtig, dass sie sémmtlich im dorischen
Dialekte abgefasst sind, beschiftigen sich mit arithmetischen, mit geo-
metrischen nnd mit mechanischen Untersuchungen, welche siimmtlich in

einem gewissen Zusammenhange stehen.
Bekanntermassen kionnen bei der Betrachtung der Zahlengrossen

zwei Gattungen .von Eigenschaften in’s Auge gefasst werden: solche, die
sich auf die Verinderung der Zahl beziehen, sofern sie mit einer an-
deren in Verbindung tritt um eine dritte zu bilden, und solche, die der
Zahl selbst inne wohnen. Die erste Gruppe von Betrachtungen umfasst
das Rechnen, die heute sogenannte Arithmetik; der Inbalt der zweiten
Gruppe wird ‘heute als Zahlentheorie benannt. Die Griechen unter-
schieden ebenso, nur dass sie den Namen Arithmetik fiir den zahlen-
theoretischen Theil benutzten, wihrend der calculatorische Theil als
Logistik' bezeichnet wurde. Die Arithmetik gehdrte zu der Lieblings-
beschiftigung der #lteren wie der jiingeren pythagorischen Schule, auf
deren Griinder sich wichtige Capitel derselben zuriickfiihren lassen.®)
Bei der Besprechung des Euclid war von dieser alten Arithmetik die
Rede, und eine historisch-mathematische Untersuchung iiber die ersten
Jahrhunderte nach Christi Geburt wiirde noch reichhaltigen Stoff hinzu-
fiigen. Die Logistik  dagegen, die Lebre vom Rechnen, scheint nur
wenig Autoren den Stoff zur schritflichen Behandlung geliefert zu haben,
und von den Abhandlungen, welche dariiber existirten, ist auch nicht
eine einzige vollstindig erhalien. Negative Erscheinungen begriinden
zu wollen, ist immer misslich; wollte man aber hier dan' Versuch wagen,
so konnte man darauf aufmerksam machen, dass das Rechnen tiberhaupt
einen der schwierigsten Lehrgegenstinde bildet. Will man einen geo-
metrischen Satz etwa vom Dreiecke beweisen, und zeichnet zu diesem
Zwecke eine Figur, so wird zwar das Aussehen der Figur je nach der
Wahl der Lingen und Richtungen ein sehr verschiedenes sein kdnnen,
aber doch wird man rasch zur Ueherzeugung gelangen, dass die unend-
liche Willkiir nicht mehr als eine geringe Zahl wesentlich verschieden
aussehender Figuren hervorbringen kann, und mit dieser Ueberzeugung
bildet - sich: gleichzeitig das Bewusstsein  von der aligemeinen GHiltigkeit
- der ‘an-einer Figur gelungenen Beweisfiihrung fiir alle Figuren derselben
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Gattang. Eine wichtige Beihiilfe ist hierbei die Benennung einzelper
Punkte der Figur durch Buchstaben, und wir diirfen wohl gelegentlich
darauf hinweisen, dass auch’ hierin schon eine gewisse allgemeine Sym-
bolik von uraltem Ursprunge zu erkennen ist. Fiir Zahlengriossen daunerte
es lange, bis allgemeine Symbole eingefiihrt wurden, an denen die Ope-
rationen formell wenigstens ausgefiihrt werden konnen, und was das
Alterthum in dieser Richtung bietet, ist nur sehr ungeniigenden Inhaltes.
Benutzte man aber hestimmte Einzelzahlen zu den Operationen, so war
Jetzt die Verschiedenheit von einem Beispiele zum anderen eine so ge-
waltige, dass nur hiiufige und vielseitig fortgesetate Uebung die Abstrac-
tion befestigen konnte, wie man es jedesmal nur mit einem Beispiele zu
thun habe, und wie man das eigentliche Rechnungsver‘fahren
von den Zahlen, an welchen es gelehrt wurde, loszulgsen
habe. Diese Schwierigkeit wuchs in dem Grade, als Verbindungen von
mebr und mehr ganz frei zu wihlenden Zahlen herzustellen waren, war
demnach bei der Logistik bedeutender als bei der Arithmetik int alten
Sinne dieser Namen, Eine Erliuterung der Rechnungsverfahren wih-
rend der Austibung war schon nicht ganz leicht, eine schriftliche Aus-
cinandersetzung war nur um so schwieriger.¥) Dazu kommt noch, dass
das Rechnen der Alten vielfach ein instrumentales war, und dass auch
die Erklirung des dazu erforderlichen Rechenbr ettes?t) leichter miind-
lich bei Beputzung des Apparates selbst als schriftlich zu geben . war.
Hier geniige die Bemerkung, dass ein solches Rechenbrett, Abax, bei
den Griechen in Uebung war, und dass die Einrichtung desselben
dem dekadischen Zahlensystem angepasst war, auf welches
ebendadurch die wissenschaftliche Betrachtung hingelenks werden musste.
Erldnterungen dieses Systemes nun und Vervollkommnung desselben, da-
durch, dass man wieder unter den dekadischen Einheiten Einheiten
hherer Ordnung unterschied, fanden sich in einem dem Zeuxippus ge-
widmeten Werke des Archimed, welches der uns erhaltenen Ijeberr
schrift, die Grundziige,%) nach die Anfinge der Rechenkunst iiber-
haupt enthalten haben diirfte. Jedenfalls sind wir berechtigt, Archimed
als einen fiir seine Zeit gewandten Rechner anzuerkennen. Schon die
sogenannte Kronenrechnung, von welcher wir freilich keine unmit-
telbaren Spuren besitzen, aber deren nothwendiger Grandgedanke oben
besprochen wurde, erfordert einige Uebung in dem Rechnungsverfahren,
und noch mehr wird sich dieses bej der Kreismessung nachweisen
Jassen. SRR 5 o S

Die Erweitemng des dekadischen Zahlensystems, welche Archimed ein-
fiihrte, bestand in der Zusammenfassung von je 8 auf einandey
folgenden Rangordnungen in eine Octade und dann wiedey
derOctaden selbst zuPeriode n.%) Die erste Octade geht also von def
Einheit gur Zahl lOOQmal 10000 oder Myriade Myriaden, welche die Erin-
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heit der zweiten Octade bildet und welche nach moderner Schreibart
eine 1 mit 8 Nullen ist. Einheit der dritten Octade ist die Zahl, welche
wir als 1 mit 2 mal 8 oder 16 Nullen schreiben; Einheit der 26. Octade
etwa ist die 1 mit 25 mal 8 oder 200 Nullen. Diese Eintheilung bis
zur 10000sten Myriade der 10000 mal 10000sten Octade durchgefiihrt
bildet insgesammt die erste Periode und die zuletzt genannte Zahl selbst,
welche also nach unserer modernen Schreibweise eine 1 mit 800 Mil-
lionen Nullen wire, bildet die Einheit der ersten Octade der zweiten
Periode.

Soll es gestattet sein hier bei der Erwibhnung der verlorenen Grund-
ziige des Archimed die wenigen Namen anzufithren, welche ausserdem
noch mit griechischer Logistik in Zusammenhang gebracht werden konnen,

o ist vor Allen Apollonius zu nennen, dessen Multiplicationsmethode
uns noch beschiftigen wird; dann ein gewisser Magnus, von dem wir
allerdings Nichts weiter wissen, als dass er irgendeinmal vor Eutokius,
der ihn rithmt,?”) eine Logistik schrieb; weiter Theon von Alexan-
drien, gegen Ende des 4, Jahrhunderts, durch welchen wir griechische
Divisionen und Ausziehung von Quadratwurzeln kennen;) Pappus,
der hochst wahrscheinlich an den Anfang seiner Sammlungen Logistisches
zus'a.mm‘enstellte,‘-‘g) wovon indessen nur ein Bruchstiick auf uns gekom-
men ist, und BEutokius von Askalon, dessen Multiplicationsbeispiele
erhalten sind.*°) ,

Wenn die Grundziige des Archimed uns abhanden gekommen sind,
und in ihnen sicherlich ein hochst werthvolles Werk, so ist doch die
Sandrechnung?®) desselben Verfassers vorhanden, welche mit der
Aufgabe sich beschiftigt: eine Zahl anzugeben, welche grosser sei, als
die Zahl der Sandkérner, die eine Kugel fassen wiirde, deren Halbmesser
die Entfernung des Erdmittelpunktes von dem Fixsternhimmel wiire und
dabei jene Zahlengruppirung aus den Grundziigen anwendet, iiber welche
wir erst berichtet haben. Was ist nun die Bedeutung dieser eigenthiim-
lichen Aufgabe? Man hat lange Zeit dariiber in Zweifel gestanden.
Man hat sogar versucht, die ganze Tendenz der Schrift in jenem Bruch-
stiicke der Grundziige zu finden; mit anderen Worten, man hat es als
cinzigen Zweck der Sandrechnung bezeichnet, ein Beispiel davon zu
liefern, wie man die Aussprache der Zahlen von einer gewissen Héhe
-an vereinfachen und eine Einsicht in die Art ihres Wachsthums ge-
wiihren konne. Ieh will nicht in Abrede stellen, dass ein derartiges
Thema der Behandlung wiirdig gewesen wire, allein ich mochte eher
dass es einen Theil des Inhaltes jener Grundziige bildete. Die

glaunben,
sie sollte

Sandrechnung hatte sicherlich einen ganz anderen Zweck:

die‘ arithmetische Ergiénzung der geometrischen Exhau-

stipnusmethode‘bild on. Wir haben bei Gelegenheit des 10. Buches
dlér"é@éiidischen Elemente gesehen, dass in der Exhaustionsmethode der
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Gedanke zum Durchbruche kam, dass es keine so Kkleine Grosse
gebe, welche nicht die Auffindung einer noch kleineren Grisse gestatte,
und dieses Unendlichkleine wurde alg Unterschied zweier Raumgebilde
der Phantasie nahe gelegt. Den Gegensatz zum Unendlichkleinen bil-
det nun das Unendlichgrosse. Das heisst, wir kénnen auch keine noch
so bedeutende Grisse angeben, welche nicht die Au_fﬁn-dung einer noch
grosseren gestattete. Will man aber dep Phantasie zu Hiilfe kommen,
so ist das Unendlichkleine eher geometrisch zy versinnlichen, als-der
Unterschied zweler nahezu zusammenfallender Raumgebilde, so ist da-
gegen das Unendlichgrosse unméglich an geometrischen Figuren zu be-
greifen, welche immer innerhalb des Raumes begrenzt erscheinen, wiih-
rend das Unendlichgrosse allen Raum iiberschreitet. oy erleichtert
man daher das Begreifen nicht durch die concrete, sondern durch die
abstracte Grosse, das heisst durch die Zahl. Man wird zeigen, dass
jede noch so grosse, aber gegebene Anzahl durch eine im Uebrigen
nicht nither bestimmte Zahl tiberstiegen werde, und grade diese Auf-
gabe lost die archimedische Sandrechnung, 7

Man kinnte vielleicht einwenden, mit dieser Erklﬁmng,’ welche der
Inhalt der Abbandlung zweifellos zuliisst, schiebe man denn doch nach-
triiglich dem Archimed eine Einsicht in das Wesen der Infinitesimalmathe-
matik zu, welche er noch keineswegs besass, Allein dieser Rinwand
zerfillt, wenn wir zeigen, wie gerade Archimed die'_ geometrische Ex-
haustionsmethode mehr anwandte und mit grisserem Erfolge als irgend
ein anderer griechischer Mathematiker, eine Thatsache, welche iiberdies
so allgemein anerkannt ist, dass Archimed sogar micht selten .als der
Erfinder der,Exhaustionsmethode bezeichnet wird, - wag er, wie wir wissen,
nicht war. Ferner wird es zur Zerstorung der Skrupel WOM beitragen,
wenn wir finden, dass Archimed neben der geometrischen Exhaustions-
methode auch eine rechnepde Exh austion besass, wenn wir diesen
Namen auf jede Mgtho&e anwenden ‘wofllen, bei welcher ein nicht genau
zu Findendes wenigstens zwischen zwei sehr benachbarte Grenzen ein-
geschlossen wird. . S | |
..~ Von. dieser rechnenden Methode macht Archimed in seiner Schrift
iiber die Kreismes sung Gebrauch, ‘Er geht von der Seite des um-
schriebenen Sechseckes. aus, deren Verhiltniss zum Kreisdurchmesser in
noch zu erérternder Weise -als kleiner als 153 : 265 bewiesen wird. Dann

folgt, da\ss_die Seite des umschriebenen Zwolfecks kleiner a]g‘;—?-% des Kreis-

- durchmessers gein’ muss, und, indein man’ weiter 'z'mh_umschriebenen

Vi‘ele:cke von '_im‘mef"doppeltEr Seite.‘nzahl ﬁbei'ge‘_ht, 'zeig(;_ sich, dass die
_ ,‘ 467

messers misst. Der. ganze Umfang des 96Eckes, und um sq s
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S gite - des \ums_c«hriebenem- nBG‘Eéks’ ' Wénigér 'als; B 15;/2. des Kmié(lurch;

cherer die
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kleinere Kreisperipherie ist somit kleiner als W3 d. h. gewiss kleiner
g 2

als 3Y, des Kreisdurchmessers. Jetzt wendet sich Archimed zu den

eingeschriebenen Vielecken. FEr zeigt, dass die Seite eines solchen Sechs-

ecks die Hilfte des Durchmessers, die Seite eines solchen Zwdolfecks

mehr als gb%:%— des Durchmessers ist. So gelangt er wieder zur Seite
4
66

des jetit eingeschriebenen 96Ecks, welche grosser als 50177, des Durch-
messers gefunden wird. Folglich ist der ganze Umfang dieses 96Eckes,
and um so sicherer die grossere Kreisperipherie, grosser als 5%%, d. h.
gewiss grosser als 319/, des Kreisdurchmessers, Somit ist diejenige
Zahl, welche das Verhiiltniss . der Peripherie zum Durchmesser eines

Kreises darstellen soll, allerdings nicht gefunden, aber sie ist doch
gwischen zwei ziemlich nahe bei einander liegenden Grenzzahlen einge-

schl‘(.)ssen,- zwischen ‘3'/; und 3“’/”,.
Ich habe noch von der Methode dieser Entwickelung zu reden.

‘/‘W'eﬁn snan das eingeschriebene und umschriebene Sechseck zu einem

Kreige zeichnet und den Mittelpunkt des Kreises mit den Endpunkten

* dieser- Sechsecke verbindet, so ergiebt sich leicht, dass die Hilfte der

umschriebenen Sechseckseite die kleinere Kathete eines rechtwinkligen
Dreiecks ist, dessen grissere Kathete der Halbmesser des Kreises und
dessen Hypotenuse doppelt so. gross als die kleinere Kathete. Das
Quadrat des doppelten Halbmessers oder des Durchmessers muss daher
3mal so gross sein als das Quadrat jemer verdoppelten kleineren Ka-
thete oder der umschriebenen Sechsecksseite. Ob nun Archimed in einer
Tafel der Quadrate ganzer Zahlen dasjenige Quadrat aussuchte, dessen
Dreifaches nur unbedeutend grosser als ein anderes Quadrat war, und da-
durch zn 265 und 153 kam, wissen wir freilich nicht.’?) Genug, er

‘geht von diesen beiden Zahlen aus und benutzt zur Auffindung von

Vérhéﬂtnisszahlen fiir die Seiten der Vielecke von jeweilig verdoppelter
Seitenzahl theils den pythagoriischen Lehrsatz, theils jenen anderen
gleichfalls bekannten Lebrsatz, dass die Halbirungslinie eines Winkels
eines Dreiecks die  gegeniiberliegende Seite im Verhiltnisse der anliegen-
den Seiten schneidet.®®) Dieselben Hiilfssiitze wendet er auch in Bezug
auf | die eingeschriebenen Vielecke an und zeigt sich dabei als gewandten
Rechner. Nicht nur mit Proportionen weiss er. auf’s Beste umzugehen,

er muss auch irgend eine Méthode besessen haben, die Quadratwurzeln
niherungsweise auszuziehen. TIch sage eine Methode der Ausziehung

Quadratwurzeln, denn wenn auch in dem oben erwihnten Anfangs-
ispiele ein blosses Experimentiren denkbar ist, So verldsst uns diese
chkeit, sobald gebrochene Werthe als Quadratwurzeln erscheinen;
orhandensein einer Liste der Quadrate aller zwischen zwei ganzen
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Zablen enthaltenen Bruchzahlen ist mehr als unwahrscheinlich. Leider
giebt Archimed selbst in keiner Weise zu erkennen, worin sein Vey.
fahren bestanden haben mag, und auch sein Commentator Eutokius be-
lehrt uns nicht dartiber, Er zeigt nur umgekehrt, dass die Multiplication
der angegebenen Werthe mit sich selbst nahezu dje archimedischen
Ausgangszahlen wieder herstelle und macht uns so wenigstens mit ‘dem
Multiplicationsverfahren der Griechen, wie es zu seiner Zeit in Uebung
war, bekannt. Dasselbe ging, wie wir heute sagen wiirden, von links
nach rechts, also der modernen Art und Weise entgegengesetzt. So
multiplicirte er, um 2652 zu finden®t) zuerst 200 mit 200, mit 60, mit
5; dann 60 mit denselben Factoren; endlich auch 9; und diese 9 Theil-
produkte addirte er schliesslich zu 70225 zusammen. - .

Ich gehe nun schliesslich zur Besprechung der geometrischen Schrif-
ten des Archimed iber,” An die Spitze derselben mochte ich wieder
eine verloren gegangene Abhandlung stellen, welche die Ueberschrift:
Ucber die Kegelschnitte fiihrte. Dass er eine solche schrieb,
glaubt man daraus folgern zu diirfen, dass an zwei verschiedenen Stellen
von unzweifelhaft echten Schriften auf eine Abhandlung dieses Titels
verwiesen ist, chne dass der Name eines Verfassers angegeben wire, %)
und das unterlisst Archimed sonst nur, wenn er sich auf Eigenes beruft.
Jedenfalls stehen auch die Einzeluntersuchungen des Archimed iber be-
stimmte Kegelschnitte mit dieser Annahme nicht im Widerspruch, und
wenn wir an dieser Stelle noch nicht daranf eingehen wollen, in welcher
Art Archimed, seine Vorginger und seine Nachfolger die Entstehung
der Kegelschnitte, auffassten und wie sie dieselben benannten, so diirfen
-wir wohl mit vorweggenommenem Namen bemerken, dass die Parabel
diejenige unter diesen Curven war, mit welcher Archimed sich mit. einer
gewissen Vorliebe beschiftigte. Die Untersuchungen iiber die Quad-
ratur der Parabel insbesondere, welche zwischen das erste und
zweite Buch einer mechanischen Schrift iiber den Schwerpu"nkt
und das Gleichgewicht von Ebenen eingeschoben sind, zeigen die
vielgerthmte Gewandtheit des Archimed in Anwendung der Fxhau-
stionsmethode im glinzendsten Lichte, so dass es lohnend sein diirfte,
wenigstens im Allgemeinen den Gang des Hauptbeweises anzu-
deuten.%6) : o | ' L

Wird ein Parabelabschnitt durch eine in der Mitte der denselben
bildenden Sehne der Axe parallel gezogene (rerade geschnitten, so ist
die Berlihrungslinie an die Parabel in dem ‘Schnittpunkte der Sehne
parallel. . Somit ist die Senkrechte aus diesem SBehnittpunkte auf die
Sehne die griisste Senkrechte, welche tiberhaupt aus einem Punkte inner-
halb des gegebenen Parabelbogens auf die Sehne gefillt werden kann
oder dieser Punkt ist als hochster Punkt des Parabelabschnittes iiber
seiner S.ehne 2u begeichnen. ~ Daraus folgt weiter, dass dag Dreieck,

3!
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welches die Sehne zur Grundlinie, den genannten Ilshepunkt als Spitze
besitat, und welches folglich von dem ersten Parabelabschniite um zwei
neue kleinere Abschnitte sich unterscheidet, grésser als die Hilfte des
ersten Abschnittes ist. Dieser Abschnitt ist also umgekehrt grosser als
einmal, kleiner als zweimal das betreffende Dreieck. In jedem der
beiden neuen klcineren Abschnitte wird nach ihnlicher Regel wieder
ein Dreieck beschrieben, deren jedes mehr als die Hilfte des ibm ent-
haltenden Abschnittes einnimmt, und genau den achten Theil des ersten
Dreiecks als Flicheninhalt besitzt. Der Parabelabschnitt wird dadurch
in zweiter Anniiherung grosser als 1!/, kleiner als 1'/, des urspriing-
lichen Dreiecks. Nun werden in die neuen immer wieder kleineren
Parabelabschnitte wieder neue Dreiecke beschrieben und den eben aus-
gesprochenen Sdtzen Analoges von denselben behauptet. In modernen
Zeichen wiirde die Reihenfolge der so zu gewmnenden Sitze als Sum-
mirung der unendlichen Reihe 1 + Ve + M)+ (1/4)3 ... anfzufassen
sein,- wobei 1 dem Flicheninhalte des ersten Dreiecks, die gesuchte
SQumme dem Flicheninhalte des Parabelabschnittes als Maass zu dienen
hat.  Archimed summirt freilich zun#chst nur die endliche Reihe,
deren letztes Glied wir etwa als ('/,)” bezeichnen wollen, und giebt an,
dass die Summe derselben um den dritten Theil der kleinsten Zahl ge-
ringer als */;, in Zeichen also = 4/, — 1/, (!/,)” sei. Dann kelut er
mit Ililfe indirecter Betrachtungen zu seinem eigentlichen Endziele zu-
riick und weist nach, dass ein Parabelabschnitt weder grisser noch kleiner
sein kionne, als 4/; des Dreiecks, das mit dem Abschnitte einerlei Grund-
linie und gleiche Hohe hat.

In noch htherem Grade originell erscheint der andere Beweis des-

selben Satzes, welchem das Buch der Quadratur der Parabel seine den
Leser sgicherlich iiberraschende Stellung inmitten von Untersuchungen
Fig. 4. - iiber Gleichgewicht und Schwerpunktscon-

A 0 B strnctionen verdankt.’”) Mit Riicksicht
|
]
i
|

s

grade auf die Auffindung des Schwer-
punktes einer Figur wird niimlich gezeigt,
dass, ‘wihrend € der. Stiitzpunkt eines
gleicharmigen Hebels 4 CF ist, ein Drei-
eck B D E, welches-in B und € an dem
einén Wagebalken C B befestigt ist, der
B in 4 an dem anderen gleich langen Wage-
balken CA4 aufgehiingten Figur F das Gleichgewicht hilt, sofern F der
dritte Theil des Dreiecks B DE ist. Des Weiteren wird ein Parallel-
trapez aufgehiingt gedacht (Fig. 5), dessen nicht parallele Seiten sich
- verlingert in B schneiden, wihrend die parallelen. Seiten senkrecht
gegen. den Wagebalken sind. Fiir die diesem Trapeze D EGH das
Gleichgewicht bei 4 haltende Figur F wird bewiesen, dass sie zwischen

P

[
I
I
|
1
1
1
1
1
]
I
i
1
|
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zwei Grenzen dem CE .und dem e B-fachen des Trapezes enthalten

ist. Jetzt geht Archimed zur Auf’h:}ingung

Fig, 5.
cines Parabelabschnittes iiber. Einige

1 M ] & o ..(’.._: :.: . T B
| " L7
il]l dem Emgange ﬂes Buc.hes erWﬁhnt‘ D /I’,;
o 1

Abschnitt bildende Sehne B D in beliebig
viele gleiche Theile getheilt wird, wenn
aus jedenﬁ Theilpunkt eine Parallele zu x

CE und aus den Schnittpunkten dieser Parallelen mit der Parabel Ver-
bindungslinien nach B gezogen werden, - : '
welche man noch jenseits des Parabelpunktes

bis zur nichsten Parallelen verlingert, der

Parabelabschnitt alsdann als zwischen zwei

Summen von trapezartigen Stiicken enthalten

sich kundgiebt. Durch Aufsuchung der in

A gleich schweren Figuren zu den einzelnen

Trapezen, sowie durch Verbindung der bei-

den genannten Gleichgewichtssitze fiir das

Dreieck und das Trapez ergiebt sich -endlich

der Parabelabschnitt als Drittel des grossen

Dreiecks B E. Andererseits ist, unter der /
Voraussetzung, es sei SG T die der B D _
parallele Beriihrungslinie an die Parabel , G B ‘
die Mitte von H £, H die Mitte von B D und B dje Mitte von B Z,
folglich # & = 'y D E; daraus ergiebt sich, dass der Parabelabschnitt
1/, des kleinen Dreiecks B D @ ist, wie erwiesen werden sollte.

e

Ausfiihrlicher - méchte ich nicht bei diesem Gegenstande verweilen,
um nicht der selbstgesteckten Beschrinkung auf rein Mathematisches
allzu untreu zu werden. Aus demselben Grunde sollen auch des Ar-
chimed zwoi Biicher von den schwimmenden Kbérpern hier nur
eben genannt werden, weil sich deren Interesse darauf beschrinkt, die
Eintauchungstiefe gewisser Korper zn finden, deren geometrische Eigen-
schaften in einer besonderen Schrift abgehandelt werden, in dem Buche
von den Konoiden und Sphiroiden. Unter diesem Namen kennt
Archimed diejenigen Korper, welche durch die Umdrehung einer Para-
bel, einer Ellipse, einer Hyperbel um ihre Axe gebildet werden ung
welche man heute als Rotationsparaboloide, 'Rotatidﬂsellipsoidé, Rota-
tionshyperboloide bénennt. Archimed theilt solche K'drper durch einaﬁ-
der parallele gleich weijt von einander entfernte ebene Schniftﬂ'achen
and erhilt so zwischen je zwei Schnittebenen einiKﬁr]perelemeutr das
von' einem Cylinder eingeschlossen, einen anderen Cylinder i si@h,. ent-
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hélt. Die Summirung sdmmtlicher grosseren Cylinder nebst den der
simmtlichen kleineren Cylinder wird sonach zwei Grenzen bilden, zwi-
schen welchen der XKgrperinhalt des gegebenen Umdrehungskorpers
enthalten ist, und welche bei Anndherung der Schnittflichen selbst be-
liebig wenig von einander unterschieden sind. Mit anderecn Worten,
Archimed findet die Cubatur der genannten Kirper nach einer Me-
thode, in welcher wir denselben Gedanken wiedererkennen, der ausge-
bildet die Lehre von den bestimmten Integralen begriindet. Gelegent-
lich wird dabei auch die Quadratur der Ellipse abgeleitet,®) ge-
legentlich auch gezeigt, wie zu jeder Ellipse unendlich viele Kegel
und Cylinder gefunden werden konnen, auf deren Mantel sie sich
befindet, offenbar e¢in Analogon zu dem, was wir heute perspecti-
vische und projectivische Eigenschaften der Curven zu

nennen pflegen.®?) .
Noch ein anderes stereometrisches Werk -hat- Archimed hinterlassen:

Die zwei Biicher von der Kugel und dem Cylinder, deren
ausgesprochener Zweck es ist,%0) drei neue Sitze zu beweisen: 1) dass
die Oberfliche einer Kugel dem Vierfachen ihres grossten Kreises gleich
sei; 2) dass die Oberfliche eines Kugelabschnittes so gross sei, als ein
Kreis, dessen Halbmesser einer geraden Linie vom Scheitel des Ab.
schnittes bis an den Umfang des Grundkreises gleich sei; 3) dass der
Cylinder, welcher zur Grundfliche einen gréssten Kreis der Kugel habe,
zur Hohe aber den Durchmesser der Kugel, mit anderen Worten, der
der Kugel umschriebene Cylinder anderthalb mal so gross sei, als die
Kugel, und dass auch seine Oberfliche das Anderthalbfache der Kugel-
oberfliche sei. Auf diese Sdtze scheint Archimed selbst unter allen
seinen Entdeckungen das grosste Gewicht gelegt zu haben; wenigstens
war es die Kugel mit dem sie umgebenden Cylinder, welche er auf
seinen Grabstein eingemeiselt wiinschte, und woran, wie frijher erwihnt,
Cicero die Begribnissstitte des grossen Mannes erkannte.

| Zuletzt bleibt noch eine merkwiirdige Schrift des Archimed zu er-
wihnen ibrig: Das Buch von den Schneckenlinien. 61)  Nicht
als ob es das Letzte gewesen wire, was Archimed schrieb. Die chro-
ﬁologische Reihenfolge seiner Werke, wie sie aus den gegenseitigen
héufigen Citaten ziemlich genau herzustellen ist, und auch in den Ge-
sammtausgaben archimedischer Schriften, z. B. in der vortrefflichen
déutschen Ausgabe von Nizze eingehalten ist, weist der Schrift iiber
die Schneckenlinien den Platz an zwischen der Kreismessung und den
* Konoiden und Sphiiroiden. Der Grund, warum ich ihrer jetat erst ge-

L denke, liegt darin, dass nach modernen Begnﬂ'en die Schneckenlinie (die

: L amhlmedlsche Splrale, ¢ = a®) sich weiter von der elementaren Geo-
metrie entfemt als was wir bisher kennen gelernt haben. Sogar vom
anﬂtlken Gesmhtspunkte aus, von welchem so Mam&]hes ganz “anders
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aussieht, lisst sich etwas Aehulichés hehaupten. In der That ist die
Schneckenlinie die erste, welche durch eine doppelte Gattung von Bewe-
gungen und von bewegten Elementen zugleich erzeugt wird. Die Quadra-
trix des Dinostrates z. B. benutzt zu ihrver Entstehung eine drehende und
eine geradlinige Bewegung, aber die bewegten Elemente sind doch zwei
gerade Linien, deren Durchschnittspunkt dié genannte Curve zum Orte
hat. Hier dagegen bewegt sich das eine Mal eine grade Linie, das
andere Mal ein Punkt, denn die Definition, welche Archimed giebt, #?)
lautet so: Wenn ecine gerade Linie in einer Ebene um einen ihrer
Endpunkté, welcher unbeweglich bleibt, mit gleichformiger Greschwindig-
keit sich bewegt, bis sie wieder dahin gelangt, von wo die Bewegung
ausging, und wenn zugleich in der bewegten Linie ein Punkt mit gleich-
formiger Geschwindigkeit von dem unbewegten Endpunkte anfangend
gich bewegt, so beschreibt dieser Punkt eine Schnekenlinie in der
Ebene. Man hat die Berechtigung des Namens archimedische Spi-
rale in Abrede stellen wollen. Man hat behauptet, nicht Archimed,
sondern dessen Freund Konon sei der Erfinder der Linie und der
gich auf dieselben beziehenden Sitze gewesen. Nizze hat indessen zur
Geniige gezeigt,") dass Letsteres wepigstens durchaus unrichtig und
folglich Ersteres nicht hmlanghch begriindet sei. Archlmed war es,
der jene Sitze an Konon zum Beweise schickte, wie es in der Sitte
der damaligen Zeit gelegen zu haben scheint, und welcher nach dem
Tode des Konon erst viele Jahre wartete, ,,ohne dass irgend Jemand
mit einer dieser Aufgaben sich befasst hitte; alsdann erst setzte er
dic Beweise in. der gegenwirtig besprochenen Schrift fiiy den DOSltheu.'a
auseinander. Gerade der moderne Leser, welcher gewohnt ist, Cmven
von der Natur der Splralhulen nur mit Hillfe der Inﬁmteszlma]rechnung
zu discutiren, wibrend er noch in der Lehre von den Kegelschnitten
z. B. hiufiger von rein geometrischen Anschauungsbewexsen Gebrauch
macht, grade. dieser wnd sich nicht genug iber die Gewandtheit er-
staunen konnen, welche Archimed in bewundrumgswurdlger Anwendung
ganz elementarer Mittel an den Tag legt. Einige wenige leicht “abzu-
leitende Proportionen und Ungleichheiten — denn auf letatere kommt
es begreiflich vielfach an bei Anwendung der Exhaustmnsmethode —

die Zerlegung des Raumes der Schueckenlinie in Ausschnitte, deren’

jeder kleiner als ein dusserer, grésser als ein .innerer Krensausschmtt
ist, das ist der ganze wissenschafiliche Apparat m1tte]ist dessen die
Quadratur der Schneckenlinie gefumden, die Beruhrungshme
an irgend einem Punkt derselben gezogen wird.

" Ein Buch ‘des Archimed kennen wir noch- ausserdem Es sind
die Wahlsitze, wie die Ueberschmft der deutschen Uebersetzun ng
lautet, welche nach der allein uns erhaltenen arahmchen Bealbeltung

“angefertigt ist. Die Echtheit dieser Schnft kann nach. den hebtlmmten




40 Euelid und sein Jahrhundert.

o o o i A ek At U Al S AU e I o e B om0 L m e I ot o

Aecusserungen des Arabers nicht-wohl angezweifelt werden; keinenfalls
begehen wir indessen ein Unrecht an Archimed, wenn wir iiber den
hochst unbedeutenden Inhalt sofort hinweggehen. Wir méochten uns
sonst den Eindruck der vorhergehenden Darstellung einigermassen ver-
wischen, aus welcher sich uns Archimed, um mit einem in den letzten
Jahren verstorbenen Fachgenossen zu reden,®) als das kundgiebt, was
er in der Greschichte der Wissenschaften war: ,,das grisste mathematische
Genie des Alterthums, der sich iiberall Bahn brach und als ein bauender
Konig den Kérnern viel zu thun gab.*

Soll damit die Wirdigung des Archimed als Mathematiker abge-
schlossen sein, so darf ich doch vielleicht noch einen Umstand er-
widhnen, der in doppelter Weise denkwiirdig ist, theils zur Kennzeich-
nung der damaligen Gelehrtenwelt, theils zur Kenntniss einer gewissen
Schalkhaftigkeit in dem Charakter des Archimed, welche aus dem, was
wir frither iiber sein Leben berichteten, noch nicht hervorgeht. Ich be-
merkte schon, dass es Sitte war, Sétze ohne ihren Beweis zu versffent-
lichen, gewissermassen als Herausforderung fiir andere Mathematiker,
den Beweis nachtrdglich zu finden. Nun scheint es auch damals njcht
an Leuten gefehlt zu haben, welche Alles von Anderen Gefundene als
willtommene Beute ansahen, ohne sich die Miihe zu geben, vielleicht
ohne die Fahigkeit zu besitzen, die Richtigkeit zu bestitigen. Diesen
Leuten gegeniiber erlaubte sich Archimed nun einmal den Scherz, auch
zwei falsche Sétze zu versffentlichen, um, wie er geradesu sagt, 65)
wo er geraume Zeit spiter die Neckerei erzahlt und die Falschheit j jener
Sitze selbst darthut, ,,um eben solche Leute, die da Alles zu finden
behaupten und doch nie einen Beweis vorbringen, zu iiberfilhren, dass
sie auch einmal etwas Unmégliches zu finden verheissen hiitten,*

Etwa 11 Jahre nach der Geburt des Archimed, im Jahre 276 oder
275 ward der zweite der drei grossen Zeitgenossen geboren: Erato-
sthenes, %) Sohn des Eglaos. Gebiirtig von Kyrene, verbrachte er
den grossten Theil seines Lebens in Alexandrien. Dort ward er
~ erzogen Vol Kallimachos, dem gelehrten Vorsteher der grossen
Bibliothek, sowie von einem anderen sonst unbekannten Philosophen
Lysanias. Dann wandte er sich nach Athen, wo er der Schule der
Platoniker sich niherte, so dass er selbst als Platoniker bezeichuet wird,
und wo er wahrscheinlich auch zuerst tiefer in das Studium der Mathe-
matik eindrang. Ptolemidus Euergetes (der dritte Ptolemiier, wie
Suidas erzahlt, welchem die Notizen fiir das Leben des Eratosthenes
. fast ausschliesslich zu verdanken sind), berief Eratosthenes wieder nach
Alexandrien zuriick als Nachfolger seines Lehrers Kallimachos in der
'L'eﬁitumg der Bibliothek, und von da an scheint sein Verhiiltniss zu diesem
Firsten wie zur Fiirstin Arsinoe ein besonders freundschaftliches ge-
worden ‘zu “sein.. Es ist folglich keinerlei Grund vorbanden anzu-
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nehmen, FEratosthenes sei in spiiteren Jahren von der Bibliothek ent.-
fernt in’s Elend gerathen, wenn auch andererseits die Nachrichten zy
iibercinstimmend sind um sie zu verwerfen, dass Fratosthenes augen-
leidend, vielleicht sogar erblindet, seinem Leben ungefihr 194 v, Chr.
Geb. durch- freiwilligen Hungertod ein Ende machte.

Die wissenschaftliche Bedeutung des Eratosthenes war eine mannig-
faltige. Das Hauptgewicht scheint er selbst auf seine literarische und
grammatische Thitigkeit gelegt'zu haben, wenigstens gab er sich selbst
den Beinamen des Philologen. Allein auch in den meisten anderen
Disciplinen trat Eratosthenes als Schriftsteller auf, wie die erhaltenen
Ueberschriften seiner Werke bezengen, und sicherlich nicht mit Unrecht
nannten ihn desshalb die Schiller des Museums Pentathlon, den
Kimpfer in allen Fechtweisen, welche bei den Kampfspielen in Gebrauch
waren. Um diese Vielseitigkeit zu kennzeichnen mag nur der Schrift
,iiber das Gute und das Bése* neben der »Chronologie* und
neben der ,,Erdmessung*, in welcher zum ersten Male von einem
Griechen der Versuch gemacht war, die Grisse der Erde zu ‘bestimmen,
des Werkes ,jiiber die Kom&die*“ neben der swGeographie® gedacht
werden, von welcher letzteren werthvolle Bruchstiicke erhalten sind,
aus denen ein so guter Gewidhrsmann in diesem Fache wie Alexander
von Humboldt nachgewiesen hat,%7) dass Fratosthenes nicht nur eine
klare Beschreibung des Vorhandenen lieferte, sondern auch allgemeine
Betrachtungen iiber das Werden und die Ursachen der Verinderungen
mit Gliick gewagt hat. .

Hier muss diese kurze Andeuntung geniigen. Wir haben es mit
Eratosthenes dem Mathematiker zu thun, und wollen, bevor wir diese
Seite seiner Thitigkeit verfolgen, nur eines weiteren Beinamens noch
gedenken, unter welchem Eratosthenes mitunter vorkommt. Man nannte
ihn ndmlich Beta. Die Bedeutung dieses Beinamens ist sehr zweifelhaft.
Die Einen wollen, er habe ihn desshalb erhalten, weil er der zweite Vor-
steher der grossen Bibliothek gewesen sei; allein dieses ist einestheils
unrichtig, wenn, wie sonst angenommen wird, Zenodotus der erste, Kalli-
machos der zweite, Eratosthenes also erst der dritte Vorsteher war, an-
derntheils ist nirgends eine Spur davon zu finden, dass Zenodotus oder
auch Kallimachos etwa Alpha, oder einer der Nachfolger des Eratosthenes
Gamma oder Delta genannt worden wire. Wahrscheinlicher ist dig
andere Ableitung, wonach das Wort Beta ihn als zweiten Plato charak-
terisiren sollte, oder allgemeiner als denjenigen, der tiberall den zweiten
Rang wenigstens sich zu erobern wusste, wenn der erste Rang auch
ghrfurchtsvell den Altvordern eingeriumt werden muss, Endlich kommt
noch in Betracht, dass Buchstaben als Beinamen, und zwar unter dep
seltsamsten Begl'ﬁmdung auch anderweitig bei den Griechen um  dag
Jahr 200 v. Chr. Geb. vorkommen. = So wird ein Astronom Appolle
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nius, der zur Zeit des Konigs Ptolemius Philopator sich mit Unter-
suchungen iiber den Mond beschiiftigte und dadurch sich weithin bekannt
machte, als Epsilon bezeichnet; denn der Buchstabe €, Leist es, sehe
der Gestalt des Mondes gleich. )

Von den mathematischen Schriften des Eratosthenes ist uns nur
Weniges bekannt, das Wenige aber lisst um so mehr den Verlust der
iibrigen Theile bedauern. Er beschiftigte sich mit den beiden Rich-
tungen mathematischer Forschung, welche vorhanden waren, mit Geo-
metrie und Arithmetik. In ersterer Beziehung ist ein Brief des
Eratosthenes an Ptolemius Euergetes vorhanden, welchen Eu-
tokius von Askalon in seinem Commentar zu den Biichern des Archimed
iiber Kugel und Cylinder uns vollstindig iiberliefert hat.%%) In diesem
Briefe ist die Entstehungssage der Aufgabe der Wiirfelverdoppelung
des Breiteren erzihlt, wie wir frither bei Gelegenheit dieser Aufgabe
berichteten. IEratosthenes giebt aber auch eine ihm selbst eigenthiim-
liche Auflssung mit Hilfe eines eigens dazu erfundenen Apparates.
Das sogenannte Mesolabium, wie es um seines Zweckes willen hiess™")
und welches einen grossen Ruf im Alterthume erlangte, bestand im
Wesentlichen aus 3 einander gleichen rechtwinkligen Tifelchen von
Holz, Elfenbein oder Metall, welche zwischen zwei mit je 3 Rinnen
versehenen Linealen eingeklemmt in diesen Rinnen iiber einander ver-

schoben werden konnten. War nun

., ) F;:g- 7. “ die Anfangslage 4 B CD, CDEF,
R RN T o EFGH war A B die grossere, G M
) \ " \ | die kleinere Linie, zwischen welche
j' \ \ [ die beiden mittleren Proportionalen ein-
| X \] M zuschalten waren, so musste man nur
B ¢ F ¢ 7~ die Rechtecke in die verschobenen
Lagen ABCD, C, D EF, E F, GH

Fig. 8. bringen, welche die Stiicke D, X, E, L

A__D ]‘:.1‘:]) L der in die Rechtecke eingezeichneten

'\\$ \\\ I Diagonalen verdeckten und die so be-

AN - stimmten Punkte X und L mit 4 und

| | W M in eine gerade Linie brachten; als-

"¥C¢ F & X dann sind & C und LF die beiden ge-

- suchten Proportionallinien.

Eratosthenes schlug diese seine Erfindung so hoch an, dass er znm
ewigen Grediichtnisse derselben ein Exemplar als Weihegeschenk in einem
Tempel aufhingen liess und eine Inschrift in Versen darunter setzte,
welche in gedringtester Kiirze die Gebrauchsanweisung enthielt. ) Die
Tnschrift selbst, ein aus 9 Distichen bestehendes Epigramm, ist auch
durch manche Nebenbemerkung von Wichtigkeit, wie z. B. aus ihr ent-
nommen ‘wird, dass Menichmos den dreifachen Schuitt des Kegels
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vollbrachte. Ob ein von Pappus an zwei Stellen ™) erwihntes Werk
des Eratosthenes ,,iiber Medietiten* sich gleichfalls' auf die Wiirfel-
verdoppelung bezieht, ist ungewiss. Wiire dem 50, s0 wiirde daselbst
moglicherweise eine geometrische Lésung gelehrt worden sein, da Pappus
das eine Mal bemerkt, diese Schrift stehe mit den lineiiren Qertern ihrer
ganzen Voraussetzung nach im Zusammenhange. |

Noch geringfiigiger sind die Spuren eines weiteren Werkes des
Eratosthencs, welche auf wenige unbedeutende Citate bej Theon von
Smyrna sich beschrinken.™) Wenn auch vielleicht der Schluss ge-
rechtfertigt ist, in jenem Werke sei von den Proportionen und sonstigen
arithmetischen Fragen die Rede gewesen, so schwebt doch die Behaup-
tung ganz in der Luft, als habe sie de}l Titel Arithmetik gefiihrt,

Vielleicht gehért eben dahin ein Bruchstiick, welches bei Niko-
machus von Gerasa und in dem Commentar des Jamblichus zu
diesem Schniftsteller sich vorfindet; ™) vielleicht aber auch ist dasselbe
ein Theil einer besonderen Schrift, welche den Namen des Siebes
fihrte. Das Sieb™) ist eine Methode um stimmtliche Primzahlen zu
entdecken. Man schreibt, so lautet die _Regel; alle ungraden Zahlen
von. der 3 an der Reihe nach auf. Man streicht nun jede dritte Zahl
hinter der 3 durch, so sind die Vielfachen der 3 entfernt. Dann geht
man zur nichsten Zahl 5 iiber und streicht jede fiinfte Zahl hinter ihr
durch, ohne Riicksicht darauf, ob sie schon durch einep fritheren Strich
“vyernichtet ist oder nicht; so sind die Vielfachen der 5 entfernt, Fihrt
man weiter so fort, indem man beim Abzihlen und Durchstreichen die
bereits durchstrichenen Zahlen den unberiihrten gleich achtet, und nur
den Unterschied macht, <ass man keine durchstrichene Zahl als Aus-
gangspunkt einer neuen Aussiebung benutzt, so bleiben schliesslich nuy
die Primzahlen tibrig.. S@mmtliche zusammengesetzte Zahlen dagegen
sind vernichtet, und am Anfange fehlt auch noch die Primzahl 2, welche
Jamblichus, weil sie grade sei, nicht unter die Primzahlen gerechnet
wissen will, trotzdem FEuclid sie fehlerhafter Weise dorthin verwiesen
habe.6)

Die Siebmethode des Eratosthenes ist grade keine Methode, zu
deren Ersinnung ein ibermissiger Scharfsinn gehérte. Trotz dessen
glauben wir sie ihrer historischen Stellung wegen fiir einen ziemlicl
bedeutenden Fortschritt in' der Zahlentheorie halten zu miissen. Man
erwiige nur, wie die Sache der Zeitfolge nach liegt. Zuerst unterschied
man Primzahlen von zusammengesetzten Zahlen und leitete wohl manche
Eigenschaften. der Letzteren aus den Frsteren ab. Der zweite Schritt
war der, dass Euclid zeigte, wie die Angzahl der Primzahlen unendlich
gross sel, wie es folglich nicht moglich sei, alle Primzahlen zy unter-

suchen. Jetzt erst gewinnt es als dritter Schritt Bedeutung, Wenn |

Eratosthenes zeigt, wie man wenigstens im Stande sei, die Pl‘imza,hle—n,
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$0 weit man in der Zahlenreihe gehen will, zu entdecken, und somit
der Unausfithrbarkeit der Darstellung simmtlicher Primzahlen e¢ine von
der Willkiir des Rechners abhéingende untere Grenze zu setzen. Ich
meine an und fiir sich hitte die Entd‘eckung des Eratosthenes ebenso
gut vor als nach Euclid gemacht werden konnen, aber vor Euclid wire
ihr wissenschaftlicher Werth geringfiigiger gewesen. Damals hiitte es
kénnen ein verunglickter Versuch sein, die genaue Anzahl der Prim-
zahlen zu ermitteln. Jetzt dagegen, nach Euclid, konnte es nur eine
Methode sein, bei deren Aussinnung man von Anfang an grade das
beabsichtigte, was sie zu leisten im Stande ist. Darin liegt aber schon
ein Zeugniss hoherer Vollkommenheit, wenn Methoden zu bestimmten
Zwecken gesucht und auch wirklich gefunden werden.

Der dritte schon genannte Mathematiker dieses Zeitalters, dessen
Besprechung uns jetzt zu beschiftigen hat, war Apollonius von
Pergi, wie er zur Unterscheidung von ausserordentlich vielen .Gelehr-
ten, die den Namen Apollonius filhrten, nach seinem Heimathsorte, einer
Stadt in Pamphilien, bezeichnet zu werden pflegt.”) Ob er mit dem
frither erwdhnten Astronomen Apollonius, dem der Beiname Epsilon
beigelegt wurde, identisch ist oder nicht, steht im Zweifel. Die Lebens-
zeit der Beiden ist allerdings iibereinstimmend. Apollonius von Pergii
wurde withrend der Regierung des Ptolemiius Euergetes (247—222) ge.
boren und hatte seine Bliithezeit, wie jener Astronom, wihrend der
Regierung des Ptolemius Philopator (222—205). Eine fernere Ueber-
einstimmung konnte man darin finden, dass auch von Apollonius von
Pergii bekannt ist, dass er sich mit Astronomie beschiftigte. Wenigstens
geht die Lesart der besten Ausgaben von dem’Almageste des Ptolemius
dahin,’®) dass Apollonius von Pergi tiber den Stillstand und die riick-
ldufige Bewegung der Planeten schrieb und sie mit Hiilfe der Epicyclen
zu erkliren suchte. Ein freilich nur negativer Gegengrund gegen die
Identitit liige darin, dass Ptolemidus von den Untersuchungen iiber den
Mond Nichts sagt, welche doch gerade die vorziglichste Leistung des
Apollonius  Epsilon gebildet haben miissen.

Von den Lebensverhiltnissen des Apollonius von Pergi ist Nichis
weiter bekannt, als dass er schon als Jiingling nach Alexandrien kam,
wo er seine mathematische Bildung von den Nachfolgern des Euclides
erhielt. Ein bestimmter Lehrer wird, so viel ich finden kann, bei den
Alten nirgends genannt, so dass ich die vereinzeltc Angabe eines
modernen Schriftstellers,™) Apollonius sei Schiiler des Archimed ge-
wesen, als vollig willkiirlich betrachten mgchte. Gesichert ist dagegen
eiﬁ zeitweiliger Aufenthalt in Pergamum, wo er einem gewissen Eu-
 demus befreundet war, welchen er dann auch spiter mit Wachrufung
der Eriﬁnemﬂg an jenes Zusammenleben sein Hauptwerk, die 8 Biicher
derKegelschnitte widmete.®)

.
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Es ist hier der Ort, die frither bei Seite geschobene Untersuchung
iiber die Kenntnisse, welche die Alten von den Kegelschnitten besassen,
einzuschalten. Erinnern wir uns, dass von zwei Mathematikern,
Meniichmus und Aristius, den Zeitgenossen Plato’s die Rede war, deren
erster zur Wiirfelverdoppelung sieh der Curven bediente, die heim Durch-
schnitte cines Kegels durch cine Ebene entstehen y wihrend der zweite
5 Biicher iiber die Kegelsehnitte schrieb; erinnern wir uns, dass wir
Euclid und in héherem Grade Archimed als Schriftsteller iiber die Kegel-
schnitte kennen gelernt haben, o bildet das schon eine ganze Literatur
des hochwichtigen Gegenstandes vor Apolloniug von Pergi. Manche
Geschichtsforscher sind sogar geneigt, ein noch hiheres Alter dieser
Untersuchungen anzunehmen. Um in dieser Beziehung einigermassen
ins Klare zu kommen, ist es nothwendig, erstens die Entstehungsweise
der drei verschiedenen Curven zu besprechen, welche man Kegelschnitte
nennt, und zweitens die Haupteigenschaft sich zu vergegenwirtigen,
welche in den Namen Parabel, Ellipse und Hyperbel angedeuntet liegt.

Es sei ein grader Kegel gegeben, dessen Winkel, d. h. der Winkel
an der Spitze des Axendreiecks — ¢. Diesen Kegel schneide man
durch eine zum Axendreiecke senkrechte Ebene, so wird die grade
Linie, welche den Durchschnitt der beiden Ebenen bezeichnet, wenig-
stens mit der einen Seite des Axendreiecks einen Winkel o bilden,
welcher zu ¢ eine analoge Lage hat, wie die Wechsehwinkel bei zwei
durch eine Transversale geschnittenen Parallellinien. Nup kommt es
anf die gegenseitige Grisse von ¢ und 0 an. Ist 0> 6, so entsteht anf
der Kegeloberfliche eine Ellipse; ist 0 =— 6, so entsteht eine Parabel ;
ist 0 ( 6, so entsteht eine Hyperbel. So oft -daher ¢ constant bleibt,
kann durch Verinderung von & auf jedem geraden Kegel jeder der drei
Kegelschnitte gebildet werden. Man -k'ann aber offenbar die Sache auch
umdrehen. Man kann sagen & solle constant bleiben, dann wird durch
Verinderung von 6 jeder beliehige Kegelschnitt erzeugt werden, Jetzt
natiirlich auf der Oberfliche verschiedener Kegel. Zu eiﬁem derartig
constanten Durchschnittswinkel 0 war der rechte Winkel besonders ge-
eignet, schon desshalb, weil alsdann auch die Grisse des Winkels g
Jeicht in Worten zu bestimmen war. War nimlich die, Schnittebene
genkrecht zur Seite des Axendreiecks, d. h, 6= 90° so0 musste ¢ ein
gpitzer, ein rechter, endlich ein stumpfer Winkel sein, damit der Kegel-
schnitt eine Ellipse, eine Parabel, eine Hyperbel war, und daher riihrten
fﬁr'-diese _ﬂrei Curven die ilteren Namen derselben: Schnitt des,
spitzwink]ig?ﬂ; des rechtwinkligen, -des étumpfwinkligen
Kegels. Denn in der That lernte Aristdus, die Kegelschnitte zyerst
an verschiedenen_Kegeln kennen, bis endlich Apollonius nachwies, dagq
gie simmtlich auf jedem beliebigen geraden Kegel erzeugt werden kénnep.

Dariiber kann nach der Angabe des Pappus®!) nicht der mindeste Zyeife] |

— e




46 Euchd und sein hhlhundelt

i e e e e e - B e s o

sein. Waren aber mit der neuen Bildungsweise die alten Namen um-
gestossen, so musste Appollonius andere Namen dafiir gebrauchen, und
auch dariiber kann nach derselben Stelle des Pappus kein Zweifel ob-
walten. Apollonius n#mlich, heisst es dort dem Sinne nach, benannte
die drei Curven nach Eigenschaften, die ihnen eigenthiimlich bleiben,
auch wenn sie simmtlich auf der Oberfliche eines und desselben Kegels
erzengt sind. Die Namen sind die uns noch gelidufigen der Ellipse,
der Parabel, der Hyperbel, die Eigenschaften sind diejenigen,
welche die algebraische Schreibweise durch die Symbole 3 { p z, y* == p,

y® > p x darstellt.
Wenn wir nun zu keinerlei Misstranen gegen die Wahrheit des

von Pappus uns Mitgetheilten berechtigt sind, wenn wir also das bis-
her Gesagte als historisch gewiss betrachten, so ist eine ganz andere
Frage die, ob man nicht vor Apollonius, ja vielleicht vor Aristius jene
Eigenschaften gekannt habe, auf- welche grade die Namen Ellipse, Pa-
rabel, Hyperbel sich griinden ? ob man mnicht sogar die Curven schon
kannte, ohne zu wissen, dass sic Kegelschnitte seien? ‘Am leichtesten
diirfte ein Chemiker in diese Méglichkeit sich hineindenken. In diesem
" Fache gehort es kaum mehr zu den Seltenheiten, dass Verbindungen
durch ganz verschiedene chemische Processe aus verschiedenen Sub-
stanzen entstehen, dass sie desshalb mit verschiedenen Namen in die
Wissenschaft eingefiihrt wurden, beispielsweise als Pimentsl und Zimmt-
blattersl, und erst spéter als identisch anerkannt wurden. Aber auch
der Mathematiker mag sich daran erinnern, dass man die sogenannte
Cardiodide am Ende des 17. Jahrhunderts als Katakaustik kennen
lernte, ihre epicycloidische Entstehung erst spiter entdeckte. Konnte es
sich nicht dhnlich mit den Kegelschnitten als geometrische Oerter ge-
wisser Punkte verhalten? Als wichtigstes Material zur Beantwortung
dieser Frage hat man wohl eine grade dadurch beriihmte Stelle des
platonischen Dialogs Meno betrachtet. Allein die Auffassungen
dieser Stelle gehen nach beiden Extremen auseinander. Die Einen ent-
nehmen ihr unzweifelhaft,5?) dass Plato die erwihnten Grundeigen-
schaften kannte, unterstiitzen aber leider diese Zweifellosigkeit keines-
wegs durch eine klare Uebersetzung, welche geeignet wire, auch Andere
zu iiberzeugen. Die Zweiten betrachten die Stelle als verderbt und
unverstindlich ohne Verinderung ) und schlagen desshalb gewisse
Wortverbesserungen vor, welche vielleicht den Sprachforscher, aber
sicherlich nicht den Mathematiker befriedigen konnen. Ein dritter
Uebersetzer gewinnt endlich einen mathematisch ganz annehmbaren
Sinn,%) jedoch wie es scheint mit einiger Kuhmhelt der sprachlichen
' COnatmcmon, und diirfte man sich auf seinen Wortlaut verlassen, 80
wiirde das Ergebmss grade die entgegengesetzte Meinung unterstiitzen,
welcher das érste Extrem gegeniiberstinde, es wiirde alsdann durchaus
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und ungzweifelhaft nicht folgen, dass Plato jene Kenntniss besass. Bej
solchem Widerstreit der Meinungen diirfte es gerathen sein, auf die
Rede des Sokrates an Meno kein besonderes Gewicht zu legen und sich
lieber nach anderweitigen Entscheidungsgriinden fiir das zu fillende Ur-
theil umzusehen.

Dergleichen finden wir in einigen Sitzen des 6. und des
1. Buches der ewclidischen Elemente. Der Inhalt von VI, 28
und 29 ist folgender. Es sei ein Flichenraum # gegeben, ferner eine
grade Linie 4 B und ein Parallelogramm. Man verlangt nun ein dem
gegebenen Parallelogramme gleichwinkliges Parallelogramm iiber der 4B
zu beschreiben, welches grisser oder kleiner als # wird sein kénnen.
Die weitere Bedingung, welche zur einschrinkenden Bestimmung der
jetzt noch auf unendlich viele Arten zu losenden Aufgabe dient, be-
steht nun darin, dass im ersteren Falle der Ueberschuss iiber den
Flichenraum F, im zweiten Falle die Erginzung, deren das iiber 4 P
construirte Parallelogramm bedarf, um so gross wie F zu werdeh, dem
urspriinglich gegebenen Parallelogramme ihnlich sein soll, oder wie
Euclid sich ausdriickt, dass im ersteren Falle der Flicheninhalt F
an der Linie 405 Etwas iibrig lidsst — ZAdefmer — im zweiten
Falle iiber 428 hinausfillt — vmegfdAder. Ferner ist I, 44 die
Aufgabe gestellt: An cine gegebene Grade unter gegebenem Winkel
ein Parallelogramm von gleichfalls gegebenem Flicheninhalte genau
anzulegen — magafadiey. Das Wichtige bei diesen Sitzen fiir dle
gegenwirtige Untexsuchung ist offenbar die Anwendung der drei Zeit-
worter, aus welchen die Namen ZEllipse, Hyperbel, Parabel hervor-
gegangen sind, und zwar diirfen wir hinzufiigen mit ganz analoger Be-
deutung hervorgegangen sind. Verweilen wir darum noch einen Augen-
blick bei diesen bedeutsamen euclidischen S#tzen, um deren Gemeinschaft
mit Kegelschnittseigenschaften uns zu vergegenwiirtigen, 8) Ich nehme
dabei zur grosseren Einfachheit an, dass die Parallelogramme, von
welchen die Rede ist, simmtlich Rechtecke sein mbgen; bei schief-
winkligen Parallelogrammen ist die Behandlung langwieriger, aber kei-
neswegs wesentlich schwieriger. ' Fig. 9.

Es sei 45 =—p eine gegebene g
Linge senkrecht zu 4 0 aufgetragen; ¢ /ﬁ/
ist nun ferner 4G gegeben, so giebt . 7 _
os immer einen einzigen Punkt €, so A ¢ ——— 9
dass das Rechteck 4 B.DC einem be- \ - :
kannten Flichenraum, nimlich dem | \E\i
-Quadrate iiber 4G oder iiber C E | ]
gleich sei. Oder umgekehrt, wenn B D ,
man auf der unendlichen Geraden 4 0 einen Punkt ¢ willt, mitgelt

dessen und der gegebenen 4 B=p das Rechteck 4B D¢ gebildet wirq
' . '
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so existiren senkrecht iiber und’ unter ¢ die beiden Punkte £, E', so
dass ‘das Quadrat iiber CF, bezichungsweise C E!, jenem Rechtecke
gleich ist. Werden verschiedene Punkte € gewiihlt, so nimmt auch £
verschiedene Lagen an, bei welchen immer das an A28 angclegte
(napefariduevor) Rechteck dem Quadrate iiber € % genau gleich ist.
Nennen wir A C=x, C £ ==y, so spricht sich die letzte Bemerkung
symbolisch y*> = p & aus, d. h. der geometrische Ort von %, wenn wir
einen solchen durch das Wechseln der Lage von € erzeugt denken, ist

eine Parabel.
Ausser der 4B ==p sei

« B Fig. 10 auf der dazu senkrechten A4

‘ ein Stiick 4 # — « bekannt,

/ so ist A M N B ein durchaus

A c M- G gegebenes Rechteck, welchem
‘ : jedes andere Rechteck iihnlich

| \W . | , ist, dessen B gegeniiberliegende
~ Winkelspitze H auf der Diago-

LL nale B M des erstgenannten
" : % Rechteckes liegt. Ist nun wie-

der ein Flichenraum -— das
Quadrat iiber 4G oder €K — gegeben, so wird es einen einzigen
Punkt A der B M geben, mit dessen Hiilfe das Rechteck 4CHL gleich
jenem Fléichenraume Wm,d, oder mit andern Worten, welcher es mig-
lich macht, dass das an 475 angelegte Rechteck ausser dem Theile 4 £
von 4B, welchen es mit dem dem Quadrate von AG gleichen Flichen-
raume in Anspruch nimmt, noch ein Stiickchen L P iibriglisst ({Adeimer)
iiber welchem das dem Rechtecke 4 M N B &hnliche kleine Rechteck
" LHDP steht. Denken wir uns auch hier die Aufgabe umgekelrt, so
wird zu .jedem Punkte € ein Punkt F senkrecht iiber ithm, ein Punkt
E! senkrecht unter ihm gefunden werden kinnen, so dass das Quadrat
von CE dem jetzt bekannten Rechtecke ACH L, dessen Eckpunkt #
auf der Diagonale B M des vollstindig gegeﬂbenen Rechteckes A M N B
sich befindet, gleich ist. Auch hier ist der symbolische ‘Ausdruck iiber-

‘ a . .
sichtlicher. Ist nimlich Z 5= %, so muss L H = —gr_ sein, und die

Fliche ZHD B ist = (—;%; also mit Hiilfe von 4 =2z, C E=y wer- .
. ap | .

den wir schreiben: P=px — il d. h. der geometl‘lsiche Ort von E,

wenn wir einen solchen durch das Wechseln der Lage von € erzeugt

'den]ken, ist .eine Ellipse.
Entsprechen die grossen sowohl als die klemem Buchstaben denen

der vmgem Flgur mit dem Unterschiede, dass AM =« jetzt auf de‘
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jenseitigen Verlingerung von A @ aufgetragen, im Uebrigen aber ger
Punkt & wicder so gew#hlt wird, dass er auf der verlingerten Diagonale
des Rechteckes A BN M aus

den Seiten @« und p liegt, dass & /Fig. 11,
also die Rechtecke 4B N und B
BDHIL ecinander #hnlich sind /

und das Rechteck ACHL den-

selben Flichenraum besitzt wie
das Quadrat iiber 46 oder B Al c
C E, so ist dabei die Forderung
erfiillt, dass das an 4 B ange-
legte Rechteck um den ihm zu-
gewiesenen Flichenraum zu er- L N

langen iiber 4 B hinausreicht
(Vmeofidder) und zwar mit
einem dem gegebenen Recht- _—
ecke ABNM &hnlichen Recht- L H

ecke. s ist fast iiberfliissig, auf's Neue hervorzuheben, dass man auch
diese Aufgabe so umzukehren im Stande ist, dass nicht mehy H, sondern
E, bezichungsweise E', gesucht werden, und die Gleichung y? =

a . . .
px+ &{? erfiillt wird. Der geometrische Ort von £, wenn wir einen

solchen durch Wechseln der Lage von (' erzeugt denken,
Hyperbel

Die Frage, um' deren Beantwortung es sich handelt, hat sich durch
diese Auseinandersetzung einigermassen verschoben. Sje geht jetzt da-
hin, ob Euclid, welcher in seinen Elementen nur die directen Aufgaben
stellt und 16st, auch von den umgekehrten Aufgaben, wie sie hier jedes-
mal in zweiter Linie ausgesprochen wurden und zu den Kegelschnitten
fiithrten, Kenntniss hatte? ob ferner die directen Aufgaben selbst eucli-
disch sind? wie viel etwa von diesem nunmehr niher précisirten Gegen-
stande den dlteren voreuclidischen Mathematikern bekannt war? Dariiber
giebt uns aber Proklus einigen Aufschluss. ) In dem Commentar zu.
I, 44 der euclidischen Elemente bemerkt ery, ganz ausdriicklich nach
Gehiilern des Eudemus, die Construction von Parallelogrammen ge-
gebener Art mit gegebenem Flicheninhalte an gegebenen Linien, sei es,
dass sie genau angelegt werden sollen oder Etwas ibrig lassen oder
hinausreichen sollen, seien Erfinduu‘gen pythagorischer Muse,
Erst die jiingeren Mathematiker, setzt er sogleich hinzu, habep
die hier gebrauchten Wirter mit den Kegelschnitten -in Verbindung ge-
bracht, welche sie darnach benannten, '

Aus dieser, wie mir scheint, historisch sehr wichtigen Stelle michte

seh die Folgerung ziehen, dass Budemus und seine néichsten Schijler
Zeitschrift § Mathematik w. Physik, Suppl. I, 4

ist eine
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von der Anwendung jener Worter auf die Kegelschnitte Nichts wussten,
dass diese erst bei den jiingeren Mathematikern vorkommt, welche da-
her ganz wohl in Uebereinstimmung mit Pappus®t) die Mathematiker
der alexandrinischen Schule, Apollonius und seine Zeitgenossen, Sein
kinnen. Ich mbehte ferner hezweifeln, ob die Alten, die pythagorische
Muse, um mit Proklus zu reden, die Curven selbst kannten. Wiiren
ihmen nimlich die drei Kegelschnitte als bei der Anlegung von Flichen- {
piumen entstehende geometrische Oerter bekannt gewesen, so ist nicht ‘
zu vermuthen, dass Proklus die Erwiihnung dieses interessanten Um-
standes ganz und gar versiumt hétte. Er hitte alsdann wohl ungefihr
gesagt: die jiingeren Mathematiker erkannten die Uebereinstimmung der
hierbei auftretenden krummen Linien mit Kegelschnitten, und hiitte sich

nicht damit begniigt, nur zu erkldren, dass die jiingeren M@thematﬂmr
die Wirter Parabel u. s. w. mit den Kegelschnitten in Verbindung

Dazu kommt, dass die Alten und insbesondere Pythagoras,

brachten.
dem grade die Sitze iber Anlegung von Flichenriumen zugeschrichen

werden, diese Sitze so vortrefflich brauchen konnten, dass sie ilinen
gar wohl als Endziel einer Untersuchung erscheinen konnten, nicht als
Anfangspunkt einer solchen, wie man es doch auffassen miisste, wenn
damals schon an jene elementaren Sitze die Betrachtung der aus deren
Umkehrung folgenden geometrischen Oerter angekniipft worden wire. Is
liegt micht in meiner Absicht, die Streitfragen iiber die Personlichkeit des
Pythagoras hier so nebenbei zu erdrtern; allein mag derselbe nun ein
grosser Mann gewesen sein, dessen Lebensschicksale uns wahrheitsgetreu
berichtet sind, mag er durchaus mythiseh nur eine Zeitperiode dar-
stellen, dariiber ist doch Uebereinstimmung der gegnerischsten Schrift-
steller, dass man um die Zeit des Alexanderzuges mit dem Namen des
Pythagoras alle die Kenntnisse verkniipfte, welche von Aegypten und
Kleinasien her eingefiihrt worden waren. Grade um jene Zeit schrieb
aber Eudemus von Rhodus, und wenn uns also von diesem Gewédhrsmann
ein Satz als pythagorisch genannt wird, so diirfen wir folgern, o8 sei
eine von auswirts stammende Lehre, wir diirfen sie als aegyptisch be-
zeichnen, sofern ein geometrischer Satz in Frage steht, weil ja bei de.n
Aegyptem;nach griechischen Schriftstellern der Ursprung c:ler (‘:r'eometr-m
war.57) Sie wurde, so heisst es, dort erfunden, weil die jéhrliche Nil-
iiberschwemmung immer neue Vermessungen, neue Vertheilung der
Felder nthig machte, deren Abgrenzungen verwischt and mit Schlaml-n
bedeckt worden waren. Rei solchen Lindervermessungen und Abthei-
lungen von Grundstiicken musste es o&'enbar damals wie jetzt micht
darauf allein ankommen, dass Jeder sein richtiges Maass zugetheilt er-
hielt, sondern auch darauf, dass eine gewisse Symmetrie herrsehte, dass
die Felder nicht in allen mioglichen Polygonverschriinkungen durch-
einanderliefen, - sondern regelmissig abgegrenzt waren, dass sie unter
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einander Aehnlichkeit besassen, wenn auch der. mathematische Begriff
der Aechnlichkeit nicht genau zu erfilllen gewesen wiire, Nun lehren
aber dic drei Sitze, von denen hier die Rede ist, sogar jene mathema.
tische Achnlichkeit der Gestalt mit dey Identitdt des Rauminhaltes gy
verbinden, sei es, dass ein Feldstiick ap die Grenzlinie des Nachbharn
genau sich anfiigt, oder nur einen Theil derselben in Anspruch nimmt,
oder dariiber hinausfillt, und somit rechtfertigt sich meine obige Be-
hauptung, dass fiir Pythagoras diedrei Siitze in ihrer Verhindung gar
wohl das Endziel einer geometrischen Untersuchung bilden konnten,
Ein einziger Zweifel bleibt allenfalls noch daher stammend, dass in den
cuclidischen Elementen die drei Sitze nicht bei einander stehen, son-
dern der eine schon im ersten Buche, die beiden andern weit davon
getrennt erst im sechsten Buche auftreten. Wir haben aber darin nur
cine Folge der Systemmtisirung der Elementenschreiber, vielleicht Ey-
elids, vielleicht schon seiner Vorgiinger, zu erkennen. Sie brachten die
Siitze, wic dieselben in ihp System passten und hbrauchten sich kein
Gewissen daraus zu machen, wenn sie dabej auch den Znsammen]mng
zerrissen, in welchem die Sitze urspriinglich gefunden worden waren,
Unsere drei Siitze gehdren zu solchen gowaltsam getrennten; denn dass
siec urspriinglich in engster Verbindung mit einandep standen, beweist
dic Bernfung auf dic Schiiler des Eudemus, welche oben aus Proklus
angcfiihrt worden ist. ‘

Dic Schlussfolgerung, zu welcher ich gomit gelangt bin, geht dahin:
Zweifellos kahnten die Griechen seit Menzichmusg und Aristius die Cur-
ven, welche anf dem Mantel eines graden Kegels bei der Durchschne;-
dung  desselben durch eine zur Kegelseite senkrechte FEhene gebildet
werden, und welehe je nach dem Winkel an der Spitze des Kegels drei
verschiedenen Gattungen angehtren. Nicht minder zweifellos kannten
die Griechen zu derselben Zeit, auch wohl schon cin Jahrhundert friiher,
Sitze iiber Anlegung von Flichen, in deren Ausspruche die Stammzeit-
wirter von Parabel, Ellipse, Hyperbel vorkommen, und welche alg Aus-
gangspunkt geometrischer Ortsuntersuclumgen dienend zu den Kegel-
sehnitten  fithren  konnten,  Sehy wenig  wahrscheinlich ist eg (a-
gegen, dass jene Ortsuntersim’hungen damals wirklich angestellt wurden
und der erste Mathematiker, von dem wir mit Bestimmtheit wissen, dass
er nicht bloss jene Untersuchung fiihrte, sondern auch die Identitit der
entstehenden geometrischen Oerter mit den Kegelschnitten erwies, wobej
jetat unter Kegelschnitten die Schnitte eines und desselben Kegelmantelg
'ﬂmch verschieden geneigte Ebenen zy verstehen sind, war Apolloning
von Pergi. ' "

Ich habe mich hier absichtlich soly vorsichtig dahin ausgesprochen,
Apollonius sei de.r cerste Mathematiker, dem wir die Kenntnisg dicses
Zusﬂmmcn‘lmnges mit Bestimmtheit zusprechen éﬁiirf‘enw Es kéniite

4*
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immerhin sein, dass Aghnliches auch schon im Besitze des Euclid ge-

wesen wire. Sagt uns doch Pappus, %) dass Apollonius in den 4 ersten
Biichern der Kegelschnitte eigentlich nur eine verbesserte und vermehrte
Ausgabe der euclidischen Kegelschnitte geliefert habe, und der Umstand,
dass in den euclidischen Elementen keine Spuren solcher Untersuchungen
auftreten, kann wohl nicht ernstlich entgegengehalten werden; in diesen
steht auch Nichts von Allem, was den Gegenstand der Porismen und
ler Oerter auf der Oberfliche bildete. Aber einen Widerspruch glaube
ich bei Pappus selbst zu finden, wenn er?®) die anmassende Gering-
schitzung tadelt, mit welcher Apollonins sich in Bezug auf Euclid
jussert, wenn er ihr die Liebenswiirdigkeit des Euclid selbst gegeniiber-
stellt, der seines Vorgingers Aristdus Anlage so genan als nur miglich
einhielt, um die Verdienste dieses Mathematikers nicht zu verwischen.
Denn wenn dieser Tadel gerecht war, dann konnte es mit der Anleh-
nung des Apollonius an Fuclid nicht gar viel auf sich haben. Das hat
auch das gesammte sonstige Alterthum mindestens dem Apollonius nicht
qum Vorwurfe gemacht, den es durch den ehrenden Beinamen des
grossen Mathematikers auszeichnete und zwar in Hinblick auf sein
Werk iber die Kegelschnitte, wie Eutokius uns nach einer Notiz des
Geminus, eines Mathematikers, der um das Jahr 150 v. Chr. Geb.
lebte, - erzéhlt. Damit ist hinlinglich anerkannt, wie viel Apollonius zu
den Entdeckungen des Euclid und zweier anderer Vorginger, deren er
selbst erwihnt, des Konon von Samos und des Nikoteles von
Kirene hinzufiigte. Machte Pappus dem Apollonius den Vorwurf zu
getrener Benutzung euclidischer Vorarbeiten, so sprach Heraclides, der
frither erwihnte Biograph des Archimed, einen #hnlichen Tadel in Be-
treff seines Lieblingsschriftstellers aus; Apollonius, sagt er, habe nur den
Archimed ausgeschrieben.  Auch hieriiber wissen wir natiirlich Nichts
Niiheres, und nur die Thatsache ist zu erwihnen, dass Eutokius, welcher
den Vorwurf des Heraclides uns aufbewahrt hat, denselben nicht als
gerechtfertigt anerkennt. Andererseits ist aber auch nicht zu Ver-
schweigen, dass Archimed, der, wie wir schon frilher sagten, ein Werk
iiber Kegelschnitte schrieb und sich mehrfach auf dasselbe beruft, in
diesen Berufungen Kenntniss von Sitzen an den Tag legt, welche auch
in dem Werke des Apollonius vorkommen, in diesem also wahrscheinlich
aus archimedischer Quelle stammen. Die Kenntniss der Namen Parabel
und Ellipse dagegen, welehe dem Archimed einigen H[aquchriften ge-
miss zukime, ist wohl unbegriindet.®?) Der Name Parabel kommt ohne-
dies mur in der Ueberschrift der Abhandlung iiber die Quadratur der
Parabel vor, und auch wo der Name Ellipse im fortlaufenden Texte der
Abhandlung von den Konoiden und Sphiroiden 3 mal sich vorfindet,
diirfte eine spite Einschiebung durch Abschreiber anzunehmen sein.

~ Wenn .also jedenfalls die Selbststindigkeit des Apollonius in seinen
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8 Biichern iiber Kegelschnitte bedeutend genug war, um ibm einen' Ruhm
zu sichern, wie er einem blossen Verbesserer niemals zugekommen wiire,
so mag hier einiges iiber den Inhalt des Werkes folgen.®) Teh musg
damit beginnen, eine frithere Bemerkung zu ergénzen. Ich habe angefiihrt,
die Geometer vor Apollonius hiitten die drei verschiedenen Kegelschnitte
aus echen so vielen graden Kegeln sich verschafft, Apollonius dagegen
sei es gelungen, die 3 Schnitte an demselben graden Kegel zu erhalten.
Das ist nun allerdings wahr, allein was ich friiher verschwieg, um nicht
den schon hinlidnglich complicirfen Gedankengang noech weiter zu ver-
wirren, Apollonius blieb nicht bei der Entstehungsweise aus ejnem graden
Kegel. Er zeigte vielmehr, wie aus jedem Kegel iiberha,upt, d. h. aus
einem Korper, dessen Oberfliche entsteht, indem eine grade Linie um
eine Kreisperipherie gewilst wird, withrend sie durch einen festen Dre-
hungspunkt ven beliebiger Tage geht, die 3 Kegelschnitte erhalien
werden konnen unter der einzigen Voraussetzung, dass die Sehnittebeno
des Kegels senkrecht zum Axendreieck sei. Er zeigt ferner, wie die
Durchschnittslinie der Schnittebene mit dem Axendreieck ein Durch-
messer des Kegelschnittes sei, d. h. alle Sehnen deg Kegel-
schnittes halbire, welche unter sich parallel gezogen werden, und deren
Lage durch diejenige Sehne bestimmt wird, die in dem Grundkreise
des Kegels liegt. Der Punkt, in welchem der Durchmesser die Ober-
fliche des Kegels trifft, ist der Scheitel deg Kegelschnittes.
Durch diesen Scheitel wird nun senkrecht zum Axendreiecke, also in
der Schnittebene und parallel zu dem durech den Durchmesser halbirten
Sehnensysteme eine Gerade verzeichnet, deren Linge durch gewisse
Methoden geometrisch bestimmt wird, und welche Linie 45 — » dar-
stellt, an welche nach unserer frﬁheren‘Auseinamdersetzung ein gewisser
Flidchenraum in Gestalt eines Parallelogrammes angelegt werden soll.
Diese Linie, welche man in moderner Sprache den Parameter des
Kegelschnittes nennt, heisst bei Apollonius schlechtweg die Gerade —
6. %) Man siebt leicht ein, dass hiermit dieselben Linien gezogen
waren, welche noch heute in den Methoden der analytischen Geometrie
gezeichnet werden, wenn man den Kegelschnitt auf ein Coordinaten-
system beziehen will, ﬂesgen Anfangs]punkt auf dem Kegelschnitte selbst
liegt, dessen Abscissenaxe ein Durchmesser des Kegelschnittes und dessen
Ordinatenaxe die jenem Durchmesser conjugirte Bel‘ﬁhrungslinie im Coor-
dinatenanfaﬁgspunkte ist. In der That operirt nun Apollonius mit diesen
gegebenen Elementen in einer Weise, die sich nur dadurch von der
Coordinatengeometrie unterscheidet, dass keine eigentliche Rechnung mit
Formeln stattfindet, sondern eine Schlussweise, bei welcher Verknﬁpfungen
yon Proportionen und Vergleichungen von Flichenriumen eine Haupt-
rolle spielen, wie denn iiberhaupt darin das Ersatzmitte] der Alten ungeyey
modernen Algebra gegeniiber bestand., Bei den Schnitten, welche nicht
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der Scite des Kegels parallel laufen , wird ausser dem cinen Schenkel
des Axendreiecks auch der zweite entweder selbst oder in seiner Ver-
lingerung durch den Schnitt getroffen, und so entsteht ein zwelter
Scheitel der Curve bei der Ellipse, ein Scheitel der Gegencurve bei der
Hyperhel. Die Entfernung der beiden Scheitel begrenzt die Lidnge
des Durchmessers, in der Mitte zwischen beiden ist der Mittel-
punkt der Curve, d. h. ein Punkt, in welchem alle dureh ihn ge-
zogenen Sehnen balbirt sind. Mit dem Mittelpunkte tritt auch der Be-
oriff des dem ersten Durchmesser conjugirten Durchmessérs auf, der
eine gleichfalls begrenzte Linge besitzt, wenn auch bei der Hyperbel
die Begrenzung nicht dusserlich sichtbar ist. Zwei zu einander scuk-
rechte conjugirte Durchmesser werden Axen genannt. Apollonius
kniipft daran ferner Betrachtungen iber die Berﬁhrungslinie an ir-
gend einem Punkt eines Kegelschnittes, und iiber die Vielheit von
Paaren conjugirter Durchmesser, welche moglich sind. ,

In dem 2. Buche sind zuniichst Bigenschaften der Asymptoten
der Hyperbel auseinandergesetzt, d. h. der Linien, welche den Hy-
perbelarmen sich mebr und mehr ndhern, ohne mit denselben zusammen-
gutreffen. Die geometrische Definition ist folgende: Man ziche an einen
Hyperbelpunkt eine Beriihrungslinie, trage auf derselben die; Linge des
ihr parallelen Durchmessers auf und verbinde den so gefundenen Punkt
mit dem Mittelpunkte der Hyperbel gradlinig. Diese Gerade wird eine
Asymptote sein. Aus den iibrigen Sitzen des 2. Bueches mag noch her-
vorgehoben werden, dass die Gerade, welche den Durchschuittspunkit

zweier Beriihrungslinien mit der Mitte der Berithrungsschne verbindet,

ein Durchmesser des Kegelschnittes ist, sowie der andere, dass in jedem
Kegelschnitte nur ein einziges senkrechtes Axenpaar existirt.

In dem 3. Buche bilden zuniichst die ersten 44 Sitze einen heson-
deren Abschnitt, dessen Charakter schon in dem ersten Satze sich dahin
ausweist, dass hier Verhéltnisse von Producten aus Tangenten
und Secanten der Kegelschnitte auftréten. Jener crste Satz
heisst etwa folgendermassen: Es seien A/, und M, zwei Punkte cines
Kegelschnittes, dessen Mittelpunkt in O liegt (bei der Parabel wire 0

anendlich entfernt und somit die O M, mit O/, und mit der Axe der.

Parabel parallel); die Beriihrungslinien in beiden Punkten seien M, 7|
und M, T,, indem T'; den Durchschnitt der Berithrungslinie an #; mit der
0 M, bezeichnet und eine dhnliche Definition fiir T, gilt; die 4, T, und
die M, T, schneiden einander in B. Alsdann sind die Dreiecke /) T, It
und #, 7, B an Fliche gleich. Die folgenden Sdtze stiitzen sich
aunf diesen ersten, und lassen sich, in so vielfdltiger Theiluug sie auch
im Originale ausgesprochen sind, in 2 Hauptsitze zusammenfassen. Der
eine Satz, dass, wenn von einem Punkte 2 Secanten gezogen werden,
das Product der Entfernungen des Ausgangspunkies nach den beiden

v,
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Schnittpunkten  der einen Secante dividirt durel dasselbe Produkt iy
Bezug auf dic zweite Secante einen Quotienten giebt, der sich nicht
veriindert, wenu man von irgend einem anderen Ausgangspunkte aug
cin den crsten Secanten paralleles Secantenpaar construirt. Der zweite
Satz, dass eine Secante, aus deren einem Punkte man zwei Bertihrungs-
linien zieht, durch diesen Ausgangspunkt, den Durchschnitt mit der Be-
riithrungssehne und die beiden Dur‘chsc]mittsplmkte mit dem Kegelschnitte
cine harmonische Theilung darbietet.’!) Noch einige anf Flichen be-
ziigliche Wahrheiten schliessen sich ziemlich naturgemiss an, wie =z B,
dags die Dreiecke, welche dureh die Asymptoten und il'gend eine Be-
riihrungslinie der Hyperbel gebildet werden, einen constanten Flichen-
inhalt haben, da derselbe Satz, anders ausgesprochen, dahin gehen
wiirde, dass jede Berihrungslinie der Hyperbel auf den Asymptoten
Stiicke von constantem Producte abschneide. Alsdann kommt der Ver-
fasser in dem 45. Satze zu den Punkten, welche cr GnuEln Ex vijg mweQe-
fodrjg nennt, eine Bezeichnung, welche schwierig zn verdeutschen ist, da
Punkte, die bei der Anlegung entstehen, kaum den Anspruch
erheben kénnenw, einen deutlichen Begriff davon zu gewidhren, welche
Punkte gemeint sind; es sind aber die Brennpunkte der Ellibse und
Hyperbel, wihrend der Brennpunkt der Parabel in dieger Zeitperiode
noch nicht vorkommt. Die Definition der Brennpunkte bej Apollonius
und die Eigenschaften, welche er besonders hervorhebt, sing folgende:
cin Brennpunkt ist ein Punkt, der die grosse Axe in zwej Theile theilt,
deren Rechtek !/, der Figur gleich ist; unter Figur aber ist das Recht-
eck des Parameters mit der grossen Axe zu verstehen oder, was dem
Werthe nach gleichbedeutend ist, das Quadrat der kleinen Axe. Wenn
man das Stiick eciner Beriihrungslinie, welches zwischen den beiden
Senkrechten zur grossen Axe in den Endpunkten derselben abgegrenzt
ist, zum Durchmesser ecines Kreises nimmt, so schneidet diesep
Kreis dic grosse Axe in den Brennpunkten. Die 4 Punkte,
welche der Art bestimmt sind, niimlich 2 Brennpunkte und 2 Punkte
ciner Beriihrungslinie werden paarweise verbunden, Je ein Punkt der
Beriihrungslinie, mit dem einen, der andere mit dem anderen DBrenn-
punkte. Diese Verbindungslinien nennt man conjugirte Linien. Sie
schneiden einander auf der Normallinie, d. h. auf der Senkrechten,
welche zur Beriihrungslinie im Berithrungspunkte errichtet ist. Nun
folgt der Sdtz iiber Winkelgleichheit, aus welchem die physika-
lische Eigenschaft hervorgeht, um derentwegen Keppler den Brennpunk-
ten diesen ihren Namen gab; ferner der Satz, dass die Fusspunkte dep
genkrechten von den Brennpunkten. auf Beriihrungslinien simmtlich in
ciner Wm ‘die:- grosse Axe als D‘urchmes‘ser beschriebenen Kreisperipllerie,
liegen; e.ndlmh der Satz von der constanten Summe; beziehungs-
weise Differenz der Leitstrahlen, Alle diese Wahrheitep ent-
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wickelt Apollonius der Reihe nach in dem 3. Buche, welches dadurch
fast fiir sich allein den Charakter einer elementaren Kegelschnittslehre
heutiger Zeit gewinnt.

Waren die drei ersten Biicher dem Eudemus gewidmet, so be-
" ginnt das 4. Buch mit einem Sendschreiben an Attalus, in welchem
der Tod jenes Freundes beklagt, nebenbei aber auch der Inhalt des bei-
gefiigten Buches kurz dahin bezeichnet wird, es beschiftige sich mit
der Frage, wie viele Punkte Kegelschnitte mit Kreisperi-
pherien und mit andern Kegelschnitten gemein haben kin-
nen ohne ganz und gar zusammenzufallen. Apollonius weiss dabei sehr
wohl eine Beriihrung von einer Durchschneidung zu unterscheiden. Er
hebt z. B. hervor, dass 2 Kegelschnitte 4 Durchschnittspunkte haben
kénnen, oder 2 Durchschnittspunkte und 1 Beriihrungspunkt, oder 2 Be-
riihrungs-punkte; ferner, dass 2 Parabeln nur 1 Berﬁhrungspimkt haben
kénnen, ebenso Parabel und Hyperbel, wenn die Parabel die iussere
Curve ist, ebenso Parabel und Ellipse, wenn die Ellipse die #ussere
Curve ist u.s.w. Es ist vielleicht nicht iiberfliissig, darauf aufmerksam
zu machen, dass die Sitze dieses Buches fiir die Alten eine viel hohere
Bedeutung hatten als fiir die neuere Mathematik. Waren es doch
grade die Durchschnittspunkte’ der Curven, deren zum Zwecke der
Wiirfelverdoppelung nothwendige Ermittelung die Curven selbst hatten
untexrsuchen, theilweise sogar erfinden lassen. Die Methode, nach welcher
Apollonius die Punkte bestimmt, welche zwei Raumgebilden gemeinsam
sind, kommt auf eine apagogische Beweisfiihrung hinaus, die sich grossen-
theils auf das Lemma des 8, Buches beziiglich der harmonischen Thei-
lung stiitzt. So musste das 4. Buch der Form und dem ganzen Inhalt
nach gleichmissige Verbreitung mit dem 3 ersten Biichern gewinnen,
deren Abschluss es gewissermassen fiir solche Mathematikstudirende bil-
dete, welche von der damaligen héheren Mathematik grade das in sich
aufnehmen wollten, was bis zur Losung der delischen Aufgabe, diese mit
inbegriffen , nothwendig war. Ja diese innere Zusammengehorigkeit
engerer Art der 4 ersten Biicher bewiihrte sich geschichtlich auch da-
durch, dass nur sie im griechischen Texte sich erhielten, wihrend das
5, 6., und 7. Buch erst in der Mitte des 17. Jahrhunderts aus einer
arabischen Uebersetzung bekannt wurden, das 8. Buch sogar als ganz
verloren wird betrachtet werden miissen.

Das 5. Buch ldsst alle iibrigen weit hinter sich. Es behandelt einen
Gegeﬁsfand, mit welchem, wie es scheint, kein einziger griechischer
Schriftsteller ausser Apollonius sich beschiftigte: die geometrische
Lohre vom Grossten und Kleinsten.??) Es ist selbstverstindlich,
dass diese Lelre bei einem griechischen Mathematiker nicht das Metho-
dische besitzen wird, welches sie bei ihrem erneuten Auftreten im
17. Jahrhundert erhielt, dass sie auch nicht erschipfend auftreten wird,
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sondern dass nur eine bestimmte Gattung von Aufgaben zur Behandlung
kommen wird; aber grade um so bewundernswiirdiger ist es, wie Apollo-
nius Einzelfille unterscheidet, und durch Zusammenfassung dieser Einzel-
fille das Gesammtgebiet seiner Untersuchung sich unterwirft; wie er die
verschlungensten Beweise aufzufinden im Stande ist, Beweise so wenig
‘natiirlich, dass man kaum der Versuchung widerstehen kann, zu glauben,
Apollonius miisse irgend eine andere Methode besessen haben, welche
ihn die Sidtze kennen lehrte, fiir die er nur nachtriglich Beweise in der
allgemein gebriduchlichen Form aufsuchte, wie es etwa zwei J ahrtausende
spiter von Newton bekannt ist. Was Apollonius aus der Lehre vom
Grossten und Kleinsten kennt, das sind insbesondere die lingsten und
kiirzesten Linien, welche aus irgend einem Punkte der Ebene nach
einem Kegelschnitte gezogen werden konnen, Linien, welche Apollonius
zuerst fiir die Fille bestimmt, in denen der gegebene Punkt auf der
Axe liegt und die Construction durch Abschnitte erfolgen kann, die
selbst auf der Axe des Kegelschnittes auftreten. Dann folgt eine Reihe
von Siitzen, die etwa mit dem modernen Begriffe der Subnormalen sich
beschiftigen. Spéter weist Apollonius nach, dass diese selben grossten
und kleinsten Linien Normallinien zum Kegelschnitte sind, dass also auch
die Aufgabe im Friheren zur Lésung vorbereitet ist: von irgend einem
Punkte einer Ebene Normalen zu einem in der Ebene befindlichen
Kegelschniite zu zeichnen. FEr geht an die Aufgabe selbst heran und
findet eine Construction, bei welcher von Durchschnitten mit Hyperbeln
Gebrauch gemacht ist. Indem er nun sich bewusst wird, dasg in der
Zabhl der Senkrechten, welche von einem Punkte aus nach einem Kegel-
schnitte gezogen werden kdnnen, keine Willkiir herrscht, dass diesolbe
vielmehr einestheils von der Art des Kegelschnittes, anderntheils von
der Lage des gegebenen Ausgangspunktes abhingt, findet er, dass in
dieser Bezichung gewisse Punkte eine Ausnahmestellung einnehmen.
Diese Punkte, aus welchen man nach dem gegeniiberliegenden Theile
des Kegelschnittes nur eine Normale ziehen kann, sind die Kriimmungs-
mittelpunkte, welche in ihrer stetigen Aufeinanderfolge die Evolute des
Kegelschnittes bilden. Man darf daher sagen, Apollonius habe dic Exi-
stenz dieser Curve geahnt, wenn es auch ‘entschieden zu weit gegangen
wire, ihm die Bekanntschaft mit der Lehre von der Evolution zuzu-
schreiben. ‘ :

Das 6. Buch handelt von gleichen und dhnlichen Kegel-
schnitten, sofern dieselben auf graden einander dhnlichen Kegeln
auftreten; am Schlusse wird sogar die Aufgabe behandelt, durch einen
gegebeﬂen' K;egel eine Schnittfliche zy legen, welche eine gleichfallg
gegehene Ellipse erzeugen soll. _ ,

Zwischen dem 7. und dem 8. Buche scheint wieder ein engerer Zy-
gammenhang stattgefunden zu haben, wie uns Apollonius selhgt ver-
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sichert. In seiner Zuschrift sagt er, das 7. Buch beschiftige sich mit
Sitzen, welche zu Bestimmungen fihren, das 8. Buch enthalte wirklich
bestimmte Aufgaben iiber Kegelschnitte. Auch aus Pappus ldsst cine
solche Zusammengehorigkeit der beiden Biicher sich folgern. Derselbe
theilt nimlich eine ziemlich betréichtliche Zahl von Lemmen zu den
Kegelschnitten des Apollonius mit. Die Lemmen zu allen iibrigen
Biichern sind nach den Biichern gesondert; nur die Lemmen zum 7.
und 8. Buche sind vereinigt.?®) Auf diese Grundlage hin hat Halley
eine Wiederherstellung des verlorenen 8. Buches versucht, welche in-
dessen doch zu unsicher scheint, um n#her besprochen zu werden. Wir
begniigen uns mit der Bezeichnung einiger interessanten Theorien aus
dem erhaltenen 7. Buche. In ihm finden sich die Sitze iiber comple-
mentire Sehnen, welche conjugirten Durchmessern parallel laufen,
in ihm die Sitze iiber die constante Summe der Quadrate conju-
girter Durchmesser, in ihm die Entwicklung des Flichenraums
jener Parallelogramme, deren zwel an einanderstossende Seiten
dic Hilften zweier conjugirter Durchmesser sind. Auch diese Sitze,
welche gegenwirtig rechnend hergeleitet werden, erfordern bei Apollo-
nius die Unterscheidung einer grossen Anzahl ven Einzelfillen, bei
welcher er wiederholt die Gewandtheit entwickelt, welche man schon in
den frithern Biichern bewunderte. Dieses in Kiirze der Inhalt des merk-
wiirdigen ‘Werkes, welcher wohl geeignet erscheint unsere Neugier an-
zuregen , inwieweit derselbe Mathematiker seinen erfinderischen Geist
auch noch anderen Gebieten unserer Wissenschaft zuwandte.

Von solchen anderen Arbeiten wissen wir leider nur eben genug,
um die Vielseitigkeit des Apollonius zu ahnen, aber bei Weitem nicht so
viel, um den Werth der Untersuchungen abschitzen zu konnen, deren Titel
nur uns iibexblieben sind und die Vermuthung zu einer wahrscheinlichen
machen, dass Anwendungen der Kegelschnitte auf bestimmte geometrische
Aufgaben in denselben behandelt wurden.*) Diese Vermuthung wird noch
anterstiitzt durch die 2 Biicher vom Verhidltnissschnitt,??) welche
arabisch erhalten blieben. Edm. Bernard fand die freilich ziemlich ver-
derbte Handschrift am Ende des 17. Jahrhunderts und begann dieselbe
in’s Lateinische zu iibersetzen. Allei'm kaum hatte er den zehnten Theil der
Aufgabe bewiltigt, so stand er von dem Unternehmen ab, um es micht
wieder aufzunehmen. Halley fiihlte sich gereizt an den Bernardschen An-
fang anzukniipfen, und so entstand die weitere lateinische Uebersetzung,
ein um so merkwiirdigeres Zeugniss von der Leistungsfihigkeit Halleys,
als' derselbe des Arabischen durchaus unkundig war, und das von Ber-

nard - hinterlassene Bruchstiick ihm als Grammatik und Wirterbuch dienen

musste. Diese Biicher vom thﬁltnissschnm, deren Autorschaft dem
Apnlﬂﬂmus mit aller Bestimmtheit zukommt, wenn auch vielleicht durch
die mehrfache Ueberarbeitung in verschiedenen Sprachen Veréinderungen

e




Von MoriTz CANTOR. 59
w,/ﬁ.-.ﬂﬁ”%

in Einzclheiten verschuldet worden sein mogen, zeigen nun ganz den
erwilnten Charakter. Die in ihnen behandelte Aufgabe lautet folgen-
dermassen: Es sind zwei unbegrenste gerade Linien in derselben Ebene
der Lage nach gegeben, welche entweder gegenseitig parallel sind oder
cinander schneiden, und in jeder derselben ist ein Punkt gegeben, auch
ist ein Verhiltniss und iiberdies ein Punkt ausserhalh der Linjen ge-
geben, Man soll durch den gegebenen Punkt eine gerade Linie zichen,
welche von den der Lage nach gegebenen Linien Stiicke abschneidet,
deren Verhilltniss dem gegebenen gleich ist. Man erkennt leicht, dass
diese Aufgabe durch einen grossen Reichthum an Fillen sich auszeich-
net, je mnach der Lage des Punktes ausserhalb der beiden Linien zu
diesen Linien selbst und- zu der durch die beiden auf den Linien ge-
gebenen Punkten gezogenen Transversalen, und ferner je nach der
Richtung, in welcher jene in Verhiltniss tretende Stiicke von den ge-
gebenen Punkien aus liegen sollen. Das liegt wieder so reeht in dem
geometrischen Charakter des Apollonius! Er 1sst die Aufgabe mit Hiilfe
von Kegelschnitten.

Eine weitere Abhandlung des Apollonins wird von Butokius er-
withnt. In dem mehrfach benutzten Commentare zuy Kreismessung des
“Archimed ) &ussert sich derselbe: ,,So viel in meinen Kriften stand,
“habe ich nun die von Archimedes angegebenen Zahlen ecinigermassen
erliutert. Wissenswerth ist aber noch, dass auch Apollonius von Pergi -
in seinem Okytoboon dasselbe durch andere Zahlep bewiesen hat, wo-
durch er sich der Sache noch mebr niherte. Schon das Wort @xvzd-
foog ist philologisch durchaus rithselhaft, und der Inhalt der Schrift ist
es kaum weniger. Dass mit Hiilfe der in jener Abhandlung ausge-
sprochenen Lehven eine ziemlich genane Kreismessung vollzogen ‘werden
konnte, jedenfalls eine genauere als sie in dem archimedischen Ver-

hiltnisse - enthalten war, das freilich entnehmen wir dem Eutokins,

Aber wie erfolgte diese Rechnung? Wir sind dafiir ohne jeden An-
haltspunkt, es sei denn, dass man einen solchen in einer von Wipcke
lierausgegebenen arabischen Handschrift zn finden berechtigt wire, 97)
Diese Handschrift besteht in einer Uebersetzung eines griechischen
Commentars zum 10. Buche der euclidischen Elemente, also zu jenem
Buche, welches die Lehre von den Irrationalgrossen behandelt, Wer
der Verfasser des Commentars ist, kann nicht mit voller Bestimmtheit
angegeben werden, wenn gleich die Griinde bedeutend in's Gewicht
~ fallen, die Wopcke dafiir beibringt, dass man es hier mit dem iiberliefertey-
massen wie diese Uebersetzung aus 2 Biichern bestehenden Commentaye
gum 10. Buch der Elemente von Vetting Valens, einem byzantinischep
Astronomen aus dem 2, Jahrhunderte nach Chr. Geb. gy thun habe, Die-
ger Commentator spricht nun aus‘dm‘uckhch‘ von Arbeiten deg Apolloniys

d
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iiber die Irrationalgréssen und legt ihnen einem hohen Werth
bei. Die Irrationalgrissen, so sagt er etwa, fanden ihren Ursprung in
der Schule des Pythagoras. Theiitet vervollkommnete die Lehre, nach
den Mittheilungen des Eudemus, indem er Irrationalgréssen unterschied,
die durch Multiplication, durch Addition und durch Subtraction unter
einander verbunden eine verwickeltere Form besassen. Euclid brachte
vollends Ordnung in den Gegenstand durech genaue Bestimmung und !
Scheidung der verschiedenen Gattungen von Irrationalititen. Apollonius
aber war es, welcher neben den geordneten (verayudvog des Proklus)
Trrationalgrossen die Existenz der ungeordneten (&raxtog) nachwies
und durch genaue Methoden eine grosse Anzahl derselben berstellte.
Nun folgt der eigentliche Commentar, aus welchem Wgpcke mit grossem
Scharfsinn wiederherzustellen versucht hat, welches eigentlich jene be-
deutende Erweiterung gewesen sein kann, die dem Apollenius zuge-
mit anderen Worten, was man unter ungeordneten

schrieben wird,
Trrationalgrossen zu verstehen habe.
Die Sache scheint sich etwa so zu gestalten. Die Irrationalzahlen

sind unterschieden je nach dem Wurzelexponenten, der in ihnen vor- y
kommt, und Euclid beschrinkte sich wie die meisten Alten auf die Be-
trachtung der Quadratwurzeln, also auf Irrationalititen mit dem Wurzel-
exponenten 2. Die einfache Quadratwurzel galt, wie frither bemerkt
wurde, nicht als irrational; sie war eben die Seite eines rationalen
Quadrates, und als solche wenigstens in der Potenz rational, wie
man gich ausdriickte. Nahm man nun 2 Zahlen, von denen zum Min-
desten eine nur in der Potenz rational war, so konnte man aus den-
selben Medialen, Binomialen und Apotomen bilden, welche als-
dann als wirkliche Irrationalgréssen angesehen werden. Die Mediale
wird nur als eine einzige betrachtet. Sie entsteht, indem man die
beiden gegebenen Zahlen multiplicirt und aus ihrem Producte die Wurzel

zieht, z. B. ]/}/E ]/5 Die Binomialen entstehen durch Addition.

Bei ihnen sind 6 Arten zu unterscheiden. Beriicksichtigt man, dass
von den beiden Theilen der Binomialen der eine grosser sein wird, als
der andere, so sondern sich leicht 3 Arten ab, je nachdem die I11at1o-
nalitit des ganzen Ausdruckes dadurch erzeugt wird, dass nur der
grossere Theil in der Potenz rational ist, oder nur der kleinere, oder ‘
beide. Jeder dieser 3 Fille kann nun wmdel in 2 neue Fille getrennt !
werden, je nach den Eigenschaften der Differenz der Quadrate der bei-

den die Binomiale bildenden Theile, ob dieselbe eine Quadratzahl ist
oder nicht. So erhilt man in modernen Zeichen folgende 6 Binomialen:

Vo F i+ aund Yot +d+a, a+ya®—d uda+ p/a®—d, end-
Va + VY a — a* und ]/E + Va—d, wo voraussichtlich keine der ange-

deuteten Quadratwurzeln ausgezogen werden kann und auch d keine
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Quadra,.tzahl ist. Andere Fille sind nicht aufzufinden, so lange kein
neuer Eintheilungsgrund benutzt wird, Wie die Binomiale durch Ad-
dition, so entsteht die Apotome durch Subtraction. Wenn daher nur
das Pluszeichen zwischen den beiden Theilen durch das Minuszeichen
ersetzt wird, so erscheinen augenblicklich die 6 Arten von Apotomen,
von denen Euclid bandelt. Darnach dirfte der Sinn der oben ange-
fiithrten historischen Bemerkung des alien Commentators folgender sein:
Die unmittelbare Schule des Pythagoras lehrte den Begriff der Irratio-
nalitiit iiberhaupt kennen;®) Theiitet ze?gte, dass es Medialen, Binomialen
und Apotomen gebe; Eueclid ging wieder einen Schritt weiter: er machte
die eben auseinandergesetzte Unterscheidung, d. h. er ordnete die
Jrrationalgrissen und fand bei der Ordnung 13 Gattungen, nim-
lich ecine Mediale, 6 Binomialen, 6 Apotomen. Ungeordnet dagegen
verbleiben erstens sdmmtliche Irrationalgrossen, welche aus mehr als 2
Theilen zusammengesetzt waren und zweitens alle diejenigen, ohne
Riicksicht auf die Anzahl der Theile, welche einen hoheren Wurzel-
exponenten als die 2 besassen.

Nach beiden Richtungen war somit dem Apollonius eine Erweite-
terung moglich. Schon die Erweiterung von Fa 4 Vb etwa in Va + Vb
4+ Ve + V@ + ... muss man als keine so unbedeutende Sache ansehen.
Tn moderner Schreibweise freilich bietet sich dieselbe von selbst dar.
Nicht so fiir die gricchischen Schriftsteller, welche, wie man nie ausser
Augen lassen darf, nicht von Quadratwurzeln sprachen, sondern von
der Seite eines Quadrates von gegebenem Flicheninhalte und riickwiirts
von der Fliche des Quadrates, welches eine gegebene Linie iiber sich
erzeugt, oder um den griechischen Ausdruck wortlicher Wiederz‘ugeben:
von der Fliche, welche eine Linie kann. Nun kann Ve + Ve + Ve
4 yad+ ... als Fliache das Quadrat eines Polynomiums, dessen Auffin-
dung schon eine hohere Aufgabe ist, als die Quadrirung eines nur zwei-
theiligen Ausdruckes. Noch unverhiltnissméssig verwickelter erscheint
von solchem Gesichtspunkte die Betrachtung von Irrationalgrossen mit
hiherem Wurzelexponente. Sie musste bis auf die Cubikwurzel und
noch cine bestimmte Gattung von Irrationalgrossen, deren alsbald gedacht
werden soll, nahezu als der griechischen Auffassung unzugiinglich be-
geichnet werden. ‘Die Cubikwurzel, d. h. die Seite eines Wiirfels von
gegebenem Korperinhalte, welcher zu irgend einem anderen in gegebe-
nem Verhiltnisse steht, das war, wenn auch iber die Elemente hinaus-
gehend, noch immer ein geometrisch Fassliches; das bildete, wie wir
cahen, den Kern der delischen Aufgabe. TUnd erinnern Wwir uns nun
an die Art zuriick, wie Hippokrates von Chios jenes Problem auffasste,
pamlich als Aufgabe zwischen zwei gegebenen Grissen zwei mitﬂére
gean}letrisch e Proportionalen zu suchen, so. werden wir auch um die an-

Jeren Irrationalgrossen nicht lange verlegen sein, welche geometyigeh
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entstehen konnten. Wir miissen nur die delische Aufgabe dahin er-
weltert denken, dass man zwischen zwei gegebenen Grissen 3, 4 oder noch
mehr, iiberhaupt also mehr als 2 mittlere gecmetrische Proportionalen cin-
zuschalten habe. Benutzen wir wieder moderne Zeichen, um dariiber ins
Klare zu kommen. Nehmen wir an, zwischen die beiden Grossen 4, /s
soien m mittlere geometrische Proportionalen /Z,, oy 15, . .. 1, cingeschaltet,
es sei also k), ={:l, =0, :,—=...=1,: ko Nun ist zuniichst
12=1Fk, ly; ferner 2 =1 -1, also L' = 1?12 =k .1, L,2und I, =
ky 1% So folgt weiter /' = £y« ;% und allgemein:

Hepe 1 . n

n n-1

. . 2 2 1
Andererseits ist 7 =k, I, _; femer !. =1, -1, o, also L, | =

9 9 3 0 . Q » 9 .
Tt Z“m~2 — 7{2 . Zm-— 1 Z'm-2 und Zsm—‘l — 'le 2 f m—29. Weiter l!m_g
=/, + 1%, 35 und allgemein:

2) Z,:li!_—ln—'l—l — kg Z:ln-—n

Dic Elimination von 7,41 zwischen den Gleichungen 1) und 2)

. g m=-r-1 —
licfert aber Jdas Resultat 7, — ]//;;"'{‘1 n %,y also in der That cine

Grisse von hoherer Irrationalitiit, wenn man so sagen darf, als die ihr
zur Grundlage dienende einfache Mediale. Wipcke vermuthet nun,
Apollonius mige sich auch mit dicsen Irrationalgrissen beschiiftigt
haben. Niheres wissen wir indessen nicht dariiber und ebensowenig oh,
was allerdings niecht zn den Unmdéglichkeiten gehért, Apollonius zur
Untersuchung der Trrationalgrissen dadurch gelangte, dass er das Ver-
hiltniss des Kreiscs zum Durchmesser zu ermitteln beabsichtigte. Unter :
dieser Voraussetzung stinde freilich die Untersuchung der ungeordneten
Trrationalgrissen mit dem frither genannten Okytoboon in Verbindung,
miichte vielleicht sogar einen Theil desselben ausmachen. _

~ Die negative Thatsache lisst sich dagegen mit aller Bestimmtheit
aussprechen, dass wir keinen Theil des Okytoboon in einem anderen
Fragmente zu crkennen haben, welches Pappus aufbewahrt hat, und
welches der englische Mathematiker Wallis am Ende des 17. Jahrhun-
derts in griechischer Sprache versffentlichte.”S) Der im Fritheren schon
von uns angekiindigte Inhalt dieses Bruchstiickes ist eine eigenthiim-
liche Multiplicationsmethode, mittelst derer simmtliche Zahlen
mit einander vervielfacht werden, welche durch die Buchstaben zweier ar
Vérse dargestellt werden, indem bekanntlich jeder Buchstabe des grie-
chischen Alphabets neben seiner Buchstabenbedeutung auch zifferartig
verwerthet- wurde und je eine bestimmte Zahl bezeichnete. Dem Bruch-
stiicke voraus muss die Beschreibung einer anderen wahrscheinlich um-
stindlicheren aber landliufigeren Multiplicationsmethode gegangen sein.
Nesselmann hat diese Folgerung mit Recht daraus gezogen, dass Pappus
am Schlusse der Multiplication der Buchstaben des ersten Verses aus-

B __J’” Ry 4
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driicklich sagt, das Gesammtresultat sei {ibereinstimmend mit der Angabe
des Apollonius nach der am Anfange des Buches vorgeschricbenen
Methode. Iin eigenthiimlicher Zufall hat es somit veranlasst, dass,
wihrend die Grundziige des Archimed ganz verloren gingen, anch von
cinem dihnlichen Werke des Apollonius nur der Theil erhalten ist, der
sich auf damals weniger gewdhnliche Rechenmethoden bezieht.

Aus dem Vorhandenen kénnen wir erstens entnehmen, dass Apol-
lonius in ihnlicher Weise wie Archimed die Zahlen in Gruppen zu
theilen wusste, welehe eine leichtere Aussprache und zugleich eine
grissere Ucbersichtlichkeit gewihrten, als sie ohne Gruppirung zu er-
reichen gewesen wiire. Es ist derselbe Gedanke, der beiden Schrift-
stellern gleichmissig vorschwebte, ja es ist eigentlich diesclbe Gruppi-
yung, welehe wir von beiden gelehrt finden. Denn wenn auch Archimed,
wice friither gesagt wurde, Octaden bildete, wihrend Apollonius. sich
mit Tetraden begniigte, so ist doch die Gleichheit des Princips da-
durch hergestellt, dass zwei Tetraden des Apollonius neben einander
geschrichen nach moderner Bezeichnung der Zahlen einer Oectade des
Arehimed gleichkommen, dass Archimed also nur eine noch hhere Ein-
heit annahm als Apollonius, aber eine Einheit, welche aus der des
Apollonins sich unmittelbar entnehmen liess, ebenso wie der entgegen-
gosctzte Weg denkbar ist, ebenso wie beide Gruppirungen selbststindig
aus dem Sprachgebrauche hervorgehen konnten, welcher Mytrias, d. h.
10000 als letztes unzusammengesetzes Zahlwort keunt. Dies mag aus-
driicklich betont werden, damit nicht die Meinung entstehe, als ob fast
nothwendigerweise einer der beiden grossen Mathematiker seine Grup-
pirung in Abhiingigkeit von dem anderen erfunden haben miisse, Die
Namen, welche Apollonius fiir seine Tetraden benutzt, sind fiir dic erste
Tetrade, welche also von 1 bis 9999 sich evstreckt, der Name der Ein-
heiten; dann folgt die Tetrade der Myriaden; auf diese die der dop-
yolten Myriaden, der dreifachen, vierfachen u. 5. w. Myriaden.

Neben und nach diesem ersten Inhaltstheile umfasst das Bruch-
stiick bei Pappus zweitens die Vorschrift, dass die Multiplication von
irgend welchen Znh%m auf die Multiplication ihrer Pythmenes zu-
siickzafiibren sei, cin Wort, welches etwa als Wurzelzall iibersetst
werden kann. Eine genauere Darstellung eines der Beispicle mag
geigen, wie die Zurlickfihrung gemeint ist. Seien etwa . die Zahlen 50,
50, 50, 40, 40, 30 zu mu]tiplicirgn, so sind deren Wurzelzahlen 5, 5,5,
4, 4, 8, aus welchen als Product 6000 Einheiten entstchen. Da nun die
Menge der Zehner 6 ist, und diese Zahl durch die 4 getheilt 2 zup

Rest lisst, so ist das Product der Zehner fiir sich 100 einfacho My-

siaden. Nun erhilt man das Product der von Anfang gegebenen Zahlen

qareh Multiplication des Products der Zehner in das Product der W

gelzahlen. Jene 100 Myriaden mal 6000 Einheiten machen 60 zweifache
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Myriaden, und so ist das Product von 50.50.50.40.40. 30 gleich 60
zweifachen Myriaden. Hier sind freilich nur Multiplicationen von Zeh-
nern in Zehner, wie wir nach heutigem Sprachgebrauche sagen, vor-
handen. Allein es findet sich aunch ein weiteres Beispiel von Verviel-
fachung von Zehnern in Hunderte, und sc ist nicht abzusehen, warum
dieselbe Methode nicht auch allgemein von Apollonius sollte angewandt
worden sein. Ueber die Tragweite der Methode aber kann man nur
dann eine richtige Anschauung gewinnen, wenn man vergisst, wie leicht
es der modernen Ziffernschrift ist, 3 etwa als die Wurzelzahl von 300
zu erkennen, wenn man vielmehr erwigt, dass schon ein gewisses Nach-
denken erforderlich ist um von 7, dem Buchstaben mit dem Werthe
300, zu p, dem Buchstaben mit dem Werthe 3, zu gelangen, um =zu-
gleich in Erinnerung zu behalten, dass dabei die Zahl um 2 Ordnungen
erniedrigt worden ist. Bei dieser Erwiigung erst lernt man die Bedeu-
tung der Abkiirzungsmethode des Apollonius schitzen, begreift man,
wie sie vielleicht Schuleigenthum einzelner Mathematiker geworden
ist, aber nicht in das allgemeine Volksbewusstsein einzudringen sich im
Stande erwies. Dass aber Letzteres sich in der That so verhilt, geht
theils daraus hervor, dass Pappus die Methode offenbar in der Weise
darstellt, wie man Etwas wenig Bekanntes, aber den Minnern der Wis-
senschaft Empfehlenswerthes auseinandersetzt, theils auch daraus, dass,
wie schon frither erwihnt wurde, Eutokius von Askalon im 6. Jahr.
hunderte sich einer ganz andern Methode bedient zu haben scheint, bei
welcher von einer Zuriickfihrung grésserer Zahlen auf kleinere nicht

die Rede war.
Und somit héitte ich die Darstellumg der- Fortschritte beendigt

300 etwa bis 200 vor Chr. Geb. den mathematlschen thenschaften
hinzufiigte. Der Leser wird nicht viel durchaus Neues entdecken, was
nicht auch anderwirts schon geboten wire: das bringt der Gegenstand
gselbst mit sich. Allein Nichts desto weniger hielt ich die Verdffent-
lichung einer golchen Skizze eines ein Jahrhundert umfassenden Cultur-
" bildes fiir gerechtfertigt, nachdem seit den letsten zusammenhingenden
‘Darstellungen mathematischer Geschichtsschreiber so manche neue That-
sache ~entdeckt worden, welche hier und dort zerstreut mitgetheilt ist,
ohne zu allgememer Kenntniss zu gelangen. Je bedeutender aber die
Minner, je interessanter eine Zeit, um so wichtiger ist es fiir gerechte
 Wiirdigung derselben, dass ihre Leistungen uns iibersichtlich vor Augen
‘liegen, und gerade "dieses habe ich in vorhegendm Abhandlung ange-

~ -strebt
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Anmerkungen.

: 1. Vergl. Fabricius, Bibliotheca Gracca edit. Harles. Hamburg 1795, Vol, v,
pag. 44—82 De Euclide. ‘

2, Valerius Maximus VIII, 12: Platonis quoque e¢ruditissimum peetus hace
cogitatio attigit: qui conductores sacrae areis de modo et forma ejus secum ser-
monem conferre conatos ad Euclidem Geometram ire jussit scientiae cjus cedens,
imo professioni.

3. Pappus, Mathematicae Collectiones ed. Commandinus. Bononiae 1660, 1ib.
VII, prooeminm pag. 251: BEuclides secutus Aristacum scriptorem luculentum in
iis, quae Conicis tradiderat, neque antevertens neque volens corum tractationom
destrucre, cum mitissimus esset et benignus erga omnes, pracsertim eos, qui mathe-
maticas disciplinas aliqua ex parte augere et amplificare possent, ut par est, ot
nullo modo infensus, sed accuratus, non arrogans etc. [Andere Ausgaben des
Pappus, welche ich aber nicht zur Hand habe, sind Pisauri 1588 und ebenda 1602
erschicnen. In letsteren soll die citirte Stelle auf fol. 164 verso sich befinden.]

4. Dic Elemente des Euclid sind in allen Sprachen so vielfach herausgegeben,
dass es iiberfliissig erscheint, eine besondere Ausgabe hervorzuheben. Wohl jedem
Lescr diirftc irgend eine Ucbersetzung zu Gebote stchen.

5. Den zahlentheoretischen Ursprung des pythagoriischen Lehrsatzes und die
daraus folgende Lehre von den Dirationalgrdssen habe ich in meinen Mathema-
tischen Beitrigen zum Kulturleben der Vilker, Halle 1863, 8. 105 fgg. wachzu-
weisen versucht, einc Darstellung, welche seitdem noch von keiner Seite Wider-
' sﬁru’ch erfahren hat. B

6. Nesselmann, die Algebra der Griechen. §, 183.

7. Vergl. meine Mathem. Beitrige z. Kulturl. 8. 108 und cbenda Anmerk. 204,

8. Archimedes von Syrakus vorhandene Werke, aus dem Griechischen iiber-
getzt und mit erlinternden und kritischen Anmerkungen begleitet von Ernst
Nizze. Stralsund 1824. S, 42—43. (Einleitung zu den Biichern von der”Kugel
und dem Cylinder). i | |

* 9. Proclus Diadochus in primum Euclidis elementorum libram Commentaria (ed. |
Barocius Patavii 1560) Lib. II, e.VII, p. 42. Elementa igitur nominantur illa |
quidem quorum consideratio ad aliorum pertransit scientiam et ex quibus dubio- ]

quae in ipsis contingunt, succurrit nobis solutio, _ )
10. Proclus, Lib. II, c. IV, p. 38. Vergl. auch meine Mathem. Beitriige z.
Kultarl. S. 85. _

11, Wiewohl es unmiglich scheint die Stelle Proclus, Lib. II, c. IV, p. 39 in
Widerspruch mit dem im Texte enthaltenen Ausspruche zu deuten, mége sie dem
ﬁnparteiischen Urtheile des Lesers hier unterworfen werden: Non multo autem
his iunior Euclides est, qui elementa collegit et multa quidem construxit eorum,
quae ab Fudoxo, multa vero perfecit eorum, quae a Theaeteto reperta fuerant,
Ea practerea, quae a prioribus molliore brachio ostensa fuerant ad eas redegit
demonstrationes, quae nec coarguni, nec convinei possunt, ' e

12. Von modernen Schriftstellern, welche sich mit diesem Gegenstande be-
schiiftigt haben, nemne ich L. F. Ofterdinger, Beitriige zur Geschichte der grie-
chischen Mathematik. Ulm 1860 (18 . in 4% und Duhamel, Des méthodes dgng

Jes sciences de raisonnement. Paris 1865—66 (Vergl. besonders T. I, Chap.rm
- De T’analyse. et de Ia synthése chez les anciens.) : K ‘ :

13, Ehronfr. Walther v. Tschirnhaus, der bekannte Zeitgenosse Leibniiy
r suffallender Weise entgegengesetzter Meinung.  In seiner unter dem T(‘\:ns,
Zeitschrift f. Mathematik w. Physik, Suppl. L e itel

rum,

Wa
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Meédicina mentis et corporis veroffentlichten Logik sagt er (editio nova, Lipsiac
1695, pag. 40): Hoe enim multo evidentins mihi videtur, me quaedam nullo modo
posse concipere, ac illud, me quaedam concipere posse, qua in re unicumique pro-
pria conscientia validissimus erit testis. Hine quoque perspicere licet, omnes de-
monstrationes ad absurdum seu impossibile deducentes omnium maxime nos ad
assensum adigere.

14. Petrus Ramus, Scholae mathematicae (edit. Francof. 1627, pag. 98): Neque
enim natura initio sylvae ommnium arborum radices praeposuit, nec architcctus
initio civitatis omnium aedificiorum fundameniz collocavit, sed snis arboribus suas
radices natura, suis aedificiis sua fundamenta architectura subjecit. Itaque de-
huerat Euclides definitionem trianguli triangulorum, multanguli multangulorum
doctrinae praeponore; eamque viam in caeteris principiis servare:

15 Les trois livres de Porismes d'Eunclide retablis pour la premitre fois
d’aprés la notice et les lemmes de Pappus et conformément au sentiment de R.
Simson sur la forme des énoneds de ces propositions par M. Chasles, Paris 1860
(324 pag.). )

16. Bei dieser Auseinandersetzung benutze ich theilweise eigene frithere Ver-
8ffentlichungen iiber denselber Gegenstand: den Aufsatz »»Ueber die Porismen
des Euclid und deren Divinatoren® (Zeitschr. f. Mathem_ u. Phys II, 19—27) und
die Besprechung der Chasles’schen Restitution (Zeitschr, f. Math, v, Plhys. VI,
Literaturzeitung 8. 3—7).

17. Der ganze Absatz ,,Man nennt in der Geometrie .. Bedmgung erfullt“
ist wortlich aus Chasles, Geschichte der Geometrie (deutsch von Sohncke) 8. 2,
Anmerkung 2 entnommen, da ich keine Msglichkeit sah, die Sache klarer auszu-
driicken. Der Darstellung von Chasles liegt {ibrigens selbst Montucla, Histoire
des mathématiques (2. édition) I, 171 zu Grunde.

?8- ‘Ueber d.‘_e .dehsche Aufgabe vergl. Reimer, Historia problematis de eubi
duplicatione. Gottingen 1798, Blermg, HlStOPlﬂ. problematis cubi duplicandi.
Hauniae 1844. Blass, De Platone mathematico. Bonn 1861 (pag. 23 seqq.).

19. Reimer in seiner Uebersetzung von Bossut, Histoire générale des mathé-
matiques (Hamburg 1804) sagt zwar in den Zusiitzen zum ersten Kapitel (Bd. I,
S. 52), nachdem er die Ausziehung der Quadratwurzel nach Theon von Alexan-
drien gelehrt: ,,Ein analoges methodisches Verfahren bei Ausziehung der Cubik-
wurzel war ohne Zweifel ebenfalls den Alten bekannt.“ Indessen enthehrt
dieser Ausspruch wie jeder Begriindung, so auch wirklich jeglichen Anhaltes.
Darnach ist die auf Reimer sich siiitzende Behauptung Blermg s (I. c. pag. 4) zu
beurtheilen: Ad radicem quadratam extrahendam veteres mothodum quandam cum
ea, qua utuntur recentiores, fere cosentaneam adhibebant; et videtur similis ratio
radicis eubicae extrahendae iis non incognita fuisse; sed eam ob difficultatem

calculi in usu non fuisse videmus,
" 20. Vergl, Biering 1. ¢. pag. 10, .

21. Vergl. Reimer 1. c. pag. 45, ferner Blass 1. c. pag. 29,

' 22, Elg Opyownds el pnyevincs xotecuevis 1oy Tod GTEQE0T é‘mlaﬁmmw
mnaysw Emiysigotvrag (Plutarch, Quaest. Conv. VIII, 2).
28, Vergl. Proclus, Lib. IIT ad Euclidis p]‘opgs 9, pag. 155, wo der Erfinder
prpm,s genannt ist und Pappus, Lib. IV, propos. 25 figg., pag. 88, wo die An-
wendung der Quadratrix des Dinostratus: zur Quadrirung der Kreisfliche gelehrt
-wird, Dass im Texte nur die einschlagenden Arbeiten vor Euclid beriicksichtigt
Wurden die spitere Conchoide des Nikomedes dagegen ete. unerwihnt blicb, bedarf

wohl kemer Entschuldigung.
‘24, BapPus, Lib. VIT prooemium, pag. 245 Vergl. auch die Uebefsemu“g der
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in der lateinischen Uebertragung des Cm;nmandinus tiberaus verderbten Stelle b
Chasles 1. ¢. (Anmerkung 15) pag. 16: Ktant donndes quatre droites se coupant
deux i deus, si trois des points d'intersection situds sur Pune Pelles, on doux S;“_
lement dars le cas du parallélisme sont donnéds et que des trois autres deuy
soient assujettis & rester chacun sur une droite donnde, le dernier sera situg
aussi sur une droite donnée-de position. Der griechische Urtext ist unter Anderen
ahgedruckt in ciner Abhandlung iiber die Porismen von Breton (de Champ( Journ,
Mathdém, XX, 209-—299. . _

95. Ich benutzte fiir die Asdopsve die deutsche Uebersetzung dersclben:
linelid’s Data nach dem Griechischen mit Robert Simson's Zusiitzen  herausge- -
geben von Julius Fricdiich Wurm, Diakonus zu Lauffen am Neckar, Berlin 13;5_

26. Proclus, Lib. 1T, ¢.'V, pag. 40: Itemque de divisionibus liber und Lib, I
ad definitionem 14, pag. 82: Circulus namque et rectilineorum quodlibet in ratione
dissimiles dividi potest figuras, Quod et ipse Euclides in Divisionibus pertractat
aliam quidem figurarum in similes datas figuras, aliam vero in dissimiles dividens,
Der griechische Name des Werkes heisst: weol drarpéocwr fifliop.

21. Ucher diesen Gegenstand vergl. Woepcke im Journ. Asiatique 1851, Sept.

& Octob. und ganz besonders Ofterdinger, Beitriige zur Wiederherstellung der

dans le cone.

gchrift des Euklides iiber die Theilung der Figuren. Ulm 1853 (18 8,in 49, In
dieser letzteren Monographic wird nach Gartz (De interpretibus et explanatoribus
Tuclidis arabicis schedisma listoriecum, Halae 1823, rag. 5) daranf aufmerksam
gemacht, dass im Esecurial eine vollstéindige arabische Uebersetzung der Sehrift
des Euclides iiber die Theilung der Figuren vorhanden zu sein scheine. Der als
Uebersctzer genannte Tapet diirfie wohl der neuerdings bekannter - gewordene

Thabit ben Korra sein sollen?

98. Besorgt durch D. Gregory 1703.

99, Savilius, Praelectiones tres decim in principium Elem, Euclidis. Oxonii
1621. pag. 17. , ' -

30, Der griechische Name lautet vomor mQos dmipoveLay, Die. Lemmen des
pappus finden sich am Schlusse des 7. Buches pag. 438—446.  Die Bemerkungeﬁ
von Chasles in det deutschen Uebersctzung seiner Geschichte der Geometrie als

-, Note II, Ueber Euclid’s Oerter auf der Oberfliche' 8, 272, Vergleiche ausser-

dem dessen anch in Liouville’s Journ. Mathém. Bd. XII abgedruckte Séance d’ou-
yerture du cours de géométrie supdrieure le 22 ID'ecembre 1846 pag. 7: Cependant
on n'est pas fixé sur le sujet du livre des Lieux & la surface d’Euclide. - L’auteur

considérait des courbes tracdes sur des surfaces courbes; mais quelle dtait 1
pnature de ces surfaces? les courbes, qu'on y tragait étaient-elles necessairement
lancs? La briéveté de Pappus nous laisse dans lincertitude. - Je dirai toutefois,
que quelques indice:% peuvent porter & croire, que dans le livre des Lieux & la
surface Buclide traitait des Conoides, ‘3PP31@'5 ayjourd’hui surfaces du second
degré de révolution, et des sections faites par de‘srplans dans ces surfaces, comme

31. Fiir die Schriften des Archimedes benutate ich die in Anmerkung 8_-Be_
geichnete Uebersetzung von Nizze; ferner: die Kreis-Messung des Archimedes von

\S‘yrakus nebst dem dazu gehdrigen Commentare. des Eutokius von Askalon' aus

dem Griechischen iibersetat, mit Anmerkungen begleitet und einer Einleitung
welche sich vorziiglich diber die Zahlenbezeichuungsarten und das Zahlensystenl
der Griochon aushreitet, verschen von Joseph Guteniicker, Wiirzburg 1825. Beig,
gehriften citire ich kurzweg als Nizze und Guteniicker. L o
32. Die Stelle dos Eutokius: 'L Eom- udo 70970 10 fiBiior, Bs prow gy
wheidng bv =@ Aegundovs fip, mgds Tog ot flov gesles avaynaiop ist abgedru?:ﬁ;
5
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bei Guteniicker S. 77. Einen Heraclides nennt Archimed selbst in der Einleitung
71 seiner Schrift iiber Schneckenlinien. Ob aber dieser Zeitgenosse der Verfasser
seiner Biographic gewesen, dariiber fehlt jeder Anhaltspunkt. Wenn Meursius im
Thegaurus Graec. antiqu. ed. Gronovius Vol. X pag. 609 in Heraclides Ponticus
Major, dem Sehiiler des Aristoteles, den Biographen des Archimed vermuthet,
s0 ist das chronologisch unmdglich, und wenn Guteniicker 8. 123, Note 7 sich auf
diese Stelle bezieht, um als Autor Heraelides Ponticus, auch Lembus ge-
nannt, anzugeben, so ist das ein grober Irrthum. Allerdings gab es einen
‘Hoorndeldns Aépfog, allein dieser fiihrt den Heimathsnamen Kallawioevog 7
. 41 sEavdosvg und nicht TTovtixog. Ueber diesen Heraklides Lembus vergl. Diogencs
Laertius V, 6, 8, wo aber nur gesagt ist, er habe ein dradoyny (iber dic Folge
der Philosophen?) geschrieben; von einer Biographie des Archimedes oder cines
anderen Mathematikers ist dort keine Rede. Dass der Biograph Heraclides, wer
er auch scin mége, durch einen alten Druckfehler sich einmal in cinen Heraclius
verwandelte, und als solcher bis in neueste Werke. iiberging, sei nur im Voriiber-

gehen bemerlkt. ‘
38, Notizen zur Lebensgeschichte des Archimedes finden sich bei Plutarch

(vit. Marcell. vergl. non posse suav. viv. 11), Livius (XXV), Cicero (Tuscul. and

Verrin.), Diodor, Silins Italicus, Valerius Maximus u. A. Eine Anzahl von neucren
~ Zugammenstellungen habe ich in dem Artikel ,,Archimedes® in Pauly’s Real-Iincy-
clopidie der classischen Alterthumswissenschaft (2. Ausgabe) Bd. I, 8. 1446—1452
genannt.
34. Cicero nennt den Archimed humilem homunculum (Tuscul. 1ib.V, cap. 23
§ 64), freilich im Gegensatze zn dem Tyranneﬁ Dionys, von welchem unmittelbm"
vorher die Rede ist. Aehnlicher Weise driickt sich Silius Italicus (De bello Pu-
nico XIV, 342) iiber Archimed aus: Nudus opem, sed cui coclum terraeque
paterent,
35, Diodorus Sicnlus lib. V, p. 217. :
36, Vitruvius, De architectura libri decem 1X, 3 in der ed. J. G. Schneider,
Lipsiae 1807. Bd. I, S. 238. Die Anmerkungen zu dieser Stelle (Bd, III, S. 165)

~enthalten die Stelle aus dem Gedichfe De ponderibus. et mensuris, welches von -
dem Herausgeber dem Rhemnius Fannius zugeschrieben wird. Andere nennen be- -

kanntlich als Verfasser den Priscianus.
~ 37. In der Schrift von den schwimmenden Kérpern, meol oyovpevcv, heisst es

Buch I, Satz 7 (Nizze S. 228): Feste Korper, welche schwerer als eine Fliissig-
keit, in diese eingetaucht werden, sinken, so lange sie noch tiefer kommen kinnen,
und werden in der Flﬁssigkeit um so leichter, als das Gewicht einer Masse Fliis-
sigkeit von der Grise der eingetauchten Korper betriigt,

38. Mountucla ]_[, 229 ist der enthgEBg‘ESetZten Meinung.

39. Proclus Lib. II, cap. 3 (pag. 37): Quale sane Hieron quoque Syracusius
de Archimede dixisse fertur, quum navem trinis instructam velis fabricasset, quam

' ptolemaeo Aegyptiorum regi mittere pracparabat. Quum nam omnes uns Syracusii .

navem illam protrahere minime possent, Archimedes Hieronem solum ipsam sub-
duxisse fecit. Stupefactus autem ille;-ab hac (inquit) die de quocunque dixerit

‘Archimedes, illi credendum est. Idem autem Gelonem etiam aiunt dixisse, quum

_corona, quam fabricatus est, non soluta singulum commistarum materiarum pondus

-comperisset. . , v '
40, Vergleiche die Schrift vom Gleichgewichte der Ebenen, {sodfomesnc, Buch I,
~ ‘Satz 6 und 7 (Nizze 8. 3 und 4). '

U 41;-Athen. V, 40 pag. 207. -
42, 8o lautet wenigstens die lateinische Lesart: noli turbare circulos meos;

5
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gnec]nschc Autoren haben die Worte etwas anders aufbewahrt: zow REQEioy ol
f"’ﬂ n;ay 'yQDll.bufOH)

43. Lin Schriftsteller des 10. Jahrhunderts, Odo von Cliiny, hat diese Schwie-
rigkeit mit naiver Ehrlichkeit hervorgeloben, indem er sagt: Quae omnia magig
anicac vocis alloguio quam seripta advextuntm Vergl. meine Mathem. Beitriige
z. Kulturl. 8. 299. ’

44. Ausfiithrliche Beschreibungen solcher Rechenbrefter verschiedener Vilker
und Zeiten vergl. in meinen Mathem. Beitriigen z Kulturl. Kap. IX und X,
5. 128—-154.

45. Vergl. Nizze 8. 206 und 212; der griechische Name ist doyal.

46. Die einzclnen eine Gruppe einleitenden Zahlen werden Ggo:, Grenzzallen
genannt, cin Name, welcher sich auch allgemein von den Gliedern einer geome-
¢rischen Reihe bei den Griechen gebraucht findet, und dessen lateinische Ueber-
setzung bald terminus heisst und alsdann fiir Reihenglieder iiberhaupt gebraucht
wird, bald als limes eine Rolle bei dem decadisehen Rechnen der Rimer spielt.

47. Vergl. Gutendcker S. 116: olg ovx evnolov woparodovd el Tov wr Ol tév
Meyvov AoyLetindy fywévov, d. L, welchen nicht leicht einer folgen kann, ohne
in der Logistik des Magnus geiibt zu sein.

48. Einen ausfiihrlichen Bericht iiber die hierher gehtrigen Stellen vergl bei
Nesselmann, die Algebra der Griechen 8. 141—147. .
49. Mebr als Wahrscheinlichkeit haben wir nicht hierfiir, wenn auch Ideler
in scinem trefflichen Aufsatze ¢,Ueber die Trigonometrie  der Alten® (Juliusheft
1812 von Zach’s Monatlicher Correspondenz zur Befirderung der Erd- und Him-
melskunde Bd. XXVI, 8.7, Anmerkung) ganz bestimmt von den ,,beiden Biichern
der Collectio Mathematica, die das praktische Rechnen betrafen® redet.

50. Vergl. Gutenicker 8. 84, 88, 91, 94, 100, 108, 106 111, 113 oder Nizze
S. 278—280.

51, Vergl. Nizze 8. 209—228, wo die Ueherschnft »Sandeszahl heisst, Der

riechische Name ist peppitne, der lateinische arenarius, '

592. Kliigel ist geneigt diese Schlussart anzunehmen; vergl. dessen Mathema-
tisches Worterbuch s. v. Arithmetik. Bd. I, 8. 184, und ich mochte ihm um so

cher beistimmen, als ich auch sonst das arithmetische und sogar das geometrische
Experiment bei den Griechen nachgewiesen habe. Vergl, meine Beitrige z.
Kulturl. 8. 92 flz. und 105 flg. Was die Zahlen selbst betrifft, -so ist 1532 —
'23409, das 8fache davon 70227, wihrend 2632 = 70225. ) ‘

53. Dieser Satz findet sich in Euclids Elementen VI, 3.

54, Gutenicker 5. 84, Nizze §, 278, Die Bezeichnung der griechischen Zallen
qurch die Buchstaben des Alphabets, sowie die vertausendfachenden kleinen
Kommata, die verzehntausendfachenden M u, s. w, setze ich als bekannt voraus,
Wer sich dariiber niher unterrichten will, findet das Material verschiedentlich ge-
sammelt, s0 2 B bei Nesselmann, die Algebra. der Grichen 8. 78 fig.

55. Quadratur der Parabel, Satz 3 (Nisze 8. 13) und von den Konoiden und
Sphiiroiden, Satz 4 (Nizze S, 158).

56. ngdlatm der Parabel Satz 18 bis zum Schlusse der Abhandlung, N1zm,
g, 22—-25.
57, Quadratur der Parabel bis Satz 17, Nizze S 12—22

" 58. Von den Konoiden und Sphéroiden Satz 6, leze S. 161,
59. Von den Konoiden und Sphiroiden Satz 8—10, Nizze 8. 162-168

0. Von der Kugel und dem Cylinder, Vorrede des ersten Bughes,
Unter den Annahmen dieses Buches findet sieh auch beildiufig beme

Nizze §, 49,
rkt die sq-
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genannte archimedische Definition: Von den Linien, welche einerlei IEndpunkte
haben, ist am kiirzesten die gerade Linie (Nizze 8. 44).

61. Von den’ Schneckenlinien, wegli §ifzew, Nizze 8, 116 —150.
die wissenschaftliche Beilage zu dem Freiburger Lyceumsprogramme von 1862:
Die Archimedische Spirale mit Riieksicht auf ihre Geschichte von Fr. X. Lehmann,

62. Vergl. Nizze 8. 118, Lehmann 1. ¢, 8. 12.

63. Vergl. Nizze in den kritischen Anmerkungen zu den Sehneckenlinien.
§. 281. Die im Texte citirten- Worte des Archimed vergl. Nizzé 8. 116.

64. Die citirten Worte gehbren zu den Schlusssiitzen der inhaltsreichen klei-
nen Schrift: Beitrige zur Terminologie der griechischen Mathematiker von J. H.
T. Miiller. Leipzig 1860.

65. Von den Sehneckenlinien, Widmungsschreiben an Dositheus, Nizze S. 116.

66..In Bezug auf Eratosthenes wurden benutzi: Fabricius, Bibliotheca Gracea
(ed. Harless) IV, pag. 120—127. Eratosthenes geographicorum fragmenta edidit
Seidel, Gottingen 1789.- Godofr. Bernhardy, Eratosthenica, Berlin 1822 und des-
belben Verfassers Artikel Eratosthenes in Erseh und Gruber's Encyclopiidie, Sec-
tion I, Bd, 36, S. 221233,  Just. Heinr. Dresler: Eratosthenes von der Verdoppe-
lang des Wurfels, wissenschaftliche Beilage zum Programme der herzogl. nas-
sauischen Pa#dagogien zu Dillenburg, Hadamar und Wiesbaden im Friihjahr 1828.
87. Alex. v. Humboldt, Kosmos Bd. II, 8. 208 und die zugehdrige Anmerkung
S. 435. | ‘ . '

68. Ptolemacus Hephaestio bel Photius, cod.,CXC,

69.>_Ein‘Abdrm:k des Briefes findet sich auch in der Schrift von Bernhardy,
8. 176 — 180, die -deutsche Uebersetzung eines Theiles desselben in der Dresler-

schen Programmbeilage. ,

70. Den Namen des Mesolabiums kennen wir aus Vitruvius 1X, 3 und Pappus
Lib. 1II, propos. 4, pag. 7; die Beschreibung dagegen und die Gebrauchsanwei-
sung findet sich sowohl in dem eratosthenischen Briefe als bei Pappus Lib. III,
propos. 5, pag. 8.

71. Die betreﬁ'enden Verse lauten

w0” uwa@argno‘mo, p,sao:g ote *ssguau‘w @rgolg
cvvdgopadeg diccay dvog Elys ruvivey,
welche Dlesler nicht allzugliicklich folgendermassen iibertriigt:
. . Inhalt fiindest Du so, wofern Du zur Hussersten Schranke
Lauferide Mittlere zogst zwischen dem regelnden Paar.

.72, Pappus Lib. VII Proeomium, pag. 241 und 247: De medictatibus. )

75. Die betreflenden Stellen sind bei ]Bemhardy 8. 170 gesammelt. Vergl
“Theo Smyrnaeus pag. 129, 168, 173, Fabricius IV, 121 giebt der eratosthenischen
Schirift den durch Nichts gereehtfeltmten Namen czgmumwn

74. Newopeyon sloayayn aoudunriny ed. Ast (Leipzig 1817) pag. 83 flg. Jam-
blichus Chalcidensis in Nicomaehi Gerasem arithmeticam introductionem ed. Ten-

nulius (Arnhelm '1668) pag. 41, 42.
75, 70 nocrLwoy, eribrum Eratosthenis.

76. Kavravde 8% o Evnlszd’ng ngu&nﬂ.ormov auwgzmba nagsxu, v dvdde
TOV mgmmv nah Govrditow oldusvog elvar, inel povade povy NETOO YoTjTar svlslqo‘-
pévog Gru 4 piv Tov agriov sidovg dotiv. Jamblxchus 1. c. pag. 42,

77. Fabricius, Bibliotheca Graeca (ed Harless) IV, pag. 192--203. Terquem,
_ Notice blbhographlque sur Apollomus N. ann. math. 1844, III, pag, 350—352 und
474—=488

T8, Almagestum.Ptolemai XIIL 1. .
79. Nouvelle Biographie universelle T. II, pag. 903. Paris 1852,

Vergl. anch
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80. Leider standen mir die xomxo/ des Apollonins nicht zur Verfiigung, go
dass ich mich in Bezug auf dieses Werk mit den Angaben anderer Historikey -
Montucla, Chasles, Arneth begniigen musste. Ganz vortreftliche Dienste leistete
mir auch die Zusammenstellung von Housel, Les coniques d’Apollonins. Journ,
Mathém. 1858, XXIII, 153—192.

81, Pappus, pag. 250. Wenn Miller in seiner in Anmerkung 64 citirten
Schrift. 8. 27 flg. sagt: ,,Die von Archimedes fiir die 3 Kegelschnitte ge-
brauchten Namen % 70d 6Evyavion, tod dgdoymriov, tod duflvyovion rdwov Tow)
Ikgnunte zu dem Glauben verleiten, es sei ihm unbekannt gewesen, dass sich aus
irgend ciner graden konischen Fliche alle drei Curvenarten ableiten lassen. Dies
ist keineswegs der Fall,* so m&ehte ich mich dieser so unbedingt ausgesprochenen
Behaupiung nicht anschliessen. ‘

82. Arneth, Geschichte der Mathematik, Stuttgart 1852, §. 91.

83. Platonis opera ed. Stallbaum, Gotha & Erfurt 1836. VoI, 'VI,' Sect, 2,
pag. 81 seq. Ferner Blass pag. 19 der in Anmerkung 18 citirten Dissertation ;
Mihi quidem persuasum est verba accurata constructionis via deelarari non posse
et id tantum adparere: Platonem exemplum dare voluisse problematis ~definiendi,
quando solvi possit et quomodo neque tamen quo id assequeretur feliciter dug
junxisse problemata, alterum de inscriptione figurarum in cireulum, alterum de
adplicatione spatiorum ad datam lineam.,

84. Plato iibersetzt von Hieron, Miiller, Leipzig 1851, B4, II, 8. 150 und 180,

85, Dic hier folgende Darstellung der drei Sitzo lehnt sich wesentlich an Ay-
neth, Geschichte der Mathematik 8, 92—g3 an, dessen Folgerungen ich zwar
nicht theile, aber dem es an dieser Stelle ausgezeichnet gel
Behandlungsweise zu modernisiren.

86. Proclus lib. 1V, cap. 18 ad propos. 44, pag. 264: Antiqua quidem sunt
haee, ajunt Eudemi familiares, Pythagm-icaeque Musae inventa, applieatio utique
gpatiorum et excessus atquci defe.ctus. Ab. his autem et Juniores quum npomina
guseepissent, transtulerunt ‘psa 1n eas etiam lineas, quae Conicae aprellantur,
quippe qui unam quidem harum Parabolen, alteram autem Hyperbolen, tertiam
vero Ellipsim vocarunt.

87. Vergl. meine Beitriige z. Kulturl, Kap. VI, §. 83 figg, .

88. Pappus, lib. VII, Einleitung de Conicis Apollonii, pag, 249: Euclidis libros
quatuor -conicornm quum Apollonius explevisset et quatuor alips adjunxisset, octo
conicorum libros confecit, )

89. Nizze hat es wenigstens sehr plausibel gemacht, dass diese Wirter naeh-
archimedisch seien, vgl.Nizze 8. 285. Chasles dagegen (Geschichte der Geometric

. 15 in der Note) schreibt dem Archimed die Kenntniss der beiden Namen zu,

90, Daraus wurde in der Uebersetzung das latus rectum (vielleicht auch vep-
Ietzert aus latus ercctum, die Senkrechte), ein Name, der bis in das 18. Jahr-
pundert hinein in Gebrauch war.

91. Apollonius benutzt dabei allerdings noch nicht das Wort: - harmonische
mheilung, sondern schreibt den Satz als Proportion. |

92. Ein arithmetischer Satz aus der Lehre vom Gréssten und Kleinsten, dagg
pimlich das Maximalproduct 'zweie:r Theile einer gegebenen Summe erzielt werde,
wenn die Theile einander gleich S”}d_, findet sich in dem Commentare deg Evuto-
kius za Archimed’s Kugel un&"Cylmder I, o, Der Beweis ist mit Hijlfe “Von
Euclid’s Elementen II, 5 gefiihrt. Wenn ich. Ramus, Scholae mathemay
ag. 135 richtig verstehe, so weist‘Eutoki;us die Erfindung dieses Sat
Nikomachus auf deﬁssen eigene Angabe hin zu, Niheres kann

' picht angoben da mir der Commentar des Eutokius nicht zur Verfiigu

ungen ist, die antike

icae
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ich lejgey
ng iStl !




72 Euclid und sein Jahrhundert.

PR VNV VPl N S St
]

A AT S,

93, Pappus, pag. 427—438. , ]
94. Die Titel der verlorenen geometrischen Schriften des Apollonius sind:

wsol Emugoy de tactionibus, dnimsedor témor loci plani, megl vevesow de inclina-
tionibus, wsol ywelov dmoTouiig sectio spatii, weol drweropévns toufig sectio deter-
minata. Hypsikles fithrt ausserdem noch eine Schrift tiber die in dicselbe Kugel
eingeschriebencn Dodekaeder und ITkosaeder an, Proklus eine mepl 70U noghlov
von ginzlich unbekanntem Inhalte.

95. Die Schrift weol Adyov amotopdjs de sectione rationis, lateinisch bearbeitet
von Halley 1706, deutsch von Aug. Richter (Elbing 1836).

96. Vergl, Gutenicker 8, 155.
97. Woepcke, Essai d'une restitution de travaux perdus d’Apollonius sur les

quantités irrationelles d’aprés les indications tirdes d’'un mannscrit arabe (Mémoires
présentés & Vacadémie des seiences. T. XIV, pag. 658—720. Paris 1856.) Vergl. auch
den Bericht von Chasles iiber diese Abhandlung in den Compt. Rend. };XXVII,

553—568 (17. October 1853). .
98. Vergl, Nesselmann, die Algebra der Griechen 8. 132 und meine Mathem

Beitriige z. Kulturl. 8. 148 und 151.




