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Verfasser zeigt, dafl bei gewohnlichen linearen Differentialgleichungen zwei zueinan-
der adjungierte Randwertaufgaben stets die gleiche Zahl von Losungen haben. Dage-
gen gilt das nicht mehr fiir partielle Differentialgleichungen. Verfasser stellt ndmlich
fiir die Losbarkeit einer Randwertaufgabe eine Bedingung auf und fiir die Losbarkeit
der adjungierten Aufgabe eine andere Bedingung, die von der ersten zunéchst formal
verschieden ist; er zeigt dann an Beispielen, dafl die Bedingungen sich auch inhaltlich
nicht decken. Insbesondere kommt es vor, dafl ein Problem eine gewisse Anzahl von
Losungen besitzt, wihrend das adjungierte Problem iiberhaupt keine Losungen hat.

(Zsfassung aus: Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften /
Jahresheft 1920, Seite XXV)
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Man bezeichnet bekanntlich in der Theorie der Randwert-
aufgaben linearer Differentialgleichungen zwei Probleme als zu-
einander »adjungiert«, wenn sie durch die bilineare Beziehung des
GrEeENschen Satzes so verkniipft sind, daB homogene Ldsungen
des einen Problems lineare Identitéten zwischen den Differential-
bedingungen des homogenen zweiten Problems nach sich ziehen.

~ Es sei (um die Betrachtung zunichst auf gewdhnliche Diffe-
rentialgleichungen zu beschrinken) ' ‘

(1) | L(u) =pu'+qu+ru

ein Differentialausdruck, der der Kiirze halber von zweiter Ord-
nung gewdhlt ist. u, sowie die Koeffizienten p, ¢, r, die auch von
einem Parameter abhéngen konnen, seien im Gebiet a—b der re-
ellen Variabeln z stetige, differentierbare Funktionen, und iiber-
dies soll p in diesem Gebiete nicht verschwinden. Durch partielle
Integration erhidlt man die als Greexscher Satz bezeichnete
Identitat: |

wobel der adjungierte Differemt.ialéusdmek M w('u) Zu definieren
ist als: B
(1') M (v) =(pv)'—(gov)+rv=p v_"-i—_ (2 p—q)v+ (p'— g+ r) V.

Unter zwei zueinander adjnmg.ierten homogenen Randwertaufgaben
versteht man nun die Bestimmung von zwei Funktionen u, v, die
den Differentialgleichungen

@ L{w) =0
ST M) =0
geniigen und auBerdem jede fiir sich 2 linearen, homogenen Be-
giehungen zwischen ihren Randwerten u,, u, und den Randwerten

ﬁﬂi




4 (A1) Fritz NOETHER:

ihres ersten Differentialquotienten u,, u,, bzw. v,, v,, v,, 7, von
solcher Art, dafl die rechte Seite von (2) durch diese Randbedin-
gungen zum Verschwinden gebracht wird. In allen in der mathe-
matischen Literatur behandelten Fillen besteht das Theorem, dal
die-Anzahl der homogenen, unabhingigen Lisungen in » gleich
der Anzahl der homogenen, unabhingigen Losungen in u ist.
Wenn eine bzw. zwei homogene Losungen u, und entsprechend v,
existieren, ist daher die inhomogene Aufgabhe

Ol L{i) - F(s)

mit den némlichen Randbedingungen gemiB (2) nur dann lésbar,
wenn die Bedingung

b
[ v Fdz =0

)

~erfull ist. Das Theorem ist bislang nur in solchen Fillen ausge-
' sprochen, in denen die Randbedingungen in u und v die niam-
lichen sind. Das gleiche gilt fiir die in der Literatur vorliegenden
Beweise bei partiellen Differentialausdriicken®. Doch ist sein Gil-
tigkeitsbereich sicher ein weiterer: Der Ausdruck (1) ist selbst-
adjungiert, wenn M (v) = L (v), d. h. wenn die Bedingung p'—g¢=0
und entsprechend weitere bei hoherer Ordnung erfillt sind. Fiir
den gewdhnlichen Differentialausdruck zweiter Ordnung L(u)
kann daher stets ein Multiplikator m(ar:) so gewihlt werden, daf
m(x) L(“') ein selbstadjungierter Ausdruck wird, dessen adjun-
gierte Funktion o' =v/m ist. Das Theorem gilt daher sicher auch
in den Fillen, in denen nach dieser Transformation die Randbe-
dingungen in u und ©" die namlichen sind (sog. GregNsche Rand-
* bedingungen?).

Aufgaben der Physik?® fulhmwem auf die verwandte Fragestel-

1 7. B. HiLerT: Grundzige einer allgemeinen Theorie der linearen

Imtegralgleichungen‘ 6. Mitteilung, Goti. Nachrichten, 1910 (bzw. gesamm‘elt,
Leipzig 1912, Kap. XVIII, 8. 22311L.).
‘ 2 Vgl. O. Haurr: Uber eine Methode zum Beweise von Oscillations-
theoremen; Math. Ann. Bd. 76 {1914) § 1. Fiir einen Fall von Differential-
‘gleichungen vierter Ordnung vgl. F. NoethER: Zur Theorie der Turbulenz,
Gott. Nachrichten, 1917 (§ 3).

3 F. Noetner: Eine Randwertaufgabe der Potentialtheorie (erscheint
demnichst). Auch gewisse mit dem Riemannschen Problem zusammenhin-
- gende Fragen; vgl. Hipert, 1 ¢. 3. Mitteilung {1905, bzw. Kap, X, 8. 81 ).




~ Uber die Lﬁ:sungszahl zueiﬁa‘n‘der adjungiertef Randwertaufdabem; (A1) 5

lung: Wie verhilt sich dhe Anza]hl der L0~sungen wenn man wom 4
den Differentialausdruck’ als selbstad]ungmrt annimmt, aber die =
Randbedingungen nicht als GrReex sche; also. fiir u ])eheb]_.ge lineare
‘Randbedingungen vorschreibt und dann die fiir » 50 bestimmt, daB
die rechte Seite von (2) verschwindet? Da der Kern ~obigen. ThED-
rems in der linearen Bezichung liegt, die der Satz (2) zwischen
den Gleichungen des adjungierten Problems vermittelt, wenn eine
Losung u, existiert, und eine ebensolche Bezichung smh auch bei
der jetzigen Fmgesteﬂlung ergibt, 50 lige es nahe, das gleiche Re-
sultat zu erwarten. Wir untersuchen zunschst den gewihnlichen
leferentlaﬂausdmck der jetzt als selbstadmunglert angenommen

~ werden soll.

Die allgememen Randlbedlmgungen, die in Fmge k@mmm,
‘seien geschrieben: '

- g1 ‘(Mr)t = AM i, A12 u, ‘Bll u, — Big ub - 0
(1) = »Azii- U+ Ag i~ By *B,zz"’b =0,

- withrend |
B L@ =(w)rra=0; M(U)E’L(?)go.

Man bestimmt. die. adjungierten Randbedingungen, indem man
aus diesen Gleichungen zwei der GroBen u,, u,, u,, u; durch die -
zwei iibrigen ausdriickt. Das ist immer moglich, mit Ausnahme
des Falls (der fiir spezielle Parameterwerte eintreten kumnte) dab
in der Matmx _ -

An Aiz ‘Bﬂ Byy
Agy AEE Bzi Bzé

samtllche ]Determmamten verschmmden In dlesmam Fa]le (umn ihn
vorweg zu erledlgem) ist nur eine Randbedingung in u- vwrhamden, '
so daBl stets eine Losung existiert. Die adjungierte Aufgabe kann
in diesem Falle nicht eindeutig -definiert werden, sohdern hingt
- von dem allgemeinen Fall ab, von dem der Grenziibergang zu dem
betreffenden Parameterwerte stattfindet. Wesentlich ist aber,. n:laiB
die emtspmc]memde mhmmmgwe Auﬂ’gabﬁ ' | |

, L(u) =F(z); ‘§1(@)‘ =1 &%) :fg B




6 (A1) FriT2 NOETHER:
dann und nur dann lisbar ist, wenn eine lineare Beziehung besteht:

fr—cly= gx(”)"‘cg-z(“) =0,

worin ¢ = A, /4,

. -~ - PR TN ' | ’
Im allgemeinen Fall sei es etwa miglich, w,, w, durch u,, u,

auszudriicken:

_ [ Uy =Pty = patty, & (”) =1
5 .

( ) l lty — fay Wy ~ Py “; a2 ‘(“) =0,

Die rechte Seite von (2) geht damit, unter Bericksichtigung von
p'—q =0, iiber in:

(6) 1y (—puth = patc s = Painth) = 16 (P = puin s + Do)

- - . ¥ S ! . 4
Hier miissen die Koeffizienten von w, und u, verschwinden, Man
erhalt so die adjungierten Randbedingungen:

(7) [ hl (U) Po s — g P)zz Uy T Fa ﬂl? v:l =1
l hg (U) Ps i':‘,v T Pa ﬁ?l R ﬂil Z’; = 0.

Es ser angenommen, dall eine, bzw. zwei Lisungen uy vor-
handen seien, und die Lisung @, sei in der Form

(8)' B Bl T Bl 14

angesetzt, wober wy, w, Partikularlosungen von (4) bedeuten. Die
Gleichungen (7) gehen dann in zwei homogene Gleichungen fir
die Konstanten v, v Uber, (.2) ergiht mit Riicksicht auf (6) 80-
viel lineare Beziehungen zwischen diesen Gleichungen, als Losun-
gen u, existieren. Nach den Sitzen iiber lineare, homogene Glei-
chungen mit endlicher Variabelnzahl gibt es daher die gleiche An-
zahl Losungen in v wie in u.

Bel gewohnlichen Differentialgleichungen ist somit in
allen Fillen die Anzahl der adjungierten Losungen, baw.
im inhomogenen Fall die Anzahl der linearen Bedingungen, denen
die rechten Seiten zu unterwerfen sind, gleich der Anzahl
der urspringlichen homogenen Lisungen.




Uber die Losungszahl zueinander adjungierter Randwertaufgaben. (A.1) 7

Die hier verwandte SchluBiweise ist aber nicht auf Randwert-
aufgaben bei partiellen Differentialgleichungen tbertraghar. Dem
Ansatze (8) entspricht ndmlich dann ein Ansatz mit unendlich vie-
len Konstanten yy, 7,,...1in inf., und es handelt sich entsprechend
um unendlich viele homogene Gleichungen. Man kann aber fiir
ein solches System im allgemeinen nicht aus der Existenz einer
linearen, homogenen Beziehung zwischen den Gleichuhgen auf die
Existenz einer Losung schlieBen, und umgekehrt folgt aus der
Existenz eines Losungssystems nicht die Notwendigkeit des Be-
stehens linearer Beziehungen?. In der Tat lassen sich Beispiele
angeben, fur die die Losungszahl des adjungierten Problems nicht
mit der des ursprunglichen tibereinstimmt.

Es handle sich um die Integration der Gleichung
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fiir das innere eines Kreises 2® +y*=1. Wenn mit du/3s und 2ufon
die Ableitung in Richtung der Kreistangente, bzw. der inneren
Normalen bezeichnet wird, so sei die Randbedingung fir u:

du P
— () 5 = £(9)

(10) g(u) = i(s) 5
lings des Kreises §, worin 7 und u stetige, aul dem Kreis ein-
deutige Funktionen der Bogenlinge s bedeuten, die keine gemein-
same Nullstelle haben. Sie konnen noch von einem Parameter
abhingen. ’ '

Es sel nun angenommen, daB fir bestimmte Parameterwerte
zwischen den Gleichungen (9), (10) eine, bzaw. mehrere homogene,:
lineare Identitdaten bestehen, so daB fiir alle Funktionen u, die
(9) geniigen, gelte:

(11) fp(s) ¢(a) ds :fp(s) (;.(s) LS .gg_) ds =0

S

4 Fur die Bedingungen, unter denen sich ein System mit unendlich
vielen Unbekannten wie ein solches mit endlicher Variabelnzahl verhilt,
vgl. z. B. Hiteerr, 1. ¢. 4. Mitt. (1906) baw. Kap. XII. E. Scumior: Uber

Auﬂﬁsung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten, Rend.
circ. Mat., Palermo, 25 (1908).



' 8 (A.i) : ' ~ Fritz NOETHER:

mit einer stetigen, auf dem Rand eindeutigen Funktion p (s).
Wahlen wir p(s)-i(s) als Randwerte einer im Innern reguléren
Potentialfunktion v, so folgt zundchst, mit der Abkiirzung

| M(S)/ i(s) %‘$C(S)Z | |
wy oo as=o.

cn &

Fiir die Potentialfunktionen y, » gilt der GreEnsche Satz:

du cv
Vo —U ds=0.
J \ 2n an

S

Ferner wegen der Eindeutigkeit von u, v, C:

] : ’ a‘ V ' .
Cuv ou +u (Cv) ds = a(c—uv)ds:(}.
ds os ds
&) . S '

Setzen wir also

1 L . du A : 3 A(Cy
e =g =g+ Cqr s k) = av - (asv)‘ :

on ds

17

o nimmt der GreEnsche Satz die Form an:
12

- Also folgt ElllS'(’.lL'J,’)w:"

S

f‘.(”g* (1) — uhtv)) ds = 0.

f‘u‘h (v) ds _'= 0

5

fir jede Potentialfunktion u. Da fiir eine solche die Randwerte u
eine willkiirliche Funktion bilden, folgt

h(v)=0*_. ‘ '

-Aﬁ‘ﬂ‘erﬁ dieser R.andhedi_nguﬁggenﬁgt v seiner Definition nach der ‘
Bedingung, daB Cv an den Unendlichkeitsstellen von C-{das sind |




Uber die Losungszah] zueinander adjungierter Randwertaufgaben. (A.1) 9 /

- die Nullstellen von ) - endlich bleibt. Das ist die radjungierte« zu
- unserer (in bezug auf die Feldglemlhung selbstadjungierten) Rand-

wertaufgabe. Nur wenn eine Losung o existiert, besteht fiir alle -
Potentlalfunllkfummen u eine Beziehung (11) und umgekehrt

| Wm fuhren ]eﬂtzt Po]tarkomdmaten ein: x=rcosa, y= rs:-im
unc'll setzen | ‘ -

@, =r"cosna, w,=r"sn ne - (n, _=0,!ﬂ;,2, ) ’ |
so daB die allgemeine Potentialfunktion =
Put Du 8,0,

. 1 N

gesetzt werden kann. Eine Bemehung von der Form (M) erfu:rdertv .
daher, daB 1dent150h fur alle n: ‘

(13)

1
M
. ‘; ) N

fpg(%)d fpg(wn)d §=0;

d. h.: Eine solche Bezmhurmg und samlt eine Lﬂsung der ho-
mogenen adjungierten Aufgabe existiert dann und
nur dann, wenn es eine zu allen Funktionen des Sy-
stems der g(p,), £(,) (von denen g{(p)) =0) langs des
Rands:orthogonale Funktion p() gibt. -

" Eine homogene Losung der ursprimglichen Aufgabe (10) ist

- stebs ug =g, =1; jede weitere kann in der Form (13) angesetzt

-werden; ihre Existenz erf@rdert daher,. daB eine lme-

- are Bemehung

*

i 78 (7n) + i; 5, M -

mit konstanten K_oefhzmemten Vs On besteht. Diese:

beiden Bedingungen sind keineswegs Ldentlsch wie an Belspwlen ‘
ohne weiteres ersichtlich ist. : '

Wir nehmen beispielsweise:

i(s) = —sina; 14 (s) =cosa,
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i i

also g{u) = sina y

= tosu

YRy
T oL

e R 2Y)
Pl

‘r

Es existieren offenbar die homogenen Losungen: 1, =1 und
uy=z=rcosa von (10). Die Ausdracke g (g,). g (,) ergeben aher:

g(p,) =—nsin(n— Du (n=0.1,..)
g (w”) = 7 cos (n.—‘l) « (II =1,2, ) .

Die ersteren verschwinden in der Tat fiir n =0 und n=1, ent-
sprechend den beiden homogenen Lisungen. Die tibrigen ergeben
das vollstandige System der Funktionen nsin ka(k=n—1=1,2,.),
neoska(k=n—1=0,1,..)), so daB es keine zu simtlichen g (cp,,)
f4 (wn) orthogonale Funktion gibt.

Allgemein sei

/L =—sinma; p=cosma
mit einer beliebigen ganzen Zahl m. Fiir m =0 wird:

(¢,) = —nsinna (n =0,1, L)

o
ba]
g(w,) = neosna (n=1,2,..)

Es existiert die homogene Losung: u,=¢,=1 und keine wei-
tere, da zwischen den angegebenen Ausdriicken der g(g,), g(v,)
keine linearen Beziehungen bestehen. Es existiert ferner die eine
zu allen g((pn) g (w) orthogonale Funktion p( )_J, Far die Los-
barkeit der inhomogenen Aufgabe (10) ist daher nach (M) die
eine Bedingung:

[1{s)ds=0

S

erforderlich. Die Zahl der Bedingungen stimmt hier mit der Zahl
der homogenen Losungen iiberein.

Fir beliebiges m ist:

g2(p,) = —nsin(n—m)a (n=0,1,...)
g(wn) = ncos(n—m)a . (n—J,_,,...).




Uber die Lésungszahl zueinander adjungierter Randwertaufgaben. (A.1) 11

Wenn m eine positive ganze Zahl, bestehen also die 2m homo-
genen Losungen von (10):

wy = @y 5w = (2Zm—n)e, + ney,_, (n=1,2,...m—1)

U = @ 3 U, = (2 m "'n') VY — Moy, (n = 17 ‘27 oo I’)‘I—-—i) -

Da aber die g ( ,,), g (%) das vollstandige System der Funktionen
nsinka (k=n—m=1,2, ...}, ncoska (k=n—m=0,1, ) durch-
laufen, gibt es keine zu allen orthogonale Funktion p(s), also
keine adjungierte Lésung. Die inhomogene Aufgabe (10)
ist also fir jede beliebige Funktion f 16sbar®.

Ist aber m eine negative ganze Zahl, —I, dann ist

g(tp,,)=—nsin(n+l)a ' (3:071:---)
g{p,) =ncos(n+i)a (n=1,2,..)).

Dann bestehen zwischen den g (¢,), g (v,) keine linearen, homoge-
nen Beziehungen; es existiert also nur die eine homogene
Lésung von (10): u,=g¢,=1. Dagegen existieren die (21+1)
zu allen ¢(g,), ¢ (v,) orthogonalen Funktionen:

p; = cosia (i =0,1,...1)
pp = sinkua (k=1,2,...1).

Es besteht die gleiche Zahl, (2/+1), von Lésungen. der ad-
jungierten, homogenen Aufgabe, und die inhomogene
Aufgabe (10) ist gemiB (11) nur losbar, wenn die 2/+1 Bezie-
hungen

Jpﬁd8=0; Jpnd8=0

erfiillt sind.

In allen Fallen verhélt sich die Aufgabe wie ein System line-
arer Gleichungen mit (auBer im Fall m=0) verschiedener Anzahl
der Reihen und Kolonnen, Die Mitteilung dieser Beispiele war
der Zweck vorliegender Note. Sie sind ein spezieller Fall einer

® Vgl. den Existenzbeweis bei F. NOETHER, L ¢. (3).
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12 (A1) Norruer: Uher die Losungszahl von Randwertaufgaben.

grofleren Klasse von Aufgaben, die, wie die behandelte, von zwei
auf emer geschlossenen Randkurve § definierten Funktionen
] (s), 7 (3) abhingen. Fiir diese Aufgaben gelten analoge Sitze
tiber die Nullosungszahlen, wobei an Stelle der ganzen Zahl m
(bzw. —1) der ganzzahlige Index

1 -
me= g /'d l_lug(/'. (8) = iu (.9))]

20 g

tritt. Sie sollen an anderer Stelle behandelt werden.




