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I. Historische Entwicklung.'

1. Mathematik als Kunst des Berechnens und Vermes-
sens.

Die Wurzeln zu dem Komplex unserer heutigen Kultur, den wir Mathematik
nennen, reichen bis in die frithesten Zeiten zuriick, aus denen uns historische
Kulturzeugnisse vorliegen. Sie beginnen mit der Konzeption von abstrakten
Grundbegriffen wie ,,Zahl*, | Gerade” aus den konkreten Gegensténden der
Erfahrung, und mit der Verwendung dieser Begriffe zur Behandlung von Auf-
gaben aus dem praktischen Leben.

Bei den Babyloniern finden wir eine weitgehend ausgebildete Kunst des
Zahlenrechnens, die nicht nur im kaufménnischen Leben, sondern z. B. auch
auf die Berechnung des Laufes der Gestirne angewandt wurde.

Bei den Agyptern war die Kunst der raumlichen Vermessung hoch ent-
wickelt und diente zur Aufteilung der Felder und Errichtung von Bauwerken.

In beiden Féllen waren die benutzten Regeln fiir das Zahlenrechnen und
das Vermessen geometrischer Gebilde aus der Erfahrung gewonnen. Es waren
praktische Rezepte, fiir die man sich mit der durchgéngigen Bestatigung in
der Erfahrung begniigte, ohne tiefer dariiber nachzudenken.

Als Beispiel sei etwa die Rechtwinkelregel der Agypter angefiihrt:

3 3 12=3+4+5

| I 1
4

Eine Schnur von 12 Léngeneinheiten, so iiber drei Pflocke gespannt, dafs die
Abschnitte 3, 4, 5 Langeneinheiten sind, gibt zwischen den beiden kleineren
Abschnitten einen rechten Winkel.

Wir erkennen darin heute einen speziellen Fall des Satzes des Pythagoras,
oder genauer seiner Umkehrung, daf nédmlich in einem Dreieck, in dem die
Quadratsumme der beiden kleineren Seiten gleich dem Quadrat der dritten
Seite ist, hier

32 +4% =57
der Winkel zwischen den beiden kleineren Seiten ein rechter ist.
Die Agypter kannten aber diesen Satz des Pythagoras nicht. Fiir sie war

'Der Aufsatz erschien erstmals 1953 in Studium Generale, Band 6, S. 392-398.



die Rechtwinkelregel lediglich ein praktisches Rezept zur Absteckung eines
rechten Winkels.

2. Mathematik als Kunst des Beweisens.

Es sind zuerst die Griechen gewesen, die iiber solche Regeln tiefer nachdach-
ten und das Bediirfnis empfanden, die empirische Bestétigung durch einen
logischen Bewets zu unterbauen. So entstand z.B. aus der dgyptischen Recht-
winkelregel bereits in der frihgriechischen Zeit der Satz des Pythagoras nebst
seiner Umkehrung.

Die grof$e Bliitezeit der klassischen griechischen Kultur hat dann aus den
empirischen Erkenntnissen der vorgriechischen Zeit ein grofartiges Lehrge-
béude von padnuarTa entwickelt, wie es in dem Kompendium der klassisch-
griechischen Mathematik, in den Elementen von Euklid, niedergelegt ist.

Diese pavnots, von der der heutige Name ,,Mathematik® herriihrt, ent-
springt einer vollig anderen Triebkraft als die praktischen Rezepte der vor-
griechischen Zeit, ndmlich der pthocopia, der Liebe zur Weisheit. Sie befrie-
digt den Drang des Menschen nach Erkenntnis um ihrer selbst willen, und
zwar nach einer Erkenntnis, die durch logische Beweise unterbaut ist und
daher objektive, fir alle Zeiten giiltige Wahrheiten liefert.

Fiir die praktischen Anwendungen bringen die logischen Beweise keinen
Nutzen; fiir sie geniigt die durchgéngige empirische Bestétigung. Die Grie-
chen sehen diesen realen Standpunkt als einen niederen an. Die praktische
Rechenkunst (AoyioTikn), wie sie etwa im kaufménnischen Leben gebraucht
wird, hat keinen Platz in der von idealem Streben nach Wahrheit beherrsch-
ten Akademie Platons, Dort wird nur die aus ihr erwachsene Theorie der
Zahlen und algebraischen Prozesse gepflegt, wie sie in geometrischer Einklei-
dung in die spateren Biicher von Euklids Elementen eingegangen ist. Erst
diese theoretische Art der Betrachtung liefert paidnows (Wissenschaft) im
griechischen Sinne. Praktische Erkenntnisse sind nur Vorwissenschaft, indem
sie heuristisches Prinzip fiir die Gewinnung der ihnen zugrundeliegenden ewig
giiltigen Wahrheiten sind. Die Griechen gehen in der klassischen Epoche in
dieser auf das rein Geistige gerichteten Haltung sogar so weit, dafs bei der Ge-
samtdarstellung der wissenschaftlichen Ergebnisse Euklids Elementen jeder
Hinweis auf die heuristisch zugrundeliegenden vorwissenschaftlichen Quellen
unterdriickt ist.

Zusammenfassend kann man sagen, daf die Mathematik der klassischen
griechischen Epoche nach Inhalt und Methoden reinste Geisteswissenschaft
ist.



3. Mathematik als Mittel zum Verstandnis der Natur.

Zwischen dem vorgriechischen rein-praktischen und dem klassisch-
griechischen rein-theoretischen  Standpunkt wurde dann in der
spatgriechischen Zeit eine grofartige Synthese vollzogen, namlich die
Fruchtbarmachung der gewonnenen theoretischen Erkenntnisse zum wis-
senschaftlichen Verstindnis und damit dann auch zur Beherrschung des
Naturgeschehens. Man war schon friither auch an die in der Natur gemachten
Beobachtungen mit der Haltung der ¢tAooopia herangegangen, d. h. man
wollte wissen, , was die Welt im Innersten zusammenhalt‘. Und da zeigte
sich nun in der spéatgriechischen Epoche, dafs das inzwischen aus rein-idealen
Triebkréaften geschaffene mathematische Riistzeug von grofiter praktischer
Bedeutung war, indem es ermoglichte, feste Gesetze fiir den Ablauf des
Naturgeschehens zu formulieren. Man fand die pythagoridische These:
'O Yeos aptdunTiCer die bei den Pythagoridern selbst nur vage gefiihlt und
spekulativ ausgebaut war, iiberall in der Natur in dem Sinne bestétigt,
daf das Naturgeschehen nach strengen, in der Sprache der Mathematik
geschriebenen Gesetzen abliuft. Kurz, es entstanden die Anféinge dessen,
was wir heute theoretische Physik nennen, so etwa die dynamischen und
hydrodynamischen Grundgesetze bei Archimedes und das antike Weltbild des
Ptolomaus.

In diesen drei antiken Phasen der Mathematik liegt eigentlich schon alles
vorgezeichnet, was sich heute nach tiber 2000 Jahren zu dem Thema dieses
Vertrags sagen lafst. Auf dem Gebiet der Mathematik gilt in ganz besonderem
Mafe, dals die griechische Kultur die wesentliche Grundlage unserer heutigen
abendlindischen Kultur ist.

II. Aspekte der heutigen Mathematik.

1. Reine Mathematik.

Die griechische Auffassung von der Mathematik als Geisteswissenschaft ist
heute durch die grofartige Weiterentwicklung der reinen Mathematik, vor
allem in den letzten drei Jahrhunderten, zu einer unbestrittenen Realitét
geworden.

Es ist schwer zu umgrenzen, was Mathematik in diesem Sinne eigentlich
ist. Man kann aber jedenfalls folgendes sagen:

Die Gegenstinde der Mathematik sind nicht Objekte der Aufenwelt, son-
dern Objekte unseres Denkens und unserer inneren Anschauung, also Objekte
unserer Geisteswelt, ndmlich

Zahlen, Figuren,



beides durch Abstraktion aus der Aufsenwelt gewonnene Begriffe. Thnen ent-
sprechen die beiden grofen Zweige, in die sich die heutige Mathematik auf-
spaltet, ndmlich
Zahlenlehre Figurenlehre
(Arithmetik, Analysis), (Geometrie).

Dafl die Zahlen Objekte unserer Geisteswelt sind, ist klar. Die einfach-
sten unter ihnen, die natirlichen Zahlen, entspringen durch gedankliche Ab-
straktion aus Gegenstandsmengen in der Aufenwelt. Darauf bauen sich dann
durch logische Konstruktionsprozesse die sukzessiven Erweiterungen auf, zu
den ganzen, den rationalen, den reellen und den komplexen Zahlen. Es sei
ausdriicklich betont, dafs die fiir die Anwendungen in der Naturwissenschaft
so wichtigen reellen Zahlen logische Konstruktionen aus dem Urmaterial, den
natiirlichen Zahlen, sind. Heuristischer Ausgangspunkt fiir diese Konstrukti-
on ist die Aufgabe der Streckenmessung. Man kann aber die reellen Zahlen
nicht einfach als ,,Malfszahlen von Strecken einfiithren, weil man dabei ja die
Existenz eines Zahlbereichs, der fiir die Streckenmessung geeignet ist, vor-
weg postuliert. Schon die Griechen haben dies erkannt und gezeigt, wie man
die fiir die Streckenmessung erforderlichen Zahlen in logisch einwandfreier
Weise aus den natiirlichen Zahlen konstruiert (Verhéltnislehre des Eudoxos
aus dem fiinften Buch von Euklids Elementen). Die moderne Losung dieses
Konstruktionsproblems (Dedekindsche Schnitte) kniipft unmittelbar an diese
antike Losung an.

Was die Figuren betrifft, so sind auch sie nicht Gegensténde der Aufsen-
welt, sondern Abstraktionen aus solchen, hier nicht im Bereich des Denkens,
sondern in demjenigen Bereich unseres Geisteslebens, den Kant die innere
Anschauung genannt hat. Wenn auch dieser Kantsche Begriff vielfach um-
stritten Ist, so ist doch klar, dak etwa die Geraden der Euklidischen Geome-
trie etwas grundsitzlich anderes sind als die Geraden der Physik. Die Ge-
raden der Mathematik sind nach Kant apriorische Gegebenheiten in unserer
inneren Anschauung. Diese Auffassung hat allerdings der modernen Kritik
nicht standgehalten. Sie wird nach Hilbert durch die axiomatische Auffas-
sung ersetzt, bei der die Geraden zusammen mit den Punkten ein System
von zwei gedanklichen Gegenstandsorten sind, zwischen denen eine Reihe
von Relationen, Axiome genannt, bestehen, unter denen vor allem das Par-
allelenaxiom eine fiir die euklidischen Geraden charakteristische Bedeutung
hat. Auf die Frage des Kantschen a priori kommt man bei dieser Auffassung
erst, wenn man fragt, wieso man gerade diese Axiome zugrunde legt, die
jedenfalls vom reinen Denken her vor anderen maoglichen Axiomen (nichteu-
klidische Geometrie) in keiner Weise bevorzugt sind. Ob es so etwas wie eine
innere Anschauung gibt, in der die euklidischen Axiome vor anderen Mdoglich-
keiten bevorzugt sind, ist eine strittige Frage der Philosophie. Wie man sich



auch zu dieser Frage einstellt, jedenfalls sind die Geraden der Physik nicht
apriorisch gegeben und iiberhaupt keine Gegenstédnde unserer Geisteswelt.
Sie sind vielmehr unmittelbar in der Aufenwelt gegeben als die Bahnlini-
en von elementaren Materieteilchen oder von Lichtquanten im kréaftefreien
Feld. Sie tragen, wie alle physikalischen Definitionen, eine Unbestimmtheit
und sogar eine Gebundenheit an den Stand unserer Naturerkenntnis in sich.
Die Aussagen der Geometrie handeln nicht von diesen verschwommenen, im
Bereich unserer dufseren Erfahrung auftretenden Geraden, sondern von den
logisch prézise definierten Geraden der Mathematik.

Mit dieser modernen logischen Auffassung von den Gegenstédnden der
Geometrie und der auf Descartes zuriickgehenden Beschreibung geometri-
scher Sachverhalte durch rechnerische Beziehungen zwischen Zahlen wird
iibrigens der klassischen Nebeneinanderstellung der beiden Hauptzweige der
Mathematik:

Zahlenlehre, Figurenlehre,
ihre Grundlage genommen, indem eben die Figurenlehre der Zahlenlehre un-
tergeordnet wird. Statt dessen tritt in der modernen Mathematik eine andere,
rein logisch fundierte Einteilung in zwei wesensverschiedene Hauptzweige:
diskrete Mathematik, kontinuierliche Mathematik.
Diese Einteilung wird, grob gesagt, gegeben durch die Unendlichkeitsstufie
des betrachteten Bereichs mathematischer Gegenstinde und der zu seiner Be-
schreibung verwendeten logischen Schluftweisen. Im Bereich der Zahlen liegt
der Schnitt zwischen den rationalen Zahlen, deren jede durch einen endlichen
Konstruktionsprozefs aus den natiirlichen Zahlen gewonnen werden kann, und
deren Bilder auf der Zahlgeraden diskret liegen, und den reellen Zahlen, die
erst durch unendliche Konstruktionsprozesse gewonnen werden und deren
Bilder auf der Zahlgeraden kontinuierlich liegen. Die Unterscheidung beruht
auf der Unmoglichkeit, das Kontinuum vom Diskreten her durch finite logi-
sche Konstruktion zu erfassen. Es handelt sich um dieselbe Unterscheidung,
die schon in den beiden diametral entgegengesetzten Standpunkten
Atomismus, TQVTQ PEL
der griechischen Mathematik und Naturlehre hervortritt und deren Unver-
einbarkeit dort zu heftigen Diskussionen iiber die logischen Grundlagen der
Mathematik und der Naturerkenntnis gefiihrt hat.? Und heute tritt diese
Unterscheidung in den beiden nebeneinander bestehenden und sich schein-
bar widersprechenden Auffassungsweisen der modernen Physik:
Korpuskulartheorie, Wellentheorie,

2Siehe dazu H. Hasse-H. Scbolz, Die Grundlagenkrisis der Griechischen Mathematik.
Pan-Biicherei, Gruppe Philosophie, Nr. 3, Pan-Verlag Kurt Metzner G.m.b.H., Berlin-
Charlottenburg 1928.



hervor, die ebenso heftige Diskussionen iiber die logischen Grundlagen unse-
rer Naturerkenntnis aus gelost hat.

Soviel iiber die Gegenstinde der Mathematik. Die Mathematik selbst
ist ein Lehrgebdude, das Aussagen iiber diese Gegenstdnde durch logisches
Schlieflen beweist.

Dazu ist aber folgendes zu sagen: Nicht jede beliebige Aussage dieser
Art ist Mathematik im wissenschaftlichen Sinne, z. B. nicht die Aussage:
2-3 = 3-2 oder die Aussage: in einem rechtwinkligen Dreieck mit den beiden
Katheten 3, 4 ist die Hypotenuse 5. Fiir eine echte mathematische Aussage
ist vielmehr wesentlich, daft durch ein endliches logisches Schlufsverfahren
eine Wahrheit iiber eine unendliche Gesamtheit von Gegenstéinden bewiesen
wird, also etwa tliber

alle natiirlichen Zahlen (z. B. ab = ba),
alle rechtwinkligen Dreiecke (z. B. Satz des Pythagoras).

Wiéhrend némlich die Aussagen der ersteren Art jeweils durch ein einfa-
ches Experiment bestétigt werden konnen, wiren zur Bestétigung von Aus-
sagen der letzteren Art unendlich viel solche Experimente erforderlich, die
mit menschlichen Kréften nicht ausfiihrbar sind. Daf es dem menschlichen
Geist trotzdem gelingt, die Richtigkeit solcher Aussagen iiber eine unendli-
che Menge von Einzelfallen durch ein endliches logisches Schluftverfahren zu
beweisen, ist eines der erstaunlichsten Wunder in unserer geistigen Welt. Nur
wo sich dieses Wunder vollzieht, nur wo durch diese wunderbare Fahigkeit
unseres Geistes ewig giiltige Wahrheiten iiber unendliche Mengen von Ge-
genstanden unserer inneren Erfahrung gewonnen werden, liegt das vor, was
wir Mathematik im echten wissenschaftlichen Sinne nennen.

Und iiber diese Forderung an die Einzelaussagen hinausgehend, mufs auch
noch eine Forderung an das ganze Aussagengebdude erfiillt sein, wenn diese
eine echte mathematische Theorie sein soll. Die einzelnen Aussagen diirfen
nicht lediglich eine Sammlung von zusammenhangslos dastehenden Einzel-
tatsachen sein; sie miissen sich vielmehr in organischer Weise zu einem harmo-
nischen Ganzen zusammenschlieffen, das von &sthetischen Gesichtspunkten,
wie Klarheit, Durchsichtigkeit, Pragnanz, Eleganz, durch die Fragestellungen
ausgeloste Spannung, durch die Uberzeugungskraft der Beweise vermittelte
Befriedigung, beherrscht wird. Eine diesen Bedingungen geniigende mathe-
matische Theorie, wie etwa

Infinitesimalrechnung, Zahlentheorie, Funktionentheorie,
ist ein durch seine Schonheit imposantes Gebilde, ein durch seine Dynamik
lebensvoller Organismus, kurz ein Kunstwerk, und dient, wie ein grofter Ma-
thematiker einmal gesagt hat, einzig und allein der Ehre des menschlichen
Geistes.



2. Angewandte Mathematik.

Neben diesem FEigenleben der Mathematik als einer reinen Wissenschatft, ei-
ner Geisteswissenschaft, steht als ebenso unbestrittene Realitét ihre dienen-
de Funktion als eine angewandte oder besser anwendbare Wissenschaft, nicht
nur in der untergeordneten vorgriechischen Rolle einer Kunst des Berechnens
und Messens, sondern vor allem in der souveranen spéatgriechischen Rolle ei-
ner Kunst des Erklirens, Verstebens und damit Beherrschers der Natur.

Die eigentiimliche und einzigartige Stellung der lathematik in dieser Hin-
sicht hat Kant dahin zusammengefafst, daf eine Wissenschaft diesen Namen
nur insoweit verdient, als sie mit den Methoden der Mathematik vorgeht. Wir
konnen diese Kantsche These auch heute noch bejahen, jedenfalls im Bereich
der sog. exakten Naturwissenschaften. Die Mathematik erscheint in ihnen
als ein ordnendes Prinzip fiir die so unendlich komplizierte Fiille der Erschei-
nungen der Aufsenwelt und dariiber hinaus als eine Methode, das Geschehen
in dieser Aufenwelt dadurch einheitlich zu verstehen, daf es allgemeinen, in
mathematischer Sprache geschriebenen Gesetzen unterworfen wird.

Dals es dem Lehrgebdude der reinen Mathematik, mit seiner vorher
geschilderten logischen und &asthetischen Eigengesetzlichkeit, gelingt, diese
Funktion so handgreiflichem und durchschlagendem FErfolg zu erfiillen, ist
ein vielleicht noch tieferes Wunder wie die vorher besprochene wunderbare
Fahigkeit des Menschengeistes, mittels endlicher logischer Schlufsverfahren
zu Aussagen iiber unendliche Gesamtheiten zu gelangen. Denn wihrend dort
die Gesamtheiten unserer inneren Erfahrung, also unserem Denken, entstam-
men und mit den Methoden eben dieses Denkens angepackt werden, handelt
es sich hier um Gegensténde unserer duferen Erfahrung, die, von vornherein
dem denkenden ,,Subjekt” als ganz andersartiges ,,Objekt” gegeniibersteht.

Nun ist allerdings zu sagen, daf die in mathematischer Form tiber die Au-
fenwelt gemachten Aussagen, die Naturgesetze, nicht den Anspruch auf vollig
exakte Giiltigkeit in der wirklichen Aufsenwelt machen kénnen. Die in sie ein-
gehenden Begriffe und die Gesetze selbst sind immer an idealisierende Vor-
aussetzungen gebunden, die in Wirklichkeit niemals genau realisiert sind. Es
gibt in der Wirklichkeit eben keine Massenpunkte, keine kréftefreien Felder
usw. Bei den Naturgesetzen handelt es sich demnach um Aussagen iiber eine
idealisierte Aufenwelt, die in Wahrheit nur in unserer Vorstellung existiert.
Aber es lassen sich fiir die Abweichungen, die in der wirklichen gegeniiber
dieser idealisierten Aufsenwelt vorliegen, auf mathematischem Wege Grofien-
abschétzungen gewinnen und damit Genauigkeiten festlegen, innerhalb derer
die Naturgesetze Giiltigkeit beanspruchen kénnen. Und es bleibt dann auch
bei dieser Einschrankung die wunderbare Tatsache, daf man auf Grund von
mathematisch formulierten Naturgesetzen Prophezeiungen iiber den Ablauf



des Naturgeschehens machen kann. Daf ein frei losgelassener Stein nach 2 sec
eine Hohe zwischen 19 und 20 m durchfallen haben wird, erscheint uns auf
Grund des Galileischen Fallgesetzes s = %tz ebenso unbedingt gewifs, wie auf
Grund des kommutativen Multiplikationsgesetzes ab = ba die Tatsache, dafs
wir bei Ausfithrung der Multiplikation zweier zehnstelliger Zahlen in beiden
Reihenfolgen das gleiche Ergebnis erhalten werden. Nur dafs beim Fallgesetz
unser Erstaunen iiber die Moglichkeit einer solchen Prophezeiung mit Recht
noch grofser ist als beim Zahlenrechnen. Es ist eben ein grundsétzlicher Un-
terschied zwischen dem Wahrheitscharakter von Prophezeiungen iiber unsere
Gedankenwelt und iiber die Auflenwelt vorhanden. Daf das Fallgesetz ein-
mal verletzt sein konnte, ist fiir den menschlichen Geist denkbar, nicht aber,
daf das kommutative Multiplikationsgesetz fiir die natiirlichen Zahlen einmal
verletzt sein konnte.

Kant hat sich iiber das Wunder der Anwendbarkeit der Mathematik auf
das Naturgeschehen tiefe Gedanken gemacht. Seine Antwort war, dak wir die
Natur ja tiberhaupt nur durch die uns inhérente Brille der rdumlichen und
zeitlichen Form unserer inneren Anschauung wahrnehmen, und daf wir da-
mit die fiir diese Form a priori giiltigen mathematischen Gesetze von uns aus
in die Natur hineinsehen. Der Kern dieser Kantschen Antwort ist, von der
strittigen Frage des apriorischen Charakters gerade der euklidischen Geome-
trie und iiberhaupt der geometrischen Gegenstiande abgesehen, auch heute
noch zu bejahen. Wie man aber auch zu dieser Kantschen These steht, sie
erklart doch lediglich, wieso die Mathematik als ordnendes Prinzip fiir die
Erscheinungen der Auflenwelt geeignet ist, und bestenfalls, wieso sie uns zu
einem tieferen Verstédndnis dieser Erscheinungen verhelfen kann, aber nicht,
wieso die mit ihren Denkmitteln aus den Beobachtungen in der Vergangen-
heit gewonnenen Naturgesetze Anspruch auf absolute Giiltigkeit, also auf
Giiltigkeit auch in allen zukinftigen Fallen, erheben kénnen. Die von Kant
hierfiir versuchte Erkldrung, daf ein gesetzméfiger Ablauf des Naturgesche-
hens notwendige Voraussetzung fiir die Mdoglichkeit aller wissenschaftlichen
Naturerkenntnis sei, erscheint mir vom streng logischen Standpunkt aus als
eine petitio principii, so fruchtbar auch der in ihr liegende Idealismus, die in
ihr liegende Uberzeugung von der Notwendigkeit der Existenz allgemeingiil-
tiger Naturgesetze als Arbeitshypothese fiir den Naturwissenschaftler ist.

III. Tendenzen in der modernen Mathematik.

Es sollen jetzt noch kurz einige Tendenzen in der modernen Mathematik
besprochen werden, und zwar solche Tendenzen, von denen aus die beiden
vorstehend besprochenen Aspekte als reine und angewandte Mathematik von



verschiedenen Seiten aus beleuchtet werden.

1. Synthese zwischen reiner und angewandter Mathe-
matik.

Der Begriff der angewandten Mathematik als ein besonderer, der reinen Ma-
thematik gegeniiberstehender Wissenschaftszweig ist erst in neuerer Zeit ent-
standen. In den beiden grofen Zeitschriftengriindungen des vorigen Jahrhun-
derts:

Crelles Journal fiir die reine und angewandte Mathematik,

Journal de Liouville des mathématiques pures et appliquées,
tritt er zwar schon hervor; die Tatsache aber, daf in diesen Organen bei-
den Zweigen Raum gegeben wird, zeigt, dafs die beiden Aspekte noch als
eine Finheit angesehen wurden. Eine selbstédndige Bedeutung als besonderer
Wissenschaftszweig bekam die angewandte Mathematik vor allem durch die
reformatorische Wirksamkeit von Feliz Klein, des grofsen Organisators der
Mathematik um die Jahrhundertwende, der einer Unterbewertung der ange-
wandten Mathematik unter dem Einflufs des Neuhumanismus entgegentrat
und dazu, bei aller Betonung der Einheit beider Zweige, nachdriicklich fiir
die Pflege des angewandten Zweiges als einer besonderen Wissenschaft ein-
trat. So kam es zur Griindung besonderer Zeitschriften und Vereinigungen
ausgesprochen angewandter Fachrichtung und zur Einfiihrung besonderer
Lehrstithle und Vorlesungskurse fiir die angewandte Mathematik.

Obwohl diese Einrichtungen bis in die heutige Zeit fortbestehen und ein
reges wissenschaftliches Eigenleben entwickelt haben, ist die heutige Tendenz
doch ganz deutlich auf eine erneute Verschmelzung dieser Trennung gerich-
tet. Der tiefere Grund dafiir liegt in folgenden immer klarer hervortretenden
Tatsachen:

Einerseits haben Fragestellungen, die aus den Anwendungen entsprun-
gen sind, immer wieder die reine Mathematik ganz entscheidend befruchtet.
Dies liegt auf der Hand fiir die Entstehung und den Ausbau der Infinite-
simalrechnung. Ein anderes Beispiel ist etwa die Theorie der Entwicklung
willkiirlicher Funktionen nach Eigenfunktionen, die, aus physikalischen Fra-
gen der Schwingungslehre entsprungen, zu einer tiefgreifenden Umwéalzung
des Funktionsbegriffs und auf dieser Basis zu neuen, rein-mathematischen
Theorien, wie Integralgleichungen, Funktionalanalysis, gefiihrt hat.

Andererseits hat es sich auch immer wieder gezeigt, dafs Erkenntnisse
der reinen Mathematik, die mit keinerlei Gedanken an etwaige Anwendun-
gen gewonnen wurden, plotzlich — und oft erst Menschenalter nach ihrer
Entdeckung — sich als entscheidende Hilfsmittel fiir Anwendungen erwiesen.
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Man denke hierbei etwa an die von Gauf§ zuerst in der Algebra und Zahlen-
theorie eingefiihrten komplexen Zahlen, die heute ein nicht mehr wegzuden-
kendes Hilfsmittel in der theoretischen Physik und sogar in der praktischen
Physik (Elektrotechnik) geworden sind. Oder an die Riemannsche Geome-
trie, die, aus rein-mathematischen Fragestellungen der Differentialgeometrie
auf Flachen erwachsen, spater die Grundlage fiir die Einsteinsche Relativi-
tatstheorie geworden ist.

Solche Beispiele in beiderlei Richtung liefsen sich h&ufen.

Sie lehren, daf eine scharfe Trennungslinie zwischen reiner und angewand-
ter Mathematik iiberhaupt nicht zu ziehen ist. Was heute nur ,,angewandtes®
Interesse hat, kann morgen entscheidende Bedeutung vom ,reinen” Stand-
punkt aus haben, und umgekehrt. Natiirlich wird es immer Mathematiker
geben, die mehr nach der einen oder anderen Seite veranlagt, interessiert
und téatig sind, und das ist auch gut, weil nur so hochste Leistungen in der
einen oder anderen Richtung zu erwarten sind. Aber die Mathematik, an der
sie beide arbeiten, ist im Grunde eine untrennbare Einheit. Erst durch ihr
Doppelgesicht, als reine und angewandte Mathematik bekommt sie ihre be-
herrschende Stellung als eine der wesentlichen Grundlagen unserer Kultur.

2. Mathematik als experimentierende Wissenschaft.

Man stellt sich gemeinhin vor, dafs zwischen der Arbeit des schopferischen,
reinen Mathematikers und der des Naturwissenschaftlers ein himmelweiter
Unterschied besteht, indem der erstere seine Erkenntnisse durch streng de-
duktives logisches Denken erzwingt, der letztere dagegen durch eine beob-
achtende, experimentierende Tatigkeit gewinnt.

Demgegeniiber ist zu sagen, daf auch fiir den Mathematiker das Experi-
ment eine wichtige Rolle spielt, vor allem in der vorher besprochenen diskre-
ten Mathematik. Nur daft dieses Experimentieren des Mathematikers nicht
wie beim Physiker an Objekten der duleren Erfahrung erfolgt, sondern an
Objekten der inneren Erfahrung, der eigenen Gedankenwelt. Mit den Zahlen
léft sich ebenso schon, technisch sogar viel leichter, als etwa mit den Elektro-
nen, experimentieren. Ein solches Fxperimentieren mit Zahlen ist hdufig, und
gerade bei den ganz grofen Ergebnissen, der erste Akt der Entdeckung gewe-
sen. Da das Experimentieren sich nur auf einen Endlichen Bereich erstrecken
kann, fiihrt es natiirlich nicht ohne weiteres zu mathematischen Theoremen.
Als zweiter Akt folgt dann etwas, was der Mathematiker in gleichem Mafe
haben mufs wie der seine Beobachtungen ausdeutende Naturwissenschaftler,
nédmlich die Phantasie, mit der er aus dem durch die Experimente gewon-
nenen beschrinkten Material das ihnen zugrundeliegende allgemeine Gesetz
erschaut. Auch fir den Mathematiker, gemeinhin nur als der Mann der mes-
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serscharfen Logik bekannt, ist die Phantasie ein unentbehrliches Hilfsmittel.
Hilbert hat das einmal scherzhaft betont, indem er von einem abtriinnig ge-
wordenen Schiiler sagte, er sei unter die Dichter gegangen, weil seine Phan-
tasie fiir die Mathematik nicht ausgereicht habe. Und wie beim Naturwissen-
schaftler als dritter Akt schlieklich die Unterordnung des erschauten neuen
Gesetzes unter allgemeine Prinzipien zu leisten ist, so beim Mathematiker
die Unterordnung unter die Axiome, d. h. der strenge logische Beweis. Dieser
logische Beweis, so wesentlich er auch fiir den echt-mathematischen Cha-
rakter der gewonnenen Erkenntnis ist, steht demnach bei dem eigentlichen
Schopfungsakt im Hintergrund. Er ergibt sich in den meisten Féllen ganz
zwangslaufig, wenn es der Phantasie gelungen ist, die Wahrheit richtig zu er-
schauen. Fihrer fiir die Phantasie zu einem solchen Erschauen der Wahrheit
ist meist das Kriterium der Schénheit; es ist eben auch in der Mathematik
das Prinzip von der prdstabilierten Harmonie realisiert, das der Leibnizsche
Ausdruck fiir das vorhin besprochene Wunder ist.

So besteht also, was die Arbeitsmethoden betrifft, durchaus kein so grofter
Unterschied zwischen Mathematik und Naturwissenschaften, wie man ge-
meinhin glaubt. Mathematik ist vielmehr im Grunde selbst eine Naturwis-
senschaft, ndmlich eine Wissenschaft von Gegenstédnden unserer inneren Er-
fahrung.

3. Mathematik als begrifflich-vereinheitlichende Wis-
senschaft.

Im Laufe der historischen Entwicklung haben sich Epochen mit ganz ver-
schiedenartigen Grundtendenzen mathematischen Schaffens abgelost.

Auf die stiirmische Vorwértsentwicklung im Aufklarungszeitalter, deren
Lebensstrom wesentlich aus den Anwendungen flofs, und die sich im Drange
der zu bewiéltigenden Aufgabenfiille nicht die Zeit zu vollig exakter logi-
scher Begriindung nahm, folgte im vergangenen Jahrhundert eine Periode
der Riickbesinnung auf das logische Fundament des inzwischen errichteten
grandiosen Gebdudes, verbunden mit einer Vertiefung des Erreichten nach
der rein-theoretischen Seite hin.

Zu Beginn dieses Jahrhunderts schien es, als ob die zu immer groferer Ho-
he, Tiefe und Breite anwachsende mathematische Wissenschaft in eine Reihe
von einander getrennter Einzeldisziplinen zerfallen sollte. Die Vertreter der
drei grofen Fachrichtungen:

Arithmetik-Algebra, Analysis, Geometrie,
und sogar die Vertreter einzelner Zweige dieser Fachrichtungen arbeiteten an
speziellen Problemen von vollig verschiedenartigem Charakter und Zielset-
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zung, und sie verloren immer mehr das gegenseitige Verstdndnis nicht nur
fiir ihre Ergebnisse, sondern auch fiir ihre Fragestellungen. An dieser Ten-
denz zum Zerfall konnte es auch nichts dndern, daf es noch einzelne ganz
grofse Mathematiker von universalem Charakter gab, wie etwa Hilbert, der
im Laufe seines Lebens auf fast allen Einzelgebieten mathematischen Schaf-
fens entscheidende und fiir lange Zeit richtungsweisende Fortschritte erzielte,
ahnlich wie ein Jahrhundert zuvor der princeps mathematicorum, Gauf.

In neuester Zeit ist nun deutlich erneut eine Tendenz zur Vereinheitli-
chung des groken Gesamtkomplexes der mathematischen Wissenschaft zu
erkennen. Diese Tendenz kommt von einer ganz unerwarteten Seite her. Es
breitet sich ndmlich eine der bisher als ausgesprochenes Spezialgebiet —
und noch dazu von besonders abstraktem Charakter — empfundene Dis-
ziplin in immer steigendem Malse iiber alle anderen Disziplinen aus, nam-
lich die Algebra. Urspriinglich als Theorie des Auflésens von Gleichungen
erwachsen, wird sie immer mehr zu einer Formlehre der Gesamtmathematik,
wie sie schon Leibniz als mathesis universalis vorgeschwebt hatte. Nachdem
schon seit langem durch Descartes die Geometrie den Methoden der klassi-
schen Algebra untergeordnet war, setzt der neue Siegeszug der Algebra mit
Felix Klein ein, der den auf dem Boden der klassischen Algebra erwachse-
nen Gruppenbegriff als systematisierendes und beherrschendes Leitprinzip
nicht nur fiir die Algebra selbst, sondern auch fiir die Geometrie und die
Funktionentheorie hinstellte. Diese bei Klein erstmalig hervortretende Ten-
denz, die ihrem Inhalt nach heterogenen mathematischen Einzeldisziplinen
durch Aufdecken gemeinsamer Formen, gemeinsamer formaler Grundbegrif-
fe, gemeinsamer formaler Schluffweisen wieder zusammenzufithren und von
gemeinsamen allgemeinen Gesichtspunkten aus gegenseitig versténdlich zu
machen, hat sich in der Entwicklung der letzten Jahrzehnte in auflerordentli-
chem Mafte bewéahrt. Zu dem Gruppenbegriff sind andere Begriffe und ganze
Disziplinen von dhnlicher Allgemeinheit hinzugetreten, wie

Mengenlehre, Topologie, Verbandstheorie, Maftheorie,
die zunéchst innerhalb der Algebra heranwachsend, dann iiber sie hinaus-
greifend, allméhlich alle mathematischen Disziplinen durchsetzt und auf ihre
einheitliche Gestaltung hingewirkt haben.

Bis in die mathematische Physik hinein ist diese Entwicklung erkennt-
lich. So ist in der Quantenmechanik der Schrodingerschen Behandlung mit
den klassischen analytischen Hilfsmitteln aus der Theorie der Differential-
gleichungen, die Heisenbergsche Behandlung mit dem der linearen Algebra
entnommenen Hilfsmittel der Matrizen zur Seite getreten, und es ist be-
zeichnend, dafs Heisenberg die Anregung zu dieser Gestaltung der Quanten-
mechanik aus seiner Beriihrung mit dem abstrakt-algebraischen Arbeitskreis
von Emmy Noether erhalten hat. Und dieser Heisenbergschen Behandlung,
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die mit den vom algebraischen Standpunkt aus noch als konkret zu bezeich-
nenden Matrizen arbeitet, ist die Diracsche Begriindung gefolgt, die statt
dessen mit Operatoren in einem abstrakten, d. h. axiomatisch festgelegten
metrischen Zustandsraum im Sinne der Topologie und Mafstheorie arbeitet.
Durch Jordan ist schlieklich auch die aus der formalen Logik, Mengenlehre
und abstrakten Algebra erwachsene Verbandstheorie als leitendes Prinzip fiir
grundlegende Fragen der Quantenmechanik herausgestellt worden.

In ganz prononzierter Form ist diese wereinheitlichende Tendenz durch
Algebraisierung das leitende Prinzip eines neuen Versuchs zu einer Gesamt-
darstellung der Mathematik geworden, der gegenwértig in einer grofs ange-
legten Gemeinschaftsarbeit franzosischer Mathematiker unter dem Sammel-
namen Bourbak: unternommen wird. Hierher gehort z. B. als eine schone
Frucht die théorie des distributions von Laurent Schwartz mit ihrer so wun-
derbar vereinfachenden und durchsichtig machenden Wirkung auf die Fragen
der Reihenentwicklungen in der mathematischen Physik. Wenn auch an der
Bourbakischen Methodik und vor allem an der gewéahlten Darstellungsform
im einzelnen noch mancherlei Kritik zu iiben ist, so kann man doch heute
schon sagen, daf hier ein ganz entscheidender Schritt zur Wiederherstellung
der Einheit der mathematischen Wissenschaft, zu einer Leibnizschen mathe-
sis universalis, getan wird, der nicht zuletzt auch fiir die Anwendungen der
Mathematik in den Naturwissenschaften eine fruchtbare Auswirkung haben
wird.
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