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202 . L. KoENIGSBERGER,

\ unabsehbare Zeit hinaus im mathematischen Unterrichte weitans
der meisten Schulen alles beim alten bleiben soll. — Hinsichtlich
der speciellen Eigenthﬁmlichkeiten des ersten Theiles wird an dieser
Stelle auf den von der Verlagshandlung versendeten Prospect ver-
wiesen.

Waren. . V. Schlegel. o 1

L. Koenigsberger: Vorlesungen iiber die Theorie der hyper-
elliptischen Integrale. (Teubner 1878.) :

Nachdem ich in den letzten Jahren eine Reihe von Arbeiten:
tiber die Theorie der hyperelliptischen Integrale veriffentlicht habe,
welche die behandelten Gegenstinde theils nur kurz und mit Voraus-
setzung von Verallgemeinerungen frither gegebener Séi,tz'e'darst‘ellten,
theils auch nur die Resultate einzelner Untersuchungen brachten,
hielt ich es fir zweckmiissig, meine Vorlesungen iiber die Theorie -
der hyperelliptischen Integrale in zusammenhiingender Da’Lrstellung
zu verdffentlichen, um einerseits auch der Theorie der Integrale an
sich und den mit ihnen zusammenhingenden Problemen der Integya].
rechnung einige Aufmerksamkeit zuznwenden , andererseits aber auch
dieselbe als Basis fiir eine grossere und eingehendere Bearbeitung
der Theorie der hyperelliptischen Functionen benutzen zu kinnep,

i B e

Ich will im Folgenden den Inhalt der einzelnen Vorlesungen
skizziren und auf die iiber dieselben Gegenstinde angestellten Unter-
suchungen anderer Mathematiker hinweisen,

Die gesammte Darstellung legt die von Riemann eingefithrten
Vorstellungen und allgemeinen Sitze aus der Theorie der Functionen,
soweit sie in meiner Einleitung zu den »Vorlesungen iiber die Theorie_ |
der elliptischen Functionen® auseinandergesetzt worden, zu Grunde
und ist in jhrem ersten Theile nur eine unmittelbare Verallge-
meinerung der dort fiir elliptische Integrale entwickelten Siitze.

Nachdem in der ersten Vorlesung gezeigt worden, dass, wenn

o LR(z) ein P Olyﬂbl!ﬁ 2p + 1 oder 2p 4 2% Grades bedeutet, sich
e Jede wie YE(z) verzweigte Function rational aus z und VR(z) zu-
; sammensetzen lisst, wird. die Frage aufgeworfen, ob man fiir eine
2u bildende, in # und Y/E(Z) rationale Function dic Unstetigkeiten,

welche fiir gewisse Punkte nur auf einem, fiir andere auf beiden

Bliitbern stattfinden konnen, in ihrer Anzahl und Lage beliehig an-
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nehmen kann, und man findet, dass, wenn die Function in g Un-

stetigkeitspunkten in nir einem Blatte von der '
My, Mgy e e mg’“'“"

Ordnung, in ¢ Unstetigkeitspunkten auf dem einen Blatte von de

Ry Ny o v - Bg

auf dem andern Blatte von der |
Y to L
_ Py Vg e e Voo 7 _
Ordnung, ferner in den Verzweigungspunkten von der
Bk Fpts  Fapta™
3 27 2 2
.

Ordnung unendlich sein soll, worin, wenn das Polynom R(z) vom
2p -} 1t Grade ist, kepio= 0 zu setzen ist, wenn die Function
endlich der Bedingung unterworfen wird, dass sie im unendlich ent-
fernten Punkte, wenn R(z) vom 2p 4 2t Grade ist, auf dem einen
Blatte vom 7,'**, auf dem andern von der 7, Ordnung unendlich wird,
~wiihrend sie, wenn R(g) vom 9p - 1%° Grade ist, in dem unendlich ent-

. fernten Verzweigungspunkte von der -%m' Ordnung unendlich wer-

den soll, — als nothwendige und hinreichende Bedingungen fiir die -

Existenz einer in # und J/R(z) rationalen und in der verlangten
Weise unstetigen Function die folgenden:
I. wenn R(#) vom 2p 2% Grade,
o 2p-1-2 % 41
j-mr-l- e ol r(r , )+f1'=1?" 120,
217 T 2

i

II. wenn R(¢) vom 2p- 1** Grade, -

PRI k 1) wenn & gerad
L' E o bl o 41 (?) — p— 1) wenn £ gerade,
St St 3 (5)+ 01y W
“~ 1 1 . (T) —p  wenn k ungerade,

k41
( 2 )
. k1 .y -
die grosste in —— enthaltene ganze Zahl bedeutet.
Am Schlusse der Vorlesung wird die bekannte Umformung
giner in ¢ und Vo(E) rationalen Function, in welcher ¢(£) ein Po-
lynom vom 2p - 2%» Grade ist, in eine ratiomale Function von 2

und VR(z) gegeben, worin R(z) ein ganzes Polynom des 2p 1%
Grades darstellt. ~ .
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el e R RN

S e B M

hE
5 ‘;‘:
4
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Die zweite Vorlesung beschiiftigt sich unter Annahme eines
unpaaren Grades 2p 4 1 von R(2) mit der Aufstellung der hyper-
elliptischen Integrale erster, zweiter und dritter Gattung nach den
von Riemann fiir diese drei Gattungen gegebenen Definitionen,
und man findet fiir die stets endlich bleibenden Integrale die schon
von Jacobi hervorgehobenen Formen der Integrale erster Gattung

s [z, [ de
) VE@ ' J VEE’ J VEG@

fir das im Punkte 2, ¢ R(z,)}, worin ¢ die positive oder negative
Einheit bedeutet, und nur in diesem algebraisch von der ersten
Ordnung unendlich werdende Integral zweiter @®attung

R(s,) 4 o
B \/’: 1 28, R(z )_21 (3*31)+ & B(z,) } o
PO et e+,

worin M eine willkiirliche Constante, und J (¢) das allgemeine hyper-
elliptische Integral erster Gattung bedeutet; endlich stellt sich dasg
Integral dritter Gattung, welches fiir zwei beliebig gewihlte Punkte
- der Fliiche 2, und #, logarithmisch unendlich wird und ZWar wie die,
- Unstetigkeitsfunctionen =~ ‘ ' o

4, log (¢—2) und — 4, log (2—2,),

m der Form dar '

¥ ok o
f | Ty el )
IT =W —_ . “g TRy 1 _2_ ] , ‘
(Z) A (2 hzj) (2 —%) + ) (z'_—zz) (z““ 32) VR (5’) - dz + J—(é)

oder v
Sy FETTE R R SR R
S T,
(2 - iy . VED —.I—J(z)g,
und das specielle Integral dritter Gattung, in welchem
‘ & — &,
M—=—g=,

oder in welchem die Coefficienten der logarithmischen Glieder die
positive oder die negative Einheit sind, wird das hyperelliptische
Hauptintegral dritter Gattung genannt, Rt

- Die Form des Integrals zeigt unmittelbar, dass, wie Riemann
fir alle Abel’schen Integrale hervorhebt, und Weierstrass schon
frither fiir die: ‘hyperelliptischen Integrale ausgesprochen, dass sich

das allgemeine - hyperelliptische Integral zweiter Gattung mit dem -

- Discontinuititspunkte erster Ordnung 2, von einem Integrale erster




1. KoENIGSBERGER. 205

Gtattung abgesehen als das Product einer Constanten in den nach -
z, genommenen Differentialquotienten eines hyperelliptischen Haupt-
integrales dritter Gattung darstellen ldsst, dessen zweiter logarith-
mischer Unstetigkeitspunkt ein vollig willkiirlicher ist.

Aus diesen Integralen der drei Gattungen wird in der dritten
Vorlesung die analytische Form desjenigen hyperelliptischen In-
tegrales hergeleitet, welches in den Punkten &, 2, . - - % und
zwar in 2z, wie : :
Aqlog (2 —24) + Ba(s—2.)7" + Cu(z —2a)2 + -+ + Kol2—2a e
unendlich wird, wobei die zur Existenz eines hyperelliptischen In-
tegrales nothwendige Bedingung, wie sie Riemann fiir alle Abel’-
schen Integrale gibt, : ' '

A+ At e+ A=0 |
vorausgesetzt wird; es bleiben in dem aus hyperelliptischen Inte-
gralen dritter Gattung und deren nach den Unstetigkeitspunkten
genommenen Differentialquotienten der verschiedenen Ordnungen
noch die Coefficienten der oben aufgestellten Fundamentalintegrale
erster Gattung unbestimmt, und es wird gezeigh, dass man diese
Coefficienten so bestimmen kann, dass das hyperelliptische Integral
gegebene reelle Theile der 2p Periodicititsmoduln oder gegebene
p Periodicitiitsmoduln an den a- oder an den b-Querschnitten besitat;
zugleich folgt aber auch, ‘dass jede andere Function, welche alle
diese Eigenschaften, welche die Unstetigkeitswerthe und Periodicitiits-
moduln betreffen, mit dem hyperelliptischen Integrale gemein hat,
sich von echen diesem Integrale nur um eine additive Constante
unterscheiden kann. Dieser Satz ist fur die vorgelegte Fliche die
Darstellung und wirkliche Ausfihrung des von Riemann in die
Functionentheorie eingefiihrien Dirichlet’schen Princips.

Nachdem noch die Form der in den Verzweigungspunkten alge-
braisch und logarithmisch unendlich werdenden Integrale anfgestellt -
worden, wirdnoch eine in dem oben gegebenen Beweise des D irichlet’-
schen Princips gebliebene Liicke ausgefiillt, ndmlich der Nachweis des
Satzes, dass die Determinante des zur Bestimmung der Coefficienten
der ersten Integrale aufgestellten linearen -Gleichungssystems nichb
verschwinden kann, und zwar wird, wie Riemann ebenfalls fiir
alle Abel’schen Integrale nachgewiesen und Neumann fir die
hyperelliptischen Integrale ausgefihrt hat, gezeigt, dass, wenn die
Periodicititsmoduln eines hyperelliptischen  Integrales erster Gatbung

f Co+Ciz 4 Cys® -+ - + U';—;ﬁpﬁl )
— dz
VR : ‘ .
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an den Querschnitten a; in bestimmter Ueberschreitungsrichtung
wmit @+ 34, an den Querschnitten be mit B + d4d bezeichuet
werden, die Ungleichheit besteht

p ]
D (@b — ) >0,
1

Endlich werden in dieser Vorlesung noch die Periodicititsmoduln
durch Integrale, welche zwischen den Verzweigungspunkten auf der
einfach zusammenhingenden Riemann’ schen Fliche oder grad-

linig zwischen diesen verlaufen ; ausgedriickt, wie es zuerst von

Prym in seiner » Theorie der Functionen in einer zwelblittrigen
Fliache“ geschehen,

Die vierte Vorlesung beschiiftigt sich mit der Reduction der
allgemeinen hyperelliptischen Integrale auf drei Arten von Normal-

integralen nach der von Weierstrass fir elliptische Integrale in
seinen Vorlesungen angegebenen Methode und fihrt, wenn 2,, 2,,-.. ¢,

die Unstetigkeitspunkie der Function F(z) bedeuten, zu dem Re-
sultate

. F()dz
VR(z)
VER(z)d:z CVERG)dz ) VI )dz
= 1) + %EL~+-*-+C',, Ve
J E=RVEE —2)VRE) J =2 )VERE)
2l 22, - ’ Pz
Z(m _Z‘__‘-ﬁ— - l(ll) —_— .. Z(}P’—l)‘ —_—
T , VEE ' vEm Tt VR ()
g, . e P . -ds
o f 2 % 4 ot . N I ¢ ) / @z
T VR(2) T ‘ VR(z) Tt S VR
N + () VR,
worin
'zp'“ “dz
VER(z)
ein Integral erster ‘Gattung,
| | Pteg,
"/ VR

ein im unendlich entfernten Veriweigungspunkte von der 2¢ - ]t
Ordnung unendlich werdendes Integral, endlich
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_ds
(e—2,)V R (z)

ein in &=z, und zwar auf beiden Blittern logarithmisch unendlich
werdendes Integral bedeutet; die Coefficienten der obigen Normal-

“integrale sind mit Anwendung des bekannten Zeichens fiir den

Coefficienten einer bestimmten Potenz einer Reihenentwicklung durch
die Ausdriicke bestimmt:

_Fo) J_g¢
[ VRt }

t—z, )\EI

[ F# pF, (f)dt] _ o [ F(Y) Fr(t)dtjl_l(,)
1

VE® J VRO « ) vEo J VE® | °

\“ = )—1

worin 7 EO, 1, ...p—1,

TFO pFOdY e [ FO e FOd ] — i,
[VR ® VR(t)] ot [VR(@ VE® |

e

wenn r==p, p-+ 1, ... 2p— 1, ferner

) ' dt [ F@ :
[Vﬂm ) :WM)] 1), { VE® o) (f—zﬂ/ﬂ(ﬂ] f”( )

)—1

[ A
KR e K — B =1
AE + 1) + -+ Fld) — fol#) = fle)

gesetzt wird, und
R(}Z’) == 052'”-'—1 + B(}SEP + _Blzﬂ‘p—l El" e + sz—lg + Bﬂp’;

N 2p—2r—1 , . 9p—3% L 2p—9y] ‘
E(t): LQL__'A”_‘_ b 5 ! Botr_t‘ilf 2p A :" +1B1t”"’2 + ..

2p—1r—2 -, 2p—r—1
+'£"E’§i’"" Byst 2=l p

» 2 ) =1

1st. :

Eine genauere Discussion der Coefficienten der Normalintegrale
fihrt zu dem Resultat, dass, wenn £, einer der Verzweigungswerthe
ist, Ux = 0 wird, dals ferner das vorgelegte Integral gar kein In-
’begraul erster Gaf:tung enthdlt, wenn F'(2) fiir keine Wurzel von
R(2) unendlich wird, in seinen D;scmnﬁmmt"iﬁspumhﬁen von der ersten
Ordnung unendlich gross und zu gleicher Zeit echt gebrochen ist,

dass ferner die in den Verzweigungswerthen algebraisch umendhch :

werdenden in der obigen Reductionsformel vorkommenden Normal-

- .

i é oL R

S
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integrale fehlen, wenn F(z) fiir keine Losung von R(2) unendlich

wird, fiir seine Discontinuititspunkte von der ersten Ordnung un-

endlich gross, und der Grad des Zihlers kleiner ist als der um
p Einheiten vermehrte Grad des Nenners, dass endlich f(z) eine
rationale Function von 2z und 2, darstellt, welche verschwindet,
wenn F'(2) in &, von der ersten Ordnung unendlich wird, wiihrend

die rationale Function £,(z) Null wird, wenn der Grad des Zihlers .

nicht mindestens den des Nenners um die Zahl 2p tibertrifft, _

Endlich wird noch auf Grund dieser Reductionsformel eine fiir
alle hyperelliptischen Integrale geltende Beziehung abgeleitet, die
von Hermite und Thomae fir die elliptischen Integrale erkannt
worden, wonach, wenn

2z . | dz P2, ¥ 2,
——— e Z(O)“/—z’:_—-— l(l) FT _de L l(ﬂ 5 ras
VE@ " VR (2) n VRG +- + 4 ' j e
1 s _ | v
zcwf R LY Sl N k(gpﬁlif i
TR e vem TR ) e
+ LA VR

gesetzt wird, zwischen den Coefficienten I und % dieser Reduetiong-

formel und den Coefficienten der um den unendlich entfernten Punki

giiltigen Reihenentwicklumg bestimmter Integrale die Beziehung besteht _
wemn 7 =0,1,2,...p—1

I (Hdt
B R et e = RASR

—~VEQ 1,
0

und, wenn r =p, p4-1, . . . 2p—1,

F,(t)dt ‘ , 5 BIH
T O s

—VEQ) Zh, T
0 .

Am Schlusse der Vorlesung wird das hype‘felliptis‘che‘ Iﬁtegral
durch die lineare Transformation : .

g—u, .

- §= 7“,1‘__“2

in die Form

umgesetzt, - :

= E‘?
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Die von Legendre aufgestellte Beziehung zwischen den Perio-
dicititsmoduln der elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung
wurde bekanntlich ven Weierstrass fir alle hyperelliptischen In-
tegrale erweitert, und Riemann filhrte zur Herleitung einer Be-
ziehung fiir die Perioden der Abel’schen Integrale erster Gattung

die Methode der Integration von

fwdw

ein, worin % und w’ Abel’sche Integrale erster Gattung beﬂeutem,

unfﬂ die Integration tiber die gesammte Begriinzung der Riemann'-

schen Fliche auszufiihren ist; Clebsch und Gordan dehnen diese

Methode auf zwei Integrale dritter Gattung aus, um unter anderem
den Satz von der Vertauschung der Parameter und Unstetigkeits-

werthe herzuleiten. In der fiinften Vorlesmng werden zwel ajﬂ-

gemeine hyperelliptische Integrale

J(z, 2.) wnd J(z, &)
zu Grunde-gelegt, von denen das erste in den Punkten
31> Bos + o+ Buy E1s Foy - - Emy gy Cgy .o agp;]_l, oo
‘unendlich werden soll, wie die Functionen - SRR
Wy log(z—30) + Bp(e—3)™ + Cole—p) 2+ -+ & o(—30) "0
A,log(z— zé) + By(z—zo)y ™ + Co(z—8) " + -+ -+ K, (9—59)=l
a,log (e— eg)* -+ by (2 ;—ae)"'% -+ ¢ (e—ap)~ %EF e R (2 “—ag)
M, log &t + M, & + Mzt 4+ Mw ,
das zweite in den Punkten |
N R IR gn;v“m Ogy + v Oapt1, OO
wie die Functionen . .
Ulog (r— ) + Bye—3) " + Ge—t0 ™t ++ + Ke(e— )~
Aglog(s——@) + By(e— 5 +.G@ (e—&)~° s Byla—Go) ™ '?
ag log (s—ag)t+ by (s — gy~ ¥+ G (5"““@)—% + - + by (ﬁ “’“’5@)
M, log 2t + M)z + M, 5%-51-«-1 + M@sﬂ ,
und das Integral '
fJ(,e: Za) dJ(z, §a)

ausgedehnt iiber die gesammte Begrinzung der einfach zusammen-
hamgemden Fliche, welche aus der durch die bekannten Quﬂrschmtte

arm; a'g’ e a'_p, bﬂ..’ Eg, LY bjﬂ@ Glj ﬂg, % c‘p_i
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zerlegten Riemann’schen Fliche von J/R(z) durch neue

wtm+n2p42
Querschnitte entsteht, welche jeden der die Punkte

Buy Bay < v- Bus By Bay ovn Zmy Gy Gy o u L Bn

umschliessenden unendlich kleinen einfachen Krelse und jeden der

die Punkte
Gy Ogy o fopy1, OO

umgebenden unendlich kleinen Doppelkreise mit demselben Punkte
A der frither erhaltenen Begrinzung verbinden.

) Man findet, dass, wenn das Resultat der Integration ein end-
liches sein soll, J(z, z,) in 3 nur algebraisch unendlich wexden
darf; nimmt man sodann die Eﬁtwwklumg der Function J(z, 2,) in
der Nahe der in Betracht kommenden singuliren Punkte in der

- Form an

W, log (2~ 3¢) -+ - - +S‘?(z—a) ot nd P e—g) o -
| , + i (5—4)' - -

4 mg(z-z,,)+ -+ K, (z—-zﬂ) o .

28+ 2= ) + 0P (-— ) + - +p‘“’ (e—5)% + -

tglog (z—ap)t 4 - +hg(ze—wo)“+ '+ P —agt 4 -
-+ F"(D) ('gﬁﬂe) 2 +

r |

Mylogat - - +Maz2+fﬂ+1°z *‘+ o Pes T

die von J(#, £.) in der Form
Aelog (5 —g0) + -+ +Rele—30) 7 + u? + 2P (e—30) + -
o g + -
zd + 2 (2 zg) + :n:“') (z zg)g +-F n(") (3—29) +
Alog (—E) + -+ - + Ky(o— gg)—‘“
aglag(z—ae)%+ -+ kg (2—0:9)‘“— + 2@ + wf”‘(g_%)a R
| + w;"’ (e % _
Molog 2% + ----I-Ma'zﬂ + P+ Pz Py SRR Péﬁ-%+ N

und bezeichnet die Stetigkeitsspriinge von
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T (2, 2o) an @ mit J, , an b, mit o »
von . 7
J (2, L) an ax mit I, an b mit 1,

so erhiilt man die nachfolgende allgemeine Periodenrelation

. b 0 )
- Ew’ (o, Lo, — b, 1o, ) = — ip’ [7.0 B+ 200 Co+ - +fgn§§3@9
71 1 . L
‘ @9’ _ @R 9. @rr - g (0 @
+ mg Ay — m> By, — 2m I — ... = Eemrg' ﬁe] .
. 7
@ 47 W nr @y _ L 1.0 ]
— D¢ A — 1P By — 20 G, Tl K
1 .
: to

DB 2Ok kAl K]+ S f 4766, 0
1 ) 1 ‘

A

‘ 2p-4-1
T ) ‘ (0] PR ()]
K[ + 2+ 2k P
m ']

e (o) r(p) P () rqr (@)”
+ agpy — bopy, — 2eopy — 00— lgh@‘ﬂ%ﬂﬂ

Copdl %@ op}1 :
+ j’ a’fffiJ(ﬁs fa) — 25’”2‘“«; (4;+ Ayt ‘+Am+% +a,4--+ay1)

— [Py My + P, M, + P, M, 4 3P, B, + - - -
+ & Py My — PiM,—2P; M, — - - - — 8P5 M)

— 2Ry Ayt Aty sy )— M, [ 4705, ),
worin, wenn a, oder M, von Null verschieden, !

Gp="Up="- =Ry =0 vesp. Mg =M} = ... — Mj —0
anzunehmen' sing.

Specialisirungen der gefundenen Periodenrelation liefern den’
Satz, dass zwei Hauptintegrale dritter Gattung, bei demen die
Griinzen des einen die Parameter des andern sind, eine nur- von den
Periodicititsmoduln abhingige Differenz besitzen, und dass sich ein
Hauptintegral, welches an den p Querschnitten a,, a,,
Periodicititsmodul Null hat, nicht andert, wenn die Gringen
mit den Unstetigkeitspunkten vertauscht werden, ein schon von
Jacobi bewiesenes Theorem.

Beperterium fir reine und angewandte Mathemalik.

16
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Iiir zwel Integrale erster Gattung
— =1

F dz A1 d £

folgt aus der obigen allgemeinen Beziehung die ]Pemmd‘em‘e]ha‘tlon

D
) (@ (e} (
2,’ (J;,, Jb‘,, — Jb,. ‘Efﬁ =0

o7

l ] £
E©(z) / ol

gesetzt wird, und die Entwicklung der Integrale J‘ﬂ)(z) und E©(z)
in der Umgebunﬂ‘ des unendlich entfernten Punktes in der Form -
angenommen wird

und fiir Integrale erster und zweiter Gattune, wenn

2&+1 Ze—1

B (8) = Moayrz ® A+ Magys ¥ -+ Mt ...
—2ﬁ—1 —2p-—3
J(ﬂ)(ﬂ)=P2,ﬁ+1Z z + Pﬂﬁ_{_az 2 +"i;‘

also, wenn
1

T = i e At )

gesetzt wird,

T e

‘ 2 9f 2f, ‘ 4
M= R Mea— g, M= 2o *

, 9, , 27, ’ 2f,
Prptr=—g53'7, Bers=—ggiy, Prors= g5tz -

1st, die Periodenbeziehung:
L «a>p

o Z (_E(tr) J’(;f) . E(?h) J(ﬁ))
=(2p+1)Papy1 Mopia+(284-3)Popysllipis+ -+ (2a+1) Py s Mooy,
und

II. e < B
2 (E(rr) Jfﬂ) E;:) J:f)) = 0

Endlich wird noch der Werth derjenigen Determinante unter-
sucht, welche aus simmtlichen Periodicitdtsmoduln der 2p Integrale
J®(2) und E(z) gebildet ist, und der spiter bei der Reduction
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der hyperelliptischen Integrale auf niedere Transcendente zur An-
wendung kommt. Dieser Werth ist zuerst von Fuchs fiir den Fall
complexer Verzweigungswerthe von YR(z) mit Hilfe der Differen-
tialgleichungen, welchen die Periodicitéitsmoduln der hyperelliptischen

Integrale gentigen, hergeleitet worden, ich wihle hier einen andern.
- Weg, indem ich zuerst zeige, dass die Determinante eine eindeutige

Function der Verzweigungswerthe ist, und indem ich nachweise, dass
sie nie verschwinden kann, folgt aus einem bekannten Satze der Func-
tionentheorie, dass die Determinante eine constante, von den Ver-
zweigungswerthen unabhingige Grosse ist. Der constante Werth
selbst wird, wie auch Fuchs gethan, durch die einfachsten hyper-
elliptischen Integrale derselben Ordnung also durch die Integrale
mit der Irrationalitdt
ey

bestimmt werden, und diese Bestimmung fithre ich, um eine An-

wendung der vorher entwickelten Periodenrelationen zu geben, mit

Hiilfe der fritheren Formeln fiir die Verbindungen der Perioden der
hyperelliptischen Integrale erster und zweiter Gattung aus; es er-
giebt sich das fiir reelle Verzweigungswerthe schon lingst bekannte
Resultat .

() © o) ) r( (0)
AR L N A%

by L by ay bp
JLE) J;l) ng) J(l) o J(U J(W)
1 2 'y a3 bp )
gl—1)  plp—1) Flp—1) (p—1 (p—1)  g(p—1) | P
Jb. Jm J’,_I Jo condy g 5 3p
, » ‘p - (=172 Pl
EEW) Eg’) EIE”) E® .. E® . pgw 1.3, (2p—1)
1 ) 2 ay bp ap ‘

Eb("""‘"“ E;p—i-l) Ef*”‘ E§p+l) .. Epwt) po+y
/| 1 ;) 51 ‘bﬂ ap

P E—1) T(8p—1) 1Ep—1) Ta(ip—1) . .
ESCESTEFEY L BT BV

Die sechste Vorlesung behandelt das Abel’sche Theorem der
hypemlliptisghen Integrale zuniichst fiir Integrale erster und dritter
Gattung und leitet hieraus mit Hilfe der in der dritten Vorlesung
ausgefiihrten Bildungsweise des allgemeinen Integrales aus den In-
tegralen dieser beiden Gattungen den Abel’schen Satz in der mach-
folgenden Form ab: DBezeichnet
“ f(.z, €y gy v . - &)

15%
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ein hyperelliptisches Integral, welches in ¢, unendlich wird wie

Aglog (z-—cp) + Bo(s — )™t + Coplz—eo) 2+ - - + My(z—cp) ™,
so wird sich die Summe von 2m solchen gleichartigen hyperellipti-
schen Integralen, deren obere Grinzen die Ldsungen z, z, ... %mn
der Gleiehumg :

P =g RE=0,

und deren untere Grinzen 2/, 2’2 )+ -« Zap die Losungen der Gleichung
p*—aq R(z)=0

sind, worin p und p, beliebige ganze Polynome m"® Grades, ¢ und
q; beliebige ganze Polynome hochstens vom m—p—1%*" Grade
sind,,durc]h den Ausdruck darstellen lassen

2m 7 c e VRCC ) l
dd( A =N A1 4
f ZyC13Cny . ) 2 e {Px(c J— Q’m(ce).s VR((: )’
o) — e /R
350 g 0T
T e P1(ey) — (c(,‘) £ VE (cg)
mgﬂ a2 log{ p(%)‘fg(c@)sg VR(cg)_}
1 aq P‘m(ﬂe‘)—m(q )sg VEic,)
ar de. —a(e,) ¢, Y Blc,)
_”'_212 - mlo-g
o= Dagle = Ipile )hg.(cg)s@ ;/R(c )

worin der Werth der zu den einzelnen z——Werbhen gehorigen Irra-
tionalitit durch die Gleichung

- 33

bestimmt ist.

In anderer Form lisst sich dieses Resultat auch so aussprechen,
dass sich 2m —p gleichartige hyperelliptische Integrale zu p eben
solchen Integralen vereinigen lassen, deren Grinzen Lésungen von
Gleichungen p** Grades sind, deren Coefficienten rational aus den .
2m——p willkiihrlich angenommenen Gr’énzen und zugehﬁrigem Irm—

mit Hulfe ‘der wzl]llmhr]lmh mgen@mmenen Gmmzen tmd Irraitmnallﬁ
titen rational durch die entsprechende Grinze ausdriicken.
Schliesslich wird noch der Fall der gleichen Integralgriinzen
auf den fritheren zuriickgefithrt.
Nachdem gezeigt worden, dass einer additiven Verbindung gleich-
artiger hyperelliptischer Integrale eine algebraische Beziehung
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zwischen den oberen Griinzen dieser Integrale entsprechen kann,
wird in der siebenten Vorlesung die Betrachtung auf die " all-
gemeinsten algebraischen Beziehungen ausgedehnt, welche zwischen

hyperelliptischen Integralen iiberhaupt bestehen ktnmen, sie mogen

gleichartig oder ungleichartig sein,.d. h. zu derselben oder ver-
schiedenen Riemann’schen Flichen gehoren, wenn auch zwischen den
Griénzen dieser Integrale algebraische Beziehungen stattfinden sollen.

Es wird der Nachweis gefihrt, dass die allgemeinste Form
einer algebraischen Beziehung zwischen » Integralen eine lineare

- Function dieser Integrale ist, deren Coefficienten constante Grissen

sind, vermehrt um eine Grisse, welche von den Infegralen frei ist,
aber von den unabhiingigen Variabeln algebraisch abhingen wird,
und diese lineare Beziehung wird nun der weiteren Untersuchung
zu Grunde gelegt. --

Durch Erweiterung einer von Abel in der Transformations-

theorie der elliptischen Integrale angewandien Methode wird ge-

zeigh, dass die Beziehungsgleichung
2

ﬂp_i; il
SV Bu@) e
Egﬂl
+f 2(2.3%( }/R;i:+1 (‘g)) ds+ -
o
+f Fg(;?.l-l‘ £y I/Rg2+1('g)) dﬂ
(1)

+f% 11’“’ z,}/R‘;; ,(z)) dg
+ f Fr (o @) ds -

* 23 p—1
¥ j . l(s,i/ 3 1@) a

ﬁm o "
-+ f F”’ R‘”‘ (z))* de

(‘Z’

+f | > (g,,l/R”'(g)) dg+-

+f Eérjpéﬂ (gJ/ R _(;)—) de

= u -+ 4, log g + Ay log o, + -+ A, log v,
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in welcher
( ) ) ) ( )
2{;1-14 (”) = (‘H“O )( (0 T ("7 “np-i-]l)
@ " (0) () (@)
;_1 )— (“_ﬁn)(z —By) - ( ﬁf){;—-m
. - - * 2
ferner

F(z, VE({))
eine rationale Function von z und VR(2) bedentet, endlich,
Uy Vyy gy o + .« Uy
a,lgébraische Funectionen von
(1) (@) ORI ) m

opta st P F . .2 By oo By

& 2p41? 2p—1 2p—17 7

vorstellen, reducirt werden kann auf die ihr villig aequivalente

”(1)
af 1“5;’.1 (ﬁ,, ]/ R +1(5)) ds
-z §2 h+1
_ s (1) (
2 f Ey i \# l/ Rgﬁ:ﬂh—:—x (2)) dz —

p-h (@)

52?—2h+1 —
"Z ' / Féﬁl% +x( ,I/Rm - (z)) dz

1

(ﬂ)

_Zf lﬂﬂ) I/Ru) (2)) dz— ...
“Z’f gg:f)ﬁ'a('"’ (z,]/%) dz

+ U+ By log V' + B, log ¥, 4 - + B;log ¥,

worin die zu je einer Summe gehdrigen ¢-Werthe Lisungen von
Gleichungen des durch die obere Grinze des Summationszeichens
gegebenen Grades sind, deren Coefficienten rational aus den Grossen

M (1) (11)
2 -!-1 und ]/ R, l(é%p-H
zusammengesetzt sind, und die Irrationalititen sich mit Hiilfe eben
dieser Grossen rational durch die zugehbrige ¢ Grosse ausdriicken
lassen, wihrend ‘

- - - . - -

s ug&%‘ *xa%ﬂm_ =

U Vi, Ve, - . - Vo

rationale Funetionen eben dieser Grossen sind.
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- Eine Reihe der eben charakterisirteﬁ Werthe,
Gleichung

y°+filey, VR()y 14+ o (2, V B(2;))y+o (2, VR(E‘H)) =0

geniigen, und fiir welche
VR, (ye)

sich als rationale Function von g, Y R(s) und . darstellen lasst
hat weiter die Eigenschaft, dass sie ein System von Dlﬁ'el;rentmL
gleichungen der Form befriedigen

welche einer

! dyﬂ dy2 ' dym Fu(zl)dzi
i R A

i | Ry (yy) By (yq) Rt‘(y ) 171) _

: 914y Yol Yy N Yodys _ Filz)dn
VR (y,) VR (ye) VR (yg) VRGz) |
yi 7ty | Y Ay, PN yoldy,  Fy_,(a)ds
VE((y) VE (3 V-Rl(yu VR(z)

also eine Transformationsbezichung der zugehorigen Integrale erster
Gattung liefern, oder wenn ¢ nicht kleiner als p ist, dem Systeme

dz ‘ dz dz,
ey T VR T VEey
fH(YdY, (X)dY, | foY)aX,
- JEm T mm T vEa
zde Zd 2z, £, d%,
VRE we T TEE)
_R(N)AY, | A(YDAY, mmw
= VEa T ‘wﬂm) T VR,( "
27 dzy 55 ~dg, 2 1ds,
VYRG0 VRed '+_m@7*
o (Y0dYy | f (Ye)dY, £ ¥ )AY,
= VEm T vmo T vmEe
in welchen ‘
Y,, ¥, - Y

die Losungen einer Gleichung ¢** Grades sein sollen, deren Coeffi-

cienten rational und symmetrisch aus

By Fgy v "

- 2, VR(#), VE(@#), ---

V B (2p)
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zusammengesetzt sind, wihrend die- zugehérigen Irrationalititen mit
Hiilfe eben dieser Grossen rational mit den resp. ¥ zusammenhéingen,

Doch lisst diese Form des Transformationsproblems der In-
tegrale noch eine wesentliche Vereinfachung zu, indem sich durch
einfache Betrachtungen zeigen. lisst, dass das oben aufgestellte
System hyperelliptischer Differentialgleichungen sich in allen Fiillen
durch das folgende :

Y % %, Reds
VE(X) VR(Xs TOVRGY) VR ()
_]idl"' _E’nga Loy Y, dY, 5 F,(zﬂ)df}_
VR, (T) VEY) VE(X,) VE@)
YZ 14y, YZlay, N Y lay, o Fui(2)de

VR VE(Y,) VE(Y,) VE(z)
ersetzen lisst, in welchem
1717 Y;‘n T Yﬂ

die Lisungen einer algebraischen Gleichung
Yo+ 2 (20" + -+ go(2) =0
darstellen, deren Coefficienten rationale Functionen von 2, sind, und
V Rl(ym); ll’Rr(Yé y o V-R1(Yv)
sich als rationale Functionen der zugehdrigen Y-Grossén und 2, aus-
driicken lassen, multiplicirt mit VR(z).

Naturgemiiss schliesst sich an die Behandlung des Trans-
formationsproblems die Frage nach den allgemeinsten Beziehungen
der hyperelliptischen Integrale derselben Ordnung und algebraisch-
logarithmischen Funectionen, eine Frage, die von Abel in seiner
unvollendet gebliebenen Arbeit fiir elliptische Integrale beantwortet
worden, und die Anwendung des oben hervorgehobenen Satzes von
der Vertauschung der Griinzen und Unstetigkeitspunkte der Haupt-
integrale sowie des Abel'schen Theorems filhrt zu dem Resultat,
dass diese allgemeinste Beziehung die Form haben muss

‘ty/Eads Y/ R de R s
—_—— o T i M, Uy p——
IJ%I‘/ (Z—-a‘)Vm + an"/l (2— ‘EE}PR(Z) + _#_ 7‘ (5‘“@,,)‘VR(Z}
& §: s & .
, dz " zdz o AP P
En =1 1

" {fg(z.)—y.,-.(mlfﬁzn To &0 +g, (£ VE(&) }
E"‘]O - - -~ * ’

fola) +9p(e) V@) 1, (t)—g,(6) VE(ED)
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worin #,, My, . . . m, ganze Zahlen, B,, B,, . . . fs—1 Constanten
vorstellen, deren Bedeutung dort niher angegeben wird. |
Endlich wird noch die Frage aufgeworfen, ob in algebraische
Relationen zwischen hyperelliptischen Integralen auch jene ein-
deutigen Umkehrungsfunctionen der Integrale niederer Gattung, also
die Exponentialfunctionen, die trigonometrischen und elliptischen
Functionen eintreten konnen, und zwar wird diese Frage mit Hiilfe
eines allgemeinen von mir aufgestellten Satzes iiber Differential-
gleichungen beantwortet, der fiir den vorliegenden Zweck specialisirt
folgendermassen lautet: wenn zwischen den Integralen

Zud Z, Zy, . .. Z
der irreductibeln Differentialgleichungen

fo = ) = ©
nd

“)+%wamm)+ vt 1, 8) 92 g (2, 2) =0

—1
dzz) ‘“+' TP; (3; ﬂl) dga) - + zlbkg—l(my 'g?)‘ %2_2 + lf)kn(ﬁﬁ, 521) =07

)+m@z&“f+ A o (@, 5) o 2y (7, ) =0,

“ein algebraischer Zusammenhang stattfindet, und man setzt statt
der Grossen Z;, Z,,...Z, r beliebige andere Integrale der Differen-
tialgleichungen, so wird die algebraische Beziehung noch fortbestehen,
wenn filr 7 ein gewisses anderes Integral Z' der ersten Differential-
gleichung gesetzt wird. “

Die Anwendung dieses Satzes fithrt die oben aufgeworfene Frage
auf die Untersuchung von Functionalgleichungen zuriick, und lefert
das Resultat, dass weder die Exponentialfunction noch die trigono-
metrischen und elliptischen Functionen in jenen. Mgebr&ischen Be-
ziehungen vorkommen konnen.

Mit den vorausgegangenen Untersuchungen sind nun die Mittel
gegeben, um die Beantwortung der Fragen der Integralrechnung an-
zugreifen, welche die Reduction der hyperelliptischen Integrale einer
gewissen Ordnung auf solche niederer Ordnung zum Gegenstande
haben, und zwar liefert die achte Vorlesung die nothwendigen und
hinreichenden Bedingungen, unter denen ein hyperelliptisches In-
tegral irgend welcher Ordnung auf algebraisch-logarithmische Func-
tionen reducirbar ist, eine Frage, die fiir elliptische Integrale von
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Tchebichef im Anschluss an die Untersuchungen von Abel,
von Weierstrass mit Hiilfe der Umkehrungsfunctionen behandelt
worden ist.
Die Bedingungen dafiir, dass das Integral
*F(dz
VE@)

auf algebraische Functionen reducirbar ist, sind unter Benutzung
schon oben in diesem Referate erklirter Zeichen die folgenden:

e, =% ae) =% [V—F“’ | =0
VE® J,_ -t LVE® (t..:,)—f Eo )_:1
2‘[ F(y [F. (t)dt] [ F(t) F,(t)dt ] =0,
= LVEQ Y VRO ., )_1 VRQ) o VR(t) —t
worin # =0, 1, 2, - 2p—1 u setzen ist; der algebraische

Werth des hype:xelhhptlschen Integrales ist dann duzch den Ausdruck
gegeben

Z;[ Fy [ dt ] F(t) - dt ]
= VR [ ¢—2)VR{) - I[VR@ (t—2)VR (&)
Za
Weit schwieriger ist die Frage nach der Reducirbarkeit auf
Logarithmen, und eine genaue Untersuc]muncr der nothwendigen und

]hmrelchemien Bedingungen liefert das folcrende Verfahren zur Be-
antwortung der Frage, ob ein hyperelliptisches Integral von der Form

f F(5)dz
J VE@

auf algebraisch-logarithmische Functionen reducirbar ist.
Man bilde die Gleichung

n [ )+ m )+ o ]

(t—z,) (t—s,)—

und suche dieselbe durch Systeme von ganzen Zahlen T\, T,,...T,
zu befriedigen; mdgen sich nun » — % solcher Systeme finden lassen
Tm; TME) = -Tlﬂ;‘
-Tm H VATH N | 2n

Tn—kI)Tﬁ—EE; . . Tn—&ﬂ,
welche von einander unabhingig sind, und mégen sich aus diesen
n — k Gleichungen die Relationen ergeben
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1)[ F(t) il — 1, [ (i) :l @ 7
R(t) : /R (t) It E ]
VE(?) =2y VE® VEQ® R
O - Fg
e e
L VR() —1 “W, 12:30) ] { VE®)

(i-——:n) t—z
so suche man den grossten gemeinsamen Theiler zwischen &en, Zahlen
D, 23y Aoey . .. An—ki,
worin ¢ eine der Zahlen 1, 2, ... k bedeuten soll; sei derselbe d;,
und werde

D _ o0 M o Ak R
BT e Ty T i Ty 2 R

gesetzt, so uss
i+ e >
sein, wenn IR (£) vom 2p + 1 Grade ist; lassen smh nun Gleichungen
von-der Form
PO? — QUR(:)=0, P& — QuR(5)=0, ... PO —Q®'R(z) = 0
finden, welche ausser den resp. Werthen
By Zrdiy - o - Zn

Zgy Ekx1y -+ - P

Ly Fpr1y - .’ . Zn
mit der entsprechenden Vielfachheit

(1) ) (1)
8, BV, .. ),
@) @) (2)
ty s tm,...tn_k

9, 9L tffﬁ )

nur noch die Verzweigungswerthe zu Losungen haﬂaen 50 bilde man
die Summe

F(t) P oY R (z) ORI PO _ 0OV RE
=t | ] LI -5 VR B N @V R(z)
t(l) [V]»z(t) ] :g ( Pm_}_ Q(”VR(z ) + gﬂfzr) {VR_H-) j l:;g l(P(g) + QQE)VR——'M)

oL L TEG Y PO _ @(&)WR(E) oy
+ * £ [V —R—@] lo g PW—&-Q“‘WR(E)) = L(s),

— &

dann wird L(z) das Agglegat dmr im reducirbaren hyperelhphschen

Integrale vorkommenden logarithmischen Glieder darstellen; setzt -
man sodann _
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ndP2) g d@‘”’(z)}
[QU P(')__d___ -

al( ﬁz_) Fi :l l2
Z I [Vm ™! P _ g R (s
ai ) —

— P&
V.R(z)

- so miissen ferner mit Zugrundelegung der friiher eingefithrten Be-
zeichnungen noch die Bedingungen befriedigt sein

g [F\t) F(t)dt:l [F(t) ‘F,(t)dt] 0
2 VE® | VE®G -1 VE®@ YRy 1 _,

Lo

fisr die Werthe 0, 1, 2, .. . p—1, und

n [F(t)_cp(t) 'F {t)dt] [F(t)—q;(&) Fr(t)dt] _‘O
Z‘ VR® VR VR VRo J _,

)—]1

Zu ®.
fir die Werthe » =9, p -+ 1, ... 2p—1; sind alle diese Be-
dingungen erfiillt, so ist der Werth des algebraischen Theiles jenes
hyperelliptischen Integrales

3 [ £0 Fiy [t _
{Z [ 1’1‘3(”7, (‘—z)VW] VR(® (t——z)]/R(t)] l’R(z )

welcher mit L (#) vereinigt die algebraisch-logarithmische Darstellung
des gegebenen ][ntegrales liefert.

~ Die Frage, welche hyperelliptische ][ntegra]le auf elliptische oder
auf hyperelliptische niederer Ordnung reducirbar sind, ist in diesen
Vorlesungen nicht behandelt; der vollstindigen Beantwortung dieser
Frage stehen moch grosse Schwierigkeiten im Wege, die sich mog-
licherweise nur mit Hiilfe der Umkehrungsfunctionen der hyper-
elliptischen Integrale oder der &-Functionen mit mehreren Variabeln
werden {iberwinden lassen.

Endlich behandelt die neunte Vorlesaung das Multiplications-
theorem — nichts anderes als das Abel’sche Theorem fiir gleiche
Integrale und nur nach dem oben behandelien Transformations-
prineip in verschiedenen Formen dargestellt — und das Divisions-
problem, das bereits von Hermite fiir hyperelliptische Integrale
erster Ordoung und von Clebsch und Gordan fir alle Abel’-
schen Integrale erledigt worden ist; ich beweise durch Verallgemeinerung
der von Hermite befolgten Methode den bekannten Satz, dass
die Grossen |

Ty, Tay « - - Zp,
welche der Gleichung :
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f(m)d'c J f(m)dm _1 *fla)dax a4 A fde
VR@) Tt VE@m ) VE@® Tt VER{z)

geniigen, die Losungen einer Gleichung p** Grades sind, deren
Coefficienten sich als. lineare Functionen von #*® Wurzeln aus
Functionen darstellen lassen, welche rational aus
gu gz: . gm V‘R(gl)} VR (gz)‘s roeor VMP)

zusammengesetzi smd

Am Schlusse dieser letzten V@rlesung wird gezeigt, dasl das
Theilungsproblem der Perioden, welches beim allgemeinen Divisions-
problem als gelost betrachtet Wird sich auf die Theilung derselben
durch einé einfache Primzahl zur uckfuhren lisst, und dass fur diesen
Fall das Problem auf die Auflosung einer Gleichung

ten

nP—1

n— 1
Grades zuriickfihrbar ist, aus deren Losungen sich durch Wurzel-
ziehen die Coefficienten der verschiedenen Gleichungen p*" Grades
bilden lassen, deren Wurzeln die Grossen

Ty May -+ - Tp
sind, welche der Gleichung

m(m PR . = Jk_lﬁi-iun)

(w)dm fx)dz + (m)dm
VR () +f VER(x) +j VE(x)
geniigen, in welcher
‘Jli Jé‘: WL
die Periodicititsmoduln, % jeden Werth von 1 bis 2p, die Grossen
Biy Mgy -+ - et alle Zahlen 0, 1, 2, ., . (n— 1) vorstellen, und

m aus der Werthereihe 1, 2, ... #—1 zu nehmen ist.

Die weiteren wesentlichen Punkte, welche die Theorie der all-
gemeimen hyperelliptischen Integrale und der Periodicititsmoduln
derselben betreffen, gehdren naturgemiiss in die Theorie der hyper-
elliptischen an@tmnen welche sich bekammtlich als Integrale
eineg Systems von hyluerelhptmschem Differentialgleichungen ergeben
und zu noch weit ausgedehnteren und fiir die Algebra und Zahlen-
theorie ebenso wichtigen Untersuchungen fithren als es bei den
elliptischen Functionen der Fall gewesen.

Wien. ‘Leo Koenigsberger,




