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Dieser Artikel kann als eine Erginzung zur Abhandlung: ,Integration durch imaginires
Gebiet. Ein Beitrag zur Geschichte der Funktionentheorie* (1900) betrachtet werden und
behandelt ebenso wie dieser die Geschichte der Funktionen einer komplexen Verénderlichen;
aber die Untersuchungen, die hier in Betracht kommen, haben wesentlich zum Ausgangs-
punkt gewisse Probleme der Hydrodynamik. Bei der Behandlung eines solchen Problemes
hatte schon Clairaut (1743) einen Satz aufgestellt, der in nahem Zusammenhang mit der
Theorie der Funktionen einer komplexen Verénderlichen steht; aber noch wichtiger waren
die Untersuchungen von d’Alembert, der, veranlafit durch eine Aufgabe aus der Hydro-

dynamik, teils (1752) die partiellen Differentialgleichungen % = —%, % = % mittels
Funktionen komplexen Argumentes integrierte, teils (1761) erkannte, dafl diese Funktionen

p und g derselben partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung ‘327“5 + g%f = 0 geniigen.

Die d’Alembertsche Integrationsmethode ist von Euler (1755) fiir ein Problem der Hydro-
dynamik und von Lagrange (1772) fiir die Theorie der geographischen Karten verwertet
worden.

Anhangsweise bringt Stdckel einige Bemerkungen iiber die Entdeckung des sogenannten
,, Theorems von Frullani“.

(Rezension von Gustaf Enestrom (1852-1923) im Jahrbuch iber die Fortschritte der Ma-
thematik, Band 32, 1901, S. 48-49)
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Baltra.ge zur Geschlchte der Funktlonentheome im achtzehnten
Jahrhundert.

Von PAUL Stiackren in Kiel.

1. In der Abhandlung: Infegration durch imaginires Gebiet (diese

Zeitschrift 1,, 1900, 109—128, im folgenden mit I. angefiihrt) habe ich
gezeigt, dals CavcHYS Mdémoire sur les intdgrales definies, prises entre des
limites imaginaires vom Jahre 1825, womit man die Geschichte der Funk-
tionen einer komplexen Verinderlichen zu beginnen pflegt, .in Wahrheit
als das Endglied einer Kette von Untersuchungen aufaufassen ist, die
von LEIBNIZ und JOHANN BERNOULLI {iber D’ALEMBERT und EurLer bis
LapracE und PorssoN reicht. Durch Mittéilungen der Herren Bunrk-
narpT, LipscHrrz und 0scooD, denen ich auch an dieser Stelle fiir ihre
Freundlichkeit bestens. danke, bin ich darauf aufmerksam geworden, dals
fiir - die Greschichte der Funktionentheorie. im :achtzehnten Jahrhundert
noch eine zweite Reihe von Untersuchungen in Betracht. kommng, an
denen CLAIRAUT und D'ALEMBERT, KULER und LAGRANGE beteiligh sind;
wihrend es sich dort um die Ausbildung und Verfeinerung der Integral-
rechnung handélte, sind hier Probleme der Hydrodyuamlk der Aus-
gangspunkt fiir die analytischen Entwickelungen.
2, CLAIRAUT hat in seinem klassischen Werke: Théorie de lu fcr/m ¢
de la terre, tirde des principes de Uhydrostatique (Paris 1743) die mathe-
matische Figur -der Brde als. diejenige Niveaufliche einer gleichformig
rotierenden, gravitierenden Flissigkeitsmasse aufgefalst, von der die Ober-
fiiche der freien Weltmeere ein Teil -ist. Damit die Fliissigkeitsmasse
ihre Form  bestéindig belbehd,lt mufs be1 jedem in sich zuriickkehrenden
Kanal in der Meridianebene (#y-Ebene) Gleichgewicht herrschen. Be-
rechnet man also die W1rkung (Arbelt) der Gravitation auf einen unend-
liek schinalen Kanal OSN, 80 mufs man dasselbe’ Resu]tat erhalten wie
fiir irgend einen andern Kanal, ‘det * ebenfalls von O nach N fithrt
Werden die Komponenten der Kraft in Bezug auf die. Y- und 2-Axe mit
P und () bezelchnet 80, 18t jene erkung (Arbelt) glemh

f (Pdy + Qdz), -
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das Integral erstreckt iiber die Kanalkurve. Die Bedingung des Gleich-
gewichtes hesteht also darin, dals der Wert des Integrals unabhingig
vom Wege OSN ist, oder wie CrAIRAUT sagt (S.37): ,ne dépende pas
de la courbure de SN, cest & dire de la valeur particuliére de y en a*
yl faut donc”, fihrt er fort, ,que Pdy -+ @dx puisse s'intégrer sans
connaitre la valeur de 2, cest & dire qu’il faut que Pdy 4 Qdx soit une
difféventiclle compléte, afin gl puisse y avowr équilibre dans le F'luide".
Um aber zu erkennen, oh das der Fall sei, niiisse man sich cines Theo-
rems hedienen, das er in den Abhandlungen der Akademie fiir das Jahr
1740 gegeben habe'), nimlich nachsehen, ob die Gleichung

ar _dg

dx - dy
identisch in z und y erfullt gel.

Man erkennt hieraus, dals die Frage, wann ein uber eine Kutve er-

strecktes Integral vom Wege unabhiingig ist, bereits von CLAIRAUT auf-

. geworfen und — ahgesehen von den Stetigkeitsbedingungen — richtig

beantwortet worden ist. Welche Rolle diese I'rage bei den funktionen-
theoretischen Untersuchungen - CAucHYs und RIEMANNS splelt braucht

“hier nicht:auseinandergesetzt zu werden?). .

3. Nachdem D’ALEMBERT bereits 1744 einen Traité de I'équilibre et
dw mouvement des fluides vertffentlicht hatte, ist er, veranlafst durch eine
Preisaufgabe der Berliner Akademie, in- dem Essai dune nouvelle théorie
de lo résistance des fluides (Paris 17562) auf die Hydrodynamik ‘zuriick-
gekommen.” In eine homogene, schwerelose Flissigkeit, bei ‘der siimtliche
Teilchen sich in derselben Richtung mit derselben Geschwindigkeit bewegen,
denkt er sich (Kapitel IV) einen festen Korper gebracht, der an seinem
Orte verharrt, und sucht die alsdann sich herausbilderide stationire Be-
wegung der Fliissigkeit zu bestimmen. - Durch 'Betrachtungen, die zn
kritisieren ebenso leicht als nutzlos sein wiirde, gelangt' er dazu die
Losung des Problems auf die analytische Aufgabe zurlickzufiihren, zwei
Funktlonen g und p von z und 2z zu. ﬁnden, die den Glelchungen.

‘dg = Adz + Bds,

. dpaBdm,—-— Ade ‘__.g'g;i_zl

1) Sur l’mtegmtw% ou la constmctwn des e’quatwns dzﬁ‘erentwlles du . premier

ordre (Meom. Pa,ns, Année 1740 (1742), 294)
' 2) Nicht weniger bedleutungsvoll ist, CLMRAUTB Untersuchung fur dle Mechamh

tritt doch’ bei ihm’ an dieser- Stelle bereits der Begnﬁ' des Potentials auf, den’ man
gewdbhnlich auf LAGRANGE gurtckfiibit (vgl. auch B, Scmiriva, O F. Gavss wnd die
Erforschung des Erdmagnetismus, 8.68; Abhandlungen der Gesellschaft der
Wissenschaften zu Guttlngen, 84, 1887) ' ,
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genligen, oder, was auf dasselbe herzmskommt, 7zu untersuchen, wann
cleichzeitig Adw 4- Bdz und 2 Bdio — zAd vollstindige J)iﬁ'crcntiz:lu sind,
Um diese Frage leichter zu lésen, sagt »’Aveamsrier (S, ¢0), wolle
er damit beginnen, die einfachere Amnahme wu untorsmhm]; dals gleich-
zeitie. Mdr 4 Ndz und Nda — Mdz vollstindige Diffeventiale, (/—r/ und
dp, sein sollen.  Alsdann ist |
op ?)r]l J »__ A

PP o’ s Vil
folglich sind gda + pdz und pda — gdz ebenfalls vollstindige Differen-

tiale, mithin auch, indem man das zweite mit V— 1 multipliziert nnd
sum ersten addiert, bez. vom ersten subtrahiert,

(¢ +V—1p) ((/.1, + ]/l1'> ud (g — Y — Lp) ((/.:, i l) ,

eine Ifunktion von x — = allein.  Damit p und g reell ausfallen, nuls

man irgend zwel Funktionen & (i) und & (u) nehmen, die keine imaginiiren
Konstanten enthalten, und hat dann zu setzen:

e L (o) Bl (R e At G
p=éi( V—l) %(T_V )_‘_:( _{_r) 4+ &( ﬂ)’

y=1 Y1 Y-

unter der Annahme, dafs £ und § ganze ratiomale Ifunktionen dvitten
Grades sind, werden diese Ausdriicke expheite hergestellt: (M. Gl—631),
p ’ A A i y ahion 7ot s b N : N '
Dals D’ALEMBERT cine fiir die damalige Zeit veeht schwicrige Aul-

] ] AT ) [ i anf M :
gabe mit solcher Elegans gelist ]mt, beruht wohl daranf, dafy or wie
kein andrer dazu vorbereitet war. Denn erstens hatte er im Jahre 1746
die Differentialgleichung der schwingenden Saite integriert®) and dabei
ein gauz ithnliches Verfahren amnew.mdi Loy ersetate nimlich die Gleichung
™

'y 0%y

0 03

durch die Forderung, dals gleichzeitig pdr +- qdx und gdr 4- pda voll-

- gtiindige Differentiale, du nnd dy, werden sollen, nud fand, indem or diese

1) Auf diese Stelle hat bereits 1899 Herr Tiwescursko (vel. T, §. 128) anfmerk-
sam gemacht, der auch verschiedene der spitter zu nennenden Avbeiten von v'Anmi-
pent, JULER und Laeraxci anftihet.

9) Mdm. Berlin, Année 1747 (1749), 215—216.

Bibliothoea Mathematica. I11, Tolge, 11, M
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Ausdriicke addierte bez. subtrahierte, dals ¢ - « eine I'unktion von v 4 o
allein, y — u eine Funktion von v -— 2 allein sein muls, woraus sofort

y="( )+ I'(t—2)
folgt. Zweitens aber lag gerade D’ArevprERrT die Verwendung der Ima-
giniiven nahe, da er sich bereits 1746 mit der Untersuchung imaginiirer
Ausdriicke eingehend beschiiftigh hatte).

Bs ist auffallend, dafs D’ALEMBERT bei der Behandlung der urspriing-
lichen Aufgabe, dals dg = Ada 4 Bdz wnd dp = zBde — 2z Adz gleich-
scitig vollstindige Differentiale sein sollen, von dem fir Adz + Bdz
und Bdw — Adz gewonnenen LErgebnisse gar keinen Gebrauch macht,
dals er vielmehr sofort p als Potenzreihe i 2z und z mit unbestimmten
Koeffizienten ansetzt, fiir die sich Gleichungen ans der Integrabilitiits-
bedingung fiir d¢ ergeben, und es kénnte scheinen, aly ob er nur die
(ielegenheit benutzt hiitte, cin dem eigentlichen Gegenstande seines Wer-
kes gans fremdes Theorem, auf das er Wert legte, zu verdffentlichen,
wenn cr es nicht in den beiden letzten Kapiteln fiir Aufgaben der Hydro-
dynamik nutzbar machte. Br betrachtet in Kapitel VIII gewisse Be-
wegungen ciner Fliissigkeit in einem Gefiifse, das er der Emfachheit
halber als chen ansicht. Sind P und ¢ die Komponenten der Geschwin-
digkeit eines Teilchens, das sich wur Zeit ¢ im PPunkte x, ¢ befindet, so
findet cr, dals P=p-t, Q=g -t seimn muls, wo p und ¢ durch die

Gleichungen:

dy = Addz + Bdz, dp = Bdz — Adz
bestimmt sind (S. 182). In Kapitel IX wird das Strdmen von Fliissen
behandelt, wobei wieder die Beschriinkung auf Bewegungen in der
az-Khene cintritt.  Ohne jede nihere Begriindung werden genau dieselben
Gleichungen fiiv p und ¢ aufgestellt und dazu wird bemerkt, dals dem-
nach die Oberfliche des Flusses durch die Gleichung:

R A(IE iVi—l) Ha(ey)

dz » A(w+ z)——d(— z
V=1 V—1
bestimmt sei (8. 186).
Zusammenfassend werden wir sagen diirfen, dals D’AnEMBERT, durch

ein Problem der Hydrodynamik veranlalst, die partiellen Differential-

gleichungen:
- - ap__ _ 0g 0p oq
oz  ox’ Jw Jz
hetrachtet wnd entdeckt hat, dals sie erfiillt sind, wenn p und g den

1) Vgl. I 8. 112113,
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reellen und imaginiren Teil einer Funktion des Avgumentes o -

V-
hedeuten (wobei er sich jedoch auf solche Funkbionen heschriinkt, die fiir
reelles Argument reell sind), cine Einsicht, fiir die ich in meier schon
angefiihrten Abhandling nur eine im Jahrve 1777 verfalste, aber crst
1798 veroffentlichte Arbeit uLienrs anfiithren konnte.  Idrinnert man sich
noch daran, in weleh genialer Weisce D'ALEMBERT hereits 1746 die Theorvie
der nnaginiiren Ausdriicke behandelt hatte, so wird man auf seime Unfer-
suchungen einen Ausspruch iibertragen diirfen, den Herr Lovscnrrz in
Bezug auf cine sogleich wu  besprechende Arbeit von Mok geiiulsert,
hat!), dafs niimlich darin bereits alle dicjenigen Begriffe bevihrt sind, s
sweelchen siell die gegenwiirtige: Theorie der Tandlionen einer Fompleaen 1ep-
inderlichen entavickelt hat.

4. Eine neue Bpoche fiir die Hydrodynamik beginng mit dvei Ab-
handlungen EULERS ans dem Juhwe 1755, in denen die noch gegenwiirtig
seltende Theorie entwickelt wird?®). Hier kommt nur der Sehlufsabschnitt
Eer dritten  Abhandlung (S. 353—3861) in Betracht.  Die Koordinaten
oines Teilchens der Flisssigheit hezeichnet Kurer mit o, g, 2, die IS oni-
poncnten seiner Geschwindigkeit nach den Axen der gz ok oy e
Die Bedingung der Inkompressibilitit ist dann

on G o
e T Sl =),
an + cy + oz

Besonders einfach, sagt BuLex, wird die Untersuchung  der Bewegung
einer inkompressiblen Flissigkeit, wenn man die Annahme machi, dofx

wda 4 vdy - wdz
ein vollstindiges Differential sei (8. 853), wnd die Differentinlgleichungen
Tassen sich sogar integrieren, wemn man sich wuf die Betrachtung ciner
Bewegung in einer Ebene, etwa der ay-libene, beschriinkt,  Tn diesem
Talle ist nimlich 2 = 0, also
o v 0
o L oy
folglich wudy — wvda ein vollstindiges Diffexential, withrend gleichueitio
auch wdx -+ vdy integrabel sein soll.  Man findet daber » und » e e
méthode fort ingénieuse de M. v’ Aveapere®. Damit o und o veell ausfallen,
ist zu setzen:

1) Journ. fiir Mathem. 100 (1887), 111.

2) Principes générauz de Vélat de Uéquilidre des fluides; Principes généraur du
mowvement des fluides; Continuation des reeherches sur la Ahéorie dw aoneepent des
',’[’(‘l/T-(iES; Mém, Berlin, Année 1755 (1757), 217—278, 270315, 810361,

Slh
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. 1 . ] -
w10 =59 (v + iy) — 5 ¥ (& + 4y),

Wi = q) (a 3} P (v — ).

Will man % und v in ree]]er Form erhalten, so brauncht man nur die A
Potenzen ihrer Argumente #zu entwickeln,

IFunktionen ¢ und ¢ nach
Ist niimlich:

p(p) =4+ Bp+ p* 4 Dp 4 -,
p(p) =W+ Bp + Ep* 4+ Dp* - -+,

wo die Koeffizienten als reell vorausgesetzt werden, so ergiebt die Sub-

stitution )
p=x -4 oy =-s(cos w — i sin w)

fiir w und v die reellen Ausdricke:
= A - DBs cosw + Cs®cos 2ev -} Ds? cos Bew - - - -
+ Bs sinw + Es? sin 20 + Ds® sin Bw - - - -,
v = U -+ Bs cosw + Es* cos 2w - Ds” cos 3w - -
— Bssinw — Cs? sin 200 - Ds® sin 3w — -
Auch die Kurven, welche die Fliissigkeitsteilchen beschreiben und die .
durch die Gleichung udy — vdz = 0 definiert werden, also die Shrom-
linien, wie man jetzt sagh, ergeben sich bei diesem Amsatz ohne weiteres,
ihre Gleichung wird
As sinw + 5 Bs?sin 2w 4 & Cs* sin Baw + - -

0 . = const.
— s cos 1w — L Bs* cos 2w — L Cs* cos 3w — - - }

Derselben Gleichung geniigen auch die Winde des ebenen Gefilses,
dem sich die Fliissigkeit befindet,

BuLers Darlegungen sind in physmwhscher wie mathematischer Be-
ziehung bemerkenswert.  Scin Verfalhren, Bewegungen einer cbenen, in-
lcompressiblen  Fliissigheit zw ermilleln, ist genaw dasselbe, das Hrramonrz
im Jahre 1868 angegeben hat').  Allerdings fehlt bei Eurrr, was HELm-
noLT% Abhandlung auszeichnet: die Durchfiihrung an physikalisch inter-
essunten Beispielen. Dieser Mangel ist nicht zufilllig. Er hat seinen
Grund in den Schwierigkeiten, dic fiir die Mathematiker des achtzehnten
Jahrhunderts bei der expliciten Herstellung des reellen und remn imagi-
niiren Teiles einer Funktion komplexen Argumentes zu {iberwinden waren.
RurErs Methode der Rejhenentwicklung ist hierfiir augenscheinlich nur

%\,Adb -

1) Uber discontimuierliche Tlissigheitsbewegungen; Monatsberichte Berlin
1868, 223—297 (= Wissenschafiliche Abhandlungen, Bd. 1, Berlin 1882, 153—157).
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ein Notbehelf. Das hat er wohl selbst gefiihlt, denn er ist wicderholt
anf diesen Gegenstand zuriickgekommen'), der auch seine Zeitgenossen
lebhaft beschiiftigh hat. Iin Beweis hierftiv sind v’Avnemnerr  und
[.AGRANGE, die in ihrem DBriefwechsel und in ihren Schriften die Glei-
chung [ (o 4 7y) = M (2, 1) ¢ N (o) mit Aufwand von grofsem Schaxf-
ginn behandelt haben®). Keiner der zwei genannten Autoren ist jedoch
zu einer beiriedigenden Losung gekommen, was auch wnmiglich war,
solange die Begriffe Funktion und analylischer Awsdruel als identisch an-
gesehen wurden. In der JFrkenntnis der Diskrepanz dieser Begrifle liegt
der wesentliche Fortschritt, der im neimzehnten Juhrhundert gemacht

T

worden 1st.
5. Bei mAruyserT und Rover treten Fenkfionen ciner komplexen

Veriinderlichen auf im Zusammenhange mit der Integration der simultancn
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnwng:

D;) _aq Op oq
de Jat om o )

dagegen wird micht erwiihnt, dals p und ¢ derselben particllen Diflevential-

gleichung zweiter Ordnaunyg

0% 4 ¢
FES dat
AT o J Tt Tad AP b Y oty it !
oentigen. Zum ersten Male scllgmt dl@@ Gleichung in dem crsten, 1761
orschiencnen Bande der Opuseunles mathémaliques von D' ALIIBERT auf-
mutreten, der in der Abhandlung: Recherches sur les wibralions des conrles
sonores (Bd. T, S.11) sagt, bei anderen als den iiblichen Annahmen ither
die Krifte komme man fiir die schwingende Saite #zu der Differential-

gleichung

der durch

Y= (r +|/ — 1+ dle—Y—11

seniigh werde. |
Derselbe Band enthiilt eine Abhandhwmg: Remarques s les lois din
mouwvement des fluides (S. 137-—168), in der D’Avimsert Kuonkrs Ab-

1) Vgl z B. Instihdiones calewdi inlegralis, b I, Pebersburg 1770, 8. 197, 314,
317; Nova Acta Petrop. XII, ad annum 1704 (.IHOJ), 3--21 und )\H’, ad dnnum
1708 (1803), 62--74.

2) Die betreffenden Briefe von 'Arsmpsrr und Tnanaxan, dic aus den Jahren
1765 und 1766 stammen, sind abgedruckt in den Oereres von Lacranaw, b NTTT (Daris
1882), S, 22-—46.  Fiir v'Avemserr ist anzufiihren Opusenles methématiques, t. 'V, PMaris
1768, S. 41—07 und 95—131, fiir Laceanae Ocwores, b1 (Paris 1867), 8, 408 514
(= Misec. Taurinensia III, 1762—1765). :
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s oL Sriexn.

handlung vom Jahre 1755 kritisiert, ohme freilich Kuter beim Namen
zi nennen.  Lis handelt sich hauptsachlich um die Gestalt der Wiinde des
Gefiifses.  Bunenr hatte behauptet, dals man dafiiv beliebige Kurven
nehmen diirfe, denn jede Ifunktion / (a, y) lasse sich als der reine imagi-
niive Teil einer Funktion von » -} 4y auffassen (in der 7 nicht explicite
vorkommt).  Dazu bemerkt n’Avewysert, in der Forderung, f (2, y) solle
der rein imaginiive Teil einer IFunktion von x -- iy sein, liege eine
Besehviinkung; das zeige schon das cinfache Beispiel f'(z, ) = o 4 ».
Wenn er aber weiter geht und erklirt, falls man / (z, 9) nicht auf die
verlangte Form bringen kénne, so lasse sich die Bewegung der Fliissig-
keit dem Kalkiil nicht unterwerfen, so geht er zu weit, und mit Recht
hat Lacraxce dagegen Tinspruch erhoben?).
6. s verdient hervorgehoben zu werden, dafs D’ALEMBERTS Methode,
dic simultanen partiellen Differentialgleichungen
op dqg  ép +34]
gz da’ dx U 0z

mittelst Kunktionen komplexen Argumentes zu integrieren, bereits 1m
achtzehnten Jahrhundert eine wichtige und folgenreiche Anwendung er-
fahren hat, und zwar durch Lagraner.  Ich meine seine Abhandlung: Sur

Aa construction dos carles géograpliques vom Jahre 1779%).  Das Problem, A

eine Rotutionsfliche in den kleinsten Teilen #hnlich auf eine EBhenc ah-
zubilden, erfordert, dafs eine Gleichung der Form:

da* + dy® = m* (du® 4~ dt?)
mtegriert wird, LAGRANGE leistet die Integration, indem er
dy = aduw— Bdt,  dy= pdu 4+ edi

setzt, und auf diese Gleichungen, wie er ausdriicklich hemerkt, dic
Methode von »’ALEMBERT anwendet. Danach wird

di - idy = (& 4 1B) (duw - idi)
@4y = (u -+ it), m— iy = I (u — it).

In der That folgt aus diesen Gleichungen
dat 4 dyt =" (u - it) - F' (u — if) (du® 4 di*),
sodals alles anf die Bestimmung der Funktionen eines komplexen Argu-

mentes /' und J* zuriickgeflihrt ist.
Bei der Bedeutung, welche die konforme Abbildung durch Rizmany

und daher

E\

1) Ocuvres, t. 1, PParis 1867, S. 445 (= Misc. Taurinensia II, 1760—1761).
9) Ocuvres, t. X, Paris 1869, 8. 635—692 (= Mém. Berlin, Annde 1779 (1781,
161—210). S : ;
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und seine Nachfolger fiir die Theorie der I'inktiomen einer komplexen
Verinderlichen gewommen hat, erschien es angebracht, festzustellen, dals
es gich hier um JTdeen handelt, fiir die mnach der geometrischen Seite
LAGRANGE, nach der analybischen D’Anemnrirr als erste Urheber zu
nennen sind.

7. Die Hauptergebnisse der vorhergehenden Untersuchung lassen sich
dahin formulieren, dafs DALEMBLRT im Jahre 17562, veranlalst durch cine
Aufgabe ans der Hydrodynamik, die partiellen Differentialgleichungen:

op o oq op o
e nx? Pa Or

mittelst Funktionen komplexen Argumentes integriert und spiitestens im
Jahre 1761 die Beziehung dieser Tunktionen zu der partiellen Differen-
tialgleichung . N
7t | o p 0
05* oat
erkannt hat. Seine Integrationsmethode ist von Tyurer fir ein Problem
der Hydrodynamik (1755), von Lsgranar fiir die Theoric der geographischien
Karten (1772)7) nutzbar gemacht worden, freilich nur in heschriimktem Um-
fange, weil den Mathematikern des 18, Jahvhunderts die Trennung des
recllen tnd imaginiren Bestundteils yon Fanktionen einer komplexen Ver-

snderlichen Schwierigkeiten machte.
Das sind Vervollstindigungen fiir die Geschichte der Ifanktionen-

1) Lagraxcr hatbe scin Verfahren schon im Jahre 1772 scinem Kollegen von
dor Berliner Akademic, J. H. Lawserr, mitgeteilt, der es in dem driblen Bande der
Beytréige zum Gebraueh der Muthemalil: wnd deren. Amwoendung, Berlin 1772, S. 166
—107 verdffentlicht hat. Fiir die Integration der Gleichungen

dayy = F+ ndp 4 mdi,
do = — mdp ~- wdl

w ok iy = (i £ 1)
verweist Lavnere auf Boveanwvines, Traite du Culeul inlégral, T2 1T fSect. 1], Chap. 16
Probl. 2 [S. 140, Dieses Werk war in Paris 1756 erschicnen.  In der That enthiilt
die angefiihite Stelle einen Beweis daftir, dafs die Ausdriieke »dl -~ fds und
vds 4 fndtl, wo n eine Konstante bedentet, dann und nur dann gleichzeitig vollstin-
dige Differentiale werden, wenn man

BYn A v = f{YVn- 9

setzt; dazu wird S, 143 hemerks, dafs keine Schwierigkeit entstehe, wenn V n imaginiir
ausfalle, denn man konne das Imaginiire in f und » stets zwm Verschwinden ]Il‘il;lg(‘n.
Da Boucaizvinie in der Vorrede (P. 11, 5. 1V) ausgdriicklich angicbt, dals er fast alle
in seinem Buche auscinandergesetzten Integrationsmethoden den  Abhandlungen
p'ArkyserTs entnommen habe, so gilt dics gewils im besonderen fiir den vorliegen-
den Fall

durch
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theorie.  Allein die Bedeutung dieser Ergebmisse ist bei weitem gritfser.
Sic sind em neuer Beleg dafiir, wie tief dic Mathematik des 10, Jahr-
Inmnderts im 18, Jahrhundert wurzelt, sie zeigen, wie dringend notwendig
cs ist die Geschichte der Mathematik bis wum Beginn des 19. Jahrhun-
derts weiter zu fithren.  Auf der andern Seite aber lassen sie erkennen,
wic schwer es sein wird, zu einer befriedigenden Losung dieser Aufaahe
zi gelimgen.  Denn dafiir gentigt keineswegs, dafs man die mathematische
Iiatteratur im engern Sinne des Wortes durchforscht, es muls vielmehr
dic Fordernng gestellt werden, dals die gesammte Litteratur der ange-
wandten Mathematik, also im besondern der Astronomie und Physik, ciner
genauen Durchsicht auf ihrven mathematischen Gehalt hin unterzogen
wird, cime Forderung, deren Durchfithrung mehr als eine Verdoppelung
der zu leistenden Vorarbeiten bedeutet. Wird sie einmal durchgefiihrt, so
wird sich gewifs in noch héherem Malse, als es bis jetat nachgewiesen
werden kann, herausstellen, dals die grolsen allgemeinen Theorien, die
den Stolz des 19. Jahrhunderts bilden, aus der Vertiefung in spezielle
Aufguben der angewandten Mathematik hervorgegangen sind, die im
18. Jahrhundert gestellt und hehandelt wurden.

Die hisherigen Darstellungen geniigen dieser Forderung noch micht,
ja man wird sagen dirfen: dic Geschichie der Mathematil; des 18. Jahs-
lrunderts mufs noch geschrichen werden.

Kiel im Oktober 1900.

Nachtrag

su der Abhandlung: o, Integration durch imaginiives Gehiet¢ (1,,1900, 109—128),

Im Jahre 1831 hat, wie ich 8. 120 bemerkte, Poissox die Gleichung

-7

1 —iz
5;,[97 (¢ + ¢ )(Z.ft::q;(a)

— 7T

aufgestellt, die 1840 von Civcny wieder entdeckt wurde und bel ihm
eine fundamentale Rolle spielt. Die Herren Burkuarpr in Zirich und
Loria in Genua hatten die Freundlichkeit, mir mitzuteilen, dals diese und
eime noch allgemeinere I'ormel bereits im Jahre 1816 von Gruserre
FrunLANT angegeben worden ist, der in dem Werke Ricerche sopra le
serie ¢ sopra Uindegrazione delle cquaziowi « differenze parziali (Fivenze
1816) und in der Abhandlung Sopra la dipendenza fra 4 differenziali
delle funzioni ¢ gli inteyrali definiti (ricevuta li 4. Febbrajo 1818), Mem.
mat. della Soc. italiana 18 (Modena 1820), 458—517 die Formeln

herleitet:
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Freilich hat Frunraxt mit semen  Formeln nichts anzufangen  gewulst
vielmehr ist er hei dem Versuche sie anzuwenden sofort in em Labyrinth
von Schwierigkeiten gerafen, aus dem er sich nicht herausfinden konnte.

. o
= _ l/(/ (9 = [ (e M) cos mgdg.
0

==

Fr setzt niimlich
9

/(@) = pad e 2 - 0

and findet alsdann fiir den Wert der reellen Seile von (2):

1= i/‘]‘l‘—,”—_ [(1 m“.l/j_‘:?';é:)m__ (l, - .l/,,:‘ n,ﬂ)“]’

ity den Wert der linken Seite dagegen:

-+ 2 _ [‘ - V.“_:i]
R g ]

Fronnant sucht den Widerspruch dadureh zn hehen, daly er an-
nimmt, einc Funktion 1'(cos ¢) lusse sich auf verschiedene Arten in eine
trigonometrische Reihe entwickeln,  Allein der wahre Grund, waram die
Gleichung (2) versagt, hesteht darin, dals die Tnwickelung von f(x) nach
Potenzen von a fir & =1 d.lvug.mrt, dufs also die Vorausselzungen
fiir die Giiligkeit dieser Gleichung nicht exfills sind.




