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Zusammenfassung

3D-NLTE-Linienbildung in differentiell bewegten Molekiilwolken mit protostellaren Ker-
nen und analytische Untersuchungen zur hydrodynamischen Struktur axialsymmetrischer
Systeme

Ziel dieses Projekts ist es, fiir protostellare Molekiilwolken mit verschiedenen Geschwindigkeits- und
Dichteverteilungen Linienprofile und -stdrken zu berechnen, die unmittelbar mit rdumlich und spek-
tral aufgelosten Beobachtungen verglichen werden konnen. Sie sollen dazu beitragen, die physikalischen
Verhiltnisse protostellarer Wolkenkerne in den ersten Phasen der Sternentstehung abzuleiten.

Hierbei stehen in dieser Arbeit diagnostisch wichtige Rotationsiibergéinge des CS-Molekiils im Vorder-
grund. Da bei abnehmender Dichte NLTE-Effekte immer wichtiger werden, werden die entsprechenden
zeitabhingigen Ratengleichungen in selbstkonsistenter Behandlung des Strahlungstransports im kolla-
bierenden Medium gel6st. Die Rechnungen beriicksichtigen sowohl grofirdumige (durch Rotation und
Akkretion) als auch kleinskalige (durch mikroskopische Turbulenzen verursachte) Geschwindigkeitsfel-
der.

Auf der Basis analytischer Losungen der 1D-Strahlungstransportgleichung wird ein Verfahren zur Be-
rechnung der lokal emittierten Molekiil-Linienintensititen in einem kollabierenden sphérischen Medium
entwickelt. Zur Berechnung der Linienemissionen aus axialsymmetrischen, differentiell rotierenden und
kollabierenden Wolken, sowie zum Test der numerischen Resultate fiir den sphérischen 1D-Fall, wird
auflerdem die 3D-Strahlungstransportgleichung mittels der Methode der Finiten Differenzen numerisch
gelost. Um den Eingabe-Parameterraum eines rotierenden kollabierenden Systems einzuschrinken, werden
ferner fiir den 3D-Fall neue analytische Ausdriicke fiir die Dichte- und Geschwindigkeitsverteilung einer
isothermen Wolke aus den hydrodynamischen Grundgleichungen hergeleitet. Diese Losungen ergeben sich
als Spezialfall aus den ebenfalls abgeleiteten Ausdriicken fiir entsprechende Sternwinde.

Abstract

3D-NLTE line formation in differentially moving molecular clouds with protostellar cores
and analytical investigations of the hydrodynamic structure of axisymmetric systems

The aim of this project is to calculate for protostellar molecular clouds with different velocity and density
distributions line profiles and strengths, which can be directly compared with spatially and spectrally
resolved observations, in order to derive the physical conditions of protostellar cloud cores in the first
stage of star formation.

In the centre of interest is the modeling of diagnostically important rotational transitions of the CS
molecule. Since NLTE (i.e. non local thermal equilibrium) effects become more important with decreasing
density, the corresponding time-dependent rate equations are solved self-consistently with respect to the
radiative transfer in the collapsing medium. The calculations consider both macroscopic (from rotation
and accretion) and microscopic (due to turbulences) velocity fields.

Based on analytical solutions of the 1D radiative transfer equation, a method for calculating the spatially
resolved molecular line intensities in a collapsing spherical medium is developed. In order to calculate
the line emissions from axisymmetric, differentially rotating and collapsing clouds, as well as to test the
numerical results of the spherical 1D case, the 3D transfer equation is also solved numerically by using
finite differences. In order to reduce the parameter space of rotating collapsing systems in the 3D case,
new analytical expressions for the density and velocity field of an isothermal cloud are derived from the
basic hydrodynamic equations. One obtains these solutions as special cases of the analytical solutions for
a corresponding rotating stellar wind (also derived in this paper).
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Einleitung 1

1 Einleitung

1.1 Beobachtung von Molekiilwolken

Das Problem, wie Sterne aus Molekiilwolken entstehen, beginnt mit dem physikalischen
Verstidndnis dieser Objekte und wie einzelne gravitationsinstabile Kerne in diesen Wolken kon-
densieren. Inhomogene Strukturen wurden schon in den &ltesten Karten von Molekiilwolken
beobachtet (Kutner et al. 1977; Blitz & Thaddeus 1980), die als eine Gruppierung aus diskreten
Klumpen beschrieben werden konnten (Blitz & Stark 1986). Diese Klumpen wiederum enthalten
selbst dichte Kerne, welche die Orte der Sternentstehung innerhalb der Wolke darstellen (Myers
& Benson 1983).

Die Fortschritte in der Millimeterwellen-Empfingertechnologie haben es moglich gemacht, Mo-
lekiilwolken schnell und mit hoher Empfindlichkeit zu kartographieren. Das Rauschen bei einer
Beobachtung ist direkt proportional zur Systemtemperatur, und mit abnehmenden Receiver-
Temperaturen ist es moglich geworden gesamte Komplexe — mit einer Winkelausdehnung
von mehreren Grad — mit einer Auflésung von Sub-Bogenminuten aufzunehmen. Bis zu vier
Empfianger zu verschiedenen Frequenzen gleichzeitig konnen z.B. am IRAM 30m-Teleskop
eingesetzt werden, um die gleiche Position am Himmel zu beobachten. Die Erweiterung der
Millimeterwellen-Interferometer des IRAM haben die Abbildungsqualitit und Empfindlichkeit
der Instrumente drastisch erhéht, und haben hochauflésende Beobachtungen (< 10”) der Struk-
tur in Molekiilwolken betréchtlich schneller und einfach gemacht.

Der Grofiteil der Masse der molekularen interstellaren Materie (ISM) befindet sich in Form von
riesigen Molekiilwolken (GMCs), mit Massen von etwa 10°~%M, Durchmessern von ca. 50 pc,
und durchschnittlichen Dichten von ny, ~ 102 cm™? (s. z.B. Blitz 1993). Der scharfe Schnitt
am oberen Ende der Wolkenmassen-Verteilung bei ca. 6 x 10°M; (Williams & McKee 1997)
deutet darauf hin, dafl die Wolkenmassen durch irgend welche physikalischen Prozesse begrenzt
werden; wie z.B. durch das Gezeitenfeld der Galaxie oder die zerstorerische Wirkung massiver
Sterne innerhalb diesen.

Der Wolkenkern, aus welchem sich ein einzelner Stern oder ganze Sternsysteme bilden, ist das
letzte Stadium der Wolkenfragmentation. Kerne haben typische durchschnittliche Dichten von
ni, ~ 10° em™ und konnen in den Linieniibergingen (Rotationsiibergéingen) von Molekiilen
mit groflem Dipolmoment beobachtet werden (Benson & Myers 1989; Fiebig et al., zitiert in
Wiesemeyer 1997), oder iiber Staub-Kontinuumsstrahlung, im Millimeter- und Submillimeter-
Wellenldngenbereich (Kramer et al. 1998). Die erste Methode gibt neben der rdaumlichen aber
auch kinematische Informationen iiber die Wolkenstruktur.

Die schwache Mikrowellenstrahlung, die von den Wolken ausgeht, stammt nicht von molekula-
rem Wasserstoff selbst (dem Hauptbestandteil der Molekiilwolken), sondern von anderen, nur in
Spuren vorhandenen chemischen Verbindungen wie CO (Kohlenmonoxid) und CS (Kohlenstoff-
monosulfid). Molekularer Wasserstoff hat namlich kein permanentes elektrisches Dipolmoment
und emittiert daher (im Grundzustand) keine erlaubten Linien im Radio- oder Millimeterwel-
lenbereich. Aus der kosmischen Héufigkeit der Elemente und den beobachteten Emissionslinien
anderer Molekiile, die durch Stéfle mit Wasserstoff zustande kommen, kann man jedoch auf das
Vorhandensein molekularen Wasserstoffs schliefien.
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1.2 Bisherige Arbeiten zu den frithen Entwicklungsstadien massearmer Ster-
ne

Die Bildung von Sternen mit geringer Masse vollzieht sich in einer Reihe unterschiedlicher Sta-
dien (Larson 1969, Shu et al. 1987). Das erste Stadium entspricht der Fragmentation einer
Molekiilwolke in eine Anzahl gravitationsinstabiler Kerne, welche anfinglich durch das Zusam-
menwirken von thermischen, magnetischen und turbulenten Druckkriften gegen die Gravitation
gestiitzt werden (Mouchovias 1991, Shu et al. 1987). Diese prastellaren Kondensationen oder
Fragmente bilden und entwickeln sich infolge eines noch kaum verstandenen Mechanismus, der
sich aus einer ambipolaren Diffusion (Mouchovias 1991), der Dissipation von Turbulenz (Na-
kamo 1998), und einem duBeren Impuls (Bonnell et al. 1997) zusammensetzen kénnte. Wird
solch eine Kondensation erst einmal gravitationsinstabil und kollabiert, sind die theoretischen
Hauptmerkmale der einsetzenden dynamischen Entwicklung schon seit der Pionierarbeit von
Larson (1969) bekannt. Innerhalb einer wahrscheinlich kurzen Anfangsphase wird die frei wer-
dende Gravitationsenergie ungehindert abgestrahlt, und das kollabierende Fragment bleibt im
wesentlichen iosotherm. Diese isotherme (“Runaway“-) Kollapsphase tendiert dazu eine star-
ke zentrale Materiekonzentration zu erzeugen, mit einem radialen Dichtegradient, der sich mit
p o< 72 zu kleineren Radien annihert, im wesentlichen unabhingig von den Anfangsbedingun-
gen (Whitworth & Summers 1985; Blottiau et al. 1988; Foster & Chevalier 1993). Diese Phase
endet mit der Bildung eines undurchsichtigen, hydrostatischen protostellaren Objekts im Zen-
trum (Larson 1969; Boss & Yorke 1995; Bate 1998). Numerische Simulationen sagen sogar die
aufeinanderfolgende Bildung zweier hydrostatischer Objekte, eines vor und eines nach der Dis-
soziation von molekularem Wasserstoff, voraus (Boss & Yorke 1995). Das System tritt dann in
die Hauptakkretionsphase (sog. “Class 0“-Objekte) ein, wihrend welcher das zentrale Objekt
seine Masse M, von der umgebenen einfallenden Hiille und der Akkretionsscheibe aufbaut, und
sich dabei allmihlich erwidrmt. Das System besteht also jetzt aus dem zentralen Objekt und
einer Hiille mit Scheibe, der sog. akkretierende Protostern. Die jiingsten akkretierenden Pro-
tosterne haben eine Hiillenmasse von Mg,y > M, und strahlen mit der Akkretionsleuchtkraft
Loce = GM*MaCC/R*. In der Standardtheorie isolierter Sternentstehung (Shu et al. 1987, 1993),
werden als Anfangsbedingungen fiir den Kollaps einzelne statische isotherme Spheroide (d.h.
abgeplattete Kugeln) angenommen (p ~ (a?/27G)r=2, vgl. Li & Shu 1996, 1997), es gibt kei-
ne Runaway-Kollapsphase, und die Akkretionsrate Myee ~ a3G ist zeitlich konstant (mit der
effektiven isothermen Schallgeschwindigkeit a).

Beobachungen haben gezeigt, daf§ die Hauptakkretionsphase immer begleitet wird durch einen
starken Ausstof} eines kleinen Bruchteils der akkretierten Materie in Form von markanten bipola-
ren Jets oder Ausfliissen (Bachiller 1996). Es wird vermutet, daf§ diese Ausfliisse den iiberschiissi-
gen Drehimpuls der einfallenden Materie abfithren (vgl. z.B. Konigl & Pudritz 2000).

Wenn das Objekt im Zentrum den Grofteil seiner endgiiltigen Hauptreihen-Masse (2 90%) an-
gesammelt hat, wird es zu einem Vor-Hauptreihenstern, der sich bei etwa gleichbleibender Masse
auf der Kelvin-Helmholtz-Kontraktionszeitskala weiter entwickelt (Stahler & Walter 1993).

Das prdastellare Stadium der Sternentstehung wird von André et al. (2000) definiert als die
Phase, in welcher sich ein gravitationsgebundener Kern in einer Molekiilwolke gebildet hat, und
sich in Richtung hoherer Stufen der zentralen Kondensation weiter entwickelt, jedoch noch kein
zentrales hydrostatisches protostellares Objekt innerhalb des Kerns existiert.
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1.3 Probleme und Schwierigkeiten

Die Sternentstehung kann als hydrodynamischer Vorgang modelliert werden, der durch Strah-
lungsfelder nicht nur quantitativ, sondern u.U. auch in seiner globalen Natur beeinflufit wird
(Yorke & Henning 1994). Dabei ist die Interpretation des emittierten Spektrums, d.h. insbeson-
dere der Molekiillinienstédrken und -profile im mm und Sub-mm-Bereich (welche Informationen
iiber die Dichte- und Geschwindigkeitsverteilung enthalten) das wichtigste Werkzeug fiir das
Verstehen der Sternentstehung. Die Strahlungstransportgleichung ist daher von unentbehrlicher
Bedeutung fiir die Interpretation beobachteter Spektren, und stellt die Verbindung zwischen
theoretischen hydrodynamischen Modellrechnungen und Beobachtungen von protostellaren Wol-
kenkerne her.

So rasant sich aber die Moglichkeiten der Beobachtungstechniken weiterentwickelt haben, hat
die Entwicklung geeigneter Analyseverfahren dem nicht Schritt gehalten. Die Probleme die sich
hierbei stellen, sind die mehrdimensionale Struktur protostellarer Wolken, die komplexen Ge-
schwindigkeitsfelder, und der grofle Bereich optischer Tiefen von 7 < 1 bis > 1. Auflerdem muf}
bei den theoretischen Uberlegungen beriicksichtigt werden, daB bei den niedrigen Dichten und
Temperaturen in den Auflenschichten von protostellaren Objekten wihrend der frithen Phasen
LTE-Besetzungszahlen der Molekiile und Atome nicht erreicht werden. Fiir diagnostisch wichtige
Molekiillinien miissen deshalb die entsprechenden NLTE-Ratengleichungen in selbstkonsistenter
Behandlung des Strahlungstransports im kollabierenden Medium gel6st werden.

Als Beispiel sei die Quelle GF9-2 im globularen Filament 1.1082 (Katalog v. Schneider & Elme-
green 1979) in einer Entfernung von ca. 200 pc erwihnt. Es handelt sich hierbei um massearme
Protosterne (Klasse 0) und einen heifien Kern im Zentrum (7' ~ 1000K, entsprechend ISOCAM-
Beobachtungen). Die von Wiesemeyer (1997) beobachteten ortsaufgelosten CS-Linienprofile die-
ser Quelle (s. Abschn. 9) zeigen keine sphirische Symmetrie zum Wolkenzentrum. Demzufolge
sind komplexere Wolkendichte- und Geschwindigkeitsverteilungen als die einer sphérisch kol-
labierenden Wolke (1D-Verteilung) anzunehmen, z.B. mindestens die einer axialsymmetrischen
kollabierenden Wolke mit Rotation (2D-Verteilung), auf deren Rotationsachse man aufierdem
schrig blickt. Dabei sind 3D-NLTE-Strahlungstransport-Berechungen notwendig, um diese be-
obachteten Linienprofile interpretieren zu kénnen.

1.4 Ziel dieser Arbeit

Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Entwicklung eines 3D-NLTE-Strahlungstransport-Codes zur
Berechnung der lokal emittierten Molekiillinien-Intensititen aus (z.B.) einem kollabierenden
axialsymmetrischen Medium mit differentieller Rotation, um die synthetischen Spektren mit
rdumlich aufgelosten Linienprofile aus Beobachtungen protostellarer Wolkenkerne vergleichen
zu konnen. Freilich ist es aber nicht Ziel dieser Arbeit, mit diesem Code bestimmte beobachtete
protostellare Objekte theoretisch zu modellieren, als vielmehr nur fiir bestimmte Wolkenmodell-
Beispiele die berechneten ortsaufgeldsten Linienprofiltypen zu interpretieren und diese dann
qualitativ in ihren Grundziigen spéter mit Beobachtungen zu vergleichen.

Auf der Basis analytischer Losungen der 1D-Strahlungstransportgleichung wird auflerdem ein
sehr schnelles Verfahren, d.h. ein 1D-Code zur Berechnung der emittierten Linienintensitéiten
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aus einem nicht-relativistisch bewegten sphérischen Medium (ohne Rotation), entwickelt. Die-
ser dient u.a. zum Test des 3D-Codes, wobei die 3D-Linientransportrechnungen auf dieselbe
sphéarische Wolkenverteilung aus dem 1D-Modell angewendet werden.

Um schlieBlich den 3D-Strahlungstransport-Code zur Berechnung der Linienemissionen aus axi-
alsymmetrischen, differentiell rotierenden und kollabierenden Wolken mit protostellarem Kern
erweitern zu kénnen, wurden zur Einschrankung des moglichen Eingabe-Parameterraums neue
analytische Ausdriicke fiir die Dichte- und Geschwindigkeitsverteilung einer isothermen Wolke
aus den hydrodynamischen Grundgleichungen hergeleitet. Diese 2D-Losungen ergeben sich als
Spezialfall aus den ebenfalls abgeleiteten Ausdriicken fiir entsprechende Sternwinde unter Ver-
nachlissigung von Strahlungsbeschleunigungen durch Kontinua und Linien. Sie gelten in beiden
Fillen sowohl fiir den Unter- als auch Uberschallbereich.

Der nur an den analytischen Losungen fiir das 2D-Geschwindigkeitsfeld und die Dichteverteilung
eines nicht-sphirischen strahlungsgetriebenen Sternwindes interessierte Leser, braucht nur den
folgenden Abschnitt 1.6 dieser Einleitung, sowie den Abschnitt 6 und den Anhang B zu lesen
und kann die iibrigen Abschnitte dieser Arbeit ohne Verstédndnisprobleme einfach iiberspringen.

1.5 Gliederung des Hauptteils dieser Arbeit

In Abschnitt 2 wird ein allgemeiner Uberblick zur Vorgehensweise der Losung des NLTE-
Linientransportproblems gegeben, mit einer Vorstellung des zu lésenden Gleichungssystems,
bestehend aus den zeitabhingigen Ratengleichungen, gekoppelt mit der Strahlungstransport-
gleichung iiber die gesamten Ratenkoeffizienten P;;; letztere hingen von der iiber alle Raum-
winkel und Linienfrequenzen gemittelten Strahlungsintensitét jij ab. Alle in diesen Gleichungen
enthaltenen Gréflen und deren Berechnung werden kurz beschrieben. Auflerdem werden die ver-
wendeten Losungsmethoden des Gleichungssytems, d.h. der entwickelte Algorithmus der NLTE-
Strahlungstransport-Programme und das darin angewandte numerische Verfahren zur Ldsung
der Ratengleichungen und der Strahlungstransportgleichung im 1D- und 3D-Fall, kurz vorge-
stellt und beschrieben. Die Wahl dieser Losungsmethoden wird hierin begriindet und die Vorteile
gegeniiber anderen Methoden geschildert.

Im folgenden Abschnitt 3 erfolgt die Herleitung der hier benutzten zeitabhingigen Ratenglei-
chungen, sowie des verwendeten Geschwindigkeits- und Dichtegesetzes fiir den Fall einer sphiri-
schen Wolke (wie es letzteres zur Berechnung der Besetzungszahldichten beim Programmstart
benotigt wird). Ferner werden die benotigten Formeln zur Berechnung der totalen Ratenkoef-
fizienten P;; aus den tabellierten Stofiratenkoeffizienten c;; und den Einstein-Koeffizienten B;;
(fiir die Absorption) bzw. Aj; (fiir die spontane Emission) zusammengestellt.

Abschnitt 4 befafit sich mit der Entwicklung und der detaillierten Beschreibung des Verfahrens
zur Berechnung der lokal- und richtungsabhéngigen spezifischen Intensititen in einem nicht-
relativistisch bewegten sphirischen Medium ohne Rotation, durch unmittelbare analytische
Losung der Strahlungstransportgleichung im eindimensionalen Fall fiir Strahlen entlang einer
geraden Strecke s mit konstantem Impaktparameter p an den s-Knotenpunkten des Strahls mit
dem radialen Gitter bei der Diskretisierung des Ortsraumes in Kugelschalen. Dieses Verfahren
entspricht im wesentlichen einer kurzen Charakteristiken-Methode (vgl. z.B. Olson & Kunasz
1987), angewendet auf die formale Losung der Strahlungstransportgleichung in bewegten Medien
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mit sphérischer Symmetrie auf einem diskreten Schalengitter. Dabei wird ein neuer Ausdruck
fiir die Anderung der optischen Tiefe A7 zwischen zwei aufeinander folgenden Knotenpunkten
(des Strahls mit dem Schalengitter) angegeben, welcher die Doppler-Verschiebung im Linien-
Extinktionskoeffizienten an den beiden Gitterpunkten beriicksichtigt. Die genaue Bestimmung
der gemittelten Intensitéit J;; findet man im Anhang A.2. Im Anhang A.1 wird aufierdem eine
weitere Herleitung der gleichen implementierbaren Ndherungsformeln fiir die spezifische Inten-
sitit gezeigt, wie man sie aus einer gegebenen integralen analytischen Darstellung der Lésung der
1D-Strahlungstransportgleichung in sphérischen Koordinaten fiir relativistisch bewegte Sphéren,
unter bestimmten vereinfachenden Annahmen bei Unterteilung der Kugel in Schalen, erhélt.

In Abschnitt 5 wird die in dieser Arbeit verwendete Form der 3D-Strahlungstransportgleichung
im mitbewegten System fiir nicht-relativistische Geschwindigkeiten unter Vernachlissigung von
Aberration und Advektion angegeben, und deren Losung durch die Finite Differenzen-Methode
auf einem dreidimensionalen kartesischen Orts- und eindimensionalen Frequenz-Gitter vorge-
stellt. Die Intensitidtsformeln fiir die verschiedenen Strahlrichtungen und Vorzeichen der orts-
und strahlungsrichtungsabhingigen Funktion w (der Richtungsableitung der Materiegeschwin-
digkeit in Strahlrichtung) in der Transportgleichung werden hergeleitet.

Im néchsten Abschnitt 6 wird dann die Herleitung einer einheitlichen analytischen 2D-Lésung der
Dichte- und Geschwindigkeitsverteilung eines rotierenden und kollabierenden oder expandieren-
den Systems, d.h. einer entsprechenden isothermen rotierenden nicht-sphérischen Molekiilwol-
ke mit kugelférmigem protostellaren Kern bzw. eines strahlungsgetriebenen Windes ausgehend
von einem leuchtkréftigen sphéirischen Zentralstern, aus den hydrodynamischen Grundgleichun-
gen vorgestellt. Anschlieend erfolgt dann die Anwendung dieser analytischen Ausdriicke fiir
das axialsymmetrische Geschwindigkeits- und Dichtefeld auf das Beispiel einer rotierenden und
kollabierenden Molekiilwolke mit eingebettetem sphirischen Kern. Es werden die verwendeten
Wolkenparameter und die nachfolgenden hydrodynamischen Modell-Ergebnisse fiir zwei unter-
schiedlich schnell rotierende Kerne beschrieben und physikalisch interpretiert.

Als nichster Schritt ist es nun in Abschnitt 7 moglich, die Funktion w (die den
in Strahlrichtung projezierten Geschwindigkeitsgradienten beschreibt) zur Losung der 3D-
Strahlungstransportgleichung fiir die zuvor hergeleitete axialsymmetrische Geschwindigkeitsver-
teilung einer Molekiilwolke zu berechnen. Aufilerdem wird die ebenfalls benttigte Funktion w fiir
eine sphéirische Wolke in diesem Abschnitt bestimmt.

Die Anwendung der verschiedenen Strahlungstransport-Methoden auf CS-Linienemissionen aus
unterschiedlichen kollabierenden Molekiilwolken erfolgt in Abschnitt 8: Die numerischen Ergeb-
nisse zu einer sphirischen kollabierenden Molekiilwolke ohne Rotation, d&hnlich der Wolke von
W49A North (in Dickel & Auer 1994) jedoch hier im Gegensatz dazu ohne leuchtende ein-
gebettete HII-Kernregion und fiir eine etwas kiihlere Wolke, mit homogenem dichteren Kern
aus vorwiegend molekularem Wasserstoff sowie CS-Gas (wie in der iibrigen Wolkenhiille), findet
man im Teilabschnitt 8.1. Wahrend in Teilabschnitt 8.2 die 3D-Strahlungstransport-Methode auf
die axialsymmetrische, rotierende und kollabierende Molekiilwolke aus dem hydrodynamischen
Modell-Beispiel in Abschnitt 6.8 (fiir die groflere Rotationsgeschwindigkeit nahe der Breakup-
Geschwindigkeit) angewendet wird, welche dhnlich zum sphérischen Wolkenbeispiel (d.h. wie-
derum der Wolke W49A North) in Teilabschnitt 8.1 ist, jedoch hier eine rotierende Kernregion
enthilt. Zur Modellierung dieser axialsymmetrischen Wolke finden dabei die zuvor hergeleiteten
analytischen Losungen fiir das 2D-Geschwindigkeits- und Dichtefeld ihre Anwendung.
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In beiden Teilabschnitten 8.1 und 8.2 werden jeweils die numerischen Ergebnisse zu diesen un-
terschiedlichen Wolkentypen beschrieben und physikalisch interpretiert, d.h. diskutiert: Zum
einen die resultierenden ortsabhéingigen NLTE-Besetzungszahlen der untersten acht Rotations-
niveaus von CS, und zum andern vor allem die theoretischen ortsaufgelosten CS-Linienprofile
der erlaubten Ubergiinge zwischen diesen Niveaus. Die jeweils verwendeten programm- sowie
wolkenspezifischen Eingabedaten zur Struktur der unterschiedlich gewédhlten Wolkentypen sind
aulerdem im betreffenden Abschnitt tabellarisch aufgelistet. Zur Untersuchung des Einflusses
der Wolkenturbulenz auf die Profile sind ferner jeweils alle berechneten Linienprofile aus densel-
ben Wolken bei héherer Turbulenzgeschwindigkeit im Anhang D dargestellt. Desweiteren wird
speziell fiir die axialsymmetrische Wolke noch der Einflul der Wolken-Inklination und Rotation
auf die Linienprofile diskutiert. Im Teilabschnitt 8.1 zur sphérischen Wolke werden auflerdem
die gleichen ortlichen Linienprofile des jeweils selben Ubergangs, welche aus den unterschiedli-
chen Strahlungstransport-Modellen (1D- bzw. 3D) gewonnen wurden, miteinander verglichen.
Mogliche Griinde fiir die hchstens nur schwachen Abweichungen zwischen den unterschiedlich
berechneten Profilen werden beschrieben.

In Abschnitt 9 werden schliefilich die beobachteten ortsaufgelosten CS(2-1)- und CS(3-2)-
Linienprofile aus dem Wolkenkern GF9-2 beschrieben und allgemeine Symmetrieiiberlegungen
zu den beobachteten Profilanordnungen angestellt, um qualitativ die mogliche Dichte- und Ge-
schwindigkeitsverteilung des beobachteten Wolkenkerns abzuschitzen. Anschlieend werden die-
se Linienprofile aus der Beobachtung mit den theoretischen ortsaufgeldsten Linienprofiltypen aus
den verschiedenen Wolkenbeispielen in Abschnitt 8 (sphérische und axialsymmetrische Wolke)
qualitativ verglichen.

1.6 Ergebnisse und Gliederung dieser Arbeit hinsichtlich des Sternwind-
Modells

In Abschnitt 6.7 wird eine axialsymmetrische analytische 2D-Losung fiir das Geschwindigkeits-
feld und die Dichteverteilung, beide giiltig sowohl im Unter- als auch und Uberschallbereich eines
rotierenden strahlungsgetriebenen Sternwindes, vorgestellt, die auf einer neu in Abschnitt B.4
hergeleiteten Niherung fiir die Beschleunigung von optisch diinnen und dicken Spektrallinien
basiert. Die Herleitung kann vollig analytisch mittels meines Linienbeschleunigungsterms (oh-
ne notwendigerweise vorausgehende Fittings an numerische Lésungen der hydrodynamischen
Bewegungsgleichung) ausgefiihrt werden, unter Vernachldssigung von (u.a.) der meridionalen
Geschwindigkeitskomponente. Der Vorgang, mit welchem man die 2D-Losung aus den hydrody-
namischen Gleichungen gewinnt, wird in den Abschnitten 6.1-6.6 beschrieben.

Es sei darauf hingewiesen, dafl dabei mit dem 2D-Windmodell und dem neuen Ausdruck fiir
die Linienbeschleunigung, die Bewegungsgleichungen (“fluid equations“) fiir die darin enthalte-
nen 1D-Probleme ebenso gleichzeitig véllig analytisch, ohne irgend welche Einschrankungen fiir
die Geschwindigkeitskomponenten, gelést sind: Das nicht-sphérische 1D-Sternwindmodell von
Friend & Abbott (1986) fiir den FluB in der Aquatorialebene (wo die meridionale Geschwindig-
keit aus symmetrischen Griinden verschwindet), sowie das sphirische 1D-Problem von Castor,
Abbott & Klein (1975), wo es iiberhaupt keine meridionale Komponente gibt.

Im Abschnitt B.6 wird eine einfache Methode angegeben, die notwendigen Beschleunigungspa-
rameter in meinem Linienkraftterm zu bestimmen, welche den aus der Beobachtung bekannten
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Wert der Grenzgeschwindigkeit des Windes bewirken; selbst wenn man die verursachenden Spek-
trallinien nicht kennt.

Die expliziten Lésungen werden auflerdem in einer allgemeineren Form angegeben, so daf sie
auch dazu verwendet werden konnen, alle moglichen Losungstypen, wie z.B. auch den Akkreti-
onsflufl in einer kollabierenden protostellaren Wolke unter Vernachlissigung der Strahlungskraft,
analytisch zu beschreiben.

Die Massenverlust-Rate M(0) (welche Schwankungen mit der Breite 6 zulift), bzw. die An-
fangsdichte p(R) am Sternradius R, geht in die Losungen als freier Parameter ein und kann an
Beobachtungen angepaft werden.

Die anschliefenden numerischen Beispiele unterstiitzen die Ansicht, dal der Ort des Schall-
punktes nicht notwendigerweise direkt oberhalb der Sternoberfliche liegen muf}, wie es in den
meisten bisherigen Sternwindmodellen zur Vereinfachung (s. z.B. Bjorkman & Cassinelli 1993)
angenommen wird. Man mufl genauso den subsonischen Teil des strahlungsgetriebenen Mate-
rieflusses beriicksichtigen, um die vollstindige 2D-Winddichte berechnen zu kénnen.

Die theoretischen Ausdriicke werden sowohl auf einen nicht-sphérischen Sternwind von einem
typischen O5-V-Hauptreihenstern im Abschn. B.5, als auch auf die kollabierende protostella-
re Wolke im Abschn. 6.8, angewendet, welche jeweils beide mit unterschiedlichen (hypotheti-
schen) Geschwindigkeiten rotieren, um den Einflufl der Rotation untersuchen zu kénnen. Die
Diskussion der zugehorigen numerischen Ergebnisse erfolgt dann ebenfalls in diesen betreffen-
den Abschnitten. Was die Dichte des stark strahlungsgetriebenen Sternwindes anbelangt, konnen
die Modellrechnungen eine betrichtliche Materiekonzentration nahe der Aquatorebene bei ho-
hen Rotationsgeschwindigkeiten erkliren, (auch) ohne Beriicksichtigung irgend einer polaren
Geschwindigkeitskomponenten. Hingegen verursacht selbst ein stark rotierender protostellarer
Kern in der Molekiilwolke von nahe der Breakup-Geschwindigkeit keine spiirbare Aspherizitit
der Wolke. Vielmehr erhilt man in diesem Fall eine schwache Dichtevergréflerung iiber dem Pol
des protostellaren Kerns.

In Abschnitt B.7 werden schliefflich die Ergebnisse aus der in dieser Arbeit vorgestellten Theorie
fiir einen nicht-sphérischen Sternwind zusammengefafit und diskutiert.
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2 Uberblick zur Lésung des NLTE-Linientransport-Problems

2.1 Das Gleichungssytem

Das non-LTE-Problem mit mehreren Energieniveaus ist die selbstkonsistente Losung der Raten-
gleichungen nach den Besetzungszahlen n; und der Strahlungstransportgleichung fiir die totalen
Ubergangsraten P;;. Dabei bilden die unserem Fall gewéhlten zeitabhdingigen Ratengleichungen
einen Satz gewohnlicher nichtlinearer Differentialgleichungen in den Populationen (Besetzungs-
zahlen) mit einer Kopplung der Raten Pj; durch das Strahlungsfeld.

Das zu l6sende Gleichungssystem sieht dabei im einzelnen wie folgt aus:

1. Zum einen die zeitabhéngigen NLTE-Ratengleichungen

dn;i(7)
dt

J#L

mit der Besetzungszahldichte n; des i-ten Zustands am Ort 7, dem gesamten Ratenkoeffi-
zient fiir Aufwiirts- (7 < j) bzw. Abwirtsiiberginge (i > 7)

Bij Jij + C;z'j {i<j}
P (r) = ' 2hvy Ui L
J(_‘) Z—] (( 62] +Jz'j> Bji—i-eh ”/kTCjZ) {’L >]}

(2

worin Cj; der Stoflkoeffizient fiir Aufwirtsiibergéinge, B;; der Einstein-Koeffizient fiir die
Absorption, v;; die Frequenz des Linienzentrums des betrachteten Ubergangs vom Niveau i
nach j, und die iiber den Raumwinkel £ und die Frequenzen vy des Ubergangs gemittelte
Intensitét

T ]' - -
Jij (F) = — / / P, (vy) Io (7, 10, 10) dS2 digy
47 vo JQo

ist; @ ist hierin das Linienprofil des betreffenden Ubergangs, und Iy (7, 119, 1) die einfallen-
de spezifische Intensitit am Ort 7 in Strahlrichtung 7y und Frequenz vy im mitbewegten
System. Desweiteren ist g; das statistische Gewicht des i-ten Zustands (in unserem Fall
2J + 1, mit der Rotationsquantenzahl J), h die Planck-Konstante, ¢ die Lichtgeschwin-
digkeit, k£ die Boltzmann-Konstante, und 7" die Temperatur.

2. Zum andern lautet die Strahlungstransportgleichung im mitbewegten System fiir nicht-
relativistische Geschwindigkeiten unter Vernachldssigung von Aberrations- und Advekti-
onstermen

L = L o= (= .\ Ol

no-Vip—ng-V (5'”0) ——=-x0lo+x0S
9o

mit der Definition &y := Iniy+ konst, der durch die Lichtgeschwindigkeit ¢ dividierten

Geschwindigkeit 3(7) der Materie, sowie der Linien-Quellfunktion

() = 2 hyy;? <nz (™) gji B 1) - (1)

2 .
C n; g;

~—~~
3L
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und dem Extinktionskoeffizienten des Linieniibergangs ¢ — j

%Wo—m)@(uo—(l—%ﬁ)w)a )

XU('Fan_E]aVU) = 'I’L(F)g
7 J

(jeweils fiir 4 < j) wie ihn ein ruhender Beobachter im bewegten System wahrnimmt.!

2.2 Die Losungsmethode und der Algorithmus

Das sehr grofie System gewd6hnlicher Differentialgleichungen der zeitabhiingigen Ratengleichun-
gen (N; x N x Ny x N, Gleichungen, was bei der Beriicksichtigung von z.B. N; = 8 Niveaus
und N, = N, = N, = 25 Ortsgitterpunkten in jeweils jeder Dimension, schon einer Anzahl
von 125000 entspricht!) wird fiir jeden Ortspunkt 7 durch ein Standardverfahren gel6st bis sich
ein statistisches Gleichgewicht eingestellt hat, bei dem die Anzahl der Molekiile, welche von
einem betrachteten Niveau i ausgehen die Anzahl derjenigen, welche zum Niveau i iibergehen,
ausgleichen.

Dabei werden fiir jeden Zeitschritt die Ratengleichungen zu jedem Orts(gitter)punkt in der
Wolke nach den Besetzungszahlen geldst, so bald die mittleren Intensititen 7Z~j durch Losung
der Strahlungstransportgleichung, und damit die Ratenkoeffizienten P;; in der rechten Seite
der Gleichungen, bekannt sind. Die Quellfunktionen und Absorptionskoeffizienten, und daraus
wiederum die Intensititen 71-]', lassen sich dann im néchsten Schritt aus diesen Besetzungszahlen
ermitteln. Dieser Vorgang wird so lange wiederholt bis alle Besetzungszahlen an jedem Ort ihren
Gleichgewichtswert erreicht haben.

Neben den verschiedenen Methoden zur numerischen Losung von gewohnlichen Differential-
gleichungen, wie zum Beispiel das Runge-Kutta- oder das Stoer-Burlisch-Verfahren, wird in
unserem Fall zur Losung der Ratengleichungen die Adams-Methode im DDRIVE2-Paket von
Kahaner (1989) benutzt, welches in der Lage ist, dynamisch zwischen dem Extrapolations-
verfahren (wenn ein nichi-steifes Problem vorliegt) oder der Gear-Methode (bei einem steifen
Gleichungssystem) umzuschalten. Der Hauptgrund fiir diese Wahl des Losers ist aber die gute
Schrittweitensteuerung, die wegen der groflen Anzahl von Gleichungen besonders wichtig ist.

Die Strahlungstransportgleichung wird zunéichst fiir den eindimensionalen Fall einer sphérisch
kollabierenden Molekiilwolke mit einer in einem spéiteren Abschnitt 4 beschriebenen und ent-
wickelten kurzen Charakteristiken-Methode (basierend auf einer analytischen Losung der Strah-
lungstransportgl.), und fiir den dreidimensionalen Fall bei einer axialsymmetrischen (Dichte- und
Geschwindigkeits-) Verteilung fiir eine rotierende und kollabierenden Wolke mittels der Methode
der Finiten Differenzen gelost.

Neben diesen Methoden zur Losung der Transportgleichung gébe es noch weitere Algorithmen,
wie zum Beispiel Monte-Carlo-Methoden, lange Charakteristiken-Verfahren, und die Finite-
Elemente-Methode. Der Nachteil beim Charakteristiken-Verfahren im 3D-Fall ist jedoch der
langsame Algorithmus, wenn die Geometrie komplex wird und Streuprozesse stark dominieren.
In diesen Fillen ist das Finite-Differenzen-Verfahren besser. Das Finite-Elemente-Verfahren mit
unstrukturierten Gittern und der adaptiven Verfeinerung durch a posteriori-Fehlerschitzer ga-
rantiert zwar eine hohe Genauigkeit und optimale Gitter, jedoch ist der Speicherbedarf dieser

'Im folgenden werden alle physikalischen GroBen im mitbewegten System mit einem Index 0 gekennzeichnet.
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Methode sehr grofl und der Algorithmus sehr aufwendig. Vor allem sind aber die Rechenzeiten
bei all diesen Verfahren gegeniiber den von uns gewédhlten Methoden viel grofer.

Die numerische Auswertung der jeweils iiber die Frequenzen jeden Ubergangs i — j und den
Raumwinkel gemittelten Intensitaten 7Z~j erfolgt an jedem Ortsgitterpunkt 7 mittels der mehr-
fachen Anwendung der GauB-Quadraturformeln in den diskreten, fest vorgegebenen Winkeln
Yom und g, der Intensitétsrichtung rp und Frequenzen vy, des jeweiligen Ubergangs. D.h. die
Richtungen und Frequenzen, zu denen die Intensitit Iy bei der Integration ausgewertet werden
muf}, sind durch die Gau-Integration und den geforderten Grad der Ordnung und Genauigkeit
vorgegeben. Die Gaufl-Quadraturformel zur Auswertung des Mehrfachintegrals wurde gewéhlt,
weil deren Ordnung wesentlich hoher ist als z.B. bei den Newton-Cotes-Formeln bei gleicher An-
zahl von Funktionsauswertungen. Die Quadratur ist dann exakt, wenn die Intensitdt Iy durch ein
Polynom vom Grad 2 N,,, — 1, oder darunter, ann&herbar ist, bei der Wahl von z.B. N,;, Winkeln
9o der Strahlrichtung fiir die die Intensitit ausgewertet wird. Bei der Wahl einer ausreichend
hohen Winkel- und Frequenz-Diskretisierung, sollte daher die Gaufl-Integration die effizienteste
Methode mit der hoheren Genauigkeit sein.

Es sei aber darauf hingewiesen, daf in den hier entwickelten Algorithmen die 6rtliche Auflésung
der spektralen Intensititen durch diese Winkel-Diskretisierung nicht (wie bei anderen Metho-
den fiir sphéarische Konfigurationen sonst iiblich) festgelegt ist, sondern nur durch die Wahl der
diskreten Ortsgitterpunkte 7;. Deren Anzahl und Lage kann nidmlich unabhdngig von der vor-
gegebenen Winkel-Diskretisierung entsprechend der Geometrie (d.h. Dichteverteilung) der Mo-
lekiilwolke angepaflt werden: Beim 1D-Fall einer sphérischen Wolke wurde ein logarithmisches
Schalengitter aus IV, Schalen, und im 3D-Strahlungstransport-Code fiir hoher dimensionale Ob-
jekte ein kubisches Gitter aus N, x N, x N, Ortspunkten gewéhlt. Durch die freie Wahl einer
groferen Anzahl von Gitterpunkten kann daher die Rechengenauigkeit noch zusétzlich erhoht
werden.
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3 Ratengleichungen

3.1 Herleitung

Man betrachte ein Volumenelement dV = dF - ds mit einer Grundfliche dF und der Léinge ds in
einem bewegten Medium. Die Anzahl der durch die Grundfliche dF im Zeitintervall d¢ hindurch
tretenden Teilchen dN; im Energie-Zustand i (bei einer Teilchengeschwindigkeit v senkrecht zur
Fliache dF') ist gegeben durch

dN; =n;-dV =n;-dF -ds=n; -dF -v-dt

worin n; die Besetzungszahldichte des i-ten Zustands bedeutet. Hieraus folgt fiir die pro Zeit-
einheit dt durch die Fldcheneinheit dF flieBende Anzahl an Teilchen im Zustand ¢, welche als
(Teilchen-) Stromdichte j; bezeichnet wird,

. dN; .
]z—dth—nz v o,

bzw. in vektorieller Schreibweise

gi=mni- ¥
Die Stromdichte ist dann ein Vektor, dessen Richtung die Bewegungsrichtung der Teilchen an-
gibt. Das Integral iiber die gesamte geschlossene Oberfliche F' (dV') des Volumenelements dV'

F(dV)

welches sich mit Hilfe des Gauflschen Integralsatzes bzw. mit dem Divergenz-Theorem (Integral-
darstellung von div) auch schreiben 148t als

/ _]T;'-d_F:/ divﬁ-dVEdivﬁzﬁ-(niU)
F(dV) av

(jetzt mit dem wvektoriellen Flichenelement dF der geschlossenen Fliache F'), entspricht nun
gerade dem Nettofluf$ dieser Teilchen aus dem Einheitsvolumen dV'.

Da die Teilchen nun ihren Zustand i durch radiative oder Stof-Prozesse dndern kénnen, mufl
eine zeitliche Zunahme (Abnahme) der Besetzungszahldichte dn;/dt des i-ten Zustands innerhalb
des Volumenelements dV im allgemeinen sowohl als Nettoflul der in dV hinein- (bzw. heraus-)
stromenden Teilchen, als auch als Netto-Rate mit welcher Teilchen von anderen Zustédnden j
(durch radiative oder Stof-Prozesse) in den Zustand i (bzw. ausgehend vom i-ten Niveau in
einen anderen Zustand j) gelangen, verstanden werden

dni

y -V (n; ¥) + Z (nj Pj; — n; Pij) (3)

J#

(in Anlehnung an Mihalas & Weibel Mihalas 1984). Hierin bezeichnet Pj; die gesamte Rate
(d.h. die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit) vom Niveau ¢ nach j.
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Summiert man diese fiir jeweils jeden Zustand 4 giiltige Gleichung iiber alle Zustinde, erhilt

man p
%Zn2=—6(2n16) )

weil die doppelte Summation

Z Z(”jpj‘—nipij) =0

i j#i

identisch verschwindet. Beriicksichtigt man auflerdem, daf} die Summe iiber alle Besetzungszahl-
dichten gerade der Teilchendichte n der Molekiilspezies entspricht

’H,ZE n;
12

folgt schlielich die bekannte Kontinuitdtsgleichung fiir diese Spezies

d > -
d—:b = -V - (nv) = —divy (4)
(mit der gesamten Stromdichte j = > ji), welche gleichbedeutend mit der gesamten
Teilchenzahl-Erhaltung ist.

Nimmt man einen statischen Zustand in der Molekiilwolke, bezogen auf jeweils jede Teilchenzahl
n; im Zustand 4 (pro Volumenelement), an, d.h.

-

V-(nijv)=0 |,

folgt hieraus zum einen aus der Kontinuititsgleichung (4), dafi insgesamt ein stationdrer Teil-

chenstrom y
n =3 > .=
o —Z(V-(niv)) = —divj; =0

i

vorliegen muf}, und zum andern, daf} die vereinfachte Ratengleichung fiir den Teilchenzustand ¢

dn;
=3 (0 P~ i Py) )
J#

gilt, in der die zeitliche Ableitung dn;/dt also nicht verschwindet, solange sich noch kein stati-
stisches Gleichgewicht eingestellt hat.

Erst nach Einstellung eines stationiaren Gleichgewichts (nach einer gewissen Zeit) gelten dann die
ansonsten oft gebrduchlichen zeitunabhingigen NLTE-Ratengleichungen (s. z.B. Mihalas 1978)

dn;
o =0= > (nj Pji —niPy)
i

wo die Anzahl der das Niveau 7 verlassenden Molekiile die Anzahl derjenigen, welche — ausgehend
von einem anderen Niveau — in den Zustand i iibergehen, ausgleichen.
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In unserem Fall erfolgt die Berechnung der Niveaubesetzungszahlen n; () fiir diagnostisch
wichtige Linien des C'S-Molekiils zu jeweils jedem diskreten Ortsgitterpunkt 7 der Wolke und
Zeitschritt durch numerische Losung der zeitabhdingigen NLTE-Ratengleichungen

dczi=an'PZi+Znu'Pui_niZPil_niZPiu (6)

1< u>1 <t u>i

mit den Ubergangsraten

Plu = Blu ' 7lu + Clu

2hv? -
Pul = gg_l <(C_21u + Jlu) . Blu + ehylu/kT . Clu)
u

(I<u), bis sich das stationére statistische Gleichgewicht (fiir ¢ — oo) eingestellt hat.

Der entwickelte 1D- und 3D-Code ist in der Lage, die zeitliche Entwicklung der Besetzungszah-
len n;(ry,t) (¢ =1,...,Nyk=1,...,N, bazw. k =1,..., N, x Ny x N,) von N; Niveaus eines
Molekiils an k£ Orten eines Mediums als Funktion der Dichte- und Geschwindigkeitsverteilung
(letztere besteht aus einer grofirdumigen und einer Turbulenz-Geschwindigkeit) bis zum Gleich-
gewichtsfall zu berechnen. Das Strahlungsfeld wird dabei durch Losung der Transportgleichung
fiir alle Orte, Richtungen und Frequenzen selbstkonsistent beriicksichtigt.

Durch die niedrigen Temperaturen in den Auflenschichten von protostellaren Objekten wihrend
der frithen Entstehungsphasen geht die Anzahl angeregter Niveaus drastisch zuriick, so dafl
es ausreicht, die NLTE-Ratengleichungen fiir eine relativ geringe Anzahl von Zusténden (z.B.
N; = 8) zu losen.

3.2 Geschwindigkeits- und Dichteverteilung einer sphirischen Wolke

Nimmt man beispielsweise fiir den Fall einer sphérischen Wolke eine radiale Dichteverteilung
von p(r) = pr (r/R)™ an, d.h. bei Unterteilung der Wolke in Kugelschalen, in der k-ten Schale
eine Teilchendichte von

p(Tk) (r_k)m

PR R
so lassen sich z.B. die Besetzungszahldichten der einzelnen Niveaus in den iibrigen Schalen
ni(rg), & = 2,...,N,, aus den jeweiligen, zur Startzeit ¢ = 0 vorgegebenen, in der ersten

duBleren Schale mittels ,
k

m
ni(n) = (%) ni(B),
errechnen, weil ja mit den Ratengleichungen (5) - wie schon gezeigt - nach Voraussetzung die
gesamte Teilchenzahldichte in jeder Schale (n (rx) = X n; (1)) zu jedem Zeitpunkt netto erhalten
bleibt wegen unserer Annahme V - (n; ¥) = 0.

Unter Beriicksichtigung der Massenerhaltung in einem Materie-Volumen, d.h. der Kontinuitéts-
gleichung fiir einen eindimensionalen, stationiren sphérisch symmetrischen Flufl

3 (r* poy)

=0
or ’
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und der Vorgabe eines radialen Geschwindigkeitsgesetzes von

o= (5

(z.B. im freien Fall mit n = —1/2 u. vg < 0) ist dann jedoch die 1D-Dichteverteilung p (r)
bestimmt durch die Beziehung

(7)

r’ v (r) p(r) = R’ vgr pr,

d.h. festgelegt durch

p(r) 1 wg (1) —(n+2) ®)
PR (1)2 v, \R
R
mit dem Exponenten m = —(n + 2).

3.3 Ratenkoeffizienten

Im folgenden werden die benétigten Formeln zur Berechnung der totalen Ratenkoeffizienten P;;
(fir Aufwérts- bzw. Abwértsiiberginge) aus den Stofiratenkoeffizienten ¢;; und den Einstein-
Koeffizienten B;; (fiir die Absorption) bzw. Aj; (fiir die spontane Emission) zusammengestellt
(vgl. z.B. Mihalas 1978). Die in den spéteren numerischen Linientransportrechnungen verwende-
ten Koeflizienten A;; fiir CS stammen aus der Molekiil-Datenbank des MPIfR in Bonn, bzw. die
StoBraten c;; von CS mit Hy-Molekiilen (in cm?/s) fiir die Temperaturen Ty, = 20 K und 40 K
(in den Wolken-Beispielen) von Turner et al. (1992) (worin die Ratenkoeffizienten von Green &
Chapman (1978) unter denselben Niherungen neu berechnet wurden).

3.3.1 Radiative Ratenkoeffizienten

1. Absorptionsratenkoeffizient

Rij = Bij - Jij (9)
2. Emissionsratenkoeffizient
FEinstein-Relationen:
2h1/$’-
Ay = = . Bj; (10)
und gj Bji = ¢iBjj (1<) (11)

Hiermit folgen die Ratenkoeffizienten fiir

(a) spontane Emissionen

und

(b) stimulierte Emissionen
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und daraus insgesamt der radiative Raten-Koeffizient fiir Emissionen

Rj' = Aji-l-Bjijij
. 2hvd.  _
gi ij
= = Jii | - Biji. 12
gj(czmg) 5 (12)

3.3.2 Kollisionsratenkoeffizienten
1. Ratenkoeffizient fiir Aufwirtsiiberginge durch Stéfle
Cij = Cij (T) = nm, cij (T) ¢ij (T) : tabelliert (13)
und der

2. Ratenkoeffizient fiir Abwirtsiibergéinge durch St683e

n; *
o= ()

= ﬁehyij/kT-Cij. (14)

3.3.3 Gesamte Ratenkoeffizienten

1. Gesamter Aufwirts-Ratenkoeffizient P,

Plu = Rlu+Clu
= — 15
= BuJu+Cu  (I<u) (15)
bzw.
R T 16
P - &£ - .
Ju o 27 ul = T + 1, e (T) (16)
und der
2. gesamte Abwirts-Ratenkoeffizient P,
Pul = Rul+cul 5
= 2hv — 17
- % (( 2lu + Jlu) « By + i, ey (T) ehul“/kT> (17)
Ju &
bzw.
= 9l hup, /KT
P, = 1+leu Aul+g_ue “ ni, c (T, (18)

wenn nicht die Einstein-Koeffizienten By, sondern die A,;-Koeffizienten gegeben sind.
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Dabei ist der Einstein-Koeffizient By, beziiglich der Absorptionsfrequenz v, des Ubergangs, mit
dessen Oszillator-Stérke f;,, durch die Gleichung

m2e? 1

B, =4 . 19
lu me h’/lu flu ( )

verkniipft, bzw. aus den Dipolmoment-Matrizenelementen Jmk

:327r41. a2,
2 m
3h?c g ~

)

By, (20)

bestimmbar, wobei iiber alle entarteten Zustinde k£ des niederen Zustands | und alle Zustinde
m des oberen Zustands v summiert wird.
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4 1D-Strahlungstransport

Kollabierende Systeme ohne Rotation: Es wird eine sphirische Symmetrie unter Vernachléssi-
gung azimutaler Geschwindigkeiten angenommen, und das Strahlungsfeld mit Hilfe analytischer
Losungen der Transportgleichung fiir radial nicht-relativistisch bewegte Kugeln berechnet.

4.1 Vorgehensweise

. =1 (1,H9)
. = | (1}; 13

77777 *- - —-——" - ®&- -~ - &--—-"@-— - @ ———— & ———— — — @& ——— P
(%) s(;) s(B) sp) s(k)  s()  s(R) s

Abbildung 1: Skizze zur Beschreibung des Verfahrens der Berechnung der lokal- und richtungsabhingigen
spezifischen Intensitdt I, z.B. am Schalenradius rs zu den vorgegebenen Strahlrichtungen mit den zugehorigen
“GauB-Winkeln*“ ﬂ:ufﬁ), in einem bewegten sphérischen Medium; siehe Erlauterungen in Abschnitt 4.

Um die vom Ortsradius ' abhiingige gemittelte Intensitiit J;, (r') des betrachteten Ubergangs
[ — u, welche zur Bestimmung des zugehorigen Aufwérts- bzw. Abwirts-Ratenkoeffizienten
P, (r"), bzw. P, (r"), in den Ratengleichungen nétig ist, mittels einer Gauf-Integration auswerten

zu konnen (s. Anh. A.2), wird das Kugelvolumen in Schalen vom Radius 7 (mit & =1, ...,

N,) unterteilt und die spezifische Intensitat I, (r}c,pgﬁ,%n) an jeweils jedem Schalenpunkt

(9) (9)

7}, zu den fest vorgegebenen diskreten Strahlrichtungen, bzw. “Gauf-Winkeln® pg” := cos 9
(99 = Winkel zwischen dem Ortsradius 7 und der Strahlrichtung), und diskreten dimensionslosen
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Frequenz-Verschiebungspunkten x{)n des Ubergangs | — u ermittelt (s. hierzu im folgenden
Abb. 1).

Das hierfiir passend ausgewéhlte p-s Koordinatensystem zur Loésung der Transportgleichung
beschreibt dann den Ort eines Punktes durch den Sto3parameter p und die Strecke s. Die Strah-
lungstransportgleichung wird dann fiir Strahlen entlang einer geraden Strecke mit konstantem
p geldst, und dabei der zur Richtung M(()‘(Q am Ort 7}, gehorende Parameter p, des Strahls fiir

welchen dort die Intensitéit zu berechnen ist, aus

P (ko)) = iA1= ()2 (21)

m

bestimmt. Bei Benutzung des p-s Koordinatensystems ist die Auswertung des Strahlungsfeldes
dann begleitet durch eine eindimensionale Integration in s entlang der Linien mit konstantem
p. Die s-Knoten sind dann die Schnittpunkte des Strahls mit dem radialen Gitter:

s(r,p) = VR —p> F V/r? —p? (22)

(Das Minus- bzw. Pluszeichen gilt fiir einwirts bzw. auswérts gerichtete Strahlen). Da sich fiir
den Strahl (mit p =konst) entlang der Strecke s der Winkel pg(rx) an jedem Knotenpunkt dndert,
werden fiir diesen Strahl zunéchst alle die dem Schalenradius 7, (zu welchem die Intensititen in
der GauB-Integration ausgewertet werden miissen) vorausgehenden Winkel aus

o (i) = FV1 — (p/ri)? (23)
(9)

bestimmt (mit p = p(ug, (,))), solange die Bedingung 7y > p erfiillt ist. Dabei ist po < 0 fiir
einwérts in die Wolke gerichtete Strahlen in der ersten Kugelhélfte und pg > 0 fiir auswérts
gerichtete in der zweiten Kugelhilfte. Insgesamt sind also (N,,/2) x N, Strahlendurchginge?
durch die sphirische Wolke fiir verschiedene p’s zu jeweils allen N,, Frequenzpunkten (bzw. N, /2)
eines moglichen Ubergangs | — u zu berechnen; und dafiir noch mehr Winkel y (r) (némlich
maximal (N,,/2) x N, x N;) an den Schnittpunkten der einzelnen Strahlen mit dem radialen
Gitter zu bestimmen.

Die gleichen und einfachen, im folgenden Abschnitt 4.3 hergeleiteten, implementierbaren Nahe-
rungsformeln fiir die spezifische Intensitéit nach Durchgang durch ein Schalenintervall [rg, ri11],
erhidlt man aus der von Baschek et al. (1997) angegebenen exakten analytischen Lisung der
Strahlungstransportgleichung fiir Konfigurationen mit sphérisch relativistischer Bewegung, wenn
man dort als Integrationsgrenzen die Radien der Schalenintervallgrenzen wahlt und Strahlen-
durchgiinge mit konstantem p betrachtet fiir nicht-relativistische radiale Wolkengeschwindigkei-
ten B(r), wobei man auBerdem annimmt, da die Funktionen S(r)exp(—t(r))3, po(r)B(r), und
Xo(r) schalenweise linear in 7 sind (s. Anh. A.1).

4.2 Doppler-Verschiebung in der Profilfunktion der Linien-Extinktion

Die Doppler-Verschiebung der beobachteten Frequenzen v eines betrachteten Ubergangs vom
Niveau ¢ nach j im mitbewegten Bezugssystem mit dem Linienzentrum v;;, wie sie ein im

2. .. mit (N,,/2) = Anzahl der tatsichlichen GauB-Winkel yo zu denen die Intensitit ausgewertet werden muf.
3. .. mit der optischen Tiefe .
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bewegten System ruhender Beobachter wahrnimmt, mufl im Argument der Linienprofil-Funktion
® in der Gl (2) fiir den Extinktionskoeffizienten (in der Transportgleichung) beriicksichtigt
werden.

Wahlt man aus praktischen Griinden eine dimensionslose Grofie fiir diese Frequenzverschiebung
erhilt man fiir das Argument der Linienprofil-Funktion

b — o <Vo — (v — AVz'j))

Avp

mit dem Doppler-verschobenen Linienzentrum um

L= or (1)
Avij (r) = (ng - B) vij = po(r)B(r)vi; = po(r) ———=Avp, 24
5 (1) = (0 5) vy = () iy = o) L 505 A (24)
wobei hierin die Doppler-Breite
AVDEMVU (25)
c

ist, mit der zufdlligen (d.h. der thermischen und turbulenten) Geschwindigkeit vy, (), sowie
der radialen makroskopischen Geschwindigkeit 3 (r) = v (r)/c.

Dabei wird fiir die Turbulenz-Geschwindigkeit ein Potenzgesetz der Form

rl
Vturd (T) = Uturbp (E)
angenommen.
Mit Hilfe des Ausdrucks fiir die dimensionslose Frequenzverschiebung

vy — Vij
Ty = —= 26
o= (26)
vom Linienzentrum v;; (gemessen in Dopplerbreiten), ergibt sich dann fiir das Argument in der
Linienprofil-Funktion fiir einen Beobachter im mitbewegten System

g(r po,m0) = = (VAJI/; = izi;
= $0+M0(7’)%- (27)
Die zu den Verschiebungen z( gehorenden Frequenzen erhilt man aus Gl. (26)
vy (xg) = (1 + vtzrb xo) Vij - (28)

Die Transformation des Linien-Profils von ®, (1) nach ®,(z), wie sie anschlieBend zur Herlei-
tung des Ausdrucks fiir yo als Funktion von z benétigt wird?, erfolgt mit Hilfe der Beziehung

P (I/U) dl/g ; 0] (Io + MU(T) %) dIO s

4 um spater mit den berechneten Intensititen Io(r,zo) das Integral iiber zq fiir die mittlere Intensitit 7lu,
Gl. (147) im Anhang A.2, auswerten zu konnen.
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die sich aus der Normierung von ® ergibt, das heifit mit

) dr c 1 v
@(V0)=<I>(Io+uo r) b= @<$0+Mo r)

Vturb dVO Vij Uturb Vturb

—
DN
Nej

~

worin die Ableitung von Gl. (26) nach der Frequenz

dl‘g 1

d—UO_AI/D

ist.

4.3 Berechnung der spezifischen Intensitét
4.3.1 Integrationsrichtung entlang einwérts gerichteter Strahlen mit pg <0

Die zeitunabhéngige Strahlungstransportgleichung im mitbewegten System fiir eine Frequenz
vy, entlang einer geraden Strecke s bei konstantem Impaktparameter p (unter Beriicksichtung
der Geschwindigkeit im Argument der Linienprofil-Funktion des Extinktionskoeffizienten, s. Ab-
schn. 4.2 und 4.4) lautet (vgl. z.B. Mihalas 1978)

dl,
d—so (s,v0) = —xo (8, 10) Lo (s,v0) + X0 (s,10) S (s) (30)
bzw. 91
5 (5:0) = 5 (s) = I (s, 0) (31)
mit der optischen Tiefe
dt(s,19) := xo (s,1p)ds. (32)

Eine implementierbare Losung der Strahlungstransportgl. (31) fiir einen einwdarts gerichteten
Strahls (g < 0) mit konstantem p, nach Durchgang des Schalenintervalls von r; nach 7y
(d.h. fiir R > r > rg4q > p), ist dann

AT
Iy (8541, 0) = To (8k,0) € 27 + / S(r'ye T dr = Iy (sp,0) e 2T HAQ,  (33)
0

womit sich die Intensitét an jedem Knotenpunkt si 1 schrittweise aus jener zum vorausgehenden
Knotenpunkt s; des Strahls mit dem radialen Gitter errechnet, mit Hilfe der Anderung der
optischen Tiefe

T (8k+1)

A7 =7 (seer) =7 (s0) = [ dT=/%HXM&wM8 (34)

7 (sk) Sk

zwischen den beiden Punkten, bei einer Unterteilung der sphirischen Wolke in Kugelschalen mit
den Radien R > ... >rp > 1 > ...>ry, undry =R, ro =11 —Ary, r3 =ro—Arg, ...,
Tky --+, 'N,, (Wobei Arg > 0).
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Dieses Integral (34) 148t sich mittels der Koordinatentransformation (22) ins p — r-
Koordinatensystem fiir g < 0

s =s(r,p) = VR? —p? — /r? —p?

umschreiben zu

xo (ry10) ds .

\/R2—_p2_\/ r%+1—p2
AT = /

Bei anschliefender Anwendung der Trapez-Regel erhilt man schliellich die Naherung

As

AT =~ > (xXo(rk,0) + X0 (rk+1,70)) > 0 (35)

fiir die Anderung der optischen Tiefe mit der optischen Weglinge zwischen den beiden Knoten-
punkten s, und siy; (bzw. radialen Gitterpunkten r, und rgq)

Asz\/r]%—pQ—\/r,%+1—p2>0

und den Funktionswerten des Doppler-verschobenen Linien-Extinktionskoeffizienten (s. Ab-
schn. 4.4)

xo(r,0) := Xoy, () @r (g (7, o (), B(r), z0(0))) -

an den Gitterpunkten 7, und 711, die iiber die Argumentfunktion g von der Geschwindigkeit
£ an den beiden Punkten abhingen. Ebenso sind zur Auswertung von A7 die sich an jedem
Knotenpunkt des Strahls mit dem radialen Gitter r &ndernden Werte von pio(ry) in der Funktion
g nach GL (23) zu bestimmen.

Die Anderung der optischen Linien-Tiefe berechnet sich also niherungsweise aus dem Produkt
des Mittelwertes der Funktionswerte des Doppler-verschobenen Linien-Extinktionskoeffizienten
an den beiden Schalenradien und der optischen Weglinge zwischen den Knotenpunkten des
Strahls mit dem radialen Gitter.

Fiir die Ndherung der Quellterm-Differenz ergibt sich dann

AQ = fTT (S(r' = AT) e + S(r' =0)) (36)
= 3 AT (S(’f’k) eiAT + S(rk+1)) .
Damit erhilt man das gleiche Resultat, vgl. Gl. (136),
Toy, (rh1, 0y o (rs1)sv0) = oy, (riey s o (), ) - €~ A7 (Tha P15 P2 10) (37)
+AQlu(rka Tk+1,D, VO)

fiir die Berechnung der Intensitéitsinderung des Strahls (mit p =konstant und pg < 0) nach
Durchgang durch das Schalenintervall von r; nach 7.1, mit denselben Ndherungen fiir AQ bzw.
AT, wie im Anh. A.1 gezeigt wird. Dabei hingt der in Gl. (37) jeweils zu wiihlende Parameter

p vom vorgegebenen Gaufiwinkel p((fg (r,) am betrachteten Gitterpunkt 7, nach Gl. (21), ab.
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4.3.2 Integrationsrichtung entlang auswirts gerichteter Strahlen mit pg > 0

In diesem Fall muf§ die Strahlungstransportgleichung (31) vom Punkt sg;q nach sg, entlang
des auswarts gerichteten Strahls (uo > 0), integriert werden, und die Intensitat am Ort sy, fiir
den auswiérts gerichteten Strahl, ist aus der Intensitit am zuriickliegenden Knotenpunkt sg1
berechenbar durch

AT
IO (Sk, 1/0) = IO (Sk+1, I/U) B_AT + / S (7',) B_T dT’ =: IU (8k+1, 1/0) B_AT + AQ, (38)
0

mit Hilfe der optischen Dicke

7 (sk) Sk
AT =7(s) — 7T (Sgr1) = / dr = / Xo (s,10) ds (39)

T (5k+1) Sk+4+1

zwischen den Punkten si,; und s;. Dieses Integral (39) 1afit sich dann wiederum mittels der
Koordinatentransformation (22) ins p — r-Koordinatensystem fiir pg > 0

s=s(rp) = VR —p* + /12— p?

umschreiben zu

xo (r,vp) ds .

/R?—p2+/r2—p?
AT =/
RP=p2+,[r2,  —p?

Bei anschlieflender Anwendung der Trapez-Regel erhélt man dann schliefflich dieselbe Néherung,
Gl. (35) bzw. Gl. (144), fiir die Anderung der optischen Tiefe. Fiir die Quellterménderung ergibt
sich jetzt fiir pg > 0

AQ & (S(r' = Ar)e 27 + S(7' = 0))
%2A7' (S(rkH) e AT 4 S(rk)) . (40)

%

Damit 148t sich die Intensitit des auswérts gerichteten Strahls (uo > 0) nach Durchgang durch
das Schalenintervall von 71 nach ry berechnen aus (ry > rgyq)

Io,, (ks s po(ri),v0) = Ioy, (Phg1s Dy o (Th41)s 0) - e~ AT (Th+1, 7%, s 10)
(41)
+AQlu(rk+larkapa UO)a

mit Hilfe der Ausdriicke (35) und (40) fiir A7 bzw. AQ.

Die Auswertung der Intensititswerte zu einer gegebenen Frequenz vy (bzw. zu einem festen
xo (Vo, Vi )-Wert) einer bestimmten Linie Iy, (r,p, po, o) erfolgt dann schalenweise zu jeweils

einem konstanten p = p (r}, ugiz ) mit Hilfe der Gleichung (37) bzw. (41), entsprechend fiir den
Bereich 19 < 0 bzw. pg > 0, in der Reihenfolge

IO (Rap7M0(Rap)) = IO ('rlapaﬂO('rlap)) = IO (7’2,[), MO(T%p)) =
= Io (rn,, s po(rn,,p)) = Io (r =p,p, 1o = 0)
(fiir o < 0) und

Io(r =p,p, o =0) = Io(rn,,p,po(rn,,p)) = Io (*N, 1, p0(rN, - 1,P)) =
= IO (7“2,]),/.1,0(7"2,]))) = IO (Tl,pa /J’U('rlap)) = IU (R7p7 /J’U(Rap))
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(fir o > 0), bis zum Knotenpunkt s(r},p) am radialen Gitterpunkt r;, wo die Intensitit zur

Strahlrichtung mit vorgegebenem Gauf3-Winkel MSZZ gesucht wird.

Bei der Intensitdtsberechnung durch Integration der Strahlungstransportgleichung entlang der
Strecke s von Knotenpunkt zu Knotenpunkt quer durch jede Schale, wird dabei ausgenutzt,

(9)

daf aus Symmetriegriinden die Intensitit Io(ry,ug, ) am Ort ry fiir eine Strahlrichtung mit

positivem 19 gerade der Intensitét Io(r,, —ugiz ) des Strahls mit gleichem p entspricht, welcher

von auflerhalb der Kugel kommend von der ersten Kugelhilfte in die zweite Hélfte iibertritt bis
zum Knotenpunkt s(r},p) (s. Abb. 1 unten).

Es ist hierbei zu beachten, daf beim Ubertritt des Strahls von der ersten in die zweite Kugelhilfte
(bei po(r = p) = 0) zuerst die Intensitdt am Punkt r = p und po = 0 schrittweise aus der Inten-
sitdtsformel fiir pg < 0 zu bestimmen ist, und dann erst daraus wieder die weiteren Intensitéits-
werte an den Knotenpunken des Strahls mit dem radialen Gitter, s(rg+1), s(rx), s(rg—1),..., in
der zweiten Kugelhélfte nach der Formel fiir den auswérts gerichteten Strahl pg > 0 berechnet
werden konnen.

Nachdem so mit den spezifischen Intensititswerten die endgiiltigen J;,(r;)’s und Besetzungs-
zahldichten n;(r;) aus den Ratengleichungen bestimmt sind, werden zum Schluf} fiir beliebig
ausgewihlte dquidistante Impaktparameter p (mit 0 < p < R) die aus der gesamten Wolke
tretenden Intensitdten berechnet und anschlielend die zugehorigen Frequenzen mit Hilfe der
Dopplertransformation

v =y (1+ Bpo) = vo (1 + Bo) , (42)
(fiir v, < cund 8 = B(R) = vr (R)/c), sowie die Intensitdten mit der Beziehung

v

3
I(Rypop(R),v) = (—) Io (R, p. jo(R), o) (43)

ins Beobachtersystem transformiert. Wegen v, < ¢ gilt hierbei

= po+08
1+ Buo

4.4 Quellfunktion und Extinktionskoeffizient

Die Linien-Quellfunktion Sy;(r) und der Extinktionskoeffizient x,, (r, ) des Ubergangs | — u,
in der Strahlungstransportgl. (30) im mitbewegten System der sphérischen Wolke, sind gege-
ben durch die Gleichung (1) bzw. (2) (s. Mihalas 1978) und lassen sich einfach aus den Be-
setzungszahlen n;(r) und n,(r) bestimmen, welche in diesem eindimensionalen Fall nur vom
Kugelschalen- Radius r abhingen.

Mit der Beziehung (29) fiir die Transformation der Linienprofilfunktion nach der Frequenzver-
schiebung ¢ (zum Linienzentrum des Ubergangs), folgt dann fiir den Extinktionskoeffizienten
in Abhdngigkeit von xg

X0, (T b0, T0) =

ny (r) Bu he <1 _u(r) g

47 vpurp (1) ny (r) gu> - ® (g (z0)) =: Xoy,, (1) - P (7, 10, o) (45)
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mit dem nur vom Ortsradius r» abhingigen Teil

M <1_nu(7’)gz> ’

ny ('r) Ju

sowie der Profilfunktion in zg

Py (1, o, w0) = @ (g (r, po(r), 20 (10))) = @ (:1:0 + o (r) —= a >

mit dem GauB-Profil (o )2
! _ —9\ZTq,
® (g (xo,)) =Ce " 757,
und den diskreten (durch die GauB-Integration fest vorgegebenen) Frequenzen xf)j; worin noch

der (Re-)Normierungsfaktor C' (entspr. Gl. (157))

1
n/2 "
2 Toaz * Z w](.ixo) e 10
j=1

C =

zu bestimmen ist (s. Anhang A.2).

4.5 Zur Wahl des Schalengitters

Es wurde ein logarithmisches Gitter gewihlt mit

A(logry) = log (TI;—ZI> = konst > 0,

was gleichbedeutend ist mit (rxy1/7r%) = a = konst < 1. Damit ergibt sich hieraus rekursiv die
Gleichung fiir die Gitterpunkte
r, =a* 'R,

mit k = 1,2,..., N,, wobei speziell fiir den innersten Gitterpunkt ry, = o’\" =1 R gilt, woraus
sich zu vorgegebenem Radius R der Wolke, Gesamtzahl N, der Schalen und Radius ry, der
innersten Schale, die Konstante o berechnen 148t zu

B (’I“NT>(1/(NT*1))
= (3 .
Beispielsweise erhélt man fiir den Fall eines zehn mal kleineren Radius der innersten Schale im
Vergleich zum dufleren Radius der Wolke, ry, = (R/10), einen a-Wert von

L\ /(N =)

Fiir die ungleichen Schalenabsténde folgt schliefilich

Arp:i=rp—rp =1 —a)d* 'R,
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5 3D-Strahlungstransport

Rotierende kollabierende Systeme: Erweiterung der Berechnung des Strahlungsfeldes auf einfa-
che dreidimensionale, differentiell bewegte Konfigurationen.

5.1 Die 3D-Strahlungstransportgleichung im mitbewegten System fiir kleine
Geschwindigkeiten

Ausgehend von der Annahme, daf§

1. fiir nicht-relativistische Geschwindigkeiten

1
y=——=1 und

Ny

Si
%
St

gilt, sowie

2. die Transformation der Koordinaten (zg, 4o, 2z0) des bewegten System ins Beobachtersy-
stem in der Gestalt

z = z(z0,)
= y(yo,l/o)
z = z(20,0) (46)

mit der Lorentztransformation erfolgt, wobei fiir die Frequenzen (s. z.B. Mihalas 1978)
v =" (141 f) (47)

d.h. fiir die Frequenzen im mitbewegten System

v
vo e —2 (48)
1+ny-0

folgt,

wird im folgenden die 3D-Strahlungstransportgleichung im mitbewegten System zunichst fiir
ein allgemeines Geschwindigkeitsfeld § und fiir eine beliebige Strahlrichtung 7 hergeleitet (vgl.
Wehrse et al. 2000).

Die Strahlungstransportgleichung fiir den statischen dreidimensionalen Fall 148t sich allgemein
schreiben als (s. Mihalas 1978)

(7-Vi)I=—-xI+xS (49)
mit dem Skalarprodukt (Differentialoperator) in kartesischen Koordinaten

N v £+ 34_ 2
neVE = g ”yay e
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und dem Einheitsvektor

Ng sin®d cos ¢
n=1| n, | =| sindsing (50)
T, cos

in Strahlrichtung (9,p).

Wegen der funktionalen Abhéngigkeiten in den Transformationsgleichungen (46), gehen die Dif-
ferentialoperatoren fiir das bewegte System iiber in

0 o Jdyy 0
—

oz oz T 9z o
o 0 om0
dy oy 0Oy Juy
0 0 Oovy 0

9 9z 92 o

mit dem Ausdruck

0 d (., = o (. =
() w0 )= () )

und analog mit

81/0 ~ 141} 8 o
oy <_(1+n*0-*)> gy (7°7)
81/0 ~ 141} 8 o
0z <_(1+n~0.5)> &(no ﬂ)’

fiir die Frequenzableitungen, die sich aus der gendherten Transformationsgleichung (48) ergeben.

Dementsprechend transformiert sich auch der Ausdruck fiir die Richtungsableitung in Strahlrich-
tung 7 - Vi in Gleichung (49) zur Herleitung der Strahlungstransportgleichung im mitbewegten
System

B9 o o [ B D ()
R e r AR %]
oo | e s (09) a%]
= W Vo 9 (m 7) o
~ iV ow iV (i F)] a%
= 5[0 (1) 2
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wobei &y := Inyy ist, und von den Niherungen 5 < 1 und 7 = ny Gebrauch gemacht wurde.

Damit lautet die 3D-Strahlungstransportsgleichung im mitbewegten System fiir kleine Geschwin-
digkeitsfelder und unter Vernachléssigung von Aberration und Advektion

I 0
(7-V)Iog+wo—1Io=—x0lo+ X095, (51)

9o
mit der spezifischen Intensitiat Iy, & := Inwyg, und der Frequenz vy, jeweils im mitbewegten

System, und der Definition der Funktion

=

w=w(z,y,z,n0) ::—ﬁ-ﬁ(ﬁ-ﬂ) (52)

mit dem festen Einheitsvektor 7 in Strahlrichtung.

5.2 Lo6sung der 3D-Strahlungstransportgleichung

Unter Verwendung von kartesischen Koordinaten kann die Transportgl. (51) somit geschrieben
werden als

ol, oI, oI, ol
T A - z o ae — I )
n 8I-i-ny 3 +n o +wa§0 xolo+x0S (53)

mit 77 = (nx7ny7nz)7 IO = IO (x,y,z,ﬁ, 60)7 50 = 1117/0 und w = w (x7y7z7ﬁ)'

Diese Form (53) der Strahlungstransportgleichung wird nun durch die Finite-Differenzen-
Methode mit der Up-wind-Diskretisierung in Strahlrichtung gelost (vgl. Stenholm et al. 1991),
d.h. fiir positive ng,ny,n, > 0 und w > 0, durch Auflésung der diskretisierten Gleichung

n
A—II (IO (xiayjazkagon) _IO (xi—layjazk7§0n))
n
+ A—‘Z (Lo (i, Yjs 2k €0,) — Lo (i, Yj—1, 2k €0,,))
n
+ A_ZZ (IO ($i7yjazk760n) — I (x’iayjazk—lag(]n))
w $‘,’y',2k,’f_i
+ % (Lo (zi,yj, 21> €0,) — Lo (%3, Y5, 2k E0,_,)

= —Xo (Iiayjazkagon) (IO (Iiayjazkagon) - S(xzayjazk))

nach I (4, y;, 2k, %o, ), wobei i, j, k die diskreten Punkte auf dem Ortsgitter darstellen und sich
n auf die durch die GauB-Integration vorgegebene Frequenz-Diskretisierung zy, bezieht mit

Invy, —lnyy, , =Iln ( 20, >

Von—l

In ( 14+ veur (miayja Zk) o, /C >
14 Vturb (xia Yj, Zk) Z0,_1 /C

Ao




28 3D-Strahlungstransport

Das Ergebnis lautet dann fiir diesen Fall

n n
Iy (IiayjazkaIOn) = <A—§: Iy (iﬂifl,yjazk,il?on)‘l'A—ZIo (Ii,yj—l,zk,ilfon)
n w l",y',Zk,ﬁ
+A_zZ IO (xi7yjazkfla$0n) + % IO (xiayﬁzkamon,l)
0 (55)

+XO ($i7yj7 Zkaa:on) S (%‘a?ha%))

/ <A$ + Ay + Az + A§O + Xo (xlayﬁzknxon)

Diese Intensitétsgleichung gilt also fiir jeweils alle diskreten Frequenzen x, eines betrachteten
festen Ubergangs u — [ in der vorgegebenen Strahlrichtung 77 = (n, > 0,n, > 0,n, > 0) fir
w > 0.

Da die einfallenden Intensitdten als Grenzbedingung an allen Eintrittsflichen des Gitters, sowie
die Quellfunktion und der Extinktionskoeffizient an jedem Gitterpunkt, gegeben sind, kénnen
wir in diesem Fall (ng,ny,n, > 0) am Ortspunkt (¢, 7,k) = (2,2,2) unsere Berechnungen star-
ten und nachfolgend alle Intensititen Iy (z;,y;, 2k, Zo,) rekursiv aus Gl. (55) bestimmen, bis
zu den Gitterpunkten z; = N, y; = Ny, 2z, = N,, wenn N, Ny, und N, die Gesamtzahl
der Gitterpunkte in der z, y, bzw. z-Richtung darstellen. Fiir die restlichen 7 Strahlrichtungen,
der insgesamt acht mdglichen Vorzeichen-Kombinationen von n,, n, und n,, verlduft die Dis-
kretisierung und Rekursion auf analoge Weise, jedoch mufl dann der Startpunkt fiir negative
Strahlenvektor-Komponenten folgendermaflen gedindert werden:

Ny <0:i=Ny—1,...,1

ny <0:5=N,—1,...,1

n,<0:k=N,—1,...,1.
Beispielsweise erhilt man dann die zugehorige Rekursionsformel zur Berechnung der Intensititen
fiir den Fall der Strahlrichtung in negativer z-Richtung (n, < 0, ng,n, > 0) durch Substitution

des Index & (fiir die entsprechende Diskretisierung entlang der z-Achse) mit £ —1 und umgekehrt
(k< k—1) in GL (55)

n n
Io (23, Y5, 261, %0,) = <A—§c Iy ($z'—1,yjazkf1,$0n)+A—nyo (%iy Yj—1s Zk—1, T0,)
n w ¢1:'7ylazkflaﬁ
+||Azz|| Io (x4, v, 2k, %o, ) + (@ ifg ) Io (x4, 95, Zk—1,T0,_,)

+Xo (xia Yjs Zk—15 xOn) S (xia Yjs Zkl))

n n n W\Ti,Yj,2k— 77—7:
/< xT +_y+ | Z| + ( 13 y] k—1 )+X0 (l.i,yjazk—17$0n)> (56)

Az ' Ay Az A&

Die Intensitatsformeln fiir die restlichen Félle (ng,n,,n, 2 0) ergeben sich véllig analog. In
jedem Fall ist auBerdem darauf zu achten und zu iiberpriifen, ob an jedem Ortsgitterpunkt
(zi,yj, ) die Funktion w positiv ist, und die obigen Formeln anwendbar sind. Ist dies nicht der
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Fall, muf} entlang der negativen Richtung der Frequenz-Achse x( integriert werden, beginnend
mit den Indexwerten: n = N, —1,...,1 in absteigender Folge. Die zugehorige Rekursionsformel
dndert sich dann entsprechend (fiir den Fall ng, ny,n, > 0)

n n
Iy (xiaijzkaxon—l) = (A—; I (xiflayjazka$0n—1)+A_];I0 (ilfi,yj—l,zkail?on_l)
n w (i, Yy 2y 7
-I-A—szo (flfi,yj,zk—hﬂﬂon_l)‘l" ( l|’AJ£’0| : )|Io (i, Y5, 2k, To,,)

+x0 (i, Y5, 2k, To,_, ) S (IiayjaZk)>

Nz Ny Yz |’U) (xi7yjazk7ﬁ)|
e T Ae T A, . Yj 57
/ (AI + Ay + Az + |A£0| + Xo (xlayﬁzkamon,l) ( )

fir w (z;, yj, 2k, 1) < 0.

Die in den Intensititsgleichungen verwendeten Werte fiir die Quellfunktion S und den Extinkti-
onskoeffizienten xo an den Orten (z;,y;, z;) (sowie fiir die Linienfrequenz zg, im letzteren Fall),
lassen sich wieder analog aus den Besetzungszahlen und den Gleichungen (1) bzw. (45) bestim-
men, mit dem Unterschied, daf} jetzt die Besetzungszahlen von den kartesischen Koordinaten
(ni(r) = n;(z,y,z)) abhingen, und im Argument der Linienprofil-Funktion im Ausdruck fiir

X0 (il?, Y, z, :EU) = )A(Olu (il?, Y, Z) q)lu (:EU) (58)

mit

(59)

. ny(z,y,z) By, he Ny (T,y, 2
XUlu(Iayaz): l( Y ) i <1_ U( Y )gl>a

47rvtu7‘b (:l?,’y,Z) ny ($7yaz) gu

die Doppler-Verschiebung nicht explizit beriicksichtigt werden muf}, so da§ ® in diesem Fall nur
von der Frequenz zy abhingt.

5.3 Berechnung der gemittelten Intensitit .J;, (7)

Die gemittelte Intensitit wird wiederum mittels der Gaufl-Formel und denselben im sphéirischen
1D-Fall bestimmten Gewichtsfaktoren fiir die Frequenzintegration numerisch berechnet (s. An-
hang A.2), mit dem einzigen Unterschied, daf jetzt eine weitere Integration (d.h. Diskretisierung)
iiber den p-Winkelraum nétig ist.

Im allgemeinen Fall gilt fiir die gemittelte Intensitét

_ 1 Tmazx 2 +1
Jlu (:l?,’y,Z) = / (I)($0) / / Iﬂlu (Iayazaﬂ’atpaIO)d(pdude (60)
47TA7/D T =0 ——1

min

mit der Doppler-Breite (vgl. GL. (25))

Veurb (T, Y, 2
AVD (:l?,’y,Z) = w Vi (61)

der Definition p := cos, wobei der Einheitsvektor in Strahlrichtung in diesen Winkelgréfien
durch @ = (9, ¢) festgelegt ist, sowie der analogen Uberfithrung des Frequenzintegrals in ein
Integral iiber die Frequenzverschiebung xy (vgl. Gl. (147)).
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Das zusétzlich hinzugekommene Integral iiber den Winkel ¢ in Gl. (60) 148t sich dann darstellen
als die Summe

Np

2
/ IU (I,y,Z,,U,(,D,:ITU)dQD%Z w;(;p) IU ($7y727M7¢p7I0)7 (62)
0
p=1

wobei sich die Abszissenwerte mit Hilfe der Gaufischen Formel fiir beliebige Integrationsgrenzen
(s. Gl. (153)) durch die Beziehung

i =1 +y)m (63)

bestimmen lassen, mit wiederum denselben (tabellierten) Nullstellen y; des Legendre-Polynoms
P, (y) (mit n = Np), sowie den zugehorigen Gewichtsfaktoren (identisch mit jenen tabellierten
fiir eine Integration von —1 bis +1)

(‘P’) — [ (y)] 64
Wi = [ tab ( )
(s. Abramowitz & Stegun 1972). Insgesamt ergibt sich fiir die Diskretisierung des Dreifachinte-
grals der gemittelten Intensitat am Ortspunkt (z;,y;, z;) die Ndherung

Np N /2 Np/2

_ 1 / +a!
Jlu (xiayﬁzk) = 4:7TI/D Z Z Z wl(;@)w%#) W7S, 7o) : {IOlu (xiayjazk7um7(p;;7x6n)
p=1 m=1 n=1

+I01u (x’ia Yjs 2k s bm, 90;;7 _xf)n) + IUzu (Iia Yjs Zky —Hm, 90;;7 xf)n)
+I0[u (Iia YjsZky —Hm, 90;;7 _xf)n)

(65)
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6 Strahlungshydrodynamik eines rotierenden und kollabieren-
den oder expandierenden Systems

Um den Eingabe-Parameterraum eines rotierenden kollabierenden Systems einzuschrinken, wer-
den analytische Ausdriicke fiir die Dichte- und Geschwindigkeitsverteilung fiir isotherme kolla-
bierende Wolken mit Rotation, die sowohl fiir den Unter- als auch Uberschallbereich gelten, aus
den hydrodynamischen Grundgleichungen hergeleitet. Diese Losungen ergeben sich als Spezial-
fall aus den Ausdriicken fiir entsprechende Sternwinde unter Vernachlissigung von Strahlungs-
beschleunigungen durch Kontinua und Linien.

6.1 Das Geschwindigkeitsfeld

Das Geschwindigkeitsfeld einer Molekiilwolke oder eines Sternwindes am Ort 7 = (z, y, z) kann
im allg. beschrieben werden durch seine sphérischen Komponenten

U (7) = vy (1) € (7) + v (7) €5 (7) +vg (7) €9 (7) (66)

mit den Einheitsvektoren é;, €p, €3, in radialer, polarer bzw. azimuthaler Richtung, wobei die
folgenden zwei Darstellungen der Einheitsvektoren

sin @ cos ¢ # 1 T
€ (F)=| sinf sing bzw. G (T, Yy, 2)=—=—F———es | ¥y (67)
cos 0 " Va2 +y? + 22
und
—sing 1 —y
€y (7) = cos ¢ bzw. €y (z,y, 2) = ———= T (68)
im weiteren niitzlich sein werden.’
6.2 Hydrodynamische Grundgleichungen
Betrachtet man eine nichtviskose, d.h. ideale Fliissigkeit, gilt die Impulsgleichung
Dy - =
—— =f—-Vp, 69
Py =1—Vr (69)

(s. z.B., Mihalas & Weibel Mihalas 1984), worin D/Dt die kovariante Lagrangesche oder mit-
bewegte Zeitableitung im bewegten System des Materie-Elements ist, f_' die gesamte duflere
Korperkraft pro Volumen ist, welche auf das Masse-Element der Fliissigkeit wirkt, und 6;0 der
Divergenzterm eines diagonalen isotropen Druck-Tensor vV-T ist, in welchem T = —p| (mit der
Einheitsmatrix |) und p der hydrostatische Druck ist.

Zum anderen mufl auch die Kontinuitdtsgleichung

dp = L
E—FV-(pv)—O, (70)

beriicksichtigt werden, mit der kovarianten Divergenz V - o' des Geschwindigkeitsvektors.

SWir sind hier nicht an der Darstellung des polaren Vektors €3 interessiert, weil in allen weiteren betrachteten
Fillen die Geschwindigkeit vg Null gesetzt werden wird.
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6.3 Vereinfachende Annahmen

Um die hydrodynamischen Gleichungen analytisch 16sen zu kénnen und dem axialsymmetrischen
und stationéiren Problem anzupassen, machen wir in unseren Modell die folgenden vereinfachen-
den Annahmen:

1. Die protostellare Wolke oder der Sternwind ist isotherm mit einer Temperatur gleich der
Effektiv-Temperatur des Zentralsterns (T' = T, (x)). In diesem Fall ersetzen wir die Ener-
giegleichung durch die Zustandsgleichung

p=ad’p, (71)

wobei a die isotherme Schallgeschwindigkeit, und p die Dichte der Wolke oder des Windes
ist.

2. Wir nehmen einen stationdren azialsymmetrischen Flufl an, da wir uns fiir einen rotieren-
den Stern (bzw. inneren Wolkenkern) interessieren bei welchem Rotationseffekte den Fluf§
beherrschen, d.h. wir setzten

9
B)

0, =0, f$4=0 (72)

Sl
&

(d.h. u.a. keine Schocks und keine Klumpen). Desweiteren nehmen wir an,

3. daB8 die polare Komponente der Geschwindigkeit des Windes (und der Wolke), wie
Sternwind-Berechnungen (von z.B. Petrenz & Puls 1996) gezeigt haben, im Vergleich zu
den anderen Komponenten vernachlissigt werden kann,

vy = 0, (73)
und

4. dafB keine signifikante Verzerrung des Sterns auftritt, d.h. ein sphdrischer Stern vorliegt,
wenn wir unsere Anfangsbedingungen auf der Sternoberfliche ansetzen, um die Konti-
nuitatsgleichung und ¢-Komponente der Impulsgleichung (d.h. die Erhaltungsgl. des Dreh-
impulses) getrennt voneinander zu integrieren.

5. Wir nehmen im Falle eines Windes von einem hellen frithen Stern an, da} der Wind primér
durch Kontinuum- und Linien-Strahlungskréfte getrieben wird.

6.4 Vereinfachte hydrodynamische Gleichungen

Indem wir die korrekten kontravarianten Komponenten der Beschleunigung (D v; /D t) in GL. (69)
verwenden, insbesondere fiir sphdarische Koordinaten, und diese durch deren dquivalenten phy-
sikalischen Komponenten ersetzen (s. z.B. Mihalas & Weibel Mihalas 1984), sowie die oben
erwahnten Annahmen 1-3 anwenden, erhalten wir die vereinfachte r- and ¢-Komponente der
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Impulsgleichung
v? 2
vrgvr——d) — é_a_@, (74)
or r p p Or
Uy 3 Vg + “Y% _ 0, oder dquivalent

or r
vy O
~ o (rvg) = 0, (75)

wobei die duflere radiale Kraft pro Einheitsmasse, d.h. die radiale Beschleunigung auf das Mas-
seelement

r GM
(B (76)

ist, wenn wir ebenso die obige fiinfte Annahme verwenden; hierin ist M die Masse des Zentral-
sterns, d.h. z.B. die Masse des Protosterns in einer kollabierenden Wolke oder jene eines Sterns
von welchem ein stellarer Wind ausgeht, gr 1= gr (7,6, ...) ist die auswérts gerichtete radiative
Beschleunigung, verursacht durch Spektrallinien, und T'(= const) ist die {ibliche Definition des

Krafteverhaltnisses
I = JRc

g
im Vergleich mit der nach innen gerichteten Gravitationsbeschleunigung g. gr ist dabei die
radiative Beschleunigung, verursacht durch die Kontinuums-Opazitit (vorwiegend durch Elek-
tronenstreuung im Falle von Winden von hellen Sternen frithenTyps). Bei protostellaren Wolken
kénnen diese Beschleunigungsterme im Vergleich zur Anziehung des inneren Kerns vernachlissigt
werden.

)

Wenn wir auflerdem die kovariante Ableitung (s. z.B. Mihalas & Weibel Mihalas 1984), ins-
besondere fiir sphdrische Koordinaten, verwenden und desweiteren dieselben schon erwéhnten
Annahmen 2 und 3 auf die Kontinuitédtsgleichung (70) anwenden, finden wir, daf

0

o (r’pv) = 0. (77)

Diese Gleichung sieht genauso aus wie jene, welche wir fiir einen eindimensionalen, sphérisch
symmetrischen und stationiren Fluf} erhalten wiirden. Jedoch mufl darauf hingewiesen werden,
daf} in unserem Fall dieser Ausdruck, ebenso wie die anderen Gleichungen (74) und (75), viel
allgemeiner und fiir einen gegebenen festen Polarwinkel 6 erfiillt ist. Aber dhnlich zu einem
sphérisch symmetrischen Fluf impliziert Gl. (77), daf§

4mr? p(r,0) v, (r,0) = constant =: M (6), (78)

worin hier M(0) nicht der gesamte Massenfluf durch eine sphirische Schale ist, welche den
Stern umbhiillt, sondern sein Massenfluf8 (oder Massenverlust-Rate) am Breitengrad 0 durch die
Sternoberfliche, multipliziert mit 4w R? (vgl. Definition von Bjorkman & Cassinelli 1993). Die
gesamte Massenverlust-Rate mufl dann
: M (8
M= J ds) (79)
47 47
sein, integriert iiber den Raumwinkel €. Beachte, daff im Falle einer kollabierenden protostellaren
Wolke diese Massenverlust-Rate negativ ist, weil der innere Kern an Masse gewinnt.
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Beachte auch, daf} die ¢-Komponente der Impulsgl. (75) nichts anderes ist als die Erhaltung
des Drehimpulses pro Einheitsmasse, z.B. um die Rotationsachse L,(#), fiir einen konstanten
Polarwinkel 8 entlang einer Stromlinie

r sin@uvy (r, ) = L,(0) = konstant , (80)

wie zu erwarten bei dufleren Zentralkréiften und einer Axialsymmetrie, was wir ja zuvor ange-
nommen haben.

6.5 Losungen: Die azimutale Geschwindigkeitskomponente und 2D-Wolken-
bzw. Winddichte

Die letzten beiden Differentialgleichungen (75) und (77) kénnen sofort und getrennt voneinander
gelost (d.h. integriert) werden, um die unbekannte Geschwindigkeitskomponente vy, und die
Wind- bzw. Wolken-Dichte p zu erhalten, wenn man passende Anfangsbedingungen fiir diese
physikalischen Groflen wihlt.

Die Erhaltung des Drehimpulses um die Rotationsachse (aus Gl. (75) oder GI. (80)) fordert

r sinf vy (r, 0) = L,(6),

mit einer geeignet gewihlten Grenzbedingung L,(0) fiir ein konstantes 6 zu jeder radialen Ent-
fernung r, angepaft auf das speziell betrachtete astrophysikalische Problem. Dies fiithrt zum
allgemeinen Gesetz fiir die azimutale Geschwindigkeit

) 1 L6) L)
9 = — ==
vo (1,0) = = 7ine 7

(81)

am dimensionslosen Radius 7 = (r/R), mit R als Referenzradius.

Mit der Vermutung, daf} sich die Oberfliche des Zentralsterns, bzw. des inneren Kerns einer
Molekiilwolke, wie eine rotierende Kugel verhilt und der Annahme 4, wird die Rotationsge-
schwindigkeit auf der Sphére an der Breite § beschrieben durch

vg (R, 0) = vpot sinf, (82)

mit der dquatorialen Rotationsgeschwindigkeit v.o;. Dann ist die offensichtlich geeignete An-
fangsbedingung fiir v, (R, §) eines Materieelements, welches am Breitengrad ¢ seinen Ursprung
hat, gleich der Rotationsgeschwindigkeit auf der Sternoberfliche bei dieser Breite, wo die Materie
ausgestoflen worden ist, d.h. v sinf. Daher ist die Grenzbedingung fiir den Drehimpuls

L.(0) = R sinfvy (R, 0) = Rvy sin 6.

Somit ist hier die p—Komponente der Geschwindigkeit eines Teilchens im Abstand 7 in seiner
Bahnebene, d.h. auf einer Kegelfliche mit konstantem Winkel 6,

vg (7,0) = %vmt sinf |, (83)

mit L(0) = vyt Sinf.
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Um die Kontinuitéitsgleichung (Gl. (77)) integrieren zu kénnen, verwenden wir den in GL. (78)
definierten, zu jedem Winkel # erhaltenen Massenfluf} als passende Anfangsbedingung. Dieser
Massenfluf} ergibt sich aus den gegebenen Werten der Geschwindigkeit v, (R, #) und Dichte p (R)
an der stellaren Photosphire am Radius R, bzw. auf der Oberfliche eines protostellaren Kerns,
da nach GI. (78)

M () = 47 R? p(R) v, (R, ) = konstant (84)

gilt. Dann liefert Gl. (77) (aus der Massen-Erhaltung) fiir irgend einen Radius r bei konstantem

Winkel 6 _
M (6)

r2p(r,0) v, (r,0) dQ = et (85)
T
d.h. die folgende 2D-Dichteverteilung
M (6 F (0
p(r0) = —2 O ___ _F(0) (36)

drrio (r,0) 2o (7,0)
am Ort (r,6), mit dem definierten Flu F = M (0)/4n R? durch die Sternoberfliche, oder

v (R, 0)

P(fae):mP(R) : (87)

6.6 Die Bewegungsgleichung

Als nichstes l6sen wir die r-Komponente der Impulsgleichung (74), d.h. suchen nach einem
Ausdruck fiir die radiale Geschwindigkeitskomponente v,. Diese Differentialgleichung kann in
dimensionsloser Form umgeschrieben werden zu

9 63’ ﬁgrit 1 ap
Uy 7= Uy — — = ——5~ + JR] — — 7= 88
o T j2 TIRIT 58 (88)
mit den dimensionslosen Geschwindigkeiten
v :
/f)r = ﬁ s ’f)¢ = —¢, and ’IA)Crit = Yerit 5 (89)
a a a

in Einheiten der isothermen Schallgeschwindigkeit a, wobei v der Break-up-Geschwindigkeit
entspricht (iiblicherweise ohne Beriicksichtigung radiativer Linienbeschleunigungsterme)

GM
Verit = R (]_ — F) (90)
und mit der dimensionslosen Linienbeschleunigung
. R
gR1= 5 IR (91)

Durch Kombination der Beziehungen fiir die azimutale Geschwindigkeit und Dichte (Gleichun-
gen (83) und (86)) mit Gl. (88), erhalten wir

ap 2 1 1 1 @),
or U Mo, (7) 72 vr(f’)Q or

Bvr (7,0)
or

Il
7 N
ﬁ>| \]
_,
uﬁ> —



36 Strahlungshydrodynamik rotationssymmetrischer Systeme

(dies wird erreicht mittels Gl. (86) und Anwendung der Kettenregel auf die Funktion 1/v.(7)),
um schlieBlich die dimensionslose (und im weiteren genannten) differentielle Bewegungsgleichung
fiir die radiale Komponente 0,

1\ o L2(0) 2. 2
(@r——> b = ()—@+;+9R,l (92)

~ - Ur = ~ ~
oy ) OF 73 72

zu finden, mit dem dimensionslosen Zentrifugal-Beschleunigungsterm 12 /73, und (s. Definiti-
onsgl. (81) von L)
A 12(6)
L2 () = —2 - 93
(®) R2a2sin’ 0 (93)
welcher z.B. fiir einen Sternwind am Polarwinkel 6

2
IOE % sin2f =: 92, sin2f. (94)

ist.

Beachte: Selbst wenn es einen Drehimpuls um die Rotationsachse gibt, dessen Betrag nicht mit
dem Winkel 0 variiert, d.h. L, # L,(0), kann die Grole L trotzdem noch von € abhéingen. In
diesem Fall ergibt sich ebenso ein nicht-sphérisches Geschwindigkeitsfeld.

Wenn der Linien-Beschleunigungsterm in Gl. (92) durch

A A

X X . N . . diy
w1 (7,0, v, i [ ) = S5 + 915(6) 5, (95)

angenéhert werden kann (s. Abschn. B.4), mit den dimensionslosen Faktoren ¢ ; =konst und
91,2, wird die Bewegungsgleichung

IAJQ 0 52 o
((]_ — 91’2(0)) '[)I‘ — A—> a'f' 'lA)I. — A( ) _ Verit - gl,l +

< | N

(96)

73 e

6.6.1 Der kritische Punkt und die kritischen Lésungen

Die Bewegungsgleichung (Gl. (92), und insbesondere Gl. (96)) liefert verschiedene Losungsfamili-
en, welche ein ziemlich unterschiedliches mathematisches Verhalten und physikalische Bedeutung
haben (vgl. Abb. 2).

Die linke Seite von Gl. (96) verschwindet fiir (do,/dr # 0);

am kritischen Radius 7, wo®

c

B (Fe) = i () = 1. (97)

V1 —g12(0)

ist. Dies bedeutet, dal die Geschwindigkeit am kritischen Punkt mindestens grofer als die
isotherme Schallgeschwindigkeit o, = 1 ist. Fiir thermische Winde und protostellare Wolken
(G1,2 = 0) ist der kritische Punkt von Gl. (96) gerade der Schallpunkt

o = Ty .

®Hierin ist der Wert von gi» < 1 aus physikalischen Griinden.
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Abbildung 2: Die Topologie der Losungen |o, (7,6 = 7/2)| der Bewegungsgl. (96) in der Aquatorebene aufge-
tragen gegen die radiale Entfernung # = r/R in Sternradien, fiir einen typischen O5-V-Stern im Zentrum, der
mit vroy = 120 km/s rotiert (s. Modell-Parameter in Abschn. B.5). Losung 1 ist die eindeutige transsonische
Sternwind-Losung durch den kritischen Punkt bei 7. = 20.0 und 9.(7.) = 25.0. Was die Beschreibung der ver-
schiedenen Losungstypen 2—6 im Falle einer kollabierenden protostellaren Wolke angeht, siehe auch die Diskussion
in Abschn. 6.8 (neben Abschn. 6.6.1)).

Wir sind nun daran interessiert, unter welchen Bedingungen man einen stetig differenzierba-
ren transsonischen Fluf durch den kritischen Punkt 7. von Gl (96) erhilt. Das bedeutet
im Falle eines Sternwindes: Wie erhilt man einen glatten Ubergang vom subsonischen und
subkritischen Flufl (0, < (9;)c) bei kleinen 7 < 7. zu einem superkritischen und supersonischen
FluB} (oy > (9r)c > 1) bei grofien 7 > 7, wenn diese kritische Losung eine finite positive Steigung
(di/d?) > 0 hat bei # = 7, (vgl. durchgezogene Kurve in Abb. 2)?7 Dann ist nachweislich aus
Gl. (96) klar, dal man einen solchen transsonischen Wind erhilt, wenn (1) die rechte Seite am
kritischen Radius 7. verschwindet, (2) negativ ist fiir # < 7, und (3) positiv ist fiir # > 7.

Wir kénnen im Gegensatz dazu im Falle einer kollabierenden Wolke genau die umgekehrte Situa-
tion vorliegen haben: Wenn (dv,/dr);, < 0 ist, erhalten wir die zweite eindeutige transsonische
und kritische Losung in welcher 9,(7) monoton abnimmt von supersonischen Geschwindigkeiten
fiir 7 < 7, z.B. nahe eines Protosterns, zu subsonischen Geschwindigkeiten fiir # > 7, z.B. am
auBeren Rand einer Wolke (s. zweite durchgezogene Linie 2, in Abb. 2, eines entsprechenden
Akkretionsflusses).

Insgesamt sind wir in beiden Féllen nur an diesen zwei eindeutigen kritischen Losungen interes-
siert, als eine zusitzliche astrophysikalische Grenzbedingung, um die Differentialgl. (96) 16sen
zu konnen, neben den vier anderen moglichen Léisungstypen (alle in Abb. 2 dargestellt, oder in
z.B. Mihalas 1978), die fiir unseren Fall nicht geeignet sein sollten.

Die rechte Seite von Gl. (96) verschwindet am kritischen Radius 7., der die quadratische Glei-
chung
277 — (0% — 1) 7+ L7 (8) = 0. (98)

"Wir nehmen desweiteren an, daf$ sowohl 9, als auch (diy/di*) diberall einwertig und stetig sind.
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16st. Daher ist die reelle und physikalisch signifikante Losung, d.h. der kritische Radius

(624 — 911) + /(624 — 911)* — 82 (6)

’f’c(e) = 4 9

falls die Diskriminante )
D = (g4 — G,1)” —8L*(6) >0
ist, oder gleichbedeutend, falls die dquatoriale Rotationsgeschwindigkeit des Zentralsterns die

Bedingung
2

1 v
Voot < crit,eff (100)

2V/2 a

erfiillt, mit der folgenden korrigierten Break-up-Geschwindigkeit,

Ucrit,eff = 1/ UcritQ - Rgl,l

welche die Beschleunigung durch optisch diinne Linien beriicksichtigt, und falls die Bedingung

(101)

'Ucrit2 _ GM(l - F)
R R?

g1 < (102)

garantiert ist.

6.6.2 Zur Lésung der Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung (96) kann einfach gelést werden, indem man zuerst die linke Seite iiber
9r, und dann die rechte Seite {iber 7 getrennt voneinander integriert, was zu
L20) 02 —
2 2 t ,
(1—g2(0)) o7 —Inv; = — = 4+ —ord -
+4Inr+C (103)

fithrt, mit der rechten Seite von GI. (103) bezeichnet als Funktion

L2e) 2. —g
f(fae;f,) = = A( )+2Ucr1t g1

+4 In7 4+ C (#,0), (104)

und der Integrationskonstanten C, die bestimmt ist durch die Grenzbedingung fiir die radiale
Geschwindigkeit 9, an einem vorgegebenen Ort (7, 6).

Da wir nur an den transsonischen kritischen Losungen interessiert sind, bestimmen wir C' aus
den Gleichungen (97) und (103) fiir 7# = 7,

L2 (9)

p2
re

Co=C(r,0) = 1+In(l—g200))+

~9 ~
Uerit — 91,1 N
—o-alt T 4 lnf,.
Tc
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Abbildung 3: Die zwei reellen Zweige der Lambert W-Funktion: Wy(z) (durchgez. Kurve) und W_1(z) (gestr.
Kurve).

Damit wird die Funktion f in GL (104) zu

R . 1 1 R R 1 1
fo(7,0) = _LQ(‘Q) <_2 - TQ> +2 (Ugrit - 91,1) <; - T)

c Tc

Tc

+41n <1> +In(l—ga(0) + 1. (105)
Beachte, da f; () =1+ In(1 — g1,2) ist.
Somit 148t sich Gl. (103) nun schreiben als
32 e (1020)0} — o—fe (10 (106)

welche explizit und vollig analytisch mittels der Lambert W-Funktion (s.u.) gelost wird.

6.6.3 Die Lambert W-Funktion

Die W-Funktion ist definiert als die implizite Funktion, welche die Gleichung
W(z)e"® =2 (107)

erfiillt (vgl. Corless et al. 1993).

So wie die Gleichung y(z)exp y(z) = x eine unbegrenzte Anzahl von Lésungen y(z) fiir jeden
nicht-verschwindenen Wert von z hat, hat W eine unendliche Anzahl von Zweigen. Wir sind nur
an unserem physikalisch relevanten Fall interessiert, wo z reell und —1/e < z < 0 ist; dann gibt
es zwei mogliche reelle Werte von W (z) (s. Abb. 3). Wie man schon an der Definitionsgleichung
von W sehen kann, verschwindet die W-Funktion bei z = 0, ist negativ fiir x < 0, positiv fiir
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positive Werte von z, und mufl —1 am Punkt z = —1/e sein. Der Zweig, welcher —1 < W (x)
erfilllt fiur z im Bereich [—1/e,00), wird als Wy(z) oder nur W(z) bezeichnet, und der Zweig,
welcher W(z) < —1 im Intervall [—1/e,0) geniigt, als W_;(z). Daher teilen sich die Zweige
Wo(z) und W_i(zr) den Zweig-Punkt bei z = —1/e. Wy(x) bezieht sich auf den Haupt-Zweig
der W-Funktion, welcher der einzige Zweig ist, der analytisch bei 0 ist. Die anderen restlichen
Nicht-Hauptzweige von W haben alle einen Zweig-Punkt bei 0, und werden bezeichnet als Wy (z),
wobei k eine ganze Zahl ungleich Null ist.

6.7 Die Losung der Bewegungsgleichung

Es ist nun mdéglich, einen ezpliziten analytischen Ausdruck fiir die Losung ¢, der Bewegungs-
gleichung (106) mittels der W-Funktion anzugeben, d.h.

_(1— o—Fe(#,0)
Or (f,0)=i\/—Wk( (11_919’1(29()9)) )| (108)

Dies kann leicht gezeigt werden, indem dieser Ausdruck in Gl. (106) eingesetzt wird. Dann ist
die resultierende Beziehung gleich der Definitionsgleichung (107) der Lambert W-Funktion,

Wk(x) eWk(x) =T,

mit A
o= = (1= ga(0) 0D
Da das Argument der W-Funktion in G1. (108) immer reell und negativ ist, ist gewéhrleistet (s.

Abb. 3), daBl das Argument der Quadratwurzel nie negativ wird, und somit die Lésung immer
reell ist.

Wir sind nur an den méglichen zwei reellen Werten von W (x) interessiert, den k = 0, —1-Zweigen
in GL (108), wo z reell ist und —1/e < z < 0. Der Zweig-Punkt bei z = —1/e, wo sich diese bei-
den Zweige treffen, entspricht dem kritischen Punkt 7., wo die radiale Komponente in Gl. (108)
Op = Up(7¢) wird fiir fo(7c,0) =1 4+ In(1 — g12). In Abhéngigkeit davon, auf welchem Zweig von
W man sich diesem Punkt z = —1/e nihert, erhdlt man eine andere Form der o.(7,8)-Kurve,
entweder Sternwind oder kollabierende Wolke.

Um jedoch zu wissen, welchen der zwei Zweige man in den beiden interessierenden Fille (Wind
oder Wolke), fiir einen bestimmten Wert des Radius 7 im Bereich von [1,7] und [f¢,o0), zu
wihlen hat, um den beschriebenen stetigen, monotonen Anstieg (bzw. Abstieg) und glatten
transsonischen Fluf} als zusitzliche physikalische Grenzbedingung (s. Abschn. 6.6.1) zu gewéhr-
leisten, mufl man noch das Verhalten der Argument-Funktion z(#) von W, in Gl. (108), mit dem
Radius 7 untersuchen (s. Abb. 4).

Die Argument-Funktion 2(7#) =—(1 — g9(0))e™/<("?) zu einer gegebenen Breite § nimmt mono-
ton vom Sternradius bei # = 1 (mit einem Wert von nahezu Null) ab bis zu ihrem Minimum bei
7 = 7 mit £ = —1/e, d.h. bis zum kritischen Punkt, wo f. =1+ In(1 — g1 2) ist, um danach im
Bereich negativer Werte wieder monoton anzusteigen.

Sternwind: Wahlen wir dann zuerst den reellen Hauptzweig Wy(z) der Lambert-Funktion, der
in negativer Richtung bis zum kritischen Punkt z(r.) = —1/e und Wy(z)= —1 (d.h. 0.(7))



Strahlungshydrodynamik rotationssymmetrischer Systeme 41

-0.0571

0.1

-0.157

-0.27

x(r/RO=1I172)

©
[V
)

20 40 60 80 100120 140 160 180200
r/R
Abbildung 4: Die Argument-Funktion der W-Funktion, z(#,7/2) = —(1 — 91,2(m/2)) exp(—fo(#,7/2)), im ra-
dialen Geschwindigkeitsgesetz, Gl. (108), aufgetragen gegen die radiale Entfernung # = r/R in der Aquatorebene
fiir den Sternwind von einem typischen O5-V-Stern, welcher mit vy = 120 km/s rotiert (s. Modell-Parameter in
Abschn. B.5). Das Minimum dieser Funktion ist beim kritischen Radius #. =20.0.

durchwandert wird, fiir zunehmende Radien von nahe der Sternoberfliche 7 ~ 1 und daher
von z(7) <0 und Wy(z)< 0 kommend (d.h. 4.(7 = 1) = 0), erhalten wir die gewiinschte, in
Abschnitt 6.6.1 beschriebene kritische Wind-Losung. Diese Wahl bewirkt den streng monotonen
Anstieg der radialen Geschwindigkeitskomponente 9,(#) von nahe Null bis zum Schallpunkt in
der subsonischen Region. Damit die Losung glatt den kritischen Punkt durchquert, d.h. die
Ableitung o.(7.) dort stetig ist, mufi man dort zum W_;(z)-Zweig wechseln. Dann wird der
reelle Teil dieses Zweiges von dort an in negativer Richtung W_;(z)— — oo fiir grofiere Radien
7 > T4, wieder mit abnehmendem |z(7)| — 0, weiter durchschritten. Dies ergibt die gewiinschte
Fortsetzung des monotonen Anstiegs von o.(7) in der Uberschallregion 7 > 7. > fs.

Protostellare Wolke: Um die erwiinschte kritische Wind-Lésung zu erhalten, d.h. die eindeu-
tige transsonische Losung fiir welche o,(7) streng monoton ansteigt von kleinen Betrigen im
subsonischen Gebiet am dufleren Rand der Wolke (7 > 75 und |6,:(7)] < |9,(75)]) bis eventuell
in die supersonische Region hinein (7 < 7 and |0:(7)| > 1) mit abnehmendem Radius (wobei
wir wiederum verlangen, daf§ 9/ stetig am Schallpunkt 7 ist), miissen wir zuerst den reellen
Hauptzweig Wy(z) fiir die subsonische Region # > 73 nehmen (mit dem beobachteten Anfangs-
wert von o am dufleren Rand als Grenzbedingung) und wechseln dann am kritischen (d.h. hier
Schall-) Punkt auf den W_;(z)-Zweig fiir kleinere Radien in der supersonischen Region. Somit
nihern wir uns in diesem Fall dem kritischen Punkt z(75) = —1/e, wo die Argument-Funktion
2(7) ihr Minimum hat, mit abnehmenden Radien # > 75 von der rechten Seite und von z(7) < 0,
um dort den Zweig zu wechseln, und z(7) wieder streng monoton mit kleiner werdenden Radien
zunimmt bis anndhernd z(7,) < 0 nahe des Protosterns. Insgesamt wandert man hier wieder
in derselben negativen Richtung durch die méglichen zwei reellen Werte von W (z) im Bereich
von —1/e <z < 0: Zuerst durch den Wy(z)—Zweig fiir 0 > z(7) > — 1/e und dann den W_; (z)-
Zweig fur —1/e < z(7) < 0, jedoch jetzt mit abnehmendem Radius 7+ — 1.



42 Strahlungshydrodynamik rotationssymmetrischer Systeme

Damit kann der Betrag der radialen Geschwindigkeitskomponente (d.h. die axialsymmetrische
zwei-dimensionale transsonische analytische Lésung unserer Bewegungsgleichung fiir ein rotie-
rendes und expandierendes oder kollabierendes System) beschrieben werden,

(a) im Falle eines strahlungsgetriebenen Sternwindes durch

P

Wo (—b(0) e ("0
N\ 2 b{) )

Uy = (109)
W (—b(e) el (f’f’))
+1| — ) falls 7> 7¢,
\
mit b(f) :=1— gi2(#) > 0, und
(b) im Falle einer kollabierenden protostellaren Wolke durch
—\/—W,1 (e F(0) falls 1 <7<
iy = : (110)
—\[-Wo (—e=H00) falls 7> 7y

Dementsprechend erhélt man auch unterschiedliche Ausdriicke fiir die Dichteverteilung (s.
Gl. (87)), po(7,0) und p_1(7,0), welche von o, abhingt und damit stiickweise fiir diese ver-
schiedenen Bereiche des Radius # definiert ist.

6.8 Anwendung der Hydrodynamik auf eine rotierende und kollabierende
Molekiilwolke

In diesem Abschnitt wenden wir die gewonnenen Ausdriicke fiir das axialsymmetrische
Geschwindigkeits- und Dichtefeld auf den Fall einer rotierenden und kollabierenden Molekiilwol-
ke, dhnlich der von W/9 A North, mit einer eingebetteten H1i-Region an (vgl. Dickel & Auer
1994). Der umgekehrte und weitaus allgemeinere Fall eines rotierenden nicht-sphérischen, strah-
lungsgetriebenen Sternwinds (fiir welchen die zuvor entwickelte Theorie ebenso ihre Giiltigkeit
hat), findet seine Anwendung an einem typischen O5-V Hauptreihenstern im Anhang dieser
Arbeit. Diese unterschiedlichen zwei Beispiele werden u.a. dazu verwendet um die Figenschaf-
ten unseres 2-D-Geschwindigkeitsfeldes und der Dichteverteilung zu untersuchen, sowie um die
grofle Vielfalt der Anwendungsmoglichkeiten unseres hydrodynamischen Modells zu illustrieren,
und natiirlich in erster Linie, um damit den Strahlungstransport durch eine protostellare Wolke
berechnen zu kénnen.

Zuerst werden die Parameter erklart auf welchen unsere Modellrechnungen basieren, und nachfol-
gend die hydrodynamischen Modell-Ergebnisse beschrieben. Desweiteren wird eine physikalische
Interpretation dieser Ergebnisse angegeben.

Die Molekiilwolke W49 A North hat also eine eingebettete sphérische H 11-Region, welche hier
im folgenden als Kern bezeichnet wird, von einem inneren Radius
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Tabelle 1: Der kritische Radius e, pler hier dem Schallradius 7s entspricht, die Geschwindigkeit 9,(#c) am kriti-
schen Radius, und der Massen-Flufl M (), fiir verschiedene Breiten 6 und dquatoriale Rotationsgeschwindigkeiten
Urot, des inneren Wolken-Kerns, welche aus den Wolken-Modell-Parametern resultieren (erwéhnt in Abschn. 6.8).

Vrot 13 km/S 7 km/S
6 0 0=m/2 6=m/2
To = Tg 260.69 259.90 260.46
f)lf(fc) 1.0 1.0 1.0

M (0)[Ms/y] -0.520 -0.445  -0.499

- R=02pc™  und Masse

- M =10 MY,
der in unserem Modell mit den zwei verschiedenen Geschwindigkeiten

- Vot =13, und 7 km/s,
rotiert. Der duflere Radius der gesamten Wolke ist ungefihr 6.0 pc und ihre Temperatur
ist

- T =50 K®,
wobei die radiative Beschleunigung vernachlissigbhar sei

-T'=g,1=g,2=0,
und die Ho-Dichte

- p(R) =3.34 x 107'8 g/cm3™)

ist, am inneren Radius (konstant mit der geogr. Breite), oder p(R) = 1.82 x 107® g/cm? in der
radialen Entfernung r = 0.3 pc von der Wolkenmitte. Wir werden diese Eingabe-Parameter ((x)
aus dem Freien-Fall-Kollaps-Modell von Dickel & Auer 1994) in unseren folgenden hydrodyna-
mischen Berechnungen verwenden.

Aus der Wolken-Temperatur erhélt man eine Schallgeschwindigkeit von 0.64 km/s.

Mit der vernachlissigten Strahlungsbeschleunigung wird die kritische Breakup-Geschwindigkeit
Verit = 14.7 km/s. Damit entsprechen die zwei unterschiedlich ausgewéhlten Rotationsgeschwin-
digkeiten 89% und 48% der Breakup-Geschwindigkeit. Insgesamt fiihrt dies zu einem kritischen
Radius 7. von ungefihr 260 Kernradien, welcher gleichbedeutend ist mit dem Schallpunktradius
7s (s. Tab. 1 mit mehr Details).

Schlielich erhalten wir mittels unseres radialen Geschwindigkeitsgesetzes, Gl. (110), fiir die
kollabierende Wolkenl6sung, und der Anfangsbedingung fiir die Wolkendichte p(R) am inneren
Kern (s. oben), die negative Massen-Verlust- (d.h. Zuflu-) Rate M (0) zu verschiedenen Breiten
von ungefihr einer halben Sonnenmasse pro Jahr, aufgelistet in Tabelle 1: Fiir eine schnellere
Rotation des Wolkenkerns von vy = 13 km/s varriiert der Massen-Zuflu§ auf die Kernregion
um 14 % und nimmt dabei vom Aquator zum Pol hin zu, im Gegensatz zu unserem Windmodell
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Abbildung 5: Links: Die Topologie der Lésungen |, (7,0 = m/2)| in der Aquatorebene aufgetragen gegen
die radiale Entfernung # = r/R in Kernradien, fiir die Eingabe-Parameter der Molekiilwolke W49 A North in
Abschn. 6.8. Rechts: Nur ein kleiner Teil der kritischen Wolken-Losung (des Typs 2) ist vergrofiert dargestellt
im interessierenden Radius-Bereich 0.2 < r < 6.0 pc der Wolke. Das Diagramm zeigt den Betrag der radia-
len Geschwindigkeitskomponenten am Pol (obere gestrichelte Linie) und |d.(#,8, vro)| in der Aquatorebene
fiir zwei verschiedene Rotationsgeschwindigkeiten, v.or = 7 km/s (s. mittlere durchgez. Linie) und 13 km/s
(unterste Kurve).
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Abbildung 6: Die Dichteverteilung einer Molekiilwolke p(#,8,vrot) aufgetragen gegen die radiale Entfernung
# = r/R in Kernradien (s. Modell-Parameter in Abschn. 6.8): Die obere gestrichelte Kurve stellt die Dichte am
Pol dar, und die mittlere und untere Kurve zeigt p am Aquator fiir die verschiedenen Rotationsgeschwindigkeiten
Urot = 7 km/s bzw. 13 km/s des Kerns.
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Abbildung 7: Die azimutale Geschwindigkeit i4 (7, 8) fiir verschiedene Breiten (§ = n/8,7/4,37/8 und /2,
von unten nach oben) und Rotationsgeschwindigkeiten (v.o+ = 13 und 7 km/s, linke bzw. rechte Seite) des
inneren Wolkenkerns, aufgetragen gegen die radiale Entfernung # = r/R in Kernradien (s. Wolken-Parameter
in Abschn. 6.8).

(s. Anhang), wo der Massen-Fluf M (6) fiir gréfere Co-Breiten® § zunimmt. Dieser Unterschied
nimmt fiir eine Rotationsgeschwindigkeit von fast der halben Breakup-Geschwindigkeit rasch ab
und betriagt nur 4 %.

Als néchstes wollen wir unsere Wolken-Modell-Ergebnisse niher erlautern: Die Abhéngigkeit der
Geschwindigkeitskomponenten 9., 94, und Dichte p, von der radialen Entfernung # und Breite
6, in den Abb. 5-7.

Abb. 5 (s. linkes Diagramm) zeigt die Topologie der Losungen |0;| in der Aquatorialebene fiir
die oben erwihnten Eingabe-Parameter der Molekiilwolke W49 A North (beachte, daf die Ge-
schwindigkeit am kritischen Punkt in Abb. 5 gleich der Schallgeschwindigkeit (o). = 1 ist).
AuBer den zwei kritischen Losungen (Typ 1 und 2, vgl. Numerierung in Abb. 2), welche den kri-
tischen Punkt (hier den Schallpunkt) durchqueren und schon in Abschn. 6.6.1 und 6.7 diskutiert
wurden, wurden alle anderen vier Losungstypen aus unserem allgemeinen Geschwindigkeitsge-
setz, Gl. (108), gewonnen, jedoch mit anderen Parametern C(#,6 = 7/2,9]) in der Funktion
f, die durch die gewiinschte Losung durch den vorgegebenen Punkt (7,0 = 7/2,4!) bestimmt
sind. Die Funktion f, in Gl. (108), fiir diese Kurven ist dann gegeben durch Gl. (105), und der
Ersetzung von 7 durch 7 und des gesamten Terms [In(1 — g2) + 1] durch [(1 — g12)9/? — In /]
Losungen des Typs 3 sind iiberall subsonisch (hier wihlt man ausschlieBlich nur den Hauptzweig,
k = 0, der W-Funktion in Gl. (108)), jene vom Typ 4 sind iiberall supersonisch (indem man nur
den k = —1-Zweig im radialen Geschwindigkeitsgesetz wiahlt), und jene des Typs 5 und 6 sind
doppel-wertig, zusammengesetzt aus sowohl dem k = 0 als auch k = —1-Zweig, fiir den Bereich
unterhalb bzw. oberhalb der Schallinie. In diesem Zusammenhang sei erwidhnt, dafl die zwei
sub- und supersonischen Kurvenpaare der zuletzt genannten Typen in Abb. 5, welche unterteilt

8Die Co-Breite ist identisch mit dem Polarwinkel 6, welcher vom Pol in Richtung Aquator und nicht vom
Aquator in Richtung Pol, wie die gewdhnliche (geogr.) Breite, gemessen wird.
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sind in ((5a), (6a)) und ((5b), (6b)) (vgl. Numerierung in Abb. 2), zusammen gehoren: Sie sind
festgelegt micht nur durch denselben gewéhlten Zweig der W-Funktion in Gl. (108), sondern
auch durch dieselben ausgewihlten Parameter in f fiir die Losung durch genau den gleichen
vorgegebenen Punkt (7,6, 9).

All diese Losungstypen konnten dazu verwendet werden, den Flul in einer Molekiilwol-
ke zu beschreiben, weil sie Teile einer vollstindigen Losung bereitstellen kénnten, welche
Schockiiberginge miteinschliefit. Wir hingegen haben uns entschlossen, die zweite transsoni-
sche kritische Losung des Typs 2 (s. Abschn. 6.6.1) auszuwéihlen, um den Akkretionsflul o,(7, 6)
unserer Wolke zu beschreiben.

Auf der rechten Seite von Abb. 5 ist nur ein kleiner Teil dieser kritischen Wind-Losung (des
Typs 2) ausgewihlt und im interessierenden Radius-Bereich 0.2 < r < 6.0 pc vergrofiert, d.h. in-
nerhalb der Wolkenregion vom inneren Kern bei # = 1 bis zum dufleren Rand bei 30 Kernradien.
Offensichtlich unterscheidet sich der radiale Flufl zu verschiedenen Breiten nur merklich fiir
Entfernungen # nahe des inneren Kerns und nimmt fiir gréflere Entfernungen in Richtung des
duferen Wolken-Radius ab. Dieser Unterschied ist stérker fiir h6here Rotationsgeschwindigkei-
ten, wihrend der Betrag von o, fiir gréf8ere Co-Breiten # immer deutlich unter jenem in polaren
Gebieten ist.

Diese radiale Geschwindigkeit fiir verschiedene Breiten und dquatoriale Rotationsgeschwindig-
keiten (vyor = 7 km/s and 13 km/s) des Kerns fithrt zur 2-D-Dichteverteilung p(7, 8, vyot), wie sie
in Abb. 6 dargestellt ist. Die Kurven sind voneinander kaum zu unterscheiden, d.h. selbst hohe
Rotationsgeschwindigkeiten des Kerns von beinahe der Breakup-Geschwindigkeit verursachen
keine merkliche Aspherizitit der Molekiilwolke, wie z.B. im Falle eines rotierenden Sternwinds.
Trotzdem entdecken wir fiir konstantes 7 eine Abnahme (und keinen Anstieg) der Dichte in
aquatorialen Breiten, d.h. eine schwache Verdichtung iiber dem Pol, die fiir groleres 7 (nahe des
auleren Wolkenradius) und fiir ein grofleres v,.,; merklicher wird. Somit haben wir in diesem Fall
eine Dichteinversion im Gegensatz zu einem liniengetriebenen Wind, der aus einem rotierenden
Zentralstern hervorgeht.

Schliellich zeigt Abb. 7 die azimutale Geschwindigkeit 04(7,6) fiir verschiedene Breiten und die
zwei Rotationsgeschwindigkeiten. 94(7, ) verschwindet fiir grofiere radiale Entfernungen 7 vom
Kern und ist grofer fiir Breiten nahe des Aquators (vgl. Gl. (83)).
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7 Berechnung der Funktion w

7.1 Die Funktion w fiir eine sphéirische Wolke

Mit Hilfe der allgemeinen Darstellung (66) des Geschwindigkeitsfeldes und der Ausdriicke fiir die
Einheitsvektoren e; und €; in kartesischen Koordinaten, 148t sich das Skalarprodukt aus dem

Einheitsvektor 7 in Strahlrichtung (50) und der Geschwindigkeit 3 angeben zu
- /5 = Bf‘ (xayaz) (ﬁ . 6_1: (]_xaya Z)) + quﬁ (xaya Z) (ﬁ ' 6_‘;) (f,y,Z))

1
= B (%yaz)\/ﬁ (nx$+nyy+nzz)+5¢($,yaz)\/TTy2 (nyx —nzy) ,

(111)
weil ja die polare Komponente vy = 0 gesetzt wurde.

Fiir den einfachsten Fall einer sphérischen Wolke (84 = #p = 0) und unter der Annahme des

freien Fall-Gesetzes

; >_1/2 baw.  Br(z,y,2) = Br VR (2° +y* + 2%) /4 (112)

Br(r) = Br (5

folgt dann fiir das Skalarprodukt in diesem Fall
i f=BrVR(z*+y>+ 223 (ngx+nyy+n,z), (113)

mit dem duBeren Radius R der Wolke. Um desweiteren die Komponenten des Gradienten V (7i-3)
zu berechnen, mufy der Ausdruck (113) jeweils nach z, y und z partiell differenziert werden,

, (114)

(- B) = Br VR (22 + 42 + 22)~3/4 <nx_§nx$+nyy+nzzﬂv>

0
oz 2 224 y?+422

sowie analog die Ableitungen a% (- B) und % (7 - ), die sich aus GL (114) durch Austauschen
von r — y bzw. — z, und n, — ny bzw. — n,, ergeben.

Die Funktion w (z,y, 2,9, ¢) erhilt man schlielich aus

- - 5} > 0 > 0 >
w=—ii-V (i f) =—(nx%(ﬁ-m+ny8—y(ﬁ-ﬁ>+nz5(ﬁ-ﬂ>> ()

durch Einsetzen der partiellen Ableitungen, Gl. (114), und der Strahlenvektorkomponenten
(ngy = sind cos ¢, ny = sind sinp,n, = cos ).

7.2 Die Funktion w fiir eine axialsymmetrische Wolke

Um als néchstes die Funktion w in Abhéngigkeit von den kartesischen Koordinaten des Ortes
(z,y,z) und der Strahlrichtung (ns,ny,n;) fiir die zuvor in Abschn. 6 hergeleitete axialsym-
metrische Geschwindigkeitsverteilung einer Molekiilwolke zu erhalten, wird im nichsten Schritt
der allgemein giiltige Ausdruck (83) fiir die azimutale Komponente vy (r,#) umgeschrieben als
Funktion vy (z,y, 2).
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Mit

r=vaz?+y?+22
V2 + y?

r

und der Umrechnung von
sinf =

auf kartesische Koordinaten, folgt also aus der Beziehung (83) die x-y-z-Abhingigkeit der Ge-
schwindigkeitskomponente

Vi 4y (116)

» Yy = R; )
/U¢ (21: y Z) /UTOt le—I—yQ—i—zQ

wobei R; der innere Kernradius der Wolke ist. Mit Hilfe der allgemeinen Darstellung (66) des
Geschwindigkeitsfeldes und der Ausdriicke fiir die Einheitsvektoren €, und ej in kartesischen
Koordinaten, 148t sich damit das Skalarprodukt aus dem Einheitsvektor 7 in Strahlrichtung
(50) und der Geschwindigkeit 3 angeben zu

m - /5 = Bf‘ («Tayaz) (ﬁ 6_1: (1%.%2)) +/6¢> (xayaz) (ﬁ 625 (f,y,Z))
Urot

(nyl'_n:cy) )

(117)

= Br($ayaz)— (nxx+nyy+nzz)+

V2 +y? + 22

Z.QUQ—i-yQ—i-z?

mit vy = 0.

Um desweiteren die Komponenten des Gradienten V (71 - E) zu berechnen, mufl die Funktion
(117) jeweils nach z, y und z partiell differenziert werden

g(ﬁﬁ) _ (a%ﬁr(m,y,z))(nzx-l-nyy-l-nzz)_Br(x,y,z)(nzx—knyy—knzz)x
Oz [22 + 42 + 22 (22 + y2 + 22)3/2
/Br(xa Y, Z) Ng b(ny$ — Ny y) T bny

V2t 2+ 2 (B2 +y2+2%) TErpT 2

o . = (55 Bz, y, 2)) (o x+nyy +0:2) Bz, y, 2) (ng o+ nyy +n,2)y
3_y (m-p) = \/m o (22 + 42 + z2)3/2
ﬂr(xayaz)ny _2b(ny$_nzy)y_ bng
/$2+y2+z2 ($2+y2+z2)2 $2+y2+z2
g(ﬁﬁ) _ (%Br($ayaZ))(”ZI'I'”yy‘l‘nzz)_5r(xayaz)(nz$+nyy+nzz)z
0z [22 + 42 + 22 (22 + y2 + 22)3/2

/Br(«Ta Y, Z) Ny b(ny$ — Ny y) z

V2t +2 (@222

(118)

mit b:= (vyet Ri)/c.

Die Funktion w (z,y, 2, ng, ny, n,) ergibt sich dann aus Gl. (115) durch Einsetzen dieser partiellen
Ableitungen, worin noch die radiale Geschwindigkeitsfunktion 3, (z,y, z) eingesetzt werden muf.
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Die axialsymmetrische, transsonische analytische Losung fiir die radiale Geschwindigkeit im Falle
einer kollabierenden Molekiilwolke, Gl. (110) in kartesischen Koordinaten, ist hierbei

Br (5,9,2) = =2\~ Wi (—efs 02)) (119)

mit der Funktion f aus Gl. (105) fiir gj 2 = 0 und 7, = 7

. 1 !
= —I? -
fs ($,y,2’) (x,y,z) <’f’2 (x,y,Z) fs2 ($7yaz)>

f
t41n M +1, (120)
Ts (x,y,z)
2 2 2
p=NYT TV TE +Ry L, (121)
(2

und Gl. (94) in kartesischen Koordinaten

2 2 2
72 _ Ut  T"HY
L7 (z,y,2) = ;‘;’ 2+ g2 22 (122)
sowie dem Radius am kritischen, d.h. hier Schallpunkt g,
+ \/ — 812 (z,y,2)
720 (:l? y,2) = crlt Yerit : (123)
und der Breakup-Geschwindigkeit des inneren Wolkenkerns
. GM
/Ugrit = Rz a2’ (124)

wobei sich die letzten beiden Beziehungen aus der Gl. (99) und (90) fiir den Spezialfall der
Molekiilwolke, wo g1 = 0 bzw. [' = 0 ist, ergeben. Die ebenso notwendigen einzelnen partiellen
Ableitungen der radialen Geschwindigkeit nach den verschiedenen kartesischen Koordinaten z;,
in Gl. (118), erhélt man dann durch Differenzierung des Ausdrucks (119), wobei zu berticksichti-
gen ist, da$ jetzt der Schallpunktradius in GL. (123) und die GréSe L in G1. (122) in kartesischen
Koordinaten durch den variierenden Winkel # nicht mehr konstant sind. Die Rechnung ergibt
dann fiir die partiellen Ableitungen nach z; (i = 1,2)

opr E@xi [u(ﬂc,yaz) (fz( : \ >

x,y,z) ’f’SQ (x,y,z)
2u(z,y,2) RZ2
73 (2,y,2) 5 (2,9, 2) (902+y2+z2)2>
+@2~ ( 2u(x,y,z) Ri >
NP2 (2,y,2) s (2,,2) (22 +y2 + 22)3/2

2 2U(I7y7z) + ]‘
s (2,y,2) s (z,y,2) 2?4 y%+ 22

Ox; c 1+ K(x,y,2)

2 wna) (

) (125)
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sowie die Ableitung nach z

% g _K( Z) f/Q (il?,y,Z)
0z  c1+K(z,y,2) |22+ y?+ 22
1 N 212 (z,9,2)
i2(z,y,2)  2(z,y,2) 73 (,y,2)s(2,y,2)

crlt 4 >
+ <
,rs (Iaya ) (:zr,y,z) TS(xayaz)8($ayaz)
i;2 (xayaz) Rz2 /ﬁzrit RZ 2

— — 126
(I2+y2+22)2 (I2+y2+22)3/2 x? _|_y2_|_z2 ( )

mit den Abkiirzungen
K($7y7 ) Wk( fol= ’yZ))v

2
o Urot 1 z +y
u(w,y,z) = a? <x2+y2+z2 a ($2+y2+22)2>

und

s (@,y,2) = \Joky, — 812 (5,9,2)
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8 Anwendung der Strahlungstransport-Modelle auf CS-
Emissionen

8.1 Numerische Ergebnisse zu einer sphirischen kollabierenden Molekiilwol-
ke

8.1.1 Die Wolken- und Programm-Parameter

Tabelle 2: Spezifische Eingabedaten zur sphirischen Wolke

Ges. Radiusbereich | 0 < r/pc< 6.0 = R™

der Wolke
Kernbereich ‘ 0<r/pc<0.2= RZ(.*) : M= 104Mg)
[ wr-(r/R)™ fur r>R;,s. GL (7)
Geschw.-Gesetz v (r) = { 0 fiir r < R;
mit vg = —4.0 km/s und n = —0.5(*)
Geschw.-Bereich —21.90%) <y, /(km/s)< — 4.0 (%)
(#* = Im 3D-Gitter wird nur ein Maximalbetrag von |v.(r = 0.5pc)| = 13.9 km/s
beriicksichtigt)

Turbulenzgeschw. | (a) veurb = 6.0 km/s=konst, (b) vturb = 30.0 km/s=konst (im Anhang)

. —(n+2 i .
Dichtegesetz p(r) = { & (;/(112)( ) iﬁi "= B;<S .R(jll )
mit p(r) = pu, (r), nm, (1), ncs(r) baw. n; cs(r)
und pr = pu, (R), nu,(R), ncs(R) bzw. n; cs(R)
X(CS) | n(CS)/n(Hy) = 10~°

Dichtebereich p(r < R;) =933 x 10718 > py, /(g/cm?) > 5.68 x 10720 = p(R)
bzw. 2.79 x 10% > ny, /em~3 > 1.70 x 10*

(zum Vergleich: 1.0 x 10% > ng, /em ™2 > 0.61 x 10%) (%)

bzw. 2.79 x 1072 > ngg/em 3 > 1.70 x 1075

Wolkentemp. | Tvin =20 K

| (%) = Werte n. dem Freien-Fall-Kollaps-Modell v. Dickel & Auer (1994)

Die in diesem Abschnitt 8.1, bzw. im Anhang D.1, zur Berechnung der ortsaufgelosten CS-
Linienprofile verwendeten Strukturdaten der sphirischen Wolke, sowie die programmspezifischen
Eingabedaten (fiir das 1D- und 3D-Strahlungstransport-Programm), sind in der Tabelle 2 bzw. 3
aufgelistet.
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Tabelle 3: Programmspezifische Eingabedaten

| Beim 1D-Code

| Beim 3D-Code

Anzahl der Kugel-
schalen

N, =10

Anzahl der 3D-Git-
terpunkte (in x-, y-
bzw. z-Richtung)

N, = N, = N, = 25 (=insges. 15625)

Resultierender Git-
terpunktabstand

Az = Ay = Az =0.5 pc

Anzahl der Rot.-
Niveaus von CS

N; =8

Anzahl der Winkel

| Np = N, = 16 (=insges. 256)

Anzahl der Fre-
quenzen pro Lini-
eniibergang

N, = 20

N, = 20

Zeitschritt-
Intervallgréfe

At = 100000s-Einh.

At = 100000s-Einh.

Progr.-Abbruch bei

% _ ni(t 4+ At) —n,(t) <106

(a) Ani/n; < 1074 fiir vgn = 6 km/s

Abw. (An;/n; fir | ™ ni(t) - bzw.
jedes Niveau i) (b) An;/n; < 1073 fiir vgyn = 30 km/s
Resultierende Anz. | Na; = 280 (a) Nat = 17 bzw. (b) Nay = 14

der Zeitschritte
(=DDRIV2-Progr.-
Aufrufe)

Ges. Rechenzeit
(SUN  Enterprise
3500, SPARC v9)

(a) t =0:37min bzw. (b) t =4 : 08min

(a) t =13h56 bzw. (b) t =11h36
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8.1.2 Die NLTE-Besetzungszahlen
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Abbildung 8: Mit dem 1D-Strahlungstransport-Code berechnete non-LTE-Besetzungszahldichten n;/g; (divi-
diert durch das satistische Gewicht g; des i-ten Zustands), bzw. LTE-Besetzungszahldichten berechnet nach dem
Maxwell-Boltzmann-Verteilungsgesetz, der untersten acht Rotationsniveaus J = 0 bis J = 7 des CS-Molekiils in
der sphdrischen Wolke, aufgetragen gegen den Radius r vom inneren Wolkenkern bei » = 0.2pc bis zum dufleren
Wolkenrand bei r = 6.0pc. Dabei liegen die LTE-Kurven vorwiegend im oberen Teil der Abb. mit Ausnahme
der beiden non-LTE-Besetzungszahlen des J = 0 und J = 1-Zustands als die beiden obersten Kurven im Dia-
gramm. Jeder einzelne LTE-Kurvenverlauf, in Abhiingigkeit vom Radius r, spiegelt den (im Text beschriebenen)
angenommenen Dichteverlauf p(r) = pr (r/R)™*? (mit R =#uBerer Wolkenradius) der sphirischen Wolke wider.
Dabei gilt sowohl fiir den LTE- als auch NLTE-Fall, da§ die Summe der Besetzungszahldichten ), n;(r) an einem
bestimmten Ort r der gesamten dortigen CS-Molekiildichte ncs(r) entspricht.

Wie Abb. 8 erkennen lifit, sind zur numerischen Bestimmung der austretenden Linieninten-
sititen aus protostellaren Molekiilwolken non-LTE-Berechnungen notwendig. Diese Erkenntnis
wird auch z.B. durch die Beobachtungen der GF9-2-Quelle im globularem Filament 1.1082 von
Wiesemeyer (1997) unterstiitzt (s. Abschn. 9). Dort zeigen die Verhéltnisse der Linienstédrken
der verschiedenen CS-Linieniiberginge, daf3 ebenfalls kein LTE vorliegt.

Die Besetzungszahlen der Rotationsniveaus im abstrahlenden Molekiilgas sind nicht diejenigen,
welche durch die statistische Mechanik im Gleichgewichtsfall fiir die lokalen Werte der Tem-
peratur und Dichte vorhergesagt werden (LTE). Die Abweichungen vom LTE sind in unserem
Fall vielfach sehr stark. Sie werden durch radiative Prozesse angetrieben, die von den Gleich-
gewichtswerten abweichen. Dies ist vor allem in den dufleren Gebieten der Wolke der Fall, wo
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Photonen durch den Wolkenrand effizient entkommen konnen.

Im thermodynamischen Gleichgewicht sind alle Prozesse im detaillierten Gleichgewicht, d.h. je-
der Ubergang, egal welcher Art, wird genau durch seinen Inversen riickgingig gemacht. De-
tailliertes Gleichgewicht gilt fiir Stofiprozesse solange die Verteilungsfunktion der Teilchen eine
Maxwellsche ist; Stofle erfolgen dann mit ihren Gleichgewichtsraten der lokalen kinetischen Tem-
peratur. In unserem Fall wird dies fiir St6fle der CS- mit den Hoy—Molekiilen angenommen. Wéren
das die einzigen ablaufenden Prozesse, hitten wir den LTE-Fall vorliegen.

Jedoch treten radiative Prozesse in Konkurrenz mit den Teilchenstéflen. Wenn diese zu ihren
Gleichgewichtsraten geschehen, d.h. wenn ein Plancksches Strahlungsfeld vorliegt, sind sie eben-
falls im detaillierten Gleichgewicht und treiben die Materie zusétzlich ins LTE. Wenn aber das
Strahlungsfeld keiner Gleichgewichtsverteilung folgt, kénnen die radiative Raten aus dem Gleich-
gewicht sein und die Materie eher vom LTE wegtreiben. Im tiefen Innern z.B. unserer Wolke, in
der Nihe des protostellaren Kerns, thermalisiert das Strahlungsfeld in der Tat tendentiell zur
Planck-Funktion hin, und LTE wird dort, zumindest fiir die untersten Rotationszustéinde (bis
etwa J = 4, vgl. Abb. 8), erreicht.

Hingegen ist das Strahlungsfeld am duferen Rand der Wolke in zweierlei Hinsicht nicht im Gleich-
gewicht: Zum einen gibt es keine einstromende Photonen, und das Feld ist folglich anisotrop.
Die mittlere Intensitit, welche die Absorptionsraten festsetzt, wird auch iiber die Hemisphére
gemittelt, die keine Strahlung abgibt. Bedeutender ist jedoch zum andern, daf§ die nach auflen
wandernden Photonen im Aufienbereich der Wolke hauptséchlich aus tieferen Schichten stammen
mit einer optischen Tiefe von eins; diese Schichten haben wesentlich unterschiedliche physikali-
sche Eigenschaften, wie z.B. Temperatur, im Gegensatz zu den oberen Schichten. Daher kann
selbst fiir eine Planck-Strahlung aus den tieferen Schichten in den &ufieren Regionen der Wolke
die charakteristische Strahlungstemperatur sehr verschieden sein von der (ansonsten lokalen)
kinetischen Temperatur; letztere wurde in unserem Wolken-Modell als konstant (7T, = 20K)
angenommen. Dieser Effekt ist am grofiten fiir Frequenzen, bei denen die Materie am durch-
sichtigsten ist und die Fliche, auf der die optische Tiefe eins ist, am tiefsten liegt. Somit ist
das Frequenzspektrum der Intensitit nahe dem Wolkenrand stark unterschiedlich zur Planck-
Verteilung, und die radiative Raten sind weit vom detaillierten Gleichgewicht entfernt.

Abb. 8 zeigt, dafl die oberen Zustinde ab J = 4 in allen Wolkenbereichen stark unterbesetzt sind
im Vergleich zu den Populationen im LTE, vor allem aber in weiter Entfernung vom Kern. Die
unteren beiden Zustdnde (J = 0 und J = 1) sind dagegen iiberall stark berbesetzt, mit einer
schwachen Inversion im radialen Bereich von etwa 1 bis 2 parsec (bei iibrigens allen numerischen
Beispielen mit unterschiedlichem wvt,1,), welche ebenso bei der Modellierung der ahnlichen Wolke
von Dickel & Auer bei r = 0.5pc vorausgesagt wird, jedoch dort fiir die gleichen Rotationsniveaus
von HCO™ bei einer wirmeren sphirischen Wolke (T}, = 50K) mit einer heiflen abstrahlenden
Hir-Kernregion (7, = 10*K). Das Termschema, des linearen CS-Molekiils ist aber dem des HCO™
sehr dhnlich. Die Kurven der NLTE-Besetzungszahldichten der Rotationszustinde J = 2 und
J = 3 iiberschneiden sich jeweils mit ihren LTE-Besetzungszahlen an den Orten r = 3.2 pc bzw.
r = 0.6 pc und sind damit im Gebiet von der Wolkenmitte = 0 bis zu diesen jeweiligen Radien
im Vergleich zum thermischen Gleichgewicht tberbesetzt, bzw. von dort an bis zum Wolkenrand
unterbesetzt.

Im Innern der Wolke in Kernniihe sind die untersten Zustinde (bis J = 4) im LTE, d.h. dort
ist die Wolkenmaterie fiir die Frequenzen der zugehorigen Linieniibergéinge optisch dick und die
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Abbildung 9: Mit dem 3D-Strahlungstransport-Code berechnete non-LTE-Besetzungszahldichten n;/g; (divi-
diert durch das satistische Gewicht g; des i-ten Zustands), bzw. LTE-Besetzungszahldichten berechnet nach dem
Maxwell-Boltzmann-Verteilungsgesetz, der untersten acht Rotationsniveaus J = 0 bis J = 7 des CS-Molekiils in
derselben sphdrischen Wolke, aufgetragen gegen den Radius r von der Wolkenkernmitte bei » = 0 bis zum &ufleren
Wolkenrand bei r = 6.0pc. Dabei liegen die LTE-Kurven vorwiegend im oberen Teil der Abb. mit Ausnahme der
beiden non-LTE-Besetzungszahlen des J = 0 und J = 1-Zustands als die beiden obersten Kurven im Diagramm.
Es wurde die (gleiche zuvor und im Text erwihnte) 1D-Dichteverteilung p(r) = pr (r/R)™%? (mit R =#uBerer
Wolkenradius) angenommen.
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Strahlung im Gleichgewicht, so dafl durch diese zusammen mit den Molekiilst68en von CS mit
Hy, welche im detaillierten Gleichgewicht angenommen werden, die Besetzungen dieser Niveaus
ins LTE getrieben werden. In den Linieniibergéingen zwischen den oberen Zustéinden (J = 5—7)
ist hingegen die Wolke in ihrem Innern optisch diinn, und es herrscht selbst dort kein thermisches
Gleichgewicht.

Die mit den unterschiedlichen Strahlungtransport-Modellen berechneten, vom Radius abhéingi-
gen NLTE-Besetzungszahldichten entlang einer Linie durch das Wolkenzentrum, in den Abb. 8
und 9, unterscheiden sich, trotz der verschiedenen Anordnung und gewihlten Anzahl der Orts-
gitterpunkte (logarithmisches Schalengitter im 1D-Modell aus N,, = 10 Schalen bzw. kartesisches
Ortsgitter mit dquidistanten Gitterpunktabstinden von (z.B.) Az = 0.5 pc in jeweils jede x-,
y-, z-Richtung im 3D-Modell) nur im innersten Wolkenbereich von » = 0 bis » = 0.5 pc von-
einander. Der Grund fiir letzteres liegt einfach nur daran, da durch die schlechtere Auflésung
des 3D-Gitters im Wolkenkernbereich der letzte Ortsgitterpunkt vor dem inneren Kernradius
bei R; = 0.2 pc schon bei r = 0.5 pc liegt, und die maximale Dichte im homogenen Kern mit
der 3D-Methode erst im Wolkenzentrum, p(r = 0) = p(R;), erreicht wird (im Gegensatz zum
1D-Modell, bei dem die letzte zehnte Schale den Wolkenkern bei r = 0.2 pc umschlieit, wo
die maximale Wolkendichte p(R;) schon angenommen wird). In unserem Rechenbeispiel werden
also die Besetzungszahldichten mit dem 3D-Modell (in Abb. 9) im Wolkenbereich von r = 0 bis
r = 0.5 pc nur durch das gréobere 3D-Gitter schlechter interpoliert als mit dem 1D-Modell.

Die entsprechenden, vom Ortsradius abhéngigen, aus den verschiedenen Modellen resultierenden
Besetzungszahlen der untersten acht Rotationsniveaus des CS-Molekiils fiir dieselbe sphérische
Wolke mit gréfierer Turbulenzgeschwindigkeit vy, = 3.0 x 10% cm/s, unterscheiden sich jeweils
zu denen in den Abb. 8 und 9 graphisch dargestellten nur unwesentlich. Fiir die im Anhang D.1.1
dokumentierten CS-Linienprofile zur sphirisch kollabierenden Wolke mit hoher Turbulenz, gel-
ten also die gleichen Diagramme 8 und 9 fiir die ortsabhingigen NLTE-Besetzungszahldichten

(ni/g:)-
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8.1.3 Die Profile aus dem 1D- und 3D-Modell
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Abbildung 10: Sphirische Wolke mit vy, = 6.0x10% cm/s: Mit dem 1D-Strahlungstransport-Modell berechnete
Profile der J = 1 — 0-Linie (links oben) bis J = 6 — 5-Linie (rechts unten) fiir verschiedene Austrittsparameter

p gemessen vom Zentrum der Wolke.

Zur physikalischen Erklarung der Struktur der berechneten Linienprofile, d.h. vor allem der dar-
in auftretenden Selbstabsorptionen im Linienkern, kann die vollstdndige Wiederverteilung in der
Frequenz der an den Molekiilen gestreuten Photonen herangezogen werden. Die verwendeten
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Tabelle 4: Frequenzen v;; der erlaubten Rotationsiiberginge von CS zwischen dem Grundzustand J = 0 und
oberen Zustand J = 7, berechnet mit den Ausdriicken (196) und (197) im Anhang C mit den Molekiilkonstanten
Be, a., und D, fiir den Schwingungsgrundzustand (v = 0) von Huber & Herzberg (1979).

Jj — Ji Vij / Hz
1-0 4.8991013 x 100
2-1 9.7980996 x 1010
3-2 1.4696892 x 10'!
4-3 1.9595376 x 10!
54
6-5
-6

2.4493449 x 1011
2.9391007 x 10"
3.4287947 x 1011

Ausdriicke fiir die Linien-Quellfunktion und den Linien-Absorptionskoeffizient (nach Mihalas
(1978), s. G1. (1) bzw. (2)) gelten namlich unter der Annahme einer vollstindigen Wiedervertei-
lung und der dann identischen, bei der Streuung beteiligten Emissions- und Absorptionsprofile
U =0d.

Ein Streuprozefl kann in unserem Fall (vgl. Mihalas 1978) als Wechselwirkung eines Photons mit
einem Molekiil (Atom) im gebundenen (Rotations-) Zustand J' verstanden werden, welche zu
einer Anregung in einen hoheren Zustand .J” fiihrt, gefolgt von einer direkten Riickkehr in den
Zustand J' durch die Emission eines Photons. Dabei wird im allgemeinen das emittierte Photon
in eine andere Richtung weiterziehen als in diese des einfallenden Photons. Aulerdem werden
sowohl die unteren als auch oberen Zustéinde J' und J” eines Molekiils im abstrahlenden Gas der
Wolke nicht perfekt scharf sein, und endliche Energiebreiten haben (durch die Wechselwirkung
des Molekiils mit den anderen Gasteilchen). Jeder gebundene (Rotations-) Zustand kann dann als
eine Verteilung aus Unterzustinden betrachtet werden, mit moglichen radiativen Ubergingen
von irgend einem Unterzustand eines Niveaus zu irgend einem Unterzustand eines anderen.
Damit kann die emittierte Energie des Photons leicht unterschiedlich zu der des einfallenden
Photons sein (d.h. entsprechend dazu auch die Frequenz), wenn der Zerfall des oberen Zustands
in einen anderen Subzustand des unteren Niveaus erfolgt, als der von welchem die Anregung
ausging.

Anderungen der Photonen-Richtung und Frequenz wihrend der Streuung werden durch die
Wiederverteilungsfunktion beschrieben.” Die Wiederverteilungsfunktion enthilt sowohl das nor-
mierte Absorptions- ®(v) als auch Emissionsprofil ¥(v) des betrachteten Streuprozesses.

Fiir natiirliche Anregung sind die Emissions- und Absorptionsprofile identisch, was vor allem im
thermischen Gleichgewicht (TE) gilt, wo die natiirliche Anregung vorherrscht. Es gibt allerdings
noch andere physikalische Verhiltnisse in welchen ¥(r) = ®(v) angetroffen wird: Unter der An-
nahme einer vollstandigen Wiederverteilung (oder Unkohérenz) der Photonenfrequenz, d.h. wenn
die Atome (Molekiile) derart wieder vollstéindig in ihren angeregten Zustand zuriickgehoben wer-
den, daf} es keine Korrelation zwischen den Frequenzen der einfallenden und gestreuten Photonen

9. ..welche die Wahrscheinlichkeit angibt, daB ein Photon aus einer Richtung 7 vom Raumwinkel dw’ im

Frequenzbereich (v',v' +dv') in die Richtung 7 und den Raumwinkel dw im Frequenz-Intervall (v, v +dv) gestreut
wird: R(v', @ v, %) dv'dv(dw' [4n)(dw [4T).
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gibt; dann haben beide Frequenzen, die iiber das Absorptionsprofil ®(v) verteilt sind.'?

Eine zumindest teilweise Wiederverteilung beziiglich der Frequenz der Photonen ist eine sehr
niitzliche Annahme zur Beschreibung des allgemeinen Linien-Transportproblems, und dem dor-
tigen Hauptphinomen der Frequenz-Diffusion der Photonen vom undurchsichtigen Linienkern,
wo sie eingefangen werden (Selbstabsorption), zu den transparenteren Linienfliigeln (Emissi-
onspeaks), wodurch sie aus der Wolke entkommen koénnen (bei optischen Tiefen wo I nahezu
isotrop ist).

Im statischen Medium haben die Photonen der Linienfliigel grofiere mittlere freie Weglingen
(fiir diese Frequenzen ist 7; kleiner) und folglich ist die Wahrscheinlichkeit fiir diese Photonen
absorbiert zu werden klein. Im Kern ist die optische Tiefe der Linie so hoch, dafl die Chance fiir
ein Photon durch Streuungen zum Linienfliigel zu diffundieren, bevor es absorbiert wird, ziem-
lich klein ist, und dadurch die Gasmolekiile effizienter in der Absorption dieser Photonen sind
als in den Fliigeln. Auflerdem werden die Photonen hauptséichlich nahe des Linienkerns erzeugt
und im Diffusionsprozess zum Fliigel nimmt deren Alter zu, was eine grofiere Wahrscheinlich-
keit beinhaltet durch Molekiile absorbiert zu werden. In einem bewegten Medium miissen sich
die Photonen nicht so vielen Streuungen unterziehen, um das System durch die Oberfliche zu
verlassen.

Die Asymmetrie der Profile und die Verschiebung der Linienmitte relativ zum Frequenzzentrum
der ruhenden Linie 148t sich vielmehr durch das makroskopische Geschwindigkeitsfeld der Wolke
erkldren. Ohne dieses (fiir eine statische Wolke) sind unsere Profile ndmlich symmetrisch zum
unverschobenen Linienzentrum.

Durch die Doppler-verschobenen (mikroskopischen Absorptions-)Linienprofile im Ausdruck fiir
die orts-, frequenz- und richtungsabhingige optische Linientiefe (vgl. Gl. (171)), wie sie von
einem ruhenden Beobachter (aufierhalb sowie auch innerhalb des bewegten Systems) entlang
der Blickrichtung des entgegen kommenden Strahls mit konstantem Impaktparameter p gesehen
werden, konnen Photonen durch die frequenzverschobenen Linienfliigel (der mikroskopischen
Profile) von Orten innerhalb der Wolke entweichen, und die Materie in bestimmen Gebieten
zur betrachteten Linienfrequenz der Photonen in Beobachtungsrichtung optisch diinn werden
(17 < 1). Selbst in Blickrichtung zum dichteren Wolkenzentrum (fiir p = 0) konnen dann fast
symmetrische makroskopische Emissionsprofile (und damit optisch diinne Linien) von aufien
beobachtet werden. Natiirlich spielt dabei die Materiedichte im Ausdruck fiir die optische Li-
nientiefe bzw. die aus dem statistischen Gleichgewicht der Strahlungsiibergiinge berechneten
Besetzungszahldichten (n, und n;) des betreffenden Anfangs- und Endzustandes des betrachte-
ten Linieniibergangs eine grofiere Rolle, ob die Linie z.B. optisch dick wird (7; > 1) und eine
Selbstabsorption in der Linienmitte zeigt.

Auflerdem kann im allgemeinen kein eindeutiger Riickschlufl von der Asymmetrie der Profile, und
damit der relativen Héhe des roten zum blauen Emissionspeaks der Linie, auf den Betrag und die
Richtung des grofiraumigen Geschwindigkeitsfeldes der Wolke (in Sichtrichtung) gezogen werden;
wie z.B. vor allem die berechnete Intensititsverteilung der J = 1 — 0-Linie fiir p = 0 mit dem
1D-Strahlungstransport-Modell (in Abb. 10 oben links) und dem 3D-Modell (in Abb. 11 oben
links) zeigt, sowie alle iibrigen mit dem 3D-Modell berechneten Profile fiir p = 0 (in Abb. 11)
aus der sphéirischen Wolke. Dort zeigen die Profile in Richtung des Wolkenzentrums eine (schein-
bare) Blauverschiebung zu hoheren Frequenzen mit einem ausgepréigten blauen Emissionspeak,

"Dann gilt fiir die Absorptions-Emissions-Wahrscheinlichkeit der Streuung: R(v',v) = &V )®(v).
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Abbildung 11: Sphirische Wolke mit vg,.1 = 6.0x10% cm/s: Mit dem 3D-Strahlungstransport-Modell berechnete
Profile der J =1 — 0-Linie (links oben) bis J = 6 — 5-Linie (rechts unten) fiir verschiedene Austrittsparameter
p gemessen vom Zentrum der Wolke.
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wihrend der rote Frequenzanteil der Linie (Peak), welcher von der dem Beobachter zugewandten
vorderen Wolkenhilfte ausgesandt wird, die sich von ihm wegbewegt (Wolkeneinfall), z.T. stark
unterdriickt ist. Obwohl also die durchschnittliche Materiegeschwindigkeit der Wolke entlang
der Sichtlinie Null ist, und die zum Beobachter niher liegende Wolkenhilfte sich beim Materie-
einfall zum Zentrum von ihm wegbewegt, ergibt sich ein blauverschobenes Emissionsprofil durch
die von der gegeniiberliegenden Wolkenhélfte emittierten Photonen, welche leichter nach aufien
dringen, was eine expandierende Wolkenhiille vortduscht. Diese Tendenz zeigt sich auch noch
fiir p = 0.5 pc bei der J = 1 — 0-Linie (s. Abb. 11 oben links).

Das Intensititsdiagramm fiir den J = 1 — 0-Ubergang, in der Abb. 10 (oben links), zeigt also
fiir die Sichtlinie durch das Wolkenzentrum (p = 0) ein inverses P Cygni-ihnliches Profil!,
was auch Dickel & Auer bei ihrem Modell-Beispiel ihrer vergleichbaren Wolke fiir den glei-
chen Ubergang im HCO™T-Molekiil fiir Turbulenzgeschwindigkeiten derselben Gréfenordnung
(Vturb = 3.5 x 10° ¢cm/s) erhalten haben. Dieses P Cygni-dhnliche Profil verliert sich allmihlich
in den Ubergingen zwischen den zunehmend hoheren Niveaus fiir p = 0 und wandelt sich in ein
ausgeprigtes, fast zur Linienmitte symmetrisches Emissionsprofil um (s. Diagramm von oben
rechts bis unten rechts), mit Intensitdtsminima im kurz- und langwelligen Bereich der zentralen
Emission.

Damit ein P Cygni-Profil entstehen kann, muf} in der Regel eine eingebettete Kontinuumsquelle
im Zentrum, ein radialer Geschwindigkeitsgradient, und ein Vordergrundgebiet der Molekiilwol-
ke vorliegen, dessen Anregungstemperatur Tp, (fiir den betrachteten Ubergang) unterhalb der
Strahlungstemperatur der inneren Quellregion liegt. Das Vorzeichen des Geschwindigkeitsgra-
dienten (Kollaps oder Expansion) kann aus der Geschwindigkeit der Absorption relativ zur
Emission bestimmt werden.

In unserem Wolkenbeispiel wird zwar im Gegensatz dazu keine heifle leuchtende Hil-Kernregion
angenommen, sondern ein homogener dichterer Kern aus vorwiegend molekularem Wasserstoff
Hy (mit CS-Gas) im Bereich » < R; = 0.2 pc, der aber durch die LTE-besetzten untersten
Zustinde des CS-Molekiils (bis J = 4) in den Frequenzen der betreffenden Uberginge wie
ein schwarzer Korper in die umliegende Wolkenhiille abstrahlt. Die unteren beiden Zustinde
J =0 und J = 1 sind in allen Wolkenbereichen im Vergleich zum thermischen Gleichgewicht
stark iiberbesetzt. AuBlerdem liegt die Anregungstemperatur fiir den J = 1 — 0-Ubergang im
Bereich von 7 = 1 pc bis 2 pc durch die Besetzungszahl-Inversion deutlich iiber der konstanten
kinetischen Temperatur (T, = 20 K) der Wolke und erst ab ca. » = 3 pc bis zum dufleren Rand
darunter (vgl. ber. Besetzungszahlen in den Abb. 8 und 9). Fiir alle anderen Rotationsiibergéinge
ausgehend von den héheren Niveaus ab J = 2, ist die zugehorige Temperatur Tey tiberall kleiner
als die Wolkentemperatur Ti;,. Insgesamt erhalten wir also dann in unserem Fall ebenso ein
typisches P Cygni-Profil fiir den J = 1 — 0-Ubergang aus der Richtung des Wolkenkerns.

Wie bereits erwiihnt, riihrt der blaue Emissionspeak im Profil des J = 1 — 0-Ubergangs, in
Abb. 10 bzw. in Abb. 11 jeweils oben links, sowie im Profil der Linien J =2—1bis J =6—5 in
Abb. 11, fiir jeweils p = 0, von dem Molekiilgas hinter dem Wolkenkern her. Die Absorptions-
senke bei der Ruhefrequenz des Linienzentrums vy = 4.8991 x 10'% Hz des J = 1 —0-Ubergangs,

"Wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit von einem P Cygni-Profil gesprochen, so ist immer ein inverses
gemeint. Zu einem typischen P Cygni-Profil hitte auflerdem eine Kontinuumsquelle im Zentrum unseres Wolken-
Beispiels vorhanden sein miissen; die Begriindung warum dennoch ein solches Profil in unseren Berechnungen beim
J =1 — 0-Ubergang entstand, findet der Leser in den unmittelbar darauf folgenden beiden Absitzen. Ansonsten
ist mit dem Ausdruck “P Cygni-dhnlich“ im weitesten Sinne hier nur ein Profil gemeint, das aus einem grofieren
blauen Primirpeak und einem roten Sekundirpeak besteht.
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sowie die bei den entsprechenden Frequenzen der Linienzentren vy, 139, 143, der hoheren Uber-
gange von J = 2 —1 bis J = 4 — 3, in den Abbildungen 10 und 11 im oberen und mittleren
Teil, stammt vom Molekiilgas, das vor dem Wolkenkernbereich lokalisiert ist, wo die Anregungs-
temperatur des betrachteten Ubergangs geringer ist als die Strahlungstemperatur des dahinter
liegenden Kerns und der restlichen Wolkenmaterie. Der teilweise in den jeweiligen Linienprofilen
auftretende rote Emissionspeak kommt vom Gas vor und sehr nahe der Kernregion, wo spezi-
ell fiir den J = 1 — 0-Ubergang die Populationen des betreffenden Anfangs- und Endzustands
invertiert sind.

Die mit dem 1D- sowie 3D-Modell berechneten ortsaufgelosten Intensititsverteilungen aller Li-
nieniibergénge fiir die 4brigen Impaktparameter p > 0.5 pc der austretetenden Strahlen fiir
Sichtlinien, die nicht durch die Kernregion gehen (mit p > R; = 0.2 pc, s. ebenfalls in den
Abb. 10 und 11), zeigen eine z.T. starke Selbstabsorption in der Linienmitte, die sich aber
mit zunehmendem p abschwicht, so daf} ein reines Emissionsprofil vorliegt, mit einer leichten
rot-verschobenen Asymmetrie hin zu kleineren Frequenzen. Dabei nimmt die Intensitit zum
Wolkenrand hin stetig ab, und diese zunéchst optisch dicken Linien (mit Selbstabsorptionen im
Linienkern) werden dort allméhlich optisch diinner (vgl. hierzu auch die Abb. 12 bis 17). Diese
Profile erscheinen auch — wie man intuitiv fiir einen sich vom Beobachter wegbewegenden Emit-
ter (die vordere Wolkenhéilfte) erwartet — insgesamt rot-verschoben durch den grofieren roten
Emissionspeak bzw. Linienanteil links vom jeweiligen Linienzentrum v;;. Fiir die austretenden
Strahlen dieser Uberginge aus Richtungen neben der Kernregion im Bereich von 0.5 < p < 2.5 pe
(vgl. z.B. Abb. 14 zum J = 2 —1-Ubergang), wird durch die vorderen Wolkenschichten der blaue
Emissionspeak (von den Photonen aus der entfernteren Wolkenhilfte kommend) unterdriickt bis
ausgeloscht, wihrend der rote Peak verstirkt wird.

Fiir eine hohere Turbulenzgeschwindigkeit von vy, = 30 km/s, die den maximalen Betrag der
radialen makroskopischen Geschwindigkeit der Wolke am Kernradius von v, = 22 km/s sogar
noch iibersteigt, ist das mit dem 1D-Modell berechnete Profil der J = 1 — 0-Linie dagegen (fiir
p = 0 und fiir alle restlichen Impaktparameter in groflerer Entfernung zum Wolkenzentrum, s.
Abb. 46 oben links, im Anh. D.1.2) fast genau symmetrisch zum Linienzentrum (der ruhenden
Linie) und zeigt keine Doppler-Verschiebung, d.h. kein P-Cygni-ahnliches Profil: Durch die ho-
he Turbulenzgeschwindigkeit und folglich grofle Dopplerbreite der Linie wird die grofiriumige
Struktur des radialen Geschwindigkeitsfeldes iiberdeckt, und bei diesem Ubergang eine statische
Wolke vorgetiduscht. Auflerdem treten im Linienkern keine Absorptionen — wie bei der sonst bei
kleinerer Turbulenzgeschwindigkeit optisch dickeren Linie — durch das Molekiilgas im vorderen
Teil der Wolke auf, wo die Anregungstemperatur T, des J = 1 — 0-Ubergangs geringer ist als
die Temperatur Ty, der dahinter liegenden Wolkenmaterie.

Hingegen sind die zur hohen Turbulenzgeschwindigkeit (mit der 1D-ST-Methode) berechneten
Profile der J = 2 — 1- bis J = 4 — 3-Linie fiir Strahlen aus dem Wolkenkernbereich (fiir p = 0
und 0.5 pc, in Abb. 46 oben rechts bis Mitte rechts) wieder P-Cygni-dhnlich, jedoch hier nicht
so stark rot-verschoben und asymmetrisch (wie vergleichsweise fiir v, = 6.0 x 10° cm/s) mit
einem hoheren roten Emissionspeak im Vergleich zum blauen Peak, sowie einer Absorptionssenke
bei der Ruhefrequenz des Linienzentrums v;; des jeweiligen Ubergangs.

Im Gegensatz dazu sind die gleichen, mit der 3D-Methode berechneten Profile fiir vy, = 3.0 X
10% cm/s und p = 0 (s. Abb. 47, oberer und mittlerer Teil) wieder alle blau-verschoben (wie im
Falle der kleineren Geschwindigkeit vgy,) und asymmetrischer mit einem grofien blauen Peak
und einer Intensititssenke im Linienkern des J = 2—1- und J = 3 —2-Ubergangs, wiederum mit
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Ausnahme der fast symmetrischen, nur schwach blau-verschobenen J = 1 — 0-Linie (s. Abb. 47
oben links, fiir p = 0).

Die restlichen, sowohl mit dem 1D- als auch 3D-Modell bestimmten Linienprofile zu den iibrigen
Parametern p > 0.5 pc, fiir Strahlen aus der sphirischen Wolke mit hoher Turbulenz, weisen
nur eine merkliche Selbstabsorption bei den Ubergingen J =2 —1 und J = 3 — 2 (s. Abb. 46
und 47, jew. oben rechts und Mitte links) bis p = 1.5 pc bzw. p = 0.5 pc auf (vgl. auch Abb. 50
oben und mitte, und Abb. 52 oben), und sind ansonsten fast symmetrisch und insgesamt leicht
rot-verschoben.

Abb. 11 (mit den Linienprofilen aus dem 3D-Modell) zeigt, dafl die Intensitdtsmaxima fiir p = 0
fiir die Ubergiinge von J = 1 — 0 bis JJ = 6 — 5 um bis zu etwa eine Zehnerpotenz ansteigen,
withrend fiir p # 0 ein hochster Wert beim J = 4 — 3-Ubergang auftritt. Das gleiche Verhalten
der Linienprofil-Maxima fiir zunehmend hohere Ubergiéinge und den austretenden Strahlen mit
unterschiedlichem p (= 0 bzw. # 0) wird durch die mit Hilfe des 1D-Strahlungstransport-Modells
berechneten Profile (in Abb. 10) aus derselben sphirischen Wolke bestétigt.

Die entsprechenden Linienprofil-Berechnungen zur gleichen sphérischen Wolke mit hdherer Tur-
bulenzgeschwindigkeit vy, = 3.0 x 105 ¢cm/s (s. Abb. 46 mit dem 1D-Modell, und Abb. 47
mit dem 3D-Modell) zeigen dieses beschriebene Verhalten der Profilmaxima der verschiedenen
Ubergiinge noch in verstirktem MaBe. Ferner werden die Intensititsmaxima der Linien bei fe-
ster Entfernung p vom Wolkenzentrum durch die gréflere Turbulenzgeschwindigkeit in der Regel
geschwiicht (vgl. Diagramme in Abb. 10 mit denen in Abb. 46, und Abb. 11 mit 47).
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8.1.4 Der Vergleich der Profile aus den verschiedenen Modellen
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Abbildung 12: Sphirische Wolke mit veurp = 6.0 X 10° cm/s: Vergleich desselben mit den verschiedenen
Strahlungstransport-Modellen berechneten Profils der J = 1 — 0-Linie (1D: gestrichelte, 3D: durchgezogene
Kurve) an jeweils verschiedenen Positionen der Wolke (fiir p = 0 (links oben) bis p = 2.5pc (rechts unten), in 0.5
pc-Schritten). Die aus dem 1D-Modell gewonnene Vergleichskurve bei p = 1.5pc wurde nicht dargestellt, weil in
diesem Bereich der Wolke eine Uberbesetzung des ersten angeregten Rotationsniveaus auftrat.

Die Abbildungen 12 — 17 demonstrieren die vorwiegend gute Ubereinstimmung sowohl der Form
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Abbildung 13: Sphirische Wolke mit veurp = 6.0 X 10° cm/s: Vergleich desselben mit den verschiedenen
Strahlungstransport-Modellen berechneten Profils der J = 1 — 0-Linie (1D: gestrichelte, 3D: durchgezogene
Kurve) an jeweils verschiedenen Positionen der Wolke (fiir p = 3.0 (links oben) bis p = 5.5pc (rechts unten), in

0.5 pc-Schritten).
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Abbildung 14: Sphirische Wolke mit veurp = 6.0 X 10° cm/s: Vergleich desselben mit den verschiedenen
Strahlungstransport-Modellen berechneten Profils der J = 2 — 1-Linie (1D: gestrichelte, 3D: durchgezogene
Kurve) an jeweils verschiedenen Positionen der Wolke (fiir p = 0 (links oben) bis p = 2.5pc (rechts unten), in 0.5

pc-Schritten).
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Abbildung 15: Sphirische Wolke mit veury, = 6.0 X 10° cm/s: Vergleich desselben mit den verschiedenen
Strahlungstransport-Modellen berechneten Profils der J = 2 — 1-Linie (1D: gestrichelte, 3D: durchgezogene
Kurve) an jeweils verschiedenen Positionen der Wolke (fiir p = 3.0 (links oben) bis p = 5.5pc (rechts unten), in

0.5 pc-Schritten).



I/ erg em?s7 hz!

1/ erg em?s7 hz!

|/erg em?s7 hz!

68 Anwendung der Strahlungstransport-Modelle

1.2e-13 5e-14
45e-14 - L B
1e-13 - 1
e 4e-14 + 1
Be-14 L ]
8e-14 . i vI_N 3.5e: ::' ‘.‘.
: = Bel4 .
w H 4
6e-14 1 g 2514 1
i )
o L 4
.‘: 2 214
de-td r | 1 = 1se14t —
2614 | ’-‘_1. | le-14 4
* 5e-15 | E
0 ‘ ‘ 0 ‘ ‘
1.4695e+11 1.4696e+11 1.4697e+11 1.4698e+11 1.4695e+11 1.4696e+11 1.4697e+11 1.4698e+11
v /Hz v /Hz
2e-14 1.2e-14
1.8e-14 | . B
A 1e-14 | 1
16e-14 | P 1 e
1.4e-14 | 1 _
'_'?:‘ 8e-15 q
1.2e-14 | 1 2
2]
o
1e-14 1 ‘e 6e-15 - 1
o
|- 4 o
8e-15 3
= 4e-15 - E
6e-15 | 1
4e-15 q 26-15 1 |
2e-15 q
0 L L 0 L L
1.4695e+11 1.4696e+11 1.4697e+11 1.4698e+11 1.4695e+11 1.4696e+11 1.4697e+11 1.4698e+11
v /Hz v /Hz
9e-15 8e-15
8e-15 |- T 7e-15 |
7e-15 | q 66-15 - ]
6e-15 | f -
& se15 b
5e-15 E
o
‘e 4e-15 | E
4e-15 E °
>
o 3e-15 q
3e-15 | ] 2
26-15 - ] 2e-15 q
1e-15 F E Te-15 - 1
1.4695e+11 1.4696e+11 1.4697e+11 1.4698e+11  1.4695e+11 1.4696e+11 1.4697e+11 1.4698e+11
v /Hz v /Hz

Abbildung 16: Sphirische Wolke mit veurp = 6.0 X 10° cm/s: Vergleich desselben mit den verschiedenen
Strahlungstransport-Modellen berechneten Profils der J = 3 — 2-Linie (1D: gestrichelte, 3D: durchgezogene
Kurve) an jeweils verschiedenen Positionen der Wolke (fiir p = 0 (links oben) bis p = 2.5pc (rechts unten), in 0.5
pc-Schritten).
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Abbildung 17: Sphirische Wolke mit vgur, = 6.0 x 10°

1.4696e+11

v /Hz

1.4697e+11

1.4698e+11

6e-15

5e-15 -

4e-15

3e-15

2e-15

1e-15 |

0
1.4695e+11

4.5e-15
4e-15
3.5e-15
3e-15
2.5e-15
2e-15
1.5e-15
1e-15

5e-16
0
1.469

2.5e-15
2e-15
1.5e-15
1e-15

5e-16

1.4696e+11

v /Hz

1.4697e+11

1.4698e+11

5

e+11

1.4696e+11

v /Hz

1.4697e+11

1.4698e+11

0
1.4695e+11

1.4696e+11

v /Hz

1.4697e+11

1.4698e+11

cm/s: Vergleich desselben mit den verschiedenen

Strahlungstransport-Modellen berechneten Profils der J = 3 — 2-Linie (1D: gestrichelte, 3D: durchgezogene
Kurve) an jeweils verschiedenen Positionen der Wolke (fiir p = 3.0 (links oben) bis p = 5.5pc (rechts unten), in

0.5 pc-Schritten).



70 Anwendung der Strahlungstransport-Modelle

als auch relativen Grofie der mit den verschiedenen Strahlungstransport-Modellen (1D- bzw. 3D-
Codes) berechneten CS-Profile fiir die Uberginge J = 1—0 bis J = 3—2 fiir dieselbe kollabierende
sphirische Wolke. Eine noch bessere Ubereinstimmung dieser unterschiedlich gewonnenen Profile
fiir den Fall der gleichen sphirischen Wolke mit einer héheren Turbulenzgeschwindigkeit (viyr, =
3.0 x 10° cm/s), ist aus den Abbildungen 48-53 (im Anhang D.1.4) zu erkennen.

Die wenigen grofileren Abweichungen in der Profilform, die vor allem fiir die aus der Richtung
der Kernregion aus der Wolke tretende Strahlen auftreten (s. Abb. 12 oben links und rechts,
sowie Abb. 14 und 16 jew. oben links), lassen sich hauptséichlich mit der unterschiedlichen Wahl
der den verschiedenen Modellen zugrunde liegenden Ortsgitter, sowie der in den Programmen
frei wahlbaren Anzahl der Ortsgitterpunkten, zu denen die Intensitdten schliefflich in Richtung
des Beobachters berechnet werden (d.h. die Strahlungstransportgl. gelost wird), erkliren.

Dem 1D-Modell liegt ein logarithmisches Schalengitter zugrunde, das sich besser an die Form und
den Dichteverlauf der sphirischen Wolke anpafit und bis zum inneren Wolkenradius R; = 0.2 pc
des homogenen Kerns reicht, in welchem die Materiedichte als konstant, p(r < R;) = p(R;), und
die Geschwindigkeit v;(r < R;) = 0 angenommen wird. Die im Programm wihlbare Anzahl der
Schalen wurde auf N, = 10 gesetzt, was fiir die durch die gesamte Wolke und durch das Zentrum
tretende Strahlen 21 Knotenpunkten entspricht, einschliefflich dem zentralen Knotenpunkt im
Kern, zu denen die Intensitdten in Beobachtungsrichtung schrittweise bestimmt werden.

Dies entspricht gerade einer vergleichbaren Anzahl der im 3D-Programm gewéhlten Ortsgitter-
punkten N, = 25 in x-Richtung des Beobachters, zu denen die Intensitit sowohl fiir die Mittel-
punktsstrahlen als auch fiir alle anderen Strahlen in Impaktparameter-Abstéinden Ap = 0.5 pc
durch die ganze Wolke ausgewertet wird. Dabei basiert das 3D-Modell generell auf einem
wiirfelformigen Tensor-Produkt-Gitter, das die gesamte kugelférmige Wolke mit Radius R = 6 pc
einschliefit (mit dem Wolkenmittelpunkt im Gitterzentrum). In unserem Wolkenbeispiel wurden
dann in alle drei Raumrichtungen (z, y, z) als Eingabe-Parameter die gleiche Anzahl von Gitter-
punkten N; = Ny, = N, = 25 gewéhlt, was einem &dquidistanten Gitterpunktabstand von 0.5 pc
in jeweils jede x-, y-, z-Richtung entspricht.

Diese Methode hat zwar nun den Vorteil, daf§ fiir austretende Strahlen mit schrittweise zuneh-
mendem p (in Ap = 0.5 pc-Schritten) die Anzahl der Gitterpunkte, im Gegensatz zur Anzahl
der Knotenpunkte mit dem Schalengitter in der 1D-Methode, nicht so schnell abnimmt, und
die Intensitéit fiir diese Strahlen an einer gréfleren Menge von Ortspunkten im Innern der Wolke
ausgewertet wird, was folglich insgesamt am Ende ein genauer berechnetes Linienprofil vermuten
148t; jedoch unterscheiden sich aber offensichtlich gerade diese mit der 3D-Methode gewonne-
nen Profile fiir gréfere p’s von den entsprechenden mit der 1D-Methode erhaltenen, nur kaum
voneinander (s. Abb. 12-17). Der Unterschied liegt mehr bei den Profilen aus Richtung der
kernnahen Region der Wolke (fiir kleine p), wo die Auflésung des 3D-Gitters (in unserem Re-
chenbeispiel fiir N, = N, = N, = 25) fiir die Mittelpunktsstrahlen noch zu gering ist, damit
die beiden innersten Gitterpunkte (vor und nach dem Gitterzentrum entlang der Sichtlinie)
moglichst nahe am Kernradius liegen (hier in 0.3 pc-Entfernung). Dabei wird im 3D-Modell
(ebenso wie beim 1D-Strahlungstransport) die radiale Geschwindigkeit innerhalb des homoge-
nen Kerns v,(r < R;) = 0, und die Dichte p(r < R;) = p(R;) konstant zu jener am Kernradius
R; gesetzt.

Dadurch werden gerade die am Kernradius grofiten radialen Geschwindigkeiten vy (R;) = 22 km/s
des Molekiilgases vor und hinter dem Wolkenzentrum (in Blickrichtung) nicht beriicksichtigt, und
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man erhilt dort fiir p = 0 (s. Abb. 12, 14, 16, jeweils oben links, sowie fiir 0.5 pc in Abb. 12
oben rechts) mit der 3D-Strahlungstransport-Methode (im Gegensatz zur 1D-Methode) keine
ausgeprigten inversen P Cygni-Profile mit einem ebenso roten Emissionspeak durch das mit
hoher Geschwindigkeit einfallende Molekiilgas vor dem Wolkenkern. Vielmehr wird hier durch die
rot-verschobene, dem Beobachter zugewandte, absorbierende und streuende Wolkenmaterie der
linke rote Emissionspeak teilweise oder vollstédndig ausgeloscht. Und es ergeben sich zum einen
vor allem durch diese fiir den Wolkenkernbereich zu grobe 3D-Gitterauflosung und die damit
verbundene schlechtere Geschwindigkeitsinterpolation, und zum andern méglicherweise durch die
prinzipiell andere Losungsmethode der Strahlungstransportgl. mittels der Finiten Differenzen,
Profile mit verstirktem dominanten blauen Emissionspeak (fiir p = 0) vom einfallenden Gas
hinter der Kernregion.

Hingegen erhélt man fiir den Fall der sphérischen Wolke mit hoher Turbulenz (s. Anh. D.1.4)
selbst mit Hilfe des 3D-Modells ein erkennbares P-Cygni-Profil fiir p = 0 und die Uberginge
J =2—1und J = 3-2 (in Abb. 50 bzw. 52, jew. oben links). Der durch diese Methode berechnete
rote Emissionspeak ist darin jeweils zwar nur angedeutet, der blaue jedoch fast identisch mit
jenem aus dem 1D-Modell bestimmten Profil. Vergleicht man die iibrigen, mit den verschiedenen
Strahlungstransport-Modellen berechneten CS-Profile der Linien J =1 —0 bis J = 3 — 2, zu
den jeweils verschiedenen Positionen p (in den Abb. 48-53), sieht man die iiberraschend gute
Ubereinstimmung der Profile nach ihrer Form und relativen Gréfe, bis auf Ausnahme derjenigen
der J =1 — 0-Linie, fiir Strahlen mit Entfernungen von p = 1.0 bis 2.0 pc zum Wolkenzentrum:
Am Ort p = 1.0 pc und 1.5 pc fillt die Hohe der mit dem 1D-Code bestimmten, symmetrischen
Emissionslinie gegeniiber der mittels des 3D-Codes gewonnenen, zu stark herab, was durch die
Uberbesetzung des ersten angeregten Rotationsniveaus J = 1 im Vergleich zur Besetzung des
Grundzustands J = 0 in diesem Wolkenbereich verursacht wird.



72 Anwendung der Strahlungstransport-Modelle

8.1.5 Die ortsaufgelésten CS-Linienprofile

Abbildung 18: Sphirische Wolke mit v¢ur, = 6.0 x 10° cm/s. Abszisse und Ordinate: Profile der J = 1 — 0-Linie
in den Abstéinden Ap = 0.5pc vom Wolkenzentrum (links unten) von p = 0 bis 5.5 pc fiir den Blickwinkel ¢ = 90°,
wobei jeweils die spezifischen Intensititen von 0 bis 1.2 x 107'* erg cm™2 s™' Hz~' gegen die Frequenz im Bereich von
4.8986 bis 4.8994x10'° Hz aufgetragen sind. Diese, mit dem 3D-Code berechneten Profile, wurden mit denjenigen aus
dem 1D-Code gewonnenen entlang den Ortsachsen iiberlagert. Dabei entsprechen die etwas diinner dargestellten Kurven
den 1D-Modell-Daten.

In den Abbildungen 18 — 23 sind die (z.T. schon im Abschnitt 8.1.3 niiher diskutierten) ortsauf-
gelosten CS-Linienprofile der Uberginge J = 1 — 0 bis J = 6 — 5 aus der sphirischen Wolke mit
Vturb = 6.0 X 10% cm/s, bzw. in den Abbildungen 40-45 (im Anhang D.1.1) die entsprechenden
Profile zur groferen Turbulenzgeschwindigkeit vy, = 3.0 x 10° cm/s, graphisch dargestellt.
Die einzelnen aus der sphirischen Wolke (bzw. aus dem kartesischen Gitter durch die vordere
Wiirfelfliche mit Strahlrichtung ¢ = 90°) tretende Intensititsverteilungen des jeweiligen Lini-
eniibergangs, sind entlang der Abszisse (entsprechend der y-Achse im 3D-Modell) und Ordinate
(entspr. der z-Achse im 3D-Modellgitter, mit der Strahlrichtung entlang der x-Achse) in den
Abstéinden von Ay bzw. Az = 0.5 pc in einer Entfernung von 0 bis 5.5 pc zum Wolkenzentrum
angeordnet, wobei letzteres sich links unten befindet. Aufgrund der sphérischen Symmetrie ist
also nur das rechte obere Viertel der zum Beobachter zeigenden Gitterfliche (d.h. nur ein Viertel
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Abbildung 19: Sphirische Wolke mit vegry, = 6.0 x 10° cm/s. Abszisse und Ordinate: Profile der J = 2 — 1-Linie
in den Abstéinden Ap = 0.5pc vom Wolkenzentrum (links unten) von p = 0 bis 5.5 pc fiir den Blickwinkel ¥ = 90°,
wobei jeweils die spezifischen Intensititen von 0 bis 4.5 x 107'* erg cm™2 s~ Hz~! gegen die Frequenz im Bereich von
9.7972 bis 9.7988x10'® Hz aufgetragen sind. Diese, mit dem 3D-Code berechneten Profile, wurden mit denjenigen aus
dem 1D-Code gewonnenen entlang den Ortsachsen iiberlagert. Dabei entsprechen die etwas diinner dargestellten Kurven
den 1D-Modell-Daten.
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Abbildung 20: Sphirische Wolke mit veup = 6.0 x 10° cm/s. Abszisse und Ordinate: Profile der J = 3 — 2-Linie
in den Abstéinden Ap = 0.5pc vom Wolkenzentrum (links unten) von p = 0 bis 5.5 pc fiir den Blickwinkel ¢ = 90°,
wobei jeweils die spezifischen Intensititen von 0 bis 8 x 107'* erg em™2 s Hz ™" gegen die Frequenz im Bereich von
1.46955 bis 1.4698x 10! Hz aufgetragen sind. Diese, mit dem 3D-Code berechneten Profile, wurden mit denjenigen aus
dem 1D-Code gewonnenen entlang den Ortsachsen iiberlagert. Dabei entsprechen die etwas diinner dargestellten Kurven
den 1D-Modell-Daten.
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Abbildung 21: Sphirische Wolke mit v¢up = 6.0 x 10° cm/s. Abszisse und Ordinate: Profile der J = 4 — 3-Linie in
den Abstinden Ap = 0.5pc vom Wolkenzentrum (links unten) von p = 0 bis 5.5 pc fiir den Blickwinkel 9 = 90°, wobei
jeweils die spezifischen Intensititen von 0 bis 6 x 107'* erg cm™2 s™' Hz~' gegen die Frequenz im Bereich von 1.95935
bis 1.95965x10'" Hz aufgetragen sind. Diese, mit dem 3D-Code berechneten Profile, wurden mit denjenigen aus dem
1D-Code gewonnenen entlang den Ortsachsen {iberlagert. Dabei entsprechen die etwas diinner dargestellten Kurven den
1D-Modell-Daten.
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Abbildung 22: Sphérische Wolke mit veur, = 6.0 x 10° ¢cm/s. Abszisse und Ordinate: Profile der J = 5 — 4-
Linie in den Abstinden Ap = 0.5pc vom Wolkenzentrum (links unten) von p = 0 bis 3.0 pc fiir den Blickwinkel
¥ = 90°, wobei jeweils die spezifischen Intensititen von 0 bis 8 x 107 '* erg cm ™2 s7! Hz ! gegen die Frequenz im
Bereich von 2.4491 bis 2.4495x10"" Hz aufgetragen sind. Diese, mit dem 3D-Code berechneten Profile, wurden
mit denjenigen aus dem 1D-Code gewonnenen entlang den Ortsachsen iiberlagert. Dabei entsprechen die etwas
diinner dargestellten Kurven den 1D-Modell-Daten.

Abbildung 23: Sphirische Wolke mit veurh, = 6.0 x 10° cm/s. Abszisse und Ordinate: Profile der J = 6 — 5-Linie
(links) und J = 7 — 6-Linie (rechts) in den Abstdnden Ap = 0.5pc vom Wolkenzentrum (jew. links unten) von
p = 0 bis 2.0 pc fiir den Blickwinkel ¥ = 90°, wobei jeweils die spezifischen Intensititen von 0 bis 9 x 107'* bzw.
von 0 bis 6 x 107" erg cm™2 s™' Hz~' gegen die Frequenz im Bereich von 2.93885 bis 2.9393x10'" Hz bzw. 3.4285
bis 3.429x10'" Hz aufgetragen sind. Diese, mit dem 3D-Code berechneten Profile, wurden mit denjenigen aus dem 1D-
Code gewonnenen entlang den Ortsachsen iiberlagert. Dabei entsprechen die etwas diinner dargestellten Kurven den
1D-Modell-Daten.
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der projezierten Wolkenscheibe) abgebildet. Zusétzlich sind zu diesen mit dem 3D-Code berech-
neten Profile noch diejenigen aus dem 1D-Code gewonnenen, in den Einzelbildern entlang der
Koordinatenachsen zum Vergleich aufgetragen (s. Diskussion zu den vergréfierten Abbildungen
in Abschn. 8.1.4 fiir die Ubergiinge J = 1 — 0 bis J = 3 — 2). Die Bildpositionen entlang dieser
Ortsachsen entsprechen also einem Impaktparameter von p = 0 bis 5.5 pc der zugehorigen aus-
tretenden Strahlungsintensitéiten in den Abstidnden Ap = 0.5 pc; die iibrigen, zwischen diesen
Intervallen liegenden p-Werte, zu denen die restlichen abgebildeten Profile mit dem 3D-Modell
berechnet wurden, ergeben sich aus der zugehorigen Bildposition (y, z) und p = y/y? + 22.

In Abb. 18 sind die ortsaufgelosten CS-Linienprofile des J = 1 — 0-Ubergangs dargestellt. Die
mit dem 3D-Strahlungstransport-Modell berechneten Profile zeigen eine insgesamt leicht rot-
verschobene schwach asymmetrische Emissionslinie mit einer schwachen Selbstabsorption rechts
vom Linienkern, mit Ausnahme des Linienprofils aus dem Zentrum (fiir p = 0 bzw. (y=0,z=0))
mit einem ausgeprigten blauen Emissionspeak. Mit zunehmender Entfernung p zum Wolken-
zentrum nimmt die Linienintensitéit kontinuierlich ab, unter Verringerung der Rotverschiebung
und einer Zunahme der Symmetrie zum Linienzentrum (der ruhenden Linie); vgl. hierzu auch

Abb. 11 oben links, in Abschn. 8.1.3.

In Abb. 19 sind die CS-Linienprofile des J = 2 — 1-Ubergangs nach ihren Positionen aus der
sphérischen Wolke angeordnet. Die nach dem 3D-Modell berechneten Profile zeigen wiederum
eine insgesamt rot-verschobene, jedoch jetzt stark asymmetrische Linie mit einem relativ groflen
roten und kleineren blauen Emissionspeak, und einer starken Selbstabsorption im Linienkern
dazwischen; mit Ausnahme des scheinbar blau-verschobenen Profils aus dem Zentrum mit hohem
blauen Peak. Mit zunehmender Entfernung p zum Wolkenzentrum nimmt die Linienintensitit
ebenso stetig ab, unter Verringerung der Rotverschiebung und einer Zunahme der Symmetrie
zum Linienzentrum (vgl. hierzu auch Abb. 11 oben rechts).

Abb. 20 zeigt die ortsaufgelésten Linienprofile des J = 3 — 2-Ubergangs. Die Profile erschei-
nen wieder insgesamt rot-verschoben und asymmetrisch mit einem gréfleren roten und kleineren
blauen Emissionspeak, sowie einer Absorptionssenke im Linienzentrum; mit Ausnahme des Pro-
fils aus dem Wolkenzentrum mit relativ grofem blauen Peak. Auch hier beobachtet man das
gleiche, wie schon zu den vorigen Ubergingen, beschriebene Verhalten der Linienintensitit mit
wachsender Entfernung p zum Wolkenzentrum (vgl. Abb. 11 Mitte links).

Die Linienprofile des J = 4 — 3-Ubergangs in Abb. 21 sind als Ganzes leicht rot-verschoben und
schwach asymmetrisch mit einer schwachen Selbstabsorption rechts vom Linienkern, mit Aus-
nahme des blau-verschobenen Profils aus dem Zentrum. Mit zunehmender Entfernung p zum
Wolkenzentrum nimmt die Linienintensitit nun viel stirker ab, als zu den vorigen Ubergingen.
Dabei beobachtet man auch hier eine Zunahme der Symmetrie zum Linienzentrum mit wach-
sendem p (vgl. Abb. 11 Mitte rechts).

In Abb. 22 sind die 6rtlichen CS-Linienprofile des J = 5 — 4-Ubergangs angeordnet. Die Lini-
en sind insgesamt leicht rot-verschoben und asymmetrisch mit schwach geddmpften, schneller
abfallenden, rechten blauen Linienfliigeln (mit Ausnahme der blau-verschobenen symmetrischen
Linie aus dem Zentrum). Mit wachsender Entfernung p nimmt die Intensitit im Vergleich zur
Hohe des blauen Emissionspeaks aus dem Wolkenzentrum so rasch ab, dafl die Wolke in diesem
Linieniibergang nur bis zu etwa dem halben Wolkenradius = 3 pc zu sehen ist. Die Asymmetrie
der Linien nimmt dabei gleichzeitig wieder ab (s. genauere Details in Abb. 11 unten links).

In Abb. 23 sind die ortsaufgelésten Linienprofile des J = 6 — 5- und J = 7 — 6-Ubergangs
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dargestellt. In diesen Linien ist die Wolke nur noch in ihrem innersten Bereich bis etwa r =
2 pc bzw. 1 pc beobachtbar, im Verhiltnis zur relativ hohen Strahlungsintensitit der blau-
verschobenen Emissionslinie aus dem Wolkenkern (s. genauere Details zur J = 6 — 5-Linie in
Abb. 11 unten rechts).

In Abb. 40 sind die ortsaufgelosten Linienprofile des J = 1 — 0-Ubergangs aus der sphiiri-
schen Wolke mit hoher Turbulenz dargestellt. Die mit dem 3D-Modell berechneten Profile zeigen
dort eine insgesamt nur schwach rot-verschobene und nahezu symmetrische Emissionslinie ohne
Selbstabsorption, mit Ausnahme des ebenso fast symmetrischen Profils aus dem Wolkenzentrum
(p = 0) mit einer leichten Blauverschiebung (vgl. hierzu auch Abb. 47 oben links, im Anh. D.1.3).
In dieser, sowie in allen folgenden Abbildungen 41-45 der ortsaufgeldsten Linienprofile der iibri-
gen Ubergiinge aus der Wolke mit hoher Turbulenz, nimmt dabei die Linienintensitéit wiederum
mit zunehmender Entfernung p zum Wolkenzentrum kontinuierlich ab, jedoch jetzt bei etwa
gleich bleibender Rotverschiebung (der Linien fiir p > 0) und einer Zunahme der Symmetrie
zur Linienmitte (vgl. hierzu auch die Diagramme in Abb. 47 von oben rechts bis unten rechts,
zur J = 2 — 1- bis J = 6 — 5-Linie). Fiir die hoheren Uberginge ab J = 5 ist auch fiir eine
groflere Turbulenz wieder eine viel stirkere Abnahme der Linienintensitéit mit wachsendem p
beobachtbar.

In Abb. 41, wo die Profile der J = 2—1-Linie aus der Wolke mit grofler Turbulenzgeschwindigkeit
angeordnet sind, zeigt die nach dem 3D-Modell berechnete Intensititsverteilung aus dem Wol-
kenzentrum (im Gegensatz zu der aus dem 1D-Modell) ein insgesamt leicht blau-verschobenes,
abgeschwichtes P-Cygni-Profil mit einem starken blauen Peak und einem schwachen, nur an-
gedeuteten roten Peak, d.h. Selbstabsorption in der linken Linienhélfte. Die gleiche Profilform
(fiir p = 0) ist auch in der Abb. 42 zur J = 3 — 2-Linie in einer etwas schwicheren Form zu
erkennen. Die zu den iibrigen, vom Wolkenzentrum entfernten Positionen (p > 0) berechneten
rot-verschobenen Profile der J = 2—1- und J = 3—2-Linien in der Abb. 41 bzw. 42, sind nahe der
Kernregion ebenso noch schwach asymmetrisch mit einem etwas grofleren roten Emissionspeak

und einer schwachen Selbstabsorption im Linienkern, die sich mit zunehmender Entfernung p
schnell abschwicht (vgl. auch Abb. 47 oben rechts bzw. Mitte links).

Die blau-verschobenen Profile der J = 4 — 3- und J = 5 — 4-Linie (aus dem 3D-Modell) aus
dem Zentrum der Wolke mit hoher Turbulenz, in der Abb. 43 bzw. 44, sind etwas asymmetrisch
und zeigen immer noch eine schwache Selbstabsorption links vom Linienkern, wihrend alle
restlichen weiter von der Wolkenmitte entfernten, leicht rot-verschobenen Emissionsprofile fast
symmetrisch sind (vgl. Abb. 47 Mitte rechts bzw. unten links).

Die ortsaufgelésten Profile des J = 6 — 5- und J = 7 — 6-Ubergangs in Abb. 45, sind durch
den starken Intensititsabfall nur noch bis etwa p = 1 pc zu erkennen (s. genauere Details zur
J = 6 — 5-Linie in Abb. 47 unten rechts): Darin sind die Linien (aus dem 3D-Modell) aus
dem Zentrum nur schwach blau-verschoben und ebenso fast symmetrisch wie die iibrigen leicht
rot-verschobenen Emissionslinien fiir p > 0.
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8.2 Numerische Ergebnisse zu einer axialsymmetrischen, rotierenden und
kollabierenden Molekiilwolke

8.2.1 Die Wolken- und Programm-Parameter

Tabelle 5: Spezifische Eingabedaten zur axialsymmetrischen Wolke

Ges. Radiusbereich | 0 < r/pc<6.0=:R fiir § =0, 7/2 minimal
der Wolke 0<r/pc<8.5 fiir = 7/4 maximal

Wolkenkern 0<r/pc<0.2=R;; M = 10*Mg; vror = 13 km/s

—a/-W_i (—exp(—fs(z,y,2))) fiir r> R;,s. Gl (110) oben
0 fiir r < R;

(mit ' = g1 = g1,2 = 01in fs(z,y,2))

Geschw.-Bereich v (1.5 Ry, )% = —16.720) < v, /(km/s)< — 3.30 = v.(R, 0) fiir § = 0

Radiales Geschw.- | v.(z,y,z2) =
Gesetz

der rad. Komp. v (R, 0) = —15.920%) < v, /(km/s)< — 3.27 = v.(R, ) fiir 0 = /2
Azimutales vp(yy,2) = 4 Uret Ri /22 +y2 /(2% + y? + 2?) f{lr r > R;,s.GL(116) od. (83)

0 fiir r < R;
Geschw.-Gesetz

Geschw.-Bereich vy (Ri,0) = 13.0%) > vy /(km/s)> 0.43 = vy(R, ) fiir = /2
der azimut. Komp.

Turbulenzgeschw. (a) vgurb = 6.0 km/s=konst, (b) vgurb = 30.0 km/s=konst (im Anhang)

v (1.5 R;, 0) 1.5° R? .
Dichtegesetz p(z,y,2) =< vi(z,y,2) (22 + 42 + 22) p(L5R;) fiir r>15R;

p(15 Rz) fir r<1.5R;
Vgl. Gl. (87), hier bezogen auf die von r = 0 bis zu r = 1.5 R; konstant gesetzte
Dichte®**) p, (1.5 R;) = 1.82 x 10~'8g/cm? (rechts), bzw. auf
nm, (1.5 R;) = 5.44 x 10°cm = in der Formel fiir nu, (z,v, 2),
ncs(1.5 R;) = 5.44 x 10~%*em ™2 in der Formel fiir ncs(z,y, z), oder

1.5 R; ..
nics(15 Ri) = 75 nos( ) 9i exp(—hvo; [kT), fiir nics(z,y, 2),
Z g; exp(—hw; /kT)
7=0
... wobei
X(CS) | n(CS)/n(Hy) =107°
Dichtebereich p(r < 15R;,0=0)=1.82x 1078 > pp, /(g/cm?) > 2.31 x 10~2° = p(R, § = 0)

bzw. 5.44 x 1074 > ngg/em ™3 > 6.90 x 105, ebenfalls fiir § = 0;
die entsprechenden Werte fiir # = w/2 und 7 /4, sowie an den innersten Gitterpunkten
vor dem Wolkenkern bei » = 0.5 bzw. 0.7 pc, siehe Tab. 7.

Wolkentemp. | Tiin = 40 K

(%) = Durch die gew#hlte 3D-Gitterauflssung werden aber (bei den num. Rechnungen)
nur die maximalen Betriige bei 7 = 0.5 pc (s. Tab. 7) erreicht. Siehe auch Tab. 7 zu den
ibrigen Extremwerten, die an den innersten und &duflersten Punkten des 3D-Gitters zu
verschiedenen Breiten 6 erreicht werden.

(**) = Aus rechentechnischen Griinden lief} sich der Funktionswert von v.(R;,0 = 0)
nicht mit Hilfe der in MapleV implementierten W-Funktion berechnen.
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Tabelle 6: Programmspezifische Eingabedaten beim 3D-Code

Anzahl der 3D-Git-
terpunkte (in x-, y-
bzw. z-Richtung)

N, = N, = N, =25 (=insges. 15625)

Resultierender Git-
terpunktabstand

Az =Ay=Az=0.5pc

Anzahl der Rot.-
Niveaus von CS

N; =8

Anzahl der Winkel

Np = N, = 16 (=insges. 256)

Anzahl der Fre-
quenzen pro Lini-
eniibergang

N, =20

Zeitschritt-
Intervallgrofie

At = 100000s-Einh.

Progr.-Abbruch bei
Abw. An;/n; (fir
jedes Niveau i)

<1073

Upurb = 6.0 km/s | vgurp = 30.0 km/s

Resultierende Anz. | Na; = 34 Nay = 31
der Zeitschritte

(=DDRIV2-Progr.-

Aufrufe)

Ges. Rechenzeit | ¢ =49h43 t =45h28

(SUN  Enterprise
3500, SPARC v9)

Tabelle 7: Zur axialsymmetrischen Wolke: Die Ha-Dichte p, CS-Anzahldichte ncs, und die Betrige der radialen
vy, bzw. azimutalen Geschwindigkeitskomponente v4, zu den Extremwerten an den innersten (im Wolkenkern-
bereich) und &uBersten Punkten des 3D-Gitters fiir verschiedene Breiten 6, sowie auflerdem zu verschiedenen
Zwischenwerten (s. untere beiden Tabellenzeilen) beziiglich der in den folgenden Abbildungen der ortsaufgeldsten
CS-Linienprofilen dargestellten Positionen im Innern bzw. am Rand der Wolke.

=0 | 0 =m/2 | | 0=mn/4

r/pe | p/(g/em®)  ncs /(em™®) | p/ (g/em*) ncs /(em™®) |7 /pe | p/ (g/em?)  ncs / (em=?)
0-03| 1.82x 1078 544 x 10~* 1.82 x 10~18  5.44 x 10~ 0-03| 1.82x 10" 544 x 10~*
0.5 852x 1071 255x 104 7.96x 1071 238 x 104 0.7 489 x 10717 1.46x 104
6.0 2.31x 10720 6.90 x 10~ 1.99x 10720 595 x 106 8.5 1.34 x 10720 3.99 x 10~

| [ve] / (cm/s) wy [ (em/s) | || / (em/s) wy / (cm/s) | |ve] / (cm/s) vy / (cm/s)
0 0 0 0 0 0 0 0
0.5 1.29 x 108 0 1.18 x 108 5.20 x 10° 0.7 1.04 x 108 3.68 x 10°
6.0 3.30 x 10° 0 3.27 x 10° 0.43 x 10° 8.5 2.65 x 10° 0.31 x 10°
1.0 - 0 - 2.60 x 10° 14 - 1.84 x 10°
5.0 - 0 - 0.52 x 10° 7.1 - 0.37 x 10°
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8.2.2 Die NLTE-Besetzungszahlen

0.0001 ¢ T T T T T

1e-05

16-06 |
1e-07

1e-08 |

(ni/g) / cm™

1e-09 |
1e-10 |

1e-11

1e_12 I -“;"“”" | | | |
0 1 2 3 4 5 6

r/ pc

Abbildung 24: Mit dem 3D-Strahlungstransport-Code berechnete non-LTE-Besetzungszahldichten n;/g; (divi-
diert durch das statistische Gewicht g; des i-ten Zustands), bzw. LTE-Besetzungszahldichten berechnet nach dem
Maxwell-Boltzmann-Verteilungsgesetz, der untersten acht Rotationsniveaus J = 0 bis J = 7 des CS-Molekiils in
der azialsymmetrischen Wolke, aufgetragen gegen den Radius r in der Aquatorebene von der Wolkenkernmitte
bei r = 0 bis 7 = 6.0pc. Dabei liegen die LTE-Kurven vorwiegend im oberen Teil der Abb. mit Ausnahme der
ersten drei non-LTE-Besetzungszahlen des J = 0 bis J = 2-Zustands als die obersten Kurven im Diagramm. Die
einzelnen LTE-Kurvenverldufe entsprechen der im Text beschriebenen Wolken-Dichteverteilung p(r,6 = 90°) in
Abhingigkeit vom Radius r in der Aquatorebene.

In Abb. 24 sind die mit dem 3D-Strahlungstransport-Code berechneten non-LTE-
Besetzungszahldichten n;/g; (dividiert durch das statistische Gewicht g; des i-ten Zustands),
bzw. nach dem Maxwell-Boltzmann-Verteilungsgesetz bestimmten LTE-Besetzungszahldichten
der untersten acht Rotationsniveaus J = 0 bis J = 7 des CS-Molekiils in der azialsymmetrischen
Wolke (mit der Temperatur Ti;, = 40 K) gegen den Radius r in der Aquatorebene — bzw.
in der Abb. 25 entlang der Polachse — von der Wolkenkernmitte bei » = 0 bis zum Radius
R = 6.0 pc aufgetragen. Dabei folgt jede einzelne, sowohl LTE-, als auch resultierende NLTE-
Besetzungszahldichte n; eines betrachteten J-Zustands der im Abschnitt 6 hergeleiteten 2D-
Dichteverteilung einer rotierenden und kollabierenden Wolke, d.h. Gl. (86) (mit der radialen
Geschwindigkeit aus GI. (110)). Wobei fiir die innere Bezugsgrofie p(R;) in Gl. (86) entweder die
jeweils von = 0 bis zum Wolkenkern-Radius R; = 0.2 pc (bzw. r = 1.5 R;) als konstant gesetzte
und vorgegebene Hy-Dichte p(r < 1.5R;) = 1.82 x 10 !® g/cm?, oder die entsprechende CS-
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Abbildung 25: Mit dem 3D-Strahlungstransport-Code berechnete non-LTE-Besetzungszahldichten n;/g; (divi-
diert durch das statistische Gewicht g; des i-ten Zustands), bzw. LTE-Besetzungszahldichten berechnet nach dem
Maxwell-Boltzmann-Verteilungsgesetz, der untersten acht Rotationsniveaus J = 0 bis J = 7 des CS-Molekiils in
der azialsymmetrischen Wolke, aufgetragen gegen den Radius r entlang der Polachse von der Wolkenkernmitte
bei r = 0 bis r = 6.0pc. Dabei liegen die LTE-Kurven vorwiegend im oberen Teil der Abb. mit Ausnahme der
ersten drei non-LTE-Besetzungszahlen des J = 0 bis J = 2-Zustands als die obersten Kurven im Diagramm. Die
einzelnen LTE-Kurvenverldufe entsprechen der im Text beschriebenen Wolken-Dichteverteilung p(r,6 = 0°) in
Abhingigkeit vom Radius r entlang der Polachse.
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Abbildung 26: Vergleich der beiden non-LTE-Besetzungszahldichten n;/g; der untersten acht Rotationsniveaus

J =0 bis J =7 des CS-Molekiils in der azialsymmetrischen Wolke, (a) entlang der Polachse (jew. obere Kurve)
und (b) in der Aquatorebene (jew. untere Kurven), in Abhingigkeit vom Radius r.
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Gesamtdichte ngg(1.5 R;) = 5.44 x 1074 cm™3, bzw. die einzelnen dortigen Besetzungszahldich-
ten n;(1.5 R;) aus der Maxwell-Boltzmann-Verteilung (unter Beriicksichtigung der Erhaltung des
Wertes von ncg(1.5 R;) = >, ni(1.5 R;)), beim Programm-Start eingesetzt wurden. D.h. unter
der Voraussetzung, daf die Summe der LTE-Besetzungszahldichten ), n;(R;) im Wolkenkern
der gesamten dortigen CS-Molekiildichte ncg(R;) entspricht, ist dann auch wieder die Summe
der resultierenden NLTE-Besetzungszahldichten an einem beliebigen Ort (r,0) (auflerhalb des
Kerns) identisch mit der gesamten lokalen CS-Molekiildichte: Y. n;(r, 0) = ncs(r, 6).

In den Abb. 24 und 25 sind die oberen Zustéinde ab J = 4 diberall in der Wolke stark unterbesetzt
im Vergleich zu den LTE-Populationen, vor allem aber in grofler Entfernung zum Kern, wie
bei unserem sphéirischen Wolken-Beispiel. Die unteren beiden Zustinde J = 0 und J = 1 sind
dagegen wiederum iiberall stark diberbesetzt, mit einer schwachen Besetzungszahl-Inversion, hier
aber schon ab der Wolkenkernmitte bei » = 0 bis nur etwa = 1.6 pc in der Aquatorebene (vgl.
Abb. 24) bzw. bis r = 1.75 pc auf der Polachse (vgl. Abb. 25), im Gegensatz zur sphérischen
Wolke von ca. r = 1 pc bis r = 2 pc. Die NLTE-Kurven der Rotationszustinde J = 2 und J = 3
iiberschneiden sich jeweils mit ihren LTE-Werten bei den inneren Wolkenradien r = 2.7 pc in der
Aquatorebene und r = 3.0 pc entlang der Polachse (beim J = 2-Zustand), bzw. bei r = 0.6 pc
und r = 0.7 pc (beim J = 3-Zustand); von der Wolkenmitte » = 0 bis zu diesen jeweiligen
Radien sind diese Zustinde somit (fast wie im sphérischen Wolken-Beispiel) im Vergleich zum
thermischen Gleichgewicht diberbesetzt, und von dort an bis zum Wolkenrand unterbesetzt.

Abb. 26 zeigt noch einmal im Vergleich die beiden non-LTE-Besetzungszahldichten n;/g; der
untersten acht Rotationsniveaus J = 0 bis J = 7 des CS-Molekiils in der axialsymmetrischen
Wolke entlang der Polachse und in der Aquatorebene, in Abhingigkeit vom Radius r. Die NLTE-
Besetzungszahlen entlang der Polachse sind zu jeder Entfernung r vom Wolkenzentrum etwas
groBer als die entsprechenden in der Aquatorebene (genauso verhalten sich vergleichweise die ver-
schiedenen LTE-Kurven in den Abb. 24 und 25), was an den unterschiedlichen Dichteverliufen
p(r,0) in diesen verschiedenen Richtungen 6, auflerhalb des Wolkenkerns, liegt, wie sie in Ab-
schn. 6.8 beschrieben werden: Fiir ein konstantes » > R; = 0.2 pc (bzw. durch den gewéahlten
Gitterpunktabstand im 3D-Programm erst ab r > 0.5 pc) nimmt die Dichte in dquatorialen
Breiten ab, d.h. die Wolkenmaterie ist iiber dem Pol des inneren Wolkenkerns etwas stérker
verdichtet. Vergleichswerte der Dichte zu den verschiedenen Breiten § = 0 und 0 = 7/2, zu
jeweils einer gleichen Entfernung r vom Zentrum, findet man in Tabelle 7. Dadurch ergeben
sich auch die etwas unterschiedlichen, von der Breite # abhéngigen Schnittpunkte zwischen den
Kurven der NLTE- und LTE-Besetzungszahldichten des J = 2- und J = 3-Zustandes (in den
Abb. 24 und 25), oberhalb denen diese Zustinde im NLTE-Fall der axialsymmetrischen Wolke
— vergleichsweise zum Fall des thermischen Gleichgewichts — unterbesetzt sind.

Die entsprechenden, vom Ortsradius abhéngigen, resultierenden NLTE-Besetzungszahlen der
untersten acht Rotationsniveaus des CS-Molekiils fiir dieselbe axialsymmetrische Wolke mit
gréferer Turbulenzgeschwindigkeit vg,, = 3.0 x 10° cm/s, unterscheiden sich jeweils zu denen
in den Abb. 24-26 gezeigten nur unmerklich. Fiir die im Anhang D.2.1 dokumentierten CS-
Linienprofile zur axialsymmetrischen kollabierenden Wolke mit hoher Turbulenz, gelten also
die gleichen Diagramme 24 und 25 fiir die ortsabhingigen Besetzungszahldichten (n;/g;) in der
Aquatorebene bzw. entlang der Polachse.
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8.2.3 Die ortsaufgelésten CS-Linienprofile

In den Abbildungen 27-32 sind die mit der 3D-Strahlungstransport-Methode berechneten orts-
aufgelosten CS-Linienprofile der Uberginge J = 1 — 0 bis J = 3 — 2 aus der axialsymmetrischen
rotierenden Wolke mit Kollaps und einer Turbulenzgeschwindigkeit von vy, = 6.0 x 10° cm/s
(bzw. in den Abb. 54-59, im Anhang D.2.1, die entsprechenden Profile zur htheren Turbulenz-
geschwindigkeit vy, = 3.0 x 10° ¢cm/s) fiir jeweils drei verschiedene Blickwinkel (¢ = 1°,89°
und 45°, gemessen zur Polachse) nach ihrer Position angeordnet. Dabei sind die einzelnen aus
der Wolke, d.h. aus dem kartesischen Gitter (durch die vordere, bzw. obere Wiirfelfliche im
jeweils unteren, bzw. oberen Bild) fiir eine jeweils fast senkrechte Sicht auf den Aquator, bzw.
Pol, tretenden Intensititsverteilungen der betreffenden Linie, in Richtung der Abszisse!? und
Ordinate'® in den Abstinden von Az, Ay, bzw. Az = 1.0 pc fiir eine Entfernung von —5.0 bis
+5.0 pc vom Wolkenzentrums (in der Bildmitte) angeordnet.

Fiir die Auflésung des zugrunde liegenden 3D-Gitters in diesem Modell-Beispiel ergibt sich wie-
derum durch die gleich gewéhlte Anzahl der Ortsgitterpunkte von N, = N, = N, = 25 ein
aquidistanter Gitterpunktabstand von Az, Ay, bzw. Az = 0.5 pc, wobei sich die Wolkenkern-
mitte wieder im Gitterzentrum (bei z = y = z = 0) befindet, und das wiirfelformige Gitter die
nicht-sphirische Wolke bis mindestens zum Radius R = 6.0 pc einschliefit. Im Gegensatz zur
kugelférmigen Wolke (im vorigen Abschn. 8.1) wurde hier das 2D-Geschwindigkeitsfeld und die
Dichteverteilung der axialsymmetrischen Wolke (aus Abschn. 6) bis zu den dufleren Begrenzun-
gen des 3D-Gitters, d.h. im gesamten Wiirfelgitter-Volumen, beriicksichtigt. Durch diese Gitter-
auflosung sind die am néichsten zum inneren Wolkenkern-Radius (R; = 0.2 pc) liegenden Ortsgit-
terpunkte von diesem jedoch wiederum immer noch 0.3 pc entfernt, so dafl gerade die am Kern-
radius grofiten radialen Geschwindigkeiten (v.(R;,0 = 7/2) = —15.92 km/s, bzw. v,(1.5R;,0 =
7/2) = —14.3 km/s und v;(1.5R;,0 = 0) = —16.72 km/s) nicht erreicht, d.h. beriicksichtigt wer-
den, sondern héchstens nur v,(r = 0.5 pc,@ = 7/2) = —11.8 km/s unter dem Blickwinkel ¢ = 90°
zum Wolkenzentrum in der Aquatorebene, v.(r = 0.7 pc,§ = 7/4) = —10.4 km/s entlang der
Sichtlinie mit ¥ = 45° in Richtung des Zentrums, sowie der maximalen radialen Geschwindig-
keit von v (r = 0.5 pc,f = 0) = —12.9 km/s in Blickrichtung zum Pol (¢ = 0°), vgl. Tab. 7.
Dabei wird in diesem 3D-Modell die radiale Geschwindigkeit innerhalb des homogenen Kerns
wieder v.(r < R;) = 0 gesetzt, und die Dichte p(r < 1.5R;) = p(1.5R;) = 1.82 x 107'® g/cm3
konstant zu jener am Radius r = 1.5R; = 0.3 pc (aus rechentechnischen Griinden). Unter ei-
nem Blickwinkel von ¢ = 90° erreicht der Betrag der in Strahlrichtung projezierten azimutalen
Geschwindigkeitskomponente jeweils sein Maximum in der Schnittebene parallel zur vorderen
Gitteraustrittsfliche, welche das Wolkenzentrum einschliefit. Dabei nimmt der Betrag entspre-
chend der Gl. (83) (zu einer konstanten Breite #) mit der Entfernung # = r/R; vom inneren
Kernradius wie 1/7 ab, so da§ der Maximalbetrag |vy| entlang der Strahlrichtung mit der Aus-
trittsposition (y = +0.5 pc, z = 0) links und rechts von den Koordinaten des Wolkenzentrums
(bei y = z = 0) nur noch 5.2 km/s ist. Im Vergleich dazu ist die dquatoriale Rotationsgeschwin-
digkeit vpot = 13 km/s des sphéirischen Wolkenkerns bei R; = 0.2 pc viel grofiler. Durch die
gewihlte Gitterauflosung wird dadurch also nur eine maximale azimutale Geschwindigkeit der
Wolke von 5.2 km/s in der Aquatorebene beriicksichtigt.

In den Abbildungen 27, 29 und 31 (jew. untere Bildhélfte), sind die Profile (aus Platzgriinden)
zu den am nichsten zum Wolkenkern liegenden Positionen in einer Entfernung von y = 1.0 pc,

12 . entsprechend der y-Achse.
13 entsprechend der z-Achse im jeweils unteren Bild, bzw. der z-Achse im jeweils oberen Bild
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Abbildung 27: Axialsymmetrische Wolke mit v¢ur, = 6.0 X 10° cm/s: Profile der J = 1 — 0-Linie fiir den
Blickwinkel ¥ = 1° (oben) bzw. 89° (unten). Jeweilige Abszisse und Ordinate: Profile in den Abstdnden von
1.0 pc vom Wolkenzentrum (Mltte) von -5.0 bis +5.0 pc, wobei jeweils die spezifischen Intensitdten von 0 bis
7x107'5 erg em™? 57 Hz ™' gegen die Frequenz im Bereich von 4.8987 bis 4.8995x10'® Hz aufgetragen sind.
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Abbildung 28: Axialsymmetrische Wolke mit vyu,, = 6.0 x 10° cm/s: Profile der J = 1 — 0-Linie in
den Abstdnden von 1.0 pc (in beiden Achsenrichtungen) fiir eine schrige Aufsicht mit Blickwinkel ¢ = 45°.
Das Wolkenzentrum befindet sich in der Bildmitte. Es sind jeweils die spezifischen Intensitdten von 0 bis
7x 10715 erg cm™? 57 Hz~! gegen die Frequenz im Bereich von 4.8987 bis 4.8995x10'° Hz aufgetragen sind.
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Abbildung 29: Axialsymmetrische Wolke mit v¢ur, = 6.0 X 10° cm/s: Profile der J = 2 — 1-Linie fiir den
Blickwinkel ¥ = 1° (oben) bzw. 89° (unten). Jeweilige Abszisse und Ordinate: Profile in den Abstdnden von
1.0 pc vom Wolkenzentrum (Mltte) von -5.0 bis +5.0 pc, wobei jeweils die spezifischen Intensitdten von 0 bis
23x 107" erg em™> s7! Hz™' gegen die Frequenz im Bereich von 9.7972 bis 9.7988x10'° Hz aufgetragen sind.



Anwendung der Strahlungstransport-Modelle 89

Abbildung 30: Axialsymmetrische Wolke mit vyu,, = 6.0 x 10° cm/s: Profile der J = 2 — 1-Linie in
den Abstdnden von 1.0 pc (in beiden Achsenrichtungen) fiir eine schrige Aufsicht mit Blickwinkel ¢ = 45°.
Das Wolkenzentrum befindet sich in der Bildmitte. Es sind jeweils die spezifischen Intensitdten von 0 bis
2.3 x 107" erg cm™2 s™' Hz~' gegen die Frequenz im Bereich von 9.7972 bis 9.7988x10'° Hz aufgetragen sind.
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Abbildung 31: Axialsymmetrische Wolke mit vy, = 6.0 X 10° cm/s: Profile der J = 3 — 2-Linie fiir den
Blickwinkel ¥ = 1° (oben) bzw. 89° (unten). Jeweilige Abszisse und Ordinate: Profile in den Abstdnden von
1.0 pc vom Wolkenzentrum (Mltte) von -5.0 bis +5.0 pc, wobei jeweils die spezifischen Intensitdten von 0 bis
3x 107! erg em™? 57! Hz ™' gegen die Frequenz im Bereich von 1.46955 bis 1.4698x10*! Hz aufgetragen sind.
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Abbildung 32: Axialsymmetrische Wolke mit vyu,, = 6.0 x 10° cm/s: Profile der J = 3 — 2-Linie in
den Abstdnden von 1.0 pc (in beiden Achsenrichtungen) fiir eine schrige Aufsicht mit Blickwinkel ¢ = 45°.
Das Wolkenzentrum befindet sich in der Bildmitte. Es sind jeweils die spezifischen Intensitdten von 0 bis
3x 107" erg em™2 s™' Hz™' gegen die Frequenz im Bereich von 1.46955 bis 1.4698x10'! Hz aufgetragen sind.
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Abbildung 33: Axialsymmetrische Wolke mit v, = 6.0 x 10% cm/s: Vergleich der Intensititsverteilungen der
J =1 — 0-Linie aus dem Wolkenzentrum fiir die Blickwinkel 1° (gestrichelte Kurve) bzw. 89° (durchgezogene
Kurve).

jeweils links und rechts vom Zentrum, angeordnet, wo die (zur Sichtrichtung gehérende ma-
ximale) azimutale Geschwindigkeit in der Aquatorebene entsprechend zum Radius r = 1 pc
(sogar) nur noch vg(r = 1pc,f = 7/2) = 2.6 km/s betrigt. Im Abstand von r = 0.5 pc zum
Wolkenzentrum (d.h. entlang der y-Achse in diesen Abb.) fillt der Betrag der azimutalen Kom-
ponente in der Wolke auf vy = 0.52 km/s (s. zugehorige Bildpositionen (y = £5.0 pc,z = 0)
auf der vorderen Gitterfliche). Entlang der Polachse § = 0 hat das Geschwindigkeitsfeld der
Wolke keine azimutale Komponente (vgy = 0), so dal die aus dem Gitter zu den Positionen
(y =0,z = —5.0pc, ..., 5.0pc) entlang einer senkrecht gezogenen Geraden (durch das Wolken-
zentrum) tretenden Strahlen ebenso kein Wolkengebiet mit einem in Sichtrichtung projezierten
Beitrag der azimutalen Geschwindigkeitskomponente durchquert haben. An diesen Austrittsor-
ten hat also nur die radiale Geschwindigkeit im Innern der Wolke einen Einfluf} auf die Profilform
der Linie.'* Die in den Abbildungen (jew. im unteren Teil) zu den Bildpositionen jeweils schrig
oben links und rechts, sowie unten links und rechts vom Wolkenzentrum (bei (y = z = 0)) unter
dem Winkel § = 45° angeordneten Linienprofile im Abstand von 1.4 pc, gehoren zu Strahlen die
Wolkengebiete mit einer Rotationsgeschwindigkeit (-skomponente in Strahlrichtung) von nur bis
zu vy(r = 1.4pc,0 = 7/4) = 1.84 km/s durchquert haben; zu den Austrittspositionen an den
oberen und unteren Gitterecken (in den unteren Bildhélften der Abb. 27, 29 und 31) in je einer
Entfernung von r = v/52 + 52 pc= 7.1 pc vom Zentrum, ist es nur noch eine azimutale Geschwin-
digkeit (-skomponente in Strahlrichtung) von (maximal) v4(r = 7.1pc,0 = 7/4) = 0.37 km/s.

Fiir einen Blickwinkel (bzw. Strahlrichtung) von ¢ = 1°, d.h. fiir eine nahezu senkrechte Sicht
auf den Pol der Wolke, kann die differentielle Rotationsbewegung der Wolke in den ortsauf-
gelosten Linienprofilen (in den Abb. 27, 29 und 31, jew. oben) nicht sichtbar werden, da die
Richtungen der azimutalen Geschwindigkeit im Innern alle in Ebenen fast parallel zur oberen
Gitterfliche (bzw. zur Aquatorebene) liegen. Dort wirkt sich also nur die Projektion der radialen
Geschwindigkeitskomponente in Strahlrichtung auf das Linienprofil aus.'

"LaBt man (hier und im folgenden) einen moglichen Einfluf der Rotation aufgrund der Anderung der Quell-
funktion aufler Acht.
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In Abb. 27 und 28 sind die ortsaufgelosten CS-Linienprofile des J = 1—0-Ubergangs dargestellt.
Die fiir einen Blickwinkel ¢ = 1° bzw. 9 = 89° (in Abb. 27 oben bzw. unten) berechneten Profile
zeigen eine insgesamt (z.T. stark) rot-verschobene, schwach asymmetrische Emissionslinie mit
einer schwachen Selbstabsorption rechts vom Linienkern (wie im Falle der dhnlichen sphérischen
Wolke mit gleicher Turbulenzgeschwindigkeit vy, = 6.0 x 10° cm/s). Im Gegensatz zum mit
der 3D-Strahlungstransport-Methode berechneten sphirischen Fall hat hier das Linienprofil bei
der Bildposition (y = 0,z = 0) fiir ¥ = 89°, bzw. bei (x = 0,y = 0) fiir 9 = 1°, einen aus-
gepriagten roten Emissionspeak, wie man auch fiir einen sich vom Beobachter weghewegenden
Emitter intuitiv erwartet.

Mit zunehmender projezierter Entfernung r = /92 + 22 vom Wolkenzentrum, senkrecht zur
Beobachtungsrichtung (mit (y,z) = Ortspunkt-Koordinaten auf der vorderen Fliche des 3D-
Gitters fiir z.B. den Fall ¥ = 89°), nimmt auch hier die Linienintensitit wieder kontinuierlich
ab, unter Verringerung der Rotverschiebung und einer Zunahme der Symmetrie zum Linienzen-
trum, wie bei der sphérischen Wolke, was intuitiv klar ist. Dieses beschriebene Verhalten der
Linienintensitdt mit wachsender Entfernung r» zum Wolkenzentrum ist deshalb wieder bei allen
iibrigen Linieniibergingen (J =2 — 1 und J = 3 — 2) in den Abb. 29-32 (bzw. Abb. 54-59 zur
Wolke mit hoherer Turbulenz) zu beobachten.

Die Linienprofil-Anordnungen zum Blickwinkel ¢ = 89°, d.h. fiir eine fast senkrecht Sicht auf den
Aquator (in Abb. 27 unten) lassen keine azialsymmetrische Dichte- und Geschwindigkeitsvertei-
lung der im Kern schnell rotierenden Wolke erkennen. Vielmehr vermutet man durch die Punkt-
symmetrie der rot-verschobenen ortsaufgelosten Profile zum Wolkenzentrum (bei (y = 0,z = 0))
eine kugelsymmetrische kollabierende Molekiilwolke ohne Rotation. Diese ortsaufgelosten Profile
der J = 1 — 0-Linie im unteren Bildabschnitt, gleichen denen fiir eine Blickrichtung (fast) zum
Pol, im oberen Bild, wo im allgemeinen eine Rotationsbewegung der Wolke nicht aus der Pro-
filform und der Frequenzverschiebung ersichtlich sein kann. In Abb. 33 sieht man die praktisch
identischen Intensititsverteilungen aus dem Wolkenzentrum fiir die verschiedenen Blickwinkel
¥ = 1° bzw. ¢ = 89°. Erst ein genauerer Vergleich der Linienprofile an den Austrittsorten je-
weils symmetrisch links und rechts zum Wolkenzentrum im Abstand von Ay = +1.0 pc (wie sie
auch in Abb. 27 unten zu sehen sind), bzw. Ay = +0.5 pc, fiir einen Blick (¢ = 89°) auf den
Wolkendquator in Abb. 35 (oben, zu den Profilen der J = 1 — 0-Linie, sowie der J = 2 — 1-
und J = 3 — 2-Linie in der Mitte, bzw. unten), zeigt den schwachen Einflufl der differentiellen
Wolkenrotation auf die Intensitatsverteilung; und das selbst gerade dort (bei Ay = 0.5 pc) zu
den am nichsten beim Wolkenkern liegenden Ortsgitterpunkten in der Aquatorebene, wo die aus
dem Gitter (Wolke) tretenden Strahlen das kernnahe Wolkengebiet mit der héchsten azimutalen
Geschwindigkeit von vg(r = 0.5 pc,f = 7/2) = 5.2 km/s (fiir diese gewéhlte Gitterauflésung)
durchquert haben. Die Wahl einer gréfleren Zahl von Gitterpunkten nahe des Wolkenkerns im
Bereich von r = R; = 0.2 pc bis » = 0.5 pc (als Eingabe-Parameter im 3D-Programm) hétte
sicher einen stirkeren Einflul der Wolkenrotation auf die Profile gerade in diesem Ortsbereich
dokumentiert, wo die dquatoriale Rotationsgeschwindigkeit bis auf v,y = 13 km/s am Kernra-
dius R; ansteigt.

Unter einem Blickwinkel von 9 = 45° schriag auf die Molekiilwolke (Polachse), sind die berech-
neten rot-verschobenen CS-Linienprofile des J = 1 — 0-Ubergangs, in Abb. 28, aus Richtungen
um den inneren Kernbereich stdrker asymmetrisch, im Vergleich zu jenen fiir den Sichtwinkel
¥ =1° und ¥ = 89° in Abb. 27, mit einer starkeren Selbstabsorption rechts vom Linienkern (bei
etwa der Frequenz des Zentrums der entsprechend ruhenden Linie). Dabei wird die Hohe des
roten Emissionspeaks aus Richtung des Wolkenzentrums gegeniiber des entsprechenden Peaks
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Abbildung 34: Axialsymmetrische Wolke mit v, = 6.0 x 10° cm/s: Vergleich der Intensititsverteilungen der J =
2 — 1-Linie (links) bzw. J = 3 — 2-Linie (rechts) aus dem Wolkenzentrum fiir die Blickwinkel ¢ = 1° (gestrichelte
Kurven) bzw. 89° (durchgezogene Kurven).

zum Blickwinkel 9 = 1°, bzw. ¥ = 89°, um die Hilfte abgeschwicht.

In Abb. 29 und 30 sind die berechneten CS-Linienprofile des J = 2 — 1- Ubergangs nach ih-
ren Ortlichen Positionen, zu jeweils den verschiedenen Blickrichtungen, aus der rotierenden und
kollabierenden Wolke angeordnet. Die Profile sind wiederum insgesamt (um den Bereich des
Wolkenzentrums) stark rot-verschoben und zeigen eine groflere Asymmetrie (im Vergleich zu
den Profilen der J = 1 — 0-Linie) mit einer Selbstabsorption im rechten Linienfliigel und einem
groBeren roten Emissionspeak (dhnlich wie im vergleichbaren Fall der sphéirischen Wolke). Hier,
wie auch schon zuvor bei der J = 1 — 0-, und bei der J = 3 — 2-Linie in den folgenden Abbil-
dungen 31 und 32, hat das Profil aus Richtung des Wolkenzentrums einen ausgeprigten roten
Emissionspeak, im Gegensatz zum sphérischen Wolkenbeispiel, wo das Intensitdtsmaximum dort
blau-verschoben ist.

Wiederum lassen die nahezu identischen, jeweils in gleicher Entfernung r zum Wolkenzentrum
gegeniiber liegenden, ortsaufgelosten Profile fiir ¢ = 89° (in Abb. 29 unten) eine fast sphérische
Geschwindigkeits- und Dichteverteilung der Wolke vermuten. Erst in Abb. 35 (Mitte) erkennt
man einen schwachen Unterschied der kernnahen Profile, an Orten jeweils symmetrisch zum
Wolkenzentrum auf der projezierten Linie der Aquatorebene unterhalb einer Entfernung von
r < 1.0 pc, verursacht durch die azimutale Geschwindigkeitskomponente der Wolke. Nur an
den Gitterpositionen entlang der auf die vordere Gitterfliche projezierten Polachse, haben die
oberhalb und unterhalb des Wolkenzentrums jeweils in gleicher Entfernung gegeniiber liegenden
Profile leicht unterschiedliche Intensititsmaxima, was sich nur durch den nicht exakt senkrech-
ten Blick (9 = 89°) auf die Polachse einer nicht kugelsymmetrischen Wolke erklédren 148t; denn
selbst fiir eine axialsymmetrische Wolke miifiten fiir ¥ = 90° auch diese Linienprofile identisch
sein. Fiir einen Blick fast senkrecht auf den Pol (fiir ¢ = 1°), in Abb. 29 oben, beobachtet man
auch diesen zuletzt beschriebenen Unterschied der Intensititsmaxima entlang einer senkrechten
Linie durch das Wolkenzentrum, was wieder nur durch den nicht genau senkrechten Blick auf
den Pol der Wolke mit axialsymmetrischer Geschwindigkeits- und Dichteverteilung erklirt wer-
den kann.

Die Intensitdtsmaxima der Linien aus Richtung des Wolkenzentrums fiir die verschiedenen Blick-
winkel ¥ = 1° und ¢4 = 89° unterscheiden sich geringfiigig voneinander (vgl. auch Abb. 34
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links); die zugehorigen austretenden Strahlen durchqueren die Wolke nimlich zu verschie-
den grofien Dichte- und radialen Geschwindigkeits-Intervallen (nahezu) entlang der Polachse
bzw. in der Aquatorebene (fiirr z.B. ¥ = 90°: 1.82 x 10718 > p > 1.99 x 1072° g/cm® und
11.8 > |o;| > 3.3 km/s, sowie fiir ¥ = 0°: 1.82 x 107® > p > 2.31 x 1072 g/cm?® und
12.9 > |vy| > 3.3 km/s, mit jeweils v, = 0 im Zentrum). Dabei ist die Hohe des Maximums
der Intensitéitsverteilung aus Richtung des Zentrums fiir den Blickwinkel ¢ = 45° (s. Bildmit-
te von Abb. 32) nicht mal halb so groff wie das zum Sichtwinkel ¢ = 1°, weil der zugehorige
aus dieser Richtung kommende Strahl einen grofieren Weg durch das (bis zur dufleren Begren-
zung vollstindig mit dem Wolkengas gefiillte) kubische 3D-Gitter in der Diagonalen (und damit
eine groflere Wolkenmaterie) durchschritten hat. Auflerdem erreicht der Betrag der radialen
Geschwindigkeitskomponenten fiir die Strahlrichtung mit ¢ = 45° am letzten inneren Ortsgit-
terpunkt vor und nach dem Wolkenkern nur einen Maximalwert von |v,| = 10.4 km/s.

Die Abbildungen 31 und 32 zeigen die ortsaufgelosten Linienprofile des J = 3 — 2-Ubergangs
fiir die verschiedenen Blickrichtungen auf die axialsymmetrische Wolke. Die Profile aus der Wol-
kenregion fiir einen Sichtwinkel von ¢ = 1° und ¥ = 89° erscheinen insgesamt wieder stark
rot-verschoben und fast symmetrisch zur Linienmitte ohne Selbstabsorption, bis auf Ausnahme
des Profils direkt aus Richtung des Zentrums mit einer schwachen Absorption im rechten Linien-
fliigel des relativ groflen roten Emissionspeaks. Das entsprechende Profil aus dem Zentrum fiir
9 = 45° (in Abb. 32) hingegen, zeigt dort keine Selbstabsorption. Sein Intensititsmaximum hat
nur etwa die halbe Hohe im Vergleich zu den entsprechenden Profilen fiir ¢ = 1° und 9 = 89°,
welche beide fast identisch miteinander sind (vgl. Abb. 34 rechts). Im Gegensatz dazu sind die
Profile der J = 3 — 2-Linie aus der sphérischen Wolke asymmetrisch mit einem gréfleren roten
und kleineren blauen Emissionspeak (mit Ausnahme des Profils aus dem Zentrum), sowie einer
Absorptionssenke (vgl. Abb. 20, und Abb. 11 Mitte links).

Auf den ersten Blick vermutet man wieder durch die fast identischen, in gleichem Abstand
zum Zentrum angeordneten, gegeniiber liegenden Profile, eine sphirisch symmetrische Wolke.
Jedoch sieht man auch hier wieder durch den genaueren Vergleich der kernnahen Profile an den
jeweils symmetrisch links und rechts vom Zentrum, im Abstand von Ay = +1.0 und +0.5 pc,
liegenden Orten die durch die azimutale Wolkengeschwindigkeit verursachte Frequenzverschie-
bung der J = 3 — 2-Linie, in Abb. 35 unten. Auflerdem erkennt man (ebenso wie bei den
ortsaufgelosten Profilen der J = 2—1-Linie), daf im unteren Teil der Abb. 31 die Intensitétsver-
teilungen entlang einer senkrechten Linie durch das Wolkenzentrum, in jeweils gleichem Abstand
fiir r < 2.0 pc oberhalb und unterhalb vom Zentrum, unterschiedliche Maximalh6hen haben.
Dies ist wiederum nur durch den nicht genau senkrechten Blick auf die Polachse (19 = 89°) bzw.
den Pol (¢ = 1°) einer nicht spharisch symmetrischen Wolke mit einer héchstens nur axialsym-
metrischen Geschwindigkeits- und Dichteverteilung erklirbar. Diese Beobachtung kann also im
allgemeinen als ein weiteres Indiz fiir das Vorliegen einer nicht-sphirischen Verteilung dienen.

Die in den Abbildungen 54-59 dargestellten breiteren ortsaufgelosten Profile der J =1 — 0- bis
J = 3 — 2-Linie aus der axialsymmetrischen Wolke mit hoher Turbulenz (v, = 30 km/s), sind
(fiir alle Blickwinkel) im Verhéltnis zu ihrer Linienbreite nur leicht rot-verschoben, fast sym-
metrisch zur Linienmitte, und zeigen keine Selbstabsorptionen. Durch die ortsunabhéingig grofie
Turbulenzgeschwindigkeit, welche selbst sowohl den Maximalbetrag der radialen als auch azimu-
talen Komponente des makroskopischen Geschwindigkeitsfeldes der Wolke (an den kernnahen
innersten Gitterpunkten) bei weitem iibersteigt, und die damit verbundene gréfere Doppler-
breite der Linien, wird die axialsymmetrische Struktur der Wolke aus der Symmetrie der nach
ihrer Position angeordneten Profile aus der Wolke fiir verschiedene Blickwinkel nicht ersichtlich:
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Die Intensitidten der J = 1 — 0- bis J = 3 — 2-Linie aus Richtung des Wolkenzentrums fiir die
verschiedenen Blickwinkel ¢ = 1° und ¥ = 89° sind jeweils identisch (s. Abb. 60 und 61). Dies
liefert also keinen Hinweis auf ein ebenso von der Breite § abhingiges radiales Geschwindig-
keitsfeld vy(r, #) bei der axialsymmetrischen Wolke. Auflerdem sind die Intensitédtsverteilungen
dieser Linien an den jeweils symmetrisch zum Wolkenzentrum liegenden kernnahen Orten aus
der Aquatorebene fiir 9 = 89° in der Abb. 62 selbst fiir y = +0.5 pc praktisch deckungsgleich,
was keinen Hinweis auf die existierende azimutale Geschwindigkeitskomponente der Wolke gibt.
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Abbildung 35: Axialsymmetrische Wolke mit vgup = 6.0 X 10° cm/s: Der Einflufl der Rotation auf das Profil der
J =1 — 0-Linie (oben), J = 2 — 1-Linie (mitte) und J = 3 — 2-Linie (unten), an Orten jeweils symmetrisch zum
Zentrum (fiir konstanten Blickwinkel ¢ = 89° auf die Aquatorebene); links fiir 7 = £0.5pc und rechts fiir » = #1.0pc.
Links ist jeweils die Intensitdt vom Wolkenzentrum zusétzlich zum Vergleich als durchgezogene Kurve dargestellt.
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9 Vergleich der numerischen Beispiele mit Beobachtungen

9.1 Beschreibung beobachteter ortsaufgeloster CS-Linienprofile
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Abbildung 36: Ortsaufgelsste CS-Profile der J = 2 — 1-Linie der GF9-2-Quelle (n. Katalog von Schneider &
Elmegreen 1979) im globularem Filament L1082. Vertikale Achsen: Main beam brightness temperature Ty = —0.5

bis 2K, horizontale Achsen: Geschw. in Sichtrichtung v;s, = —5 bis —1km/s, duflere Boxenmarkierung: Abstand
zum Zentrum in Bogensekunden (H. Wiesemeyer 1997, IRAM 30m).
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Die von Wiesemeyer (1997) beobachteten ortsaufgelosten CS-Linienprofile der GF9-2-Quelle,
in den Abb. 36 und 37, zeigen keine sphéirische Symmetrie zum Wolkenzentrum. Demzufolge
sind komplexere Wolkendichte- und Geschwindigkeitsverteilungen als die einer sphérisch kolla-
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Abbildung 37: Ortsaufgelsste CS-Profile der J = 3 — 2-Linie der GF9-2-Quelle (n. Katalog von Schneider &
Elmegreen 1979) im globularem Filament L1082. Vertikale Achsen: Main beam brightness temperature Ty = —0.5
bis 2K, horizontale Achsen: Geschw. in Sichtrichtung v;s, = —5 bis —1km/s, duflere Boxenmarkierung: Abstand

zum Zentrum in Bogensekunden (H. Wiesemeyer 1997, IRAM 30m).
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bierenden Wolke (1D-Verteilung) anzunehmen, z.B. die einer axialsymmetrischen mit Rotation
(2D-Verteilung). Dabei sind 3D-NLTE-Strahlungstransport-Berechungen notwendig, um diese
beobachteten Linienprofile interpretieren zu kénnen.

Bei einer allgemein axialsymmetrischen Verteilung unter senkrechtem Blick auf die Rotations-
d.h. Polachse (edge on fir 9 = 90°) in Nord-Siid-Richtung (am Himmel), wiirden die ortsauf-
gelosten Linienprofile in den beiden oberen Quadranten (einer vergleichsweisen Aufnahme des
Himelsauschnitts wie in Abb. 36) zumindest symmetrisch zu den Profilen in den jeweils unteren
Quadranten sein, mit der horizontalen Symmetrieachse!® durch das Wolkenzentrum (d.h. der
projezierten Aquatorlinie auf die Himmelssphire). Bei gleichzeitig starker Rotation sind dabei
die Profile oben und unten rechts von der (auf den Himmel projezierten) Polachse durch die
Wolkenmitte nicht symmetrisch zu denjenigen im linken oberen und unteren Quadranten links
davon (und umgekehrt). Bei schrigem Blick auf die Polachse (mit 0 < ¢ < 90°) einer solchen
rotationssymmetrischen Wolke wéren dann keinerlei Symmetrieachsen vorhanden. Nur bei senk-
rechtem Blick auf den Pol (face on fir 9 = 0°) erscheint dann selbst eine axialsymmetrische
Wolke immer als sphirische Verteilung mit einer punktsymmetrischen Anordnung der Profile
zum Wolkenzentrum, d.h. jeder Quadrant ist aulerdem jeweils spiegelsymmetrisch zu den bei-
den angrenzenden gegeniiber liegenden Quadranten in Nord-Siid- und Ost-West-Richtung, mit
den beiden oben erwihnten Symmetrieachsen.

Da die beobachteten CS-Profile der J = 2 — 1- und J = 3 — 2-Linie aus der GF9-2-Quelle
in den Abb. 36 und 37 keine dieser beschriebenen Symmetrien in ihrer 6rtlichen Anordnung
aufweisen, kann es sich nicht um eine sphérische Wolke, sondern héchstens nur um eine Wolke
mit axialsymmetrischer Geschwindigkeits- und Dichteverteilung, d.h. z.B. eine kollabierende

rotierende Wolke, handeln, mit geneigter Rotationsachse (Polachse) auf die man schrig blickt
(mit 0 <9 < 90°).

Sieht man sich ebenso die Form und Orientierung des GF9-2-Wolkenkerns in den NHj-Iso-
Intensitdtskonturen an (s. Beob. v. Fiebig et al., zitiert in Wiesemeyer 1997), vermutet man
auch eine nahezu axialsymmetrische abgeplattete Wolkenverteilung, jedoch mit einer (senkrecht
zur Sichtrichtung projezierten) Rotations- bzw. Symmetrieachse in NW-SO-Richtung, d.h. in
Abb. 36 von oben rechts nach unten links, durch das Wolkenzentrum. Legt man dann eine zwei-
te Symmetrieachse senkrecht dazu durch das Wolkenzentrum (von links oben nach rechts unten)
entlang der Aquatorlinie, erkennt man schon eine héhere Symmetrie der oberhalb dieser zweiten
Achse liegenden ortsaufgelosten Profile zu ihren jeweils unteren Profilen in gleichem Achsen-
abstand, je rechts und links von der schrig liegenden projezierten Pol- d.h. Symmetrieachse;
wie sie fiir den Fall einer axialsymmetrischen Dichte- und Geschwindigkeitsverteilung auftritt
und schon oben beschrieben wurde. Die Profile jeweils links und rechts in gleichem senkrechtem
Abstand zur (schrig orientierten) Polachse sind dann jedoch wegen der (wahrscheinlich starken)
Rotation der Wolke stark asymmetrisch zueinander.

Die optisch dicke J = 2 — 1-'® und J = 3 — 2-Linie aus Richtung des Wolkenkerngebiets von
GF9-2 (mit 7 =~ 10)'%, wo die Sdulendichte am gréfiten ist, zeigt selbstabsorbierte Profile!®mit
zwei Peaks (in Abb. 36 und 37). Dabei werden alle die von Reipurth et al. (1996) klassifizier-
ten Profiltypen I-1V beobachtet, die auflerdem nach Wiesemeyer noch in zwei weitere Zweige
aufgeteilt werden: Jene mit blau- (b) und rot-verschobener (r) Selbstabsorption, wie sie beide in

51t in diesem Abschnitt im allgemeinen von einer Symmetrieachse die Rede, ist dies immer in Bezug auf die
Projektion auf die Himmelssphire gemeint.
nach Wiesemeyer (1997)
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GF9-2 auftreten; bei einer rot-verschobenen Selbstabsorption ist der blaue Peak (jeweils links
in den Abb.), bei einer blau-verschobenen der rote Peak (jeweils rechts), am stirksten.

Typ I-Pofile sind hierbei symmetrisch und nur schwach (wenn iiberhaupt) von einer Selbstab-
sorption beeinflufit.

Typ 1I-Profile haben zwei Peaks mit einem Sekundéir-zu-Primérpeak-Verhiltnis'” von > 0.5
(durch ein schmales Absorptionsfeature verursacht durch (z.B.) das schwicher angeregte (fast)
ruhende Gas im Wolkenbereich vor dem Kern in Sichtrichtung zum Beobachter).

Typ III-Profile zeigen ein Sekundér-zu-Primérpeak-Verhéltnis von < 0.5, verursacht durch eine
stiarkere (Selbst-) Absorptionsbreite als beim Typ II.

Typ IV-Profile haben keinen Sekundérpeak, verursacht durch eine Absorption, die den gesamten
(betroffenen) Emissionslinien-Fliigel verdeckt.

Die Profile der J = 2—1- und J = 3—2-Linie aus dem Wolkenzentrum von GF9-2 (in den Abb. 36
und 37, in der Mitte) sind dann vom Typ III(r) mit einer rot-verschobenen Selbstabsorption,
d.h. einem stéirkeren blauen und einem (< 0.5)-mal schwiicheren roten Peak. Die Asymmetrie
der CS(2-1)-Linienprofile dndert sich dann quer durch die Quelle zu allen iibrigen Positionen:
Zum einen werden die Spektren zu grofleren Entfernungen vom Wolkenzentrum (senkrecht zur
Blickrichtung) zunehmend symmetrischer (iiber den Typ IT hin zum Typ I oder Typ IV) un-
ter gleichzeitiger Abnahme des Intensitdtsmaximums, gegeniiber dem Profil aus Richtung des
Zentrums. Zum andern haben die Spektren aus dem nordostlichen Quadranten (in Abb. 36
links oben) stirkere rote Peaks (verursacht durch eine blau-verschobene Selbstabsorption oder
durch eine erhéhte Siulendichte bei positiven “Line-of-sight“-Gechwindigkeiten), was beides ei-
ner nicht-sphérischen Symmetrie der Wolke'® zugeschrieben wird. Die CS(3-2)-Linienprofile (in
Abb. 37) sind den CS(2-1)-Profilen vergleichsweise sehr dhnlich, wobei die Anregung des J = 3-
Niveaus auf einen kompakteren Wolkenkernbereich beschriankt ist, als die des J = 2-Niveaus (s.
Achsenbeschriftung).

9.2 Vergleich mit den theoretischen Linienprofilen

Selbst die (mit der 1D- und 3D-NLTE-Strahlungstransport-Methode) berechneten CS(2-1)-
Linienprofile aus unserem nur sphdrischen kollabierenden Molekiilwolken-Beispiel ohne Rota-
tion, durchlaufen simtliche verschiedene, ebenfalls beim Wolkenkerngebiet GF9-2 beobachteten
und beschriebenen Typen IV-I (von innen nach auflen), fiir unterschiedliche Entfernungen p
vom Wolkenzentrum, wobei neben der vorwiegend blau-verschobenen ebenso gleichzeitig die
rot-verschobene Selbstabsorption auftritt (vgl. Abb. 19, bzw. Abb. 10 und 11 jew. oben rechts,
sowie vor allem Abb. 14 und 15): Das (mit dem 3D-Modell) berechnete Typ IV(r)-Profil der
J = 2—1-Linie aus dem Wolkenzentrum hat einen ausgeprigten blauen Emissionspeak, wihrend
der rote Linienfliigel (Peak) durch eine rot-verschobene Selbstabsorption stark unterdriickt ist.
In groferer Entfernung vom Zentrum (ab p > 0.5 pc) fiir Sichtlinien, die den Wolkenkern nicht
mehr durchqueren, zeigen dann die mit dem 3D-Modell ermittelten Profile durchweg (wenn iiber-
haupt) eine blau-verschobene Selbstabsorption (mit Ausnahme der Typ IT-I(r)-Profile aus dem
1D-Modell mit einer schwachen rot-verschobenen Selbstabsorption im Bereich 3.5 < p < 5.0 pc,
s. Abb. 15), d.h. einen grofieren roten Peak. Dabei werden die Profile mit wachsender Entfernung

YDer Primiirpeak ist dabei der grofere von beiden.
8nach Wiesemeyer (1997)
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vom Zentrum (genau wie bei der beobachteten J = 2 — 1-Linie aus GF9-2) zunehmend sym-
metrischer bei abnehmender Selbstabsorption (und gleichzeitiger Abschwichung der Intensitit),
d.h. erreichen schliefflich den Typ I (fiir p > 4.5 pc), nachdem sie den Typ ITI(b) — im radialen
Wolkenbereich 0.5 < p < 1.5 pc — und Typ II(b) (bzw. auch Typ II(r) nach dem 1D-Modell) -
im Entfernungsbereich 2.0 < p < 4.0 pc — durchlaufen haben.

Die theoretischen CS(3-2)-Linienprofile aus der sphdrischen Wolke sind den theoretischen CS(2-
1)-Profilen (wie bei der beobachteten Wolke) wieder sehr dhnlich (vgl. Abb. 20, bzw. Abb. 10
und 11 jew. Mitte links, sowie Abb. 16 und 17): Die Profile erscheinen wieder asymmetrisch (im
inneren Wolkenbereich) mit einem gréfleren roten und kleineren blauen Emissionspeak, d.h. einer
blau-verschobenen Selbstabsorption, mit Ausnahme des Typ IV(r)-Profils (aus dem 3D-Modell)
aus dem Zentrum mit einem groflen blauen Peak ohne Sekundirpeak, d.h. einem selbstabsor-
bierten roten Linienfliigel der zugrunde liegenden Emissionslinie. Die Asymmetrie der Profile der
J = 3 — 2-Linie dndert sich auch hier dann wieder mit wachsender Entfernung p vom Wolken-
zentrum iiber den Profiltyp III(b) und II(b) bis p = 2.0 pc, hin zum symmetrischen Profiltyp
I ohne Selbstabsorption (schneller als bei der theoretischen J = 2 — 1-Linie) ab p > 3.0 pc im
dufleren Wolkenbereich.

Die berechneten Profile der J = 2 — 1- und J = 3 — 2-Linie aus der sphérischen Wolke mit
iiberhohter Turbulenz (vgl. Abb. 41 bzw. 42, und Abb. 50, 51, bzw. Abb. 52 und 53 im Anhang
D.1) sind nahe der Kernregion vergleichsweise schwicher asymmetrisch mit durchweg einem nur
angedeuteten, etwas grofleren roten Peak und einer schwachen blau-verschobenen Selbstabsorp-
tion (Typ II(b)-Profile), und werden schlieBlich frither als bei der Wolke mit niedriger Turbulenz
symmetrisch (spatestens schon ab einer Entfernung von p > 2.0 pc vom Wolkenzentrum), d.h.
zu Typ I-Profilen. Nur die (mit der 3D-Strahlungstransport-Methode bestimmten) Profile dieser
Linien aus dem Wolkenkern (fiir p = 0) zeigen eine rot¢-verschobene Selbstabsorption mit einem
grofleren blauen Primérpeak — wie beim anderen sphirischen Wolkenbeispiel — sind aber hier
dagegen nicht so stark asymmetrisch und vom Typ II: Es werden also, mit zunehmender Entfer-
nung p vom Wolkenzentrum, nicht mehr alle Profiltypen I-IV durchlaufen, jedoch treten auch
hier wieder blau- und rot-verschobene Selbstabsorptionen in derselben Wolke nebeneinander auf.

Die theoretischen Selbstabsorptionsprofile der CS(2-1)-Linie aus dem axialsymmetrischen kolla-
bierenden und rotierenden Wolkenbeispiel mit vgyp = 6.0 x 10° cm/s (vgl. Abb. 29 und 30 in
Abschn. 8.2) wechseln wiederum — wie die beobachteten Spektren aus GF9-2 und die entspre-
chenden zuvor beschriebenen theoretischen Linien aus der sphéirischen Wolke ohne Rotation —
ihre Symmetrie ausgehend vom Wolkenzentrum und dem asymmetrischen Typ IV (b)!? iiber den
Profiltyp ITI(b) und II(b) hin zum symmetrischen Typ I ohne Selbstabsorption, mit zunehmen-
der Entfernung von der Wolkenmitte (wie bei der Beobachtung). Neben der blau-verschobenen
Selbstabsorption, treten also nicht gleichzeitig auch rot-verschobene Selbstabsorptionen auf, wie
bei der beobachteten Wolke oder der theoretischen sphérischen Wolke, sondern der Primérpeak
der J = 2 — 1-Linie ist allenorts iiberall rot-verschoben.

Die in jeweils gleicher Entfernung r zum Wolkenzentrum gegeniiber liegenden, berechneten orts-
aufgelosten Profile fiir 9 = 89° (in Abb. 29 unten), die nahezu identisch sind, lassen eine fast
sphérische Geschwindigkeits- und Dichteverteilung der eigentlich axialsymmetrischen Modell-
wolke vermuten. Erst unterhalb einer Entfernung von r < 1 pc¢ erkennt man einen schwachen

19 .. d.h. mit einem ausgeprigten roten Emissionspeak ohne Sekundirpeak, welcher letzteres durch eine blau-
verschobene Selbstabsorption unterdriickt ist, im Gegensatz zum sphéirischen 3D-Wolkenmodell und zum beob-
achteten Wolkenkern, wo das Intensitdtsmaximum blau-verschoben ist.
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Einfufl der azimutalen Wolkengeschwindigkeit auf die kernnahen Profile, an Orten jeweils sym-
metrisch zum Wolkenzentrum entlang der Aquatorlinie (vgl. Abb. 35). Nur entlang der Polachse
haben die oberhalb und unterhalb des Wolkenzentrums jeweils in gleicher Entfernung gegeniiber
liegenden Profile leicht unterschiedliche Intensititsmaxima, was sich durch den nicht exakt senk-
rechten Blick (9 = 89°) auf die Polachse einer nicht kugelsymmetrischen Wolke erkldren 148t;
denn selbst fiir eine axialsymmetrische Wolke miiflten fiir 99 = 90° auch diese Linienprofile iden-
tisch sein. Diese beiden, theoretisch beschriebenen Effekte auf die ortsabhéngige Symmetrie der
CS(2-1)-Linienprofilformen zum Wolkenzentrum entlang der Polachse bzw. des Aquators, las-
sen sich auch bei der GF9-2-Quelle in Abb. 36 in viel stirkerem Mafle beobachten, wenn man
die (senkrecht zur Sichtrichtung projezierte) Polachse in NW-SO-Richtung, bzw. den Aquator
in senkrechter Richtung dazu, durch das Wolkenzentrum legt (was in der Abb. 36 gerade den
Bilddiagonalen entspricht; s. obige Argumentation zu Beginn dieses Abschnitts zur Beschrei-
bung der beobachteten CS(2-1)-Linienprofile), und eine axialsymmetrische Verteilung annimmt.
Dann wiirde man (der Abb. 36 zufolge) schrig auf die zum Beobachter gekippte Polachse (mit
0 <9 < 90°) des stark rotierenden Molekiilwolkenkerns GF9-2 blicken.

Im Gegensatz zu den (theoretischen und beobachteten) asymmetrischen Profilen der CS(2-1)-
Linie sind die berechneten Linienprofile des J = 3 — 2-Ubergangs aus der axialsymmetrischen
Wolke fast alle symmetrisch (d.h. vom Typ I) ohne Selbstabsorption, bis auf Ausnahme des
Profils aus Richtung des Zentrums (fiir ¥ = 1° und 89°) mit einer schwachen blau-verschobenen
Selbstabsorption im rechten Linienfliigel. Vergleiche dazu auch die ausfiihrliche Diskussion der
theoretischen ortsaufgelosten CS-Linienprofile aus dem axialsymmetrischen Wolkenbeispiel in
Abschnitt 8.2.3.
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A 1D-Strahlungstransport im sphérisch bewegten Fall

A.1 Eine weitere Herleitung der implementierbaren Niherungsformel fiir die
spezifische Intensitét

Integrationsrichtung entlang einwirts gerichteter Strahlen mit py <0

In der Arbeit von Baschek et al. (1997) werden die exakten analytischen Losungen der zeit-
unabhéngigen Strahlungstransportgleichung sowohl fiir differentiell bewegte planparallele als
auch sphérische Konfigurationen angegeben. Es wird davon ausgegangen, dafy die Quellfunktion
gegeben sei. Hiernach ist die invariante spezifische Intensitit in sphirisch bewegten Medien am
Radius r, in Strahlrichtung mit dem Richtungscosinus pg, zur Wellenléinge )y gegeben durch

_fR Ao Xo (9 (r',110,20)) r' dr'
r g (' 1o,\0) V2 =12 h2 (r' o)

f(rau()a >‘O) = f(Rnu(I)zaA[}]z) "€
7! )‘0 X0 (T”ag (,’leﬂo aAO)) r' dr"

R — "
i / o fr g (r'"uo,No) \/r”2 —r2h2 (' o)
r

Qoo (r',g (', pro; Mo)) r'dr!

g (', 110, Ao) \/7.12 2R (1, o) (127)
mit \/—2
_ _Vizm
h0) = e ) (128)
g(TalLUaAO) :’)’(1-[-/.1,0/3) )\0, (129)

AuBerdem gilt nach Definition 7 := A5 7 bzw. 7 (Ag) = Ajn0 (M), sowie nach der Energieglei-
chung (n, dv < Ny d)

m(A) = —mn (v),
so daB sich insgesamt
4
- c
Mo (7, o, Ao) = 3 (7, o, 10) (130)
0

ergibt. Die Emissivitét 148t sich auch mit Hilfe der Quellfunktion S ausdriicken zu

1o (TafJ’UaVO) = X0 (’I",/J,(),I/[])S(’I“). (131)
Desweiteren gilt nach Definition
4
- c
IO ()\0) = ﬁ IO (1/0) . (132)
0

Da nun laut Definition ebenso I = Iy ist, gilt die Gl (127) auch fiir Io(r, g, Ao). Wenn man
also die Beziehungen (128) — (132) verwendet, folgt aus Gl. (127) fiir die Intensitit Iy(vp) im
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mitbewegten System

R
_/ X0 (11,9 (1", 10, 10)) 50y \/ ——dr
r P12 _p2 —_ o ;
Iy (rypo,v0) = Io (R,pd ) e 72 (1+p0B ()2
rl
_/ X0 (T”,g (7“’,, 140, VU))’Y(H-Méﬁ ) r - dr"
R T pr2_go__ Lopp
+ / e \/ v2 (14u0B (r'))?
r
X0 (1,9 (1 10, 1)) - S () - ——— r ar
R v (14 poB (') \/7,/2 2 1-ng
72 (1+pof (r'))?
Aus praktischen Griinden definieren wir nun die Funktion
1 !
fr'p) = , (133)
YL+ po(r)B(r') [fpe p?
vb“ P (0 (B ()P

und entwickeln diese nach 3 bis zur ersten Ordnung

’f’, 7,/3

f(r'p) = i \/mg wo(r') B(r') + O (%) (134)

= fi(r',p) + fa (', p) po(r) B (") + O (5?)

mit
p? (r,0) = (1 — pa(r))r? = konstant (fiir v < ¢).

Bei Unterteilung der sphérischen Wolke in Kugelschalen mit den Radien R > ... > rgp > rg1q >
.>ry,undry =R, ro=r1 —Ary,r3 =19 —Are, ..., Ty ..., TN,, (Wobel Ary > 0), ist
danach die Intensitdtsinderung nach Durchgang des Schalenintervalls von ry nach ryy1 (d.h.
fiir po <0 und R > 1 > rp1q > p) gegeben durch

Sk ()Xo, (7o (r'),v0)-dr’

Io,, (Tk41:0s 0 (Tet1),v0) = Loy, (T, Py pro(Ti), v0) - € “Tk41
Tk
s [0 50w o ()an) S ()
T=Tk4+1

e Sir 1 'p)x0p, (oo (r')vo)-dr’

~dr. (135)

Mit Hilfe der DefinitionZ?
dt = —F (r) - X0 (r) - dr.

folgt fiir den ersten Exponenten in Gl. (135) mittels einer Substitution

Tk t(rk41)
/ fr)-xo(r) dr= / dt =t (rg41) —t(re) =: AT (T, k41,0, v0) >0,
P=Tg41 t=t (ry)
20Es werden im folgenden zur besseren Ubersicht in den Zwischenschritten zur Herleitung der Intensititsformeln
nicht immer alle Funktionsvariablen von f, xo und S explizit angegeben. Es gelten die gleichen Funktions- und
GroBendefinitionen wie in Abschn. 4.
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und fiir den zweiten Summanden

"k —qr " xo (r')-dr! t(Tht1) ot regn)
[ 10 e (O g [ sy R
T t

=Tk+1

Eine weitere Substitu- 0 ,
tion t' ==t (rpq) —t¢ = —/ S(t)-e™" -dtf
mit dt’ = - dt liefert . .. b=t (res1) =t (re)

AT

= Sy-e " dt
0

= AQlu(rka Tk+1,D, VU) .

Der allgemein giiltige Ausdruck fiir die Intensitdtsinderung nach Durchgang durch das Scha-
lenintervall von r; nach ry, 1, welcher noch keine Ndherungen enthilt, lautet dann

Io,, (k41505 t0(Th41)s0) = Toy, (T Py 100 (7k), 0) - e~ AT (T, Th41, 25 10)
(136)
+AQlu(Tk7'rk+17p7 VU)

mit der Definition von

ATy, ,
AQZU(TIH Tk4+1, Py VO) = / S (tla Ulu) . e_t . dt, . (137)
0

Unter der Annahme (1), daf8 die Funktion S (¢) e~ stiickweise (d.h. schalenweise) linear sei,
liefert die Auswertung des Integrals Gl. (137), mittels der Trapezregel, den gendherten Ausdruck
fiir

AT
AQuu(rk, k1,05 v0) R - (S(t' = Ar)e ™7 + S(t' = 0))
1
= 5 AT (ks 2 v0) (S(riyvi) €37 4 S(rier i) - (138)

Nun bleibt nur noch die Berechnung von

ATlu(’rkark—l—lapa VU) = / ' f (Tap) : )A(Olu (Ir) - Dy (g (T, /J,U(’I“),:EU(I/U))) ~dr
T=Tk4+1

mit p = konstant.

Mit der

Annahme (2a) daf§ die Produktfunktion j- 3 zwischen den Kugelschalen als stickweise linear
angesehen werden kann, d.h.

(0B = po(re) - B(rk) _Al‘(;(rk—l—l) Bresr) konst,

wobei Ar =ry — gy und R > 1 > riy1 > p, und der
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Annahme (2b) daf nur nichtrelativistische Geschwindigkeiten betrachtet werden (v < c), so
daB alle héheren Restglieder O (3?) in der Reihenentwicklung (134) der Funktion f (8 (r'))

vernachlissigt werden kénnen

f (' ppo(r’), B (") = - 5 to(r') B(r')

sowie der

Annahme (3): xo (r) sei ebenfalls schalenweise linear, d.h.

= X0 (Tk) — X0 (Tk+1) _ Xo (%) @(rx) — Xo (Tk41) ®(rr41) — konst,
Tk — Thtl Ar

kann nun das Integral AT ausgewertet werden.
Eine partielle Integration liefert dann

ar=[" tm e dr = PO, - [ PO 0

Th+1

~ PO 0O, —xo [ F)-dr

Tk+1

%

F(rg) - xo (re) — F (Tk+1) - X0 (Tk+1)

+X0 (Tk+1)2— Xo (Tr) (F (ri) + F (re41)) (139)

wobei beim letzten Integral zunédchst die Annahme (3) und dann die Trapezregel angewendet
wurde, und F die Stammfunktion

mm:/fmwzmm+/bmmvwmm (140)

darstellt, worin
Fi(r) = / fi(r)ydr =+/1%2 —p?, (141)
und im folgenden

(142)

sel.

Das Integral in Gl. (140), fiir die Integrationsgrenzen von 7, nach ri, kann wiederum auf die
gleiche Weise durch partielle Integration aufgelost werden,

r

khmmeMMrz[&mwwwmmmm—mwxkaMdr

~  Fo(r) (po(re)B(re)) — Fa(re+1) (o(rk+1) B(rk+1))

Mo(TkH)ﬁ(THl; S (Bo(rk) + Fo(rye41)) (143)

_l’_
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wobei beim letzten Integral zunéichst die Annahme (2a) und dann die Trapezregel angewendet
wurde. Insgesamt erhélt man also fiir die Funktion F(r), zur Berechnung von Ar,

10(r%) B(r) + po (1) B(r41) (

F(r) ~ Fi(r) + 5

Fy(ry) — Fa(rg41)) = Fi(r) + konst.

Dieser Ausdruck fiir die beiden Schalenradien r; und ri4q in Gl (139) eingesetzt (unter Ver-
wendung von Gl. (141)), ergibt schliefflich folgende einfache Niherung fiir die optische Tiefe

Xo0(Tk, ¥0) + Xo(Tk+1, Y0
AT%<\/Ti—p2—\/T;3+1—p2> {7k 20) 5 Uit vo) | (144)

mit der Abkiirzung

xo(7, 10) == Xo(r, o(r), B(r), v0) = Xo,, (1) Pru (g (7, po(r), B(r), z0(10))) -

A.2 Berechnung der gemittelten Intensitit .J;, (1)

SchlieBlich wird das Doppelintegral der bendtigten gemittelten Intensitit mittels der GauB-
Formel numerisch berechnet, was beliebig genau durch eine entsprechend hohe Diskretisierung
des Winkel- und Frequenzraums erreicht werden kann.

In planaren und sphérischen Konfigurationen gilt (s. Mihalas 1978)

_ 1 VYmazx +1
Tu =5 [ [ @0 o) duo . (145
Vmin Ho=—

Mit der Beziehung
o)y dvo = (Io)z dzo

sowie mit Hilfe der Transformation des Linien-Profils von @, () nach ®,(z(), welche sich aus
der Normierungsbedingung fiir ®,

D, (1) dvg = Py(z0) day

ergibt, das heif}t

B (1) = D(zo) 00 = & L g(ay) ) (146)

dvy Vij Uturd

mit der Ableitung von Gl. (26) nach der Frequenz

d:l?g 1

dvy  Avp’

kann das Integral iiber die Frequenzen 1y durch eine Substitution in ein Integral iiber zg
iiberfiithrt werden

7 le 1 e T dpo d 147
r)=5— —-7 x Ty o, T To| -
lu (1) 3 v s () /Imm (o) /1 0 (7, po, o) dpo do (147)
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Darin 148t sich nun die Winkelintegration iiber die Gaufische Formel (s. Abramowitz & Stegun
1972)

1 Nm
/ hiy)dy = sz(y)
o
= Z W™ {h (yi) + b (~yi)} + B (148)

(worin bei dieser Darstellung schon ausgenutzt wurde, dafl die Gewichte w; und die zugehérigen
Abszissenwerte y; symmetrisch zur Mitte des Integrationsbereichs liegen, und es tatséchlich nur
Ny, /2 verschiedene Werte von beiden gibt) als Summe

+1 N /2
/ Io (r, po, o) dao =y w ™ {Iy (v, o, w0) + Io (r, — o, 7o) } (149)
-1 i=1
schreiben, wobei die Abszissen- d.h. die diskreten Winkelwerte po, = cos#; und zugehorigen
(£10)

Gewichte w; zur Integralauswertung als Tabellenwerte gegeben sind, und der jeweils i-ten
Nullstelle z9, des Legrendre-Polynoms P, (110) entsprechen bzw. dem Gewichtungsfaktor

o EH0) _ 2
O e A T (150)

Ebenso 148t sich eine Diskretisierung des Frequenz- bzw. zg-Raumes ausfithren und das Integral
iiber o in Gl (147) darstellen als

Tmazx Nn/2
/ ® (z0) Io (7, pro, wo) dzo = Z W; (&) {Io (r, o, mo;) + Io (v, pro, —0,) } - (151)

Tmazx

In der Praxis hat es sich bewahrt, fiir die Integrationsgrenzen in Gl. (151) den Betrag z,;q, = 3.5
zu wihlen, was einem vy, = vy, — 3.5 - Avp bzaw. Vpner = Vi + 3.5 - Avp entspricht.

Zur numerischen Berechnung des Integrals (151)

Die allgemeine Gauflsche Formel fiir beliebige Integrationsgrenzen a und b lautet (s. Abramowitz

& Stegun 1972)
b
/e
a

mit dem Restglied R, und den Absmssenwerten

= (550w (”;’“) , (153)

wobei y; wiederum der i-ten Nullstelle des Legendre-Polynoms P, (y) entspricht, und der zum
Abzissenwert gehdrende Gewichtsfaktor identisch mit dem zum Wert y; ist, wie er zur Berech-
nung des Integrals (148) mit den Grenzen von —1 bis +1 benétigt wird, d.h.
(2) — () 2
w, =w;” = , (154)
' =y (P ()
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welcher zusammen mit den Nullstellen y; in numerischen Tabellen (s. z.B. Abramowitz & Stegun
1972) zu finden ist.

Fiir beliebige und symmetrisch zu z = 0 liegende Integrationsgrenzen a = —b und +b, vereinfacht
sich Gl. (152), und man erhilt (unter Ausnutzung, dafi dann w (+2;) = w (—z;) ist)

/bh(z)dz = wa (zi) + Rn

—b
n/2
= wa {h(z)+h(=2z)}+ R,

n/2
= by wF) {h(b-yi) +h(=b-y))} + R, (155)
i=1
mit N N
a=b il wd o= (o] (156)

Der Normierungsfaktor C' in der Gauf}-Funktion C' - e~ fiir das Absorptionsprofil ® (z() 148t
sich dann aus der Bedingung
+ZTmaz
/ P (xo) dl‘g ; 1
—ZTmazx

bestimmen, wobei hier das Integral iiber zy auf der linken Seite der Definitionsgleichung fiir die
Funktion h (zg) = C - e~ mit Hilfe der Beziehung (155) berechnet wird, d.h.

+Tmaz 5 (ix ) 7( . )2 !
/ C-e_deﬂvO%xmmCij 0 {2'6 Tmaw L0, }il,
—ZTmazx j=1
und damit fiir den Faktor
1
C = Noj2 (157)

Z (£mo) (z -
2xmax . 'LU 0 max 0 )

folgt; die zp;’s und deren Gewichte w](.ixo)
wgiyi) in den Beziehungen (156) fiir eine n-Punkt Gau-Niherung und ein zum Linienzentrum

(bei zp = 0) symmetrisches Integrationsintervall.

entsprechen dabei den (tabellierten) Werten g; und

Somit kann das Integral (151) iiber die Frequenz-Verschiebung zy von —y,4p bis Zime, ausge-
wertet werden, indem die Gaufl-Formel (155) jetzt auf die Funktion

h (:L'U) =& (Io) . I(IU)

angewendet wird, so daf} sich

Tmazx
/ ® (wo) Io (7, po, o) dzo

Tmazx
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Ny /2

+
Tmaz * Z w](' w0) {® (Tmaz - «770]-) Ty (Zmaz - «770]-) + @ (—Zmaz - ij) Iy (—Tmaz - ij)}
=1

Q

Nn /2
z Z i
_ mazx 20) —(Tmaz- To; {IO xmaz IO ) + [0 ( Tmaz * 5170)}
2 Nn/2 (iIO) Imam IO 7
Tmaz * Zj:l w; j=1

Nn/2

- Zwi%{ )+ Io (=) }

ergibt, mit den neu definierten Gewichtsfaktoren

/2
)6

(izo
]
Nn/2
Z e

wobei dann der Abszissenwert m{)]_, mit der j-ten Nullstelle zp, des Legendre-Polynoms P, (z),
in folgender Beziehung

(£xp) L
Wj 0=

; (158)

xf)j = Tmag T0; (159)

steht und fiir die Gewichte

(£20) — o _ 2
W = wy (iij) = (1- :E%J) [P7IL ($0j)] (160)

gilt.

Somit sind die zu einer beliebig genauen Auswertung des Integrals (147) fiir die gemittelte
Linien-Intensitdt des Ubergangs | — u notwendigen Frequenz-Verschiebungen zp;, und Winkel
to,, sowie deren Gewichte w; und w;, alle bekannt bzw. berechenbar.

Setzt man nun die Niherungen (149) und (151) in die Gleichung (147) fiir die gemittelte Inten-
sitit Jy, ein, so folgt
Nyn /2

— 1 ¢ 1 Tmazx (£u0)
J(r) = z— / ® (9 w; " { Iy (r, po,, T0) + Io (v, — 20,5 To dzo
u( ) 2 Vl'u, vturb (7“) i ( ) Zz_; ) { ( ) ( )}
1 c 1 Nm/2 Tmaz
- - < (£n0) ) I . Ty (7, — o, d
2 v oo (1) ; w, /xmm (zo) {1o (7, pro;,m0) + Lo (7, —pi0;,w0) } do
N /2

1 Tmazx

1
Y i Z w’giMO) { / P (xo) IO (’I", MOiaa:O) de
1=1
+

2 Viu Vturb (r) —ZTmazx

[ @ ) 1o () oo

—Tmaz
. ] Nm /2 Nn /2
c (£po) (£z5) { !
- - __ w: . W IO T, 01,17 + Ip (7, 0;s — o, }
2 Viu Vturb (’f’) ; ! { Z 8 Y ) ( 8 0])

Nn /2

+x!
+3 Wj( o) {Io (r, —po;, 75,) + To (r, _“Ui’_xf’j)}}
7=1
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und schlielich (in Abhéngigkeit der diskret gewihlten Kugelschalradien ri) die gemittelte In-
tensitdt am Ort r)

N /2 Nn/2
_ 1 ¢ ud) x
iz (TZ) - 2 Z Z ﬁn ’ qui ° {Iolu (Tkvﬂg) )7$0n) + 1o, (Tknu(() )v ,n)
Vi, Uturb m—1 n—1
+1o,, (Tk, —M(()T,z,fon) + Iy, (,rk;a —uénz, —»Ton)}

(161)

B Nicht-sphirische strahlungsgetriebene Sternwinde

B.1 Beobachtung von Sternwinden

Der Massenverlust von leuchtkriftigen heiflen Sternen durch Sternwinde, welche zuerst durch
UV-Satelliten durch ihre starken P Cygni-Profile entdeckt wurden, hat bedeutende Folgen fiir
die Entwicklung massiver Sterne. Die Winde dieser Sterne sind eine wichtige Quelle chemisch
angereicherten Materials fiir das interstellare Medium (s. z.B. Reviews, Wolf et al. 1999).

Analysen der Linienprofile und der Infrarotstrahlung implizieren enorme Massenverlust-Raten
M von 10~% bis 1075 M, /Jahr bei O-Sternen, und wahrscheinlich bis zu 104 M /Jahr bei
Wolf-Rayet-Sternen (vgl. Abbott et al. 1980 und 1981; Garmany et al. 1981). Diese Beobach-
tungen deuten auf transsonische Winde hin mit Flufigeschwindigkeiten, die von beinahe Null
an der stellaren Photosphire bis auf hohe Uberschallwerte, innerhalb eines Sternradius von der
Oberfliche entfernt, ansteigen. Bei O-Sternen sind die beobachteten Grenzgeschwindigkeiten ty-
pischerweise dreimal so grof} wie die Entweichgeschwindigkeit, was etwa 1000 bis 1500 km/s fiir
einen Hauptreihen-O-Stern entspricht.

In den letzten Jahren sind betrichtliche Fortschritte, sowohl in der theoretischen Modellierung
als auch in der quantitativen Spektroskopie strahlungsgetriebener Winde von heiflen Sternen,
gemacht worden, die eine neue Sicht der Eigenschaften heifler Sternwinde enthiillt hat. Jedoch
haben spektroskopische Zeitaufnahmen von UV-Satelliten und vom Erdboden aus (in den ent-
sprechenden Wellenléingen) gezeigt, dafl die zeitliche Variabilitit eine allgemeine Charakteristik
von Winden leuchtkréftiger heifer Sterne ist. Rotation und Pulsation konnte wahrscheinlich ei-
ne wichtige Rolle in der Verursachung dieser Variabilitit spielen. Bislang wurden viele Beweise
erbracht, daf diese Winde h&ufig nicht-sphérisch sind. In einigen Fillen kénnen die asymmetri-
schen Ausfliisse direkt beobachtet werden (z.B. mit dem HST).

So machen es diese neuen Ergebnisse wiinschenswert, die Windmodelle heifler Sterne fiir ein
besseres physikalisches Verstdndnis des Vorganges dieser Wind-Variabilititen und Aspherizititen
weiter zu entwickeln.

B.2 Bisherige Arbeiten zur Theorie von Sternwinden

Die beobachteten Grenz-Windgeschwindigkeiten von O-Sternen konnen nicht durch das thermi-
sche Windmodell (Lucy & Solomon 1970) beschrieben werden. Die wahrscheinlichste Methode
mit welcher der Materieflul erklirt werden kann ist, dal dieser durch einen Impulsiibertrag
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auf das Gas von den intensiven Strahlungsfeldern dieser extrem hellen Sterne angetrieben wird,
besonders durch die Strahlungskraft, welche auf starke Spektrallinien ausgeiibt wird. Weil die
Strahlungskraft von der Kontinuumsopazitéit allein die Schwerkraft nicht iibersteigt, kann das
Kontinuum selbst einen transsonischen Wind nicht antreiben.

Daf} die Winde dieser Sterne vom Strahlungsdruck beherrscht werden, wurde schon durch das
liniengetriebene Modell von Castor, Abbott and Klein (1975, hiernach CAK) vorgeschlagen,
welches die beobachteten Massenverlustraten und Grenzgeschwindigkeiten vorhergesagt hat.
Auflerdem {ibersteigt die berechnete Linienkraft die Schwerkraft fiir eine grofie Vielzahl pas-
sender Bedingungen fiir die Hiillen frither (Typ-) Sterne (Lucy & Solomon 1970; CAK).

Wegen dieser wichtigen Bedeutung des Strahlungsdrucks beim Antrieb dieser Winde und der
Notwendigkeit eines weiteren Vergleichs mit der Beobachtung, ist daher die Entwicklung einer
detaillierteren und physikalisch konsisitenten Theorie angemessen.

Ein allgemeines Merkmal aller supersonischen Fliisse sind kritische Punkte. CAK haben gezeigt,
daf} die Losung der Bewegungsgleichung im sphérisch symmetrischen Fall, d.h. die Windge-
schwindigkeit v(r), einen kritischen Punkt hat, der durch drei Singularititsbedingungen definiert
ist. Sie entwickelten analytische Ausdriicke fiir die kritische Punkt-Grofien, Geschwindigkeit v,
Ableitung (r? v dv/dr)., und eine Niherung fiir den kritischen Radius 7., wobei sie ein Potenz-
gesetz, gr) o (r?vdv/dr)® (mit o =konst), fiir die Linienbeschleunigung angenommen haben,
um die erwiinschte kritische und transsonische Windl6sung zu finden. Ausgehend von diesen
exakten Ausdriicken fiir die kritischen Punkt-Gréfien, waren sie dann in der Lage eine analyti-
sche Niherung fiir das Geschwindigkeitsgesetz in der Uberschallregion des Windes anzugeben,
indem sie den Radius bei welchem die Geschwindigkeit verschwindet als den Schall- (Sonic-) Ra-
dius rg gewihlt haben (welcher letzterer nahe beim photosphérischen Radius liegt). Um jedoch
schlieBflich die vollstindige und prizise Windl6sung zu finden, war noch eine numerische Ite-
ration notwendig, in welcher man die nichtlineare Differentialgleichung fiir die Geschwindigkeit
numerisch, in jede Richtung vom kritischen Punkt ausgehend, integrieren mufite; wobei die cha-
rakterisierenden Groflen des kritischen Radius durch eine Abschitzung von 7. gegeben sind. Nach
der Integration konnte man dann iiberpriifen, ob der photosphérische Radius den gewiinschten
Wert hat; wenn nicht, konnte 7. entsprechend angepafit und der Prozess wiederholt werden.

Die fritheren Windmodelle von einem rotierenden Stern sind meistens eindimensionale Modelle
des dquatorialen Flusses (gegen den polaren Fluf}) gewesen, obwohl schon eine zweidimensionale
numerische Berechnung von Poe (1987) durchgefithrt wurde.

Das eindimensionale Modell von Friend & Abbott (1986, hiernach FA) untersuchte den Einfluf}
der Sternrotation auf die Hydrodynamik eines Sternwindes und 16ste die (Fluid-) Bewegungsglei-
chungen numerisch in der A quatorebene unter Einschluff der Zentrifugalkriifte und Verwendung
der CAK-Form fiir die Strahlungskrifte (korrigiert fiir die finite Winkelausdehnung einer stella-
ren Scheibe).

Bjorkman & Cassinelli (1993, hiernach BC) gaben eine analytische Niherung fiir die axialsym-
metrische, zweidimensionale, supersonische Losung (d.h. fiir das Geschwindigkeitsfeld und die
Dichteverteilung) eines rotierenden strahlungsgetriebenen Windes an, welche aus dem eindimen-
sionalen FA-Modell fiir den dquatorialen Flul gewonnen wurde. Um die Stromlinienbahnen zu
finden, rotierten sie einfach die 1D-Lésung von FA (fiir die Aquatorebene) hoch bis zur Anfangs-
breite 6y der Stromlinie auf der Sternoberfliche und ersetzten die dquatoriale Rotationsgeschwin-
digkeit des Zentralsterns vyo; durch vy sinfy. Sie argumentierten, dafl im Uberschallgebiet des
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Windes nur zentrale Krifte, die Gravitations- und Strahlungskraft, aktiv seien und Druckterme
vernachlissigt werden konnen. Somit liegt die Stromlinie in einer Bahnebene, welche das Zen-
trum des Sterns, den Anfangsort, und die Anfangsgeschwindigkeit vy & vyot sin 0y enthélt. Jedoch
sind die so erhaltenen supersonischen Losungen fiir die Geschwindigkeit und Dichte als Funktion
von 6y und Radius r angegeben, d.h. in einer nicht-expliziten Form: Zu einem gegebenen Ort
(r,0) muB man zuerst die Anfangsbreite 6y der Stromlinie finden, welche (letztere) durch diesen
Ort geht, indem man zusitzliche Gleichungen iterativ zu 16sen hat. Als Ergebnis konnten sie
dann mittels ihres “Wind-Compressed Disk“-Modells (WCD) erklidren, wie eine Rotation zur
Erzeugung einer dichten dqutorialen Scheibe rund um z.B. Be-Sternen fiihren kann.

Petrenz & Puls (1996) machten Gebrauch vom einfachen BC-Modell und verbesserten es, um
die Dichtestruktur rotierender O-Sternwinde zu simulieren, und den Einfluf} der Sternrotation
auf die Hy-Linienbildung in solchen Winden zu untersuchen.

Um das Problem iiberhaupt behandeln zu kénnen, wird in meiner Arbeit ein radial gerichtetes
Strahlungsfeld, ausgehend vom Zentralstern, und ein Massenfluf ohne Magnetfelder (ebenso
wie in den oben zitierten Arbeiten) angenommen, wihrend die Gegenwart einer differentiellen
Windrotation voll in Betracht gezogen wird. Ferner werden nur stationfre Zustandslésungen
untersucht.

Der entscheidende Punkt jedes liniengetriebenen Windmodells ist ein passender und genauer
Ausdruck fiir die Strahlungskraft von Spektrallinien. Es ist die Abhéngigkeit der Linienkraft
vom lokalen Geschwindigkeitsgradienten, die diesen Winden ihren kennzeichnenden Charakter
verleiht. In einigen Fillen konnen kleine Verdnderungen der Kraftterme in der Bewegungsglei-
chung grofe Anderungen in der Windlésung hervorrufen (Abbott 1980). Abweichungen vom
CAK-Geschwindigkeitsgesetz sind in frithen (Typ-) Sternen, wegen z.B. der Rotation, unver-
meidlich.

B.3 Die Stromlinien aus dem Sternwind-Modell

Um die Flugbahn eines Materieelements, das am Polarwinkel 6y auf der Sternoberfliche mit
der azimutalen Geschwindigkeit vy, = vy(R,0) = vro; sinf entsteht, zu finden, und welche auf
eine Kegeloberfliche mit halbem Offnungswinkel 8, gebunden ist, erhalten wir eine Differen-
tialgleichung fiir die Trajektorie, indem wir 04 durch o, dividieren (vgl. Gl. (83) und (108)),

was
dé _ vy g1,2(00) — 1
L 162
dr o S0 OA Wi ((91,2(00) — 1) e~ Fe(®00)) - ez

ergibt. Diese hat die Losung

¢(7A’a 6.O) = Dpoy Sinfy -

912 ) 1 N
d . 163
/r 17 \/Wk ((g1,2(6p) — 1) e Je(700)) e (163)

Mit 7 — oo wird die Teilchenbahn radial mit einem asymptotischen Wert fiir ¢ von

Gmax(Vrot, 0o) = lim @(7,0p) = const - Oror, sin by + ¢ (164)
r—0o0
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Abbildung 38: Die verschie-
denen Klassen von Teilchenbah-
nen, d.h. Stromlinien aus dem
Sternwind-Modell, beschrieben
in Abschn. B.3.

Beachte, dafl die Lage der Stromlinie ¢(7,60y) auf dem Bahnkegel in Gl. (163) nicht mehr auf
stellare Koordinaten transformiert werden muf}. Infolge dessen haben wir drei Klassen von Tra-
jektorien, welche in Abb. 38 dargestellt sind:

1. Fall (1) Trajektorien, welche am Aquator beginnen, dort in der Aquatorialebene verbleiben,
und radial werden, je linger sich das Teilchen auf seiner Bahn bewegt,

2. Fall (2) Trajektorien mit irgend einer Anfangsbreite 0 < 6y < /2 zwischen Pol und Aqua-
tor, gebunden auf einem Kegel mit halbem Offnungswinkel 6y, welche schneller radial
werden wahrend sie sich nach aufien kriitmmen (vgl. sinfy in Gl. (164)), und

3. Fall (3) Trajektorien, die nahe des Pols entstehen und welche fast radial sind;

wobei desweiteren zwei von diesen (Fall (1) und Fall(2)) selbst in zwei Unterklassen unterteilt
werden konnen, d.h. Fall (a) Bahnkurven, die einen groien Wert von ¢max, und Fall (b) Bahn-
kurven, welche einen kleinen Wert haben, je nachdem, wie grof§ die Rotationsgeschwindigkeit
Vrot des Zentralsterns in Gl. (164) zusétzlich ist. Dabei beriihren oder kreuzen sich keine dieser
Stromlinien zu irgend einem Polarwinkel. Jedes Teilchen bleibt in seiner Ebene mit konstantem
Winkel 6y seiner Anfangsbreite, weil wir die polare Geschwindigkeit vy in den Annahmen unseres
Modells vernachléssigt haben.

B.4 Die Strahlungskraft auf Spektrallinien in strahlungsgetriebenen Winden

Die auswirts gerichtete Beschleunigung des Gases, welche auf streuende Sektrallinien ausgeiibt
wird, die sich in der expandierenden Hiille iiber einer hydrostatischen Photosphére bilden, ist
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(der von allen Linien absorbierte Impuls pro Einheitsmasse)
gRI=) ! /oo X\ (v) F, dv (165)
) l ¢ Jo l )

mit dem Linienabsorptionskoeffizient pro Gramm
X" (v) = xi§ (v =), (166)

in welcher ® das Absorptionsprofil, v die Laborfrequenz, v; die Frequenz des Linienzentrums ist,
und der monochromatische Fluf in radialer Richtung é; am Punkt ¥ = (r,0, ¢) (in der Hiille)

R2
Fy=Fe(r,0,6r) = F/Iu(ﬁﬁ) (i - &) d
1
= f—2/4ﬂfu((r,9,¢),(19,<p))cos I (167)

ist; wobei I,(7,7) die monochromatische Intensitit ist, welche an der Stelle 7 in Rich-
tung 7 = (¢,¢) zeigt, und der infinitesimal kleine Raumwinkel von dort aus gemessen
d) = sind d¥ dp= —dpu dip ist, mit g = cos 9.

Das Integral (165) kann dann unter den folgenden Vereinfachungen analytisch ausgewertet wer-
den:

1. Der Zentralstern kann vom Ort (7,0, ¢) fast als eine Punktquelle fiir emittierende Wellen
angesehen werden, so dafl die Intensitét fiir nur radial und nach auflen stromende Strahlung
an diesem Ortspunkt, ohne irgend einen Beitrag in ¢-Richtung, ausgedriickt werden kann
als

10,06, (9.0) ~ 220 1) en0m) (168)

d.h. wenn wir die Re-Emissionen ignorieren und annehmen, dafl die einfallende photo-
sphérische Intensitét einfach exponentiell abgeschwécht wird, wenn sie sich an einer Linie
streut. Die optische Linientiefe 7; entlang der radialen Strecke in 8—Richtung zur beobachte-
ten Frequenz v, vom unteren Ausgangspunkt der Hiille (am Sternradius R) zum Testpunkt
7, ist

(o) =g [ ot 0pn (“H=2 Y g (169)
’ R AI/D

worin die Doppler-Verschiebung des Linienprofils beriicksichtigt wurde, sowie mit der Dich-
teverteilung p(r,6) aus Gl. (87) und dem rot-verschobenen Linienzentrum (fiir y = 1)
_ 'Ur(ra 0) ’Ur(’f’, 0)

c

AI/ZZ (’fiﬁ) v = I/leI/D )
Uth

wobei Avp die Doppler-Breite v;(vin/c) ist, bezogen auf HT. Mit der Definition der di-
mensionslosen Frequenz-Verschiebung

v—uy
= 1

ist die optische Linientiefe dann gegeben durch

T !/
7(r,0,x) = Xl(,go) /R p(r',0) ® <:c + M) dr'. (171)

Uth
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2. Der Integrand in Gl. (171) ist nahe an jenem Punkt der Hiille scharf ge-peakt, wo die
Frequenz z in Resonanz mit der passenden Komponente der lokalen Geschwindigkeit ist.
Daher kann Gl. (171) durch das Wechseln zur Frequenz im mitbewegten System,

/
0
Ilzx—i—vr(’r’ )’
Uth
als neue Integrationsvariable vereinfacht werden, indem man dann alle langsam variieren-
den Faktoren im Integranden am Resonanzpunkt des Strahls auswertet. Dies ergibt den
Ausdruck
Tl(TaoaI) ~ tly(I)v (172)

mittels der neu definierten Grofien

Xi4 p(r,0) vy,
dvg/dr

y(z) = / (z')dx' . (174)

—00

(173)

Dabei mufl der Ausdruck #; am Resonanzpunkt (r,6) entlang des Strahls ausgewertet
werden.

3. Die urspriinglich ungeschwichte Intensitidt, die von der Photosphére des Zentralsterns
kommt, in Gl. (168), kann ersetzt werden durch den konstanten Wert der Planck-Funktion
zur Frequenz v; der betrachteten Linie, B, (v) =~ B, (/).

Damit fithrt die Integration tiber ¢ und ¢ in Gl. (167), mit Hilfe der Gl. (168) und Vereinfa-
chung 3, zu
BU(Vl)

Fo(r,0,v) = 2 exp(—7(r,0,v)),

und der Beschleunigungsterm fiir die Strahlungskraft, Gl. (165), wird

1
S B, ()XY
l

cr?

gr,l =

/000 exp (—7(r,0,v)) ®(v —v;)dv. (175)

Oder, wenn man das Integral in Gl. (175) durch ein Integral {iber z ersetzt, indem man Gl. (172)
fiir 7(r, 0, z) einsetzt, und aus der Definition der Profilfunktion

O(v —y)dv = Avp O(z) dzx

ergibt sich

’

/;Ooo exp <—tz /; d(z') dx’) - ®(z) dz .

1 (9)
gr, = 2 Xl:By (1) Xi0 Avp-
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Nun ist eine weitere Vereinfachung moglich: Die Hauptbeitrige der Kraft rithren von Frequenzen
her fiir welche der Auswertungspunkt der Kraft fast derselbe ist wie der Resonanzpunkt fiir
jeden Strahl. Daher kann der Ausdruck ¢; lokal ausgewertet werden. Dies fithrt dann, wegen
dy/dx = ®(x), zu

1 b
gR1 = ZBU (Vz)Xl(,gO) AVD/ e "Wy,
z 0

c P2

und schliefilich zum folgenden Ausdruck fiir die liniengetriebene Beschleunigung (vgl. Castor
1974 and Abbott 1980),

1 1 _
= ZB,, (1) Xl(i)) Avp 4 (1—e), (176)
l

Jr, =
C

oder entsprechend zu

1 1 dv,
272 p dr

v
> uB, (n) (l—eXp (—Xg;%)pdv t/hdr>> , (177)
1 r

mit der Dichteverteilung p = p(r,0) in Gl. (87).

gr.1(r, 0, vr, dvy/dr) =

Eine Linie wird optisch diinn oder optisch dick genannt, je nachdem ob die Grofle ¢; kleiner oder
grofler als eins ist.

(a) Wenn wir /; optisch diinne Linien (#;, < 1) haben, sehen wir von Gl. (177), daf} sich die
Kraft pro Einheitsmasse reduziert auf

a1
IR~ 5 (178)

mit v
th
9= 5 zl:yl B, (1) Xff’o) ~ const .
1

(b) Wenn wir zum anderen s optisch dicke Linien (#;, > 1) haben, kann der Ausdruck in
Klammern in Gl. (177) durch eins ersetzt werden, und die Kraft wird

1 1dv
gR) N =Y uB, ()
l>

L

27 dr
A1 R? dvy
= : vy —— v B, (v, 179
VIR %: 1 By () (179)
dv
= 0) v, — , 180
91,2( )v dar (180)

mit dem dimensionslosen Beschleunigungsfaktor

020 = S B ) = T 500). (181)
: M) 4 -
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Insgesamt erhalten wir also, im speziellen Fall von [; optisch diinnen und [ optisch dicken
Linien, die folgende Naherung fiir die Linienbeschleunigung (in der dimensionslosen Form)

S, g do,
w1 (7,0, 5, i [ d7) = S + 915(0) 5,

(182)

Der allgemeine Ausdruck fiir die Linienbeschleunigung, Gl. (177), welcher fiir alle Arten von
Linien giiltig ist, kann auch mittels des Faktors g; »(6) fiir optisch dicke Linien, der in Gl. (181)
definiert ist, umgeschrieben werden zu

doy R oy,
gR,) = Or—= ar (912 Z’)’l exp <—Xl,om>> . (183)

Indem wir diese Gl. (183) in die Bewegungsgleichung (92) einsetzen, ergibt sich die allgemeine
Differentialgleichung fiir die radiale Geschwindigkeit

A R . 1
((1 — 912(0) + Z’Yl(@) exp (_Xl’och}i/tdhf)) Ur — @—>
1 T r

or 73 72 e

welche sich von der linken Seite der Gl. (96) nur durch einen zusétzlichen Korrekturfaktor
ROy
- (0 _
Xl:%( ) exp ( Xl’odﬁr/df*>

unterscheidet, und durch den verschwindenden Faktor ¢;; = 0 auf der rechten Seite. Jedoch
kann diese Differentialgleichung in vorliegenden Féllen, wo die Linienkraft nicht durch die ge-
schilderten Grenzfille angendhert werden kann, dann nur noch numerisch gelést werden.

(184)

Die physikalische Bedeutung unseres Ergebnisses, Gl. (176), im Sonderfall nur optisch diinner Li-
nien (vgl. Gl. (178)) ist einfach, daf} irgend ein Teil des optisch diinnen Wind-Materials an einem
beliebigen Ort (r,0) immer von unten (von der Photosphire) durch das ungeschwichte Konti-
nuum bestrahlt wird, d.h. 7, = F. = B,,. Die Linien sind immer und iiberall im expandierenden
Windfluf} ausreichend weit von ihren Ruhefrequenzen verschoben, um Kontinuumsstrahlung von
der darunter liegenden Photosphire zu absorbieren.

Natiirlich iiberschéiitzen wir hierbei noch die Linienbeschleunigung, wenn wir Absorptionslinien,
die durch Ionen in der darunter liegenden Photosphére erzeugt werden, nicht beriicksichtigen, in
welchen F, < F, ist. Da wir auerdem eine radial nach aufien stromende Strahlung angenommen
haben (s. (1.)), und wir die Winkelintegration iiber den finiten Raumwinkel, welcher durch die
Photosphére iiberstrichen wird, ignorieren, iiberschiitzen wir folglich bei der Herleitung unseres
Ausdrucks auch die Strahlungskraft in der Nihe der Photosphére.

B.5 Anwendung der Strahlungshydrodynamik auf einen rotierenden Stern-
wind

In diesem Abschnitt wenden wir unsere theoretischen hydrodynamischen Ergebnisse auf den
Fall eines rotierenden nicht-sphérischen Sternwinds von einem typischen O5-V Hauptreihenstern
(vgl. Daten in Allen 1973) an.
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Zuerst werden wieder die Parameter erklirt auf welchen unsere Modellrechnungen basieren, und
nachfolgend die Modell-Ergebnisse beschrieben. Desweiteren wird eine physikalische Interpreta-
tion dieser Ergebnisse angegeben.

Unser Sternwind-Modell von einem typischen O5-V-Stern basiert auf folgenden Parametern:

- Tog = 44500 K™
-T =01
- g1 = 2980 cm/s?

- g0 = 624/625 < 1

- R=178RY
- M =398 M

- p(R) =107 g/em?
- Vot = 120, 60 km/s

* = Daten aus Allen (1973).

Daraus folgt, mit der Annahme 1, eine isotherme Schallgeschwindigkeit von 19.2 km/s.

Der gewéhlte Wert fiir die radiative Beschleunigung g;; = 2980 cm/s? durch optisch diinne
Linien, reduziert die effektive Breakup-Geschwindigkeit des inneren Sterns von vy = 620 km/s
(gewonnen aus I' = 0.1 mit Gl. (89)) herunter auf einen Betrag von nur vergeq = 124 km/s
(vgl. GL. (101)), der noch iibereinstimmt mit dem typisch beobachteten Mittelwert der dquato-
rialen Rotationsgeschwindigkeit fiir solche O5-V-Sterne (Uro; = 180 km/s). Um dann den Einfluf}
der Rotation untersuchen zu kénnen, berechnen wir das Geschwindigkeits- und Dichtefeld fiir
verschiedene Rotationsgeschwindigkeiten, (a) vyt = 120 km/s, welche damit fast die Breakup-
Geschwindigkeit ist, und (b) vy, = 60 km/s, d.h. fiir ungefihr den halben kritischen Wert.
Als eine weitere Folge néhert sich fiir diesen gewéhlten Betrag von g ; der kritische Radius 7,
und damit ebenso der Schallpunkt 75, dem Stern bis auf ungefihr 20 bzw. 5 Sternradien (s. die
genaueren Werte in Tabelle 8).

Der relativ hohe Wert fiir die Beschleunigung durch ungefihr 1000 optisch dicke Linien, mit
gi2 S 1 (hier angenommen als Konstante mit der Breite 6, s. Anh. B.6), bewirkt den grofien
Betrag der Geschwindigkeit am kritischen Punkt o,(7.) = 25 (vgl. Gl. (97)) und folglich eine
hohe radiale Grenzgeschwindigkeit 9, von mehr als 100 Mach (vgl. Abb. 39, oberer Teil).

Da ein sphérisch symmetrischer Stern (s. Abschn. 6) angenommen wird, muf} die Grenzbedingung
fiir die Dichte an der Sternoberfliche iiberall mit der Breite konstant sein, mit einem typischen
Wert von p(R) = 109 g/cm?®.

Ferner erhiilt man die Massenverlust-Rate M (f) durch die Sternoberfliiche zur Breite 6 nach
Gl. (84), mittels der radialen Windgeschwindigkeit v;(R,#) aus Gl. (109) (s. Tab. 8): Fir
Vrot = 120 km/s variiert sie stark mit der Breite § zwischen 0.2 x 10 M /y am Pol und
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Abbildung 39: Betrag der Geschwindigkeitskomponenten und Dichteverteilung fiir einen Sternwind von einem O5-V-
Stern (s. Modell-Parameter in Abschn. B.5), welcher mit vyor = 120 km/s (links) und v = 60 km/s (rechts) rotiert.
Oberer Teil: Die radiale Geschw. o, (7, #) zu versch. Breiten § = 0 (s. gestr. Linie) und # = 7/2 (durchgez. Linie), aufgetr.
gegen die radiale Entfernung 7 (in Sternradien) fiir die zwei versch. stellaren Rotationsgeschwindigkeiten. Die Kurven,
welche zu allen dazwischen liegenden Breiten gehoren, liegen zwischen diesen (linke Seite); wihrend diejenigen auf der
rechten Seite nicht voneinander zu unterscheiden sind. Mittlerer Teil: Azimutale Geschw. 04 (7, #) dargestellt fiir versch.
Breiten (§ = 7/8,7/4,37/8 und m/2, von der unteren zur oberen Linie) und Rotationsgeschwindigkeiten. Unterer Teil:
Die 2-D-Dichteverteilung p(#,8), welche aus der radialen Geschw. zu verschiedenen Breiten, § = 0,7/8,7/4,3w/8 und
/2 (von unten nach oben), folgt.
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Tabelle 8: Dgr kritische Radius 7, Schallradius #s, die Geschwindigkeit o.(#.) am kritischen Radius, und der
Massen-Flufl M (), fiir verschiedene Breiten 6 und dquatoriale Rotationsgeschwindigkeiten vyt des inneren O5—
V-Sterns, welche aus den Sternwind-Parametern in Abschn. B.5 resultieren.

Urot 120 km/s 60 km/s
0 0 O=m/2 O=mn/2
P 20.98 20.00 20.74

P 5.74 5.07 5.59

e () 25.0 25.0 25.0

M (0) [My/y] 0.2x10~'0 0.5%x107% 0.2x10~"

0.5 x 1078 My /y am Aquator (d.h. um 8 GréBenordnungen!). Tm Gegensatz zu einer Rotati-
onsgeschwindigkeit von fast der halben Breakup-Geschwindigkeit (vior = 60 km/s), wo dieser
Unterschied nur 2 Grofenordnungen betrigt (M (6 = 7/2) = 0.2 x 1074 My /y).

Als néchstes untersuchen wir die Abhéingigkeit des Betrages der Geschwindigkeitskomponenten,
Oy und 4, und der 2-D-Dichteverteilung p, von der radialen Entfernung # und Breite 6.

Wie man aus der Abb. 39 (oberer Teil) erkennt, unterscheidet sich der radiale Flu§ zu verschie-
denen Breiten nur merklich fiir Radien kleiner als der kritische Radius 7. (#) und ist bei grofieren
Co-Breiten schneller. Dieser Unterschied ist fiir kleinere Rotationsgeschwindigkeiten schwécher
(s. rechte Seite), wo diese Kurven nicht mehr unterscheidbar sind.

Im mittleren Teil von Abb. 39 verschwindet der Betrag der azimutalen Geschwindigkeitskom-
ponente v4(7, ) fiir gréfere Radien 7 entsprechend Gl. (83), da o4 proportional zu 1/7 ist, und
die Teilchen-Stromlinien véllig radial werden; aulerdem ist 94 grofer bei grofleren Co-Breiten 0
in der Nihe des Aquators, weil der Betrag dieser Komponente auch proportional zu sin# ist.

Die 2-D-Dichteverteilung p(7,0), welche aus der radialen Geschwindigkeit 0.(7,6) zu verschie-
denen Breiten resultiert (vgl. GL. (87)), ist im unteren Teil von Abb. 39 dargestellt. Zu einer
konstanten radialen Entfernung 7 finden wir eine starke Abnahme der Dichte in polaren Brei-
ten und eine betriichtliche Vergrofierung nahe der Aquatorialebene. Dieser Dichteunterschied
zwischen Pol und Aquator wird immer groBer mit zunehmendem #, und ist extremer fiir eine
hohere Rotationsgeschwindigkeit v.o; = 120 km/s. Obwohl der Dichteunterschied eine anstei-
gende Funktion von 7 ist, konvergiert er zu einem fast konstanten Wert fiir grofie Entfernungen
vom Stern (s. obere Kurven fiir &quatoriale Breiten im linken Diagramm).

Beachte, daB die starke DichtevergroBerung um die Aquatorialebene durch unser Modell ohne
irgend eine polare Geschwindigkeitskomponente 0y erklirt werden kann. Im BC-Modell wird
dieser Dichteunterschied durch die Ablenkung des Wind-Materials zur Aquatorialebene hin ver-
ursacht, induziert durch diese Geschwindigkeitskomponente, welche sowohl mit der Entfernung
zum Stern als auch mit der Rotationsrate zunimmt (vgl. Petrenz & Puls 1996). In unserem
Modell kann dieses Phinomen hauptsichlich durch eine kleinere Steigung von ¢, fiir d4quato-
riale Breiten, zu einer betrachteten konstanten Entfernung 7 unterhalb des kritischen Radius
log(7.) = 1.3, erklirt werden (vgl. Abb. 39, oberer Teil, und Gl. (87)).
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B.6 Berechnung des vom Polarwinkel abhéingigen Linienbeschleunigungsfak-
tors g12(6)

In unserem Sternwind-Modell in Abschnitt B.5 haben wir den Linien-Beschleunigungsfaktor g o
als unabhéngig vom Polarwinkel 6 angesetzt. Auf der anderen Seite zeigt unsere Formel fiir g o,
GL (181), eine umgekehrte Proportionalitiit zum MassenfluB M (6), der von @ abhingt. Um diese
Inkonsistenz (in unseren Modell-Rechnungen) zu vermeiden, und um g » als eine Funktion von
f zu berechnen, kénnte man die Gleichung

G

g,2(0) = p(R)vr(R,0; g12(0))

(185)

mit 1
G:= 2 Zul B, () = const,
l2
iterativ fiir jedes gy 2 zu jeder Breite 6 16sen, weil die Losung fiir die radiale Geschwindigkeit an
der Sternoberflache v.(R,#) nach Gl. (109) dann wiederum von g 2(f) abhéngt. Gl. (185) folgt
aus der Kombination von Gl. (181) mit GI. (84). G ist eine Konstante, da wir annehmen, daf}
die Anzahl [y optisch dicker Linien erhalten bleibt.

Fiir gew6hnlich m6chte man den Wert von g 2, z.B. in der Aquatorialebene fiir = 7 /2, wissen,
welcher fiir irgend eine beobachtete Grenzgeschwindigkeit o,(7 — o00) des gerade betrachte-
ten Sternwindes verantwortlich ist. Dies kann durch Auswertung der Wind-Loésung, Gl. (109),
erreicht werden, indem man den Wert von gj» (worin hier g ;, und damit ebenso der Ort
7e(6 = m/2) des kritischen Radius, fest ist) variiert, bis man die erwiinschte Grenzgeschwin-
digkeit erhalt. Als eine erste Schitzung fiir g o(7/2) kann man Gl. (97) fiir die Geschwindigkeit
am kritischen Radius verwenden und diese einfach nach g; o auflésen. Im néichsten Schritt konnen
wir dann G bestimmen aus

G = p(R) v:(R, 05 g12(7/2)) g12(7/2) .

SchlieBllich kénnen wir, mit Hilfe des so gewonnenen Wertes von G, der Grenzbedingung p(R),
sowie Gl. (109), die G1. (185) iterativ fiir g o(6) fiir alle Breiten aufierhalb der Aquatorialebene
lI6sen. Dann kann g2(6 = 7/2) als Startwert fiir jeden Iterationsprozess zu irgend einer der
verbleibenden Breiten 6 gebraucht werden.

B.7 Zusammenfassung und Schluflfolgerungen aus dem Sternwind-Modell

In ihrem Wind-Modell geben Castor, Abbott & Klein (CAK, 1975) nur ezakte Ausdriicke fiir
die Groflen am kritischen Punkt an, und leiten daraus eine analytische Naherung fiir das Ge-
schwindigkeitsgesetz im Uberschallgebiet des Windes ab, wobei sie davon ausgehen, daB der
Schallradius rg nahe am photosphérischen Radius liegt, und v(rs) ~ 0 sei. Schliefilich wird die
prazise und vollstindige sub- und supersonische Windlosung numerisch durch einen iterativen
Prozess gefunden, indem die Differentialgleichung fiir die Geschwindigkeit integriert wird.

Im Gegensatz dazu sind wir in der Lage axialsymmetrische analytische Losungen fiir die
zweidimensionale Wind-Geschwindigkeit und Dichte anzugeben, mittels unserer N&herung fiir
die Beschleunigung durch Spektrallinien und indem wir unsere 2-D-Bewegungsgleichung nach
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vp(r, @) fiir jeden Polarwinkel 0 16sen. Auflerdem konnen wir einfache anlaytische Ausdriicke fiir
den Ort r.(#) und die Geschwindigkeit v, des kritischen Punktes unserer Bewegungsgleichung
angeben, durch welchen die kritische Windlosung geht. Aus diesen Formeln, fiir v, und r., kann
man leicht schlieflen, daf§ (mit unserer Linienkraft-Niherung) (1.) der Wert der Geschwindigkeit
am kritischen Radius nur vom Proportionalititsfaktor g; o fiir die Beschleunigung von optisch
dicken Linien abhéngt, und mit ¢ » wéchst (d.h. die Grenzgeschwindigkeit v, (r — oco) wird folg-
lich ebenso grofier), und (2.), dal die Lage von r.() (zu irgend einer Breite) nicht von optisch
dicken, sondern nur von der Beschleunigung ¢ durch optisch diinne Linien abhéngt. Hiermit
ndhert sich r.(6) der Sternoberfliche mit zunehmender Beschleunigung durch optisch diinne
Linien. Die #—Abhéngigkeit von r. kommt vom Zentrifugal-Beschleunigungsterm, wihrend der
kritische Radius fiir gréflere Co-Breiten in dquatorialen Regionen fillt. Desweiteren verschiebt
sich r. fiir einen schneller rotierenden Zentralstern weiter zur stellaren Photosphére hin, wenn
die windtreibende Linienkraft von optisch diinnen Linien konstant bleibt. Dasgleiche gilt auch
fiir den Ort des Schallpunktes rg, der immer unterhalb des kritischen Radius liegt.

Wie man aus unserem Ausdruck (182) fiir die Linien-Beschleunigung (und aus der Losung v, = 0
nahe des Sterns) ersehen kann, sind die optisch diinnen Linien schon an der Sternoberfliche wirk-
sam, wihrend die Kraft von optisch dicken Linien am Stern nahezu Null ist, jedoch fiir grofle-
re Entfernungen vom Stern anwéchst wegen des v, dvy/dr—Terms. Daher mufy die gewdhnliche
Formel fiir die Breakup-Geschwindigkeit des inneren Sterns nach der Beschleunigung durch op-
tisch diinne Linien korrigiert werden. In unserem Wind-Beispiel reduziert der gewihlte Wert fiir
die radiative Beschleunigung g1 die effektive Breakup-Geschwindigkeit des inneren Sterns von
Verit = 620 km/s herab auf einen Betrag von nur ve g = 124 km/s, d.h. noch in Ubereinstim-
mung mit dem typischen, beobachteten Mittelwert der dquatorialen Rotationsgeschwindigkeit
bei O5-V-Sternen. Damit setzt der Wert von g;; eine obere Grenze fiir die Rotationsgeschwin-
digkeit, unter welcher ein Stern wirklich existieren kann, weil neben der nach auflen gerichteten
Beschleunigung durch die Kontinuumsstrahlung und Zentrifugalkraft, die Kraft von optisch
diinnen Linien auch an der Sternoberfliche wirksam ist.

SchlieBllich zeigen die numerischen Ergebnisse, daf der Schallpunkt nicht notwendigerweise direkt
oberhalb der Sternoberfliche liegen muf, wie in den meisten vohergehenden Sternwind-Modellen
zur Vereinfachung angenommen wird (s. BC 1993). Man muf} auch den subsonischen Teil des
strahlungsgetriebenen Flusses in Betracht ziehen, um in der Lage zu sein, die vollstandige 2-D-
Dichteverteilung zu berechnen.

Folglich ist es gerechtfertigt, wenn wir nicht eine Uberschall-Néherung fiir die Wind-Loésung, wie
im Falle von BC und deren angenommene freie Teilchenbahnen, verwenden. Stattdessen haben
wir unsere 2-D-Windlésung v.(r,0) durch analytische Losung der r-Komponente der ITmpuls-
gleichung in einer nicht-viskosen Fliissigkeit im Falle eines stationiren axialsymmtrischen Flus-
ses hergeleitet, ohne die Druckkrifte (d.h. Gradienten) im Unterschallbereich zu vernachléssi-
gen. Dies war mit Hilfe unseres Linienkraft-Terms moglich, indem wir nur die meridionale Ge-
schwindigkeitskomponente im Vergleich zu den anderen Komponenten vernachlissigt haben.
Dies diirfen wir auch gleich zu Beginn tun, wie Rechnungen mit dem BC-Modell gezeigt haben
(vgl. Petrenz & Puls 1996).

An dieser Stelle wollen wir die Vorteile unseres Wind- bzw. Wolken-Modells, im Gegensatz zu
jenem von BC, zusammenfassen: (i) Es wurde kein Gebrauch von Fittings an vorausgehende
numerische Losungen der Bewegungsgleichung gemacht. (ii) Die analytischen 2-D-Losungen, vy,
vy, und p, sind als explizite Funktion des Ortes (r,6) gegeben, und (iii) sie sind sowohl im sub-
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sonischen und supersonischen Bereich eines rotierenden strahlungsgetriebenen Windes giiltig.
(iv) Die Losungen sind auerdem in einer allgemeineren Form angegeben, so daf} sie auch dazu
verwendet werden kénnen alle moglichen Losungstypen eines, z.B., Akkretionsflusses in einer kol-
labierenden protostellaren Wolken ebenso analytisch zu beschreiben. (v) Die Massenverlust-Rate
M (0) (welche Variationen mit der Breite zulift), oder die Anfangsdichte p(R) am Sternradi-
us, geht als freier Parameter in die Losungen ein, um an Beobachtungen angepafit werden zu
koénnen.

Weitere Schlufifolgerungen und Ergebnisse: (vi) Es wurde eine neue Ndherung fiir die Beschleu-
nigung von optisch diinnen und dicken Spektrallinien enwickelt, und eine einfache Methode zur
Berechnung der notwendigen Beschleunigungsparameter in unserem Linienkraft-Ausdruck ange-
geben, welche die beobachtete Grenzgeschwindigkeit eines Windes bewirken, selbst wenn man die
verursachenden Spektrallinien nicht kennen sollte (s. Abschn. B.6). (vii) Der Schallpunkt muf}
gewOhnlich nicht nahe an der Sternoberfliche liegen. Man braucht dann auch den subsonischen
Teil der Windlsung, um die vollstindige Dichteverteilung korrekt zu beschreiben. (viii) Unser
Modell kann auch eine starke Dichte-Erh6hung eines Windes von einem typischen O5-V-Stern
im Bereich der Aquatorialebene erkliren, ohne Beriicksichtigung irgend einer polaren Geschwin-
digkeitskomponente, im Gegensatz zum BC-Modell: Dieser Dichteunterschied zwischen Pol und
Aquator, d.h. die Wind-Aspherizitit, nimmt sowohl mit dem Abstand zum Stern als auch mit
der Rotationsrate zu. Dies kann durch den resultierenden Betrag der radialen Geschwindigkeit
vp(r, @) verstanden werden, welcher merklich mit der Breite 6 fiir hohere Rotationsgeschwindig-
keiten, in Windregionen von unterhalb des kritischen Radius bis in Sternnéhe, variiert. Folglich
fithrt dies zu einem stiirkeren Massenaussto M () durch den Sterniquator als durch den Pol.
(ix) Das entsprechende 1-D-Problem von Friend & Abbott (1986) fiir den FluB in der Aquatore-
bene ist damit auch vollig analytisch, ohne irgend welche Einschrinkungen in den Geschwindig-
keitskomponenten (dort ist namlich vy = 0 aus symmetrischen Griinden), gelost; und ebenso das
sphérische 1-D-Problem von CAK (wo es iiberhaupt keine meridionale Komponente gibt).

C Rotationsspektren zweiatomiger Molekiile

Dieser folgende Abschnitt ist, im Gegensatz zu den iibrigen neu erarbeiteten Teilen dieses An-
hangs, nur eine kurze Zusammenfassung der Abschnitte zu den Rotationsspektren zweiatomiger
Molekiile aus dem Lehrbuch zur Theorie der Molekiilspektren von Bingel (1967).

C.1 Reine Rotationsspektren

Bei reinen Rotations-Ubergingen bleibt der Elektronen- und Schwingungszustand des Molekiils
unverdndert. Man betrachtet deshalb das Molekiil in erster Ndherung als starr.

Die Beschreibung der kriftefreien Bewegung eines starren Kérpers in der klassischen Mechanik
ist die folgende: Es gibt drei zueinander senkrechte und korperfeste Haupttriagheitsachsen a, b
und c. Es gilt der folgende Zusammenhang zwischen den Komponenten P; des Drehimpulses
und der Winkelgeschwindigkeit w; beziiglich dieser Achsen:

P =1I;wj, j=a,b,c.
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I,, Iy, und I, sind die Haupttrigheitsmomente, die sich aus den Massen und der Geometrie des
Molekiils berechnen lassen:

Zweiatomige Molekiile: I, = I, = [ = M R%,  mit M = %

und dem Kernabstand R sowie der reduzierten Masse M,

Lineare mehratomige Molekiile: [, =1, =), M; RZ?

mit den Kernmassen M; und deren Abstand R; vom Schwerpunkt.

Die Gesamtenergie H der krdftefreien Bewegung hat dann im allgemeinen die Form

P2 P2 P2
H=T=_%4+b4¢ 186
21, * 21, + 21, (186)

wobei T die kinetische Energie der Rotation darstellt.

C.2 Niherung: Der starre Rotator

Hier gilt fiir die beiden Trigheitsmomente senkrecht zur Molekiilachse: I, = I. = I, und fiir das
Tragheitsmoment parallel zur Molekiilachse: I, = 0.

D.h. die Komponente P, verschwindet und H hat die einfachere Form

H:T:i(P?JrP?):P—2 (187)
21 V" T T o

mit dem Gesamtdrehimpuls P.

Um sich die quantenmechanische Behandlung des starren Rotators mit der Schrédingergleichung
zu ersparen, geht man zur quantenmechanischen Formulierung geméf

P2 = J(J+1)hK
P, — M]h

iiber. Die Rotationsquantenzahl J kann dabei die Werte
J=0,1,2,3,...

durchlaufen, wihrend die magnetische Quantenzahl M fiir ein festes J nur die (2J + 1)
Werte
My=—-J,—-J+1,...,0,...,J

annehmen kann.

Dies ergibt die quantenmechanischen Rotationsenergien (durch Einsetzen des Audrucks fiir
P? in die G1. (187) fiir H)
2

B = ’;—I I +1) (in erg) (188)
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und die Rotationsterme

F(J)= T

B-J(J+1) (in cm 1) (189)

mit der Definition der Rotationskonstanten B

h —40 1 : -1

Die erlaubten Ubergiinge zwischen diesen Rotationstermen sind durch die Auswahlregeln

1. p #0 (Permanentes Dipolmoment,)
2. AJ=J —-J"=+1

eingeschrinkt.

Zweiatomige homonukleare Molekiile (Beispiel: Os) sowie lineare mehratomige Molekiile mit
einem Symmetriezentrum (Beispiel: CyHy) haben kein Dipolmoment. Sie besitzen kein Rotati-
onsspektrum.

Heteronukleare zweiatomige Molekiile (Beispiel: CO) und lineare mehratomige Molekiile ohne
Symmetriezentrum (Beispiel: HC'N) besitzen ein Dipolmoment.

Die Wellenzahlen der Rotationsiibergiinge berechnen sich dann (mit J' = J"” + 1) zu
v=FJ"+1)-FUJ")=B[J'+1)(J"+2)-J"(J"+1)]=2B(J"+1), (191)
mit der Quantenzahl .J” =0, 1, 2, ... des definitionsgemif unteren Zustands (J" < J')2!.

Man beobachtet jedoch eine geringe systematische Abweichung zwischen vpeop (J”) und
Vtheor (J") = 2B(J" + 1), was sich dadurch erkliren 1i8t, dal das Molekiil nicht starr ist, son-
dern in Wirklichkeit Schwingungen ausfithren kann, bei denen sich der Kernabstand R = R(t)
gegeniiber seinem Wert R, im schwingungslosen Zustand veridndert.

C.3 Korrektur: Der nichtstarre Rotator

Die auftretende Riickstellkraft |fR| stellt sich dabei mit der durch die Rotation verursachten
Zentrifugalkraft |Fz| ins Gleichgewicht, d.h.

|Fz (P,R)| = [Fr(R)|
P2
Damit erhiilt die Gesamtenergie H noch einen potentiellen Anteil
H = T+V

P? k 5

= oty B
p? p? k

= — R—R.,)+ = (R— R,)*

2MR62 MReg( e)+2( e)

2'Bem.: Denn AJ =-1 ist als reiner Rotationsiibergang nicht méglich!
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und mit der Kernabstandsvergroferung (R — R.) aus Gl. (192)

P2 p*
H = - i
2MR.> 2M2R.5k

Mit P2 — J(J + 1) h? folgt daraus fiir die Energieniveaus

h2 B4
= J(J+1) -
2MR,? ( ) 82 M3R,%2w,2

E; J2(J 4+ 1)? (in erg)

sowie fiir die Rotationsterme des nicht-starren Rotators

E
F(J) = h—i =B-JJ+1)=D-J*(J+1)?| (incm!) (193)
wobei 5
4B
D=5 (194)
und
1 [k
CWe = Vi = =\ 7 (195)

ist (we = sog. “Wellenzahl der Schwingung*).

Der Einflu} der Zentrifugalverzerrung duflert sich also in einem Zusatzglied fiir die Rotations-
terme, dessen Koeffizient aber klein gegen B ist (s. GL. (194)).

Mit den gleichen Auswahlregeln erhilt man jetzt fiir die Wellenzahlen der erlaubten Ubergiinge
(mit J” = J =unterer Zustand, und J' = J + 1)

v = F(J+1)—F(J))
B[(J+1)(J+2) —JJ+1D)]=D[(J+1)?(J+22-J>(J+1)?

und damit

v=2B(J+1)—4D (J +1)3|. (196)

Die Abstinde aufeinanderfolgender Rotationslinien Av sind also nicht mehr konstant, sondern
nehmen mit J schwach ab.

Beispiel: Fiir HCI ist B = 10.395¢m ™! und D = 0.0004cm .

C.4 Korrektur: Der schwingende nichtstarre Rotator

In Wirklichkeit kann die Rotationsbewegung eines Molekiils nicht getrennt von seiner Schwin-
gungsbewegung — wie bisher — behandelt werden. Beide Bewegungsformen laufen in einem Mo-
lekiil gleichzeitig ab.

AuBler der schon beriicksichtigten ersten Auswirkung dieser Wechselwirkung durch die
Einfiihrung der D-Glieder des nichtstarren Rotators — die Zentrifugalverzerrung — ist jetzt noch
die Rotationskonstante B nicht mehr konstant. B und D hingen noch vom Schwingungszustand
v ab (B, Dy).
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Fiir ein zwezatomiges Molekiil gilt dann
h 1
B, = —— . (—
Y 8m2Mec <R2 o
mit dem quantenmechanischen Mittelwert
1 oo 1
(= [ Wi
iiber die zugehorige Eigenfunktion 1, (R).
Die Rechnung ergibt dann
B, = B.—a, (v-l-%)—l—.
197
Dy = De—fe (v+1) (197)

wobei im allgemeinen

o, < B
Be K D<K B,

gilt.
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D CS-Linienprofile kollabierender Molekiilwolken mit hoher
Turbulenzgeschwindigkeit

D.1 Numerische Ergebnisse zur sphirischen kollabierenden Wolke

D.1.1 Die ortsaufgelosten Linienprofile

Abbildung 40: Sphirische Wolke mit veurh, = 3.0 x 10° cm/s. Abszisse und Ordinate: Profile der J = 1 — 0-Linie
in den Abstéinden Ap = 0.5pc vom Wolkenzentrum (links unten) von p = 0 bis 5.5 pc fiir den Blickwinkel ¥ = 90°,
wobei jeweils die spezifischen Intensititen von 0 bis 7 x 10715 erg em ™2 s7! Hz ! gegen die Frequenz im Bereich von
4.897 bis 4.901x10'° Hz aufgetragen sind. Diese, mit dem 3D-Code berechneten Profile, wurden mit denjenigen aus dem
1D-Code gewonnenen entlang den Ortsachsen iiberlagert. Dabei entsprechen die etwas diinner dargestellten Kurven den
1D-Modell-Daten.
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Abbildung 41: Sphirische Wolke mit veurh, = 3.0 x 10° cm/s. Abszisse und Ordinate: Profile der J = 2 — 1-Linie
in den Abstinden Ap = 0.5pc vom Wolkenzentrum (links unten) von p = 0 bis 5.5 pc fiir den Blickwinkel ¥ = 90°,
wobei jeweils die spezifischen Intensititen von 0 bis 2 x 107 !* erg cm™2 s7! Hz ™! gegen die Frequenz im Bereich von
9.794 bis 9.802x10'° Hz aufgetragen sind. Diese, mit dem 3D-Code berechneten Profile, wurden mit denjenigen aus dem
1D-Code gewonnenen entlang den Ortsachsen iiberlagert. Dabei entsprechen die etwas diinner dargestellten Kurven den
1D-Modell-Daten.
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Abbildung 42: Sphirische Wolke mit veur, = 3.0 x 10° cm/s. Abszisse und Ordinate: Profile der J = 3 — 2-Linie
in den Abstinden Ap = 0.5pc vom Wolkenzentrum (links unten) von p = 0 bis 5.5 pc fiir den Blickwinkel 4 = 90°,
wobei jeweils die spezifischen Intensititen von 0 bis 5 x 107 !* erg em ™2 s7! Hz ™! gegen die Frequenz im Bereich von
1.469 bis 1.4702x10"" Hz aufgetragen sind. Diese, mit dem 3D-Code berechneten Profile, wurden mit denjenigen aus
dem 1D-Code gewonnenen entlang den Ortsachsen iiberlagert. Dabei entsprechen die etwas diinner dargestellten Kurven
den 1D-Modell-Daten.
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Abbildung 43: Sphirische Wolke mit veur, = 3.0 x 10° cm/s. Abszisse und Ordinate: Profile der J = 4 — 3-Linie
in den Abstinden Ap = 0.5pc vom Wolkenzentrum (links unten) von p = 0 bis 5.5 pc fiir den Blickwinkel ¥ = 90°,
wobei jeweils die spezifischen Intensititen von 0 bis 9 x 107 !* erg em™2 s7! Hz ! gegen die Frequenz im Bereich von
1.9588 bis 1.9602x10'! Hz aufgetragen sind. Diese, mit dem 3D-Code berechneten Profile, wurden mit denjenigen aus
dem 1D-Code gewonnenen entlang den Ortsachsen iiberlagert. Dabei entsprechen die etwas diinner dargestellten Kurven
den 1D-Modell-Daten.
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Abbildung 44: Sphirische Wolke mit veury = 3.0 x 108 cm/s. Abszisse und Ordinate: Profile der J = 5 — 4-
Linie in den Abstinden Ap = 0.5pc vom Wolkenzentrum (links unten) von p = 0 bis 3.0 pc fiir den Blickwinkel
¥ = 90°, wobei jeweils die spezifischen Intensititen von 0 bis 9 x 107'* erg cm™2 5™ Hz ™! gegen die Frequenz im
Bereich von 2.4484 bis 2.4502x10'" Hz aufgetragen sind. Diese, mit dem 3D-Code berechneten Profile, wurden
mit denjenigen aus dem 1D-Code gewonnenen entlang den Ortsachsen iiberlagert. Dabei entsprechen die etwas
diinner dargestellten Kurven den 1D-Modell-Daten.

VAN D

Abbildung 45: Sphirische Wolke mit veurp = 3.0 x 10° cm/s. Abszisse und Ordinate: Profile der J = 6 — 5-Linie
(links) und J = 7 — 6-Linie (rechts) in den Abstdnden Ap = 0.5pc vom Wolkenzentrum (jew. links unten) von p = 0
bis 2.0 pc fiir den Blickwinkel ¥ = 90°, wobei jeweils die spezifischen Intensititen von 0 bis 9 x 107" bzw. von 0 bis
4.5%x107" erg cm™? s~! Hz~! gegen die Frequenz im Bereich von 2.938 bis 2.9405x10'" Hz bzw. 3.4275 bis 3.43x10"" Hz
aufgetragen sind. Diese, mit dem 3D-Code berechneten Profile, wurden mit denjenigen aus dem 1D-Code gewonnenen
entlang den Ortsachsen iiberlagert. Dabei entsprechen die etwas diinner dargestellten Kurven den 1D-Modell-Daten.
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D.1.2 Die Profile aus dem 1D-Modell
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Abbildung 46: Spharische Wolke mit vy = 3.0% 108 cm/s: Mit dem 1D-Strahlungstransport-Modell berechnete
Profile der J = 1 — 0-Linie (links oben) bis .J = 6 — 5-Linie (rechts unten) fiir verschiedene Austrittsparameter

p gemessen vom Zentrum der Wolke.
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D.1.3 Die Profile aus dem 3D-Modell
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Abbildung 47: Spharische Wolke mit veurn = 3.0% 108 cm/s: Mit dem 3D-Strahlungstransport-Modell berechnete
Profile der J =1 — 0-Linie (links oben) bis J = 6 — 5-Linie (rechts unten) fiir verschiedene Austrittsparameter

p gemessen vom Zentrum der Wolke.
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D.1.4 Der Vergleich der Profile aus den verschiedenen Modellen
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Abbildung 48: Spharische Wolke mit viup = 3.0 x 10°

cm/s: Vergleich desselben mit den verschiedenen

Strahlungstransport-Modellen berechneten Profils der J = 1 — 0-Linie (1D: gestrichelte, 3D: durchgezogene
Kurve) an jeweils verschiedenen Positionen der Wolke (fiir p = 0 (links oben) bis p = 2.5pc (rechts unten), in 0.5

pc-Schritten).
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Abbildung 49: Sphirische Wolke mit v¢urp, = 3.0 X 106 cm/s: Vergleich desselben mit den verschiedenen
Strahlungstransport-Modellen berechneten Profils der J = 1 — 0-Linie (1D: gestrichelte, 3D: durchgezogene
Kurve) an jeweils verschiedenen Positionen der Wolke (fiir p = 3.0 (links oben) bis p = 5.5pc (rechts unten), in

0.5 pc-Schritten).
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Abbildung 50: Sphirische Wolke mit v¢ur, = 3.0 X 108 cm/s: Vergleich desselben mit den verschiedenen
Strahlungstransport-Modellen berechneten Profils der J = 2 — 1-Linie (1D: gestrichelte, 3D: durchgezogene
Kurve) an jeweils verschiedenen Positionen der Wolke (fiir p = 0 (links oben) bis p = 2.5pc (rechts unten), in 0.5
pc-Schritten).
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Abbildung 51: Sphirische Wolke mit v¢ur, = 3.0 X 106 cm/s: Vergleich desselben mit den verschiedenen
Strahlungstransport-Modellen berechneten Profils der J = 2 — 1-Linie (1D: gestrichelte, 3D: durchgezogene
Kurve) an jeweils verschiedenen Positionen der Wolke (fiir p = 3.0 (links oben) bis p = 5.5pc (rechts unten), in

0.5 pc-Schritten).
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Abbildung 52: Sphirische Wolke mit veur, = 3.0 x 10°

cm/s: Vergleich desselben mit den verschiedenen

Strahlungstransport-Modellen berechneten Profils der J = 3 — 2-Linie (1D: gestrichelte, 3D: durchgezogene
Kurve) an jeweils verschiedenen Positionen der Wolke (fiir p = 0 (links oben) bis p = 2.5pc (rechts unten), in 0.5
pc-Schritten).
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Abbildung 53: Sphirische Wolke mit v, = 3.0 X 106 cm/s: Vergleich desselben mit den verschiedenen
Strahlungstransport-Modellen berechneten Profils der J = 3 — 2-Linie (1D: gestrichelte, 3D: durchgezogene
Kurve) an jeweils verschiedenen Positionen der Wolke (fiir p = 3.0 (links oben) bis p = 5.5pc (rechts unten), in

0.5 pc-Schritten).
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D.2 Numerische Ergebnisse zur axialsymmetrischen, rotierenden und kolla-
bierenden Wolke

D.2.1 Die ortsaufgeldsten Linienprofile
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Abbildung 54: Axialsymmetrische Wolke mit v¢ur, = 3.0 X 108 cm/s: Profile der J = 1 — 0-Linie fiir den
Blickwinkel ¥ = 1° (oben) bzw. 89° (unten). Jeweilige Abszisse und Ordinate: Profile in den Abstdnden von
1.0 pc vom Wolkenzentrum (Mltte) von -5.0 bis +5.0 pc, wobei jeweils die spezifischen Intensitdten von 0 bis
2.5 x 107! erg em™> s7! Hz ™! gegen die Frequenz im Bereich von 4.897 bis 4.901x10'° Hz aufgetragen sind.
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Abbildung 55: Axialsymmetrische Wolke mit viu,, = 3.0 x 10° cm/s: Profile der J = 1 — 0-Linie in
den Abstdnden von 1.0 pc (in beiden Achsenrichtungen) fiir eine schrige Aufsicht mit Blickwinkel ¢ = 45°.
Das Wolkenzentrum befindet sich in der Bildmitte. Es sind jeweils die spezifischen Intensitdten von 0 bis
2.5 x 1071 erg cm ™2 57! Hz ™' gegen die Frequenz im Bereich von 4.897 bis 4.901x10'° Hz aufgetragen sind.
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Abbildung 56: Axialsymmetrische Wolke mit v¢ur, = 3.0 X 108 cm/s: Profile der J = 2 — 1-Linie fiir den
Blickwinkel ¥ = 1° (oben) bzw. 89° (unten). Jeweilige Abszisse und Ordinate: Profile in den Abstdnden von
1.0 pc vom Wolkenzentrum (Mltte) von -5.0 bis +5.0 pc, wobei jeweils die spezifischen Intensitdten von 0 bis
1.2 x 107! erg ecm™2 s7! Hz ™' gegen die Frequenz im Bereich von 9.794 bis 9.802x10'® Hz aufgetragen sind.
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Abbildung 57: Axialsymmetrische Wolke mit viu, = 3.0 x 10° cm/s: Profile der J = 2 — 1-Linie in
den Abstdnden von 1.0 pc (in beiden Achsenrichtungen) fiir eine schrige Aufsicht mit Blickwinkel ¢ = 45°.
Das Wolkenzentrum befindet sich in der Bildmitte. Es sind jeweils die spezifischen Intensitdten von 0 bis
1.2 x 107'* erg em ™2 s~" Hz™' gegen die Frequenz im Bereich von 9.794 bis 9.802x10'° Hz aufgetragen sind.
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Abbildung 58: Axialsymmetrische Wolke mit v¢ur, = 3.0 X 108 cm/s: Profile der J = 3 — 2-Linie fiir den
Blickwinkel ¥ = 1° (oben) bzw. 89° (unten). Jeweilige Abszisse und Ordinate: Profile in den Abstdnden von
1.0 pc vom Wolkenzentrum (Mltte) von -5.0 bis +5.0 pc, wobei jeweils die spezifischen Intensitdten von 0 bis
2.5 x 107" erg em™> s7! Hz ™' gegen die Frequenz im Bereich von 1.469 bis 1.4702x 10! Hz aufgetragen sind.
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Abbildung 59: Axialsymmetrische Wolke mit vyu, = 3.0 x 10° cm/s: Profile der J = 3 — 2-Linie in
den Abstdnden von 1.0 pc (in beiden Achsenrichtungen) fiir eine schrige Aufsicht mit Blickwinkel ¢ = 45°.
Das Wolkenzentrum befindet sich in der Bildmitte. Es sind jeweils die spezifischen Intensitdten von 0 bis
2.5 x 107" erg cm™2 s™' Hz~' gegen die Frequenz im Bereich von 1.469 bis 1.4702x10"" Hz aufgetragen sind.
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|/erg em?s7 hz!

D.2.2 Der Vergleich der Intensititen aus dem Wolkenzentrum fiir verschiedene
Blickwinkel
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Abbildung 60: Axialsymmetrische Wolke mit vun = 3.0 x 10° cm/s: Vergleich der Intensititsverteilungen der
J =1 — 0-Linie aus dem Wolkenzentrum fiir die Blickwinkel ¢ = 1° (gestrichelte Kurve) bzw. 89° (durchgezogene

Kurve).
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Abbildung 61: Axialsymmetrische Wolke mit v, = 3.0 X 10% cm/s: Vergleich der Intensititsverteilungen der J =
2 — 1-Linie (links) bzw. J = 3 — 2-Linie (rechts) aus dem Wolkenzentrum fiir die Blickwinkel ¢ = 1° (gestrichelte

Kurven) bzw. 89° (durchgezogene Kurven).
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D.2.3 Der Einflufl der Rotation auf die Intensitdtsverteilung
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Abbildung 62: Axialsymmetrische Wolke mit vgup = 3.0 X 10° cm/s: Der Einflufl der Rotation auf das Profil der
J =1 — 0-Linie (oben), J = 2 — 1-Linie (mitte) und J = 3 — 2-Linie (unten), an Orten jeweils symmetrisch zum
Zentrum fiir den konstanten Blickwinkel 9 = 89° auf die Aquatorebene; links fiir 7 = +0.5pc und rechts fiir r = +1.0pc.
Links ist jeweils die Intensitdt vom Wolkenzentrum zusétzlich zum Vergleich als durchgezogene Kurve dargestellt.
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