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Adolf Mayer wurde am 15. Februar 1839 zu Leipzig geboren. Er studierte zuerst in
Heidelberg anféanglich Chemie, dann auch Mathematik und Mineralogie, danach in
Gottingen, Leipzig, wieder in Heidelberg und in Konigsberg. Mit einer Habilitati-
onsschrift iiber Variationsrechnung erhielt er 1866 in Leipzig die Venia legendi. 1871
wurde er Extraordinarius, 1890 Ordinarius daselbst. Im Jahre 1900 setzte er wegen
Krankheit voriibergehend aus, anfangs 1908 mufite er die ihm liebgewordene Tétig-
keit ganz einstellen. Er suchte Heilung im Siiden, starb aber schon am 11. April 1908
in Gries bei Bozen. Seine Arbeiten gehoren den Gebieten der Differentialgleichungen,
der Variationsrechnung und der Mechanik an.

(Rezension von Felix Miiller (1843-1928) im Jahrbuch idiber die Fortschritte der
Mathematik, Band 39. 1908, S. 40)
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Am 11 April 1908 verschied in Gries bei Bozen
Aporpd MavER. In ihm haben wir ein hochgeschitztes,
treues Mitglied verloren, das unserer Gesellschaft seit 1877
angehirt hat. Von 1883 his 1901 war er stellvertretender
Sekretiir der mathematisch-physischen Klasse.

Maver ist am 15. Februar 1839 hier in Leipazig geboren.
Er entstammte einer im 17. Jahrhundert aus St. Gallen ein-
gewanderten Familie, deren Glieder, seitdem sie in Leipzig
ansiissig waren, stets dem Kaufmannsstand angehort und zwar
meistens sich dem Bankfach gewidmet hatten. Seine Mutter
ist ihm frih gestorben. Wissenschaftliche Begabung und
Neigung wiesen ibn auf ein Universititsstudium hin, und er
wandte sich, nachdem er die Thomasschule absolviert hatte,
nach Heidelberg, urspriinglich in der Absicht, Chemie zu
studieren. Von Anfang an dehnte er dort seine Interessen
auf Mathematik und Mineralogie aus. Er besuchte zwischen-
durch auch die Universitit Gotbingen, wo er besonders bei
dem Mathematiker STERN hoérte, und promovierte in Heidel-
perg mit einer mathematischen Arbeit. Es war vor allem
die Anregung, die er an diesem Ort durch Orro HESSE er-
fahren hatte, die iln bestimmte, sich von nun an ganz der
Mathematik zu widmen, wobei er aber die mathematische
Physik nicht vernachlissigte.

MAavEr brachte nach der Promotion ein Semester in
Leipzig zu, wandte sich dann nach Heidelberg zurtick, siedelte
aber im Herbst 1862 nach Konigsberg iiber. In dem Kreis
des FraNz NEUMAXNschen mathematisch-physikalischen Se-
minars, in den er dort eintrat, und der auch persénlich eng
gusammen hielt, hat MAYER manchen Freund gewonnen, mit
dem er das ganze Leben hindurch in personlicher und wissen-
achaftlicher Verbindung gewesen ist. Bis August 1865 blieh
er in Konigsberg. Hier horte er auch die Vorlesungen von
RICHELOT, und es ist eine von RICHELOT gegebene Anregung
gewesen, die ihn auf das der Variationsrechnung angehdrende




3560 0. Horoxe:

Thema seiner Habilitationsschritt gebracht hat, mit der er
sich 1m Jahr 1866 in Leipzig die venia legendi erwarb.

Im Dezember 1871 wurde er zum auBerordentlichen
Professor beférdert. Die Vorlesung, die er beim Antritt
semner Professur gehalten hat, handelte von der Geschichte
des mechanischen Prinzips der kleinsten Aktion. Bald nach
der Ernennung zum Extraordinarius, im Jahr 1872, hat
MaYER mit MarGAReTE WEIGEL den Ehebund geschlossen,
der fiir die ganze Folgezeii die Grundlage seines Lebensgliicks
und damit auch seiner fortgesetzten Schaffensfreude gewesen
ist. Nicht lange nachher erhielt er einen Ruf nach Freiburg.
Es war teils die Anhiinglichkeit an die Universitiit Leipzig,
der er auch spiter treu geblieben ist und in deren Interesse
er stets in der uueigenniitzigsten Weise gewirkt hat, teils die
Anhinglichkeit an unsere Stadt, vor allem aber die zarte Riick-
sicht gegen seinen alternden Vater, die ihn veranlaBte, dem
Ruf zu entsagen. 1851 wurde er ordentlicher Honorarprofessor,
im Jahr 1890 Ordinarius.

Im Frihjahr 1900 wurde MAYER auf sein Ansuchen
dauvernd beurlaubt. Kurze Zeit hat er dann nur seinen wissen-
schaftlichen Arbeiten gelebt; bald aber nahm er die ihm lieb
gewordenen Vorlesungen wieder auf und hielt auch wieder
Ubungen ab. In den Ubungen pflegte er auch seinen Schiilern
personlich niiher zu treten, denen er ein hilfreicher Freund
war. Im Anfang des Jahres 1908, mitten im Semester, muBte
er seine Wirksamkeit einstellen. Er suchte im Siiden Heilung
von einem Leiden, das ihn schon lingere Zeit bedriickte, und
sollte zu unser aller Leide nicht mehr lebend von dort zu-
riickkehren.

Mayers wissenschaftliche Titigkeit bewegte sich im
wesentlichen in den Gebieten der Differentialgleichungen, der
Variationsrechnung und der Mechanik. Besteht zwischen
diesen (iebieten an sich ein natiirlicher Zusammenhang, so
bildeten sie fir MaYER in noch hoherem Sinne cine Einheit,
da seine Habilitationsschrift ihn auf das Prinzip der kleinsten
Aktion gefilhrt hat, das in seinen Interessen lange eine her-
vorragende Rolle spielte. Verwandelt doch dieses Prinzip
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die Probleme der Mechanik in V ariationsaufgaben, bei deren
Behandlung dann  gewdhnliche und partielle Differential-
gleichungen in gegenseitigem Zusammenhang auftreten,

Sucht man den EinfluB festzustellen, den andere Mathe-
matiker oder deren Werke auf MAYER ausgeiibt haben konnten,
go findet man diesen KinfluB nicht gerade bei denen am
groBten, deren Vorlesungen er gehort hat. Die Arbeitsweise
:Mim&ms stimmt am meisten mit derjenigen analytischen
Richtung iiberein, die JACOBI in seinen beriihmten Vor-
Jesungen iiber Dynamik innegehalten hat, welche Vorlesungen
ja auch die allgemeine Theorie der partiellen Differential-
gleichungen erster Ordunung mit enthalten. Maver pflegte -
auch selbst eine Vorlesung von ihnlichem Plan unter dem
fitel der Dynamischen Differentialgleichungen zu lesen, um
die sich ein groBer Teil seiner wissenschaftlichen Arbeit
gruppiert hat. Auf die Wahl der Stotfe seiner Untersuchungen
hat wohl auch die nahe Beziehung gewirkt, die er in den
Jetzten Jabren von CLEBSCH zu diesem unterhalten hat,
withrend er die Eleganz, mit der er seine Probleme behandelte,
peben seiner eigenen Begabung wohl dem Vorbild seines
ersten Lehrers HESse verdankt.

Im folgenden werden nicht alle, aber doch die meisten
Arbeiten MAYERs besprochen werden. Die erste von denen,
die dem Gebict der partiellen Differentialgleichungen ange-
horen, hat er 1871 veriffentlicht.') Sie betraf die sogenannte
ersteJaconischeIntegrationsmethode der Differentialgleichungen
erster Ordnung. Jacosi hatte diese Methode aus den Unter-
guchungen von HaMiLTON und PFAFF abstrahiert, und sie
Jommt im Grund auf die Integrationsmethode CaucHys hinaus,
die damals JAcoBI noch unbekannt war. Diese Methode hat
jn der an sich iibersichtlichen Jacosischen Form den Nach-
teil, daB sich ihr gewisse spezielle Fille nicht fiigen. MayEr
deckte den wahven Grund dieser Ausnahmen auf, der darin
pesteht, daB in diesen Fillen eine Determinante verschwindet,
and gab eine Modifikation der Methode, durch die auch die
Ausnahmefiille bewiltigt werden konnen.

1) Mathematische Annslen Bd. 3, 8. 433.
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Im folgenden Jahre entdeckte MavER in demselben Ge-
biet ein wichtiges Resultat.!)y Er studierte den Zusammen-
bang zwischen den Systemen linearer homogener partieller
Differentialgleichungen erster Ordnung und Systemen von
linearen totalen Differentialgleichungen, die ,unbeschrinkt
integrabel”, d. h. ebensovielen unabhiingigen endlichen Glei-
chungen mit ebensovielen willkiirlichen Konstanten fiquivalent
sind. Lr fand, daB ein solches System von m — u totalen
Differentialgleichungen in m Varinbeln sich auf ein einziges
System von m — u gewdhnlichen Diﬂ'erentinlgleielmngen erster
Ordnung zuriickfihren liBt. Daraus ergab sich ihm dann das
" Theorem, daB die Integration eines nach der Bezeichnung von
CLeBscH ,vollstindigen® Systems von u linearen homogenen
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in m unab-
hiingigen Variabeln auf die Integration eines Systems von m — u
gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung zuriick-
kommt. Dieses Resultat kann auch ohne die Hinzuziehung
der totalen Differentialgleichungen abgeleitet werden:*) es ist
aber offenbar der Zusammenhang mit diesen gewesen, der
Maver auf die Substitution gefilhrt hat, die das genannte
Theorem erschlieBt. Durch dieses Theorem wurde nun die
Zahl und Ordnung der Operationen, die zur Integration eines
,.vollstindigen Systems” erforderlich sind, bedeutend verringert.
Damit wurde aber auch an der sogenannten zweiten JAconischen
Integrationsmethode, & h. an der eigentlichen Jacosischen
Methode, die ein beliebiges simultancs System von partiellen
Differentialgleichungen erster Ordnung auf die Integration der
vollstindigen Systeme linearer homogener Gleichungen zuriick-
fihrt, die weitgehendste Reduktion vorgenommen, die méglich
ist, weshalb man jetzt auch von der Jaconi-Mavxrschen Integra-
tionsmethode fiir die allgemeinen Systeme erster Ordnung spricht

.

1, ehenda Bd. 3, 8. 448; w. vyl. auch Bulletin des sciences math,
et astr.ser. I, tome 11 <1876}, p.87 u.p. 125 und diese Berichte, Bd. 43
(1891), S. 448.

2} Vgl. E.Govesar, Vorlesungen iiber die Integration der partiellen
Differentialgleichungen erster Ordnung, bearbeitet von (. Bovniir, deutsch
von H. Misen, 1893, p. 37.

s
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. Nachdem ihm dieser Wurf gelungen war, widmete er
gich eine Reihe von Jahren, bis 1877, ausschlieBlich den ver-
schiedenen Integrationstheorien der partiellen Differentialglei-
chungen erster Ordnung und den damit zusammenhiingenden
Theorien. lr machte 1872') die eben verdffentlichte neue
Methode von Lix dadurch allgemeiner zuginglich, daB er von
dem Fundamentaltheorem Liks, auf dem die Methode beruht,
und das besagt, dafl die Integration eines Involutionmssystems
von # Gleichungen mit # unabhingigen Variabeln auf die
Integration einer einzigen Gleichung mit # — m 4 1 unab-
hiingigen Variabeln zuriickkommt, analytische Beweise gab,
Maver hat dann auch die Liesche Methode etwas erweitert®)
und den Begriff der Berithrungstransformation, im Zusammen-
hang mit dem Lie seine Methode gefunden hatte, in den
Kreis seiner Untersuchungen gezogen. Er gab 1874 ein ein-
faches, von der Theorie des Prarrschen Problems unab-
hiingiges Verfahren an, die Bestimmung aller Beriihrungs-
transformationen auf gewdhnliche Differentialgleichungen zu-
ritckzufiihren,’) wihrend Lik diese Aufgabe als einen speziellen
Fall des Prarrschen Problems aufgefallt hatte. Auf die
Berithrungstransformationen ist er spiter (1893) wieder zu-
riickgekommen in einer Arbeit, deren Zweck es war, die Lehre
won den infimtesimalen Transformationen, insbesondere Be-
riithrungstransformationen, unabhiingig von der allgemeinen
Theorie der Transformationsgruppen darzustellen und dadurch
die zum Verstindnis jener Begriffe und ihrer Anwendungen
potwendigen Vorkenntnisse zu verringern.?)

1876 hat MAYER eine andere Integrationsmethode der
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, die &lter
jst als die seinige, die aber mehr Operationen zur Durch-
fithrung  erfordert, niher untersucht®) Xs war dies die
WeiLEksche Methode, auch, wie MavERs eigene, eine Ver-

1) Gittinger Nachrichten 1872, 8. 467 vgl. auch Math. Annalen
$3d. 6 (1873), 8. 162 u. 8. 192, '

2) Math. Annalen Bd. 8 (1875), S. 313.

3) Gdtt. Nachr. 1874, 8, 317 u, Math. Annalen Bd. 8 (1873), S.304.

4) Diese Berichte 1803, 8. 697. 5) Annalen Bd. g, 8. 347,
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einfachung der zweiten Jaconischen Methode. MAvER stellte
das WeiLERsche Verfahren in verschiedenen Punkten richtig
und gab zum ersten Mal eine wirklich klare Darstellung des
Verfahrens.

Nach dem Jahr 1877 hat sich Maver weniger mit den
Differentialgleichungen beschiiftigt, doch hat er in dieser Zeit
auch aufer der schon erwihnten Arbeit iiber die infinitesi-
malen Beriihrungstransformationen noch einige andere ver-
6ffentlicht, die sich in dem mit den Differentialgleichungen
unmittelbar zusammenhingenden Gebiet bewegten. So hat
er 1680 das Prarrsche Problem behandelt.)) Er wies zum
ersten Mal darauf hin, daB bei der Prarrschen Lisung dieses
Problems nur fiir den Fall, daB eine gewisse Determinante
micht verschwindet, wirklich bewiesen wird, daB die Losung
— wenn die Zahl der unabhiingigen Variabeln des umazu-
formenden Prarrschen Ausdrucks gerade ist — moglich ist.
Es wird also in dem Fall, in dem die betreffende Determi-
nante gleich Null ist, im Grund die Existenz der Lésung
vorausgesetzt, und es werden dann erst nachtriiglich auf Grund
dieser Voraussetzung gewihnliche Ditferentialgleichungen fiir
die Losung aufgestellt. Maver gab nun fiir den genannten
Fall wirklich sichere Grundlagen der Prarrschen Methode.
1890 hat er sich mit gewdhnlichen Differentialgleichungen
beschiiftigt und dabei fir gewisse Typen die Kriterien der
allgemeinen vollstindigen Integrierbarkeit, d. h. der allgemeinen
Zuriickfiihrbarkeit auf Quadraturen angegeben.®)

Ich wende mich jetzt den Arbeiten zu, die der Variations-
rechnung angehoren. Die Habilitationsschrift™) aus dem
Jahr 1866, die hierber gehirt, ist bereits kurz erwithnt worden.
Es bandelt sich in dieser Arbeit um die Maxima und Minima
der einfachen Integrale in dem Fall, daB » unbekannte Funk-
tiomen y,, ¥, -+ », sammt ihren ersten Differentinlquotienten

1) Annalen Bd. 17, 8, 523.

2) Diese Berichte Bd. 42, 8. 491.

3; Beitriige zur Theorie der Maxima und Minima der einfachen
Integrale, 1866; m. vgl. dazu Journal fir die reine und angewandte
Math. Bd. 69, 8, 238.
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unter dem Integral stehen, und auBerdem gewisse Differential-
gleichungen erster Ordnung als Bedingungsgleichungen gegeben
gind. CLEBSCH hatte bereits fiir diesen Fall eine Umformung
der zweiten Variation des Integrals gefunden, die der fiir den
einfachsten Fall schon von LEGENDRE aufgestellten entspricht.
Die in der zweiten Variation unter dem Integral stehende
Funktion wurde von CLenscH in drei Teile zerlegt. Der
erste Teil ist eine quadratische Form F gewisser n GroBen,
die aus den Variationen dy,, dy,, -- dy, und ihren Ableitungen
Jinear und homogen gebildet sind. Der zweite Teil ist der
totale Differentialquotient einer quadratischen Form der Vari-
ationen 0y, 04, - 0y selbst, und der dritte ein linear und
homogen aus den linken Seiten der Bedingungsgleichungen
gebildeter Ausdruck. Es kommt dann, da die Variationen dy,,
d e, 0y, an den Enden des Integrationsintervalls verschwinden
gollen, schlieflich nur auf den ersten der drei Teile an, der
das Vorzeichen der zweiten Variation erkennen liBt. .

Die Moglichkeit der genannten Umformung ist aber noch
an eine Forderung gekniipft. Es tritt eine Determinante auf,
deren Elemente auBer von der unabhingigen Variabeln noch
yon willkiirlichen Konstanten abhiingen, und es miissen sich
diese Konstanten so bestimmen lassen, daB die Determinante
in dem ganzen Integrationsintervall z,-.- 2, von Null ver-
gchieden ist. )

MaveR hat nun gezeigt, daB jene Determinante abgesehen
yon einem von der unabhidngigen Verinderlichen # unab-
piingigen Faktor bei passender Bestimmung jemer Konstanten
mit der Determinante

IR R (R
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zusammentillt.  In dieser Determinante sind y,, yy,--- y, die
Funktionen, welche die Differentialgleichungen lésen, die aus
dem Nullsetzen der ersten Variation sich ergeben haben, und
die noch die willkiirlichen Konstanten ¢,, ¢,, - - - ¢, enthalten.
Diese Konstanten sind aber in der Determinante nachtriiglich
so zu spezialisieren, wie es der zu untersuchenden Losung der
Differentialgleichungen entspricht. Er konnte nun schlieBen,
daB die zweite Variation gleich Null gemacht werden kann,
wenn die auf der Seite von x, dem », niichstliegende Wurzel
der ,Grenzgleichung” of (x, 7)) = o in dem Integrations-
intervall 1z, ...z, gelegen ist oder mit 2, zusammenfillt,
wihrend andererseits, wenn die genannte Wurzel auBerhalb
des Intervalls liegt, die zweite Variation nur ein Vorzeichen
annehmen und nicht verschwinden kann, falls jene quadratische
Form I unter den betretfenden Bedingungen definit ist. So
gelangte MAYER zu der wahren expliziten Form der verallge-
meinerten Jacopischen Bedingung.

Maver hat angegeben, daB er den Zusammenhang der
beiden Determinanten an speziellen Integralen bemerkt habe,
deren Maxima und Minima er auf Grund ciner Anregung
von RICHELOT untersucht hat. Es bewahrheitete sich also
auch an ihm, der seinen Herleitungen und Darstellungen die
grofte Allgemeinheit zu geben liebte, die Tatsache, daB wichtige
und fruchtbare Beziehungen allgemeiner Art vielfach zuerst
auf induktivem Wege gefunden werden.

Mavenr hob selbst hervor, daB gewisse Fille vorhanden
sind, m denen die Strenge der SchluBweise nicht behauptet
werden kann, und die noch einer nitheren Untersuchung be-
diirfen. Streng genommen bedarf auch der SchluB auf das
wirkliche Vorhandensein eines Extremums in dem Fall, daB
die zweite Variation nur ein Vorzeichen haben und nicht
aleich Null werden kann, und der SchiuB nuf das Nichtstatt-
finden eines Extremums in dem Fall, daB die zweite Variation
verschwinden kann, noch eines Beweises, selbst dann, wenn
es sich nur um das sogenannte schwache) Extremum handelt.

1) Im einfachsten Fall der Variationsrechnung heiBt ein Extremum
ein schwaches, wenn, geometrisch gesprochen, die Kurve, die das Ex-
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PDoch dies 1st erst spiter erkannt worden und zwar von
WEIERSTRASS, der allerdings seine Untersuchungen nur in
Vorlesungen bekannt gab, und von dem leider so frith ver-
storbenen LUDWIG SCHEEFFER, dessen Arbeiten MAYER aufs
hochste geschiitzt hat. Auch die LAGrRaANGEsche Multiplikatoren-
methode, die MAVER angewendet hat, um die Bedingungs-
gleichungen zu berticksichtigen, war damals noch nicht be-
wiecsen. Sie hat ihm den Stoff zu spiiteren Arbeiten geliefert.

1877 hat MAavER die Kriterien des Maximums und Mini-
mums bei den isoperimetrischen Problemen untersucht.!) Er
hat dabei ein Reziprozititsgesetz gefunden, das in dem ein-
fachsten Fall darauf hinauskommt, daB die Funktion, die unter
dem Integral steht, das ein Extremum werden soll, mit der-
jenigen Funktion, die in der Bedingungsgleichung unter dem
Integral vorkommt, vertauscht werden kann. Es kommt thm
guch bei dieser Untersuchung hauptsiichlich auf die Diskussion
der zweiten Variation an. Um dabei die Resultate der Ha-
pilitationsschrift anwenden zu konnen, faBt er die isoperi-
metrischien Probleme, in denen Integralbedingungen vorge-
gchrieben sind, als spezielle Fille des allgemeineren Problems
auf, in dem die Bedingungen in Form von Differentialgleichungen
gegeben sind. Die Multiplikatorenmethode kommt auch hier
wieder zur Anwendung; es ergibt sich aber hier sofort, dab
Jdie Multiplikatoren, die beim allgemeinen Problem Funktionen
Jer unabhéngigen Verinderlichen sind, sich auf Konstanten
Teduzieren. Darauf, daB eine solche Konstante in einem Fall,
jn dem Unstetigkeiten der Differentialquotienten der zu be-
gtimmenden Funktionen zugelassen sind, nicht in verschiedenen
j[nbermllcm verschiedene Werte haben kann, hat MAYER aus-
Jdriicklich hingewiesen.

Integrale mit variabeln Grenzen hat er zuerst im Jahr 1884
petrachtet?) r ging dabei von der bekannten Auffassung

gremum vorstellen soll, nur mit solchen verglichen wird, die nicht bloB
jn ihrer Niithe verlaufen, sondern auch in den Richtungen wenig von
jhr abweichen.
1) Diese Berichte Bd. 29, 8. 114 und Aunalen Bd. 13 (1878), S. 53.
2) Ber. Bd. 36, 3, 99.
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aus, daB n diesem Fall das Problem in zwei Teile geteilt
werden kann, indem zuerst, geometrisch gesprochen, die zu
bestimmende Kurve -— i einfachsten Fall — zwischen ihren
Endpunkten denselben Vorschriften zu geniigen hat, die gelten
miibten, wenn das Problem eines Extremums bei festgehaltenen
Endpunkten gestellt wiire, und dann noch eine Aufgabe des
gewdhnlichen Maximums oder Minimums zur Bestimmung
der nicht bekannten Endpunkie selbst zu 16sen ist. MAYER
fand, daB diese zweite Aufuabe sich leicht behandeln JiBt, wenn
man die Differentialgleichungen, die sich aus dem ersten Teil-
problem ergeben. durch Zuriickfithrung auf ihre HamiLronsche
partielle Differentialgleichung integriert hat. Maver ging
daber auf die (iriBen zweiter Ordnung der Entwicklungen
ein und setzte voraus, daB auch hinsichtlich der diese GriBen
betreffenden Kriterien das Problem durch seine Teilprobleme
aleichwertig ersetzt werden kann. Er hat erst spiiter, im
Jahr 1866, die Frage nach der Berechtigung der Zerlegung
der Aunfrabe autgeworfen und durch eine doppelte rechnerische
Durchfiihrung des Problems, einerseits nach der Zerlegungs-
methode und andererseits in ungeteilter Behandlung, gezeigt,
daB sich dabei dieselben Kriterien ergeben.?)

Im Jahr 1885 hat MAYER einen Beweis der LAGrRANGEschen
Multiplikatorenmethode erbracht; es ist dies fiir den allge-
meinen Fall, in dem Bedingungsdifferentialgleichungen vor-
geschrieben sind, die erste Begriindung der Methode, die ge-
geben worden ist®) Er hatte, wie ich schon erwihnte, in
seinen fritheren Arbeiten die Multiplikatorenmethode nge-
wissermaBen als Axiom® akzeptiert. Eine miindliche Diskussion
mit LUbwIG SCHEEFFER, der die Methode fir den Fall der

isoperimetnischen Probleme bewiesen hatte, gab Maver die

Anregung zur Auffindung des allgemeinen Beweises.

Er ging von dem Integral
1 ,
.,If(m; oy o m Yy My e yu)dx
xa

1; Ber. Bd. 48, ¥, 436.
¢ Ber. Bd. 37, ¥ 7: vgl. auch Annalen Bd. 26 (1886), $. 74

1)
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aus, in dem n Funktionen y,, .-y, der unabhingigen Ver-
inderlichen 2 samt ihren Ableitungen vorkommen, die noch
durch die Bedingungsdifferentialgleichungen

P (%) Y1 - Uy 915 - Ya) = © (k=1,2-m)
anemander gekniipft sind und fiir # = 2, und # = 2, vorge-
gebene Werte haben. Er machte nun zundchst den Ansatz,
daf er die erste Variation

o [fdz

gleich Null setzte fiir solche Variationen dy,, dy,, - dy, der
Funktionen y,, y,, --- y,, welche die Gleichungen

1) dp,=o0 (k=1,2,---m)

erfillen und an den Enden des Integrationsintervalls ver-
schwinden. Fiir diesen bekannten Ansatz hat er keinen be-
gonderen Beweis gegeben.’) Die Gleichungen 1) lassen nun
y» — m von den Variationen dy,, dy,, --- dy, willkiirlich. An-
genommen, es seien die Gleichungen 1) so beschaffen, da8
man sie gerade nach den Differentialquotienten der Variationen

g) ‘6‘yn—m+l’ 6ﬁ’v:—‘:n+9:'.“ 63’“
auflégsen knnu, so sollen die iibrigen Variationen
3) ﬁy‘lp ﬁﬂ?! e d\yn—m

versuchsweise einmal beliebig, nur so, dafl sie fir z =g,
und Z = 7, verschwinden, angenommen werden. Die Vari-
ationen 2) wiirden sich nun aus den Differentialgleichungen 1)
und daraus, daB auch sie fir # = 2, gleich Null sein miissen,
fiir das ganze Intervall ergeben, und es wiirden dann die
Werte dieser Variationen sich im allgemeinen nicht auch
fiir * =z, von selbst gleich Null herausstellen. Die. Be-
dingung, der zu Folge die Variationen 2) fiir x = z, ver-
schwinden sollten, die anfangs mit gestellt wurde, muB also
eine weitere Beschrinkung der Variationen 3) bewirken.

1) Der Ansatz bedarf des Beweises. Vgl. A. Kxeser, Lehrbuch der
Variationsrechnung, 1900, 8. 228 bis 235, wo dieser Punkt zum ersten
Mal fiir den Fall von Bedingungsdifferentialgleichungen erledigt ist.
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MAyER hat nun gefunden, daB diese Beschriinkung dadurch
ausgedriickt wird, daB ein von z, bis x; erstrecktes Integral,
unter dem die Variationen 3) linear und homogen vorkommen,
gleich Null sein muB. Damit war nun die weiterc Behandlung
der Irage auf emne den isoperimetrischen Problemen analoge
Aufgabe gebracht, und diese wurde von MayEr nach Analogic
des von SCHEEFFER bei den isuperimetrischen Problemen be-
nutzten Verfahrens, dessen Grundgedanke von WEIERSTRASS
herriibrt,!) gelsst.

Diesen Beweis hat MAYER 1895 auf das allgemeinste
Problem der Variationsrechnung mit einer unabhingigen Ver-
anderlichen ausgedehnt®) Dieses allgemeinste Problem hatte
er schon 1878 so gefaBt,?) daB er m Differentialgleichungen
mit » gesuchten Funktionen der einen Verinderlichen 1z
und m <n angenommen hatte; es soliten dubei fiir z =2,
die Werte aller Funktionen, fiir » = o, dagegen nur die
Werte von n — 1 der Funktionen agegeben sein, withrend der
Wert der nten Funktion fiir das Argument o: = z, unter den
angenommenen Bedingungen ein Extremum werden sollte.
Dieses Problem hatte Maver damals behandelt, indem er die
Multiplikatorenmethode als richtig vornusgesetzt hatte.

Ber den Beweisen fiir die Multiplikatorenmethode kam
naturgemiaB nur die erste Variation in Betracht. Die frither
besprochenen Arbeiten MavERs aus dem Gebiet der Variations-
rechnung beschéftigten sich alle mit der zweiten Variation,
also im Grunde mit den feineren Bedingungen des schwachen
Extremums. Die hinreichenden Bedingungen eines starken
Extremums hat MavEr nicht bearbeitet. Vielleicht waren die
Studien, die er in den letzten Jahren dem HinserTschen Un-
abhingigkeitssatz gewidmet hat,*)dermitden WEIERSTRASSSChen
Untersuchungen iiber das starke Extremum in naher Beziehung
steht, als eine Vorbereitung dazu gedacht.

Die Arbeiten Mavers iiber die gewihnlichen Maxima
und Minima méchte ich im AnschluB an die Variationsrechnung

1) Vgl. Math. Annalen Bd. 23, 3. 383. 2) Ber. Bd. 47, 8. 129.
3) Ber. Bd. 30, 8. 16.
4) Ber. Bd. 55 (1903, 8. 131; Bd. 37, S. 49 und S. 313.

S
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erwithnen. Er hat im Jahr 1881 eine Untersuchung tiber die
Frage verdffentlicht?), unter welchen Bedingungen ein von
einem Punkt auf eine krumme Oberfliche gefiilltes Lot wirklich
einen griBten oder kleinsten Abstand des Punkts von der
Oberfliiche darstellt. Maver fiigte hier den bekannten Re-
sultaten, die sich auf die Kriimmungsradien beziehen und sich
aus der Betrachtung der Glieder zweiter Ordnung in den be-
nutzten Entwicklungen ergeben, einige neue und elegante
Siitze hinzu, zu deren Beweis dme Gheder dritter Ordnung
beigezogen werden miissen. Er zeigte zugleich, daf die Re-
sultate, wenn sie analvtisch gefaBt werden, sich auf den Fall
von beliebig vielen Variabeln ausdehnen lassen. Es ist dies
die emzige geometrische Arbeit MavERs.

Noch einige Male ist er auf die Theorie der gewshnlichen
Maxima und Minima zurlickgekommen. Von diesen Arbeiten
mochte ich besonders die im Jahr 1892 verfaBte®) hervor-
heben, in der er die schwierigen Fiille untersucht hat, in
denen die Glieder zweiter Ordnung in der Entwicklung der
Funktion, die ein Extremum werden soll, eine semidefinite
Form bilden. FEr hat dabei eine eigentiimliche Definition des
Extremums benutzt. So wird z B. gesagt, daB eine Funktion
von drei Veriinderlichen f(a,, 2, 2 rq) an der Stelle @y, Gy, dg
ein Minimum besitze, wenn, geometrisch gesprochen, fiir Jede
durch a,, a,, a, geheude I_\urve, fiir die sich die Koordinaten
in der Nihe der Stelle a,, a,, a, in gewihnliche Potenzreihen
eines Parameters entwickeln lassen, in der Entwicklung von

[(@,®), 9., @y(h) — fla,, a, as)
das erste nicht verschwindende Glied von gerader Ordnung und
positiv 1st. Wollte man ohne weiteres annehmen, daﬂ das
Kriterium, das sich auf Grund der erwihnten ]Deﬁmtlon er-
geben hat, fiir ein Extremum im gewdshnlichen Sinn hinreichend
sel, 80 Wmde man eine Hypothese machen, deren Richtigkeit
in Frage gezogen werden kann. Maver hat deshalb selbst

den eingeschlagenen Weg fiir nicht ganz einwurfsfrei erkliirt,

jndem er zuglemh bemerkte, daB man sich mit weniger strengem

1) Hc.r. Bd. 33, S. 28. 2) Ber. Bd. 44, 8. 34.
Math.-phye. Klazee 1008, Bd., LY.

[
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Methoden behelfen miisse, wo ein absolut sicheres Fundament
tehle. Eine Arbeit von STornz, die befriedigende Fundamente
selegt hat, hatte er gerade nicht mehr benutzen kinnen.

In einer ftritheren Arbeit (188¢) hat Mavkr die Rezi-
prozitiitsgesetze entwickelt,!) die im Gebiete der gewdhnlichen
Maxima und Minima bestehen und die den von ithm in der
Variationsrechnung bei den isoperimetrischen Problemen ge-
fundenen Gesetzen analog sind.

MavEgs erste mechanische Arbeit war historischer Art
und wurde durch seine Antrittsvorlesung veranlaBt. Diese Un-
tersuchung der Geschichte des Prinzips der kleinsten Aktion
ist erst im Jahre 1877 gedruckt worden.*) Er hat hier na-
mentlich die Anfiinge des Prinzips vollig klar gelegt und ins-
besondere das Verdienst EULERS in das richtige Licht gesetzt,
der zuerst ein priizises Prinzip, allerdings fiir einen speziellen
Fall, aufgestellt hatte, wihrend MavrErTU1s' Formulierungen
ganz vager Natur waren. Hinsichtlich der Form, die LAGRANGE
dem Prinzip gegeben und nicht gunz deutlich gefaBt hatte,
kam er zu dem Ergebms, daB LAGRANGE das von ums nach
HaMILTON benannte Prinzip gemeint haben miisse. Diese Auf-
fassung hat Mavewr spiter als nicht zutreffend erkannt und
nnumwunden zuriickgenommen.®)

Mit dem kinetischen Potential, d. h. mit dem Fall, daB
rlas Potential von Massen nicht nur von ihren Lagen, sondern
auch von ihren (reschwindigkeiten abhiingt, hat er sich mehr-
fach heschiftigt. In der ersten dieser Untersuchungen aus
dem Jahre 1877 hat er den allgemeinsten Ausdruck des kine-
tischen Potentialz unter der Voraussetzung bestimmt, daB zu-
gleich das Prinzip der Gleichheit von Wirkung und Gegen-
wirkung erfiillt ist'), d. h. daB die Kriifte so beschaffen sind,
daB sie im Gleichgewicht sein wiirden, falls das System starr
ware. Viel spiiter (1806) hat MaveERr die von v. HELMuOLTZ

1) Ber. Bd. 41, 8. 308.

2) (Geschichte des Prinzips der kleinsten Action, Leipzig, 1877, liber-
setzt in Boncompagni, Bull. bibl. stor. sc. mat. 1878.

3) Ber. Bd. 38 71886), 8. 343.

3) Ber. Bd. 29, %, 86 u. Math. Aunalen Bd. 13 (1878), 3. 20,
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aufgestellten Bedingungen bewiesen, denen die in den Koor-
dinaten und deren ersten und zweiten Ableitungen ausge-
driickten Komponenten der auf ein materielles System wirkenden
Kriifte entsprechen miissen, damit ein kinetisches Potential
existicrt.’) Withrend v. HELMBOLTZ den Beweis seiner Formeln
nur angedeutet, und KoENIGSBERGER fiir den Beweis einen an-
deren Weg angegeben und zugleich die Formeln bedeutend
verallgemeinert hatte, benutzte MAYER in der erwihnten Ar-
beit ein hesonderes JacoBisches Variationsverfahren, durch
das dann auch die interessanten KOENIGSBERGERschen Formeln
mit #uberst wenig Rechnung vollstindig hergeleitet werden.
Aus dem Jahre 1879 ist eine Arbeit®) iiber die relative
Bewegung eines Systems irgendwie verbundener materieller
Punkte um ihren Schwerpunkt. Hier bestimmte MavER die
Anzabl und Ordnung der Operationen, die im Sinne der Theorie
der gewohnlichen Differentialgleichungen nétig sind, um die
Bewegung, die relativ zum Schwerpunkt statt hat, auf bloBe
(Quadraturen zuriickzufiihren. Dabei wird vorausgesetzt, dab
fiir diese relative Bewegung das Prinzip der Erhaltung der
Jebendigen Kraft und die drei Flichensiitze gelten. Dies ist
eine Untersuchung ganz im Geist der Jacosischen Dynamik,
die sich mit den Vorteilen beschiiftigt, ,welche man bei der
Integration der Differentialgleichungen der Bewegung aus der
pesonderen Form dieser (leichungen ziehen kann“ In &hn-
Jichem Sinne hat MAVER 1893 die Bewegung eines materiellen
Punktes auf einer rauhen Kurve oder einer rauhen Fliche?)
und 1902 die vollstindige Bestimmung der Rotation eines
gtarren Kdrpers unter der Voraussetzung, daB seine Winkel-
ges‘chwindig‘keit schon gefunden ist?') erortert.
' In den Jahren 1898 bis 1902 hat sich MAYER ausschlieB-
lich mit Mechanik und zwar hauptsichlich mit dem StoB und
der Reibung beschiiftigt. In einer Arbeit®) aus dem Jahr 1898
hat er gewisse Sitze verallgemeinert, die RouTH gegeben hatte,
and die erlauben, die simtlichen nach einem StoB eintretenden

1) Ber. Bd. 48, 8. 519, 2) Ber. Bd. 31, 8. 34.
3) Ber. Bd. 45, 8. 379. 4) Ber. Bd. 54, S. 353.
5) Ber. Bd. 5o, 8. 246; vgl. auch Bd. 51, 8. 215,
27"
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Geschwindigkeiten durch eine Minimumsaufgabe zu finden,
falls der StoB nur darin besteht, daB gewissen Punkten des
materiellen Systems bestimmte Geschwindigkeitsiinderungen
oder dem ganzen System bestimmte, vorher nicht vorhandene
Verbindungen plotzlich aufgezwungen werden. MAYER setzte
diese Sitze mit dem Gavssschen Prinzip des kleinsten Zwangs
in Verbindung, fiir das er eine besondere Vorliebe hatte.

1899 hat er den Fall betrachtet, daf ein materielles System
Ungleichungen unterworfen ist,’) und hat einen TrugschluB,
der sich in die bekanunten Arbeiten OsTROGRADSKYS einge-
schlichen hatte, und der von STUuDY =zuerst hemerkt worden
war, ausfiihrhich dargelegt. Zugleich hater auch die StoBe unter
der Voraussetzung behandelt, daB dabei Ungleichungen gelten.?)

In den eben erwihnten Arbeiten hatte MAvER von Rei-
bung vollstindig abgesehen. 19or fing er an, die Gesetze
der gleitenden Reibung in 1hren Konsequensen zu untersuchen.*)
Er beschrinkte sich auf den Fall, daB die Reibung nur in
einem Punkte wirkt. Dabei richtete er sein Augenmerk be-
sonders auf einen solchen Moment, in dem Ruhe herrscht,
wiithrend in dem unmittelbar darauf folgenden Zeitintervall ein
Gleiten eintritt!) Er stellte sich nun eine besondere Frage,
die vorher noch nicht aufgeworfen worden war. Handelt es
sich z. B. darum. daB ein und derselbe Punkt des materiellen
Systems auf einer festen Kurve oder Fliche gleitet, so wird
dieser Punkt in dem betrachteten kleinen Zeitintervall aus der
Ruhe heraus eine kleine Geschwindigkeit bekommen, die mit
seiner Beschleunigung gleiche Richtung hat:; es wird deshalb
die RReibung in dem Zeitintervall der Beschleunigung entgegen-
gesetzt und absolut gleich dem vollen Produkt von Normal-
druck und Reibungskoeffizient sein. Nimmt man nun die
Reibungskraft gleich diesem Produkt in irgend einer Rich-
tung an, so ergeben die Ditterentialgleichungen der Bewegung
zusammen mit den Bedingungsgleichungen des Systems den

1) Ber. Bd. 51, 3. 224. 2} ebenda S. 243.

3) Ber. Bd. 53, 8. 235.

4) Die Krifte kbnnen méglicherweise auch erst zu wirken an-
fangen.




Apovrn Maver, A=
37

Normaldruck samt der GréBe und Richtung der Beschleunigung
des Punktes. Falls nun diese Richtung nicht der angenom-
menen der Reibung entgegengesetzt herauskommt, kann diese
der angenommenen Richtung entgegengesetate nicht die wahre
Bewegungsrichtung des Punktes sein. Es ist méglich, daB
auf diese Weise jede angenommene Richtung auf einen Wider-
spruch fiihrt, und sich somit die Bewegung des Punktes als
unmoglich erweist. MAYER stellte sich nun die Frage, ob in
jedem Fall, in dem jene Differentialgleichungen die Bewegung
als unmdglich erscheinen lassen, die Gesetze der Reibung, so
wie sie fiir die Ruhe formuliert werden, wirklich den Ruhe-
zustand als méglich ergeben, d. b. also, ob nicht in den Ge-
setzen der Reibung selbst ein Widerspruch enthalten ist. Er
gelangte zu dem Resultat, daB im allgemeinen kein Wider-
gpruch auftritt. AuBerdem hat er noch die Frage beantwortet,
wamn bei einem starren Kirper, der sich auf rauher Unterlage
bewegt, der Normaldruck, den der Kérper auf die Unterlage
austibt, unabhiingig von der Reibung ist.

Im Jahre 1902 hat MavEr den ZusammenstoB zweier
Korper unter Beriicksichtigung der gleitenden Reibung unter-
sucht,’) wobei er die Methoden, die von DArBoUx und RouTn
jin der Behandlung dieser Frage benutzt worden sind, mit
einander verbunden hat.

Nach diesen Arbeiten erschienen als letzte Verdffent-
lichungen MAYERs in den Jalren 190o3—igos die schon er-
wiihnten Untersuchungen iiber den HILBERTschen Unabhéngig-
keitssatz,

Uberblicken wir ApoLri MAYERs wissenschafliche Lebens-
arbeit, so bietet sich ein iiberaus einheitliches und zugleich
reiches Bild dar. Er hat drei nahe zusammenhingende und
doch weite Felder der Wissenschaft mit groBem Erfolge be-
paut. Arbeiten anderer auf diesen Gebieten hat er genau
verfolgt und vielfach eigene Untersuchungen an sie angekniipft.
Es lag in seiner Natur, daB er nur bei der gewissenhaftesten
Durchfiihrung seiner Arbeiten Befriedigung empfand, und so

1) Ber. Bd. 54, 8. 208 u. 327.
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hat er von Anfang an nach Exaktheit und Vollstindigkeit
gestrebt und stets nach den Ausnahmen der ,im allgemeinen®
geltenden Sitze gesucht. War er von einer mehr formal ele-
ganten analytischen Richtung ausgegangen, so entwickelte er
gich nach der strengeren Seite hin, indem er mehr und mehr
dazu kam, Annahwmen, die er frither obne weiteres zugelassen
hatte, zu beweisen. Er war aber nicht geneigt, durch solche
Anforderungen der Strenge sich zu sehr aufhalten zu lassen;
nicht iiberall ging er auf die Grundlagen der Analysis zuriick
und er hat es ofters ausgesprochen, daB Annahmen nichts
schaden, wenn sie nicht stillschweigend gemacht werden. Fand
er an einer seiner Arbeiten etwas zu verbessern, so hob er
ausdriicklich hervor, was ihm an seinem fritheren Standpunkte
nicht mehr geniigte. Seinem aufrichtigen und bescheidenen
Charakter wurde dieses Zugestindnis nicht schwer.

Die geschilderten Grundziige seines wissenschaftlichen
Wesens kamen auch seinen Schiilern zu gute in den Vorle-
sungen, die er auf das sorgfiltigste ausarbeitete und in denen
er niemals Schwierigkeiten verschleierte und umging, sondern
die Zuhorer dahin zu bringen suchte, die Schwierigkeiten zu
iitherwinden.

Wir aber diirfen ihn in seiner Sorgfalt, in seiner Auf-
richtigkeit, in der Bescheidenheit, Einfachheit und Selbstlosig-
keit, die ihn in seiner wissenschaftlichen und amtlichen Wirk-
samkeit wie im Leben ausgezeichnet haben, als ein leuchtendes
Vorbild betrachten. Diesem Vorbild nachzustreben, wollen
wir nie miide werden. |

Verzeichnis
der im vorstehenden nicht angefiihrten Arbeiten MAYERS.

1870. Der Satz der Variationsrechnung, welcher dem Prinzip der
kleinsten Wirkung in der Mechanik entspricht, Math. Annalen, Bd. 2,
8. 143,

1871. Uber die Integration simultaner partieller Differentialglei-
chungen der ersten Ordnung mit derselben unbekunnten Funktion,
Annalen, Bd. 4, 8. 88.

1872, Zur simultanen Integration linearer particller Differential-
gleichungen, Gott. Nachr. 8. 313.
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1872. Zur Theorie der vollstiindigen Losungen und der Transforma-
tion der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, ebenda 8. 405.

1873. Zur Integration der partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung, G&tt. Nachr. 8. 299.

1877. Uber den Multiplikator eines Jacomschen Systems, Math.
Ann. Bd. 1z, 8 132, '

1880, Uber die allgemeinen Integrale der dynamischen Differential-
gleichungen und ibre Verwertung durch die Methoden von Lie, Math.
Ann. Bd. 17, 8. 332,

1883. Uber die Ableitung der singuliren Losungen eines Systems
gewdhnlicher Differentialgleichungen aus den Differentialgleichungen
gelbat, Ann. Bd.22, S. 368,

1887. Uier cin Bewegungsproblem, diese Ber. Bd. 39, S. 123.

1889. Zur Theorie des gewOhnlichen Maximums und Minimums,
ebenda Bd. 41, 8. 122,

1890. Zur Theorie der vollstiindigen Losungen der Differential-
gleichungen erster Ordnung zwischen zwei Variabeln, Ann. Bd. 37,
5. 399

1899. Die Gleichgewichisbedingungen reibungsloser Punktsysteme
und dic verschiedenen Arten des Gleichgewichtes, Leipziger Programm.

1899, Zur Theorie der Bewegung von Punktsystemen unter dem Ein-
flu von Potentialkriiften, diese Ber. Bd. 51, S. 1.
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