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Zusammenfassung

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist eine einfache, (assoziative und unitire,) endlich-dimensionale
Q-Algebra A = Aqg, auf welche eine positive Involution J gegeben ist. Dieser Algebra kann man
eine symplektische Gruppe Sp(AR) zuordnen. Sie besteht aus allen (2 x 2)-Matrizen mit Koeffizi-
enten aus der Tensorierung Ar := Ag ®q R, die die Eigenschaft

J(M)IM =1, mit [ = (jA 15*), M= (gg) und J(M) = (jg;j)) jgg),
besitzen. Im Falle der Matrixalgebra A = M,,(Q) und der Standardinvolution ist dies die gewthn-
liche reelle symplektische Gruppe. Wir zeichnen in A noch eine Ordnung O als ,,ganz“ aus, und
betrachten die Untergruppe der rationalen symplektischen Matrizen Sp(Ag ), sowie die Untergrup-
pe I' = T'p aller symplektischer Matrizen M € M,(0). Diese Gruppe stellt eine Verallgemeinerung
der klassischen Siegelschen Modulgruppe, sowie der in der Literatur behandelten weiteren Fille
der Hilbert-Siegelschen, Hermiteschen und quaterniren Modulgruppen, dar.

Im iibrigen sind je zwei positive Involutionen auf der einfachen Algebra Ag #dhnlich (vergleiche
Kapitel 1, Definition 1.2.3 und Satz 1.5.13). Die algebraische Gruppe Sp(A¢) ist iiber Q definiert,
und diese Q-Struktur ist von der Wahl der Involution in der Ahnlichkeitsklasse unabhingig. Daher
ist das Gebilde der Kongruenzgruppen von der Wahl des Repriisentanten der Ahnlichkeitsklasse der
Involution, und auferdem noch von der der Ordnung, unabhingig (vergleiche 4.2.13). Es geniigt
also, sich auf eine Matrixalgebra M, (D) iiber einem positiv definiten Schiefkérper D = (D, J) zu
beschrinken, deren Involution die Matrixausdehnung von .J ist, und von einer maximalen Ordnung
O = J(O) in D, sowie der zugehorigen maximalen Ordnung M,,(0) C Ag, auszugehen.

Ziel der Abhandlung ist es, die Theorie der singuldiren Modulformen, im Sinne von [Frl] und
[Fr2], in diesem Rahmen aufzubauen. Wir werden zu diesem Zweck den Begriff der Thetareihe in
diesem allgemeinen Rahmen prigen, und wie iiblich zeigen, dal Thetareihen Modulformen zu be-
stimmten Kongruenzgruppen sind. Das Hauptresultat wird sein, dafl umgekehrt jede Modulform
von hinreichend kleinem (singulirem) Gewicht als endliche Linearkombination bestimmter The-
tareihen darstellbar ist, was das Theorem von E. Freitag aus dem Siegelschen Fall verallgemeinert.

Wie bei Freitag wird das Problem der Erzeugung der erwidhnten Modulformen auf ein kom-
binatorisches Lemma zuriickgefiihrt. Dies ist ein algebraischer Hilfssatz kombinatorischer Natur
iiber endlich erzeugte Moduln tiber endlichen kommutativen Hauptidealringen, der von ihm, unter
einer gewissen Bedingung an das Gewicht, in den erwdhnten LNM bewiesen wurde. Den Beweis
dieses Lemmas kann man auch auf eine grofiere Klasse von (auch nicht-kommutativen) Ringen
verallgemeinern, und kann so den Beweis des Darstellungssatzes durchfiihren.

Die Schwierigkeiten des allgemeinen Falles im Vergleich zum Siegelschen stammen auf der
einen Seite von der Nicht-Kommutativitit des Grundbereiches (eines Schiefkérpers), und auf der
anderen von der Nicht-Trivialitdt der Klassenzahl. Die Behandlung der Nicht-Kommutativitéit
erfordert genaue Einsicht in die Strukturtheorie einfacher Algebren und ihrer Komplettierungen.
In einer Arbeit iiber Hilbert-Siegelsche Modulformen, [Fr3], hat Freitag gezeigt, wie man, fiir total
reelle Zahlkorper, das zweite Problem behandeln kann. Diese Arbeit benutzte ich auch immer
wieder, neben den LNM 1487 und meiner Diplomarbeit, als Leitfaden.

Das Erzeugendensystem, das man erhélt, besteht im skalaren Fall aus Thetareihen der Form

V(S Vi;Z)= emio{S[G]Z+2V' G}
a=g(rm)
(Gycc

Dabei ist o, bis auf Normierung, die reduzierte Spur auf M, (D), S[G] = J(G)SG, S = S") =
J(S) > 0 eine, unter der Involution invariante, positive Matrix aus M, (D) und V = V(") ¢ D(rn)

eine sogenannte isotrope Matrix. Z € T(Ar) C Ac = Ar ®gr C variiert im kanonisch gebildeten
Tubengebiet zur Tensorierung Ar von M, (D); £ C D" ist ein rechts-O-Gitter und die Summe



lduft tiber alle G = G € D™ deren Spalten einen rechts-O-Untermodul von £ aufspan-
nen. Der vektorwertige Fall ist nur wenig komplizierter, man benutzt noch gewisse vektorwertige
harmonische Polynome, zu deren Bildung man die ausgezeichnete euklidische Vektorraumstruktur
von AR benétigt.
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Kapitel 1

Gruppen von biholomorphen
Selbstabbildungen von
Tubengebieten iiber einfachen
rationalen Algebren mit positiv
definiter Involution, die ein ganzes
Gitter invariant lassen

In diesem vorbereitenden Kapitel werden die notwendigen Eigenschaften der Algebren zusammen-
gestellt, iiber denen dann Modulformen definiert werden sollen. Es werden die positiv definiten
involutiven Algebren iiber @ klassifiziert, die uns interessieren, und die fiir die Theorie notwen-
digen Begriffe eingefiihrt, insbesondere werden maximale Ordnungen studiert, die zur Definition
der ganzen Gitter bendtigt werden. Ferner wird die symplektische Gruppe definiert und als Wir-
kungsgruppe untersucht. Schlielich werden Multiplikatorsysteme und vektorwertige Modulformen
gebildet.



6 KAPITEL 1. ORDNUNGEN IN EINFACHEN, INVOLUTIVEN ALGEBREN

1.1 Einfache Algebren iiber QQ mit positiv definiter Involu-
tion

Es werden, mit Hilfe des Satzes von Wedderburn, grundlegende Eigenschaften von einfachen Al-
gebren mit positiver Involution, {iber dem Ko6rper der rationalen Zahlen, zusammengestellt, und
die uns interessierenden Félle hervorgehoben. Die nétigen Sétze findet man z.B. in [Al], [Jal] und
[Mal].

1.1.1 Halb-einfache endliche Algebren, Zentrum und Rang

Wir werden unter Algebren immer assoziative, endlich-dimensionale Algebren mit Eins verstehen.
Wir werden Involutionen auf den Algebren einfiihren, und fordern, daf diese positiv (definit) sind.

1.1.1 Satz von Wedderburn : Sei K ein Kérper der Charakteristik 0. Dann ist jede endlich-
dimensionale halb-einfache K—Algebra A zu einem endlichen Produkt von Matrizalgebren iso-
morph,

A= M, (D1)x---x M,, (D).

Dabei sind D1, ... , Dy (endlich-dimensionale) Schiefkirper iber K, und diese Darstellung ist, in
naheliegender Weise, eindeutig bestimmt. O

Der fiir uns wichtigste Fall ist der des Korpers der rationalen Zahlen K = @, also einer rationa-
len Algebra A = Agq; diese wird auflerdem einfach sein.! Wir miissen aber noch die Grundkérperer-
weiterung Arp = A ® R = Ag ®g R, sowie deren Komplexifizierung A¢ = Ar ®r C, betrachten,
und deswegen daneben noch K € {R,C} benutzen. Wir werden gelegentlich auch den Begriff
yendlich“ fiir  endlich-dimensional® verwenden. Es gelten

1.1.2 Satz : Die einzigen endlichen, also endlich-dimensionalen, Schiefkorper iber den reellen
Zahlen sind, bis auf Isomorphie, R, C und H. O

1.1.3 Satz : Uber algebraisch abgeschlossenen Korpern existieren keine (endlichen, echten) Schief-

kiérper, insbesondere ist jede einfache Komponente von Ac eine komplexe Matrizalgebra My, (C).
O

Uber eine halb-einfache Algebra A von obiger Gestalt notieren wir
1.1.4 Bemerkung : Das Zentrum der halb-einfachen K-Algebra A kann komponentenweise ge-
bildet werden,
Z(A) = Z(M,,(D1)) x --- x Z(M,, (Dy)) =2 Z(Dy) X ---x Z(Dy) = K1 X --- x K.

Dabei sind die K; algebraische Erweiterungskorper von K, also Zahlkorper im Falle K = Q, R
oder C im Falle K = R, und C selbst im Falle K = C. 0O

Wir brauchen den Begriff des Ranges eines Algebra. Fiir unsere Zwecke ist folgendes ausrei-
chend.

1.1.5 Definition : a) Der Rang einer (vollen) Matrixalgebra ist die Anzahl der Zeilen,
rank(Mp (D)) :=n,

fiir einen (rationalen oder reellen) Schiefkérper D.
b) Der Rang eines direkten Produktes von Algebren ist die Summe der Riinge, also insbesondere

rank(AR) :=ny + ... +ng, fir Agr = HMm (K;), K; € {R,C,H}. O

IDie Bedingung der Einfachheit ist, wie man z.B. in [Ja2] nachlesen kann, fiir endlich-dimensionale Jordan-
Algebren, sehr eng mit ,,formal-reell“ und ,nicht-degeneriert“ verkniipft. Dies sind sinnvolle Voraussetzungen, um
Modulformen iiber Jordan-Algebren zu bilden, wie in [Fr4] gezeigt.
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1.1.2 Positiv definite involutive Algebren und innere Automorphismen

Die wichtigste Zusatzstruktur unserer Algebra wird eine Involution sein.

1.2.1 Definition : a) Eine Involution .J auf einer Algebra A ist ein Antiautomorphismus
J:A— A, dh. JM-N)=J(N)-JM),

mit der Eigenschaft J? = id = id4, also J(J(M)) = M, fiir alle M € A.
b) Seien (A;,J1) und (As, J2) zwei involutive Algebren. Falls ein Algebren-Isomorphismus

o:A; — Ay existiert, so dall oo J; = Jyo00 gilt,

heiflen die (involutiven) Algebren isomorph, (Ai,Ji) = (A, J2). Zwei Involutionen Ji,Jo auf
derselben Algebra A = A; = A, heiflen dquivalent, J; = Js, falls (A4, J;) = (4, J2). O

Auf jeder endlichen, halb-einfachen K-Algebra existiert eine ausgezeichnete Spurfunktion Tr :
A — K, die jedem Element M € A die Spur der Translation hy : A — A, hyy(X) = M - X,
zuordnet.? Wichtig ist

1.2.2 Definition und Bemerkung : a) Eine endliche Algebra A iiber Q oder R, ausgestattet
mit der Involution J, heifit positiv definit,

falls Tr(MJ(M)) >0, firalle 0# M € A,

gilt. Man nennt dann auch die Involution selbst positiv. Fiir eine positive Involution J auf einer
rationalen Algebra Aq ist die R-lineare Ausdehnung J = Jg auf die Tensorierung Ar = Ag ®gR
ebenfalls positiv.

b) Wir bezeichnen die Menge der unter J invarianten Elemente mit

S(A)=S(A,J) = {MeA; J(M)=M},

bzw. mit S,,(D, J) = S,(D) = S(n, D) fiir Matrixalgebren (A, J) = A = M, (D). Fiir d4quivalente

Involutionen auf A, folgt aus Ji (M) = M auch o(M) = o(J1(M)) = Jo(a(M)), also S(A, J2) =
o(S(A, 1)) 2S(A,J1). O

Die Aquivalenz von Involutionen ist eine starke Eigenschaft (bzw. Einschrinkung). Wir kom-

men in dieser Arbeit mit folgendem, schwiicheren Aquivalenzbegriff aus (vergleiche auch 1.5.13
und 4.2.13).

1.2.3 Definition : a) Sei A = Ag eine rationale Algebra. Zwei Involutionen J und J auf A heifien
shnlich, J ~ J, falls ein M = J(M) € S(A,J) existiert, das in der Tensorierung S(Ag,.J) =
S(AR, Jr) Quadrat eines invertierbaren Elementes M ist, so daB J(X) = MJ(X)M~, fiir alle
X € A, gilt. Die Ahnlichkeit ist natiirlich eine Aqulvalenzrelatlon. Falls lediglich M = J (M ) gilt,
also M nicht notwendig ein Quadrat in AR ist, nennen wir die Involutionen gelegentlich auch
schwach dhnlich.

b) Ferner bezeichnen wir auch zwei involutive Algebren als &hnlich, (4,.J) ~ (A, .J), falls eine
weitere Involution, J, , auf fT, sowie ein Algebren-Isomorphismus (4, J) = (fT, A) existieren, so daf}
J ~ J dhnlich sind. O

1.2.4 Bemerkung : Seien J ~ J zwei shnliche Involutionen auf der rationalen Algebra A, und
M = M? wie in der Definition.

a) Falls sogar M = N2, N € S(A4,.J), oder allgemeiner M = J(N)N, N € A%, gilt, so sind die
Involutionen dquivalent, .J =2 J.

b) Die Abbildungen S(A,.J) — S(A, J) gegeben durch X — M - X und X +—— X - M1
mit entsprechenden Umkehrabbildungen X+— M~' X und X — X - M, sind Q- Vektorraum—
Isomorphismen.

?Diese werden wir spéter, fiir A = Aq, mit der gewShnlichen Matrixspur, mittels einer bestimmten Einbettung
in AR, in Verbindung bringen.
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¢) Die Abbildung X — MXM~' ist ein Isomorphismus involutiver Algebren (Ag,J) —»

(AR, J), insbesondere ist S(AR, J) = S(AR, J).

Beweis : a) Aus J(M) = M folgt auch J(M) = MJ(M)M~' = MMM~! = M (und umgekehrt).
Jedes N € A* liefert einen inneren Automorphismus o(X) = J(N)"! X J(N). Es gilt

o(J(X)) = J(N)THMI(X)M™H)J(N) = J(N)" (J(N)N)J(X)(NTHI(N)THI(N) =

b) Es folgt aus J(X) = X,

J(MX)=MJX)J(M)M™" = MXMM~" = MX, sowie

JXM™Y) = MUM) ' J(X)M L = MM XM= XML

Umgekehrt folgt aus J(X) = X, J(M 1X) = (M Y J(X)M)J(M)* = M1X und J(XM) =
M(M1J(X)M)=XM.

¢) Bsist JOMXM=') = MJ(M~Y)J(X)J(M)M~' = MJ(X)M~*. O

Wir stellen die

1.2.5 Forderung : Im folgenden sei stets Aqg = (Aq,J) eine einfache Algebra iber Q, die mit
einer positiven Involution J ausgestattet ist. O

Auf der Teilmenge der invarianten Elemente einer involutiven Algebra A, S(A4,J) C (4,J),
kann man dann die sogenannte Jordan-Multiplikation aob:= (a-J(b)+b-J(a)) = 2(a-b+b-a)
einfiihren, die S(4) = (S(A),0) C (4,0) zur Jordan-Algebra macht.> Wir wollen die Bedingung
der Positivitit von Ag zuerst auf der Seite der Tensorierung Ar untersuchen. Hier hat man
folgenden Begriff.

1.2.6 Definition : Eine Jordan-Algebra A = (A,0) iiber R heifit formal-reell, falls —1 (oder
dquivalent 0) keine Quadratsumme ist, d.h. wenn keine M; € A mit Y. M? = > M; o M; = —1
existieren. O
1.2.7 Lemma : Wenn Ag = (Ag,J), und damit Ag, positiv definit ist, dann ist S(Ar) =
S(ARr,J) = (S(AR, J), o), aufgefafSt als Jordan-Algebra, formal-reell. O

Wir werden sehen, dafl die Umkehrung davon im allgemeinen falsch ist. Ferner benutzen wir
folgendes wichtige Hilfsmittel zum Studium von Involutionen.
1.2.8 Definition : Eine einfache K-Algebra A heifit zentraleinfach (oder zentral), falls Z(4) = K
gilt. O
1.2.9 Satz von Skolem-Noether : Automorphismen von endlichen, zentraleinfachen Algebren
A sind innere Automorphismen (, siehe z.B. [Lo]). O

Dann sind natiirlich auch Automorphismen endlicher, einfacher Algebren, die das Zentrum Z =
Z(A) (elementweise) festlassen, innere Automorphismen, wobei man A als Z-Algebra auffafit. Wir
bemerken, daf} eine Involution .J auf einer K-Algebra A, z.B. dem Schiefkérper K, K € {R, C,H},
als R-Algebra aufgefaflt, auch eine auf dem Zentrum von A induziert.

1.2.10 Lemma : Die einzigen positiven Involutionen auf R, C und H sind die gewéhnlichen,
ndmlich

id:R— R, “:C—C ((z1+2x20) =21 —220) und

T:H-—H ((z1+x20+ 23] + x4k) = 21 — 221 — 23] — x4k ).

3Die Isomorphie zweier involutiver Algebren (A, J) und (A, J) erzwingt die Isomorphie der zugehérigen Jordan-

Algebren, wihrend die schwache Ahnlichkeit, im Falle A = A, die Existenz einer sogenannten Mutation (S(A, J),0z)

der einen Jordan-Algebra bedeutet, so da letztere zu (S(A, J), o) isomorph ist.
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Beweis : Im komplexen Fall ist die Involution durch die Wirkung auf i festgelegt. Aus der Ver-
triglichkeit mit den Rechenoperationen folgert man sofort, dafl J(i) = %i gelten mufl. Von die-
sen zwei Involutionen ist aber nur die Standardinvolution J = — positiv. Im quaterniren Fall
ist J(z) = aTa~!, mit einem invertierbaren a € H, und wegen J? = idyg muB a = ra, mit
r € Z(H) = R, gelten. Es geniigt r = =1 zu betrachten. Der erste Fall liefert a = a; € R, also die
Standardinvolution, im zweiten geniigt es |a| = 1 zu betrachten, und es ist dann

Ta~' =a-(T-a) #quivalent zu ar =a 'z = (ax).

z = J(x) = aTa
AuBlerdem mufl a = asi + azj + ask gelten, also ax = —ax, und es existiert ein 0 # x = x2i +
x3j + x4k, mit (ax); = —(asws + azxs + asxs) = 0. Dann ist aber, fiir dieses z, (ax) = —ax, also
J(z) = z, und die Involution J ist nicht positiv. O

1.1.3 Formal-reelle Involutionen auf vollen Matrixalgebren M, (IK) iiber
R, C und H, die Standardmatrixinvolution

Nun untersuchen wir die Matrixalgebren M,(K), K € {R,C,H}, und zeigen, daff jede positi-

ve Involution J auf diesen dquivalent zur Standardmatrixinvolution Jgian (M) := M’ ist, wobei
— die Standardinvolution auf dem Schiefkorper (die auf M elementweise wirkt) und ' die Ma-
trixtransposition sind. Die Zusammensetzung der Involution mit dieser Standardmatrixinvolution
148t das Zentrum elementweise fest, ist also, nach Skolem-Noether, ein innerer Automorphismus,
J(X)=MX M~'. Die Bedingung

X = (X)) = (MM XM

erglbt M = CM mit einem zentralen ¢ vom Betrag 1, denn es mufl auch M = (CMI)I =(M =
CCM gelten, also ( = £1 im reellen und quaterniren Fall. Anderseits liefert M= xM, fiir ein x
aus dem Zentrum, denselben inneren Automorphismus. Im komplexen Fall wihlt man z = ¢'/2,
und erhélt M = JTJJ . Es kann also stets M = M angenommen werden. Umgekehrt liefert jedes
M = £M eine Involution J = Jas, Jar(X) = MX M~

Die Aquivalenz zweier Involutionen, Jys, und Jyy,, bedeutet die Existenz einer (invertierbaren)
Matrix N mit M, = NM;N = M;[N'], denn es muB

(00 Ja)(X) = NMiX MIN~' = MyN' XN My = (Jag, 0 0)(X),

fiir alle X und einen inneren Automorphismus o(X) = NXN ! gelten, und das Element = aus
dem Zentrum in My = zM; [Nl] kann wieder ignoriert werden. Solche Transformationen kann man
also immer benutzen, um M zu vereinfachen. Damit erhilt man

1.3.1 Bemerkung : Sei J eine Involution auf A = M, (R), so dafl S(A, J) formal-reell ist. Dann
ist J zu einer Involution .Jj; dquivalent, .J 22 Jys, mit einem M, das entweder die Einheitsmatrix

M, 0 --- 0
ist, oder die Form M = 0 o hat, wobei jedes der M; = (_01 (1)) ist, und
P |
0 - 0 M,

n = 2k.

Beweis : J selbst kommt von einer Matrix M, J = Jg;. Da M = ﬁ:]f\\/IJ gilt, besagt ein Satz aus
der linearen Algebra iiber die Normalform symmetrischer und alternierender Bilinearformen, daf}
man immer eine Matrix N findet, so dal M = M[N] die gewiinschte Form hat. Die zugehorige
Involution J = .J M ist zu J dquivalent. O



10 KAPITEL 1. ORDNUNGEN IN EINFACHEN, INVOLUTIVEN ALGEBREN

Genauso erhiilt man im komplexen und quaternéren Fall

1.3.2 Bemerkung : Sei J eine Involution auf A = M, (K), K € {C,H}, so dal S(A, J) formal-
reell ist. Dann ist J zu der Standardinvolution —' = Jg dquivalent.

Beweis : Im komplexen Fall kann man sowieso von M = s ausgehen. Im quaternéiren liefert

M = —7I kein formal-reelles S (A, J), da die dquivalente Involution J aus der letzten Bemerkung
X, 0 - 0
die Matrix X = 0 ' B ,n=2kund X; = ((’) Bi), invariant 1ift, und X2 = —E
o 0
0 - 0 Xy
ist. O

Weiterhin zeigt man, daf}, falls im reellen Fall mehr als ein nicht-triviales Kistchen auftritt,
die Matrix

0 01 0

= 0 00 - - " EC=4 0 :

X = 100 0 die Eigenschaft J(X) = X fiir X = ( 0 5 > erzwingt.
0 1.0 O

Da jedoch X2 = —E® gilt, ist S, (K) = S, (IR) nicht formal-reell.

Schlielich rechnet man nach, dafl die Involution, deren Matrix nur ein ( _01 é)—Kiistchen enthélt,
tatsédchlich formal-reell und nicht dquivalent zur Transposition ist (reeller Fall mit n = 2). Man
erhilt also die folgende Klassifikation der einfachen Komponenten der uns interessierenden tenso-
rierten involutiven Algebren AR, mit formal-reellem S(AR, J).

1.3.3 Satz : Sei A = Ar = M,(K), K € {R,C,H}, eine volle Matrizalgebra mit Involution J,
so dafd S(A, J) formal-reell ist. Dann ist (A, J) isomorph zu einer der Algebren

M, (R), M,(C) oder M,,(H), jeweils mit der Standardinvolution,

oder zu (M2(R), J), mit der Involution J = Jur, die durch die Matriz M = (_01 (1)) gegeben wird.
O

Die Ausnahmeinvolution J = J wird in der Arbeit keine Rolle spielen. Man kann sie mit

01
—10

Paaren von komplexen Einbettungen von Zahlkorpern in Verbindung bringen. Sie ist nur deswegen
interessant, weil sie nicht positiv definit ist, obwohl S(A, J) formal-reell ist. Dazu folgende

1.3.4 Bemerkung : a) Es gilt S(Mz(R),J) ={(2°) ; a€e R} =R -E® =R, J = J( o 1).
—10

Beweis : Es ist J(M) = (fl(l)) (ZZ)I(?Bl) = (fa i) ) = (i;b), also folgt aus
JM)y=M,b=c=0unda=d. O

1.1.4 Formal-reelle Involutionen auf halb-einfachen Algebren iiber R

Die bei uns auftretende, mit R tensorierte, Algebra zerfillt in ein Produkt von einfachen Kompo-
nenten. Wir untersuchen erst

Ar = (H My, (IR)%’) < | LT My (@7 ) (H Ma; (H)%) :
i j k

(In Wirklichkeit tritt bei uns immer nur einer der drei geklammerten Faktoren auf.) Es muf} noch
gesehen werden, wie die Involution diese Bestandteile (moglicherweise) ,,durcheinanderwirft“. Da
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das Zentrum unter der Involution invariant ist, konnen reelle, komplexe und quaternire Bestand-
teile nur jeweils untereinander abgebildet werden. Idempotente Elemente werden auf solche abge-
bildet, da J(X?) = J(X)2.

Betrachte also die halb-einfache Algebra (A,J) = [[ My, (K), K € {R,C,H}. J induziert
eine Involution (ebenfalls mit J bezeichnet) auf dem Zentrum Z(A) = Z(IK)™. Dessen einzige
minimale Idempotente sind die Basisvektoren v; = (0,... , (%) ... 0). Aus 0 # J(v;) = 3. Cijvj,
cij € {0,1},und J(1) =1 = )" v;, folgt, daBl zu jedem i ein j existiert mit J(v;) = v;. Falls also die
urspriingliche Involution nicht auf die einfachen Komponenten von A zerfillt, ist sie nicht positiv,
da (0,...,E™) ... 0)J((0,... ,E®) . ..0) = (0,...,E™) ... 0)0,...,E™) ... 0) =0
(fiir 7 # j) keine positive Spur hat.

AuBerdem folgt allgemeiner aus J((0,... ,E(™) .. 0))=(0,...,E™), ... 0) iiber ein Ran-
gargument auch leicht n; = n;.

Um die moglichen Randfélle, also nicht-positive Involutionen mit formal-reellem S(A,J) zu
beschreiben, hat man also nur noch ein Matrixalgebren-Paar M,,(K) x M, (K), K € {R,C,H},
zu betrachten, und eine Involution mit J((E,0)) = (0, E) und J((0, E)) = (E,0). Dann hat aber
J(X1, X)) = (X3, X,) dieselbe Wirkung wie J auf Z(A), also gilt J((X1,X>)) = o((X5, X)),
wobei o ein innerer Automorphismus ist. Die Reduktion des letzen Abschnittes liefert daher

1.4.1 Bemerkung : Die Involution J auf Ap ist zu einer dquivalent, die, fiir den komplexen und
quaterndren Bestandteil, in die Standardinvolution auf den einfachen Komponenten zerf#llt, denn
sonst wiire fiir ein Paar M, (KK)?, K € {C, H},

J ((z‘E(”>, —iE(”))) — (E™, —iE™)

invariant und S(AR) nicht formal-reell. O

Fiir reelle Paare muB man noch sehen, wann J((X1, X5)) = (X3, X;) = (X}, X!) einen formal-
reellen invarianten Anteil liefert. Man kann jedoch, falls n > 2, fiir eine solche Vertauschungsinvo-
lution,

X, = (5})3 g) und X, = —X; betrachten, und J (X1, X»)) = (X1, X2)

ausrechnen. Da (X1, X3)? = — ((E[()Z) 8), (E[()Z) 8)) gilt, kann wiederum S(AR) nicht formal-reell
sein. Es kann also nur bei n = 1 solch eine Vertauschung vorkommen, dann ist S(R x R, J) =
{(a,a) ; a € R} =R -(1,1) = R. Insgesamt erhilt man

1.4.2 Satz : a) Sei (A, J) eine halb-einfache Algebra iber den reellen Zahlen mit Involution J, so
daf S(A,J) formal-reell ist. Dann ist A ein kartesisches Produkt aus folgenden drei Grundtypen
involutiver Algebren:

i) ,Reguliren® Matrizalgebren M, (K), K € {R,C,H}, mit der Standardinvolution,

ii) Paaren R x R mit der , Vertauschungsinvolution“ J; ((a,b)) = (b, a) und

iii) Matrizalgebren M>(R) mit der ,Ausnahmeinvolution® Jo ((‘Z Z)) = ( d 7").

—C a
b) Die (uninteressanten) exzeptionellen Komponenten i) und iii) liefern als invarianten Teil
jeweils eine ,aufgeblihte reelle Gerade R - (1,1) C R x R bzw. R - E? C My(R). O

Nun sind die, den exzeptionellen Involutionen zugeordneten, Jordan-Algebren zwar formal-
reell, die halb-einfachen Algebren (R?,J;) und (M2(R), J2) selbst aber nicht positiv definit, wie

die Elemente (a,b) = (1, —1) bzw. (‘CI Z) = (] 4) zeigen. Wir haben also folgendes erreicht

1.4.3 Satz : Sei AR eine halb-einfache, involutive, positiv definite Algebra iiber den reellen Zahlen.
Dann kann der Wedderburn-Isomorphismus involutiver Algebren

Ap = (H M,, <IR>”“> x| [T M (@) x (H My <1H>“>
i J k

so gewdhlt werden, daff sich auf der Seite der Matrizalgebren die Standardinvolution (auf den
einfachen Komponenten) ergibt. O
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1.1.5 DPositiv definite, involutive, endlich-dimensionale, einfache Alge-
bren iiber den rationalen Zahlen

Nun sei A = Ag eine endlich-dimensionale, einfache Algebra {iber Q, die mit einer positiven
Involution J ausgestattet ist. Unser Ziel ist es, den Reprisentanten Ahnlichkeitsklasse der Algebra,
so zu wihlen, daf} sich eine Matrixalgebra mit der Matrixausdehnung einer positiven Involution
auf einem Schiefkdrper ergibt. Die entscheidenten Sétze stammen von Mumford ([Mu]).

1.5.1 Bemerkung : Selbstversténdlich ist jede, zu einer positiven Involution J &quivalente, In-
volution J, J = J, auf einer Algebra A ebenfalls positiv. O

Wir studieren also positive Involutionen auf vollen Matrixalgebren A = Ag = M, (D) = (4, J),
iiber einem rationalen Schiefkdrper D und mit positiver Involution J, mit dem Ziel

1.5.2 Satz : Sei (A, J) eine einfache Algebra diber Q mit positiver Involution. Dann existiert ein
Wedderburn-Isomorphismus A — M, (D), und eine positive Involution J auf D, so dafi die
durch J induzierte, und genauso bezeichnete, (positive) Involution auf M,(D), zu der positiven
Matrizausdehnung von J, J(M) = (j(mji))(i’j), dhnlich ist, J ~ J. Kiirzer ausgedrickt ist also
A dhnlich zu einer Matrizalgebra mit positiver Matrizinvolution, (A, J) ~ (Mn(D),J). O

Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

1.5.3 Bemerkung : J induziert eine positive Involution J auf dem Zentrum K von D.

Beweis : Man identifiziert D mit D - E(™ mittels der Diagonaleinbettung, und damit auch die
Zentren, K = Z(A). J bildet das Zentrum Z(A) auf sich ab, also J(kE™) = kE™ und J(k) := k
liefert eine Involution auf K. O

Den Zahlkorper K fassen wir gelegentlich als in C gelegen auf, K C C. Nun ist die Menge

Ko :={z € K ; J(z) = 2} ein Unterkérper von K, und es kénnen nur zwei Fille auftreten, nimlich
entweder K = K, oder [K : Ky] = 2. Solche Involutionen nennt man entsprechend erster, bzw.
zweiter Art. Die Einschrinkung der (positiven) Involution auf Ky ist also die Identitét, daher muf}
Ky total reell sein. Fiir Involutionen zweiter Art ist also automatisch K = Ky[y/a], mit einem

total negativen Element a < 0 von K. Albert bewies
1.5.4 Satz : Es gibt eine Involution J auf D, die dieselbe Wirkung wie J auf das Zentrum
K =2Z(D)= Z(M,(D)) hat. O
Nun dehnt man die Involution J auf D gem#B J(M) = (j(mji))(i,j) auf A aus. Dann
1.5.5 Bemerkung : Es gilt

J(X)=MJ(X)M™", mit M = +J(M) =+J(M), M e A= M,(D).

(M ist natiirlich nur bis auf k£ € K bestimmt.)

Beweis : Nach Skolem-Noether unterscheiden sich J und .J nur um einen inneren Automorphis-

mus, also existiert M € A, mit J(X) = MJ(X)M~!. Es mufl aber J? = id gelten, also

MJ(MJ(X)M~ )M~ = MJ(M)"'XJ(M)M~" = X,

fiir alle X € A. Damit muB aber J(M)M ' = kE™ mit k € K = Z(A), gelten. AuBerdem folgt

aus J(M) = kM auch
M = J*(M) = J(kM) = J(k)kM, also J(k)k = 1.

Im Falle einer Involution erster Art ist K = Kj total reell, und j|K = id| g, also k = £1. Falls die
Involution zweiter Art ist, so mufl K = Kjy(iy/a), mit einem (total) positiven 0 < a € Ky, gelten,
und die positive Involution J muf} iv/a — —i+/a abbilden. Dann ist aber,

—~— ~ —~— o~ T —~— T 2 —~—
fir € K und M =aM, J(M)=Jx)kM = J(i)kM: JTZ)sz’
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und dieser Bruch liegt, bei geeigneter Wahl von z, in K N IR = Ky. Es hat ndmlich k = cos(yp) +
isin(yp) das Minimalpolynom (X —k)(X — k), es miissen also sogar cos(y) und i sin(y) in K liegen.

Es gilt nun z := 4/ 1—‘_%S(W(COS(%) iisin(%)) =

1 + cos(yp) 1+cos(p) , . [1—cos(p) 1+ cos(yp) , .sin(p)
= \/ 5 (\/ 5 +i > ) = 5 = 5 €K,

daher liefert eins dieser z das gewiinschte. Anders ausgedriickt ist also jedes Element von K
das Produkt eines Quadrates und eines Elementes aus Koy, und man erhélt auch in diesem Fall
J(M) = £M. (Hier kann man sogar aus J(M) = —M, mit M = iy/aM, immer J(M) = M
erreichen.) Dann ist auch J(M) = MJ(M)M~' = M(+M)M~" = +M. O

Die Aquivalenz zweier Involutionen J; und J> ist wiederum gleichbedeutend mit der Existenz
einer invertierbaren Matrix N € M, (D), die die, den Involutionen zugehorigen, Matrizen M,

und M verbindet, M; = kJ(N)MyN, k € K, letzteres kann man wieder in M; aufnehmen, also
My = M;[N] := J(N)M;N. Damit reduziert man auf

ml ... 0

1.5.6 Lemma : M ist 0.B.d.A. diagonal, M = : : , wobet m; € D und entweder
0 - mp,

m; = j(m,), fiir alle i, oder m; = — ~(mi), fiir alle i, gilt.

Beweis : a) Die Reduktion durch Basiswechsel ergibt hier fiir M zuerst die Blockform M =
M, - 0

: . : , wobei jedes M; entweder ein Element m; € D, mit m; = £J(m;), oder ein
0 - M,
Késtchen M; = (CO bO"), mit ¢; = ﬂ:j(bi), ist. Nun ist jedoch

(it 0) [(02)] = (070) (aton©) = (atom 0 )

man erreicht also sogar b; = 1, ¢; = +1.
b) Késtchen der Form M; = ({ ;) kénnen jedoch nicht vorkommen, denn sonst hétte man in

einer Unteralgebra A= M>(D) das invariante Element J ((_01 [1))) = (_01 [1)), und (_01 [1))2 =
—E®2)

c) Wie im tensorierten Fall, darf auch hochstens ein nicht-triviales Késtchen auftreten. Die
Ausnahmeinvolution J(X) = .J ((“ b)) = ( ¢ 7”) liefert zwar ein formal-reelles S(AR, J), aber

cd —c a

()T ((Y4)) = —E® hat keine positive Spur, also kann man auch diesen Fall ausschliefen. O

Nun fahren wir nach der Methode von [Fr4], und den dort benutzten Sitzen von Mumford,
fort. Falls J|p = id|p die Identitét ist, so mufl D kommutativ sein, also D = Z(D) = K. Es gilt
also

1.5.7 Bemerkung : Falls J die Identitét auf D = K ist, so kann man erreichen, dal m; > 0, fiir
alle ¢ gilt, also die Aussage des Satzes.

Beweis : Es mufl K = K, total reell sein, sonst wére id|x keine positive Involution, und es ist
my .-+ 0

M = +J(M) # 0. Es konnen jedoch nicht verschiedene Vorzeichen in M = oo, ,

m; < 0 < mj, auftreten, sonst wére

_(o0a:\[(mi 0 0az;\(m;* 0\ _ [ 0 zim; 0 aym;t\ _ ( wief o
XJ(X)_(z] 0)(0 m]-)(zi 0)( 0 m;l)_(acjmi 0 mm;l 0] - 0 :lz? ’
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und dies wiirde, geeignet ausgedehnt, eine negative Spur liefern. Ein globales Vorzeichen kann
immer in M aufgenommen werden, also die Behauptung. O

Es bleibt der Fall einer Diagonalmatrix M = +J(M), mit J|p # id|p, zu untersuchen. Die
Einschriankung der Involution J|g, ist die Identitit. Nun ist, im Falle einer Involution erster Art, D
entweder selbst der Kérper K = K (, also doch J|p = id|p,) oder ein Quaternionenschiefkorper,

D = (“Kb) =K -1p+ K- i, + K- jy + K - k- Es geniigt, nach eventueller Umbenennung der

Basiselemente, die Fille a,b < 0 und a,b > 0 zu betrachten, also

1.5.8 Lemma (Beweis von 1.5.2 im Falle von Involutionen erster Art) : Fiir Involutio-
nen erster Art kann man den Wedderburn-Isomorphismus immer so wdhlen, daff in M, (D) die
Involution zu der Matrizausdehnug einer positiven Involution auf D dhnlich ist.

Beweis : a) Esist D @k R 2 H oder M>(R), iiber dem Zentrum K = K, das als Teil der reellen
Zahlen aufgefaBt wird, K C R. Im ersten Fall, also a,b < 0, wihlt man als (positive) Involution
auf D die Standardinvolution

j(m) = j(ﬂfl + 29lq + T3fp + Takap) = 21 — T2l — T3y — Takap = T1 — T2l — T3j — T4k

Aus m; = J(m;) folgt dann m; € K = Kj, und man kann wieder auf eine reelle Diagonalmatrix M

mit positiven Eintrigen reduzieren. Es geniigt aber M = J(M) zu betrachten, da man sonst, wie

in H selbst, keine positive Involution J auf M, (D) erhélt. Es ist niimlich J(z) = mJ(z)m ™! = =,

mit m = —J(m) € D, also m = mai + m3j + mak, dquivalent zu m 1tz = J(x)m ™1, also, wegen
m~ = ‘Jgﬁ), w1 —mz = J(z)J(m) = J(mz). Es existiert aber 0 # x = 25 + 23] + x4k, mit

(mx); = 0, und es ist 2> = az3 + bzl — abz} < 0, also die Involution nicht positiv.
b) Im zweiten Fall, also a,b > 0, wihlt man auf D als Involution

j(m) = j(ﬂfl + T2iq + T3]y + Takap) = T1 + T2i + 235 — T4k,

Man rechnet nach, daB aus J(m) = —m, also m = myk, folgt, daB J(z) = mJ(z)m ' keine
positive Involution auf D definiert. Danach erhilt man, dafl in m = my + mai + m3j, my # 0
gelten muB, und dafl man genau fiir m? — am3 — bm3 > 0 tatsiichlich eine positive Involution
erhilt. (,>“ bedeutet hier total positiv als Element von K.) In der R-Tensorierung besitzt dieses
Element also eine Wurzel.

c) Aulerdem rechnet man nach, dafl im ersten Falle a und b sogar total negativ, im zweiten
total positiv sein miissen, daff also in Dr = D ®q R = My(RF) x H, k+1 =m = [K : Q]
entweder k = 0 oder [ = 0 gilt, der Schiefkdrper also rein ist (, falls die Involution positiv ist). O

Aus dem Beweis folgt auch

1.5.9 Zusatz : Beziiglich der Einbettung o : D — My (L) C M>(R), falls D@ R = M>(R), bzw.
M(C), falls D@g R = H, L =K(y/a,Vb) ein algebraischer Erweiterungskorper von K, gegeben
durch

Lr (00 e (%), o (%) it ks (L 2.5%5%),

gehen diese Involutionen in die entsprechende Standardmatrizinvolution iber. Dariiber erhdlt man,
durch Zusammensetzung mit der auf L erweiterten Einbettung von K nach R™ =2 Ky (, K ist ja
total reell), eine Einbettung D — (D) — M>(R™) = DR, bzw. My(C™), falls Dr = H™, die
dies ebenfalls erfillt. Das Bild von D ist auf der Matrizseite unter der Involution invariant, und
das Bild von M ist ein m-Tupel von Quadraten invertierbarer hermitescher Matrizen. O

Schlief}lich noch

1.5.10 Lemma (Beweis von 1.5.2 im Falle von Involutionen zweiter Art) : Fir Involutio-
nen zweiter Art ist J dquivalent zu einer weiteren Involution auf M, (D), die zur Matrizausdehnung
einer positiven Involution J auf D dhnlich ist.

Beweis : Es mu$, fiir Involutionen J zweiter Art, ein Element k € K aus dem Zentrum existieren,

mit J(k) = —k, also geniigt es J(M) = M zu betrachten. Falls sich K reell einbetten 1iit, so erhilt
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man auf K ®g, R = R x R die Vertauschungsinvolution, diese ist nicht positiv. Es muf} also K
eine rein imagindre Erweiterung des total reellen Zahlkdrpers Ko sein. Dann besagt jedoch ein
Satz von Albert, daf} eine Involution zweiter Art auf D existiert (, mit derselben Wirkung auf dem
Zentrum K wie J), und eine Verfeinerung von Mumford, dafl man diese sogar positiv wihlen kann.
Wir kénnen also davon ausgehen, daf3 J die Matrixausdehnung einer solchen ist. Man kann, nach
Mumford, sogar einen Isomorphismus von D ®q R = M,(C"/?), m = [K : Q], wihlen, so daB
sich auf der Matrixseite die Standardinvolution ergibt, und das Bild von D darunter invariant ist.
Dieser liefert dann wieder eine Einbettung in die, zur Tensorierung isomorphen, Matrixalgebra,
D — Ms((Dm/z) = D, mit dieser Eigenschaft, D mufl wiederum rein sein. Zusétzlich mufl M,
da J positiv ist, ein Quadrat in S(ns, ©™/?) = S(n, Dr) sein. O
Man erhilt also den erstrebten Satz. Die ganze Untersuchung liefert noch folgenden

1.5.11 Zusatz : a) Sei (Aqg, J) eine einfache, positiv definite Algebra iber Q, A = Ag = M, (D),
Z(D) = K. Dann ist das Zentrum K entweder total reell, oder eine rein imagindire Erweiterung
eines total reellen Zahlkorpers. Die Tensorierung Ar = AQRR ist isomorph zu einer Matrizalgebra
der Form

M, (K™), K e {R,C,H},

genauer tritt einer der Fille Agx =2 M,(R™) (, also D = Z(D) = K total reell), Ma,(R™),
M, (H™) oder M,,(C™/?) auf, mit dem sogenannten Schurindex s = s(D) und dem Kirpergrad
m =m(K) =[K : Q]. Ein positiv definiter rationaler Schiefkorper D ist also stets rein. 0O

Sei nun D ein Schiefkdrper mit positiver Involution J. Diese dehnen wir R-linear zu einer
Involution J auf Dy aus, diese ist positiv. Wir wissen also, dafl ein Wedderburn-Isomorphismus
von Dr = D ®qg R in eine halb-einfache Algebra iiber R existiert, die die Standardinvolution
tréigt (, und so daf diese dquivalent sind). Wir treffen also folgende

1.5.12 Wahl des Wedderburn-Isomorphismus und des Reprisentanten der Ahnlich-
keitsklasse : Sei A = Aq eine einfache, involutive, positiv definite Algebra tber den rationalen
Zahlen. Wir werden stets annehmen, daf8 A eine volle Matrizalgebra A = Ag = M, (D) ist, und
daf die Involution die Matrizausdehnung einer positiven Involution auf dem Schiefkérper D ist,
und den Isomorphismus Dy = My (]Kml), K € {R,C,H}, so wihlen, daff sich die Standardinvo-
lution ergibt. Diese dehnen wir dann auf Ax = M, (DRr) aus. Der Einfachheit halber werden wir
sogar gelegentlich AR = M, (lel) dafiir schreiben. O
Als Folgerung aus dem jetzt bewiesenen Satz 1.5.2 erhalten wir auch

1.5.13 Satz : Je zwei positive Involutionen J und J auf einer einfachen, endlich-dimensionalen,
rationalen Algebra A sind dhnlich, J ~ J. O

Die Frage welche Schiefkorper D eine positive Involution zulassen, 1d8t sich folgendermas-
sen beantworten: D muf} rein sein; insbesondere muf} sein Zentrum K entweder ein total reeller
Zahlkorper sein, oder eine rein-imaginire Erweiterung eines solchen. Im ersten Fall ist D Qua-
ternionenschiefkérper, auf dem wir eine positive Involution angegeben haben. Im zweiten, geben
die benutzten Sitze von Mumford genaue Auskunft iiber die Struktur von D: D l&t genau dann
eine positive Involution zu, wenn seine sogenannten lokalen Hasse-Invarianten Ip € Q/Z, an jeder
Primstelle

Ip+ I+ =0, undsogar Ip =0, falls P =P,

erfiillen.
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1.2 Total positiv definite symmetrische Matrizen in involu-
tiven Algebren, die verallgemeinerte obere Halbebene
und die Wurzelfunktion fiir Matrizen

Nun werden die notwendigen Begriffe der Positiv-Definitheit, sowie der oberen Halbebene, defi-
niert, und die (eindeutige) Wurzelfunktion auf dieser Halbebene eingefiihrt.

1.2.1 (Total) positiv definite Matrizen der tensorierten Algebra Ar

Als erstes fiihren wir den Begriff der (totalen) Positivitét fiir Elemente halb-einfacher reeller in-
volutiver Algebren ein.

2.1.1 Definition : Sei A = (AR, J) eine positiv definite Algebra iiber R. Ein Element S € A = Agr
der Algebra heifit total positiv semi-definit, oder semi-positiv, falls es das Quadrat eines unter der
Involution invarianten Elementes ist, S = M2, M = J(M) € S(A4,J), und total positiv definit,
oder einfach positiv, falls dieses M € A* eine Einheit ist. Man schreibt fiir total semi-positive
Elemente S > 0 und fiir total positive S = 0 (, und solche Elemente sind nach Definition invariant
unter der Involution). O

Uber Matrixalgebren gibt es auch folgenden Begriff.

2.1.2 Definition : Eine hermitesche (bzw. symmetrische) Matrix S = S(") = S e M, (K), K €
{R, C, H}, heift positiv semi-definit, in Zeichen S > 0, falls S[z] = TSz > 0 fiir alle x € K" gilt,
und positiv (definit), S > 0, falls zusétzlich aus S[z] = 0 noch z = 0 folgt. O

Wir wollen den abstrakten Begriff der totalen Positivitiit, fiir die uns interessierenden Algebren,
mit dem gewohnlichen Begriff der Positivitdt von Matrizen in Verbindung bringen. Genauer wollen
wir folgendes sehen.

2.1.3 Satz : Sei A = (AR, J) die halb-einfache, involutive, positiv definite, reelle Algebra

An = [T = (T Mw @) x (TT M @) % (T] Mg 1),

ausgestattet mit der Standardinvolution J = —'. Ein Element S € AR ist genau dann total positiv
semi-definit im Sinne von 2.1.1, S > 0, wenn jede seiner Komponenten (als Matriz) positiv semi-
definit ist, und genau dann total positiv definit, S > 0, wenn jede seiner Komponenten positiv
definit ist. (Da wir auf A = Ar nur mit der Standardinvolution arbeiten, werden wir meistens
nicht zwischen den Schreibweisen ,>“ und ,>“ unterscheiden.) O

Dazu zitieren wir die benétigten Tatsachen iiber positiv definite reelle, komplexe und qua-
terndre Matrizen. Es gilt im reellen, wie im komplexen bzw. quaterniren, Fall folgende

2.1.4 Bemerkung : Hermitesche Matrizen S = S(") = 5" sind durch unitéire Transformationen
diagonalisierbar, es existiert also ein unitéres U, mit

d -~ 0
SU)=UsU=D=| : - : [,
0 --- d,

wie man iiber die Zerlegung von K", K € {R,C,H}, in paarweise orthogonale Eigenrdume
beziiglich S zeigt. Dabei nennt man eine Matrix U unitér, falls UU = E™ gilt.

Dies ist in den Fillen K € {IR, C} wohlbekannt, I = H findet man z.B. in [Kr]. (Man benutzt
die weiter unten folgende Einbettung H — M5(C), um letzteren Fall auf den komplexen zu
reduzieren, und um zu zeigen, da man S = S € M, (H) tatsichlich iiber M, (H), und nicht nur
iiber Ms,.(C) diagonalisieren kann.) 0O

Die Hermitizitit von S liefert, angewandt auf <wv, Sv>, auch d = d, fiir alle Eigenwerte, diese
sind also sdmtlich reell. Falls S reell ist, ist U sogar (reell) orthogonal. Daraus folgt
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2.1.5 Bemerkung : Positive Matrizen S = S(") > 0 besitzen eine, eindeutig bestimmte, positive

—

und hermitesche Quadratwurzel /2 = (§1/2) >0, S = (§'/?)?, §'/? € M, (K), K € {R,C,H}.

Beweis : Es existiert U mit UU = E, so daB S[U] = D diagonal ist und positive Eintrige
hat. Man kann stets D'/2 bilden, und dann S'/2 := UD'/2U definieren. (Daf mit S auch S[X],
X = X (k) k beliebig, hermitesch ist, wird stéindig benutzt.) O

Man erhélt also die Charakterisierung der positiven Matrizen als Quadrate von invertierbaren
hermiteschen Matrizen, und damit den erstrebten Satz. Wir benutzen die folgende Bezeichnung

2.1.6 Definition : Die Menge der positiven Elemente
P(AR) = P(AR,J) = {M € Ag ; M = N* € A*, N € S(4AR, J)}

von A wird der (positive) Kegel genannt. O

Nebenbei hat man somit auf jeder einfachen, endlich-dimensionalen, positiv definiten, involu-
tiven, rationalen Algebra A = (Aq,J) den natiirlichen, abstrakten Positivitéts-Begriff mit positiv
definiten Matrizen in Verbindung gebracht.

1.2.2 Auszeichnung eines Isomorphismus zwischen der Tensorierung Dy
und einer Matrixalgebra

Nun konkretisieren wir den Wedderburn-Isomprphismus zwischen der Tensorierung einer einfachen
rationalen Algebra, die mit der in 1.5.12 gewé&hlten positiven Involution ausgeriistet ist, und einer
Matrixalgebra. Wir gehen also von einer Matrixalgebra A = Ag = M,,(D) aus, mit

D ®g R = M,(R™), H™ oder M,(C™?), bzw. allgemein Dy = M, (K™), K e {R,C,H},

also mit reinem Schiefkdrper D, und s = 1 oder 2 im reellen Fall, und wihlen diesen Isomorphismus.
Der Schiefkérper D hat einen algebraischen Zahlkérper K vom Korpergrad m = [K : Q] als
Zentrum, Z(D) = K. Dieser besitzt m verschiedene Einbettungen

oi K— C,i=1,... ,m,

in den Korper der komplexen Zahlen. Wir haben gesehen, daf3 die Bedingung an die Involution,
positiv zu sein, erzwingt, dafl entweder K total reell ist, oder eine rein-imaginire Erweiterung
eines solchen, es gilt also entweder K = R™ oder K = ©™/2. In letzterem Falle ist also m
gerade, und alle Einbettungen sind (echt) komplex, und bilden m/2 Paare zueinander komplex
konjugierter Abbildungen, von denen wir je einen Représentanten wihlen. Trivialerweise hat man
also, durch R-lineare Ausdehnung der o;,

2.2.1 Bemerkung : Es ist
¢ =¢= (o)) Kr — R™, i=1,...,m,
fiir K total reell, bzw.
o = ¢ =(0i)u : Kr — cm? i=1,...,m/2,

sonst, ein Isomorphismus, mittels welchem die von K stammende Involution die Standardinvolu-
tion induziert. Damit ist, im Kérperfall D = Z(D) = K, ¢k eine mit der Involution vertriigliche
Einbettung nach R"™ bzw. C™/2. O

Falls nun D ein (echter) Schiefkorper iiber einem total reellen Zahlkérper K ist, so muf der

Schurindex s(D) = 2 sein. Fiir Quaternionenschiefkérper D = (aKb) iiber solch einem K hatten

wir in beiden moglichen Féllen, ndmlich a,b > 0, D ®x R = M>(R), Dr = D ®g R = M>(R™)
(, also auch o;(a),o;(b) > 0, fiir alle i), sowie a,b < 0, D ®x R 2 H, Dg = D g R = H™
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(;also auch o;(a),o;(b) < 0, fiir alle ), eine explizite Einbettung tp = ¢ : D — M(L), in eine
Matrixalgebra iiber dem Erweiterungskorper L = K (/a,v/b) von K, angegeben, mit

(i) = (‘{)E_?/E) und (j) = (\% ‘65),

sowie eine ausgezeichnete (positive) Involution J, mit J(i) = sgn(a)i und J(j) = sgn(b)j, gewéhlt.
Zusammen mit der weiter unten (2.3.4) folgenden Einbettung von H nach M (C) erhélt man

2.2.2 Bemerkung : Im Falle eines Quaternionenschiefkérpers tiber einem total reellen Zahlkérper,
ist die Zusammensetzung ¢p = ¢ = (7; 0 )(;), von ¢ mit den auf R ausgedehnten Einbettungen
o; von K, ein Isomorphismus ¢ : D — M>(IR™) bzw. H™, so daf die gewihlte Involution von
D auf der Matrixseite die Standardinvolution ergibt. Ferner definiert ¢ eine Matrixeinbettung von
D nach M>(R™) bzw. H™, die mit den Standardinvolutionen vertriglich ist.

Beweis : Im reellen Fall ist M>(L) C M2(R), dasselbe gilt fiir die Zusammensetzung mit jedem &;.
Im quaterniren Fall, also a,b < 0, sind /a und Vb imaginir, v/a - Vb ist reell, und die Einbettung
¢ ist so gewidhlt, daB «(D) C M>(C) sogar im Bild von H C My(C) liegt. Ferner ist auch die
Involution so gewihlt, daf} sich die Standardmatrixinvolution auf M»(C) ergibt, dieselbe ergibt
sich auch durch die Standardinvolution auf H. Die Reinheit ergibt schlieflich die Vertréglichkeit
mit den o;, woraus sich dann die Aussage iiber Dy ergibt. O

Es bleibt also der Fall (echter) reiner Schiefkérper D, deren Zentrum K eine rein-imaginire
Erweiterung eines total reellen Zahlkorpers ist. Man hat

2.2.3 Definition : Sei D ein Schiefkdrper mit Zentrum Z(D) = K. Man nennt einen algebraischen
Erweiterungskorper L von K Zerfillungskérper von D, falls Dy, := D ® g L (isomorph zu) eine(r)
volle(n) Matrixalgebra iiber L ist. O

Es gilt dann

2.2.4 Satz : a) Der Grad der Algebrenerweiterung (D : K) = s ist ein Quadrat. (s = s(D) heifst
der Schurindex von D.)

b) Zu jedem D existiert ein Zerfillungskirper L/K, also ein Erweiterungskirper von K mit
der Eigenschaft Dy, = M,(L). O

Bei uns tritt der Fall eines reinen Schiefkérpers D, mit Dg = M,(C™/?), auf. Die benutzen
Sétze von Mumford besagen jedoch, dafl in diesem Fall der Zerfiallungskorper L C C, so gewéhlt
werden kann, daB er unter der gewthnlichen komplexen Konjugation invariant ist, L = L. Die
natiirliche Einbettung von D, tp = ¢: D — M,(L) C M,(C), in eine Matrixalgebra iiber diesem
Zerfallungskorper, liefert einen Isomorphismus ¢ : D, — Mg(L), so dafl sich auf der rechten
Seite die Standardinvolution ergibt. Man kann nun wieder die Représentanten der m/2 Paare
zueinander komplex konjugierter Einbettungen von K zu Einbettungen o; : L — C von L und
dann R-linear ausdehnen, und erhélt, wegen der Reinheit von D, durch Zusammensetzung (auch)
fiir jeden (solchen) Schiefkdrper einen Isomorphismus

¢p = ¢ = (¢i) i) = (i o t) ) : Dr — My (K™), K€ {R,C,H},
der auf der Matrixseite die Standardinvolution induziert, sowie eine Einbettung
¢: D — (D) —> Mps(C™/?),

die mit den Involutionen vertréglich ist.
Durch Matrixausdehnung (und unter der getroffenen Wahl des Repriisentanten der Ahnlich-
keitsklasse) erhiilt man die

2.2.5 Auffassung von A = Aq als Teil einer reellen Matrixalgebra : Zu jeder einfachen
rationalen Algebra A = M, (D), mit positiver Involution, die Matrizausdehnung einer (positiven)
Involution J auf D ist, existieren Einbettungen involutiver Algebren ¢; =G;01: A — M,y (K) =
M,s(R), M,s(C) oder M,,(H), i =1,...,m' = Tz K € {R,C,H}, wobei die Matrizal-
gebra mit der Standardinvolution ausgestattet sei. Deren Zusammenfassung ist ein Isomorphismus

b4 =0=(0:)3i) : AR = Myp(DR) — M (K™) = Mg (R™), Mys(C™?) oder M,(H™),
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der die Involution respektiert. Dieses ¢ fixieren wir. Ein Element von A, also eine Matriz tiber
D, werden wir gelegentlich als Matriztupel M = (M(i))(i) in der halb-einfachen reellen Algebra

AR = M, (K™ auffassen. O

1.2.3 Die Komplexifizierung von A, die verallgemeinerte obere Halb-
ebene und die Wurzelfunktion auf dieser

Nun mufl man ein sogenanntes (konvexes) Tubengebiet konstruieren, das den Begriff der Sie-
gelschen oberen Halbebene verallgemeinert, also eine Teilmenge der Komplexifizierung Ag =
ARr ®r C = Ag ®q C der einfachen rationalen Algebra A = Ag. Dies liefert die

2.3.1 Definition : Wir setzen
T(Ar) = T (AR, J) == S(AR, J) +iP(AR,J) C Ac = Ap ®r C. O

Anderseits kann man, fiir ein Produkt von Matrixalgebren, auch komponentenweise eine ver-
allgemeinerte obere Halbebene wie {iblich erkliren.

2.3.2 Definition : Es bezeichne
H" =H"(K):={Z € Agc = M,(K"@r C; Z=X+iY¥, X=X, Y =Y >0},

K € {R,C,H}, die verallgemeinerte obere Halbebene. O

Zu jeder einfachen rationalen Algebra A = Ag gehort also eine der Halbebenen HT (R),
H"/*(C) oder H™(H). Wir wollen folgendes sehen.
2.3.3 Bemerkung : Im Falle einer positiven Algebra Agr = M,(K™), K € {R,C,H}, gilt
T(Ar) = H™(K). O

Wir werden die obere Halbebene stets durch ihren Grad, und gelegentlich auch den Korper-
grad des Zentrums, um den Matrix-Tupelcharakter hervorzuheben, charakterisieren, und uns den
Schurindex, sowie den zugrunde liegenden Schiefkdrper dazudenken, und dafiir einfach H,,, bzw.

H}?, schreiben. Um zu sehen, dafl man in jedem Fall durch beide Definitionen dasselbe erhélt, ist
die Komplexifizierung A¢ genauer zu untersuchen. Wir benutzen die expliziten

2.3.4 Standardeinbettungen : Wir betrachten die Schiefkorper-FEinbettungen ¢c = ¢ : C —
M2(R) und vy = ¢ : H — M>(C), gegeben durch

(o (30 i (00} wnd (1o (30) i (5) 2 d o (50) L ke (20

Diese respektieren auch die Involution. Wir identifizieren die jeweiligen Mengen. O
Man erhélt also eine Einbettung H — My(M2(IR)). Diese kann man auf zwei Weisen zu einer

ar  as > ( b1 by >
Einbettung ¢py = ¢ : H — My (R) zusammensetzen, ndmlich @3 a4 bs ba

c1 C2 dy  do

C3 C4 d3 d4

a; ax by by ap b1 ax by
as Q4 b3 b4 C1 d1 C2 d2
o ey di dy oder aber als as bs as by
C3 Cy d3 d4 C3 d3 C4 d4

entweder als

auffassen. Diese sind zueinander konjugiert, haben also dieselbe Determinante und Spur. Genauso
kann man alle diese Einbettungen auf zwei Arten (elementweise oder nach Blocken) auf Matrizen
ausdehnen. Von diesen wird ab jetzt jeweils stillschweigend die benutzt, die zu jeder Stelle am
besten ,,pafit®.
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Verwirrend ist allerdings, insbesondere im komplexen Fall, dal durch die Komplexifizierung
von A nun zwei verschiedene ,,i“’s auftreten. Wir bezelchnen deswegen ab jetzt die (jeweils auf-
tretenden) 1mag1naren Einheiten des Grundkorpers K mit z J und k: und schreiben in diesem
Abschnitt auch K = C = R+ R-i im komplexen Fall. Zusétzlich treffen wir folgende Konvention:
Die imaginire Einheit (,i“) der zusétzlichen Komplexifizierung steht stets vor Matrizen, die des
zugrunde liegenden Schiefkdrpers (,i“) stets dahinter. Es gilt nun
2.3.5 Lemma : a) Die Abbildung x @ w = x ® (w1 +iws) — 2 := zw; +izws = zw liefert einen
Isomorphismus R g C = C.

b) Die Abbildung x @ w = (1 + 221) ® (w1 + iws) — (21, 2), (21,2) =

= (r1wy — xaws + i(T1we + Town ), 1w + Taws + i(T1we — Towr)) = (T1 + ixe, T — iT2)W

liefert einen Isomorphismus L¢ : C ®r C — C2, der sogar C-linear (im zweiten Faktor des
Tensorprodukts) ist.
¢) Die C-lineare Ausdehnung der Finbettung v : H — M>(C),

r@w = (x; + T2 + x3}+ 1‘4%) ® (wy + iws) — Z = (f;;jfi ﬁffzﬁ‘;) (wy + iws),

liefert einen Isomorphismus H @y C = M(C). O

Mittels dieser Isomorphismen ist H,, in jedem Fall als Teilmenge von M, s(C™) aufzufassen.
Unter diesem ,,Dach“ besitzt ein Z € H]" folgende
2.3.6 Zerlegungen : a) Reeller Fall: Z = 7Z; = X +iY = X' +4iY', mit X, Y € M, s(R™), s =1
oder 2.

b) Komplezer Fall: Z = X +iY = Zy + Zyi, X = X1 + Xo1, Y = Y1 + Yoi, Zy = Xy +iY3,
Zy = Xy + iYs, mit X,Y € My (C™2), Z1, Zo € My, (C™/2).

¢) Quaternirer Fall: Z = X +iY = Zy + Zoi + Zsj + Zsk, X = X1 + Xoi + X3J + X4k,
Y =Y+ Yoi+ Ysj 4+ Yk, Zp = X, +iV;, 1 = 1,2,3,4, mit X,Y € M,(H™) C Mz, (C™) und
7y € Mon(C™), 1=1,2,3,4. O

Die Involution wird nun natiirlich C-linear auf die Komplexifizierung fortgesetzt, also

2.3.7 Bemerkung und Notation : Sei Z € H,. Wir setzen Z =X +iYy = > Zje, mit
1

den jeweils auftretenden Basiselementen e; € {1,1,7, 75} von K, K € {IR,@,]H}, aufgefaft als
R-Vektorraum. Aus Z =7 folgt

X=X,Y=Y,X,=X], Y1 =Y/ und X, = —X], sowie Y; = Y, firl # 1.

Gelegentlich werden wir auch den Homomorphismus Z := X —iY benutzen. O

Im komplexen Fall liefert die Identifizierung von € ® € mit €2 unter t¢, tc:(z @ w) = (21, 22),
folgende

2.3.8 Bemerkung : ~ entspricht der Vertauschungsinvolution J((21, 22)) = (22, 21) auf C?, o™
der Standardinvolution J((z1,22)) = (Z1,%2). Es gilt ~|g = (7 o 7)|g, und dies ist natiirlich die
gewohnliche komplexe Konjugation. O

Insgesamt erhilt man also fiir Matrizen

2.3.9 Bemerkung : a) Mittels der Gleichsetzung M,(R) ® C = M,(C), ergibt die Zusammen-
setzung ~ o™’ die Standardinvolution auf der Matrixseite; sie dehnt die Standardinvolution — = '
von M, (R) auf die Komplexifizierung aus.

b) Bei der Ausdehnung von ¢ auf M, (C) ® C = M,(C)?, ergibt ~ o' die Standardinvolution
J((Z1,2)) = (Z1,75). Fiir Y = 0, also Z = X € 1(My(C)), fallen die Vertauschungs- und die
Standardinvolution zusammen, (™o ™), @ = ="y, @)

c¢) Auch im quaterniren Fall M, (H) ® C = M,(C), liefert ~ o —" die Standardinvolution,
genauso wie — dies fiir Y =0, also Z = X € M,(H) C M2,(C) tut. O
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Damit haben wir der Aussage T(Agr,J) = H™ C M,s(C™) einen Sinn gegeben. Nun ist
die obere Halbebene H]" ein offener, konvexer Teil der Komplexifizierung V ®r C, des reellen
Vektorraumes V = M, (IK™ ), und hat deswegen folgende wichtige Eigenschaft.

2.3.10 Satz : Es existiert eine eindeutig bestimmte holomorphe Wurzelfunktion,

Z — \(Z]i) = (Z]i)'?,
die fiir Z = iY mit der bereits eingefiihrten (2.1.5) Wurzelfunktion hermitescher Matrizen, Y

Y1/2 | gibereinstimmid.

Beweis : Wie im rationalen Fall, betrachtet man, fiir ein festes Z, die Funktion (Kurve)

a:[0,1] — S(ns,C™), a(t)=E+t(Z/i— E),

T

und definiert I(z) = l(z,Z) := [ a(t)/a(t)dt, fir 0 < z < 1. Man erhilt die gewiinschte Wurzel

0
iiber die Exponentialfunktion, \/(Z/i) := e
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1.3 Ordnungen, maximale Ordnungen und unter der Invo-
lution invariante Ordnungen von positiven Algebren

In diesem Abschnitt wird der Begriff der Ordnung, als Verallgemeinerung der ganzen Zahlen, in
rationalen Schiefkérpern eingefiihrt. Es werden Sétze iiber Ordnungen in Matrixalgebren iiber
solchen Schiefkorpern zitiert, und die fiir die Theorie der Modulformen wichtigen Ordnungen
klassifiziert.

1.3.1 Der Ring der ganzen Zahlen in einem algebraischen Zahlkérper
K als maximale Ordnung

Nun muf} der Begriff der Ganzzahlichkeit auf unsere Algebren verallgemeinert werden. Dies lie-
fert die Theorie der Ordnungen. Uns interessiert der Fall einfacher, endlich-dimensionaler, positiv
definiter Algebren iiber @. Wegen der speziellen Wahl des Reprisentanten der Ahnlichkeitsklasse
und des Wedderburn-Isomorphismus, die wir getroffen haben, geniigt es sich darunter eine Matri-
xalgebra A = M, (D), D ein Schiefkérper vom Schurindex s = s(D) iiber einem Zahlkérper K,
(D : K) =52 [K : Q] = m, vorzustellen.
3.1.1 Definition : Sei R ein Dedekindring, oder ein (in seinem Quotientenkérper) ganz-abge-
schlossener Integritéitsbereich, K = Quot(R) sein Quotientenkdrper und V' ein endlich-dimensio-
naler K-Vektorraum. (Bei uns wird K also entweder Q selbst, oder ein algebraischer Zahlkérper,
bzw. deren Lokalisierungen und Komplettierungen, sein.)

a) Ein R-Gitter M in V ist ein endlich erzeugter R-Untermodul von V', der V' als K-Vektorraum
erzeugt, also

V=K -M-= {Z a;m; (endliche Summe) ; a; € K, m; € M }.

(Genauer bezeichnet man solch ein Gitter meistens als ,voll“, bei uns treten jedoch nur solche
auf.)

b) Eine R-Ordnung in einer endlich erzeugten K-Algebra A ist ein Unterring O von A, mit
derselben Einheit 1» = 14, der gleichzeitig ein R-Gitter in A ist.

c) Eine R-Ordnung heifit maximal, falls sie in keiner anderen echt enthalten ist. O

Dieser Begriff verallgemeinert bekannte Resultate aus dem Korperfall, A = Ag = D = K. Der
Ring der ganzen Zahlen ist eine Ordnung, gemé&f

3.1.2 Satz : Die Menge O = Ok, aller x € K, die einer normierten polynomialen Gleichung
mit Koeffizienten aus 7 geniigen, also P(xz) = 0 fiir ein normiertes P € Z[X], bildet fiir jeden
algebraischen Zahlkérper K eine endliche Ringerweiterung von 7. Sie wird der ganze Abschlufl von
Z in K genannt. Weiterhin ist O ein freier Z-Modul, und hat als solcher den Rang m = [K : Q]
(, also gerade den Korpergrad). Er besitzt eine Basis, die K als Q- Vektorraum erzeugt,

K=Q -0=Q®&yz00k.

(So eine Basis nennt man Ganzheitsbasis von K.) O
Auf der anderen Seite gilt auch
3.1.3 Satz : Ok ist eine abelsche Gruppe, also, nach obigem Satz, ein Z-Gitter in K. Die Ten-

sorierung Kr = K @g R dieses Kdrpers ist ein reeller Vektorraum und der Rang des Gitters Ok
ist gerade die Dimension dimg (KR); in dieser Topologie ist Ok diskret. O

Bei uns treten, wegen der Positivitéit der Involution, und wie im ersten Abschnitt erldutert,
nur K C Kg = R™ und K C K = C™/2 auf. Auf jeden Fall ist

3.1.4 Beispiel : O = Ok ist ein Spezialfall einer Ordnung. O
Aber sogar

3.1.5 Bemerkung : O ist die einzige maximale Ordnung in K. 0O
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3.1.6 Die Links- und Rechtsordnung eines Gitters : Sei M ein R-Gitter in der Algebra A.
Dann sind die Mengen

O(M):={x€A; cM C M}, sowie

O,(M):={z€A; Mo C M},

Beispiele fiir Ordnungen in A. Sie werden entsprechend die dem Gitter M zugeordnete Links-
bzw. Rechtsordnung genannt. Fiir Ordnungen M = O, ist natiirlich O;(0) = 0,(0) = O, da
la=1p e Ogilt. O

1.3.2 Ordnungen und maximale Ordnungen in einfachen involutiven Q-
Algebren, Teilbarkeitslehre

Nun stellen wir die notwendigen Resultate iber maximale Z-Ordnungen O in einfachen rationalen
Algebren A = Ag = M, (D) mit Zentrum Z(D) = K zusammen. Es gilt dann immer O C O,
denn mit O = > Z); ist auch 0= > Ok eine Z-Ordnung in A, und aus der Maximalitéit folgt
dann O = O. Wir diirfen also O auch als Ok-Ordnung auffassen; dies werden wir gelegentlich tun.
Der Abschlufl von Z in A ist i.a. weder endlich erzeugt als Z-Modul noch ein Ring, né&mlich nicht
abgeschlossen unter den Rechenoperationen. Es gelten folgende Sitze (, siehe z.B. [Re], vorwiegend
Abschnitte 8, 9, 19 und 21).

3.2.1 Theorem : Jedes Element a einer R-Ordnung O ist ganz iber R. Falls R ganz-abgeschlossen
ist, so ist das normierte Minimalpolynom von a in R[X] enthalten. O

3.2.2 Theorem : Jeder Unterring O von A, der R enthdlt, und der die Eigenschaften hat, dafi
K - O = A und jedes Element a € O ganz iiber R ist, ist eine R-Ordnung in A. O
Daraus erhélt man, mit Hilfe des Zornschen Lemmas, folgendes

3.2.3 Korollar : Jede R-Ordnung O ist in einer maximalen enthalten, insbesondere existieren
mazimale Ordnungen. O
Uber Ordnungen kann man den Begriff des Gitters verallgemeinern.

3.2.4 Definition : Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Ein (links- bzw. rechts-)
O-Gitter £ C V ist ein (links- bzw. rechts-) O-Modul, der gleichzeitig ein R-Gitter in V ist,
K = Quot(R), also ein torsionsfreier R-Modul endlichen Typs, und der zusétzlich V' als K-
Vektorraum erzeugt, also K - £ = V. (Auch hier betont man hiufig diese letzte Eigenschaft durch
die Spezifikation ,voll“.) O

Bei uns wird fast immer V' = D" ein (links- bzw. rechts-) Vektorraum iiber einem Schiefkorper
iiber einem algebraischen Zahlkérper sein. Fiir einen Dedekindring R (, z.B. R = O, K algebrai-
scher Zahlkorper,) hat man folgende Klassifikation von maximalen Ordnungen.

3.2.5 Theorem : Sei A = M,,(D) eine volle Matrizalgebra iber dem Schiefkérper D mit Zentrum
K, oder allgemeiner A = Homp(V, V), V ein rechts-D-Vektorraum, A eine mazimale R-Ordnung
in D und L ein (rechts-) A-Gitter in D™. Dann ist die Gruppe der (rechts-) A-Homomorphismen
O = Homa (L, L) eine mazimale R-Ordnung in A. Umgekehrt kann man jede solche in dieser
Form darstellen. Entsprechendes gilt natirlich auch fir links-D-Vektorrdaume. O

Insbesondere beschreibt dieses Theorem, mit n = 1, alle maximalen Ordnungen in D selbst,
und zwar in Abhéngigkeit von der beliebigen maximalen Ordnung A. Man kann die Matrixalgebra
A = M, (D) mit Homp (D™, D) = End(D") identifizieren, dann wird auch die dem Gitter A"
zugehorige Ordnung O = Homa (A", A™) = End(A™) mit M, (A) identifiziert. Es gilt dann
3.2.6 Bemerkung : a) Sei £L C D" ein rechts-A-Gitter, das zu A™ isomorph ist, es existiere
also eine invertierbare Matrix M € Gl(n, D), mit M - £ = A™. Dann definiert X — M 1X M,

X € M,(A), einen inneren Isomorphismus M, (A) — Homa (£, £). Entsprechendes gilt fiir links-
A-Gitter, die zu A" isomorph sind.
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b) Allgemeiner existiert, fiir ein beliebiges A-Gitter £ C D", eine natiirliche Zahl ¢, so daf§

q- M,(A) C Homa (L, L) C % - Mp(A). O

Wir werden im folgenden fiir jeden rationalen Schiefkdrper D eine maximale Ordnung O fi-
xieren, und auferdem das Gitter £ = O™ wéhlen, und damit die maximale Ordnung M, (O) in
A = M,(D). Wir diirfen diese Ordnung sowohl als Z- wie auch als Og-Ordnung betrachten, im fol-
gendem erwithnen wir den Grundring nicht. Man muB allerdings noch eine Anderung vornehmen:
Eine (maximale) Ordnung muf} a priori nicht unter der Involution invariant sein, und es gibt sogar
positive Involutionen, die keine maximale invariante Ordnung zulassen. In manchen Féllen konnte
bewiesen werden, da$ man einen ,guten“ Repriisentanten der Ahnlichkeitsklasse der Involution
finden kann, in den iibrigen postulieren wir dies, vergleiche Annahme 3.3.7.

Da wir die maximale Ordnung in D jedoch frei wihlen durften, werden wir ab dem nichsten
Abschnitt mit einer unter der Involution invarianten maximalen Ordnung O = O weiterarbeiten. In
Wirklichkeit benttigen wir die Maximalitéit von O erst fiir den Beweis der Erzeugung des Raumes
aller singuldren Modulformen durch Thetareihen, wihrend die Invarianz unter der Involution zum
Aufbau der Theorie notwendig ist.

Uber die maximale Ordnung O braucht man noch Resultate der Teilbarkeitslehre, um mit
den Primidealen des Zentrums K = Z(D) des Schiefkdrpers arbeiten zu konnen. Sei also R ein
Dedekindring, K = Quot(R) und O eine R-Ordnung in einer K-Algebra A. (Fiir uns ist, wie
immer, K = Q oder ein algebraischer Zahlkérper wichtig, solche Algebren sind immer separabel,
was in manchen der folgenden Definitionen und Theoreme als Voraussetzung notwendig ist.)

3.2.7 Definition : Ein links- bzw. rechts-Ideal P in O ist ein links- bzw. rechts-O-Untermodul
von O, 0 # P C O, der gleichzeitig ein R-Gitter in O ist. O
Wir brauchen folgende Idealtypen.

3.2.8 Definition : a) Ein Ideal P in O heifit zweiseitig, falls es sowohl links- wie auch rechts-Ideal
in O ist.

b) Ein Ideal P in O heifit maximal, falls es zweiseitig ist, und aus P C @, fiir ein weiteres
zweiseitiges Ideal @, sogar P = () folgt.

c) Ein Ideal P in O heifit zweiseitiges Hauptideal, falls es zweisetig und von der Form P =
O-x-0, fiir ein x € O, ist. Ein links- bzw. rechts-Ideal P in O heift links- bzw. rechts-Hauptideal,
falls P = O -2 bzw P = z - O, x € O gilt. Ein Ring heifit zweiseitiger Hauptidealring, falls
jedes zweiseitige Ideal (zweiseitiges) Hauptideal ist, und entsprechenden links- bzw. rechtsseitiger
Hauptidealring, falls jedes links- bzw. rechts-Ideal (links- bzw. rechts-) Hauptideal ist. O

Uns interessieren Primideale. Fiir unsere Zwecke geniigt es folgende Definition zu treffen.
3.2.9 Definition : Die Primideale von O sind genau die echten maximalen zweiseitigen Idealen
von O. O

Es gilt
3.2.10 Satz : Ist P ein Primideal in O, so ist P = PN R ein (von Null verschiedenes) Primideal

von R und der Quotient O/P ist eine endlich-dimensionale einfache Algebra iber dem Kdérper
R/P. O

1.3.3 Lokalisierungen und Komplettierungen von (unter der Involution
invarianten) Ordnungen

Die eingefiihrten Ordnungen sind i.a. nicht kommutativ und keine (einseitige oder zweiseitige)
Hauptidealringe. Man muf} aufler O auch seine Lokalisierungen nach Primidealen, und deren Kom-
plettierungen, betrachten. Die zitierten Resultate findet man z.B in [Re], Abschnitte 11, 12, 17,
18 und 22.

3.3.1 Definition : Seien R ein kommutativer, nullteilerfreier Ring, K sein Quotientenkdrper, P ein
Primideal von R, Rp = S~!- R seine Lokalisierung am Mengenkomplement S = R — P, Rp dessen
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Komplettierung und O eine Ordnung in einer K-Algebra A. Dann nennt man Op := Rp ®g O
die Lokalisierung (von O) an P und Op := Rp ®g O die entsprechende Komplettierung. O

Diese Definition ist genauso auf beliebige (R- bzw. einseitige O-) Moduln zu verallgemeinern.
Dabei ist zu beachten, dafl bei uns R = Ok stets im Zentrum von O enthalten ist, K = Z(D),

und da (Ok)p und (5;) p ebenfalls kommutativ sind, das Tensorprodukt also wohldefiniert ist.

3.3.2 Lemma : a) Es gilt @p N A = Op fiir jede Primstelle P.
b) Esgit O= (| Op. O
P prim
Fiir maximale Ordnungen hat man eine genauere Beschreibung der Primideale.

3.3.3 Theorem : Sei O eine mazimale R-Ordnung in der zentraleinfachen K-Algebra A. Es
ezistiert eine Bijektion zwischen den Primidealen P von R und P von O, gegeben durch

P=RNP und P=0nNrad(Op).

Dabei ist rad(Op) = P - Op. Ferner ist rad(Op) das einzige Primideal von Op. 0O
Uns interessieren ferner

3.3.4 Satz : Sei R ein Dedekindring und O eine R-Ordnung in A. Genau dann ist O mazximal,
wenn alle Lokahszerungen Op mazimale Rp-Ordnungen in Ap = A sind, oder wenn alle Komplet-
tierungen Op mazimale Rp- Ordnungen in der entsprechenden Komplettierung Ap von A lings P
sind. O

3.3.5 Theorem : Sei R ein vollstindiger diskreter Bewertungsring, K = Quot(R), und A =
M, (D) eine einfache K-Algebra, mit einem iber K endlich-erzeugten Schiefkérper D. Dann ist
der ganze Abschluff A von R in D die einzige mazimale Ordnung in diesem Schiefkérper, und
M, (A) ist, bis auf innere Automorphismen, die einzige maximale Ordnung in M, (D). Ferner sind
A und M, (A) Hauptidealringe. Genauer sind die zweiseitigen Ideale von A gerade die Potenzen
seines einzigen mazimalen (Prim)ideals rad(A), und links- bzw- rechts-Ideale sind automatisch
zweiseitig. Entsprechendes gilt fir M, (A). O
Auflerdem hat man

3.3.6 Bemerkung : Unter der gewihlten Standardinvolution auf einem Quaternionenschiefkrper
D mit Dr = H™ (vergleiche 1.5.8) ist jede maximale Ordnung O invariant.

Beweis : Esist J(z) =z — 220 — 23 — 24k = 221 — . Anderseits ist trp/x (x) = 2x;. Falls also
x € O ist, also insbesondere x ganz, folgt 221 € Ok C O, also auch J(z) € O. O

Im quaternéren Fall kann man also trivialerweise eine maximale, unter der Involution invariante
Ordnung finden; in den #ibrigen Fillen konnte dies nicht bewiesen werden. Man kann jedoch
anderseits, zumindestens im reellen Fall, positive Involutionen konstruieren, die keine maximale
invariante Ordnung zulassen. Wir postulieren deshalb

3.3.7 Annahme : Es ezistiert stets ein Reprisentant der Ahnlichkeitsklasse der positiven Invo-
lution, der mazximale invariante Ordnungen zuldft. O

Damit treffen wir folgende

3.3.8 Festlegung : a) In jeden rationalen, positiv definiten Schiefkérper D = (D, J) wdihlen wir
fiir die gesamte Arbeit eine maximale Ordnung

O = 0p, firdie O=J0O)=0 ygilt.

Dabei ist J die schon fest gewdhlte positive Involution auf D. O ist die unter der Involution
invariante Ordnung, die wir der Theorie zugrunde legen.

b) In der einfachen Algebra A = Ag = M, (D) = (A, J), die die positive Involution trigt, die
die von D ausdehnt, wihlen wir M, (O) als mazimale Ordnung (und diese ist ebenfalls invariant
unter J=""). O

Ferner ist natiirlich O = (Og) C O, als einzige maximale Z-Ordnung in K. Mit Hilfe des
Theorems 3.3.5 gewinnt man auch das entsprechende Resultat iiber Lokalisierungen von maximalen
Ordnungen, nédmlich
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3.3.9 Theorem : Sei R ein diskreter Bewertungsring, A = M, (D) eine einfache K-Algebra iiber
seinem Quotientenkdrper und O eine maximale Ordnung in D. Dann ist M,,(O), bis auf innere Au-
tomorphismen, die einzige mazimale Ordnung in M, (D), insbesondere sind mazimale Ordnungen
in D stets zueinander konjugiert. Ferner ist O ein Hauptidealring. Genauer sind die zweiseitigen
Ideale von O gerade die Potenzen seines einzigen mazimalen (Prim)ideals rad(O), und auch ein-
seitige Ideale sind Haugtideale. Das Radikal der Komplettierung von O ist die Komplettierung des
Radikals, rad(0) = (rad(0)), und rad(O) N O =rad(®). O

Ferner sind dann O-Gitter £, K - £ = D", iiber dieser maximalen Ordnung lokal frei, was heif3t
daB jede Lokalisierung Lp = (Ok)p @ L (einseitig) Op-isomorph zu O% ist. SchlieBlich hat man
folgende Aussage iiber Restalgebren.
3.3.10 Theorem : Sei O eine mazimale Ordnung in einem Schiefkdrper D idber einem diskre-
ten Bewertungsring R mit Quotientenkérper K. Dann ist die Komplettierung D = K @ D eine
Matrizalgebra My(D) dber einem vollstindigen, diskret bewerteten Schiefkorper D, und die Kom-
plettierung O ist isomorph zu Mg(A), mit der einzigen mazimalen Ordnung A von D. Ferner
18t

rad(0) = rad(0) = M, (rad(A)),
und entsprechend gilt fiir die Restalgebren
O/rad(0) = O /rad(0) = M,(A/rad(A)),

wobei A/rad(A) ein endlicher Schiefkirper iber f{/rad(}?), also ein Kérper ist. O

Insgesamt geben diese Theoreme Auskunft iiber die algebraische Struktur der Lokalisierungen
und Komplettierungen unserer maximalen Ordnung: Op ist eine volle Matrixalgebra iiber einem
(nicht-kommutativen) lokalen Ring, also einem, der ein einziges maximales links-Ideal besitzt, und
die zusétzliche Eigenschaft hat, daf} einseitige Ideale automatisch zweiseitig sind. Op selbst hat
zwar mehrere maximale links-Ideale, jedoch ein einziges zweiseitiges maximale Ideal, das Primideal
dessen Potenze alle zweiseitigen Ideale in Op sind.
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1.4 Die symplektische Gruppe einer involutiven Algebra
und die verallgemeinerte Modulgruppe

Es werden die symplektische Gruppe und gewisse arithmetische Untergruppen eingefiihrt, und es
wird ihre Wirkung auf die obere Halbebene erklirt. In Verbindung mit den Ergebnissen aus den
ersten drei Abschnitten, wird die in 1.5.12 getroffene Wahl gerechtfertigt.

1.4.1 Biholomorphe Selbstabbildungen von positiven Kegeln und Tu-
bengebieten iiber positiv definiten involutiven Algebren

Sei A = Ag = M, (D) eine einfache, endlich-dimensionale Algebra tiber Q, ausgestattet mit
einer positiven Involution, und der Reprisentant der Ahnlichkeitsklasse, sowie der Wedderburn-
Isomorphismus der Tensorierung, seien so gewihlt, wie im ersten Abschnitt erklirt, insbesondere
so, daf sich auf der Matrixseite von Ag = M, (K™') die Standardinvolution ergibt. Wir fiihren
gewisse spezielle Endomorphismen, genauer biholomorphe Automorphismen, des sogenannten Tu-
bengebietes unserer Algebren ein. Fiir unsere positiven Involutionen hatten wir einen positiven
Kegel definiert, ndmlich die Menge aller positiver Elemente; dieser ist additiv abgeschlossen. Mit
dessen Hilfe hatten wir das (konvexe) Tubengebiet erklért. Der topologische Abschluf} des positiven
Kegels besteht genau aus den (total) semi-positiven Matrizen,

(P(AR)) 4, ={S=5 =5" € M,(DR) ; S > 0}.

Wir erinnern an

4.1.1 Bemerkung : Das Tubengebiet ist isomorph zu der verallgemeinerten oberen Halbebene,
also

T(Ar) = H = HJL(R), HJY/*(C) oder HJ'(H),

wobei s der Schurindex von D, also s = 1 oder 2 im reellen Fall, und m der Koérpergrad seines
Zentrums K sind. O

Wir benétigen folgende Information iiber die Beziehung zwischen Tubegebieten zu &hnlichen
Involutionen.
4.1.2 Bemerkung : Sind J ~ J, J(X) = MJ(X)M~", zwei shnliche Involutionen auf A = Aq,
also M = M? € S(Ar, J)2 N S(AR, J)?, so liefert

7(Z) ;= ZM™" einen Isomorphismus 7 (Ag,J) = T (AR, J).

Beweis : Im ersten Abschnitt (1.2.4) wurde bemerkt, daf durch 7 Elemente, die unter J invariant

sind, auf solche abgebildet werden, die unter J invariant sind. Ist nun X positiv, so gilt X = X 2,
X € S(AR, J), und es ist

rX)=XM = (XM YWMXM™M).

Da j()?M_l) = M(M‘UZ')M_1 = MXM~" gilt, ist auch 7(X) positiv (beziiglich J). O
Da(Z+H) = (X + H)+iY) = (X + H) +1Y ist, fir Elemente Z = X +4Y des Tuben-
gebietes, liefert jede Translation um ein Element H € S(AR) eine biholomorphe Selbstabbildung
Z — Z + H von T(AR). Genauso ist Z[U] = U (X + iY)U = X[U] + iY[U], also ist, fiir
invertierbares U € Gl(Agr) = Ap, wegen Y[U] > 0, auch Z — Z[U] eine solche. Schliefilich

4.1.3 Bemerkung : Die Abbildung Z — —Z ! (die ,, Involution®) ist eine biholomorphe Selbst-
abbildung von T (AR).
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Beweis : Z ist natiirlich als (A ®q C)-Element invertierbar. Mit dem Homomorphismus
Z=X-iY gt 2%Y=2-2=(ZZYZ2-2(z'2)=2(Z"' -7z "z

Man bezeichne Y mit IM(Z) = IM(X + iY) und erhalte IM(—Z~') = Z='Y Z~!. Es ist nach
Definition

—

Y=Y und IM(=Z7') = (IM(=Z-1)),

also, wegen der linearen Ausdehnung der Involution,

~ ~ R — ——1_—= U ~
M(—Z Y=Yz =2"'YZ2 ' =2"VZ™", uwnd Y[[Z2 ] =2 Y2\ =z"'vZ

Dieselbe Gleichung zeigt, dal mit Y = 0 auch Y[[Z~!]] = 0 gilt, denn man erhélt die gewdhnliche
~1
Matrixinvolution auf (den einfachen Komponenten von) A¢ mittels Z — Z | und es gilt (Z *1)I =
~1

77, sowie Z =7, also Y[[Z7Y]] = (Z )"V Z~'24(Y)[Z~!] in der Komplexifizierung Ag. 0O

1.4.2 Die symplektische Gruppe als Untergruppe der biholomorphen
Endomorphismen des Tubengebiets, die Modulgruppe als Wir-
kungsgruppe

Nun kénnen wir die symplektische Gruppe definieren. Wie immer ist [ = (_OE ]g ) Dabei ist E die

Einheit(smatrix), also, je nach der Situation, £ = 14 (in der Algebra A = Ag), also E™ € M, (D)
(im auftretenden Fall einer einfachen Algebra), (E(™*))™ (im reellen eingebetteten Fall), usw.

4.2.1 Definition : Sei A = (A4, J) eine involutive Algebra. Man nennt
Sp(A) = Sp(A4, J) == {M = (g g) € My(A) ; I[M] = J(M)IM = I}

die symplektische Gruppe von A (zur Involution J), wobei J stets kanonisch auf M»(A) ausgedehnt
wird. O

Um die getroffene Wahl eines Repriisentanten der Ahnlichkeitsklasse unserer einfachen ratio-
nalen Algebra A = Ag zu rechtfertigen, brauchen wir

4.2.2 Lemma : Sei A = Aq eine rationale Algebra, und J sowie J seien zwei dhnliche In-

volutionen auf A, also J(X) = MJ(X)M~t, mit M = J(M) = J(M) € A*. Dann sind die

entsprechenden symplektischen Gruppen isomorph, Sp(A, J) = Sp(A, J). Der Isomorphismus ist
durch

gegeben.

Beweis : Es gelte J(X)IX = I, fir X € M»(A), und es sei X := (1 0)x(*4 ,°,). Dann ist

TEIX = - B (g 500 )70 (% s ) B (9,10 ) Cg )X (5 0) =

= (02%) 70 (M L) (0 )X (et = (V8 ) 70 (9,8 ) X (e ki) =

=W (L) et = (L) 0t =(0%)-

Es ist also X symplektisch beziiglich J. O
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Dieses Lemma wird es uns, in Verbindung mit der Isomorphie der zugehtrigen Tubengebiete,
fiir &hnliche Involutionen, J ~ J, ermdglichen auf der einfachen rationalen Algebra A = Ag, stets
den gewiihlten Repriisentanten der Ahnlichkeitsklasse der Algebra, also A = Ag = M, (D), mit
der Standardinvolution J = ~’, zu betrachten, ohne die Isomorphieklasse des Kongruenzgruppen-
Gebildes zu beeinflussen. Wir schreiben die symplektische Gruppe auch als

Sp(Ag) = Sp(n, D) := {M = (g g) € Myn(D) ; I[M] = J(M)IM = M'IM = I},
und fassen diese als Teil von Sp(AR) auf (, also
Sp(Aq) C Sp(ns,R)™, Sp(ns,C)™* oder Sp(n,H)™,

mit s = 1 oder 2 im reellen Fall, fiir unsere Algebren).

4.2.3 Bemerkung : Sei Ak eine involutive Algebra (, also bei uns entweder die einfache rationale

Algebra Ag = M,(D), oder ihre Tensorierung Ag). Dann gelten
a) Sp(Axk) ist eine Gruppe fiir deren Elemente M~ = (f)@ _ZB: ) gilt. Mit M ist auch s
symplektisch.

b) Fiir symplektische Matrizen gelten die sogenannten symplektischen Relationen
Ac=04, Bp=DB, AD-CB=E

(und auch AB = BZ’, cD' = Dal, AD' - BC = E). Umgekehrt sind Matrizen, die diesen
Relationen geniigen, symplektisch. _

c¢) Die Matrizen (Eg), J(H) =" = H, (UO U(ll)’ UeAg,und I = (7013]3) sind symplek-
tisch. O

Die symplektische Gruppe(n) lassen wir, wie iiblich, auf das Tubengebiet wirken.

4.2.4 Definition und Bemerkung : a) Die Festlegung

M(Z) = (AZ+B)(CZ+D) ", M=(45),

definiert eine Wirkung von Sp(n, D) auf dem Tubengebiet 7 (AR). (Insbesondere ist (C'Z + D)
stets invertierbar.)
b) Obige Exemplare symplektischer Matrizen wirken respektive gemif3

Z+—Z+H, Z+~— Z[U] und Z v+ —Z ',

und erzeugen Sp(Axk ), und zwar sowohl auf rationaler (Ax = Ag), wie auch auf reeller (Ax = AR)
Ebene. O

Auflerdem gilt

4.2.5 Lemma : Der Isomorphismus der symplektischen Gruppen zu dhnlichen Involutionen J ~ J
auf A, T : Sp(ARr, J) — Sp(AR, J), ist mit dem entsprechenden Isomorphismus 7 : T (AR, J) —
T(AR,J), 7(Z) = ZM =1, vertrdglich, im Sinne von

T(X(Z)) = 7(X)(r(2)),
fir Z € T(Am,J).

Beweis : Mit X = (2 7) gilt 7(X)(r(2)) = ('3 5) (& 5) (5 220)(ZM ) =

= (3 (A8)(z My = (4 5)(AZ + B)(CZ + D) ') = (AZ + B)(CZ+ D) * - M

also die Behauptung. O
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In der Theorie der singuliren Modulformen treten noch folgende symplektische Matrize (, aufler
den Elementen von Sp(n, D) selbst,) auf.

4.2.6 Definition : Man nennt, wie {iblich, ein M = (é g) € Sp(AR) projektiv rational, falls ein

Vektor t = (t1,... ,tm) € Z(K)™, K € {R,C,H}, bestehend aus Elementen aus dem Zentrum
des zugrunde liegenden Schiefkorpers, existiert, so daf3

M=t-M=(#MY, . tnM™) e My (D) C My, (Dr)

gilt. (Dabei ist, wie immer, m' der (halbe) Korpergrad des Zentrums K von D.) O
Eigentlich sollte man aus der (bzw. den) symplektischen Gruppe(n) noch die Untergruppe

herausdividieren, die trivial wirkt, also alle M = (é [B)) die jedes Z in sich iiberfiihren.

4.2.7 Bemerkung : Die trivial wirkenden M = (é g) € Sp(Ak), Ak = Ag oder AR, bilden
eine Untergruppe des Zentrums von Ms(AKk).
Beweis : Aus AZ + B = Z(CZ + D), fiir alle Z, folgt B = C = 0 und dann, mit Hilfe der

symplektischen Relationen, wie im rationalen Fall, M = (UOI U(ll ), mit U € Z(Ak) und

1 —
= M0 1a) = JU)LAU =TV = Lag,

also ist M ein (trivialer) Kegelautomorphismus. Da Z(Ax) = K - E(™ fiir die einfache Algebra
Ak = Ag = M, (D) ist, und die Bedingungen an die Involution es uns erlauben, diese als Teil von

AR zu betrachten, sind dies lediglich ﬁ:(]g g) in dem reellen und quaternidren Fall (, sowohl fiir

Ag selbst, wie auch fiir die Tensorierung AR ), sowie

(520 = (5 oo (57 )l
0 CE = 0 Cl'E("S) geeny 0 Cm/z'E("S) Y 1 — b

fiir Ag im komplexen. In letzterem Fall liegt eine endliche Untergruppe von diesen Matrizen in
Ms(Ag), und dann sogar in O - E?™. O
Nun definieren wir, wie iiblich, die Modulgruppe und Kongruenzgruppen.

4.2.8 Definition : a) Man nennt
FAQ =Iho= I, = Sp(n,o) = {M = (é[B)) € MQn(O) ) I[M] = I}

die Modulgruppe vom Grad n, iiber der einfachen Algebra A = Ag = M, (D) und zur Ordnung
0.

b) Man nennt ferner
T,[q] := ker{p : [,, — Sp(n,0/qO)} = {M €T, ; M = E®™ mod ¢}

die Hauptkongruenzgruppe der Stufe q. Jede solche ist ein Normalteiler in T},.

c) SchlieBlich nennt man eine Untergruppe I' C Sp(AR ), die eine Hauptkongruenzgruppe T, [q]
als Untergruppe von endlichem Index enthélt, Kongruenzgruppe. O

Die Modulgruppe ist natiirlich eng mit der Menge der ganzen Matrizen verbunden.

4.2.9 Bemerkung : a) Es gilt T}, = T},[1]. Die Modulgruppe enthélt die Translationen mit
H=H ¢ M, (0), die Kegelautomorphismen mit U € Gl(n,O) und die Involution. Die zwei
ersten Typen fiihren ganze Matrizen in solche iiber (, wobei natiirlich die Eigenschaft O = O
notwendig ist).

b) Eine Translation, gegeben durch eine Matrix H € S(n, D), die das Gitter invariant 148t,
muf schon in S(n, O) liegen.

c) Die speziellen Translationen und Kegelautomorphismen mit H = 0, U = E mod ¢, liegen
in T;[¢] und lassen sogar die Menge T (ARr) N (My(qO) + iM,,(qO)) invariant. O
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Auflerdem brauchen wir die

4.2.10 Definition : Man nennt, fiir eine Kongruenzgruppe I' und eine symplektische Matrix
N € Sp(4R), I'N := N~IT'N die konjugierte Gruppe. O

4.2.11 Bemerkung : Fiir projektiv rationales N und eine Kongruenzgruppe I ist die konjugierte
Gruppe I'V ebenfalls eine Kongruenzgruppe. 0O

Ferner zeigt ein triviales Bewertungsargument, daf3 die Wahl der (maximalen) Ordnung in
A = M, (D) zwar i.a. nicht dieselben Hauptkongruenzgruppen liefert, das gesamte Gebilde von
Kongruenzgruppen jedoch davon unbeeinflufit bleibt. Wir diirfen also wegen dieser Komensurabi-
litdtseigenschaft nicht nur M, (0O) als (maximale) Ordnung in A wihlen, sondern auch iiber O C D
selbst verfiigen, ohne die Theorie der Modulformen zu beeinflulen. Von dieser M6glichkeit haben
wir schon im letzten Abschnitt Gebrauch gemacht, und somit z.B O = J(0) = O als maximal
(und unter der Involtion invariant) gew#hlt. Schlielich gilt

4.2.12 Lemma : Seien J ~ J zwei dhnliche positive Involutionen auf der einfachen rationalen
Algebra A, und O = J(O) sowie O = J(O) zwei (mazimale) Ordnungen in A, die unter den
entsprechenden Involutionen invariant sind. Der Isomorphismus T induziert dann_eine Bijektion
zwischen den Kongruenzgruppen in Sp(Ar, J) beziglich O und denen in Sp(Ag, J) beziiglich O.
O

Aus den Sitzen, Lemmata und Bemerkungen 1.5.2, 1.5.13, 2.1.3, 2.3.3, 4.2.2, 4.2.5 und 4.2.12,
sowie der Festlegung 3.3.8, erhalten wir zusammenfassend

4.2.13 Satz : Sei A eine positiv definite, endlich-dimensionale, rationale Algebra. Dann existiert
genau eine Ahnlichkeitsklasse positiver Involutionen auf A. Diese entspricht, nach geeigneter Wahl
des Wedderburn-Isomorphismus, der Ahnlichkeitsklasse der Standardinvolution — auf der Tenso-
rierung Ag; letzere ist, nach der erwdhnten Wahl, eine halb-einfache reelle Matrizalgebra der
Form M, (]Km’), K € {R,C,H}. Total positive Elemente sind (genau die) Tupel gewdhnlicher
positiver Matrizen, das Tubengebiet ist ein Produkt von verallgemeinerten oberen Halbebenen. Es
existiert stets eine, unter der Involution J invariante, maximale Ordnung O in A. Das Gebilde
der Kongruenzgruppen ist von der Wahl von O, sowie von der Wahl des Reprisentanten der Ahn-
lichkeitsklasse der Involution, unabhdngig. Ferner ist die Wirkung der symplektischen Gruppe mit
dieser Wahl vertraglich. O

Dieser Satz berechtigt uns vollkommen, die Standardinvolution auf einer Matrixalgebra A =
M, (D), sowie eine feste (beliebige) maximale Ordnung O = J(O) unserer Theorie von Modulfor-
men zugrunde zu legen.
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1.5 Normen, Spuren und innere Matrixprodukte in involu-
tiven Algebren

Nun werden die, zur Handhabung von Thetareihen notwendigen, Rechenoperationen von Matrizen
auf positiv definite, involutive, rationale Algebren verallgemeinert.

1.5.1 Das skalare Produkt und die Spurfunktion auf einfachen, positiv
definiten, involutiven, rationalen Algebren und deren Tensorie-
rung

Hier soll die Spur o (M) fiir Elemente M einer rationalen Algebra Ag vom untersuchten Typ, M €
A= Ag = M, (D), als abstrakte reduzierte Spurfunktion erkldrt werden, und ihr Zusammenhang
mit der gewohnlichen Matrixspur erldutert werden.

5.1.1 Definition : Seien A = M, (D) eine endlich-dimensionale (reelle oder rationale) Ma-
trixalgebbra und L/K, K = Z(D) = Z(A), ein Zerfillungskorper des Schiefkérpers D, also
D ®k L = My(L). Setze, fiir M € A,

tra/x (M) :=try, 1)k (M ®17),

wobei ,trar, (1) k" die gewohnliche Matrixspur auf M,,;(L) bedeute, und nenne dies die reduzierte
Spur von M. 0O

Aus [Re], Abschnitt 9a, insbesondere Theorem (9.3), Formel (9.7) und Theorem (9.8), folgt

5.1.2 Lemma : a) try/k ist eine additive K-lineare Abbildung A — K, und von der Wahl des
Zerfillungskdrpers L unabhdingig.

b) Die abstrakte Algebraspur Tr aus dem ersten Abschnitt ist ein Vielfaches der reduzierten
Spur.

c) Die Abbildung A x A — K, (M, N) — tra g (MN) ist symmetrisch und K -bilinear. O

Die reduzierte Spur unserer involutiver Algebren ist (wegen b) positiv, im natiirlichen Sinne
von tra g (MJ(M)) > 0, fiir alle M € A. Fiir halb-einfache, nicht notwendigerweise zentrale
Algebren vereinbart man (siehe [Re] (9.22)) folgendes.

5.1.3 Definition : Sei A = [[ 4; = [[ My, (D;), Z(D;) = K; eine K-Algebra. Dann nennt man

tra/k = ZtrKi/K 0trA,/K;

die reduzierte Spur von A. O

Das umfafit insbesondere einfache rationale Algebren A, dessen Zentrum ein algebraischer
Zahlkorper ist. Die reduzierte Spur ist mit Konstantenerweiterung vertréglich (siehe [Re] (9.27)),
im Sinne von

5.1.4 Lemma : Fir eine beliebige Kdrpererweiterung L/K des Zentrums K = Z(D) der Matri-
zalgebra A = M,,(D), und fiir A, := A®k L, kommutieren tr o /i und tra, /1, mit den Inklusionen
ACAp und K C L. O

Dieses Lemma erlaubt es uns von der rationalen Algebra A in die Tensorierung Ag, sowie
in die Komplexifizierung Ag, iiberzugehen; AR ist eine halb-einfache, endlich-dimensionale, aber
nicht notwendigerweise zentrale, reelle Algebra. Obige Definition ergibt folgende Spezialfille.
5.1.5 Bemerkung : a) Sei A = M, (R). Dann ist trq g (M) = > mi;, M = (mij),;) € A, die
gewoOhnliche Matrixspur.

b) Sei A = M, (C). Dann ist tr /g (M) = 2-> Re(m;;) der doppelte Realteil der gewShnlichen
Matrixspur.

c) Sei A = M,(H). Dann ist tr4 /g (M) = 2+ my;; das doppelte der reellen Komponente der
gewoOhnlichen Matrixspur. O

Dies setzt die reduzierte Spur unserer Algebren A = M,, (D) mit einer gew6hnlichen Matrixspur
in Verbindung. Wir fiihren noch eine (fiir uns giinstige) Normierung ein.
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5.1.6 Normierung der reduzierten Spur : a) Sei Ag = M, (]Km’), K € {R,C,H}, eine
halb-einfache, involutive, positive, reelle Algebra. Normiere die reduzierte Spur gemdf

_ 8K _ 1
7= OAn/R T g Ry TAR/R T ST e (Z(K)) AR/ R

wobei s(K) der Schurindex von K ist, und verstehe unter ,Spur® von Ar ab jetzt diese Funktion.

b) Sei ferner A = Aq eine einfache, involutive, positive, rationale Algebra, mit Agr = M, (]Km’),
K € {R,C,H}. Da obiger Normierungsfaktor rational ist, hat man automatisch auch o = 044 /q
definiert. Schlieflich benutzt man selbstverstindlich dieselbe Reskalierung und Bezeichnung fiir die
reduzierte Spur von Ag. O

Wir definieren noch ein Skalarprodukt.
5.1.7 Definition : Sei Ar wie oben. Bilde, fiir M, N € AR, das Skalarprodukt

< M,N >:= % “Oag/R(MJ(N)+NJ(M)). O

Man beachte, dafl man so ein positiv definites Skalarprodukt erhélt (, mit reellen Werten). Aus
der obigen Untersuchung folgt

5.1.8 Bemerkung : a) Es gilt, fir M = (MM, ... M) e Ag = M, (K™), K € {R,C,H},

o(M) =Re(D_ tr(MD)), wobei tr(M?) =3 "m!?

(3

die gewohnliche Matrixspur ist. Die Definition der Spur ¢ entspricht, im komplexen und qua-
terniren Fall, gerade der Spur der nach R eingebetteten Matrizen M, reduziert um den , Auf-
blihungsfaktor” der Einbettung.

b) Es ist (M) = o(M) = o(M) € R.

c) Fiir zwei Elemente M, N € AR ist O'(MNI) =< M, N > das Skalarprodukt, und fiir unter der
Involution invariante M € S(AR) ist o(M), bis auf eine Konstante, die gewshnliche Matrixspur.

d) Esgilt 6 (M N) = ¢(NM), also auch allgemein (M -...-My) = o(M;-...-My,-Mi-...-M;_1).
Beweis : Die Aussage b folgt aus a, denn die Einbettungen von € und H nach M>(R) und M4(R)
respektive sind mit der Involution vertraglich. O

Ferner hat man fiir das Skalarprodukt das

5.1.9 Lemma : Es gilt, fiir M, N € Ag,

< M,N >= % zi:tr((MJ(N) + NJ(M))D).

Dabei ist ,tr“ die Standardmatrizspur in einer einfachen Komponente von Ar = M, (lel), K e
{R,C,H}, also die Summe der Diagonalelemente von M J(N)+ NJ(M). <, > ist symmetrisch
und bilinear, und entspricht dem Standardskalarprodukt im reellen euklidischen Vektorraum AR.
O

Das Skalarprodukt hat auch folgende Eigenschaft.

5.1.10 Bemerkung : J ist ein unitérer Operator (auf Ag bzw. AR beziiglich des Skalarproduk-
tes).

Beweis : Man hat
<M,N>=0c(MJ(N))=c(MJ(N)) =c(NJ(M)) =c(J(M)J(J(N))) =< J(M),J(N) >,

wegen der Eigenschaften der Spur. O
Die Spur 0 = 04 /¢ ist eine C-lineare Ausdehnug von o4, /g auf Ag, es gilt also 0(Z) =
o(X) +i0(Y), die Imaginiirteile von Spuren stammen insbesondere immer von der zusétzlichen
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Komplexifizierung. Dabei ergibt sich im reellen Fall die Summe der Standardspuren auf den ein-
fachen Komponenten von Ag = M,s(C™), wihrend im quaterniren Fall die Hilfte der ent-
sprechenden Summe in Agc = M»,(C™) entsteht. Im komplexen Fall schlieBlich ergibt «(Z) =
(W1, Wo)=,(Z,Z)“ wieder die Hilfte der Summe der Spuren der einfachen Komponenten der
W; € Mns((Em/z). Auflerdem haben wir eine Reskalierung der reduzierten Spur von A als Spur-
funktion auf A = Ag definiert. Es gilt insbesondere

5.1.11 Bemerkung : a) Im Kérperfall D = K erhilt man o(M) = Y Re(tr(c;(M))), wobei o; :
K — C verschiedene Einbettungen von K durchliuft, und zwar alle im total reellen Fall, aber nur
einen Repriisentanten jedes Paares im komplexen Fall. Man erhilt also die Standardkorperspur, in
letzterem Fall jedoch mit 1/2 multipliziert (wegen o; +7; = 2Re(0;)). (2.B. ist, fiir x € K = Q(i),
o(x) = oz + £21) = 21 und o(2F) = Re{(zy + 221) (1 — 221)} = 22 + z3.4)

b) Auch fiir beliebige Schiefkérper D erhilt man die Zusammensetzung der gewdhnlichen,
abstrakten, reduzierten Spurfunktion auf der Algebra M, (D) C M,s(L), L/K ein Zerfillungs-
kérper von D, iiber dem Zentrum K = Z(D) mit der Spur von K iiber Q (bzw. einem skalaren

Vielfachen dieser), o = ¢ - trg/q © trar, (p)/x- (Auch hier ist z.B., fir z € D = (_1451), o(x) =

o(z1 + Toi + 23] + 24k) = 21 und o(2T) = |z|?, und allgemeiner, in D = (’g’), o(xT) = |z|? =

22 —ard — brZ +abri) O

Damit bilden wir die inverse Differente unserer Ordnung.

5.1.12 Definition : Man definiert, wie iiblich, fiir die ausgewéhlte Ordnung O im Schiefkérper
D, die inverse Differente O* als die Menge aller z € D mit der Eigenschaft o(zy) € Z, fiir alle
y € O. Danach setzt man

T=T:={T=T €8n,D); o(TX)=0mod 2, VX =X €8(n,0)}. O

5.1.13 Bemerkung : Bei der Definition der inversen Differente kann man, wegen @ = O, anstelle
von ,,z“ auch ,,z“ schreiben. Das reziproke Gitter

O*={xe€D; o(Ty) €Z, Yy € O}
féllt also mit
O*={x€D;o(zy) €Z, Yy € O}

zusammen. O

Nun wollen wir noch 7 beschreiben. Setze dazu

Os:=0NS(D)={z€0;z=7}CO.

5.1.14 Lemma : 7, ist gerade die Menge aller T € S(n,O*), deren Diagonalelemente sogar in
Ti=2-{y=v€D; o(yz) € Z, Ve =T € Os} liegen.

Beweis : Jedes # € O besitzt eine Zerlegung v = &5 + 22L = 13/ + 1o mit 2’ € Os. Da
o(yz") = o(yz") = o(x'y) = —o(yz"), falls y = 7, erhilt man 7; wie angegeben. Die Form von

T, folgt aus der Definition. O

1.5.2 Die Normfunktion auf einfachen, positiv definiten, involutiven,
rationalen Algebren und deren Tensorierung als Determinante

Nun miissen die Determinanten der Elemente der zugrunde liegenden, sowie der tensorierten,
Algebra, A = Ag und AR, im reellen, komplexen und quaternéren Fall erkldrt werden, und mit

4Durch die Wahl der Normierung entstehen spiter, z.B. in der Inversionsformel fiir Thetareihen, keine zusitzli-
chen Faktoren.
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den abstrakten Normfunktionen in Verbindung gebracht werden. ,det*“ bedeutet dabei immer die
gewoOhnliche Determinante eine reellen oder komplexen Matrix. Wir fangen wieder auf der Seite
der reduzierten Norm an, und verfahren genauso wie bei der Spur (siehe wieder [Re]).

5.2.1 Definition : Seien (4,J) = A = M, (D) eine endlich-dimensionale (reelle oder rationale)
Matrixalgebbra und L/K, K = Z(D) = Z(A), ein Zerfillungskorper des Schiefkorpers D, also
D ®k L = M(L). Setze, fiir M € A,

Na/g (M) := Ny, (0y/x(M ®1z),

wobei , Ny, (r)/x“ die gewohnliche Matrixdeterminante auf M,,(L) bedeute, und nenne dies die
reduzierte Norm von M. O

Nun folgt
5.2.2 Lemma : N, g ist eine (multiplikative) K-Determinantenform A — K, und von der
Wahl des Zerfillungskérpers L unabhdngig. O

Fiir halb-einfache, nicht notwendigerweise zentrale Algebren vereinbart man entsprechend

5.2.3 Definition : Sei A = [[ 4; = [[ My, (D;), Z(D;) = K;, eine K-Algebra. Dann nennt man

Na/k = H Nki/k ©Na, /K,

die reduzierte Norm von 4. O

Das umfafit wieder unsere einfachen rationalen Algebren A. Auch die reduzierte Norm ist mit
Konstantenerweiterung vertraglich.

5.2.4 Lemma : Flir eine beliebige Kérpererweiterung L/ K des Zentrums K = Z(D) der Matri-
zalgebra A = M, (D), und fir A, := A®k L, kommutieren Ny, und Ny, /1, mit den Inklusionen
ACArund KCL. O

Dieses Lemma erlaubt es uns erneut von der rationalen Algebra A in die Tensorierung Ag
iiberzugehen. Obige Definition ergibt nun folgende Spezialfille.

5.2.5 Bemerkung : a) Sei A = M,(R). Dann ist Ny/g (M) = det(M) die gewohnliche Determi-
nante.

b) Sei A = M,(C). Dann ist N4/g(M) = |det(M)|* das Betragsquadrat der gewshnlichen
Determinante.

c) Sei A = M,,(H). Dann ist Ny/g(M) = det(1(M)) die gewdhnliche Determinante der kom-
plexen Einbettung von M, insbesondere ist letztere stets reell. O

Dies setzt auch die reduzierte Norm unserer Algebren A = M, (D) mit einer gewdhnlichen
Determinante in Verbindung. Im Gegensatz zur Spurfunktion, skalieren wir die reduzierte Norm
nicht um.

5.2.6 Notation : a) Sei Ag = M,,(K), K € {R,C,H}, eine halb-einfache reelle Algebra, und
Ag ihre Komplezifizierung. Setze

Det := NAC/(D :Ag — C.

Damit erhdlt man automatisch Det|a, = Ny /g : AR — R. Ist ferner A = Aq eine positiv
definite, einfache, rationale Algebra, so ist ihre R-Tensorierung von obiger Form, und die entspre-
chende Einschrinkung von Det auf A ist gerade N 5, q. Diese Funktion werden wir gelegentlich
als Determinante bezeichnen.

b) Ferner bezeichnen wir Ny /g, fir A= Aq und K = Z(A), mit det. O

Damit gilt
5.2.7 Bemerkung : a) Mit dieser Definition erhilt man eine reellwertige ,Determinante* auf

Ag, die Det(M) = Det(DM') erfiillt. Im komplexen Fall kann man Det(M) = det(M)det(DM')
schreiben.

b) Man rechnet nach, dal man so im komplexen Fall gerade die Determinante des Bildes
unter der reellen Einbettung erhilt, im quaterniren dagegen die Wurzel daraus, zumindestens fiir
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positive Matrizen. Dies hat zum Vorteil, daf}, fiir unitéir diagonalisierbare, also z.B. hermitesche,
Matrizen M,

Det(M)* = [det(¢(M))],

s = s(K) der Schurindex des (Schief)korpers K € {R, C,H}, und ¢x = ¢ die reelle Einbettung,
gilt. O

Genauso kann man untersuchen, welche Determinante man auf der Komplexifizierung der
Matrixalgebren M, (K)® C, K € {R,C,H}, und damit auf Ag, erhilt. Im reellen Fall erhilt man
Det(M) = det(M), M € M,(R) @ C = M,(C), also die gewdhnliche Determinante auf M, (C).
Im quaterniren Fall ist nun

(H') . (7(M ] )I) o ML M (M, — M, 5 1) — (Ml g+ M) 43)—i( M, g+ M), 1)
L =t e T )=\ (M ,—M! 3 M | +M' L i+i(M! | +M' ,7)
z,3 z,4 y,3 y,4 x,1 ®,2 y,1 y,2

wenn man i = 7 setzt, nicht mehr gleich (M )’, geht jedoch durch Konjugation mit (_OE E ) aus

M} g+M,, jiti(My g+M, 43) M =M ji+i(M, , —M, ;i)

J(M) = <M;_1+M;_J+i(M;,_1+M;,J) —M;,3+M;,J—i(M;,3—M;,[')>
hervor, also ergibt sich eine komplexe Zahl Det(M) = det(1(M)), und es gilt weiterhin Det(3') =
Det(M).
Im komplexen Fall schliefllich ergibt + : C ® € — © x € wieder die gewiinschte Verbindung
zu gewohnlichen Determinanten. In M und M setzt man ¢ = 4 (im Sinne der Abbildung ¢), und

erhélt Det(M) = det(M) det ((,ﬁ)), W(M) = (M, (M)), mit den so entstehenden Elementen aus

M,,(C). Auch hier ist (3M) nicht mehr das komplex konjugierte von M, aber o(M) = (M), M). Die
,Determinante“ wurde damit in allen drei Féllen mit iiblichen Begriffen in Verbindung gebracht;
die ,Komplexwertigkeit“ der Determinante stammt nur von der zusitzlichen Komplexifizierung,

und zwar so, daf stets Det(M') = Det(M) = Det(M) gilt. Man erhilt somit

5.2.8 Lemma : Die Determinantenfunktion ist eine holomorphe Funktion auf der oberen Halb-
ebene T (AR), die eine eindeutige (holomorphe) Wurzelfunktion

V/Det(Z) = Det(X +iY)/?

besitzt, und so, daff Det(Z/i)'/?, fiir Z =iV, das Produkt der gewéhnlichen Wurzeln der Deter-
minanten der einfachen Komponenten von T (AR) ist.> 0O

Sei wie immer A = Ag = M, (D).
5.2.9 Bemerkung : a) Im Korperfall D = K entspricht die erklirte Determinante der ausge-
zeichneten (reduzierten) Kérpernorm, Ng /g (z) = [[ 0i(), ausgedehnt auf Matrizen.

b) Man hat insgesamt eine Determinante auf einfachen, involutiven, positiv definiten Algebren
A = (Ag,J) iiber den rationalen Zahlen erklirt, die eine Zusammensetzung der (reduzierten)
Normen Ny (py/k (gebildet mit Hilfe eines Zerféllungskorpers L) und Ng,q ist. O

Damit definiert man die uns interessierenden Gruppen.

5.2.10 Definition : Wie iiblich bildet man die spezielle(n) lineare(n) Gruppe(n) als die Menge
aller Elemente deren reduzierte Norm 1 ist, also

Sl(n, D) := {M € Mp(D) ; det(M) = det(c(M)) =1} und

Sl(n, O) :={M € M,(O) ; det(M) =det(«(M)) =1}. O

5Man beachte, da man dabei, im komplexen Fall, auch ,reelle Elemente Y € AR, als komplexifiziert auffat,
L(Y) € Ag.
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Die spezielle lineare Gruppe hat die sogenannte Eigenschaft der starken Approximation (siehe
z.B. [Knes]). Bildet man entsprechend Sl(n,Op) und Sl(n,Op) iiber den Lokalisierungen und
Komplettierungen von O, so gilt

5.2.11 Strarker Approximationssatz : Sei S eine endliche Menge von Primstellen in K =
Z(D), und zu jedem P € S seien Up € Sl(n,Op) und eine natiirliche Zahl mp gegeben. Dann
existiert ein U € Sl(n, D), so daf8

U=Up mod P™, firalle PeS, und U € Sl(n,Op) sonst,

gilt. O

1.5.3 Eigenschaften der Determinante und der Spur von (total) positi-
ven, unter der Involution invarianten, Matrizen

Mit den getroffenen Definitionen und Festlegungen lassen sich die fiir die Entwicklung der Theorie
unentbehrlichen Eigenschaften total positiver Matrizen aus dem rationalen Fall {ibertragen. Neben
A = (Aq,J) = (My(D),J) selbst, betrachten wir nun auch Matrixalgebren M, (D), r beliebig,
iiber D, natiirlich stets ausgeriistet mit der Matrixausdehnung der positiven Involution J auf D.
Die Einbettung ¢ : D — Dp liefert selbstverstindlich auch fiir jede solche Matrixalgebra eine
Einbettung nach M,(Dg), die die Standardinvolution ergibt.

5.3.1 Lemma : a) Sei S € M, (D).
Aus S=8 =501 >0 folgt s;; >0, j=1,...,r,

im Sinne von sj; > 0, und genauso fir ,>“ (also ,=*). Die Bilder der Diagonalelemente, aufgefafit
als Matrizen aus Dg, sind also total positive Matrizen.

b) Seien S,T € M,(D). Aus S,T > 0 folgt c(ST) > 0, entsprechend fiir ,>*.

c) Seien S = S > 0 und T = T = T". Dann existiert B € M, (Dr), so daff S[B] = Dg
und T[B] = Dy beide diagonal sind.
Beweis : a) Die Diagonalelemente von S entsprechen m/-Tupeln von (s x s)-Blocken im Bild
#(S) = (SW, ... ,S(m’)), jedes S ist eine gewdhnliche positive Matrix, woraus die Behauptung
folgt. Da S = 5 gilt, und im komplexen Fall mit S auch S = S’ positiv ist, kann man auBerdem
stets noch das ganze in der Komplexifizierung A¢ lesen.

b) Die Spur ist ja die Summe iiber die Spuren der Komponenten der Einbettungen, o(ST) =
S o(SUT®), nach dem entsprechenden wohlbekannten Hilfssatz aus dem rationalen Fall ist jeder

(3
der Summanden positiv.
¢) Es wird fiir den Beweis nur die Existenz einer positiven Wurzel von S (bzw. jedem der S())
benstigt. Diese wurde gezeigt. Alle S(9 haben auf jeden Fall reelle, positive Eigenwerte. O

Man vereinbart, fiir S,7 > 0, noch die Schreibweise
S>T (S>T), falls S—T>0 (S—T>0),

und erhilt damit die Abschitzung der Determinanten
5.3.2 Lemma : Seien S,T € S(r,D). Aus S —T > 0 folgt Det(S) > Det(T), genauso fir ,>*.

Beweis : Man benutzt ein B wie oben, sowie
Det(B')Det(B) = |Det(B)|* = (Det(B))?,
und schétzt

(Det(S[B]) — Det(T[B])) = ———— (Det(Ds) — Det(Dr))

Det(S) — Det(T) ~ Det(B)?

1
~ Det(B)?
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ab. Die Voraussetzung liefert die gewiinschte Ungleichung fiir jedes Paar von Diagonalelementen
((DS)S-?, (DT)S-?) und damit fiir deren Produkte, also auch fiir die Determinanten von S und T'.
Somit erhilt man die Abschéiitzung, die bei der Konvergenz der Thetareihen benotigt wird.

5.3.3 Lemma : Sei S = S > 0. Dann ezistiert ein § > 0, so daf S > 6E"). Fiir beliebiges t € C
ist die Anzahl der Darstellungen A(S,t) := |{g € O" ; S[g] = t}| endlich.

Beweis : Man hat § als das minimale Diagonalelement (des Bildes) von S, also

5::min{5§;) ;i=1,...,m, j=1,...,ns},

zu wihlen. Die Endlichkeit der Darstellungen von ¢ ergibt sich aus der Tatsache, daff (das Bild
von) O ein Gitter, also diskret ist. O
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1.6 Multiplikatorsysteme und irreduzible rationale Darstel-
lungen der mit IR tensorierten und komplexifizierten
involutiven Algebren, vektorwertige Modulformen

In diesem Abschnitt werden sogenannte Multiplikatorsysteme eingefiihrt, um auch Modulformen
von ungeradem Gewicht behandeln zu kénnen. Auflerdem werden auch ausgewihlte Darstellungen
von geeigneten, der Algebren zugeordneten, Gruppen studiert, die es ermdglichen, den Fall von
vektorwertigen Modulformen zu erfassen. Danach werden letztere definiert.

1.6.1 Kanonische Automorphiefaktoren auf der Komplexifizierung einer
maximalen kompakten Untergruppe von Sp(n, Dg)

Im rationalen Fall Siegelscher Modulformen, hingt das Transformationsverhalten unter einer sym-
plektischen Matrix M = (é g), und an der Stelle Z € H,, der oberen Halbebene, von der inver-

tierbaren Matrix J(M,Z) := CZ + D € Gl(n,C) ab. Ferner definiert dieses
J :Sp(n,R) x H, — Gl(n, C)

eine surjektive Abbildung. Diese verallgemeinern wir, in der allgemeineren Sprache der Automor-
phiefaktoren, auf die bei uns auftretenden symplektischen Gruppen, also

Sp(n, Dr) = Sp(ns, R™), Sp(ns, C™?) oder Sp(n,H™).

Dazu

6.1.1 Bemerkung : Der Stabilisator des Punktes Z = ¢{E € H,, ist eine maximale kompakte
Untergruppe K = K(K), K € {R,C,H}, von Sp(n, K). Diese ist entsprechend isomorph zu

U(n,C), U(n,C) x U(n,C) bzw. U(2n,T).

Beweis : a) Es gelte M ({E) = iE, fir M = (é g) € Sp(n,K). Dann ist iA+ B = —C +iD, also

M = (_AB Jj). Wegen der symplektischen Relationen, muf}

A4 + BB = E, sowie AB=B'A und AB = BZI,

gelten.
b) Im reellen Fall kann man U := A +iB € M,(C) bilden. Es ist dann

UU =(A+iB)(A —iB)=(A+iB)(A' —iB') = E,

also ist U unitér. (Vorsicht: U bedeutet hier in allen Féllen die gewdhnliche komplexe Matrixkon-

jugation, es wird nicht zwischen ,i“ und ,,;“ unterschieden.) Umgekehrt kann man jede unitére

Matrix U in Real- und Imaginérteil zerlegen, U = A + iB, und erhilt mit M := (_AB ﬁ) eine

reelle symplektische Matrix.

¢) Im komplexen Fall bildet man Uy := A+4iB und U, := A—iB. (Das Paar (U, Us) entspricht
gerade ¢(U), wenn man U := A +iB € M,(C) ®r C bildet, also i als neue imaginire Einheit
auffaft.) Es ist sowohl U1UI1 = (A—I—iB)(ZI —iPl) = FE, wie auch UZU; =(A- iB)(ZI +i§l) =E.
Beide Matrizen sind also unitir. Umgekehrt liefern zwei beliebige unitire Matrizen U; und U, die
komplexen Matrizen A := % und B := % Es gilt dann

F )T =Ty DT, ~UsUy + 0T, — UiTy _ UiTy — 0T,

AB = = =
2-(—2i) 4i 4q und
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— (U1 — UQ)(U; +U,2) _ U1U’1 — UQU; + U1U,2 - UQU;
2i - 2 B 4i 4i ’

— —
BA = _ Ul — U2U, sowie

U+ 0T +T) | (U = 0)(0 = T)

— —
A4 +BB = 2.2 2 - (—2i)

E+UUy+ U, +E E-UU, -UUy+E A4E
- 1 * 4 =5

also erhélt man M := (7AB lj) € Sp(n, C).
d) Im quaternéren Fall schlielich, identifiziert man A und B mit den entsprechenden komple-

. A1 Ao B1 Bs . ! _ A1§11+A2§I2 AzBifAlBé ! _
xen Bildern (722 Zl),(7§2 E) € M5, (C). Es ist dann AB = (EE%EE B+ AaB ) BA =
Bidy+Bay Bodi-BiAy) g AT 4 BB = (A1AitAedptBiBy+BaBy Avdi - Aidyd BaB) - BB,

B1A,—ByA; B1A|+B2A) A1 Ay—A3A +B1By—BaBy A1 A+ A AL +B1B,+B2B) )°
Bilde wieder U := A + iB € M»,(C). Die symplektischen Relationen liefern dann
UT = ( Ar+iBy AstiBa) (A —iBy —AptiBy) _
—As—iBs A1+iB1 A’2—1/BI2 Alllell

_ Ay + Ay Ay + BBy + ByB, +i(B A, — A, By + B2 A, — A,B,)
A, A, — A, A, + B\By — BoB, + i(4,B, — ByA, + B, A, — 4, B,)

Ay Ay — A1A) + ByB) — BiBy +i(A1By — Bi Ay + Bo Ay — AxBy) |
Ay AV + Ay AL + B1B) + BaBY +i(Bo Ay — A3BYy + B1 A} — A B))

_ (E+i0 0430\ _ m(2n
= (Grp prs) = 2o,
also ist U unitir. Umgekehrt besitzt aus Dimensionsgriinden jedes U € Ma, (C) eine Zerlegung
U=A+iBmit A,B € M,(H), ein unitires U liefert ein symplektisches M := (_AB Ij). a

Wir haben also fiir jeden positiv definiten Schiefkérper D eine maximale kompakte Untergruppe
K = K(D) von Sp(n, D) ausgezeichnet; diese hiingt nur vom Schietkorper K € {R, C,H} ab, der
Dg zugrunde liegt. Die Komplexifizierung der (komplexen) unitéiren Gruppe ist die allgemeinen
lineare Gruppe. Es gilt also

6.1.2 Folgerung : Die Komplezifizierung K¢ der mazimalen kompakten Untergruppe K, der
symplektischen Gruppe Sp(n, D) iiber der Tensorierung Dy eines rationalen, positiv definiten
Schiefkdrpers D, ist isomorph zu einer der Gruppen

Gl(ns,C™), Gl(ns,C™/?) x Gl(ns, C™/?) oder GI(2n,C™),

also stets zu Gl(ns, C)™ = Gl(n,Dg). O

Nun mu8, fiir jeden solchen Schiefkorper, ein sogenannter (kanonischer) Automorphiefaktor
ausgezeichnet werden, also eine Abbildung J : Sp(n, Dr)xH" — K¢, die, fiir jede symplektische
Matrix M, holomorph in Z € H,, ist, und die der Kozykel-Relation

J(MN, Z) = J(M,N(Z))J(N, Z)

geniigt.

6.1.3 Bemerkung : Die Festlegung J(M, Z) := (CZ + D), falls Z(Dg) = R™, bzw. J(M, Z) :=
W(CZ + D) = (Wy,W,)=2,(CZ + D,CZ' + D)%, falls Z(Dg) = €™/, liefert, fiir jeden rationalen
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Schiefkérper, einen Automorphiefaktor J : Sp(n, Dr) x H?™ — Gl(ns, C™). Dabei ist ,i*, im
komplexen Fall, natiirlich der Isomorphismus aus 2.3.5. Man kann also auch

JM,Z)=CZ+ D, J:Sp(n,Dr)xH — K¢,

in allen Féllen fiir den Automorphiefaktor schreiben; diese Matrix ist insbesondere im komplexen
Fall ein Element aus Gl(ns, C"/?) @g C.

Beweis : Genauso wie fiir CZ + D, ist auch, fiir J(M,Z) = CZ' + D und My = M;Ms,
Mi € Sp(n,@),

j(MlMQ,Z) = 612Z’ +ﬁ12 = (ClAQ + chQ)ZI + (ClBQ + D1D2),
und

J(My, My(Z))J(My, Z) = (C1((As Z + By)(CoZ + Dy) ™" + D1 )(C2Z' + Dy) =

= (C1(AsZ + Bs) + D1(C2Z + D,))(C2Z + D) *(C2Z' + Dy),

wegen Z = Z und My(Z) = (MQ(Z))I, also erfiillt auch J die Kozykel-Relation. O
Es gilt
6.1.4 Bemerkung : Die Einschrinkung von J auf den Unterraum Sp(n,Dg) x {iE}, J( ,iE) :

Sp(n,Dgr) — Gl(n, D¢), definiert ein Einbettung K — K¢. Damit hat jede stetige Darstellung
von K = K(D) die Form p(J( ,7E)), mit einer Darstellung p von Gl(n,D¢). O

1.6.2 Multiplikatorsysteme als komplexwertige Funktionen, die die ein-
geschrinkte Kozykel-Relation erfiillen

Nun soll die Kozykel-Relation
J(MN, Z) = J(M,N(Z))J(N, Z),

der der kanonische Automorphiefaktor J(M,Z) = CZ + D geniigt, verallgemeinert werden. Fiir
Matrizen(tupel) aus der oberen Halbebene hat man eine Determinantenfunktion definiert, diese
ist multiplikativ, also

6.2.1 Bemerkung : Die Abbildung J>(M, Z) := Det(CZ + D) erfiillt die Kozykel-Relation. 0O

Nun will man auch ungerade Gewichte betrachten. Sei also, wie immer, A = Ag = M, (D)
eine einfache Algebra und Ag ihre Tensorierung. Die Wurzelfunktion fiir Matrizen und deren
Determinanten wurde definiert. Sie enthilt jedoch eine Vorzeichenkonvention, deswegen gilt nur

6.2.2 Bemerkung : Es gibt fiir jedes r € Z eine Abbildung
w=w,:Sp(AR) X Sp(ARr) — {1},
so daB J, (M, Z) = (Det(CZ + D))"/? die eingeschriinkte Kozykel-Relation
J.(MN, Z) = w(M,N)J.(M,N(Z))J,(N, Z)

erfiillt (, fiir alle Z € H,). O

Dieses storende Vorzeichen soll von einem (konstanten) Transformationsfaktor absorbiert wer-
den. Dazu

6.2.3 Definition : Sei ' eine Kongruenzgruppe. Ein Multiplikatorsystem vom Gewicht r € 7Z ist
eine Abbildung v : ' — C*, die die eingeschrinkte Kozykel-Relation beziiglich w, erfiillt, und

auf v(M)J.(M,Z)=1,falls M € T und M = (%E C-OE) trivial wirkt (vergleiche 4.2.8), normiert

ist. Dabei wird T" als Teil von M>(Ag) aufgefalit. O
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6.2.4 Bemerkung : a) Will man diese Multiplikatorsysteme mit den iiblichen (siehe z.B. [Fr2])
in Verbindung bringen, so hat man zu berticksichtigen, daf jedes M und Z schon ein Matrixtupel
darstellt. Eigentlich miiite man als Gewicht einen Vektor r = (rq,... ,rp)" € Z™ zulassen. (Im
reellen und quaternédren Fall stammen die m Komponenten r; von den einfachen Komponenten der
Tensorierung Ar, im komplexen werden die % r;’s durch die Komplexifizierung verdoppelt.) Wir
wollen das Multiplikatorsystem v jedoch mit der Determinante in Verbindung setzten, deswegen
muf} es in seinen Komponenten ,homogen“ sein, 7 = r - (1,...,1)". Ein Multiplikatorsystem lif}t
sich als (Tensor)produkt von gewshnlichen Multiplikatorsystemen auf den einfachen Komponenten
von Ag schreiben, v(M) = @ v (M D).

(2
b) Zu einem Multiplikatorsystem v auf I' und einer projektiv rationalen symplektischen Matrix
N erhiilt man eins (von demselben Gewicht) auf I'V, mittels

oM(MN) = vV (NTTMN) := v(M)w,(M,N)w,(N,N"*MN), M €T. O

Es gilt auf jeden Fall
6.2.5 Bemerkung : Die Abbildung

Jrw : T xH, — C*, J.,(M,Z) =v(M)Det(CZ + D)"/?,

v ein Multiplikatorsystem vom Gewicht r auf T, erfiillt die Kozykel-Relation. O

1.6.3 Endlich-dimensionale, irreduzible, rationale, analytische Darstel-
lungen der Komplexifizierung Gl(ns, C™) der maximalen kom-
pakten Untergruppe der symplektischen Gruppe

Nun sollen Darstellungen p der komplexifizierten maximalen kompakten Untergruppe K¢ =
Gl(ns, C)™, also Gruppenhomomorphismen von Gl(Ag) in die allgemeine lineare Gruppe eines
endlich-dimensionalen C-Vektorraumes Z studiert werden. Dabei benutzen wir Gl(A¢) als kom-
pakte Schreibweise fiir

Gl(ns,C)™ = {M € A¢ ; 0 # Det(M) € C*}.

Entsprechen verwenden wir GI(AR), Gl(n, D¢) und Gl(n, Dgr). Wir verlangen, daf} diese Darstel-
lung rational ist, daf} also jede ihrer Matrixkomponenten (nach einer Basiswahl in Z) eine rationale
Funktion ist. Insbesondere ist p analytisch. Es gilt (siche z.B. [NS])

6.3.1 Theorem : Jede endlich-dimensionale analytische Darstellung von G = Gl(n, C) ist voll-
stdndig reduzibel. Die Einschrinkung einer irreduziblen, endlich-dimensionalen und analytischen
Darstellung von G auf die unitire Gruppe U = U(n, C) ist irreduzibel. O

Wir beschrénken uns also auf irreduzible p. Ein weiterer Satz besagt dann jedoch, daf die
gesuchte Darstellung ein Tensorprodukt von irreduziblen Darstellungen auf den einfachen Kom-
ponenten ist,

p=)p" : G =Glns,C)" — GI(Z) =Gl (@ z“)) . p9: Gl(ns,©) — G1(2D).
i=1 =1
Wir untersuchen erst eine solche Komponente p(? = p.

Da die Darstellung rational ist, existiert eine grofite ganze Zahl | € Z, so daf

po(A) = det(4) p(A)

noch polynomial ist. Man nennt eine solche polynomiale Darstellung pg, die also fiir det(A) = 0
nicht verschwindet, reduziert. Wir fixieren fiir jede einfache Komponente von K¢ und fiir die

gesamte Arbeit solch ein pg = p(()i). Damit kénnen wir, fiir jedes gerade r = () € 7Z, eine Abbildung

p=p" :Gl(ns,C) — GIZY), p(A) = po(A) det(4)"/?,
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bilden. Dieses p ist dann wieder eine Darstellung (und ihr Gewicht ist r/2). Wir wollen aber

auch ungerade r zulassen. Wir bilden also, fiir jedes r € Z, das Paar p = p() = (p[()i),r(i.)). Wir
nennen gelegentlich r das Gewicht von p = (po,r). Um durch das Tensorprodukt & p¥ einen

sinnvollen Zusammenhang mit Det(A) = Det(A™M), ... A(™) zu erhalten, miissen die Gewichte
der p(9) iibereinstimmen. Insgesamt haben wir die

6.3.2 Festlegung : Fiir die gesamte Arbeit wird eine rationale Darstellung py = ®p[()i) fiziert,

deren m Tensorkomponenten p[()i) polynomial und reduziert sind, also samtlich Gewicht O haben.

Fiir jedes r € 7Z bilden wir das Paar p = (po,r). Dieses definiert eine, fiir jede symplektische
Matriz holomorphe, Abbildung p = @ p¥) : Sp(n, Dr) x H — GI(Z),
i

p(J(M, Z)) == po(J(M, Z))J,(M, Z) = po(CZ + D)Det(CZ + D)™/2.

Gelegentlich nennen wir r das Gewicht von p. O
Fiir gerades r ist, wie schon bemerkt, jede Tensorkomponente von p eine Darstellung, und r/2
ist das Gewicht jeder Komponente dieser Darstellung. Auf jeden Fall Fall erfiillt po = @ p(()’), als

Gruppenhomomorphismus, die Kozykel-Relation
po(J(MN, Z)) = po(J(M,N(Z}))po(J(N, Z)).

Wihlt man ein Multiplikatorsystem vom selben Gewicht wie p = (po,7), so erhiilt man trivialer-
weise

6.3.3 Bemerkung :

v(M)p(J(M, 2)) = @) v (M D)) (CD 2D 4 DD) det(CD 2D + DO)r/?

erfiillt die Kozykel-Relation, fiir alle M = (MM, ... M) €T und alle Z = (ZW,...,Z(M) ¢
H, O

Wir brauchen noch ein Paar Resultate aus der Theorie der hichsten Gewichte. Seien also
G = G(n) := Gl(ns,C) eine Komponente der dem Schiefkérper D zugeordneten allgemeinen
linearen Gruppe K¢ = Gl(ns, C)™, D = D(n) die Untergruppe der Diagonal- und T = T(n) die
Untergruppe der strikten oberen Dreiecksmatrizen, sowie p = p[(f) wie oben.

6.3.4 Definition : Man nennt einen Vektor z € Z = Z(¥ Vektor von hochstem Gewicht, falls
p(D)x = a(D)x und p(T)x =z, firalle D €D(n) und T € T(n),

mit einem stetigen Charakter « auf D, gilt. Dieser Charakter heifit (das) héchste Gewicht von p.
O

6.3.5 Theorem : a) Jedes irreduzible p besitzt genau einen eindimensionalen Unterraum von Vek-
toren hochsten Gewichtes, und genau ein hichstes Gewicht. Umgekehrt ist jede solche Darstellung,
mit einem induktiven «, irreduzibel.

b) Genau dann sind zwei irreduzible Darstellungen dquivalent, wenn ihre hiochsten Gewichte
tibereinstimmen. O

ns
Unsere Darstellungen sind rational, also hat a die Form a(D) = [] d;*. Es wird also jede
i=1
Tensorkomponente pl’ der Darstellung po durch einen Vektor r = r() € Z" 1 <1y < ... < rps,
charakterisiert, und die r; sind nicht-negativ, da p(()l) polynomial ist. Unser obiges Gewicht von
po ist gerade dessen letzte Komponente r = r,s = 0, also ist, fiir jedes i = 1,... ,m, das hochste

Gewicht (Y =0 € Z™ der Nullvektor. Wir benutzen noch
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6.3.6 Satz : Sei p : Gl(n',C) — GI(Z) irreduzibel, vom héchsten Gewicht r = (ri,... ),

(m") . . .
und Zg :={x € Z; p ((EO E(n/,m/))) x = z}. Angenommen es existiert ein 0 # © € 2y, das

unter allen p ((Ig [0])), U € Sl(n' —m/!,Z), invariant ist. Dann ist die Darstellung

p:Gl(m',C) — Gl(Zy), p(A)=p ((3 %))

Zo

irreduzibel. Ihr héchstes Gewicht ist (r1,... ,7y) und es gilt g1 = ... =1y, O

Fiir unser polynomiales und reduziertes po ist, wie erwihnt, das hochste Gewicht der Null-
vektor. Obige Einschrinkung auf einen Unterraum &ndert daran nichts, und die Multiplikation

mit J.(M, Z), ebenfalls geeignet eingeschrinkt auf Z = (gE(n,O_m,)), Z € Hy, M = (ég),

A= (gE(n’qm’))a B = (?8), C= (?8) und D = (?E(nro,m/)), liefert dasselbe Gewicht. Wir

erhalten also eine eingeschriinkte Abbildung 5 = (7o, r), p(A) = po(A)Det(4)/2, A= J(M,Z) €
H,, von derselben Form wie p, also ein Paar g = (pp,r), mit einer reduzierten polynomialen
Darstellung po und demselben Gewicht 7.

1.6.4 Vektorwertige Modulformen iiber einfachen involutiven Algebren,
der verallgemeinerte ®-Operator

Damit kénnen wir, wie {iblich, Modulformen definieren und das Koecher-Prinzip benutzen. Wie in
den vorangegangenen Abschnitten, behandeln wir den Fall einer einfachen Algebra A mit positiver
Involution.

6.4.1 Vorbemerkung : Periodische Funktionen lassen sich in Fourier-Reihen entwickeln. Da jede
Kongruenzgruppe (als Wirkungsgruppe) ein gewisses Gitter invariant lat, werden Modulformen
eine Darstellung f(Z) = 3. a(T)e 1T} mit einer geeigneten natiirlichen Zahl g, besitzen.

TeT
b) Aus dem Transformationsverhalten

fM(Z)) = v(M)p(J(M, 2))f(Z), M €T,

fiir eine Funktion f folgt, daB8 fN(Z) := p(J(N, Z)) "1 f(N(Z)), N € Sp(ARr) projektiv rational,
das Transformationsverhalten

NMN(ZY)) =N (MM p(J (MY, Z2)fN(Z), fir MY = NT'MN e TN = N7I'T'N,

besitzt, und insbesondere ebenfalls in eine Fourier-Reihe entwickelbar ist, in der, wegen der pro-
jektiven Rationalitéit von N, wieder nur iiber ein Gitter summiert werden muf}.

¢) Ist insbesondere T' = T,[q] und N € T}, so ist (I[q])"Y = [y[q] (, da die Hauptkongruenz-
gruppen Normalteiler in der Modulgruppe sind.) In der Fourier-Entwicklung von fV wird also
iiber dasselbe Gitter summiert, und die Koeffizienten kénnen mit denen von f verglichen werden.
O

6.4.2 Definition : a) Eine vektorwertige Modulform f vom Gewicht 7, zu der fest gewihlten
Darstellung pg, einer Kongruenzgruppe I' und einem Multiplikatorsystem v vom Gewicht r auf I’
ist eine holomorphe Funktion f : H, = H]» — Z, mit dem Transformationsverhalten

F(M(Z)) = v(M)p(J (M, 2)) f(Z) = v(M)po(CZ + D)Det(CZ + D)"/*§(2),

und der Eigenschaft (a™(T) # 0 = T > 0) fiir die Koeffizienten ihrer Fourier-Entwicklung(en) ,
N € Sp(AR) projektiv rational.

b) Wir bezeichnen den Raum der Modulformen zu p = (pg,7), v und T' mit [T, p,v] bzw.
[T, r,v].

¢) Wir nennen eine Modulform singulér, falls zusétzlich (a(T) # 0 = Det(T") = 0) gilt, und
bezeichnen den entsprechenden Raum der singuliren Modulformen mit [T, p,v]s = [I',r,v]s. O
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Wie immer gilt
6.4.3 Satz (Koecher-Prinzip) : Die letzte Bedingung in der Definition von Modulformen ist
fiir n > 1 automatisch erfillt. O

An dieser Stelle ergéinzen wir die Rechtfertigung der Wahl (des Reprisentanten der Ahnlich-
keitsklasse) der Involution auf A (Satz 4.2.13).

6.4.4 Bemerkung : Seien ~' = .J ~ .J zwei dhnliche (positive) Involutionen auf A, und O = f((’))
sowie O = J(O) zwei (maximale) Ordnungen in dieser Algebra. Dann induziert der Isomorphismus

7 aus dem vierten Abschnitt eine Bijektion I’ —s I' = (]g 18[) r (]g Mo_l ) (Lemma 4.2.12) zwischen

den Kongruenzgruppen in Sp(A4g, j) beziiglich O und denen in Sp(Ag, j) beziiglich 6, so daf} die

zugehorigen Raume von Modulformen isomorph sind, [T, p,v] = [T, g, 7],

Po(J(X,2)) = po(J(FH(X),771(2))), UX):=0(F (X)) <

~ r/2

Det(J (7 (X). 74 (2)) |
Det(J(X, Z)) '

Dazu hat man lediglich f(Z) = f(r=Y(2)), f € [T, p,v], zu bilden, das Tansformationsverhal-

ten nachzurechnen, und zu beachten, daB J(7='(X),r%(Z)) = J ((Mélc Mﬁj\éM),ZM) =

M=Y(CZ+D)M = M~ J(X,Z)M, X = (é g), gilt, also v ein Multiplikatorsystem ist. O
Nun definiert man wieder den ®-Operator.

6.4.5 Definition : Fiir eine holomorphe Funktion f auf der verallgemeinerten oberen Halbebene
H, und Z € Hy,—y = H} | = (H(,,_1)s)™ setzt man, im Falle der Existenz,

(f12)(2) = Jim £ ((7.5,)) O

Dabei wurde natiirlich 14 = (E(®)™ identifiziert, und dieser Limes existiert, falls z.B. f €
[T, 7, v] eine Modulform ist, da man ihn auf jeden Term der Fourier-Entwicklung von f anwenden
kann.

6.4.6 Bemerkung : Durch mehrfache Anwendung von & erhilt man, fir Modulformen f €
[T, p, o],

(F127) = tli{lgof ((giugm)) » Z € Hny, EW = (BU )™ O

Wir benutzen folgende Verallgemeinerung eines aus dem Siegelschen Fall wohlbekannten Sach-
verhalts.

6.4.7 Bemerkung : Aus (e™?{74}|®) £ 0, mit einer semi-positiven Matrix T' = T € M, (D),

T >0, folgt T = (150 g), Ty € My_1(D).

Beweis : Bei der Anwendung von ® auf e“i”{TZ}, 7= (g it-OlA ) , T = (%0 g), ty € D,ta =1y >0,
1

hat man die Einbettung von D zu benutzen, und mit den Eigenschaften positiver Matrizen zu

zeigen, dafl der Limes nur dann nicht verschwindet, wenn o(¢2) = 0 ist. Dann sind jedoch alle

Diagonalelemente (des Bildes) von ¢4, und damit 5 selbst, gleich Null. Nun rdumt man wie iiblich

die zu ty gehdrenden Zeilen und Spalten aus, und erhilt, wie im rationalen Fall, T' = (TOO 8). a

Es ist po ein Tensorprodukt von irreduziblen Darstellungen. Sl(n, ©) iibernimmt hier als Un-
tergruppe von M, (D¢) = My, (D ® C) die Rolle, die Sl(n,Z) C M, (C) in der klassischen Theorie
hat. Der Schluf3 von obigem Satz {iber die Einschrinkung von irreduziblen Darstellungen auf Un-
terrdume, basiert auf der Untersuchung einer rationalen Identitit, kann also komponentenweise
auf SlI(j, ©), oder auch Sl(j, ¢O), anstelle von Sl(js, Z)™, angewendet werden. Dieselbe Uberlegung
wie in [Fr2] ergibt
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6.4.8 Lemma : Falls eine Modulform f € [U,p,v] ezistiert, so daff f|®7 nicht identisch ver-
schwindet, so ist

(po|®7)(A) := po ((A(noij) E?") )) ‘Zo

eine irreduzible, polynomiale und reduzierte Darstellung von Gl(n — j, D) in den Raum 2y der,

(n=3) . . .. . . .
unter allen po ((E N ’ E(j))), invarianten Vektoren. (Ihr héchstes Gewicht ist also wieder der

Nullvektor.) O

Multipliziert man dies mit der entsprechenden Potenz der eingeschrinkten Determinante, so
erhilt man auch ein eingeschrinktes p (zu demselben Gewicht). Schrinkt man noch geeignet das
Multiplikatorsystem ein, so ergibt die Einbettung der Modulgruppe vom Grad n — j nach [,
folgende Operation von ® auf den Raum der Modulformen.
6.4.9 Lemma : Falls ein f € [[,p,v] = [[,r,v] ezistiert, so daff f|®) # 0, so definiert der
& -Operator eine Abbildung

@7 1 [T, p,v] — [[|®7, p|®7,v|®7] = [[|®7, r|®!, v|®7],

mit einer Abbildung p|®’ des betrachteten Types zum Gewicht r|® = r, also dem Produkt einer
irreduziblen und reduzierten Darstellung po und einer Potenz der Determinante. 0O

Diese Modulformen werden nun im Hauptteil, nach der Methode von Freitag, untersucht. Wie
immer gilt
6.4.10 Lemma : Jede Modulform von negativem Gewicht verschwindet identisch. Jede Modulform
vom Gewicht 0 ist konstant. O



Kapitel 2

Vektorwertige Thetareihen iiber
einfachen, involutiven, positiv
definiten Algebren als
Modulformen zu
Hauptkongruenzgruppen

In diesem Kapitel werden nun die fiir uns wichtigsten Beispiele von Modulformen eingefiihrt,
die Thetareihen. Nach ihrer Definition wird ihr Verhalten unter symplektischen Transformationen
untersucht. Es wird gezeigt, dal Thetareihen Modulformen zu geeigneten Hauptkongruenzgruppen
sind, und ein endlich-dimensionaler Unterraum von Thetareihen definiert, von dem es das Ziel ist
zu zeigen, daf er alle singuldre Modulformen enthilt.

47
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2.1 Vektorwertige Thetareihen, mit beliebiger Charakte-
ristik, iiber einem Gitter und zu einer harmonischen
Form

Es werden vektorwertige Thetareihen mit Charakteristik definiert, und zwar zu einem Gitter iiber
der Ordnung O, und deren Konvergenz gezeigt. Der Vektorcharakter wird dabei von speziellen
Polynomen, den sogenannten harmonischen Formen, getragen.

2.1.1 Gitter iiber Ordnungen, harmonische Formen zu der fest gewé&hl-
ten Darstellung pg

Sei nun A = M,(D) eine einfache Algebra mit allen Zusatzeigenschaften und -strukturen aus
dem ersten Kapitel (, also, neben der Positivitit und der speziellen Wahl des Wedderburn-
Isomorphismus, hauptsichlich die Spur und die Determinante). Wir hatten eine, unter der In-
volution invariante, maximale Ordnung O in dem Schiefkorper D fest gewihlt. Uber dieser hatten
wir Gitter gebildet. Wir erinnern an die Definition, im Spezialfall des Grundringes R = Z.

1.1.1 Definition und Bemerkung : Ein links- bzw. rechts-O-Gitter ist ein links- bzw. rechts-
O-Modul, der gleichzeitig ein Z-Gitter in einem endlich-dimensionalen Q-Vektorraum V ist, also
ein torsionsfreier Z-Modul endlichen Typs. Wir konnen natiirlich jedes solche Gitter, auch als
Ok-Modul und Ok-Gitter auffassen, also O-Gitter iiber dem Zentrum K = Z(D) der Algebra
untersuchen. Auflerdem werden wir gelegentlich einfach von Gittern sprechen (ohne die Spezifika-
tion ,0%). O

Bei uns werden hauptsiichlich rechts-O-Gitter £ C D" auftreten Die Schreibweise (G) bedeute,
fir G = G ¢ D" den von den Spalten von G erzeugten O-Modul. Damit meinen wir die
Menge G - O™, also genauer ein rechts-O-Gitter. Dies wird z.B. als Bedingung der Form ,,(G) C £
in Summen benutzt.

1.1.2 Definition : Die Menge
L*:={zxeD"; o(Ty) €Z, Vye L}

heiflt das, zu dem O-Gitter £ C D", reziproke Gitter. 0O

1.1.3 Bemerkung : a) Sei £ ein links- bzw. rechts-O-Gitter. Dann ist £* automatisch ein O-
Gitter derselben Art wie L. N
b) Sei A € Gl(n, D) und L ein rechts-O-Gitter. Dann ist auch £:= AL = {Az ; = € L} ein
~
Gitter und es gilt £* = A - £*. Fiir das spezielle Gitter £ = O" gilt £* = (0.
Beweis : a) Es gilt o{Z'(y - r)} = o{(r - Ty} = o {(z - F),y}, fiir alle r € O = O, also die Aussage
fiir rechts-O-Gitter, und entsprechend auch fiir den anderen Fall.

~ —_— ! R ~
b) Es gilt, fiir gy € £, o(zT'y) = o(T'Ay) = 0 ((Al:v) y), y€L, alsoist A -L* =L*. O

Unter dem Volumen eines Gitters £, L = vol(£) = |£]|, werden wir stets das euklidische Vo-
lumen der Einbettung ¢(£) C Dp, des Gitters verstehen, also in diesem Zusammenhang nur die
ausgezeichnete euklidische R-Vektorraum-Struktur von Dy beriicksichtigen, die durch das Skalar-
produkt induziert wird (vergleiche Definition 5.1.7 und Lemma 5.1.9 aus dem ersten Kapitel).

Um vektorwertige Thetareihen zu definieren, brauchen wir geeignete Vorfaktoren. Dies sind
Funktionen

P:DI™ xH? — 2, dimg(Z) < oo,

deren Komponenten P;, beziiglich einer Basis des Vektorraumes Z, Polynome sind. Selbst wenn
diese im voraus nicht von Z € H]' abhingen, wird es beim Beweis der Transformationsformeln
notwendig sein, uns Z als zusétzliches Argument vorzustellen, P(X) = P(X, Z), da es in X selbst
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implizitit enthalten sein wird, und nicht unberiicksichtigt bleiben darf. Uber dem reellen Vektor-
raum D¢ hat man den natiirlichen Begriff eines harmonischen Polynoms. Dieser basiert auf der
Tatsache, dafl Dy, wie bemerkt, ein euklidischer Vektorraum ist, und daf§ das euklidische Volu-
menelement dU in Dy, sowie der Differentialoperator ;—;, wobei z; die Koordinaten beziiglich
einer euklidischen Basis sein, unter orthogonalen Transformationen invariant sind. Man erhélt also
den gewohnlichen Begriff aus dem Raum R™ .

1.1.4 Definition : a) Sei P : Dg’") — Z, D¢ = Dr ®R C, ein Polynom in X. Setze AP(X) :=
> %P(X ), wobei z; die (komplexen) Koordinaten beziiglich einer orthonormalen R-Basis des
0%

euklidischen Vektorraumes D](Pf’"), der das Skalarprodukt aus 5.1.9 im ersten Kapitel trigt, sein.
Nenne P harmonisch, falls AP = 0 identisch verschwindet.
b) Nenne, fiir ein Polynom P,

Pr(X) = / P(X + U)e~" U Wy,

(Dg) (™) C (D) (rom)

dU das euklidische Volumenelement in diesem (reellen) euklidischen Vektorraum, seine Gauf-
Transformierte. O

Auf jeden Fall konnen wir unsere Standardeinbettung benutzen, um solche Integrale konkret
zu berechnen. Es gilt allgemein

1.1.5 LAemma : Die GaufS-Transformierte eines Polynoms ist wieder ein Polynom, und es gilt
P*=eixP. O

1.1.6 Korollar : a) Die Gauf-Transformation ist invertierbar.
b) Ist P oder P* harmonisch, also AP =0 oder AP* =0, so gilt P = P*.
¢) Sind P und P* homogen, so auch harmonisch. O

Wir benoétigen eine stérkere Eigenschaft als die Harmonizitéit der Polynome.

1.1.7 Definition : a) Ein Polynom P auf Dg ") heift pluriharmonisch, falls
AP(XA) =0, fiir alle A € M, (D) = Ms(C™),

gilt.
b) Ein Polynom P : Dg ) H,, — Z heifit (pluri)harmonisch, falls jede Vektorkomponente
P;( ,Z), beziiglich einer Basis von Z und fiir jedes feste Z € H,,, (pluri)harmonisch ist. O

Nun erhalten wir die gewiinschten Vorfaktoren fiir die Thetareihen mittels
Py
1.1.8 Definition : Ein harmonisches vektorwertiges Polynom P = : Dg ™)y Z heiBt
Py
harmonische Form beziiglich der Darstellung p, falls

!

P(XA) = p(A)P(X), fiir alle A € Gl(n, D¢) = Gl(ns, C)™

gilt. Ein harmonisches Polynom P : Dg "™ x H, —> Z heifit harmonische Form, falls P( , Z) fiir
jedes feste Z € H,, eine harmonische Form ist. O

Eine harmonische Form ist natiirlich pluriharmonisch. Bei uns wird die Darstellung immer
das fest gewihlte pg sein. Die harmonischen Formen beziiglich pg bilden natiirlich einen endlich-
dimensionalen (C-)Vektorraum. Wir benétigen noch

1.1.9 Lemma : Die Zuordnung P — P, P()(X) := P(ZIX), definiert eine Wirkung der
unitdren (bzw. genauer orthogonalen, im reellen Fall,) Gruppe U(r, Dr) = {A € Gl(r, DR) ; AA=
E} auf den Raum der harmonischen Formen.
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Beweis : Unitdre Matrizen entsprechen orthogonalen Transformationen beziiglich der zugrun-
de liegenden euklidischen Vektorraumstruktur von Dg. Solche Transformationen lassen aber das
(euklidische) Skalarprodukt invariant, P(4) ist also stets harmonisch.

Die Eigenschaft Form zu sein, bleibt natiirlich auch fiir P(4) erhalten, und

(PUAD))(X) = PU) (X, X) = P ((A1Ay) X ) = P42 (X). O

2.1.2 Definition und Konvergenz von Thetareihen mit Charakteristik

Seien nun U,V € D((Dr’n) zwei beliebige komplexe Matrizen, £ ein rechts-O-Gitter und P eine

vektorwertige Funktion auf Dg’n) X T(M,(Dg)). Bei uns wird P fast ausschliefflich eine har-
monische Form sein. Man mufl auch eine Z-Abhiingigkeit von P zulassen, weil diese bei den
Transformationsformeln automatisch auftritt. Wir schreiben aber trotzdem P = P(X), anstelle
von P = P(X, Z), da dies die Schreibweise vereinfacht und durchsichtiger macht. Auflerdem sei

S=5 €8(r,D),S>0,und Z € H,.
1.2.1 Definition : Wir setzen

19[,,P I:g:I (57 Z) = E( ) P(Sl/Q(G + U))eﬂ'ia'{S[G+U]Z+2V’(G+U)}
g=g(rn
(G)ycc

und nennen das Paar (U, V) die Charakteristik der Thetareihe. Falls U = 0 ist, schreiben wir auch

ﬂL,P(S,V; Y= 3 P(Sl/2G)e7Ti0'{S[G]Z+2V,G}‘ 0
Ger

1.2.2 Lemma : Die Thetareihen konvergieren als Funktion von Z auf der verallgemeinerten
oberen Halbebene H,, absolut, und in Bereichen der Art {Y = IM(Z) > § > 0} sogar gleichmifig.

de.p [g] (S; Z) ist eine holomorphe Funktion von Z auf H,, und eine holomorphe Funktion von

U und V, jeweils auf dem gesamten Dg’").

Beweis : Die, auf der fundamentalen Gleichung |e**%| = e basierende, Abschiitzung kann iibert-
ragen werden, da die Spur auf der Algebra so definiert wurde, dafl der Imaginérteil nur von der
zusétzlichen Komplexifizierung, und nicht von den komplexen bzw. quaterndren Komponenten der
Algebra selbst, kommt. Aulerdem wurde gezeigt, dal man die fundamentalen Eigenschaften positi-
ver Matrizen iibertragen kann. Man kann also den klassischen Beweis aus dem rationalen Fall (siehe
z.B. [Frl]) iibernehmen. Die wesentliche Abschiitzung ist die von |e™7{S[G12}| = ¢—mo{SIGIV} <
e~m7{SI¢1} | Hier muB man lediglich den Hilfsatz iiber Darstellungen von (reellen) Zahlen durch
S > 0 auf das Gitter £ verallgemeinern, was jedoch trivial ist, da dessen Bild, genauso wie O
selbst, ein Z-Gitter ist, also diskret. O

Damit haben wir das Hauptwerkzeug der Theorie der Modulformen, die Thetareihen, auf ein-
fache Algebren A = Aq iibertragen. In den n#chsten Abschnitten werden nun die Eigenschaften
von Thetareihen untersucht.
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2.2 Die Wirkung der Involution auf Thetareihen

Nun wird die Wirkung der Involution I = (70E€

onsformel hergeleitet. Es werden auch gewisse Invarianzeigenschaften von Thetareihen gezeigt.

) auf Thetareihen untersucht und die Inversi-

2.2.1 Die Wirkung der Involution auf vektorwertige Thetareihen mit
Charakteristik iiber einem Gitter

Als erstes muf} das Verhalten der Thetareihen unter der (symplektischen) Involution I = (_OE E )

untersucht werden. Dies geschieht, wie iiblich, mit Hilfe des Poissonschen Summationsverfahrens.
An der Stelle, an der wir ein Volumen (Funktionaldeterminante) konkret berechnen, benutzen wir
unsere Standardeinbettung, um Dy C D¢ als Teil von M,(C™) aufzufassen. Es gilt genauer

2.1.1 Bemerkung : Seien W = W ¢ Dﬁ{’n), A € M,(Dg) und B € M,(Dg). Die lineare
Variablentransformation W — AW B hat die Funktionaldeterminante Det(A)"*Det(B)"s.

Beweis : Im reellen Fall fafit man A und B als m-Tupel gewhnlicher Matrizen auf,
A=(AD ..., A™) e M,,(R™) und B=(BW,...,B™)¢c M,,(R™).

Es ist Det(A) = [Jdet(A®), Det(B) = []det(B®). Die Funktionaldeterminante der zwei Teil-
transformationen ergibt sich jeweils als eine Potenz dieser Zahlen; man mufl dazu die Spalten-
bzw. Zeilenanzahl der Komponenten von W € (R™)("$"%) beriicksichtigen. Im komplexen Fall
muf man entsprechend von jeder der m/2 Komponenten A% € M, (C) bzw. B € M,,(C) die
reelle Determinante

det(p(AD)) = | det(AD)|> = Det(AD) baw. det(p(B?)) = |det(B?)*> = Det(B®)

m/2 )
bilden. Deren Produkt ergibt aber gerade wieder den richtigen Faktor Det(4) = J] Det(A(®)) =
i=1

[] det(A®), bzw. entsprechend fiir B. Im quaterniiren Fall schlieflich, erhélt man ein zusitzliches

=1
Quadrat durch die Einbettung ins reelle,
Det(A) = [[ det(:(A)), aber det(¢u(A")) = det(¢c 0 L(AD)) = det(s(AD))?,

und entsprechend fiir B, die Komponenten der Matrizen A € M,.(H™) und B € M, (H™) selbst
haben jedoch nur die Grofle r(s/2) =r, baw. n(s/2) =n. O
Damit erhélt man

2.1.2 Satz : i) Sei P ein Polynom. Dann gilt

" AN
Ve.p m (S; Z) = vol(£)™"Det(S) ™% Det <7> 2™V Uk, o [YU] (§—'; -z,

wobei Q(X, Z) die Gaup-Transformierte von P(W) = P(W (—=iZ)/2) an der Stelle M = X (i Z)/?
ist. Fir ein pluriharmonisches P ist dieses () einfach
Q(X,Z) = P*(M) = P(X(iZ)"/*) = P(X(=i?Z*)"/*) = P(X Z).

(Man beachte, daff man in Q (iberall) den Wert —Z ' einsetzen muf.)
ii) Ist insbesondere P eine harmonische Form, so gilt

7

Ve.p(S,V;Z) =vol(£) "Det(S)” = Det <§> po(—Z 1) p [g] (S -2z =
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=o(D)p(J(~1,~Z"Neep [§] (5 =271,

mit einem Multiplikatorsystem v = vy vom Gewicht rs (und dem fest gewdhlten Paar p = (po,rs)
zu diesem Gewicht).

Beweis : a) Wir benutzen die Holomorphie in U und definieren

f(W) = 19£ P

)

(7] (s32) =

= E P(Sl/2 (G + U + W))eﬂiU{S[G+U+W]Z+2Vr(G+U+W)}.

ag=ac(r.n)
(G)ccL

Diese Funktion ist periodisch: f(W + H) = f(W), fir H = H"™ ¢ D™ mit (H) C L. Sie
besitzt also eine Fourier-Entwicklung

f(W): Z a(H)€27Ti0—{EIW}.

(HycL*

Diese Koeffizienten hingen nicht vom ,Imaginérteil“ IM(W) = W, ab, wir werden diesen in
W =W, + iW, frei wihlen konnen.

b) Betrachte nun a(H) = W [ fW)e 2o tH' Wiy, Dabei ist dW, das euklidische
ﬁn

Volumenelement im euklidischen Vektorraum D]g{’n), induziert durch das Skalarprodukt. Es wird

iiber eine Fundamentalmasche von £ = £ X --- x L integriert. Da U(F’G) = 0 mod 2, fiir alle
(G) C L gilt, ist dies, nach Vertauschung von Summation und Integration,

a(H) = vol(£)~™ / P(SV2(U + W))emio (SIW+WIZ+20V =) (U+W)} g2mio (V) gy,
pgm
¢) Nun liefern die Eigenschaften der Spur o{S[U + W + S~'(V — H)Z7'|Z} =
=o{S[U+W)Z+2(V —H) (U+W)} —o{S [V — H|(-Z)"'}.
Man erginzt also quadratisch, und erhilt

CL(H) — VOI(E)—n62ﬂ'ia'{ﬁ’U}e7ria{571[V—H](—Z)fl}

P(SI/Q(U + W))em'a{S[U+W+S’1(V—H)Z’l]Z}dWx.

(r,n)
D]R

d) Es geniigt die Inversionsformel fiir Z = iY" zu beweisen. Man verschiebt die Integration in
W, und wihlt W, so dafl

CL(H) — VOI(E)—neQﬂ'ia'{ﬁlU}eﬂia{571[V—H](—iY)fl}

/ P(SY2(W, +iS™HV — H)Y ~1))emioiSIW=1GY}gpyy,

(r,n)
D]R

Wir lassen den Index ,x“ weg, und transformieren W +— S—1/2WY ~1/2. Die Determinante wurde
so definiert, daf§ sich dadurch der Faktor Det(S)~% Det(Y)~ % ergibt.
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e) Schliefllich fait man die Fourier-Koeffizienten zu 9. p [g] (S;Z2) = f(0) = > a(H)
zusammen, und ersetzt noch H — —H in der Summe. 0O

2.1.3 Bemerkung : Der Wert des Multiplikatorsystems v(I) = vy (/) hingt von S und £ ab. Man

muf} also genauer von einem Multiplikatorsystem v = vg s = vy s ¢ fiir jede Matrix S = §I >0
und jedes Gitter £ sprechen. Anderseits hingt vs(I) z.B. fiir £ = O" nur von der unimodularen
Klasse von S ab. Dieses Thema wird in den niichsten Abschnitten behandelt. O

2.2.2 Stabilitit gewisser Thetareihen unter ausgewihlten Modulsubsti-
tutionen
Fiir den Beweis der Erzeugung des Raumes der singuldren Modulformen zu einer Hauptkon-
gruenzgruppe I,[q] durch Thetareihen ¥ p(S,V;Z), braucht man nicht zu wissen, daf} letztere
tatsdchlich solche Modulformen sind. Es geniigt das Verhalten von
F(Z2) =9c,p(S,V; Z) und g(2) = p(Z) " 0c,p(S,V;=Z7")

unter ausgewéihlten Modulsubstitutionen zu kennen, und zwar der Translationen Z — Z 4 qH,
H=H ¢ M, (0), und der Kegelautomorphismen Z —— Z[U], U € Sl(n,0), U = E mod q.
Deren Untersuchung stellen wir dem allgemeinen Transformationsformalismus voran.

Ab jetzt sei stets S = S > 0 eine positive Matrix, Z = Z(™ € H,,, P eine harmonische
Form beziiglich pg und p das fest gewiihlte Paar vom Gewicht rs. (Wir werden nur den Fall r < n
benotigen, damit ist dann n > 1 automatisch erfiillt, was man an manchen Stellen braucht.)

2.2.1 Bemerkung : Die Thetareihe ¥, p(S,V; Z) ist unter allen M = (]g qg) € I, [q] invariant,
wenn ¢S[G] € T, fiir alle G = G mit (G) C L, gilt.

Beweis : Der durch die Translation entstehende Exponentialfaktor e?™{SIGIH} ist fiir alle G
(und H) gleich 1. O

2.2.2 Bemerkung : Es gilt dann 9, p(S,V; M(Z)) = p(J(M, Z))V. p(S,V; Z), fir alle M =

(Uol U(ll) € Ia[g], wenn (V) C L* gilt.

Beweis : Esist 9. p(S,V; Z[U]) = > P(Sl/2G)e”"{s[G](Z[U])+2V'G} —

a=g(r,n)
(Grce
1 ) T 7 T (T
_ Z P (Sl/z(GU')UI )emg{S[GU 1Z+2(VU-1)(GT)} _ po(UN9..p(S, VU Z),
a=g(r,n)
(Grce

also die Behauptung, da Det(U) =1 und VU~! =V + ¢qVU, U € M, (0). O
2.2.3 Bemerkung : Die Funktion p(Z) 9. p(S,V;—Z"1) ist unter obigen Translationen inva-
riant, wenn ¢S~ ![G + V] € T, fiir alle G = G"™ mit (G) C L£*, gilt.
Beweis : Nun geniigt es, da8 der Exponentialfaktor eamio{ST GHVIH} fiiy alle solche G (und H)
trivial ist, wie man an der rechten Seite der Inversionsformel abliest. O
2.2.4 Bemerkung : Es gilt dann

p(M(Z)) De.p(S, Vs —(M(Z))Y) = p(J (M, Z2)p(Z) D.p(S,V;~ZY),

fiir alle M = (ﬁol Uo,l) € I[q], wenn ¢(V) C L* gilt.
Beweis : Hier ist 02, p(S,V;—(Z[U)") = 33 P(SV/2G)emielSIGI-U" 71T " H+2v'G) -

ag=ac(r.n)
(G)ycc

_ Z P(Sl/2(GU—l)U)em’a{S[GU’l](—Z)*1+2(Vﬁ') (GU MY — po(Ul)ﬁﬁ,P(S, VU';—Z‘l).

Gg=ag(rn)
(Gycc
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—/ —

Man hat also p(Z[U])"tp(U) = p(U=1)p(Z)~! zu zeigen, also p(U )p(Z) = p(Z[U])p(U~1). Weil
po die Kozykel-Relation erfiillt und die auftretenden Determinanten gleich sind, steht auf beiden

Seiten p (J ((U()’ *[{)_1),Z)). O
Insgesamt erhilt man also die

2.2.5 Invarianzeigenschaften von Thetareihen : Es habe S die Eigenschaften ¢S[G] € T,
fiir alle (G) C L, und ¢STY[G + V] € T, fiir alle (G) C L*. Auflerdem gelte q(V) C L* fiir die
Charakteristik. Dann gilt, fir die in 2.2.1 und 2.2.2 angegebenen Modulsubstitutionen,

f(M(Z)) = p(J(M, 2))f(Z) und g(M(Z)) = p(J(M,Z))g(Z). O

Diese Bedingungen an S kann man umschreiben.

2.2.6 Bemerkung : a) Die Bedingungen
qS[G1 € T, bzw. ¢S™'[H] €T, firalle (G) C £ und (H) C L,
sind, falls n > 1, zu den Forderungen
qS[g] € T1 und ¢Sg € L*, bzw. ¢S™'[h] € T, und ¢S~ 'h € L, fiir alle g € L und h € L%,

entsprechend &dquivalent. Im Falle n = 1 muf} die zweite Forderung zu g'(¢S)g € 0%, bzw.
E'(qS “Yh € 0%, fiir alle g,g € £ und h,h € L* abgeschwiicht werden. (Wir erinnern daran,
dal O* C O gilt.)

Beweis : Die erste Forderung ist gerade die Bedingung an die Diagonalelemente von ¢S[G] und
qS~![H]. Die Elemente auerhalb der Diagonale liefern (n > 1) die Forderungen

7 (gS)g € O, bzw. K (¢S Yh e O,

fiir alle g, € £ und h, h € £*. Da jedoch £ und £* (rechts-) O-Moduln sind, und

—

o(7-7(a9)9) = ((92) (45)3) € 2, bow. o(@ B (a8 ")) = o ((h2) (a5 ) € 2,

fiir alle z € O gelten muB, folgt die Behauptung. B
Falls n = 1 ist, variiert man (die einzige Bedingung), ¢S[g + §] € T1, bzw. ¢S™'[h + h] € 7.

— — ~ =
Durch Subtraktion erhilt man g (¢S)§+7 (¢S)g € T1, baw. B (¢S~ )h+ h (¢S~1)h € T1. Da aber
o(7 (aS)jw) = o(77 (49)9) = o (7 (4S)gz) , fiir z € Os,

(und entsprechend fiir S~*,) kann man die Summanden trennen. Es ist jedoch lediglich ¢Sg € $£*,
¢SthezL. O

Aus dem Beweis erhilt man auch
2.2.7 Folgerung : Seien G,é,H und H Matrizen aus D™ . Falls n > 1 und B = B(mm) =
0 mod q ist, so gilt

20(G SGB) =20(H' S™"HB) =0 mod 2, falls (G),(G) C £ und (H),(H) C L*gelten.

Falls n =1, sind diese Spuren lediglich ganz. O

Schon bei obiger Untersuchung von Thetareihen erschien V' in der natiirlichen Bedingung an
S~1. Beim allgemeinen Transformationsformalismus wird auch U vollkommen symmetrisch in der
Bedingung an S auftauchen.

2.2.8 Bemerkung : Fiir Matrizen U,V € D" und n > 1, kann man auch die (verschiirften)
Bedingungen

qS[G+U] €T, bzw. ¢ST'[H+V] €T, firalle (G)C L und (H) C L%,
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umschreiben auf die Forderungen
qS[G], ¢S[U] € T und ¢SU € (£*)", bzw. ¢S '[H], ¢S7'[V] € T und ¢S~V € L".

Beweis : Wir behandeln S, S~! geht vollkommen analog. Mit G = 0 erhilt man die zweite
Forderung und damit qS[G]+UI(qS)G+6I(qS)U € 7. Nun betrachtet man die speziellen Matrizen
G=(g0---0)und G=(0g0---0), g € L, und erhélt g'(¢SU); € O*,i =1,... ,n, fiir die Spalten
von ¢SU = ((¢SU)1 - -+ (¢SU),), und fiir alle g € L. Daraus folgt wiederum ¢SU € (£*)"™. Damit
ergibt dann obige Aufspaltung der urspriinglichen Bedingung in Summanden auch ¢S[G] € T.
(Also ist ¢S[G + U] € T tatsichlich eine Verschirfung letzterer Bedingung.) O

2.2.9 Folgerung : Mit einer Matriz S und einem U = (ug---u,) bzw. V = (01 ---UT), die
obige verschdrfte Bedingung erfiillen, erfillen sie auch S und jede Matriz U = (U ---0,) bzw.
V = (U1---04), deren Spaltenvektoren u; = Zu]a,J bzw. v; = Ev]am, a;; € O, endlzche Li-

nearkombinationen der Spaltenvektoren von U bzw. V sind. Insbesondere spannen letztere einen
rechts-O-Modul auf, dessen Elemente simtlich die Bedingung beziiglich S erfillen. O

Wir wollen in dieser Arbeit singulire Modulformen f behandeln. Wie sich ergibt, mufl dann,
falls f nicht konstant ist, 0 < r < n gelten, nur diese Gewichte werden wir behandeln. Wir
brauchen also den Fall n = 1 nicht fiir die Thetareihen und ihr Transformationsverhalten.
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2.3 Der allgemeine Transformationsformalismus fiir The-
tareihen
In diesem Abschnitt wird nun das Verhalten von Thetareihen unter allgemeinen Substitutionen

aus einer geeigneten Hauptkongruenzgruppe untersucht, und gezeigt, daf§ diese tatsichlich Modul-
formen sind.

2.3.1 Die Wirkung von symplektischen Matrizen auf Polynome und
Charakteristiken von Thetareihen

Als erstes fithren wir die Wirkung von symplektischen Matrizen auf vektorwertige Polynome P
und beliebige Charakteristiken [g] ein, und auBlerdem noch, wie bei [Kr], eine Funktion &, die

bei der allgemeinen Transformationsformel als Faktor auftritt. Sei wie immer S = S =5M >0
eine positive Matrix in M, (D).

3.1.1 Definition und Lemma : Seien M = (ég) € Sp(AR) und U = ylrm) vy = ylrn) ¢
Dg’n). Wir setzen

UD - s~'vT'

U
M*[ ]" VA - SUB

v

Dies definiert eine Wirkung von Sp(ARr) auf D((Dr’n) x D((Dr’n).
. . uly _ UDy,—S~'vC,] _
Beweis : Es ist My * (M, * [V}) = M * [ V%;—SUEIZZ}

(UD, — S~'VC,)D, — S~ (VA, — SUB,)C,
(VA, — SUB,)A, — S(UD, — S~V C,)B,

U(D1D2 + ClBg), — 571V(D102 + ClAQ)I
V(A1A2 + BlC2)' — SU(A1B2 + Bng)’

= (M M) % Kﬂ . O

3.1.2 Bemerkung : Fiir Translationen, Kegelautomorphismen und die Involution gilt respektive
= =r—1
EH vl _ U U o vl _ |vU 0 E ul _ [s'v
(0 E) * [V] = [V—SUH]’ (0 ﬁ—l) * [V] = [ vg | und (—E 0) * [V] = [—SU]' .

3.1.3 Definition und Lemma : Wir setzen ferner

K(M, {g]) — em’a{S[U]ﬁ'B-‘,—S’l[V]K'C—QV'UE'C}_

Die so definierte komplezwertige Funktion hat die FEigenschaft k(M Ma, [g}) = k(My, Ms *
[V]s, [V]).

Beweis : Man hat die zwei Spuren

a= U{S[U](ClBQ + D1D2)I(AlBQ + Bng) + S_I[V](AlAQ + BlCQ)I(ClAQ + chQ)—

—9V'U(A, B, + B1D») (Cy Ay + D1 Cs)}
und

b=o{S[UD, — S~'VC,|D, By + S~ VA, — SUB,|A,C, —
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_
—2(VA, — SUB,) (UDy — S™'VC,)B,C1} + o{S[UIDyBs + S~ [V]A,Cs — 2V UB,Cs}

zu vergleichen. Nach ausmultiplizieren sammelt man in b jeweils die Terme, die S[U], S™1[V]
oder V'U enthalten, und wendet mehrmals die Eigenschaften der Spur und die symplektischen
Relationen an. 0O

3.1.4 Bemerkung : Fiir Translationen, Kegelautomorphismen und die Involution gilt respektive

(58 [6) = e (T [V]) = vama (). [9]) = et
3.1.5 Definition und Lemma : Schlieflich setzen wir, fiir eine Funktion f = f(X,Z), X =
X e plo™ | 7 e H,,

M(X,Z) = f(XT(M L, 2), M~(2)).
Dies definiert eine Wirkung von Sp(Ar) auf die Menge dieser Funktionen.
!

Beweis : Es ist (fM)M2(X,7) = fM(XJ(M; ', 2) ,M; *(Z)) =

= f(XT(M, 5, 2) J(M, 5, M, (Z)) , My (M H(2))) =

= [(XT(M; M, Z), (My M) ~(Z)). O

3.1.6 Bemerkung : Fiir harmonische Formen P(X) = f(X, Z) gilt
PM(Xv Z) = pO(‘](M_lv Z))P(X))

also, weil py die Kozykel-Relation erfiillt, PM (X, M(Z)) = po(J(M,Z))"'P(X). O
Diese Lemmata werden natiirlich dazu benutzt, das Transformationsverhalten der Thetareihen
unter Modulsubstitutionen als eine Wirkung zu erkennen.

2.3.2 Umsummieren in Gittern, das Transformationsverhalten von The-
tareihen unter der von Translationen, Kegelautomorphismen und
der Involution erzeugten Kongruenzgruppe

Bei dem Beweis der allgemeinen Transformationsformel, sowie bei der Fourier-Jacobi-Entwick-
lung, werden wir gelegentlich Summationen &ndern. Im ersten Fall z.B. werden wir anstelle von
G =G e DU (@) C L, iiber G und H, G = G + HA und (H) C £ summieren. Nun gilt
bekanntlich
3.2.1 Lemma : Sind £ und L zwei (Z-) Gitter mit L C L, so existiert eine natiirliche Zahl k mit
k- L C L. Insbesondere hat L als Untergruppe von L endlichen Index. O

Wenn also insbesondere A € M, (O) invertierbar (als Element von M, (D)) ist, so hat das Gitter
£"-A ¢ D" endlichen Index in £", und wir werden unter der Schreibweise ,,G mod £"-A“ (oder

auch einfach ,G mod A“) verstehen, dafl G ein Reprisentantensystem von £™ /(L™ A) durchliuft.
Entsprechende Notation wird auch in den anderen Féllen benutzt, und die Umsummierungen sind
immer sinnvoll, da wir es nur mit absolut konvergenten Reihen zu tun haben. Wir benutzen noch

3.2.2 Bemerkung : Ist M = (ég) € I,[q] eine symplektische Matrix, und ¢ > 1, so ist
A € Gl(n, D) invertierbar.
Beweis : Wenn nicht, so hitte A die reduzierte Norm Det(A) = 0, wie sich aus den allgemeinen

Eigenschaften einer Normfunktion iiber dem Schiefkérper D ergibt. Die symplektische Relation
A'D—C'B = E ergibt aber Det(4) =1 mod ¢. O
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Der Fall der vollen Modulgruppe nimmt also eine besondere Stellung ein, und wir ziehen ihn,
bzw. seinen einfachen ,,Sonderteil“, vor. I}, mufl zwar i.a. nicht von Translationen, Kegelautomor-
phismen und der Involution erzeugt werden, wir untersuchen aber erst, wann sich eine Thetareihe
unter allen diesen symplektischen Matrizen wie eine Modulform verhilt. Ahnlich wie bei den In-
varianzbedingungen aus dem letzten Abschnitt erhalten wir die

3.2.3 Erste Bedingung : Sei P eine harmonische Form. Die Thetareihe 9. p [g} (S; Z) trans-

formiert sich, unter allen Translationen und Kegelautomorphismen, gemdyfs
U U 1 U
e V] (852) = nOM, || PP 2) e |Mx ||| (S:04(2),

stets dann, wenn S[G] € T ist, fir alle G = G mit (G) C L (auch firn =1).

0E
SUH iibergefiihrt wird. Im Exponenten der Thetareihe auf der rechten Seite erhélt man also den

Zusatzterm

Beweis : a) Sei M = (E H) eine Translation. U bleibt unter M invariant, wahrend V in V —

io{S[G + UJH — 2(SUH) (G + U)} =

= nio{S[G)H + 2G (SUH) + S[U|H — 2(SUH) G — 2S[U|H} = —ric{S[U]H} mod 2.

Dieser hebt sich aber gegen den Exponenten des k-Faktor weg.

—=r—1

7 vy } (5: 2[00) =

b) Sei M = (UO [70_1> ein Kegelautomorphismus. Es ist ¥, p

= Z P <51/2 (G . UE’_1>> enia{ (s [G+U§'_1Dzm+zm’ (G+U§'—1>}

Gg=ag(rn)
(G)yccL

_ Z P <51/2 (Gﬁl . U> §,—1> ema{s[aﬁurU] Z42V" (Gﬁ'+U)} _ po(ﬁfl)ﬁ“} [g] (S; 2).
ag=ac(r.n)
(Gycc

Da Det(U) = 1, mufl man dies gerade mit p(J(M, Z))~! multiplizieren. O
Nun benutzen wir die Inversionsformel fiir die

3.2.4 Zweite Bedingung : Sein > 1 und P weiterhin eine harmonische Form. Es gilt dann
— ric{V' — -1 —
Ic.p [g] (S;Z) =v(I) 1 2mio{V U}p(—Z) 119£7P [isg] (S;—Z1),

wenn zusitzich S~YG] € T ist, fir alle G = G mit (G) C L*.

Beweis : Es ist nach der Involutionsformel 2.1.2

e [s_—S[\J/] (S;—2-1) = 2mie TS0 (S VIky (1) p(2)0 - p [_ﬁsﬁllfv] (51 7) =

= e*2“i"{V'U}y([)p(_Z) > P((571)1/2(G+ (SU)))em'a{(s—l)[G+(SU)]Z+2(S—1V)’(G+(SU))} _
a=ag(r.,n)
(GyccL*

:e—%w{V’U}U([)p(_Z) Z P(S1/2(S_1G+U))ema{S[s*lGJrU]ZHV’(5*1G+U)}_

G=ag(rmn)
(GyccL*
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Wegen der Bedingung(en) an S gilt jedoch S - £™ C (£*)™ und auch S~ - (L£*)™ C L", also sogar
iiberall Gleichheit. Dann durchliuft aber mit G auch S~'G gerade £", und man erhélt die Reihe
19£,P I:g:l (S; Z). a

Diese Bedingungen kann man als eine Verallgemeinerung des Begriffes , gerade®, in Bezug auf
das Gitter, betrachten. Im Siegelschen Fall kann man aus diesen zwei Bedingungen ablesen, wann

eine Thetareihe Modulform zur vollen Kongruenzgruppe ist. Hier muf} zuerst noch der allgemeine
Transformationsformalismus entwickelt werden.

2.3.3 Der allgemeine Transformationsformalismus fiir Thetareihen, spe-
zielle Thetareihen als Modulformen zu Hauptkongruenzgruppen
und zur vollen Modulgruppe

Nun wenden wir uns Hauptkongruenzgruppen I,[q] (mit ¢ > 1) zu. Wir modifizieren eine Me-
thode von Krieg. Um die Transformationsformel zu beweisen, vergleichen wir erst die Fourier-
Entwicklungen von zwei Transformierten einer Thetareihe mit pluriharmonischen Koeffizienten
P. Dabei nehmen wir stets n > 1 an. Dort wo Integrale explizit berechnet werden, benutzen wir
unsere Standardeinbettung von Dy nach M,(C™).

3.3.1 Definition : Sei M = (ég) € Iy[q] fest, und [gg] = M * [g} Setze

W + U
o) =i | P (50002 una
(W) = oo {S[W](AZ+B)A'+2(VA'~SUB') W}gﬁypw [V+SW[{A2+B)] (S; 2),

wobei Py (X) := P(X + S'/2WA) sei. O
3.3.2 Bemerkung : Es gilt ¢(0) =9, pum [M * [g” (S; M(Z)) und ¥(0) =9, p [g] (S;Z). O

3.3.3 Lemma : ¢ ist L™-periodisch mit den Fourier-Koeffizienten

a(H) = vol(£) ™" Det(S) ™% Det <_M <Z>> e 2T Un=5 Vo= (M (2) ™)

P <5—1/2(H - Vo)(AZ + B)’_1> , (H)yCL*

Beweis : a) Die Periodizitit o(W + H) = (W), (H) C L ist klar. Es ist
a(H) = vol(£)~" / o(W)e=2me ' Whqyy gy ¢ )

b) Wir ersetzen wieder die Integration {iber die Fundamentalmasche durch die iiber den ganzen
Raum, und benutzen 20(H G) = 0 mod 2, also

a(H) = vol(£) ™" / P (Sl/Z(W + Uo)ml_l> emiT{SIWATRIM (Z)+ 270 (W) 2 W} gy,

a(H) = vol(£)™" /P <51/2Wm’1> ema{S[W]M<z>+2(vo—H)’W}ema{ﬁ’Uo}sz_

¢) Nun ergéinzen wir wieder quadratisch, wihlen (erneut) W, und transformieren die Variable.

a(H) = VOI(E)—nema{Qﬁ’Uo—5*1[VO—H](M<Z>)*1}
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/P <Sl/2W7(C’Z+D)'1> em’a{S[W+S_1(ngH)(M(Z))_l]M(Z)}dWx
a(H) = VO](E)—newia{Qﬁ'Uo—S’l[VO—H](M(Z))’l}

1=

[P (5200 - 57 o = mu(z)CZ T D) ) e,

a(H) = vol(£) "Det(S) % Det <M<Z>> - emio{2H Uo—S™' [Vo—H|(M(Z)™"}
i

—1/2 B y
/P ((W <@> - 5—1/2(Vo - H)(M(Z>)—1> m, ) .

d) Da P pluriharmonisch ist, kann der Wert des Integrals angegeben werden. Ferner ist
- ,

(M(Z))I =M(Z)und (N1 Nz) = (Ny)~"L(N3)~L, also ist dieser gerade

a(H) = vol(£) "Det(S) ™% Det <M<Z>> - emio{2H Uo—S™" [Vo—H)(M(2)) ™"}
i

1 — !

P<<Sl/2(H—V0)(AZ+B) 1(CZ+D)>(OZ+D)’1>. 0

Genauso arbeiten wir mit .

3.3.4 Lemma : Es gelte qS[G] € T, fiir alle (G) C L, sowie ¢S™'[H] € T, fiir alle (H) C L*.
Dann ist ¢ L™-periodisch mit Fourier-Koeffizienten

rs  __

b(H) =vol(£)™™ Y Det(4)"7e ﬂiff{S[GlA‘lB}Det(S)—"fDet(
G mod A

AZ+B>_%
1

Y

em’a{2ﬁ'Ug—S’1[Vo—H](M(Z))’1+S[U]5'B+S’1[V]K'C—QV'UF'C}P <S‘1/2(H _ Vo)mll>

(H) C L£*. (Wenn man den Fall n = 1 mitbehandeln will, so mufl man die Nebenbedingungen
(vergleiche 2.2.6) an qS und ¢S~ zusditzlich fordern, um z.B. in den Punkten a und e des Beweises
die Spuren in den Griff zu bekommen.)

Beweis : a) Wir ordnen erst die Spur im Exponenten um:

/

c{SIWI(AZ + BT +2(VA — SUB) W + S[U + G|Z + 20V + SW(AZ + B)) (G + U)} =

—_—

— o {SIW](AZ)T + SIWIBT +2(VA) W — 2SUB) W + S[(U + Q) A~ (AZ)T +

—_—F

F2VA) (G+U)A L +2((G + U)A-1) SW(AZ)A +2((G + U)A-1) SWBA'} =

= o{S[(U+G)A™" + W|(AZ)A + S[(U + G)A™" + W]BA - S[U + G]A~'B+
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! !

+2(VA) (G+U)A™ + W) —2(SUB) W} =

— o{S|U+ QA + WI(AZ + BYA +2(VA — SUB) (G + U)A + W)+

+S[UJA 'B - S|G]A ' B}.

Damit ist die Periodizitét /(W + H) = ¢(W) klar, da die Umsummierung G — G + HA den
Faktor emio{—SIHIBA' =2G'SHB} — | erzeugt.

b) Nun ist b(H) = vol(L)™™ [ ¢(W)efznia{ﬁ’W}sz
ETL

bH) =vol(0)™ [ 30 P(SYA((G +D)A™ + W) A)emio (SUGHNA HWIAZHB) Ay

n G=a(mn)
£ (Gycc

em’a{z(VOfH)'((G+U)A_1+W)+2F'(G+U)A_1+S[U]A_les[G]A_lB}dWx

b(H)=vol(L) ™ [ S P(SY2(G+ HA+U)A™! + W) A)emio (SUGHIATDAT WIAZH BT

n G=G+HA
L (G)CcL

em’a{Q(Vo—H)’(((~}+F~IA+U)A*1+W)+QF'(5+U)A*1+S[U]A*1B—S[5]A*1B}dWw_

c) Ersetze wieder die Summation durch Integration iiber den gesamten Raum, erginze qua-
dratisch und erhalte

W) =vol( )" [ 30 PSUA(G +U)A T + W) et WA 5T
G mod A

ema{2(v0—H)’((G+U)A*1+W)+2ﬁ’(G+U)A*l+5[U]A*13_S[G]A*13}dWx
b(H) = vol(£)™™" Z p(SI/QWA)em'a{S[W](AZ+B)Z'+2(V0—H)’W+2ﬁ'(G+U)A’1}
G mod A
em’a{S[U]A_lB—S[G]A_lB}dWm

b(H) =vol(£)™ S eriol2H GATI=s[elA 5} / P(SY?W A)
G mod A

emio{SIW+51 (Vo—H)A' " (AZ+B)"Y|(AZ+B)A' —S~[Vo—H|A' ™' (AZ+B) ' +2H UA’1+S[U]A’1B}dWm.

d) Das ist wiederum, nach geeigneter Wahl von W,,, und wegen der symplektischen Relationen,

b(H) — VOl(ﬁ)in Z e7ria'{2ﬁ’GA_lfs[G]A_1B}
G mod A

—1

/P(Slﬂ(Wx _ S (Ve — HYA ' (AZ + By 4)
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omic{SIW.](AZ+B)A ~S~'[Vy ~HA' " (AZ+B)"'+2H UA_1+S[U]A_1B}dWI

b(H) =vol(£)™ Y e”ff{QH'GAl—S[GlA1B}Det(5)—"fDet(

AZ+B>_%
G mod A

Det(4)™% P (‘S—I/Q(vo - H)m'l> erio =S M Vo HIAT T (AZ4B) 42 VAT S[UIATIBY,

o) Nunist A =A (AD-CB+ACZ-TAZ) = (CZ+ D) - CA-'(AZ + B), also
1 —1

A (AZ+B)'=(M(Z))"' —CA~'. Der Term in Z im Exponenten liefert also einen Faktor

e*ﬂia{S_l[ngH](M(Z))_l}eﬂia{S_l [VO]CA_l72315_1V0C’A_1}e7ri0'{5_1 [H]CA—l}_

Behandle erst c(G, H) := emio{S™ [HICAT +2H GA™'=S[GIAT' B} Der erste Summand der Spur ist
o{S 'H|CD' - S5 '[H|CB'CA '} = —¢{S[S 'HC]A 'B} mod 2,
und der zweite
2 {HGD —~H GBCA™} = —20{(STHC) SG(A™'B)} mod 2.

Es ist also 3. ¢(G, H) = Y. e~ mio{S[G+S HOIAT B} Wogen der Voraussetzung an S ist dies jedoch
von H unabhingig und gleich > e~mio{S[GIAT' B}

f) Setze schliefflich noch Vo = VA — SUB' ein. Es ist 20{—?1571‘/00/1*1 +EIUA*1} =
=20{-HS 'WC' +HS 'SUBCA '+HUMD A-BC)A '} = 20{H Up}.
Genauso ist
oc{STVR]CA™"} = o{S™![V]A'C — 2V'UB'C} + o{S[U](B'C)(A™' B)}.

Der letzte Term ergibt, zusammen mit o{S[U]A~'BY}, o{S[U](D'A)(A~'B)}. O
Nun kann man die Fourierkoeffizienten vergleichen. Fait man das, durch die Determinanten
enstehende, Vorzeichen, die Determinante von A, und die Summe iiber G in den Koeffizienten

b(H) zu einem Koeffizienten zusammen, so erhilt man, durch Vergleich der zwei Fourier-Reihen
an der Stelle W =0,

3.3.5 Satz : Unter den getroffenen Voraussetzungen an S gilt, fir pluriharmonisches P und
M € T,[q],

U

e.e V] (5:2) = oon) wo, v

V})Det(J(M, Z)) 2V pu [M* [

|| siarzn,

mit einem Multiplikatorsystem v = vy vom Gewicht rs. O
3.3.6 Zusatz : Das Multiplikatorsystem ist fiir Translationen und Kegelautomorphismen trivial.

Beweis : Fiir A = E oder U (unimodular) durchlduft HA (genau) das gesamte Gitter, es geniigt
—

in b(H) tiber G = 0 zu summieren, auflerdem ist Det(E) = Det(U ) =1. O

3.3.7 Satz : Fiir eine harmonische Form P, eine Charakteristik [g} , die q(U) C L und ¢(V) C L*

erfiillt, und eine positive Matriz S, mit qS[U + G], ¢S~V + H] € T, fiir alle (G) C L und
(H) C L, ist

de.p V] (5:2) € Lulal, ool
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eine Modulform vom Gewicht rs. (Wir erinnern daran, daff stets n > 1 gilt. Firn =1 muff man
zusétzlich noch qS - L™ C (L*)" und ¢S~ - (L*)" C L™ fordern, um eine Modulform zu erhalten.)

V}) modulo 2, und es
ist sowohl (U — Up) C £, wie auch (V —Vj) C L*. Da auflerdem P eine harmonische Form ist,
erhilt man PM(X) = po(J(M,Z))"'P(X). O

Insbesondere sind die Thetareihen ¥, p(S,V; Z), die die natiirlichen Invarianzeigenschaften

letzten Abschnittes besitzen, tatsichlich Modulformen. Der Fall ¢ = 1, also der der vollen Modul-

gruppe ist bis jetzt ausgeschlossen, da I, Matrizen M = (é [B)) enthélt, mit nicht-invertierbarem

A. Nun sei jedoch M = (ég) € I, eine symplektische Matrix. Dann ist (gg)(ég) =

(A+Cflc B+5ID). Da M = (ég) € Gl(2, Ar) invertierbar ist, findet man H € M,(0O), so dafl

(A + HC) ™! existiert. Damit schlieft man, in Verbindung mit 3.2.3 und 3.2.4, die Liicke, und
erhilt, unter den getroffenen Bedingungen an S, das gewiinschte Transformationsverhalten fiir die
Thetareihe, und damit die Séitze 3.3.5 und 3.3.7 auch fiir ¢ = 1, also eine Verallgemeinerung des
klassischen Satzes iiber gerade unimodulare Matrizen.

3.3.8 Satz : Seienn > 1, S = S > 0, so daff S[G], S~'[H] € T, fiir alle (G) C L und
(H) C L*, und P pluriharmonisch. Dann gilt, fiir alle M € T,

Beweis : In diesem Fall verschwinden alle drei Spursummanden in (M, [U

Ie.p [g] (S;Z) = v(M) " ‘k(M, [U

U pettsar, 2 % v |21+ [ V]| 500020,

mit einem gewissen Multiplikatorsystem v = vy vom Gewicht rs. Insbesondere ist, fir eine har-
monische Form P, 9. p [8] (S;Z) = ¥,,p(S,0;Z) eine Modulform, vom Gewicht rs, zur vollen
Modulgruppe. O

Will man auch fiir n = 1 Modulformen zur vollen Modulgruppe I, konstruieren, so mufl man
zusiitzlich S - L™ C (£*)™ und S~1 - (£*)™ C L™ fordern.
3.3.9 Bemerkung : Eigentlich héingt das Multiplikatorsystem v = vy von der Matrix S und dem
Gitter £ ab. Da jedoch, fiir unimodulares U € Gl(r, O), sowohl Det(S) = Det(S[U]), wie auch
L=U-L gilt, falls z.B £ = O", zeigt die Definition von v, daf} es geniigt, fiir jede unimodulare
Klasse S[Gl(r, 0)], ein v = vg,0r = vy 5,0 zu betrachten. Im néchsten Abschnitt wird diese Wahl
noch weiter verfolgt und auf beliebige Gitter verallgemeinert. 0O
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2.4 Definition eines niitzlichen endlich-dimensionalen Vek-
torraumes von Thetareihen

Es wird ein Vektorraum © von speziellen Thetareihen gebildet, und, mittels der Reduktionstheorie,
gezeigt, daBl dieser endlich erzeugt ist. Ziel der Arbeit ist es, zu zeigen, dal © schon ,alle” singulére
Modulformen enthiilt.

2.4.1 Definition eines Vektorraumes von Thetareihen mit harmonischen
Formen als vektorwertigen Koeffizienten

4.1.1 Definition : Seien ¢ eine natiirliche Zahl, und r,n € Z ganz. Wir bezeichnen mit © = 0(q) =
©0(g,r,n) die Menge aller Thetareihen 9. p(S,V; Z), zu einer positiven Matrix S = S(") > 0, mit
beliebiger Charakteristik V = V(") ¢ Dg "™ und einer harmonischen Form P, zu einem Gitter £
iiber der Ordnung O, die die Invarianzbedingungen ¢(V) C L£*, sowie ¢S[G], ¢S [H+ V] € T,
fiir alle (G) C £ und (H) C L*, erfiillen. (Wir gehen wiederum iiberall von n > 1 aus, was auch
natiirlich ist, da uns r < n interessiert.) O

4.1.2 Bemerkung : a) O ist ein C-Vektorraum. Es gilt ¥, p(S,V;Z) € [[,[q], p,v], mit einem
Multiplikatorsystem v = vy = vy,s,c vom Gewicht rs, fiir jedes Element d, p(S,V;Z) € O, wie
im letzten Abschnitt gezeigt wurde, also © C > [T.[q], p, v].
V=Vy,S,L
b) Da ¥.p(S,V;Z) = Y P(SY2G)emiolSIGIZ+2V G} gehon Fourier-entwickelt ist, liest

a=ag(r.n)
(GyccL

man ab, daf}, genau fiir r < n, diese Thetareihen singulér sind, also ©n(g,r,n) C > [Ty[q],7s,v]s.
v

Das Hauptresultat dieser Arbeit ist, daBl hier sogar Gleichheit gilt. O

Nun wollen wir untersuchen, ob © auch endlich-dimensional ist. Dazu benutzen wir folgende
Reduktion.

4.1.3 Lemma : Es sei V. p(S,V;Z) € O(q). Dann gelten

ﬁML,P(S: V; Z) = ﬁﬁ’P((S[M])*l/Zﬁ’Sl/z) (S[M])MIV5 Z) und
-1
ﬂgyp(S[U], V; Z) = ﬁL,P(Sfl/ZU'_l(S[U])I/Z) (S, U V; Z).

Beweis : a) Es ist 92, p(S,V;Z) = Y P(SY2MG)emio{SIMGZ+2V MG} —
G=ag(rmn)
(Gycc

= 2 F <((5[M])UZH'SW)/(S[M])”QG) emir L (SIMDIGIZ+2(0T V) G _

G=ag(rn)
(Gycc

= 19£7p((S[M])—1/2M’51/2) (S[M],MIV, Z)
b) Genauso ist ¥, p(S[U],V;Z)= > P((S[U])1/2G)e”i”{(S[U])[G]Z“V’G} =

ag=ac(r.n)
(Gyce

F=r—1

— Z P ((SI/QU’1(S[U])1/2)’SI/Z(UG)> enia{S[UG]Z+2(U V)I(UG')} —

ag=ac(r.n)
(G)ycc

-1
= 0£,P(S*1/2ﬁ’_1(S[U])1/2) (S, U V;Z),daU-L=Lgilt. O
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Ferner miissen wir natiirlich V' nur modulo £™, also Reprisentanten der endlich vielen Klas-
sen (L/qL)", betrachten, und daf} die pluriharmonischen Polynome einen endlich-dimensionalen
Vektorraum bilden hatten wir schon erwihnt. Umgekehrt zeigt der Beweis, da§ mit 9. p(S,V; 2Z)
auch

Inie.p(SIM™, 3T V;2), M e Gl(r,D) und 9, p(S[ULTV;Z), U e Auto(L, L),

in O(q) liegen, denn man sieht sofort, daf die auf P wirkende Matrizen unitir sind, z.B. ist

/

(SIM)) V20T 51/2) (S[M))~/23T'S'?) = S\ M(S[MY)~ BT'S'/? = E.

Damit sind aber, nach Lemma, 1.1.9, die transformierten Polynome ebenfalls harmonische Formen.

Die Bedingungen an S aus der Definition von O(g) liefern jeweils eine, nur von ¢ abhingige,
untere bzw. obere Schranke fiir Det(S). (Man hat dabei zu benutzen, daf eine natiirliche Zahl [
existiert, mit O" C [ - £. Im klassischen Spezialfall D = K = Q, O = 7, bedeutet ,,¢S und ¢S—!
gerade® z.B., daf % < Det(S) < q gilt.) Ferner ist die Menge der Determinanten aller solcher S
diskret, denn es gilt Det(S) € @Q, und es existieren natiirliche Zahlen Iy und I, so da3 I; - O" C L
und O* C - 0, also existiert auch ein I3 mit S € 7 - M,(0O), und damit Det(S) € & - 7Z, fiir ein
weiteres [, € N.

Es mu$ also die Anzahl der Klassen isomorpher Gitter, Gl(r, D)- L, sowie die der unimodularen
Klassen hermitescher (bzw. symmetrischer) Matrizen, S[Gl(r, O)], mit gegebener Determinante,
untersucht werden. Gl(r, O) besteht gerade aus den invertierbaren Elementen von Home (0", O").
Da man ferner jedes rechts-O-Gitter £ C DT iiber eine natiirliche Zahl mit O vergleichen kann,
1-O" C L C -0, ist, falls die zweite dieser Anzahlen endlich ist, auch die der Klassen [S]; = S[G],
mit G = Autp(L) C M, (D), fir jedes auftretende £, endlich. Es gilt (siehe z.B. [Ro], VI.4.1 im
Spezialfall A = D)

4.1.4 Satz : Fiir eine Og-Ordnung O in einem Schiefkorper D, mit Z(D) = K, und einen
festen, endlich erzeugten D-Modul M, existieren nur endlich viele nicht-isomorphe O-Gitter L;,
i=1,...,k,mitD-L; =M. O

4.1.5 Folgerung : Die Anzahl der Isomorphie-Klassen Gl(r, D) - L von rechts-O-Gittern L C D"
ist endlich.

Beweis : Wir wissen, dafl wir unsere Ordnungen und Gitter immer als O -Ordnungen auffassen
konnen. Wir wihlen speziell M = D". Wir arbeiten mit O-Gittern £, also D - £L = D". O

Die notwendige Aussage tiber unimodulare Klasse von Matrizen kann man z.B. aus der Re-
duktionstheorie von Koecher erhalten. Sie folgen aber auch aus der allgemeinen Reduktionstheorie
von Borel, deren Resultate sehr viel allgemeiner sind. Wir geben lediglich das gewiinschte Ergebnis
an.

4.1.6 Lemma : Die Anzahl der unimodularen Klassen von positiven Matrizen, S[Gl(r, O)] mit
S > 0, von vorgegebener Determinante Det(S), ist endlich. O

Aus allen hergeleiteten und zitierten Endlichkeitsaussagen ergibt sich
4.1.7 Satz : Fiir r < n und eine beliebige Stufe q, ist ©® = O(q) = O (q,r,n) C Y. [Thlg],rs,v]s
ein endlich-dimensionaler Vektorraum von Modulformen. O

AuBerdem erhalten wir aus diesen Uberlegungen den
4.1.8 Zusatz : Die Thetareihen in ©(q) hingen von nur endlich vielen (méglicherweise verschie-

denen) Thetamultiplikatorsystemen v; j = vs, ¢, = vg.s, c; ab, also © C Y [[L[q],p,vijls. O
%,J

Fiir die folgende Untersuchung treffen wir die

4.1.9 Festlegung : Zu jeder Stufe q fizieren wir ein Multiplikatorsystem v =v,. O



Kapitel 3

Eigenschaften von singuliren
Modulformen, die
Fourier-Jacobi-Entwicklung und
die Umkehrrelation

Nachdem Thetareihen, als Beispiele von Modulformen, studiert wurden, werden nun alle (sin-
gulidren) Modulformen betrachtet. Mit Hilfe der Resultate des letzten Kapitels, wird die algebrai-
sche Struktur dieses Vektorraumes untersucht, indem seine Elemente als Fourier-Reihen betrachtet
werden. Es werden Beziehungen zwischen den Koeffizienten dieser Reihen hergeleitet, und das Pro-
blem der Erzeugung des singuldren Raumes allmé&hlich algebraisiert.

66
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3.1 Die Fourier-Jacobi-Entwicklung von singulidren Modul-
formen iiber einfachen Algebren

In diesem Abschnitt werden die Fourierkoeffizienten einer singuldren Modulform studiert. Die
betrachtete besondere Zusammenfassung dieser Koeffizienten heifit Fourier-Jacobi-Entwicklung.
Es treten auf natiirliche Art und Weise Thetareihen auf, deren Transformationsformalismus den
Beweis der wichtigen Satze ermdoglicht, die den Rang und das Gewicht einer Modulform mit der
Eigenschaft singuldr zu sein, in Verbindung bringen.

3.1.1 Die Fourier-Jacobi-Entwicklung einer Modulform

Ein sehr wichtiges Hilfsmittel zum Studium von Modulformen, insbesondere der singuléren ist,
wie iiblich, die sogenannte

1.1.1 Fourier-Jacobi-Entwicklung : Sei f € [T,[q],r,v] eine nicht-konstante Modulform und
v < n eine natirliche Zahl. Wir zerlegen die Variable Z (genauer jede Komponente Z von
Z=(ZW,..., 2™ ) in Blscke, Z = (g g) Zo = 2", 2y = 20" Zy = Z1). Genauso
To Ty

zerlegen wir die Elemente von T = T, inT = (Tr T2) und nennen die Umordnung der Fourier-
1

Entwicklung

$2) = 32 aeF T = 3 on(Zo, Z0)e )
TeT T2€To

von f Fourier-Jacobi-Entwicklung, und die Funktionen
(p(Z07 Zl) = P71 (Z[), Zl) = Z a(T)e%iO'{TOZ0+2TllZ1}
To T
(7 )

Fourier-Jacobi-Koeffizienten, der Stufe v, von f. O

1.1.2 Bemerkung : Jedes ¢ 1483t sich in eine Fourier-Reihe

(p(ZO, Zl) _ Z bH(ZO)eZ;ri o'{ﬁ’Zl}
He(0r)n—w)
entwickeln.
Beweis : f ist unter der Translation Z — Z + S, S = (q%’ qg:), G = Gin—vw) ¢ On=vw),

invariant, also ist p(Zy, Z1), als Funktion von Z;, gO("~*")-periodisch. O

Nun betrachten wir U = (Ig g) € Sl(n,0), G =0 mod q. Es ist

_(Eo\( % ZG+7Z1\ _ Z ZoG+Z
Z[U] = (5’ E) (7? 7?G+Z;) - ((ZoG-iO-Z1)I ZO[G]+§()'Z1+71;G+ZQ)’
und f(Z[U]) = po(U)~L f(Z). Wir erhalten also
1.1.3 Bemerkung : a) Es gilt ¢(Zy, Z1 + ZoG) = po ((E _G)) e_%i”{Tz(ZO[G]HE’Z”}@(ZO, Z1),

0 F
fiir G =0 mod q.
b) Sei G = G"="*) (G) C O"~". Dann gilt

bHJquTZ (ZO) = po ((gf ch)) em’a{qu(Zo[G])-i-Qﬁ ZOG}bH(Z()).

Beweis : a) Die Behauptung folgt aus dem Transformationsverhalten der Modulform.
b) Man dndert in der Fourier-Entwicklung von ¢(Zy, Z1 —qZoG) die Summation H — H+qGT>»
und vergleicht mit p(Zp, Z1). O
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Ab jetzt nehmen wir an, dal T5 invertierbar ist.

1.1.4 Lemma : Es gilt p1,(Z0,2Z1) = > Jov p [(qT;)Z ] (¢T>; Zo)en (Zo). Dabei ist
H mod ng

P(X) = po ((E q1/2XET;1/2)), X = Xn=v) ynd

cu(Zo) = po ((E Hg_l)) e*ﬂia{(qu)_l(Zo[H])}bH(ZO)_

Beweis : Es ist P((¢73)"/*(G+(aTe) "H) = po (5473077 )) = oo (579 71%7)).

G = G¥"=") (G) C O”. Im Exponenten der Thetareihe steht die Spur

— -
o{qTa]G + (¢To) "H'Zo + 22, ToG + aZIH’} -

= o{qTx(Zo[G)) + 2H ZoG + (¢To) ‘[H'|Zo + = (qG Tg) 7+ = H Zi}.

Diesen vergleicht man mit dem in ¢(Zy, Z;) =

= Y e ((EG)) erimtamnlon s 2001 TG 4dyyy (7).
H mod ¢T» (G)CcOn—¥

1.1.5 Bemerkung : Sei M, = (Ag ) € I',_,[l]. Dann wirkt das Bild M = (C g) von My in

C
A ..
L., A= ( o ]%), B = (%08), C = (C(;OO), D= ([())0 ]%), geméif
M<Z> _ (A0Z0+Bo A0Z1) (COZOJng 00Z1),1 _ Mo(Zo) (0020+D0)171Z1
- 1 Zo 0 E T\ Z(CoZo+Do)t Zo—7Z7(CoZo+Do)1Co 71

weil aus den symplektischen Relationen folgt, dafl —(A¢Zy + Bo)(CoZo + Do) *CoZ1 + Ao Zy =
R
(C()Zo + Dg)l Z1 gllt a

.
1.1.6 Folgerung : Fir jedes | > q, q|l, gilt o(My{Zo),(CoZo + DO)I Z) =

v(M) po ((CUZ()O+D0 COEZ1 )) Det ((COZ%+D0 0%21))7“/2 e%iU{Tz[7’1](COZ0+D0)_100}¢(Z0, Zy). O

Anderseits wollen wir untersuchen, wie sich die zu obigem P gebildete Thetareihe, jedoch mit
beliebiger Charakteristik, unter M transformiert. (Diese ist zwar keine Funktion, sondern ein Ope-
rator, das stort jedoch nicht.) Dazu wihlen wir , ¢|l, so gro8, da$ [(qT2)[G],1(¢T2) ™' [H] € Tn—v),
fiir alle (G) C O und (H) C (O*), gilt. Dann kann man wie im Beweis der allgemeinen Trans-
formationsformel von Thetareihen verfahren, denn dort wird noch keine Bedingung an die Cha-

rakteristik U gestellt. Die verwackelten Operatoren £(W) (um Verwechslung mit ¢(Zg, Z1) zu

vermeiden) und (W), oder genauer die Funktionen, die durch ihre Anwendung auf den konstan-
ten Vektor cy(Zp) € Z entstehen, lassen sich wieder in Fourier-Reihen entwickeln. Der ganze
Vergleich der Koeffizienten bleibt identisch, bis auf die Ausfiihrung der Gauf-Transformation.

([gg] ist wieder M x [g])

1.1.7 Bemerkung : Unter den getroffenen Voraussetzungen an /, erhilt man fur die, gemifB Kapi-

tel 2, Definition 3.3.1, gebildeten, ,, Verwacklungen“£ und ¢ von do» p [(qTTZ)Z, } (qT>; Zo)en(Zy),
1

und wie in den dort folgenden Lemmata 3.3.3 und 3.3.4, die folgenden Aussagen.
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a) Hier erscheint in den Fourier-Koeffizienten d(K) = d¢(K) das Integral

-1/2 . 3
/P ((W <M> — (qTo) "2 (Vy — K)(M0<Z0))—1> CoZo £ Do) ) oo W WY g7

7

Nun kann man die Definition von P einsetzen. Die Eigenschaft

w ((005%)) = ((5%)) e ((5%))
liefert dann das Produkt

—1

P ((m e - vz B )

/20000 Zo4-De )~ 172 A0Zg+Bg —1/2WrT_1/2 - —
/PO ((Eq (CoZo+Do) (T‘ 7 ) > e mo{W W}dW

b) In e(K) = ey (K) erscheint entsprechend das Integral

-1

/P ((qTQ)l/Q(Wx _ (qTQ)_l(‘/O _ K)Zg (AOZO + BO)_I)AO) eﬂ'ia’{(qu)[Wm](A()Zo-‘rBo)ZE)}dWx-
Trennt man P wie oben, so ist der erste Faktor, wegen den symplektischen Relationen, wieder
—1/2 T TRy !
P (qTQ) (K — ‘/())(A()Zo + B()) .

Das iibrigbleibende Integral ist nun

- —1/2 .,
[rava (BB et W -

172/ +1/2( AgZg+Bg —1/24=r1—1/2 —
_ /po ((gjiq A, (7}; ) VAW )) e W' W) iy,
wobei sich, durch die vorgenommene Vertauschung zwei der Faktoren des Produktes in pp und wie
angedeutet, (hochstens) ein Vorzeichen ergibt. O

Nun gilt allgemein

w((57) =m ((52)) o (57 5)) = ((55)) o ((55)) (%7 2))-

Diese Zerlegung benutzt man, um, nach der Argumentation von [Fr2], IT11.2.5-111.2.8, die Trivia-
litdt (jeder Tensorkomponente) dieser Operatorintegrale zu erhalten. Genauer zeigt Freitag im
rationalen Fall, dafl die Anwendung der unter den Integralen stehenden Operatoren auf cg(Zp)
jeweils ein pluriharmonisches Polynom ergibt, jedes der beiden auf ¢y (Zy) angewandten Integrale
ist jedoch der Wert der Gauf3-Transformierten des entsprechenden Polynoms an der Stelle 0, also
beidesmal po(E)cy (Zo) = cu(Zo).

Im reellen und quaterniren Fall kann man diesen Beweis iibernehmen, im komplexen muf3
man noch bemerken, daf} eine polynomiale Darstellung p : C* x C* — GI(Z), so daf} die
Einschrinkung p(t) := p(t,t) auf einem Unterraum Z, C Z trivial wirkt (e.g die Elemente von
Zo konstant 148t), auf diesem Unterraum ebenfalls trivial wirkt, p(¢1,t2)a = a, fr alle a € Z,.
Wir lassen Einzelheiten weg, und verweisen auf Lemma 3.2.5, wo eine fast identische Situation
detailiert behandelt wird. Damit gilt
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1.1.8 Satz : Sei Zy der von allen cy(Zy) erzeugte Unterraum von Z, und a € Zy beliebig. Es
existiert ein | € N, so daff Yov p [V] (¢T>; Zop)a =

= o(o) (0o, [ 1Dt (000, Z0)) % Do o Mo | ]|t Mooy

fiir alle My € T,,_,[1], gilt. O

Wihle nun {U} — (¢Tz)"'H'

v [T27’1(COZO+D0)—1]‘ Dann gilt

1.1.9 Bemerkung : a) [gg] = MO_1 * [g} = (%3 _ZFE)B) * [g] =
(qu)flﬁle + %7; (CoZo + Do)flco

. [UAO + (qT2)1VC():| _
TQ?; (C()Zo + Do)_lDO +FIBO

VD() + ((]TQ)UBO

b) KMo, My 5 [£]) = n(M5™, [1])* = erimlm01aT am = Vi T 27 sy

= eWTiJ{Tz_l[ﬁ’]AOESJFTZ[Z’l(COZO+D0)71]D06[’)+2H7’1 (CoZo+Do) *CoBy} O

Nun folgt, durch Verwendung des Satzes fiir M, * und an der Stelle My(Zp), anstatt fiir Mo
an der Stelle Zy, sowie fiir a = e (Mo(Zp)),

1.1.10 Lemma : Es gilt Jov p [g} (qT2; Mo{Zo))er(Mo(Zp)) =

= v(Mo)Det(J (Mo, Zg)) % e %J{TZ[711](COZ0+D0)_1CO}PO ((COZ%+D0 C[}EZl))

Yov,p [(qT;«J%F} (qT2; Zo)po (((COZOJOFDO)_l g)) ca(Mo(Zy)),

fiir 1 hinreichend grof, q|l.

Beweis : a) Der Exponentialfaktor auf der rechten Seite der Transformationsformel ist

Ii(MO_I, [g] )enia'{qu [G+U0]Zg+270'(G+U0)}’

die Spur also

U{(]TQ G + (qTQ) 1H AO]ZO + TQ[ (CoZg + Do) 1]00Z0€:)+

+2(G + (qTQ) 1H Ag) T2 (CoZg + Dg) 1COZ0+

2 _
+2(G + (¢To)'H AO) TyZ'(CoZo + Do) "Dy + TQ[ 1(CoZy + Do) 11DoCly+
e — — ) — — —

+2G H By + 2A,H (¢T>) “H By + EOg(coz0 ¥ Do) Z.H Bo — (qT2) ‘[H1A0B,—

_ 2 _ _
——TQ[ (CoZo + Do) 11D Cly — EHz’l(cozo + Do) ' CyBy}.
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b) Der zweite, fiinfte und zehnte Summand lassen sich zu der Spur des gewiinschten Vorfaktors

mi 7 -1 . .
e’a T1Te1Z1](CoZo+Do)™ Co} /i sammenfassen. Der dritte und vierte ergeben

g {Q(G + (ng)_lﬁle)’T27l1} y
wahrend der sechste modulo 2 verschwindet. Der siebte und neunte addieren sich zu
o{(¢T2) '[H']AoBy} = 0 mod 2,

nach Wahl von [, und der achte und elfte schlieflich heben sich gegenseitig auf.
c¢) Der vektorwertige Koeffizient in der im Satz auftretenden Thetareihe ist PMo 1(X ,Z) =
!

P(X(CoZo + Dy) , My * Mo(Zy)), also

— 1 ! 11
PG () 2(G + U) = o (004 PG ST 0 ) )

= (5 )) oo (@257 1)) o (0L TA) ) g (02507 1))

d) Nun ist (¢T») " *H Ay = (¢T%)"'H mod O und man kann die Summation G +
G+ (ng)’lﬁl(Ag — E) dndern. Die Spur entspricht gerade der Thetareihe mit der richtigen
Charakteristik. O

Durch Vergleich der beiden Transformationsformeln 1.1.6 von ¢(Zg, Z1) und 1.1.10 der The-
tareihe in ¢ erhélt man

1.1.11 Satz : Die Koeffizienten cg(Zo) sind (fir invertierbares T») Modulformen vom Gewicht
r —vs zu einer geeigneten Hauptkongruenzgruppe.

Beweis : Das richtige Transformationverhalten wurde gezeigt. Die auftretende Darstellung
ﬁb(j(M07 ZO)) = Po ((COZ%+DO g')) ) j: Sp(n -V, D]R) X ]Hn—u — Gl(n -V, DC)7

ist zwar nicht mehr zwangsweise irreduzibel, die, bei der Einfiihrung von Darstellungen erwihnte,
Einschrinkungseigenschaft, und die Argumentation von Freitag (S. 87 in [Fr2]), zeigen jedoch, dafl
sie auf einem geeigneten Unterraum Zp irreduzibel ist, in dem die ¢y (Zp) liegen. O

3.1.2 Der Rang von Modulformen zu Hauptkongruenzgruppen, die sin-
gulidren Gewichte und der Zusammenhang mit singuliren Modul-
formen

Wir benutzen nun die Fourier-Jacobi-Entwicklung, um singuléire Modulformen zu studieren. Wir
fithren zwei Begriffe ein.

1.2.1 Definition : Sei f € [I},, p, v] eine Modulform.

a) Wir setzen Rang(f) := max{rank(T") ; T € T und a(T') # 0}, wobei der Rang einer Matrix
T iiber D die maximale Anzahl linear unabhéingiger Spaltenvektoren ist.

b) Wir nennen das Gewicht r von f singulir, wenn r = 7s, mit 0 < ¥ < n und dem Schurindex
s =s(D) von D, gilt. O

Genau dann ist eine Modulform singuldr, wenn ihr Rang kleiner als n ist, der Rang einer
Konjugierten f™ einer Modulform f stimmt mit dem von f iiberein. Wir wollen den Rang einer
Modulform mit ihrem Gewicht in Verbindung bringen. Die Thetareihen nehmen nur die speziellen
Werte rs, r € Z, als Gewichte an. Die singuldren unter ihnen haben also singulire Gewichte.
Wir wollen sehen, daf dies fiir beliebige singuldre Modulformen gilt, und das umgekehrt singulére
Modulformen singulédres Gewicht haben. Wir beginnen mit
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1.2.2 Satz : Ist f € [[[q], p,v] eine nicht-konstante Modulform von Gewicht 0 < r < (n — 1)s,

so ist f singuldr.

Beweis : a) Die Fourier-Jacobi-Entwicklung der Stufe v = n — 1, ergibt, daf} alle cg(20), zu

jedem invertierbarem T5, konstant sind, und, falls r < (n — 1)s gilt, sogar identisch verschwinden.

In letzterem Fall ist dann @7, (20, Z1) = 0, also f(Z) = > a(T)es T2} Da
T:(%gl ;;) ; Det(Tz)=0

jedoch (das Bild von) Tb diagonalisierbar ist,

E 0 _ * * _ * ok
r[(56.)] = Cnim) = (25.)
folgt aus Det(T>) = 0, dafl mindestens ein Diagonalelement von Ds verschwindet. Dann muf}
jedoch die ganze zugehorige Zeile und Spalte in (der hermiteschen Matrix) T'[U] gleich 0 sein, also
Det(T) = 0. Damit ist f singulér.
b) Fiir konstante cg = cg(z0) und a(T) # 0 haben wir zwei Darstellungen (2o, Z1) =

—1 P -1 55 — i =1
Z 2% ((5 H% )) cpes oo (T HD+2H 21} _ Z a(T)e’s oltozo+ 2Ty 21}
H=Hnm=1), (H)ycO* to Ty
=\7 1

Die erste entsteht einfach durch Einsetzen der Definition von cy(Zp) aus 1.2.4 in die Fourier-
Entwicklung von ¢ nach Zj, die zweite ist die Definition von . T hat also, falls a(T") # 0,

die Form T' = (Tz_;[h] z) Da aber E’TQ_l(h,TQ) = (TQ_I[h],EI), hat T nicht vollen Rang, also
Det(T") = 0. Danach verfihrt man wie oben. O

Das gewonnene Resultat mufl noch verfeinert werden. Dazu
1.2.3 Bemerkung : Sei f € [I},[¢],r,v], 0 <7 < s. Dann verschwindet f = 0 identisch.

Beweis : Die Fourier-Jacobi-Entwicklung der Stufe v = 1 ergibt wie eben

f(2) = 3 a(T)e 7777},

T:(sz g) ; Det(t2)=0
Da aber D ein Schiefkdrper ist, folgt aus Det(ty) = 0, to = 0, und daraus t; = 0 € D" !. Nun
kann man die Fourier-Jacobi-Entwicklung derselben Stufe » = 1 von f auch nach den anderen
Diagonalelementen von T durchfithren, und erhilt f(Z) = a(0) = 0 (, da ja das Gewicht von f
verschieden Null ist). O

Man erhilt die Fourier-Jacobi-Entwicklung von f nach den anderen Diagonalelementen, als
die Entwicklung der konjugierten Modulform fY, mit geeigneten Permutationsmatrizen U. Damit
kann man sich jetzt hocharbeiten zu

1.2.4 Satz : Sei f € [T,[q], p,v] eine nicht-konstante Modulform vom Gewicht 0 < 7 < ns. Dann
ist das Gewicht ¥ = rs =0 mod s singuldr, und f ist singuldr.

Beweis : Die Bemerkung erlaubt es, obiges Resultat 1.2.2 {iber die Singularitit von f auf den Fall
(n—1)s < ¥ < ns zu erweitern. Falls nun s < i < 2s gilt, so filhrt man wieder die Fourier-Jacobi-
Entwicklung(en) der Stufe v = 1 durch. Die auftretenden cp(Zy) sind (fiir invertierbares t2 € D)
nun Modulformen vom Gewicht 0 < 7 < s, und verschwinden, woraus sich, wie in der Bemerkung,
ergibt, daf, falls T > 0 ein Diagonalelement t5 # 0 besitzt, der Koeflizient a(T") = 0 verschwindet,
und dann f = 0. Wenn allgemeiner 7 nicht durch s teilbar ist, findet man immer ein 0 < v < n, so
daB 0 < 7 — vs < s gilt. Die Entwicklung(en) der Stufe 1 von f, ergeben dann sukzessive f = 0.
(Man kann annehmen, dafl Modulformen vom Gewicht (v — 1)s < 7 < vs verschwinden.) O

Eine Variation dieser Methode, die auf der Theorie der héchsten Gewichte basiert, ergibt (siehe
[Fr2], II1.4.5-111.4.7), dafl das Gewicht auch keine gebrochenen rationale Werte annehmen kann.
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Herr Freitag teilte mir eine Idee mit, die umgekehrt zeigt, dal singuldre Modulformen nur
singuldre Gewichte annehmen. Diese benutzt sehr elegant die Fourier-Jacobi-Entwicklung, und
vermeidet die komplizierte Verwendung von Differentialoperatoren (vergleiche dazu z.B. [Frl]).

1.2.5 Satz : Sei f € [[,[q], ', v]s eine nicht-konstante singulire Modulform. Dann ist ihre Gewicht
singulér, also 7’ = rs, fiir eine ganze Zahl 0 < r < n.

Beweis : a) Sei f = Za(T)ew?i"{TZ} die Fourier-Entwicklung von f, und T' € T eine Matrix,
mit a(T") # 0 und rank(T) = Rang(f) = r. Esist 0 < r < n, weil f als singuldr angenommen
U o
0o U-1 )
mit unimodularen U € Sl(n, D), betrachtet (vergleiche dazu auch Bemerkung 3.2.8), die natiirlich
dasselbe Gewicht wie f hat und ebenfalls singulér ist, kann man annehmen, daB T = ({ &),
S=580M =35>0, gilt.

b) Nun fiihrt man die Fourier-Jacobi-Entwicklung (siehe 1.1.1) der Stufe r durch. Wir unter-
suchen den Koeffizienten pg. Dieser besitzt nach 1.1.4 eine Entwicklung

wurde. Indem man eventuell eine geeignete konjugierte Modulform fM = fU, M =

(@S)"'H

vs(Zy, Zy) = Jor. p —
2 sz,

H mod ¢S

l (4S5 Zo)cr (Zo).

Die Faktoren cp(Zp) sind nach Satz 1.1.11 Modulformen vom Gewicht 7’ — rs.

c) Anderseits kann man genau angeben welche a(f) in pg zusammengefafit werden. Solch ein
T = (: ;) € 7 hat den Rang 7 > r = Rang(f); es kann also nur dann der zugehorige Fourier-
Koeffizient von Null verschieden sein, wenn Gleichheit gilt, ¥ = r. Dann hat aber (vergleiche

Lemma 3.1.3) T die Gestalt T = (Sijrﬁl] H), H = H» ) ¢ (0*)("="). Direkter Vergleich

H S
mit der Fourier-Entwicklung 1.1.2 von ¢g ergibt by (Zp) = a ((S_%H ] g)) e%i”{(s_l[ﬁl])zo}, also,
nach Bildung (1.1.4) der cp(Zp),

ez =m (575 )) ().

Es ist also jedes cy(Zp) konstant.

d) Falls nun r' # rs wire, so miifiten diese Koeffizienten identisch verschwinden, cg(Zg) = 0,
insbesondere wiére, mit H = 0, a(T) = a (() %)) = 0, im Widerspruch zur Annahme. Es ist also
r’ = rs singulires Gewicht, wie behauptet, und es ergibt sich automatisch auch, dafl Rang(f) - s
das Gewicht von f ist. O

Wir erhalten aus dem Beweis also auch den

1.2.6 Zusatz : Sei f eine nicht-konstante singuldre Modulform vom Gewicht rs. Dann ist
Rang(f)=r. O

Damit wurde das Gewicht einer singuldren Modulform mit ihrem Rang in Zusammenhang
gebracht. Insgesamt erhalten wir also

1.2.7 Theorem : Sei f € [[},[q], p, v] eine Modulform. Genau dann ist f eine singulire Modulform,
wenn thr Gewicht kleiner als ns ist. Falls f nicht identisch verschwindet ist dieses sogar singuldr,
also von der Form rs, 0 < r < n. Dann ist auch Rang(f) =r. O

1.2.8 Folgerung : Es gilt [[},[q],7s,v] = [Tu[q],7s,v]s, r < n. Mit f ist auch fM, M projektiv
rational, singuldr. O
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3.2 Definition der Rdume P(r) und des sogenannten groflen
singuldren Raums M (o0)

Es wird die Teilbarkeitslehre in Ordnungen weiter verfolgt. Mit deren Hilfe werden singulédre Mo-
dulformen, als Fourier-Reihen betrachtet, klassifiziert, und zu bestimmten Rdumen zusammenge-
fafit. Diese sind dann algebraisch beschrieben, und werden auch so weiteruntersucht.

3.2.1 Ein Raum von Fourier-Reihen, der die singuliren Modulformen
enthilt, ,,lokale Ganzheit*

Die bewiesenen Resultate erlauben es uns, nun einen speziellen Raum von Fourier-Reihen, genannt
P, wie Freitag zu bilden.

2.1.1 Definition : a) Es sei ¢ eine natiirliche Zahl, und 0 < r < n. Dann bezeichnen wir
mit P(q) = Po(q,7,n) den Vektorraum aller in H”* konvergenter vektorwertiger Fourier-Reihen
f:H" — Z, der Form f(Z) = Y. a(T)e™ {74} mit folgenden Eigenschaften:
T=T'
1) Aus a(T') # 0 folgt ¢T € T = T C My(D) (, es wird also nur iiber ein Z-Gitter

summiert).

2) Aus a(T') # 0 folgt T = 0.

3) Aus a(T) # 0 folgt rank(T") < r (, aufgefaft als (n x n)-Matrix iiber D).

4) Es gilt a(T[U]) = po(Ul)a(T), fiir alle U € Sl(n,0) mit U = E mod gq.

b) Es gilt Po(q,7 — 1,n) C Po(q,r,n). Wir setzen

P(q) =Po(q) := —P:((;(i’i’ ?)n)-

2.1.2 Bemerkung : Es gilt

90((]7T7 n) C Z[Fn[qLT‘S:’U]S = Z[Fn[q]ar's)U] C PO(q>T) n)

v

Auflerdem sind die natiirlichen Projektionen ©(g) — P(q) und [[},[q], rs,v] — P(q) injektiv.

Beweis : Das ist gerade der Inhalt der Transformationsformel fiir Thetareihen, der Definition
von O (vergleiche Kapitel 2, Definition 4.1.1 und Bemerkung 4.1.2), und des Theorems 1.2.7 {iber
singulire Modulformen. O

Wir miissen die Komplettierungen der Lokalisierungen von O und P(q) betrachten. Unsere
Ordnung O ist maximal und unter der Involution invariant, © = O. Wir wissen, daf deren
Primideale in Bijektion mit denen von Ok, K = Z(D), stehen.

2.1.3 Bemerkung : Es gilt O \P = (Ok\P), also ((Ok)p) = (Ok)p, und damit

(Op) = (0)5 = Op.

Lokalisierungen von Ox-Moduln M sind natiirlich stets als Tensorierungen zu verstehen, Mp =
(Ok)p ® M also insbesondere

Op = (Okr)p Qo O, Op = (OK)ﬁ ®ogx O,

usw. Entsprechend sind Komplettierungen von solchen Moduln zu bilden, Mp = (6;) p@M.Da
Ok C Z(D) gilt, sind diese Tensorprodukte stets wohldefiniert. 0O

_ Die zwei Lokalisierungen Op und O der maximalen Ordnung O liegen zwar beide in D, die
Ubergénge zur Komplettierung langs P bzw. P sind jedoch verschieden. Es entstehen also dadurch
Probleme, da3 K nicht total reell zu sein braucht. Wir erhalten zwei verschiedene, a priori nicht
vergleichbare Objekte.
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2.1.4 Bezeichnung : Wir bezeichnen die Komplettierungen von Op und O entsprechend mit @p
und Op . Dies sind mazimale Ordnungen in den entsprechenden Komplettierungen Dp = Kp® D
bzw. Dy = K5 ® D von D, Kp und K5 die Komplettierungen des Zentrums K. O

Wir wissen, daf} Dp = M, (lN)p) ist, mit einem ,inneren“ Shiefkérper vom (lokalen) Schurindex
sp. Insbesondere ist

@P = MSP (&P),

mit der einzigen maximalen Ordnung Ap von Dp; unter allen moglichen solchen Isomorphismen
wihlen wir weiter unten einen aus. Auflerdem werden wir noch Schnitte der Lokalisierungen der
maximalen Ordnungen brauchen.

2.1.5 Definition : Sei S eine Menge von Primstellen. Wir setzen Og := (| Op. O
Pes

2.1.6 Bemerkung : Falls P = P gilt, so ist O (PP} = = Op. Falls also das Zentrum K = Z(D) des
zugrunde liegenden Schiefkdrpers total reell ist, ist dies an jeder Primstelle der Fall. O

Die Involution J induziert nun an jeder Primstelle P C Ok eine bijektive Abbildung, genauer
einen Antiisomorphismus, zwischen den Komplettierungen,

Jp : ﬁp — ﬁﬁ
Diesen kann man auch als Isomorphismus lA)?Dpp — lA)ﬁ auffasen. Es gilt trivialerweise
~ N ~o
MSP (DP)Opp = MSP (DPpp)'

Wir erhalten
2.1.7 Lemma : a) Fiir die Komplettierungen

lA)p und lA)ﬁ gilt sp = sp.

Man kann die Isomorphismen ﬁp = M, (ﬁp) so wdhlen, daff Jp auf der Matrizseite auf Dp
wirkt, im Sinne, daf fir die Finschrinkung auf die Diagonaleinbettung dieses Schiefkdrpers

Jp(ﬁp) :5ﬁ und Jp(&p) :Eﬁ
gilt; diese Isomorphismen fizieren wir. R R
b) Falls P = P gilt, definiert Jp = Jp eine Involution auf Dp = D, die, mittels der gewdhlten

Isomorphismen, der Matizausdehnung der durch J induzierten Involution — auf ﬁp entspricht, es
existiert also Mp € Mg, (Dp), so daf8

Jp(X)= MpX M;', X € M,,(Dp),

gilt. Diese laf$t natiirlich @p invariant. In jedem Fall (also fir beliebiges P) lifit die Abbildung Jp
den Schnitt O{P;} C D invariant.

Beweis : i) Es ist erst sp = sp im komplexen Fall zu begriinden. Der Klassifikationssatz von
Mumford iiber positive Involutionen, den wir ganz am Anfang fiir die Wahl des Représentanten
der Ahnlichkeitsklasse unserer involutiven Algebra benutzten, besagt sogar, daB in diesem Fall die
lokalen Hasse-Invarianten Ip = Ip(D) € Q/Z von D den Gleichungen

Ip +I5 =0, sowie Ip =0, falls P=P,

geniigen. Dabei ist Ip = £, sp der lokale Index von D an der Stelle P, also der Schurindex
von Dp, und 1 < rp < Sp, (rp,sp) = 1 (, siehe auch [Re], Theorem (14.5) und anschliefende
Bemerkung). Es gilt spsp = s = s(D), fiir alle P. Aus & + % = 0 mod 1 folgt aber damit
sp = 5p, also sp = sp.
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ii) Sei nun P # P, und weiterhin Dg = M,(C™'). Da die lokalen Schurindizes der inneren
Schiefkérper der Komplettierungen Dp und D von D an P und P gleich sind, $p = 55, existiert
ein Antiisomorphismus

jp:ﬁp—>l3ﬁ.

Man kann also die Isomorphismen Dp 2 M;, (Dp) und lA)ﬁ ~ M F(lN)ﬁ) so wihlen, daf} sie mit
Jp und I p kommutieren. Da I p den Ring der ganzen Zahlen A p antiisomorph auf &p abbildet,
kann man zusétzlich erreichen, daf diese Isomorphismen Op mit M, P (& p) (und entsprechend an
P) identifizieren.

iii) Sei nun, weiterhin im komplexen Fall, P = P. Wegen der zweiten Bedingung an die lokalen
Hasse-Invarianten muf} ein solches D an jeder Stelle PA: P voll zerfallen:A rp = Sp, ﬁp ist,
ein Schiefkérper vom Schurindex 1 iiber dem Zentrum Kp, also Dp = M (Kp), K = Z(D). J
induziert wegen P = P eine Involution — auf dem Korper K p= D p, und aus dem Satz von Skolem-
Noether folgt, dal J anderseits fiir jede Wahl des Isomorphismus D p = M, (I? p) eine Involution
Jp(X) = MPYIMIZ1 auf M,(Kp) induziert, mit geeignetem Mp = Jp(Mp) € Gl(s, Kp). Wegen
unserer Annahme aus dem ersten Kapitel, die die Existenz der maximalen Ordnung O = J(O)
sichert, kann man erreichen, daf§ der gewihlte Isomorphismus @p mit Ms(Of(P) identifiziert, und
daBl Jp letzteren Ring invariant 148t.

iv) Im reellen und quaterniren Fall ist K total reell, also P = P, fiir alle P, der Schurindex
ist s(D) = 2. Es ist also entweder Dp & M>(Kp) eine Matrixalgebra iiber einem Kérper, oder ein
Schiefkorper. Im ersten Fall argumentiert man wie in iii, im zweiten ist nichts zu wihlen, und es
gilt zwangsweise Jp(Op) = Jp(Ap) = Op. O

Hier muf8 noch kurz erliutert werden, wie sich reziproke Gitter bei Lokalisierung verhalten.
Fiir Lokalisierungen von Og-Moduln M, also (Ok)p-Moduln Mp C D" ist es natiirlich

(Mp)*:={z e D" ; o(T'y) € L), Yy € Mp}

zu setzen, mit (p) = 7Z N P. Anderseits kann man M?* lokalisieren. Wegen (p) = Z N P und
TI“D/Q = TI“K/Q o TI“D/K folgt
2.1.8 Bemerkung : Es gilt (Mp)* = (M*)p. O

Insbesondere gilt dies fiir O-Gitter £. Mit den erklirten Ausdehnungen der Involution, die wir
kanonisch auf Vektoren wirken lassen, kann man entsprechend

(Mp)* :={z € Dis ; o(Jp(2)'y) € Zy, Yy € Mp}

setzen, mit Z, = (Z(p)), und erhilt wieder (Mp)* = (/T/l\*)f. Allerdings muf8 man immer beachten,
dal man dabei die Komplettierung wechselt. Genauso bilden wir, fiir eine Menge S von Primstellen
P aus Og,

(0s)* :={z e D ; o(Ty) € N Ziyy, Yy € Os} D [ (0p)" = [ (O%)p = (0.

(p)=PNZ ; PES Pes PeS
Im Spezialfall S = {P, P} erhalten wir sogar
(Op)"U(0p)" C(Op)" +(0p)" C(Oppy)" ={z €D ; 0(Ty) € Zp), Yy € Oppy}-

Jetzt konnen wir die ,lokale Ganzheit“ erkliren.

2.1.9 Definition : a) Ein Element z € D heifit O-ganz (oder einfach ganz) an der Stelle P, wobei
P C Ok ein Primideal des Zentrums K von D ist, falls z € Op gilt. Eine Matrix M heif3t O-ganz
an P, falls dies fiir alle ihre Elemente zutrifft, und O-unimodular an P, falls M € Gl(n, Op) gilt.
Ferner nennen wir z O-ganz an einer Menge S von Primstellen, wenn z O-ganz an allen P € S
ist; entsprechend verfahren wir mit Matrizen.
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b) Wir setzen Jp auf Matrizen kanonisch fort, und definieren, im Falle S = S,
Sp(n,0g) :={M € M>,(0s) ; I[IM]=JM)IM =1}. O

2.1.10 Bemerkung : a) Falls S = S gilt, so ist = genau dann ganz an S, wenn es T ist. Im reellen
und quaterniren Fall, wenn also das Zentrum total reell ist, ist dies stets so.

b) Die Sp(n, Os) sind Gruppen, denn es ist M ! = (;](D) 7‘](B)) falls M = (C D) und mit

J(C) J(A
x ist auch J(z) € Os. - -
o)Esgiltk N Opp=(N O0p)N( N Op)=0Nn0=0und

PCOg PCOk PCOk
ﬂ Sp(n, O{Pf}) =Sp(n,0)=T, 0O
PCOx

Man braucht auch die entsprechenden Bewertungen. Wir benutzen Resultate aus [Re], Ab-
schnitte 12 und 13. Es sei, wie schon weiter oben, $p = §p(Dp) der Schurindex des Schiefkdrpers
in Dp = M,, (Dp), der sogenannte lokale Index von D an der Stelle P.

Es existiert eine diskrete Bewertung vp = U5, auf D p, die die Bewertung v Rp erweitert, und
beziiglich welcher Dp vollstindig ist. Sie ist durch

3 1
By e N ) = 5

sp
N5 wie immer die reduzierte Norm, gegeben, und durch die Normierung eindeutig bestimmt.
p/Ep

v, () = vz, (N5, /&, (@),

Wir erhalten, fiir jedes = € Dp, eindeutige Darstellungen x = 7P @)y =y 7vP () mit Einheiten
u,u e A}XD und einem Primelement © von Ap. Ap enthélt genau die Elemente von Dp mit
mcht negativer Bewertung.

Genauso wird Dp, und damit natiirlich auch (’)p sowie Op, mit Hilfe des gewihlten Isomor-
phismus Dp = M, (Dp), diskret bewertet,

vp(@) = v, (Np, /. () = v, (N (5,7, (2))-
Die so gewonnene Bewertung vp hiingt nicht von der Wahl des Isomorphismus ab. Die Normierung
wurde hier so gew#hlt, da vp(z) = s-vg (z) =s-vp (2), s = s(D), fir z € Kp, gilt. Dies ist
sinnvoll, da auch global Np /g (z) = 2°, x € K = Z(D), gilt.
Der Durchschnitt P NZ = PN Z = (p) liefert ein Primideal in Z. Der Kérpergrad von Ok /P

iiber Z/(p) sei mp, dann ist die Ordnung (Michtigkeit) von O /P die Primzahlpotenz p™#. Mit
dem Verzweigungsindex ep, p-Og = P¢*Q, (p, @) = 1, gilt m = [K : Q] = mpep. Uns interessiert

2.1.11 Satz : Der P-adische Betrag von x € Dp sei |z|p := p~PvP@) | Es gilt, fiir x € D, die
Geschlossenheitsrelation

INpq(@)| = Det(z)| = [[ lelp'. O
PCOx

Die Geschlossenheitsrelation besagt, dal man bei Bewertungsfragen jede reelle Stelle im un-
endlichen einfach, jede komplexe jedoch doppelt zdhlen muf.

2.1.12 Bemerkung : a) Fiir jedes z € D sind nur endlich viele P-adische Betriige von 1 verschie-
den. Ist ein € D O-ganz an P, dann ist seine Bewertung an P nicht-negativ, vp(z) > 0. Die
Umkehrung gilt nur an Stellen mit sp = 1, falls also Dp = Dp ein Schiefk&prer ist. Die Involution
erhélt Bewertungen vp(z) = vp(T), € D

b) Man kann die Geschlossenheitsrelation auch auf der Ebene der (reduzierten) Norm Nz, (py/q
lesen, und erhélt

Det(S H|det )p!, fir S=35 >0.

(Wir erinnern daran, daf8 wir mit ,det“ die (reduzierte) Norm Ny, (p)/x bezeichnen, also die
Determinante des Bildes von S in einem Zerfélllungskorper.) O
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3.2.2 Die Lokalisierungen von P(q) und der grofie singulire Raum
Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun P(g) nach Primidealen P C Ok und auch nach
Mengen von solchen lokalisieren. Dazu
2.2.1 Definition : a) Eine natiirliche Zahl [ heift teilerfremd zu P, in Zeichen (I, P) = 1, falls
vp(l) =0gilt. O

Man beachte, dal dann, wegen [ =1 € O C O{P;}, also

vp(l) >0 und vp(l) >0,

diese zwei Bewertungen beide gleich 0, die entsprechenden Betrége gleich 1 sind. Es gilt also

2.2.2 Bemerkung : a) Es ist (I, P) = 1 genau dann wenn (I, P) = 1. Dies ist dquivalent dazu,
daB P nicht in der Zerlegung (I) =1 - Ok = [[ P{* von [ in Primideale iiber Ok erscheint.

(3

b) Sei ¢ eine natiirliche Zahl, N € Sp(n, D) eine symplektische Matrix, und S eine endliche
Menge von Primstellen, so da N und N~! O-ganz an allen P € S sind. Dann existiert ein, zu
allen P € S teilerfremdes, natiirliches | mit

Lh0ldl) € Tolg] = N™'Th0[g]N.
Dasselbe gilt dann natiirlich auch, wegen der speziellen Form der Inversen einer symplektischen

Matrix, wenn N O-ganz an SU S ist.

Beweis : Es gibt jeweils nur endlich viele Stellen an denen die Bewertungen von N bzw. N~! echt
negativ sind. Davon ist keine in S enthalten. Es existieren daher I’ 1" € N, mit (I',P) = (I",P) =1
fir alle P € S, so da3 I'N,I"N~! € M, (0). Fiir [ =1'l", ist mit M = E mod ¢l auch

NMN™'=E+q(I'N)M(I"N~")= Emod ¢. O

2.2.3 Folgerung : N erfiille obige Bedingung. Die Zuordnung

Fr= Y fN(Z) = p(J(N, 2)) " F(N(Z)),

definiert dann eine lineare Abbildung [[,[q], p,v] — [Tulql], o, 0N, pN(J(M, Z)) = p(J(MN, 7)),
MN = N-'MN, fiir eine geeignete natiirliche Zahl . O
Nun lokalisieren wir P(q).

2.2.4 Definition : Die Lokalisierung von P(gq) an einer Primstelle P von K = Z(D), bzw. einer
Menge S von solchen, ist

P(r:== |J P(gl), bzw. P(g)s:= [ | P(g)p. O
(I,P)=1 Pes

Da{leN; (LP)=1, VP COx}={leN; vp(l) =0, VP C O} = {1}, gilt

ﬂ P(q)p =P(q). AuBerdem ist P(q)p =P(g)p = P(q){PP}'
P

Man muf} noch 7 lokalisieren. Falls K total reell ist, so ist 7; und damit auch 7 ein Og-Modul.

Es gilt allgemein

2.2.5 Bemerkung : Die Lokalisierungen Mp = (Ok)p ® M und die Komplettierungen M\p =

(Ok)p ® M eines Og-Moduls M C D", erfiillen M = (Y Mp =[(MpND"). Das gilt insbeson-
P P

dere fiir O-Gitter £. O

Im reellen und quaternéren Fall kann man also 7 an jeder Primstelle lokalisieren und auch
komplettieren. Im komplexen Fall kann man nur an Primstellenpaaren {P, P}, bzw. allgemeiner
Mengen von Primstellen der Form S = S lokalisieren. Wir beriicksichtigen die (mogliche) Aufspal-
tung der Primstellen in P # P folgendermafen.
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2.2.6 Definition : Setze (Oppy)s :={z € Oypp, ; ¢ =T}, sowie
To = (T)p ={X =X € Mu(D); o(XY) € 2L, VY =Y € Mu(Oppy)},

und damit 7s := () 7p, fir S=S. O
PeS
Es ist klar, da man so fiir P = P, wegen Op = Op, tatsdchlich die Lokalisierungen erhélt. Es
ist auch Tp = T; eigentlich miifite man 7p mit ’T{ PP} bezeichnen, das wiirde die Notation jedoch
weiter belasten. Man hat

2.2.7 Lemma : Es gilt O* =(\(Opp,)". Es ist
P

~/ * - *
Tr ={X =X € Mn((O;ppy)"), zii =Tii € 2(0(ppy)5}
die Umschreibung von Tp auf Matrizform. Ferner gilt (\Tp =T .
P

Beweis : a) Liegt # € D in allen (O;p5,)" und ist y € O = Op, so ist 0(Ty) € Zy), fiir alle
(p) = PN Z, also 0(Ty) € Z, und damit z € O*. Umgekehrt sei z € O und y € O;ppy. Dann
existiert [ € Z, (I, P) = 1, mit ly € O, also ist o(Ty) = % -0 (Tly) € Zy), also O* C (O{P;})*, fiir
alle P.

b) Die Beschreibung der Matrixelemente von 7Tp, also Tp C My ((O;p5,)"), sowie die Form
der Diagonalelemente, folgt aus der Definition, genau wie die Beschreibung von 7 selbst aus dem
ersten Kapitel (5.1.14). Aus letzerer ergibt sich auch, zusammen mit dem folgenden Resultat iiber
die Diagonalelemente, die Formel {iber den Durchschnitt der Lokalisierungen.

c) Liegt z € D in allen (O{P,ﬁ})g, und ist y = 7 € O, so liegt y in allen (O{P7ﬁ})8; also ist
o(Ty) € QZ(,,) = Z, und daher Q(O{Pf})g C O5. Umgekehrt sei 2 € O und y =7 € O;ppy.
Dann existiert ein [, (I, P) = (I,P) = 1, so daf ly € O gilt, also ist o(Ty) € % 1L C Ly,
und damit 0% C (C’){ P,ﬁ}):%- Durch Symmetrisierung ergibt sich damit die Ausssage iiber die
Diagonalelemente. 0O

Man entnimmt dem Beweis, daf3 der Versuch, in der Definition von 7p die Bedingung durch
SVY = Y € M, (Op U Op)“ zu ersetzen, was nédher an ,,7p N 75" liegt, nicht zu was sinnvollem
fithrt. Damit erhalten wir

2.2.8 Bemerkung : Die Elemente f von P(q)p sind Fourier-Reihen, mit der Eigenschaft
a(T)# 0= ¢T € Tp,

denn es existiert I, (I, P) = 1, so dafl f € P(ql) gilt, also ¢IT € T, falls a(T) #0. Zu X = X ¢
M (Oppy) existiert weiterhin I, (I', P) = 1, so daB I'X € M,(0) ganz ist, also ist insgesamt
o(TX)€2 -t 7 -LC2 L -Ly),alsoT €L -Tp. O

Jetzt definieren wir den Unterraum der uns eigentlich interessiert.
2.2.9 Definition : Der singulire Raum M(q) besteht aus allen (vektorwertigen) holomorphen
Funktionen f auf der oberen Halbebene H}', mit der Eigenschaft, daf, fiir eine beliebige endliche
Menge S = S von Primstellen P aus K und jede Matrix M € Sp(n, 0s), fM € P(g)s gilt. O

Insbesondere gilt, fiir solche f, f = f¥ € P(q)p, fiir alle P, also f € P(q). Anderseits zeigt
obige Folgerung iiber konjugierte Kongruenzgruppen, dal Modulformen die Eigenschaft in der
Definition des singuldren Raumes besitzen. Es gilt also

2.2.10 Lemma : O(q) C > [Lulg], p,v] = > [Talgl,rs,vi;] CM(q) CP(g),0<r<n. O

V=Vy,s,L Vi,j

Nun betrachten wir noch M(q), das Bild von M(q) in P(g), und bilden

2.2.11 Definition : Es ist P(c0) := |J P(g). Entsprechend werden P(c0), M(oo) und M(oo)
gEN
gebildet. M(oo) heifit der grofie singuliire Raum. O
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Letzterer enthilt alle singuldren Modulformen (zu beliebigen Hauptkongruenzgruppen) eines
gegebenen Gewichtes. Ziel ist es zu zeigen, daf} er doch nicht zu grof} ist, im Sinne von ©(q) = M(q),
fiir beliebiges q.
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3.3 Die eingebettete Involution und deren Wirkung auf die
Fourier-Koeffizienten einer singuliren Modulform

Nun werden die Elemente der oberen Halbebene wieder in Blocke gespaltet, und eine ,, Teilinvo-
lution“ auf solch einen Block betrachtet. Das Verhalten einer singuldren Modulform, unter dieser
Wirkung, wird untersucht. Die Fourier-Jacobi-Entwicklung liefert einen wichtigen Zusammenhang
zwischen den Koeffizienten der urspriinglichen und der daraus entstehenden Modulform, die Um-
kehrrelation.

3.3.1 Die eingebettete Involution und ihre Wirkung auf Fourier-Reihen

Wir unterteilen, fir 0 < r < n, (n x n)-Matrizen iiber D bzw. D¢ wieder in Blécke

7 = (gﬁl) g) mit Zo = 23", 2, = 2", Zy = 28", und entsprechend T = (;’? ;)
fir Z € Hyund T =T € M, (D) C M, (Dg).
3.1.1 Definition : Die Matrix

=1 = (E:E:E E;ET)’ E, =E™ = (E((;) 8)’

heifit die eingebettete Involution der Stufe r (, vom Grad n). O
3.1.2 Bemerkung : [, ist eine symplektische Matrix, und wirkt gemif

—1 — 177/ —1
(2 71 E 0 [ Zo—257[Z)] —Z:1Z.
1,(Z) = (0 E)(—Z'1 —Zz) - ( -7Z;'7 722—21 . o

Man kann I, auf Elemente f von P(co) = JP(q,7,n), f(Z) = 3 a(T)e™ {74} anwenden.
g
Falls auch g € P(00), fiir

9(2) = p(J (I, Z2) " [I(2)) = e Det(Z2)~ % po ((_p a7, 2o ) U2,

gilt, so besitzt g ebenfalls eine Entwicklung g(Z) = 3. b(T)e™{TZ}  In beiden Summen durchliuft
T in Wahrheit nur ein Gitter in M, (D). Diese beiden Fourier-Reihen wollen wir vergleichen. Dazu

3.1.3 Lemma : Sei S = 5 > 0, S =80 e M, (D), 0 < r' < n. Dann besteht eine Bijektion
zwischen der Menge aller T = T = (f i) € M,(D), T = T >0, rank(T') = ', und der der
Matrizen G = GU'n=r") € D" n=r") " gegeben durch T = S[E"), 5G] = (gr S_?[G]).

Beweis : Wir wihlen eine Einbettung von D in eine Matrixalgebra iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper, z.B. unsere Standardeinbettung ¢ : D — Ms(L) C M4(C), L ein
Zerfallungskorper von K = Z(D). Da das Bild «(T") von T hermitesch ist, existiert ein unitdres U,
so dal «(T")[U] = D diagonal ist, und D den Rang 7 = r's hat. Insbesondere ist, nach eventueller
Anwendung einer Permutationsmatrix,

(T)[U]=D = (f’ff) g) = (Eg) in M,,(C).

B'DA DIB]
(insbesondere ist diese Matrix invertierbar), sowie t(G) = A' DB, und auBerdem

Zerlegen wir U~1 = (é g), so folgt ¢ ((55/ f)) =(T) = ( DlA] Z’DB). Es ist also ¢(S) = D[A]

D[B] = (B'DA) - (D[A]) ™' - (A DB) = «(G)u(S)""1(G),

also die Behauptung. O
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3.3.2 Eine weitere Form der Fourier-Jacobi-Entwicklung und die Um-
kehrrelation zwischen die Fourier-Koeffizienten von f und g

Wir fassen nun die Fourier-Koeffizienten von f erneut zu Funktionen zusammen.

3.2.1 Lemma : Sei f € P(c0). Die Fourier-Reihe f(Z) = Y a(T)e™ T4} besitzt eine Entwick-
lung

12)=" 3 on(Z, Zy)erioth%l,
T T,
T:(T(’i T;)
Ist Ty = S > 0 invertierbar, so gilt ©s(Z1,Z2) = SN a(S[E, S~1G))emiolS T [G12242G Zu}
Q=G (rn=r)

(In beiden Summen summiert man nur Gber ein Gitter, genauver gilt qT € T, fir f € P(q) =
P(q,r,n). Dies bedeutet wiederum q(G) C (O*)", sowie ¢S [G] € Tn—;.)
Beweis : Da Rang(f) = r gilt, mufl man obige Korrespondenz fiir 0 < v’ < r (und zusétzlich

T = 0) benutzen, es gibt ndmlich kein T' = (%9 ?) mit rank(7) > r und a(T) #0. O
1

Da, fiir U € Sl(n,0) mit U = E mod ¢, a(T[U]) = po(U ) (T) gilt, ist speziell mit U =
(Jogqg)’ (H) C 0", a(S[E,S™ "G + qH]) = po ((qu E)) a(S[E,S71G)). Es gilt daher

3.2.2 Bemerkung : ps(Z1,Z2)= Y. po (( G‘,ES L )
G mod ¢S
E 0 STE. S—1aN)emio S aSH+G] Zo+2(¢SH+G) 21} _
Z Po \\qSHIG) S E a(S[E, Je =

qSH=(¢SH) €¢S-0(rn—7)

S dop [ ] (S~1; Z»). Dabei ist die erste Summe endlich, £~ = Lx---x £ = g§-Orn=r)
G mod ¢S

und
PX) = po (&2 2)) oo (s ) alSIE,S7'G)). O
3.2.3 Folgerung : Es gilt f(I.{Z)) = > U I:_ZlC:Z—le (S74-Z;H+
i 2
+ Z (pTo Zl ,—Z )) mic{SZy— [Z1]ZZ—1}‘ -
rank(T)<r
Det(T()=0

Uns interessiert die erste Summe. Jetzt miissen wir die aufgetauchte Thetareihe invertieren,
wobei P, zumindestens noch an dieser Stelle, nicht als pluriharmonisch vorausgesetzt werden kann.
Wir machen die

3.2.4 Annahme : Es gilt g € P(c0). (Diese ist z.B. fiir Modulformen f € [U,[q], p, v] erfiillt, aber
auch allgemeiner fir f € M(q), nach Definition von M(q).) O

Dann folgt
3.2.5 Lemma : Es gilt 9, p |:_Z1(;Z2—1] (S —Z,;l) =

= ¢ Det(Zy) Fe TGN Yy [ 0] (S5 2), P(X) = P(X(=22)),

mit einer Konstanten c.
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Beweis : a) Die Beweisidee der Inversionsformel (vergleiche Kapitel 2, Satz 2.1.2) liefert, mit
GW) = dep [ G (S5 -20), w(0) = bep | 5] (S =2Z5Y) = S e(K), wobei

¢(K) = vol(£)~(n=n) / b(W)e 2K W gy,

die Fourier-Koeffizienten sind. Diese sind hier

¢(K) = vol(£)""™ Det(S) “3 Det <_%> ) 2mio{K G} pric{S[- 2125 "~ K2}

P <5—1/2 <Sl/2W(é)1/2 - S(-2125" - K)(—ZQ)>> e W W gy,
7

(r,n)
D]R

Dabei ist P(X) = P,(X) = po ((75}31/2 g)) a, mit einem Vektor a € Z, und es ist zu zeigen,

daB der Wert des Integrals P(SY/?(Z,Z;" + K)(—Z,)) ist. Dazu geniigt es zu zeigen, dal P
pluriharmonisch ist; tatséichlich zeigt man sogar, daf§ P konstant ist.

b) Nun ist der Wert des Polynoms als die Anwendung eines Operators L auf einen konstanten
Vektor gegeben, dieser Operator hat die Eigenschaft L(X; + X») = L(X1)L(X3), es gilt also

P(X; + X32) = po ((Y’lsEﬂm ;OE)) P(X>),

und man kann den Faktor pg (( - m/ g)) abspalten und vor das Integral ziehen. Fiir das
—42 2

iibrigbleibende Integral zeigt Freitag ([Fr2], S. 103) im rationalen Fall, daf es gleich dem Vektor
a ist. Im reellen und quaterndren Fall kann dieser Beweis iibernommen werden. Genauer wird
dabei gezeigt, dafl das Polynom P = P, fiir jedes a aus dem Unterraum, der durch die Fourier-
Koeffinzienten der Modulform aufgespannt wird, konstant, also insbesondere pluriharmonisch ist.
Dabher ist auch P(X) := P(X (%)1/ 2) mit seiner GauB-Transformierten identisch, das Integral ist
jedoch gerade deren Wert an der Stelle 0, also

P*(0) = P(0) = P(0) = a = po ((_5@,1 g)) a(S[E, S1G)).

Es ist sogar so, dafl pg ((7 Sbil /2 g)) trivial auf den erwidhnten Unterraum Z, wirkt.

¢) Im komplexen Fall ist eine ,komplexe Stelle“, also eine Darstellung py = p(()l) ® p(()z) auf

einem Paar Gl(n', C)? = Gl(n/, C® C) zu untersuchen, und ein Polynom P(X) = P(X(1) X)) =

Po ((7 Sbil /2 g)) a, a € Z fest. Hier erhilt man, nach der Argumentation von Freitag, P;(tX) =

o ((]g tQOE)) P*(X), und daraus wieder

tim po ((§ 5) ) P*(t72X) = P(X).
Dabei ist tE = (t1 E,t2E) = +(Z), mit einem Z = 7 € M, (C ® C), woraus t; = t5 folgt, und der
Vektor @ ist in einem gewissen Unterraum Z; enthalten, der durch alle a(7T') aufgespannt wird, und
ist fest aber beliebig. Daraus ist zu folgern, daf}, nach geeigneter Basiswahl, die Komponenten von
P und P* kostant(e Polynome) sind. Man kann nun wieder eine Basis von Z; wihlen, beziiglich

welcher die eingeschrinkte Darstellung py : C* — GI(Z2), po(t) = po ((E t%)), diagonal ist. In

dieser Basis werden die Komponenten von P und P* homogene Polynome, also P = P*.
d) Dann ist aber py konstant auf Z,. Betrachtet man nun die Darstellung

fo: ©F x € — GI(Z), pott) =" ((E2))@nt” ((52)),
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so ist po(t,t) = po(t) auf Zy konstant. Da man aber py diagonalisieren kann, und es sich um eine
polynomiale Darstellung handelt, wirkt auch po(t1,t2) trivial auf Zp, und man erhilt wieder, dafl

2 ((7 Z, g)) trivial auf Zo wirkt, O
Der Beweis ergibt auch den

3.2.6 Zusatz : Fir allet = (t1,... ,tm) € R™ und fir alle P = P,, a € 2y, gilt

Px) = o ((£.5)) PCO =0 (5,5 )e s (£,0)) Pa(X), fir alle X. ©

Nun folgt
3.2.7 Satz : Sei f € P(), f(2) = 3. a(T)e™ 77} eine Fourier-Reihe. Falls die Transfor-
mierte g von f ebenfalls in P(oc0) liegt, so gilt fir die Fourier-Koeffizienten b(T) von g(Z) die
Umkehrrelation

Bs(H) =c- Z as(@)emie T $6}

mit as(G) = po ((f% lg)) a(S[E,G)), Bs(H) := po ((7]% lg)) b(S[E, H]) und einer Konstan-

ten ¢ # 0. Die Koeffizienten Bs(H) sind nur fir H = H"=") ¢ D=7 qus einem Gitter
von Null verschieden. In der Summe, die iiber D7) [(qO"=") lguft, sind nur endlich viele
Summanden nicht-trivial.

Beweis : a) Wir setzen fiir invertierbares S obige Inversionsformel 3.2.5 in die Summendarstellung
3.2.3von g(Z) =c-p(J(I,,Z))"L f(I,(Z)) ein. Es gilt fiir die uns interessierenden Summanden

T _1 _1 ) .
Po ((_Z§17’1 _Z02—1)) Z c- e*27rw{G ZhZy }ﬁL*,ﬁ I:Z1gz ] (S’ Z2)e7rw{SZO75[21]22 }_
G mod £

_ E 0 E 0 —27mic{G' 7175 '} _mic{S[H|Z>+S[Z1]Z5*
G,H

p2mio{H' S 71} 2mic{(H+ 2 z;l)'G}ema{szofs[zl]zgl}po ((_éps_l g)) a(S[E,SG)).
Die Spur im Exponenten ist gerade o(SZy +2SH711 +S[H]Z, +2@IH) =o(S[E,H|Z) +20(§IH),
die zwei ersten Faktoren ergeben po ((5: J%)) Po ((E Zgl)). Der zweite dieser Operatoren &8t

jedoch den Rest des Produktes invariant, wie aus dem Zusatz 3.2.6 und der anschliefenden Be-
merkung 3.2.9 folgt.

b) Nun ersetzt man S~'G — G, bringt den obigen po-Faktor auf die linke Seite, multipliziert
also

1

9(2) = > b(T)em T2 mit po ((£3))

wobei ein Minuszeichen vor H' entsteht, und schreibt auf dieser Seite der Gleichung wieder alle

T= (f :), mit rank(T) =r,als T = (ﬁsr Sﬁ[q]). Danach vergleicht man die Teilsummen iiber die
Fourier-Koeffizienten dieser Form auf beiden Seiten der Identitét.

¢) Man mufl noch darauf achten, dal man nicht ,Information“ verliert, dal man also nicht
etwa b(T;) und b(T;), mit gleichem S = S(T;) = S(T}), aber verschiedenen G; # G, auf der Seite

von f zusammenfafit. Es ist jedoch

2 _ (2E.—F 0 2 _ Zo —7
2= (0 ), o= (%)
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I, wirkt also (fast) involutiv, f(Z) und f(I2(Z)) kénnen sich nur um eine Konstante unterscheiden,
wie der Vergleich der Fourier-Reihen ergibt. Dann miissen aber auch die Fourier-Koeffizienten
dieser beiden Funktionen, und damit auch die von f und g, da wir schon g € P(c0) angenommen
haben, aus demselben Gitter %7’ stammen, woraus die Behauptung folgt. O

Diese wichtige, rein algebraische Beziehung zwischen den Fourier-Reihen f und g ist die Ba-
sis der weiteren Untersuchung. Wir wollen noch obige Thetareihen als solche mit harmonischen
Formen als Koeffizienten erkennen. Dazu verallgemeinern wir erst eine schon benutzte

3.2.8 Bemerkung : Sei U € Gl(n,D), N = (UO’ U(ll)' Dann gilt aU(T[UI]) = po(U)a(T),

qT € T. Dabei sind a™¥(T) = aV(T') die Fourier-Koeffizienten der konjugierten Fourier-Reihe f%.
(Wir hatten bei der Fourier-Jacobi-Entwicklung den Fall U € Gl(n, O) Permutationsmatrix schon
benutzt.)

Beweis : Fiir Translationen M = (E g), ist NT'TMN = (]g H[[]{;l]) wieder eine Translation und

umgekehrt, die Perioden von fU liegen gerade in S(n, 0)V := S(n, O)[U~!]. Nun ist M,(0)V :=
M, (O)[U™] ein Z-Gitter in M, (D). Es ist, fiir

TV :={X e€8m,D); o(XY)=0mod 2, VY € S(n,0)V},

TU = (X =X[T), X €S, D) ; oUXTT YU ) =0mod 2, VY € S(n,0)} = T[T

Nun liefert der Vergleich von fU(Z) = Y aU(T)e“i"{Tz} und f(Z) = Y a(T)emoiT%}
qTETY qTET
das gewiinschte. O

Damit erhélt man
3.2.9 Bemerkung : a) Es ist as(G) = aY(S[E,0]), U = (_% ]%) Fiir U € Sl(n, D),

-

U=Emodq-UM,(O)U", ist po(U )a?(T) = a" (T[U)).

b) P(X) = po ((75]1:1/2 J%)) as(@) ist eine harmonische Form beziiglich der Darstellung
A= A0 0 ((E9)).

Beweis : a) Es handelt sich bei der ersten Aussage um einen Spezialfall obiger Bemerkung iiber
konjugierte Fourier-Reihen. Es ist, fiir U € Sl(n,0), U = E mod q, fU(Z[UUU™Y)) = f(Z[UU]) =
po(U™1)fY(Z), und Vergleich der zwei Fourier-Reihen ergibt das richtige Verhalten der Fourier-

Koeffizienten.
b) Sei zuerst A € SI(n —r,D), A= E mod q- UM, (O)U . Dann ist P(XA) =

- (et )@= (54 () () st~
= po ((EZO’)) P(X), da, mit U := (ﬁﬂzpﬁl) € Sl(n, D),

po(@)a” (STE,0)) = a” (ST, 0DIT ) = a” (5 [(2,0)(£ ,2.)]) = a¥ (51, 0)

gilt. Da dies jedoch eine polynomiale Identitiit ist, gilt sie allgemein fiir A € Sl(n — r, D). Nun
liefert der Zusatz 3.2.6 die Behauptung O
Nach derselben Argumentation ist aber auch allgemeiner pg ((g ﬁi )) as(G) = as(G). Dehnt

man nun P zu einem Polynom in X (™™ aus, und normiert man es auf

P(X) = Ps,c(X) = po ((%ﬁji ,%)) E(S)'as(@),
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X = (X1,X2), E(S) = E(S,£) =|6(S,L£)] = |{U € Gl(r,D) ; S[U] =S, U-L = L}, so erhilt
man

3.2.10 Bemerkung : Die Polynome P = Ps ¢ sind harmonische Formen, charakterisiert durch
Ps(S'2,0) = E(S) 'as(G). (Die sogenannte Einheitengruppe von S beziiglich £, £(S, £),
enthélt z.B. fiir £ = O" alle unimodularen U mit S[U] = S, und ist natiirlich eine endliche
Gruppe.)

Beweis : Mit geeigneten Permutationen folgert man die Harmonizitit fiir die iibrigen Koordinaten.
ES ist PS’G(XA) = PS,G(XlAl + X2A3, X1A2 + X2A4) =

— X' g-1/2 EB _
= pO(A )pO ((71571/2 2‘)) pO ((0 Bi)) E(S) 10(5(G),
mit geeignetem By = Bgﬂ’”ﬂ") und invertierbarem B, = Binir). Unter dem letzten po-Faktor ist
as(@) jedoch invariant. O
Somit haben wir einen Operator gewonnen, der auf die (konstanten) Vektoren ag(G) ange-

wendet, harmonische Formen liefert. Die daraus resultierenden Thetareihen werden wir in der
Fourier-Reihe f aufspiiren und sukzessive davon abziehen.



Kapitel 4

Modulformen als Fourier-Reihen,
algebraische Beziehungen
zwischen deren Koeffizienten und
ein endliches kombinatorisches
Problem

Ausgehend von der Umkehrrelation werden nun Modulformen, als Fourier-Reihen, rein algebra-
isch untersucht. Mit Hilfe von Komplettierungen werden Eigenschaften spezieller Darstellungen
von semi-positiven Matrizen gewonnen, die es erlauben, algebraische Relationen zwischen den
Fourier-Koeffizienten herzuleiten. Genau dazu ist es notwendig von einer maximalen Ordnung O
auszugehen, wie wir sie im ersten Kapitel wéhlten. Damit wird das Problem der Erzeugung von
singuldren Modulformen durch Thetareihen schliellich auf das ,,fundamental lemma“ von Freitag
zuriickgefiihrt.

87
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4.1 Die reduzierte Determinante und spezielle Darstellun-
gen von semi-positiven Matrizen

In diesem Abschnitt werden semi-positive Matrizen untersucht. Ziel ist es, solche in einer einfachen,
ausgezeichneten Normalform darzustellen. Im Siegelschen (rationalen) Fall ist dies trivial. In userer
Verallgemeinerung miissen wir die Methode von Freitag aus [Fr3] teilweise auf Komplettierungen
erweitern, und dabei unbedingt von einer maximalen Ordnung O = O in D ausgehen, wie wir sie
fest gewihlt haben.

4.1.1 Die reduzierte Determinante einer semi-positiven Matrix und Fol-
gerungen iiber deren Darstellungen

In der rationalen Theorie singuldrer Modulformen stellt man an dieser Stelle jede rationale sym-
metrische Matrix 7 = 7' = T > 0 vom Rang 7, 0 < r < n, als T = (gg)[U], S =50 >0,

U € Sl(n,Z), dar. Dies ist hier nicht moglich. Man kann jedoch das Lemma 3.1.3 aus dem dritten
Kapitel verbessern, und 7" rational diagonalisieren. Es gilt genauer

1.1.1 Lemma : Zu jeder hermiteschen semi-positiven Matriz T = T™ ¢ M, (D), mit 0 <
rank(T) = r < n, ezistieren
UeSl(n,D) und S=35 >0, so daf T = (gg)[U]

gilt. Ist S = S eine endliche Menge von Primstellen von K (und O = O wie immer mazimal), so
kann man U € Sl(n, Og) erreichen. Insbesondere existiert zu jedem P C Ok eine Darstellung

T = (5 0)[Upl, Up €810, 03y, Sp = Jp(Sp) = J(Sp) >0, Sp € My(D).

Beweis : a) Die Aussage iiber D selbst ist klar, und allgemein geniigt es natiirlich r + 1 = n zu
behandeln. Da dann ein 0 # g € D" existiert, mit g = 0, und Z~' - O = D gilt, findet man sogar
ein solches g € O". Ergéinzt man dieses zu einem U = (x--- % g) € M, (D), so ist
T[U] = (x---% 0) und T[U] = (T[0]), also T[U]=(39).
Es geniigt also, fiir eine Primstelle P ein unimodulare Ergénzung U € Sl(n, O;pp,) = Sl(n,Op N
Op) zu finden. Dann ist dies auch fiir endlich viele Stellen gleichzeitig moglich. .
b) Uber der maximalen Ordnung Op existiert stets eine Ergénzung U € Sl(n,Os), S := {P, P},
da wir es hier mit Hauptidealringen zu tun haben. Um dies zu zeigen, benutzen wir den Kern eines
*

0
Lemmas von GauB, zeigen also, dafi ein U € Sl(n, Os) = Sl(n, OpNO%) existiert mit Ug =

0
Es geniigt den Fall n = 2 zu behandeln. Da Permutationsmatrizen in Sl(n, Os) liegen, kénnen wir

g1 # 0 annehmen, und wihlen U so, dafl der Betrag |z;|p minimal unter allen Ug = = = (;;)

1r
01

Wahl von r € Og, 2o = 0 zu folgern, indem man aus der Annahme x5 # 0 einen Widerspruch zur
Maximalitidt der Bewertung v, (z1) konstruiert. Es geniigt dazu zu zeigen, dal man immer ein r
findet, so daB vp(x; + res) > vp(z) gilt.

¢) Die Frage reduziert sich also, nach abspalten der Potenz 7VF(#2) yp(zy) < vp(z1), auf die

T1+TrTe

wird. Danach wenden wir ( s

) auf = an, und erhalten y = ( ) Es ist daraus, durch geeignete

Auflssung von z; +r'z; = 0 nach r' in der zugehorigen Restalgebra. In (Op)p = M, ((&p)P) ist
diese aber stets moglich, falls zo # 0 (, wobei ,( ) ,“ die Restalgebra bedeute), da es sich um eine
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Matrixalgebra {iber einem endlichen Korper handelt. Man erhilt also v’ € Op mit |z; + r'zs|p <
|z1|p. Nach dem schwachen Approximationssatz gibt es dann aber auch r € D, r = ' mod P und
r € Op, fiir dieses Element von D gilt also

|z1 + rzs|p < |z1|p und r € Og,

im Widerspruch zur Minimalitét von |z |p. Es muf} also bereits x2 = 0 gelten. O

Es sei noch bemerkt, dafl wir bis jetzt stéindig die Invarianz der Ordnung O unter der Involution,
nicht aber deren Maximalitdt benutzt haben. Hier wurde zum erstem Mal tatséchlich angenommen,
daB O = O bereits maximal ist. Kann man umgekehrt fiir jedes T = T € M,,(D), mit rank(T) =
r < n, und jede Primstelle P ein U € Gl(n, Op) finden, so dafl TU = (T(””’),O(”’”’”) gilt, so
betrachte man ein beliebiges rechts-O-Gitter £ C D". Dieses ist endlich erzeugt, also existieren

n>r und X = X" e DO mit (X)) = L.

Ergiinze X irgendwie zu T = T(") = ()f ), rank(7T) = r, und finde dazu ein geeignetes unimo-

dulares U, mit TU = (x,0). Dann folgt, dal Lp = (Ok)p ® L =2 OF ist, also ist, da P beliebig
war, jedes solche Gitter lokal frei, also, nach allgemeinen Sitzen iiber Dedekindringe, projektiv.
Damit ist aber O erblich, und dann sogar maximal (, siehe z.B. [Re], Abschnitt 40). Nun fiihren
wir folgende Hilfsgrofie ein.

1.1.2 Definition : Wir setzen, fiir eine Darstellung T' = (SOP 8)[Up], Up € Sl(n,Oppy), wie

oben,

Sp(T) := | det(Sp)|p", und dann §(T) := [ 6p(T).
P

Diese Grofle nennen wir die reduzierte Determinante von 7. O

Wir erinnern daran, dafl ,det(Sp)“ die Determinante des Bildes von Sp in M,.(Dy) = M,(D)®
L bedeutet, L ein Zerfalllungskorper von D, also die reduzierte Norm Ny (py/x (Sp), dp(T) ist
das inverse deren P-Betrages.

1.1.3 Bemerkung : Die dp(T) hingen nicht von der Wahl der Darstellung ab. Die reduzierte
Determinante ist eine wohldefinierte positive rationale Zahl, und sogar ganz, falls T' € M,,(O) gilt.

Beweis : a) Sind T' = (SOP 8) [Up] = (§OP 8) [Up] zwei solche Darstellungen, so folgt

(r8) = (o) [ Br)] = oty 2252 (5t 577 ) = (o ian " S )

also Bp = 0, wegen Sp > 0, und §p = Sp[Ap]. Die Elemente von Ap, Jp(Ap) € M,(Op) haben
aber sdmtlich nicht-negative P-Bewertungen, vp(a;;) > 0, also gilt

|det(Sp)|p < |det(Sp)|p,

und damit, aus Symmetriegriinden, die Gleichheit.
b) Die P-adischen Betrige der Normen der Sp sind positive rationale Zahlen (, und nur endlich
viele sind von 1 verschieden). Dann ist auch, wegen

(5; g) = T[U'] € Ma(Oppy), falls T € M, (0) gilt,

6p(T) € Zy), (p) = ZN P, fiir alle P. Nun kann man Up (O-) ganz an der Menge S aller Stellen
wihlen, an denen {iberhaupt 0p(T) # 1 ist. Da aber dann alle auftretenden Elemente positive

Bewertung an allen diesen Stellen haben, und vp(1) = 0 fiir alle P ¢ S gilt, liegt §(T") = ] dp(T)
Pes
sogar in
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Die Geschlossenheitsrelation 2.1.12 zeigt uns, dafl 6(T) eine sinnvolle Verallgemeinerung der
Determinante ist. Falls man n&mlich sogar eine unimodulare Darstellung T' = (gg)[U 1, U €

Sl(n, O), von T hat, so ist 6(T) gerade die Determinante von S. Die reduzierte Determinante mifit
T in folgendem Sinne.

1.1.4 Bemerkung : Seien T7,T> > 0 zwei (n X n)-Matrizen {iber D vom selben Rang r, und
es existiere, fiir jede Primstelle P, eine Matrix Gp € Mn(O{P;}) mit T» = T1[Gp]. Dann gilt
d(T>) > 6(T1). Gleichheit gilt genau dann, wenn man sogar an allen Stellen eine unimodulare
,Ubergangsmatrix“ Gp = Up € Sl(n, O{P,F}) findet.

Beweis : a) Der obige Beweis liefert die Ungleichung 6p(T%) > §p(T1) an jeder Primstelle, daraus
folgt sie fiir das Produkt, da es sich um positive Zahlen handelt. Wenn Gleichheit gilt, muf} also

0p(Ty) = 0p(T>), fiir alle P, gelten. Aus den Darstellungen T; = (S"O'P 8) [U; p), i =1,2, folgt

(%570) = (%" 8) Wr.pGrU, 1)

Ap 0

und man erhélt wieder die spezielle Gestalt Uy pG pU;’ 113 = ( L.

) fiir die Ubergangsmatrix. Da
Si,p,S2,p > 0 beide positiv sind, mufl Ap invertierbar sein, und die Gleichheit der P-adischen

Determinanten liefert dann sogar Ap € Gl(r, Og), S := {P, P}, also insbesondere
T = NM,,(D)/K(AP) = det(A4p) € (OK);; N (OK)% C Og

»& € O “ soll bedeuten, daB die Determinante von Ap sowohl in Op, wie auch in O invertierbar
ist.

b) Nun muf} ein zp € Og gefunden werden mit det(zp) = det(Ap). Es gibt jedoch ein sehr
viel stérkeres Theorem von Eichler, das besagt, dafl man zu einem beliebigen = € Ok, das Norm
eines Elementes x; aus D ist, sogar ein liber O ganzes Element x5 mit derselben Norm findet,
also dieses Problem global 16st ([Re], Abschnitt 34, insbesondere (34.8)). Dieses liegt in einer
maximalen Ordnung. Da im lokalen Fall je zwei maximale Ordnungen konjugiert sind, findet man
ein zp € Op mit der richtigen Determinante. Nach dem schwachen Approximationssatz kann man
gleichzeitig xp € Op erreichen, also zp € Os.

c) Bilde nun Bp := (E(nfrfl) 0 )71 = (E 0 ) Dann ist | det ((AP 0 )) |p =1, und

0 zp 0 z;1 0 Bp

Up = U;]g(AOP B(’P)UQy € Sl(n, Os)

liefert T [Up] = (SP[OAP] 8)[U2,p] = T5. Man beachte noch, dal man fiir n > 2r trivialerweise

Bp = (E("(;ZT) Aql) wihlen kann, das ist der fiir uns wichtigste Fall. O
P
Um, unter Umsténden, aus diesen Up ein unimodulares U erhalten zu kénnen, brauchen wir
1.1.5 Lemma : Seien W = W) Q = Q") ¢ D" (0 < r < n, zwei Matrizen vom selben
Rang r, mit
L=W)=(Q), sowieW —-Q€q-L",

fiir eine natiirliche Zahl q. Dann existiert ein unimodulares U € Sl(n, O), U = E mod ¢, so daf§
WU = Q gilt.

Beweis : a) Der rechts-O-Modul £L =) w; - O =>q; - O, W = (w1 - wy), @ = (q1 - qn), ist
endlich erzeugt und torsionsfrei. Die zwei linearen Abbildungen O™ — L,

z=(21,...,2,) — W(x) ::Zwimi =Wz und z = (z1,...,2,) — Q(z) ::Zqixi =Qz

haben dasselbe Bild. (Die jeweils rechte Seite dieser Gleichungen ist als Matrixmultiplikation zu
lesen, und z = z(™Y als Spaltenvektor aufzufassen.) Bezeichnet man die entsprechenden Kerne
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mit ; und K, so erhilt man zwei kurze exakte Sequenzen
0— K — 0" —L—0, i=1,2

Nun ist £, als O-Gitter tiber einer maximalen Ordnung projektiv, (siche z.B. [Re], (40.1)-(40.6),)
und die Sequenzen zerfallen. Man hat also zwei Zerlegungen

Onzﬁl@’C1:£2@K2, L1 =2Ly =L,

b) Nun sind £y, L2, K1 und Ky O-Gitter. Nach einem Korollar zum Kiirzungstheorem von
Jacobinski ([Ro], VIIL.5.8, die sogenannte Eichler-Bedingung ist fiir n > 1 stets erfiillt,) gilt jedoch
dann die Kiirzungsregel, weil jede Lokalisierung Op ein Hauptidealring ist, und daher jedes Gitter
lokal frei ist, also K1 = Ky. Man erhiilt dann einen Automorphismus ¢ : O™ — O", der obige
Abbildungen verbindet, also

Q(z) =W(p(x)) fir alle z € O™.

Dieser entspricht gerade einer unimodularen Matrix U € Sl(n,0), mit WU = Q. (Fir r = n
koénnte man i.a. nur U € Gl(n, Q) erreichen.)

c¢) Falls nun ein Ue Sl(n, O) existiert, mit U=U mod g und WU = W, so ist
W(ﬁ_lU) =WU=Q und U~'U = E mod ¢.
Man betrachte also die arithmetische Gruppe G(O) =
=Gw(0):={AeSl(n,0); WA=W} CGw :={A € M,(Dg) = M,s(C™); WA=W}.

Die Voraussetzung besagt, dafl WU = @Q = W mod ¢ gilt.
d) Man kann annehmen, dafl W = (E,0) gilt. Man kann né&mlich W von links und rechts mit
Uy € Gl(r,D) und Us € [ Sl(n,Op) multiplizieren, und W := U; WU, betrachten. Ist nun

(¢,P)#1
Ac GA so ist, W/T W, also auch WUQA\ WUs, und damit A := Ug/TU{l € Gw . Es gilt also
Gw = U2GA . Beweist man daher, dafl G(0O) starke Approximation hat, so hat sie Gyw (O)

ebenfalls. B o
e) Wir zerlegen nun U = (CD), also @ = (E,0)U = (A, B). Falls ein U = (gg) € G(O)
wie gewlinscht existiert, so ist

Die Bedingung W — Q = W(E —U) € ¢ - L™ liefert aber auch A = E mod ¢ und B = 0 mod g.
Man kann immer C' = C mod ¢ wihlen, und braucht noch ein Urbild D € Sl(n — r,®) vom Bild
von D unter der Restriktion modulo ¢, D € Sl(n — r,0/qO). In [BM] (S. 101) findet man eine
Bemerkung von Matsumoto, die dies liefert, da O/qO semilokal ist. Man kann aber auch mit
dem starken Approximationssatz (aus demselben Band, S. 187-8) argumentieren: ¢ hat endlich
viele Primteiler P in O, fasse diese zu S zusammen. Man betrachtet die Bilder Dp von D in
M,—)(Op) modulo P. (Fiir (¢, P) = 1 sind diese trivial.) Da S endlich ist, findet man ein
De Sl(n — r, D), mit D e Sl(n — r,0p), P ¢ S, und sogar D = Dp mod P, P €8S, also das
gesuchte. O

wil=}

(E,0)=W =WU = (4, B), also ﬁ:(g

Damit kénnen wir nun obige Bemerkung erweitern, bzw. umkehren.

1.1.6 Lemma : Seien T1,T> > 0 zwei semi-positive (n X n)-Matrizen iber D vom selben Rang
r, 0 < r < n, und es gelte §(Ty) = 6(Tz). Ferner existiere G € M,(O) mit T, = T1[G]. Dann
existiert sogar eine unimodulare Matriz U € Sl(n,O) mit derselben Eigenschaft. Falls zusitzlich
G = E mod q gilt, so kann man auch U = E mod q erreichen.
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00
U € Sl(n,D) und S = S > 0. Setze W := (A, B), und erhalte

Beweis : a) Es existiert eine Darstellung 77 = (SO)[ﬁ] = (SO) [(ég)] = S[A, B], mit

T, =T1[G] = SIWG] = S[Q], mit Q = WG,
also (@) C (W). Falls hier sogar Gleichheit gilt, so existiert U € Sl(n, Q) mit WU = @, also
T, = S|Q] = S[WU] = Th1[U].

Auflerdem folgt aus G = E mod ¢ auch Q = WG = W mod ¢ - L™, L = (W), also der Zusatz. Es
ist also, fiir jede Primstelle P (einschliefllich der unendlichen), (W)p = (Q)p zu zeigen.

b) Nach obiger Bemerkung iiber die Gleichheit von reduzierten Determinanten existiert fiir
jedes P ein Up € Sl(n,O(ppy), mit Ty = T1[Up], also S[Q] = S[WUp]. Finde nun wieder ein
invertierbares U; und ein an P und P unimodulares Uy, mit U; QUs = (E,0) (beachte rank(Q) =
r), und arbeite mit diesem weiter, sowie mit ﬁlWﬁ}U p anstelle von W, wodurch die fragliche
Gleichheit der Erzeugnisse unbeeinflufit bleibt,

(UL QU p = Uy - (Q)p und (WWUUp)p = Uy - (W)p.

Dann ist S[Q] = (3 °) = S[Wy, Wa], also W = (W4,0), Wi € Gl(r, D).
00
c) Jetzt gilt

(@Qp=(E)p=0p C(W)p=(Wi)p,

also (W, ') p C O, und damit W™ € M,.(Op). Genauso gilt W' € M, (Op). Wegen S[W;] = S,
also dquivalent S[W, '] = S, muB dann aber sogar W, € Gl(n,Ap) gelten, also auch (W)p =
(W1)p = O%. Natiirlich gilt auch (IW)o = (Q)so, da rank(W) = rank(Q) = r, also W - D) =
Dr=@Q-DY. O

4.1.2 Die kanonische Darstellung einer semi-positiven Matrix von ge-
gebenem Rang

Wir werden semi-positive Matrizen T € M, (D) hiufig als T = S[Q] darstellen, mit S = S(") > 0,

wobei r der Rang von T ist, rank(7T") = r. Es gilt folgende relative aber doch weitgehende

1.2.1 Eindeutigkeit der Darstellung : Seien S = S >0, S = §8")~> 0, Q = Q"™ und

Q = Q"™ Matrizen iiber D, simtlich vom Rang r, und es gelte S[Q] = S[Q]. Dann existiert eine

Matriz A € Gl(r, D), mit S = S[A] und Q = AQ.

Beweis : Es existieren Ergiinzungen U = (Q) U = (?) € Sl(n, D). Es gilt dann

(59)w1=(55)@n,

also hat UU ! wieder die Form (A 0). Wegen der Bedingungen an die Ringe ist dann aber A

* ¥

invertierbar und S = S[A]. AuBerdem ist (Q) =U= (A 0)(7 = (A*Q). O

* *
Im Gegensatz zu D, ist iiber O nicht jede Matrix ergédnzbar.

1.2.2 Definition : Eine Matrix Q = Q" ¢ D" yom Rang r heifit primitiv, falls sie ganz

ist, und zu einer invertierbaren Matrix U = (?) € Sl(n, O) ergénzbar ist. Sie heifit primitiv an

der Primstelle P, falls die entsprechende Aussage iiber Op gilt, und primitiv an der Menge S von

Primstellen, falls sie dies an jedem P € S ist. O

Wir wihlen nun eine ausgezeichnete, in gewissem Sinne ,minimale“, Ergdnzung aus. Diese
werden wir bei der Darstellung von semi-positiven Matrizen T' = S[Q] benutzen.
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1.2.3 Lemma : Sei Q = Q") € D" 0 < rank(Q) = r < n. Es existiert dann eine Erginzung
U € Sl(n, D), Q = (E,0)U, so dap, fiir jedes X = X(n"=7) ¢ D»n=r) ypd

Qx = (E,X)U, (Q)C(@x)

gilt. Man kann erreichen, daff U an den Primstellen unimodular ist, an denen @ primitiv ist.

Beweis : a) Wir zeigen, daf} ein geeignetes U existiert, so dall (Q)p C (Qx)p, fiir jedes X und jede
Primstelle P, gilt. Man findet, fiir jedes P, ein Ap € Gl(r, D) und ein Up € Sl(n,Op), mit Q =
(Ap,0)Up. Wihle wieder ein zp € Op mit der Norm det(Ap), und bilde Bp = (E(nfrfl) 91)_

0 Tp
Dann ist Q = (B,0)(“y 5, )Up, mit (7 5, )Up € Si(n, D).

b) Die Menge S aller Primstellen, an denen ein Element von () eine nicht-triviale O-P-
Bewertung hat, ist endlich. An allen weiteren Stellen P liegt @ in ((’)}X;)(“"), besteht also nur
aus Einheiten von Op. Nach dem starken Approximationssatz existiert ein U; € Sl(n, D), mit

U, = (AOP BUP)UP mod P, P€S, und U; €Sl(n,Op) sonst.

Es existiert also, zu jedem P, ein Vp € Sl(n,Op), so dafl (AOP E?P)Up = U, Vp gilt, also Q =

(E,0)U,Vp.
c) Setze nun W := (E,0)U;. Es gilt (Q)p = (W) p, fiir alle P. Dann existiert aber, nach obigem

Lemma, ein unimodulares U € Sl(n, 0), mit @ = WU, also Q = (E,0)U, U := U,U € Sl(n, D),
und U sogar ganz an den Stellen, an denen @ primitiv ist. Sei nun Qx = (E, X)U. Dann gilt

(@ = (B0 5. )Ur)e = (EBO( 5.)), = (Ar,0)p

C{(Ap, XBp))p = (B, ) (7 5. )Up) = (B.X)U)p = (B, X)U)p = (Qx)p. O

Diese Minimalitétseigenschaft ist niitzlich in Verbindung mit

1.2.4 Lemma : Seien S = S > 0, Q = Q"™ und W = W) Matrizen vom selbem Rang
0 <r <n, mit S[Q] = S[W] und (Q) C (W). Dann gilt sogar (Q) = (W).

Beweis : Es existiert, wegen obiger Eindeutigkeitseigenschaft, ein A € GI(r, D) mit S = S[A] und
@ = AW, und auflerdem, zu einer beliebigen Primstelle P,

Uy € Gl(r,D), Us € Gl(n, Op), mit U;QUs = (E,O)

Nehme also wieder @) = (E,0) an. Dann ist W = (W1,0), und O% = (Q)p C (W1)p liefert wieder
Wi € Gl(r,Op), und damit (Q)p = (W)p. Da P beliebig war, folgt die Behauptung. O
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4.2 Der Begriff der (potentiellen) Kernform einer Modul-
form, Folgerungen aus der Umkehrrelation

Es wird der wichtige Begriff der Kernform einer (singuliren) Modulform eingefiihrt. Das sind
spezielle Matrizen, deren zugehorige Fourier-Koeffizienten nicht verschwinden. Die Umkehrrelati-
on erlaubt es, Aussagen iiber solche zu machen. Um diese herum aufbauend, werden spéter die
Thetareihen konstruiert, die die Modulform erzeugen.

4.2.1 Der Begriff der Kernform, Eigenschaften von solchen

Nun definieren wir, genau wie Freitag in [Fr3], die ,,Keime* unser Thetareihen.
2.1.1 Definition : Sei f € P(c0), f(Z2) = Y a(T)e™ {74} eine Fourier-Reihe. Eine Matrix
T=T0=T > 0, mit 0 < rank(7T) = r < n, heifit Kernform von f, oder f-Kernform (bzw.
einfach Kernform), falls a(T") # 0 gilt, und folgende Eigenschaft erfiillt ist: Zu jedem weiteren T'
vom selben Rang r, mit a(T") # 0, das eine Darstellung T' = T'[G], G € M,,(O), erlaubt, existiert
sogar ein unimodulares U € Sl(n, 0), so da T = T[U] gilt. O

Wir erinnern daran, da§ Matrizen T, mit a(T") # 0, hochstens den Rang r haben, dieser wird
genau dann angenommen, wenn 0 # f € P(o00) gilt. Es gilt
2.1.2 Bemerkung : Sei f € P(o0), Rang(f) = r. Dann besitzt f eine (f-) Kernform.

Beweis : Es existiert ein ¢, so dal f € P(q) gilt. Alle nicht-verschwindenden Fourier-Koeffizienten
a(T) # 0 gehoren dann zu einem Gitter, ¢T € T, also existiert

0 <6 :=min{d(T) ; a(T) #0, rank(T) =r}.

Ein T' = T1_mit dieser reduzierten Determinante erfiillt jedoch die Bedingungen des Hilfssatzes
1.1.6, falls T = T, eine Darstellung 77 = T3[G] erlaubt, da ja dann § > §(T%) gelten muf, also
Gleichheit. O

Damit kommen wir zu Darstellungen, die wir dann mit der ausgezeichneten Minimaldarstellung
aus dem letzten Abschnitt vergleichen werden, um Einschréinkungen an die f-Kernformen zu
gewinnen.

2.1.3 Lemma : Seien f € P(q), T eine Kernform, T = (gg)[U] eine Darstellung von T,

mit U € Sl(n,D) (so eine muf ja eristieren) und Q = Q™) die zugehérige Einschrinkung von
U= (?), also T = S[Q]. Falls W = W™ egistiert, mit a(S[W]) # 0 und (Q) C (W), so sind

diese Moduln sogar gleich.

Beweis : Die Bedingung (Q) C (W) liefert die Existenz einer Matrix A € M, (O) mit Q@ = WA,
also, fiir

T:=S[W], T[A]=S[WA]=S[Q]=T.
Da aber T Kernform ist, gilt sogar T = T[U], mit unimodularem U. Dann ist jedoch (Q) C (W) =

(WU), und S[Q] = S[WU], also die Behauptung, nach Lemma 1.2.4. O
2.1.4 Satz : Seien T = S[Q] eine Kernform von f € M(q), L = (Q) und 0 < r < n. Dann gilt

qSTYH] € Ty, fiir alle H=H"""") ¢ (L),

falls n —r > 1 ist, und dann folgt sogar ¢S™'[H] € T, fir H = H"™") mit (H) C L* und
beliebigem n'. Dies wird stets angenommen.

Beweis : a) Die Bedingung ¢S~ *[H] € T, fiir alle (H) C £* ist dazu fquivalent, dal ¢S—1[h] € T}
und 7' (¢S~1)h € O, fiir alle h, h € £*. Es geniigt also ¢S~ [H""=")] € T,,_,, fiir H € (L*)"~T,
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zu zeigen, um die entsprechende Aussage fiir beliebige n’ zu erhalten, fiir alle n bis auf den
ausgeschlossenen Grenzfall n = r + 1. N

b) Die Bemerkung iiber die Eindeutigkeit der Darstellung (1.2.1) liefert, zusammen mit £ =
(Q)=(A1Q)=A'.Lund L* = A -£*, sowie ¢S '[A H] = ¢S~![H], daB es geniigt, die Aussage
fiir eine Darstellung zu zeigen, sie gilt dann fiir jede. Ferner mufl diese nur lokal nachgewiesen
werden, im Sinne von

¢S '[H] € (To—r)p, fiiralle (H) € L*-Os C (L-0s)*, S:={P,P}.
Dabei ist £ - Og der Og-Modul = Lp N L5, und unter (£ - Og)* ist
(L-0s) ={zxeD"; o(Ty) € Ly, Yy € L-Os},

(p) = ZN P = ZN P, zu verstehen. Das umfaft aber (Lp)* U (L5)* und damit £* - Os. Ein

x € L* liegt ndmlich in jedem L* - Og, aus den lokalen Aussagen und (H) C L* folgt also

qST'[H] € N(Tn=r)p- AuBerdem ist der Durchschnitt aller 7p gerade T, wie im dritten Kapitel
P

(Lemma 2.2.7) gezeigt. Die Bedingung an der unendlichen Stelle, also ¢S~![H] € S(n — r, D), fiir
alle H € D(r"m=7) gt selbstversténdlich.
c) Sei also P eine Primstelle, und die Darstellung T = S[Q] = (g 8) [U] sei so gewiihlt, daf
U € Sl(n, Os) unimodular an S, also insbesondere @) primitiv an P und P ist. Dieses U kann man
dann aber nach Lemma 1.2.3 sogar so wihlen, daf es die Minimalitétseigenschaft ((E,0)U) C
~ —r—1
(E,X)U), fiir alle X = X" ¢ D" besitzt. Betrachte nun, auBer f, auch f := fU  und

g :=9(f), also

f(Z) = po(U’—l)f(Z[U:—l]) = S @(T)e o T7) und

9(Z)=c- Det(Zg)_%pO ((72517,1 7202_1)) f(L"(Z)) — ZZ(T)GMU{TZ}.

Da, nach Definition von M(q), f,§ € P(q)p gilt, durchlaufen die Koeffizienten dieser Fourier-
Reihen - 7p. Genauer durchlaufen die Koeffizienten von f das Gitter : LU = 7T
(vergleiche Bemerkung 3.2.8 aus dem dritten Kapitel), und da U € Sl(n, Og) ist, ist tatsdchlich
TIUY] € Tp C S(n,D) (und Gitter). Deswegen kann man f mit f(Z) = 3 a(T)e™o{TZ},
qT € T, vergleichen, und es gilt a(T') = po(Ul_l)a(T[U]), qT € Tp.

d) Die Umkehrrelation (Kapitel 3, Satz 3.2.7) lautet

BS(G) —c- ZaS(X)e%rw{@’SX} —c- Zpo ((—EY’ J%)) pO(UI_l)G,(S[(E’X)U])GQﬂia{aISX}‘

Nach Voraussetzung ist a(S[(E,0)U]) = a(T) # 0, also existiert, nach Vertauschung der Rollen
f < G (und weil I, quasi-involutiv wirkt), auch ein G mit Ss(G) # 0. Nun ist 7' Kernform, also
folgt, nach obigem Lemma und aus der Minimalitétseigenschaft von (E,0)U, aus

a(S[(B, X)U)) #0 auch ((E,X)U) = ((E,0)).

Damit muf aber X = X (=" ¢ D("n=7) sogar O-ganz an P und P sein, = € O(ST’"#). Aus der
Gittereigenschaft von T[U '], in dem die Fourier-Koeffizienten a(S[(E, X)U]) ja liegen, hatten
wir, beim Beweis der Umkehrrelation und von 3.2.3 ausgehend, schon gefolgert, dafl diese nur
fiir endlich viele X von 0 verschieden sind, also existiert ein [ € N, (I, P) = 1, so daf3 sogar
[-X € On=7) (fiir alle solche X) gilt.

e) Sei nun H € (0*)(""="). Dann gilt 2@ {0S~TH)'SX} = 1 fiir alle X, also

Bs(G +1S7'H) = Bs(G).
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Da aber aus Z(T) # 0 auch ¢T € Tp folgt, muB ¢S[E,G + IS~ H] € Tp, fiir alle solche H gelten,
also

q>S™'H] + ql(H G+ G H) € (Th_r)p.

Da n —r > 1 ist, betrachtet man (vergleiche auch Kapitel 2, Bemerkung 2.2.6) die speziellen
H = (h0---0) und H = (0h0---0), h € (O*)", spaltet so die linearen Terme ab, und erhilt
¢S~V H] € (Tor)p.

f) Nun kann man jedoch iiberall auch H € ((0*)p N (0*)5)™" ™) zulassen, da man dann
immernoch ein geeignetes [, (I, P) = 1 findet, wie in e gefordert, und erhélt dann auch

¢STH] € (T_r)p, fiix H € ((0Op)" N (O,

Es folgt also die Behauptung, da ja die Darstellung primitiv an P und P gewihlt wurde, also
LCLpNLp =(Q) Os = Of und damit auch

£7-0s = (£7)p N (L) = (Lp)" N (Lp)" = (OF)" N (OF)".

(Man konnte in e auch gleich mit dem allgemeineren H arbeiten, wiirde dann im Exponenten jedoch
nur ein Element aus Z,), (p) = Z N P, erhalten, und miifite wieder ein geeignetes [ einfiigen und
lokalisieren.) O

4.2.2 Potentielle Kernformen einer Fourier-Reihe aus dem singulédren
Raum

Diese starke Einschrinkung an Kernformen benutzt man nun als notwendige Voraussetzung fiir
deren Existenz. Man hat die folgenden Kandidaten.

2.2.1 Definition : Sei f € P(c0). Eine hermitesche semi-positive Matrix T' = T(%) = T >0,
vom Rang 0 < r < n, heif3t potentielle Kernform, der Stufe ¢, von f, falls ¢I" € T im zugehorigen
Gitter liegt, und fiir eine Darstellung 7' = S[Q], S = S =5 > 0, und das Gitter £ = (Q),

gS7UG) € T, firalle (G) C L*,

gilt. O

2.2.2 Bemerkung : Die zweite Bedingung in der Definition gilt dann automatisch auch fiir jede
weitere Darstellung T' = S[Q] von T', wie im Beweis des Satzes unter b gezeigt. Kernformen von
Elementen aus M(q) sind nach dem eben bewiesen Satz potentielle Kernformen. Mit 7' ist, fiir
U € Gl(n,0), auch T[U] eine potentielle Kernform, denn 7T ist zwar kein O-Modul, aber unter
solchen Kegelautomorphismen invariant, und es gilt (QU) =(Q) =L. O

Man kann also unimodulare Klassen T[Gl(n, Q)] potentieller Kernformen betrachten.

2.2.3 Bemerkung : Es existieren nur endlich viele unimodulare Klassen T'[Gl(n, O)] potentieller
Kernformen einer festen Stufe q.

Beweis : Alle Repriisentanten einer Klasse haben dieselbe reduzierte Determinante (7). Bei
festem ¢ ist diese, wegen ¢T' € T, global fiir alle Klassen, nach unten beschrinkt. Die zweite
Bedingung in der Definition potentieller Kernformen liefert jedoch eine untere Schranke fiir (den
Nenner von) Det(S)!. Damit sind aber die §(T) auch nach oben beschrinkt. Insgesamt sind
die reduzierten Determinanten also beschrinkt. Weil T ein Gitter ist, konnen dann nur endlich
viele verschiedene reduzierte Determinanten 41, . .. ,8; € Q von potentiellen Kernformen 7' € 1.7
angenommen werden. Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung von 7', ist die Isomorphieklasse des
der Kernform zugeordneten Gitters £ eindeutig bestimmt. Es gibt aber nur endlich viele solcher
Klassen.

Die Bedingung ¢S~ 1[G] € T, (G) C L*, ergibt aber auch eine obere Schranke fiir Det(S), es
werden also auch nur endlich viele verschiedene solche Determinanten angenommen. Fiir jedes U €
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M, (D), das ein Element ¢y aus der Menge der Gitter-Automorphismen definiert, ¢y € Autp (L),
ist (UQ) = ¢ ((Q)) = L, also existiert U € Sl(n, @), mit
(SUN[Q] = SUQ] = (S[QD[T] € T[G(n, 0)].

Es gibt aber, nach der Reduktionstheorie, nur endlich viele solche Klassen, fiir jede feste gegebene
Determinante Det(S) und jedes Gitter £. O
2.2.4 Folgerung : Es ezistieren nur endlich viele Klassen [T] von potentiellen Kernformen einer
festen Stufe q,

[T] := T[Sl(n, O)].

Aus T = T[U], U € Gl(n, ), folgt 5(T) = 6(T), und damit ezistiert sogar U € Sl(n,®) mit
T =T[U], also gilt [T] = T[Gl(n,0)]. O

Wir wéhlen ein Reprisentantensystem 77, ..., T} der unimodularen Klassen von potentiellen
Kernformen und denken es uns nach aufsteigender reduzierten Determinante geordnet, §(71) <
o < 0(Ty).

Damit ist M(q) endlich-dimensional. Man konnte jetzt schon versuchen ein Erzeugendensystem
so zu konstruieren, dafl man eine Modulform (z.B. eine Thetareihe) f;, mit a;(71) # 0, von einem
beliebigen f abzieht (, falls a(71) # 0 gilt). Man muf3 dabei sichern, daf alle zu dieser Klasse
gehorenden Koeffizienten verschwinden. Danach will man induktiv fortfahren. Im folgenden wird
gezeigt, wie man diese Uberlegungen priizisieren kann.
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4.3 Algebraische Relationen zwischen den Fourier-Koeffizi-
enten zu Kernformen und duale Moduln

Nun werden Relationen zwischen den Fourier-Koeffizienten zu Kernformen hergeleitet, und das
Problem der Erzeugung der singuldren Modulformen in die Sprache der endlichen Moduln {iber-
setzt.

4.3.1 Der Begriff der isotropen Matrix und die algebraischen Relationen
zwischen Kernformen

Sei f € M(q) und T eine Kernform der Stufe g von f. Wir wollen die Elemente der unimodularen
Klasse von T’ untersuchen. Wir stellen dazu T als T = S[Q] dar, mit S = S(") > 0 und @ primitiv
an allen Stellen P mit (g, P) # 1, was nach 1.1.1 méglich ist, und bilden £ := (Q). Dadurch haben
wir folgendes erzwungen

3.1.1 Bemerkung : Es ist Lp = O, fiir alle P € S := {P' C Ok ; (g, P") # 1}, fiir das der
Kernform zugeordnete Gitter. 0O

Nun betrachten wir Matrizen der Form T = S[W], W = Wrn) Wir wissen (Lemma 1.1.5),
daBl aus (Q) = (W) die Existenz eines U € Sl(n,O) C Gl(n,O) folgt, mit W = QU, also liegt
in diesem Fall T = T[U] in der unimodularen Klasse von T'. Umgekehrt liefern solche Matrizen
W = QU, U € Gl(n,0), denselben Modul L. Dasselbe Lemma liefert aber sogar den Zusatz
U = Emod g, falls Q — W € ¢- L™ (und auch hier ist die Umkehrung trivial). Alle W = QU,
U € Sl(n, ), sind natiirlich primitiv an allen Stellen aus S. Wir halten fest

3.1.2 Bemerkung : a) Sei T' = S[()] obige Darstellung einer Kernform und £ = (Q). Die Matrizen
SW], W = W ¢ D) mit (W) C £, umfassen die volle unimodulare Klasse von 7.
b) Der Wert der Abbildung

——

(W) = ar(W) :=po(T )a(S[W]), W=wrm, (W) cL,

SW] = (g 8) U], U = (W) eine S-unimodulare Ergédnzung von W, ist nur fiir W verschieden 0,

*

die primitiv an S sind. Er hingt ferner nur von dem Bild W von W in (L£/qL£)" ab.

Beweis : Die erste Behauptung folgt, nach dem eben bemerkten, aus der Definition einer Kern-
form. Zwei Ergénzungen U; und U, von W unterscheiden sich nur durch Multiplikation von links

mit einem U = (]fg), und (gg) [(fg)] = (gg), also ist a(W) wohldefiniert.

Die Fourier-Koeffizienten von f haben die Transformationseigenschaft a(T[U]) = po(U )a(T),
fiir unimodulares U = F mod q. Es unterscheiden sich jedoch, nach dem zitierten Lemma 1.1.5,

zwei verschiedene Matrizen W und W, mit T = (‘gg)[U] = (gg)[ﬁ], U = (Vi’), U= (?),

die dasselbe Bild W = W modulo ¢ - £ besitzen, nur durch Multiplikation von rechts mit einem
solchen U, und es ist auch

1—1 1—1 —1 =/ —

p@ ) =po((UD) ) =po@ )po(@) 7, also a(W)=a(). O

Falls a(S[W]) # 0 gilt, und die urspriingliche Darstellung von T so gewiihlt werden konnte, daf3
@ von der Form @) = (E,0) ist, also insbesondere £ = O, und W die spezielle Form W = (E, G)
hat, dann ist ar (W) = as(G), mit den schon frither definierten (Kapitel 3, Satz 3.2.7) as(G) und

U= (JOE g) Die ag (W) stellen also eine Verallgemeinerung der as(G) dar.

Wir betrachten nun den O- und O/qO-Modul M := L/qL, nennen n-Tupel von Elementen
aus M primitiv, falls sie M erzeugen, und bezeichnen mit P = P, = (M")1ip, die Menge aller
solcher Tupel. (Diese ist nicht leer, da ja Q = (g, ---q,,) so ein Tupel liefert.) AuBerdem bilden
wir M* = L£*/qL*. (Vorsicht: (¢L)* = % S L*#£qL*)
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3.1.3 Bemerkung : a) ar = a: P — C, a(W) := a(W), ist wohldefiniert.

b) In der Sprache der Moduln bedeutet der oben erlduterte Sachverhalt, daf Sl(n, O) transitiv
auf der Menge aller W = W (™) mit (W) = £, operiert. Wir haben jedoch schon gezeigt (und
benutzt), dafl die natiirliche Restriktionsabbildung Sl(n, O) — Sl(n, O/qO) surjektiv ist, damit
operiert auch Sl(n, 0/qO) transitiv auf P =P,. 0O

3.1.4 Definition : Sei £ C D" ein rechts-O-Gitter, z.B. £ = (Q), Q@ = Q" ¢ D" Eine
Matrix V = V("% mit (V) C £*, heifit isotrop beziiglich S, £ und g, falls, fiir jede Matrix

X =X mit (X)cL*, (¢S) MV +¢X]eTh

gilt. Diese Bedingung hingt nur von dem Bild V der Matrix in (M*)* ab, wir bezeichnen also
auch dieses als isotrop. O

3.1.5 Bemerkung : Die Thetareihen 9. p(S,V;Z) aus ©(q) zum Gitter £ enthalten Charakte-
ristiken V. Fiir jede solche ist ¢V eine isotrope Matrix beziiglich S, £ und ¢q. O

Da wir zwischen k£ = n und k& = n—r umschalten werden miissen, schlieflen wir ab jetzt (erneut)
den Randfall n = r 4+ 1 aus. Wir kénnen nun das angekiindigte Relationensystem erhalten. Dabei
halten wir ¢ fest, benutzen grofie Buchstaben fiir Matrizen und kleine fiir Modulelemente, und
bilden folgende Paarung.

3.1.6 Definition : Seien L ein rechts-O-Gitter in D", M := L/qL, v € M"™",
und X, W Urbilder von z und w in £ " bzw. (£*)" 7. Dann setzt man e(z,w
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e“T X} Dies ist wohldefiniert, nach Definition des reziproken Gitters £*. O

3.1.7 Satz : Seien e = (eq,...,e.) € M", mit (e} = M, und w € (M*)"™" anisotrop, im Sinne
von ,nicht isotrop“. Dann gilt, fiir jedes u € Gl(n,0/q0O),

Z a((e, r)u)e(z, w) = 0.

zEMn-T

w € (M*)n—r‘
) =€

(w,x) ::’

Beweis : a) Sei die Behauptung fiir ein e (und alle w und u) bewiesen, und f = (f1,..., f.) ein
weiteres Erzeugendensystem. Dann existiert ein a € Gl(r, 0/qO) mit f = ea. Ergénze dieses zu

@ € Gl(n, 0/q0O), mittels der Erweiterung A4 —» A = (‘3 E(no_r)) eines Urbildes A € M,.(O) von
a. Es ist

(f, 2)u = (ea, x)u = (e, z)(au),

also gilt die Behauptung fiir beliebiges f.

b) Sei nun b € Gl(n — r,0/qO) beliebig, w anisotrop, also entweder w ¢ (M*)"~ ", oder
die Bedingung in der Definition der Isotropie ist verletzt. Da aber M* ein O/qO-Modul ist, ist
wb € (M*)"T <= w € (M*)*~". Es existiere also, falls letzteres eintritt, ein

z € (M mit M= (gS) "' [W +qX] ¢ Tuor,

fiir Urbilder X und W von z und w. Dann gilt, fiir X = X B (, wieder fiir ein Urbild B € M,,_,(O)
von b),

M := (¢S) " '[WB + ¢X] = ((¢S) " [W + qX))[B] ¢ Tr—r,

— ~ ——1
da B € Gl(n—r,D), und aus o(MY) ¢ 2-Z auch o(MY) ¢ 2-7Z,Y := Y[BI ], folgt, also ist
auch wb anisotrop. Ferner gilt (z, wb) = e(zb ,w) (immer iiber Urbilder), sowie

(e, z)u) = a ((e,ml_)l) - (flu» ,
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mit der Erweiterung B = (E((;) g). Es geniigt also u € Sl(n,0/qO) (und alle anisotropen w) zu

betrachten, dann existiert aber ein unimodulares Urbild U € Sl(n, O) von u.
c) Sl(n, O) wirkt jedoch auf M(q), und der Vergleich der Fourier-Koeffizienten zeigt, daf}, mit

einer f-Kernform T, T[U’] eine fU-Kernform ist, fU = fM M = (UOI U(ll)' Da der Satz fiir
beliebige Kernformen gelten soll, geniigt es ein festes e und ein festes u, sowie beliebiges w, zu
untersuchen. Die Eindeutigkeitsaussage (1.2.1) iiber die Darstellung 7' = S[Q)] erlaubt es wieder,
diese frei zu wihlen, ohne die Aussage des Satzes zu dndern. Bilde also S = {P C Ok ; (¢, P) # 1},
und wéhle @ primitiv an allen Stellen aus S. (Die Existenz solch einer Darstellung wurde in
1.1.1 gezeigt.) Da P genau dann in S liegt, wenn P € S, ist dies gleichbedeutend damit, dafl @
ganz an allen P € S = S und sogar unimodular erginzbar an diesen Stellen ist. Damit sind die
Lokalisierungen Lp = O%, P € S, also Lp/qLp = (Op/qOp)" und damit

M=L[qL= H L/P" L= H Lp/qlp = H (Op/qOp)".

PeS PeS Pes

d) Nun ergéinzt man @ geméf 1.2.3 minimal, also zu U € Sl(n, D) N Sl(n, Os), @ = (E,0)U,
mit der Eigenschaft (Q) C (Qx), fiir Qx = (E, X)U und alle X € D"~ Es ist

0/q0 =[] 0/P"O0 = [] Or/a0r,

PeS PeS

nach Definition von S. Der Isomorphismus ist durch die natiirlichen Projektionen gegeben: Mit-
tels diesem kanonischen Isomorphismus whlt man nun u als das Bild von U in [] Sl(n, Op/qOp),
sowie e als das Bild der Einheitsmatrix E(™) in M". (Dies zeigt auch, da8 iiberhaupt ein Erzeu-
gendensystem e von M der Linge r existiert.)

e) Die Summe lduft tiber die Elemente z € M™ ", diese wollen wir als Bilder von Matrizen

X € D(""=7) auffassen; es miissen insbesondere alle X € [ C’)g’n_r) ganz an allen P € S, nach
PeS

Wahl von @ sein. Sei dazu N := {X € Drn=r) . (Q) = (@x)}. Dies ist ein Og-Modul, denn aus
X,Y € N folgt

(Q) C{Qx+y) C(Q@x) +(Qy) =(Q),

also X +Y € N. Er ist endlich erzeugt, da die X, fiir die der a-Koeffizient nicht verschwindet, in ei-
nem Gitter liegen. Unter seinem reziproken versteht man natiirlich N* = {X € D=7 ; 5(XY) €
Z, VY € N'}. Man erhilt wieder eine diagonale Einbettung in die Lokalisierungen

N/q/\f% H/\fp/qu, NPZ(OK)p QN = (OK)p-N.

PeS

Nun ist jedoch (Q) C (Qx), fiir alle X € D™ nach Wahl der Ergéinzung U von Q. Gleichheit gilt
genau fiir X € (’)(Sr’n), also Np = Og’"ﬂ“), P € S. Man erhélt damit einen (Op)p/q(Ok)p-Modul
Isomorphismus N /gN =2 M™" und jedes = kann als Bild eines X € A" aufgefait werden. Wegen
S =S und (£*)p = (Lp)*, sowie (N*)p = (Np)*, erhilt man auch N*/gN* = (M*)"~ ", wieder
als (Ok)p/q(Ok)p-Modul.

f) Man kann auch die Paarung e(z,w) = 62310{X’1W1}, X1, Wy Urbilder von z und w in £7~"

bzw. (£*)"~", lings A liften. Sind nfimlich X und W Urbilder in N bzw. N'*, so ist 5 X WY on
der Wahl dieser Repriisentanten (unter den kanonischen Restriktionen modulo ¢) unabhéngig, und
die Gleichheit der Bilder mit denen von X; und W7 bedeutet gerade die der lokalen Spuren an den
fraglichen Stellen, also denen mit (¢, P) # 1. Nach Definition von S ist also e(z,w) = eI X Wy,
Damit ist

Y a((B, X)) XMW =
XeN



4.3. DAS RELATIONENSYSTEM UND DUALE MODULN 101

Zu zeigen.
g) Was bedeutet nun die Anisotropie fiir das geliftete W? Wir wissen, daf} ein Xy, (X;) C L*
existiert, mit (¢S) ! [Wy + ¢X1] € Tn—r, also existiert eine Primstelle Py, an der

(@S)' W1+ ¢X1] & (Tar)py = (Tr)p,

gilt. Sei nun X := %(Wl — W)+ X;. Dann ist

Xs € (L)% = (00" = (M)p,

fiir alle P € S. Wegen S = S, ist auch X» € (N*)5, und damit X € (Ok)(pp N* C (OK)ppy-
N)*. Daher existiert eine natiirliche Zahl I, (g,1) = 1, so daf} [ X5 € N'* gilt. Zusiitzlich kann man
(durch Multiplikation mit &, I — k- 1,) noch ¢|(I — 1) erreichen. Fiir (¢, P) = 1 ist (%Wl + X)) €
L O{P,ﬁ} c(L- O{P,ﬁ})*: also, wie beim Beweis des Hauptsatzes iiber Kernformen gezeigt,

(¢S) ' [Wh + ¢X1] € (Ta—r) P,

also mufl Py € S sein. Dann ist aber [ € O d

{POyﬁU}’ un
(@8) " IWh + gl Xa] = (g8) 7 HIW + ¢lXo] ¢ (Ta—r) Ry
Mit X := LW 41X, gilt dann W+ ¢X = W + (I = )W + glX5 = IW + lX5 und damit

(qs)il[W + qX] ¢ (ﬁzfr)Po'

Auflerdem ist X = é(Wl +qX1) - %W = %(lWl -W)+1X, = FTlWl + %(Wl —W)+1X; € N*.

h) Umgekehrt seien W, X € N* mit (¢S) "W + ¢X] ¢ (Tn—r)p,, fiir ein Py, gegeben, sowie
ein Wi € (L£*)" " mit demselben Bild w wie W. Definiere X, := %(W — W1) + X. Das obige
Argument zeigt wieder, angewandt auf %W + X, daB Py € S gilt. Da (X3) C (L*)p, P € S,
gilt, existiert wieder ein I, (¢,!) = 1 und ¢|(I — 1), so da} (IXs) C L*. Definiere nun X; :=
LW, + 10X, = E2W0 + L(W — W) 41X, und erhalte W + ¢X, = {(W + ¢X), und damit die
Verletzung der Isotropiebedingung an Py fiir (X;) C £*. Damit ist auch die Anisotropie mit der
Liftung vertréglich.

i) Da 5oV (X)) 1, fiir Y € A und X € N*, gilt, kann man in der Anisotropiebedingung
W + qX — W ersetzen, und hat
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3 a((B X)) E WY — o, fir We N mit (¢S) (W] ¢ Tuors
XeN

zu beweisen. Die Isotropie mufl dann wieder an (mindestens) einer Primstelle P, verletzt sein,
diese muf} aber dann in S liegen. Betrachte

T _ -1 _ s S(gS)"'w \ _ S iw
T =SB, 48)7 W) = (w315 a5 w)) = (;W’ ;<qs>1[w1>’
und die konjugierten Funktionen f = fﬁ’_l, g = g(f) (vergleiche den Beweis zum Satz 2.1.4,
Punkt ¢). Diese sind Elemente aus [ P(q)p = P(q)s, und es gilt b(T) =0, da ¢T ¢ () Tp-
Pes P
j) Die Umkehrrelation (Kapitel 3, Satz 3.2.7) liefert also 0 = 3 dig (X )e2mic{W (a5) 7' 5X} —
X

~ 2mi o (" -1 oni i
- S () X = (e ) st T
1—1
Es ist aber (]g )E()U eine Ergiinzung der Matrix (E, X)U, und (E )E() = (f% g), also die
Behauptung, nach Definition von a((E, X)U) = ar((E,X)U). O
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4.3.2 Der Zusammenhang zwischen reziproken Gittern und dualen Mo-

duln
Das Relationensystem wurde schon in Modulsprache ausgedriickt. Um, wie angestrebt, Anschluf3
an das ,fundamental lemma“ von Freitag zu erhalten, mul man noch R := O/qO als Ring

betrachten. Wir haben schon den R-Modul M = L/qL eingefiihrt, und sein reziprokes (Gitter)
M* = L*/qL* benutzt. Als erstes

3.2.1 Bemerkung : Jeder rechts-O-Modul A kann auch, mittels (r,z) — -7, 7 € O und ,,-“
natiirlich die gewdhnliche Multiplikation in D, als links-O-Modul aufgefafit werden. 0O

Auflerdem haben wir

3.2.2 Bemerkung : Sei N/ weiterhin ein rechts-O-Modul. Es ist Home (N, O) ein links-O-Modul.
Dabei bedeute ,,Home“ die abelsche Gruppe aller rechts-O-Homomorphismen Entsprechendes gilt
iiber R.

Beweis : Fiir einen rechts-O-Homomorphismus ¢ gilt ¢(x -r) = ¢(z) -7, € N und r € O. Setzt
man nun (r - ¢)(z) := 7 - (#(x)) fiir ein ¢ € Homp(N, ), so ist 7 - ¢ offensichtlich wieder ein
rechts-O-Homomorphismus. 0O

Man beachte jedoch, dafl man fiir einen beliebigen rechts-O-Modul N7 keine O-Modulstruktur
fiir die Homomorphismengruppe Homop (N, N') erhilt: (¢ - r)(z) = @(z) - r liefert, wegen der
nicht-Kommutativitét, keinen Homomorphismus, und auch die Involution hilft dabei nicht weiter.
Allerdings tragen diese Gruppen natiirlich immer eine Og-Struktur. Auf lokaler Ebene ist die
entgegengesetzte Algebra von Op nun isomorph zu (Op) = Op. Hier gilt also

3.2.3 Bemerkung : Jeder rechts-Op-Modul N trégt auch eine links-Op-Struktur. Die abel-
sche Gruppe Homp,, (N, Op) ist ein links-Op- und rechts-Op-Modul. Entsprechendes gilt iiber
Op/qOP. O

Wichtig ist noch das Doppelduale eines rechts-O- bzw. rechts-Op-Moduls. Es gilt

3.2.4 Bemerkung : Sei A ein rechts-O-Modul. Dann ist Home (Home (N, O), O) ein rechts-O-
Modul. Genauer kénnte man dafiir Hom;_ , (Homr_o (N, O), O) schreiben, da es sich bei der dufe-
ren Homomorphismengruppe um links-, bei der inneren hingegen um rechts-O-Homomorphismen
handelt. Die Zuordnung

z+— &, € Homp (Homp(N,0),0), &,.(¢) :=¢(x), €N, ¢ecHomp(N,O),

ist ein rechts-O-Homomorphismus. Entsprechendes gilt natiirlich lokal, also fiir rechts-Op-Moduln
N, sowie iiber R und Op/qOp.

Beweis : a) Man setzt (& -7)(¢p) := &(¢) - r, r € O. Es ist

da ja @ die links-O-Struktur von Home (N, O) respektiert, also ist auch das so definierte Produkt
® - r € Homp (Home (N, 0), 0).

b) Nun ist ®,(r - ¢) = (r- @)(x) = r- ¢(x) = r - ®,(¢), nach Definition der links-O-Struktur
der Homomorphismengruppe Homo (N, O). Ferner ist

Oy (@) = ¢z 1) = d(2) -7 = B0(9) - 7 = (B2 - 7)(9),

fiir alle ¢, also ®,., = ®, -r. O

Allen diesen Strukturen unterliegen selbstverstéindlich entsprechende Ok - bzw. (O ) p-Modul-
Strukturen, auf dieser Ebene ist nicht mehr zwischen ,links-“ und , rechts-“ zu unterscheiden. Wir
wissen, daf} das reziproke eines rechts-O-Gitters £ ebenfalls ein rechts-O-Modul ist. Das reziproke
einer seiner Lokalisierungen Lp, also (Lp)* = (£*)p, ist ein rechts-Op-Modul. In unserer speziellen
Situation werden die Gitter £ durch S-primitive Matrizen Q = Q™™ erzeugt, £ = (Q), es ist also
Lp=0% PeS={P; (q,P') # 1}. Wir brauchen
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3.2.5 Lemma : Sei £L C D" ein rechts-O-Gitter, dessen Lokalisierungen Lp, fiir alle Primstellen
P mit (¢, P) # 1, frei und sogar Lp = O% sind, und M = L/qL. Dann ezistiert ein Isomorphismus
abelscher Gruppen

¥ : M* — Homg(M,R), mit ¥(a-7)=T-¥(a), r€R, ac M.
Er setzt sich aus lokalen Isomorphismen ¥p zwischen

(Lp)*/a(Lp)" = (L")5/e(L7)F und Homo, 0. (Lr/elr,Opr/q0pP), (¢,P)#1,

zusammen.

Ferner ist die kanonische Einbettung von M in sein Doppelduales Hompg (Homg (M, R), R)
ein rechts-R-Isomorphismus. M und Homgz (M, R) sind als abelsche Gruppen und sogar als O -
Moduln isomorph, haben also insbesondere dieselbe Ordnung.

Beweis : a) Wir benutzen die natiirlichen rechts-O p-Isomorphismen

TP:(O*)P—>OP, Tp(:l?p):ﬂ'(%jlgl-wp,

die durch die Multiplikation mit einer geeigneten Potenz eines Prielementes gegeben sind, an den
Primstellen, die g teilen. Ferner benutzen wir die natiirliche Paarung

E:LXL— 0%, E(r,y) =T'y.

Es M== [T (£)p/e(L)p= TI ((O")p)"/q((O%)p)", sowie

(¢,P)#1 (¢,P)#1
M=cjqL=[] £/P*L= ][ (Or/a0p)", S={P; (¢,P) #1},
PeS PeS
und auch R & [[ Op/qOp.
Pes

b) Die Abbildungen 7p und Z driicken auf Quotienten durch. Wir erhalten also, fiir jedes
P mit (q,P) # 1, einen Isomorphismus 7p : (0*)p/q(O*)p — Op/qOp, sowie eine Paarung
Ep:(Lp)*/q(Lp)* x Lp/qLp — (O*)p/q(O*)p, und daraus eine lokale Paarung

Up:(Lp)/e(Lp) x Lp/glp — Op/qOp.

c) Die Zusammensetzung dieser Paarungen liefert ein ¥ : M* x M — R, also auch einen
Isomorphismus ¥ : M* — Homp (M, R). Dieser hat die angegebenen Eigenschaften.

d) Nun haben wir auf der einen Seite M = M* i.a. allerdings nur als abelsche Gruppe und
Ok -Modul. Auf der anderen ist

Homo, /40, (Lr/¢Lp,Op/qOp) = Homo, /40, ((Or/qO0p)",Op/qO0p) = (Op/qOp)".

Damit ist aber auch

Homg (Homgz (M, R),R) = Homp ( H (Op/qOp)",R) = Homp (M, R) = H (Op/qOp)",
(¢,P)#1 (¢,P)#1

zuniichst als Og-Modul. Es wurde jedoch gezeigt, daf die natiirliche Abbildung,
xr— B, Du(0) :=d(x), €M, ¢ € Homp(M,R),

¢, € Homg (Homgr (M, R),R), ein (injektiver) rechts-R-Homomorphismus ist, also ist sie sogar
ein Isomorphismus. O
Schliefilich wollen wir noch ein Analogon der Paarung
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eX,Y)=¢eq

XYY X e (MME, Y e ME,
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fiir X € Homg (M*, R) bilden.

3.2.6 Bemerkung : Es existiert ein additiver Charakter ¢ : R — C*, der fundamental ist in
folgendem Sinne: Er ist auf keinem (nicht-trivialen) Ideal von R ausgeartet, also trivial, man kann
jeden weiteren Charakter € auf R als dessen (Rechts-) Translat darstellen,

€'(x) = €(wa), fiiralle z € R undein a € R.

Dieser ist ein Produkt lokaler fundamentaler Charaktere ep : Op/qOp — C*, P € S = {P' C
Ok ; (¢, P') # 1}. Ferner existieren lokale Automorphismen 7p € Aut(Op/qOp), so dafl

ep(zprp) = ep(tp(rp)rp), und damit e(zr) = e(r(r)x), 7= (rp), = (xp), r=(rp) € R,

gilt.

Beweis : a) Wir wollen € lokal definieren, also erst ep(xp) fir zp € Op/qOp bilden, und dann

e(z) :== [] ep(zp), x = (zp) setzen. Sei also P € S. Um sicherzustellen, dafl der Charakter ep
Pes
fundamental wird, miissen wir xp geeignet in die (lokale) inverse Differente abbilden. Nun ist

Op/q0p = Op/q0p = My, (Ap/qAp).

Nach der allgemeinen Theorie (siche [Re], Abschnitt 14), entsteht Ap aus dem Ring O, der
ganzen Zahlen {iber der Komplettierung Kp durch Adjunktion eines Primelementes 7 = 75 und

einer Einheitswurzel w. Die inverse Differente von Ap ist ﬁ* = (7)'=%7  und die Algebraordnung
(D p: K P) = 5%. Konjugatlon mit 7 liefert einen Automorphismus von A P.

b) Die Erweiterung Lp = Kp(w) des Zentrums ist ein Zerfillungskdrper von Dp, es existiert
also ein Isomorphismus zwischen der entsprechenden Tensorierung und einer vollen Matrixalgebra,
DPL =Dp®g, Lp = Mz, (Lp) Man erhélt (siehe Kapitel 1, 5.1.1) die reduzierte Spur von Dp
als eine gewohnliche Matrixspur, tr /e (Zp) = 7, &p (p ® 13 ). Die (reduzierte) Spur von

Dp = M,, (Dp) iiber dem Zentrum Kp ist natiirlich die Matrixausdehnung von trD /K . Davor

schalten wir noch trz 7 , wobei (p) = PN Z ist, und erhalten die (lokale) Spur {iber Zp,
o=0p= tr}?P/ip o trﬁp/f(p : ﬁp — ip.

¢) Wir definieren nun

2mi—y 1—5
Gp((l‘p)op/qop) = epmtf{ﬁ P.tP},

wobel Tp = (a:p)op/qop das Bild von zp € Op in Op/qOp ist, ¢ = p™q', mit (p,q') = 1, 7 das

Bild der Spur in 2p/q2p = 7Z/p™Z, und letzterer Isomorphismus benutzt wird, um das ganze zu
einem Charakter zu machen. (Man beachte, dafl der durch ¢ teilbare Teil von zp fiir den Wert
des Charakters unwichtig ist). Das ist der gewiinschte fundamentale lokale Charakter, denn die
(links-) Multiplikation mit 7'~%7 liefert einen (einseitigen) Isomorphismus Ap —s &;, und alle
Charaktere auf A p haben die Form

—_— 27i

GIP((mP)Op/qu) =er™

#olarr) g e A,

d) Da trivialerweise U(W}j—ff’ xprp) = U(rpwé ISJP xzp) gilt, ergibt die Konjugation von rp mit

dem Primelement den gewiinschten lokalen Automorphlsmus Tp, der

ep(zprp) = ep(rp(rp)zp), fiiralle rp,xzp € Op/qOp,

erfiillt. O
Aus dem Beweis bzw. der Konstruktion von € ergibt sich noch der
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3.2.7 Zusatz : Der fundamentale C’immkgfver ep und der lokale Automorphismus Tp sind schon
auf der Ebene des inneren® Ringes Ap/qAp definiert. O

Damit kdnnen wir nun eine natiirliche Paarung zwischen Homomorphismen und Modulelemen-
ten bilden, die eine bestimmte schwache ,,Verschiebungseigenschaft“ hat.

3.2.8 Definition : Wir setzen
€(6,7) = e4(2) = e(6(x)), T €M, ¢€Homr(M,R).
Dies dehnen wir dann auf Tupel aus, setzen also
eV, X):=ey(X) := He(vi,xi), X =(x1,...,zp) eMF V=(v,...,01) € M*. O

Es gilt

3.2.9 Bemerkung : a) Der gegebene ein Automorphismus 7 von R, erfiillt, fiir jedes r € R
und 7 := 7(r) € R, €(¢,xr) = €(F¢,x), fiir alle Homomorphismen ¢ und alle z € M, gilt.
Dazu ist lediglich zu beachten, daf3 die Modulstruktur der Homomorphismengruppe gerade durch
(F- ¢)(z) =7 - ¢(x) gegeben ist.

b) Entsprechend existiert zu jedem U € Gl(k,R) ein U € Gl(k, R), so daf

e(V,XU) = €¢(UV, X), firalle Ve (M*)* und X € MF.

Dabei miissen Elemente der Homomorphismengruppe als Zeilenvektoren aufgefafit werden, V =
V() Mittels der entgegengesetzten Algebra, kann man V auch als V(%) auffassen, und dafiir

—
e(V,XU)=¢e(VJ(U),X)=¢e(VU ,X) schreiben. O

Da der konstruierte Charakter fundamental ist, ist die im Relationensystem erscheinende Paa-
rung ein Translat der eben definierten, und hat sowieso die uns interessierende schwache Ver-
schiebungseigenschaft. Allerdings mufl man fiir jedes a € M* eine andere Translation wihlen, um
€(a, ) mit e(¥(a), ) zu vergleichen, daf ist jedoch im folgenden nicht wichtig. Die Konstruktion des
fundamentalen Charakters € erfolgte zunichst auf lokaler Ebene, auf diese wollen wir uns zurtick-
ziehen. Unser Grundring hat folgende Eigenschaften ([Re], Abschnitte 21 und 22, sowie (25.7) und
(32.1)).

3.2.10 Bemerkung : a) R = O/qO ist ein endliches Produkt nicht notwendig kommutativer
endlicher Hauptidealringe Rp = Op/qOp; jedes zweiseitige Ideal in Rp ist von der Form Rp - -
Rp. Genauer hat R nur endlich viele (zweiseitige) Primideale und auch jedes einseitige Ideal ist
Hauptideal.

b) Jede Komponente

Op/40p = Op/q0p = M,, (Ap/(rad(Ar))™)

von R ist eine volle Matrixalgebra {iber einem lokalen Hauptidealring ﬁp, also einem nicht not-
wendig kommutativen Ring, der ein einziges maximales links-Ideal Rp - mp besitzt. Ferner sind
einseitige Ideale in Rp automatisch zweiseitig, und séimtlich Potenzen des einzigen Primideals
(rp). Der Restring Rp/(np) = Ap/rad(Ap) ist ein endlicher Schiefkérper, also ein Kérper. O

Wir haben somit alle Voraussetzungen fiir den Anschlufl an das ,fundamental lemma“ von
Freitag zusammengestellt.
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4.4 Die Beweisstrategie, isotrope Strukturen und das ,,fun-
damental lemma“ von Freitag

In diesem Abschnitt wird nun gezeigt, wie man, durch sukzessives Abziehen von Thetareihen zu
Kernformen, das Problem der Summendarstellung einer Modulform auf ein endliches kombina-
torisches Problem zuriickfiihrt. Diese Aussage iiber sogenannte isotrope Strukturen von endlich
erzeugten Moduln behandelt das fundamentale Lemma von Freitag ([Fr2]), allerdings nur unter
der Einschrinkung 2r < n, fiir kommutative lokale Ringe. Wir imitieren den Beweis in unserem
Fall.

4.4.1 Die Beweisstrategie des Erzeugungstheorems und isotrope Struk-
turen

Wir betrachten nun wieder ein f = fo € M(q), dessen Bild f € M(q) nicht verschwindet, und
das endliche Reprisentantensystem 77, . .. , T}, unimodularer Klassen von potentiellen Kernformen,
geordnet nach steigender reduzierter Determinante, §(71) < ... < §(T%). Es gibt dann ein kleinstes
i = ip und ein zugehoriges unimodulares U; € Gl(n, O), so daf der Fourier-Koeffizient a(T;[U;]) # 0
nicht verschwindet.

4.1.1 Problem : Ezistiert eine Linearkombination von Thetareihen
9(Z) = g1(Z) =Y _b(T)em " T7} € 0(g),

mit der Eigenschaft, dafi nur die Fourier-Koeffizienten b(T) zu Matrizen der Form T = T;[G],
G € M,(0), verschieden von Null sind, und so, daff a(T;[U]) = b(T;[U]), fiir unimodulares U,
gilt? O

Aus T = T;[G] folgt 6(T) > 6(T3;). Falls sogar Gleichheit gilt, so existiert, wie in Lemma 1.1.6
bewiesen, sogar ein unimodulares U, mit T' = T;[U]. Aus b(T") # 0 folgt also, fiir solch ein g = g1,
daB entweder T' € T;[Gl(n, O)], oder 6(T) > 0(T;) gilt. Man hat also folgende
4.1.2 Beweisstrategie : Bilde fi :== f — g = fo— g1. Fiir 6(T) < 0(T3) ist dann a1 (T) =0, aber,
fiir unimodulares U, auch

ay (Ti[U]) = ao(Ti[U]) = 0u(T3[U]) = a(T3[U]) = b(T3[U]) = 0.
Falls ferner 6(T) > 0(T;), aber T ¢ T;[Gl(n, 0)], so ist a1 (T) = ao(T). Man kann also induktiv

mit iy = i1(f1) > i = io(fo) fortfahren, bis man f,, =0 € M(q) erreicht. O
Um geeignete Thetareihen zu erhalten, wihlt man eine Darstellung T; = S;[Q;] = S[Q], mit
S =28mM>0,Q=Q" primitivan S := {P C Ok ; (¢,P) # 1}, also zu einem U = (Q)

*

S-unimodular ergénzbar, und bildet das Gitter £ = (Q). Aus b(S[G]) # 0 folgt, fiir das noch zu
konstruierende g, ¢S[G] € T, da g € M(q) C P(q) gelten soll, also die erste Invarianzbedingung
fiir Thetareihen in ©(q). Wenn V = V(™" isotrop ist, so erfiillt V := %V sowohl ¢(V) C L*,

wie auch ¢S~'[G + V] € T, (@) C £*. Man kann also zu diesen Daten Thetareihen bilden, die
in ©(q) liegen. Wir hatten (Kapitel 3, 3.2.9 und 3.2.10), fiir jedes f € M(q), Polynome Ps ¢(X)
konstruiert, die zu den as(G) = ar(E,G), also zu den Fourier-Koeffizienten von f, gehoren.

4.1.3 Definition : Man betrachtet allgemeiner als in Kapitel 3, zu jedem an allen Primstellen
aus S primitiven W das Polynom

X, 571/2 -
PT7w(X) = pPo ((7’25*1/2 %)) E(S) laT(W).
Dabei ist X = X(»™) = (X, X5) und E(S) die Michtigkeit der S-Einheiten beziiglich £, also
E(S) =1£(5,£)| = {U € Gl(r, D) ; SU] =S, U-L = L}|.

Die so definierten Polynome umfassen die Ps¢ = Pr(gqg)- O
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4.1.4 Bemerkung : Sei W primitiv. Dann ist das Polynom Pry ein harmonische Form, und
durch Pryw(S'/?(E,0)) = E(S)"'ar(W) charakterisiert. (Der Beweis aus dem dritten Kapitel
kann iibernommen werden.) O

Nun betrachten wir

-1

Zo = {ar(W)=po(U )a(S[W]); U= (T) , W primitiv an S} C Z,

den von allen solchen Koeffizienten unseres f = 3 a(T)e™ 174} € M(q) aufgespannten Unter-
raum, und eine Basis ej, ... ,e; von Zy. Wir bilden die harmonischen Formen

Pi(X) := po ((%ﬁji ,%)) E(S)"e;.

Die Fourier-Koeffizienten von 9. p, (S, %; Z) sind gerade

(SIG) = Y. PR(SVAUG))e TV (WAL,
Uec&(S,L)

Man erhélt
4.1.5 Bemerkung : Es gilt,

fir 1(G) =T WIGD, pr@) = 3 o (T 2)) BT,

Ue&(S,L)

falls G = (G1,G2) = W primitiv ist, und mit einer S-unimodularen Ergénzung Ug von G.

Beweis : Falls G primitiv ist, so auch jedes UG, U € E(S,L), und Uz, = (lg%)UG ist eine

Ergiinzung von UG. Da P eine harmonische Form ist, gilt P(S'/2UG) = po(Ulfjg)P(Sl/2(E, 0)),
woraus die Behauptung folgt. O
Anderseits kann man trivialerweise jeden Fourier-Koeffizienten a(T') = a(S[G]) von f auch als

a(T) =), E(S)’la(S[ﬁG]) schreiben. Man rechnet sofort nach, daf3 a([}G) = po <<50 %)) a(@)
U

gilt, und damit, dafl

aus a(G) =Y e ;2™ VeiGe; auch o(G) =Y E(S)a(G) =Y ei8:,(G) folgt,
%,J U 1

mit den entsprechenden zu den P; und V; ; gehorenden 3; ;. Damit hat man

4.1.6 Zweite Formulierung des Problems : Kann man jedes vorgegebene Koeffizientensystem
a;(W) = a(W) : P — C, das das Relationensystem erfiillt, als (endliche) Linearkombination

a(W) = Ecje%i”{vfw}, mit isotropen V;, darstellen? O
J

Dieses System entspricht einer Vektorkomponente «;(WW) vom urspriinglichen a7 (W), somit
wurde der Vektorcharakter vollstindig eliminiert. Auflerdem bedeutet das Relationensystem ge-
rade, daf} sich jedes der Koeffizientensysteme ay(W') = a((E,W)U), W' e M™ ", U € Gl(n,R)
und E = (ey,... ,e,) ein minimales Erzeugendensystem von M?", als eine solche Linearkombinati-
on darstellen 1&ft, mit isotropen V; = Vj(r’nfr). Bevor wir das fundamentale Lemma formulieren,
wollen wir das Problem lokalisieren. Dazu geben wir folgende vorldufige Definition von isotropen
Strukturen.

4.1.7 Definition : Eine isotrope Struktur L auf dem rechts-R-Modul M, R = O/qQO, ist eine
Menge sogenannter isotroper links-Untermoduln £’ C Homg (M, R), die den 0-Modul, sowie jeden
Untermodul eines isotropen Moduls enthilt, und auflerdem noch die Summe, £' = £} + ...+ L},
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jedes Systems von isotropen Moduln £}, ..., L}, deren Annihilatoren a; = {x € R ; = - L, = 0}
paarweise teilerfremd sind, also den Grundring erzeugen, R =a; +a;, i #j. O

4.1.8 Bemerkung : Die von den Bilder modulo ¢ der Spaltenvektoren aller beziiglich S, £ und
q isotroper Matrizen erzeugten rechts-R-Untermoduln von M* bilden eine isotrope Struktur auf
M = L/qL. Dies ist so zu verstehen, dal man die Existenz eines Isomorphismus ¥ : M* —
Homgz (M, R), mit ¥(ar) = T¥(a), benutzt (vergleiche 3.2.5), um diese rechts-R-Moduln als
links-R-Untermoduln von Homg (M, R) aufzufassen.

Beweis : Es gilt (V) C M* =2 Homg (M, R), fiir isotrope V nach Definition. V' = 0 ist isotrop,
denn

(@S) "0+ ¢X]=¢S'[X] €T,

wie Satz 2.1.4 gezeigt. Mit V = (vy - - v(,—,)) ist auch jede Matrix V= ‘7(“’“), deren Spaltenvek-
toren Linearkombinationen der v; sind, isotrop, wie wir wissen (vergleiche Kapitel 2, Folgerung
2.2.9). Insbesondere sind Linearkombinationen der Spaltenvektoren ¥ = ) v;a; isotrop. (Man
beachte nochmals, daf§ der Randfall n = r + 1 ausgeschlossen wurde.)

Ob mit V5 und V5 auch Vi 4+ V4 isotrop ist, hingt von den gemischten Termen in

(gS)"'[Vi + Vi + ¢X] ab, also von V(¢S)™'Va + Vy(qS) ™' V1.

Die Bedingung an die Annihilatoren bedeutet jedoch gerade, falls sie erfiillt ist, fiir jede Stelle
P mit (¢, P) # 1, also vp(q) > 1, daB falls z.B. P den Annihilator a; teilt, dann auch Pv?(@)
alle Elemente von V; teilt. Insgesamt hat also das Bild von V' (¢S)~'Va + V5 (qS)~' Vi, fiir jedes
P € S, bis auf Einheiten, die Gestalt

V1(aS) M (gX) + @X) (¢5) "W, (X)C (L)

(bzw. entsprechend mit V> anstelle von V1), und liegt damit in 7p. Die iibrigen Primstellen P ¢ S
sind jedoch unwichtig, da mit ¢(V;) C L£* auch % -(Va) C (L£*)p gilt, und die fragliche Summe
immer die gewiinschte Gestalt hat. O

Damit konnen_wir, wie Freitag, das Problem lokalisieren, uns also auf die Komponenten
Op/qOp = My, (Ap/(rad(Ap))¥?), (¢, P) # 1, von R beschréinken, und die zu beweisende Aus-
sage rein algebraisch formulieren. (Das uns interessierende Hauptresultat iiber Moduln bezieht
sich auf die ,,inneren® Ringe Rp = Ap/(rad(Ap))?*?, dieses werden wir auch zuerst herleiten.)

4.4.2 Ein kombinatorisches Problem und das fundamentale Lemma

Sei also R ein endlicher, nicht notwendig kommutativer Ring mit Eins. R habe genau ein (zwei-
seitiges) Primideal. Es existiere ein fundamentaler Charakter e : R — C*. Diesen wihlen wir
ab jetzt fest. ,Fundamental“ bedeutet dabei, daf e auf keinem (nicht-trivialen) zweiseitigen Ide-
al ausgeartet ist (e.g. verschwindet), man erhilt dann alle weiteren Charaktere als Translate €',
€'(z) = €(za), von €. Sei ferner M ein rechts-R-Modul. Fiir jeden Homomorphismus ¢ € M*,
setzen wir

€(d, z) 1= €p(z) := e(d(x)), =€ M.

(M*)™ ist kanonisch isomorph zum dualen von M"™. Wir dehnen den Charakter linear auf Tupel
aus, und benutzen die Schreibweise

e(V,X) == ey (X) := e(V(X)), fir X € M", V € (M*)".

Damit kénnen wir den Begriffsapparat von Freitag tibernehmen.

4.2.1 Definition : a) eine isotrope Struktur L auf dem rechts-R-Modul M ist eine Menge von
links-R-Untermoduln £ C M*, die den Null-Modul, sowie jeden Untermodul £ C £ eines belie-
bigen £ € L enthilt. Die Elemente von L heiflen isotrope Moduln.



4.4. EIN KOMBINATORISCHES PROBLEM 109

b) Ein Tupel V = (vy -+ vy) € (M*)" heift isotrop, falls £ := Rvy + -+ + Ru, € L isotrop
ist, und primitiv, falls £ = M* gilt.

c) Ein Tupel P = (p; - - - pn) € M™ heifit primitiv, falls M =p; R + - -- + p, R gilt. Die Menge
aller primitiver Tupel wird mit P,, = P(M,n) bezeichnet.

d) Eine Funktion f : N' — C, auf einer Untermenge N' C M™, degeneriert (beziiglich der
isotropen Struktur L), falls sie sich als Linearkombination von ey, |»r, mit isotropen V;,i =1,... , 4,
schreiben 143t.

e) Ein Tripel (M, n, L) heifit erlaubt, falls eine Funktion f : P,, — C schon dann degeneriert,
wenn fiir jedes Erzeugendensystem E = (e ---e,.) von M mit r < n, und fiir jedes unimodulares
U € Gl(n,R), alle fy : M " — C, fu(Y):= f((E,Y)U), degenerieren. O

In den uns interessierenden Fillen wird man in e dquivalent die Existenz eines minimalen
Erzeugendensystems fordern kénnen beziiglich welchem die Hilfsfunktionen fy; degenerieren. Man
hat also folgende algebraische Frage zu untersuchen.

4.2.2 Kombinatorisches Problem : Unter welchen Voraussetzungen an (R, €¢,) M, n und L,
ist das Tripel (M,n, L) erlaubt? O

Diese Frage werden wir unter einschrénkenden Bedingungen an den endlichen Ring R und
den fundamentalen Charakter ¢ untersuchen. Wie werden also in gewissen Fillen erlaubte Tripel
angeben. Genauer werden wir folgendes beweisen

4.2.3 ,fundamental lemma* :qa) Sei R zusdtzlich ein Hauptidealring, in dem auferdem die
Begriffe ,einseitiges“ und ,zweiseitiges” Ideal zusammenfallen; es existiere ferner ein Automor-
phismus T von R, so daf fiir den Charakter € die Gleichung e(zx') = e(7(z")z), fir alle z,z' € R,
gilt. Dann ist das Tripel (M,n, L), fiir n > r = rank(M) (e.g. die Linge eines minimalen Erzeu-
gendensystems) und ein L das ein mazimales Element L enthdlt, also L ={L" C M*; L' C L},
erlaubt. Fiir n > 2r ist das Tripel (M,n, L) sogar fir jede isotrope Struktur L erlaubt.

b) Sei allgemeiner R eine volle Matrizalgebra iber einem Ring R' mit einem Charakter, die
die Voraussetzungen von a erfillen; der Charakter von R entstehe mit Hilfe der kanonischen
Spurfunktion aus dem von R'. Dann ist das Tripel (R",n,L), fir n > r und ein L das ein
mazximales Element enthdlt, erlaubt. Fiir n > 2r ist sogar jedes Tripel (M,n, L) erlaubt. O

Dieses fundamentale Lemma wird insbesondere die uns interessierenden Fillen umfassen, wobei
R einer der inneren Ringe Rp = Ap/qAp ist (und die Voraussetzungen aus a erfiillt), und man
b auf die Lokalisierung Op/qOp, also die Matrixalgebra vom Rang sp dariiber, anwenden kann.

4.4.3 Das kombinatorische Problem iiber Ringen die fast kommutativ
sind

Sei nun R ein endlicher, nicht notwendig kommutativer, lokaler Hauptidealring mit Eins, in dem
die Begriffe ,einseitiges“ und ,zweiseitiges“ Ideal zusammenfallen. Das einzige maximale links-
Ideal m = R - 7 von R sei also sogar das einzige (zweiseitige) Primideal 7 = (7), alle weiteren
Ideale sind Potenzen von diesem. Ferner ist der Restring k := R /7 ein endlicher Schiefkorper, also
kommutativ.

4.3.1 Bemerkung : Sei M ein (endlich erzeugter) rechts-R-Modul vom Rang r, im Sinne der
Dimension des Vektorraumes M ®x k. M ist als abelsche Gruppe (nicht-kanonisch) isomorph
zu M* := Homp (M, R), insbesondere haben M und M* dieselbe Ordnung. Auflerdem ist die
kanonische Einbettung von M in sein Doppelduales

M* .= Homg (Homg (M, R),R), z+— ®,, D.(¢):=¢(x)

ein Isomorphismus von rechts-R-Moduln. Der Hom-Funktor, M +—— Homg (M, R), ist exakt,
liefert also insbesondere eine Bijektion zwischen den Untermoduln von M* und den Faktormoduln
von M selbst, sowie eine zwischen den Faktormoduln von M* und den Untermoduln von M.

Beweis : Fiir endlich erzeugte Moduln iiber lokalen Ringen gilt das Krull-Schmidt-Theorem ([Re],
Abschnitt 6b, in Verbindung mit Ideen aus den Aufgaben dazu). M besitzt also eine, bis auf die
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Reihenfolge der Summanden und R-Isomorphie eindeutige, direkte Zerlegung M = @ M; in

unzerlegbare Komponenten. Man kann diese jedoch genauer beschreiben. Es ist ndmlich M ein
Faktormodul des freien Moduls R', [ der Rang von M. Es existiert also ein Untermodul N von R/,
und eine diagonale Zerlegung " =2 @ N; ([Re], (2.44)), mit Idealen A;, da R Hauptidealring, also

erblich ist. Die Ideale von R sind aber bekannt, es gilt AV; = (r)7, und damit M = @ R/mIiR =

! )
D (), mit j; = j — ji und der Ordnung j von m, also der kleinsten natiirlichen Zahl mit

1
(m)7 = (0). Damit ist aber
l . .
Homg (M, R) @Homn @R/ann ) = @R/(W)J’Ji ~ M.
i=1

Auch die Aussage iiber das Doppelduale ist somit klar. Auflerdem ist der R-Modul R frei,
insgesamt ergibt sich auch die Exaktheit des Hom-Funktors. O

In dieser Situation ist der Rang r eines Moduls M also wohldefiniert, jedes minimale Erzeu-
gendensystem von M hat die Liange r und zwei solche werden durch Multiplikation mit einer
unimodularen Matrix ineinander iibergefithrt. Falls » < n geniigt es also zu zeigen, daf} fiir belie-
bige f aus der Degeneriertheit der Hilfsfunktionen fi; (vergleiche die Definition 4.2.1.e) beziiglich
eines festen minimalen Erzeugendensystems die Degeneriertheit von f folgt, um zu beweisen, dafl
ein Tripel erlaubt ist, und umgekehrt folgt aus der Erlaubtheit, daf jedes f schon dann degeneriert,
wenn es die fy zu diesem Erzeugendensystem tun.

Wir nehmen ab jetzt ferner an, dafl zu dem fest gewéhlten fundamentalen additiven Charakter
€ : R — C* ein Ringautomorphismus 7 von R mit der Eigenschaft

e(zr) = e(r(r)z), firalle z,r € R,

existiert. Die allgemein definierte Paarung e(¢, z) = e(¢(z)), zwischen Homomorphismen ¢ € M*
und Elementen z € R, hat nun die uns interessierende Verschiebungseigenschaft

€ 1) = €r.9(x), T:=7(r), firalle $ € M* und z € M.

Es ist also insbesondere 7 eine Einheit, falls r eine ist. Wir hatten den Charakter schon linear auf
Tupel ausgedehnt, und die Schreibweise €(V, X) := ey (X) := e(V(X)), fiir X € M™, V € (M*)"
benutzt. Wir erhalten somit, fir U € Gl(n,R),

e(V,XU) = e(UV,X), fiiralle Ve (M*)” und X € M",

und ein geeignetes invertierbares U. Dabei muf V allerdings als (n x r)-Matrix aufgefaflt werden
—
Wir kénnen aber auch V als V("™ betrachten, und e(V,XU) = (VU ,X) schreiben, wobei

=/ ~
U = U' als Element der entgegengesetzen Matrixalgebra aufgefafit wird.
Wir erinnern an unseres

4.3.2 Kombinatorisches Problem : Unter welchen Voraussetzungen an M, n und L, ist das
Tripel (M,n, L) erlaubt? O

Als erstes untersuchen wir den einfachsten Fall, nimlich den in welchem L mit zwei Untermo-
duln £; und L2 von M* auch deren Summe enthilt. Da dieser nur von geringer Bedeutung fiir
uns ist, geben wir stichwortartig den Beweis aus [Fr2], V.3, fiir folgendes wieder.

4.3.3 Satz : Sei M ein rechts-R-Modul, L eine isotrope Struktur auf M, die ein L € L enthilt,
so daf$ jedes Element L' € L Untermodul von L ist, und n > r. Dann ist das Tripel (M,n,L)
erlaubt.
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Beweis : a) Die Eigenschaft einer Funktion f auf A' C M™ zu degenerieren, ist in diesem Fall
dquivalent zur Periodizitét beziiglich des orthogonalen Komplements von £, also des rechts-R-
Moduls

Lt ={reM; ¢(x)=0, Ve L} CM.

Man kann daher 0.B.d.A. £ = 0 annehmen, indem man die Bijektion zwischen den Untermoduln
von M und den Faktormoduln von M* benutzt, um M durch £ zu ersetzen: Es ist nimlich
L gerade der zu N := M/Lt gehsrenden Untermodul von M*, und damit M*/L der zu £+
gehorende Faktormodul. Es ist dann also L = {{0}}, und man man kann ferner M durch den freien
Modul R™, ' < r, also 0.E. r' = r, ersetzen. Dann ist zu zeigen, daB, falls alle fuY)=f(E,Y)U)
konstant sind, auch f(X) selbst konstant ist.

b) Fiir jedes invertierbare A € GI(r,R) sei also f((4,Y)) = f ((E,Y)('g E(T?fr))) konstant,
setze F'(A) := f((A,0)). Nun existiert zu jedem U € Gl(n,R) ein Y € M"™ ", so da8 (E,Y)U =
(A, %) gilt, mit invertierbarem A(). Um dies zu sehen, muf man sich auf den Korper k beschrinken

koénnen, was aber moglich ist, da iiber dem lokalen Ring R ein Element genau dann eine Einheit ist,
wenn es nicht in (7) liegt. Damit kann man das Argument von Freitag benutzen: Man zerlegt U =

(é g) in Blocke. Da man die Matrix ((E,Y)U); = A+Y C von links und rechts mit invertierbaren

Uy = U und U, = U{") multiplizieren kann, ohne an der Aussage was zu dndern, geniigt es den

Et) 0

Fall U = 0 0 B , ' <r, zu behandeln, und nach Y = (y02)> Y, = Y2(r_r ")
¢, Cy D

suchen. Dann ist zu erreichen, dal A+YC = (YZECI YZOCZ) invertierbar ist, und da U vollen Rang

hat, also auch rank(Cy) = r — 1’ gilt, Cy = C’é"ir’rﬂ“’), muB r —r’ < n —r sein, und damit ist es
stets moglich ein geeignetes Y5 zu finden.

¢) Es geniigt also die Funktion F zu untersuchen. Seien A, B € Gl(r,R). Falls X = X (")
und Y = Y(""") existieren, so daB B — A = Y X gilt, so betrachte die konstante Funktion

F0) = 1 ((B.7)(%5))- Bsist dann F(V) = F(0) = / ((B,0)(% 5)) = £((4,0) = F(4)

anderseits aber auch
JO)y = F0y =1 (B (5 5)) = 7(BY) = £((B,0)) = F(B),

also F'(A) = F(B).

d) Man kann aber stets solche X und Y finden, falls rank(B — A) < 1 gilt, und stets zwei
invertierbare A und B durch eine Kette A; € GI(r,R), i = 0,...,7, Ao = A und A; = B, mit
rank(A;y; — A;)) <1,i=0,...,j — 1, verbinden. O

Sei M weiterhin ein beliebiger rechts-R-Modul. Wir fithren folgende ausgezeichnete isotrope
Struktur auf M ein.

4.3.4 Definition : Wir bilden die isotrope Struktur der echten links-Untermoduln von M*,
L..={LCM"; L#M*},
und nennen diese die exzeptionelle isotrope Struktur von M. 0O
Wir kénnen nun unveréindert das Resultat (V.5) von Freitag iibernehmen.

4.3.5 Lemma : Falls R = k schon ein Korper ist, und n > 2r gilt, so ist das Tripel (M,n, L)
erlaubt. O

Als nichstes iiberzeugen wir uns, das im Beweis der Verallgemeinerung (V.6) nur Eigenschaften
benutzt werden, die unser Ring besitzt.

4.3.6 Lemma : Falls n > 2r gilt, so ist das Tripel (M,n, L.) stets erlaubt.

Beweis : a) Fiir diese isotrope Struktur ist die Isotropie von V dazu #quivalent, dal V' nicht
primitiv ist. Das Lemma von Nakayama zeigt (auch im nicht-kommutativen Fall), daf} diese Be-
dingung nur modulo dem maximalen Ideal (7) zu betrachten ist. Man zerlegt dann ein gegebenes
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f:Pn — C, von dessen System von Hilfsfunktionen fy, fu(Y) = f((E,Y)U), bekannt ist, daf§
diese sdmtlich degenerieren, in Eigenfunktionen beziiglich des maximalen Ideals, f = Y f;, und
benutzt die Exaktheit des Hom-Funktors, um jeweils einen geeigneten Charakter x; : M™ — C*
zu finden, so daf ¢;(P) := x;(—P) f;(P) die Periodizitétseigenschaft

¢i(P+X)=¢;(P), PeP, XeM" m,

besitzt. Wir untersuchen eins der ¢; und lassen den Index ,,i“ weg.
b) Man will das Bild ® von ¢ modulo dem maximalen Ideal betrachten, und schreibt dazu den
Charakter als x(X) = €(A4,X), A € (M*)". Die Bedingung an die fy ergibt dann

¢u(Y) :=¢((E,Y)U) = e(=4A,(E,Y)U) - > Cy(V)e(V,Y).

V nicht primitiv

Es ist aber e(=A4, (E,Y)U) = e((—(AT )1, ~(AT )2),(E,Y)) = C - e(—(AT )o,Y), mit einem

(eindeutig bestimmten) U € Gl(n,R), also

S(B,Y)U)=C > Cp(W)e(W,Y).

—
Die Summe l4uft iiber alle W, fiir die V=W + (AU )5 nicht primitiv ist.

c) Die Periodizitéit von ¢ erlaubt es dann, das maximale Ideal herauszudividieren, und die
restringierte Abbildung @ : (k)" — € zu erhalten. Uber dem Korper k erhilt man orthogonale
Komplemente als duale Vektorriume. In den Zerlegungen der Funktionen & : (k)77 — C,
die von den degenerierenden Funktionen fy stammen,

Sy (V) = B((E,Y)U) = 3 Du(V)e(V, Y),

sind also nur Koeffizienten zu solchen V' verschieden Null, die ein Urbild W € (M*)*~" besitzen,

-
so dafl W + (AU )2 nicht primitiv ist, und die Einschrinkung W|n-r., = 0 trivial ist. Auf der
anderen Seite bedeutet die zu beweisende Degeneriertheit von @ selbst (und damit auch von f),
da ®(X) = > D(V)e(V, X) gilt, und daB in der Summe wieder nur V' auftreten, die ein Urbild
W € M™ besitzen, mit nicht-primitivem W + A und trivialer Einschrinkung Wan. = 0.
d) Nun besagt das Krull-Schmidt-Theorem in Verbindung mit obiger Strukturtheorie (4.3.1)

i
M= P R/a™R. Falls m; = 1 fiir alle 7 gilt, so existiert kein nicht-triviales Ideal, () = (0), und
=1

=
man kann A = 0, also x(X) = €(4, X) = 1 trivial, wihlen. Damit erhélt man aber den Kérperfall
(mit der exzeptionellen isotropen Struktur), fiir diesen wurde bereits bewiesen, dal ® degeneriert,
es treten nur D(V') # 0 zu isotropen, also nicht-primitiven, V =W =W + A auf.

e) Falls m; > 1, fiir alle i, gilt, so folgt, fiir beliebiges m und W € (M*)™ aus W|pm.r =
0 auch W € m - (M*)™. Um dies zu sehen, geniigt es den Fall m = 1, M = R/a™R, zu
behandeln. Wir hatten schon M = M* (als abelsche Gruppe) gesehen. Beschreibt man also
einen Homomorphismus ¢ = ¢, € M* a € M, als x —> @'z, so bedeutet ¢|rr.r = 0, daB
@'r =0 mod (m)™, fiir alle z = 0 mod (), also auch a = 0 mod (7)™ ~!, und da m; — 1 > 0, ist
dann ¢ € (7) - M*.

f) Dies bedeutet aber, daf fiir so ein W, W + B genau dann primitiv ist, wenn es B selbst ist.
Die Anwendung auf den Fall m = n — r liefert dann aber ®y = 0, also ®((E,Y)U) = 0 fiir alle

—
Y, falls (AU )y primitiv ist, denn dann miissen alle Koeffizienten Dy (V') verschwinden. Genauso
bedeutet die Degeneriertheit von f, dal ® = 0 dann die Nullfunktion ist, wenn A primitiv ist.
Da wir sonst eine leere Bedingung erhalten, kénnen wir also annehmen, daf3 A primitiv ist, sogar
A = (E,0), und miissen das Verschwinden von ®(P), P € P, aus dem von geeigneten &y (1),
Y € M™ " herleiten. Wenn man eine Darstellung

P=(EYIU=(EY)(2E),
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mit primitiven U und Us finden kann, so hat Us den Rang 7, nach Definition der isotropen Struk-

=/ ~
tur, also hat auch U5 = U} den Rang r (man beachte, dafl im Kérperfall ein Antiautomorphismus
auch Isomorphismus ist, k ist gleich seiner entgegengesetzten Algebra), da U — U die Matrix-

—
ausdehnung einen Automorphismus von R ist, und ist damit primitiv. Es ist aber auch AU =
AU = (E,O)(U1 U3) = ((7{,[7?’)), also ist dann (AU'), primitiv, und damit ®(P) = &y (Y) = 0.

U3 U
g) Man kann aber stets sogar eine Darstellung P = (E,0,Y)U = (E(™, 027 Y (")), mit
primitiven U, Us und invertierbarem Y = Y(") finden. Es existiert nimlich ein V = “2 2) -

(X; w2 ) € Gl(n, k), mit P = (0,0, E(")V, da P primitiv ist. Nun ist auch

V3,2 Va2

-Y 0 0
(B,0,Y)| 0 E 0 = (=Y +Y,0,YY ') =(0,0,E™M),
E 0 Y-!
-Y 0 0
alsoP=(E,0,Y)[ 0 E 0 (51 52) = (E,O,Y)( whn At ) =: (E,0,Y)U,
E 0 Y71 3 Ve Vi+Y vz o VotY ~lvy o

und man findet ein geeignetes Y, so daf} die so definierte Matrix U primitiv, und auch Vi +Y ~1V3 5
invertierbar ist, und daher vollen Rang hat. Damit ist auch der Fall m; > 1, fiir alle 7, bewiesen.
h) Im gemischten Fall trennt man die Komponenten von M = M; x M» so, daf} in M genau
die m; = 1 auftreten. P = (P, P(?) ist genau dann primitiv, wenn es seine Komponenten sind, in
A= (AD,A®) kann man A = 0 annehmen. Falls A®) nicht primitiv ist, so auch W2 4+ A(?)
also auch W + A, dann ist die zu beweisende Bedingung leer, im Sinne, daf die zugehorigen
Koeffizienten in der Darstellung von f zu isotropen Elementen gehéren, und damit auftreten
diirfen. Sei also A primitiv. Dann ist aber W2 4+ A®) stets primitiv, und die Primitivitit von
W + A wird durch die von W) 4+ A bestimmt, W(? kann frei gewiihlt werden. Die Funktion
M (PW) := (PM, P(?)) degeneriert aber fiir jedes feste P(?). Man kann nimlich, nach g,
P® = (E®  Y)U® mit invertierbarem U? und primitivem (U(?)); darstellen. Dann ist U :=
(UM, UP) fiir jedes primitive U1 primitiv, also degeneriert @8),
¢g)(y(1)) = oy ((ED, yYOHy® (E®) y@)y@),

Aus dem Korperfall folgt die Degeneriertheit von (jedem) &™), und damit von ®, da jedes W(?)
als Komponente eines Koeffizienten W = (W1 W) erscheinen darf. O

Durch Reduktion auf die exzeptionelle isotrope Struktur, erhalten wir nun das wichtige Resul-
tat. Die Einschrinkung an n ergibt sich dabei aus der fiir obige Beweise notwendige. Der Wider-
spruchsbeweis von Freitag kann iibernommen werden. Wir fassen uns deshalb kurz, und weisen
nur auf die Stellen hin, wo die Exaktheit des Hom-Funktors und die Verschiebungseigenschaft

—
e(V,XU) =¢(VU ,X) verwendet werden.
4.3.7 Satz : Sein > 2r. Dann ist jedes Tripel (M,n, L) erlaubt.

Beweis : a) Wir nehmen an, daf} jede mégliche Darstellung von f als Linearkombination von Cha-
rakteren f(X) = > C(V)e(V,X) auch (nicht-triviale) Koeffizienten zu nicht-isotropen V' enthélt,
wihrend jedes fy degeneriert. Wir definieren

r’ = max{rank((V')) ; V nicht isotrop und C(V') # 0}
fiir solch ein Darstellung von f und
A:={V Cc M*; V nicht isotrop, C(V) # 0 und rank((V)) =r'}.

Wir wihlen die Darstellung so, daf ' minimal und, unter dieser Nebenbedingung, auch |.4| mini-
mal werden, und fixieren ein V5 € A.
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b) Die Exaktheit des Hom-Funktors liefert einen Faktormodul N von M, mit N'* = (V). Mit
der Menge

B:={VeA; (V)yCcN"= (W}

aller nicht-isotroper Untermoduln von N* vom selben Rang wie N'* selbst, deren Koeffizienten
C (V') # 0 nicht verschwinden, bildet man die Teilsumme g(X) = > C(V)e(V,X) von f, und
veB

betrachtet sie als Funktion auf N™.
c) Die Verschiebungseigenschaft des Charakters liefert nun
-1

(EY= Y cLimT LBV =Y OV, E)e(W,Y),

=

—=r—1
V=i, )T V=(Vi,W)T

—=r—1

also Cy(W) = Y C((Vi, W)U )e(Vi, E), fiir ein geeignetes U € Gl(n, R). Genauso liefert
Viemr
die Teilsumme g die Gleichung

Viemr, V=(Vi,W\T _ €B

fir die Koeffizienten von gy (Y) = g((E,Y)U) = > Cpe(W,Y). Es gilt also

Cly(W) = Cuy (W) — > C(V)e(Vi, E).
V=(n, W)U ¢B

d) Damit folgt, dafl stets (W) # N* ist, falls C}; (W) nicht verschwindet: Falls W isotrop ist, so

ist dies ja sowieso erfiillt (unabhéngig von C{;(7W)), und falls W nicht isotrop ist, so verschwindet
—=r—1

Cy(W) = 0. In diesem Fall existiert ein Vi € M~ " mit V = (Vi,W)U ¢ B. Aus der Annahme
(W) = N'*, erhiilt man dann iiber ein Rangargument V' € B, was nicht sein kann. Betrachtet man
nun wieder g als Funktion von X € M™", so ist man in der Lage obiges Lemma anzuwenden, g
degeneriert beziiglich der exzeptionellen isotropen Struktur L., und man ersetzt diese Teilsumme
von f durch eine, in der nur Charaktere zu isotropen (beziiglich der exzeptionellen Struktur) V'
auftreten, also

fX) = > CWMeV,X)+ > C(V)e(V, X).

rank((Vy)<r’ V¢B

e) Nun kénnen nicht alle C'(V) fiir nicht-isotrope V' ¢ B verschwinden, sonst hitte man eine
Darstellung von f, die der Minimalitéit von ' widersprechen wiirde. Dann existiert ein nicht-
isotropes V' ¢ B vom Rang r', so dal C(V) # 0, und es kann auch kein nicht-isotropes V' von
echt groferem Rang mit dieser Eigenschaft existieren. Auf der anderen Seite gehort N'* selbst zu
A, aber auch zu B, und da rank(N*) = 7' gilt, kann es in keiner der zwei Teilsummen dieser
Summendarstellung von f auftreten, im Widerspruch zur Minimalitét von |A|. Das beweist aber
den Satz. O

Damit hat man auch das Problem der Erzeugung von M(q) geldst, sofern D an allen Stellen
P mit (q, P) # 1 ein Schiefkorper bleibt, Dp = Dp = M;(Dp) (, was zwar sehr unwahscheinlich,
aber dennoch moglich ist).

4.4.4 Der Fall von Matrixalgebren, die Anwendung des fundamentalen
Lemmas auf die Komponenten von O/qO und die Erzeugung des
singuldren Raumes

Nun miissen wir noch den uns interessierenden Fall, ndmlich den eines Ringes R' = M,(R) und
des Moduls M’ = (R')" behandeln, wobei R die Voraussetzungen des letzten Paragraphen erfiillt.
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Wir haben den Begriff der isotropen Struktur auf rechts-R'-Moduln M’ sowie die der Primitivitét
und Degeneriertheit, und auch den der Erlaubheit (eines Tripels) erkldrt. Auf R’ wihlen wir als
fundamentalen Charakter

€(z') = e(Trgs g (a' H (i),

mit dem fundamentalen Charakter € von R, und damit die Paarung €'(¢',z") := 6’d>’ (") =
€'(¢'(2")), fir Homomorphismen ¢’ € Homg:(M',R') eines rechts-R'-Moduls M’, und 2’ € M.
Wir beweisen

4.4.1 Satz : Sei M' = (R')". Falls n > 2r gilt, so ist jedes Tripel (M',n, L) erlaubt. Falls n > r
und L ein mazimales Element L enthilt, also L = {L" C (M")* ; L' C L}, so ist das Tripel
(M',n, L) erlaubt.

Beweis : a) Wir fassen M’ = (R')" als R("®%) auf, also (M')" = M’ x---x M" als M™, mit dem
(freien) rechts-R-Modul M = R". Es gilt somit M' = M?*. Ein Tupel X = (z; ---z,) € (M")"
ist genau dann R/-primitiv, wenn X, aufgefaBt als X (7$m5) ¢ R(rs:n8) R_primitiv ist, denn die
allgemeinen linearen Gruppen Gl(n, R') = Gl(n, Ms(R)) und Gl(ns, R) fallen zusammen.

b) Die Elemente der Homomorphismengruppen fassen wir als Zeilenvektoren auf,

M* = Homg (M, R) = R und (M')* = Homps (M',R') = (R)(17) =2 R() = (M*)5.

Sei L' eine isotrope Struktur auf M’, und £’ € L'. Die Zeilen aller V' € L' erzeugen einen links-
R-Untermodul £ von M*. Man erhélt also ein System L = {£ = L(L') C M*; L' € L'} von
solchen Untermoduln. _

c) Sei jetzt ein L = L(L') fixiert, und £ C £ ein links-R-Untermodul von £. £' wird von
(hochstens) r Elementen X; € (R')(") erzeugt, £ also von rs Zeilenvektoren z7 € R(:"3). Aus

Ranggriinden wird dann auch £ von (hochstens) rs Zeilenvektoren y{, i=1,...,r,5=1,...,s,
minimal erzeugt, diese sind Linearkombinationen der z?. Wihle nun, fiir jedes i = 1,...,r, Ma-
trizen
" vi
Yie € My(R) =R, k=1,...,r, sodaB » VyX;=()?=| : | =Y gilt.
k=1 s
Yi

Es ist dann aber Y; € £, fiir alle 4, also ist
=R -Yi+ - +R -Y.CL

ein Untermodul von L', also L' € L'. Offensichtlich ist aber £ = Z(Z’), also gilt Le L, nach
Definition von L. Damit ist L eine isotrope Struktur auf M.

d) Nun sei f : P(M',n) — C gegeben, alle fiy : (M')"~" — C seien degeneriert. Betrachte f
als Funktion auf P(M,ns), und jedes fy als Funktion auf M("=")$ Da ns > 2rs (, bzw. ns > rs
und L ein maximales Element enthilt), ist jedes Tripel (M,ns, L) (, bzw. das spezielle Tripel
(M, ns, L),) erlaubt, und f degeneriert. Die isotropen V; € (M*)™*, die in der Summendarstellung
von f auftreten, falt man wieder als V; € ((M')*)™ auf, diese sind ebenfalls isotrop. O

Dies benutzen wir insbesondere im Falle R = ﬁp, R' = M, (ﬁp) = Op/qOp. In Verbin-
dung mit dem angegebenen Lokalisierungsargument (4.1.7 und 4.1.8), erhalten wir die gewiinschte
Aussage iiber das urspriingliche R = O/qO, nimlich

4.4.2 Folgerung : Falls n > 2r gilt, so lifst sich jedes Koeffizientensystem a(W), das das Rela-
tionensystem erfillt, mit Hilfe von isotropen Matrizen V; erzeugen. O

Das ,fundamental lemma“ hat also unser kombinatorisches Problem positiv beantwortet. Al-
lerdings geniigt es nicht n > r zu fordern. Der Beweis funktioniert nur im Falle n > 2r in voller
Allgemeinheit. In diesem Fall ist M(g) endlich erzeugt. Genauer gilt M(q) = O(q) = O(q,r,n),
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n > 2r. Die benutzten Thetareihen gehoren zu den Gittern £; = (Q;), die durch die primitiven
Darstellungen T; = S;[Q;] eines Reprisentantensystems der unimodularen Klassen potentieller
Kernformen entstehen.

Der untersuchte Spezialfall isotroper Strukturen, die ein maximales Element enthalten, gilt
allgemein fiir n > r. Es kann nun vorkommen, daf§ eine Matrix S so beschaffen ist, daf} die daraus
resultierende isotrope Struktur diese Eigenschaft hat. Der Unterraum vom singuldren Raum, des-
sen Elemente nur Kernformen T besitzen, fiir die man die Darstellung T' = S[Q] so wihlen kann,
daB dies gilt, wird also fiir alle n > r 4+ 1 durch Thetareihen endlich erzeugt, was natiirlich nicht
besonders aussagekriftig ist. Ob man das fundamentale Lemma allgemein fiir diese Ringe n und
Gewichte r beweisen kann, ist unklar. Herr Freitag teilte mir mit, dafl er gewisse Schritte in diese
Richtung tat, den Beweis jedoch nie vervollstindigte.



Kapitel 5

Die Thetarelationen und das
Hauptresultat

Es wird das Hauptresultat {iber singulire Modulformen zu Hauptkongruenzgruppen formuliert,
und die sogenannten Thetarelationen hergeleitet.

117



118 KAPITEL 5. DIE ERGEBNISSE

5.1 Nicht-triviale algebraische Relationen zwischen Theta-
reihen

In diesem Abschnitt werden die, durch die Wirkung der S-Einheitengruppe entstehenden, nicht-
trivialen algebraischen Relationen zwischen den Elementen aus ©(q), die sogenannten Thetarela-
tionen, untersucht.

5.1.1 Eine Zerlegung von ©(q) und die Wirkung von Einheiten auf The-
tareihen

Wir wollen aus dem gewonnenen Erzeugendensystem fiir singuldre Modulformen eine Basis kon-
struieren. Dazu miissen wir die algebraischen Relationen zwischen den Elementen dieses Systems
untersuchen. Wir betrachten eine potentielle Kernform 7' und eine primitive Darstellung T = S[Q],
also mit einem (), daff an allen Stellen aus S := {P C Ok ; (¢, P) # 1} unimodular ergéinzbar
ist. Wir benennen den Raum aller Thetareihen zu dem Gitter £ = (@) und allen (beziiglich S)
isotropen Matrizen V' mit ©(T, q). Dies ist ein Unterraum von ©(q). Es gilt

1.1.1 Bemerkung : O(T, ¢q) hingt nicht von der Wahl der Darstellung ab.

Beweis : Wir wissen, da$ sich zwei Darstellungen T = S[Q] = S[Q] nur um ein invertierbares
A € Gl(n,D) mit L= A-L und S = S[A] unterscheiden. Ist V isotrop beziiglich S, £ und ¢, so
st V=4V isotrop beziiglich S, £ und q. Es gilt auch

V.z)y= S P(sVEG)eelesialravey

7?;

19[;’1:»(5

G=ag(rmn)
(G)CL

> . i g {q(S[A)[A™ G| Z+2(A V) (A~1G %
_ Z P(USl/Z(A 1G))es {a(S[AD] 1Z2+2(A°V) ( )}:05,15(5’%;Z)’

ag=ac(r.n)
(Gycec

mit der unitéiren Matrix U = S1/24(S[A])"*/? und der harmonischen Form P(X) = P(UX). O
Wir haben also zu jeder unimodularen Klasse von potentiellen Kernformen einen Raum

O(T;,q) C O(q).
Das fundamentale Lemma liefert

k
1.1.2 Theorem : Falls n > 2r gilt, so ist Y O(T;,q) = O(q) = M(g). O

i=1
Wir haben bestimmte Funktionen a : M" — C, M = L/qL degeneriert genannt. Speziell
haben wir ein endliches System von isotropen Matrizen V; erhalten, so dafl der Raum aller solchen
Funktionen durch die o; = ay, = a,, erzeugt wird, wobei der Wert «;(z) = €(v;,x) iiber die
Paarung gegeben ist, und v; das Bild von V; in M* ist. (Diese speziellen Abbildungen waren
urspriinglich nur auf der Menge P,, C M™ der primitiven Tupel definiert, man kann sie aber
natiirlich zu Funktionen auf ganz M" fortsetzten.) Wir betrachten also

1.1.3 Definition : A = A(S,L) := {a: M" — C; a =) ¢} ist der Raum aller endlicher
Summen der ausgezeichneten Abbildungen «; = «,,. Ferner setzen wir

B=B(S,L) = {alp, ; a € A},

die Einschrinkung der « auf primitive Tupel. 0O

Uns interessieren natiirlich nur die Elemente aus B und deren Erzeugung. Wir wissen, daf die
Gruppe der S-Einheiten,

£=E(S,L)={U€eSl(r,D); S[U]=8, U-L =L},
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auf O(T, q) wirkt: Mit V ist auch [ isotrop, G = G"™ und UG durchlaufen dasselbe Gitter, und
aus P wird wieder eine harmonische Form, wobei die Wirkung in obiger Bemerkung beschrieben
wurde. Die entsprechende Wirkung in A kénnen wir iiber die Paarung beschreiben, nimlich

agry. (¢) = e(x,T'v;) = e(tz, v;) = oy, (Uz).

Durch lineare Ausdehnung erhilt man also zu jedem o € A ein & = a*, a(z) = a(ux).
Auflerdem kann man jedem a € A ein Koeffizientensystem

a(G) = alg)e;, (GYC L, g=G e M"und e; € Zy ein Basiselement,

zuordnen. Daraus bildet man ein System von Fourier-Koeffizienten
. 6/ U/
a(SIEN = po (2 52)) (@),

U= (g; gj) eine Ergénzung von G = (G1,G2), und erhilt so ein Element aus O(T, ¢), ndmlich

S a(S[G))em{51G12} Man hat also eine, nach dem Theorem bzw. dem fundamentalen Lemma
(G)ccL
surjektive, Abbildung A — O(T,q) (, wenn man i = 1,... ,! die Basis von Z, durchlaufen 14f}t).
Man kann jedoch auch allgemeiner, mit einer beliebigen harmonischen Form P € H = H(po)
(H(po) der Vektorraum der harmonischen Formen beziiglich py), das Element

Yo,p(Z) := > alg)P(S°G)em 5197} ¢ (T, q)
(GycL

bilden. Jede solche Thetareihe ist eine endliche Linearkombination von den urspriinglich definier-
ten 9z p(S,V;Z). Sie muB sich natiirlich wieder als solche schreiben lassen. Die so gewonnene
Abbildung

A9H — 0(T,q)

ist (auch) surjektiv, die Wirkung von & ist mit dieser vertréglich.

5.1.2 Ein System von Thetarelationen

Nun treten erstmal triviale Relationen (Invarianzen) von Thetareihen, durch die Wirkung von £
auf ein Paar a ® P, auf. Wenn man den unter den S-Einheiten invarianten Teilraum (A ® H)¢
betrachtet, und obige Abbildung auf diesen einschréinkt, so ist auch die Einschrinkung surjektiv.

Die echten Thetarelationen ergeben sich jetzt dadurch, daf nur die Einschrinkung jedes Paares
auf B® H, also auf primitive n-Tupel in M" bzw. primitive Matrizen G = G"™ | wichtig ist. Die
natiirliche Einschriankung

(A H)E — (BoH)E
ist jedoch zwar surjektiv, aber nicht injektiv. Man muf} also einen Unterraum

C=C(S,L) C (A(S, L) @ H(po))*E) wiihlen, mit C = (B(S, L) ® H(po))E 55,

1.2.1 Bemerkung : Nach Konstruktion ist C — ©(T, q) injektiv. Die Einschrinkung des Ziel-
bereiches auf das Bild ©¢(T,¢) ist also ein Isomorphismus. Diese Einschrinkung beschreibt also

(wenigstens prinzipiell) alle nicht-trivialen Thetarelationen, allerdings nicht mehr in ©(T, ¢) selbst,
sondern in der Summe O(q) = >, 0(T,q). O
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5.2 Das Resultat: Erzeugung der singulidren Modulformen
gegebenen Gewichtes zu Hauptkongruenzgruppen

Es wird das bewiesene Theorem formuliert, also eine (endliche) Basis von Thetareihen fiir M(q)
angegeben.

5.2.1 Der Hauptsatz iiber singulire Modulformen zu Hauptkongruenz-
gruppen
Wir fassen die gewonnenen Resultate zusammen.

2.1.1 Voraussetzungen : Seien A = M,,(D) eine einfache, involutive, endliche, positiv definite
Q-Algebra, D ein Schiefkérper vom Schurindex s = s(D) = /(D : K) iiber seinem Zentrum K,
K/Q ein algebraischer Zahlkoérper vom Koérpergrad [K : Q] = m, O eine maximale Ordnung in
D, die unter der Involution invariant ist, @ = O. Seien ferner ¢,  und n natiirliche Zahlen, so
daBB 0 < 2r < n (und auch r + 1 < n, der Grenzfall r = 1 und n = 2 wird ausgeschlossen,),
und T1,...,T} ein Vertretersystem der unimodularen Klassen potentieller Kernformen der Stufe
q (vergleiche Kapitel 4, Bemerkung 2.2.3 und Folgerung 2.2.4), mit den entsprechenden Darstel-
lungen T; = S;[Q;] und den Gittern £; = (Q;). Insbesondere umfassen die unimodularen Klassen
der T; die Kernformen aller Elemente aus M(q) (vergleiche Kapitel 3, Definition 2.2.9 und Kapitel
4, Bemerkung 2.2.2). Sei schlielich p das Paar p = (po, rs), bestehend aus der fest gewihlten ir-
reduziblen und reduzierten Darstellung po : G1(A¢) — GL(Z), mit einem endlich-dimensionalen
C-Vektorraum Z, und dem Gewicht rs, sowie v ein Multiplikatorsystem vom selben Gewicht.
Dann gilt

2.1.2 Theorem :

k

k
M(q) = O(g) = >_O(Ti,q) = @@O(TiaQ):

i=1

also insbesondere

k k
dim M(q) = dim ©(q) = »_ dimOg(T;,q) = »_ dimC(S;,L;). O

i=1 i=1

Wie im zweiten Kapitel, Sitze 3.3.7 und 3.3.8, sowie Bemerkung 4.1.2, gezeigt, besteht ©(q)
aus Modulformen. Es gilt sogar

2.1.3 Theorem :

[Talgl p,0] = [Malgl,rs,0] = Y O(Tng)= € 00(Tiq),

V9,8;,L;=UV V9,8;,L;=UV
also insbesondere
dim[T},[q], p, v] = dim[Ty,[¢], 7s,v] = Z dim ©¢(T;,q) = Z dimC(S;, £;). O
V9,5;,L; =0V V9,5;,L, =0V

Das zeigt auch, dal das Multiplikatorsystem einer nicht-verschwindenten Modulform automa-
tisch auf einer geeigneten Hauptkongruenzgruppe mit einem Thetamultiplikatorsystem iiberein-
stimmt,.
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