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A. Integralrechnung

01. Zuriickfiihrung von 3-dimensionalen Integralen auf
1-dimensionale Integrale

Wir betrachten zuerst folgende Integrale:

53 3 111
///g(xl,xz,xg)dxldxgdxg:///f(ajl,xg,xg)dxldazgd:cg
000
1

—C —a

—¢ —b —a
2 2 2

H—00 A— 00

~ lim lim / Fln, (A z1), (- 21)) dany (1)
0

Dabei wird die Transformationsformel vgl. Forster [2](§§2 und 13) und das Korollar 3.2.8
von He [3]S.88 in folgender Weise gebraucht:

Die Transformationsformel wird auf die Abbildung

- c b a

Ay, 22, 23) = (cx1 — §,b$2 — 503~ 5)
mit der Jacobi-Matrix
c 0 0
DA(.rl,xz,xg) = 0 b O
0 0 a

und der Determinante
det DA(xz1,29,23) =c-b-a

angewendet. Die Funktion f wird definiert durch:

b
f(z1,22,23) = a-b-c-glen _g’b$2_§,a:ﬂ3_g)

() ist der Bruchteil von einer Zahl.

Diese Idee 148t sich auf allgemeine 3-dimensionale Integrale verallgemeinern, wenn man
Konvexkombinationen betrachtet, wie zum Beispiel bei Barner [1]Kapitel 13.2 S.30.
Durch
z1-a+(1—z1)-b
g(xl,xg,xg) = 29-c+(1—x2)-d
I3~6+(1—$3)‘f

Wir bilden nun die Jacobi-Matrix:

—

DA(xy,x2,23) = 0 (c—d) 0



A. Integralrechnung

mit det DA(z1, 2, 23) = (a —b) - (c—d) - (e — f).

Dann lautet die Transformation:

b d f 111
///g(a:l,xg,mg) dxldmgdxg:///f(xl,xg,xg)dxldxgd:cg (2)
a ¢ 000

e

mit
fx1, @0, 23) = | det DA(21, 9, 23)| - g(A(21, 22, 2:3))

Die Transformation auf ein eindimensionales Integral erfolgt dann wie in Gleichung (1).

Diese Uberlegungen kénnen auch fiir 2-dimensionale Integrale verwendet werden, wenn
man statt Korollar 3.2.8 Korollar 3.2.5 bei He [3]heranzieht.
Literatur

[1] Martin Barner, Friedrich Flohr ,, Analysis 11 de Gruyter Verlag Berlin 1983

[2] Otto Forster ,,Analysis 3“ 2.Auflage Vieweg Verlag Braunschweig 1983

[3] Tian-Xiao He ,Dimensionality reducing expansion of multivariate integration®
Birkh&user Verlag Boston 2001

(© 2013 Harald Schréer



A. Integralrechnung
02. Oberflachenberechnung

Wir betrachten Oberflichen wie in den Abbildungen. Es stellt sich die Frage wie kann der
Fldacheninhalt berechnet werden? Welche Grofien gehen bei der Berechnung mit ein? Gibt
es Groflen von denen dieser Flacheninhalt unabhéngig ist? Kann man den Flidcheninhalt
einfach berechnen oder ist es eine komplizierte Aufgabe?

b e -
-

{alx

fi1(z), fa(x) begrenzen die Fliche zu y hin.

Fiir die Oberflichenberechnung benétigen wir eine Formel aus der Integralrechnung.



A. Integralrechnung
Nach Forster [1]§14 (14.7) S.142,143 gilt folgendes:
f:T — R ist stetig differenzierbar T Cc R"~!

M :={(x1,...,2p) ETXR : x,=f(x1,...,2n-1)}
Daraus folgt, wenn das Integral existiert:

Vol (M) = [ I+ 9 F@IP @t
T

| - || = euklidische Norm

Spezialfall n = 3:
Wir nehmen jetzt 1 = x, 290 = y, 23 = z = f(x,y).

f:T — R ist stetig differenzierbar.
T C R? (z,y)eT t=(x,y)
M:{(IL‘,y,Z)ETXR : z=f(a:,y)}

O = Volo (M) :/,/1 VL) 2t
T

of
mit sz(é’f»)
dy

Die gesuchte Oberfldche ist ein Spezialfall dieser Formel fiir:

Daraus erhalten wir:

T={(z,y) e R*| m<x<zs fi(z)<y< fo(2)}

Fiir dieses T kann das zweidimensionale Integral folgendermafien geschrieben werden:

o] o (5

Das ist die gesuchte Formel fiir die Oberfléache.

Sie gilt, wenn die Integrale existieren und, wenn f(z,y) stetig differenzierbar ist. Das

heifit % und %Z’y) sind stetig nach (x,y).

Literatur
[1] Otto Forster ,,Analysis 3“ 2.Auflage 1983

Vieweg Verlag Braunschweig

(© 2001 Harald Schréer
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B. Differentialrechnung

03. Der Minimalabstand

1. Der Minimalabstand reeller Funktionen in der Ebene:

Eine Funktion f(x) hat zu den Punkt P = (z,,y,) einen Minimalabstand. Dieser soll
berechnet werden.(siehe auch Abb.)

YA P= (Xp,yph

e’

b

Es gilt fiir den Abstand D:

D =(y—yp)° + (& — p)?

Wir differenzieren dann D?:
(D) =2-(y—yp) -y +2 (& —ap)
Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema:
v o—myp)tz—ap=0 (1)

Differenziert man D, dann folgt mit Hilfe der Kettenregel dasselbe Resultat.

Beispiele:
y=p-a™
pma™ e (pr™ — )+ — 2, =0
y =sinx
cosz - (sinx —yp,)+x—x, =0
y=r-a"

ra”lna- (ra* —yp) +r—2, =0

Nun stellt sich die Frage, ob der Minimalabstand senkrecht zur Tangente der Funktion
steht?

12



B. Differentialrechnung

A P LM e
- J_,_.-"""H
r’r::--f e
- ‘EXTTE
L } X
m ist die Steigung der Senktrechten zur Tangente. Dann muf3 3/ -m = —1 gezeigt werden.
Es gilt:
m— Y=Y
T —xp
Nach (1) erhalten wir:
, r —xp
y=—-——
Y—Yp
Priifung:
Y—Yp T—Tp
Die Vermutung stimmt.
2. Minimalabstand von zweidimensionalen Gebilden:
Wir schauen uns folgende Abbildung an:
I//...__ o '___,.:-"r_—‘“"‘\ I.l'r:l o B \'l.
i f}. I ﬁl\\ C !
|II \ / h
\q_____.. —— " : '\_\_“‘
—

Die beiden Flichen sollen durch A = a@(p1,p2,t) und C = &(q1, g2, t) dargestellt werden.

P1,DP2,q1, g2 sind Flachenparameter. t ist die Zeit oder ein zusédtzlicher Parameter.

Fiir den Abstand r erhalten wir:

r(p1,p2,q1,G2,t) = \/ﬁ

13



B. Differentialrechnung

Wir fithren folgende Notationen ein:
d d d d
D1 = - Dgtzi Dg!zi D4.
dp1 dp2 dq dqz
Es gilt die Produktregel fiir Skalarprodukte:
D(@-¢)=Da-c+ad- D¢

Daraus folgt:
-Da

I

D(@*) =2-

Wir haben:
r? = (d—¢&)?

r und damit 2 mufl abgeleitet werden:
Dy =2-(d—¢&)-Dyd
Dor? =2.(@—@) - Dyd
D3r? =2.(d— &) - —Dsé
Dyr? =2-(d— &) - —Dy&
Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema:
Dir’=0 fir ie1,2,3,4

Daraus folgt:

@—2) Did=0
(@—¢) - Dod =
(6—8)-D3c—0

(@—¢C)-Dye=0
D1 d, Ds2d, D3é, D4C sind Tangentenvektoren vgl. Forster [1] §15 Satz 1 S.148.

Wir kommen dann zu folgender Aussage:

Der Minimalabstand steht auf beiden Mengen senkrecht.

Das Resultat gilt auch fiir Mengen mit beliebig endlich vielen Parametern, das man
genauso herleiten kann.

Bei ANC = () muf} es einen Minimalabstand geben. Wenn sich aus den vier Gleichungen
keine Losung ergibt, dann ist der minimale Abstand ein Randminimum.

14



B. Differentialrechnung

Spezialfille:

A ist eine Kurve, wenn entweder p; oder po wegfallt.
C ist eine Kurve, wenn entweder g; oder ¢o wegfillt.
A ist ein Punkt, wenn p; und p, wegfallen.
C ist ein Punkt, wenn ¢; und ¢o wegfallen.

Fallt ¢t weg, dann sind die Mengen (zeitlich) invariant.

Besondere Parameterwahl:

fiir Kurven: 7 kann 1 oder 2 sein.
Di qi
a= | filp) c=| faa)
91(pi) 92(q:)
fiir Flachen:
b1 q1
a= P2 c= Q@
f1(p1,p2) f2(q1, q2)

Literatur

[1] Otto Forster ,,Analysis 3“ 2.Auflage 1983 Vieweg Verlag Braunschweig

(© 2002 Harald Schréer
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B. Differentialrechnung
04. Einbeschriebene Dreiecke, Trapeze und Rechtecke

Wir behandeln hier verschiedene Extremalprobleme mit Nebenbedingungen. Die Ne-
benbedingungen werden hier hédufig durch allgemeine Funktionen gebildet. Ob ein oder
mehrere lokale Maxima oder Minima vorliegen, héngt im allgemeinen von der Funktion
ab, die die Nebenbedingung beschreibt. Das gilt auch fiir die Feststellung, ob iiberhaupt
lokale Extrema vorhanden sind. Setzt man von der Zielfunktion die erste Ableitung gleich
Null, so bekommt man eine notwendige aber nicht hinreichende Bedingung fiir die Exi-
stenz von lokalen Extrema. Hier geht es vor allen darum, die Form dieser notwendigen
Bedingungen kennenzulernen, und zum anderen die Zielfunktion in Abh#ngigkeit von
den Funktionen ganz allgemein zu ermitteln. Es erfolgt hier dann auch keine Diskussion,
ob ein lokales Extremum, Maximum, Minimum vorhanden ist. Dazu miissen die Neben-
bedingungsfunktionen erst ausgewéhlt werden. Anschlieffend kann dann mit der zweiten
Ableitung oder evt. auch hoheren Ableitungen dariiber entschieden werden.

Einbeschriebenes gleichschenkliges Dreieck

Es soll der maximale Fldcheninhalt des folgenden gleichschenkligen Dreiecks berechnet
werden. (siche Abb.)

4\\1

\ ) 1= 4x)

7> X

(z) sei eine achsensymmetrische Funktion d.h. f(z) = f(—=x). Die Ableitung
(z) soll existieren.

y=f
y =1
Fiir den Fldcheninhalt F' des Dreiecks gilt:
F=x(yp—y) =zy, — 2y
Fiir ein lokales Extremum muf} die notwendige Bedingung sein:
0=F =y,—y—ay

Die Extremalbedingung lautet damit:

y+ay =yp

16



B. Differentialrechnung

Diese Bedingung gilt fiir jede symmetrische konvexe Funktion.

Wir geben ein Beispiel mit p > 0 und m als gerade Zahl:

y=pz™  y =pma™!

pz™ + pma™ =y, p-(m+1)z™ =y,

Daraus folgt:
Yp

xr= m-—
p-(m+1)

Einbeschriebenes Trapez

Wir schauen uns das Trapez in der folgenden Abbildung an: (z,y, sind fest.)

/\‘7

y = f(zx) soll differenzierbar, symmetrisch und konvex sein. Gesucht ist auch hier der
maximale Flacheninhalt. Fiir den Flacheninhalt F' gilt:

(a+c)-h

F=
2

wobei a,c die beiden parallelen Seiten und h die Hohe des Trapezs ist. Mit ¢ = 2x,,
a =2z und h =y, — y folgt:

F=(yp—y)(zp+2)

Fr=yy—y—y (2, +2)
Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema:

F'=0 = vo(zp+a)=y,—y
Spezialfall gleichschenkliges Dreieck: x, = 0
= i ty=y
Wir betrachten nun das Rechteck mit x, = x. Damit bekommen wir als Fléche:

F=2 (yy—y) F =2 (yp—y) —2zy

17



B. Differentialrechnung

Als notwendige Bedingung fiir das Rechteck erhalten wir mit F’ = 0:
oy =yp—y

Nun wollen wir den extremalen Umfang des Trapezs berechnen. Der Umfang ist U =
a+c+2- \/(yp — )2+ (z — x)2. Wenn a und c eingesetzt werden folgt:

U:2-(a:+:rp)+2‘\/(yp—y)2+(:r—xp)2

Kettenregel:

U9 CD W —y) -y 2 (@)
V@ — 92+ (z — 3,)?
Mit der notwendige Bedingung U’ = 0 wird daraus:

(=9’ + @ —2p)° = ((hp— 1) -y —x+1p)°

Spezialfall gleichschenkliges Dreieck mit z, = 0:
(yp —9)* +2° = ((yp — vy —2)°

Das Rechteck mit x, = x muf} gesondert ausgerechnet werden.

Umfang des Rechtecks:
U=4z+2 (yp — y) U =4-2y

U =0 = y = fl(x) =2

Das Trapez in zwei Funktionen einbeschrieben

Wir betrachten das Trapez in der Abbildung:

Y
{40
X

1

xp
g STEN

Y X

x ist die Verénderliche, z, ist fest. Die Funktionen fi, f2 sollen achsensymetrisch und
konkav bzw. konvex sein. Nach der elementaren Flachenformel erhilt man fiir die Fléche:

F=(x+xp)- (filz)— fa(xp))

nach Produktregel:
Fl=(z+ap) - fi(z) + fi(z) — fa(p)

18



B. Differentialrechnung

F' = 0 ist notwendige Bedingung fiir lokale Extrema, also folgt:
falap) — filz) = (z + zp) - fi(2)

Nun geht es um den extremalen Umfang:

U=2(ap+2)+2/(z = 2p)2 + (filw) — falzp))?

U nach Kettenregel differenziert:

U9y, Pt (A1)~ () - fi@)
V@ =22+ (fi(w) = falwy)?
Die notwendige Bedingung fiir lokale Extrema U’ = 0 fiihrt zu:
(2 =2y + f1(@) - (@) = fal@p))? = (2 — ) + (fi(@) — falay))?

Fiir den Spezialfall z, = 0 ergibt sich ein gleichschenkliges Dreieck. Die Bedingung fiir
extremale Fliache lautet:

£2(0) = filz) =z - fi(2)
Bedingung fiir extremalen Umfang:
(@ + fi(@) - (f1(z) = f2(0)))* = 2* + (fi(z) — f2(0))?

Die Formeln fiir das Rechteck miissen extra hergeleitet werden. Wir betrachten die Ab-
bildung:

S5

N7
/kh {x)

- L)

Die Flache des Recktecks ist:
F=(y1 —y2) 27
Ableitung:
Fr=2-((y1 — ) = +y1— 1)

Aus der notwendigen Bedingung F’ = 0 folgt:

z (= 1h) =y2 — W
Fiir yo = k (konstant) ergibt sich:

ﬂf?/i =k—u
Nun bestimmen wir den Umfang des Recktecks:
U=dz+2-(1—y2) U =4+2-(1 —u)

Die notwendige Bedingung ist U’ = 0, daraus folgt:

Yo—h =2  y=y

Weitere Extremalprobleme findet man bei Schréer [1].

19



B. Differentialrechnung

Literatur

[1] Harald Schroer ,Extremalprinzipien“, Wissenschaft und Technik Verlag, Berlin,
2000

(© 2012 Harald Schréer
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B. Differentialrechnung
05. Einbeschriebene Pyramide und Pyramidenstumpf

Abstract: Wir behandeln hier zwei Extremalprobleme mit Nebenbedingungen. Ob ein oder
mehrere lokale Maxima oder Minima vorliegen, hédngt im allgemeinen von der Funktion ab, die
die Nebenbedingung beschreibt. Das gilt auch fiir die Feststellung, ob iiberhaupt lokale Extrema
vorhanden sind. Setzt man von der Zielfunktion die erste Ableitung gleich Null, so bekommt man
eine notwendige aber nicht hinreichende Bedingung fiir die Existenz von lokalen Extrema. Hier
geht es darum, die Form dieser notwendigen Bedingungen kennenzulernen, und zum anderen die
Zielfunktion in Abh#ngigkeit von den Funktionen ganz allgemein zu ermitteln. Es erfolgt keine
Diskussion, ob ein lokales Extremum, Maximum, Minimum vorhanden ist. Dazu miissen die
Nebenbedingungsfunktionen erst ausgewihlt werden. Anschliefend kann dann mit der zweiten
Ableitung oder evt. auch hoheren Ableitungen dariiber entschieden werden.

Key words: Extremum - Nebenbedingung - Pyramide - Pyramidenstumpf - Maximum - Mini-
mum

1. Einbeschriebene Pyramide

Wir betrachten eine Pyramide mit einen regelméfligen n-Eck als Grundflache wie in den
Abbildungen:

e —
N
7
~
R

g
X

-f
=
T
\"\ <
o

? X
Es gelten dann folgende Gleichungen:
0
a=—
n
A:w mit g=2-sina-x
= A=2z? sinacosa

Fiir die Grundfliche G folgt dann:

G=n-A=n- 2> cosasina
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B. Differentialrechnung

Fiir das Volumen V' der Pyramide erhalten wir schlieflich:

-h
V:GT mit h=y,—vy und sin 2a = 2 - sin v cos «
folgt:
1 2
V:G-nxQ-(yp—y)sin(;)

differenziert nach Produktregel ergibt:
1 2
V' = G nsin <7T) (yp —y) - 22 — 2°%y)
n

Das notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema V'’ = 0 fiihrt zu:
2-(yp—y)—zy' =0
Beim Zylinder gilt folgendes:
G = nz? V=G-h=mz* (y,—y)

Die Rechnung erfolgt analog. Das Kriterium fiir lokale Extrema bleibt dasselbe.

2. Pyramidenstumpf einbeschrieben

Fiir die beiden Grundflachen haben wir:

1 2
Gy = ax’® Gy = ax?) mit a=—-n-sin (W)
2 n

Fiir das Volumen des Pyramidenstumpfs gilt die bekannte Formel:

h ——

Einsetzung:
Y —Y

V=
3

- (az? + avw, + axfo)
Ableitung:
)
V' = 3y -a-(xQ—l—mmp—f—xf,)—}—

Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema:

Y — Y
3

ca- (22 4+ xp)

V=0

Daraus folgt:
(p—¥) 2z +p) — ¢+ (2% + 27+ 27) =0
Weitere Beispiele gibt es bei Schroer [1].

Literatur

[1] Harald Schroer: Extremalprinzipien, Wissenschaft & Technik Verlag, Berlin 2000

(© 2009 Harald Schréer
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06. Extremale Winkel

Wir betrachten das Dreieck in der folgenden Abbildung:

.

Die Funktion o = f(v) wird erklért durch:

a - siny

tana = 0 <~ <180° b>a (1)

b—a-cosvy

Es geht nun darum lokale Extrema von a in Abhéngigkeit von + zu finden. Da der
Tangens eine streng monoton steigende Funktion im Intervall [0,180°] ist, geniigt es
tan o zu betrachten.

Wir bilden die Ableitung von tan o nach « mit Hilfe der Quotientenregel:

dtana  cosy-a-(b—acosy)—siny-a-a-siny

dy (b — acos)?

Es gilt tan o > 0 fiir y € [0, 180°]. Damit gibt es nach dem Satz von Rolle und nach einen
Satz fiir stetige Funktionen iiber Annahme von lokalen Extrema vgl. z.B. Forster [1] §11
Satz 2 S.67 ein lokales Maximum in diesen Intervall.

Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema:

dtan o B
dy

Daraus folgt:
abcosy — a® - (sin?y + cos?~) = 0
Mit sin?y 4 cos?y = 1 erhalten wir:
abcosy = a®

also:

Bei a < b ist v &~ 90°.
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B. Differentialrechnung

Einsetzung in (1):

Vit §VP-@
tan ey = By L2 -a?) V2 —a?
Wir haben also: a
tan apmgr = ﬂ
und a
tan ez ~ 3 bei a<b

Damit haben wir eine Darstellung fiir den maximalen Winkel gefunden.

Das Problem der Bestimmung der Planetenphasen ist eine Anwendung davon vgl. z.B.
Voigt [3] Kapitel 11.9.2 S.70,71. Weitere Extremalprobleme findet man bei Schroer [2].

Literatur

[1] Otto Forster ,,Analysis 1“ 4.Auflage 1984 Vieweg Verlag Braunschweig

[2] Harald Schroer ,,Spezielle Extremalprobleme* 2000 Wissenschaft und Technik Ver-
lag Berlin

[3] Hans Heinrich Voigt ,,Abrifl der Astronomie“ 4.Auflage BI Mannheim 1988

(© 2012 Harald Schréer
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B. Differentialrechnung

07. Das Zolistockproblem

Wir betrachten die Figur innerhalb des Zollstocks:

Von Interesse ist das Drachenviereck, das von vier Seiten eines Zollstocks aufgespannt
wird.

Dazu benétigen wir die Abbildungen. Gesucht ist der maximale Flacheninhalt der Dra-
chenfigur mit gegebenen a und «. v ist die Verdnderliche.

Sinussatz:
a asin o
sir{a - sin(180° — 3 — ) = f= sin(180° — 3 — )
s a e oy
sina sin(180° — v — «) und g TS
N e asinasin 3

2 sin(180° — v — «)
Mit der Flachenformel F' = % erhalten wir:
P a? sin? asin %
~ sin(180° — 7 — ) -sin(180° — v — «)

2
o« = const.

mit sin(180° — ) = sin § wird daraus:

2

a? sin?

asin X

2 (1)

Fl) = sin(3 + a) - sin(y + )
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B. Differentialrechnung

Diese Flichenformel mufl nach « differenziert werden. Wir bilden die Ableitung des
Nenners mit Produkt- und Kettenregel:

(sin (; + a> -sin(y + a))/ _ L cos (7 + a) sin(y + «) + sin (g + a> cos(y + a)

2 2
Zihler: (sin2) =1 cos?
Quotientenregel:
F'(v) 1 <1 v . (7 ) ‘
= -l =-cos=-sin| =4+ a| - -sin(y+
@?sin’a sin? (3 +a) sin’(y fa) \2 2 0 \2 in(y + )

- (1 - cos (7 + oz) -sin(y + «) +sin <; + a) -cos(y + a)> - sin g)

2 2
Das notwendige Kriterium fiir lokale Extrema ist F’(y) = 0.
1 1
5 cos g sin (; + a) sin(y + ) — (2 - COS (;’ + a) sin(y + «)

+ sin (; + a> cos(y +a)) -sin% =0

Es gilt % = tan §. Wir dividieren durch cos (3 4 «) - cos(y + a). Dann folgt:

2 2 2 2 2
dividiert durch sin 7 - tan (3 + ) - tan(y + a):

1 1 1
2-tand 2-tan(2+a) tan(y+a)

1 1
-cos’ytan(;—l—a)tan('y—i-a)_ (,tan(’y+a)+tan<7+a)> ;sint =0

=0 2)

Hieraus muf} v in Abhéngigkeit von « bestimmt werden. Das kann durch die Ersetzung
der Tangensausdriicke durch Sinus und Kosinus geschehen. Die Anwendung des Nahe-
rungsverfahren von Newton kann hier problematisch sein.

Ob hier lokale Maxima oder lokale Minima vorliegen, mufl mit der 2.Ableitung jeweils
im konkreten Fall iberpriift werden. Es sind auch Sattelpunkte moglich.(vgl. Bilder)

¥ ¥

Tm\—gx
O L \77 o + 4 0’
T on @ x

Damit sich eine Drachenfigur ergibt, muf sein:
360° — v — 2p < 180° und ©=180° —a — v
= 360° —~v —2-(180° — a —7y) < 180° & 20 + 7y < 180°
180° — ~

2
Im Fall 2+~ = 180° entsteht ein gleichschenkliges Dreieck (eine spezielle Drachenfigur).

= v < 180° — 2« = a <
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B. Differentialrechnung

Weitere ungewonliche Extremalprobleme finden sich bei Schréer [1].

Literatur

[1] Harald Schroer ,,Spezielle Extremalprobleme* 2000 Wissenschaft und Technik Ver-
lag Berlin

(© 2012 Harald Schréer
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08. Logarithmenformeln als Grenzwerte

Wir werden hier eine formelméfige Darstellung von Logarithmen zu einer beliebigen
Basis geben.

Wir gehen aus von der Gleichung:

alogaa: =
Das ist gleichwertig zu:
Inx
1 = — 1
08T = 1 — (1)

Dabei ist In der natiirliche Logarithmus.

YN
L) \-f _ :-! ;\ ‘;’_‘.
”// Mz o o
/
| R /
L )
e . Yy
Fiir die Ableitung von a® gilt:
—a® =a" - Ina
dx
Wenn wir an die Definition der Ableitung denken:
a®th — g a =1
a®-Inag=lim ——— = 4% - lim
h—0 h h—0

h ist dabei eine Nullfolge. So erhalten wir:

h
at—1
Ina=1i
na hlg% h

Nun verwenden wir die Formel (1) um einen Ausdruck fiir log, z zu bekommen:

. h_
limy,_.g th L |

log, 2 = ——*— = lim (2)
limy,_o aihfl h—0 ah — 1

Fiir a = 10 erhalten wir speziell eine Formel fiir den Zehnerlogarithmus von z:

1 lim 2= L
= lim ———
0810 = I Toh — 1

Nun wollen wir noch eine zweite Formel fiir den Logarithmus einer beliebigen Basis
herleiten.
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B. Differentialrechnung

Wir gehen jetzt an die andere Definition der Ableitung von a® heran.

r _ x—h
@ Inag=1lim LT —%
h—0 h
1— —h
=a” - lim a
h—0
Damit haben wir dann folgenden Ausdruck:
1— —h
Ina = lim a
h—0
Nun ziehen wir wieder Gleichung (1) heran:
11—z "
1 = i 3
%8at = T gk (3)
Damit haben wir eine zweite Logarithmenformel hergeleitet. Bei a = 10 ergibt sich
speziell fiir den Zehnerlogarithmus:
logy z — lim "
B0 = T 10-R

(© 2001 Harald Schréer
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09. Der Kriimmungskreis

Wir wollen uns hier genauer mit der Kriimmung einer Funktion im R? beschiftigen.
Dabei soll es sich um keine Gerade handeln. Das bedeutet, dafl die zweite Ableitung
der Funktion ungleich Null ist. Es bietet sich der folgende Zugang an:

1

Wir verwenden die Definition der Kriimmung aus Bronstein [1] Kapitel 4.3.1.2 S.589:

k= lim —a(Pl):a(PO)
Fo=Fhy PyP,

Py P bezeichnet die Bogenldnge zwischen Py und P;.

Die Kriimmung ist also der Quotient aus einer Winkeldifferenz und einer Bogenlédnge.
Setzen wir fiir die Bogenlinge und fiir die Winkeldifferenz ein, so erhalten wir: (f' =
Ableitung

von f)

/ . /
k= lim arctan | f'(x)| — arctan | f'(xq)]

. T
o | VIF P2 dt
o
Wir wenden hier den Satz von L’Hospital an:

lim M = lim (@)
w=ag(z)  emag'(x)

g'(a) #0

Dabei muf} f(a) = g(a) = 0 sein, das im unseren Fall erfiillt ist. Mit diesen Satz kommen

wir wegen % arctanr = ﬁ zZu:

[ (x)

Py i
T o i) LI i C.))

=20 T+ @2 (1+ f'(z0)?)

(SIS

Nun schauen wir uns folgende Zeichnung an:
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B. Differentialrechnung

Damit kénnen wir auf den
Kriimmungskreisradius r

schlieflen:
b a a _ 1
Tula) S - 2mr or

Also folgt fiir den Kriimmungskreisradius:

(1+ f'(20))?
f//(l.o)

Es gilt dabei f”(zg) # 0.

Literatur

[1] IN. Bronstein, K.A. Semendjajew ,, Taschenbuch der Mathematik* Teubner Ver-
lagsgesellschaft Leipzig 1985 22.Auflage

(© 2001 Harald Schréer
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10. Winkelgeschwindigkeit und Radiusvektor einer beliebigen
Bewegung

Wir betrachten einen beliebigen Weg d(¢) im R™. t ist dabei ein beliebiger Parameter
z.B. die Zeit.

@’ (4]

Zu jedem Weg an einer beliebigen Stelle 1d8t sich ein Kriimmungskreis konstruieren.
Z(t) = Krimmungsvektor

Z(t) € R"
z(t) := |Z(t)] = Krimmungsmaf | - | = Betrag
Nach Barner [1] Kapitel 14.1 S.91 gilt fiir den Kriimmungsvektor:
L_d _aad . oda_ . .
T=g——75 G o = a a:=|aj (1)

und fiir das Kriimmungsmaf:

a?-a2— (3-8)
If\z\/ ( ) (2)

a3

Fiir den Mittelpunkt m des Kriimmungskreises wird in Barner [1] Kapitel 14.1 S.89
folgende Formel angegeben:

7
> _ o T 3
m a+x2 ()

Der Betrag des Kriimmungskreisrad-
ius ist:

Fiir den Radiusvektor bekommen wir:

—

R=d—m (4)

Nun fithren wir die Winkelgeschwindigkeit @ im R® ein. Es wird z.B. in Budo [2] §14
S.72 gezeigt: '

a=wxR (5)
Das Problem ist nun @ daraus zu bestimmen. Weil & senkrecht zu R steht, folgt fiir die
Betrége der Vektoren:

a=R -w = w =

=S
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B. Differentialrechnung

Fiir die Bestimmung von @ brauchen wir die Vektoroperatorenmethode:

—

R senkrecht zu w liefert:

Aus Gleichung (5) bilden wir:

Mit dem Entwicklungssatz:

Also folgt:

oder

Wir formen um:

Damit ist das Problem vollsténdig gelost.

Literatur

[1] Martin Barner, Friedrich Flohr ,,Analysis II* de Gruyter Verlag Berlin 1983

[2] A Budo , Theoretische Mechanik* 10.Auflage VEB Deutscher Verlag der Wissen-

schaften Berlin 1980

(© 2001 Harald Schréer
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11. Stabilitat bei Systemen von gewdhnlichen
Differentialgleichungen in der Virusdynamik

Zusammenfassung. In dieser Arbeit diskutieren wir unterschiedliche Modelle von Systemen
gewOhnlicher Differentialgleichungen, die Virusdynamik fiir verschiedene Situationen beschrei-
ben. Die Modellierung dieser Situation wurde in [NM] durchgefiihrt. Der Schwerpunkt unserer
Untersuchungen liegt in der Stabilitéitsanalyse der Differentialgleichungssysteme. Dafiir werden
Sétze aus der Stabilitdtstheorie herangezogen.

1. Einleitung

In der Virusdynamik wird untersucht unter welchen Bedingungen sich Viren vermehren
oder vermindern. Das ist fiir den Krankheitsverlauf wesentlich. Wachstumsvorgénge las-
sen sich gut mit Differentialgleichungen beschreiben. Wichtig ist es dabei festzustellen,
unter welchen Bedingungen mit einer Abnahme oder einen konstanten Level oder mit
einen ungehemmten Wachstum zu rechnen ist. Zur Veranschaulichung dieser Vorgénge
verwendet man verschiedene Modelle.

In Kapitel 2 diskutieren wir zunéchst das einfachste Modell zur Beschreibung von Virus-
dynamik. Kapitel 3 ist dem Modell des HIV-Virus gewidmet. In Kapitel 4 wird dann die
Dynamik von Hepatitis B— Viren und in Kapitel 5 die Dynamik von Immunabwehr disku-
tiert. Schliellich sind im Kapitel 6 einige theoretische Grundlagen zur Stabilitédtsanalyse
zusammengestellt.

2. Ein Basismodell

Zur Beschreibung eines ersten Modells zur Virusdynamik betrachtet man die Dynamik
dreier Typen von Objekten in einen ganzen Korper, in einer bestimmten Menge Blut
oder Gewebe: man unterscheidet Zellen, die gesund sind, von Zellen, die infiziert sind,
und weiter sogenannte freie Viruspartikel. Da es darum geht, die zeitliche Verdnderung
dieser Objekte zu beschreiben, betrachtet man in einem Zeitintervall [0,7] C IR die
Anzahl dieser Zellen, d.h. bezeichne

x =ux(t)  die Anzahl der nichtinfizierten Zellen,
y=1y(t)  die Anzahl der infizierten Zellen, und
v=uo(t)  die Anzahl der Viruspartikel.

Das einfachste Modell, das Virusdynamik beschreibt, kann als ein System gewohnlicher
Differentialgleichungen der Form

z(t) = X—dx(t) — Bx(t)v(t)

yt) = Br)v(t) —ay(t) (2. 1)
o(t) = ky(t) —uo(d),

geschrieben werden, vergleiche [NM], Gleichung (3.1). Neben den zu bestimmenden un-
bekannten Funktionen x,y,v : [0,7] — IR enthélt das System (2. 1) eine Reihe von
konstanten positiven Groflen.
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B. Differentialrechnung

A = Vermehrungsrate der nichtinfizierten Zellen,

d = Sterberate der nichtinfizierten Zellen,

a = Sterberate der infizierten Zellen,

u = Sterberate der Viruspartikel,

k = Vermehrungsrate der Viruspartikel infolge der infizierten Zellen, und

(8 = Vermehrungsrate der Viruspartikel aufgrund der Reaktionen zwischen Viruspartikel
und der nichtinfizierten Zellen.

Typische Werte fiir diese Konstanten sind z.B. A = 10°,d = 0.1, a = 0.5, = 2- 1077,
k = 100 und v = 5. Eine wichtige Rolle fiir die Stabilitdtsuntersuchung spielen Fix- oder
Gleichgewichtspunkte. Ein Fixpunkt x* ist eine Konstante fiir alle t € IR. Ist & = f(x)
eine Differentialgleichung, so gilt & = f(z*) = 0.

Wir schauen uns zunéchst die folgenden Gleichgewichtspunkte an:

Das vereinfacht das Differentialgleichungssystem zu:
i=\—dr=: f(x).
Zur Stabilitdtsuntersuchung brauchen wir die Ableitung;:
Df(x) = —d.
Wir bilden das charakteristische Polynom mit der Unbestimmten s:
det (Df(z) —s) = —d—s=0
Mit der Nullstelle bzw. Eigenwert:

s=—-d<0

Nach Satz 6.1 im Anhang ist der Gleichgewichtspunkt (2. 2) also stabil.

Zur Stabilitédtsuntersuchung von (2. 1) brauchen wir noch die Fixpunkte

x*:% : y*:<§2:—1)-gz : U*:<§jlf—1)-g. (2. 3)

Durch Einsetzen in die Gleichung (2. 1) wird gezeigt, daf die Fixpunkteigenschaft erfiillt
wird.
Entsprechend dem System (2. 1) definieren wir:

f(xa Y, U) = (>‘ —dr — ﬁl"l},ﬁl"l} —ay, ky - UU)
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B. Differentialrechnung

Die Linearisierung fiihrt zur Jacobi Matrix

~ (=d—pBv) 0 —fx
Df<x7yav) = /BU —a Bx
0 E o —u

Einsetzung der Fixpunkte:

— Bk _
. @ 0 E
Df(ay" ) =| d- (35 -1) —a %
0 k  —u

Wir berechnen das charakteristische Polynom mit der Sarrusregel:
E = Einheitsmatrix

det(Df(z*, y*,v*) — SE) = —s> + 52 - (—M —a-— u)
au

s, (_W _ 52’“) — Bk + aud

u

Multiplikation mit —1 fithrt zur Normalform
$3 + a132 + ass + az = 0.

mit:
PAk _ PAk . BAR

a1 =—+atu as : a3 = BAk — aud
au n

Nach Satz 6.2 im Anhang hat dieses Polynom genau dann nur Nullstellen mit negativen
Realteilen, wenn Aq,As und Ag grofler als Null sind. Dabei sind

Api=a; , A ::det< o1 ) , Az:i=ag- Ao
az ag
Damit ergibt sich
Ak
Al - 7/6 +a+tu ’
au
Ak Ak Ak
Ay = (ﬁ +a+u> : <ﬁ+ﬂ> — BAk +aud
au u a

Ag = (,3)\]45 — aud) . AQ.

Also ist der Fixpunkt stabil genau dann, wenn folgendes gilt:
aud < Bk und Ay >0

adu < Bk ist dquivalent zu Ry = 228 > 1 vgl. [NM] Kapitel 3 S.19.

adu
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3. Anti—Viral-Drogen—Modelle

Wir haben das Basismodell kennengelernt und betrachten nun speziell den HIV-Virus.
Wir beginnen mit ”reverse transcriptase Hemmern”. Wir nehmen dabei zuerst an, dafl
das Medikament zu 100 % wirksam ist. Dann kann 3 = O(siehe Gleichung (2.1)) gesetzt
werden:

y=—ay (3.4)
v =ky—uv

Dieses System enthélt folgende Grofien:

y = Anzahl der infizierten Zellen,

v = Anzahl der freien Viren,

a = Sterberate der infizierten Zellen,

k = Vermehrungsrate der freien Viren infolge der infizierten Zellen, und
u = Sterberate der freien Viren

Mit der Funktion f(y,v) := (—ay, ky — uv) erhalten wir die Jacobi-Matrix

; —a 0
Df(y,v)—( k _,LL)'
Charakteristisches Polynom vom linearisiertem System: (£ = Einheitsmatrix)
det (Df(y,v) — sE) = (—a—s) - (—u—5) =0

Mit den Eigenwerten s; = —u < 0 und so = —a < 0 liegt im Fall w # a ein stabiler
Knoten und im Fall v = a ein stabiler Stern vor. Das System hat nur stabile Fixpunkte.

3.1. HIV: Protease Hemmer

Wir wenden uns nun folgenden Differentialgleichungsssystem, bei den einige weitere
Groflen beriicksichtigt sind, zu:

y = prv —ay
U= —uv (3.5)

w = ky — uw

Dabei sind:

x = Anzahl der nichtinfizierten Zellen,

y = Anzahl der infizierten Zellen,

v = Anzahl der Viruspartikel,

w = Anzahl der nichtinfizierten Viruspartikel,

(8 = Vermehrungsrate der infizierten Zellen infolge der Reaktionen zwischen nichtinfi-
zierten Zellen und Viruspartikel,

37



B. Differentialrechnung

a = Sterberate der infizierten Zellen,
u = Sterberate der Viren und der nichtinfizierten Viruspartikel, und
k = Vermehrungsrate der nichtinfizierten Viruspartikel.

Wir bilden:

f(y7 v, ’U)) = (ﬁl’?} —ay, —uv, ky - UQU)
Jacobi Matrix:

. —a Bz O
Df(y,'l),UJ) = 0 —u 0
k 0 —u

Mit Anwendung der Sarrus Regel erhalten wir das charakteristische Polynom
det(Df(y,v,w) — SE) = (—a—s) - (—u — 5)? = 0.

Mit den Nullstellen:
s1=—-a<0 So=83=—-u<0

Damit kann es bei diesem System nur stabile Fixpunkte geben.

Nun schauen wir uns ein etwas komplizierteres System an. Bei diesem System sind
unvollstdndige Viren und auch latent infizierte Zellen enthalten:

T =A—dr— Gzv

U1 = @1V — a1y1 + ays
Y2 = q2fzv — agys — ays (3. 6)

Y3 = q3frv — azys

v = ky; — uv

mit den neuen Grofien:

y1 = Anzahl der Viren produzierenden Zellen,

y2 = Anzahl der latent infizierten Zellen,

ys = Anzahl der Zellen mit unvollstindigen Viren,

q1 = Wahrscheinlichkeit, mit der eine Viren produzierende Zelle entsteht.

g2 = Wahrscheinlichkeit, mit der eine latent infizierte Zelle entsteht.

q3 = Wahrscheinlichkeit, mit der eine Zelle mit unvollstdndigen Virus entsteht.
a1 = Sterberate der Viren produzierenden Zellen,

as = Sterberate der latent infizierten Zellen,

as = Sterberate der Zellen mit unvollstidndigen Viren, und

«a = Rate, mit der latent infizierte Zellen zu Viren produzierenden Zellen werden.

Zu den Groflen A, d und 5 vgl. Gleichung (2. 1)

Typische Werte fiir die Konstanten sind z.B. A = 107, d = 0.1, a; = 0.5, ap = 0.01,
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az = 0.008,a =04, 3=5-10"10 ¢, = 0.55, ¢o = 0.05, g3 = 0.4, k = 500 und u = 5.

Wir definieren:

A —dx — Bxv
) @ Brv — a1y + ays
f(@y1,92,y3,v) == | @By — ays — ays
q3Brv — azys
ky1 — uv
Jacobi Matrix:
“d—Bv 0 0 0 —fa
3 apfv  —ay ! 0 qpx
Df = qa v 0 (—az—a) 0 q@qpx
q3Bv 0 0 —az q3fr
0 k 0 0 —u
Die Fixpunkte
ot =20 und U*—(R—l)-g
Ry 0 B
it A Bk
qax
-2 d - .
0 d - Fo ardu <q + o+ a2>

koénnen durch Einsetzen in das System (3. 6) iiberpriift werden.
xg ist der Gleichgewichtspunkt der nichtinfizierten Zellen vor der Infektion und Ry das
grundlegende Reproduktionsverhiltnis.

Das charakteristische Polynom wird mit
det(Df(z*,v*) — sE)

berechnet.

Multiplikation des charakteristischen Polynoms mit —1 fithrt zur Normalform
s + a184 + a233 + a332 + aygs +as = 0.

Wir definieren

a 1 al 1 0
Ari=a1 , A :zdet( 1 ) , Asz:=det| a3 as a1 ,
as a2
as a4 as
aq 1 0 0
1
Ay = det 4 a2 @ , Az :=as- A4

as a4 az a2
0 0 as a4

Nach Satz 6.2 im Anhang folgt:
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Das normierte Polynom hat genau dann Loésungen mit negativen Realteilen, wenn A,
Ao, Az, Ay und Ag alle positiv sind.

Also folgt die Stabilitit des Systems genau dann, wenn Aq, As, As, Ay und Aj alle
grofler als Null sind.

Wir betrachten nun eine Anti-Viral-Therapie, die Infektionen von neuen Zellen verhin-
dert. Das bedeutet 8 = 0. Es folgt dann aus dem System (3.6):

U1 = —a1y1 + ayz
Yo = —azy2 — Y2 (3.7)

U3 = —asys

v = ky; —uv

Wir konstruieren:

—a1y1 + ay2
3 —a2y2 — ay2
) ) 7v ::
f(y1,92,93,v) " asys
ky1 —uv
Jacobi Matrix:
—ay «o 0 0
~ _ 0 (—az—a) O 0
Df(ylﬁyQ’y?)?v)_ O 0 _a3 0
k 0 0 —u

Wir bestimmen das charakteristische Polynom. Die Entwicklung erfolgt nach der 4. Spal-
te:
det(Df(yi,y3, 43, 0") — sE)

=(—u—s8)-(—a1—s) - (—aa—a—s) - (—az—s) =0
Es ergibt sich

s1=—-u<0 s s9=—a1 <0 s s3=—as —a <0 s sq4 = —az < 0.

Dieses System hat also nur stabile Fixpunkte.

4. Dynamik von Hepatitis B Viren

Wir gehen nun zu einem Modell fiir die Dynamik von Hepatitis B Viren iiber, durch
folgendes Differentialgleichungssystem (vgl. Novak [NM] S.45):

Yy = PBrv —ay (4. 8)
v = —uv.

Zu den Groflen vgl. (2. 1). Wir definieren:

fy,v) := (Bzv — ay, —uv)
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Funktionalmatrix:
~ —a T
waw)=< N )

Charakteristisches Polynom:
det(Df (y,v) = sB) = (—a — ) - (—u — )
Die Nullstellen sind:
s1=—a<0 , so=-u<0

Bei a # u handelt es sich um einen stabilen Knoten. Bei a = u ergibt sich ein stabiler
Stern.

Setzen wir nun 3 = 0, so erhalten wir das spezielle System

y=—ay (4.9)

Dieses System hat dasselbe charakteristische Polynom und daher auch dasselbe Stabi-
litdtsverhalten.

5. Dynamik der Immunabwehr

Wir beriicksichtigen nun die Immunabwehr. Dazu schauen wir uns verschiedene plausible
Modelle an. Die Unterschiede liegen bei der CTL-Reaktion. Wir betrachten ein System
mit selbstregulierter CTL-Reaktion:

T=\—dr— fzv
Uy = Brv — ay — pyz (5. 10)
v =ky—uv

zZ=c—bz

Dabei sind:

x = Anzahl der nichtinfizierten Zellen,

y = Anzahl der infizierten Zellen,

v = Anzahl der freien Viruspartikel,

z = CTL-Reaktion, die infizierte Zellen eliminiert.

A = Vermehrungsrate der nichtinfizierten Zellen,

d = Sterberate der nichtinfizierten Zellen,

(G = Vermehrungsrate der Viren, die infolge der Reaktionen zwischen den nichtinfizierten
Zellen und den Viren enstehen.
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B. Differentialrechnung

a = Sterberate der infizierten Zellen,

p = Sterberate der infizierten Zellen infolge der Wechselwirkung zwischen infizierten
Zellen und der CTL-Reaktion,

k = Vermehrungsrate der freien Viruspartikel,

u = Sterberate der freien Viruspartikel,

¢ = Vermehrungsrate der CTL-Reaktion, und

b = Sterberate der CTL-Reaktion.

Typische Werte fiir die Konstanten sind z.B. A =1, d = 0.01, a = 0.5, 8 = 0.005, k = 50,
u=>5,p=1und b= 0.05.

Wir bilden:
A —dx — Bxv
~ | Brv—ay—pyz
f(xvyavvz) T ky—uv
c— bz
Jacobi Matrix:
(—d — pv) 0 —Bx 0
7 _ pu (—a—pz) Br —py
Df(.I,y,U,Z)— 0 k —u 0
0 0 0 —-b

Wir schauen nun auf ein System mit nichtlinearer CTL-Reaktion:
T =\—dr— Bzv
Uy = Prv —ay — pyz (5. 11)
v =ky—uv

Z=cyz— bz

Wir konstruieren:

A —dx — Bxv
z | Brv—ay—pyz
f(xvyavvz) T ky—uv
cyz — bz
Jacobi Matrix:
(—d — pv) 0 —Bz 0
; _ Bo (—a—pz) Bz —py
Df(.’l?',y,U,Z)— 0 k —u 0
0 cz 0 (cy—0)

Wir betrachten nun ein System mit linearer Immunreaktion:
T =\—dr— Bxv
U = Pxv —ay — pyz (5. 12)
v =ky —uv

z=rcy—bz
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Wir definieren

A —dx — fxv
~ | Brv—ay—pyz
f(mayavaz) T ky—uv
cy — bz
Jacobi Matrix:
(—d — pv) 0 —Bx 0
7 _ B (—a—pz) Br —py
Df(xayavvz)_ 0 k —Uu O
0 c 0 —b

Fiir das charakteristische Polynom dieser 3 Systeme (als Funktion der Gleichgewichts-
punkte) 3
det(Df(x*v y*a ”U*, Z*) - SE)

bekommen wir ein Polynom
st + a133 + CL282 +azs+aq = 0.

Das System ist genau dann stabil, wenn Aj,As,As und Ay positiv sind. Dabei sind

A i=ay Az::det<a1 1 ) ,

as az
al 1 0
Ag:=det| a3 a2 a1 , Ay :i=ay- As.
0 ags as

Damit ist das Stabilitédtskriterium angedeutet. Nun gehen wir zu Modellen iiber, die sich
ausschliefllich mit der Immunreaktion des Korpers beschiftigen. Die Anzahl der infizier-
ten und nichtinfizierten Zellen wird dabei vernachléssigt. Damit wird eine Vereinfachung
erreicht. Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

v=v-(r—pz) (5. 13)

zZ2=c— bz.

Die neuen Konstanten r und p sind Vermehrungs- bzw. Sterberaten. Wir bilden:

f(U,Z) = (’U ) (T —pz),c - bZ)
Jacobi Matrix:
= [ r=pz —pv
Df(U, Z) - ( 0 - >
Charakteristisches Polynom:

det(Df(v,z) — sE) = (r —pz—s) - (=b—s)
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Die Nullstellen sind: .
51:7“—% , S9=-b<0

Somit haben wir einen Sattelpunkt - auch hyperbolischer Punkt genannt. Hier gibt es
stabile und instabile Bereiche. Aus der Gleichgewichtsbedingung z* = §, die man direkt

aus der Gleichung (5. 13) erkennt, folgt:

Wenn r < £, dann klingt v allméhlich auf Null ab. Das Immunsystem kontrolliert die

Viren.

Wenn r > E°, dann wiichst v immer weiter. Das Immunsystem kann die Viren nicht

D
kontrollieren.

Wir gehen nun ein auf das abgeénderte System

v=wv-(r—pz)

2 =cv— bz.

Wir definieren:

f(v,2):=(v-(r—pz),cv—bz)

Df(v,z): ( TPz —_pbv )

Jacobi Matrix:

Cc

charakteristisches Polynom mit Gleichgewichtspunkten v*, z*:
det(Df(v*,2%) — sE) = s + 5 - b+ cpv* = 0

Wir kommen zu den Lésungen

—b =+ \/b? — depv*
5 )

81,2 =

Durch Einsetzen von
, b
v = — ZF=-
cp p

in die Differentialgleichung (5. 14) ergibt sich die Fixpunkteigenschaft.

Finsetzung von v* in das charakteristische Polynom fiihrt zu den Lésungen
s1<0 , S22 < 0.

Das System ist also stabil bei v* = Z—Z und z* beliebig.
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Nun verdndern wir das System zu

vV=v-(r—pz) (5. 15)

z=2z(cv—0).

Wir bilden:

f(v,2) = (v (r —pz),z- (cv—D))
Jacobi Matrix:

cz cv—>b

Df(v,z): < T—Dpz —pU )

charakteristisches Polynom:
det(Df(v*,2*) = sE) = s> + s+ (—r — cv* + b+ pz*) + rev* — rb+ pev*z* + p2*b

Fiir die Gleichgewichtspunkte bekommen wir aus dem System (5. 15)

Diese eingesetzt in das charakteristische Polynom
2 —
s°+2rb=0.

Die Nullstellen sind
s1,2 = £V —=2rb.

Bei einem linearen System wiirde sich ein Zentrum oder elliptischer Punkt ergeben. Da
aber das System nichtlinear ist, bleibt die Entscheidung offen.

6. Anhang

In diesem Abschnitt sind die wesentlichen Ergebnisse, die zur Stabilitéitsanalyse benttigt
werden, zusammengestellt.

Satz 6.1 Seixz = z(t) : [0,T] — IR™ und A eine n x n—Matriz mit reellen Eintrigen.
Das System x(t) = Az ist genau dann stabil, wenn alle Eigenwerte von A negativen
Realteil haben.

Nach Leipholz [L] Kapitel 1.3.2 S.36 gilt folgender Satz:

Satz 6.2 Se:
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die Hurwitz-Matriz zum Polynom s™+a1s" ' +...an_15+a,. Dann haben die Nullstellen
des Polynoms genau dann negative Realteile, wenn alle Hauptunterdeterminanten der
Matriz H positiv sind. Die Hauptunterdeterminanten sind die Grioflen

a 1 al 1 0
Al =a; , Ag=det ( ! ) , Az =det as a2 aj ,

as a2

as a4 ag
ag 1 0 0O 0 O
. as a9 aq 1 0 0 .
v, Ay =det as ay as a» a1 ... , Ap=ay A,
Literatur

[NM] Martin A. Novak and Robert M. May, Virus dynamics Oxford University Press
2000.

[L] Horst Leipholz, Stability Theory. An Introduction to the Stability of Dynamic Sy-
stems and Rigid Bodies, 2nd ed.,Teubner 1987.
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Kapitel C.

Numerik

12. KonvergenzmaBe

1. Konvergenzmalle im Bereich der reellen Zahlen
1.1. Reelle Folgen

Wir behandeln hier zunichst reelle Zahlenfolgen. Wir setzen voraus dafl die Folge a,
gegen die Folge b,, konvergiert.

lim a, = lim b,
n—oo n—oo

Wir definieren dann das Konvergenzmaf:

k(n) = _lan = bal
|an41 — Doy

| - | ist dabei der Betrag einer Zahl. Ein Spezialfall ist z.B. b, = b. Das heifit, die Folge

a, konvergiert gegen eine Konstante.

k ist von n abhéngig. k stellt ein Maf fiir die lokale Konvergenzgeschwindigkeit dar.
Die Konvergenz ist desto schneller desto grofler k ist.

Als Beispiel nehmen wir die Folgen a,, = % und b, = % Dann ist das Konvergenzma$:
2 1
2 — = 1
k(n) = o ="
e - n
n+1 n+1

1.2. Differenzierbare Funktionen

Bei diesen Funktionen kann man ein anderes Konvergenzmafl definieren. Wir setzen
voraus, dal f und g reelle differenzierbare Funktionen sind. Auflerdem soll gelten:

lim f(z)= lim g(z)

r—-+00 T—+00
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oder
lim f(z) = lim g(z)

r——00 r——00

Das bedeutet asymptotische Annéherung beider Funktionen. Dazu schauen wir uns fol-
gende Zeichnung an:

Ty

f.mf*jqrm‘:

7 X

Dann ist

. !CZUW - g<x>>\ — ') - 4 ()|

b = const. ist b eine Asymptote parallel zur x-Achse. Als Beispiel
und g(x) = x% Wir erhalten fiir das Konvergenzmaf:

d<1 1>‘_‘1+2
de \z 22)| | z2 a3

2. KonvergenzmaBe in metrischen Raumen

Im Spezialfall g(z

nehmen wir f(z) = 1

Nun bietet sich die Gelegenheit, diese Konvergenzbegriffe in einen beliebigen metrischen
Raum kennenzulernen.

Sei M eine beliebige Menge. Eine Metrik ist eine Abbildung
d: MxM — R
mit folgenden Eigenschaften: z,ye M
d(z,y) =0 & r=y

d(z,y) =d(y,x) Symmetrie
d(z,z) <d(x,y) + d(y, 2) Dreiecksungleichung
Das Paar (M, d) heifit metrischer Raum. d ist die Abstandsfunktion.
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2.1. Folgen

Nun betrachten wir die beiden Folgen x,, 1y, € M. d ist eine Metrik. Vorausgesetzt ist:
lim d(zp,y,) =0
n—oo

Das ist gleichwertig zu:

lim x, = lim y,
n—oo n—oo

Das Konvergenzmafl kann dann wie im ersten Fall gebildet werden:

d(zn,yn)

k(n) =
( ) d(xn—l—layn-f—l)

Auch hier gilt wieder, dafl die Konvergenz schneller erfolgt, desto gréfer k ist. k ist auch
hier ein Maf fiir die lokale Konvergenz.

2.2. Differenzierbare Funktionen

Nun schauen wir uns differenzierbare Funktionen in metrischen Rdumen an.
d(z(t),y(t)) tel CR
soll differenzierbar nach ¢ sein. Vorausgesetzt wird dann noch:

lim d(z(t),y(t)) =0 < lim z(¢t) = lim y(t)

t—o0 t—o0 t—o0

oder:
lim d(z(t),y(t)) =0 <« lim z(t) = lim y(¢)

t——o00 t——o0 t——o00

Nun bilden wir das Konvergenzmafl wie im zweiten Fall:

d
k= |—d(z(t),y(t
Gdla(t). ()
Mit d(z,y) = ||z — y|| haben wir zugleich die Konvergenzmafle auf normierten Raumen
zu beliebiger Norm || - || definiert. Das liegt daran, weil jede Norm auch eine Metrik ist.

Das hier definierte Konvergenzmaf fiir Folgen héngt mit der in vielen Biichern
der numerischen Mathematik vorkommenden Konvergenzordnung zusammen.

(© 2001 Harald Schréer
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Kapitel D.

Funktionentheorie

13. Die Umlaufzahl

Das Problem ist hier, die Zahl der Uml&ufe eines geschlossenen Weges
v: [a,b) — U C R? a,be R

mit y(a) = v(b) zu bestimmen.

'Ilr.' £ : Y \:r ¥
S

.ﬂ./‘? pt -y

Ny T

7 soll stiickweise stetig differenzierbar sein. Die Menge R? ist isomorph zu der Menge
der komplexen Zahlen C. Wir identifizieren die Abbildung v mit dem komplexen Inte-
grationsweg 3 = 1 + - 72, wobei i = y/—1 ist. Das weitere Vorgehen kann nach Lieb [1]
Kapitel II §1 Def. 1.1 S.38, Kapitel IV §1 Def 1.2 S.101 sowie Beispiel 1 S.101 gemacht
werden.

B:la,b] — € fBla) = B(b)

ist ein geschlossener Integrationsweg und soll stiickweise stetig differenzierbar sein.
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Wir ziehen nun das Kurvenintegral in C' heran:

b
[0 = [ f6e) - soa §=2
B a

Wie hiufig fiihrt der Integrationsweg v um den Punkt p = (p1,p2) € R? herum? In
C handelt es sich um den Punkt zop = p1 +i-p2 & B([a,b]). Entsprechend gilt auch

p & ~([a,b]).
Die gesuchte Umlaufzahl ergibt sich nach Lieb [1] Kapitel IV §1 Def. 1.2 S.101:
dz

Z— 20

(1)

1
n(y,p) = n(B,20) = o /
n(7, p) ist nach Lieb [1] Kapitel IV §1 Satz 1.2 S.103 eine ganze Zahl. Ist n(~, p) positiv, so
wird die Zahl der Umléufe gegen den Uhrzeigersinn angegeben. Wenn n (7, p) negativ ist,
dann entspricht der Betrag dieser Grofle der Zahl der Umlédufe mit dem Uhrzeigersinn.

Der Integrationsweg und p bzw. zy sollen nun bekannt sein. Wir werden nun die Formel
(1) in eine rein relle Darstellung bringen.
Mit B =~ +i- 72,8 =] +i-75 und 2o = p1 + @ - p2 erhalten wir:

g 7+
B—z m+i-ye—pi—i-ps
_ Y1 +i-7

C(m—p)Fi (2 —p2)

Wir benutzen nun die Zerlegung;:

T1+i-Ty  T1yr+Toya . T2yl — T1Yp

" 7
Y1 iy v2 +y3 y? + y3

Also: ) . ,
G (71 p1) + 75 - (92 — p2)

B—z0  (m—p1)?+ (72 —p2)?
Yo (r—p1) =7 (2 —p2)
(71— )2 Y2 — p2)?

+i-

=:A+i¢-B (2)



D. Funktionentheorie

Weil f)/l(t)7 ’YQ(t)a b1 (t)a p?(t> €R fOIgt A(t)a
B(t) € R. Es handelt sich um eine Zerlegung in Real- und Imaginérteil. Damit haben
wir wegen Gleichung (2):

b

n(y,p) = 271” /(A—i—z B)d /Adt+— /Bdt

a

% = —¢ und damit:

b b
1 1

n(7,p) ist jedoch eine ganze Zahl, somit:

Aus i? = —1 folgern wir

Daraus ergibt sich:

oder fiir B eingesetzt:

— 71 - (72 — p2) p

/’72 ;
TP = o + (v2 — p2)?

Voraussetzungen: y(a) = 7v(b) (geschlossener Weg) und v muf stiickweise stetig differen-
zierbar sein.

Damit ist eine rein reelle Darstellung der Umlaufzahl gewonnen worden.

Literatur

[1] Wolfgang Fischer, Ingo Lieb ,Funktionentheorie® Vieweg Verlag 4.Auflage 1985
Braunschweig

(© 2001 Harald Schréer
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E.Geometrie

14. Projektionen auf Ebenen

1. Einleitung

Wir haben eine Menge, einen Projektionspunkt und eine Ebene. Das Ziel dieser Arbeit
ist es eine mathematische Beschreibung der Projektion auf der Ebene zu bekommen. Fiir
den Leser ist es interessant eine Vorstellung von der Zentralprojektion zu bekommen,
und eine mathematische Form fiir die Projektion im allgemeinen Fall zu betrachten. Wei-
terhin ist interessant ,dafl dieses Problem &hnlich ist zu der Abbildung auf der Netzhaut
(Menschen und Tiere). Ich habe diese Herleitung in der Literatur nicht gesehen. Diese
Liicke soll mit diesem Artikel geschlossen werden. Wenn wir eine Darstellung des Bildes
im R? haben, dann kann die Figur mit Hilfe des Koordinatensystem gezeichnet werden.
Die Projektion hat eine wichtige Bedeutung in der Mathematik, Physik, Biologie und in
der Naturwissenschaft allgemein dariiber hinaus in der Architektur und Technik (dar-
stellende Geometrie). Anwendungen von Projektionen in der Biologie finden sich z.B. in
den Buch ,, Arctificial and biological vision systems® [1]. Anwendungen in der Architektur
und in der Technik z.B. bei Salkowski [7], Graf [4], Rehbock [6] und Hohenberg [5].

2. Das Problem

Wir betrachten folgendes Problem:

5 X

Eine Menge V' C R? wird durch eine Zentralprojektion mit dem Punkt 7 auf eine Ebene
E abgebildet. Es geht um die Darstellung der Abbildung auf der Ebene E. E stellt eine
»Mattscheibe “ hinter 2z dar. Diese Situation kann naherungsweise mit der Abbildung der
Augenlinse verglichen werden, wenn der Abstand zwischen V und Z sehr grof§ gegeniiber
dem Abstand von Z und E ist.
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3. Die Projektion
Parametrisierung der Ebene:
E:=p+X-T+p-@ MNpcR p,0,47 € R

Voraussetzung: ¢ und w sind orthogonal.
Es kann eine Abhéngigkeit von der Zeit t € R eingefiihrt werden.

Sy

p=pt) 7=0t) w=d(t) Z=2z{t)
Parametrisierung von V:

V =a(by, by, bs,c1,y. .. cn,t) = a@(b,Gt) b= (b1,ba,bg) €U C R?

c=(c1,...,cp) EQCR"

b1, by, bs sind ortliche Parameter.
c1,...,cpy sind beliebige Parameter.

Projektionsgerade (siehe Abbildung):
S:=d+e-(Z—a) € €R
Bild auf der Ebene:
Schnitt zwischen Projektionsgerade und Ebene siehe Abb.:
i+cec-(Z—a)=p+-U+p- -0

Als Losung folgen:

-

(b, E,t), (b, &, t),2(b, ¢, t)

, weil @ eine Funktion von b, ¢ und ¢ ist.

Der Punkt p wird in den Ursprung des Koordinatensystems der Ebene gelegt.
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Es handelt sich hier allerdings um eine Darstellung im R3. Angestrebt wird eine Dar-
stellung im R?.

Durch Drehung des Koordinatensystems z.B. nach Bronstein [2] Kapitel 2.6.5.2.3 S.216,
217 kann eine Darstellung im R? erreicht werden.

Evt. kann eine Verschiebung des geometrischen Mittelpunkts des Bildes in den Ursprung
sinnvoll sein.

Schliellich ist evt. eine Drehung im R? z.B. nach Bronstein [2] Kapitel 2.6.5.1.3 S.212,213
notig.

Diese 3 Operationen kénnen (abhéingig vom Bild) evt. auch in einer anderen Reihenfolge
vorgenommen werden.

Ziel dieser Operationen ist es, eine moglichst einfache Darstellung des Bildes zu erhalten.

4. Zur Voraussetzung, daBB v und « orthogonal sind:

Die Gestalt der Bilder kann am einfachsten erkannt werden, wenn ¥ und w orthogonal
sind. Sind ¢ und @ nicht orthogonal, so ist es giinstig die Richtungsvektoren orthogonal
zu machen. Dabei darf allerdings die Ebene nicht selbst verdndert werden.

Dazu bilden wir einen Normalenvektor:

und dann anschlieflend:

Damit ist ¢ orthogonal zu 77 und ¢. Da ¢ orthogonal zu 77 ist, liegt ¢ in der Ebene.

- ¥ = 0 ausgerechnet werden.(Skalarprodukt)

<y

¢ kann auch aus ¢+ 7 = 0 und

Damit ist ¢ bis auf den Betrag bestimmt. Der Betrag kann gewéhlt werden.

Die neuen zueinander orthogonalen Richtungsvektoren sind dann ¢ und ¢.
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Wenn ¢ und @ nicht orthogonal sind, sollte dieses Verfahren zuerst gemacht werden.

5. Die GroBe des Bildes:

Definition des Abstandsvektors:

Interessant ist nun der minimale Abstand:
d = min{r(\ 1) | (\ 1) € B2} = (Ao, o)

Die Ermittlung von Ao, po iiber grad[r(A, p)] = 0 ist eher umsténdlich. Einfacher geht es
so:

Man bildet zuerst die Normalenform der Ebene mit 7 := ¥ x & z.B. nach Fischer [3]
Kapitel 0.5.5 S.25. Man rechnet die Parameterform der Ebene in die Normalenform der
Ebene um.

Dann kann man z.B. mit Fischer [3] Kapitel 0.4.6 S.21 den minimalen Abstand d be-
rechnen.

Hat die Ebene E die Normalenform
n1T + noy + N3z =e e € R 7= (ny,ng,n3)

, so folgt fiir den Abstand d mit 2= (21, 29, 23):

. |n1z1 4+ noze + n3zs — €|
\/n? +n3 + nk

Sind p, U, w, 2 Funktionen von ¢, so sind auch r und d Funktionen von t.

d

Es gilt:
Bildgrofle ~ d(t)  (Strahlensatz), wenn p, ¢, @, V konstant bleiben, Z dagegen eine Funk-
tion von t ist.
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15. Drehungen

Wir schauen uns hier ein interessantes Drehungsproblem bei Vektoren an:

7

i

[
=
P

@ und b werden durch Drehung in der Ebene in ¢ und d iiberfiihrt. a, E, c, de R3

Bei der Drehung bleiben die Betrige der Vektoren erhalten, ebenso wie die Winkel
zwischen den Vektoren:

la| =le  [b] =Id]

a = /(@,b) = /(¢,d)
Fiir den Betrag des Vektorprodukts folgt daraus:

@ x b = | x d] (1)
wegen:
|d x b| = |d| - |b] - sinc |ex d|=|é-|d]-sina

Aus den Bildern ist klar, daf§ die Vektoren @ x b und & x d in dieselbe Richtung zeigen.
Mit der Gleichung (1) kénnen wir dann auf

ixb=cxd (2)

schlieflen.

Nun wenden wir uns dem Problem zu, mit Hilfe von drei bekannten Vektoren den vier-
ten Vektor zu bestimmen. Wir gehen jetzt davon aus, dafl d, 5,8 bekannt sind und d
berechnet werden muf. Die einfache Auflésung von Gleichung (2) nach d fiihrt zu kei-
ner verniinftigen Losung. Wir miissen an d mit einen anderen Verfahren herankommen.
Wegen |@| = |@ und |b| = |d] sowie a = /(@,b) = /(¢,d) kommen wir zu:

—

@-b=|d-|b|-cosa=|c|d -cosa=¢c-d

Also haben wir folgende Skalarpro-
duktaussage:

-

i-b=¢-d (3)
Wir gehen jetzt von der Gleichung (2) aus und bilden:

-, -

(@xb)yxc=(xd)x¢
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Nun wenden wir den Entwicklungssatz z.B. nach Bartsch [1] Kapitel 7.3.2 S.275 an:
=@ d-d—(d-o-¢

Mit Gleichung (3):
Wir bekommen:

Nun kann d isoliert werden:

Mit dem Entwicklungssatz:

¢, d@,b miissen in einer Ebene liegen. Das heifit sie miissen linear abhéngig sein. Aus
k1-5+k2‘g+k3-520
mit ki, ko, ks € R darf nicht folgen (k1,ke,k3) = (0,0,0). d, 5,6’ miissen aufeinander

abgestimmt werden. Wird das nicht gemacht, so kann es sein, dafl |l;| # \cﬂ herauskommt.
Die Betrige von b und d miissen aber gleich sein.

Literatur
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16. Der Schwerpunkt

Wir schauen uns folgende Fliachen an:

M

A LK

Y
S

Y
T

AL

Das Ziel ist es, den Schwerpunkt dieser Fléchen zu ermitteln. Dazu betrachten wir eine
beliebige Fliche A C R%. Mit u = (z1,72) = (z,y) € A C R?, der Masse m(A) und der
Dichte ¢(u) gilt fiir den Ortsvektor s(A) = (s1,s2) € A des Schwerpunkts:

1
s(4)= o A/ o(u) - s d2u

Dabei ist ¢ € 1, 2.

Wenn wir uns nun wieder den obigen speziellen Flichen zuwenden, dann konnen wir aus
den Abbildungen schliefen:

fla)=g(a)  f(b) = g(b)
Wir setzen voraus, daf3 die Dichte ¢ = ¢ konstant ist. Dann haben wir:
m(A) = F(A)-c (1)

F(A) ist der Flicheninhalt oder das 2-dimensionale Volumen von A. Wir berechnen nun
die x-Koordinate des Schwerpunkts:

b f(z)

a5/
Ty = . c-xdydx
(4)
a g(z)

Nun setzen wir Gleichung (1) fiir m(A) ein:
f(z)

b b

_ _ L@

Ty = FA) /33 / dydx = FA) /1‘ [y]g(z) dx
a  g(x) a
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Wir rechnen aus: )
ro= g [ o U@ - g@) da

In die letzte Gleichung setzen wir ein:

Wir erhalten:

Ts = (3)

Damit ist die x-Koordinate berechnet. Nun kommen wir zu der y-Koordinate des Schwer-
punkts. Wir verwenden wieder die allgemeine Formel fiir den Schwerpunkt:

. b f(x)
ys:im(A) / / c-ydydz
a g(z)

Wiederum mit Gleichung (1):

. b (@) 1 b
ys:F(A)'/(/)ydydx:F(A)'/
a g(x a

Die Auswertung ergibt:

b
w = gp U@ - a@?) o

a

Nun benutzen wir wieder Gleichung (2) und bekommen schlieflich:

Fip@)? - g(e)?) da
Ys = = (4)

Mit den Gleichungen (3) und (4) kann man die Koordinaten des Schwerpunkts der
Fldche A bestimmen. Die Formeln (3) und (4) sind im Bartsch [1] Kapitel 10.11 S.437
3. Abschnitt ohne Beweis angegeben.
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17. Die Diagonalen im regelmaBigen n-Eck

Von jeden Punkt eines n-Ecks gehen n — 3 Diagonalen aus. Das ergibt n - (n — 3) Diago-
nalen. vgl. Abb.

Jedoch hat jede Diagonale zwei Punkte des n-Ecks. So wird jede Diagonale zweimal
gezihlt. Also ist die Anzahl der Diagonalen:

n-(n—3)

Zp = 5

Wir wollen nun beim regelméfligen n-Eck die Zahl der geschnittenen Diagonalen bei der
m. Diagonale ermitteln. vgl. Abb.

1. diagonal

o 2.

\3.

Auf der einen Seite von der m. Diagonale befinden sich m Punkte. Auf der anderen Seite
sind es n —m — 2 Punkte.

Die m. Diagonale schneidet also m - (n —m — 2) Diagonalen innerhalb des regelméfigen
n-Ecks.

Das Maximum:

Wir ermitteln jetzt das Maximun von m - (n —m — 2) = mn — m? — 2m.

Ableitung nach m:
f'(m)=n—2m—2

Kriterium fiir lokales Extremum:

0=f'(m)=n—-2-2m f"(m) = -2

63



E.Geometrie

Daraus folgt:

Es handelt sich um ein Maximum. Wir werden diese maximale Anzahl fiir das gerade

n-Eck nun bestimmen. Spéter kommen wir dann auch zum ungeraden n-FEck.

Beim geraden n-Eck ist %‘2 eine natiirliche Zahl. Daher kann diese Zahl fiir m in die

Formel m - (n — m — 2) eingesetzt werden.

Einsetzung:

2 2 4
Im geraden regelmifigen n-Eck kann eine Diagonale maximal (”_42)2 Diagonalen schnei-
den.

n—2'<n_n—2_2>:n—2.n—2_ (n —2)2
2 2

Beim ungeraden n-Eck ist "7_2 keine natiirliche Zahl. Daher miissen die Finsetzungen
o n—2 1 _ n-1 n—2 1 _ n=3
fir 5= + 5 = "5= und "5 5 = "5 vorgenommen werden.

n—1

Einsetzung von 5= fiir m in m - (n —m — 2):

~n—1 n—3

2 2 ) 2

n—1 ( n—1 2) n—1 2n—n+1—4
. n— —_ —_— .
2 2

Finsetzung von "T_?’:

n—3 ( n—3 2>_n—3 2n—n—|—3—4_n—3 n—1
2 \"T T2 T 2 T 2

Die beiden Maximalwerte sind gleich. Die Diagonalen kénnen in einen regelméfigen

ungeraden n-Eck maximal % Diagonalen schneiden.

Abschatzung fiir die Anzahl der Schnittpunkte der Diagonalen im
regelmaBigen n-Eck:

Zu diesen Uberlegungen vgl. [1]. Die Verbindungsstrecken zwischen 4 Punkten ergeben
einen Diagonalenschnittpunkt, wobei es auch Schnittpunkte von mehreren Diagonalen
geben kann. Deswegen gilt:

Anzahl der Schnittpunkte der Diagonalen im regelméfligen n-Eck

§<n>_ " n-(n—-1)-(n—2)-(n—-3) 4

= = <
4] 7 4 (n—4) 24 =

2|3

Auf diese Weise haben wir eine Abschéitzung gewonnen.

Weitere Informationen zum n-Eck sind enthalten bei Schréer [2].
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18. Eine besondere Ellipse

Wir betrachten eine gewohnliche Ellipse:

Wir benétigen die Mittelpunktsgleichung:

a und b sind die grofie und die kleine Halbachse. Wir formen nach 3> um:

x2 b2
y2:b2-(1—a2>:2-<a2—x2>

Daraus folgt:

b
y==+—-Va®—2?
a
Wir leiten nach der Kettenregel ab:
—x

b
/ f— —_—. —,—_—
y@) =t o

Nun werfen wir einen Blick auf die folgende Abbildung:

X1 i)
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Fiir die Weglidnge U; gilt allgemein:

T2
U= [V1+ 9@ ds
1

Also ist der gesamte Umfang der Ellipse:

a a b2 .2
0 0

Wir fithren nun die lineare Exzentrizitat e und die numerische Exzentrizitiat € ein. Wir

haben die Zusammenhiinge ¢? = a? — b und € = ¢, so dafl wir erhalten:
VaZ — b2
e=Y2 "7 = e?a® = a® — b*
a
SchlieBlich:

b2 = o2 — £242

Bei ¢ = 1 folgt b = 0. Der Fall € = 1 liefert nach Gleichung (1) den Umfang:
U:4-/\/1+0d$:4-/1d1‘:4-a
0 0

Bei b = 0 kann dieses Resultat auch gesehen werden. Die Ellipse geht in eine Strecke
iiber.

Ganz allgemein haben wir fiir den Ellipsenumfang folgende Formel, vgl. Bartsch [1]
Kapitel 7.5.1 S. 302:
U=2-mm-a -w

(1)2 ) (1-3)2 gt (1-3-5)2 eb
2 2.4 3 2.-4-6 5

Fiir ¢ = 1 hatten wir U = 4a ausgerechnet. Also kénnen wir fiir € = 1 setzen:

mit:

da =U =27a - w
Daraus folgern wir:
w=— fiir e=1
T
Wir bekommen schliefilich die bemerkenswerte Beziehung:

2_1_(1)2_1 (1‘3)2_1 (1’3'5)2_
T 2 3 \2-4 5 \2-4-6
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19. Die Halbachsen-Winkelgleichung bei der Ellipse

Wir betrachten folgende Ellipse:

e
€

a ist die grofie Halbachse und b die kleine Halbachse. e = Va2 — b? soll die lineare
Exzentrizitét sein. Im Fall a = b ist r tatsdchlich der Radius des Kreises (ein Spezialfall
der Ellipse). Wir wollen die Winkelabhéngigkeit von r herausbekommen. Fiir die Ellipse
gilt beziiglich der Abstandssumme und der beiden Brennpunkte F}, Fy:

PF, + PFy, = 2a

Wir setzen zweimal den Kosinussatz ein:

2a = Ve2 + r2 — 2er cos o

+\/62 +r2 — 2er cos(180° — «)

Mit cos(180° — a) = — cos a:

2a = Ve2 +1r2 — 2ercosa

+v/e2 + 12 + 2ercos a

Quadriert:

4a® = 2¢2 + 212
+2 Vet +2e2r2 4+ 74 — 4e2r2 cos? a

Die Wurzel wird isoliert und quadriert:
(2a2 _ 2 7"2)2 — ot
+2e%r? + r* — 4e?r? cos® o
Ausmultipliziert:
4a* + et + rt — 4a%e?® — 4a%r? + 2¢%r?

= et +2e¢%r% + 1t — 4e*r? cos® o
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Zusammengefafit:

Dividiert durch 4a?:

—— r? cos®
a

Wir fithren a2 — €2 = b2 und die numerische Exzentrizitit ¢ = 5 ein:

b —r? = —2r?cos

Umgeformt:
b =12 (1 -¢2cos’a)

Nach r umgeformt:
b
r= (1)
V1 —e2cos?a
Damit haben wir r als Funktion von der numerischen Exzentrizitiat, den Halbachsen und
dem Winkel a. Wir wollen nun daraus eine Formel herleiten, in der nur die Halbachsen

und der Winkel o« vorkommen. Wir setzen

Va2 — 12

in die Gleichung (1) ein:

Erweitert und vereinfacht:

ab
- aZ (1 —cos?a) + bZcosa

r

Wegen sin? o 4 cos? o = 1:

ab

VaZsin? a + b2 cos? o

r

Das ist eine Halbachsen-Winkel-Gleichung, die in die folgende Form iiberfiihrt werden

kann: -
. a“b
a’sin® a4 b? cos? v = —5 (2)
r

(© 2001 Harald Schréer
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20. Der ,,Radius” des Ellipsoiden und die Oberflache des
Rotationsellipsoiden

1. Der ,,Radius* des Ellipsoiden

Wir schauen uns die folgenden Abbildungen an:

N N

r = ,,Radius® des Ellipsoiden

a, b, c = Halbachsen des Ellipsoiden

Bei r handelt es sich um keinen wirklichen Radius. r wird nur so bezeichnet, weil der
Ellipsoid im Fall gleicher Halbachsen in eine Kugel iibergeht und r dann der Kugelra-
dius ist. Es ist aber interessant auch beim Ellipsoiden diese Grofie » zu betrachten. r
wird anders als bei der Kugel nicht konstant sein, sondern von den Koordinaten x,y, 2
abhingen. Die erste Gleichung folgt mit dem Satz des Pythagoras:

r? =a% +y? + 22 (1)
Die zweite Gleichung erhalten wir z.B. mit Bronstein [1] Kapitel 2.6.6.2 S. 233:

_7;2 y2 22

Fiir die Winkel bekommen wir nach den Abbildungen die Beziehungen:
tana = J tany = il
x x

Wir formen Gleichung (2) nach 22 um und setzen bei 2? in Gleichung (1) ein:
2 2
2.2, .2 2 x Y
re=x"4+y" +c -(1—a2—b2>

Damit haben wir eine Gleichung fiir r die nur von zwei Koordinaten und von den Halb-
achsen abhingig ist. Auflssung von Gleichung (2) nach y? und Einsetzen in Gleichung

(1) liefert:
2 2 12 a? 2 2
rit=z"+b" |1-—5—-—5|+=z
a c
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Umformung von Gleichung (2) nach z? und Einsetzen in Gleichung (1) fiihrt zu:

2 2
z
r2:a2-<122 CQ>+y2+z2

Wesentlich schwieriger ist eine Darstellung von r mit 2 Winkeln und den 3 Halbachsen.
Mutige Leser konnen sich mit diesem Problem auseinandersetzen.

2. Die Oberfliche des Rotationsellipsoiden

Wir schauen uns eine Ellipse an:

4
b
X
a
Wir benétigen die Mittelpunktsgleichung:
2 2 2
x Yy 9 9 x

Nach y aufgelost:
b
y==+—-vVa®—2?
a
Wir bilden die Ableitung:
dy b —x
/ = — = :l:* ¢ —_—
y dx a a2 — xQ
Wir betrachten nun den Rotationsellipsoiden in der folgenden Abbildung;:

y

—

X1 i)
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Fiir den Mantel des Rotationskorpers gilt:

2
M(:I:l,:rg):27r-/y-\/1+y’2dx

1

Es ist dabei —a < 1 < 9 < a. Nun setzen wir fiir den Rotationsellipsoiden ein:

2.2
M(zq,29) =27 - — /\/ 222 \/ b—xdaz

—x2)
=27 — /\/ —xQ—i—— z? dx

Dann erreichen wir:

M(x1,29) =27 - — /\/ 1—— -x2dx

Wir formen diesen Term noch weiter um zu: a>b>0
b 2 F
M(azl,xg):27r'a- 1—9'/ o —22da
z1 T a?

(4)

Die Integration kann z.B. nach Grobner [2] Kapitel 236 S.52 Nr. 5f oder Bronstein [1]

Kapitel 1.1.3.3 S.44 Nr. 157 geleistet werden.

/\/Rz—xde—— VR —x2+— arcs1n—+c

R

c ist die Integrationskonstante. Dieses Integral kann durch Differenzieren bestétigt wer-

den. Es gilt a > b > 0. Wir setzen ein fiir den Rotationsellipsoiden:

M =2 -
(w1, 22) = 2 %

2
%.CLQ . x b2
+ 5 -aresin | —-¢[1——
11— a a
a X1

Nun setzen wir 9 = h und x1 = O:

9‘ {1 b2 [x a?
a

b 2 [h a?
a
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Nun vereinfachen wir weiter fiir h = a, dann kommt die halbe Oberfliche heraus:

b /. b fa a?
= RN - . 2. |/ —_ g2
M(0,a) =27 . 1 ” (2 — ¢
N a? , . b? )
—————— -arcsin - =
2-(1- %) a’

Wir fithren eine Zwischenrechnung durch:

a? - at ,  [at—at+b%®  ba
—e YT\ YT 22— JZ_p»

a?
Mit dieser Zwischenrechnung bekommen wir:

4

b ba? 1 b2
M(O,G)ZQW'Q'\/GQ—I)Q-( a4 a )-arcsin( 1—))

a ,/7a2_b2'§+2.(a2_b2 )

Schlielich erhalten wir:

b? ba? . b2
M(0,a) = 2m - E—FW'MCSIH 1—¥

Diese Formel ist giiltig fiir a > b > 0. Die gesamte Oberfliche O bekommen wir mit:

0=2-M(0,a)=M(—a,a)

=4 ﬁ—l—L arcsin 1—g
- 2 2-vVa?z-b? a?

Nun untersuchen wir den Spezialfall 7 = a = b (Kugel). Dieser Fall kann mit der vor-
letzten Formel nicht ausgerechnet werden. Wir miissen von Gleichung (3) ausgehen. Wir

setzen dort ein:
T

M(0,r) =2m - /TdZL‘ = 27[ra]ly = 2712
0
M(0,r) ist die Oberfliche der Halbkugel.
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21. Die 4.Seite und der Flacheninhalt des Sehnenvierecks

Abstract: Wir werden hier zwei unbekannte Flachenformeln herleiten. Auflerdem wird die 4.Sei-
te bei 3 gegebenen Seiten berechnet, unter der Voraussetzung, dass der Kreismittelpunkt im
Sehnenviereck ist.

Key words: Sehnenviereck - Diagonale - Seite - Flicheninhalt - Umkreisradius - Winkel

Wir addieren die Flicheninhalte der 4 gleichschenkligen Dreiecke mit den Basen a, b, ¢, d,
wobei wir als Fléche das halbe Produkt aus Basis (Grundseite) und Héhe verwenden (vgl.

Abbildung).
Fiir den Flacheninhalt F' erhalten wir dann:
1)
F = g (a-coso;m—|—b-cosﬁ;+c~cos’gn+d‘cos;)
Nach der Abbildung haben wir:
L, a . OBm b . Ym c . Om d
sin — = — sin — = — sin — = — sin — = —
2 2r 2 2r 2 2r 2 2r

Mit sin? ¢ + cos? p = 1 folgern wir:

O, 4r2 — g2 Bm  VAr2 —b?

BT Ty, BT T,
Ym 4r? — 2 Om  VAr?2 —d?
COS— = — coO§S— = —M—
2 2r 2 2r

Setzen wir nun diese Ausdriicke in die erste Fliachenformel ein, so ergibt sich:
1
F = 1 (a- Var2 —a?2 +b-Va4r2 =2 +c-Var2 — 2 +d- \/47‘27d2) (1)

Damit haben wir die Fliache als Funktion vom Radius und den vier Seiten. Wir werden
jetzt sehen, wie sich eine Seite durch die anderen drei Seiten ausdriicken 148t.

Im Sehnenviereck ist die Summe der Gegenwinkel gleich 180°. Also haben wir a 4 v =
180°. Aufgrund der 4 gleichschenkligen Dreiecke erkennen wir:

B1 = o 01 ="

74



E.Geometrie

Damit kénnen wir schlielen:
a=ar+p  y=m+6
und bekommen schliellich:
a1+ 1+ 71+ 61 = 180° (2)
Mit Hilfe der 4 gleichschenkligen Dreiecke folgern wir auch:

Qg + 2 + 72 + 62 = 180° (3)
Nach der Abbildung ist:
a b c
cos 31 = o Cos7y1 = B cos 01 = o

und mit Gleichung (2):

d
E =cosay = COS(180O —B1—m - 51)

Also:

d=2r-cos (180o — arccos @ arccos — — arccos C)
2r 2r 2r
Damit ist die Bestimmung der Seite d mit dem Radius und den Seiten a,b, ¢ moglich.

Die Flache ist daher eine Funktion des Radius und drei Seiten.

Mit den Hohen der Dreiecke senkrecht zu den Radien ergibt sich durch die Flachenformel

fiir Dreiecke:

7,2

F = 5 (sin v, + sin By, + sinyy, + sindy,)
Wegen der gleichschenkligen Dreiecke haben wir «,;, = 180°—2as. Aufgrund von sin(180°—
) = sin ¢ bekommen wir:

sin v, = sin(180° — 2a) = sin 2ay

Mit dieser Einsetzung erhalten wir:

2
F= % - (sin 203 + sin 23, + sin 25 + sin 20,) (4)

Mit Gleichung (3) kann aus drei dieser Winkel der vierte Winkel bestimmt werden, so
dass der Fliacheninhalt eine Funktion vom Radius und drei dieser Winkel ist.

Bei all diesen Formeln gilt die Voraussetzung, dass der Kreismittelpunkt im Sehnen-
viereck ist. Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt, so kann man zur Berechnung der 4.
Seite eine Formel bei Bartsch [1] Kapitel 6.5 S.231 fiir den Umbkreisradius verwenden.
Zur Berechnung der 4. Seite miissen dann numerische Verfahren z.B. Newton-Verfahren
verwendet werden. Eine allgemeinere Flachenformel fiir das Sehnenviereck findet sich in
Bronstein [2] Kapitel 2.6.1 S. 193 als Funktion von den 4 Seiten.

Weitere trigonometrische Probleme, die in der Fachliteratur kaum vorkommen, befinden
sich bei Schroer [3].
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22. Der 4 Seiten-Fall beim Trapez

In einem Trapez sollen die Seiten a, b, ¢ und d bekannt sein.

C

quf AP [P

a

« und [ sind spitze Winkel. Dann ergeben sich folgende Gleichungen:
a—c=p+q @+ h?=d? P24 h2 =0

Wir setzen h? gleich:

d2 _ q2 _ b2 _ p2
Oder:

b2 _ d2 _ p2 _ q2
Division durch a —c=p+ ¢:

b2 _ d2 _ p2 _ q2

a—c p+q —bra

Zu dieser Gleichung addieren wir p+ ¢ = a — ¢ hinzu. Dann fillt ¢ raus und wir erhalten:

b2 —d?

a—c

2p=a—c+
Oder:
(a—c)? +b? — d?
2-(a—c)
Schlielich berechnen wir ¢ = @ —c— p. Nun betrachten wir den Fall, dal « ein stumpfer
aber (§ ein spitzer Winkel ist.

p:

x \pﬁ
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Hier entnehmen wir folgende Gleichungen:
p=a—(c—q) W =d* - ¢ W = —p?

Gleichsetzung:
Also:

Division durch p—g=a — c:

b2_d2:p2_q2
a—cC P—q

Dazu addieren wir die Gleichung p — ¢ = a — ¢ und bekommen:

b2 —d?

a—cC

2p=a—c+

Oder:
(a—c)? +b? — d?

2-(a—c)
Mit ¢ = p — a + c ist dann die Berechnung abgeschlossen. Nun beschéftigen wir uns mit
dem Fall, dafl § ein stumpfer Winkel und « ein spitzer Winkel ist.

p:

¢
] p
d h b
AL (o]
q
a
Wir erkennen die 3 Gleichungen:
p=c—(a—q) h2 =% — p? B =2 —
Zusammengebracht:
b2 p2 —_ d2 o q2

Oder:
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Dividiert durch p — g =c — a:

b2_d2:p2_q2_
cC—a P—q

Wenn wir zu dieser Gleichung p — ¢ = ¢ — a addieren, fiihrt das zu:

b2_d2

cC—a

2p=c—a+

Oder:
(c—a)?+b? - d?

2-(c—a)

p:

SchlieBlich folgt ¢ aus g = p — c+ a.

In allen drei Féllen bekommen wir die Hohe mit h% = b* — p* = d? — ¢°.

Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division rationaler Zahlen ergeben rationale
Zahlen. Insgesamt folgt aus den Rechnungen der folgende Satz:

Sind bei einem Trapez alle vier Seiten rationale Zahlen, dann sind es auch p
und gq.
h hingegen muf} nicht rational sein.

Im Fall ¢ = 0 folgt dieselbe Aussage fiir ein allgemeines Dreieck als Spezialfall. Die
Umformungen fiir p, ¢ und h sind ebenso fiir die folgenden allgemeinen Dreiecke giiltig:

(© 2001 Harald Schréer
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23. Geodatische Linien auf verschiedenen Oberflachen und die
maximale Entfernung auf einer Kugeloberflache

1. Geodatische Linien

Wir behandeln hier ein Problem aus der Differentialgeometrie. Man bezeichnet eine
Linie, die zwei verschiedene Punkte auf einer Oberfliche mit minimaler Umfangsléinge
verbindet, als geoditische Linie oder Geodédte. Es wird nun angedeutet, wie man auf
einer gegebenen Oberfliche im R? zu geoditischen Linien kommen kann.

Die allgemeine Gleichung fiir geodétische Linien wird in Laugwitz [6] Kapitel IT Aufgabe
4.13 S.41 angegeben:

2 2 2
. ik . . .
i’ +jkE:1 Ljpd?a™ = X - mit A= arEh (dt>

Die Christoffel-Symbole zweiter Art F;k werden erklért durch die Gleichung (4.9) in

a.a.0.: )
Ir
r_~~9" (9g9a Ogik 5glk>
ik _; 2 <8uk oul + ou’

Die GroBe g wird gebildet mit Gleichung (4.6) in a.a.O.:

2 1 : i=k
il i il i i o=
;ggm—ék 9=y 5k—{0 itk
Die metrische Fundamentalgréfie g;; wird definiert in a.a.0. Gleichung (3.16) durch:

Gik = TiTk

Mit z; = gﬁl nach Gleichung (3.2) in a.a.O., z ist das Flidchenstiick nach a.a.O. Glei-
chung (3.1). In dieser Form kénnen in Prinzip die geoditischen Linien auf einer gege-
benen Oberfliche berechnet werden. Ein interessantes Teilresultat ist das Clairautsche
Theorem auf einer Rotationsfliche vgl. Arnol’d [1] Kapitel 4.3.4.3 S.94 und Abbildung
66 oder Strubecker [8] Gleichung (38.6). Bei Kohnlein [5] werden Dreiecke aus Geodéten

auf Rotationsflachen behandelt.

Zu geodétischen Linien auf Rotationsparaboloiden wird in Strubecker [8] Kapitel III 38,
Beispiel 5 S.227-232 eingegangen.

Zu Geodéten auf Rotationsellipsoiden findet man in Strubecker [8] Kapitel IIT 38, Bei-
spiel 6 S.232,233 ein elliptisches Integral, das numerisch bestimmt werden muf} evt. mit
Hilfe von Hofreiter [4] Nr.244 1)-3) S.81,82.

Das Problem der Bestimmung von Geodéten auf Rotationsellipsoiden spielt eine grofie
Rolle in der Geodisie, weil die Erde selbst als Rotationsellipsoid beschrieben werden
kann. In der Geodésie gibt es die ,zweite geodétische Grundaufgabe“: Bestimmung der
Entfernung von zwei Punkten, die bekannte geographische Linge und geographische
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Breite haben. In Schodlbauer [7] werden verschiedene Verfahren zur Entfernungsberech-
nung fiir kurze, mittlere und lange Distanzen dargestellt. Dort werden auch ellipsoide
Dreiecke ausgerechnet. Das wird auch in Heck [3] Kapitel 6.6 S.212-214 gemacht fiir
Dreiecke deren Seiten kleiner als % des Erdradius ist. Ahnliche Formeln findet man teil-
weise auch bei Grofimann [2] §38.2 S.87.

Beim Rotationshyperboloiden haben wir die Gleichung;:

Z2 7.2

-

vgl. Abbildung:

<l

Fine Umformung ergibt:

2
22:a2-<1+£2>

z(r):%‘\/bz—kr2

Das fiihrt zu:

Weiter erhalten wir:

0z(r) a r
or b Vb2 + r2
Setzen wir das in die Gleichung (38.8) bei Strubecker [8] S. 223 ein, so bekommen wir
die Polargleichung der Geodéten auf einen Rotationshyperboloiden:

1+,,2fg§122
(o—po) =k [+ —

2. Die maximale Entfernung auf einer Kugeloberflache
Wir wollen hier sehen, wie man den Ort mit der maximalen Entfernung zu bekannten

Stadten wie z.B. Boston, New York, Washington, Paris, London, Berlin, Hamburg, Ko-
penhagen, Stockholm, Helsinki berechnen kann.
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Die folgenden Groflen sind gegeben:
R = Radius der (Erd-) Kugel
a = Breitengrad des Ausgangsortes a € [—90°,90°]
¢ = Lingengrad des Ausgangsortes » € [—180°,180°]

Léngengrad und Breitengrad werden in Grad angegeben. Der Lingengrad wird west-
lich vom Nulllingenkreis positiv und 6stlich davon negativ gezéhlt. In Atlanten werden
héufig beim 6stlichen Bereich die negativen Vorzeichen weggelassen.

S

T

IS
——

i)

Y

o,

I_f’_,
|

S

-

Gesucht sind jetzt Breiten- und Langengrad mit maximaler Entfernung zum Ausgangs-
ort.

B,~ = Breitengrad, Lingengrad des Ortes, der zum Ausgangsort die maximale Entfer-
nung hat.

Fiir 8 erhalten wir 8 = —a nach der ersten Zeichnung.

~ bekommen wir auf folgende Weise aus der zweiten Zeichung:

o[ o —180° falls @° >0
T 1800 + @° falls ¢° <0
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Maximale Entfernung = 7 - R

(7, 8) bestimmen den Ort mit der maximalen Entfernung von (¢, a).
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24. Der Raumwinkel durch ein gleichschenkliges Dreieck
Wir wollen hier den Raumwinkel €2 durch ein gleichschenkliges Dreieck bestimmen. Die

Methode ist d&hnlich zu der in Schréer [1] (Kapitel 5 und 6). Wir betrachten die folgenden
Dreiecke:

r

Mit der Entfernung r und den Seitenléingen a, ¢ ergibt sich folgende Gleichung;:

.Y
A - — 1
sin o = o (1)
Wir berechnen die Seite w des Kugeldreiecks auf der Einheitskugel:
tanw = a
r

Die 3.Seite im Kugeldreieck kann mit dem Seitenkosinussatz dargestellt werden:

cos s = cos® w + sin® w - cosy

Zur Bestimmung der iibrigen beiden Winkel im Kugeldreieck dient der sphérische Sinus-

satz: . .
sinaa  sinvy

sinw  sins
Wir kommen nun zum sphérischen Exzef} ¢ in Bogenmafl und zum Raumwinkel:

Q=c=v+2a—7

Der maximale Raumwinkel wird bei » — 0 erreicht:

Q—>2ZT~27T:7:2~arcsin<2ca>

Fiir a,c < r gilt mit Gleichung (1):

2
Or % os ) = O 1_(0)
272 2 22 2a
® = [-Q mit I als Lichtstérke (Stahlstérke) ergibt den Lichtstrom (Strahlungsflufl oder
Strahlungsleistung) durch das Dreieck im Vakuum.

Literatur

[1] Harald Schréer ,Lichtstrom und Beleuchtungsstirke“,german and english edition,
Wissenschaft und Technik Verlag Berlin 2001

(© 2006 Harald Schréer
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25. Der Raumwinkel durch ein rechtwinkliges Dreieck

Wir werden hier den Raumwinkel €2 durch ein rechtwinkliges Dreieck bestimmen. Die
Methode ist &hnlich zu der in Schréer [1] (Kapitel 5 und 6). Wir betrachten die folgenden
Dreiecke:

a,b,c = Seiten des ebenen rechtwinkligen Dreiecks,
a,b, ¢ = Seiten des rechtwinkligen Kugeldreiecks auf der Einheitskugel,
r ist die Entfernung.

In den beiden Dreiecken erkennen wir folgende Gleichungen:

_ a -
tana = — tanb = —
r T
tana tanb
tana = —— tan § = ——
sinb sina

Die beiden letzten Gleichungen befinden sich in [2](S.189, Satz 5). Nun berechnen wir
den sphérischen Exzefl ¢ und den Raumwinkel:
Q:5:a+ﬁ+g—w:a+ﬁ—g

Der maximale Raumwinkel wird bei r — 0 erreicht:

Q—

SO — =
2.0 "7

Fiir a,b < r gilt:

a-b

272
® = - Q mit I als Lichtstérke (Stahlstérke) ergibt den Lichtstrom (Strahlungsflufl oder
Strahlungsleistung) durch das Dreieck im Vakuum.

O~

Literatur

[1] Harald Schréer ,Lichtstrom und Beleuchtungsstirke“,german and english edition,
Wissenschaft und Technik Verlag Berlin 2001

[2] ,,dtv-Atlas zur Mathematik“, Band 1, 3. Auflage, Deutscher Taschenbuch Verlag
Miinchen 1978

(© 2006 Harald Schréer
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26. Der Raumwinkel durch ein senkrechtes Rechteck

Wir wollen hier den Raumwinkel © durch ein senkrechtes Rechteck bestimmen. Die

Methode ist #hnlich zu der in Schréer [1] (Kapitel 5 und 6). Wir betrachten das folgende
Rechteck:

y
/
b b

Mit der Entfernung r und den Seitenléingen a, b ergeben sich folgende Gleichungen:

tan Y b ‘ d a
an — = — an — = —
2 a 2 b

Wir schauen uns die folgenden Kugeldreiecke auf der Einheitskugel an:

aq

aq

S2

a2 a2

Wir bekommen einen Seitenwinkel w der 4 Kugeldreiecke mit;:

va? + b?
2r

tanw =
Mit den Seitenkosinussatz berechnen wir die anderen Seitenwinkel:
_ 2 )
€Os §1 = cos” w + sin“ w - cos 7y

cos s = cos® w + sin? w - cos §

Zur Berechnung der iibrigen Winkel in den 4 Kugeldreiecken dient der sphérische Sinus-
satz: . .
sinap  sinvy

sin w sin s1

sin oo sin

sin w sin so
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Ist € der sphirische Exzefl in Bogenmaf}; dann gilt:
e1=7+2a1 —7 gg=0+4+2a0—7
Den Raumwinkel erhalten wir dann mit:
D=2-(e1+¢e2)

Der maximale Raumwinkel kann gleich 27 sein, wenn die Entfernung r gegen Null geht.

Fir a,b < r gilt:

O~ 00

2
r
® = [-Q mit I als Lichtstérke (Stahlstérke) ergibt den Lichtstrom (Strahlungsflufl oder
Strahlungsleistung) durch das Rechteck im Vakuum.

Literatur

[1] Harald Schréer ,Lichtstrom und Beleuchtungsstirke“,german and english edition,
Wissenschaft und Technik Verlag Berlin 2001

(© 2006 Harald Schréer
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27. Der Raumwinkel durch ein geneigtes Rechteck

Wir werden hier den Raumwinkel durch ein geneigtes Rechteck berechnen, die Methode
ist dhnlich zu der in Schréer [1] (Kapitel 5). Das Rechteck soll im Koordinatenursprung
sein.

ZA
0= (0,0,0)
r y
™ b
a
T2
pi P2
i P3

Wir fiihren den Entfernungsvektor | = (r,r2,71) ein. Wir bilden die Differenzvektoren:

0 0

n=\ % |1 =5 |1
b b
2 2
0 0

ps=| 5 |1 o= 5 | -1
) 2
3 )

Nun bestimmen wir die Seitenwinkel der beiden Kugeldreiecke auf der Einheitskugel:

cos avjg = cos L(p1, p2) = m
oS (g3 1= €08 (P2, P3) = m
cos ag := cos /(P1, p3) = M
cos gy = cos L(ps, pu) = m
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Lo D1 Pa
cos a4 := cos (P, P4) = m
Wir betrachten die folgende Abbildung:
9
4 \Pl
76
*3

Y ¥

5 Ty

Wir verwenden den Seitenkosinussatz, um zwei Winkel zu erhalten:

COS (13 = COS (x12 COS (rp3 + Sin (v12 Sin (a3 COS P2

COS (x13 — COS (¥12 COS (x93

= COS Yo = - "
S111 (v192 S111 (23

COS (x]3 = COS (¥34 COS (14 + SiN (v34 Sin (4 €OS (P5

COS (x13 — COS (¥34 COS (x14
= COS 5 =

sin arg4 Sin a4
Nun benutzen wir den sphérischen Sinussatz im ersten Dreieck:

sin @1 sin @9 sin @3

sin aog sin a3 sin avqg

Im zweiten Dreieck: . . .
sin @y sin @5 sin g

sinoyy  sinagg sinagy
Schliefllich bekommen wir den sphérischen Exzel in Bogenmaf:

El=p1+p2+p3—m E2=Pa+ P+ P —T
Fiir den Raumwinkel gilt Q2 = g1 4 9.

Wenn a,b < r, dann haben wir die Ndherung:

[2 .2
ab - cos ) Ty + 73

N 553 mit tana =
re4r]+ 1 r

® = [-Q mit I als Lichtstérke (Stahlstérke) ergibt den Lichtstrom (Strahlungsflufl oder
Strahlungsleistung) durch das geneigte Rechteck im Vakuum.

Literatur

[1] Harald Schréer ,Lichtstrom und Beleuchtungsstirke“,german and english edition,
Wissenschaft und Technik Verlag Berlin 2001

(© 2006 Harald Schréer
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28. Lineare und Nichtlineare Regression mit MeBreihen

Erste Methode

Wir betrachten folgende Mefreihe:

T11 Y21
x12 Y22
x13 Y23
T1i Y2i
T1in Yan
Zu jedem x1; € R wird ein y9; € R gemessen. i € {1,...,n}

Es wird vorausgesetzt, dafl es eine Niaherung y = f(x) gibt so, dall yo; ~ f(z1;) fiir
ie{l,...,n}.

Es geht nun darum diese N#iherung fiir diese Mefireihe genauer zu machen, oder f(z) an
die Mefireihe anzupassen.

Wir definieren: yy; := f(z1;) i€ {l,...,n}

Nun schauen wir uns die Werte y11, . .., y1n und yo1, . . . , Y2, an. Wir werden durch lineare
Regression eine Funktion g(y) = my + b ermitteln so, dafl g(y1;) =~ yo; @ € {1,...,n}

und
n

> (9(y1s) — y2i)*

i=1

ein Minimum sein soll.

Wir schauen uns zunéchst folgende Mefreihe an:
Tlyee Ty und  Yi,...,Yn

Dann gelten die bekannten Formeln der linearen Regression z.B. nach Bronstein [1]
Kapitel 5.2.4.1 S5.692.

1 & 1 &
T U=
i=1 =1
1 " 1 "
2 _ =\2 2 _ 2
Sz_n_l ;(‘Tz_l') Sy_n—l ;(yz_y)
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1 - _
Moy = ——= D (2 =) (4 — )
i=1
T m:cy
Sz * Sy
Sy _ May
=byx=r 5 82
T

mit
z,y = Mittelwerte
si, s, = Stichprobenvarianzen

Mgy = empirische Kovarianz

r = empirischer Korrelationskoeflizient
m = Steigung der Ausgleichsgerade

b = Abschnitt der Ausgleichsgerade

Die Ausgleichs- oder Regressionsgerade hat dann die Gestalt:

y=mx+b

Diese Hilfsmittel kénnen auf die Reihen y11,...,y1, und yo1, ..., Y2,

angewendet werden, indem sie als Wertepaare betrachtet werden.

1 & 1 &
ylzﬁ';yu yQZE'ngi
1 n n
S% 1 ‘Z(yu - ) Z Y2i —
" i=1 =1
n
mig = Z yii — 41) - (y2i — J2)
m = @ b=y2 —mi
St
= Sml‘zs (Korrelation)
152

9(y) = my + b lautet dann die gesuchte Funktion.

Korrigierte Funktion:
y=m- f(x)+b
Damit ist f(x) an die Mefireihe angepaft.
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r ist die Korrelation von g.

Diese Methode wird in Bronstein [1] Kapitel 7.1.5.1.2 S.788 unter ,,Linearisierung“ kurz
erwihnt. Wir werden spéter noch eine 2.Methode der Linearisierung kennenlernen.

Anwendung auf Vektoren:

Diese Methode kann fiir Vektoren verallgemeinert werden. Es werden folgende 2n Vek-
toren gemessen:

T11 Y21
T1i Y2i
T1in Yan
mit
141
X1 =: : € R™ ie{l,...,n}
Tlim
Y2i1
Y2i =: : €R™ ie{l,...,n}
Y2im

Es wird vorausgesetzt, dafl es eine Ndherung

fi
f:u —V UVCR" f= :
fm
mit yo; ~ f(zy;) fir i € {1,...,n} gibt.
Nun wird folgende Grofe erklért:
Y1i1
f(z1i) =y = : €R™
Y1im

fir 7€ {1,...,n}

Es ist nun moglich die lineare Regression komponentenweise durchzufiihren.

y1i; und yo;; werden gegeniibergestellt. j € {1,...,m}

Y11j Ya1j

Ying Yonj
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Sei y=

Y1
eV cCR™

Ym

Es wird nach m Funktionen g; gesucht.

95(yj) = myy; + b;

und g;(y1ij) = yoi; fiir ¢ € {1,...,n} und j € {1,...,m}. Es miissen also hier m lineare

Funktionen g; bestimmt werden.

Anwendung der linearen Regression:

1 & 1 &
glj:ﬁ'zylij ?JQjZE'Zyzz’j
i=1 i=1
2 1 - = N2 2 1 - _ 2
515 = 1 > (i — 515) Sy =_——7" > (v2i5 — §25)
i=1 =1
1 n
Mizj = Z(ylij = ¥15) - (Y2ij — Y25)
i=1
Hieraus ergibt sich:
9i(y;) =mjy; +b; je{l,...,m}
mit
mi2; _ _
m; = S%j bj = Y2 — mj -
J
m12; :
T = ——2— Korrelation von g;
J Sl] K 52] ( J)
Anpassung an die Mefreihe:
91(y1)
G(y) == :
gm(ym)
korrigierte Funktion:
g1(f1(2))
y=G(f(z)) = :

mit

my fi(x) + by

fi

fm
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Mit r; gibt es zusétzlich noch eine Aussage iiber die Qualitidt von g;.
Es ist nicht klar, ob r = i iv 1 r; eine Gesamtkorrelation von G ist.

Ist die korrigierte Funktion nicht genau genug, kann die korrigierte Funktion als f an-
gewendet werden. Dann ergibt sich eine weitere Korrektur um Go also:

y = G2(G1(f(7)))

Dann kann diese Funktion wieder eingesetzt werden bis mit

Y= Gr(Gral... Ci(f())..)

evt. die gewiinschte Genauigkeit erzielt worden ist.
Ein Beweis, dafl dieses Verfahren funktioniert:

|| - || = euklidische Norm

n m n
Z ||y2z - ylz” Z Z Y2ij — ylz]
=1

j=1i=1
Y1i1 m1y1i1 + b1
Y1i 1=
Ylim MmY1im + Om
n m n
D My2i = gual P = D> (y2i5 — B1i)?
i=1 j=1li=1

aufgrund des Verfahrens der kleinsten Quadrate ist vgl. z.B. Bronstein [1] Kapitel 7.1.5.1
S.787,788 :

n n

D (Waig — i) < > (y2ij — v1is)” (1)
i=1 i=1
sofern
Y11y Y215
£
Yinj Yonj

Im Gleichheitsfall steht bei (1) das Gleicheitszeichen.

daraus folgt:

m n

m n
ZZ(?/% — 7ij)? < ZZ (y2ij — Y1ij)°

j=li=1 j=li=1
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sofern
Yi1j Y215
: # : firein je{1,...,m}
Yinj Yonj
Im Fall
Y11y Y2154
: = : fir alle j € {1,...,m}
Ying Yonj
ist keine Anpassung notig. q.e.d.

Zweite Methode

Wir betrachten noch mal die Mefireihe:

r11 Y21
T12 Y22
r13 Y23
X1 Y2i
Tin Yon

Zu jedem z1; € R wird ein y2; € R gemessen. 7 € {1,...,n}

Wir setzen wieder voraus, dafl es eine Naherung y = f(z) gibt so, daB yo; ~ f(x1;) fiir
ie{l,...,n}

Nun soll auf einen anderen Weg die Funktion f(z) genauer an die Mefireihe angepaf3t
werden.

Definiert wird: y1; :== f(z1;) x9; := f‘l(yzi)
ie{l,...,n}
f soll eine Umkehrfunktion f~! besitzen.

Die zweite Mo6glichkeit besteht darin, die Werte 11, ... x1, und z91, . . ., T2, zu betrach-
ten, und durch lineare Regression eine lineare Funktion g(x) = mz + b zu bestimmen so,
daB g(z1;) ~x2; i€ {l,...,n} und

n

Y (g(zn) — w2:)?

=1

ein Minimum wird. Diese Methode wird auch als Linearisierung bezeichnet.

Es werden wieder die bekannten Formeln aus der linearen Regression verwendet.
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Dann ist:

1 n 1 n
n—1 n—1
1
miz = Z(aﬁu —71) - (T2 — T2)
=1
= m7122 b=To—m- T
Si
_ M2
S1 -5

Als gesuchte Funktion ergibt sich dann:
g(x) =mx+0b

Die Funktion f(x) ist der Mefireihe angepafit, wenn in f(z) statt x g(x) eingesetzt wird.
Die so korrigierte Funktion lautet dann:

y = f(mz +b)
Mit r erhélt man zusétzlich noch eine Aussage iiber die Qualitidt von
g(z) = mx +b.

Damit ist nun auch die 2.Methode der Linearisierung vorgestellt.

Anwendung auf Vektoren:

Nun kann diese Methode auch auf Vektoren angewendet werden. Es werden folgende 2n
Vektoren gemessen:

T11 Y21
X1 Y2i
Tin Yon
mit
T1i1
x1; =: : €eR™ ie{l,...,n}
T1im
Y2i1
Yoi =: : eR™ iedl,...,n}
Y2im
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Nun setzen wir wiederum voraus, daf} es eine Nidherung

f:v—V UVCR"

mit yo; ~ f(xy;) fur i € {1,...,n} gibt. f: U — V muB bijektiv sein, sonst gibt es
keine Umkehrfunktion.

Nun werden folgende Groflen gebildet:

Yti1
flz1) =y = : €ER™ ie{l,...,n}
Y1im
T241
f_l(y2i) = Tg =: : eR™ ie{l,...,n}
T2%im

Es ist nun moglich die lineare Regression komponentenweise durchzufiihren.

x1;; und x9;; konnen gegeniibergestellt werden. j € {1,...,m}
115 T21;
T1inyg L2nj
Sei
1
x = : eUCR"™
Tm

,dann werden m Funktionen g; gesucht, mit g;(x;) = m;x; + b; und g;(x1;5) =~ xgy; fiir
ie{l,...,n}und j € {1,...,m}.

Es miissen also m Funktionen g; bestimmt werden.

Anwendung der linearen Regression:

1 & 1 &
i“ljzﬁ'zfﬂlz‘j 952]':5'29321’]'
i=1 i=1
2 1 S — N2 Q2 1 - — )2
St =1 D@y = 31))" S35 = —— -} (w2 — Tay)
" =1 " i=1
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n
Z Tlij — 331] 332@] ij)

Daraus erhéalt man:
gj(z;) =mjz;+b; je{l,...,m}

mit m
- 125 -
mj = o3 bj = T2j —mj - Ty
15
m
rj = 1% gt die Korrelation von gj-
Slj . SQj
Anpassung an die MeBreihe:
g1(z1)
G(z) = :
Im(Tm)

korrigierte Funktion:

y=f(G) = f(g1(z1),- -, gm(Tm))

= f(mix1 + b1, ..., MmZm + bin)

Mit 7; erhélt man zusétzlich noch eine Aussage iiber die Qualitét von g;. Die Frage, ob
durch r:= L . > j=1 rj eine Gesamtkorrelation von G bestimmt wird, bleibt offen.

Ist die korrigierte Funktion noch nicht genau genug, kann die korrigierte Funktion als f
angewendet werden. Dann erfolgt eine weitere Korrektur um Go. Also ergibt sich eine
2-fach korrigierte Funktion:

y = f(G1(G2(x)))

Dann kann diese Funktion wieder eingesetzt werden, bis mit

y = f(G1(Ga(... (Gr(2))-..)))

evt. die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist.

Ein Beweis zu diesem Verfahren:

| - || = euklidische Norm

ZHZL’M —3322H2 ZZ(ZUUJ' —$2ij)2
j=1li=1
21 mﬁlu b
To; i= = :
Zaim Laim o
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m n

n
Dollwn = ZailP =D Y (wnij — i)’
i=1

j=1i=1

wegen des Verfahrens der kleinsten Quadrate ist vgl. z.B. Bronstein [1] Kapitel S.787,788

n n
D (w1ij — T2i5)* < (w155 — 2245)° (2)
=1 =1
115 214
sofern : +
Ting T2nj

Im Gleichheitsfall steht bei (2) das Gleichheitszeichen.

Daraus folgt:

>

j=11

(w15 — Toij)* < D> (w155 — w2i5)°

n m n
-1 j=1i=1

T11; 21
sofern : + : firein je{1,...,m}

Linj L2onj )

T11j 215
Im Fall : = fir alle j € {1,...,m}
Tinj T2nj
ist keine Anpassung notwendig. q.e.d.

Wir haben nun 2 Methoden beschrieben, die ein ndherungsweise giiltiges Gesetz y = f(x)
verfeinern. Diese Verfahren konnen verwendet werden, wenn die Form des bereits bekann-
ten Gesetzes nur geringfiigig gedindert werden soll. In den Naturwissenschaften ist das
durchaus von Bedeutung, weil es im bekannten Gesetz héufig Variablen gibt, die eine
feste Bedeutung in der jeweiligen Naturwissenschaft haben. Das gilt evt. auch in anderen
Wissenschaften. In der numerischen Mathematik werden dagegen Verfahren entwickelt,
die die Form des gewiinschten Gesetzes evt. total veréindern.

Ein anderes Problem ist es iiberhaupt erstmal eine Nidherung y = f(x) zu finden. Dazu
konnen z.B. die in Bronstein [1] Kapitel 7.1.5 S.786-790 genannten Verfahren (Metho-
de der kleinsten Quadrate, Verfahren der ausgewiihlten Punkte, Mittelungsverfahren)
verwendet werden. Diese Verfahren kénnen allerdings auch zur Verfeinerung von Néhe-
rungen dienen. Moglichkeiten sind z.B. die Erhdhung der Anzahl der MeBpunkte oder
der Parameter.
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29. Das Buffonsche Nadelproblem

Wir lassen eine Nadel mit der Linge L zufillig auf einen Tisch fallen. Auf dem Tisch
sollen parallele Linien im Abstand D eingezeichnet sein. Wir nehmen L < D an.

Wir bezeichnen dann noch:

F=r .- D = Fliacheninhalt des begrenzten Fliachenstiicks
x = Abstand des geometrischen Mittelpunkts der Nadel von einer der Parallelen vgl.
Abbildung. Aus der Abbildung entnehmen wir:

leY T 2x
COS— = —— = —

L
2 (§> L
Wir formen diese Gleichung um zu:
2
a = 2 - arccos (;) = a(x)
2« o

Im Abstand x hat die Nadel eine ,Drehungswahrscheinlichkeit® von 5> = =, wenn sie
eine Parallele schneidet.

Nun fiithren wir die Wahrscheinlichkeit w ein, dal die Nadel einer der beiden Parallelen

schneidet:

L L
o . j 2a(z) da o . j Qarccos(%z) da
0 0
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schliefllich:

4
77D /arccos( )dx

0

Nun ziehen wir das Integral

X T 3 3
arccos — dxr = x - arccos — — a® —x
a a

heran. Dieses kann durch Differenzieren bestétigt werden.

Setzen wir nun a = %, so kommen wir zu:

0
Nach der Auswertung an den Grenzen erhalten wir:

2.-L
T D

Wir werden nun das Buffonsche Nadelproblem verallgemeinern.

(X2 ,Y;)
[ X4,\4) s
f /xa;\:mw ven A

Wir betrachten eine allgemeine konvexe Menge A C R?. Das bedeutet, zu zwei Punkten
aus dieser Menge gehort die ganze Verbindungsstrecke ebenfalls zu dieser Menge. Sei
(xp,yp) € A, so kann der Winkel a durch

(xl—xp>'<1:2—xp
Y1—Yp y2—yp>
T1 — Ty ) Ty — Xp
G HGe= )

beschrieben werden. (z1,y1) und (x2,y2) sind dabei Vektoren aus der Schnittmenge des

COs&x =

Randes der Menge A und der Lésungsmenge von (y — yp)? + (z — zp)? = %2. Es darf
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nur diese beiden Losungen geben. Die Wahrscheinlichkeit, dal diese Nadel den Rand
schneidet oder beriihrt, ist somit:

1
w = ﬁ~/adypda:p
A

Ein zweidimensionales Integral ist zu l6sen. o mufl dabei in Bogenmaf sein. Mit F' wird
der Fliacheninhalt von der Menge A bezeichnet. Zu beachten ist noch, dafl x1,y1, x2, Y2
Funktionen von x, und ¥, sind, die vor der Integration einzusetzen sind.

(© 2001 Harald Schréer
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30. Bahnen mit konstanter Geschwindigkeit auf
Rotationskorperschalen

1. Der reibungslose Fall

In einer Rotationskorperschale befindet sich eine Kugel.

K & /fl
/

/’f

Setzt man die Schale in Rotation, so strebt die Kugel vom Mittelpunkt der Schale weg
auf eine hohere Position. Hier ergeben sich mehrere Fragen. Ist die Kugel bei der Ro-
tation im Gleichgewicht oder stiirzt sie ab? Gibt es Spielrdume bei der angenommenen
Position? Gibt es vielleicht Bereiche der Schale, in denen die Kugel nicht sein kann?
Es ist anschaulich klar, dafl die Rotationsgeschwindigkeit der Schale eine wichtige Rolle
spielt. Welche anderen Grofien spielen sonst noch eine Rolle? Wie ist die Abhéngigkeit
von diesen GroBlen? Gibt es vielleicht auch Gréfien, von denen diese Position unabhéngig
ist? Physikalisch ist die Situation der rotierenden Schale gleichwertig zu der Situation
einer Kugel, die in der ruhenden Schale kreist.

Es soll die Abhéngigkeit von r und v (Geschwindigkeit) bestimmt werden und auch
die Winkelgeschwindigkeit w. Schwerkraft und Fliehkraft (Zentrifugalkraft) miissen da-
bei im Gleichgewicht sein. Die Fliehkraft kommt im Alltag durchaus hiufig vor. Jeder
hat schon mal die Wirkung der Zentrifugalkraft (Fliehkraft) erfahren, z.B. bei einem
Karussell oder beim Fahren einer Kurve.

1.1. Kugelschale

Zuerst soll die Rotationskorperschale selbst eine Kugelschale sein. Der Neigungswinkel
der schiefen Ebene sei a.

R
50°—% i N

m = Masse der innenliegenden Kugel
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Rj, = Radius der Kugelschale (innerer Radius der Schale)

g = Erdbeschleunigung

a=90°—(90° —~) =7 also a=r

F, = Fallkraft

7, = Zentrifugalkraft, die entgegenwirkt

muv

F,=mgsina und Z,=——-Ccosq
r
folgen aus folgenden Skizzen:
Y
\ Re
\
= pK ‘ ’m X
“ Y *
t =
v

F, Zn sind Normalkrifte.

Es folgt:

wir erhalten:

mv?
Z, = - COS & a=r
r
r= R -sina
Einsetzung:
mu?
7, = - - COS Y
Ry -sinvy
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Fiir F, bekommen wir wegen o = :
F, =mg-sinvy

Fiir eine stabile Kreisbahn in der Kugelschale mufl F, = Z, (Gleichgewicht) sein, also:

va

mgsiny = m - COS Y

umgeformt:

sin? ) sin 7y
i

Q}z =g- RK .
cos 7y cos 7y

ergibt:

v(y) = Vg - R -siny - tany

w=" w = Winkelgeschwindigkeit
r

) Vv gRy sinytany gRy sin~ytan~y
w = =
7 Ry siny R2 . sin? v

_ [gtany 7

| Rysiny  V Ry - cos~y
2

Rotationszeit: U, = “n

w
Naherungen:

Fiir v < 90° gilt siny ~ tan~y
daraus folgt:

vz\/g~Rk-sin2'y:sin'y-\/g-RK

Fiir v nahe 90° gilt siny ~ 1:

v g-Rig-tany

Wenn der Schwerpunkt der Mittelpunkt der kleinen Kugel ist, dann kénnen wir folgendes
machen:

R = Radius der kleinen Kugel
Ry, = R; =Radius der Kugelschale (innerer Radius)

R, = auBerer Radius

108



G. Mechanik

Nach der Skizze erhalten wir die Beziehung:

_ siny- Rp —siny- R

Tm =

siny - Ry,

daraus erhalten wir:
R, — R
Ry,

Tm ist bei einer kleinen Kugel nur geringfiigig kleiner als 7.

Tm =T

Wenn wir 7, anstatt von r in die Gleichungen einsetzen, dann bekommen wir die Win-
kelgeschwindigkeit und die Geschwindigkeit des Schwerpunktes der kleinen Kugel. Wir
nehmen an, dass die kleine Kugel konstante ortliche Dichte hat. Mit der Schwerpunkt-
korrektur erhalten wir die Schwerpunktsgeschwindigkeit:

. . R
Um = /G - T - tany mit Tm = Ry - siny - 1_}7
k

Fiir die Geschwindigkeit am Berithrungspunkt gilt:

Ry - siny
v:vm.ri
m

1.2. Allgemeiner Rotationskorper

Nun soll die Schale eines allgemeinen Rotationskorpers betrachtet werden.

.// /‘i’\{"f)

h(r) ist die Funktion des allgemeinen Rotationskérpers.
h'(r) = s = tan a = Steigung

« ist dabei der Neigungswinkel. Wir erhalten wie bei der Kugelschale:

mv2

F,=mg - sina J,=——-cosa
r
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Es gilt:

coso = =tan«

V1 +tan? a cos

hieraus folgt:
tan a

V1 + tan? a

sino =

Wir setzen nun s ein und erhalten:

F = mgs 7 _ mv?

V14 s2 VIt s2

Fiir eine stabile Bahn mufl wieder F, = Z, (Gleichgewicht) gelten, also:
mu? mgs 9

rv1+ s2 - V1+ 2

also folgt:
v=-4g-r-s

Fiir die Winkelgeschwindigkeit bekommen wir:

v [grs lg-s
w = — = 72 = _—
r T T

Wegen s = h/(r) ist eine Auflésung von v oder w nach r im allgemeinen nicht moglich.
Das mufl dann bei einer konkret gegebenen Funktion h(r) geschehen.

Wenn der Schwerpunkt der kleinen Kugel im Mittelpunkt ist, konnen wir folgendes
machen: R ist der Radius der Kugel.

Fiir den Winkel 6 gilt: § = 180° — 90° — (90° — «) = v Aus der Abbildung entnehmen
wir:

r— R-siné
Tm=T7+—
,
Mit tan o = s und
sind = —229_ folgern wir daraus:
\V/ 1+tan2§
R-s
r—
2
R S £ (2)
r
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mit s = h'(r)

T ist bei einer kleinen Kugel nur geringfiigig kleiner als r. Wenn wir r,,, anstatt von r in
die Gleichungen einsetzen, erhalten wir die Winkelgeschwindigkeit und Geschwindigkeit
des Schwerpunkt der kleinen Kugel. Wir nehmen an, dass die kleine Kugel eine kon-
stante ortliche Dichte hat. Das ist bei allen Kapiteln giiltig. Die genaue Auswertung mit
Schwerpunkt ergibt dann fiir die Geschwindigkeit des Schwerpunkts der kleinen Kugel:

Um = £\/g " Tm - W (1)
Fiir die Winkelgeschwindigkeit:

Um g PW(r)

m 'm

Mit
V=V —
Tm

erhalten wir die Geschwindigkeit am Beriihrungspunkt.

Mit der Rotationskérperfunktion A(r) ist immer die innere gemeint. Wir bezeichnen:

r = r; = innerer Radius

r, = auBerer Radius

h(r) muB so sein, daf es mit der Kugel nur ein Berithrungspunkt gibt. Also keine ,, Mul-
den“.mit zwei Beriithrungspunkten vgl. Abbildung:

Vom allgemeinen Rotationskérper kénnen nun verschiedene Spezialfille abgeleitet wer-
den.
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1.3. Rotationskegel

Wir betrachten nun einen Rotationskegel:

v
NG
o = Offnungswinkel des Kegels
Durch die Abbildung sehen wir:
1
h(r) = ! = s="h(r)=

tan o tan o

Setzen wir nun in die allgemeine Formel v = ,/grs fiir h(r) und s ein, so bekommen wir
fiir die Geschwindigkeit:

g-r
v =
tan o
Umgeformt nach r:
v? - tana
r=-—-——
g

Fiir die Winkelgeschwindigkeit ergibt sich:

v \/ gr \/ g
w=—= =
r tan o - 72 r-tana

Wiederum nach r umgeformt:

r=—9
w? - tan o
vgl. Sommerfeld [5] §14.1 S.73.

Zur Anwendung von Gleichung (2) wird nun ﬁ berechnet.

s 1

1
V1+s?  tana- 1+ e Vtan?a + 1

= Cos

Aus Gleichung (2) folgt nun:

r— R-cosa
T =T+ ——
T

Die Beriicksichtigung des Schwerpunkts fithrt zu:

g-Tm g r
Um = W= | ——F—— V= "Up —
tan a m - tan a Tm

112



G. Mechanik

1.4. Rotationsellipsoid

Wir wenden uns nun dem Rotationsellipsoiden zu. Die Halbachse a liegt auf der x-Achse
und auf der y-Achse, die Halbachse b auf der z-Achse. Die z-Achse soll Rotationsachse
sein. Die Halbachsen a und b kénnen beliebig sein.

Es gilt die Mittelpunktgleichung der Ellipse:

’1“2 h2

2tp=!

Umgeformt:

Daraus folgt:

mit v = +,/grs folgt:

schliefllich:

Naherung fiir r < a:
T )
v — - 4/bg w=—~
a T

Jetzt muf} noch die Beziehung zwischen r und r,, gefunden werden. Wir erhalten im Fall
des Rotationsellipsoiden fiir den Ausdruck:

s B br 1
RN 02,2
Vv1+s a-vVaz—r \/1+Wr—r2)
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br br
a.\/az_rz_,_@ Vat —r2a? + b2r?
a

Wir setzen diesen Term in Gleichung (2) ein:

p— ——_brR
Vat—r2a2 10212

,
bR
m =T (1_ \/@4—7“2&24—627“2) (5)

Die Beriicksichtigung durch den Schwerpunkt liefert:

Ty =T+

b-g T
Um = Tm * — V=", —
a-va“—r m

Die Winkelgeschwindigkeit bleibt dieselbe.

1.5. Kugel als Spezialfall des Rotationsellipsoiden:

Es ist auch moglich, die Kugel als Spezialfall des Rotationsellipsoiden mit dem Kugel-
radius Ry = a = b zu betrachten. Durch Spezialisierung der Formeln (3) und (4) ergibt
sich:

V=rT- # w = L
R? —r? RZ — 2
Néherung fiir r < Rg:
v L wa L
Ry, Ry,

Spezialisierung von (5):

wer (- 7)

Eine noch genauere Berechnung mit dem Schwerpunkt ergibt:

g r
Um = Tm 72 V= "Upy  —

Die Winkelgeschwindigkeit bleibt unverdndert.
1.6. Paraboloid
Wir gehen nun auf den Rotationsparaboloiden ein. Fiir die Parabel gilt:

i 2py

Wir betrachten folgende Abbildung:
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f =
F
AR &
X }%

Bezeichnungen:

Brennweite f = r=r,y=nh

]S

r? =2h-2f = 4hf

daraus erhalten wir:

r r
h = — = h/ = —
o s (r) 2
mit v = +,/grs folgt:
r g
v = r e — -
ey 2f
Fiir die Winkelgeschwindigkeit:
_v_ ]9
v r 2f
w ist unabhéngig von 7.
Wir formen die Geschwindigkeitsgleichung um:
2f
r=v-4/—
g
Zur Beziehung zwischen r und r,:
s B r B r
V1+ s? Qf.\/le% VAf2+1r2

Mit Gleichung (2) bekommen wir:

R
Tm=17 11— —F——m—m—
" ( VA +1r? )
Eine noch genauere Berechnung mit dem Schwerpunkt der kleinen Kugel fithrt zu:

g r
V=Upy —

ﬁ m

Die Winkelgeschwindigkeit veréindert sich nicht.

Um = Tm
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1.7. Hyperboloid

Wir schauen uns nun die Kreisbahnen auf einer Rotationshyperboloidenschale an:

Mittelpunktsgleichung der Hyperbel:

2 2
a b2
Sinnvoll sind die Bezeichnungen:
y=r,x=h
4

\ \\/

In die Mittelpunktsgleichung eingesetzt:

h2 7“2
2 @t
Umgeformt:
h2 _ 2 1 ﬁ _ &2 . b2 2
=a + 2| =5 (0" + 1)
also: a
h = g V b2 + T2
Fiir die Steigung s ergibt sich:
YR
s="h'(r) = 53

mit v = +,/grs folgt:

a r
N CE R R/ )
/’n p—

a ag
v = re—-—r— =7r. e — 6
\/g b b2+ r? b- Vb2 + 12 (6)
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ag arg
VR = —
br b

Eine Nidherung fiir a,b < 7:

Asymptote: B (r) ~ %
Winkelgeschwindigkeit:
wolo A
b VR
fiir a,b < 7!
w5
“Vor

Nun berechnen wir noch die Kugelmittelpunktsgeschwindigkeit:

s B ar 1
2 1. 1242 )
Vi+s2 b-vVb2+r \ﬂJFW’:H?)
ar ra

N b‘\/b2+r2+“Z—§2 VAL 22§ a2

aus (2) folgt fiir rp,:
r— Rra
A /b4+r2b2+r2a2
r

Ty =T+

schliefllich:

Tm =1 (1— fa )
m VO ¥ r2h2 + 242

Mit dieser Schwerpunktkorrektur erhalten wir:

a-g r
=T . B — /U_'Um‘i

v =
T bV 2 T'm
Die Winkelgeschwindigkeit bleibt dieselbe.

Verallgemeinerungen:

a): Statt Rotationskérperschalen kann man auch einen Arm betrachten,der die Form
des Rotationskorpers hat.
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Dieser Arm wird in Rotation versetzt und der Korper darauf nimmt durch Gravitation
und Zentrifugalkraft eine Gleichgewichtstellung ein. Wenn der Korper auf diesem Arm
reibungsfrei gleitet, gelten dieselben Gleichungen dafiir. (Vor allem kann man das bei
Rotationskorpern wie Kugel, Zylinder u.s.w. ereichen.)

b): Der reibungslose Fall im Medium kann genauso behandelt werden, wenn statt g,

9'(‘#’27;%”) =g- <1 — %) (vgl z.B. Budo [2] §16 S.85) in die Gleichungen eingesetzt wird.
Dabei ist ¢p die Dichte des Mediums (Fliissigkeit oder Gas) und ¢g die Dichte des

Korpers, der sich im Gleichgewicht befindet (nicht die Dichte der Rotationskorperschale).
Begriindung:

Bei diesen Gleichgewichtsfillen treten nur Gravitation und Zentrifugalkraft auf. Die
Zentrifugalkraft ist unabhingig vom Medium, im Falle der Kreisbewegung hingt die
Zentrifugalkraft nur von r und v ab, wie man aus der Herleitung der Zentrifugalkraft
sehen kann, nicht aber vom Medium. Die Gravitationsbeschleunigung veréndert sich von
gzug- W;;K@F. Nur bei der Gravitation tritt eine Verdanderung auf, weswegen in diesem

Fall g - (1 — j—i) statt g einfach eingesetzt werden kann.

Bei ¢or > ¢ muBl die Rotationskérperschale (bzw. der Arm) umgedreht werden.

statt \\Jf/(}/ dann / ]: d\\

Dann gelten wieder dieselben Gleichungen.

2. Der Reibungsfall

Wir fithren folgende Bezeichnungen ein:

m = Masse der Kugel

R = Radius der Kugel

g = Erdbeschleunigung

Fr = Reibungskraft

1 = allgemeiner Reibungskoeffizient
wp = Haftreibungskoeffizient

ua = Gleitreibungskoeffizient

i’ = Rollreibungskoeffizient

a = Neigunswinkel der Ebene

Wir erkléren den Faktor § folgenderweise:

2 falls % < hm (Rollen)
5 1 falls pr < % (Gleiten)
' Zoderl falls % = pup # 0 (Entscheidung bleibt offen)
falls 0= —l = pp (reibungsfrei)
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vgl dazu Assmann [1], Band 1, Kapitel 11.10, S. 265.

Die Beschleunigung b auf der schiefen Ebene ist:
b = dg - sin «, die Geschwindigkeit v und die zuriickgelegte Strecke s ergeben sich dann

alsvzégsina-tunds:%-5g-t2-sinoz.

Rollt eine Kugel auf der schiefen Ebene, so ist § = %, dieses folgt zum Beispiel aus
Budo [2] §57, S.302, Gl. (8). Das Tréigheitsmoment J einer Kugel ist J = 2 - mR?. Die
allgemeine Formel fiir das Abrollen auf der schiefen Ebene lautet:

mg sin

b= (7)

m + %
Eine Herleitung befindet sich bei * am Ende des Kapitels oder man kann das mit Budo [2]
8§57, S.302, Gl. (5)-(7) sehen. Das Tragheitsmoment der Kugel eingesetzt ergibt:

i 5
MISME _ 2 sina (8)

p= I
m+%~m 7

Damit ergibt sich im Fall des Rollens § = %

:F & ,.f’jg

I

N

af

Fiir die Krifte erhalten wir (siche Abb.):
F =mgsina Fny =mgcosa
Reibungskraft:
Fr=up-Fny =mgucosa
Im Reibunsfall ist:

% falls i > % (Rollen)
p= pa  falls 4 > ppg (Gleiten)
pe oder % falls pg = % (Entscheidung bleibt offen)

vgl. Assmann [1], Band 1, Kapitel 11.10, S.265 Im Reibungsfall ist:

F=mg- (dsina — pcosa) b=g-(dsina — pcosa)
1

v=gt-(dsina — pcosa) s:i-th(dsina—ucosa)

Betrachtet man Kreisbahnen auf Rotationskérperschalen und ist Z die Zentrifugalkraft
so lauten die Ungleichungen fiir stabile Bahnen vgl. Sommerfeld [5] Band 1, §14.1, S.73:

Z,—F, < Zgr+ Fgr F,—7Z,<Zr+Fg

119



G. Mechanik

mit:
F, =dmgsina Fr=mgcosa-pu

Fiir die Zentrifugalkréfte (siehe Abb.):

Z=m? _ Zentrifugalkraft

T

N =7 -sina Zz:5-m

Zr= Reibungskraft der Zentrifugalkraft

mv2

ZR:/,L'ZN:,LL-T-SHIO(

2.1. Bahnen auf der Kugelschale

Nun geht es um stabile Bahnen auf der Kugelschale, bei der diesmal die Reibung beriick-
sichtigt wird.

Ry = Kugelradius (innerer Radius der Kugelschale)
v = Hohenwinkel der Kugelschale

a =

Die Grenzgeschwindigkeiten fiir stabile Bahnen ergeben sich aus:

Z,—F.=Zp+Fg (9)
F,—7Z,=7Zr+ Fg (10)
Es ist r = sinvy - Rg und a = v Es folgt aus (9):
Mg COSY e =y M S
sinvy - Rk siny - Rk
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mit tany = S22 folgt:

cos 7y
) 2 2
% — dmgsiny = %}T:M +mgcosy -
geordnet:
9 < om um) ny .
0 | ——————"— | =mgcosy - mg sin
mae \ Gann B Ric gcosy - pu gsiny
Auflésung:
o)
max ~ 5 1
(tanﬁ/ - 'U’) ’ ﬁ
schlieBlich:
gRi sin~y - (tan~vy-d + p)
v =
ma 0 — ptan-y

Aus Gl (10) kann man auf dieselbe Weise einen Ausdruck fiir die minimale Geschwin-
digkeit bekommen:

N gRi sin7y - (dtany — u)
e 0+tan~y - pu

Es ist allgemein:
Winkelgeschwindigkeit = w = v_ L
r sinvy-Rg
Es gibt ein Ypmq und ein 7, die folgendermafien aus der maximalen und minimalen
Geschwindigkeit bestimmt werden kénnen.

Yonax

Umaz = 00 wenn ¢ — ptany = 0, daraus folgt:
tan ymazr =
an:

Umin = 0 wenn 0 tan~y — y = 0 daraus bekommt

tan Tmin =

>z B Tmlo>

Man erhélt zusatzlich:
Ymaz + Ymin = 90°

Die Kugel kann sich also nur im Bereich [Ymin, Ymaz] in einer stabilen Kreisbahn be-
wegen. Auflerhalb dieses Bereiches gibt es keine stabilen Kreisbahnen mit konstanten
Hohenwinkel.
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Wenn man fiir g Null einsetzt erhilt man aus der Maximalgeschwindigkeit und der
Minimalgeschwindigkeit denselben Ausdruck

v =+/gRg sinytan-y

fiir den reibungslosen Fall. Das ist die Formel von Kapitel 1.

Die Beziehung zwischen r und r,, bleibt dieselbe wie im Kapitel 1 fiir den reibungslosen
Fall.

2.2. Die Bahn auf der allgemeinen Rotationskorperschale

h(r) = Rotationskérperfunktion sieche Abbildung,s = h/(r)
h(r) muf} so sein, dal es mit der Kugel nur ein Beriihrungspunkt gibt. Also keine , Mul-

den”.

h{)

Mit der Rotationskorperfunktion ist immer die von der inneren Schale gemeint.
r = innerer Radius

Es gilt folgendes:

1 . S
s =tanwo cosa:m sma:ﬁ
daraus folgt: . "
F,=dmg - ﬁ Fr = \/%
g s

r-v1+ 82 R’ V14 82

Nun wenden wir wieder die Gleichung (9) an.

IMVaa Imgs _ pmupmees | mgp

7“~\/1+32_\/1+s2_7“-\/1+s2 V1+ 82

vereinfacht: ) 5 )
Umaz Urmaz = S
_ _ 5
, gu +0gs
2
)
= (0 —ns) =g (n+0s)
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schlief3lich:
rg - (0s + )
Umax = - <
0 — us
Analog kann man auch eine Formel fiir die minimale Geschwindigkeit aus der Gleichung
(10) herleiten. Diese lautet:
rg - (s — )

ws + 9
Es gibt auch hier ein 4, und ein s,,,;,, die aus den Gleichungen fiir Maximalgeschwin-
digkeit und Minimalgeschwindigkeit bestimmt werden.

Umin =

Umaz = 00 wenn & — us = 0 daraus folgt:

1)
Smaz = — (11)
max u
Umin = 0 wenn ds — 4 = 0 man erhélt:
Smim = % (12)
Wir finden:
Smin * Smaz = 1

Im reibungslosen Fall mit @ = 0 ergibt sich:

Umax = Umin = /497'S

Diese Formel stimmt mit der vom Kapitel 1 iiberein.

Die Beziehung zwischen r und r,, ist dieselbe wie im Kapitel 1.

v

Winkelgeschwindigkeit = w =

Vom allgemeinen Rotationskorper kénnen nun verschiedene Spezialfille hergeleitet wer-
den.

2.3. Der Rotationskegel

In diesem Fall ist:

h(r) = s=h(r)=

tan o

o = Offnungswinkel des Kegels

v /
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In die Formel fiir die maximale Geschwindigkeit des allgemeinen Rotationskoérpers ein-
gesetzt ergibt:

)
v _ rg-(és—i—u): Tg‘(tana—i_'u)
e 5_'u8 0 — taﬁa

schliellich:

S rg- (0 +tana - p)
mae dtana —

In derselben Weise erhilt man aus der Minimalgeschwindigkeitsformel fiir den allgemei-
nen Rotationskorper die Minimalgeschwindigkeit beim Rotationskegel:

S \/Tg (6 — ptan )

i+ dtan o

: : _ 4 _ 1 _ 4
Aus den allgemeinen Grenzbedingungen S,,q. = m und Spin = % folgen nems =

und —+— = £ 5o daBl wir erhalten:
tan ymin 9

]

o
tan amgr = —= tan amin = —

J

Beim Rotationskegel gibt es nicht 7,n,"maee sondern ounin,Qmaz. Setzt man bei den

rg
tan o

reibungslosen Fall. Diese Formel ist schon vom vorigen Kapitel bekannt. Die Beziehung
zwischen r und 7, ist dieselbe wie im vorigen Kapitel beim reibungslosen Fall.

fiir den

beiden Geschwindigkeitsformel p = 0 ein so ergibt sich die Formel v =

v

Winkelgeschwindigkeit = w = 2

2.4. Der Rotationsellipsoid

Wir betrachten die Abbildung:

Al

o
S

Aus der Mittelpunktsgleichung der Ellipse mit den Halbachsen a, b bekommen wir (siehe
auch voriges Kapitel): b = Rotationsachse

b b
h(r) =+—-Va?—r? Szh/(r):j:f~$
a a al —r2

Wir wenden wieder die Formel fiir die maximale Geschwindigkeit beim allgemeinen Ro-
tationskérper an:

rg - (65 + ) Tg'(‘s'g'\/tzzrﬁJr“)

Umax = = b
_ ur
0 — us 6—2- e
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schliefllich:

da - va® —r?—bur

Analog kann man aus der Formel fiir die Minimalgeschwindigkeit des allgemeinen Rota-
tionskorpers folgende Gleichung herleiten:

; _\lrg-(ébr+ua-\/a2—r2)

o rg-(ébr—,ua-m)
e ,ubr+5a-\/a?fr2

Aus den allgemeinen Grenzbedingungen S,,q. = 9 und Smin = % bekommt man die
speziellen Bedingungen fiir den Rotationsellipsoiden:

1) b Tmaz mo b ] T'min

a S22 5 a
a a“ —r a 2 _
K max a rmin

wir formen jetzt nach 7,4, um:

52612'(&2—7"2 ):,U2b2’l"2

max max
2 4 2. 2.2  _ 2;2 2
0%a” — 0%a"ry,0p = WO T 0
52at
2
r

maz 1202 + 62a2

also:
T'maz = L <a
ViR T 0%
Die andere Grenzbedingung kann man genauso nach r;,;, umformen:
a’p
'min = " p553 ¥ a2

<a

Fiir p < 1 folgt nun:
a’u
Tmin A = Trmaz ~ O
Einsetzung von p = 0 bei den Formeln fiir die Maximal- und Minimalgeschwindigkeit
fithrt zur bekannten Formel fiir den reibunsfreien Fall (siche Kapitel 1):
gb

a-vVa?—r?

Die Gleichung zwischen r und r, ist dieselbe wie im Kapitel 1.

v

Winkelgeschwindigkeit = w = 2

125



G. Mechanik

2.5. Spezialfall Kugel (¢ = b = Ry)

Durch Spezialisierung der Rotationsellipsoidengleichungen erhélt man die Gleichungen
fiir die Kugel diesmal in Abhéngigkeit von r und nicht vom Hohenwinkel. a = b = Rg
gesetzt ergeben:

|
<
)

rg - (0r +p-/R3%

Umaz =
§-y/R3 —r2—pur

)

rg-(0r — - R%(—TQ)
Umin =
wr—+ 9 - R%(—T‘Q
0 Ry Ry -

Tmax = ,7/172 T 52 T'min /752 T /ﬂ
fir p < 1 ist rpip = % und 74 ~ Ri. Beim reibungslosen Fall y = 0 erhélt man
aus den Geschwindigkeitsformeln wieder die bekannte Formel

9
2
\/ R3c — 12
aus Kapitel 1.
Die Beziehung zwischen r und r,, ist wie im Kapitel 1.

v

Winkelgeschwindigkeit = w =

2.6. Der Paraboloid

Wir wenden nun die Gleichungen des allgemeinen Rotationskorpers auf den Paraboloiden
an. f ist die Brennweite des Paraboloiden.

Fiir den Paraboloiden gilt nach Kapitel 1:

7“2 r

af " 2f

Wir setzen nun die Parabelfunktion in die Formel fiir die maximale Geschwindigkeit des
allgemeinen Rotationskorpers ein.

h(r) s=h(r)

I Tg'(58+u): rg-((s.#_i_’u)

5 — us —‘QL—;
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also folgt:

o |rg- (Or+2fp)
max — 2f5 — ur
Entsprechend erhilt man aus der Minimalgeschwindigkeitsformel die minimale Geschwin-
digkeit fiir den Paraboloiden:

S rg - (0r —2fp)
min MT+2f(5

Aus den allgemeinen Grenzbedingungen $,,q. = % und Sy = % bekommen wir durch
Finsetzung fiir s:

Imaz _ O also: T =2 of
2f 1 . mazx [
und F
ro
;n}n = % also: Tmin = 2 - T,u

Bei 1 = 0 folgt aus den Geschwindigkeitsformeln die bekannte Formel fiir den reibungs-

freien Fall (Kapitel 1):

_ 9
V=T

2f

Die Gleichung zwischen r und 7, bleibt dieselbe wie im Kapitel 1.

v

Winkelgeschwindigkeit = w =

2.7. Der Hyperboloid

Unter Beachtung der Abbildung und der Mittelpunktsgleichung der Hyperbel erhalten
wir wie im Kapitel 1: a,b = Halbachsen

N

> Y

h(r):%-\/b2+r2 8:h'(r):%-ﬁ

Setzen wir nun die Hyperbelgleichung in die Formel fiir die maximale Geschwindigkeit
(allgemeiner Rotationskorper) ein, so bekommen wir:

a T
N rg-(0s+mp) _ ""9'(5'3'\/@4‘#)
'mazx 5_M5 5 — nra

b-vb2+r2
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also:

ob - Vb2 + 12— pra

Aus der Formel fiir die minimale Geschwindigkeit im allgemeinen Rotationskérper kann
man analog folgern:

; _\Jrg-(éar+,ub'\/b2+7r2)

o |9 (Sar — ubv/b? +r2)
e par + 6bv/b% + r2
wenn b < r so kann man schlieflen:

T

-~
~

s:h/(r):g 4
b Vb24+1r2 b

daraus folgt nun fiir b < r:

) %\/rg-(é";+u):\/rg-(5a+ub)

— b ob — ua

Aus der Formel fiir die minimalen Geschwindigkeit kann man fiir b < r analog berechnen:

rg - (ba — pb)
pa + &b

Umin =2
Setzen wir die Formel fiir s in die allgemeinen Grenzbedingungen $y,q, = g und Spin = 5§
ein, so erhalten wir:

Tmazx J

T'min

a a
b VP, n b e

Wir formen die erste Gleichung um:

_H
§

2, 2.2 _ g2 2 2
(,“L,U,Tmam—5 (b +Tmaz

) ¥

a2;z27“%mx = 6%t + 52b2r72mm
s 52p*
"maz = 3 12 — 522
schliefllich:
5b2

Tmaz = [a21% — 6202

Aus der Gleichung fiir 7,,;, kriegen wir durch eine &hnliche Rechnung:

pb?
T'min =
/a252 — 1i2b2
Als Naherung fiir p < 6 < 1:

pb?

Tmin ~ ad Trmaz = b

128



G. Mechanik

Fiir 4 = 0 bekommen wir aus den beiden Geschwindigkeitsformeln die von Kapitel 1
bekannte Formel fiir den reibunsfreien Fall:

ga

b Vit

Fiir » und ry, gilt dieselbe Beziehung wie im Kapitel 1.

V=rT-

v

Winkelgeschwindigkeit = w =

zu *: Es geht um die Herleitung von Formel (7):

Bezeichnungen:

. . . 2
kinetische Energie = Ey;;, = "5

potentielle Energie = E,,; = mgh mit h = h,sin o siche Abb.

Jw?
2

Rotationsenergie = FE,,; = J = Tragheitsmoment

J e Ay
n
Energiesatz:
mv? L Jw? L
ATy
2 2 g

Wir setzen voraus, dal der Koérper nur rollt und nicht gleitet. Dann gilt:
v

Winkelgeschwindigkeit = w = 5~ R = Radius des rollenden Korpers

mu? Jv?

o T

2mghg sin o
V=

Da der rollende Kérper mit der konstanten Beschleunigung b = gsina gezogen wird,

liegt eine gleichmiifig beschleunigte Bewegung vor. Fiir diese Bewegung gilt: v> = 2h, - b
2

umgeformt zu b = Q”TS Nun wird die Gleichung zu v eingesetzt:

= mghssin «

Durch Umformung erhalten wir:

2mghg sin a mgsin «
b == == J
2h- (m+ i) Mt

Damit haben wir dann die gewiinschte Formel.
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3. Umkehrungen
3.1. Umkehrungen beim reibungslosen Fall

Die Kugelschale:
Wir nehmen die Notation von Kapitel 1.1.

Winkelgeschwindigkeit:

g 2 9
f— —_— = _ <
v \ Ry - cosy v Ry, - cosy

umgeformt nach cos~:

cosy = ———
Ry, - w?

Geschwindigkeitsformel:
v? =g- Ry -sin~y - tan~y

mit )
.92 2 . sSin 7y
S cos“y =1 s =4/1 — cos? tan~y =
m- -y + y m-y ¥ n-y cos
folgt:
2 2
2 5 V1—cos?y 1 —cos®~
v°=¢gRp-4/1—cos?y Y- =¢gRp - ———
9t \/77 cos 7y g+ cos 7y
ausmultipliziert:

v? cosy = gRy, — gRy, cos® vy
schliefllich erhalten wir eine quadratische Gleichung:
.
cos?y + ——-cosy—1=0
gRy,
Losung der quadratischen Gleichung;:

2 2 02
cosy=+4/1+ ( ) —
7 29Rs)  2gRy

Hier ist nur die Wurzel mit dem positiven Vorzeichen sinnvoll, sonst wird cos~y < 0 und
im Bereich [0,90°] gibt es dafiir keine Losung.

Rotationsellipsoid:

Wir iibernehmen die Symbole von Kapitel 1.4. Nun geht es darum r als Funktion von
der Geschwindigkeit v zu ermitteln. Wir gehen dabei von der Geschwindigkeitsgleichung
(3) im Kapitel 1 aus:
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daraus folgt:

v? B bg
2 a-vVaZ —r2
Umgeformt:
vta®

" (a® =71 =1? - ¢

Wir bringen diesen Ausdruck zu einer Polynomgleichung:

viat —vta? r? = p2g? -t

Normierte Form:
4,2 vhad

4,V 2 _
T e
Dieser Ausdruck kann als quadratische Gleichung nach 72 aufgefat werden, also:
4,4 4,2\ 2 4.2
9 via via via
_ - 13
' +\/6292 " (26292> 2b%g? (13)

Wir leiten jetzt eine Formel fiir  in Abhéngigkeit von der Winkelgeschwindigkeit w her.
Wir gehen dabei von der Gleichung (4) in Kapitel 1 fiir die Winkelgeschwindigkeit aus.

2 bg
w = ————
a-va?—r?
umgeformt:
L
aw?

by 2
2 2

r= az—(bg )2 (14)

aw?

Auflésung nach r:

Kugel als Spezialfall des Rotationsellipsoiden:

Es ist auch wieder moglich, die Kugel als Spezialfall des Rotationsellipsoiden mit dem
Kugelradius Ry, = a = b betrachten. Spezialisierung von (13) und (14):

4 2 4\ 2 4
9 v R v v
) \/ 9 (292> 2¢°

2
_ 2 g
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Hyperboloid:

Die Symbole von Kapitel 1.7 werden iibernommen. Nun geht es darum den Radius r aus
der Geschwindigkeit v zu ermitteln, Gleichung (6) von Kapitel 1:

a r ag
v = re—" —=1r. e —
\/g b Vb2 412 b-Vb? 12

umgeformt:
v? B ag
2 bV 402
V1B2 - (02 4 2) = a2gPr!
Ausmultipliziert:

'l)4b4 + ’1)4627’2 — a2g27,4
Normierte Form:
. v, vt
-5 T T 3 5=0
azg a=g

Dieser Ausdruck kann als quadratische Gleichung fiir % behandelt werden.

2 vt N ( vib? )2 N viv?
-V a2 24242 24242

Ermittlung von r aus der Winkelgeschwindigkeit w:

ag

b- Vb2 + 12

Umformung:

nach r aufgeldst:

3.2. Umkehrungen zum Reibungsfall

Wir iibernehmen die Symbole von Kapitel 2.1 - 2.7. Lésen wir die Formeln fiir die
maximale Geschwindigkeit nach den Radius r oder den Hohenwinkel v auf, so bekommen
wir Formeln fiir 7,5, bzw. Ymin. Eine Auflésung der minimalen Geschwindigkeitsformeln
nach r oder ~ fithrt dagegen zu einen Ausdruck fiir 7,4, und v;mq.. Beim Rotationskegel
erhalten wir:

(Stana — p) - v2 _ (p+dtana) - v?
g-(6+tana - p)

T'min = maxr —

g- (0 — ptana)
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Bei dem Paraboloiden ist die Auflésung nach r etwas komplizierter. Sie fiithrt iiber eine
quadratische Gleichung fiir » zu den folgenden Ausdriicken:

Fonim = -+ <2fu9+/w2)2+2fv2 _ 2fpg+
e 209 g 289

2fug +po2\* | 2fv | 2fug+ pv
Tmaz = + +

2g0 g + 296

Die postive Wurzel ist bei beiden Formeln zu nehmen, da sonst die Losungen negativ
werden.

Auch beim Ellipsoiden und beim Hyberboloiden kénnen solche Auflésungen nach r
durchgefiihrt werden. Man kommt dann zu Polynomen 4.Grades in 7, die mit groflen
Aufwand noch exakt gelost werden konnen. Die Auflésung der Geschwindigkeitsformel
von der Kugel mit Hohenwinkel v nach ~ fiithrt zu einem Polynom 4.Grades in tan~y.

Die Formeln fiir Geschwindigkeiten und Winkelgeschwindigkeiten bei Bahnen auf Ro-
tationskorperschalen kénnen auch als Funktion von h (beim Ellisoiden auch durch den
Hohenwinkel v) berechnet werden. Bei allen speziellen Rotationskérpern kann r = f(h)
eingesetzt werden. Beim allgemeinen Rotationskérper mufl der Fall mit A nochmals her-
geleitet werden. (Von diesen ist evt. ebenfalls die Entwicklung der speziellen Formeln
moglich.) Fiir die Einsetzungen von v, w = f(r) zu v,w = f(h) gelten:

r=nr,y=~h

r2  h?
fiir Ellipsoiden: ) + i 1 (a < b)oder (a > b)
fiir Kugeln: r? + h* = R%

h2 7“2
fiir Hyperboloiden: P 1
fiir Paraboloiden: r? = 4hf

fiir Rotationskegel: h=r-tana
4. Stabile Kugelbahnen auf Makrorotationskérpern im reibungslosen Fall
4.1. Der allgemeine Rotationskérper
Ein Planet steht still oder fiihrt eine gleichférmige Bewegung im sonst materiefreien

Raum aus. Der Planet wird als Kugel angesehen. Senkrecht zur Kugeloberfliche steht
die Achse des allgemeinen Rotationskorpers. Der Planet soll iiberhaupt nicht rotieren.
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arctan s
P

R

/ e, Rige

—
1 \\ ~ arctan sr

R, = Radius des Planeten

g = Gravitationsbeschleunigung in P
mp = Masse des Planeten

G = Gravitationskonstante

v = Geschwindigkeit

m = Masse der Kugel

t = Tangente
h(r) = Rotationskorperfunktion
s = h'(r)
h(r) muf so sein, dafl es mit der Kugel immer nur ein Beriihrungspunkt gibt.
_ Gmy
I W+ Ry +1?

2

Zentrifugalkraft = Z = %

Nun muf s, berechnet werden. Es gilt s, = f(s, h,r).

h+ R
B = 90° — arctan ht Iy

Wir haben fiir s,:

R
arctan s, = arctan s + 3 = arctan s + 90° — arctan Ul
,
_ 1 .
wegen tan(90° — a) = - daraus folgt:
r
arctan s + arctan = arctan s
h+R, "

Damit kann eine einfache Beziehung mit Hilfe des Additionstheorem des Tangens gefun-

den werden. . conh
tan(a + b) = ana + tan

~ 1—tanatanb
damit bekommt man:

Starr, r+s-(h+Rp)

_l—hj_’;%p h+ R, —sr

Sy
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Bei h,r < R, ist s, =~ s.

Bedingung fiir Bahnen: s, > 0 ist gleichwertig zu 0 < r+s-(h+R,) und h+ R, —sr > 0.
sy < 0 ist hier nicht moglich. Aus den beiden Bedingungen folgen:

—r h+ R,
s> und —= >3
h+R, r
L
—.F
dr ot be

F, = Fallkraftkomponente 7, = Zentrifugalkraftkomponente

F,=mg sina, Z, =7 -cosu
tan o, = S, tana = s sina = cosa - tan «
cosa = S S = cos o = 1
V1+tan? V14 s?
s
sin a,, = ﬁ
das fithrt zu: mgs,
RV s2

mv2

Zentrifugalkraft = Z = "= wir erhalten:

va

A L —
V1t s?

Fiir die Kreisbahn mufl Z, = F), sein, also:

mgsy

o om?
14+s2 r-V1+s2

\l 1+ s2
V= |grSs, -

schliellich folgt:

1+ s2

v Sy 1+ s2
w= - = .

r r 1+ s2
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Die Beziehung zwischen r und r;, bleibt dieselbe.

In die allgemeinen Gleichungen kénnen in s die Formeln fiir s bei Rota-

tionskegel, Ellipsoid, Kugel, Paraboloid, Hyperboloid eingesetzt werden. Man erhéilt
dann die zugehorigen Gleichungen fiir den Makrotyp im reibunslosen Fall.

4.2. Die Makrokugel mit Héhenwinkel

Wir kommen nun zur Makrokugelschale:
R, = Planetenradius

mp = Masse des Planeten

Rk = Radius der Makrokugel

m = Masse der Kugel

~v = Hohenwinkel

a = Neigungswinkel zur Gravitation

K = Gravitationskraft

G = Gravitationskonstante

Kosinussatz:

r? = (Rx + Rp)2 + R%( — 2Rk - (Rx + Rp) - cosy

Beim reibungslosen Fall im homogenen Feld wurde o = « gezeigt. Im Gravitationsfeld ist

die Beziehung o = f(7) etwas komplizierter ebenso wie die Gravitationsbeschleunigung
g:

(Rk + Rp)?+ R5. — 2Rk - (R, + R ) - cosvy

r

noch einmal Kosinussatz:
(Ri + Rp)* = r? + R% — 2rRy cos 3
umgeformt und fiir r eingesetzt:

r? + R% — (Rk + R,)?
2rRy

cos 3 =

Rk — (Rk + Ry) - cosvy
V(Ri + Ry)? + Ry — 2Ry - (Rc + Ry) - cosy
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nach der Abbildung ist:
B =180° — « = cos 3 = cos(180° — o) = —cos
daraus folgt:

cosar — (Rk + Rp) - cosy — Rg (16)

\/(RK + Rp)? + R% — 2Rk - (R, + Rk) - cos~y

F, = Fallkraftkomponente
7, = Zentrifugalkraftkomponente

A
3

F, =mgsina Z,= 7 -cosy

2

muv
J=——
Ry -siny
: __si s
mit tana = Cg;g erhalten wir:
7 _ muv?
Rk -tanvy

Fiir eine Kreisbahn in der Makrokugelschale mufl F, = Z, sein, also:

2

) mu

mgsina = ———

g Ry - tan~y

es folgt:

v = v/ gRK sina tany (17)
w = Winkelgeschwindigkeit

v gRKk sinatany g sin a sin vy
w= N 2 o2 = 2
Ry -sinvy R%, - sin” vy Ry sin® v cos

schlief3lich:

gsina
=5 18
v Ry sinycos~y (18)

In (17) und (18) sind fiir ¢ und « (15) bzw. (16) einzusetzen. Die Gleichung zwischen
r und 7, bleibt unveréndert. Die Verallgemeinerung a) am Ende von Kapitel 1 gilt
sinngeméfl auch fiir die Makrorotationskorper.
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5. Stabile Bahnen auf Makrorotationskorpern mit Reibung
5.1. Der allgemeine Makrorotationskérper mit Reibung

Die Symbole werden vom reibungslosen Makrofall (Kapitel 4.1) tibernommen.

R, = Radius des Planeten

g = Gravitationsbeschleunigung in P
mp = Masse des Planeten

G = Gravitationskonstante

v = Geschwindigkeit

m = Masse der Kugel

h(r) = Rotationskoérperfunktion
s=h(r)

h(r) muf} so sein, da} es mit der Kugel immer nur ein Beriihrungspunkt gibt.

Gmy,

I i+ R, 412

Nach Kapitel 4.1 gilt:

o mgs,0 mu36
T /182 T V14 82

0 kommt aufgrund des Reibungsfalls noch hinzu. (Erkldrung folgt spéter)

Fr = Reibungskraft durch die Schwerkraft
Zr = Reibungskraft durch die Zentrifugalkraft

vgl. die Abbildungen in Kap. 4.1

Fr=mgcosa, - i

T)”L’U2

Zp=Zsina- 4 =—
r

w ist ein allgemeiner Reibungskoeffizient. Er ist erklart durch:

% falls pg > %(Rollen)
= pg  falls G > H(Glelten)
w
R

e oder % falls pg = 4% (Entscheidung bleibt offen)

und )
5 falls & < pr (Rollen)
5 1 falls p "< % (Gleiten)
Soderl falls % = py # 0 (Entscheidung bleibt offen)
1 falls 0= % = pp (reibungsfrei)

vgl dazu Assmann [1] Band 1 Kapitel 11.10 S. 265
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Dabei ist:

ua = Gleitreibungskoeffizient
up = Haftreibungskoeffizient
1/ = Rollreibungskoeffizient

G. Mechanik

R =Radius der Kugel, die sich auf der Rotationskérperschale befindet. Zur Begriindung
von d und p vgl. Kapitel 2 am Anfang.

Nach Kapitel 4.1 ist: tan i, = s, und tan a = s daher:

daraus folgt:

Stabilitdtsungleichung:

Grenzfialle:

aus (1) folgt:

vereinfacht:

umgeformt:

schlie3lich:

1 . tan o
cosq = —— sine = ———
V1 + tan? o V1 + tan? a
Py — mgu I — mu?us

V14 sz

| - | = reeller Betrag

|FZ_ZZ|§FR+ZR

Zz_Fz:FR+ZR
Fz_Zz:FR+ZR

r-v14 s2

mv?nax 0 _ mgsy - J _ mgp
reVi+s?2 J1+s2 1+ s?
'U2 g

max (

(6 — us) = —
r-V1+s? ) 1+ s2

2 1+s2 p+
Umaz = T9 " 1_’_82.5_
T

(19)
(20)

+ mv?nar TS

r-v14 s2

(p+ sr - 6)

)

s
(21)

1+s2 pu+s.-0
Umaz = \|T9 " 1+S% 5

— 11

Auf dhnliche Weise bekommt man aus (20) einen Ausdruck fiir die minimale Geschwin-

digkeit:

1+s2 s.0—p
VUmin = rg - .
e g 1+s2 us+46

(22)

Bei r < R, ist s, =~ s vgl. Kapitel 4.1. Damit gehen in diesem Fall die Gleichungen (21)
und (22) in die entsprechenden Formeln des homogenen Feldes (Kapitel 2.2) iiber.
Bei p = 0 erhélt man aus (21) und (22) die Formel fiir den reibungsfreien Fall (Kapitel

4.1).
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Umaz = 00 wenn 0 — us = 0 siehe Gleichung (21) daraus folgt:

]

Smazx =

Umin = 0 wenn s, - § — u = 0 siehe Gleichung (22)

= Srmin = %
In Kapitel 4.1 wurde hergeleitet:
. r+s-(h+ Rp)
" h+ R, — sr

s nimmt mit s zu, wenn h+ R, —s-7 > 0 ist , daher gibt es auch ein s,,;,. Wir formen
nach s um:
sy h+s.-Ry—sr-s,=r+sh+sRk,

Auflésung nach s:

Sp-h+s-Ry,—r=s5-(r-s, +h+Rp)
sp-(h+Rp)—1
Spor+h+ Ry,

= s =
Einsetzung fiir s, min:

E-(h+Rp) —r
E-r+h+R,

Die Beziehungen von r und r;,, und zur Winkelgeschwindigkeit w bleiben dieselben.

Smin =

In den allgemeinen Gleichungen kénnen in s die Formeln fiir s bei Rotationskegel, Rota-
tionsellipsoid, Kugel, Paraboloid, Hyperboloid eingesetzt werden. Man erhilt dann die
zugehorigen Gleichungen fiir den Makrotyp.

5.2. Stabile Bahnen auf Makrokugelschalen mit Héhenwinkel (Reibungsfall)

Symbole werden von Kapitel 4.2 (Makrokugel reibungsloser Fall) iibernommen.

R, = Planetenradius

m, = Masse des Planeten

Rk = Radius der Makrokugel

m = Masse der Kugel

v = Hohenwinkel

a = Neigungswinkel zur Gravitation
K = Gravitationskraft

G = Gravitationskonstante
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Nach Kapitel 4.2 gilt:

. mv?6
FZ:mgésanL Zz:m
0 kommt aufgrund des Reibungsfalls noch dazu. § ist im Kapitel 2 und im Kapitel 5.1
erklart.
Fr = Reibungskraft durch die Schwerkraft
Zr = Reibungskraft durch die Zentrifugalkraft

5 TR‘ M
‘4‘

A&} o

Aus Kapitel 4.2 bekommen wir auch:(Zu p siehe Kap. 2 oder Kap. 5.1)
Fr=mgcosa-pu Zr=Zsiny-pu

mit
mu?

==
Ry - sinvy
Stabilitdtsungleichung:
|Fz_Zz‘ SFR+ZR

Grenzfille:
Z,—F,=Fr+Zp (23)
F,-Z,=Fr+Zg (24)
aus (23) folgt:
% —5sina~mg:mgcosa-u+w
Ry tan~y Ry

vereinfacht: )

d

nach vpq,; umgeformt:

T (25)
tan -y H

\lgRK ~(cosa - p+sina - )
Umazr =

analog bekommt man aus (24) folgenden Ausdruck:

i (26)

tany

$ gRK - (sina- § — cosa - )
Umin =
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Im homogenen Fall wenn Rx < R, ist a = . Damit bekommen wir:

)
tan -y — K

J gRK - (cosvy - u+sin~y - J)
Umaz ~

mit siny = cosy - tan~y

~

Umaz ~

gRK sinvy - (1 + tan+y - 0)
0 — ptan-y

Genauso kann man im homogenen Fall (26) betrachten unter der Verwendung von siny =
cosy tan -y, es folgt:

oA gRi sin~y - (tanvy -6 — )
man utan~y + 9§

Es handeln sich um die entsprechenden Formeln, die im Kapitel 2.1 hergeleitet wur-
den.(homogener Fall) Fiir 1 = 0 folgt aus (25) und (26):

v = v/ gRk sinatany

Das ist die Formel (3) fiir den reibungslosen Fall in Kapitel 4.

Vpar = OO Wenn tafw — p = 0 siehe Gl. (25) also:

J

tan Ymar = —

sina .
cosa”

Umin = 0 wenn sina - § — cosa - u = 0 nach Gl. (26) also folgt mit tan o =

tan iy = %

nach Kapitel 4 Gleichung (16) ist:

(Rk + Rp) - cosy — Rk
V(Ri + Rp)2 + Ry — 2Ry - (Ry + Ri) - cosy

COS &x =

cos o wird kleiner, wenn vy wéchst.

1 ‘ \ /_b.n‘:mi
| BER, BN
7w

Also wird « grofler, wenn vy wéchst. Daher gibt es auch ein 7,4, Zur Abkiirzung fithren

wir bestimmte Symbole ein:
Acosy — Rg

VB — Ccosvy

cosax =
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mit
A:=R,+Rx  B:=(Rg+R,)?*+R} C:=2Rk-(R,+ Rxg)

Wir formen jetzt nach cos~y um:
cos’a - (B — Ccosy) = (Acosy — Rg)*

cos’a - B — R% = A% cos® v+ (Ccos® o — 2ARy) - cos

Bcos?a — R% 9 cos?a- C — 2ARk
T:cos v+ 12 -+ COS7Y

schliellich folgt:

Beos2a— R%  (Ccos?a —2ARk)?  Ccos?a—2ARk
COsY1,2 = i\/ 1 + 1AL - 942

Zusatzbedingung: cosvy >0 (0 <+ <90°)

Mit dieser Formel kann man v, aus g, bestimmen. Die Gleichungen zwischen r und
rm sowie der Winkelgeschwindigkeit w &ndern sich nicht.

Literatur

[1] Bruno Assmann , Technische Mechanik“ Band 1 Oldenbourg Verlag 12.Auflage
Miinchen 1991

[2] A Budo , Theoretische Mechanik* 10.Auflage VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften Berlin 1980

[3] Otto Forster ,, Analysis 1“ 4.Auflage 1984 Vieweg Verlag Braunschweig
[4] Otto Forster ,, Analysis 2 5.Auflage 1984 Vieweg Verlag Braunschweig

[5] Arnold Sommerfeld ,,Mechanik“ Band 1 Verlag Harri Deutsch 8.Auflage Frankfurt
am Main 1977

(© 2013 Harald Schréer

143



G. Mechanik

31. Wurfbahnen von Kugeln auf der schiefen Ebene

1. Der reibungsfreie Fall

Wurfbahnen sind aus dem Alltag bekannte Erscheinungen. Man kann sich dabei an das
Werfen bei Sportveranstaltungen erinnern, mit den Ziel eine maximale Wurfweite zu er-
zielen. Oder man kann an Kanonenkugeln denken, die nach dem Abschufl eine Wurfbahn
beschreiben.

Wir kennen aus der Mechanik Wurfbahnen. Wurfbahnen sind bestimmt durch den Wurf-
winkel und der Anfangsgeschwindigkeit. Das gilt fiir eine Wurfbahn im Vakuum wie auch
im Medium z.B. Luft. Man kann solche Wurfbahnen auch auf der schiefen Ebene betrach-
ten. Wir werden dabei sehen, dafl der schiefe Wurf im homogenen Feld ein Spezialfall
des Wurfes auf der schiefen Ebene ist. Auch hier ist die Wurfbahn durch Wurfwinkel
und Anfangsgeschwindigkeit festgelegt.

Wir behandeln zuerst den reibunglosen Fall. Dann ist es auch leichter den Reibungsfall
(Kapitel 2) zu verstehen. Im reibungslosen Fall gleitet eine Kugel auf der schiefen Ebe-
ne.

a = Neigungswinkel der schiefen Ebene

(6 = Wurfwinkel auf der schiefen Ebene —90° < B <90°
s = Strecke

v = Geschwindigkeit

vg = Anfangsgeschwindigkeit

t = Zeit

S$V\“ z

«

Auf der schiefen Ebene liegt die Fallbeschleunigung g - sina vor.

MT‘;F
i/W

S.f|

fﬂ{ﬁﬁ nn >

Ansatz: .
sy:sinﬁ-vot—Q-gsima-t2 (1)
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_ dsy

vy = =sinf- vy —gsina -t

Sz = cos 3 - vt

T P PR

.
<\
L
(W
-
Ve

Gleichung (2) gleich Null gesetzt und nach ¢ aufgelost ergibt die Steigzeit ts fiir 5 > 0:

0=wv, =sinf-vy—gsina-ts

daraus folgt:
vg sinf3

ts = .
g sina

ts in (1) eingesetzt ergibt die maximale Wurfhohe fiir 8 > 0:

: 2 : 2 i2 2 oi2 2 12
n et _smﬁwosmﬂ_} gsina-vgsin® 3  vgsin ﬂ_} vg sin® 3
max—sy( 5)— . : 5 2 = " -
gsina 2 g-© -sin“a gsina 2 gsina
also )
_ vgsin® B
hmaz—i.
2gsina

Gleichung (1) Null gesetzt und nach ¢ aufgelost ergibt die Wurfzeit t,, fiir > 0:

1
O:sy:Simﬁ-votw—i-gsina-tfU

Umformung;: .
g, —g. 0 Sinf
g sina

Das bedeutet t,, = 2 - t.

ty in Gleichung (3) eingesetzt ergibt die Wurfweite w fiir 8 > 0:

Q.Uj ' sin B cos 3

gsina g sina

cosB-vg-2vpsin

w = 8z(ty) = cosf - voty =

schliellich erhalten wir:
sin(273)

g sina

wegen sin(2(3) = 2sin 3 cos (3

145



G. Mechanik

Gleichung (3) nach t aufgelost:
Sx

cos (3 - vg
und in (1) eingesetzt, ergibt die Wurfbahngleichung:

2

sin 3 - vo S, gsina - sz

Sy =

v cos (3 2 cos? 3 - v}

mit 05 = tan

1 g sina

2
Sy =8z -tanff — = - 87 - & ———
Y 2 * 0(2) cos? 3

Es ergibt sich eine Parabel.

2. Der Reibungsfall

Wir beriicksichtigen jetzt die Reibung mit. Diese Betrachtung gilt jedoch nur fiir kleine
Relativgeschwindigkeiten.

s = Strecke

v = Geschwindigkeit

b = Beschleunigung

vo = Anfangsgeschwindigkeit

a = Neigungswinkel der schiefen Ebene

(6 = Wurfwinkel auf der schiefen Ebene —90° < B <90°

uw = % ist die Rollreibung mit dem Rollreibungskoeffizienten ' und dem Radius der
Kugel R. (vgl. Assmann [1] Kapitel 11.10 S.265)

wp = Haftreibungskoeffizient

|

fiir die Kugel vgl Budo [2] §57 S.302 GI (6) - (8)

falls />0 (Rollen)
falls u' =0 (reibungsfrei)

= ~J|n

t = Zeit
Sy
§L/ N
Sy Ay el
1 G e
77& >( ’L\ )Bg( ox
— <7 - Oy
B> 0° Y
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allgemein gilt: z = s, - sina

Die Beschleunigung b auf der schiefen Ebene ist:
b = dg - sina, die Geschwindigkeit v und die zuriickgelegte Strecke s ergeben sich dann
als v =dgsina -t und s = % -0g-t%-sina.

Rollt eine Kugel auf der schiefen Ebene, so ist § = % dieses folgt zum Beispiel aus
Budo [2] §57 S.302 GL (8). Das Trigheitsmoment J einer Kugel ist J = 2 - mR%. Die
allgemeine Formel fiir das Abrollen auf der schiefen Ebene lautet:

mgsina

b= (4)

m + %
Eine Herleitung befindet sich bei * am Ende des Kapitels oder man kann das mit Budo [2]
§57 S.302 Gl. (5)-(7) sehen. Das Triagheitsmoment der Kugel eingesetzt ergibt:

mgsina

b= :§-gsina (5)

m—I—%-m 7

Damit erhalten wir im Fall des Rollens § = %

Fiir die Krifte bekommen wir (vgl. Abb.):
F =mgsina Fn =mgcosa

Reibungskraft:
Fr=p-Fn =mgucosa

Im Reibungsfall ist:

F=mg- (dsina — pcosa) b=g-(dsina — pcosa) (6)
1
v=gt-(dsina — pcosa) s:g-th(ésina—,ucosa)
Ansatz:
vy =sinf - (vg — pcosa- gt) —g- (dsina — pcosa) - t (7)

t
2
sy(t):/vy(T)dT:sinﬂ-(vot—,ucosa-g-%)—%-(5sina—,ucosa)~t2 (8)
0
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d
by(t) = %vy(t) = —pcosa-gsinf3—g- (dsina — pcosa)

Fiir die Horizontalkomponente erhalten wir:

vy = cos 3+ (vg — pcosa - gt)

Sz(t) :/tvx(T) dr
0

es folgt:
Sz = cos 3 - (vot — % -cosa - gt?) 9)
Gleichung (7) gleich Null gesetzt und nach ¢ aufgelost ergibt die Steigzeit t, fiir 5 > 0.

0=wvy, =sinf-vg—sinf-pcosa-gts — gdsina -ts + gucosa - ts

Umformung:
o sin 3 - vg
® sinf-pcosa-g+gdsina — gpcosa
schlieBlich: ]
b sin 3 - v

® pcosa-g-(sinf —1)+ gdsina

Setzt man t, fiir ¢ in (8) ein, so erhédlt man die SteighShe hpqaq = sy(ts).

Gleichung (8) gleich Null gesetzt und nach ¢ aufgelost, fithrt zur Wurfzeit ¢,, fir 8 > 0.

12
0 = sy = sin 3 - voty —,ucosa-g-?w-sinﬁ— g - (0sina — pcosa) - t2,
Auflésung;:
2-sin 3 - vy

t =2t

W= pcosa-gsinff+g- (dsina — pcosa)

ty fiir t eingesetzt in (9) ergibt die Wurfweite w = s;(t,) fiir f§ > 0. Es ist dann
sy(tw) = 0.

Bei dsina — pcosa < 0 tritt der freie Fall nicht in Erscheinung.

& dsina < pcosa
" sina
& tana < — wegen tana =
0 cosa
In diesen Fall lautet:

vy =sinf - (vo — pcosa - gt) (10)

t 2
sy(t):/vy(T)dT:sinﬁ~ <v0t—,ucosa-g~2> (11)

0
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Gleichung (10) gleich Null gesetzt und nach ¢ aufgelst ergibt die Zeit tg. Nach dieser
Zeit hort die Bewegung auf.

0=sinf- (vo— pcosa- gtg)

umgeformt:
Vo
tp = —
peosa- g

tp fir t in (11) eingesetzt, ergibt die Endhohe hp:

hp = sy(t5) = sin § Wl %
=5 =sinf-|vg ———— — = -pcosa-g- ——————
E = oytE 0" icosa-g 2 a g w2 cos?a - g2

_ sing- v 1 v3 sin 3
~pcosa-g 2 pcosa-g
Wir erhalten:
1 sinB-v3
hg=-.—2 0
2 pcosa-g

Bei 8 < 0 gibt es ts und %, nicht.

Erheblich schwieriger diirfte die Behandlung mit Beriicksichtigung eines Mediums (Gas,
Fliissigkeit) sein.

Zum Giiltigkeitsbereich dieser Gleichungen sind noch einige Bemerkungen zu machen:

Die Gleitreibung mufl ausgeschlossen werden nach Budo [2] §57 S.302 Gleichung (10)
mufl bei der Kugel gelten tana < % - . Das heifit nur bei kleinen Neigungswinkel
kann die Gleitreibung ausgeschaltet werden. Das gilt aulerdem nur bei kleiner Relativ-
geschwindigkeit zwischen Kugel und Unterlage. Schliefllich muf3 sowohl die Kugel und

die schiefe Ebene elastisch sein. Das ist fiir Stahlkugeln mit Stahlunterlage erfiillt.

zu *: Es geht um die Herleitung von Formel (4):

Bezeichnungen:
kinetische Energie = Ej;, = "5 :
potentielle Energie = Ej,,; = mgh mit h = hysina vgl. Abb.
Rotationsenergie = FE,q, = JT"“”Q J = Tragheitsmoment
hg o
h
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Energiesatz:

mv?  Jw?

e
5 T T

Wir setzen voraus, dal der Koérper nur rollt und nicht gleitet. Dann gilt:
v

Winkelgeschwindigkeit = w = 5~ R = Radius des rollenden Korpers

muv? Jv?

5 T oRe

2mgh sin a
V=TT
m T 2

Da der rollende Koérper mit der konstanten Beschleunigung b = gsina gezogen wird,

liegt eine gleichmiifig beschleunigte Bewegung vor. Fiir diese Bewegung gilt: v> = 2h, - b
2

umgeformt zu b = QUTS Nun wird die Gleichung von v eingesetzt:

= mghssina

Durch Umformung:

2mghgsina mgsina
2h - (’ITL + W) m+ Rr2

Damit haben wir dann die gewiinschte Formel.
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32. Bewegung einer Kugel mit kiinstlicher Beschleunigung auf
der schiefen Ebene

Es soll sein:

m = Masse der Kugel

R = Radius der Kugel

a = Neigungswinkel der schiefen Ebene

by = kiinstliche Beschleunigung, die eine bestimmte Zeit auf die Kugel wirkt
F, = Kraft, die auf die Kugel wirkt (auf der schiefen Ebene)

b, = % = zugehorige Beschleunigung
uw = % ist die Rollreibung mit dem Rollreibungskoeffizienten p’ und dem Radius der

Kugel R. (vgl. Assmann [1] Kapitel 11.10 S.265 )
wp = Haftreibungskoeffizient

5 5 falls 4/ >0 (Rollen)
' 1 falls g/ =0 (reibungsfrei)

fiir die Kugel vgl Budo [2] §57 S.302 GI (6) - (8)
t = Zeit

b
/f\
Die Beschleunigung b auf der schiefen Ebene ist:

b = 0dg - sin «, die Geschwindigkeit v und die zuriickgelegte Strecke s ergeben sich dann
als v =dgsina -t und s = % -6g-t%-sina.

Rollt eine Kugel auf der schiefen Ebene, so ist § = %, dieses folgt zum Beispiel aus
Budo [2] §57 S.302 Gl (8). Das Trégheitsmoment J einer Kugel ist J = 2 - mR?. Die
allgemeine Formel fiir das Abrollen auf der schiefen Ebene lautet:

b— mg sinJa (1)
m —+ 2
Eine Herleitung findet sich bei * am Ende des Textes, oder man kann das mit Budo [2]
§57 S.302 Gl (5)-(7) erkennen. Das Trégheitsmoment der Kugel eingesetzt ergibt:
mg sin )
— (2)

= —-.gsina

b=
m—i—%-m 7

Damit erhalten wir im Fall des Rollens § =

~Jjot
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Fiir die Krifte bekommen wir (vgl. Abb.):
F =mgsina Fy =mgcosa
Reibungskraft:
Fr=p-Fny =mgucosa
Im Reibungsfall ist:

F =mg- (dsina — pcos ) b=g-(dsina — pcosa)

1
v=gt-(dsina — pcosa) s:§-gt2-(6sina—ucosa)

Die Kraft F, kann also geschrieben werden:
F,=mé- (gsina+ b;) — mgpucosa

Die Beschleunigung b, kann dargestellt werden durch:

F.
b, =—" =203 (gsina+by) — gucosa
m

Die kiinstliche Beschleunigung by hort zur Zeit ¢; auf. Fiir die Geschwindigkeit erhalten
wir:
V. — bt = t<t
Tl byti+g-(0sina—pcosa)-(t—t1) : t>t
Fiir die Strecke ergibt sich:

1
sZ:§-bZt2 fir t<t

5, = Strecke, die in der Zeit von t; bis t zuriickgelegt wird

§Z(t):/vz(7')d7':/(bzt1 +g-(0sina— pcosa) - (1 —t1))dr

t1

9 t
= [bztﬁ +g-(dsina — pcos ) (7_2 - tm)]

t1

t2 7
=bt1t+g- (dsina — pcosa) - <2 —t1t> —b,t2 —g- (§sina — pcosa) - (21 —t%)
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v
=byt;-(t—t1)+g-(0sina— pcosa) - <2+21 —t1t>

also:

. Tobt? s t<t

T 3t HE()  t>t
Betrachtet man die Formel fiir v,(¢) fiir ¢ > ¢, so fillt auf, dal bei dsina — pcosa < 0
die Geschwindigkeit v,(¢) sich verringert, bis v,(t) etwa zur einer Zeit to Null geworden
ist.
0=w,(t2) =bst1 +¢g- (dsinaw — pcosa) - (ta — t1)
Daraus folgt:
bz 11

ty—t =
2 g (pcosa — dsina)

oder

bz
ta=11-(1
S ( +g-(ucosa—ésinoz))

b, -t
g-p

b
t2:t1-<1—|— )
g-p

An v, (t) erkennt man, dafl bei ¢t > ¢; im Fall 6 sin @« — p cos @ = 0 gleichformige Bewegung
mit der Geschwindigkeit v, = b, - t; vorliegt. Das ist gleichwertig zu:

Spezialfall o = 0:
ty —t1 =

oder

dsina = pcosa

oder
_H
tana = —

)
sin o
cos

wegen = tana.

Erheblich schwieriger diirfte die Behandlung mit Beriicksichtigung eines Mediums (Gas,
Fliissigkeit) sein.

Zum Giiltigkeitsbereich dieser Gleichungen sind noch einige Bemerkungen zu machen:

Die Gleitreibung muf} ausgeschlossen werden nach Budo [2] §57 S.302 Gleichung (10)
muf} bei der Kugel gelten tana < % - . Das heifit nur bei kleinen Neigungswinkel
kann die Gleitreibung ausgeschaltet werden. Das gilt auflerdem nur bei kleiner Relativ-
geschwindigkeit zwischen Kugel und Unterlage. Schliefilich mufl sowohl die Kugel und
die schiefe Ebene elastisch sein. Das ist fiir Stahlkugeln mit Stahlunterlage erfiillt.

zu *: Es geht nun zur Herleitung von Formel (1):
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Bezeichnungen:

va

kinetische Energie = Ej;,, = ™5
potentielle Energie = E,,; = mgh mit h = hsina vgl. Abb.

Rotationsenergie = E,, = JTU’Q J = Tragheitsmoment
hs «
h
Energiesatz:
muv? n Jw? L
= —m
2 2 J

Wir setzen voraus, dal der Kérper nur rollt und nicht gleitet. Dann gilt:
v

Winkelgeschwindigkeit = w = 7 R = Radius des rollenden Kérpers

mu? Jv?

5 T oRe

2mghg sin o
v = -7
m+ g2

Da der rollende Korper mit der konstanten Beschleunigung b = gsin« gezogen wird,
liegt eine gleichméiﬁig; beschleunigte Bewegung vor. Fiir diese Bewegung gilt: v? = 2h,-b
umgeformt zu b = ;Ts Nun wird die Gleichung von v eingesetzt:

= mghgsin«

Durch Umformung:

2mghg sin o mg sin
b = = 7
2h - (m + %) m+ g

Damit kommen wir dann zur gewiinschten Formel.

Literatur

[1] Bruno Assmann ,Technische Mechanik“ Band 1 Oldenbourg Verlag 12.Auflage
Miinchen 1991

[2] A Budo , Theoretische Mechanik* 10.Auflage VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften Berlin 1980

(© 2002 Harald Schréer
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33. Der vertikale Looping

Wir betrachten einen senkrecht stehenden Looping auf der Erdoberfliche mit einer klei-
nen Kugel wie in der Abbildung.

S O

Die Abbildung zeigt die Bahn des Loopings an der die kleine Kugel nicht heraus kann.
Man kann sich den unteren Teil wie eine Kugelbahn vorstellen, auf der sich kleine Spiel-
kugeln (Murmeln) bewegen. Es wird eine gewisse Energie notwendig sein, um die Kugel
auf eine Position in der unteren Héflte des Loopings zu bringen. Soll eine Kugel auf eine
Position in der oberen Hélfte gebracht werden, so ist auflerdem eine Mindestgeschwin-
digkeit an diesen Punkt erforderlich. Sonst fallt die Kugel runter.

Schaut man sich die Abbildung an, so erkennt man, dafl zwei Kréfte wirksam sind.
Die eine Kraft ist die Schwerkraft K = mg mit m als Masse der Kugel und ¢ als
Erdbeschleunigung. Die andere Kraft stellt die Zentrifugalkraft Z = mé’Q mit R als
Radius des Loopings und v als Geschwindigkeit der Kugel dar.
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Nach der Abbildung muf} die Resultierende F.=K+Z tangential gerichtet sein, wenn die
Kugel sich mit Mindestgeschwindigkeit bewegt. Wir kénnen an der Abbildung folgende
Gleichung erkennen.

Z _ 1 U%”Lin —
T = o8y also g—R—COSfy

mit ~ als Hohenwinkel.

Eine Umformung erbringt:
Umin = Vg + R - cosvy
Am hochsten Punkt: (v = 0)
Umin = V3 - R
Am hochsten Punkt kann auch Z = K gesetzt werden und man kommt zum selben
Resultat.

Wir zeigen jetzt noch auf eine andere Weise, wie man zur selben Formel fiir die Mini-
malgeschwindigkeit kommt.

Wir nehmen nun eine beliebige Geschwindigkeit v der Kugel an. Es ist (sieche Abb.)
F? =K*>4+ 7% - 2KZ - cos

daraus folgt:

R? R

Ebenso aus der Abbildung kann man entnehmen (Kosinussatz):

o \/ng2 n m2vt  2m?gv? cosy

K*=F?+ 7% -2F.Z -cos 3
Umformung und Einsetzung;:

F?P+7>—K? K?+7?—-2KZcosy+ 2% — K?
2F,Z 2F, 7

cos 3 =

272 — 2K 7 cosvy  Z — Kcosy
27 F, B F,

Einsetzung fiir Z und K:

2
e — mg cosy

m2vt 2 9 2m2gvZcosy
B+ mig - B

cos 0 =
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F. zeigt tangential wenn 3 = 90° ist. Daraus folgt cos 8 = 0, also:

2
0= MVUpin

— Mg Cos
R g cos7y

SchlieBlich erhalten wir wieder:

Umin = Vg + R - cos~y

Damit ist das Resultat zweimal bestétigt.

Zuletzt fithren wir den Radius r der kleinen Kugel ein. Wenn wir den Schwerpunkt der
kleinen Kugel beriicksichtigen, dann miissen wir R —r anstatt von R in die Gleichungen
einsetzen. Wir nehmen an, dass die kleine Kugel eine (6rtlich) konstante Dichte hat.
Weitere Resultate zum Looping findet man bei Schroer [1].

Literatur

[1] Harald Schréer ,,Der Looping“, Wissenschaft und Technik Verlag Berlin 2000

(© 2012 Harald Schréer
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34. Abflug von einer Kugel

Es wird der reibungsfreie Fall behandelt:

0 = Startwinkel

R = Radius der groflen Kugel, auf der sich eine kleine Kugel bewegt
r = Radius der kleinen Kugel, die sich auf der grolen Kugel bewegt
v = Geschwindikeit der kleinen Kugel

vg = Anfangsgeschwindigkeit der kleinen Kugel

m = Masse der kleinen Kugel

g = Erdbeschleunigung

Im reibungsfreien Fall gleitet die Kugel.

Energiesatz:
2 2

% + mgRcosa =mgRcosd + %

G = Schwerkraft Z = Zentrifugalkraft

Grenzbedingung:
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Wir formen Gleichung (1) nach v um:

2
muvg

5 mgR-(cosd — cosa) +
- m

2

v

also:
v? = 2gR - (cos § — cos a) + v}

Wir erhalten:
v?  2gR-(cosd — cosa) + v3
cosa = — =

Rg Rg

2

v
=2 o — + 2
cos o (cos oS v)

v
3 =2 0+ —
COS & Ccos0 + Ry
schlief3lich: )

2 )
- 2. T —
Ccos & 3 coso + 3R

Bei grofleren « fliegt die kleine Kugel von der groflen Kugel weg.

Spezialfalle:

2
cosa:§~0055 bei v9=0
2 v3
= -+ — bei §=0
Ccos o 3+3Rg el

cosa:%beivozoundéz()

Diese Formeln gelten auch fiir einen Koérper, der sich auf einen Zylinder abwérts bewegt,
da der Zylinder denselben Querschnitt hat.

Berticksichtigt man den Schwerpunkt der kleinen Kugel, so mufl R 4 r anstatt von R
in alle Gleichungen eingesetzt werden. Vorausgesetzt ist dabei, dass die Kugel konstante
Dichte hat.

(© 2002 Harald Schréer
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35. Ruhende Kugeln

1. Der reibungslose Fall
1.1. Zwei ruhende Kugeln auf einer Kugelschale

Wir wollen uns mit dem Gleichgewicht zweier Kugeln in einer Hohlkugel beschéftigen.
Dabei tauchen folgende Fragen auf: Ist das angenommene Gleichgewicht stabil, labil oder
indifferent? Welche Positionen nehmen die beiden Kugeln ein? Welche Gréflen bestimmen
dieses Gleichgewicht?

Zwei Kugeln mit Massen mq,mo und Radien Rj, Re befinden sich in einer Hohlkugel
mit dem inneren Radius Rx vgl. Abb.

¥ ¥,

RK’ RK R Y1+ Y2 =g
L Ry + Ry < Rk

SL g‘l

Die Reibung soll nicht beriicksichtigt werden. Zuerst wird auch ein Vakuum vorausge-
setzt. Das Problem ist festzustellen bei welchen Winkeln v, v2 die Kugeln ihre Position
einnehmen.

’yl:ZFMSl "yQ:ZFMSQ

Die ziehende Kraft auf einer schiefen Ebene mit den Neigungswinkel 3 ist dann:
F =mgsin

vgl. Abb.

m = gezogene Masse g = Erdbeschleunigung
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In der Hohlkugel betragen die ziehenden Krifte:
Fi=mygsiny  Fp = magsinyg

1,2 sind hier die Neigunswinkel vgl. Abb.

E‘L ‘6'1

In der Hohlkugel herrscht Gleichgewicht, daher mufl F; = F5 sein. Gleichsetzung ergibt:

my -siny; = mo - sinys

Wir betrachten die Abb.

Zur Bestimmung von <y, brauchen wir den Kosinussatz:
(R1 + R2)* = (Rx — R1)? + (R — R2)*> — 2+ (Rx — R1) - (Ri — R2) - cos

umgeformt:
(R — R1)?> + (R — R2)?> — (Ry + Ro)?
2- (RK — Rl) . (RK — Rg)

Damit ist v, nun bekannt und es gilt nun:

CoS Vg =

Yg =V1+ 72 (1)
my - siny; = mg - sinyo (2)

(1) kann mit Hilfe des Additionstheorem sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa eingesetzt
werden.
my siny; = masin(yy — v1) = ma - (sinyy cosy1 — sin~y; cosy,)
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Umwandlung cosy; = y/1 — sin? y; und Umformung:
my Siny1 + Mg Siny1 Cos Yy = masinyg - \/ 1 — sin? Y1

quadrieren:
sin? 1 - (mq + ma cos yy)? = m3 sin? v, — m3 sin? 5, sin? 7,

aufgeltst nach sin~y;:

2 o 2 .
Sin 71 o \/ m2 Sin ’}/g o mo SN ’yg
- 2 2 «in2 o .
(m1 + ma cosyg)? 4+ m3 sin® g \/(m1 + g cosy)? + md qin2 Yo

und y2 =75 — M
mit Medium:

wr = Dichte der Fliissigkeit (Gas)

¢k = Dichte der i.ten Kugel ie{1,2}
a;:=1— PF_

PKj
vgl. Budo [2] §16 S.85

Im Medium (Fliissigkeit oder Gas) konnen die Krifte dargestellt werden als:
F1 = aijgmysiny F> = asgmasin vy,
Die Gleichungen (1) und (2) werden zu (Fy = F):
a1myq siny; = agMmes sin ¥,

Yg =71+ 2

Wir setzen M; := a; - m; fiir i € {1,2} und formen damit genauso um wie im Vakuum
mit m;. Wir erhalten:

azmsa Sin 7y,

siny; = 5
\/(alml + agmg cosv4)? + azms sin® v,

und 72 =75 — "

1.2. 2 ruhende Kugeln auf einem allgemeinen Rotationskérper

Bisher hatten wir den reibungslosen Fall in einer Hohlkugel betrachtet. Nun ersetzen
wir die Hohlkugel durch einen allgemeinen Rotationskérper und behandeln dasselbe
Problem.
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h(r) = Rotationskorperfunktion

s=h'(r)

R1, Rs = Radien der Kugeln

mq, mo = Massen der Kugeln

Zwei Kugeln liegen auf einer Rotationskorperschale

Kosinussatz:

a’ +b% — 2
2ab

& =a® +b* —2abcosny & cosy =

Aus der Abbildung kann man noch entnehmen:
a® = (ha + Ry cos 72)2 + (r2 — Ro sinfyg)2
b = (hy + Rycosy1)? + (r1 — Rysinyg)?
c=Ri+ Ry
Positionen der Mittelpunkte (z1,y1) und (z2,y2):

1 =71 — Risiny T9g =19 — Rosinyy

y1 = h1 + Rycosv y2 = ha + Ry cosyo

(r1,h1) und (72, he) sind die Koordinaten der Beriihrungspunkte der Kugel zum Rotati-

onskorper.
h1 = h(’ﬁ) h2 = h(’l”Q) S1 = h,(’l”l) S9 = h,(TQ)

~1, 72 sind zugleich Steigungswinkel vgl. Abbildung.
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.41 ‘I‘}

143

es gilt:
S1 = tan o So = tan ap

tan o 1

sino = —— cosq = —
V1 +tan? o V1 +tan? a
i 51 §i 52
mvy = —F/—— mvyy = —F———
\/1+ s? \/1+ s3
1 1
COS7Y] = —/———— COS Yy = ————
\/1+ s? \/1+ 83

Aus der folgenden Abbildung kann man eine Gleichung erkennen:

i

daraus folgt:

namlich
il i)
v = arctan — + arctan —
Y Y2
Fallkraftkomponenten:
Fy = mygsinm Fy = maogsiny

siehe dazu auch die Abbildung:
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1L}

Es mufl F; = F5 sein.

51 52
mig - ——— = Mpg - ———
1+ s? 1+ 83

Es ergeben sich also 2 Gleichungen:

misy  M2S2
V1+s? 1+ s3

I T2
7y = arctan — -+ arctan —
Y Y2

(3)

(4)

Die Gleichungen fiir v, z1, z2, y1, y2 miissen in (4) vorher eingesetzt werden. (3) und (4)

ergeben dann 2 Gleichungen fiir die Unbekannten r, 5.

Man beachte, daf§ die Unbekannten ri,r2 auch in der Gleichung fiir cosy enthalten
sind, und daf§ flir sin~y;, sinys, cos~y1,cosy2 auch jeweils eingesetzt werden mufl. Eine

Auflésung nach r; und ro wird kompliziert.

In einen Medium andern sich nur die Kréfte zu:

S1 52

\/Tis% Fy = moaag - \/Tisg

wobeiap =1 — ££ g9 =1— 2L
PK1 PK2

Fi = myarg -

¢r = Dichte des Mediums (Fliissigkeit, Gas)
pr1 = Dichte der 1.Kugel

wr2 = Dichte der 2.Kugel

vgl. Budo [2] §16 S.85

Aus (3) wird dann:
miai1s1 moa282

V14 s? - \/1+ s3

(4) bleibt erhalten.

h(r) muf} so sein, da} die beiden Kugeln nur je einen Beriihrungspunkt haben.
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Also keine Mulden, in denen eine Kugel festsitzt.

Setzt man fiir h(r) die Gleichungen z.B. fiir Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln, Kegel ein,
so bekommt man die entsprechenden Gleichungen fiir Rotationsellipsoidenschalen, Ro-
tationsparaboloidenschalen, Rotationshyperboloidenschalen, Rotationskegelschalen.

Es wird angenommen, dafl die Dichten der beiden Kugeln gréfler sind als die Dichte
des Mediums. Liegt der umgekehrte Fall vor dann mufl der Rotationskérper umgedreht
werden. vgl. Abb.

Diese Umkehrung gilt auch fiir den Reibungsfall (Kapitel 2). Statt der Rotationskorper-
schale kann ein verallgemeinerter Zylindermantel mit Querschnitt des Rotationskorpers
verwendet werden. vgl. Abb.

Dann gelten dieselben Gleichungen bei ruhenden Rotationskérpern gleicher Art mit be-
liebigen Tragheitsmoment. Das gilt auch fiir den spéter behandelten Reibungsfall.

166



G. Mechanik

Bei der Kugelschale ist es z.B. ein Kreiszylindermantel, bei der Parabolidenschale ein
Parabolzylindermantel.

Beim reibungslosen Fall stellt sich bei den beiden Kugeln ein stabiles Gleichgewicht ein.

2. Der Reibungsfall
2.1. Ruhende Kugeln auf einer Kugelschale mit Reibung
Wir schauen uns nun den Reibungsfall an. Wir werden sehen, dal im Gegensatz zum

reibungslosen Fall ein gewisser Spielraum besteht, der durch die Reibungskrifte hervor-
gerufen wird.

Die Notation ist dieselbe wie im Kapitel 1.1.

mq, mg = Kugelmassen
R1, Rs = Kugelradien
Rk = Radius der Hohlkugel

Es gilt wie beim reibungslosen Fall vgl. Kapitel 1.1:

(Rg — R2)?> + (R — R1)?> — (R1 + Ro)?
2-(RK—R2) . (RK—Rl)

()

COS Vg =

Yg = Y1+ 72 (6)

Im Reibungsfall besteht aufgrund der Reibungskrifte Fry und Fpro ein gewisser Spiel-
raum.

Fr1, Fro = Reibungskrifte der Kugeln mit den Radien R; und Rs.

1, Y2 sind auch hier wie im Kapitel 1.1 Steigungswinkel fiir die Kugeln. Die Kréfte haben
folgende Gestalt:
Fy = 61mygsiny Fy = damagsinyg (7)

Fr1 =mygcosyr - 1 Fro = magcosys - 2
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wobei ie€{1,2}
% falls Fé < i (Rollen)
5 1 falls pm < 1’% (Gleiten)
o 2oderl falls % i # 0 (Entscheidung bleibt offen)
1 falls 0= “Z = pp; (reibungsfrei)

vgl dazu Assmann [1] Band 1 Kapitel 11.10 S. 265

= Rollreibungskoeffizient der i.Kugel mit Radius R;
m; = Haftreibungskoeffizient der i.Kugel
uai = Gleitreibungskoeffizient der i.Kugel

und

koo~

Pi o falls pii > R (Rollen)

Wi = ugi  falls 1 "> ot (Gleiten)
i oder %i falls ,u,HZ- y oA (Entscheldung bleibt offen)

&

vgl. Assmann [1] Band 1 Kapitel 11.10 S.265

Die Beschleunigung b auf der schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel « ist:
b = §g - sin a, die Geschwindigkeit v und die zuriickgelegte Strecke s ergeben sich dann
als v =dgsina -t und s = % -6g-t%-sina.

Rollt eine Kugel auf der schiefen Ebene, so ist § = dieses folgt zum Beispiel aus
Budo [2] §57 S.302 Gl. (8). Das Trégheitsmoment J elner Kugel ist J = 2 - mR2. Die
allgemeine Formel fiir das Abrollen auf der schiefen Ebene lautet:
mg sin a
b= 1 J
m + 2

Eine Herleitung befindet sich bei * am Ende des Kapitels oder man kann das mit Budo [2]
§57 S.302 Gl. (5)-(7) sehen. Das Triagheitsmoment der Kugel eingesetzt ergibt:

b mg sin a 5) i
=———— =—.gsin«a
m—i—%-m 77

Damit ergibt sich im Fall des Rollens § = ?

Stabilitatsungleichung: | - | = Betrag in R
|[F1 — F2| < Fpi + Fre

Grenzfalle:
Fy — F5 = Fp1 + Fro Fy — Fy = Fr1 + Fro (8)
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Mit (1) kann ~, bestimmt werden und dann mit (2),(3),(4) schliefllich v; und 7o, die
gesucht sind. Es kommen dann bestimmte Teilintervalle von [0, 90°] fiir 7 und 7, raus.

Im Medium mit den Faktoren:

ai=1—"7  ygl Budo [2] §16 S.85
PKi
wobei
©oKi = Dichte der i.Kugel mit dem Radius R; ie{l,2}

or = Dichte des Mediums (Fliissigkeit, Gas)

veréndert sich nur (7) zu:
Fy =dmiargsinyn Fpi = miaigcosy -

Fy = damaaggsinyo Fro = maazg cosys - 2

(5),(6) und (8) bleiben erhalten. Die Ausrechnung geschieht genauso.

2.2. 2 ruhende Kugeln auf einem allgemeinen Rotationskdrper mit Reibung

Wir behandeln jetzt 2 ruhende Kugeln auf einer allgemeinen Rotationskoérperschale mit
Beriicksichtigung der Reibung. Die Symbole von Kapitel 1.2 werden {ibernommen.

h(r) = Rotationskorperfunktion
s=h'(r)

R1, Rs = Radien der Kugeln
mq, me = Massen der Kugeln

Fiir die Rotationskorperfunktion A(r) gelten dieselben Voraussetzungen wie beim rei-
bungslosen Fall in Kapitel 1.2. §; und p; fir i € {1,2} werden wie im Kapitel 2.1
definiert.

5 ofalls A< i (Rollen)
1 falls pp; < % (Gleiten)

0; 1= / g
' Soderl falls % = M # 0 (Entscheidung bleibt offen)
1 falls 0= %t = pp; (reibungsfrei)

7
0

wi = Rollreibungskoeffizient der i.Kugel mit Radius R;
i = Haftreibungskoeffizient der i.Kugel
nai = Gleitreibungskoeffizient der i.Kugel
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und ) )
& falls pri > % (Rollen)
Wi = ne;  falls % > i (Gleiten)
i oder % falls  pp; = }% (Entscheidung bleibt offen)

vgl. Assmann [1] Band 1 Kapitel 11.10 S.265

Es gilt fiir ¢ € {1,2}:
F; = m;gsin-y; Fro =mjgcos~y; - pi

Aus Kapitel 1.2 wissen wir:

. S 1
siny; = —— o8y = ——

\/1+ s? \/ 1+ 82

mit
S; = h,(n‘)

Daraus folgt:

migsi - 0i mig - i

F,=—F—r— Fr =

\/ 1+ s \/1+ 82

Stabilitatsungleichung: | - | = Betrag in R

|F1 — F3| < Fri + Fro

Grenzfille:
Fy — Fy = Fr1 + Fgro

Fy — Fy = Fr1 + Fro

Diese beiden Gleichungen miissen statt der Gleichung (3) von Kapitel 1 verwendet wer-
den. Alle anderen Gleichungen bleiben dieselben wie beim reibungslosen Fall im Kapitel
1.2. Gesucht sind bei diesen Gleichungen die Unbekannten r1,r. Die Stabilitdtsunglei-
chung bewirkt, dafl bestimmte Intervalle fiir 1, 7o rauskommen.

In einen Medium (Fliissigkeit, Gas) kommen bei allen Kréften noch die Faktoren a; =
1-— ﬁ und ay = 1 — % dazu, vgl Budo [2] §16 S.85. Dabei ist pp die Dichte des
Mediums und g1, @2 sind die Dichten der beiden Kugeln. Die Kréfte lauten dann:

P = mM;gsia; - 0;
1+ s
Fr; = m;gag - i

V14 s?

Alle anderen Gleichungen bleiben unverdandert.
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Die entsprechenden Gleichungen fiir Rotationskegelschnitte (Ellipsoid, Paraboloid, Hy-
perboloid, Kegel) erhélt man, wenn man fiir A(r) die Gleichungen fiir Ellipse, Parabel,
Hyperbel, Kegel einsetzt.

Die beiden Kugeln befinden sich in einen stabilen Gleichgewicht innerhalb eines be-
stimmten Bereiches. Werden die Kugel aus diesen Bereich bewegt, so streben sie in die
urspriingliche Lage zuriick. Innerhalb dieses Bereiches kénnen beide Kugeln dann aber
beliebig verschoben werden. Das bedeutet auch indifferentes Gleichgewicht innerhalb
dieses Bereiches.

zu

Es geht um die Herleitung von der Beschleunigungsformel am Anfang des Kapitels:

Bezeichnungen:
kinetische Energie = Ey;, = m2”2
potentielle Energie = E,,; = mgh mit h = h,sin o siehe Abb.
Rotationsenergie = F,,; = JT“P J = Tragheitsmoment
Energiesatz:

mu? n Jw? L

e

2 2 g

Wir setzen voraus, dal der Koérper nur rollt und nicht gleitet. Dann gilt:
v

Winkelgeschwindigkeit = w = 5 R = Radius des rollenden Kérpers

mu? n Jv? o si
—_—t —==m sin «
9 oz "Il

2mghs sin «
v = -7
m+ w2
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Da der rollende Korper mit der konstanten Beschleunigung b = gsina gezogen wird,

liegt eine gleichmiiBig beschleunigte Bewegung vor. Fiir diese Bewegung gilt: v = 2h, - b
2

umgeformt zu b = 37— Nun wird die Gleichung zu v eingesetzt:

b 2mghg sin « mg sin a

:2h5-<m+§) B m+ #

Damit haben wir dann die gewiinschte Formel.

Literatur

[1] Bruno Assmann ,Technische Mechanik“ Band 1 Oldenbourg Verlag 12.Auflage
Miinchen 1991

[2] A Budo , Theoretische Mechanik* 10.Auflage VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften Berlin 1980

(© 2000 Harald Schréer
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36. Der schwingende Korper und die rotierende Scheibe

1. Der schwingende Korper

Wir betrachten einen schwingenden Korper wie in der Abbildung;:

G=mg = Schwerkraft mit der Erdbeschleunigung g
m = hé[asse des schwingenden Korpers
Z="7 = Zentrifugalkraft mit der Geschwindigkeit v und dem Radius

Ein stationédrer Zustand kann nur erreicht werden, wenn die Resultierende aus G und
Z in dieselbe Richtung zeigt wie das Pendel. [ ist die Pendelléinge und ¢ der zugehorige
Winkel. Resultierende Kraft:

/ 4
F=VG+27Z2=m- g +v7

Die Bedingung des stationdren Zustands bedeutet:

Z 02
t = — = —
an ¢ G gr
Es gilt r = [sin ¢ damit erhalten wir:
2
t =
an ¢ glsin ¢
umgeformt:
= /glsin ¢ tan ¢
Umkehrung:
vP=g-l-sin¢g-tang
mit )
sin? ¢ + cos® ¢ = 1 sing = 1/1 — cos? ¢ tan<z5:sm¢
cos ¢
folgt:

5, V1- cos? ¢ 1 —cos? ¢
1—cos?¢ =gl - ———

cos d) cos ¢
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ausmultipliziert:
v2cos ¢ = gl — glcos® ¢
schliellich erhalten wir eine quadratische Gleichung;:

02
cos?p+ — -cosp—1=0
gl

Losung der quadratischen Gleichung:

v2\? o2
— 1 e I
cosp = + + (2gl> 991

Hier ist nur die Wurzel mit dem positiven Vorzeichen sinnvoll, sonst wird
cos ¢ < 0 und im Bereich [0,90°] gibt es dafiir keine Losung.

Die Winkelgeschwindigkeit bekommen wir mit r = [ sin ¢:

glsin ¢ tan ¢ [7] . .
Zsin o :’/lcosgb mit sin¢g = cos ¢ - tan ¢

Es gilt fiir die Umlaufdauer:

w lcos ¢ g

Fiir ¢ < 90° folgt mit cos ¢ ~ 1 die Ndherung:

T%QTF\/T
g

(ex—¢F)

Der Fall im Medium kann genauso behandelt werden, wenn statt g, < o =g -
(1 - %) (vgl z.B. Budo [1] §16 S.85) in die Gleichungen eingesetzt wird. Dabei ist ¢

die Dichte des Mediums (Fliissigkeit oder Gas) und ¢ die Dichte des Korpers. Das gilt
auch fiir das folgende Kapitel.

Begriindung;:

Bei diesen Fall treten nur Gravitation und Zentrifugalkraft auf. Die Zentrifugalkraft ist
unabhéngig vom Medium, im Falle der Kreisbewegung hingt die Zentrifugalkraft nur
vom Radius und der Geschwindigkeit ab, wie man aus der Herleitung der Zentrifugalkraft
sehen kann, nicht aber vom Medium. Die Gravitationsbeschleunigung veréndert sich von
gzug- ‘”;;KW. Nur bei der Gravitation tritt eine Veranderung auf, weswegen in diesem

Fall g - (1 — %) fiir g einfach eingesetzt werden kann.
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Bei o > px mufl die Apparatur umgedreht werden.

statt dann

T

Dann gelten wieder dieselben Gleichungen.

2. Die rotierende Scheibe mit schwingenden Koérper

Wir schauen uns folgende Abbildung an: An einer rotierenden Scheibe hingt ein (schwin-

gender) Korper.
P
(Y
.>/ ¢
T

| TN 7
o = .
| v @ I h f:lf

ﬁ-.__!,,-" b e

G = Schwerkraft mit der Erdbeschleunigung ¢
m = Masse des schwingenden Korpers

7 = Zentrifugalkraft

r = Radius

w = Winkelgeschwindigkeit

Wir haben folgende Gleichungen (Symbole werden iibernommen).
Z 2 . 2
tanqﬁza G =mg Z=mrw*=m-(R+Ising)- w

Aus der Tangens-Gleichung erhalten wir:

(R + lsin ¢) - w?
g

tan ¢ =

Umgeformt zur Winkelgeschwindigkeit:
gtan¢
w= ="
R+ 1sin¢
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Fiir die Geschwindigkeit besteht die Beziehung:

v=w-r=w-(R+Ising)

Tl
I
O]
+
Ny

Abweichungswinkel = ¢ = /(G,G + Z) = /(G, F)

F ist die resultierende Kraft, fiir diese gilt:

F:\/G2+Z2:m‘\/92+(R+lsin(;5)2~w4

Literatur
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37. Der allgemeine Uberholungsvorgang

Wir schauen uns folgende Abbildungen an:

y
Z1
]
_h (5
ll lQ 2 + 2
— — o
z1 1) _
[ R [ I -
T T T T / /
. . -5+
U1 U2

Zwei Ziige mit den Léngen [y und Iy bewegen sich im Koordinatensystem auf der x-
Achse mit den Geschwindigkeiten v; und vs. Die Geschwindigkeiten sollen Funktionen
der Zeit t sein. {1 und Iy brauchen dabei nicht unbedingt die wirkliche Lénge zu sein.
Die Kombination mit Abstéinden ist moglich, indem z.B. fiir [y = [, 4+ 2d; und Iy =
lyo + 2dy (beiderseitig gleicher Abstand) oder Iy = ;1 +d11 + di2 und lo = L9 + do1 + dao
(verschiedene Absténde) mit [, als wirkliche Zuglénge eingesetzt werden.

Als erstes sollen die Beobachtungszeiten, die Zeiten in der ein Beobachter in einem Zug
mit dazu senkrechten Blick den anderen Zug sehen kann, berechnet werden. Dazu wird
fiir 11,lo eine Koordinate [ eingefiihrt, deren Nullpunkt in der Mitte des Zuges ist. Es
gilt:

ffll" lli —%SZS%
fir Iy : —%SZS%

Zur Zeit t = 0 sollen die Mittelpunkte der Ziige auf den Startpunkten x; und z9 sein.
Beobachtungszeit fiir [;:

Zum Zeitpunkt ¢; miissen folgende Koordinaten gleich sein:

t1 t1
:E1+l+/v1(t)dt:l‘2—l22—l—/Ug(t)dt (1)
0 0
zu to:
to to
x1+l+/vl(t)dt—x2+l22+/v2(t)dt (2)
0 0

Fiir die Beobachtungszeit erhalten wir t;, = |ta—t1/|. |-| ist der Betrag. Dabei sind durchaus
auch keine oder mehrere Losungen fiir £; und to moglich. Die Losungen kénnen sowohl
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positiv oder negativ sein. Dann mufl man sich jeweils die Position beider Ziige genau
ansehen, um zu entscheiden, wann die Beobachtungszeit anfangt bzw. aufhort.

Beobachtungszeit fiir [s:

fiir tli . .

1 ll 1
x2+l+/v2(t)dt:x1—§+/v1(t)dt (3)

0 0

fiir tg: . .

2 ll 2
x2+l+/v2(t)dt:x1+§+/v1(t)dt (4)

0 0

Die Beobachtungzeit ist dann wieder ¢, = |t2 — ¢1|. Auch hier kann es eine, keine oder
mehrere Losungen geben. Bei komplexen Geschwindigkeitsfunktionen miissen die Posi-
tionen der Ziige betrachtet werden.

Die Uberholungszeit:

Nun geht es um die Zeit, die fiir das vollstéindige Uberholen gebraucht wird. Die Berech-
nung der Grenzzeiten wird durch folgende Bedingungen sichergestellt.

fur tg: . P
l1 f l2 i
gglf§+/v1(t)dt:x2+§+/v2(t)dt (5)
0 0
fir tq: , .
ll ; 12 '
ot g+ [u@dt=ar -2+ [ (6)
0 0

Die ﬂberholungszeit ergibt sich in der Gestalt t,, = |t2 — t1]. Fiir ¢; und ¢2 kann es eine,
keine oder mehrere Losungen geben. Besonders im Fall mehrerer Losungen miissen die
jeweiligen Positionen der Ziige beriicksichtigt werden.

Der Uberholungsweg ist nichts anderes als die Verschiebung der Positionen der Mittel-
punkte x,, der Ziige zu den Zeiten ¢; und t».

bei to:
to to
Tml = X1+ /’Ul(t) dt Tmo = T + /’Uz(t) dt
0 0
bei t1:
t1 t1
Tml = 1+ /’l)l(t) dt Tm2 = T + /’Ug(t) dt
0 0
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Fiir die Uberholungswege bekommen wir dann:

o = /vl(t) dt—/vl(t)dt - /vl(t) dt (7)
0 0 t1

oy = / va(t) dt — / va(tydt| = | [ wa(t) dt (8)
0 0 t1

Nun sehen wir uns den speziellen Fall fiir zeitlich konstante Geschwindigkeiten genauer
an.

Beobachtungszeit fiir /;:

Aus den Gleichungen (1) und (2) ergibt sich nach der Integration umgeformt fiir ¢;, ¢o:

SCQ—{L‘l—%—l :52—331+%—l
t1 = to =
V1 — V2 V1 — V2

und daraus:
la

= —2
|v1 — va|

Beobachtungszeit fiir /s:

Integration und Umformung von den Gleichungen (3) und (4) nach ¢; und ¢o:

wy—m +1— 4 zp— a1 +1+ 4
ty = t =

U1 — V2 U1 — V2

wir bekommen: ;
—

V1 — V2

[vr — va

ty =

Nun berechnen wir die Uberholungszeit. Integration und Umformung von den Gleichun-

gen (5) und (6):
no b

to = 9
2 — (9)
_ by b
tlle T2+ 5+ 35 (10)
vy — V1

Fiir die Uberholungzeit t,, bilden wir wieder die Differenz:

—(l1+10)| L+l
[vg — 1]

b =

V2 — U1

Integration von (7) und (8) und Einsetzung von (9) und (10) fithrt zu den Uberholungs-

wegen:

_1)1 . (ll + lg)
v — U1

v
= (l1 +12) - :

S1 =
U2 — V1
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va - (1 + 12)

V2 — U1

V2

=(l1+1)-

S9 = |—
U2 — V1

Die allgemeinen Gleichungen gelten, solange vy, vy < ¢ (Lichtgeschwindigkeit). Ab vy +
ve ~ {5 muf relativistisch gerechnet werden.

(© 2001 Harald Schréer
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38. Die Rolle

1. Eine Rolle:

Wir betrachten ein Modell einer Rolle wie in der folgenden Abbildung:

Wir fithren ein:

d:= Dicke der Schnur

n:= Zahl der Umdrehungen

U:= Lénge der Schnur

Wir setzen zunéchst voraus, dafl die Schnur gerade so lang ist, daf3

U=2n-(r+d)+2r-(r+2d)+---+27-(r+nd)

Mit Hilfe der Potenzsumme bekommen wir:

U:%.<m+”'(”2+1>'d> (1)
oder:
U=mn-2r+d-(n+1)) (2)

Wir 16sen nun die Gleichung (1) nach n auf:

U B 2rn + dn? + nd

2 2
Umgeformt:
dan + (d + r) n= v
2 2 S 27

Auf die Normalform gebracht:
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Das ist eine quadratische Gleichung fiir n. Wir wenden die bekannte Losungsformel an:

. U+(1+T>2_1_7"
"= T2 2 d

Nun formen wir die Gleichung (2) nach d um:

%—27‘ U-—2mrn

n+1 - (n+1)

SchlieBlich 16sen wir noch die Gleichung (2) nach r auf:

2r:£—d-(n+1)
™

U—mdn-(n+1)
2mn

r =

2. Zwei Rollen:

Nun betrachten wir die Uberspulung einer Schnur von einer Rolle zu einer anderen Rolle.
Man kann dabei z.B. an einen Filmprojektor denken.

r1,72 = Radien der Rollen ohne Schnur

d = Dicke der Schnur (des Filmstreifens)

ni,ne = Zahl der Umdrehungen der Rollen ni,ng € RT
t = Zeit

Nach Gleichung (2) haben wir fiir die erste Rolle:
Ui=mn-2rm+d-(n+1)) (3)
Fiir die Drehung der ersten Rolle gilt der Zusammenhang n; = £*. Dabei ist ¢; der

zuriickgelegte Winkel bei der ersten Rolle in Bogenmafl. Gibt man die Winkelbeschleu-
nigung «; der ersten Rolle vor, so ist:

wi(t) = /al(t) dt + e
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w1 = Winkelgeschwindigkeit der ersten Rolle
¢; = Integrationskonstanten

o1(t) = /wl(t) dt + ¢

Im Spezialfall gleichméfBiger Rotation gilt ¢1 = wy - t + c2. Wir bestimmen nun den
Durchmesser D7 der ersten Rolle mit Schnur zu:

D1 =2nd + 2r

Nun hat die Schnur oder der Filmstreifen eine bestimmte Lénge U,. Diese Léinge ist
bekannt. Daher bekommen wir Uy = U, — U;. Mit der Gleichung (3) und n; = £

27
erhalten wir:
©Y1 P1
Uy =U,—7-—=.(2r1 +d- 1
2 g 27 ( rtd (27r ))

Andererseits haben wir fiir Uy wegen Gleichung (2) die Darstellung:
Uy = mno - (2T2+d- (n2—|— 1))

Wir 16sen diese Gleichung nun nach no auf. Das geht genauso wie die Auflésung von U
nach n im ersten Teil:
+ UQ + <1 + T'2>2 1 9
ng = —= —+ =) —= ==
2 dr " \2 ' d 2 d

Do = 2nod + 219

Dann bekommen wir:

D5 ist der Durchmesser der zweiten Rolle mit Schnur.

Die Schnur wird mit mit einer Beschleunigung b von der ersten Rolle gezogen.

Di(t) - a1(t) _ Da(t) - aa(t)
2 2

b=

Dazu kann man die folgende Abbildung betrachten:

“—

b
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Es folgt fiir die Winkelbeschleunigung der zweiten Rolle:

D1-on
a9 =
D

Fiir die Winkelgeschwindigkeit der zweiten Rolle gilt:
(¢; = Integrationskonstante)

wo(t) = /ag(t) dt + c3
Fiir den zuriickgelegten Winkel der zweiten Rolle erhalten wir:

@@:/m@ﬁ+q
Die Erweiterung von n1, ng auf die Menge der positiven reellen Zahlen ist hier zweckméfig.
Sonst konnte es Schwierigkeiten mit den Integralen geben. Es ist klar, dafl diese Glei-

chungen das Verhalten der beiden Rollen nur ndherungsweise darstellen. Die Gleichungen
gelten um so genauer, desto kleiner die Dicke d der Schnur ist.

(© 2001 Harald Schréer
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39. Das Basketballproblem

Beim Basketball stellt sich das Problem einen Korb in einer gewissen Entfernung und in
einer gewissen Hohe zu treffen. Die Gréflen, die man beim schiefen Wurf verdndern kann,
sind die Anfangsgeschwindigkeit und der Wurfwinkel. Wir beriicksichtigen zunéchst den
Luftwiderstand nicht.

Der Korb hat vom Abwurfort P den Abstand x und die Hohe y. Im Punkt P soll der
Ursprung (z = 0,y = 0) des Koordinatensystems sein.

v9 >0 , Korb

a = Wurfwinkel 0° < a < 90°
vg = Anfangsgeschwindigkeit
g = Erdbeschleunigung

Wir benétigen nun die bekannte Wurfbahngleichung fiir den schiefen Wurf:

2

t 9T
=x-tana — ————
Y 208 cos? a
Wir formen nun nach vy um:
ng ta
———— =grtana —
203 cos? a Y
z g
Vg = . 1
07 cosa \/2-(xtana—y) (1)

Damit haben wir vg(a) also die Anfangsgeschwindigkeit als Funktion des Wurfwinkels.

Nun geht es darum den Wurfwinkel als Funktion der Anfangsgeschwindigkeit zu ermit-

teln. Dazu setzen wir in die Wurfbahngleichung cos? a = ein und erhalten:

1
1+tan?a

gz? - (1+tan®a)
20}

y=2zxtana —
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Schrittweise umgeformt:
202 202 tan a
02y =0 —1—tan’a
gz gz

Dann bekommen wir folgende quadratische Gleichung in tan a:

202 tana 20?2
tana — ng = — gyx20 —1

Nun wenden wir die bekannte Losungsformel fiir quadratische Gleichungen an:

2\?2 9,02 2
tana; o = :l:\l <UO> - 97}20 14+ 0 (2)
gz gz gz

Es gibt also zwei mogliche Losungen fiir a(vg). Damit haben wir den Wurfwinkel in
Abhéngigkeit von der Anfangsgeschwindigkeit. Die Gleichungen (2) und (1) erlauben uns
nun entweder zur gegebenen Anfangsgeschwindigkeit den passenden Wurfwinkel oder zu
einem gegebenem Wurfwinkel die passende Anfangsgeschwindigkeit zu finden.

Nun behandeln wir dasselbe Problem in einem Medium (Gas) mit konstanter Dichte.
Fiir Wurfbahnen gelten nach Budo [1] §16 S.85 Gleichung (22):

(%
e = —F(v) - —=
mo (v) »
. Uy
miy = —mg — F(v) - o
mit:
v = Geschwindigkeitsbetrag
v(t) = [(va (), vy (D)] := (v (t)? + vy (t)?

t = Zeit

m = Masse des Balls

F(v) = Bremskraft im Medium

Der Punkt iiber v bedeutet Ableitung nach der Zeit.

Wir beschiftigen uns nun mit dem Fall F'(v) = kv. k ist eine bestimmte Konstante. Diese
Annahme ist bei kleinen Geschwindigkeiten und kleinen Korpern erfiillt. Die beiden
Differentialgleichungen vereinfachen sich dann zu:

mi, = —kv,

miy = —mg — kvy
Setzen wir & = v, und y = vy, so sind nach Heuser [2] Kapitel 5 S.78:

Mg COoS a kt

a(t) = = (1—e) (3)
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y(t):%- (Ugsina—l—n;g) . (1—6_%)—m—gt (4)

die Losungen der beiden Differentialgleichungen.

Nun geht es wieder darum, die Abhingigkeit zwischen Wurfwinkel ¢ und Anfangsge-
schwindigkeit vg zu ermitteln. Wir formen Gleichung (3) um:

xk kt
— " —l—em
Mg COS a
_kt xk
= em=1— ———
Mg COS

schliefllich:

m zk
t:—-ln(l—)
k Vg COS

Wir setzen nun die Ausdriicke von t und 1 — e~ in die Gleichung (4) ein:

m . mg xk m2g xk
y=—|vosina+ —) - + ‘In (1 - ——
k k Mug COS @ k2 MUV COS G

Mit tana = 322 erhalten wir:

cosa
2
mgx m zk
y =axtana + J —l—g -ln(l—>
kvo cosa k2 Mg COS &

Die Auflésung nach vg oder a ist hier nicht mehr mdoglich. Hier miissen dann numerische
Verfahren eingesetzt werden z.B. Newton Verfahren. Diese Verfahren liefern dann Néhe-
rungslosungen.

Bei sehr genauen Rechnungen mufl statt g die Beschleunigung g - (1 — f;) eingesetzt
werden vgl. Budo [1] §16 S.85. Dabei ist:

¢ = Dichte des Mediums (Gas)
v = Dichte des Korpers (Ball)

Bei grofieren Geschwindigkeiten wird oft F/(v) = Cv? gesetzt. C ist dann eine bestimm-
te Konstante.Dieser Fall wird behandelt bei Timmermann [5], Parker [6] und Kooy [7].
Bei Budo [1] §16 S.85,86, bei Kamke [3] S.624 Nr.9-17 und bei Lohr [4] S.197-205 ist
angedeutet, was in diesem Fall gemacht werden kann.
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40. Aufeinanderfolgende Wurfbahnen

Fallt ein Korper zu Boden, dann wird er reflektiert und beschreibt eine Wurfbahn. Eine
erneute Reflektion erfolgt und eine etwas kleinere Wurfbahn. Wir schauen uns folgende
Zeichnung an:

R SO

h A

X

Bemerkenswert ist, dal die Winkel ag, a1, a9,as, - -, ay, - - alle gleich sind. Der Koérper
startet von einer Hohe h iiber den Boden. z; ist die x-Koordinate beim ersten Boden-
kontakt. Wir setzen in die bekannte Wurfbahngleichung fiir den schiefen Wurf ein:

2
gxry

—h=z1tanay — —5"———
20% - cos?

Dabei sind:

o = Wurfwinkel

g = Erdbeschleunigung

v4 = Anfangsgeschwindigkeit

Wir formen nun nach x; um:

2 20% - tan o cos? o o 2hv? cos? o

fL‘l 331 —
g g

Das ist eine quadratische Gleichung in Normalform. Mit der bekannten Losungsformel
erhalten wir:

2hv? cos?a  vhtan?acosta v tanacos’a
] = + +

g* g

sina .
cosa’

Nun verwenden wir tan o =

2hv? cos?a v} sin2 o cos? a vi sin v cos «
T =+ + 5 +
g g g

und mit % =sin o - cos a:

2hv? cos?2 o v sin?(2a v2 sin 2«
= [P0 Vs 0a) | 03
g 4g 2g
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x1 ist damit bekannt. Um ag zu ermitteln, wird die Wurfbahngleichung abgeleitet:

t g$2
=ztana — —5——F—
Y 2v% cos?
,dy g
Yy = =tana — 5——5—
dzx V% COs* v
1 eingesetzt:
ari

/
r1) =tana — ———
y (1) v cos?

Es ist y/(21) < 0 daher —y/(z1) = tan ao.

Nun ermitteln wir die erste Aufprallgeschwindigkeit vy mit Hilfe des Energiesatzes:

2 2
LL;UO = ml;“‘ +migh  h>0

myq ist die Masse des Korpers.
= v = v4 + 2gh

Nun brauchen wir die Zeit t4 bis zum ersten Aufprall. Wir wenden dazu die zeitliche
Wurfbahngleichung an:
2

t
—h =wvatasina — 9°A

Es folgt:
2ugsina-ty %
g g

Also eine quadratische Gleichung fiir 4, fiir die wir die bekannte Losungsformel anwen-
den:

2
th —

2h 11124 sina v sina

ta=+ ; + e + p (2)
Um die Geschwindigkeit v; nach dem ersten Stofl auszurechnen bendtigen wir die Ge-
schwindigkeitsformel fiir den teilelastischen Stofl. Der zweite Korper ist der Boden und
hat vor dem Stofl die Geschwindigkeit Null. Dann erhalten wir nach Kuchling [1] Kapitel

7.3.5 S.121 Formel M 7.40:

mi — k‘mg
V=1 |————— | =10 a
mp + ms
my = Masse des Korpers | - | = Betrag

mg = Masse des Bodens
k = StoBzahl k€ 0,1]

Die Stofizahl kann mit einer Methode in Kuchling [1] Kapitel 7.3.5 S.122 bestimmt
werden.

Bei k = 1 liegt ein elastischer Stof vor. Bei k = 0 haben wir einen unelastischen Stof3. In
diesem Fall wird der Kérper vom Boden verschluckt. Es gibt dann keine Reflektion und
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keine weiteren Wurfbahnen. Deswegen soll von jetzt an k > 0 sein. Die Geschwindigkeit
wird dann um einen konstanten Faktor

mi — k‘mz

(3)

mi + ma

verkleinert. Beim 2.Stof3 verkleinert sich die Anfangsgeschwindigkeit der Wurfbahn wie-
derum um den Faktor a. (v2 = a - v1 = a? - vg)

Fiir die Anfangsgeschwindigkeit v,, nach dem n. Sto8 bzw. fiir die n. Wurfbahn erhalten
wir:
Vp = Q- Up_1=a" -1

Damit konnen wir nun die n.Wurfbahn betrachten. Der Wurfwinkel ag bleibt immer
derselbe.

Wurfbahnzeitgleichung;:
_ . gt?
Y =1y tsinag — —
2
Wurfbahngleichung:
_ . ga?
=z -tanay — —5——5—
Y 07 202 cos? ag
Steigzeit:
Up, + SIn ag
top = ————
g
Wurfzeit: ) )
2up -sinag  2vp-sinag
twn pu— p— .
g g
Steighdhe:
2 2 2 o2
Vs - sin” a v§ - sin” a
hgn = n 0_ Y% 0 a2n

29 29
Beim senkrechten Wurf ist sinag = 1, dann bekommen wir fiir die Steigh6he mit Glei-

chung (3):

v2 |my — kmeo|*

hsn

" 29 ['my+my
Beim vollelastischen Stofl (k = 1) ist die Steigh6he:

v(Q] -sinag |my —mao|*®

h
s 2g mi + meo

Die Wurfweite ergibt sich schliefflich:

2 2 o
vZ -sin2ag v - sin2ag
Swn = n — 20 i a2n (4)
g g

Wir berechnen nun die Dauer ¢ des gesamten Vorgangs:

o
ta=ta+ Y tu
=1
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2upsinay =
=ts+—— > a
i=1

Das ist eine geometrische Reihe, fiir k& € (0, 1] erhalten wir:

2vp sin ag a

tg =14+
1—a

a und t4 koénnen nach den Gleichungen (3) und (2) ausgerechnet werden.

Es erfolgt die Bestimmung der gesamten Strecke:

S
SwG = T1 + Z Swi
=1

vEsin2ap o= o
=z +————- > a”
i=1
Hier benutzen wir wieder fiir k € (0, 1] die geometrische Reihe:

v3 sin 2ag a?

1—a?

SwG = T1+

Zur Ermittlung von x; und a dienen die Gleichungen (1) und (3). Mit Hilfe der geome-

trischen Summen
1— an+1

n
D a' =

i=1

-1
l1—a

zn: u 1 a2 (n+1)
a“'=——1
; 1—a?
=1

konnen schlielich die Summen
Z twi und Z Swi
i i=1

ermittelt werden.

Literatur

[1] Horst Kuchling , Taschenbuch der Physik“ 1979 Verlag Harri Deutsch Frankfurt
am Main

(© 2001 Harald Schréer
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41. Besondere Formen des elastischen StoBBes und das
ballistische Pendel

1. Besondere Formen des elastischen StoBes

Wir wollen beim elastischen Stof} einige interessante Fille untersuchen. Wir kennen die
Formeln fiir den elastischen Stof3, wobei v die Geschwindigkeit vor dem Stofl und « die
Geschwindigkeit nach dem Stof} sein soll.

Zwei Massen mq und mg stoflen zusammen. Allgemein gilt fiir die Geschwindigkeiten

nach dem Stof3:
_ 2maug +v1 - (M1 — ma)

u1
mi + ms

2mqivy + ve - (mg — ml)
ug =

mi + ms
Nun soll gelten m; < mg und vy > vy wie in der Abbildung:
-~ 2m2v2 — MoV

U R ———— =209 — V] & —U1
ma

Das letzte Ergebnis spiegelt z.B. die Reflektion eines Teilchens an einer Wand wieder.
Fiir uo bekommen wir unter denselben Voraussetzungen:
N 2mivy + mavy o 2miv

u2 ~ — U2
m2 m2

Ist zudem vy = 0 so folgt:
2miv

Uy ~
ma2

Nun untersuchen wir den Fall m; > mgo und |ve| > v1 mit vy < 0 (der zweite Korper
fliegt entgegen). Dann erhalten wir:

2move + mivy meo
U R ————————— =209 — + vy
mi ma

Bei v1 = 0 vereinfacht sich der Term auf:

ma
U~ 2 vy —
ma
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Der Term fiir us sieht folgendermaflen aus:

2m1v1 — mivy
U " — = 2’01 — V2
m1

Bei v; = 0 folgt us ~ —ws.

Man kann in beiden Féllen sagen, dafl der kleine Korper mit praktisch gleicher Ge-
schwindigkeit in die entgegengesetze Richtung reflektiert wird. Beim groflen Korper sind
Massenverhéltnis, Geschwindigkeit des kleinen Koérpers und seine eigene Geschwindig-
keit mafigebend.

Nun betrachten wir den Fall mq > m9 und v1 > v9:

Ul'(mlme)
U~ ———
m1 + mso

2miv1 — Mmyvs
Uy R ———————————— = 20 — vy & 201
mi

Nun schauen wir uns noch den Fall m; < mg und v1 < v an:

2m202 — Mov1
ul %—222}2*@1 %21)2
m2

vy - (m2 —my)
U N —————> Xy
mi + Mmso

Bei den letzten beiden Féllen haben wir folgendes Resultat:

Der grofle Kérper verédndert seine Geschwindigkeit nicht oder nur geringfiigig. Der kleine
Korper erhilt als Geschwindigkeit das Doppelte der Geschwindigkeit des grofien Korpers
vor dem Sto8B.

2. Das ballistische Pendel

Wir betrachten das folgende Pendel:
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Aus einem Gewehr oder einer Pistole wird eine Kugel mit der Masse my abgefeuert. Diese
stoBt mit der Masse mo am Pendel unelastisch zusammen. Das Pendel schldgt dann um
den Winkel « aus. Das Ziel ist es die Geschoflgeschwindigkeit der Masse my festzustellen.
[ ist die Pendellange. Die Kugel m; wird mit der Geschwindigkeit v; abgeschossen. Sie
stoft mit der ruhenden Masse mo unelastisch zusammen. Es gilt hier dann vy = 0. Die
beiden Massen haben nach den Stofl die Geschwindigkeit:

u= v (1)

mi + mag

Der Zusammenhang der Geschwindigkeit v und der erreichten Hohe 1ét sich mit dem
Energieerhaltungssatz feststellen. Mit M = mj + mg haben wir:

Daraus folgt:

g = Erdbeschleunigung

Nach der Abbildung ist h =1 - (1 — cos«). Daraus folgt:

u = \/le-(l — cos )

Gleichung (1) umgeformt:
u - (my 4+ mg)

v = LT (2)

Wir setzen wu ein:

o — (m1 +ma) - \/Wzgl (1 —cosa) (3)

195



G. Mechanik

oder
(my +ma2) - /2gh

mq

v =

Damit haben wir einen Ausdruck fiir die Geschofgeschwindigkeit v1. o oder h mufl dafiir
gemessen werden. Sollte die Auslenkung d gemessen werden, so kann mit d = [ -sin « der
Winkel a bestimmt werden.

Wir 1ésen Gleichung (3) nun nach cos « auf:

2,2
mivy
—=—=— =2¢gl- (1 —cosa
(y 2~ Y ( )
2.2
miv
= cosaa=1— L1

2gl - (m1 + m2)2

Damit ist nun moéglich auch umgekehrt aus der Geschofigeschwindigkeit v; den Winkel
« und damit auch die Auslekung d zu bestimmen.

Wir schauen uns nun den gewthnlichen Fall ms > mj an. Nun soll « in Bogenmaf} sein.
Dann haben wir mit der Taylorreihe vom Kosinus:

2 a4 046

o
1—cosa:§—ﬂ+a—+“-

nl=1.-2-3...-n
Ist o < %, so bekommen wir:

a? d?
1-— N — R —
cos o 5 572

Q

In Gleichung (3) bei 1 — cos « eingesetzt:
\/? mi + my
v o~d- g T
{ ma

mivq l

umgeformt nach d:

~

my1 + me ' g
In diesen Fall lassen sich die beiden letzten Terme noch durch

mi+ma M2

mq m1

vereinfachen.

(© 2002 Harald Schréer
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42. Interferenz bei zwei Wellenerregern

Interferenz ist eine bekannte Erscheinung bei allen Wellen. Zum Beispiel bei Schallwellen,
Wasserwellen und Lichtwellen. Optische Interferenzen gibt es bei den Newton-Ringen,
beim Spalt, Doppelspalt und an diinnen Schichten. Wir behandeln hier die Transver-
salwellen, die die elektromagnetischen Wellen und auch Wasserwellen enthalten. Die
Schallwellen sind Longitudinalwellen und werden hier nicht betrachtet.

Wir untersuchen den Interferenzbereich zwischen zwei Wellenerregern mit Transversal-
wellen.

d = Abstand der beiden Wellenerreger
b = Gangunterschied, Lange des Unterschieds
A = Wellenlénge der ausgesandten Wellen

W
<

Wir gehen von der einfachsten Welle, der sinusférmigen Welle aus. Bei Interferenzlinien

muﬁb:%—_l-)\ n € N sein.

Es soll zuerst der Winkel a mit Hilfe des Kosinussatzes berechnet werden. Es gilt:
d=(1+b)>+1>-2-(1+0) lcosa
Aufgelost:

(L+0)?+12—d* 202 +2bl +b* — d? s b2 — d?
2-(I+b)-1 212 + 20l B 212 + 20l

cosa —
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Es ist a € [0°,180°] daraus folgt cosa < 1. Also mufl

b2 — d? b2 — d?
1+ ———+<1 & —— <0
T on = 207+ 26l =
sein. Es gilt 1,b > 0 also 20?2 + 2bl > 0 damit b?> — d?> < 0 oder b < d.
Das ist die Bedingung fiir die Entstehung von Interferenzlinien oder allgemeiner Pha-
senverschiebungslinien. Fiir die Interferenz erhalten wir:
b=3,3 ... Bmasl ) < d also:
2 -1 2d 2d
MASd < 2nmam_1§7 g 2nma:p§7+1

d 1
Nmaz < X‘i‘i Nmaz € No

ist die Bedingung fiir die Zahl der Interferenzlinien.

Nun soll die Interferenzgleichung hergeleitet werden, dabei soll wieder allgemein b > 0
eingesetzt werden. Es handelt sich um zwei Kreise, deshalb wird die Kreisgleichung
verwendet:

(l+b)2:y2+<x+g>2 (1)

d 2
12:y2+<x—2> (2)
Gleichung (2) von Gleichung (1) subtrahiert ergibt:

_ 2zd — b2

2 2=9
Ib+b xd < l 50

Einsetzung von [ bei (2) und Umformung nach y:

- (E0) oy
F- (b))

Mit dieser Koordinatengleichung kénnen Kurven mit bestimmten Gangunterschied b
bestimmt werden. Setzen wir fiir den Interferenzfall b = %;I-A n € N ein, so bekommen
wir die Interferenzkoordinatengleichung:

2_( 2zd 2n — 1 A>2 ( d)2 L <
Y =\@n-n-x 4 T == fimaz

vereinfacht:

FEin anderer Fall ist die maximale Verstéarkung, es gilt dann b =n-\A n € Njy.

Niherungen von (3):
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oder bei Interferenz:

2xd 2 d\?
2 o _ _ _
Y N((Zn—l)')\> <x 2) r,d > A

Es koénnen noch weitere Spezialfiille berechnet werden.

-,

T~ ~Y -~

T~

Das Bild zeigt Interferenzkurven.

J-
u

——

—

Die Ableitung von (3) lautet nach Kettenregel:
L Eyt-(-y
J(# -8 - -8

fir x > d, b:
2
, (g—z—l) d2
~ =451
Y 2 b2
T =1

Fiir den Winkel o haben wir:

_Yy_
tana = = =
x x

d2

O | [ 2

tana~ — YT o Z—Q—l (4)
x

Das bedeutet Grenziibergang zur Tangente und Asymptote.

Bei z > d, b folgt daraus:

(© 2001 Harald Schréer
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43. Der Fall einer Kugel in einer zdhen Fliissigkeit (Gas)

Wir betrachten hier den Fall einer Kugel in einer zéhen Flissigkeit(Gas). Zuerst wird
eine Differentialgleichung des Falls in einer zdhen Flissigkeit (Gas) entwickelt. Dann
wird diese Differentialgleichung mit der Separation der Variablen geltst. Die Losung ist
die Geschwindigkeitsfunktion. Durch Integration wird die Tiefe bzw. Hohe ermittelt.

FLUSSIGKEIT
(GAS)

Bezeichnungen der Groflen:

m= Masse der Kugel

r= Radius der Kugel

v= Geschwindigkeit der Kugel

b= Beschleunigung der Kugel

s= zuriickgelegte Strecke (Fallhohe) von der Kugel
= Dichte der Kugel

= Dichte der Fliissigkeit (Gas)

n= dynamische Viskositéit (Zéhigkeit) der Fliissigkeit (Gas)
cw= Widerstandsbeiwert

t= Zeit

g= Erdbeschleunigung

A= mittlere freie Weglénge bei Gasen

a=1-2
PK
F(v)= Widerstandskraft im Medium
a) bei Fliissigkeiten:
F(v) = 0411)2 + fv (1)

a1 und /3y sind Funktionen von 7, 95, ¢, und ¢,,. Nach Budo [1] §92 p.525 (92.28), §94
p.535 (94.6), Kuchling [3] Kapitel 10.3.1. p.165 (M 10.20) und Timmermann [5] gilt diese
Formel fiir % < 1.

b) bei Gasen:
F(v) = apv? + G1v (2)

Dabei sind a3 und (; Funktionen von 7, ¢, @, n,c, und A. Das gilt fiir % < 1 nach

Budo [1] §92 p.525 zwischen (92.28) und (92.29), nach Kuchling [3] Kapitel 10.3.1. p.165
(M 10.20) und Timmermann [5].
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Gleichung der Bewegung:

Nach Budo [1] §16 p.83 (16.3) und p.85 (16.21) gilt:
mo = mag — F(v) v(0)=0

also ein Anfangswertproblem

Dieses Anfangswertproblem kann mit der Seperation der Variablen behandelt werden.
F(v) = av? + o ar,B1 >0

mi):mag—aWQ—ﬁw
v=A—Bv—-Cv®> v(0)=0

mit
A:=ag B::& C:=— B,C>0
m

m

Istazl—iK>0soistA>O
(Bewegung nach unten)

Ist a < 0 so folgt A <0
(Bewegung nach oben)

Grenzgeschwindigkeit:
0=9=A— Bv— Cv?
0=Cv’+Bv—A
B A

2 =,
Ofv—kcv c

_1 AL <3)2 B
2=\ e T \ae 2C
B B2 4AC

=3¢ T\ 12 T e

:%,@BiJﬁ:@E)

vlz%-<—B+\/B2+4AC) >0

bei A >0
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Ist A <0, soist v1 <O.

1
vy = 5= (~B — VB2 +44C) <0
20
Polynomzerlegung:
A—Bv—Cv?=
Partialbruchzerlegung:

—C(v—v1)(v —v2)

1

o B
A — Bv — Cv? +

vV — U1 vV — V2

1=—-Ca(v—vy) —CB(v—1v1)

-1
V=101 = 1:—COé(U1—U2) a:m
1
V= Uy = —Cﬁ(w — 1)1) ﬁ m
also folgt:
1 1 B ~1 N 1
v A—Bv-—Cuv?

Cvr —wva)(v—wv1)  C(v1 —v2)(v—v2)

—1 < 1 B 1 )
S Cvp—wm) \v—v1  v—

Integration: (Seperation der Variablen)

1 1
/dt /A BU—CU2 /Cl)l—vg ( )d'U

v—vU1 U — U2

_ -1
- C(’Ul — ’Ug)

di,do, d sind Integrationskonstanten.

‘(Injv —v1| —Infjv —wve|) =t + dy

Injv—vo| —In|v—v1| = C(vy — v2)(t + dy)

vV — V3

In

=C(v1 —v2) - t+do
vV — U1

vV — Vg

— dec(’ulfvg)-t
vV — U1

v — vy = vdeCW1v2)t _ 4y geCvi—v2)t

v - (1 _ dec(vl_v2)'t) =y — Uldec(vl—v2)~t

Vg — vldeC(“lﬂ’?)'t
1— deC(’Ul —v2)-t

aus v(t = 0) = 0 und (3) folgt 72 =

vy — Ul v 60(’1)1 v2)-t

1— V2 C(Ul—v2)~t
V1

v =
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v9 < 0
Vg - (1 _ eC(vlfvg)-t)

v =
14+ %QC(vl—vz)ﬂt
V9 (e—C’(vl—vz)-t _ 1)
v =
e—Cloi—v2)t %
vy < 0
. ?}2(0 — 1) —V2
Jim o) = "2 = =
0+ [zl 2

v = = (—B +VB2+ 4AC)

Te]
B E(eFt—l)
ef't + G
F:=—C(vy —v2) E := v G::@
U1
. Felt(ef't + G) — (ef't — 1) Fel?
=0(t)=FE- (eFt+G)2
B 'FeFt(G—i—l)
(ef't + G)?

—C(vy — vg)e~Clur—v2)t, (% X 1)

(e*C(vlf’Ug)-t + M)Q

U1

a>0 = A>0

C>0

PK > ¢ =

v9 < 0 v >0

= 0(t)>0

= v(t) ist streng monoton steigend.

2)

—Cva(vy — v3) - (

Yr < = a<0 = A<O
vo < 0 v1 <0
a)  |vz| > |ui
|va
= —41<0 und v —v9>0
U1

|v2]

+1><0 = 0(t)<0
U1
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= o(t) ist streng monoton fallend.
b)  fuz| <ui

Dieser Fall kommt nach den Formeln fiir v1 und ve nicht vor.

Wegen v(0) = 0 ist v(¢) im Fall 1 (a > 0) immer positiv (Fall nach unten) und im Fall 2
(a < 0) immer negativ.(Bewegung nach oben)

Integration:

E(eft —1)
sieche Grobner [2] Band 1 Nr. 311 p.107 2)

1
Ft
e Y also Fny

da _ 1
dy Fy

S(t)_/E( y—1)dy / y—1)dy
B A (y+ G)Fy - F 2+ Gy

Partialbruchzerlegung:
15 e
v+Gy vy y+G
1=0y+G)+ey=y(d+¢)+ G

1=46G 0+e=0

1 1
= 6 = a E = —a
also:
1 _ i B 1
v +Gy Gy Gy+G)
Probe:
1 1 _y+G-y G
Gy Gy+G) Gyly+G) Gyly+G)
_ 1 _ 1
yy+G) Y 4Gy
also:
r v 1 1
y— y—
—s(t) = - d
50 /(Gy G(y+G)> 4
y(0)

nach Grébner [2] Nr. 12 p.7 4c):

|y Injy| _y—l_—l-G2+(—1)-G
=la G e o2 In|G(y + G)|
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y—Inly y—1 G+1 }
— _ 1
L S G+ 6)

Kontrolle durch Differenzieren:

d E [y Inly y—-1 G+1 )
e _ 1
dy T (G ¢ ¢ g e+

_E<111G+1 G)

G Gy GG G+a

E(L1 1 Gy
F\G oy c " auro

_E.<y—1+—y—G—|—G—|—1)
F Gy Gly+G)

_E (y—1+ l—y )_E (y—l_ y—1 )
- F Gy Gy+aG)) F Gy Gy+G)

Damit ist die Stammfunktion bestétigt.

also:

F eft—Ft eft—1 G+1 P
E~s(t)— e + e -In|G(e"" + G)|
1 G+1
— - —1 1
ST G+ )
_eFt—Ft_eFt—l_l+G+1ln et +@
B G G G G 1+G
daraus folgt:
S(t)_g T —Ft M 1 1. G+1 e+ @G
F G G G G 1+G
_F [ Ft '+ G
s(t)—GF <e Ft—e'+1-14+(G+1)-In e
E e+ G

F:—O(Ul—UQ) G:@ E:’Ug

U1
vg - V1 |v2| )
t) = L)
s(t) —C(v1 — va) - |0a) (( o + n

v9 < 0

—C(’U1—U2)~t @
e + o1

—I—C(’Ul —1)2) -t)

14 L2l

7C(v17v2)-t @
[ + ™

+C(Ul —UQ) 't)

14 L2l
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esist s(t=0)=0

Die zuriickgelegte Strecke darf nicht zu grof} sein, weil sonst der Druck bei Gasen und die
Dichte bei Fliissigkeiten nicht mehr konstant ist. Der freie Fall in Luft mit Druckénderung
im homogenen Schwerefeld wird in der Arbeit von Shea [4] behandelt.
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44. Schwebende Hohlkugel in einer Fliissigkeit

Abstract: Gesucht wird nach einer Beziehung zwischen Radius und Wandstérke einer Hohlkugel,
die in einer Fliissigkeit schwebt.

Key words: Radius - Wandstérke - Hohlkugel - Fliissigkeit - Gas - Medium

Wir betrachten folgende Hohlkugel in einer Fliissigkeit:

Die Wandstéirke (Dicke) d der Hohlkugel ist vorgegeben. Welchen Radius z mufl die
Hohlkugel haben, damit sie in der Fliissigkeit schwebt?

In [2] wird ein Beispiel berechnet. Dabei wird das Archimedische Prinzip angewandt.
Wir werden hier diese Rechnung verallgemeinern. Es sind:

V= % - 23 = Volumen der Kugel

V"= % -t(x — d)3 = Volumen der inneren Kugel

V' =V — V" = Volumen der Hohlkugel

Nun kommen wir zu den Gewichten. Das Innere der Kugel soll Gas mit der Dichte ¢g
enthalten. Die Hohlkugel selbst hat die Dichte ¢x. Die Gewichte lauten dann:

G =g-pg -V g = Erdbeschleunigung

G//:g‘SOG‘V”

Das Gesamtgewicht der Kugel ergibt sich als G = G’ + G”. ¢p soll die Dichte der
Fliissigkeit sein. Wir wenden nun das Archimedische Prinzip auf die schwebende Kugel
an:

gV pr=G=G+G"=(V"ox+V" ) g

Mit den Volumenformeln
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V=

QO >

-7r-<:1:3—(33—d)3)

bekommen wir:
o2 =i (¢F = (@ = d)*) + 9 - (z - d)°

Wir 16sen nun nach d auf:

(pr — oK) - 2° = (e — k) - (x — d)®

(a:—d)?’:SOK_SOF-x?’
PK — PG

v—d=g. 3| PE_PF
YK — ¥a

d=z-[1_ 3/¥E_PF (1)
YK —¥a

Die Auflésung ist nach d und x moglich.

Daraus folgt:

Ein Beispiel:

Eine Hohlkugel schwebt im Wasser. In der Kugel ist Luft mit der Dichte 0.0012928

de§13 enthalten. Die Hohlkugel besteht aus Aluminium mit der Dichte 2.702 d1;g3' Die
kg

Dichte von Wasser betragt 0.9982 I? bei 20 Grad Celsius. Wie grof} ist der Radius der
Hohlkugel, wenn die Wandstérke d=0.015m ist?

kg
dm®
bei 20 Grad Celsius

Dichte ¢ von Aluminium = 2.702
kg
dm’

kg
dm’

Dichte ¢ von Wasser = 0.9982
Dichte g von Luft = 0.0012928

Gesucht ist der Radius x der Hohlkugel.

Wir verwenden die Gleichung (1):

dew [1_ sfPE =P
PK — PG

Umformung;:

Wir bekommen x = 0.105m.

Weitere solche Beispiele findet man bei Schréer [1].
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45. Beschleunigung in Fliissigkeiten und Gasen

Wir tauchen einen Quader in eine Fliissigkeit ein. Der Quader soll die Masse m und das
Volumen V haben.

QUADER

FLUSSIGKEIT

~ und ¢ sind die Wichte und die Dichte des Korpers. Die Wichte und die Dichte der
Fliissigkeit werden mit yr bzw. ¢ bezeichnet. Die Kraft die auf dem Quader in der
Flissigkeit wirkt ist:

F=V-(y=9r)

Wir betrachten nun eine Kugel in derselben Fliissigkeit. Es stellt sich nun die Frage, ob
fiir die Kugel derselbe Sachverhalt gilt?
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Die Kugel hat den Radius R. Die Auftriebskraft kénnen wir durch Integration iiber den
Druck in der Fliissigkeit bekommen:

R
FTZQW'YF./T.(t+,/R2_T.2)dT
0

R R
:27T’7F‘/t’l“d’l“—|—2ﬂ"}/p'/’l"'\/R2—T‘2d’r
0 0

ist die Auftriebskraft in der Tiefe t.

1
/T‘\/ﬁdT:—g'(R2—T2)

Njw

folgt durch einfaches Differenzieren mit der Kettenregel. Also erhalten wir:

2
Fy = 21yp - lr

Njw

R
1 R tR? R3

. 3 0 3

schlie3lich:

2
FT=7TR2t"yF+§"R'R3-"}/F

Die Kraft, die nach unten wirkt, kann folgendermaflen dargestellt werden:

4 2
Fl:g-wR3-7+7rR2t-7F—§-7rR3-7F

Als Differenz von beiden Kriften ergibt sich:

4 4
FL—FT:5'733'7—§'7TR?"7F:V'(’Y—’YF)
Wir erhalten dasselbe Resultat bei einer Kugel. Es stellt sich nun die Frage, ob dieses
Ergebnis fiir alle Korper in einer Fliissigkeit gilt? Diese Frage kann mit ja beantwortet

werden. Ein Beweis dazu befindet sich in Forster [1] §15 (15.5) S.157,158.
Wir betrachten nun einen beliebigen Korper in einer Fliissigkeit. Fiir die Beschleunigung

in einer Fliissigkeit miissen wir den folgenden Ausdruck bilden:

V- (y—rF)

b:

Beachten wir die Beziechungen v = ¢g- ¢ und vr = g - ¢, wobei g die Erdbeschleunigung

1st:
po Vo9 -(p—vr)
m

¥

Damit haben wir einen Term, der nur von den Dichten und der Erdbeschleunigung
abhéngt. Diese Uberlegungen konnen auch auf Gase iibertragen werden, wenn man die

Mit 7 = ¢ kommen wir zu:
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Dichte des Gases in g einsetzt.

Nun betrachten wir zwei Massen m; und mso unter einer Glocke. Der Korper 2 soll grofler
als der Korper 1 sein. Zunéchst wird die Luft dringelassen.

Die Massen sind so gewéhlt, daf sie mit derselben Gewichtskraft F' angezogen werden.
Die Waage ist im Gleichgewicht. Dann gilt folgende Gleichung:

mlg-<1—%>—F—m2g-<1—¢G> (1)
¥1 P2

¢ ist die Dichte der Luft (Gas). ¢1 und @9 sollen die Dichten der Massen mj und mso

sein.

Nun wird die Luft abgesaugt. Dann ist die Waage nicht mehr in Gleichgewicht. Fiir die
Gewichtskrafte im Vakuum F; und F5y erhalten wir:
F F

[ _%c F2=ng=1_¢7c
P1 2

F1 =mig =

Der grofere Korper mit der Masse mo wird wegen (1) eine kleinere Dichte haben. Also
haben wir @2 < 1. Daraus folgt aber Fy > Fj. Die Waage neigt sich zugunsten des
groBeren Korpers.
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Bilden wir m; = % und mo = % so folgt auch ms > m;. Fiir die Volumina bekommen

wir die folgenden Gleichungen:

F
om__ P
v1 g (v1—9a)
F
Ve =12

v2 g (p2—pc)

Mit 2 < ¢1 bekommen wir Vo > V. Befinden sich zwei Massen an der Waage in Luft
im Gleichgewicht, dann folgt zwingend: Aus einer kleineren Dichte folgt ein groferes
Volumen und umgekehrt. Man kann sowohl das gréflere Volumen wie auch die kleine-
re Dichte des Korpers 2 als Ursache fiir den Versuchsausgang sehen. Gewohnlich wird
argumentiert, dafl der Kérper mit dem gréfleren Volumen eine grofleren Auftriebskraft
F4 in der Luft erfihrt als der andere Korper. Tatséchlich folgt dieses Resulat auch aus
der Gleichung Fy =V - g - g, wobei pg - g die Wichte des Gases ist (Archimedisches
Prinzip). Die Ursache ist jedoch das grofiere Volumen bzw. die kleinere Dichte.

Diese Uberlegungen gelten auch fiir Fliissigkeiten, sofern die Dichte der Fliissigkeit klei-
ner als die Dichten der beiden Kérper ist. Die Dichte der Fliissigkeit ist dann in ¢g
einzusetzen.

Literatur
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46. Schwimmende Quader

Wir lassen einen Quader in einer Fliissigkeit schwimmen. Die Hohe des Quaders h soll
nicht grofler sein als %0 der Breite bzw. der Lange des Quaders. Die Dichte ¢ des Quaders
muf kleiner sein, als die Dichte ¢ der Fliissigkeit. Wir setzen noch voraus, dafl @ip €
(0,0.2) U (0.8,1).

—
.
?\

h, ist die Hohe unter der Oberfliche der Fliissigkeit. Diese Hohe wollen wir zuerst bestim-
men. Die Gewichtskraft des Quaders in der Fliissigkeit betriagt, wenn A die Grundfléche
des Quaders ist:
F = A-h- Y
Dabei ist v die Wichte des Quaders. Mit p als Druck in der Fliissigkeit erhalten wir fiir
die Auftriebskraft:
Fr=p-A=vp-h-A
~vr ist die Wichte der Fliissigkeit. Beim Schwimmen miissen die Gewichtskraft und die
Auftriebskraft gleich sein:
Yo A=ap b A
Bringen wir noch die Beziehungen v = ¢ - g und vr = @p - g mit der Erdbeschleunigung
g ins Spiel, so bekommen wir schliefflich:

ho1_ (1)

h yr  er
Nun betrachten wir die beiden Quader 1 und 2 wie in der Abbildung:

P ———
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Der Quader 1 schwimmt in der Fliissigkeit. Es gilt dann ¢ < ¢f.

a;, b;, h; = Lénge, Breite, Hohe des i. Quaders 1€1,2
[,b = Léange, Breite des Fliissigkeitskastens

Voraussetzung ist dabei:
1
1,b> a1,by > ao, ba, ho hi < 1 - Minimum{ay, b1 }

Der zweite Quader sitzt genau in der Mitte auf dem ersten Quader. Dabei sollen die
Kanten von beiden Quadern parallel sein, vgl. Abbildung.

—b

I
\
!
l"'.
f~d
S

Dann kippen die beiden Quader nicht um. Mit den Dichten ¢ und ¢y der beiden Quader
kénnen wir nun die dabei wirkenden Kréfte betrachten. Beim Schwimmen sind scheinbare
Gewichtskraft und Auftriebskraft gleich:

g - (pra1bihi + paagbohy) = F| = Fy = gpraibih,

Wir formen um zu:

bihi + 2asboh b
_ pranin T paaalohe 1, oy #2000 (2)

h
" praiby YF praiby

Damit haben wir einen Ausdruck fiir A,. Im Zihler des zweiten Terms steht die Masse
des Quaders 2. Offenbar mufl der Korper 2 kein Quader sein. Allerdings mufl der Kérper
2 sich in der Mitte befinden und die Voraussetzungen iiber die Abmessungen miissen
erfiillt sein. Nun schauen wir uns das verdringte Volumen V; der Fliissigkeit an:

VS = alblhT fir hr S hl
Vs = (hy — h1) - a2ba + a1b hy fiir hy > hq
Setzen wir das h, aus Gleichung (2) ein, so bekommen wir:

_prarbihy | o

Vo= "———+4+ == - agboho fir h, < hy
Yr Yr
boh
V.= ((@1 _ 1) hy somw) by - arbihy
OF praib
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Im allgemeinen wird der erste Fall auftreten. Der zweite Fall kommt nur selten vor. Diese
Formeln sind nur giiltig,wenn der Korper 2 ein Quader ist.

Mit Vi kann auf die Anderung der Fliissigkeitshohe im Kasten geschlossen werden. Wir

haben dann:
Vs

l-b
Diese Uberlegungen gelten fiir j—; € (0,0.2) U (0.8,1). AuBlerdem darf 9 nicht extrem
grof3 sein.

Ar =

(© 2001 Harald Schréer
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47. Seifenblasen

Abstract: Zunichst wird eine Seifenblase mit Offnung betrachtet. AnschlieBend wird ein System
zweier Seifenblasen beschrieben. Schliefllich wird ein verbundenes System von n Seifenblasen
behandelt.

Key words: Seifenblase - Druck - Fliissigkeit - Gas - Medium - Kugel
1. Die einfache Seifenblase
Wir betrachten eine Seifenblase, die mit einem Hahn verbunden ist.

Halbkugel

A D

Dabei sind o die Oberflichenspannung und r der Radius der Seifenblase. r. soll der
Radius der kreisformigen Offnung des Hahns sein. Wir wollen zunichst den Druck p von
einer Seifenblase bestimmen. Die Seifenblase wird dabei ndherungsweise die Form einer
Kugelkappe haben. F ist dabei die auf die Seifenblase wirkende Kraft.

Die Oberfliche einer Kugelkappe kann beschrieben werden durch:
A=m-mr? 0<m<4

Es gilt, wenn Ar < r:
F=p-A

Fiir die aufgewendete Arbeit haben wir:
AW =F - Ar

Es folgt:
AW:F-AT:])-A-AT:])-TTLWT‘2-AT

Dieselbe Arbeit mufl bei der Vergréflerung der Oberfliche aufgewendet werden:
AW =0 - AA =omm - [(r + Ar)? — 1]

= omm(2rAr + Ar?)

LaBit man Ar gegen Null gehen, so wird:

AW = 2monrAr
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Durch Gleichsetzung erhélt man:
pmar? - Ar = 2monr - Ar

Daraus folgt fiir den Druck in einer Blase:
p=—
r

Eine Seifenblase besteht jedoch aus zwei Grenzschichten. Daher ist der resultierende
Gesamtdruck:

Bei Ar <« r wird daraus:

Diese Druckformel wird im weiterem verwendet. Zu dieser Herleitung vgl. auch Hofling [1]
Kapitel 2.12.5, S.286.

Wir wollen uns nun kurz das Verhalten einer zusammenziehenden Seifenblase anschauen,
bei gedffneten Hahn. Fiir die Oberfliache einer Kugelkappe gilt:

O =2nrh =2xr - (r £4/r2 — r2) (1)

Fiir das positive Vorzeichen bei der Wurzel ist ersichtlich, dass mit abnehmenden r auch
die Oberfliache kleiner wird. Es wird nun gezeigt, dass beim negativem Wurzel-Vorzeichen
mit zunehmenden Radius r die Oberfléiche kleiner wird, vgl. die Abbildungen am Anfang.
Fiir die Ableitung der Oberfliche berechnen wir nach Produkt- und Kettenregel:

O’(r):2w<r—m+7’- <1—7;ﬂ>>

e
2 2 .2
:2W-<2r%>
r?—r2

4
e

Es gilt fiir ro > 0 :
0<r

Daraus folgt:
4t — 47‘27“3 < 4rt — 47‘27“5 + rg

Durch Ausklammern:
4r? . (7"2 — rz) < 4rt — 47“27"3 + 7“3

Nun wird die Wurzel gezogen:

2 2 2 2
2r-m<2r —r,

2,2
2r¢ —r?

Das fiithrt zu:

2r <

2 _ 2
r re
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Damit ist bewiesen, dass O'(r) < 0 ist, somit folgt aus dem Monotoniesatz, dass die
Oberfliche mit zunehmenden r und negativem Wurzel-Vorzeichen abnimmt.

Betrachtet man das zeitliche Zusammenziehen einer Seifenblase, so ergibt sich nach Jack-
son [2] folgende Skizze:

/N

Bei Jackson [2] wird die Zeit t(r) berechnet, dazu wird eine Differentialgleichung mit
getrennten Variablen geldst. Dabei wird auch ein Kugelteilmodell verwendet. Insgesamt
folgt daraus, dass O(r(t)) mit ¢ monoton fllt.

Was passiert mit der Oberfliche, wenn r gegen Unendlich geht?

Wir haben dann:
O(r) = 2mr(r — /12 —1r2)

e

Aus der Definition der Ableitung folgt fiir h < a:

h
\/a—\/ﬁ%m

Also fiir ro < r:

2 2
r S22 e _Te
e ™ -
AVAR r
Also bekommen wir dann: )
-
Or)y=2nmr -t =n
( ) 27, e

Daher die Oberfliche reduziert sich auf die Kreisfliche der Offnung.

2. Ein System von 2 Seifenblasen

Wir betrachten nun 2 Seifenblasen wie in der Abbildung mit den Hahnen A, B und C.
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=
O &

Zunichst ist der Hahn C geschlossen. Die beiden Seifenblasen werden erzeugt. Die Hiéhne
A und B sind geotffnet. Dann werden A und B geschlossen und der Hahn C' gedffnet,
vgl. auch Hofling [1] ebd.

Gegeben sind:

O\ PisTi, Tei, hi = Oberflichenspannung, Druck,Radius, Radius der Offnung und Héhe der
i.Seifenblase, i ist entweder 1 oder 2.

Voraussetzung:
o1 09
— < — T > Tei
] 2
Dann zieht sich Seifenblase 2 zusammen, und Seifenblase 1 dehnt sich aus. Fiir die Kraft

auf eine Seifenblase ergibt sich:
4o
F(h) =O(h)-p(r(h)) =2nrh - — = 8noh
r
Nun wenden wir den Energiesatz beziiglich der potentiellen Energie an. Da uns nur der
Endzustand interessiert, ist die kinetische Energie gleich Null. Die von der Schwerkraft

erzeugte potentielle Energie ( m - g - Ah ) kann vernachlissigt werden, aufgrund der
geringen Masse von Gas und Fliissigkeit. Wir erhalten daher:

3 2
WR+87r01-/hdh:87mg-/hdh

Wg ist die Reibungsarbeit, wihrend hgz die neue Hohe der Seifenblase 1 darstellt. Nach
der Integration:
Wg + 4noy - (h3 — h3) = 4roshs

220



G. Mechanik

Nach hg wird gesucht, wir 16sen auf:

Aroshd — W
h2 . h2 — 2
3 1 4oy
SchlieBlich:
h2 w
h3=\/02 2—7R—|—h%
o1 dmoq

Den Radius erhélt man aus Gleichung (1):
hi =1 £+/r2 —1r2

Quadriert:
(hi —ri)* =1} =12

Es folgt:
—2h;r; + hi = —r2;

€1

Schliefllich bekommen wir:
r; = =
’ 2h; 2 2h
In diesem Modell wird eine vorhandene Viskositét in die Reibungsarbeit W einbezogen.

Ein Spezialfall ist 01 = 09 = 0.

3. Ein System mit n Seifenblasen

Die Notationen werden sinngeméfl iibernommen mit ¢ € 1,...,n + 1. Nun betrachten wir
ein System wie in der Abbildung;:

Atk MR AR AR .
By

M*Blkbﬁgk’

y \

Su
1

4

Die Hihne Bj bis B, sind zunichst geschlossen. Die Hihne A; bis A, sind gedffnet.
Die n Seifenblasen werden erzeugt. Anschlieend werden A; bis A,, geschlossen und die
H&ahne B; bis B, gebffnet.

Voraussetzung:
01 o .. .
— < — flir 1€2,..,n
™ T
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Dann dehnt sich Seifenblase 1 aus. Die anderen Seifenblasen ziehen sich zusammen.
Wir verallgemeinern die Betrachtung von vorher. Gesucht ist die neue Hohe h,41 der
Seifenblase 1. Wir wenden nun den Energiesatz wie vorher an:

hn+1 n hl
Wg + 8701 - / hdh=8r-Y ;- [ hdh

hi =20

Integration:
n
Wg +4noy - (2 q — hi) = 4m - Zoih?
1=2

Auflésung;:

dr -3, O’ih? — Wgr

h2 o h2 —

SchlieBllich bekommt man:

1 & Wr
n+1 $ o1 = o; 4 47'('0'1 + 1

Den Radius erhilt man wie vorher aus:

2, .2 2
Tizhi;};:ei:};-i-;;; fur iel,..,n+1
Fin Spezialfall stellt 01 = 02 = ... = g, = o dar. Zu beachten ist, dass n begrenzt ist,
aufgrund der Lebensdauer von Seifenblasen.
Nun soll noch weiterfithrende Literatur zu Seifenblasen genannt werden. Mit Seifenbla-
sen bei tiefen Temperaturen hat sich Grosse [3] befafit. Die moglichen mathematischen
Formen einer Seifenblase wurden von Ferus [4] behandelt. Oszillationen von Seifenblasen
sind z.B. bei Kornek [5] dargestellt.
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48. Aufstieg einer Gasblase in einer Fliissigkeit

Jeder hat schon mal gesehen wie Luftblasen im Wasser aufsteigen. Einen aufmerksamen
Beobachter wird es auch aufgefallen sein, daf§ die Luftblasen beim Aufstieg grofler wer-
den. Es stellen sich folgende Fragen. Warum steigt die Luftblase nach oben und nicht
nach unten? Warum nimmt der Durchmesser der Luftblase zu? Wie schnell bewegt sich
eine Luftblase? Wie lange dauert es bis die Luftblase die Oberfliche erreicht?

Wir wollen uns nun mit der Bewegung einer Gasblase in einer Fliissigkeit genauer
beschéftigen.

Wir fithren folgende Grofien ein:

r = Radius der Gasblase

o = Oberflichenspannung der Fliissigkeit

p = Druck

g = Schwerebeschleunigung (Erdbeschleunigung)

pr = Dichte der Fliissigkeit

pg = Dichte des Gases

Ty = Tiefe der Gasblase in der Fliissigkeit zum Beginn
h = zuriickgelegter Weg der Gasblase

siehe auch Abbildung:

OBERFLACHE

To

h
é STARTPUNKT

FLUSSIGKEIT

h wird von unten nach oben gezéhlt.

Der Druck in einer Gasblase ist nach Kuchling [4] Kapitel 11.1.2 S.169,170:

_20

p
r

Der Schweredruck in einer Fliissigkeit kann z.B. nach Kuchling [4] Kapitel 8.1.2 S.146
beschrieben werden durch:

p=g-(To—h)- ¢r
Es mufl Druckgleichheit vorliegen, also:
20
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Daraus folgt:
20

T 9T er
Hier erkennt man, dafl der Radius der Gasblase mit der Tiefe Ty — h abnimmt. Das
bedeutet, dafl beim Aufstieg die Gasblase grofier wird.

r

Die Masse m der Gasblase mufl bekannt sein, dann ist
m
Ya = % a3
Wir erhalten, wenn wir fiir r einsetzen:
B 3mg® - (Ty — h)3 - go% B 3mg® - (Ty — h)3 - gpi”;
B 47 - 803 - 32 - mo3

Ya

Bereits hier kann die Frage beantwortet werden, warum eine Gasblase in einer Fliissig-
keit aufsteigt. Die Dichte des Gases ist im allgemeinen viel kleiner als die Dichte der
Fliissigkeit.

Wir wenden den Energiesatz Fyes = Epot + Ejin an. Dabei ist:

Eges = Gesamtenergie
Epot = potentielle Energie
Ein = mTUQ = kinetische Energie
Wir haben nun die potentielle Energiedifferenz Eyes — Epot = m - g - h. Also folgt:
2 2
m~g~h:% oder h="
2 2g

Die Fallbeschleunigung b in einer Fliissigkeit erhalten wir nach Budo [1] §16 S.85 mit:

b:(w—l)-g
Ya

Nun kénnen wir die Differentialgleichung der Bewegung formulieren. Diese lautet:
. $F 23
v = ( —_ 1) . g = — g —_ g
[Ze e
Der Punkt iiber v bedeutet Ableitung nach der Zeit.

Setzen wir nun die Ausdriicke fiir h und ¢ ein, so bekommen wir:

. 32 - o3
b= —— ———g=F) (1)

und v(0) = 0 als Anfangswertangabe. Diese Differentialgleichung bzw. das Anfangswert-
problem mufl nun geltst werden.
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Separation der Variablen:

dv .
E—U—F(U)

Integration:(siehe z.B. Forster [2] §11 Satz 1 S.111-113)
3
/ f v o Po(-5) dv
0 0 0 To—%) 0 g 0

29
32 - w03
mit k52T
3 - mgcoy

Wir fithren eine Division von Polynomen durch:

(-5) g
23:_7—’_ 2\ 3
k—g-(To—SjJ g g-(k—g-(To—qé“C,))

also ergibt die Integration:

3

[ (TO - %) dv v k dv

/ 2\3 g + / 2\ 3

ooty ™o (e (o))
Wir miissen die Nullstellen des Nenners des letzten Integrals ausrechnen. Wenn wir die
Nullstellen kennen, konnen wir eine exakte Integration durchfiithren. Aufgrund dieser
Nullstellen, die einfache oder mehrfache Nullstellen sein konnen, ist eine Néherungsbe-
rechnung mit numerischen Methoden z.B. Simpsonsche Regel nicht sinnvoll. Wir miissen
vielmehr den Nenner geeignet zerlegen und dann versuchen die Nullstellen beziiglich v zu

bestimmen. Wir wenden dazu eine spezielle Zerlegung an, die in vielen mathematischen
Formelsammlungen z.B. Sieber [5] S.3 zu finden ist.

a® =3 = (a—0b)-(a® + ab+ b?)

Fassen wir a? 4+ ab+ b? = 0 als quadratische Gleichung nach a auf, so erhalten wir a als:

/ 2
a172:j: —b2+i—2:ilb\g§—g mit ’L':\/—].

Damit kann eine weitere Zerlegung erfolgen:

V3b b V3b b
a2+aly+b2:<a—“gg +>~<a+“/§ +>

2 2 2

Insgesamt erhalten wir also:

a3—b3:(a—b)-<a—i\/2§b+b>'<a+i\/§b+b>

2 2 2
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Diese Zerlegung kann nun in folgender Weise beim Nenner des Integrals angewendet

werden:
'U2 3 \3/“ ,02
k—g-[To—— | = k—3qg-|Ty— —
g 0 29 Vg 0 29

.(%_i\/gw.<To_qu>+€/§.<To_1}2>>

2 2g 2 2g

iv/3.3 2 3 2
(e BBYE (0 VI (g
2 2g 2 29

Daraus kann man folgende Nullstellen ermitteln:

.1k
UN12 = i\l 2g - <T0 — i/;)

1 1
L iv/3g3 T, 37
_ iV3g93Ty , g3To
ks 7 T3

UN34 = 5 3
\ g~ 3  iV/3g"3
1

UN56 = T

\ M

Die Nullstellen konnen sowohl einfache wie auch mehrfache Nullstellen sein.

Das Integral

v

k dv

o/g-(k—g'(To—é’f,)g)

kann nach Groébner [3] Kapitel 11 Nr.14 oder Nr.15 S.5,6 bestimmt werden.

Bei Nr.14 wird zuerst eine Partialbruchzerlegung durchgefithrt und anschlieend inte-
griert - einmal rein komplex und einmal unter Vermeidung komplexer Grofien.

Bei Nr.15 wird ein Integralansatz gew&hlt, bei den die Koeffizienten noch bestimmt wer-
den miissen. Auch hier besteht die Moglichkeit einer komplexen Rechnung und einer rein
reellen Rechnung.

Die 6 Nullstellen vy, ...,vn¢ konnen in Abhéngigkeit von k, Ty und g sowohl einfache
als auch mehrfache Nullstellen sein. Deswegen ist es nicht so sinnvoll die Methoden von
Nr.14 bzw. Nr.15 allgemein durchzufiihren, sondern am konkreten Fall mit konkreten
Werten fiir g, Ty, k zu arbeiten. Dann kann man eindeutig entscheiden, ob die Nullstel-
len einfach oder mehrfach sind.

Zu beachten ist evt. auch die Berechnung komplexer Logarithmen in Grébner [3] Kapitel
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11 Nr.9a S.2.

Wenn das Integral berechnet ist, wird die additive Integrationskonstante c¢; so gewéhlt,
daB v(t =0) =0.

Wir haben also:

) h k dv
tv) = —— + o

7% 9'<k—g'<To—§’3)3>

Die Funktion v(¢) kann nur noch ndherungsweise numerisch bestimmt werden.

Ein groien Problem ist die Bestimmung von h(t) bzw. b(t) aufgrund der Beziehungen:

Die Funktion v(t) ist gar nicht genau bekannt oder nur n#herungsweise bestimmbar.
Falls h(t) und b(t) auch bestimmt werden sollen, dann sollte ein numerisches Verfahren
gewihlt werden, das v(t),b(t), h(t) gleichzeitig ndherungsweise bestimmt. Hier muf} auf
die numerische Mathematik verwiesen werden.

Die momentane Tiefe ergibt sich dann aus:
T =Ty — h(t)

Damit ist in Prinzip die Bewegung vollstdndig bestimmt. Die Bestimmung der zeitlichen
Bewegung ist - wie wir gesehen haben- ein kompliziertes Problem.

Wir haben nun ein mathematisches Modell ohne Viskositéit behandelt. Auflerdem ha-
ben wir vorausgesetzt, dass die Gasblasen Kugelform haben. Mit Beriicksichtigung der
Viskositét kann der Sachverhalt ganz anders sein, vgl. Tuteja [6] oder Miyagi [7].
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Kapitel H.

Elektrizitat

49. Der minimale Widerstand

Wir betrachten zwei Punkte x,y € R"™ mit n = 2,3. Soll ein elektrischer Strom von
x nach y flieen, so wird der Weg des geringsten Widerstandes gewihlt. Dazu gibt
es eine Widerstandsfunktion ¢(Z) € R mit z € R". Ein Beispiel ist der Blitz in der
Erdatmosphére.

s(T) € R™ soll ein Verbindungsweg sein mit s(a) = = und s(b) = y.  und y und ¢(%)
sind vorgegeben. Der Gesamtwiderstand R kann dann geschrieben werden in der Form:

Ressag) = [ ats)ds = /b als(r)) - 3 5(7)

sz,y] a

dr

Es handelt sich hier um ein Kurvenintegral 1.Art, vgl. Bronstein [2] Kapitel 3.1.8.2 S.319
und Bartsch [1] Kapitel 10.8 S.421.

Es soll nun der Weg s gefunden werden, bei dem R minimal wird. Wir setzen:

d

F(s,s',7) = q(s(7)) - | 7= 5(7)

Dazu dienen die Eulerschen Differentialgleichungen der Variationsrechnung vgl. For-

ster [3] §9 S.92:

d OF oF
%g(svslﬁ)*g(saslﬁ)zo (1)
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fir i =1,...,n, also n Gleichungen n=23
und  s(a) =z s(b)=y
Es ist ein gewohnliches Differentialgleichungssystem 2.0Ordnung mit 2 Anfangswerten.

Wir setzen voraus, dal s und F' zweimal stetig differenzierbar sind.
Nun setzen wir F' in das Differentialgleichungssystem ein: grad := Gradient

% [grady|s’| - q(s)] — (gradyq(s)) - |s'| =0

Es ist:

. q(s) = {gradq(s), s’)
mit ( , )= Skalarprodukt im R"

nach der Kettenregel in Forster [3] §6 S.50. Wir wenden nun auf das System die Pro-
duktregel an:

d
‘;TgradSJSW}-Q(8)+-grad548’!~<gradSQ(8),83 — (gradyq(s)) - s =0
Wir beachten nun:

S/

|
Nach der Produktregel ergibt sich:

grady|s'| = nach Forster [3] (5.4) S.37

d s s 1§ d
(Is'*)

arls] g1 2 [P dr
mit:
d /12 / 1
L) =2+, ")
Wir erhalten fiir das System:
8// Sl / 1 8, / /
Tﬂ—wy®£>@@+ET®MM%Q—@WM@%MZO (2)

Die Auflésung nach s” ist moglich. Damit liegt ein explizites Differentialgleichungssystem
2.0rdnung vor. Man kann nun dieses System in 2n Differentialgleichungen 1.Ordnung
umwandeln, z.B. nach Forster [3] §10 S.99. Auch dieses System ist explizit. Eine exakte
Losung dieses Systems 1.0rdnung ist nur mit Reihenentwicklung z.B. nach Kamke [4]
Teil A §2 (6.3) S.38 evt. moglich.

In Abhéngigkeit der Form von ¢(s) kénnen evt. auch andere Methoden verwendet wer-
den.

Aus den System (2)und den Anfangsbedingungen kann man eine Losung oder mehrere
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Losungen oder sogar eine Losungsschar gewinnen. In extremen Féllen ist auch keine
Losung moglich. Bei mehreren Losungen sucht man die mit dem kleinsten R(s, x,y), bei
einer Losungsschar mufl R(s,z,y) minimiert werden. Gibt es bei den Scharparametern
keine Nebenbedingungen, so geht die Minimierung mit Nullsetzung des Gradienten und
der Hesse-Matrix. Sind Nebenbedingungen nur in der Form von Gleichungen vorhanden,
so kann das Verfahren mit den Lagrange-Multiplikatoren verwendet werden. Gibt es
Ungleichungen bei diesen Nebenbedingungen, so mufl nach Methoden der nichtlinearen
Optimierung vorgegangen werden.
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I. Optik
50. Kegelschnittspiegel

1. Kegelschnittspiegel allgemein

Wir werden hier nach dem Grund suchen, warum bei allen Kegelschnittspiegeln die
Abbildungsgleichungen

+

| =
Q|+~
S| =
@
>

giiltig sind. Dabei sind:

f = Brennweite des Spiegels
g = Gegenstandsweite

b = Bildweite

G = Gegenstandsgrofie

B = Bildgrofie

Vgl. dazu auch folgende Abbildung:

S

2
ﬁ
Wir wissen, dafl bei kugelférmigen Spiegeln diese Abbildungsgleichungen giiltig sind.
Wir schauen uns nun die Ellipse an:

N
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a,b = grofle und kleine Halbachse

Es gilt die Mittelpunktsgleichung:

2 2
x Yy
2tp=t
Daraus folgt:
2 )
y=b-\/1—x—2=—-\/m
a a
Wir differenzieren:
y_b -z
dr  a +a2 — 22
Bei a > x erhalten wir:
dy " b
—_ % —_— x
dx a?

Interessant ist hier die Proportionaltét zu x, die auch fiir den Spezialfall Kreis (a = b = r)
besteht.

Nun gehen wir zur Hyperbel:

'Lf

b
X
a,b = Halbachsen der Hyperbel
Wir haben hier die Mittelpunktsgleichung:

Wir bekommen daraus:

Yy=a- 1+£:g"/b2—|—1‘2

Wir bilden die Ableitung:
dy a x

dr b b2+ a2
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Fiir b > x folgern wir:

Auch hier besteht eine Proportionalitit zu x.

Als letztes betrachten wir die Parabel:

Y

Die Parabelgleichung ist y = ma? mit m € R. Also bekommen wir:

29 _9
o mx

Auch hier haben wir eine Proportionalitit zu x.

Bei allen Kegelschnitten haben wir bei kleinen Ausschnitten die Proportionalitit der
Ableitung zu x. Das bedeutet, dal die Abbildunggleichungen fiir alle Kegelschnittspie-
gel gelten, sofern G, B < a,b,r ist. Diese Abbildungsgleichungen gelten also bei Ku-
gelspiegeln, Parabolspiegeln und Spiegeln mit der Form von Rotationsellipsoiden bzw.
Rotationshyperboloiden.

2. Abweichung vom Brennstrahl

Wir betrachten einen sphérischen Hohlspiegel mit dem Radius r wie in der folgenden
Abbildung:

Aus der Optik ist bekannt, dafl ein achsenparalleler Strahl nach der Reflektion ndherungs-
weise durch den Brennpunkt geht. Es geht nun darum diese sehr kleine Abweichung zu
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F = BRENNPUNKT

X =PP

bestimmen. Dieser Abstand zum Brennpunkt soll durch den Winkel o angegeben wer-
den. Aufgrund des Reflektionsgesetzes und der Gleichheit von Wechselwinkel wird ein
gleichschenkliges Dreieck gebildet. Damit haben wir:

r

Tr =
2-cosa

Die gesuchte Abweichung ist dann:

D:x—f: T T
2 2-cosa 2

D_T.( L _1)
2 COSs &

D ist der Abstand zwischen dem Brennpunkt und dem Schnittpunkt des Strahls auf der
optischen Achse.

oder:

x kann maximal gleich r sein. Setzen wir in die erste Gleichung ein, so erhalten wir:

r

2 - COS maz

Daraus folgt:

1
5 = €08 Qmag Qmaz = 60°
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3. Beweis, daB3 achsenparallele Strahlen beim Parabolspiegel in den
Brennpunkt reflektiert werden.

Wir betrachten folgende Abbildung:

£ %
A+ (0,0) = MuLLYUNET

Wir zeigen, dafl sich achsenparallele Strahlen nach der Reflektion im Brennpunkt F
schneiden. § ist nach dem Reflektionsgesetz gleich «. Also kommen wir auf folgende

Gleichung;:
x
_ P

2

tan 2a =

Wir ziehen die Scheitelgleichung 22 = 2py heran. Wir setzen sie in die vorige Gleichung
bei y ein:
T 2px
tan 2o = — == P
z -Pp

x< _ P €T
2p 2

2

Nach der Scheitelgleichung ist y = 72”—; und % = %.

Aus der Zeichnung und dem Steigungswinkel erkennt man tan a = 2. Nun benutzen wir
das Additionstheorem des Tangens:

2-tan o
tan2a = 5
1 —tan“«
Einsetzung;:
2.2 2
tan2a = == P 5
1-2 z p

Die beiden Darstellungen fiir tan 2« stimmen also iiberein. Damit schneidet die Achsen-
parallele nach der Reflektion am Parabolspiegel den Brennpunkt F'.

(© 2001 Harald Schréer

237



I. Optik

51. Brechung an einer Glaskugel, die Brechung des Lichtes an
einer planparallelen Platte und die scheinbare
Verschiebung durch eine Fliissigkeit

1. Brechung an einer Glaskugel

Wir untersuchen hier den Durchgang von Lichtstrahlen durch eine Glaskugel. Die Um-
gebung soll ein Vakuum sein. Siehe dazu die Abbildung.

-

r = Radius der Glaskugel
« = Einfallswinkel
n = Brechzahl der Glaskugel

Aus der Zeichnung entnehmen wir:
d=2r-cosf3=2r-1/1—sin’p

Fiir das Brechungsgesetz schreiben wir:

sin o .
=sin 3
n
Wir setzen das Brechungsgesetz ein:
.2
sin® a
d=2r-\[1-—
n
oder: 5
r . .
d="-1/n2 —sin’a n>1>sna
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Aus der Zeichnung erkennen wir 3+3 = 90° mit Hilfe der beiden rechtwinkligen Dreiecke.
Daraus erhalten wir durch das Brechungsgesetz:

sin o _ sin o
. - . ,-y
sinf3  sin (90° — 3)

oder: .

v  sina
cos — =

2 n

Fiir die Durchgangszeit des Lichtes durch die Glaskugel bekommen wir:

d-n
t=—
c

Wird das Vakuum durch ein gasformiges Medium ersetzt, dann muf "GGZ“S anstatt von
n eingesetzt werden. Diese beiden Brechzahlen miissen auf das Vakuum bezogen sein.

Die hier hergeleiteten Gleichungen koénnen auch fiir Fliissigkeitstropfen verwendet wer-
den, falls diese Tropfen Kugelgestalt haben.

2. Brechung des Lichtes an einer planparallelen Platte

Wir schauen uns den Gang des Lichtstrahls durch eine Glasplatte an, wie in der Abbil-
dung gezeigt wird. Auflerhalb der Glasplatte soll sich Vakuum befinden.

Py

1 1 . F““ P y

\/ i |
.

n = Brechzahl der Platte
d = Dicke der Platte

o = Einfallswinkel

6 = Brechungswinkel

Es gilt das Brechungsgesetz:
sin o

sinf
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Gesucht ist die Parallelverschiebung s, des Lichtstrahls. Nach der Abbildung schlielen
wir:
s=d- (tana — tan f3)

oder:

Zu der gesuchten Grofle s, besteht der folgende Zusammenhang:
Sp = §-COSQ

Verwendet man sin o = cos a - tan o und sin? 3 + cos? 8 = 1, so erhalten wir:

. cos asin 3
$p=d- |siha — ————
1 —sin? g

Nun setzen wir das Brechungsgesetz bei sin 3 ein:

sin o
. cosq - ==
$p=d- |sinae — ———L2—
1— sin? o
2

n

Schliefllich bekommen wir:

) cos
s, =d-sina - 1——2
n2 — sin“

Die Brechzahl ist immer grofler als 1. Deswegen gilt n > sin . Die Durchgangsléange s;
kénnen wir mit

d d

COSﬁ 1— sin22a
n

S| =

bestimmen. Fiir die Durchgangszeit berechnen wir:

t=
C

Wird das umgebene Vakuum durch ein Gas mit der Brechzahl ng ersetzt, so ist anstatt

von n der Quotient 22 einzusetzen. np ist hier dann die Brechzahl der Platte, die auf
ng ’

das Vakuum bezogen sein muf.

3. Scheinbare Verschiebung durch eine Fliissigkeit

Wir betrachten folgende Zeichnung:
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-

™,
s

N

‘"‘M
-0l

Ein Behilter enthilt eine Fliissigkeit mit der Héhe h. Auf dem Boden befindet sich eine
kleine Perle P. Schaut man unter dem Winkel o gegen die Oberfliche der Fliissigkeit,
so erscheint die Perle von P nach P’ verschoben. Wir haben das Brechungsgesetz:

sin « sin «

- =n oder sin 8 =
sin 3 n

n = Brechzahl der Fliissigkeit
x = scheinbare Verschiebung

Fiir die scheinbare Verschiebung entnehmen wir aus der Abbildung:
x =h-(tana — tan j3)

Mit 03 03
tan 8 = SmP S wegen sin? 84 cos? 8 =1
cos 3 1—sin2 g3

erhalten wir: ) .
sin sin «v

n.y/m=sinfa \/n? —sin®a
n

kommen wir zur folgenden Darstellung der scheinbaren Ver-

tan 8 =

sin «

1—sin? «

hesi ! 1 (1)
z=~h-sina- —
V1—sin?a Vn? —sin2a

Wir kénnen dieses Problem noch verallgemeinern. So kann das Vakuum durch ein belie-
biges Gas ersetzt werden. Wenn n¢ die Brechzahl des Gases und np die Brechzahl der
Fliissigkeit ist, so lautet das Brechungsgesetz:

Durch tana =

schiebung:

sin «v ng

sinf  ng

L ist dann anstatt von n in Gleichung (1) einzusetzen.

(© 2002 Harald Schréer
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52. Ahnliche Abbildungen von Dreiecken im Auge

Wir wollen hier festellen, unter welchen Bedingungen &dhnliche Abbildungen von Drei-
ecken im Auge moglich sind. Wir schauen uns folgende Abbildung an:

Z

[ e

Y

5

7 X

Wir betrachten zwei beliebige Dreiecke mit den Vektoren iy, p12, p13 € R> und
Pat1, Pz, Paz € R3. Zentrum der Streckung soll der Umkreismittelpunkt , beider Dreiecke
sein. Dann haben wir noch:

r1 = AuBlenkreisradius des ersten Dreiecks
r9 = Auflenkreisradius des zweiten Dreiecks

Zur Bestimmung von p, ziehen wir folgende 3 Gleichungen heran:

Dy — P11)* = (B — D12)* = (B — P13)° =1}
Mit diesen 3 Gleichungen ist p, berechnet. Wir fithren den Streckungsfaktor a = :—f ein.
Nun kommen wir zu den Punkten pay, pog, pog des zweiten Dreiecks:

(Dr — D1k) - @ = Pr — P kel 2,3

Mit dieser Kollinearitdtsbedingung stehen uns 9 Gleichungen fiir die drei Vektoren des
zweiten Dreiecks zur Verfligung. Nun stellen wir die Seitenvektoren der beiden Dreiecke
dar:

U1l = P11 — P12 U1 = P21 — P22
U12 = P12 — P13 Ugo = P22 — P23
U13 = P13 — P11 U2z = Pa3 — P21

Nun geben wir die Position 5 € R® des Aussichtspunktes (Auge) an. Wir schauen uns
folgende Abbildung an:

242



I. Optik

=l

E <x

Fiir 7 benutzen wir eine Formel, die wir im Anhang herleiten.

Ui - (P — Pir)

TEik = Dik + TAE Uik, — P (1)
(2

| - | = euklidischer Betrag eines Vektors im R3

Nun legen wir Gegenstandsweite und Gegenstandsgrofle fest:
ITBik| = gik (Gegenstandsweite)

|| =: Gk (Gegenstandsgrofie)

Im Auge ist die Bildweite b gegeben. Die Augenlinse kann ihre Brennweite f verdndern.
Die Brennweite erhalten wir aus:

111
F oo b
Abbildungsgleichung;:
By = kY (2)
Gik
Nur im Fall

By Bgs B

B;y B2 B

kommt es zu einer dhnlichen Abbildung im Auge. Das mufl im allgemeinen nicht so sein.

Ga+Ga={(>
R)‘F‘E'BQEB

(){/_ N A B
e W
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Im allgemeinen werden wir einen Fall wie in dieser Abbildung vorliegen haben. Aufgrund
der Gleichungen

BlzGl-b B2:G2-b
g g
und b b

kann G direkt in Gleichung (2) eingesetzt werden.

Anhang:

Wir wollen hier die Formel (1) beweisen. Es geht um das Problem, den Minimalabstand
zwischen dem Punkt p und einer Gerade zu bestimmen.

-_..5.
S5 a F
J) I
~_
-.—}
0
Die Gerade hat die Form:
T=b+\-d ANeR bdeR

Entfernungsvektor:
Fr=v—p=b+A-d—p

Fiir den Betrag der Entfernung ergibt sich:

r=\(b+A\ad—p)?

Wir differenzieren r mit der Kettenregel nach A:

dr  (b+X-d—p)-d

dAJB+ N d— p)?

Die notwendige Bedingung fiir ein lokales Minimum:

dr
ak—
dA

Also folgt: B

Wir formen nach A\, um:

Amin @2 =a-pP—a-b
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Also kommen wir zum eindeutigen Resultat:

a-(p—=ab
/\mm - (5,2) (3)

Wir schauen uns nun die folgende Zeichnung an:

b

Es ist klar, dal es einen minimalen Abstand geben mufl. \,,;, ist eindeutig bestimmt
durch Gleichung (3). Somit ist bei diesen Ay, eine minimale Entfernung. Wir berechnen
nun den Minimalabstand selbst:

—

Einsetzung von Gleichung (3) bei Apin:
Lo d b
=b - d— 4
TE + = a—p (4)
Nun wird gezeigt, dafl ¥ senkrecht auf @ steht:
L @58
_»E.C_i:c_i.b_f_%.az_a.ﬁ

a
—G-b+a-p—a-b—a-p=0

Es ist also 7g senkrecht zu d. Aus der Zeichnung ist klar ersichtlich, dafl es einen Mi-
nimalabstand geben mufl. Dieser Minimalabstand kann mit der Formel (4) berechnet
werden. Formel (1) ist eine Anwendung von Formel (4).

(© 2001 Harald Schréer
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J. Fotometrie

53. Der Lichtstrom durch das geneigte Rechteck im Medium

Abstract: Wir berechnen den Lichtstrom durch ein Rechteck im Medium mit konstanten Ab-
sorptionskoeflizienten. Das erste Ziel ist eine Integraldarstellung. Dieses Integral wird auf ein
Integral iiber ein Intervall reduziert. Bei den physikalischen Strahlungsgrofien gelten dieselben
Gleichungen wie bei den fotometrischen Strahlungsgréfien.

Key words: Optische Energie - geometrische Optik - Photometrie - Strahlung - Radiometrie

1. Einleitung

Wir betrachten eine Lichtquelle Q mit der Lichtstdrke I und ein geneigtes Rechteck
mit den Seiten a und b im Medium (Gas). Dichte und Absorptionskoeffizient m sind
konstant. Das Medium kann z.B. reine Luft sein. Die Absorption wird in [2] behandelt.
Die Integrationstechnik ist #hnlich zum geneigten Kreis in [5]. Dieses zweidimensionale
Integral wird auf ein Integral iiber ein Intervall zuriickgefiihrt (vgl. [4]). Danach kann z.B.
die Simpsonregel verwendet werden. Die Simpsonregel bietet sich an, weil die Abweichung
vom Integral proportional zu n~% ist vgl. [1]. Dabei ist n die Anzahl der Schritte.

2. Berechnung

Wir schauen uns folgende Abbildung an:

1

Q. A
T2

Fig.1. Lichtquelle Q mit geneigtem Rechteck, dem Abstand r und den
Verschiebungen r; und r3. r ist bezogen auf den geometrischen Mittelpunkt

M des Rechtecks.
Wir bilden den Entfernungsvektor (r,ry + 1,71 + 22) mit xy € [—g, g} und
r1 € [~§,§]. Nun erhalten wir fiir die Beleuchtungstérke:

I-exp(—ml(z1,x2))
(w1, 22))

E([L’l, xg) =
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mit

l(x1,20) = \/(7‘1 +22)2 + (ro + x1)% + 12
Beriicksichtigung findet der Neigungswinkel 8 am Punkt(z1, z2):

r

cos (w1, 2) = . 72)

Wir definieren eine Funktion:

f(x1,22) := E(x1,22) - cos B(x1,z2)

Fiir den Lichtstrom ® durch das Rechteck muf} integriert werden:

d = //fxl,xg )dzidry . (3)

-a
2

m\e-

Im Spezialfall 1 = 0 und ro = 0 gilt:

(SIS
[N]S)

@:4-//f (z1,22) dr1dzy (4)
0

Nun wenden wir die Transformationsformel auf Gleichung (3) an:

11
<I>://g x1,x2) dridrs
0 0

mit der Abbildung

A a
A(Qﬁ'l,.ﬁfg) = (bxl — §’ax2 — 5)
und
b a
g(flfl,:IIQ) =ab- f(bxl — §7ax2 — 5)
Es gilt:

1

11
//g(m,xg) dx1dxoy = J\}Elloo/g(xl’ (Nz1)) dxy
0 0

0
Dabei ist (Nz1) der Bruchteil der Zahl N - 21, und N ist eine natiirliche Zahl. Wir

erhalten dann:

o = A}im /g(:rl, (Nz1))dxy.

Die Tabelle zeigt die Auswertung.
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Table 1. Lichtstrom fiir a=2m,b=1.5m,/=1cd,r;=0.5m und
m= 0.00003 m~! in Abhiingigkeit von r. Dabei ist r,=0.

r[m] @®[Lumen]
1 1.78
1.2 142
1.4 1.14
1.6 0.930
1.8 0.769
2 0.644
2.2 0.545
2.4 0.467
2.6 0.404
2.8 0.353
3 0311
3.2 0.275
3.4 0.246
3.6 0.220
3.8 0.199
4 0.180
4.2 0.164
4.4 0.150
4.6 0.137
4.8 0.127
5 0.117

Sind die Groflen x1, x2, a und b sehr klein gegeniiber der Entfernung r, so bekommen wir

die Ndherungsformel
o Iab-exp (—m /12 + 7% +7r3)  cosa

r2 412 + 13

mit den Neigungswinkel . Dieser ist erklért durch

1/7"%—}—1"%

r

tana =

3. Folgerung

Wir haben den Lichtstrom durch das geneigte Rechteck als eindimensionales Integral
erhalten. Fiir r > a,b sind die Abweichungen zwischen exakter Auswertung und der
Naherungsformel gering. Die Abweichungen werden gréfler, wenn 7 nicht mehr sehr grof3
gegeniiber den Seiten a und b ist. Die Genauigkeit kann gesteigert werden, wenn fiir
N = 10* und k aus der Menge der natiirlichen Zahlen gewihlt wird. Dabei sollte k
so grof sein, dass fiir jeden Schritt der Simpsonregel (Nx;) = 0 ist. Dann sind die
berechneten Werte von N unabhéngig.
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Diese Gleichungen gelten analog fiir die entsprechenden physikalischen Groflen Strahl-
stéarke, Bestrahlungsstérke und Strahlungsfluss oder Strahlungsleistung im visuellen Wel-
lenldngenbereich.

Literatur
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[5] Schroer,H: Lichtstrom und Beleuchtungsstéirke, pp.31-67. Wissenschaft & Technik
Verlag, Berlin 2001

(© 2007 Harald Schréer

250



J. Fotometrie

54. Rechteck als Strahlungsquelle — Berechnung der
Beleuchtungsstidrke (Bestrahlungsstédrke) im Vakuum

Das Rechteck liegt im Ursprung und hat die Seiten a und b. Wir wollen hier die Be-
leuchtungsstirke(Bestrahlungsstirke) bestimmen. Die Methode ist dhnlich zu der in
Schroer [2] (Kapitel 7). Wir betrachten das folgende Rechteck:

7 y

y . (x,,2)

P

e

Wir fiihren die Lichtstirke(Strahlstérke)l des Rechtecks ein. Die konstante Lichtstérke-
dichte(Strahlstédrkedichte) betragt:

I
W= —

ab

Wir definieren z1 € [5%, 5] und 23 € [_Tb, %]

Fiir die Entfernung haben wir:
l(x1,29) := \/xz +(y—21)%2 4 (2 — 22)?

Es wird > 0 angenommen.

Dann konnen wir die Beleuchtungsstéirke(Bestrahlungsstéirke) im Vakuum konstruieren:

T 0

b oa Yy - T

_ ro7 I 4 xo
E(x,y,z) = //@ Sd:Eldl’Q ( )

ﬁ;ﬂ x 0

> y I —1 21

z i)

Nun konstruieren wir eine Ndherungsformel fiir a,b < x:

B w - ab v
T @yt 22)1s Z
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I X
~ .
S

I
= B~ — fiir V2 +y2+22=r>a,b
T

Nun betrachten wir den Spezialfall y = z = 0:

Wegen der Symmetrie folgt:
E(xv Y, Z) = (El (.’L‘, Y, Z)a 0, 0)

b

5 3
Ix dridx
By =g | | et
2

22 4 22 + 23)15
—b —a
2

Die Integration erfolgt nach Bronstein [1] S.47 Nr.206 mit ¢ := 22 + 3:

r1=5

a

2

a
_ c-\/ T tc
1= 4

b
/ dxrq . T
A (af + )t /T3 +c
3

Wir bekommen:

b
2
1 d
Eif2,0,0)= - [ &

b (@2 +a3)- /% +a? 4 a3

2
Mit ,,Mathematica“ ergibt sich:

b
To=73

21 %-23‘2
= — . |arctan >
ba x4 + 2%+ a3

Wegen — arctan(—s) = arctan s erhalten wir:

41 ab
FEi(x,0,0) = — - arctan
1( ) ba (43} /QQIbQ +$2>

Fiir £ > a,b bekommen wir die Néherung:

E1 (l’, 0, 0) ~

T2

Fiir y, z # 0 kann mit Bronstein [1] Nr.242,S.49 und Nr.250,S.50 E(:p, y,z) = (E1, Ea, E3)
auf Integrale {iber Intervalle zuriickgefiihrt werden, die mit numerischen Methoden be-

handelt werden konnen.
dxr1d
B // ey
~ab l(x1,x2))
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mit [(z1, 22) = \/m% —2yx1 + 22 + Y2 + (2 — 19)?
%
I / [2-(2:{:1—23/)-3:]“2
= — d.%’g
ab J, A - l(z1,x2) p=op
mit A =4 (2% + ¢ + (2 — 22)?) — 4y?

—x1)dxid
Byle,y.2) = = // 1) S
a l(z1,22))

:-/QH(xg)dxz

Hiay) — |2 201 = 2) —dym 4 (@2 4y 4+ (e =) "
T9) = AUz, 22)

mit
—Qa

n==

1 2 (2 — x9) dz1dxy
Eg(a:,y,Z)—*b‘// (l(xl,w2)1)3

Der Betrag ergibt sich aus:

3
E(x,y,z \IZ i(2,y, 2

=1

Bei diesen Integralen kann z.B. die Simpsonregel verwendet werden.
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55. Rechteck als Strahler — die Beleuchtungsstidrke im
Medium

Abstract: Wir berechnen die Beleuchtungsstérke von einem Rechteck im Medium mit konstan-
ten Absorptionskoeffizienten. Das erste Ziel ist eine Integraldarstellung. Dieses Integral wird auf
ein Integral iiber ein Intervall reduziert.

Key words: Optische Energie - geometrische Optik - Photometrie - Strahlung - Radiometrie

1. Einleitung

Wir betrachten eine rechteckige Lichtquelle mit der Lichtstérke I in Medium (Gas). Das
Rechteck hat die Seiten ¢ und b. Dichte und Absorptionskoeffizient m sind konstant. Das
Medium kann z.B. reine Luft sein. Die Absorption wird in [2] behandelt. Die Integrations-
technik ist &hnlich zum geneigten Kreis in [5],Kapitel 11. Mit der Transformationsformel
vgl. [3] bekommen wir Integrale iiber das Einheitsquadrat. Diese zweidimensionalen Inte-
grale werden auf Integrale iiber Intervalle zuriickgefiihrt (vgl. [4]). Danach kann z.B. die
Simpsonregel verwendet werden. Die Simpsonregel bietet sich an, weil die Abweichung
vom Integral proportional zu n~* ist vgl. [1]. Dabei ist n die Anzahl der Schritte.

2. Berechnung

Wir schauen uns folgende Abbildung an:

Fig.1. Rechteckige Lichtquelle mit den Seiten a und b. Der
geometrische Mittelpunkt des Rechtecks liegt im Ursprung.
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Wir fithren die Lichtstérkedichte s
w = %
ein. F soll die Beleuchtungsstéirke sein. Dann wird die Beleuchtungsstirke des Rechtecks

an einen Punkt (z,y,z) mit > 0 beschrieben durch

/ / (1, x2) dr129 (1)

b_,

Fl exp [-m - l(x1,z z
Flar,z2) = w- p[[zm,x(gﬁs 0 -

zZ — T2

und

l(z1,22) = \/x2 +(y —21)% + (2 — x2)2.

Nun wenden wir die Transformationsformel an:

11
519 Yy 2 Z// g(x1, x2) dridas (2)
00

mit der Abbildung

o b a
A = (b1 — 2 azy — 2
(x1,22) = (bry 5 axs 2)
und )
- a
G(z1,22) = f( 5202 — 5).
Es gilt:

11
//g (x1,22) dr1day = hm /g(x1,<Nx1>) dxy
0 0

0

fiir jede stetige Funktion g. Dabei ist (Nx1) der Bruchteil der Zahl N - 1, und N ist
eine natiirliche Zahl.

—

Die Reduzierung auf ein eindimensionales Integral erfolgt komponentenweise mit F
=(FE1, Es, E3) und § = (g1, g2, g3). Es folgt fiir ¢ € 1,2.3:

1

Ei(w.y.2) = Jim_ [ gi(ar, (Nan)) don.
0

Die Tabelle zeigt die Auswertung.
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Table 1. Betrag der Beleuchtungsstirke fiir ¢ = 2m, b = 1.5m, I = lcd und
m = 0.00003 m~! in Abhingigkeit von z. Dabei sind y = z = 0.

zm] E[Lux]

4 0.0561
4.2 0.0514
4.4  0.0472
4.6 0.0435
4.8  0.0402

5  0.0373
5.2 0.0347
5.4  0.0323
5.6  0.0302
5.8 0.0282

6  0.0265
6.2  0.0249
6.4 0.0234
6.6  0.0220
6.8  0.0208

7 0.0197
7.2 0.0186
74 0.0177
7.6  0.0168
7.8  0.0160

8 0.0152

Fiir » >> a,b gibt es folgende Ndherungsformel fiir den Betrag der Beleuchtungsstérke:

I -exp(—mr)

E 2

r

mit 7 = /22 4 y? + 22.

3. Folgerung

Wir haben die Beleuchtungsstérke von einen rechteckigen Quelle in einen eindimensiona-
len Integral erhalten. Fiir » >> a, b sind die Abweichungen zwischen exakter Auswertung
und der Ndherungsformel gering. Die Abweichungen werden grofler, wenn r nicht mehr
sehr grof gegeniiber den Seiten a und b ist. Die Genauigkeit kann gesteigert werden,
wenn fiir N = 10* und k& aus der Menge der natiirlichen Zahlen gewiihlt wird. Dabei
sollte k so grof} sein, dass fiir jeden Schritt der Simpsonregel (Nx1) = 0 ist. Dann sind
die berechneten Werte von N unabhéngig.

Diese Gleichungen gelten analog fiir die entsprechenden physikalischen Gréflen Strahl-
starke und Bestrahlungsstirke im visuellen Wellenlédngenbereich.
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56. Lichtstrom (Strahlungsleistung, StrahlungsfluB) und
Raumwinkel durch die geneigte Ellipse

Wir werden hier den Lichtstrom(Strahlungsleistung,Strahlungsflufl) und den Raumwin-
kel © durch eine geneigte Ellipse bestimmen. Die Methode ist &hnlich zu der in Schréer [3]
(Kapitel 7 und 9). Wir betrachten die folgende Ellipse:

a und b sind die Halbachsen. r ist die Entfernung. Wir fithren den Absorptionskoeffizi-
enten m des Mediums und die Lichtstérke (Strahlstirke) I der Punktlichtquelle @ ein.
Der Neigungswinkel der Ellipse betrigt:

r% + r%
tana = ————
r
M ist der geometrische Mittelpunkt der Ellipse.
Wir verwenden die Mittelpunktsgleichung:
2 2 2
Y Yy T
Sl A 1
a? + b2 - b a?
hz):=y= a? — x2

b
a
Wir definieren 21 € [—a,a] und x2 € [—h(z1), h(x1)] und bilden den Entfernungsvektor:
= (ryx1 +ro,m1 + 22)

Die Entfernung ergibt dann:

l(z1,22) = \/7"2 + (z1 +712)% + (r1 + 22)?
Damit kommen wir zur Beleuchtungsstirke(Bestrahlungsstérke):

—m-l(x1,22)

I-

(U(z1,22))?

Nun benotigen wir den Neigungswinkel am Punkt (1, z2):

E(:L‘l, .%‘2) =

r

cos B(x1,x2) = e, 72)
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Wir definieren:
f(x1,29) := E(x1,x2) - cos B(x1, z2)

Wir bilden den Lichtstrom(Strahlungsleistung,Strahlungsflu8) durch die Ellipse:

a h(z)

<I>:/ / f(x1,x9) droday (1)

—a —h(z)

Nun konstruieren wir eine Naherungsformel fiir a,b < r:

o I-e ™V nab . cos @)
r2 412 + 13

/.2 2
ry + 1735

r

mit:
tana =

Mit m = 0 und ohne I folgt aus den Gleichungen fiir ® der Raumwinkel durch die
Ellipse.
Ein Programm fiir die Auswertung von (1) wird bei Robinson [2] gegeben.

Zuriickfithrung des Raumwinkels auf ein eindimensionales Integral:

Das innere Integral von (1) ergibt bei m = 0:

h(z1)

dzs [2 (2w + zrl)r:h(xl) Z(a)
= =:Z(x
(22 A 1@n22) |y :
—h(z1)
mit
(w1, 12)% = 23 + 2r1xe + 17 4 (21 +72)? + 12
und

A:=4- (2 4 (x4 1) +12) — 4o
Die Integration erfolgt nach Bronstein [1] Nr. 242 S.49.

Der Raumwinkel 148t sich dann schreiben als:
a
0- r-/Z(:Ul)dajl 3)
—a

Hier ist es am besten, numerische Methoden wie z.B. die Simpsonregel anzuwenden.
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57. Ellipse als Strahlungsquelle — Berechnung der
Beleuchtungsstirke (Bestrahlungsstirke)

Die Ellipse liegt im Ursprung und hat die Halbachsen a und b. Wir wollen hier die
Beleuchtungsstérke (Bestrahlungsstéirke) bestimmen. Die Methode ist &hnlich zu der in
Schroer [3] (Kapitel 7). Wir betrachten die folgende Ellipse:

b\ x
y

Wir fithren den Absorptionskoeffizienten m des Mediums und die Lichtstérke (Strahl-
stirke) I der Ellipse ein. Die konstante Lichtstérkedichte (Strahlstérkedichte) betrigt:

EE
wab

Wir definieren z1 € [—a,a] und x2 € [—h(z1), h(x1)].

Wir verwenden die Mittelpunktsgleichung:

Daraus folgt:

Fiir die Entfernung haben wir:

l(z1,22) := \/xQ +(y —21)% + (2 — x2)?

Es wird z > 0 angenommen.

Dann konnen wir die Beleuchtungsstérke(Bestrahlungsstérke) im Vakuum konstruieren:

T 0

« h(z1) y | — | 41

— z xI9
E(:U,y,z) = / / % 0 3 drodry (]_)

—a _h(ggl) ‘; B -

z xI9
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Im Medium betrigt die Beleuchtungsstérke(Bestrahlungsstérke):

a hiz) e—ml(z1,22) Zz
E . - dxad 2
(9,2 7rab / / (I(z1,22)) yon et 2)
—a — h(gjl Z— T2

Nun konstruieren wir eine Niherungsformel fiir a, b < x:

—m. 2 2 2 X
w-T-ab- e MVETYF2

E =~
(22 + 42 + 22)15 «Z
. I.e™ /x2+y2+z2 T
E~ 5 oy

z

5 I.e—m’f‘
= |E| ~ 5 fir (/2?4 y?+22=1r>a,b
T

Ein Programm fiir die Auswertung von (2) wird bei Robinson [2] gegeben.

Nun betrachten wir den Spezialfall y = z = 0 im Vakuum, das bedeutet m = 0.

Symmetrie = E(z,y,z) = (E1(z,y,2),0,0)

a h(z1)
Bi(z,y, 2) = 171‘ / dzrodr
WY 2= T - (22 4 22 + 23)15
—a —h(x;

Die Integration erfolgt nach Bronstein [1] S.47 Nr.206:

: a xo=h(z1)
xr xT9
El(CC,y,Z) = : [ dIl
wab /.2
“o L€ 5+ cC ra=—h(z1)
mit ¢ := 22 + 23
_ 2Ix ’ h(zx1) dxy

mab ) (@2 +a3) /(b)) + 22 + 23

2Ix /a /a2 — i dxy
= -
LR (x2+a:%)'\/b2‘(1—z%)+a:2+x%

Die Auswertung fithrt zu elliptischen Integralen erster und dritter Art.

Hier ist es am besten, numerische Methoden wie z.B. die Simpsonregel anzuwenden.

Fiir y, z # 0 kann bei m = 0 mit Bronstein [1] Nr.242,S.49 und Nr.250,8.50 E(z,y, z) auf
Integrale tiber Intervalle zuriickgefiihrt werden, die mit numerischen Methoden behandelt
werden konnen.
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58. Geschwindigkeit und Temperatur

Abstract: In dieser Arbeit wird die Geschwindigkeit als Funktion der Temperatur bestimmt. Es
wird der klassische und der relativistische Fall behandelt.

Key words: Geschwindigkeit - Temperatur - kinetische Energie - relativistische Statistik

Wir ziehen die bekannte Formel fiir die relativistische kinetische Energie heran:

Epin = mc? - (% — 1) (1)

Dabei ist v die Geschwindigkeit, m die Masse eines Teilchens und ¢ die Lichtgeschwin-
digkeit im Vakuum.

Wir formen diese Gleichung nach v um:

Ekin 1= 1
2 2
mc v
c2
Daraus folgt:
v2 1
= =5
< amEtl

Damit kommen wir zu:

Auflésung nach v:

Schliefllich:

mc2 2
—c {1 - —- 2
vee <Ekm + mc2> @

Im klassischen Fall haben wir einfach:

v=4 —20
m

In der Thermodynamik hat nach Hofling [1] Teil 1, Kapitel 3.1.6, S.336 jedes Teilchen

die mittlere kinetische Energie:

3

k ist die Boltzmannkonstante und 7" die Temperatur in Kelvin.
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o= 28 3)

Die letzten beiden Formeln gelten solange die Temperatur viel kleiner als 10® K ist.

Daraus folgt sofort:

Bei hoheren Temperaturen gibt es nach Neugebauer [2] Kapitel 3.2.2 S.85 eine andere
Beziehung FEy;,(T') aus der relativistischen Statistik, wobei Bessel-Funktionen eine Rolle
spielen. Setzen wir die Funktion Ej;,(T") in die Gleichung (2) ein, so erhalten wir die
Geschwindigkeit als Funktion v(Ej;,(T")) von der Temperatur.

Weitere relativistische Probleme, die in der Fachliteratur kaum vorkommen, finden sich
bei Schroer [3].
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59. Compton-Effekt — Ablenkung des Elektrons

Wenn elektromagnetische Strahlung auf ruhende Elektronen trifft, dann wird die Wel-
lenléinge der Strahlung etwas vergrofiert. Dieser Streuvorgang wird als Compton-Effekt
bezeichnet. Wir fithren folgene Gréfien ein:

Ap, As = Primér- bzw. Sekundarwellenldnge der Strahlung
fp, fs = Primér- bzw. Sekundérfrequenz der Strahlung
me = Masse des Elektrons

¢ = Lichtgeschwindigkeit

h = Plancksches Wirkungsquantum

¥ = Streuwinkel

TN
/ Sekﬁlndar_
strahlung
Primarstrahlung f 5
: e \/ \\)A;\\\
& -

£p 3
Elektron

In vielen Physikbiichern z.B. in Hofling [1] Kapitel 8.1.5 S.725-729 wird eine Herleitung
der Wellenldngenverschiebung gegeben. Diese lautet:
h

Me * C

AN =\ — Ay =

(1 — cos )

Mit Hilfe der Wellenléngen - Frequenz - Beziehung erhalten wir:

c c h

A= ——— = (1 —cosv 1
5T me ( ) (1)
Wir l6sen diese Gleichung nach fs auf:
c
fs = c
m—ec-(l—cosﬁ)—i-ﬁ
Erweitert: e
me fpC
fs = L (2)

h-(1—cos?)- fp+ mec?
Nun betrachten wir folgende Abbildung;:
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Das Ziel ist nun, den Ablenkungswinkel a des Elektrons auszurechnen. Wir verwenden
den Impulserhaltungssatz:

ﬁe = ﬁp - ﬁs
Die Indices e,p,s stehen dabei fiir Elektron, primére Strahlung und sekundére Strahlung.
Wir konnen diesen Sachverhalt auch durch den Kosinussatz ausdriicken:

pZ = pf, —I—p? — 2ppps - cosV (3)
Der Kosinussatz kann auch noch in anderer Weise benutzt werden:
P = p% +p? — 2pppe - COS (4)

Wir formen die letzte Gleichung nach cos & um und setzen fiir p. die Gleichung (3) ein:

p§+p3—p§ Pp — Ds - COS VU
cosa = =
2pepp \/p% + p2 — 2ppps - cosV
Die Photonenimpulse kénnen folgendermaflen dargestellt werden:
_ h - f p o I f s
Pp=—" Ps =
c c

Eine Einsetzung in den letzten Term der Gleichung fiir cos « fiithrt zu:

cosa= v~ fs 008V (5)

\/fg+f52—2fpf5~cosz9

Mit der Gleichung (1) kommen wir zu:

(£ —5) mee
h

mec2 1 1
cosd=1-— h (fsfp) (6)

Diesen Ausdruck kénnen wir nun in die Gleichung (5) fiir cos ¥ einsetzen:
mee? (1 L
o= Js (1 __h (fs fp))
mec?
VBt (1 (- 4))

Damit haben wir den Ablenkungswinkel als Funktion der beiden Frequenzen. Die bei-
den Frequenzen konnen gemessen werden. Man kann mit der letzten Gleichung dann
den Ablenkungswinkel bestimmen. Der Streuwinkel ¢ kann mit Gleichung (6) ermittelt
werden.

1—costd =

SchlieBlich:

Cosx =

Literatur
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L. Astronomie

60. Gravitationsbeschleunigung bei Rotationsellipsoid, Kugel
und allgemeinen Rotationskorper

Abstract: Die Gravitationsbeschleunigungen auf Planeten, die die Form eines Rotationsellip-
soiden, einer Kugel und eines allgemeinen Rotationskoérpers haben, werden berechnet.

Key words: Gravitationsbeschleunigung - Fallbeschleunigung - Schwerefeld - Kugel - Rotati-
onsellipsoid - Rotationskorper - Planet

V4 , g Vs, i

M\' e N
Yy ayd f:’/ P - - )
w4 // \ //’ - /,*’

i \\wwm\ w/

m1, mo sind zwei Massen mit den Volumina V7, V5.

my erzeugt eine Gravitationsbeschleunigung i, ebenso wird durch mse eine Gravitati-
onsbeschleunigung go hervorgerufen. Wenn G die Gravitationskonstante und ¢, o die
Dichten von m; und ms sind, dann kénnen die Beschleunigungen ausgedriickt werden

durch: Gor(7d) ToF
o o P1T, r—r .5
t) = . d 1
= | T W
Vl(t)
Lo Goa(Z,t) &—7
t) = . d 2
re0= [ T 2

Va(t)

t ist dabei die Zeit. Wir haben damit auch den Fall zeitlich verédnderlicher Felder einge-
schlossen. Nun kommen wir zur Kraft:

K 1,2 = Kraft, mit der mo von m; angezogen wird.
Ky 1 = Kraft, mit der m; von my angezogen wird.
Diese Krafte konnen dargestellt werden mit:

Kia(t) = / G1(Z, 1) - pa(Z,t) d (3)
Va(t)

[?2,1(0 . / G2(Z,t) - 1 (T, t) dT (4)
Vl(t)

Auflerdem muf3 nach dem 3. Newton-Axiom sein:

f?m(t) = _KQ,l(t) (5)
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Wir miissen bei den drei letzten Gleichungen allerdings voraussetzen, dass mi und mo
ruhen. Wenn sich diese Massen bewegen, gilt ganz allgemein mit ¥ als Geschwindigkeit:

- d S S
K:ﬁ(m(t)-v(t)):m(t)-qum-v

Die Berechnung wird dann etwas komplizierter.

Wichtige Spezialfille sind, wenn beide Massen ruhen und g im Bereich V5 bzw. g im
Bereich V; ortlich konstant sind. Dann erhalten wir:

) (6)
) (7)
In unseren Fall wird die Masse konstant bleiben, so dass der Term 71 - ¥’ nicht mit beriick-

sichtigt werden muf3.
In die Gleichungen fiir die Gravitationsbeschleunigungen kann statt ﬁ auch eine

81

f?m ~ ma(t) - gi(
Ko 1 = my(t) - g

)

t
t

\.&l

andere geeignete Funktion k(& — 7) eingesetzt werden. Damit kann die Gravitationsbe-
schleunigung modifiziert werden. In der Himmelsmechanik kann z.B. davon Gebrauch
gemacht werden, wenn die Massen als Massenpunkte betrachtet werden.
Beriicksichtigt man schlieflich noch, dass bei Anderungen von Gravitationsfeldern und
bei nicht kugelférmigen Koérpern Gravitationswellen ausgestrahlt werden, die sich mit
der Lichtgeschwindigkeit ¢ bewegen, so muss anstatt von ¢

t =t— M

c

eingesetzt werden. Also bekommen wir ¢1(Z,t") und ¢o(Z,t') anstatt von (%, t) und
(&, t). Die Dichten ¢ und ¢o bleiben natiirlich Funktionen von Z und ¢.
Es werden nun verschiedene Spezialfille von Rotationskérpern behandelt.

1. Rotationsellipsoid

Wir nehmen dafiir an, dass der Mittelpunkt des Rotationsellipsoiden im Koordinatenur-
sprung liegt:

« Pva ) x < I\y
«a = Breitengrad
¢ = Langengrad
a,b = grofle bzw. kleine Halbachse a>b
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a, b konnen Funktionen der Zeit ¢ sein. Wir miissen nun R als Funktion von a,b und vom
Breitengrad « ermitteln. Wir ziehen folgende Gleichung heran:

Tr-tanoa =z (8)
und die Mittelpunktsgleichung:
2 22

Fiir R haben wir die Gleichung R? = z? + 22. Eine Gleichsetzung der ersten beiden

Gleichungen liefert:
2
b- 1—%::U-tana
V a

b 2
() (a? — 2% = 2? - tan’a

oder:

Wir 1ésen nun nach z2 auf:

) b b?a?
x pr pry
b2 2 2 2
tan2a+a—2 a*tan“a+b

Mit R? = 22 + 22 und z = z - tan « erhalten wir:

R?=2% (1 +tanZa) = @b’ (1+ tan2a)
= + tan® « _a2tan2a+b2 4+ tan” «
Es gilt:
1
1+ tan? a = 5
Ccos® o
Damit kommen wir zu:
9 a’b?

~ a?tan®a - cos? a+ b2 - cos? o
Die Beziehung tan « - cos a = sin « fiihrt schlielich zu:

ab

R= —
Va2sin? a + b2 cos? a

Mit » = R - cos o erhalten wir:

cosa - ab

VaZsin? o + b2 cos? o

r

Fiir X haben wir nun die Darstellung:

T cos ¢
X=1|wy |=r-| singp
z tan «

Fiir r ist dabei die vorige Gleichung einzusetzen.
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Wir wollen nun b in eine etwas andere Form schreiben, dabei verwenden wir die lineare
Exzentrizitat e und die numerische Exzentrizitit e:

e?:=a% —b? 2=

Nun formen wir weiter um:

V=a>-e*=0a>—-a**=da* (1-¢%

Daraus folgt:

b=a-v1—¢g2 e<1
Wenn wir b in der Form b = a - k schreiben, dann ist £ = v'1 — ¢2. Wir kénnen dann ein
a € [0,a] und ein b=a -k € [0,b] einfithren.

(@, o, ) ist ein geeignetes natiirliches Koordinatensystem fiir Rotationsellipsoide. Nun

folgt mit @ und b =a - k:

T o cos
- cosa-a-a-k . v
X = Y = — — =" sin
2 \/a sin“ o + a?k? cos® « tan a
_ cos

cosa-a-k 08 ¥ -

= =5 55 sin @ =: ¢1(a,a, p)
VsinZ a + k2 cos? a tan o

51 stellt die Beziehung (a, o, ) — (z,y, z) dar. Wir definieren noch
gl = (EL, «, SO)

2. Kugel

Der Mittelpunkt der Kugel soll im Koordinatenursprung sein.

> i

R
A\ £ N
R\ R [\ 7 X
ES uy

Wir koénnen Kugelkoordinaten einfiihren:
o = Breitengrad -5 <a<F
= Langengrad —r<p<T

Der Kugelradius soll R(t) sein. ¢ ist wieder die Zeit. Nun nehmen wir ein r € [0, R]:

z COS (¢ COS
X=|y |=r-| cosasing | =:¢a(r, o, )
> sin «
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Zum vorletzten Vektor vgl. z.B. Bartsch [1] Kapitel 7.2.1 S.265. 52 stellt die Beziehung
zwischen (r, a, ) und (z,y, z) dar.

Nun kénnen wir beim Rotationsellipsoiden und bei der Kugel die Gravitationsbeschleu-
nigung ¢ bestimmen. P gehort zur Oberfliche. Wir verwenden dabei die allgemeine
Transformationsformel (vgl. z.B. Forster [2] §13 Satz 2 S.120) aus der mehrdimensiona-
len Integralrechnung;:

Dabei ist Dqgi die Jakobi-Matrix von &; und V; = (EZ(UZ) 1 = 1 ist fiir den Rotations-

ellipsoiden und 7 = 2 fiir die Kugel. Aulerdem sind ) = (a,,¢) und 9o = (r, @, @)

definiert. Bezeichnen wir die Funktion unter den letzten Integralzeichen mit h;(%;,t), so
s

erhalten wir mit (a,a,¢) € Uy = [0,a] x [-5, §] x [0, 27] fiir den Rotationsellipsoiden
an der Oberfléche:

Fiir die Kugel ergibt sich mit (r, o, ) € Uz = [0, R] x [~ 5, §]| x [=7, 7] an der Oberfléche:

-

—

2
/ (@, a, ¢, t) dedada mit Pi= 1(a, o, )
0

\N\#

INIE]

jus
2

2 r, o, p,t) dpdadr mit P.= 52(R,a,<p)

Wl

—
#\ﬂ

Wir haben in beiden Féllen 3-dimensionale Integrale. Natiirlich kann man mit dem
Integral fiir den Rotationsellipsoiden auch den Fall der Kugel behandeln. Allerdings
wird das zweite Integral etwas einfacher bei der konkreten Berechnung sein.

3. Das natiirliche Koordinatensystem des allgemeinen Rotationskorpers

Wir wollen nun auch fiir den allgemeinen Rotationskérper naheliegende natiirliche Ko-
ordinaten einfiihren:

\L.é—""/\
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«a = Breitengrad
¢ = Langengrad

Wir stellen den Vektor X dar mit:

x T COS (p T COS cos ¢
X=|y |=| rsing | =] rsinpg | =r-| sinpg | = d3(r,a,p)
z hi(r) Ttan « tan o
fir z >0, @« > 0 und r € [0, ro]
x T COS T COS cos ¢
X=|y |=]| rsing | =| rsing | =r-| sing | =:ds(r,a,¢)
z —hao(r) 7 tan o tan «

fir 2 <0, « <0 und r € [0, 7]

Dabei ist ro der Aquatorradius des Rotationskorpers. (r,a, ) sind die gewiinschten
natiirlichen Koordinaten des Rotationskorpers. Die Gravitationsbeschleunigung kénnen
wir dann ausdriicken mit der allgemeinen Transformationsformel (vgl. z.B. Forster [2],
§13, Satz 2, S.120):

- Gei(X,t) X-P
3(P) E:/ il L) G
P PP |X-P
Vi

¢z yz - e - -

. [CLOD D) )0 det D )
=37, ’(bz yz P‘

Dabei ist V; = gbZ(Ul) 1 = 3 ist fiir den noérdlichen Teil und 7 = 4 fiir den siidlichen

Teil des Rotationskorpers. AuBerdem sind ¢35 = (r,a,¢) und 4y = (7, @, ) definiert.
Bezeichnen wir die Funktion unter dem letzten Integralzeichen mit h;(%;,t), so erhalten

wir mit (r, a, ) € Uz = [0,70] x [0, §] x [0, 27] bzw. Uy = [0,7¢] x [~F,0] x [0, 27]:
o % 27
g(ﬁ):///ﬁ (r,a, @, )dgpdadr—i—///fu; r, o, p,t) dpdadr
000

_
2

Mit P := ¢3(ro, o, o) falls @ > 0 und P := 54(7“0, a, p) falls a < 0.
Also haben wir hier eine Summe von 3-dimensionalen Integralen.

Solche Fallbeschleunigungen werden bei Schréer [3] Kapitel 5 zur Berechnung der Ge-
samtbeschleunigung und der visuellen Vertikale verwendet.

Literatur
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61. Bewegungen auf einem rotierenden Planeten

Wir wollen hier die Bewegung beschreiben, die ein fallender Kérper auf einem rotierenden
Planeten erfihrt.

1. Aligemein (Kugelkoordinaten)

Der Planet rotiert mit beliebiger verénderlicher Winkelgeschwindigkeit @(¢) und erfihrt
eine Translationsbeschleunigung @, (t). t ist dabei die Zeit.

Z M

—

7 = (,y,z) = Ortsvektor r= |7
¢ = Lingengrad
o = Breitengrad

Der Koordinatenursprung soll gleich dem geometrischen Mittelpunkt des Planeten sein.
Wir fithren Kugelkoordinaten ein vgl. z.B. Budo [1], §3, S.13:

x = rsin(90° — «) cos ¢ = r cos a cos p
y = rsin(90° — a) sing = rcos asin
z=rcos(90° — ) = rsina
Nun kommen wir zur Gestalt der Gravitationskraft. Fiir komplizierte Gravitationsfelder

ist die Form ﬁ(f’, a, p, t) oder sogar ﬁ(ﬁ FOF o ©, ¢, ¢, t) moglich. Schon wesentlich
einfacher ist das Zentralfeld mit:

|~

Am héufigsten kommt jedoch das Newtonische Gravitationsgesetz vor:

- G M-m 7
F:—ici
GENT
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G = Gravitationskonstante
M = M(t) = Masse des Planeten
m = Masse des Probekorpers m ist konstant.

Fiir die Bewegung in einem rotierenden System haben wir nach Budo [1], §14, S.74,
Gleichung (16):

—

mit=F — mdy —m - (@ x (@ x 7)) —m - (& x 7) — 2m - (& x 7) (1)

Setzen wir den Vektor
COS (L COS

cos asin ¢
sin «

!
Il
-

in die Gleichung (1) ein, so erhalten wir 3 Differentialgleichungen fiir , & und .
Anfangsbedingungen:
7(to) = 70 U(to) = U

Die Hohe kann mit r(t) — R, dargestellt werden, wobei R, der Planetenradius ist.

Wurfwinkel 5:

T=7
ﬁn"_}l
A / A
: -
v B<O
— =
v’
/(7,5) = 90° — 3 8= —(L(F,5) — 90°) = 90° — /(7,7
Also oL
sin B(to) = cos(90° — B(ty)) = ﬁ

Allgemeiner Steigungswinkel (3(t):

- =

80 = 1

Das Differentialgleichungssystem (1) kann umgeschrieben werden zu:

a=r (2)
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mi=F —may —m - (@ x (¥ x 7)) —m- (@ x7) —2m - (& X @)

Wir bekommen 6 Differentialgleichungen 1.0rdnung mit den Unbekannten d(t),7(t) €
R3. Dieses Differentialgleichungsystem ist nicht linear wegen F'. Fiir eine exakte Losung
bleibt nur die Moglichkeit von Reihenentwicklungen nach Kamke [4], A, §2, (6.3), S.38.
Das gilt fiir alle Zentralfelder. Fiir das allgemeine Gravitationsfeld ist das moglich, wenn
das Differentialgleichungssystem nach 7 und 7 explizit auflésbar ist. Kann dieses System
nicht explizit aufgelost werden, so gibt es bei zeitlich verdnderlichen w(t) tiberhaupt
keine exakte Losung. Mit numerischen Methoden kénnen allerdings Naherungslésungen
ermittelt werden.

Anstatt einer Planetenkugel kann auch ein allgemeiner Rotationskérper genommen wer-
den. Es sind sogar noch allgemeinere Korper denkbar. Wie diese zu handhaben sind,
wird in Schréer [5], Kapitel 10 erklért.

2. Bewegung in einem lokalen Koordinatensystem auf der
Planetenoberflache:

Fiir diesen Fall nehmen wir d;. = 0 und M, m als konstant an. Ferner soll die Gravita-
tionskraft eine Zentralkraft sein, also:

f’
= —m- f(|r])- i
Die Winkelgeschwindigkeit hat die Gestalt w(t) = (0,0, w(t)).

—
Fe

LR\ BING
Y‘F F_{

Nun fithren wir fiir diesen Fall die Zentrifugalkraft F., ein:

F, = mrw? - cos

resultierende Kraft:
F.=F+F,

Fiir die resultierende Beschleunigung kénnen wir schreiben:

br(r,a,w):ﬂz VE? + F7 — 2FF; cosa
m m

= \/(f(7“))2 + 72wt cos? o — 2f (r)rw? cos? «
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mit r = R,+z. Dabei wird R, fiir den Planetenradius und z fiir die Hohe verwendet. Nach
Budo [1], §24, S.119,120 und Gleichung (1) haben wir das Differentialgleichungssystem:

F=bp(r,a,w)+2-FXW—wxT7T (3)
mit den Vektoren:

0 T T

b, = 0 =1 vy =1\ v

—b, z z

—W CoS Qv —wW COoS &
w = 0 w = 0
w sin « w sin o

Die Bedeutung der Koordinaten im einzelnen:

x = Nord-Stid-Richtung (Siiden positiv)
y = West-Ost-Richtung (Osten positiv)
z = Hohe (nach oben positiv)

Die Anfangsbedingungen mit dem Richtungswinkel v und den Wurfwinkel 8 lauten:
7(to) = 70 U(to) = o
Wir fithren Kugelkoordinaten ein:

cos [ cosy
Uo = |Uo] - | cosPsin~y

sin 3

~ € [0,360°]
3 € [-90°,90°]

T

A

> X

7(t) = (z(t),y(t), z(t)) stellt die Losung des Differentialgleichungssystems dar. Das Ein-
setzen der Vektoren fiithrt zu folgenden Differentialgleichungssystem:

T = 2yw sin a + yw sin «
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9 = —22wcosa — 22w sin o — xw Sin v — 2w cos
Z =2gwcosa — b, + yw cos «

Also ein inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem 2.0rdnung. b, = b,(r, o, w)
soll dabei eine feste Konstante sein. o hat ebenfalls einen festen Wert.

Umwandlung;:
r = aq
Y = az
Z = asg

a1 = 2aw sin a + yw sin «
a9 = —2a3w cos @ — 2a1Ww sSin v — TW sin o — 2w COS &
a3 = 2asw cos o — b, + yw cos «
Dann haben wir ein inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem 1.0rdnung. Wenn
w nicht konstant ist, dann steht an exakten Methoden nur die Reihenentwicklung nach
Kamke [4], A, §2, (6.3), S.38 zur Verfiigung. Die Alternative dazu ist eine numerische
Berechnung. Wenn ein Fundamentalsystem des zugehorigen linearen homogenen Systems
bekannt wire, dann kénnte die Losung des inhomogenen Systems mit der Variation der
Konstanten, vgl. Forster [2], §12, S.128, Satz 4, bestimmt werden.
Ist w konstant, dann liegt ein System mit konstanten Koeffizienten vor. In diesen Fall
ist die Berechnung der exakten Losung moglich. Das wird z.B. in Greiner [3], 1.2, S.8-17

gemacht.
Wir sehen insgesamt, dass es Moglichkeiten zur Losung dieses Problems gibt.
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62. Projektionen von Winkeln und Wurfbahnen auf geneigter
Oberflache

1. Projektionen von Winkeln

Wir wollen uns hier mit der Projektion von Winkeln beschéftigen. Es handelt sich hier
um einen Sachverhalt der in der mathematischen Literatur kaum erwdhnt wird. Der
Leser bekommt hier einen Eindruck wie sich Winkel unter Projektionen d&ndern kénnen.

~ st

5\ H"‘*‘HH
H'" \ & h\\
d

Eine Gerade dreht sich um den Winkel § von der Flachenkante aus gesehen. Die Ebene
ist unter dem Winkel a geneigt:

€ ist der jeweilige Neigungswinkel unter dem Drehwinkel §. Dazu kann man sich die
folgende Abbildung anschauen:

£
8

/ 1

Wir kommen nun zur Ermittlung von €. Wir haben:

tane = —
™
h und r; miissen ersetzt werden:
d
h=d-tan«o Ty = —
sin §
Damit erhalten wir durch Einsetzung;:
tane = tana - sind (1)
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Spezialfall: ¢ = « bei § = 90°

Nun wollen wir uns dem Winkel v auf der geneigten Ebene zuwenden.  ist die Projektion
von § auf der geneigten Ebene.

l.\ e J" %

Ty P g |
I [ |
4,7 o

ol

Aus der Abbildung entnehmen wir:

r
tany = -3
72
Wir ersetzen r3 und ro durch:
d d
ry = ro =
37 cosa 27 tano
Wir bekommen:
tan §
tany = (2)
CoSs &

Spezialfall: v =6 fir a =0

Die Erweiterung auf 0 < § < 180°:

Nach der Abbildung und Gleichung (1) ist:

tane = tan « - sin(180° — ¢)
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Mit sin(180° — ) = sin d kommen wir wieder zu Gleichung (1).

Fiir den Winkel v kénnen wir mit Gleichung (2) folgern:

_ tan(180° —§)

tan(180° — ) -

Mit Hilfe von tan(180° — a) = —tan a erhalten wir wieder Gleichung (2).
Also gelten die Gleichungen (1) und (2) fiir ¢ € [0, 180°].

2. Eine Anwendung: Wurfbahnen auf geneigter Oberflache

Dieser Sachverhalt kann bei Wurfbahnen auf Planeten mit geneigter Oberfliche ange-
wendet werden. Weil ein homogenes Schwerefeld im lokalen Bereich vorliegt, sind die
Wurfbahnen entsprechend geneigte Parabeln. Wir fithren zunéchst ein Koordinatensy-
stem Z und ¢ ein. gy ist parallel zur Gravitationsbeschleunigung g. = liegt senkrecht

dazu.
f';
/

|III \

LY 1""
) Y —_
L o

\
\
v = Anfangsgeschwindigkeit
t = Zeit
a = Wurfwinkel
Wurfbahngleichungen:
T =wvt-cosa (3)
2
y =t sina—% (4)
_ gz
y=2 tana 202 cos? a (5)
Steigzeit:
- v-sina
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Steighohe:
i v?-sin®a
29
Durch die Ableitungen nach der Zeit kommen wir zu den Geschwindigkeitskomponenten:
dz  _
3 Vs =v-cosa
dy _ _ .
p =vg=wv-sina — gt

Damit kénnen wir die Bahngeschwindigkeit vg = /02 + 172% ausrechnen. Unter Verwen-

dung von sin? a 4 cos? a = 1 erhalten wir:

2
v = \/U2—2_g- (vt-sina—92>

Die Wurfweite und die Wurfzeit miissen anders bestimmt werden, da die Ebene geneigt
ist. o ist wieder der Neigungswinkel der Ebene. Nach der Gleichung (1) gilt:

—tane = tan(—¢) = tan« - sin(6 — 90°) = —tan o - cos &

Also haben wir tane = tan « - cos d.

N T

I3 N = NORDEN
p O = OSTEN
W€ > 0 S = SUDEN
W = WESTEN

v O
Zur Ermittlung der Wurfzeit t,,:

2
sing v -ty — —2 =tane-cosa- v -ty

Alle Glieder enthalten t,,. Es kann also durch t,, dividiert werden.
. gty
sma-v—7 = tane-cosa-v

Auflésung nach t,,:
sina-v —tane-cosa-v
g
Die Wurfweite w bekommt man, wenn man die Wurfzeit in die Gleichung (3) einsetzt:

tw =2

W =COSa -V -ty
y zur Zeit t,, konnen wir darstellen mit:

gt

2

Um nun an die wirklichen « und y zu kommen, miissen wir die Wurfparabel um den
Winkel e drehen. y steht senkrecht zur Oberfldche und z ist parallel zur Oberfléche.

Yy = SINGA -V - Ty, —
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M —}X

¢>0

~

>

Wir kénnen aus diesen Abbildungen dann folgende Gleichung entnehmen:
y =cose - (§— T -tane) (6)

: gt*
Y = COS€ - sma-vt—7—tanecosa-vt (7)

Durch Ableitung:

dy .
g = Uy =cose: (sina-v — gt —tanecosa - v)

Aus den letzten Abbildungen schliefen wir auch auf:

z=— +y-tane (8)
cose
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Auflerdem ist v, = ‘fi—f. Die Bahngeschwindigkeit bekommen wir mit

vg = 4/v2 +v§. Der wahre Wurfwinkel ergibt sich mit a — . Durch Errechnen des
Maximums von y (Gleichung (7)) mit Hilfe der Differentialrechung kann die Steigzeit
und die Steighthe beziiglich der Koordinaten x und y bestimmt werden. Die Wurfweite
beziiglich  bekommen wir durch Einsetzen von t,, fiir ¢ in Gleichung (8). Wir haben
noch nicht {iber den Betrag des Winkels « auf einen Planeten gesprochen. Dazu ver-
weisen wir auf Schroer [1], dort wird der Neigungswinkel a bei konstanter Rotationszeit
(Winkelgeschwindigkeit) als auch bei nicht konstanter Rotationszeit berechnet. Auf der
Erde betrdgt o bei 50 Grad nordlicher oder siidlicher Breite ungefihr ein Hunderstel
Grad.

Literatur

[1] Harald Schroer ,Orientierungstheorie”, Wissenschaft und Technik Verlag, Berlin,
2002

(© 2002 Harald Schréer
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63. Frequenzverdnderung der Strahlung im Gravitationsfeld

Strahlung erfihrt auf dem Weg durch das Gravitationsfeld eine Anderung der Frequenz.
Wir schauen uns zuerst die Situation bei einem Planeten an:

2

1

Die Strahlung verrichtet im Gravitationsfeld des Planeten mit der Masse M zwischen
den Entfernungen r1 und ro die Arbeit:

W = ]zg(r) -m(r)dr

Dabei sind:

g(r) = Gravitationsbeschleunigung in der Entfernung r
m(r) = Masse eines Photons in der Entfernung r

Fiir die Energie eines Photons gilt W = h- f, wobei f(r) die Frequenz des Photons und h
das Wirkungsquantum von Planck ist. Die Frequenz veréndert sich im Gravitationsfeld
mit der Entfernung, daher ist die Frequenz eine Funktion von r. Die Photonenmasse
erhalten wir aus der Gleichung m(r) - ¢ = h - f(r) mit ¢ als Lichtgeschwindigkeit, vgl
z.B. Hammer [2] Kapitel 8.2.2.2 S.189. Also ergibt sich:

- f(r)

c2

m(r)

Die Frequenveréinderung wird durch folgende Gleichung beschrieben:

T2

he(fr2) = £00) = = [ g(r)-mir)dr (

T1

~—

Durch Differenzieren nach r folgt daraus die Differentialgleichung:
h f'(r)=—g(r) -m(r)

mit den Anfangswert f; = f(r1), den wir als gegeben voraussetzen. Setzen wir noch die
Photonenmasse ein, so erhalten wir:

=99 2)
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Also haben wir ein Anfangswertproblem mit einer homogenen linearen Differentialglei-
chung 1.0rdnung. Fiir die Losung kénnen wir z.B. nach Forster [1] §11 Satz 2 S.114

schreiben: ;
1 N
£r) = f(r1) - exp (—CQ o) dr)
T1
Im allgemeinen ist g(r) = %2\4 nach dem Gravitationsgesetz von Newton. G ist die

Gravitationskonstante. Also bekommen wir:

T1

s (- 1)

Damit haben wir:

< f(rq) wenn r > rq
f(r)> f(r1) wenn r <y

Im ersten Fall verrichtet die Strahlung Arbeit, das bedeutet Energieverlust bzw. kleinere
Frequenz. Im zweiten Fall gewinnt die Strahlung Energie und die Frequenz erhoht sich.

Nun wollen wir eine Nidherung im newtonischen Fall herleiten. Wir nehmen an, dafl

die Frequenzverschiebung A f sehr klein gegeniiber der Frequenz f(r1) ist. Dann ist die

Photonenmasse m = % néherungsweise konstant Die Arbeit, die im Gravitationsfeld

verrichtet wird, kann dann geschrieben werden als:

AW%GMm-<1—1>

™ 2

Gleichzeitig haben wir AW = h - Af, so dafl wir als Resualtat erhalten:

Af ~ GMf(r1) | (1_1>

c2 ry o

Damit ist dann f(rg) = f(r1) — Af.

Nun schauen wir uns die Situation an, daf} sich Gravitationsfeldern von n Planeten mit
den Massen M, ..., M, iiberlagern.

Mo Ms My
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Wir nehmen zuerst an, daf§ die Frequenzédnderung sehr klein ist. Dann ist wieder die
Photonenmasse konstant. Die Massen M, ..., M,, haben die Positionen Z1, ..., Z, € R3.
Dann verrichtet oder gewinnt im newtonischen Fall ein Photon, das sich von 7] nach
7 € R? bewegt die Arbeit:

AWsz'ZMi(q Lo 1q>

2\ R =& -7

| - | ist dabei der Betrag eines Vektors. Mit AW = h - Af und der Photonenmasse
h-f (7

672“) kommen wir dann zu:

m =

M= 2| |y —

Nun werden wir noch den Fall betrachten, bei dem die Frequenzverschiebung so grof3
ist, so daf} die Photonenmasse nicht als ndherungsweise konstant angenommen werden
kann. Fiir diesen Fall miissen wir die folgende Integralgleichung betrachten:

h-(f(72) = Z/gz Z;) - m(7) dit

zlﬁ

tgn

/Zng—Iz m(7) - 7 dt

Dabei ist 7 eine Funktion von t. Auflerdem haben wir ] = 7(¢;) und 75 = 7(t2) und die
Gravitationsbeschleunigungen ¢, ...,g, der Massen My, ... , M,. Wir haben es hier mit
einen Kurvenintegral 2.Art zu tun. Differenzieren nach ¢ fithrt zur Differentialgleichung;:

= DG = &) () 7= e grad (7)) -

ein, so erhalten wir die partielle Differentialgleichung:

Setzen wir noch m(7) = hf#

—» n

0 = grad(f(r)) () Z (F—&) - F (3)

Wir haben hier eine lineare partielle Differentialgleichung. Die Losung dieses Gleichungs-
systems ist aufwendig. Sie soll hier nicht durchgefithrt werden. Wir verweisen hier auf
Kamke [3] D. §1 Kapitel 3.10, 5.8, 6.9. Diese Kapitel sind Uberblicke iiber die Losungs-
methoden von partiellen Differentialgleichungen.

Literatur

[1] Otto Forster ,, Analysis 2 5.Auflage 1984 Vieweg Verlag Braunschweig

[2] Karl Hammer ,,Grundkurs der Physik“ Teil 2 3.Auflage Oldenbourg Verlag Miin-
chen 1987
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[3] Erich Kamke , Differentialgleichungen - Losungsmethoden und Losungen“ Band 11
Teubner Verlag Stuttgart 6.Auflage 1979

(© 2001 Harald Schréer
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64. Der lokale Ausschnitt der Ellipse

Wenn wir eine Wurfbahn hier auf der Erdoberfliche im homogenen Feld betrachten,
dann konnen wir feststellen, dafl diese Wurfbahnen Parabeln sind.

Tatséchlich gibt es bei der Bewegung von Himmelskorpern aber auch andere Bahnformen
wie z.B. die Ellipse. Ein Ball, der mit einer geringen Anfangsgeschwindigkeit geworfen
wird, beschreibt eine Parabel im homogenen Feld d.h. mit konstanter Schwerebeschleu-
nigung. Wiirde diese Experiment in etwa 1000 km Hohe gestartet, dann miifite der Ball
bis zum Auftreffen auf die Erdoberfliche einen Ellipsenabschnitt beschreiben.

Es liegt nun nahe zu vermuten, dafl ein sehr kleiner Ellipsenausschnitt einer Parabel sehr
dhnlich ist. Wir werden uns nun mit diesem Sachverhalt beschéiftigen.

,.Y’

%

F = BRENNPUNKT

a,b = HALBACHSEN

Wir betrachten eine Ellipse und dazu einen Kreis mit dem Radius R. R kann der Er-
dradius oder ein beliebiger Planetenradius sein. Wir bilden die Differenz h = r — R mit
Hilfe der Kegelschnittgleichung;:

p

h =r—-R=——"7"-—"7#¥——
(p)=r 1+ecosyp

¢ = Winkel in Bogenmaf} (wahre Anomalie)
e = numerischen Exzentrizitat
p = Parameter

Vgl. z.B. Voigt [1] Kapitel 11.2.2 a S.33. Die Ableitung ist nach der Reziprokenregel

() =~ |
pesin @

W(g) = (14 ecosp)?

Bei ¢ <« 1 erhalten wir die Naherung:
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Das gilt wegen sin ¢ ~ ¢ und cos ¢ ~ 1 fiir ¢ < 1. Nun integrieren wir diese Niherung:

2
pe peg
W)~ 28 [ pdp= P
W~ a e /‘p(’o 2 (1tep ¢

¢ = Integrationskonstante

Es ist also h(p) = k¢? + c. Das ist eine Parabelgleichung. Wir sehen, daf} eine Ellipse im
sehr kleinen Ausschnitt einer Parabel dhnelt. Das ist die mathematische Begriindung,
warum eine Ellipsenbahn in einem kleinen Ausschnitt (homogenes Feld h < R) in eine
Parabel iibergeht.

Literatur

[1] Hans Heinrich Voigt ,, Abrify der Astronomie“ 4.Auflage BI Mannheim 1988

(© 2001 Harald Schréer
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65. Die Bewegung in Gravitations- und elektromagnetischen
Feldern

Hier soll eine allgemeine Beschreibung der Bewegung eines Probekorpers erfolgen.

n Korper mit Masse m;(t) und Ladung Q;(¢) bewegen sich in einen Koordinatensystem
im R? im Medium. ¢ ist die Zeit. Die Bewegungen 7 (), ..., 7, (t) € R? sind bekannt. Der
Probekorper ist mit der Masse m(t) und der Ladung Q(t) ausgestattet. Wir suchen die
Bewegung 7(t) des Probekorpers. Ein Probekoérper mufl in der Masse und der Ladung
so klein sein, daf} er die Bewegungen der anderen n Koérper nicht wesentlich stort. Also:

m;(t) > m(t) und Qi(t) > Q(t) firalle 1€1,...,n

Wir fithren jetzt verschiedene Kréfte ein:

ﬁg = Gravitationskraft
F ' = elektrische Kraft

i

F,, = magnetische Kraft
F;, = Bremskraft des Mediums

I*:bi, ﬁgi, ﬁEi, ﬁmi = Bremskraft (des Mediums z.B. der Atmosphire) / Gravitationskraft
/ Elektrische Kraft / Magnetische Kraft des i. Korpers

i Gis E;, B; = Dichte (des Mediums z.B. der Atmosphére) / Gravitationsbeschleunigung
/ Elektrische Feldstirke / Magnetische Fluidichte des i.Korpers

ﬁp = Kraft, die vom Probekorper selbst stammt - z.B. wenn der Probekorper eine Rakete
ist.

ﬁba, ﬁga, F Bas F,,, = Bremskraft (des Mediums - z.B. interstellare Materie) / Gravitati-
onskraft / Elektrische Kraft / Magnetische Kraft, die im R3 ohne EinfluB der n Korper
und des Probekorpers vorgegeben sind.

wi = Dichte des Probekorpers (Ist die Dichte im Probekorper selbst nicht 6rtlich kon-
stant, so ist ¢ die mittlere Dichte, die zeitlich verinderlich sein kann.)
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Wir gehen nun auf die verwendeten Notationen ein:

Y= (mamlv' ) m’erlea' () Q?H 7" T "1 7“1,7“1 ye v oo T3 T8 e TN7Tn7Tn7FglaFE17
leanlaglaElvBlvgplv s aFglaFEvamth’Lagl? E’Lv Bia Piy - - an)FETh an7
anangmBna(Pm FgavFEavaa 7Fbaaga7Ea7 B(m(paa@K)

= (maQ?mivQiarararari,ﬁvﬁagiaEiaBiasoi)

—

ga = (ma Q, Fu 7._"7 %7 gﬂn Ea> B, Soa)

Dabei entstehen zum Teil rekursive Beziehungen, die im praktischen Fall natiirlich ver-
mieden werden sollten. Die Abhéingigkeiten sind nun:

m(t,y) QY  er(t,Y)

Fri(t,)  Fu(t,3)
it 7)) et 1)
Frna(t,§a)  Foa(t, ia)
Go(t,50)  Ea(t,§a)  Ba(ta)  @alt,Fa)
Gewohnlich haben wir:

—

F,b=m-§ Fg=Q-E F,=Q (FxB)

' v
= | Fy(|7)] - Fy(|r) - —
H 71
Die Bremskraftfunktion Fj hat hiufig folgende Gestalt:
Fy(f) =—C-|/> oder F,=-K-|f

C und K sind bestimmte Konstanten vgl. Budo [1] §16 S.83.

g, E, B, ¢ = Gravitationsbeschleunigung/ Elektrische Feldstirke/Magnetische Fluidich-
te/ Dichte des Mediums
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n
=0t ¢

i=1
Wir fithren die Grofle a =1 — iK ein. Die Gesamtkraft, die auf den Probekorper wirkt
und nicht von ihm selber stammt, ist dann nach Budo [1] §16 S.83-85:

—

Fges:a‘(ﬁg‘i‘ﬁE‘f’ﬁm)“‘ﬁb

Verkniipft man ﬁges schliefllich mit der Kraft ﬁp, die vom Probekorper selbst stammt,
so erhélt man schlielich die Differentialgleichung der Bewegung des Probekoérpers:

%(m@) 7) = Foes(t) + alt) - Fy(t) (1)

mit Anfangswerten:
F(to) = 770 oder 7‘7(t0) = _’0 oder %(to) = 50

Geschwindigkeit = 7 Beschleunigung = P

Diese Gleichung kann verwendet werden, wenn \F] ein Zehntel der Vakuumlichtgeschwin-
digkeit ¢ nicht iiberschreitet. Es kann auch die relativistische Kraft verwendet werden.
Man kann evt. sogar damit genauere Resultate gewinnen. Die relativistische Kraft lautet
nach Sandhas [2] Kapitel 27 S.67:

1o dt _®
c2 c2

Also bekommen wir:

—_
|
Dw‘ﬁb
&
~
—_
| .
OMPK: =y

mit Anfangswerten:
7(to) = 70 oder F(to) = To oder (to) = bo

Bei Geschwindigkeiten, die iiber ein Zehntel der Lichtgeschwindigkeit liegen, mufl auf-
grund der beschleunigten Bezugssysteme die Allgemeine Relativitdtstheorie herangezo-
gen werden. Das soll hier nicht gemacht werden.

Die Bremskraft F, im Medium kann bei Uberschallgeschwindigkeiten und erst recht bei
noch hoheren Geschwindigkeiten eine sehr komplexe Gestalt haben. Es miissen dann viele
Zusatzeffekte (z.B. Uberschallknall), die mit dem Medium zusammenhiingen, beriicksich-
tigt werden.

Bei Fy =0 und a = 1 erfolgt die Bewegung im Vakuum. Fg =0 und F,, = 0 fithrt zur
Bewegung in Gravitationsfeldern. Bei F, = 0 ist der Probekorper ohne eigenen Antrieb.
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Aus ﬁges +a- ﬁp = 0 folgt das allgemeinste Kriftegleichgewicht, das es hier gibt. Ist
l*:"g = 0 so bezeichnet man den betroffenen Bereich in der Astronomie als Roche’sche
Grenze oder Roche’sche Fldche. Analog kénnen auch Fg und F, gleich Null gesetzt
werden. Dann bekommt man analoge Fldchen fiir die elektrischen und fiir die magneti-
schen Krifte.

Literatur

[1] A Budo , Theoretische Mechanik*“ 10.Auflage VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften Berlin 1980

[2] Werner Sandhas ,, Theoretische Elektrodynamik - Kurzfassung® Universitéit Bonn
Physikalisches Institut Sommersemester 1982 ISSN-0172-8733

(© 2002 Harald Schréer
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66. Wurfbahnen im Schwerefeld eines Planeten

Wir betrachten eine Wurfbahn, bei der die Anfangsgeschwindigkeit so hoch ist, dafl
der geworfene Korper in den Weltraum gelangt. Dafiir kann das homogene Feld an der
Oberfliche eines Planeten (Erde) nicht mehr verwendet werden. Es mufl vielmehr das
Gravitationsfeld herangezogen werden.

Wir erkldren folgende Grofen:

hs = Starthohe

o = Wurfwinkel

vy = Anfangsgeschwindigkeit

h = Wurfhohe zur Zeit ¢

re = Planetenradius (Erdradius)

me = Planetenmasse (Erdmasse)

G = Gravitationskonstante

R:=r.+ hg

r:=re+h

r, R sind Entfernungen vom Planetenmittelpunkt.

Ein Korper mit der Masse m, der sich von R bis r bewegt, mufl die Arbeit

1 1
Wioot = Gmem - —
pet ¢ (Te"i‘hs re+h>
verrichten. Wenn r kleiner ist als R, dann kommt dieser Beitrag zu seiner Bewegungser-
nergie dazu. Der Energiesatz fiir die Wurfbahn lautet:
2 2

mug muvg
5~ Wo+ =3

vp ist dabei die Bahngeschwindigkeit in der Hohe h. Mit den Einsetzungen erhalten wir:

1 1
0123:03—2Gme'(r T _r+h) (1)

Wir schauen uns nun die beiden Abbildungen an:
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Wir konnen entnehmen:

Die Bahngeschwindigkeit setzt sich zusammen aus der Anfangsgeschwindigkeit 7y und
der Gravitationskomponente 7,. Auflerdem kann v’z in einen senktrechten Geschwindig-
keitsanteil U5 und einen tangentialen Geschwindigkeitsanteil ;. zerlegt werden. Nach der

L. Astronomie

-—"
oo Yo
Vy
—— ' —
Vg Vg

17B:170+17g:17r+775

zweiten Abbildung ist dann /(¥ 7y) = ap und v, = vg - cos ag. Also folgt:

Wir werden nun «g durch einen Ausdruck ersetzen, der mit dem Wurfwinkel o zusam-

menhéngt.

2

vp = COS ao-vg—l—vg
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Die Tangente weist in Richtung von .. Uiy zeigt in die Richtung der Senkrechten zu d.
Es gilt v + 8 = 90° und 8 4 90° 4+ o = 180°. Daraus erhalten wir:

v =190°— (180° — 90° — o) = «

Analog erhalten wir 79 = ag. Aus der Abbildung schlieflen wir:

= COS7Y = CcoS & = d=cosa-(re+h
o + I Y ( e S)
und auch: p
Y = COSyy = COS Oy
Nun wird fiir d eingesetzt:
. h
oo ag = S5 (re + hs) 3)

re + h

Losen wir Gleichung (2) nach vs auf und setzen wir den Term (3) fiir cosayg ein, so

bekommen wir:
2
2 2 e e+ hs
Vs = ||V —vjcost - | ———
re + h

Um nun an ¢ heranzukommen, muf} die Differentialgleichung v, = % gelost werden. Mit
der Trennung der Variablen z.B. nach Forster [3] §11 Satz 1 S.112 kann die Gleichung

umgeformt werden zu:
L / dh
) ws(h)

Dabei ist ¢ eine Integrationskonstante. Setzt man nun in diese Gleichung den Ausdruck
fiir vs und darin den Term (1) fiir vp ein, dann bekommen wir schlieflich:

dh

/\/vg—QGme-< L )—(v()(:OSOz-m)2

c+t=

Te+h5 Te +h Te+h

Bevor wir diese Gleichung integrieren, werden wir erst mal die Wurfweite bestimmen.

Dazu haben wir:
Te + hg

Te +h
Damit ist es dann moglich die Winkelgeschwindigkeit w vom Planetenmittelpunkt aus
zu bestimmen.

Vp = Vg - COS (g = Vg COS . -

(%%

re +h

¢
@z/wdt
0

erhalten wir dann den Winkel im Bogenmafl vom Planetenmittelpunkt aus gesehen.
v = lgﬂ—oo - ist dieser Winkel in Grad (siehe Abbildung):

w =

Mit
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ELLIPSE HYPERBEL

e+ i,
Yo+ b

| P

Ye+dog TE'-‘"{"f

re + h und ¢ sind dann die gesuchten Polarkoordinaten der Bahn. Setzen wir nun den
Ausdruck fiir w zusammen mit dem Term fiir v, in das Integral fiir ¢ ein, so erhalten

wir:
t

dt
@zvocosa-(re+hs)~/

| Gt hP ®)

h(t) = 0 steht mit der Wurfzeit t,, in Zusammenhang. Vorausgesetzt ist hierbei, dafl es
ein hpmqe gibt. Das mufl nicht immer der Fall sein. Wenn ¢, existiert erhalten wir die
Wurfweite w auf dem Planeten mit:

oy

dt
w = Vg COS & - (r6+h5)2./(7’—|—h(t))2
0 e

Bei hy = 0 erhalten wir die Wurfweite auf der Oberflache.

Wir kommen nun zur Auswertung des Integrals (4) fiir ¢. Dieses Integral kann umge-
schrieben werden zu:

b, / (re +h)-re +hsdh
— 3=
\/0(2) “(re +h)2 - (re + hs) —2Gme - (h — hg) - (re + h) —vE cos? a - (re + hs)?

c3 = Integrationskonstante

Definiert man:
a:=v] - (re + hs) — 2Gme
2b := 21}07“6 (e + hs) —2Gme - (re — hy)
¢ = v3r2 (re + hs) + 2Gmehgre — v3 cos® a - (re + hg)?

so folgt:

b /r6+h Vre + hs dh (6)
27 ) T Vah? t2bh tc

Te'vTe+hsdh+ h-+/re + hgdh
vah? + 2bh + ¢ Vah? + 2bh + ¢
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Bei der Integration ist es mafigeblich, ob a > 0,a = 0 oder a < 0 ist. Dazu soll a etwas
naher untersucht werden.

a::vg-(r6+hs)—2Gme>0

Daraus folgt:

2G'me
vy > Hyperbel
0 S (Hyperbel)
2G'me
a=20 = vy = Parabel
0 Te + hg ( )
2G'me
<0 = Elli
a vg < P (Ellipse)

Vgl. auch dazu Budo [2] §21.2. S.106 Gleichung (17).

ist die Entweichsgeschwindigkeit vom Planeten mit Masse m.. Diese Geschwindigkeit
wird auch als Fluchtgeschwindigkeit oder zweite kosmische Geschwindigkeit bezeichnet.
Bei der Hyperbel und der Parabel ist h(t) eindeutig. Bei der Ellipse gibt es ein hyp,qq, zu
einen bestimmten h kdnnen mehrere Zeiten zugeordnet sein.

1. Die Hyperbel

Wir kénnten fiir die Berechnung der Gleichung (6) ein Integral aus Ryshik [6] Band
1 S.115 Nr.2.261 und S.117 Nr.2.264 verwenden. Wir ziehen allerdings Integrale aus
Grobner [4] Kapitel 231 S.37 Nr.8a und 7b heran. Wir benutzen die Integralzerlegung
von Gleichung (6). Das Integral 8a ergibt:

e’ e hsdh e’ e hs h b
Te VTe t _ Te VTet -1n<c1.(“ + +\/ah2+2bh+c)>
Vah? + 2bh + ¢ Ja va

a > 0 ist erfiillt. c1 = Integrationskonstante

Nun zum Integral 7b:

h-+/re+ hsdh Te + hg b \Vre + hsdh
v Y .m_f./
vah? + 2bh + ¢ a a vah? + 2bh + ¢

Die beiden Integrale summiert ergibt:

o= T e (n ) [ TR
a a ah? + 2bh + ¢
s b\, Yre ths hib
=V et (v 2) YR (o (T ) )
a a Va Va
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c1, co, c3 = Integrationskonstanten
Die Wahl der Integrationskonstanten ¢y, co kann durch ¢(hs) = 0 erfolgen.

Nun kommen wir wieder zur Gleichung (5) fiir ¢ zuriick und zwar fiir Hyperbel, Parabel
und Ellipse:

t
p=wvgcosa- (re+ J Te—i-h

Wir wenden nun die Substitutionsregel an:

h=ft)  FO)=h0)=hy  f(t)=h(t)=h
Mit der Umkehrregel:

@ _ 1 _ 1

dt "~ U0 )
d dh 1
g =T = =

Das Integral transformiert sich dann in:

T(h) dh

h
cp:vocosa-(7"6—1—}15)-/(74_Fh)2

S

Diese Gleichung gilt fiir Hyperbel, Parabel und Ellipse. Nach Gleichung (6) ist:

Te +h) - /1e + hs
Vah? + 2bh + ¢

T(n) = ¢

Damit folgt fiir alle Kegelschnitte:
h

/ dh
; (re + h) - vVah? + 2bh + ¢

s

wlw

@ =wvgcosa- (re + hs)

Im Fall von Hyperbel und Ellipse ist a # 0. Dann kann die Integration mit Grébner [4]
Kap. 231 S.38 Nr. 10a -10d durchgefiihrt werden. Bei der Parabel ist a = 0. Hier ist die
Integration nach Grobner [4] Kap. 212 S.28 Nr.9a -9¢ moglich.

2. Die Parabel

Im Fall der Parabel vereinfacht sich das Integral (6) fiir ¢ wegen a = 0 folgenderweise:
c3 = Integrationskonstante

ey [T YT e Ty | (T,
5 V2bh + ¢ V2bh + ¢

nach Bronstein [1] Kap. 1.3.3.3. S.42 Nr. 124,125:

2.2 2. (2bh -2
= re—|—hs-$-re W-\/Qbh—i—c-\/re—}—hs

_\/re+hs-\/2bh+c( bh—c)
- b e 73y

c3 ist durch t(hs) = 0 bestimmt.
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3. Die Ellipse

In diesem Fall ist @ < 0. Wir fithren die Integration von Gleichung (6) nach Grobner [4]
Kap. 231 S.37 Nr. 7b und 8b durch. Es muf b*> — ac > 0 sein.

t ro dh . hdh .
N Vah? + 20h + ¢ Vahiz +2bh+c¢ | °

mit Integral 7b:

< b> dh Vah? + 2bh + ¢
=\|re—— / + + ¢4
Vah? + 2bh + ¢ a

a

Integral 8b:

Cs

—<r _b) -1 arcsin( ah+b >+\/ah2—|—2bh+c+
“ a) =a Vb2 —ac a

¢; = Integrationskonstanten

Damit ist ¢(h) bekannt. ¢; kann durch ¢(hs) = 0 gewéhlt werden. Somit haben wir
dieses Problem vollsténdig gelost. In Budo [2] §21.3 S.107 ff. und §45.2 S.244 ff. ist eine
andere Losung dieses Problems angegeben. Im Kamke [5] Kap. C.9 S.627 Nr.9.26 ist die
zugehorige dreidimensionale vektorielle Differentialgleichung gelost worden und zwar fiir
jede Zentralkraft.
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67. Rotierende Scheibe, Bahnen in Hohlkugeln und der
schwingende Korper im Gravitationsfeld — ein Versuch

Wir fiithren folgende Grofien ein:

wy, = Winkelgeschwindigkeit des Planeten
U; = Rotationszeit des Planeten

R = Radius des Planeten

m1 = Masse des Planeten

«a = Breitengrad

G = Gravitationskonstante

h, = Hohe iiber der Oberflache des Planeten

wp soll zeitlich konstant sein. Auch wird zunéchst angenommen, daf8 |@,| sehr klein
ist. Sonst mufl die Corioliskraft des Planeten beriicksichtigt werden. Das wird nachher
gemacht. | - | ist der Betrag eines Vektors. Wir betrachten ein Koordinatensystem fiir
diesen Planeten:

+ A g

/4

X
~
/’
Die Schwerebeschleunigung ist gegeben durch:
] Gm1 X = v
9 X) ===  X=|v
X2 1X] 2
Die Zentrifugalbeschleunigung kann dargestellt werden als:
1 x x
2(X) =/ vl s 36 Y 36
Dabei ist @, = (0,0, |@|) mit w, = .
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Wir erkldren nun die Kugelkoordinaten 7, a1, von X:

r=|X|=R+hg
a1 = Léngengrad
«a = Breitengrad —90° < a < 90°

90° — « ist der polare Winkel. Die Position wird bestimmt durch R, h,, @1 und «a. Das
fithrt zu folgenden Kugelkoordinaten:

sin(90° — a) cos aq COS (¢ COS (]
X =r-| sin(90° —a)sina; | =7-| cosasina; (1)
cos(90° — ) sin «

vgl. Forster [3], §3, (3.6), S.33 und Bronstein [1], Kapitel 4.2.2.2, S.564

1. Rotierende Scheibe (Karussell)

R, = Radius der Scheibe
W, = Winkelgeschwindigkeit der Scheibe

Wa

3,

wWg soll konstant sein. Wir kommen nun zu den gegebenen raumlichen Polarkoordinaten
|ty |,02,ce3 von Wy

ag = Langenwinkel
a3 = Breitenwinkel —90° < ag < 90°
Dann erhalten wir mit Gleichung (1):

COS (r3 COS (9
Wy 1= |We| - | cosagsinas (2)
sin ag
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Nun betrachten wir die Grofien:

r, = Abstand von der Scheibenachse w,, dieser kann maximal gleich R, sein.
a3 = Breitenwinkel (Neigungswinkel) der Scheibe und von

ao = Léangenwinkel von 0,

a4 = Langenwinkel auf der Scheibe

a3 soll aus Griinden der Einfachheit nur im Bereich [0,90°] betrachtet werden. Es gilt
nun, wie im Anhang gezeigt, fiir 0 < oy < 360°:

sin as = sin ag - sin ay

tan ag = cosag - tan ay

Dabei sind aj der Breitengrad und ag der Lingengrad von 7,. Nun haben wir nach
Gleichung (1):

sin(90° — a) cos COS (v COS (g
Ta(Qs,aq,7q) =7Tq - | sin(90° —ag)sinag | =rq - | cosassinag
cos(90° — as) sin a5

Dabei ist —90° < a5 < 90°.

7 und 1w, konnen mit einer Methode in Schroer [4], Kapitel 7 ins Oberflichenkoordina-
tensystem umgewandelt werden.

Nun berechnen wir die Zentrifugalbeschleunigung z; auf der Scheibe im Abstand r,:

. L o T S
21:|ra|-wg-’?a’:7“a-wg
a

Die Gesamtbeschleunigung gges an der Stelle X + 7, kann dann ausgedriickt werden
durch:
bges(X +74) =21+ §(X +74) + b(X +7,)

—

B = L(bges, g) ist der Abweichungswinkel. Dazu verwenden wir das Skalarprodukt:

oy X0 8 47
|bg65(X +7)| - [§(X + 7))

2. Bahnen in einer Hohlkugel

Wir fithren folgende Bezeichnungen ein:

Ry = Hohlkugelradius

~v = Steigungswinkel der Bahn der kleinen Kugel in der Hohlkugel

W, = Winkelgeschwindigkeit der Hohlkugel, diese ist konstant.
Voraussetzung: Der Radius der kleinen Kugel ist sehr klein gegeniiber Ry.
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@
1)

Es konnen nach Gleichung (1) rdumliche Polarkoordinaten gebildet werden:

sin(90° — ag) cos ag COS (x3 COS (x2
Wo = |Wy| - | sin(90° — ag)sinag | = |W,|- | cosaszsinas (3)
cos(90° — as) sin as
mit:
a3 = Breitenwinkel von 0, —90° < a3 < 90°

ao = Langenwinkel von 0,

Die Winkelgeschwindigkeit 0, der kleinen Kugel in der groen Hohlkugel kann auch in
rdumliche Polarkoordinaten zerlegt werden, mit der Gleichung (1):

sin(90° — «y) cos ay COS 7Y COS (4
Up = |Wp| - | sin(90° —7)sinay | = |Wp|- | cosvysinay
cos(90° — ) sin ~y
mit:
~v = Steigungswinkel der Kugelbahn (von ) —90° <y <90°

a4 = Langenwinkel von wj, (der Kugelbahn)
~v und a4 gelten beziiglich des Koordinatansystems des Planetenmittelpunkts.

Nun beschéftigen wir uns mit Beschleunigungen:

Z1 = Zentrifugalbeschleunigung, die von der rotierenden grofien Hohlkugel (,) erzeugt
wird.

Z. = Coriolisbeschleunigung der grolen Hohlkugel ()

Zo = Zentrifugalbeschleunigung, die durch die kleine Kugel (w},) erzeugt wird.

Weitere Beschleunigungen treten nicht auf, da @, konstant ist.
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Réumliche Polarkoordinaten von 7, nach Gleichung (1):

sin(90° — a) cos COS Qr5 COS (g
Ta = Ri - | sin(90° — as)sinag | = Ri - | cosassin g
cos(90° — a) sin a5
mit:
Ry = |Fa|
o5 = Hohenwinkel von 7, —90° < a5 < 90°

ag = Langenwinkel von 7,

7, ist die Bewegung der kleinen Kugel in der groflen Hohlkugel. w,,w;, und 7, kénnen mit
der Methode in Schroer [4], Kapitel 7 ins Oberflichenkoordinatensystem transformiert
werden.

Nach Budo [2], §14, Gleichung (16), S.74 gilt:

— —

1= —Wy X (Wg X Tg) 9 = —wWp X (Wp X Ty)
Ze = =2 (W, X 7)
v = Geschwindigkeit der kleinen Kugel in der grofien Hohlkugel
U=y X Ty nach Budo [2], §14, Gleichung (8), S.72

Die Gesamtbeschleunigung l;ges ergibt sich nach Budo [2], §14, Gleichung (16), S.74:

—

byes(X +70) = G(X +7a) + bo(X +7a) + 21 4 2o+ 5

Den Abweichungswinkel 8 = Z(F(X +7), l;ges (X +7,)) erhalten wir mit dem Skalarpro-
dukt: . . .
g(X + Fa) : bges(X + 7:»a)
‘g()z =+ Fa)’ ’ |gges(}? + Fa)‘
Der Spezialfall W, = 0 ergibt den schiefen Makrolooping.

cos 3 =

-

Eine wichtige Rolle spielt der Winkel By = Z(77%, bges). Mit dem Skalarprodukt bekommen
wir: . .
T+ bges(X + 74)
‘Fa‘ ’ |6968(X + Fa)‘
1) 0 < B2 <90°, die kleine Kugel bleibt an der Schale der grolen Hohlkugel.

cos 3y =

2) 90° < B9 < 180°, die kleine Kugel fillt innerhalb der grofien Hohlkugel.
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Daraus konnen mit

-
—

1) &  0=cos90° < I < o500 = 1
|7al - |bges|
g
o 7Ta'gges o
2) & 0=1c0s90° > ——=—— > cos 180" = —1
7l - [bges|

konkrete Bedingungen fiir das Bleiben oder Fallen abgeleitet werden.

3. Der schwingende Koérper

Wir zerlegen die Winkelgeschwindigkeit w, der Kreisbewegung des Kérpers (ohne Gra-
vitation) in Kugelkoordinaten. Diese Winkelgeschwindigkeit soll konstant sein. Nach
Gleichung (1):

sin(90° — arg) cos ap COS (13 COS (v2
Wo = |We| - | sin(90° — ag)sinay | = || - | cosassina
cos(90° — o) sin ag
mit den Gréflen:
a3 = Breitenwinkel von —90° < a3 < 90°
oy = Langenwinkel von w,
I = Linge des Seils, an dem der Korper befestigt ist. [ ist gegeben. I =l

l, = Bewegung des schwingenden Korpers

Wir fiithren Kugelkoordinaten ein, nach Gleichung (1):

sin(90° — a5) cos ag COS Qu5 COS (g
log=1-] sin(90° — as5)sinag | =1-| cosassinag (4)
cos(90° — o) sin a5
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mit folgenden Groflen:

ag = Lingenwinkel von I

as = Breitenwinkel von l;

as und ag sind bezogen auf das Koordinatensystem vom Mittelpunkt des Planeten.
W, und l_; konnen auch ins Oberflichenkoordinatensystem umgerechnet werden mit der
Methode in Schroer [4], Kapitel 7.

Wir wenden uns nun der Zentrifugalbeschleunigung 2} des schwingenden Korpers zu:
7\ = —W, X (W X Iy)  nach Budo [2], §14, Gleichung (16), S.74
Mit derselbem Gleichung in Budo [2] bilden wir die Gesamtbeschleunigung;:
boes(X +10) = G(X + 1) + b.(X + 1) + 71 (5)

Den Abweichungswinkel g = Z(gges, g) berechnen wir mit dem Skalarprodukt:

—

== (6)

Durch die Gleichungen (5) und (6) wird die Bewegung I, des schwingenden Kérpers
beschrieben. [ ist bekannt. ag und a5 miissen aus (5) und (6) bestimmt werden.
Der Winkel v = /(l4, W,) des schwingenden Koérpers:

lg - Wq
Cosy = = ——
|la| - [l
Im Spezialfall \%\ = é—:' ist W, senkrecht zur Planetenoberfliche. Der schwingende

Korper fithrt dann eine Kreisbewegung aus.

Nun soll auch die Coriolisbeschleunigung, die durch die Rotation des Planeten verursacht
wird, bestimmt werden.

-

be = —2 - (W), x ¥) nach Budo [2], §14, Gleichung (16), S.74

7=, x (X +7) in den Féllen 1) und 2)

und
U=1wp x (X +1,) im Fall 3)

Vgl. auch Budo [2], §14, Gleichung (8), S.72.
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Daraus folgt:
be(X 4+ 7)) = =2 [, x (W, x (X +7,))]  in den Fillen 1) und 2)

bo(X +1y) = —2- [, x (0, x (X +1,))]  im Fall 3)

Wir berechnen die Gesamtbeschleunigungen, vgl. auch Budo [2], §14, Gleichung (16),
S.74.

Es gilt dann im Fall 1):

- — - — — —

bges(X +70) =21 + b + §(X +7,) + b.(X +775)
im Fall 2):

bges(X + 7o) = F(X + 7o) + bo(X + 7o) + 21 + Ze + 2o + be
im Fall 3) wegen Gleichung (5):
ges (X +10) = §(X + 1) + 0:(X + 1) + 21 + b (7)
Alle anderen Gleichungen veréndern sich nicht. ), ist konstant. |w,| mufl dann nicht
mehr sehr klein sein. Wenn || sehr klein ist, dann kann die Berechnung in allen Féllen

nidherungsweise ohne EZ und I;C gefiihrt werden.
Wir fassen die Fille noch einmal zusammen:

Fall 1): Rotierende Scheibe (Karussell)
Fall 2): Bahnen in einer Hohlkugel
Fall 3): schwingender Kérper

Sind die Winkelgeschwindigkeiten nicht mehr zeitlich konstant, dann treten noch weitere
Beschleunigungen auf. Soll aber eine genaue zeitliche Beschreibung dieser Vorgénge erfol-
gen, so sind Materialeigenschaften (bei Karussell und Hohlkugel Reibung, beim schwin-
genden Korper Elastizititseigenschaften des Seils) mit zu beriicksichtigen. Das wird hier
nicht gemacht.

Die Beschleunigungen, die durch andere Planeten, Fixsterne, Satelliten und andere Mas-
sen (bei der Erde vor allem Sonne und Mond) hervorgerufen werden, kénnen durch ein
Zusatzglied I;T(t) beriicksichtigt werden. Dieser Zusatzterm ist aber gerade bei der Erde
wegen der Mondbewegung stark zeitabhéngig.

Bei der Erde ist: ® = Sonne E= Erde M=Mond

G G
SO UM 610780 441070
TE'@ TEM S S

Das ist vernachléssigbar klein gegeniiber g = 9.815%. Nur bei genauen Berechnungen ist

dieses Korrekturglied erforderlich. gr(t) kann aber durchaus auch nicht vernachléssigbar
klein sein, wenn z.B. 2 Planeten nicht weit voneinander entfernt sind.
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Anhang

Es geht hier um die Herleitung von sin as = sin ag - sin ay und
tan ag = cos a3 - tan ay fiir 0° < ay < 360°.

a5 = Breitengrad von 7, —90° < a5 < 90°
ag = Langengrad von 7,

Wir betrachten zuerst den Fall 0° < ay < 90°. Dabei ist a5 > 0°.

d3
dy
s

d¢

Nach Bronstein [1], Kapitel 2.6.4.3.2, S.209, Gleichung (2.87) und (2.95):

sin as = sin ay - sin ag

tan ag
cos g = tanag - cot oy = = tan ag = cosaz - tan ay
tan ay
Nun zum Fall 90° < a4 < 180°, mit as > 0°:
o o
180°— 3,
43

180°— o, c

sin aiy = sin(180° — vy - sin g = sin ay - sin ag

tan(180° — ag) —tanag
COSs (3 = = = tan ag = cosag - tan ay
tan(180° — aq)  —tanas

Der Fall 180° < ay < 270°: as <0°
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¢ fﬂ,ao
\ mes
3
dy—150°
—sinas = sin(—as) = sinag - sin(ag — 180°) = —sinas - sinay

= sin a5 = sin ag - sin ay

tan(ag — 180°)  tanag
tan(ay — 180°) ~ tanou
SchlieBllich zum Fall 270° < a4 < 360°: a5 < 0°

Ccos Qi3 = = tan ag = cos as - tan ay

36 00—
d¢ olg

_‘___‘Lg

360°—dy¢

—sinag = sin(—as) = sinag - sin(360° — ay) = —sinag - sin oy
= sin s = sin ag - sin ay
tan(360° — ag)  —tanag
Cos i3 = = = tan ag = cosag - tan ay
tan(360° — ag)  —tanay

Damit ist die Behauptung gezeigt.
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68. Die Form des Rotationsellipsoiden infolge der
Zentrifugalkraft

Wir betrachten folgenden Rotationsellipsoiden:
ey
(T

# 4]

Wir fithren ein:

a = grofle Halbachse
b = kleine Halbachse
W = Winkelgeschwindigkeit des Rotationsellipsoiden
T = Rotationszeit des Rotationsellipsoiden
t = Zeit
2

Wir nehmen w zeitlich konstant an. Dann besteht die Bezichung w = 7.

Wir schauen uns nun folgende Gréfien an:

Zentrifugalbeschleunigung = b, = aw?

Gravitationsbeschleunigung = g

Die Gravitationsbeschleunigung ist durch das Gesetz von Newton gegeben:

G-M
= 2

9
a

G = Gravitationskonstante
M ist die Masse des Rotationsellipsoiden mit:

M(t) = / o(Z,1) dF

V(t)

Dabei sind:

¢(Z,t) = Dichte des Rotationsellipsoiden
(Die Dichte muf rotationssymetrisch sein ¢(Z,t) = ¢(|Z],t))
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Ursprung des Koordinatensystems = geometrischer Mittelpunkt des Rotationsellipsoiden
V(t) = Volumen des Rotationsellipsoiden
| - | = Betrag eines Vektors

Wir bilden nun folgende Grofe:

b,  aw?-a?  adw? (1)
C .= = =
1] GM GM

Diese Grofle spielt nach Miiller [1] eine entscheidene Rolle bei der Form des Rotations-
ellipsoiden.

Dann gelten nach Miiller [1] Kapitel 3.4.2.4 S.99 folgende Zusammenhénge:

A ist die Abplattung

A= f(e) A= ke bei Ackl (3)

k= 0.5 (rochesches Modell)
k= 1.25 (homogenes Modell)

Bei A, c <« 1 folgt dann:

b w?a?
1—-—-—=A=k-
a GM

kw?a3
b—(l—A)~a—<1— GM)-a

Damit ist die Form des Rotationsellipsoiden fiir A, ¢ < 1 geklért.

Wir erhalten:

Die tatséichlichen k-Werte der Planeten in unserem Sonnensystem entsprechen nicht
ganz den Idealwerten des Rocheschen bzw. des homogenen Modells. So ist fiir die Erde
k =0.98, fiir den Mars k = 1.11, fiir Jupiter £ = 0.68 und fiir Saturn k£ = 0.58 siehe
Miiller [1] Kap. 3.4.2.4 S.100.

Deswegen mufl man bei den Planeten k iiber die Abplattung A und ¢ bestimmen. Die
Rotationszeiten sind bekannt. Dann erhélt man k. Damit besteht die Moglichkeit fiir
andere Rotationszeiten die kleine Halbachse b und damit die Abplattung zu bestimmen,
sofern A, ¢ < 1 sind.

Problem: Was ist, wenn A und ¢ nicht klein sind?

316



L. Astronomie

Dann muf} die Gravitationsbeschleunigung in ihrer allgemeinen Form herangezogen wer-

den. Gol#.)
- o(T, L=
g(rt) = / W'(T—ﬂﬁ)dx (4)
V(t)

Die Gleichungen (1) - (4) werden dann ineinander eingesetzt. Aulerdem muff A = f(c)

bekannt sein.
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69. Die scheinbare Helligkeit von Planeten

Abstract: Die scheinbare Helligkeit von Planeten wird zuerst allgemein und dann bei geneigten
Kreisbahnen bestimmt.

Key words: Helligkeit - Phase - Phasenwinkel - Kreisbahn - Planet

1. Grundlagen

Es ist bekannt, daf3 die Planeten Merkur und Venus im Fernrohr verschiedene Phasen
dhnlich wie der Mond zeigen. Zur Bestimmung der scheinbaren Helligkeit ist neben der
Entfernung die Phase entscheidend. Aus diesem Grund haben Merkur und Venus nicht
die grofite scheinbare Helligkeit, wenn sie die geringste Entfernung zur Erde haben. Im
Fernrohr sind dann beide Planeten als sehr schmale Sicheln zu sehen. Die maximale
scheinbare Helligkeit wird erreicht, wenn Venus und Merkur im Fernrohr eine dicke
Sichel zeigen. Wir wollen hier die scheinbare Helligkeit eines Planeten in Abhéngigkeit
von seiner Bewegung untersuchen. Dazu fithren wir folgende Groflen ein:

7s(t) = Position eines selbstleuchtenden Koérpers S (Fixstern)

7p(t) = Position eines bestrahlten Korpers P (Planet), P leuchtet nicht selbst.

7p(t) = Position eines anderen Koérpers B (Planet), auf dem sich ein Beobachter befindet.
B leuchtet nicht selbst.

s, 7p, T € R3 t = Zeit
Annahme: P und B besitzen keine Atmosphéren.

Alle 3 Korper sind Kugeln, deren Radien klein gegeniiber den Entfernungen der 3 Korper
untereinander sein sollen.

{ L)
& @ .,
% d N
\ S w"@ b
—y ot
—ﬁ

S‘ M wr "Y B
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Der Reflektionswinkel (Phasenwinkel):

Yy ?
P

a = Phasenwinkel, unter dem P bei B gesehen wird.
a=180° -4 cosa = cos(180° — ) = —cos 8
Der Winkel § kann mit dem Skalarprodukt beschrieben werden:

(FB - Fp) ’ (Fs - Fp)

cos 3 = -5 = -
|Tp — 7| | — Tp|

Daraus folgt:
oS (7:{; - CB) : (is ip) (1)
7y — TB| - [Ts — 7|

Nun erkldren wir folgende Grofen:

Rs; = Radius der Kugel S (Fixstern)

R, = Radius der Kugel P (Planet)

Rp = Radius der Kugel B (Planet mit Beobachter)

R, = Radius der Augenlinse des Beobachters

Das Problem ist, die Helligkeit der Kugel P, von B aus gesehen, zu bestimmen.

&, = Lichtstrom, der von S nach P geht.
I = Lichtstérke von S

Q,, = Raumwinkel, unter dem P von S aus erscheint.

Nach Voigt [9] Kapitel V.1.1 S.177 kann der Raumwinkel ndherungsweise durch

L S S
ST
dargestellt werden.
O, =1-Q)p

319



L. Astronomie

ist nach Kuchling [6] Kapitel 27.2.4. S.387 der dazugehorige Lichtstrom.

Der Lichtstrom ®, mit Beriicksichtigung der Phase kann nach Montenbruck [7] Kapitel
VI1.3.2 S.112 folgenderweise dargestellt werden:

14 cos(m — ) 1l —cosa

b, = — 5 b, = 5 -y, «a in Bogenmafl

Wir benétigen noch:
a = spezifische Lichtintensitét (Reflektionsfaktor) der Kugel P
Fiir die Beleuchtungsstiarke F, die der Beobachter auf der Kugel B aufnimmt, erhalten

wir nach Kuchling [6] Kapitel 27.2.7. S.389:

p= 2ot

™ — 7B

Der Lichtstrom, den der Beobachter aufnimmt, ist nach Kuchling [6] (O 27.21) S.389:
(I)B =" R?z -E

®p kann ebenso wie E als Maf} fiir die Helligkeit angesehen werden. Wenn wir nun die
Finsetzungen vornehmen, erhalten wir fiir die Beleuchtungsstérke:

(1 —cosa) - ®sp-a m Re-T-a-(1—cosa)
B = RN TR S o127 o2 (2)
2-|7p — 7Bl 2|7 — 7p|? - |7 — 7B

Das sind die Formeln fiir die Helligkeit unter der Voraussetzung, dafl der Zwischenraum
Vakuum ist. Es findet also keine Absorption statt. Wir werden nun die Absorption mit
beriicksichtigen. Der ganze Raum soll jetzt mit einem Medium versehen sein. m ist der
Absorptionskoefhizient. Die folgenden Formeln &ndern sich dann:

(PS,p = Qsap : I : 6(F57 Fpa t)
und

P, -a

E:ﬁ
[7p — 7|2

-e(7p, 7B, t)

e(...) sind Schwichungsfaktoren. Im Fall gleichmé&Biger Absorption, d.h. m zeitlich und
rdumlich konstant, erhalten wir:

6(7737 Fpa t) - €_m.‘FS_Fp‘
e(rp, 7B, t) = eI —7E]
Bei ungleichméfliger Absorption ist dagegen:
= —F(Z,7,t)
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mit
1
F(Z,7,t) == /m(g'(:z, 7, 7),t) - |7 — | dr
0
wobei
sy, r)=1y+(1—71) % T € [0,1]
und

S(r=0)=2 Sr=1)=4v¢

m(Z,t) ist dabei eine Absorptionsfunktion, die von # € R? und ¢ abhiingt. Die For-
mel fiir die ungleichméfige Absorption gilt nur bei extrem diinnem Medium wie z.B.
im Weltraum. Auch dann gilt diese Formel nur ndherungsweise. Im nichthomogenen
Medium werden die Lichtstrahlen gebrochen. Diese Richtungsdnderung ist schwer zu
beriicksichtigen. Bei sehr diinnen Medien, wie bei der extrem verdiinnten Materiedichte
im Weltraum, tritt keine nennenswerte Richtungsédnderung auf.

Bei der Formel fiir ungleichméflige Absorption handelt es sich um ein Kurvenintegral
1.Art vgl. Bronstein [3] Kapitel 3.1.8.2 S.319.

Wenn wir die Einsetzungen genauso wie im Fall des Vakuums vornehmen, bekommen

wir:
WR%Ia (1 —cosa) - e(fs, Ty, t) - e(Typ, 7B, t)

2. ‘Fs - 7710|2 : |Fp - FB‘Q

oder 5 19 12 L o
TRy R; - Ta- (1 —cosa) - e(7s, T, t) - e(7p, 7B, t)
B:

2|75 — 7:’1D|2 ’ ’Fp - 7:’B|2
Im Absorptionsfall gelten die Formeln nur bei Licht im sichtbaren Wellenldngenbereich.

Schon in den Nachbarbereichen Ultraviolett und Infrarot treten zusitzlich Emission und
Streuung in groBerem Mafle auf.

Ebene Polarkoordinaten koénnen fiir 7%, 7, 75 fiir die Bewegung in Kreisbahnen in einer
Ebene verwendet werden. Das wird bei Schréer [8] gemacht. Fiir geneigte Kreisbahnen
konnen Kugelkoordinaten eingesetzt werden.

2. Die scheinbare Helligkeit von Planeten auf geneigten Kreisbahnen

Wir schauen uns nun ein Beispiel mit geneigten Kreisbahnen an. Dieses Beispiel ist
dhnlich zu Sonne, Erde und Venus. Die Sonne symbolisiert den Fixstern S, wihrend die
Erde durch den Beobachterplaneten B und die Venus durch den bestrahlten Planeten P
dargestellt wird. Auf Absorption wird zunéchst verzichtet.
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Gegeben sind die Bahnradien 7, und rpg, die Startwinkel ,, und 65 und die Massen m,,
und mp der Planeten P (Venus) und B (Erde). Der Fixstern S (Sonne) befindet sich
im Koordinatenursprung (7s = 6) ms soll die Masse des Fixsterns (Sonne) sein. Dann
kann die Winkelgeschwindigkeit der beiden Planeten bestimmt werden. Sie folgt aus der

Gleichheit von Gravitationskraft und Zentripetalkraft bei der Kreisbewegung:

G-mgm G-m

P _ 2 . — S
— =My Tpw, daraus folgt: wy = 3
TS T

G- -msmp 9 G -mg
—————— =Mmp - TrpWx daraus folgt: wp = 3
% B

Dabei ist G die Gravitationskonstante. Die Kreisbahn des bestrahlten Planeten P soll
geneigt sein gegeniiber der Kreisbahn des Beobachterplaneten B. Dieser Neigungswinkel
wird mit v bezeichnet und soll konstant sein. Dieses Modell wird dann der Bewegung
von Erde und Venus entsprechen.

Der Planet B mit Beobachter kreist in einer Ebene mit dem Bahnvektor:

cos(dp +wp - t) Cos B
7g(t)=rp-| sin(dp+wp-t) | =rp-| singp
0 0

Weiterhin gilt ¢, = 6, + w), - t.

Wir betrachten das folgende rechtwinklige Kugeldreieck:
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Dann gelten die folgenden Gleichungen:
(3)
(4)

sine = sin+y - sin ¢,
tan = cos+y - tan ¢,

Die Herleitung beider Gleichungen erfolgt im Anhang. Wir fithren jetzt Kugelkoordinaten
ein, nach der folgenden Zeichnung;:

ry

oy

¢ ! W

7 X

Der Vektor 7, ist nach Bartsch [2], Kapitel 7.2.1, S.264,265 gegeben durch:
COS€ - COSY
Tp(t) =rp- | cose-siny

sine

Man beachte, dass der Betrag r, von 7}, gegeben ist.

Vom erstem Kapitel kennen wir die Formeln:

(Fp - FB) ) (Fs - Fp)

|77p - FB’ : |Fs - 7712|

cosa =
W'Rg-l-a-(l—cosa)
2 ‘Fs_Fp|2'|Fp_FB‘2

dp=n-R>-E

Es ist hier 7y = 0.
(B —Tp) ~Tp

cos Q= —— =
[T — Tp| - Tp
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T R2-T-a-(1—cosa)
212 |i'g — 7|2

Nun miissen Zahler und Nenner von cos o« bestimmt werden.

Wir berechnen den Zahler von cos a:

Wegen der Skalarprodukteigenschaft f% = ||

cospp COS € COS VY
=TRBTp - s1n<pB cos € sin ¢ —rf)
sine

cos B COS € COS Y 9
=rgry - ) —r
P sin pp Cos € sin 1) P

I . cospp \ COS € COS Y .,
prTB sinpp cosesiny P

Nun bilden wir den Nenner von cos o:

7 — Tp| - 1p = 7:QB_2'FB'FP+f%'Tp

Wir nutzen die Skalarprodukteigenschaft 72 = |72 fiir 7 € R3:

COS YR COSE COos Y
— 2 2 . .
=rp- |rp+r,—2rpry- | sinpp || cosesiny
0 sine

1
o2 2 [ cospp | [ cosecosy ) |?
=Tp |1 T, 2Bl < sinpp > ( cos € sin v >]
Wir bekommen schliefflich:
cos B cosecost | '

(TB (sing03> (cosssinzb) Tp) P

1

3
9 9 [ cospp \ [ cosecosy
Ty = 28Ty ( sin pp ) ( cosesiny )]

Im Nenner der Beleuchtungstéirke F ist das Quadrat des Nenners von cos . Wir erhalten:

CosSx =

Tp -

T R-T-a-(1—cosa)
9 2o [ cospp | [ cosecosy
"B Tp T AT < sinpp cosesin

dp=7-R:-E

E:

2.
2rp

Fiir den Lichtstrom:
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Es bietet sich die Gelegenheit auch den Absorptionsfall zu behandeln, wobei der Absorp-
tionkoeffizient m rdumlich aber nicht zeitlich verinderlich ist. Das Medium muf3 extrem
diinn sein (z.B. interplanetarer Raum). Bei dichteren Medien kommt es bei verédnderli-
chen m zu grofleren Richtungséinderungen der Strahlung. Im Fall mit Absorption lautet
die Beleuchtungsstérke, vgl. Kapitel 1:

- RIQ) I-a-(1—cosa)-e(rp,TB) - e(Ts, Tp)

E =
cos B COoS € cOS Y
212 \r¥ + 12 — 2rpr, - ) : )
P "B B'p sin pp cos e sin v
Dabei ist:
e(Fy, 75) = ¢ PO 7D)
mit:
1
T‘p,’I“B /m FP7TB7 ) |FB _FP‘dT
0
wobei:
Sy, g, ) =7-TB+ (1 —7T) 7 T € [0,1]

Nun beriicksichtigen wir 7 = 0:
(7, 7y) = (0,7) = e FO)

mit:

wobei:
50,7, 7) =T -7 T € [0,1]

Wenn der Absorptionskoeffizient m konstant ist, folgt fiir die Beleuchtungsstérke:

- Rz% T-a-(1—cosa) e ™IB=Tpl . g=mmy

E =
cos COS € COS
2r2 - (13 + 12 — 2rprp - OBPB . v
p p sinpp cos € sin ¢
mit:
1
2
. S cos COS € COS
75—yl = [rh 12— 2rmry - | P ) s
sinpp cos € sin ¢

Ist M die scheinbare Helligkeit in Groflenklassen und E die Beleuchtugsstirke und ® g
der Lichtstrom, so gilt fiir die Umrechnung nach Voigt [9] Kapitel IV.1.1, S.139 oder
Wendker [10] Kapitel 4.1.2 S.78, Gleichung (4-1):

D pq Eq
My — My =-25-1g =-25"1Ig
! 2 (‘I’B2> (E2>

Bei Montenbruck [7] Kapitel VL5, S.119 werden spezielle Formeln fiir die scheinbare
Helligkeit von Merkur, Venus, Mars, Jupiter, Saturn, Uranus, Neptun und Pluto ange-
geben. Eine Schwierigkeit bei Saturn besteht durch das Ringsystem, das aber auch mit

325



L. Astronomie

beriicksichtigt wird.

Wir wollen nun die maximale und minimale Beleuchtungstérke berechnen. Dazu benéti-
gen wir die Ableitung von E. Zuerst soll der Vakuumfall behandelt werden. Wir fithren

das Symbol & ein.
ke rpr, < cos P ) . ( COSEC?SK/J )
sinypp cos € sin Y

Das Symbol h ist erklédrt durch:
h:=cosa

Wir bilden die zeitliche Ableitung von k:
. —singp | [ cosecosy
vB COS B cos e siny
cospp | d [ cosy
d cos Y L cos Y : —sin
T (coss- ( sin 1 )) = —ésine- ( sin 1) > + 1 cose - < cos 1

Dabei ist nach den Gleichungen (3) und (4):

k=rprp-

mit:

€ = arcsin(sin~y - sing,)

Y = arctan(cos -y - tan ¢p)

Mit der Kettenregel erhalten wir:

i @p - SIn 7y - cos (5)

\/ 1 — sin? vy sin® ©p

¢p - cosy - (tan? g, + 1)

V= 1 + cos? y tan? ¢,

Damit ist k vollstdndig differenziert.

Wir kénnen nun die Beleuchtungsstéirke schreiben als:

T R2-T-a-(1—cosa)
2r2 - (rg +r2 — 2k)

E:

Nun bilden wir die Ableitung von E nach der Quotientenregel:

- wR%Ia . sina-d-(r%+r§—2k‘)+2-(1—cosa)-k
2r2 (rg + 12— 2k)?
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Nun differenzieren wir «:
cosa=h

Daraus folgt:
« = arccos h

Mit der Kettenregel bekommen wir:
_—h
V1—h?

mit: )
b k — T

rp-,/rg—f—T%—Zk:

Quotientenregel:

. 1 . —k
— . )24+ %k — (k=2 ——
= (e )

Dabei sind:
pyB = opt+wp-t

Yp =0p+wp-t
Es folgt:

$YB = WR ¥p = Wp

Damit ist die Beleuchtungstirke F vollstindig differenziert im Vakuumfall.

Die notwendige Bedingung fiir Maxima oder Minima der Beleuchtungsstérke folgt mit
E =0 aus: '
sina'd-(r%+r§—2k)+2-(1—cosoz)'k:O

Lost man diese Gleichung nach t auf, so erhdlt man ¢-Werte, fiir die E(t) ein lokales
Maximum oder lokales Minimum oder ein Sattelpunkt ergibt. Ob nun ein Extremum
wirklich vorliegt, mufl mit dem Satz von Rolle oder der zweiten Ableitung von E ent-
schieden werden. Evt. werden dafiir auch hohere Ableitungen benétigt vgl. Barner [1]
Kapitel 8.4 S.295.

Nun beschiéiftigen wir uns mit der Ableitung der Beleuchtungsstiarke im Absorptionsfall:
(7s = 6)

—

TR Ia - (1 —cosa) - (7, 7) - (0, 7)

2r2 - (rg + 12 — 2k)

Der Absoprtionskoeffizient m ist rdumlich nicht konstant. Wir wenden die Quotienten-
regel an:

[% (1= cosa) - (i, ) - e(0,7) ) - (rE + 73 — 2k)

WRI%Ia
B 27’127 (rj + 7’12, — 2k)?
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—

+2k - (1 —cosa)-e(rp,7n) - €(0, Fp)}

mit:
d R = L = d Lo =
— ((1 —cosa) - e(fp, TB) ~e(0,rp)> = sina-a-e(p, 7g)-e(0, 7p)+(1—cos a)- — [e(rp,rB) -e(0,7)
dt dt
wobei:

d ~ d - d -

i [0 7) - e(0.7)| = 2 ey ) - e(0.7) + e, ) - 2 e(0,7)
Wir differenzieren: J

—e(ip,7p) = —e FUPTE) Ly

dt
Die F-Funktion wird indiziert, weil sie in unterschiedlicher Weise gebraucht wird.

Fl wird erklart durch:
1
. d I . .
= pn m(81(7p, 7B, T)) - |TB — Tp| dT
0
§ wird indiziert, weil es in unterschiedlicher Weise verwendet wird.

Wir setzen voraus, dass m stetig im R? und der Integrand stetig differenzierbar nach ¢ ist.
Dann kann z.B. nach Forster [4], §9, Satz 2, S.84 Ableitung und Integration vertauscht
werden, zu schwécheren Voraussetzungen vgl. Forster [5] §11 Satz 2 S.99:

1
= |
0
Der Integrand ist gleich:

d . . . PR d R
(317,78, 7)) - 7 = Tyl 4 m(31 (7 7, 7)) - 17— 7

| =

[m(81(7p, 7B, 7)) - 7B — ] d7

QU

t

mit:

d.,., d _, |
£|TB*TP| = a(_QB+T;2>*2'TB'Tp)2
d —k
:@(7’%"_7’}2’—2]{7)%:—2 5
und:
d ; om Om 0O
G, 7) = grad m (G T, 7) 5 gradm = (GG ST
mit: . . .
s$1=71rp+ (1 —7)7 7€ [0,1]
Dabei ist:
' d coS YB —sinyp
rB=rp-— | singp | =rB-¢B" COs YR
@\ o 0
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mit:
$B = wp
und:
COS € COS Y
rp:rp-a cos € sin Y
sin e

—ésinecosy — 1/}cosssinw
=rp-| —€Esinesiny + 1 cosecos
ECOSE

mit den Gleichungen (5) und (6):
Pp - siny - cos ¢

\/1 — sin? v - sin? ©p

&=

b= ¢p - cosy - (tan? ¢, + 1)
1+ cos? v - tan? p,,

und:
Pp = Wp

Wir differenzieren nun den zweiten e-Term:

d - ey
dt e(0,7,) = —e 207) . B

Hier zeigt sich nun, dass es sinnvoll ist, die F-Funktion und § zu indizieren.

m soll stetig im R3 sein. Der Integrand sei stetig differenzierbar nach ¢. Dann gilt nach
Forster [4], §9, Satz 2, S.84 (zu schwicheren Voraussetzungen vgl. Forster [5] §11, Satz
2,5.99):

mit:

wobei:

7p wurde schon vorher erklért.

Damit ist die Beleuchtungstiarke E vollstéindig differenziert.
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Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema ist £ = 0. Also folgt:

d I =
(1= cosa) - (7, 7) - e(0,7)) - (rF + 77 — 2k)

+2k - (1 — cosa) - (7, 75) - ¢(0,7,) = 0

Nun betrachten wir noch den Spezialfall, dass der Absorptionskoeffizient m konstant ist.
Dann ist grad m = 0. Wir erhalten:

1

. d .
F1:m-/a|r3—rp|d7'
0

F,=0

3. Anhang

Es geht hier um die Herleitung von sine = sin+y - sin ¢, und
tan = cos~y - tan ¢, fiir 0° < ¢, < 360°.

¢ = Breitenwinkel —90° < e <90°
1) = Léngenwinkel

Wir betrachten zuerst den Fall 0° < ¢, < 90°. Dabei ist € > 0°.

S

Nach Bronstein [3], Kapitel 2.6.4.3.2, S.209, Gleichung (2.87) und (2.95):
sine = sin g, - siny

tan
tan @,

cosy = tant - cot ¢, = = tan = cosy - tan ¢,

Nun zum Fall 90° < ¢, < 180°, mit € > 0°:

E/ 180"— 7y
~
A

f
19— ¥ — Y
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sine = sin(180° — ¢,,) - siny = sin ¢, - sin~y

tan(180° — ) —tant
— = :> t = M t
cosy tan(180° — 5]~ —tang, ant = cosvy - tan g,

Der Fall 180° < ¢, < 270°: e <0°

—sine = sin(—¢) = sin~y - sin(¢, — 180°) = —sin~y - siny,
= sine = sin+y - sin ¢,

_ tan(¢p —180°)  tanv
 tan(p, — 180°)  tan,

cos 7y = tan = cos+y - tan ¢,

SchlieBllich zum Fall 270° < ¢, < 360°: e <0°

2EHE . Y
\.E /

—sine = sin(—¢) = sin~y - sin(360° — ¢,) = —sin~y - sing,
= sine = sin vy - sin g,
tan(360° — —t
Cosy = an( ¥) = any = tan v = cos~y - tan ¢,

~ tan(360° — ¢,)  —tang,

Damit ist die Behauptung gezeigt.
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70. Finsternisse, eine nicht konventionelle Darstellung

Wir wollen uns die Konstellationen bei Finsternissen genauer ansehen.

1. Finsternisrdaume

Wir betrachten drei Kugeln mit den Positionen po, 1, p» € R>. Die Vektoren sind auf
die Mittelpunkte der Kugeln bezogen. Die Positionen sollen von der Zeit ¢ abhéingen.

Ry, R1, Ry = Radien der Kugeln. Die Kugel 0 soll selbstleuchtend sein. (Lichtquelle,
Fixstern)

Das Bild zeigt den Kernschattenkegel und den Halbschattenkegel. Wir fithren nun fol-
gende Vektoren ein:

TLi=p1—Po  T2:i=P2— Po
r;= || ist der Betrag des Vektors ;. Beim Kernschattenkegel haben wir die Offnungs-
winkel w;y:

Ry _ R;
7+ (0 — o)l |- (B — o)
Aus dieser Gleichung ergibt sich ein 7 fiir die Kernschattenfinsternis. Die Spitze des
Kernschattenkegels wird dargestellt durch:

sin w;g =

Si = Pi + 7+ (Di — Do)

Fiir Halbschattenfinsternisse betrachten wir den folgenden Doppelkegel mit dem Off-
nungswinkel w;p,:

Ry R;

el e

sinw;p, =

Daraus ergibt sich 7 fiir den Halbschattenkegel. Die Kegelspitze bekommt man mit §jj, :=
Do+ 7-7;. Damit sind nun die Spitzen beider Kegel bekannt. Wir definieren cos w;p =: ¢;p
und coswg; =: ¢;. Nun konnen wir die Kegelgleichungen z.B. nach Kohler [1] Kapitel
10.2 S.10.3 Gleichungen (2) und (3) aufstellen, zunéchst fiir den Kernschattenkegel:

L —h
(% — Sir) i

|f_§zklczk 1€ 1,2 (1)
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Fiir den Halbschattenkegel:
BN 1 T TP .
(T —8in) - =7 | = cin (T — 5in) 1e1,2 (2)

Die Gleichungen (1) und (2) gelten fiir die Kegelmantelflichen. Fiir den ausgefiillten
Kegel ist dann auch ein kleinerer Offnungswinkel moglich. Aus w’ < w folgt cosw’ >
cos w, also bekommen wir mit Hilfe von Gleichung (1) fiir den Kernschattenkegel:

N .
(x—sik)-?"zzm—sikﬁcik iel1,2 (3)
7
Fiir den Halbschattenkegel:
7 12
[(f—szh»;d > b, - (7 — 5)? ie12 (4)
(2

Nun brauchen wir die Kugelgleichung:

(# —py)? = R? i€0,1,2 (5)

()

Vgl. Kohler [1] Kapitel 9.1.2 S.9.2.

Mit ¥ bezeichnen wir die Schnittmenge aus den Lésungsmengen von den Gleichungen
(1) und (5). ¥in soll die Schnittmenge der Losungsmengen von (2) und (5) sein. g und
1in sind Kreise auf der Oberfliache der Kugel p;, mit gleichen Abstand zu py. Wir fithren
nun die Vektoren d;i := ¥;r — po und d;p := ¥in, — Po ein. Mit den Betrigen dieser neuen
Vektoren kénnen wir bilden:

| — po| > ain (6)
| — po| > aix (7)

Aus der Gleichung (5) gewinnen wir:
(@ -p)* > R} i€0,1,2 (8)

Die Schnittmenge der Losungen der Ungleichungen (3),(7) und (8) liefert den Kernschat-
tenraum M;;, der Kugel p;. Ebenso ist der Halbschattenraum M;;, der Kugel p; gleich
der Schnittmenge der Losungen der Ungleichungen (4), (6) und (8).

M;,(Oj) := Kernschattenraum der Kugel ¢ auf der Kugel j
M;;(O;) = Halbschattenraum der Kugel i auf der Kugel j

Dafiir muf} ¢ # j sein, wobei 4,5 € 1, 2.

M;,(O;) ergibt sich aus M;;, geschnitten mit der Losungsmenge von Gleichung (5) mit j
als Index. Ebenso kann M;;,(O;) als Schnittmenge von M;;, und der Losungsmenge von
(5) mit Index j berechnet werden. M;;(O;) ist enthalten in der Menge M;,(O;), das
kann man aus der Abbildung erkennen.
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2. Projektionsbilder

Nun wenden wir uns den Projektionsbildern zu.

Z = Punkt, von dem die Bilder aus gesehen werden. Dieser Punkt kann auch zeitlich
verénderlich sein.

2.1. Bild der Lichtquelle (entspricht Sonnenfinsternis)

7 ist die Spitze eines Kegels, in dem die Kugel ¢ enthalten ist.

"
-
oy
7+
o
H‘""‘-.. -—.-..'sl,
w [ fo
N
M .

Offnungswinkel w;:

C; .= COSw;

. =z
€ =5
pi — 2|
Nach Kohler [1] Kapitel 10.2 Gleichung (2) und der Gleichung (3) im diesem Text kénnen
wir den Raum ohne den Kegel folgendermafien darstellen:

F-2)-&<lg—2 ¢ i€1,2 (9)

Mit N bezeichnen wir die Schnittmenge zwischen der Losung von (9) fir ¢ = 1 und
2 und der Ungleichung (Z — pp)? < R3. Das bedeutet eine Kombination von 2 oder 3
Ungleichungen, abhéngig davon ob die Lichtquelle von einer oder von 2 Kugeln bedeckt
wird. Diese Schnittmenge kann ebenfalls eine Funktion der Zeit sein. Das gesuchte Bild
ist dann die Projektion von IV auf eine beliebige Ebene hinter dem Projektionspunkt Z.
Form und Grofle des Bildes sind damit bestimmt. Dieses Problem wird allgemein in dem
Heft ,,Projektionen auf Ebenen®“ [2] behandelt.

Soll der Beobachtungsort z' auf der Oberfliche der Kugel i liegen, so mufl Z in der
Losungsmenge von Gleichung (5) fiir 4 enthalten sein.
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2.2. Bild einer verfinsterten Kugel (entspricht Mondfinsternis)

Wir schauen uns das folgende Bild an:

M

< |Z — x| - can i€1,2 (10)

gleich den Raum ohne Kernschattenkegel. Der Raum ohne Halbschattenkegel kann nach
der Ungleichung (4) als Lésungsmenge von

I
R T O
[(ac — &) - 7;’] <k (T —5p)? (11)
K3
dargestellt werden.

Wir fithren Njj, bzw. Nyjj, als Teile der j. Kugel ein, die vom Projektionspunkt Z aus
sichtbar bleiben. Dabei werden die beleuchteten Teile als Mengen aufgefafit. Die j. Kugel
wird von der i. Kugel evt. teilweise verdeckt. Der Index k symbolisiert den Kernschatten
und h den Halbschatten.

Nijn, ergibt sich aus der Losungsmenge von (Z — pj)? < R? kombiniert mit den Unglei-
chungen (11) und (9).

Niji, erhalten wir als Losungsmenge von (7 — pj)? < RJZ kombiniert mit den Ungleichun-
gen (10) und (9). N;j, und N;;, konnen auch abhéngig von der Zeit sein.

Das gesuchte Bild ergibt sich dann als Projektion von N;j;, bzw. N;j; mit dem Projek-
tionspunkt Z auf eine beliebige Ebene. Fiir diesen Vorgang verweisen wir wieder auf das
Heft ,Projektionen auf Ebenen® [2]. Soll der Beobachtunsort z" auf der Oberfliche der
i. Kugel liegen, so mufl Z’ in der Losungsmenge der Gleichung (5) fiir ¢ enthalten sein.
Mit diesen Bild entscheidet sich auch, ob eine partielle oder totale Finsternis und eine
Halbschattenfinsternis oder Kernschattenfinsternis vorliegt.
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Evt. ist bei allen Féllen noch eine Verallgemeinerung moglich mit R; = R,; + d;. Dabei
ist Ry; der eigentliche Planetenradius und d; die Dicke der (dichten) Atmosphére der i.
Kugel. Diese Verallgemeinerung hat nur Bedeutung fiir Planeten mit sehr dichten At-
mosphéren. Ein Beispiel dafiir ist die Venus. Kernschatten und Halbschatten sind dann
auf R,; bezogen. Sollen die Schatten auf R; bezogen werden, dann gibt es keine scharfe
Begrenzung mehr. Oft gibt es dann, aufgrund der Atmosphire, einen kontinuierlichen
Ubergang zum schattenfreien Raum. Bei keiner Atmosphire ist natiirlich R; = Ry;.

Literatur

[1] Joachim Kéhler, Rolf Howelmann, Hardt Kramer ,, Analytische Geometrie und Ab-
bildungsgeometrie in vektorieller Darstellung® Verlag Moritz Diesterweg 6.Auflage
1975 Frankfurt am Main

[2] Harald Schréer ,,Projektionen auf Ebenen“ 2001

(© 2002 Harald Schréer
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71. Geographische Breite und geozentrische Breite

Wir schauen uns eine Ellipse mit der groflen Halbachse a und der kleinen Halbachse b
an.

<

N
-

Wir nutzen die Mittelpunktsgleichung der Ellipse:

2 2
T+l
a®>  b?

Diese formen wir nach y um:

2 b
y:b-iwl—x—?:if‘ a? — 2
a a

Mit der Kettenregel kénnen wir die Ableitung ausrechnen:

gyt b T
dzx a a2 — x2
Fiir die Beziehung zwischen dem Winkel a und den Koordinaten x und y betrachten wir
die folgende Abbildung:
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Damit erkennen wir:

T-tana =y a € [0°,360°]
Wir setzen in die Mittelpunktsgleichung ein:
2?2 r?tan’a _
2 !

Auf einen Nenner gebracht:
22b? + a’2? tan? o
a2b?
Nun 16sen wir diese Gleichung nach x auf:

=1

9 a’b?
€T = V-—
b2 + a? tan? «

oder:
ab

Vb2 + a? tan? o

Diesen Term setzen wir nun in die Ableitungsgleichung ein:

+b - . —ab
Vv b24a? tan? o

/ —
Yy (06> = o \/a2 — 2202
b2+

a?tan? o

b2
Vb2+a? tan? o

a2b2+a tan? a—a?b?
b2+a? tan? o

i
Vattan? o

Also erhalten wir schlie8lich:

b 2
Y () =F <a> ~tan"la

Nun wenden wir uns dem Problem zu, einen Zusammenhang zwischen der geographischen
Breite v und der geozentrischen Breite « herzustellen.
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Aus der Zeichnung erkennen wir:

= tan~y a,y € [—90°,490°
y'(a) [ |

Setzen wir hier y/(«) ein, so fiihrt das schliefflich zu:
b2 tany = —a? - tana

Damit bekommen wir die Darstellungen:

2 _b2

tan’y:b—Q-tana tana = —- - tany
a

Wir fithren nun die Abplattung A = “74’ =1- 2 ein. Damit folgern wir
g =1 — A. Diese Einsetzung liefert:

—tan«a

— 2 —
tana = —(1 — A)® - tan~y oder tany = a—az

Nun betrachten wir den allgemeinen Rotationskérper wie in der folgenden Abbildung;:

<

Der allgemeine Rotationskérper wird durch y = f(z) beschrieben. Auch hier haben wir
die Beziehung:

L = (@) 1)
mit:
) -1 x>0
i(z) = +1 z <0
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Die geozentrische Breite a kann man durch folgende Gleichung ausdriicken:

£/ (x)

tana =
||

| - | = Betrag (2)

Die Funktion y = f(x) mufl natiirlich gegeben sein. Im konkreten Fall muf}, wenn ~
bekannt ist, mit Gleichung (1) = bestimmt werden. Dieses eingesetzt in Gleichung (2)
ergibt dann a. Ist a gegeben, dann berechnen wir mit Gleichung (2) z und anschliefSend
wird dieses x in Gleichung (1) eingesetzt.

Ein ungewohnlicher Fall ist, wenn man nur einen Breitenwinkel o oder + kennt, und
daraus die zugehorigen Koordinaten x und y bestimmen will, wobei die Funk-

tion f aber bekannt ist: Bei gegebenen « kann x mit der Gleichung (2) errechnet werden.
Bei bekannten 7 mufl dann zur Bestimmung von z die Gleichung (1) herangezogen
werden. In beiden Féllen erhélt man dann y mit y = f(z).

Man kann es auch so ausdriicken, da Gleichung (1) fiir die Umrechnung zwischen z und
v und Gleichung (2) fiir die Umrechnung zwischen z und « dient.

(© 2001 Harald Schréer
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72. Ein Beobachter auf einen unregelmaBigen Korper

Abstract: Ein Beobachter befindet sich auf einem Planeten oder Planetoiden, der eine unre-
gelmifige Form hat. Die Begriffe Normalenvektor, Tangentenvektor auf einer beliebigen Ober-
fliche werden erklért, ebenso die Hohe oder Tiefe. Die Position des Beobachters wird beschrieben.
Der Steigungswinkel wird berechnet.

Key words: Beobachter - Planet - unregelméfliger Kérper - Normalenvektor - Tangentenvektor
- Steigungswinkel - Hohe - Tiefe - Planetoid

Wir betrachten einen vollig unregelmifiigen Korper (Planeten oder Planetoid) mit einem
Beobachter. Der Kérper soll durch die Abbildung ¢ : U — R?® mit U C R* und
c(ki, ko, ks, t) parametrisiert werden. Dabei sind k; und kg Oberflichenparameter und
ks ein Hohenparameter. ¢ ist die Zeit:

Nun soll der Kérper auf irgendeine Art rotieren. Das kann durch eine weitere Abbildung
d:V — R3mit V c R* und d(&(ky, ka, k3, t),t) geschehen. Wenn man diese Rotation
beriicksichtigt, hat der Beobachter die Position:

—

p(t) = d(c(ky, k2, k3,t),1)

Wir beachten, dass im Ausdruck fiir € eine zeitliche Anderung enthalten ist, die mit der
Form des Korpers, aber nicht mit der Rotation im Zusammenhang steht. Im Ausdruck
fiir d ist eine zeitliche Anderung vorhanden, die nur mit der Rotation im Zusammenhang
steht.

ksp soll nun der Wert von k3 an der Oberfldche sein.

Dann fiihren wir den Normalenvektor ein:

0 _
p(k1, ko, ksp, t)

a
1, ~h2,5 ~3by ) X 9]{;2

ﬁ(k17 k27 k3b7 t) = 871{;1])(
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%ﬁ und %ﬁ sind Tangentenvektoren vgl. Forster [1] §15 Satz 1 S.148.

Welcher Normalenvektor ist zur Oberfliche nach innen gerichtet? ¢ ist bekannt und ks
ist fest. Dann kénnen wir folgende Gleichung aufstellen:

ﬁ(klv k27 k;37t) - ﬁ(klv k27 k3b7t) + k - ﬁ(kla k?v k3b’t)

Existiert eine Losung (k, k1, ko, k3) fiir alle k mit 0 < k < k, € R* oder0 > k > k, € R™,
so ist k - 7i(ky, ko, k3p, t) ein nach innen gerichteter Normalenvektor.

Steigungswinkel:

Wir betrachten folgende Abbildung:

Nehmen wir den Normalenvektor 7 = 7i(ki, ko, k3p, t) und die Gesamtbeschleunigung

—

bges, so bekommen wir mit dem Skalarprodukt fiir den Steigungswinkel :

St

cos k- i byes
"|bgeS|

[k -

S

Hoéhe (oder Tiefe):
Wir bestimmen nun die Hohe (oder Tiefe) von p, := _‘(5(/'91@, koa, k3ast),t). kias koa, k3q
und ¢ sind fest gew&hlt.

Zuerst muss untersucht werden, ob p, iiber oder unter der Oberflache ist. Dazu bilden
wir folgende Gleichung;:

ﬁa — d(E(kla k25 k37 t)a t)
Existiert eine Losung (k1, k2, k3) von dieser Gleichung, so befindet sich j, nicht iiber der
Oberflache. Existiert keine Losung (ki1, k2, k3), so ist p, iiber der Oberfliche. Damit ist

dann klar, ob es sich um eine Hohe oder Tiefe handelt.
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Die Oberfliche O kann dargestellt werden durch:

—

O := {d(&(ky, ko, ksp, t),t) € R®*  mit (ki ko) € U C R?}

ksp ist wieder der Oberflichenparameter. k3, hingt vom Korper selbst ab. Interessant
ist nun der Abstand: .

7= |py — d(c(k1, ko, k3p, ), 1)]
Das Minimum von 7(k1, k2) iiber (k1,ke) € U C R? ist die Hohe (Tiefe) iiber (unter) der
Oberflache.

Damit haben wir das Problem, ein Minimum unter Nebenbedingungen zu bestimmen.
Die Einschrinkung auf die Menge U fiihrt dazu, dass die Nebenbedingungen im Allge-
meinen Ungleichungen sind. Um dieses Problem zu l6sen, muss man Literatur aus dem
Bereich ,,Nichtlineare Optimierung“ heranziehen.

In seltenen Fillen kann U nur durch Gleichungen charakterisiert sein. Dann sind die
Nebenbedingungen Gleichungen. Also haben wir ein Minimumproblem mit Gleichungen
als Nebenbedingungen. In der Analysis gibt es dafiir das Verfahren mit den Lagrange-
Multiplikatoren.

Damit erhélt man eine neue Funktion 7,,;,(t), die nun iiber Zeitintervalle auf Maxima
und Minima untersucht werden kann. Fiir die Bestimmung dieser Extrema reicht - wenn
man diese Funktion kennt - die Differentialrechnung mit einer Verdnderlichen aus.

Die hier bestimmten Grofien werden bei Schroer [2] Kapitel 5 zur Bestimmung der Ge-
samtbeschleunigung und der visuellen Vertikale benotigt.

Literatur

[1] Otto Forster ,, Analysis 3“, Vieweg Verlag, Braunschweig, 2. Auflage 1983

[2] Harald Schroer ,Orientierungstheorie - Die visuelle Vertikale“, Wissenschaft &
Technik Verlag, Berlin, 2002

(© 2009 Harald Schréer
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73. Die Lange eines Tages auf einen Planeten

Wir wollen feststellen, welche Zeit zwischen zwei Sonnenaufgéingen oder Untergéingen
auf einen Planeten verstreicht. Mit der Sonne ist der jeweilige Fixstern gemeint, der
von diesem Planeten umkreist wird. Es werden Kreisbahnen vorausgesetzt. Im unseren
Sonnensystem ist diese Bedingung ndherungsweise bei allen Planeten bis auf Merkur
und Pluto erfiillt. Wir erkldren folgende Groéfien:

wp, = Winkelgeschwindigkeit, mit der der Planet sich um seine eigene Achse dreht.

w = Winkelgeschwindigkeit, mit der sich der Planet um seinen Fixstern (Sonne) bewegt.

wy = [Wy|  w = ||
T, = Rotationszeit des Planeten in Sekunden

T = Umlaufzeit des Planeten um seinen Fixstern (Sonne) in Sekunden

Es gelten die Beziehungen:

2 2
- 2T
wp w
oder
27 27
?p:wp ?:w

Wir miissen erstmal die Rotationsrichtung feststellen:

wp > 0 (Rotation des Planeten von Westen nach Osten, mathematisch positive Dreh-
richtung, gegen den Uhrzeigersinn)

wp < 0 (Rotation des Planeten von Osten nach Westen, mathematisch negative Dreh-
richtung, mit dem Uhrzeigersinn)

w > 0 (Umlauf des Planeten gegen den Uhrzeigersinn, mathematisch positive Drehrich-
tung)

w < 0 (Umlauf des Planeten mit dem Uhrzeigersinn, mathematisch negative Drehrich-
tung)
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P = Ort des Planeten (oder des Satelliten)
S = Position des Fixsterns (oder des Planeten)

Die Umlaufzeit T und die Rotationszeit T}, sind bekannt. Zusétzlich sollen 1w, und
parallel und konstant sein. Somit sind ), und @ gegeben. Nun kénnen wir sagen, was
ein Tag genau sein soll:

Lénge eines Tages:= Zeit, die vergeht, bis S von P aus gesehen in der selben Richtung
erscheint und zwar von einen festen Punkt der Planetenoberflache.

Wir untersuchen jetzt die verschiedenen Fille. Veranschaulichen kann man sie sich mit
Modellen:

wp >0und w=0
scheinbare Bewegung von S von Osten nach Westen

wp =0und w >0
scheinbare Bewegung von S von Westen nach Osten

Damit kénnen wir folgende Resulate folgern:
wp —w >0
scheinbare Bewegung von S von Osten nach Westen (w, > w) von P aus gesehen
w—wp >0
scheinbare Bewegung von S von Westen nach Osten (w > w,,) von P aus gesehen
w—wy, =0 w = wy

S fiihrt keine scheinbare Bewegung beziiglich P aus, gebundene Rotation

Die Linge eines Tages T, erhalten wir mit:
2

Ty = —
[wp — wl
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Im Fall der gebundenen Rotation wird T,, unendlich grof.

Bei allen Planeten in unserem Sonnensystem gilt w, w;,, > 0. Nur bei der Venus ist w,, < 0.

Diese Begriffe sind sinngemifl auf Planeten mit ihren Satelliten {ibertragbar. In diesen
Fall ist @, die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich der Satellit um die eigene Achse
dreht, und @ die Winkelgeschwindigkeit, mit der der Satellit seinen Planeten uml&uft.
Auch hier miissen zumindest nédherungsweise Kreisbahnen vorausgesetzt werden.

Diese Betrachtungen sind auf Merkur und Pluto nicht anwendbar, da die Bahnen Ellipsen
mit grofer Exzentrizitit sind. Zu Merkur vgl. Voigt [1] Kapitel 11.9.3 S.74. Bei allen
anderen Planeten unseres Sonnensystems kann aber auf diese Weise die Lénge eines
Tages bestimmt werden.

Literatur

[1] Hans Heinrich Voigt ,,Abril der Astronomie“ 4.Auflage 1988 BI-Verlag Mannheim

(© 2001 Harald Schréer
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74. Die Anzahl der neu entstandenen Objekte im Raum und
der mittlere Abstand

1. Die Anzahl der neu entstandenen Objekte im Raum

Das Modell, daf} hier vorgestellt wird, hat Bedeutung bei der Berechnung der Anzahl
neu enstandender Objekte in der Astronomie z.B. bei offenen Sternhaufen, Kugelstern-
haufen oder Assoziationen. Von diesen Objekten ist eine durchschnittliche Lebensdauer
bekannt (vgl. Voigt [1] Kap. VIIL.8 S.355).

Zur Zeit t seien N(t) Objekte im einem Volumen V (¢) mit der Lebensdauer T'(¢) enthal-
ten.
(1)

Dann entsteht in V' im Mittel alle NG Zeiteinheiten (z.B. Jahrhunderte, Jahrtausende,

Stunden) ein neues Objekt.

Vit

Also entstehen pro Zeiteinheit % Objekte. Nun kommen wir zur Anzahl der neu ent-

standenen Objekte. Dabei wird die Zeit zwischen t1 und o betrachtet:

N(t1<t<t2):/]j\f((tt>)dt

N(t; <t <ty) = Zahl der Objekte, die von ¢; bis to entstanden sind.

Diese Formeln gelten um so besser, desto grofiler N () ist.

2. Der mittlere Abstand

Das hier betrachtete Modell hat in der Physik und auch in der Astronomie Bedeutung.
In der Physik kann es sich z.B. um Teilchen handeln. In der Astronomie kommen als
typische Objekte Sterne, Sternhaufen, Nebel, Galaxien, Planetoiden, Kometen, Meteore
in Betracht.

n(t) Teilchen seien im einem Volumen V (t) gleichmé-
Big verteilt. ¢ ist die Zeit.
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\ ; “-'w.----—-—”r I
N -~ ¥ (t)

r(t) = mittlerer Abstand zweier Teilchen = Kantenlénge eines Wiirfels

Fiir den mittleren Abstand erhalten wir:

Nun behandeln wir den Sonderfall der Kugel:

V() = % R(1)

Wir 16sen nach dem mittleren Abstand auf:

r(t) = (;LZ))S “R(t)

Jetzt geben wir die Teilchenzahldichte m(t) = % vor. Dann folgt:

Die Formeln gelten um so besser, desto grofler n(t) ist.

Literatur

[1] Hans Heinrich Voigt ,,Abriff der Astronomie“ 2.Auflage BI Mannheim 1975

(© 2002 Harald Schréer
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