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Einleitung

In dieser Arbeit werden spezielle orthogonale Modulformen als additive Lifts nah Bor-

herds [Bo1℄ im Fall der Signatur (2; 4) konstruiert. Dieser Fall entspriht dem hermi-

tesh-symplektishen vom Grad zwei. Hier spielen die von Freitag [Fr1℄ eingef

�

uhrten

Theta-Reihen

�(Z; a; b) := �(Z; (a; b)) :=

X

g2Z[i℄

2

e

�i(Zfg+

1+i

2

ag+2Re(

1+i

2

b

0

g))

f

�

ur a; b 2 f0; 1g

2

eine wihtige Rolle (a; b; g Spalten). Ihre Quadrate sind symmetrishe

Modulformen vom Gewiht 2 zur Hauptkongruenzgruppe der Stufe 1 + i zum Determi-

nantenharakter und sie erzeugen die Algebra der symmetrishen Modulformen zu dieser

Gruppe. Ziel dieser Arbeit ist es, diese Theta-Reihen auf der orthogonalen Seite als ad-

ditive Lifts zu konstruieren. Wir erhalten damit neue Aussagen

�

uber die Theta-Reihen

und neue Beweise f

�

ur bekannte Tatsahen. Wir geben einige n

�

ahere Erl

�

auterungen.

Es sei (V; q) ein reeller quadratisher Raum der Signatur (2; n); n � 2. Die zugeord-

nete Bilinearform h ; i sei niht ausgeartet. Wir dehnen die Bilinearform C-bilinear auf

V(C) := V


R

C aus und betrahten im projektiven Raum P(V(C)) die NullquadrikN

n

,

de�niert durh hz;zi = 0. Durh hz;zi > 0 ist darin eine o�ene Menge mit zwei Zusam-

menhangskomponenten gegeben. Wir w

�

ahlen eine aus und bezeihnen sie mit H

n

. Dies

ist eine Realisierung des symmetrishen Raums O(V)=K, wobei K eine maximal kom-

pakte Untergruppe der Gruppe O(V) := f 2GL(V); q((x))=q(x) 8x2Vg ist. Wir be-

zeihnen mit O

+

(V) die Untergruppe vom Index 2 von O(V), die H

n

in sih

�

uberf

�

uhrt.

Weiter sei ein gerades Gitter M in V gegeben und � eine zur ganzzahligen Gruppe

O

+

(M) := O

+

(V) \O(M) kommensurable Untergruppe von O

+

(V), wobei O(M) := f 2

O(V); (M) = Mg. Eine (orthogonale) Modulform zur Gruppe � vom Gewiht k 2 Z

und zum Charakter v : �

//
S

1

= fz 2 C; jzj = 1g ist eine holomorphe Funktion auf

dem aÆnen Kegel

e

H

n

�

uberH

n

, die bis auf den Charakter invariant unter � und homogen

vom Grad �k ist:

f(tz) = t

�k

f(z) 8t 2 C

�

; 8z 2

e

H

n

f(z) = v()f(z) 8 2 �; 8z 2

e

H

n

Borherds gibt in [Bo1℄ eine Konstruktionsmethode f

�

ur Modulformen zu Gruppen

vom Typ � = Kern

�

O

+

(M)

//
Aut

�

M

0

=M

��

f

�

ur gerade Gitter M an, den additiven Lift

(M

0

ist das zu M duale Gitter, und � ist der sogenannte Diskriminantenkern des Git-

ters M). Dieser Lift, ein Theta-Lift, verallgemeinert Konstruktionen von Shimura, Doi,

Naganuma, Maa�, Oda, Gritsenko, Kurokawa und anderen. Input der Borherdsshen

3



4 Einleitung

Theorie sind vektorwertige elliptishe Modulformen. Die Werte liegen im Gruppenring

C[M

0

=M℄, auf dem SL(2;Z) durh die Weil-Darstellung operiert und auf dem auh O

+

(M)

bzw. O

+

(M)=� via (; (

�

)

�2M

0

=M

)

� //
(

(�)

)

�2M

0

=M

operiert. Da diese Darstellungen

kommutieren, ist dadurh auh eine O

+

(M)-Operation auf den C[M

0

=M℄-wertigen ellip-

tishen Modulformen de�niert. Die Lift-Konstruktion ist linear und vertr

�

aglih mit den

Operationen der orthogonalen Gruppe O

+

(M), d. h. es gilt

Lift((f

(�)

)

�2M

0

=M

) = Lift((f

�

)

�2M

0

=M

) Æ 

f

�

ur elliptishe Modulformen (f

�

)

�2M

0

=M

und  2 O

+

(M).

Ist insbesondere (f

�

)

�2M

0

=M

ein Input mit f

�(�)

= �f

�

8� 2 M

0

=M f

�

ur eine Spie-

gelung � = �

�

2 O

+

(M) l

�

angs � 2 M

0

, so vershwindet der additive Lift zwangsweise

auf der (komplex erweiterten) Spiegelungshyperebene �

?

\

e

H

n

und damit auh auf

�

?

\

e

H

n

f

�

ur � = (�);  2 �. Wegen der Homogenit

�

atseigenshaft von Modulformen

ist es sinnvoll, von Nullstellen im Projektiven, d. h. in H

n

, zu sprehen. Der Tr

�

ager des

Nullstellendivisors dieses speziellen Lifts ist also mindestens

[

2�

(�)

?

\H

n

.

Borherds gibt eine weitere Konstruktion an, den multiplikativen Lift, die genaue

Aussagen

�

uber den Divisor des Lifts maht. Damit kann unter Umst

�

anden der genaue

Nullstellendivisor eines additiven Lifts (oder allgemeiner einer orthogonalen Modulform)

bestimmt werden: Gibt es einen multiplikativen Lift (Borherdsprodukt) gleihen Ge-

wihts, dessen Divisor h

�

ohstens der Divisor des additiven Lifts ist, so ist der Quotient

aus additivem und multiplikativem Lift eine holomorphe Modulform vom Gewiht 0, al-

so konstant. Damit ist insbesondere der Divisor des additiven Lifts genau der (bekannte)

Divisor des Borherdsprodukts.

Wir werden in dieser Arbeit im Fall n = 4 die

"

orthogonalen Theta-Reihen\ als addi-

tive Lifts von konstanten Inputs

1

zu einem geeigneten Gitter M konstruieren und ihren

genauen Nullstellendivisor mit Hilfe von Borherdsprodukten bestimmen. Inputs sind

also Elemente von C[M

0

=M℄, die unter der Weil-Darstellung �x sind. Es gibt modulo M

zehn vershiedene Spiegelungsvektoren �

i

2 M

0

; q(�

i

) = �

1

2

, mit �

�

i

2 O

+

(M), und der

20-dimensionale Inputraum zerf

�

allt in zehn zweidimensionale R

�

aume, die jeweils unter

neun der zehn Spiegelungen �x sind und unter der zehnten Spiegelung (elementweise)

in ihr Negatives

�

uberf

�

uhrt werden. Der additive Lift der zehn R

�

aume ist jeweils eindi-

mensional (der Lift also insbesondere niht injektiv), und jeder Lift zu einem Input in

einem der R

�

aume vershwindet auf H(�

i

+M;�

1

2

) f

�

ur ein i, wobei f

�

ur � 2 M

0

=M und

0 > m2fq(�); �2�g der Divisor H(�;m) de�niert ist als die Summe jeder irreduziblen

Komponente der Menge

[

�2�;q(�)=m

H

n�1

(�) mit Vielfahheit 1. Wir w

�

ahlen je einen

nihtvershwindenden Lift aus, dies sind unsere zehn

"

orthogonalen Theta-Reihen\ �

i

.

Das Produkt der zehn Theta-Reihen hat also mindestens den Divisor

P

i

H(�

i

+M;�

1

2

).

Wir konstruieren ein Borherdsprodukt gleihen Gewihts (n

�

amlih 10) mit genau die-

sem Divisor und erhalten damit, da� (bei geeigneter Numerierung) die i-te Theta-Reihe

genau den Divisor H(�

i

+M;�

1

2

) hat.

Wir k

�

onnen damit zeigen, da� die Quadrate der zehn Theta-Reihen Modulformen

zu �

N

:= Kern

�

O

+

(M)

//
Aut

�

M

0

=N

��

f

�

ur ein Zwishengitter M � N � M

0

sind und

die Abbildung

� : H

4

//
P

9

; [z℄

� //
[�

2

0

: � � � : �

2

9

℄

1

Lifts von konstanten Inputs sind singul

�

ar.



Einleitung 5

(wohlde�niert ist und) eine einbl

�

attrige

�

Uberlagerung X

�

N

= H

4

=�

N

//
Bild(H

4

) indu-

ziert. Setzen wir die Existenz einer linearen Relation der Quadrate der Theta-Reihen

voraus (dies ist, wie alle Ergebnisse

�

uber die Quadrate, auf der hermitesh-symplekti-

shen Seite bekannt, vgl. [Her℄, [Mat℄), so k

�

onnen wir zeigen, da� es vier weitere un-

abh

�

angige lineare Relationen gibt und damit Bild(H

4

) ein P

4

� P

9

ist. Insbesondere ist

Bild(H

4

) normal und daher die Abbildung X

�

N

//
Bild(H

4

)

�

=

P

4

eine biholomorphe

�

Aquivalenz der Satake-Kompakti�zierung. Damit ist die Algebra der Modulformen (ge-

raden Gewihts) zu �

N

erzeugt von den Quadraten der Theta-Reihen.

Die Abbildung

# : H

4

//
P

9

; [z℄

� //
[�

0

: � � � : �

9

℄

induziert eine Abbildung der Satake-Kompakti�zierung X

�

= H

4

=�

# //
P

9

. Weiter zei-

gen wir: Diese Abbildung ist Normalisierung des Bildes und dieses ist 2

9

-fahe

�

Uberlage-

rung von P

4

� P

9

, die genau auf den Koordinatenhyper

�

ahen verzweigt. Wir k

�

onnen

folgern, da� jede Modulform zur Gruppe � eine rationale Funktion in den �

i

ist und

da� es au�er den quadratishen Relationen (und den davon erzeugten) keine weiteren

Relationen zwishen den Theta-Reihen gibt.

Die orthogonale Theorie und die Beshreibung der betrahteten Gitter, der diskreten

orthogonalen Gruppen und der Lifts f

�

ur diese Daten bilden einen in sih geshlossenen

Teil dieser Arbeit, den man erh

�

alt indem man die Abshnitte 1.4, 1.5, 2.4 und 3.3

wegl

�

a�t. In diesen Abshnitten werden f

�

ur den Fall n = 4 die Beziehungen zum hermi-

tesh-symplektishen Fall vom Grad zwei hergestellt. Durh diese

�

Ubersetzungen, die

ausf

�

uhrlih beshrieben sind, wird die Wahl der Gitter und Gruppen der orthogonalen

Theorie motiviert. Diese sind gerade so gew

�

ahlt, da� die additiven Lifts unter diesen

�

Ubersetzungen in die Theta-Reihen und die diskreten orthogonalen Gruppen � und

�

N

in die Kongruenzgruppen der Theta-Reihen bzw. ihrer Quadrate

�

ubergehen. Wir

beshreiben kurz diese

�

Ubersetzungen.

Wir w

�

ahlen eine Basis e

1

; : : : ; e

6

von V derart, da� he

1

;e

2

i = he

3

;e

4

i = 1, he

5

;e

5

i =

he

6

;e

6

i = �2 und he

i

;e

j

i = 0 sonst gilt, d. h. Re

1

+Re

2

undRe

3

+Re

4

bilden zueinander

orthogonale hyperbolishe Ebenen mit orthogonalem (negativ de�nitem) Komplement

Re

5

+Re

6

. Vektoren aus V sind damit 6-Tupel. Shreiben wir diese geeignet als 4�4-

Matrizen

x = (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

; x

5

; x

6

)

� //
X =

0

B

B

�

x

0

�x

3

0 �x

1

x

4

�x

0

x

1

0

0 �x

2

x

0

x

4

x

2

0 �x

3

�x

0

1

C

C

A

;

wobei x

0

:= x

5

� ix

6

, so geht die quadratishe Form in eine Wurzel der Determinante

�

uber, und hermitesh-symplektishe Matrizen M 2 Sp(2;C)

1

der Determinante eins

operieren auf der Menge dieser Matrizen via

(M;X )

� //
M(X ) :=MXM

�1

als orthogonale Transformationen. Wir erhalten also eine Abbildung (Homomorphismus)

Sp(2;C)

1

//
O(V). Diese hat Kern f�E

4

g und Bild SO

+

(V) = f 2O

+

(V); det() = 1g.



6 Einleitung

Wir k

�

onnen Urbilder

e

G von orthogonalen Gruppen G � O

+

(V) unter dieser Abbildung

betrahten. W

�

ahlen wir etwa Gitter

L =

6

P

i=1

Ze

i

; M = 2L

0

und N =

4

P

i=1

Ze

i

+ Z

1

2

(e

5

+ e

6

) + Z

1

2

(e

5

� e

6

)

und betrahten die Gruppen O

+

(M) = O

+

(L) = O

+

(N)

2

sowie

�

G

:= Kern

�

O

+

(M)

//
Aut

�

M

0

=

G

�

�

f

�

ur G = L;M;N, so ist mit dem Diskriminantenkern � := �

M

von M

�

^

O

+

(M) = hSp(2;Z[i℄)

1

;H

1

i = Sp(2;Z[i℄)

1

[H

1

Sp(2;Z[i℄)

1

�

e

�

N

= hS�(1 + i);H

1

i = S�(1 + i) [H

1

S�(1 + i)

�

e

�

L

= h�(2); iE

4

i = �(2) [ i�(2)

�

e

� =

�

M =

�

A B

C D

�

2 Sp(2;Z[i℄)

1

;A = (

a

1

a

2

a

3

a

4

) ; B;C;D entsprehend,

mit M � E

4

oder iE

4

mod 2

und A � D

0

; a

1

� a

4

; B � b

2

J und C � 

2

J mod 4g,

wobei �(l) die Hauptkongruenzgruppe der Stufe l 2 Z[i℄ und S�(l) die Untergruppe der

Matrizen mit Determinante eins bezeihnet. Weiter istH

1

=

1�i

p

2

�

i

1

0

0

i

1

�

und J=

�

0 �1

1 0

�

.

Die Bilder sind die jeweiligen speziellen Gruppen in O

+

(V). Es gilt O

+

(M)=�

N

�

=

S

6

und

�

N

=� 2 (Z=2Z)

10

und genauso f

�

ur die Urbilder

^

O

+

(M),

e

�

N

und

e

�.

Wir haben auh eine

�

Ubersetzung (d. h. biholomorphe Abbildung) zwishen dem

orthogonalen und hermitesh-symplektishen Halbraum:

�

z

0

z

1

z

3

z

2

�

� //
[�detZ; 1; z

0

; z

2

;

1

2

(z

1

+ z

3

);

i

2

(z

1

� z

3

)℄

mit Umkehrung

[z

1

; z

2

; z

3

; z

4

; z

5

; z

6

℄

� //
1

z

2

�

z

3

z

5

� iz

6

z

5

+ iz

6

z

4

�

(beahte, da� bez

�

uglih der Basis e

1

; : : : ; e

6

f

�

ur [z℄ 2 H

n

die ersten vier Koordinaten,

insbesondere die zweite, ungleih Null sind). Diese

�

Ubersetzung ist vertr

�

aglih mit der

�

Ubersetzung der Gruppen, d. h.

Sp(2;C)

1

�H

//

��

H

��

O

+

(V)�H

//
H

2

Wegen M = 2L

0

ist O

+

(M) = O

+

(L) trivial. Dagegen gilt O

+

(L) = O

+

(N), obwohl man L niht

durh Reskalieren und Dualisieren in ein zu N isomorphes Gitter

�

uberf

�

uhren kann. Zum Beweis von

O

+

(L) = O

+

(N) siehe Proposition 1.16, Seite 19.
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kommutiert (mit den angegebenen Abbildungen). Dabei ist H = H

4

und H der hermi-

tesh-symplektishe Halbraum vom Grad 2 (d. h. die Menge der komplexen 2�2-Matri-

zen mit positiv de�nitem hermiteshem Imagin

�

arteil).

Die

�

Ubersetzung der Halbr

�

aume liefert auh eine

�

Ubersetzung der Funktionen auf

diesen Halbr

�

aumen. Starten wir insbesondere mit einer hermitesh-symplektishen Mo-

dulform f vom Gewiht k zu einer Gruppe in Sp(2;Z[i℄)

1

, verketten diese mit der

�

Uber-

setzungsabbildung der Halbr

�

aume und dehnen sie homogen vom Grad �k auf den aÆnen

Kegel aus,

f

� //
F mit F (z

1

; : : : ; z

6

) := z

�k

2

f(

1

z

2

�

z

3

z

5

� iz

6

z

5

+ iz

6

z

4

�

);

so erhalten wir eine orthogonale Modulform F vom Gewiht k zur

�

ubersetzten Gruppe.

Dies gilt auh umgekehrt.

Auf dem hermitesh-symplektishen Halbraum haben wir auh die Transpositions-

operation � :H

//
H ; Z

� //
Z

0

. Dieser entspriht auf der orthogonalen Seite die Trans-

formation �

e

6

=

�

E

5

0

0 �1

�

. Damit ist die Abbildung Sp(2;C)

1

o h�i

//
O

+

(V) surjektiv,

das erweiterte Diagramm

Sp(2;C)

1

o h�i �H

//

��

H

��

O

+

(V)�H

//
H

kommutiert ebenfalls, und symmetrishe (d. h. unter � invariante) hermitesh-symplek-

tishe Modulformen gehen

�

uber in orthogonale Modulformen zur um �

e

6

erweiterten

�

ubersetzten Gruppe. Dieser

�

Ubersetzungsmehanismus wird in den Abshnitten 1.4, 1.5

und 2.4 entwikelt.

�

Ubersetzt man damit die Theta-Reihen ins Orthogonale

3

, so erh

�

alt man die als addi-

tive Lifts konstruierten orthogonalen Theta-Reihen (bzw. skalare Vielfahe davon). Dazu

zeigen wir, da� die

�

Ubersetzungen der bekannten (siehe [Fr1℄) Nullstellendivisoren der

Theta-Reihen gerade die H(�

i

+M;�

1

2

) sind. Wir erhalten damit zwei Darstellungen der

orthogonalen Theta-Reihen: als additiver Lift und als

�

Ubersetzung der hermitesh-sym-

plektishen Theta-Reihen. Durh Vergleih der Fourierentwiklung des additiven Lifts

(diese liefert die Borherdsshe Theorie) mit der

�

Ubersetzung der Reihenentwiklung

auf der hermitesh-symplektishen Seite erhalten wir zahlentheoretishe Beziehungen,

beispielsweise das Zerlegungsgesetz in Z[i℄ bzw. die Darstellungszahl von nat

�

urlihen

Zahlen als Summe von zwei Quadraten. Dies ist in Abshnitt 3.3 ausgef

�

uhrt.

Die Theta-Reihen stehen in engem Zusammenhang mit dem klassishen Problem der

Klassi�zierung von sehs Punkten (bzw. Geraden) in allgemeiner Lage in der Projektiven

Ebene P

2

C

bis auf (projektiv) lineare Transformationen. Obwohl dieser Aspekt in dieser

Arbeit keine Rolle spielt, stellen wir diesen Zusammenhang kurz vor. Diese Theorie ist

in [Yos℄ ausgef

�

uhrt, wo auh weitere Originalliteratur (z. B. [Mat℄) angegeben ist.

3

Tats

�

ahlih operieren H

1

und

1+i

2

H

1

auf H gleih, s. d. Modulformen zu �(1+ i) und zum Determi-

nantenharakter auh Modulformen zu

e

�

N

zum trivialen Charakter sind (und umgekehrt). Damit passen

auh die Quadrate der Theta-Reihen in den

�

Ubersetzungsmehanismus.



8 Einleitung

Es sei alsoX = X(3; 6) der Kon�gurationsraum der geordneten 6-Tupel von Punkten

in P

2

C

in allgemeiner Lage. Dabei werden zwei 6-Tupel als

�

aquivalent angesehen, wenn

es eine lineare Transformation gibt, die das eine Tupel in das andere

�

uberf

�

uhrt. Wir

k

�

onnen X realisieren als

X

�

=

GL(C

3

)nM

�

(3; 6)=(C

�

)

6

wobei M

�

(3; 6) aus den (komplexen) 3�6-Matrizen besteht, deren s

�

amtlihe 3�3-Mi-

noren niht vershwinden. Die Spalten k

�

onnen wir als homogene Koordinaten von sehs

Punkten (bzw. als KoeÆzienten von sehs Geradengleihungen) ansehen. Diese Koor-

dinaten k

�

onnen mit Skalaren ungleih Null multipliziert werden, ohne die Punkte bzw.

Geraden zu

�

andern (dies entspriht der (C

�

)

6

-Operation).

Es gibt eine Abbildung X

//
P

9

C

= P

9

, soda� das Bild in einem P

4

� P

9

diht ist:

Ordne einem Repr

�

asentanten M 2 M

�

(3; 6) den Punkt [� � � : D

ijk

(M)D

lmn

(M) : � � � ℄

zu, wobei D

ijk

(M) die 3�3-Minore von M , gebildet aus den Spalten i; j und k, ist.

(F

�

ur jede Zerlegung fi; j; kg [ fl;m; ng = f1; : : : ; 6g gibt es eine homogene Koordinate,

beahte 10 =

�

6

3

�

=2.) Das Bild liegt in dem durh die Pl

�

uker-Relationen de�nierten

linearen Teilraum P

4

�

=

Y � P

9

. Diese Abbildung ist eine (wohlde�nierte) zweibl

�

attrige

�

Uberlagerung und es gibt eine Involution � auf X, soda� dadurh eine (wohlde�nierte)

Einbettung P l : X=�

//
P

9

induziert wird. Durh Kon�gurationen in niht-allgemeiner

Lage kann X zu X kompakti�ziert werden, soda� sih die Involution und die Abbildung

P l auf X fortsetzen und das Bild der volle P

4

�

=

Y ist: X=� ist isomorph zu Y via P l.

F

�

ur x = (x

ij

) 2M

�

(3; 6) betrahte die sehs linearen Formen

L

j

(t) = x

1j

t

1

+ x

2j

t

2

+ x

3j

t

3

auf P

2

:= P

2

C

(mit homogenen Koordinaten [t

1

: t

2

: t

3

℄). Das hypergeometrishe (for-

male) Integral

Z

6

Y

j=1

L

j

(t)

�

1

2

dt mit dt = t

1

dt

2

^ dt

3

+ t

3

dt

1

^ dt

2

+ t

2

dt

3

^ dt

1

erf

�

ullt ein Di�erentialgleihungssystem, das sogenannte hypergeometrishe System vom

Typ (3; 6) (in den Variablen x

ij

). Der L

�

osungsraum ist sehsdimensional. Durh geeig-

nete Wahl der Integrationsbereihe erh

�

alt man Basisl

�

osungen und damit eine Abbildung

M

�

(3; 6)

//
P

5

, die eine Abbildung Per : X=�

//
P

5

induziert. Die Abbildung h

�

angt

stetig von den sehs Punkten ab, ist aber mehrwertig: Es gibt geshlossene Pfade in

X, entlang derer sih bei einem vollen Umlauf die Werte der Integrale

�

andern (dies

liegt an der Mehrdeutigkeit der Wurzel). Die Abbildung wird eindeutig, wenn wir Punk-

te, die sih um Perioden (d. h. um Integrale

�

uber geshlossene Pfade) untersheiden,

identi�zieren: Wir bilden in den Quotientenraum von P

5

nah der (um die � entspre-

hende Transformation erweiterte) Monodromiegruppe G ab: Per : X=�

//
P

5

=G. Das

Bild dieser Periodenabbildung ist enthalten in K

4

bzw. K

4

=G, wie die Riemannshen

Periodenrelationen und -ungleihungen zeigen (bez

�

uglih der durh die Relationen ge-

gebenen quadratishen Form). Tats

�

ahlih liegt das Bild in der orthogonalen Halbebene

H := H

4

. Diese Abbildung setzt sih auf die Kompakti�zierungen fort.
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Es gibt auh einen Zusammenhang zwishen dem Raum X der 6-Punkte-Kon�gura-

tionen und K3-Fl

�

ahen: Zu sehs Punkten in allgemeiner Lage betrahte die sehs Null-

stellengeraden der L

j

und die zweibl

�

attrige

�

Uberlagerung des P

2

, die genau l

�

angs dieser

Geraden verzweigt. Sei S(L) die K3-Fl

�

ahe, die man erh

�

alt, indem man die

�

6

2

�

= 15

singul

�

are Punkte durh 15 rationale Kurven ersetzt. Die Periodenabbildung l

�

a�t sih

auh auf den K3-Fl

�

ahen deuten als Integrale

�

uber sehs Zykel der holomorphen Zwei-

form

�(L) :=

6

Y

j=1

(x

1j

t

1

+ x

2j

t

2

+ x

3j

t

3

)

�

1

2

dt

mit

dt = t

1

dt

2

^ dt

3

+ t

3

dt

1

^ dt

2

+ t

2

dt

3

^ dt

1

:

Diese Integrale erf

�

ullen die Riemannshen Periodenrelationen.

Weiter sind H

4

und H

2

isomorph und die Operation der Monodromiegruppe G

entspriht der Operation der Kongruenzgrupe �(1+i)oh�i � Sp(2;Z[i℄)oh�i. Shlie�lih

haben wir mittels der zehn Quadrate der Theta-Reihen eine mit der

�

ubersetzten Mono-

dromiegruppe vertr

�

aglihe Abbildung � : H

2

//
P

9

. Die Relationen dieser Quadrate

entsprehen den Pl

�

uker-Relationen, d. h.

X

=

�

Per //

P l

&&

H

4

=

G

= X

G

� //
H

2

=

�(1 + i)o h�i

�

uu

P

4

�

=

Y � P

9

kommutiert. Dabei sind P l und � Isomorphismen auf den durh die Pl

�

uker-Relationen

de�nierten P

4

� P

9

.

Die in dieser Arbeit konstruierten Lifts (genauer deren Quadrate) geben also eine

"

Abk

�

urzung\ dieses Diagramms. Da die Darstellung in dieser Arbeit sih an den Lifts

bzw. Theta-Reihen und niht an deren Quadrate orientiert, wie dies bei z.B. Yoshi-

da und Matsumoto der Fall ist, ist dazu zun

�

ahst noh eine geeignete lineare Trans-

formation R

6 //
R

6

anzuwenden, die die quadratishen Formen ineinander

�

uberf

�

uhrt.

Man erh

�

alt eine biholomorphe Transformation der orthogonalen Halbr

�

aume und ent-

sprehende Transformationen der orthogonalen Gruppen (Konjugationen in GL(R

6

)).

Tats

�

ahlih geht die Gruppe der ganzzahligen orthogonalen Transformationen in O(M)

und die Monodromiegruppe G in �

N

�

uber.

Sehr herzlih danke ih Herrn Prof. Dr. E. Freitag f

�

ur die Anregung dieser Arbeit

und seine freundlihe Betreuung bei ihrer Erstellung.

Mein Dank gilt auh der DFG, ohne deren �nanzielle Unterst

�

utzung im Rahmen

der

"

Forshergruppe Arithmetik (Heidelberg/Mannheim)\ diese Arbeit niht m

�

oglih

gewesen w

�

are.



Kapitel 1

Orthogonale Halbr

�

aume und

Gitter

Wir geben zun

�

ahst die orthogonale Theorie wieder. Dabei orientieren wir uns an Freitag

[Fr4℄. Anshlie�end f

�

uhren wir die in dieser Arbeit betrahteten Gitter und Kongruenz-

gruppen ein und beshreiben eine Einbettung der hermitesh-symplektishen Theorie in

die orthogonale f

�

ur diese Gitter.

1.1 Quadratishe R

�

aume und orthogonale Halbebenen

Quadratishe R

�

aume

Sei V ein reeller endlih-dimensionaler Vektorraum und q :V

//
R eine nihtausgeartete

quadratishe Form auf V. Durh Polarisation de�niert q eine Bilinearform auf V:

hx;yi := q(x+ y)� q(x)� q(y) 8x; y 2 V

mit hx;xi = 2q(x) 8x 2 V. Der Raum (V; q) ist durh die Dimension und die Signatur

bis auf Isomorphie quadratisher R

�

aume eindeutig bestimmt. Wir sagen, der Vektor

x 2 V hat die Norm r 2 R, wenn q(x) = r gilt. Ein Vektor x 2 V hei�t positiv bzw.

negativ, wenn er (eht) positive bzw. negative Norm hat. Er hei�t isotrop, falls q(x) = 0

gilt.

Mit

O(V) := O(V; q) := fg 2 GL(V); q(g(v)) = q(v) 8v 2 Vg

sei die Gruppe der orthogonalen linearen Transformationen bezeihnet. Spezielle ortho-

gonale Transformationen sind Spiegelungen: Sei a 2 V niht isotrop, d. h. V = Ra+ a

?

.

Die Spiegelung �

a

l

�

angs a ist gegeben durh a

� //
�a und �

a

j

a

?

= id

a

?

, in Formeln:

�

a

: x

� //
x�

hx;ai

q(a)

a 8x 2 V

Falls a positiv bzw. negativ ist, hei�t �

a

positiv bzw. negativ. Dies ist wohlde�niert,

denn a ist durh �

a

bis auf skalare Vielfahe und damit q(a) bis auf Quadrate in R

also R

>0

eindeutig bestimmt. Es gilt: O(V; q) ist erzeugt von Spiegelungen. Weiter

10



1.1 Quadratishe R

�

aume und orthogonale Halbebenen 11

sei SO(V) die Untergruppe der orthogonalen Transformationen mit Determinante eins:

SO(V) := fg 2 O(V); det(g) = 1g. Spiegelungen haben Determinante �1, liegen also

niht in SO(V). Damit besteht SO(V) aus allen Transformationen, die sih als Produkt

einer geraden Anzahl von Spiegelungen shreiben lassen.

Orthogonale Halbebenen

Die Signatur von V sei ab jetzt (2; n); n � 2. Sei V(C) := V


R

C und P(V(C)) der

projektive Raum

�

uber V(C). Dehne h ; i bilinear auf V(C) aus. Dann ist

N

n

:= N := f[z℄ 2 P(V(C)); hz;zi = 0g

eine glatte Quadrik, also insbesondere eine analytishe Mannigfaltigkeit, und

K

n

:= K := f[z℄ 2 N ; hz;zi > 0g

o�en in N , also ebenfalls analytishe Mannigfaltigkeit. Die Bedingungen hz;zi = 0 und

hz;zi > 0 lassen sih durh den Real- und Imagin

�

arteil x und y von z ausdr

�

uken:

hz;zi = 0; hz;zi > 0 () hx;xi = hy;yi > 0; hx;yi = 0

Bekanntlih hat K zwei Zusammenhangskomponenten K

+

und K

�

(siehe auh unten).

Eine davon, etwa K

+

, sei mit H bzw. H

n

bezeihnet, H hei�t orthogonale Halbebene

oder Halbraum.

Auf P(V(C)), N und K operiert O(V; q) durh C-lineare Ausdehnung der Opera-

tion von V auf V(C). Dabei operiert genau f� id

V

g � O(V) trivial auf P(V(C)). Auf

K

+

operiert nur eine o�ene Untergruppe O

+

(V) vom Index 2 in O(V). (Die Elemente

aus O(V)�O

+

(V) vertaushen die Komponenten K

+

und K

�

von K.) Eine Spiegelung

�

a

; a 2 V liegt genau dann in O

+

(V), wenn q(a) < 0 gilt, d. h. jede Transfromation von

O

+

(V) l

�

a�t sih als Produkt von Spiegelungen shreiben, wobei eine gerade Anzahl der

Spiegelungen positiv ist. Wir setzen SO

+

(V) := O

+

(V) \ SO(V), d. h. jede Darstellung

einer Transformation von SO

+

(V) als Produkt von Spiegelungen besteht aus einer gera-

den Anzahl sowohl von positiven und als auh negativen Spiegelungen. SO

+

(V) ist die

Zusammenhangskomponente der Eins und hat Index 2 in O

+

(V) und damit Index 4 in

O(V).

Koordinatisierungen und Tubengebietmodell

Der Raum V enth

�

alt eine hyperbolishe Ebene H

1

, d. h. V = H

1

�V

1

mit V

1

= H

?

1

und

H

1

hat Basis e

1

; e

2

mit he

1

;e

2

i = 1; q(e

i

) = 0.

Wir erhalten eine Teilkoordinatisierung von V:

V

//
R

2

�V

1

; x = x

1

e

1

+ x

2

e

2

+X

� //
(x

1

; x

2

;X)

mit x

i

2 R;X 2 V

1

. Dabei

�

ubertr

�

agt sih die Bilinearform

h(x

1

; x

2

;X);(y

1

; y

2

; Y )i = x

1

y

2

+ x

2

y

1

+ hX;Y i

bzw. die quadratishe Form

q((x

1

; x

2

;X)) = x

1

x

2

+ q(X):



12 I Orthogonale Halbr

�

aume und Gitter

Die Koordinatisierung setzt sih fort auf V(C) und P(V(C)). Wir unterdr

�

uken die

Koordinatenabbildung in der Notation und shreiben daher auh x = (x

1

; x

2

;X) bzw.

[z℄ = [z

1

; z

2

; Z℄.

Die Bedingungen an N und K lauten damit

hz;zi = z

1

z

2

+ q(Z)) = 0 und hz;zi = z

1

z

2

+ z

2

z

1

+ hZ;Zi > 0

bzw. in Real- und Imagin

�

arteil (z

1

; z

2

; Z) = (x

1

; x

2

;X) + i(y

1

; y

2

; Y ):

x

1

y

2

+ x

2

y

1

+ hX;Y i = 0 und x

1

x

2

+ q(X) = y

1

y

2

+ q(Y ) > 0

Wir k

�

onnen daran z

1

6= 0 und z

2

6= 0 f

�

ur [z℄ = [z

1

; z

2

; Z℄ 2 K ablesen: W

�

are n

�

amlih z

1

oder z

2

= 0, so h

�

atte man die einfaheren Bedingungen q(X) = q(Y ) > 0 und hX;Y i = 0.

Damit w

�

are aber RX +RY ein zweidimensionaler positiv de�niter Unterraum von V

1

,

V

1

hat aber Signatur (1; n� 1). Also ist tats

�

ahlih z

1

und z

2

6= 0, und in K � P(V(C))

kann o. E. z

2

= 1 und z

1

= � q(Z) angenommen werden. Wir erhalten daher eine

wohlde�nierte Einbettung

K

� //
V

1

(C) = V

1




R

C; [z℄ = [� q(Z); 1; Z℄

� //
Z:

Das Bild istK

0

:= V

1

+iC mit C := fY 2V

1

; q(Y )> 0g, d. h. K

0

= fZ =X+iY ; q(Y )> 0g:

In obigen Bedingungen ist x

2

= 1 und y

2

= 0 zu setzen. Diese lauten damit

y

1

+ hX;Y i = 0 und x

1

+ q(X) = q(Y ) > 0:

Im Bild mu� also q(Y ) > 0 gelten. Umgekehrt ist f

�

ur alle X;Y 2 V

1

mit q(Y ) > 0 durh

x

1

:= � q(X)+q(Y ) und y

1

:= �hX;Y i ein Urbild [x

1

+iy

1

; 1; Z℄ 2 K von Z = X+iY 2

K

0

= V

1

+iC gegeben.

Wir haben also K

� //
K

0

= V

1

+iC. Die Abbildung ist biholomorph, K

0

ist das Tu-

bengebietmodell von K. Das Bild H

0

von H unter K

//
K

0

ist das Tubengebietmodell

von H. Es gilt H

0

= V

1

+iP, wobei P := fIm(Z);Z 2 H

0

g � C eine der beiden Kompo-

nenten von C, der sogenannte Positive Kegel, ist.

Auf K

0

operiert O(V), indem die Operation auf K mit dieser Abbildung

�

ubertragen

wird. Dabei operiert O

+

(V) auf H

0

.

Es sei

e

K bzw.

e

H der aÆne Kegel

�

uber K bzw. H, d. h. das jeweilige Urbild unter

der nat

�

urlihen Projektion V(C)�f0g

//
P(V(C)). Wir erhalten einen Shnitt K

0 // e
K

bzw. H

0 // e
H, d. h.

e

K

//
K

zz

K

0

ee
bzw.

e

H

//
H

zz

H

0

ff

kommutieren. Die Shnitte sind gegeben durh Z

� //
� q(Z)e

1

+ e

2

+ Z.

Der Raum V

1

hat Signatur (1; n� 1), enth

�

alt also eine weitere hyperbolishe Ebene

H

0

, d. h. H

0

hat Basis e

3

; e

4

mit he

3

;e

4

i = 1, q(e

i

) = 0 und es gilt V

1

= H

0

�V

0

, mit

einem negativ de�niten, zu H

0

orthogonalen Teilraum V

0

von V

1

bzw. V. Wie oben

erhalten wir eine Teilkoordinatisierung von V

1

(und damit auh V):

V

1

//
R

2

�V

0

; X = x

3

e

3

+ x

4

e

4

+ x

� //
(x

3

; x

4

; x)
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f

�

ur X 2 V

1

; x

i

2 R; x 2 V

0

. Die quadratishe Form

�

ubertr

�

agt sih auf R

2

�V

0

wie oben:

q((x

3

; x

4

; x)) = x

3

x

4

+ q(x).

Diese Koordinatisierung setzt sih auf V

1

(C) � V(C) und P(V

1

(C)) � P(V(C))

fort. Wieder unterdr

�

uken wir die Koordinatenabbildung und shreiben X = (x

3

; x

4

; x)

bzw. x = (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

; x) (entsprehend projektiv). Wie oben gilt f

�

ur [z℄ 2 K: z

3

; z

4

6= 0.

Die Bedingung an C lautet damit y

3

y

4

+q(y)>0. Wegen q(y)�0 mu� also y

3

y

4

>0 gel-

ten. Daher hat C zwei Zusammenhangskomponenten, die durh die Bedingungen y

3

> 0

bzw. y

3

< 0 gegeben sind. Damit hat auh K

0

= V

1

+iC bzw. K zwei Komponenten wie

oben behauptet. Ohne Einshr

�

ankung seiH so gew

�

ahlt, da� das BildH

0

die Komponente

zu y

3

> 0 ist.

Damit ist H gegeben als

H = f[z℄ = [�; 1; z

3

; z

4

; z℄; z

i

2 C; z 2 V

0

(C); y

3

y

4

+ q(y) > 0; y

3

> 0g;

wobei y

i

= Im z

i

; y = Im z und � = � q(z

3

e

3

+ z

4

e

4

+ z) durh z

3

; z

4

; z und q(z) = 0

bestimmt ist. Wegen y

3

y

4

> 0 kann man auh y

4

> 0 statt y

3

> 0 fordern.

Mit dieser Koordinatisierung kann man auh zeigen, da� eine Spiegelung genau dann

in O

+

(V) liegt, wenn sie negativ ist, wie oben behauptet: Sei a = (a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; a) die

Koordinatisierung des Spiegelungsvektors. Es gilt

�

a

2 O

+

(V)() Im

�

�

a

(z)

3

�

a

(z)

2

�

> 0 8z 2 V(C) mit [z℄ 2 H:

Setzt man die explizite Formel f

�

ur �

a

ein, erweitert mit q(a) und dem komplex-konju-

gierten Nenner, so erh

�

alt man:

�

a

2 O

+

(V)()

Im

�

q(a)

2

z

3

z

2

� q(a)ha;zia

3

z

2

� q(a)ha;ziz

3

a

2

+ ha;ziha;zia

3

a

2

�

= q(a) Im

�

q(a)z

3

z

2

� ha;zia

3

z

2

� ha;ziz

3

a

2

�

> 0

8z 2 V(C) mit [z℄ 2 H:

Es gen

�

ugt, dies f

�

ur ein solhes z, etwa (1; 1; i; i; 0), zu betrahten:

�

a

2 O

+

(V)()

q(a) Im

�

q(a)i� (a

1

+ a

2

+ ia

3

+ ia

4

)a

3

� (a

1

+ a

2

� ia

3

� ia

4

)ia

2

�

= q(a)

�

q(a)� (a

3

+ a

4

)a

3

� (a

1

+ a

2

)a

2

�

= q(a)

�

q(a)� a

2

3

� a

2

2

�

> 0

Da V

0

negativ de�nit ist, ist die Klammer negativ und damit

�

a

2 O

+

(V)() q(a) < 0:

Die Gruppe O(V

1

) := O(V

1

; q j

V

1

) ist in O(V) eingebettet:

O(V

1

)

� //
O(V); g

� //
((x

1

; x

2

; x)

� //
(x

1

; x

2

; g(x)));

d. h. g wirkt als Identit

�

at auf dem orthogonalen Komplement H

1

von V

1

in V. Analog

ist O(V

0

) in O(V

1

) und O(V) eingebettet.
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�

aume und Gitter

Normiert man die erste statt die zweite Koordinate, so erh

�

alt man analog die bei-

den Komponenten aus den Bedingungen y

3

> 0 (bzw. y

4

> 0) und y

3

< 0 (bzw.

y

4

< 0). Dabei sind f

�

ur eine feste Komponente bei beiden Normierungen das gleihe

Ungleihheitszeihen zu nehmen, wie man an [1; 1; i; i; 0℄ sieht. Also nah unserer Wahl:

H = f[z℄ = [1;� q(z

3

e

3

+ z

4

e

4

+ z); z

3

; z

4

; z℄; z

i

2 C; z 2 V

0

(C); y

3

y

4

+ q(y) > 0; y

3

> 0g.

Shlie�lih kann man auh die dritte oder vierte Koordinate normieren und erh

�

alt

y

1

y

2

+ q(y) > 0 als Bedingung f

�

ur K und y

1

> 0 bzw. y

1

< 0 als Bedingung f

�

ur die

beiden Komponenten (oder y

2

7 0). Hierbei ist aber f

�

ur eine feste Komponente, etwa

H, das Ungleihheitszeihen gegen

�

uber der Normierung der ersten oder zweiten Koor-

dinate zu vertaushen, denn [1; 1; i; i; 0℄ = [�i;�i; 1; 1; 0℄.

Shlie�lih k

�

onnen wir auh noh V

0

koordinatisieren (falls V

0

6= 0, d. h. n > 2): V

0

hat eine Basis e

5

; : : : ; e

n+2

mit he

i

;e

j

i = �2Æ

ij

(also q(e

i

) = �1). Entsprehend haben

wir eine Abbildung

V

0

//
R

n�2

; x =

n+2

X

i=5

x

i

e

i

� //
(x

5

; : : : ; x

n+2

):

Auh diese Koordinatisierung setzt sih komplex und projektiv fort. Bei Bedarf k

�

onnen

wir also

[� q(Z); 1; z

3

; z

4

; z

5

; : : : ; z

n+2

℄ := [� q(Z)e

1

+ e

2

+ z

3

e

3

+ z

4

e

4

+

n+2

X

i=5

z

i

e

i

℄

usw. shreiben.

1.2 Gitter

SeiM � V ein Gitter, d. h. eine diskrete Untergruppe vollen Rangs. Durh Einshr

�

ankung

von V auf M ist auf M eine niht ausgeartete quadratishe Form bzw. Bilinearform

de�niert (ebenfalls mit q bzw. h ; i bezeihnet). Das GitterM hei�t ganz, wenn hm;ni 2 Z

8m;n 2 M gilt, es hei�t gerade, wenn q(m) 2 Z, d. h. hm;mi 2 2Z; 8m 2 M gilt. Jedes

gerade Gitter ist ganz, denn hm;ni = q(m+ n)� q(m)� q(n) 2 Z 8m;n 2 M.

Das zu M duale Gitter M

0

ist de�niert als

M

0

:= fn 2 V; hn;mi 2 Z 8m 2 Mg:

Es gilt M

00

:= (M

0

)

0

= M. Ist M ein ganzes Gitter, dann ist M � M

0

. Damit ist die

Diskriminatengruppe M

0

=M eines ganzen Gitters wohlde�niert und endlih.

Mit O(M) := fg 2 O(V); g(M) � Mg sei die Gruppe derjenigen Transformatio-

nen von O(V) bezeihnet, die M in sih

�

uberf

�

uhren. Es gilt O(M) � O(M

0

) und daher

O(M

0

) � O(M

00

) also O(M

0

) = O(M). Shlie�lih sei O

+

(M) := O(M) \ O

+

(V) und

SO

+

(M) := O

+

(M) \ SO

+

(V).

Eine Transformation g 2 O(M) f

�

uhrt also sowohl M als auh M

0

in sih

�

uber und

induziert daher einen nat

�

urlihen Homomorphismus von M

0

=M in sih, falls M ganz ist.

De�nition 1.1. Seien M;N unter einer Untergruppe G � O(V) invariante Gitter mit

M � N.

G(M;N) := Kern

�

G

//
Aut

�

N

=

M

�

�
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Ist speziell M ganz, also M � M

0

, dann ist

�(M) := O

+

(M)(M;M

0

) = Kern

�

O

+

(M)

//
Aut

�

M

0

=

M

�

�

der Diskriminantenkern des Gitters M.

Die Gruppen G(M;N) sind Untergruppen endlihen Index in G, insbesondere ist also

�(M) Untergruppe endlihen Index von O

+

(M).

Lemma 1.2. Seien M � N und G wie in De�nition 1.1. Dann gilt

G(M;N) = G(N

0

;M

0

)

d. h.

Kern

�

G

//
Aut

�

N

=

M

�

�

= Kern

�

G

//
Aut

�

M

0

=

N

0

�

�

:

Beweis. Wegen M � N gilt N

0

� M

0

und mit M und N werden auh M

0

und N

0

von G in

sih

�

uberf

�

uhrt, soda� G(N

0

;M

0

) wohlde�niert ist.

Sei g 2 G(M;N), d. h. g 2 G und g(n)� n 2 M 8n 2 N. Sei m 2 M

0

und damit auh

g(m) 2 M

0

. Zu zeigen ist g(m)�m 2 N

0

also hg(m)�m;ni 2 Z 8n 2 N. Sei also n 2 N.

hg(m)�m;ni = hg(m);ni � hm;ni

= hg(m);ni � hg(m);g(n)i = hg(m);n� g(n)i 2 Z 8n 2 N;

denn g(m) 2 M

0

und n� g(n) 2 M. Damit ist G(M;N) � G(N

0

;M

0

) gezeigt. Die andere

Inklusion folgt aus dieser mit M

0

statt N und N

0

statt M wegen N = N

00

und M = M

00

also N=M = N

00

=M

00

.

De�nition 1.3. Sei M � V ein Gitter und v 2 V. Der Vektor v hei�t primitiv bez

�

uglih

M, wenn Qv \M = Zv gilt. (Insbesondere mu� dann v 2 M sein.)

Eihlertransformationen

De�nition 1.4. Sei u 2 V isotrop und v 2 V orthogonal zu u: hu;vi = 0. Die Eihler-

transformation E(u; v) zu u und v auf V ist de�niert als

x

� //
E(u; v)(x) = x� hx;uiv + hx;viu� q(v)hx;uiu 8x 2 V :

Eihlertransformationen haben die folgenden einfahen Eigenshaften:

Lemma 1.5. Es seien u; v; w 2 V, u isotrop und v und w orthogonal zu u. Dann gilt:

� E(u; u) = id

V

� E(u; v) = id

V

, falls u oder v = 0

� E(u; �v) = E(�u; v) 8� 2 R, insbesondere E(u; v) = E(�u;�v)

� E(u; v) E(u;w) = E(u; v + w), insbesondere

� E(u; v)

�1

= E(u;�v) = E(�u; v) und
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�

aume und Gitter

� E(u; v)

m

= E(u;mv) = E(mu; v) 8m 2 Z

� E(u; v) E(v; u) = id

V

bzw. E(u; v) = E(v;�u) = E(�v; u), falls zus

�

atzlih v isotrop

� g E(u; v)g

�1

= E(g(u); g(v)) f

�

ur alle g 2 O(V)

� E(u; v)(x) = x f

�

ur alle x 2 V orthogonal zu u und v

Lemma 1.6. Es gilt E(u; v) 2 SO

+

(V), also insbesondere detE(u; v) = 1. F

�

ur ein ge-

rades Gitter M und u; v 2 M liegt E(u; v) im Diskriminantenkern �(M).

Beweis. Zun

�

ahst ist E(u; v) 2 O(V): Die Abbildung ist o�ensihtlih linear und man

rehnet leiht q(E(u; v)(x)) = q(x) 8x 2 V nah.

Durh E(t) := E(u; tv); t 2 [0; 1℄ ist ein Weg von id

V

= E(u; 0) nah E(u; v) in O(V)

gegeben, also liegt E(u; v) in der (Weg-)Zusammenhangskomponente der Eins von O(V),

also in SO

+

(V).

Ist M ein gerades Gitter, u; v 2M und x 2 M

0

, so sind hx;ui, hx;vi und q(v)hx;ui 2 Z

und damit E(u; v)(x) � x 2 Zu+ Zv � M.

Es sei jetzt V = Re

1

�Re

2

�Re

3

�Re

4

�V

0

koordinatisiert wie im vorigen Abshnitt.

De�nition 1.7. Sei M ein ganzes Gitter, M

0

:= M \ V

0

. Mit O(M

0

) sei die Gruppe

O(V

0

) \O(M) bezeihnet, mit SO(M

0

) der Durhshnitt mit SO(V

0

).

Ist M von der Form M =

P

4

i=1

Ze

i

+M

0

;M

0

� V

0

, so bezeihne EO(M) � O

+

(M)

die von den Eihlertransformationen der Form E(e

i

; v); 1 � i � 4; v 2 M orthogonal zu

e

i

, erzeugte Gruppe:

EO(M) = h

4

[

i=1

fE(e

i

; v); v 2 M; v?e

i

gi � O

+

(M)

F

�

ur gerade Gitter M ist nah obigem Lemma EO(M) im Diskriminantenkern �(M) ent-

halten.

Bemerkung 1.8. Wegen Lemma 1.5 gen

�

ugen E(e

i

; v) mit primitiven v zum Erzeugen

von EO(M). Tats

�

ahlih gen

�

ugen v aus einer Basis von M \ e

?

i

:

EO(M) = h

4

[

i=1

fE(e

i

; v); v aus Basis von M \ e

?

i

gi

1.3 Spezielle Gitter und Gruppen

Wir betrahten in dieser Arbeit spezielle Gitter im R

6

. Sei also V = R

6

und

q((x

1

; : : : ; x

6

)) = x

1

x

2

+ x

3

x

4

� x

2

5

� x

2

6

:

Die induzierte Bilinearform ist gegeben durh

h(x

1

; : : : ; x

6

);(y

1

; : : : ; y

6

)i = x

1

y

2

+ x

2

y

1

+ x

3

y

4

+ x

4

y

3

� 2x

5

y

5

� 2x

6

y

6

:

Die Vektoren e

1

; : : : ; e

n+2

aus der Koordinatisierung von V seien die kanonishen Ein-

heitsvektoren des R

6

, also H

1

= Re

1

+ Re

2

, H

0

= Re

3

+ Re

4

, V

0

= Re

5

+ Re

6

,

V

1

= H

0

�V

0

und V = H

1

�V

1

. Wir benutzen die
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Notation 1.9. Mit � sei die Permutation (12)(34) 2 S

6

bezeihnet.

Damit gilt he

i

;vi = v

�(i)

f

�

ur i = 1; : : : ; 4; v = (v

1

; : : : ; v

6

) 2 V.

Wir identi�zieren lineare Abbildungen von V mit den zugeh

�

origen 6�6-Matrizen

bez

�

uglih dieser Basis (und shreiben Vektoren in diesem Zusammenhang als Spalten).

Die betrahteten Gitter sind:

De�nition 1.10. Es seien L :=

P

6

i=1

Ze

i

, M := 2L

0

und N :=

P

4

i=1

Ze

i

+Z

1

2

(e

5

+e

6

)+

Z

1

2

(e

5

� e

6

). Wir fassen Z

6

als Teilmenge von R

6

auf und shreiben salopp:

L = Z

6

= H� H� Z� Z

M = 2L

0

= 2H� 2H� Z� Z

N = H� H� N

0

Hierbei sei H eine ganzzahlige hyperbolishe Ebene, genauer

H = H

1

\ Z

6

= Ze

1

+ Ze

2

bzw. H = H

0

\ Z

6

= Ze

3

+ Ze

4

und

N

0

= Z� Z [ (

1

2

;

1

2

) + Z� Z = Z(

1

2

;

1

2

) + Z(

1

2

;�

1

2

)

= f(a; b) 2

1

2

Z�

1

2

Z; a� b 2 Zg

�

=

Z

1

2

(e

5

+ e

6

) + Z

1

2

(e

5

� e

6

):

Die Gitter L;M und N sind ganz, L und M auh gerade. Es gilt M

0

= L

0

= Ze

5

+Ze

6

und L

0

=

1

2

M bzw. M

0

=

1

2

L sowie N

0

= N, d. h. N ist selbstdual (aber niht gerade). F

�

ur

die Diskriminantengruppe von M gilt

M

0

=

M

�

=

�

Z

=

4Z

�

4

�

�

Z

=

2Z

�

2

:

Wihtig werden auh die Untergruppen

L

0

=

M

�

=

�

Z

=

2Z

�

6

und

N

=

M

�

=

�

Z

=

2Z

�

5

der Elemente der Ordnung zwei und der Elemente halbganzer Norm darin bez

�

uglih der

induzierten Form

M

0

=

M

//
1

4

Z

=

Z

; m+M

� //
q(m) + Z

sein (es ist N

0

=M

0

�

=

Z=2Z).

Von O

+

(L) = O

+

(M

0

) = O

+

(M) sind die Erzeuger bekannt [F-H℄:

Satz 1.11. Die Gruppe O

+

(M) wird erzeugt von O(L

0

) und EO(L).

Folgerung 1.12. Die Gruppe SO

+

(M) wird erzeugt von SO(L

0

) und EO(L).
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�

aume und Gitter

Die Gruppe O(M

0

) = O(L

0

) besteht aus Matrizen der Form

�

E

4

0

0 G

�

mit G

0

(�2E

2

)G

= �2E

2

, d. h. G

0

G = E

2

, und G(Z

2

) � Z

2

. Dabei sei E

n

die n�n-Einheitsmatrix. Also

G 2

�

(

1 0

0 1

) ;

�

1 0

0 �1

�

;

�

�1 0

0 1

�

;

�

�1 0

0 �1

�

; (

0 1

1 0

) ;

�

0 �1

1 0

�

;

�

0 1

�1 0

�

;

�

0 �1

�1 0

�	

bzw. O(M

0

) = hh

1

; h

2

i wobei

h

1

:=

�

E

4

0

0

0 1

�1 0

�

und h

2

:=

�

E

4

0

0

1 0

0 �1

�

=

�

E

5

0

0 �1

�

:

Die Transformation h

1

erzeugt die Untergruppe SO(M

0

), h

2

ist die Spiegelung an e

6

:

h

2

= �

e

6

. Es gilt h

1

= �

e

5

+e

6

h

2

= �

e

5

+e

6

�

e

6

.

Weiter wird EO(L) erzeugt von den E(e

i

; e

j

); i2f1; : : : ; 4g; j 2f1; : : : ; 6gmit he

i

;e

j

i=

0. Wegen Lemma 1.5 k

�

onnen die E(e

i

; e

i

); i 2 f1; : : : ; 4g zum Erzeugen von EO(L) wegge-

lassen werden. Dies gilt auh f

�

ur die E(e

i

; e

j

); i 2 f3; 4g; j 2 f1; 2g, denn diese entstehen

aus denen mit i 2 f1; 2g; j 2 f3; 4g durh Inversion: E(e

i

; e

j

) = E(�e

j

; e

i

) = E(e

j

; e

i

)

�1

.

Von den

�

ubrigen sind noh E(e

2

; e

5

) und E(e

2

; e

6

)

�

uber

�

ussig, denn es gilt f

�

ur j = 5; 6:

E(e

2

; e

j

) = lE(e

1

; e

j

)

�1

l

�1

mit l :=

0

�

0 �1

�1 0

0 0

0

0 �1

�1 0

0

0 0 E

2

1

A

2 O

+

(M)

Wegen

l = E(e

1

; e

3

) E(e

2

; e

3

) E(e

1

; e

4

) E(e

2

; e

4

) E(e

1

; e

3

) E(e

2

; e

3

)

liegt n

�

amlih l im Erzeugnis der verbliebenen Eihlertransformationen.

F

�

ur SO

+

(M) und O

+

(M) sind die Eihlertransformationen mit j = 6

�

uber

�

ussig, denn

sie sind konjugiert zu denen mit j = 5: E(e

i

; e

6

) = h

1

E(e

i

; e

5

)

�1

h

�1

1

. Wir erhalten

Folgerung 1.13.

� Die Transformationen E(e

i

; e

j

) mit i2f1; 2g; j 2f3; 4; 5; 6g aber (i;j) 6=(2;5); (2;6)

erzeugen EO(L).

� Die Transformationen h

1

und E(e

i

; e

j

) mit i2f1; 2g; j 2f3; 4; 5g aber (i;j) 6=(2;5)

erzeugen SO

+

(M).

� Die Transformationen h

1

; h

2

und E(e

i

; e

j

) mit i 2 f1; 2g; j 2 f3; 4; 5g aber (i;j) 6=

(2;5) erzeugen O

+

(M).

Nehmen wir l zu den Erzeugern dazu, so entstehen die E(e

2

; e

j

) aus den E(e

1

; e

k

)

durh Konjugation mit l und umgekehrt, also

Folgerung 1.14. Sei i = 1 oder i = 2. Dann gilt:

� Die Transformationen l und E(e

i

; e

j

); j 2 f3; 4; 5; 6g erzeugen EO(L).

� Die Transformationen l; h

1

und E(e

i

; e

j

); j 2 f3; 4; 5g erzeugen SO

+

(M).

� Die Transformationen l; h

1

; h

2

und E(e

i

; e

j

); j 2 f3; 4; 5g erzeugen O

+

(M).
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L

�

a�t man am Anfang dieser

�

Uberlegungen niht die E(e

i

; e

j

) mit i2f3; 4g; j 2f1; 2g

sondern umgekehrt i 2 f1; 2g; j 2 f3; 4g weg, erh

�

alt man analoge Aussagen f

�

ur i = 3; 4

(beahte, da� l auh im Erzeugnis der verbleibenden Transformationen vom Typ E(e

3

; e

j

)

und E(e

4

; e

j

) liegt, wie man durh Inversion der expliziten Formel f

�

ur l mit Lemma 1.5

sieht), d. h. es gilt der

Satz 1.15. F

�

ur jedes i 2 f1; 2; 3; 4g gilt:

� Die Transformationen l und E(e

i

; e

j

); j 2 f1; : : : ; 6g�fi; �(i)g erzeugen EO(L).

� Die Transformationen l; h

1

und E(e

i

; e

j

); j 2f1; : : : ; 5g�fi; �(i)g erzeugen SO

+

(M).

� Die Transformationen l; h

1

; h

2

und E(e

i

; e

j

); j 2 f1; : : : ; 5g�fi; �(i)g erzeugen

O

+

(M).

Wir geben hier die Eihlertransformationen vom Typ E(e

i

; v); i = 1; : : : ; 4; v?e

i

, d. h.

v

�(i)

= 0, in Matrizenform an:

E(e

i

; v)(x) = x� x

�(i)

v + hx;vie

i

� q(v)x

�(i)

e

i

;

also mit der Matrix G =

 

0 1

1 0

0 0

0

0 1

1 0

0

0 0 �2E

2

!

und x

�(i)

= e

0

�(i)

x

E(e

i

; v)(x) =

�

E

6

� ve

0

�(i)

+ e

i

v

0

G� q(v)e

i

e

0

�(i)

�

x;

d. h. E(e

i

; v) ist die Einheitsmatrix, von der in der �(i)-ten Spalte v abgezogen und in

der i-ten Zeile v

0

G addiert und shlie�lih vom (i; �(i))-Eintrag q(v) subtrahiert wird,

z. B.

E(e

1

; v) =

0

B

�

1 �q(v) v

4

v

3

�2v

5

�2v

6

0 1 0 0 0 0

0 �v

3

1 0 0 0

0 �v

4

0 1 0 0

0 �v

5

0 0 1 0

0 �v

6

0 0 0 1

1

C

A

:

Beahte, da� sih im Eintrag (1; 2) bzw. allgemein (i; �(i)) die Beitr

�

age von �v und v

0

G

(n

�

amlih �v

1

bzw. �v

i

) wegheben, soda� allgemein hier immer � q(v) steht.

Proposition 1.16. Es gilt O(M) = O(N), also auh O

+

(M) = O

+

(N). Insbesondere f

�

uhrt

O

+

(M) das Gitter N in sih

�

uber. Weiter gilt:

O

+

(M)(N;M

0

) = O

+

(M)(M;N)

d. h.

Kern

�

O

+

(M)

//
Aut

�

M

0

=

N

�

�

= Kern

�

O

+

(M)

//
Aut

�

N

=

M

�

�

:

Beweis. Wegen N = fm 2 L

0

; q(m) 2

1

2

Zg gilt O(L) = O(L

0

) � O(N) und wegen

L = fm 2 N; q(m) 2 Zg gilt O(N) � O(L), also insgesamt O(N) = O(L) = O(M).

Die Gleihheit der beiden Kerne folgt aus der Selbstdualit

�

at von N und aus Lemma

1.2 mit G = O

+

(M).
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De�nition 1.17. Wir de�nieren f

�

ur Gitter G � M

0

= (

1

2

Z)

6

, die unter O

+

(M) invariant

sind:

�

G

:= O

+

(M)(G;M

0

) = Kern

�

O

+

(M)

//
Aut

�

M

0

=

G

�

�

Und speziell:

� := �

M

= �(M) = O

+

(M)(M;M

0

) = Kern

�

O

+

(M)

//
Aut

�

M

0

=

M

�

�

Mit S� und S�

G

seien die jeweiligen Druhshnitte mit SO(V) bezeihnet.

Wegen Proposition 1.16 gilt

�

N

= Kern

�

O

+

(M)

//
Aut

�

N

=

M

�

�

:

Satz 1.18. Es gilt

O

+

(M)

=

�

N

�

=

S

6

:

Ein Isomorphismus S

6

// O
+

(M)

=

�

N

ist de�niert durh

(i; i + 1)

� //
g

i

�

N

8i = 1; : : : ; 5:

Dabei sind die g

i

; i = 1; : : : ; 5 de�niert als

g

1

:= E(e

1

; e

3

) g

2

:= E(e

2

; e

4

)

g

3

:= E(e

1

; e

3

+ e

4

+ e

5

) g

4

:= E(e

2

; e

3

)

g

5

:= E(e

1

; e

4

):

Beweis. Die angegebene Abbildung S

6

//
O

+

(M)=�

N

ist wohlde�niert, denn die g

i

er-

f

�

ullen modulo �

N

die Relationen der erzeugenden Transpositionen (i; i + 1) 2 S

6

, d. h.

g

2

i

2 �

N

; (g

i

g

j

)

3

2 �

N

f

�

ur ji� jj = 1 und (g

i

g

j

)

2

2 �

N

f

�

ur ji� jj > 1. Sie ist surjektiv,

denn die g

i

; h

j

erzeugen O

+

(M) wegen g

3

= g

1

g

5

E(e

1

; e

5

) und die h

j

liegen in �

N

. Sie ist

injektiv, denn sonst w

�

are O

+

(M)=�

N

�

=

S

6

=A

6

oder S

6

=S

6

, h

�

atte also neben �

N

h

�

ohstens

ein weiteres Element.

F

�

ur die speziellen Gruppen gilt

SO

+

(M)

=

S�

N

�

=

O

+

(M)

=

hh

2

i

�

N

=

hh

2

i

�

=

O

+

(M)

=

�

N

�

=

S

6

:

Bemerkung 1.19. Unter dem angegebenen Isomorphismus gilt:

(12)(34)(56)

� //
E(e

1

; e

5

)�

N

(13)(46)

� //
l�

N
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Satz. Es gilt

�

N

=

�

�

=

�

Z

=

2Z

�

10

.

Folgerung 1.20. Der Index von � in O

+

(M) ist 6! 2

10

= 737280.

Dazu zeigen wir zun

�

ahst

Lemma 1.21. Die Gruppe

�

N

=

�

ist

Z

=

2Z

-Vektorraum.

Beweis. Zu zeigen ist: Die Gruppe �

N

=� ist abelsh (also Z-Modul bez. Potenzbildung)

und (g�)

2

= �, d. h. g

2

2 �; 8g 2 �

N

.

Seien also g; h 2 �

N

. Zu zeigen ist g

�1

h

�1

gh 2 �, d. h. g

�1

h

�1

gh(m)�m 2M 8m 2M

0

.

Sei also m 2 M

0

. Es sei m

l

:= l(m) �m 8l 2 �

N

. Es gilt m

l

2 N und falls m 2 N gilt

m

l

2M. Damit

g

�1

h

�1

gh(m) = g

�1

h

�1

g(m+m

h

)

= g

�1

h

�1

(m+m

g

+m

h

+m

h;g

)

= g

�1

�

h

�1

(m+m

h

)

| {z }

=m

+h

�1

(m

g

+m

g;h

)

| {z }

=m

g

+h

�1

(m

h;g

�m

g;h

)

| {z }

=: ~m2M

�

= g

�1

(m+m

g

+ ~m)

= m+ g

�1

( ~m)

| {z }

2M

:

Also g

�1

h

�1

gh(m) �m 2 M.

Sei jetzt g 2 �

N

und m 2 M

0

, zu zeigen ist g

2

(m)�m 2 M.

g

2

(m) = g(m+m

g

) = m+m

g

+m

g

+m

g;g

= m+ 2m

g

+m

g;g

(Bezeihnung wie oben). Es gilt m

g

2 N also 2m

g

2 2N � M und m

g;g

2 M, denn g l

�

a�t

zun

�

ahst m modulo N fest und dann m

g

2 N modulo M.

Wir wollen die Dimension von �

N

=� bestimmen und einen Isomorphismus nah (Z=2Z)

dim

angeben. Dazu geben wir linear unabh

�

angige Erzeuger an. Dabei ist es einfaher, sih

niht um die Zusammenhangskomponente zu k

�

ummern. Wir betrahten daher zun

�

ahst

b

�

N

:= O(M)(M;N) = h�

N

; hi mit h :=

�

E

2

0 0

0 �E

2

0

0 0 E

2

�

2 O(M)�O

+

(M):

Auh

b

�

N

=� ist ein Z=2Z-Vektorraum, was man genau wie Lemma 1.21 beweist.

Lemma 1.22. Die elf Transformationen

E(e

i

; 2e

j

); i 2 f1; 2g; j 2 f3; 4g;E(e

i

; e

5

+ e

6

); i 2 f1; : : : ; 4g; h

1

;�h

2

1

; h

erzeugen zusammen mit � die Gruppe

b

�

N

.
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Beweis. Die Transformationen liegen in

b

�

N

: Es gilt

E(e

i

; 2e

j

)(l)� l = �2hl;e

i

ie

j

+ 2hl;e

j

ie

i

;

E(e

i

; e

5

+ e

6

)(l)� l = �hl;e

i

i(e

5

+ e

6

) + hl;e

5

+ e

6

ie

i

� q(e

5

+ e

6

)hl;e

i

ie

i

:

Dies liegt in 2N f

�

ur alle l 2 L. F

�

ur h

1

, �h

2

1

und h ist dies klar. (Dabei haben wir die

"

ganzzahlige\ De�nition von �

G

= O

+

(M)(G;M

0

) = O

+

(M)(2G; L) benutzt.)

Die Eihlertransformationen E(e

j

; 2e

i

); i2f1; 2g; j 2f3; 4g liegen in diesem Erzeugnis,

denn sie sind invers zu E(e

i

; 2e

j

): E(e

j

; 2e

i

) = E(�2e

i

; e

j

) = E(e

i

; 2e

j

)

�1

(Lemma 1.5).

Sei nun g 2

b

�

N

. Es gilt

g(e

1

) � e

1

mod 2N

��e

1

+ 2"

2

e

2

+ 2"

3

e

3

+ 2"

4

e

4

+ "

5

(e

5

+ e

6

) mod 2M

mit gewissen "

i

2 f0; 1g. Durh eventuelle Multiplikation mit �h

2

1

kann o. E. g(e

1

) �

+e

1

+ : : : angenommen werden. Die quadratishe Form ist auf L modulo 4 eindeu-

tig, wenn man

�

Anderungen modulo 2M zul

�

a�t, d. h. q induziert L=2M

//
Z=4Z. Also

0 = q(e

1

) = q(g(e

1

)) � q(e

1

+ 2"

2

e

2

+ 2"

3

e

3

+ 2"

4

e

4

+ "

5

(e

5

+ e

6

)) � 2"

2

� 2"

5

mod 4Z,

also "

2

= "

5

. Damit ist aber 2"

2

e

2

= 2"

2

5

e

2

und daher

g(e

1

) � e

1

+ 2"

3

e

3

+ 2"

4

e

4

+ "

5

(e

5

+ e

6

) + 2"

2

5

e

2

mod 2M

� E(e

2

; 2"

3

e

3

+ 2"

4

e

4

+ "

5

(e

5

+ e

6

))(e

1

) mod 2M

= E(e

2

; 2e

3

)

"

3

E(e

2

; 2e

4

)

"

4

E(e

2

; e

5

+ e

6

)

"

5

(e

1

):

Wir k

�

onnen also o. E. g(e

1

) � e

1

mod 2M annehmen. Entsprehend kann man bei g(e

2

)

verfahren. Dabei darf jedoh an g(e

1

) mod 2M nihts ge

�

andert werden. Die ben

�

otigte

Eihlertransformation E(e

1

; �) ist unproblematish und es gilt sowieso g(e

2

) � +e

2

+ : : :

denn g(e

2

)

2

= he

1

;g(e

2

)i � hg(e

1

);g(e

2

)i = he

1

;e

2

i = 1 mod 4Z. Entsprehend gilt o. E.

g(e

3

) � e

3

mod 2M. Hierzu kann das Vorzeihen von e

3

mit h gewehselt werden, ohne

g(e

1

) und g(e

2

) zu ver

�

andern, und dann wie oben eine Eihlertransformation E(e

4

; �)

angewandt werden. F

�

ur i = 1;2 ist 0 � he

i

;g(e

3

i = 2"

i

mod 4, also "

i

= 0 f

�

ur i = 1;2 und

daher � = "

5

(e

5

+ e

5

), also

�

andert E(e

4

; �) nihts an g(e

1

) und g(e

2

) modulo 2M.

Shlie�lih gilt o. E. g(e

4

) � e

4

mod 2M wie oben. Weiter gilt g(e

5

) � e

5

mod 2N.

Tats

�

ahlih gilt dies niht nur modulo 2N = 2H � 2H � 2N

0

, sondern sogar modulo

4H � 4H� 2N

0

: Es sei g(e

i

) = e

i

+m

i

, d. h. m

1

; : : : ;m

4

2 2M und m

5

2 2N. Damit gilt

f

�

ur i = 1; : : : ; 4 (m

kl

sei die l-te Koordinate von m

k

):

0 = he

i

;e

5

i = hg(e

i

);g(e

5

)i = he

i

+m

i

;e

5

+m

5

i

= he

i

;e

5

i

| {z }

=0

+he

i

;m

5

i+ hm

i

;e

5

i

| {z }

24Z

+ hm

i

;m

5

i

| {z }

24Z

� m

5�(i)

mod 4Z

d. h. m

5i

2 4Z f

�

ur i = 1; : : : ; 4. Entsprehend gilt dies f

�

ur e

6

. Damit gilt also g(e

5

) � e

5

oder e

6

mod 2M. Nah eventueller Multiplikation von g mit h

1

also o. E. g(e

5

) � e

5

.
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Auh g(e

6

) ist kongruent e

5

oder e

6

mod 2M und zwar kongruent e

6

, denn

0 = he

5

;e

6

i = hg(e

5

);g(e

6

)i � he

5

;g(e

6

)i �

(

he

5

;e

5

i = �2 E

he

5

;e

6

i = 0 X

mod 4Z:

Damit ist g durh Multiplikation mit den elf Transformationen nah �

�

uberf

�

uhrt.

Lemma 1.23. Die �-Klassen der elf Transformationen aus Lemma 1.22 sind

Z

=

2Z

-li-

near unabh

�

angig in

b

�

N

=

�

.

Beweis. Gegeben sei eine Z=2Z-Linearkombination der elf �-Klassen. Diese ist repr

�

asen-

tiert durh ein Produkt P der elf Transformationen, wobei jede h

�

ohstens einmal vor-

kommt. Zu zeigen ist, da� das Produkt leer ist, falls P 2 �.

F

�

ur i 2 f1; : : : ; 4g sei P

i

das Produkt der Faktoren vom Typ E(e

i

; �), die in P

vorkommen und Q das Produkt der

�

ubrigen Faktoren von P , d. h. P � QP

1

P

2

P

3

P

4

mod

�. Es gilt P

j

(e

i

) = e

i

f

�

ur i; j 2 f1; : : : ; 4g mit j 6= �(i) und P

�(i)

(e

i

) = E(e

�(i)

; v

i

)(e

i

) =

e

i

� v

i

� q(v

i

)e

�(i)

, wobei v

i

Summe von 2e

j

; j 2 f1; 2; 3; 4g�fi; �(i)g und e

5

+ e

6

ist, in

der jeder Summand h

�

ohstens einmal vorkommt. Dieses v

i

ist Element von 2M genau

dann, wenn v

i

= 0 also P

�(i)

= id

V

gilt. Damit ist f

�

ur i = 1; : : : ; 4

P (e

i

) � QP

1

P

2

P

3

P

4

(e

i

) � Q(P

�(i)

(e

i

)) mod 2M

= Q(e

i

� v

i

� q(v

i

)e

�(i)

) = �e

i

�Q(v

i

)� q(v

i

)e

�(i)

:

Dies mu�

� e

i

mod 2M

sein, falls P 2 � gilt. Der Vektor Q(v

i

) ist Summe von �2e

j

; j 2 f1; 2; 3; 4g�fi; �(i)g

und e

5

� e

6

, insbesondere also 2 2M genau wenn Q(v

i

) = 0.

Damit mu� Q(e

i

) = +e

i

und Q(v

i

) = 0 also v

i

= 0 f

�

ur i = 1; : : : ; 4 sein, d. h. aber

P

i

= id

V

f

�

ur i = 1; : : : ; 4 und Q = h

1

oder id

V

. Aber Q kann niht h

1

sein, denn dann

w

�

are P = Q = h

1

62 �.

Folgerung 1.24. Die �-Klassen der Transformationen aus Lemma 1.22 ohne h bilden

Z

=

2Z

-Basis von

�

N

=

�

.

Beweis. Die zehn Transformationen liegen in �

N

und ihre �-Klassen erzeugen eine Un-

tergruppe von

b

�

N

=� vom Index 2.

Damit ist bewiesen:

Satz 1.25. Es gilt

�

N

=

�

�

=

�

Z

=

2Z

�

10

:

Ein Isomorphismus

�

Z

=

2Z

�

10

// �
N

=

�

ist gegeben durh

("

1

; : : : ; "

10

)

� //
E(e

1

; 2e

3

)

"

1

E(e

1

; 2e

4

)

"

2

E(e

2

; 2e

3

)

"

3

E(e

2

; 2e

4

)

"

4

E(e

1

; e

5

+ e

6

)

"

5

E(e

2

; e

5

+ e

6

)

"

6

E(e

3

; e

5

+ e

6

)

"

7

E(e

4

; e

5

+ e

6

)

"

8

h

"

9

1

(�h

2

1

)

"

10

�:
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Folgerung 1.26. Es gilt auh

S�

N

=

S�

�

=

�

Z

=

2Z

�

10

. Einen Isomorphismus erh

�

alt man

aus obigem, indem man � durh S� ersetzt.

Folgerung 1.27. Es gilt

�

N

=

�

L

�

=

�

Z

=

2Z

�

5

und

�

L

=

�

�

=

�

Z

=

2Z

�

5

:

Basen bilden die �

L

-Klassen von E(e

i

; e

5

+ e

6

); i = 1; : : : ; 4 und h

1

einerseits und die

�-Klassen von E(e

i

; 2e

j

); i 2 f1; 2g; j 2 f3; 4g und �h

2

1

andererseits.

Beweis. Wegen � = �

M

� �

L

� �

N

ist die Z=2Z-Vektorraumstruktur der beiden Gruppen

klar. Es gilt E(e

i

; 2e

j

) 2 �

L

und�h

2

1

=

�

�E

4

0

0 E

2

�

2 �

L

. Daher wird �

N

=�

L

von den �

L

-Klas-

sen von E(e

i

; e

5

+e

6

); i = 1; : : : ; 4 und h

1

erzeugt. Wegen E(e

i

; e

5

+e

6

)(x) � x�x

�(i)

(e

5

+

e

6

) mod 2L f

�

ur x 2 L; i = 1; : : : ; 4 und h

1

(x) = x�(x

5

�x

6

)e

5

�(x

6

�x

5

)e

6

ist keines der

nihtleeren Produkte der f

�

unf Erzeuger (in dem jeder Faktor h

�

ohstens einmal auftritt)

in �

L

: Ein Produkt P ist modulo �

L

kongruent zu E(e

1

; e

5

+ e

5

)

Æ

1

: : :E(e

1

; e

5

+ e

5

)

Æ

4

h

Æ

5

1

mit Æ

i

2 f0; 1g; i = 1; : : : ; 5. Damit ist P (e

i

) � e

i

� Æ

�(i)

(e

5

+ e

6

) mod 2L also Æ

i

= 0

f

�

ur i = 1; : : : ; 4 falls P 2 �

L

. Also P = h

1

oder id

V

und damit P = id

V

wegen h

1

62 �

L

.

Damit sind die f

�

unf �

L

-Klassen linear unabh

�

angig.

Aus Dimensionsgr

�

unden mu� auh �

L

=�

�

=

(Z=2Z)

5

sein. Da die �-Klassen der vier

Transformationen vom Typ E(e

i

; 2e

j

) und von �h

2

1

linear unabh

�

angig sind, bilden diese

eine Basis.

1.4 Hermitesh-Symplektishe Matrizen und orthogonale

Transformationen

Sei weiterhin V = R

6

mit quadratisher Form q(x) = x

1

x

2

+ x

3

x

4

� x

2

5

� x

2

6

bez

�

uglih

der Standardbasis e

1

; : : : ; e

6

. Wir ordnen jedem Vektor x 2 V wie folgt eine (komplexe)

Matrix zu:

x = (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

; x

5

; x

6

)

� //
X =

0

B

B

�

x

0

�x

3

0 �x

1

x

4

�x

0

x

1

0

0 �x

2

x

0

x

4

x

2

0 �x

3

�x

0

1

C

C

A

wobei x

0

:= x

5

� ix

6

.

Sei V � M

4�4

(C) die Menge dieser Matrizen. Die Zuordnung V

//
V;x

� //
X ist R-

linear (Isomorphismus). Damit

�

ubertr

�

agt sih die O(V)-Operation auf V, insbesondere

gilt h

2

(X ) = X .

Dabei transformiert sih die quadratishe Form:

�XX = q(x)E

4

; d. h. q(X ) := q(x) = �

1

4

spur(XX ) = �(XX )

11

(oder jedes andere Diagonalelement). Damit gilt q(x)

4

= det(�XX ) = jdet(X )j

2

also

jdet(X )j = q(x)

2

. Tats

�

ahlih ist det(X ) = q(x)

2

.

F

�

ur die Bilinearform gilt:

hX ;Yi := hx;yi = �(XY + YX )

11

bzw. XY + YX = �hx;yiE

4
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wenn x

� //
X und y

� //
Y, denn

hx;yiE

4

= q(x+ y)E

4

� q(x)E

4

� q(y)E

4

= �(X + Y)(X + Y) + XX + YY

= �XX � YX � XY � YY + XX + YY = �(XY + YX )

Notation 1.28. Wir shreiben X =

�

G

x

3

;x

4

;x

5

;x

6

x

1

J

x

2

J G

0

x

3

;x

4

;x

5

;x

6

�

mit J :=

�

0 �1

1 0

�

und

G

a;b;;d

:=

�

�id �a

b ��id

�

.

De�nition 1.29. Eine Matrix M 2 M

2n�2n

(C) hei�t hermitesh-symplektish, wenn

M

0

I

n

M = I

n

gilt, wobei I

n

:=

�

0 E

n

�E

n

0

�

. Die Gruppe dieser Matrizen wird mit Sp(n;C),

die Untergruppe der Matrizen mit Determinante 1 mit Sp(n;C)

1

bezeihnet. Die Un-

tergruppen der Matrizen mit Eintr

�

agen in Z[i℄ werden mit Sp(n;Z[i℄) und Sp(n;Z[i℄)

1

bezeihnet.

Wie im reellen Fall zeigt man (vgl. [Fr2℄):

Bemerkung 1.30. Die Matrizen I

n

und

�

E

n

S

0 E

n

�

mit S

0

= S erzeugen Sp(n;C)

1

. Zu-

sammen mit den Matrizen

�

A 0

0 A

0�1

�

mit A 2 GL(C

n

) erzeugen sie Sp(n;C). Das glei-

he gilt f

�

ur Sp(n;Z[i℄)

1

und Sp(n;Z[i℄), wenn man verlangt, da� die Matrizen S und A

Eintr

�

age in Z[i℄ haben und A unimodular ist.

Die Determinante einer hermitesh-symplektishen Matrix hat Betrag 1. F

�

ur Matri-

zen in Sp(n;Z[i℄) ist die Determinante �1.

Satz 1.31. Auf V (und damit V) operieren die hermitesh-symplektishen 4�4-Matri-

zen mit Determinante 1 Sp(2;C)

1

als orthogonale Transformationen:

(M;X )

� //
M(X ) :=MXM

�1

;

d. h. es gilt:

1. M(X ) 2 V 8X 2 V; 8M 2 Sp(2;C)

1

, und f

�

ur festes M ist X

� //
M(X ) ein

Endomorphismus des R-Vektorraums V.

2. M(N(X )) = (MN)(X ) 8M;N 2 Sp(2;C)

1

; 8X 2 V

3. q bleibt erhalten: q(X ) = q(M(X )) 8X 2 V; 8M 2 Sp(2;C)

1

.

Wir setzen I := I

2

=

�

0 E

2

�E

2

0

�

. Zum Beweis beahte: F

�

ur M 2 Sp(n;C) gilt M

�1

=

�I

n

M

0

I

n

. Weiter gilt AJA

0

= det(A)J f

�

ur beliebige Matrizen A 2 M

2�2

(C) und jede

antisymmetrishe 2�2-Matrix ist von der Form �J .

Beweis. 2 : ist klar und daher gen

�

ugt es 1 : f

�

ur die Erzeuger I und T

S

:=

�

E

2

S

0 E

2

�

, S = S

0

,

von Sp(2;C)

1

zu zeigen. 3 : ist einfah (von vornherein ist klar, da� q(X )

2

= jdet(X )j,

also q(X ) bis aufs Vorzeihen, erhalten ist):

�M(X )M(X ) = �MXXM

�1

= �XX (beahte XX 2 CE

4

)

F

�

ur den Erzeuger I gilt

I(X ) = IX I

�1

= �IX I =

�

G

0

�x

2

J

�x

1

J G

�

= X

0
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�
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also I(X ) 2 V. Dabei haben wir abgek

�

urzt: G := G

x

1

;x

2

;x

5

;x

6

.

Betrahte jetzt T

S

mit S = S

0

=

�

s

0

s

1

s

1

s

2

�

:

T

S

(X ) = �T

S

X IT

0

S

I =

�

G+ x

2

SJ x

1

J � x

2

SJS

0

�GS

0

+ SG

0

x

2

J G

0

� x

2

JS

0

�

Der 1,1- und 2,2-Blok sind transponiert zueinander, der 1,2-Blok ist antisymmetrish

also von der Form �J , und der 2,1-Blok hat sowieso die verlangte Form. Wegen SJ =

G

s

0

;s

2

;Re s

1

;� Im s

1

haben die Diagonalbl

�

oke die gesuhte Form (beahte s

0

; s

2

2 R). Es

bleibt die Frage, ob der 1,2-Blok reell ist. Die Matrizen x

1

J und�x

2

SJS

0

=�x

2

det(S)J

sind reell. Es gilt �GS

0

+ SG

0

= (�x

3

s

2

� x

4

s

0

+ 2x

5

Re s

1

� 2x

6

Im s

1

)J , also ist der

1,2-Blok reell und damit T

S

(X ) 2 V.

Damit ist M(X ) 2 V 8X 2 V; 8M 2 Sp(2;C)

1

gezeigt. Die Abbildung X

� //
M(X )

ist o�ensihtlih R-linear, d. h. 1 : und damit der Satz ist bewiesen.

Wir erhalten also einen Homomorphismus von Sp(2;C)

1

nah O(V) bzw. O(V). Es gilt:

Satz 1.32. Der Kern des Homomorphismus Sp(2;C)

1

//
O(V) ist f�E

4

g. Das Bild

ist die Untergruppe SO

+

(V). Es gilt also

Sp(2;C)

1

=

f�E

4

g

�

=

SO

+

(V):

Folgerung 1.33. Die Gruppe Sp(2;C)

1

operiert auf H. Genau die Matrizen aus hiE

4

i

wirken als Identit

�

at.

Beweis. Die Gruppe O

+

(V) operiert auf H, es gilt iE

4

� //
� id

V

, und � id

V

2 O(V) sind

die einzigen auf H trivialen Transformationen von O

+

(V).

Zum Beweis des Satzes: Die Matrix M =

�

A B

C D

�

liegt genau dann im Kern, wenn

MXM

�1

= X 8X 2 V, d. h. MX = XM 8X 2 V, gilt. Aus x = e

1

und x = e

2

folgt

B = C = 0, also D = A

0�1

, und detA = 1. Aus x = e

3

und e

4

folgt dann A diagonal

und shlie�lih aus x = e

5

A skalar, und damit A = �E

2

also M = �E

4

.

Das Bild ist enthalten in SO

+

(V), denn Sp(2;C)

1

ist zusammenh

�

angend und die

Abbildung ist stetig, das Bild also in der Zusammenhangskomponente der Eins, d. h.

SO

+

(V), enthalten. Alternativ liegen die Bilder von I und T

S

in SO

+

(V) (siehe unten).

Zum Beweis der Surjektivit

�

at dehnen wir die Operation aus:

Satz 1.34. Auf V operiert die Gruppe

S :=

�

M 2 M

4�4

(C);M

0

IM = rI; r 2 R

�

;detM > 0

	

via

(M;X )

� //
M(X ) :=MXM

�1

als Gruppe orthogonaler Transformationen, d. h. wir erhalten einen Homomorphismus

S

//
O(V).

Beweis. Zu beweisen sind die entsprehenden drei Punkte aus Satz 1.31. Die Punkte 2 :

und 3 : sind klar, der erste folgt aus Satz 1.31 und dem folgenden Lemma.
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Lemma 1.35. Die Gruppe S wird erzeugt von

b

J :=

�

J 0

0 �J

�

, den �E

4

mit � > 0 und

Sp(2;C)

1

:

S = h

b

J; �E

4

; � > 0;Sp(2;C)

1

i

Beweis. Es gilt �E

4

2 S (mit r = �

2

und det = �

4

> 0) und

b

J 2 S (mit r = �1 und

det

b

J = 1).

SeiM 2 M

4�4

(C) mitM

0

IM = rI und detM > 0. Ist r > 0, so liegt

1

p

r

M = (

1

p

r

E

4

)M

in Sp(2;C)

1

:

1

p

r

M

0

I

1

p

r

M =

1

r

M

0

IM =

1

r

rI = I

und

det(

1

p

r

M) =

1

r

2

detM 2 R

>0

\ S

1

= f1g,

wobei S

1

= fz 2 C; jzj = 1g = fdetM ;M 2 Sp(2;C)g.

Ist r < 0, so k

�

onnen wir o. E. r = �1 annehmen, indem wir notfalls zu

1

p

�r

M

�

ubergehen.

Dann ist aber

b

JM 2 Sp(2;C)

1

:

b

JM

0

I

b

JM =M

0

b

J

0

I

b

JM = �M

0

IM = �(�I) = I

und det(

b

JM) = detM 2 S

1

\R

>0

= f1g.

Die �E

4

; � > 0 operieren trivial und

b

J als die orthogonale Transformation

0

�

�E

2

0 0

0

0 1

1 0

0

0 0

�1 0

0 1

1

A

2 SO(V)�SO

+

(V):

Damit ist Satz 1.34 bewiesen.

Das Lemma zeigt weiter

S = S

>0

[

b

J S

>0

= S

>0

[S

>0

b

J

wobei

S

>0

:=

�

M 2 M

4�4

(C);M

0

IM = rI; r > 0;detM > 0

	

= h�E

4

; � > 0;Sp(2;C)

1

i

und da� das Bild enthalten in SO(V) und der Kern RE

4

ist. Wir zeigen, da� das Bild

ganz SO(V) ist.

Proposition 1.36. Es gilt V

�

� S, wobei V

�

:= fX 2 V; q(X ) 6= 0g. Genauer gilt

X

0

IX = � q(X )I 8X 2 V.

Beweis. EineMatrixM =

�

A B

C D

�

erf

�

ulltM

0

IM = rI genau wennA

0

C = C

0

A,D

0

B=B

0

D

undA

0

D�C

0

B = rE

2

gilt. F

�

urM 2 V ist A = G,D = G

0

, B = x

1

J und C = x

2

J . Damit

ist A

0

C = G

0

x

2

J und C

0

A = �x

2

JG also A

0

C = C

0

A wegen G

0

J =

�

x

4

�x

0

�x

0

x

3

�

= �JG

und analog D

0

B = B

0

D. Weiter gilt A

0

D�C

0

B = G

0

G

0

� (�x

2

J)x

1

J = (GG)

0

+x

2

x

1

J

2

und GG = (jx

0

j

2

� x

3

x

4

)E

2

also A

0

D � C

0

B = � q(x)E

2

und damit X

0

IX = � q(x)I.

Sowieso gilt detX = q(x)

2

� 0.



28 I Orthogonale Halbr

�

aume und Gitter

Folgerung 1.37. Es gilt

fX 2 V; q(x) = �1g � Sp(2;C)

1

und

fX 2 V; q(x) = �1g � S

�

:= hSp(2;C)

1

;

b

J i

=

�

M 2 M

4�4

(C);M

0

IM = �I;detM = 1

	

:

Es ist also XYX

�1

2 V 8X ;Y 2 V. Wegen XX = � q(x)E

4

gilt X

�1

= �

1

q(x)

X f

�

ur niht-

isotrope x. Damit gilt

XYX

�1

= Xh

2

(Y)X

�1

= �h

2

(Y)X X

�1

� hx;h

2

(y)iX

�1

= �h

2

(Y) +

hx;h

2

(y)i

q(x)

X = ��

x

(h

2

(Y))

= �h

2

�

Y +

hh

2

(x);yi

q(h

2

(x))

h

2

(X )

�

= �h

2

(�

h

2

(x)

(Y));

wobei wieder mit �

a

die Spiegelung mit Spiegelungsvektor a 2 V bezeihnet sei (allge-

mein gilt �

a

g = g�

g

�1

(a)

, beahte h

2

= h

�1

2

). Wir haben also bewiesen, da� X 2 V

�

im

wesentlihen wie die Spiegelung l

�

angs x wirkt:

Lemma 1.38. F

�

ur x

� //
X unter V

//
V mit q(x) 6= 0 wirkt X 2 V

�

� S auf V als

�h

2

�

h

2

(x)

= ��

x

h

2

.

Sei nun ein beliebiges g 2 SO(V) gegeben, d. h. g ist Produkt einer geraden Anzahl

von Spiegelungen, etwa g = g

1

: : : g

2n

mit g

i

= �

a

i

; q(a

i

) 6= 0. Wegen h

2

2

= id

V

gilt

g = g

1

g

2

h

2

2

g

3

g

4

h

2

2

: : : g

2n�1

g

2n

h

2

2

= �

a

1

�

a

2

h

2

2

�

a

3

�

a

4

h

2

2

: : : �

a

2n�1

�

a

2n

h

2

2

= �

a

1

h

2

�

h

2

(a

2

)

h

2

�

a

3

h

2

�

h

2

(a

4

)

h

2

: : : �

a

2n�1

h

2

�

h

2

(a

2n

)

h

2

= (��

a

1

h

2

)(��

h

2

(a

2

)

h

2

)(��

a

3

h

2

)(��

h

2

(a

4

)

h

2

) : : : (��

a

2n�1

h

2

)(��

h

2

(a

2n

)

h

2

);

d. h. g ist Bild von A

1

A

2

: : :A

2n�1

A

2n

2 hV

�

i � S. Daher ist S

//
SO(V) aus Satz 1.34

surjektiv.

Da �E

4

; � > 0 trivial operiert, gilt dies auh f

�

ur S

�

. Explizit sieht man dies genauso

wegen �

a

i

= �

ja

i

j

�1=2

a

i

und fX 2 V; q(x) = �1g � S

�

.

Ist g 2 O

+

(V), so ist eine gerade Anzahl der a

i

, etwa 2m, positiv. Nah Normierung

gilt o. E. q(a

i

)=�1, d. h.A

i

undA

i

2S

�

. Damit istA :=A

1

A

2

: : :A

2n�1

A

2n

2Sp(2;C)

1

,

denn A

0

IA = (�1)

2m

I = I und det(A) = 1 wegen det(A

i

) = q(a

i

)

2

= 1. Also ist

Sp(2;C)

1

//
SO

+

(V) surjektiv, d. h. Satz 1.32 bewiesen. Insgesamt haben wir gezeigt:

Satz 1.39. Die Abbildung S

//
SO(V) ist surjektiver Homomorphismus mit Kern

RE

4

. Durh Einshr

�

anken werden surjektive Homomorphismen induziert:

� S

�

// //
SO(V) mit Kern f�E

4

g

� S

>0

// //
SO

+

(V) mit Kern RE

4

� Sp(2;C)

1

// //
SO

+

(V) mit Kern f�E

4

g
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Spezielle Bilder und Urbilder unter Sp(2;C)

1

// // //
O(V)

Wir k

�

onnen die Operation von I auf V am Beweis zu Satz 1.31 ablesen:

I : (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

; x

5

; x

6

)

� //
(�x

2

;�x

1

;�x

4

;�x

3

; x

5

; x

6

);

d. h.

I =

�

0 E

2

�E

2

0

�

� //
l =

0

�

0 �1

�1 0

0 0

0

0 �1

�1 0

0

0 0 E

2

1

A

:

Entsprehend T

S

; S = S

0

=

�

s

0

s

1

s

1

s

2

�

:

(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

; x

5

; x

6

)

� //
(x

1

� x

2

det(S)� x

3

s

2

� x

4

s

0

+ 2x

5

Re s

1

� 2x

6

Im s

1

;

x

2

; x

3

+ x

2

s

0

; x

4

+ x

2

s

2

; x

5

+ x

2

Re s

1

; x

6

� x

2

Im s

1

);

d. h.

T

S

=

�

E

2

S

0 E

2

�

� //

0

B

�

1 � det(S) �s

2

�s

0

2Re s

1

�2 Im s

1

0 1 0 0 0 0

0 s

0

1 0 0 0

0 s

2

0 1 0 0

0 Re s

1

0 0 1 0

0 � Im s

1

0 0 0 1

1

C

A

:

Die rehte Seite ist die Eihlertransformation E(e

1

; (0; 0;�s

0

;�s

2

;�Re s

1

; Im s

1

)) (siehe

Seite 19), d. h.

T

S

� //
E(e

1

; s) mit s = (0; 0;�s

0

;�s

2

;�Re s

1

; Im s

1

)

bzw.

T

R

� //
E(e

1

; r) mit r = (0; 0; r

3

; r

4

; r

5

; r

6

) und R =

�

�r

3

�r

5

+ir

6

�r

5

�ir

6

�r

4

�

:

Folgerung 1.40. Die Gruppe SO

+

(V) ist von den Eihlertransformationen vom Typ

E(e

i

; v); v 2 V; v?e

i

; i 2 f1; 2g erzeugt.

Beweis. Die Abbildung Sp(2;C)

1

//
SO

+

(V) ist surjektiv, die Matrizen I und T

S

; S=S

0

,

erzeugen Sp(2;C)

1

und l ist Produkt von solhen Eihlertransformationen (vgl. Seite 18).

Weiter gilt f

�

ur S = S

0

=

�

s

0

s

1

s

1

s

2

�

:

e

T

S

:=

�

E

2

0

S E

2

�

� //
E(e

2

; ~s) mit ~s = (0; 0; s

2

; s

0

;�Re s

1

; Im s

1

)

bzw.

e

T

R

� //
E(e

2

; ~r) mit ~r = (0; 0; r

3

; r

4

; r

5

; r

6

) und R =

�

r

4

�r

5

+ir

6

�r

5

�ir

6

r

3

�

;

denn

e

T

S

= �IT

�S

I

� //
lE(e

1

;�s)l

�1

= E(�e

2

;�l(s)) = E(e

2

; l(s)) mit s wie oben und

l(s) = ~s.
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�

aume und Gitter

O�ensihtlih gilt

�iE

4

� //
�E

6

= � id

V

:

Allgemeiner gilt f

�

ur A = (

a

1

a

2

a

3

a

4

):

D

A

:=

 

A 0

0 A

0

�1

!

� //

det(A)

�1

0

B

B

�

det(A)

2

0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 ja

1

j

2

ja

2

j

2

2Re(a

1

a

2

) 2 Im(a

1

a

2

)

0 0 ja

3

j

2

ja

4

j

2

2Re(a

3

a

4

) 2 Im(a

3

a

4

)

0 0 Re(a

1

a

3

) Re(a

2

a

4

) Re(a

1

a

4

+a

2

a

3

) Im(a

1

a

4

�a

2

a

3

)

0 0 � Im(a

1

a

3

) � Im(a

2

a

4

) � Im(a

1

a

4

+a

2

a

3

) Re(a

1

a

4

�a

2

a

3

)

1

C

C

A

wie man an X

� //
D

A

XD

A

�1

abliest. Insbesondere also

D

A

� //
(ab)

�1

0

B

B

B

�

(ab)

2

0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 jaj

2

0 0 0

0 0 0 jbj

2

0 0

0 0 0 0 Re(ab) Im(ab)

0 0 0 0 � Im(ab) Re(ab)

1

C

C

C

A

f

�

ur A =

�

a 0

0 b

�

und

D

A

� //

0

B

�

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 jaj

2

2Re(a) �2 Im(a)

0 0 0 1 0 0

0 0 0 Re(a) 1 0

0 0 0 �Im(a) 0 1

1

C

A

= E

�

e

3

;�Re(a)e

5

+ Im(a)e

6

�

f

�

ur A =

�

1 a

0 1

�

sowie

D

A

� //

0

B

�

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 jaj

2

1 2Re(a) 2 Im(a)

0 0 Re(a) 0 1 0

0 0 Im(a) 0 0 1

1

C

A

= E

�

e

4

;Re(a)e

5

+ Im(a)e

6

�

f

�

ur A =

�

1 0

a 1

�

:

Speziell

�

0

B

B

�

1 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 �1

1

C

C

A

� //

�

�E

4

0

0 E

2

�

= �h

2

1

;

�

0

B

B

�

i 0 0 0

0 �i 0 0

0 0 i 0

0 0 0 �i

1

C

C

A

� //

�

E

4

0

0 �E

2

�

= h

2

1

;

�

1� i

p

2

0

B

B

�

i 0 0 0

0 1 0 0

0 0 i 0

0 0 0 1

1

C

C

A

� //

�

E

4

0

0

0 1

�1 0

�

= h

1

:
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Urbilder unter Sp(2;C)

1

// // //
O(V) von Untergruppen

Zun

�

ahst interessiert die Untergruppe O

+

(M). Wegen O

+

(M)\Bild(Sp(2;C)

1

)= SO

+

(M)

untersuhen wir SO

+

(M). Nah Folgerung 1.14 (Seite 18) wird SO

+

(M) erzeugt von h

1

und EO(L), und EO(L) wird erzeugt von l und E(e

1

; e

j

); j 2 f3; 4; 5; 6g. Das Urbild von

EO(L) wird also erzeugt von �I und�T

S

j

; j 2 f3; 4; 5; 6g mit S

3

=

�

�1 0

0 0

�

, S

4

=

�

0 0

0 �1

�

,

S

5

=

�

0 �1

�1 0

�

und S

6

=

�

0 i

�i 0

�

. Diese Matrizen erzeugen gerade Sp(2;Z[i℄)

1

. Somit

wird das Urbild von SO

+

(M) bzw. O

+

(M) erzeugt von Sp(2;Z[i℄)

1

und vom Urbild von

h

1

: �H

1

, wobei H

1

:=

1�i

p

2

�

i

1

0

0

i

1

�

. Es gilt also

Satz 1.41. Der Homomorphismus Sp(2;C)

1

//
O(V) induziert durh Einshr

�

anken

surjektive Homomorphismen

Sp(2;Z[i℄)

1

// //
EO(L)

und

e

G := hSp(2;Z[i℄)

1

;H

1

i

// //
SO

+

(M):

Es gilt: Das Urbild von O

+

(M) ist

e

G und

e

G ist Erweiterung von Sp(2;Z[i℄)

1

vom In-

dex 2. Jedes M 2

e

G hat also insbesondere eindeutige Darstellungen M = H

1

M

1

bzw.

M =M

2

H

1

mit M

i

2 Sp(2;Z[i℄)

1

.

Beweis. H

2

1

= i

�

1

�1

0

0

1

�1

�

2 Sp(2;Z[i℄)

1

. Der Rest ist bereits gezeigt.

Folgerung 1.42. Es gilt h

2

1

2 EO(L), also [SO

+

(M) : EO(L)℄ = 2.

Notation 1.43. F

�

ur Urbilder von Untergruppen H � O(V) shreiben wir

e

H.

De�nition 1.44. Es sei O

+

(M) = O

+

(L) mit G bezeihnet.

Damit ist

e

G das Urbild von G und daher die Notation konsistent.

Wir sind an den Gruppen � und �

N

bzw. deren Urbilder

e

� und

e

�

N

interessiert. Dabei

werden Kongruenzgruppen auftreten.

De�nition 1.45. Die (hermitesh-symplektishe) Hauptkongruenzgruppe �

n

(l) der Stu-

fe l 2 Z[i℄ ist der Kern des nat

�

urlihen Homomorphismus

Sp(n;Z[i℄)

//
Sp

�

n;

Z[i℄

=

lZ[i℄

�

d. h.

�

n

(l) = fM 2 Sp(n;Z[i℄); M � E

2n

mod lZ[i℄ (komponentenweise)g:

Mit S�

n

(l) sei �

n

(l) \ Sp(n;C)

1

bezeihnet. Im Fall n = 2 shreiben wir auh �(l) und

S�(l) statt �

2

(l) und S�

2

(l).

In dieser Arbeit wird l 2 f1 + i; 2; 4g auftreten; es gilt �(l) = S�(l) f

�

ur l 2 2Z[i℄.
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�

aume und Gitter

De�nition 1.46. Sei G � V ein Gitter. Mit V

G

sei das Bild von G unter V

//
V von

oben bezeihnet.

Proposition 1.47. Es gilt

i) V

L

= V \M

4�4

(Z[i℄)

ii) V

M

= fX 2 V

L

;X

ij

2 2Z f

�

ur i 6= jg

� V \ 2M

4�4

(Z[i℄),

d. h. X 2 V

M

l

�

a�t sih shreiben als X = x

0

E

4

+2N mit N 2 M

4�4

(Z[i℄) (x

0

2 Z[i℄

kann noh mod 2 reduziert werden).

iii) V

N

=

1

2

V

2N

und

V

2N

= fX 2 V

L

;X

ij

2 2Z f

�

ur i 6= j;X

ii

2 (1 + i)Z[i℄ 8ig

= fX 2 V

L

;X

ij

2 (1 + i)Z[i℄ 8i; jg

= V \ (1 + i)M

4�4

(Z[i℄)

d. h. X 2 V

N

l

�

a�t sih shreiben als X = x

0

E

4

+N mit N 2M

4�4

(Z[i℄) (x

0

2

1+i

2

Z[i℄

kann noh mod 1 reduziert werden).

Beweis. ii) : �x

0

� x

0

mod 2 f

�

ur x

0

2 Z[i℄.

iii) : (1 + i)Z[i℄ = fz = x+ iy; x; y 2 Z; x � y mod 2g sowie (1 + i)Z[i℄ \R = 2Z.

Zur Bestimmung von

e

� untersuhe zun

�

ahst die Gruppe, welhe auf den Elementen der

Ordnung 2 von M

0

=M, d. h. auf (

1

2

M)=M = L

0

=M � M

0

=M trivial operiert. Dies ist genau

die Gruppe, die auf M

0

=L = (

1

2

L)=L trivial operiert (Lemma 1.2), also �

L

bzw.

e

�

L

. Es gilt

� � �

L

� �

N

.

Sei nun M 2 S�(�), d. h. von der Form E

4

+ �N mit � 2 Z[i℄ und N 2 M

4�4

(Z[i℄).

Damit gilt

MXM

�1

= �MX IM

0

I

= �X I

2

� �NX I

2

� �X IN

0

I � �

2

NX IN

0

I

� X mod �M

4�4

(Z[i℄) 8X 2 V

L

d. h.

MXM

�1

�X 2 �M

4�4

(Z[i℄) \ V 8X 2 V

L

f

�

ur M 2 S�(�):

Somit ist S�(1 + i) �

e

�

N

;�(2) �

e

�

L

und �(4) �

f

�

M

=

e

�. Weiter gilt iE

4

� //
� id

V

also

iE

4

2

e

�

L

.

Lemma 1.48. F

�

ur

e

�,

e

�

L

und

e

�

N

gelten die folgenden hinreihenden Bedingungen f

�

ur

M 2 Sp(2;Z[i℄)

1

:

� M 2 S�(1 + i) =)M 2

e

�

N

� M 2 h�(2); iE

4

i =)M 2

e

�

L

� Es sei M die Menge aller MatrizenM =

�

A B

C D

�

2 Sp(2;Z[i℄)

1

; A= (

a

1

a

2

a

3

a

4

) ; B;C;D

entsprehend, mit M � E

4

oder iE

4

mod 2 sowie A � D

0

; a

1

� a

4

; B � b

2

J und

C � 

2

J mod 4. Damit gilt:

M 2M =)M 2

e

�
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Beweis. Nur die Behauptung f

�

ur

e

� ist noh zu beweisen. Es gilt H

2

1

2

e

�, denn H

2

1

� //
h

2

1

und h

2

1

=

�

E

4

0

0 �E

2

�

2 �. Aber auh H

2

1

= i

�

1

�1

0

0

1

�1

�

2M. Es sei M

0

:=M\�(2).

Die Transformation M

� //
H

2

1

M f

�

uhrt M

0

in M�M

0

�

uber und umgekehrt. Es gen

�

ugt

also, M 2M

0

=)M 2

e

� zu zeigen.

Dazu shreibe M = E

4

+ 2N mit N =

�

A B

C D

�

2 M

4�4

(Z[i℄); A = (

a

1

a

2

a

3

a

4

) ; B;C;D

entsprehend (statt M). Die Matrix N erf

�

ullt also A � D

0

; a

1

� a

4

; B � b

2

J und C �



2

J mod 2. Zu zeigen ist MXM

�1

�X = 2[NX �X IN

0

I � 2NX IN

0

I℄

!

2 V

2M

8X 2 V

L

,

d. h.

b

N := NX � X IN

0

I � 2NX IN

0

I

!

2 V

M

8X 2 V

L

, also

b

N 2 M

4�4

(Z[i℄) (das

ist klar) diagonal modulo 2. Wegen �IN

0

I =

�

D

0

�B

0

�C

0

A

0

�

�

�

A B

C D

�

= N mod 2 gilt

b

N � NX +XN mod 2 also

b

N �

�

AG+GA+x

2

BJ+x

1

JC BG

0

+GB+x

1

(AJ+JD)

CG+G

0

C+x

2

(DJ+JA) DG

0

+G

0

D+x

1

CJ+x

2

JB

�

mod 2 (da-

bei sei X =

�

G x

1

J

x

2

J G

0

�

und G = G

x

3

;x

4

;x

5

;x

6

). Die Matrizen BJ , CJ , JB und JC sind

diagonal modulo 2, AG+GA auh (betrahte dazu die vier Basisf

�

alle (

0 1

0 0

), (

0 0

1 0

),

�

1 0

0 �1

�

und

�

�i 0

0 �i

�

f

�

ur G). Shlie�lih ist BG

0

+GB und entsprehend CG+G

0

C ebenso wie

AJ + JD und DJ + JA kongruent Null und damit

b

N diagonal modulo 2.

Zur Herleitung notwendiger Bedingungen benutzen wir das folgende

Lemma 1.49. Seien G � H � V unter O

+

(M) invariante Gitter und M 2 Sp(2;Z[i℄)

1

.

Dann liegt das Bild in O(V) von M genau dann in O

+

(M)(G;H), wenn

MX � XM 2 V

G

M 8X 2 V

H

gilt.

Beweis.

M 2

^

O

+

(M)(G;H)()MXM

�1

�X 2 V

G

8X 2 V

H

()MX �XM 2 V

G

M 8X 2 V

H

Lemma 1.50. F

�

ur M 2 Sp(2;Z[i℄)

1

sind die hinreihenden Bedingungen aus Lemma

1.48 notwendig, d. h.

�

e

�

N

\ Sp(2;Z[i℄)

1

= S�(1 + i)

�

e

�

L

\ Sp(2;Z[i℄)

1

= h�(2); iE

4

i

�

e

� \ Sp(2;Z[i℄)

1

=M

Beweis. Es sei M =

�

A B

C D

�

2 Sp(2;Z[i℄)

1

mit A = (

a

1

a

2

a

3

a

4

) ; B;C;D analog, und X =

�

G x

1

J

x

2

J G

0

�

2 V mit G = G

x

3

;x

4

;x

5

;x

6

. Es gilt

MX � XM =

�

AG�GA+ x

2

BJ � x

1

JC BG

0

�GB + x

1

(AJ � JD)

CG�G

0

C + x

2

(DJ � JA) DG

0

�G

0

D + x

1

CJ � x

2

JB

�

:

Dies soll f

�

ur alle X 2 V

L

, d. h. X ganzzahlig, in V

2N

bzw. V

2L

bzw. V

2M

liegen, also

insbesondere � 0 mod 1 + i im Fall 2N bzw. � 0 mod 2 in den F

�

allen 2L und 2M sein.
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�

aume und Gitter

Betrahte jetzt spezielle X : z. B. X =

�

0 0

J 0

�

, d. h. x

2

= 1; x

i

= 0 sonst. Es bleibt

�

BJ 0

DJ�JA �JB

�

!

� 0 mod 1 + i bzw. 2. Somit mu� B � 0 mod 1 + i bzw. 2 sein. Wegen

DJ � JA =

�

d

2

+a

3

�d

1

+a

4

d

4

�a

1

�d

3

�a

2

�

mu� d

1

� a

4

mod 1 + i bzw. 2 sein. Entsprehend mit

x

1

= 1; x

i

= 0 sonst, mu� C � 0 mod 1 + i bzw. 2 sein. F

�

ur X mit x

1

= x

2

= 0 bleibt

�

AG�GA BG

0

�GB

CG�G

0

C DG

0

�G

0

D

�

!

� 0 mod 1 + i bzw. 2

�

ubrig (dies ist f

�

ur die Nebendiagonalbl

�

oke

bereits erf

�

ullt). Betrahte jetzt spezielle G: z. B. G = (

0 1

0 0

), d. h. x

3

= �1; x

i

= 0 sonst,

bzw. (

0 0

1 0

). Damit ist AG�GA =

�

�a

3

a

1

�a

4

0 a

3

�

bzw.

�

a

2

0

a

4

�a

1

�a

2

�

, also mu� a

2

� a

3

� 0

und a

1

� a

4

mod 1+ i bzw. 2 sein. Entsprehend folgt aus DG

0

�G

0

D auh d

2

� d

3

� 0

und d

1

� d

4

mod 1 + i bzw. 2. Wegen z � z mod (1 + i)Z[i℄ bzw. 2Z[i℄ f

�

ur z 2 Z[i℄

mu� also insgesamt A � D � a

1

E

2

und damit M � a

1

E

4

sein. Wegen 1 = detM �

a

4

1

mod (1 + i)Z[i℄ bzw. 2Z[i℄ mu� a

1

� 1 mod (1 + i)Z[i℄ bzw. a

1

� 1 oder i mod 2Z[i℄

sein. Damit sind die ersten beiden Behauptungen bewiesen.

F

�

ur die dritte Behauptung betrahten wir noh Kongruenzen modulo 4Z[i℄: MX �

XM mu� modulo 4 Skalarmatrix sein, denn Y 2 V

2M

M ist von der Form (2y

0

E

4

+

4N)(a

1

E

4

+ 2

~

N ) � 2y

0

a

1

E

4

mod 4, d. h. die Diagonalelemente m

�

ussen kongruent mod

4 zueinander und die Nebendiagonalelemente kongruent 0 mod 4 sein. Wir betrahten

wieder die speziellen X wie oben und erhalten die notwendigen Bedingungen b

1

� b

4

� 0,

b

2

� b

3

, d

1

� a

4

, d

4

� a

1

, d

2

� �a

3

� a

3

und d

3

� a

2

aus X =

�

0 0

J 0

�

und 

1

� 

4

� 0,



2

� 

3

aus X =

�

0 J

0 0

�

und shlie�lih a

1

� a

4

aus G = (

0 1

0 0

) und x

3

= x

4

= 0.

Insgesamt also d

1

� a

1

und d

4

� a

4

und damit A � D

0

, a

1

� a

4

, B �

�

0 b

2

b

2

0

�

� b

2

J und

C �

�

0 

2



2

0

�

� 

2

J mod 4 wie behauptet.

Es bleiben die niht-ganzzahligen Urbilder, d. h. H

1

Sp(2;Z[i℄)

1

, von O

+

(M) zu untersu-

hen. Es gilt h

1

2 �

N

und damit

e

�

N

= hS�(1 + i);H

1

i = S�(1 + i) [H

1

S�(1 + i);

denn �H

1

2 H

1

S�(1 + i). Aber h

1

62 �

L

(also erst reht h

1

62 �). Tats

�

ahlih gilt

Lemma 1.51. Es gilt H

1

Sp(2;Z[i℄)

1

\

e

�

L

= O.

Beweis. Wir nehmen an, es gibt ein M 2 Sp(2;Z[i℄)

1

mit H

1

M 2

e

�

L

, also H

1

MX �

XH

1

M 2 V

2L

H

1

M 8X 2 V

L

. Multiplizieren wir diese Bedingung mit

p

2

1+i

, so erhalten wir

mitN :=

p

2

1+i

H

1

M 2M

4�4

(Z[i℄), alsoH

1

M =

1�i

p

2

N , wegen

1�i

1+i

= �i die ganzzahlige Be-

dingung NX +iXN 2 V

2L

iN 8X 2 V

L

, also insbesondere NX +iXN � 0 mod 2. Shrei-

ben wir N =

�

A B

C D

�

, so gilt NX+iXN =

�

AG+iGA+x

2

BJ+ix

1

JC BG

0

+iGB+x

1

(AJ+iJD)

CG+iG

0

C+x

2

(DJ+iJA) DG

0

+iG

0

D+x

1

CJ+ix

2

JB

�

.

Wir erhalten B � C � 0 aus x

1

oder x

2

= 1 und x

i

= 0 sonst, und a

2

� a

3

� 0 und

a

1

+ia

4

� 0 und entsprehend f

�

ur die d

i

aus x

3

oder x

4

= 1 und x

i

= 0 sonst, und shlie�-

lih a

1

+ id

4

� 0 � a

4

+ id

1

mod 2 erneut aus x

1

oder x

2

= 1 und x

i

= 0 sonst. Shreiben

wir jetzt

�

A B

C D

�

f

�

urM statt N =

p

2

1+i

H

1

M =

�

1

�i

0

0

1

�i

�

M , so m

�

ussen die Kongruen-

zen B � C � 0, a

2

� a

3

� d

2

� d

3

� 0 und 0 � a

1

+ i(�ia

4

) = a

1

�a

4

, also a

1

� a

4

, und

a

1

� d

4

und a

4

� d

1

also insgesamt a

1

� a

4

� d

1

� d

4

und damit a

1

� a

4

� d

1

� d

4

erf

�

ullt sein. Daraus folgt M � a

1

E

4

mod 2 und damit wegen der Determinante M � E

4

oder iE

4

mod 2 also M 2

e

�

L

. Dann ist aber H

1

2

e

�

L

. Widerspruh.
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Damit ist bewiesen:

Satz 1.52. Es gilt:

�

e

G = hSp(2;Z[i℄)

1

;H

1

i = Sp(2;Z[i℄)

1

[H

1

Sp(2;Z[i℄)

1

�

e

�

N

= hS�(1 + i);H

1

i = S�(1 + i) [H

1

S�(1 + i)

�

e

�

L

= h�(2); iE

4

i = �(2) [ i�(2)

�

e

� =M =

�

M =

�

A B

C D

�

2 Sp(2;Z[i℄)

1

; A = (

a

1

a

2

a

3

a

4

) ; B;C;D entsprehend,

mit M � E

4

oder iE

4

mod 2

und A � D

0

; a

1

� a

4

; B � b

2

J und C � 

2

J mod 4g

Die Bilder sind die jeweiligen speziellen Gruppen in O

+

(V).

Zur Struktur von

e

� �

e

�

N

�

e

G

Nat

�

urlih mu�

e

G

=

e

�

N

�

=

S

6

und

e

�

N

=

e

�

�

=

�

Z

=

2Z

�

10

gelten, denn dies gilt f

�

ur die Bilder in O(V) und die Gruppen enthalten den Kern h�E

4

i,

z. B.

e

G

=

e

�

N

�

=

e

G

=

h�E

4

i

e

�

N

=

h�E

4

i

�

=

SG

=

S�

N

�

=

G

=

�

N

�

=

S

6

:

Dies l

�

a�t sih aber auh rein symplektish zeigen:

e

G

=

e

�

N

�

=

e

G

=

hiE

4

i

e

�

N

=

hiE

4

i

�

=

Sp(2;Z[i℄)

=

hiE

4

i

�(1 + i)

=

hiE

4

i

�

=

Sp(2;Z[i℄)

=

�(1 + i)

�

=

Sp

�

2;

Z[i℄

=

(1 + i)Z[i℄

�

�

=

S

6

Der zweite Isomorphismus ist induziert von

e

G

=

hiE

4

i

// Sp(2;Z[i℄)
=

hiE

4

i

mit

MhiE

4

i

� //
MhiE

4

i f

�

ur M 2

e

G \ Sp(2;Z[i℄) = Sp(2;Z[i℄)

1

und

H

1

MhiE

4

i =

1�i

p

2

�

i

1

0

0

i

1

�

MhiE

4

i

� //

�

i

1

0

0

i

1

�

MhiE

4

i f

�

ur M 2 Sp(2;Z[i℄)

1

:

Dies ist Gruppenhomomorphismus, denn

H

2

1

hiE

4

i = �i

�

i

1

0

0

i

1

�

2

hiE

4

i =

�

i

1

0

0

i

1

�

2

hiE

4

i
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�

aume und Gitter

und

H

�1

1

MH

1

=

�

i

1

0

0

i

1

�

�1

M

�

i

1

0

0

i

1

�

2 Sp(2;Z[i℄)

1

8M 2 Sp(2;Z[i℄)

1

:

Ein expliziter, mit den orthogonalen Gruppen vertr

�

agliher Isomorphismus S

6

// e
G=

e

�

N

ist gegeben durh

(12)

� //

�

E

2

1 0

0 0

0 E

2

�

e

�

N

; (23)

� //

�

E

2

0

1 0

0 0

E

2

�

e

�

N

; (34)

� //

�

E

2

1 1

1 1

0 E

2

�

e

�

N

;

(45)

� //

�

E

2

0

0 0

0 1

E

2

�

e

�

N

; (56)

� //

�

E

2

0 0

0 1

0 E

2

�

e

�

N

(vergleihe dazu Satz 1.18 und die Seiten 29f).

F

�

ur

e

�

N

=

e

� gilt:

e

�

N

= hS�(1 + i);H

1

i und S�(1 + i) wird erzeugt von Matrizen des

Typs

�

E S

0 E

�

,

�

E 0

T E

�

und

�

A 0

0 A

0�1

�

. Dies zeigt man analog zur Gruppe �(2) � Sp(2;Z)

im reellen Fall (siehe [Ig1℄). Modulo

e

� gen

�

ugen S; T 2

�

(

2 0

0 0

) ; (

0 0

0 2

) ;

�

0 1+i

1�i 0

�	

und

A 2

��

1 1+i

0 1

�

;

�

1 0

1+i 1

�

;

�

�1 0

0 1

�	

. Die Quadrate und Kommutatoren der Erzeuger liegen

in

e

� wie man leiht nahrehnet. Damit ist

e

�

N

=

e

�

�

=

(Z=2Z)

10

, denn die zehn

e

�-Klassen

der Erzeuger sind Z=2Z-linear unabh

�

angig, d. h. keines der m

�

oglihen Produkte liegt

bereits in

e

�. Die Bilder der Erzeuger in O(V) sind (bis auf modulo � unwihtige Vor-

zeihen) genau die zehn Transformationen aus Satz 1.25 bzw. Lemma 1.22 (ohne h),

soda� man auh hier einen mit den orthogonalen Gruppen vertr

�

aglihen Isomorphismus

erh

�

alt.

Es gilt auh

e

�

N

=

e

�

L

�

=

�

Z

=

2Z

�

5

und

e

�

L

=

e

�

�

=

�

Z

=

2Z

�

5

via

�

Ubersetzung ins Orthogonale oder direkt mit den Erzeugern analog zu oben.

1.5 Hermitesh-Symplektishe Halbebene

De�nition 1.53. Der hermitesh-symplektishe Halbraum H

n

sei die Menge der kom-

plexen n�n-Matrizen mit positiv de�nitem hermiteshen Imagin

�

arteil:

H

n

:= fZ 2 M

n�n

(C);

1

i

(Z � Z

0

) positiv de�nitg

= fX + iY 2 M

n�n

(C); X;Y 2 M

n�n

(C) hermitesh, Y positiv de�nitg

Auf H

n

operiert Sp(n;C):

(M;Z)

� //
MhZi := (AZ +B)(CZ +D)

�1

wobei M =

�

A B

C D

�

Also operiert Sp(2;C)

1

sowohl auf dem hermiteshen HalbraumH :=H

2

als auh dem

orthogonalen K

+

4

= H. Tats

�

ahlih sind die Halbr

�

aume biholomorph:
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Satz 1.54. Es gilt H =H

2

�

=

K

+

4

= H. Eine Abbildung H

//
H ist gegeben durh:

Z :=

�

z

0

z

1

z

3

z

2

�

� //
[z℄ := [�detZ; 1; z

0

; z

2

;

1

2

(z

1

+ z

3

);

i

2

(z

1

� z

3

)℄

Insbesondere f

�

ur diagonalen hermiteshen Imagin

�

arteil, d. h. f

�

ur z

3

= z

1

:

Z =

�

z

0

z

1

z

1

z

2

�

� //
[�detZ; 1; z

0

; z

2

;Re(z

1

);� Im(z

1

)℄

Die Umkehrung ist gegeben durh (z

1

= �z

3

z

4

+ z

2

5

+ z

2

6

):

[z

1

; 1; z

3

; z

4

; z

5

; z

6

℄

� //

�

z

3

z

5

� iz

6

z

5

+ iz

6

z

4

�

bzw. (z

1

z

2

= �z

3

z

4

+ z

2

5

+ z

2

6

)

[z

1

; z

2

; z

3

; z

4

; z

5

; z

6

℄

� //
1

z

2

�

z

3

z

5

� iz

6

z

5

+ iz

6

z

4

�

:

Beweis. Es sei Z = (

z

0

z

1

z

3

z

2

) 2H

2

gegeben und Y :=

�

Im z

0

(z

1

�z

3

)=2i

(z

3

�z

1

)=2i Im z

2

�

=

1

2i

(Z � Z

0

)

der hermiteshe Imagin

�

arteil von Z. Es sei z :=

�

�detZ; 1; z

0

; z

2

;

1

2

(z

1

+z

3

);

i

2

(z

1

�z

3

)

�

.

Damit gilt q(z) = 0 und hz;zi = 4det Y > 0 sowie Im z

0

> 0, denn Y ist positiv de�nit,

d. h. die angegebene Abbildung Z

� //
[z℄ f

�

uhrt H =H

2

in K

+

4

= H

�

uber.

F

�

ur die Umkehrabbildung beahte

~

Z :=

�

z

3

z

5

� iz

6

z

5

+ iz

6

z

4

�

� //

[�det

~

Z; 1; z

3

; z

4

;

1

2

(z

5

� iz

6

+ z

5

+ iz

6

);

i

2

(z

5

� iz

6

� z

5

� iz

6

)℄

= [�z

3

z

4

+ z

2

5

� i

2

z

2

6

; 1; z

3

; z

4

; z

5

;�i

2

z

6

℄ = [z

1

; 1z

2

; z

3

; z

4

; z

5

; z

6

℄

und

[�detZ; 1; z

0

; z

2

;

1

2

(z

1

+ z

3

);

i

2

(z

1

� z

3

)℄

� //

�

z

0

1

2

(z

1

+ z

3

)� i

i

2

(z

1

� z

3

)

1

2

(z

1

+ z

3

) + i

i

2

(z

1

� z

3

) z

2

�

=

�

z

0

z

1

z

3

z

2

�

= Z:

Wir erhalten also zwei Operationen von Sp(2;C)

1

auf H. Diese sind in Wahrheit

gleih, denn

Bemerkung 1.55. Das folgende Diagramm ist kommutativ:

Sp(2;C)

1

�H

//

��

H

��

O

+

(V)�H

//
H
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�

aume und Gitter

Beweis. Es gen

�

ugt, dies f

�

ur die Erzeuger I =

�

0 E

�E 0

�

und T

S

=

�

E S

0 E

�

, S = S

0

, zu zei-

gen. Sei Z = (

z

0

z

1

z

3

z

2

) 2H .

Betrahte zun

�

ahst I: Einerseits

(I; Z)

� //
IhZi = �Z

�1

=

�1

detZ

�

z

2

�z

1

�z

3

z

0

�

� //

�

�

1

detZ

; 1;

�z

2

detZ

;

�z

0

detZ

;

1

2 detZ

(z

1

+ z

3

);

�i

2 detZ

(�z

1

+ z

3

)

�

=

�

�1;detZ;�z

2

;�z

0

;

1

2

(z

1

+ z

3

);

i

2

(z

1

� z

3

)

�

;

andererseits

(I; Z)

� //
(l; [z℄)

� //
[lz℄ = [�1;detZ;�z

2

;�z

0

;

1

2

(z

1

+ z

3

);

i

2

(z

1

� z

3

)℄:

F

�

ur T

S

=

�

E S

0 E

�

, S = S

0

=

�

s

0

s

1

s

1

s

2

�

, gilt:

(T

S

; Z)

� //
T

S

hZi = Z + S

� //

[�det(Z + S); 1; z

0

+ s

0

; z

2

+ s

2

;

1

2

(z

1

+ z

3

+ s

1

+ s

1

);

i

2

(z

1

� z

3

+ s

1

� s

1

)℄

= [z � s+ (detZ � det(Z + S))e

1

℄

mit s := (0; 0;�s

0

;�s

2

;�Re s

1

; Im s

1

) (vgl. Seite 29). Es ist

detZ � det(Z + S) = �detS � z

0

s

2

� z

2

s

0

+ z

3

s

1

+ z

1

s

1

:

Andersherum gilt

(T

S

; Z)

� //
(E(e

1

; s); [z℄)

� //
[E(e

1

; s)(z)℄ =

[z � hz;e

1

is+ hz;sie

1

� q(s)hz;e

1

ie

1

℄ = [z � s+ (hz;si � q(s))e

1

℄

wegen hz;e

1

i = 1. Es gilt

hz;si = �z

0

s

2

� z

2

s

0

+ (z

1

+ z

3

)Re s

1

� i(z

1

� z

3

) Im s

1

= �z

0

s

2

� z

2

s

0

+ z

3

s

1

+ z

1

s

1

und q(s) = detS.

Matrizen mit von Eins vershiedener Determinante

Auf H und damit H operieren auh die hermitesh-symplektishen Matrizen mit be-

liebiger Determinante (d.h. det 2 S

1

). Wir erhalten daher eine Erweiterung der von

Sp(2;C)

1

//
SO

+

(V) auf P(V(C)) bzw. H induzierten Operation (niht aber der Ope-

ration auf V selbst). Diese Erweiterung l

�

a�t sih auh orthogonal beshreiben: Wir geben

einen Homomorphismus Sp(2;C)

//
O(V)=f� id

V

g an (die Gruppe O(V)=f� id

V

g ist

in Aut(P(V(C))) eingebettet), der Sp(2;C)

1

//
O(V)

//
O(V)=f� id

V

g fortsetzt.

Die Gruppen O(V) und Sp(2;C)

1

operieren insbesondere auf V=�, wobei mit �

die

�

Aquivalenzrelation x �

�

y () y = �x bezeihnet sei. Die Klassen seien mit x

�

bezeihnet. Entsprehend besteht V=� aus den Klassen X

�

.

Die Matrizen uE

4

; u = e

i'

; ' 2 R (es gen

�

ugt ' 2 [0;

�

2

)) und Sp(2;C)

1

erzeugen

Sp(2;C), genauer gilt: F

�

urM 2 Sp(2;C) ist uM 2 Sp(2;C)

1

mit u

4

= (detM)

�1

. (Dies
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gilt f

�

ur jede Wahl u der vierten Wurzel, soda� wir hier keine auszeihnen m

�

ussen.) Die

Skalarmatrizen uE

4

operieren trivial auf H, d. h. wie die positive und negative Identit

�

at

auf V=�.

F

�

ur beliebige M = uN 2 Sp(2;C) mit N 2 Sp(2;C)

1

, d. h. einer vierten Wurzel u

von detM 2 S

1

, gilt damit:

M(X

�

) = u(N(X

�

)) = N(X

�

)

= (NXN

�1

)

�

= (u

�1

MXu

�1

M

�1

)

�

= (u

�2

MXM

�1

)

�

;

d. h. M(X

�

) = (

1

p

detM

MXM

�1

)

�

(egal f

�

ur welhe Quadratwurzel). Es gilt also:

Satz 1.56. Die Gruppe aller hermitesh-symplektishen Matrizen Sp(2;C) operiert auf

V

=

�

bzw.

V

=

�

und damit P(V(C)) und H als f� id

V

g-Klassen orthogonaler Transfor-

mationen, genauer de�niert

(M;X

�

)

� //
M(X

�

) := (m

�1

MXM

�1

)

�

f

�

ur M 2 Sp(2;C);m 2 C mit m

2

= detM und X 2 V einen Homomorphismus

Sp(2;C)

// O(V)
=

f� id

V

g

mit Bild

SO

+

(V)

=

f� id

V

g

und Kern S

1

E

4

= fzE

4

; z 2 C; jzj = 1g.

Hierbei gilt insbesondere: Die MatrixH

1

=

1�i

p

2

�

i

1

0

0

i

1

�

2

e

G operiert wie

�

i

1

0

0

i

1

�

2 Sp(2;Z[i℄) (denn

1�i

p

2

= e

�i�=4

2 S

1

), d. h.

e

G = hSp(2;Z[i℄)

1

;H

1

i und Sp(2;Z[i℄) =

hSp(2;Z[i℄)

1

;

�

i

1

0

0

i

1

�

i sind als Operationsgruppen isomorph, d. h. ihre Bilder in

O(V)=f� id

V

g sind gleih. (Die Gruppen selbst sind niht isomorph; erst nah Division

der Kerne (beide hiE

4

i) wird dies rihtig.) Das gleihe gilt f

�

ur

e

�

N

= hS�(1 + i);H

1

i und

�(1 + i) = hS�(1 + i);

�

i

1

0

0

i

1

�

i. In dieser Form ist die Sp(2;Z[i℄)-Operation bei [Her℄

beshrieben (beahte

p

detM

�1

= �i

1

2

(1�detM)

f

�

ur detM 2 f�1g). Wir beshr

�

anken

uns auf Determinante-Eins-Matrizen und betrahten

e

G.

Transpositionsoperation

Auf H

n

gibt es auh die Transpositionsoperation �

n

:

�

n

:H

n

//
H

n

; Z

� //
�

n

hZi := Z

0

Es gibt kein M 2 Sp(n;C) mit MhZi = Z

0

8Z 2 H

n

und es gilt �

n

M�

n

(Z) = M (Z)

f

�

ur M 2 Sp(n;C) und Z 2H

n

(z. B. [Mat℄). Wir k

�

onnen also das semidirekte Produkt

Sp(n;C) o h�

n

i bilden. Darin gilt also �

n

M = M�

n

und jedes Element kann in der

Form M�

"

n

mit M 2 Sp(2;C); " 2 f0; 1g geshrieben werden, d. h. Sp(n;C) o h�

n

i =

Sp(n;C) [ Sp(n;C)�

n

. Per Konstruktion operiert Sp(n;C)o h�

n

i auf H

n

:

(M�

"

n

; Z)

� //
M�

"

n

hZi :=Mh�

"

n

(Z)i
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�

aume und Gitter

Tats

�

ahlih ist

�

Sp(n;C)=S

1

E

2n

�

o h�

n

i die Gruppe der biholomorphen Transformatio-

nen von H

n

.

Die Operation �

n

�

ubersetzt sih f

�

ur n = 2 in eine Operation auf K

+

4

= H:

[z℄ = [z

1

; : : : ; z

5

; z

6

℄

� //
[z

1

; : : : ; z

5

;�z

6

℄ = [h

2

(z)℄ = h

2

([z℄);

denn

[z℄

� // 1
z

2

�

z

3

z

5

�iz

6

z

5

+iz

6

z

4

�

�

2

� // 1
z

2

�

z

3

z

5

+iz

6

z

5

�iz

6

z

4

�

� //

h

�

1

z

2

2

det

�

z

3

z

5

+iz

6

z

5

�iz

6

z

4

�

; 1;

z

3

z

2

;

z

4

z

2

;

1

2

(

z

5

+iz

6

z

2

+

z

5

�iz

6

z

2

);

i

2

(

z

5

+iz

6

z

2

�

z

5

�iz

6

z

2

)

i

= [z

1

; : : : ; z

5

;�z

6

℄;

d. h. �

2

wirkt aufH wie die orthogonale Transformation

�

E

5

0

0 �1

�

= h

2

= �

e

6

. Wir k

�

onnen

damit die Abbildung Sp(2;C)

1

//
O

+

(V) auf Sp(2;C)

1

o h�i fortsetzen (wobei � := �

2

sei) und erhalten

Satz 1.57. Die Abbildung Sp(2;C)

1

o h�i

//
O

+

(V) ist surjektiver Homomorphismus

mit Kern f�E

4

g.

Bemerkung 1.58. Auf H wirkt � auh wie �h

2

; wir k

�

onnen hier aber im Gegensatz

zur Erweiterung auf Sp(2;C) ein Vorzeihen ausw

�

ahlen, ohne die Operationsaxiome zu

verletzen, soda� Sp(2;C)

1

oh�i tats

�

ahlih auf V und niht nur auf

V

=

�

bzw. H operiert.

Notation 1.59. F

�

ur Urbilder von Untergruppen H � O(V) shreiben wir H

�

.

Es gilt also

e

H = H

�

f

�

ur H � SO(V) und H

�

hat Index 2

�

uber

e

H, falls H eine

Transformation mit Determinante �1 enth

�

alt. Genauer gilt H

�

=

e

H [ h

e

H f

�

ur jedes h

mit Bild(h) 2 H�SO(V). Damit:

Satz 1.60. Es gilt:

� G

�

= hSp(2;Z[i℄)

1

;H

1

io h�i

� �

N

�

= hS�(1 + i);H

1

io h�i

� �

L

�

= h�(2); iE

4

io h�i

� �

�

= Mo h�i

Beweis. Satz 1.52 und �

� //
h

2

und h

2

liegt in jeder der Gruppen �, �

L

, �

N

und G.

Folgerung 1.61. Es gilt

G

�

=

�

N

�

�

=

S

6

und

�

N

�

=

�

�

�

=

�

Z

=

2Z

�

10

.

Bemerkung 1.62. Auf V operiert � als komplexe Konjugation (vgl. Seite 24).

Bemerkung 1.63. Wir k

�

onnen den Homomorphismus Sp(2;C)

1

o h�i

//
O

+

(V) fort-

setzen zu surjektiven Homomorphismen S

�

oh�i

//
O(V) bzw. Soh�i

//
O(V) (vgl.

Satz 1.39), die jedoh im folgenden keine Rolle spielen.
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Hyperebenen

Es sei a = (a

1

; : : : ; a

6

) 2 V. Wir betrahten den Durhshnitt H

a

der komplexen ortho-

gonalen Hyperebene a

?

mit H:

H

a

:= f[z℄ 2 H; hz;ai = 0g

Wir sind an der Entsprehung von H

a

in H interessiert. Es gilt:

fZ = (

z

0

z

1

z

3

z

2

) 2H ;

(z

1

z

3

� z

0

z

2

)a

2

+ a

1

+ z

0

a

4

+ z

2

a

3

� z

1

(a

5

+ ia

6

)� z

3

(a

5

� ia

6

) = 0g

=

�

Z 2H ; (�E

2

; Z)A

�

Z

0

E

2

�

= 0 2 M

2�2

(C)

�

� //
H

a

Dabei ist A die a 2 V zugeordnete Matrix in V. Die Bedingung in der ersten Klammer

liest man direkt ab. Die linke Matrix in der zweiten Klammer ist �ha;ziJ .



Kapitel 2

Modulformen

In diesem Kapitel werden die vershiedenen Typen von Modulformen eingef

�

uhrt und ihre

Fourierentwiklungen erl

�

autert. Desweiteren wird die Borherdsshe Liftungstheorie in

der in dieser Arbeit ben

�

otigten Form vorgestellt. Es wird sowohl der additive als auh

der multiplikative Lift behandelt.

2.1 Orthogonale Modulformen

Sei jetzt wieder allgemein (V; q) ein reeller quadratisher Raum der Signatur (2; n); n� 2,

und H bzw.

e

H der orthogonale Halbraum bzw. aÆne Kegel dar

�

uber.

De�nition 2.1. Sei M ein ganzes Gitter in V und � eine Untergruppe von O

+

(M) end-

lihen Index. Eine holomorphe bzw. meromorphe (orthogonale) Modulform vom Gewiht

r 2 Z zur Gruppe � und zum Charakter v : �

//
C

�

ist eine holomorphe bzw. mero-

morphe Funktion f :

e

H

//
C mit

� f(tz) = t

�r

f(z) 8t 2 C

�

; 8z 2

e

H

� f(z) = v()f(z) 8 2 �; 8z 2

e

H

Bemerkung 2.2. Allgemeiner werden Gruppen � betrahtet, die kommensurabel zu

O

+

(M) in O

+

(V

Q

) sind, wobei

V

Q

:= M(Q) := M


Z

Q �M


Z

R = V

ist. Wir betrahten jedoh nur Zwishengruppen �(M) � � � O

+

(M) (mit dem Diskri-

minantenkern �(M)).

Wegen der Homogenit

�

atseigenshaft von Modulformen maht es Sinn von Nullstellen

in H zu sprehen: Ein Punkt [z℄ 2 H hei�t Nullstelle der Modulform f wenn f(z) = 0

gilt.

Transformationsverhalten im Tubengebietmodell

Durh Abspalten einer hyperbolishen Ebene erhalten wir das Tubengebietmodell H

0

(bzgl. dieser Ebene) von H: Es ist V = H

1

+V

1

�

=

R

2

�V

1

mit H

1

= Re

1

+Re

2

�

=

R

2

via

42
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x

� //
(x

1

; x

2

;X), H

�

=

H

0

= V

1

+iP, P eine Komponente von C = fY 2 V

1

; q(Y ) > 0g

und H = f[z

1

; 1; Z℄; Z 2 H

0

; z

1

= � q(Z)g (vergleihe Abshnitt 1.1). Eine orthogonale

Modulform f ist durh die Werte auf f(z

1

; 1; Z)g �

e

H eindeutig bestimmt: f(z

1

; z

2

; Z) =

z

�r

2

f(

z

1

z

2

; 1;

Z

z

2

). Sie de�niert also eine Funktion F auf dem Tubengebietmodell H

0

F (Z) := f(z

1

; 1; Z),

aus der sie wieder rekonstruiert werden kann:

f(z

1

; z

2

; Z) = z

�r

2

F (

1

z

2

Z)

Das Transformationsverhalten von f

�

ubersetzt sih in ein entsprehendes Verhalten von

F : Sei (� q(Z); 1; Z) 2

e

K;  2 � und ((� q(Z); 1; Z)) = (w

1

; w

2

;W ), d. h. (Z) =

1

w

2

W ,

denn die Operation von O

+

(V) auf dem Tubengebiet war gerade so de�niert. Damit gilt

F (Z) = f((� q(Z); 1; Z)) = v()

�1

f((� q(Z); 1; Z)) = v()

�1

f((w

1

; w

2

;W ))

= v()

�1

w

�r

2

f((

w

1

w

2

; 1;

1

w

2

W )) = v()

�1

w

�r

2

F ((Z)):

Wir setzen allgemein J(; Z) := w

2

. Es gilt somit

Satz 2.3. Die holomorphen (meromorphen) orthogonalen Modulformen f vom Gewiht

r entsprehen umkehrbar eindeutig den holomorphen (meromorphen) Funktionen F auf

dem Tubengebietmodell H

0

= V

1

+iP mit der Transformationseigenshaft

F (Z) = J(; Z)

r

v()F (Z) 8 2 �; Z 2 H

0

:

Es gilt J(Æ; Z) = J(; ÆZ)J(Æ; Z).

Bemerkung 2.4. Die Abbildung J : (; Z)

� //
J(; Z) ist der sogenannte kanonishe

Automorphiefaktor. Die Funktionaldeterminante von  als Abbildung im Tubengebiet-

modell bei Z ist J(; Z)

n

det().

Fourierentwiklung

F

�

ur  = E(e

1

;X);X 2 V

1

gilt J(; Z) = 1 8Z, denn E(e

1

;X)(y) = y�y

2

X+ hy;Xie

1

�

q(X)y

2

e

1

also

E(e

1

;X)(� q(Z); 1; Z) = (� q(Z) + hZ;Xi � q(X); 1; Z �X):

Damit gilt

F (Z +X) = F (Z) 8X mit E(e

1

;�X) 2 �;

falls f Modulform zum trivialen Charakter ist. Diese X bilden ein Gitter T in V

1

, falls

e

1

; e

2

2 V

Q

. Damit ist F periodish, besitzt also eine Fourierentwiklung

F (Z) =

X

T2T

0

A(T )e

2�ihT ;Zi

(T

0

� V

1

dual zu T bzgl. q jV

1

):

Tats

�

ahlih ist dies die Fourierentwiklung in einer rationalen Spitze, d. h. einer null-

dimensionalen rationalen Randkomponente (beahte aber Bemerkung 2.6, S. 45). Dies

ist ein Punkt der Form [a℄ 2 P(V(C)) mit a 2 V

Q

isotrop (hier a = e

1

) und wir erhal-

ten allgemeiner ein Tubengebietmodell und eine Fourierentwiklung f

�

ur jede rationale
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Spitze [a℄: In M(Q) betrahten wir L(Q) := L

a

(Q) := L

[a℄

(Q) := M(Q) \ a

?

. Die auf

L(Q) eingeshr

�

ankte quadratishen Form q ist ausgeartet: ha;L(Q)i = 0. Auf

K(Q) := K

a

(Q) := L(Q)=Qa

ist q(l +Qa) := q(l) wohlde�nierte quadratishe Form und K(Q) ist niht ausgeartet

bez

�

uglih q. Genauer ist K(R) := K(Q)


Q

R hyperbolisher Raum, hat also die Signatur

(1; n� 1). Es sei a

0

2 M(Q) mit ha;a

0

i 6= 0. Dann ist die nat

�

urlihe Projektion

M(Q) \ a

?

\ a

0? //
K(Q)

ein Isomorphismus quadratisher R

�

aume. Wir identi�zieren die beiden R

�

aume, d. h. wir

w

�

ahlen f

�

ur l +Qa 2 K(Q) einen Repr

�

asentanten l mit hl;a

0

i = 0 und shreiben dann l

statt l +Qa. Wir erhalten einen Isomorphismus

Q�Q� K(Q)

//
M(Q)

gegeben durh

(m;n;X)

� //
ma+ na

0

+X:

Die Umkehrung x

� //
(m;n;X) ist gegeben durh

m =

�2hx;ai q(a

0

)

ha;a

0

i

2

+

hx;a

0

i

ha;a

0

i

; n =

hx;ai

ha;a

0

i

und X = x�ma� na

0

:

Die quadratishe Form in diesem Modell von M(Q) lautet

q(m;n;X) = n

2

q(a

0

) +mnha;a

0

i+ q(X):

Dieser Isomorphismus setzt sih fort auf die Komplexi�zierungen:C�C�K(C)

//
M(C),

wobei K(C) := K(Q)


Q

C

�

=

L(C)=Ca; L(C) = L(Q)


Q

C. Wir shreiben z = (m;n;Z)

f

�

ur z 2 V(C). Sei nun z = (m;n;Z) Repr

�

asentant von [z℄ 2 K. Dann ist n 6= 0 und wir

k

�

onnen zu n = 1 normalisieren, wegen q(z) = 0 also o. E. z =

�

1

ha;a

0

i

(�q(Z)q(a

0

)); 1; Z

�

.

Damit erhalten wir eine Einbettung K

//
K(C) via [z℄

� //
Z. Das Bild von H ist das

Tubengebietmodell H

0

= H

a

von H bez

�

uglih der Spitze [a℄. Es ist die Menge aller

Z = X + iY , wobei Y in einer Komponente der Menge aller Punkte positiver quadra-

tisher Form in K(R) liegt: Es gilt H

� //
H

a

= K(R) + iP

a

, P

a

eine Komponente von

C

a

:= fY 2 K(R); q(Y ) > 0g. Das Bild von K ist K

a

:= K(R) + iC

a

.

Bemerkung 2.5. Die Konstruktionen von K(Q) und H

a

h

�

angen nur von Qa ab, aber

die konkreten Realisierungen als M(Q) \ a

?

\ a

0?

und H

� //
H

a

; [ma+na

0

+Z℄

� // 1
n

Z

h

�

angen auh von a

0

ab.

Die O

+

(V)-Operation auf H wird (abh

�

angig von a

0

) via H

� //
H

a

auf H

a

�

ubertragen

und Modulformen sind wie oben durh ihre Werte auf H

a

bestimmt:

f(m;n;Z) = n

�r

F (Z) wobei F (Z) = f(�; 1; Z)

Wir shreiben auh f

a;a

0

statt F .
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Die orthogonale Abbildung E(a;

�1

ha;a

0

i

T ); T 2 V \ a

?

\ a

0?

wirkt im Tubengebiet-

modell als die Translation Z

� //
Z + T . Eine Modulform f zum trivialen Charakter zur

Gruppe � ist also als Funktion f

a;a

0

auf dem Tubengebietmodell periodish zum Gitter

T

a;a

0

� K(Q) aller T mit E(a;

�1

ha;a

0

i

T ) 2 �, besitzt also eine Fourierentwiklung

f

a;a

0

(Z) =

P

T2T

0

a;a

0

A(T )e

2�ihT ;Zi

(genauer A(T ) = A

a;a

0

(T )).

Bemerkung 2.6. Die Fourierentwiklung h

�

angt niht von der Skalierung von a ab, aber

von a

0

. Allerdings k

�

onnen die Beziehungen zwishen den FourierkoeÆzienten bez

�

uglih

vershiedener a

0

leiht angegeben werden. Die Fourierentwiklung h

�

angt damit im we-

sentlihen nur von der rationalen Spitze [a℄; a 2 V

Q

isotrop, ab.

Man kann a 2 M primitiv annehmen und dann a

0

2M

0

mit ha;a

0

i = 1 w

�

ahlen. Dann

ist das orthogonale Komplement L von a in M ein Gitter in L(Q) und K := L=Za ein

Gitter in K(Q). Wir k

�

onnen K via M(Q)\ a

?

\ a

0?

� //
K(Q) in M(Q) einbetten. Dann

ist K in M enthalten, die Eihlertransformation E(a;�T ) also im Diskriminantenkern

�(M) zu M enthalten f

�

ur T 2 K. Die Elemente von K sind also Perioden von f

a;a

0

falls

f Modulform zum trivialen Charakter und zum Diskriminantenkern ist. Tats

�

ahlih ist

dann K = T

a;a

0

und f

a;a

0

(Z) =

P

T2K

0

A(T )e

2�ihT ;Zi

.

Bemerkung 2.7. Im allgemeinen fordert man f

�

ur Modulformen eine

"

Regularit

�

at in

den Spitzen\. Im orthogonalen Fall ist dies A(T ) 6= 0 =) T 2 P

a

f

�

ur holomorphe (bzw.

bis auf endlih viele Ausnahmen f

�

ur meromorphe) Modulformen. Dies folgt aber f

�

ur

n � 3 mit dem Koeherprinzip bereits aus dem Transformationsverhalten. Da wir uns

f

�

ur den Fall n = 4 interessieren, verzihten wir in der De�nition auf diese Bedingung.

2.2 Vektorwertige elliptishe Modulformen

Gegeben sei ein endlih-dimensionaler Vektorraum V und eine Darstellung � von SL(2;Z)

auf V : � : SL(2;Z)

//
GL(V ).

De�nition 2.8. Eine fast-holomorphe elliptishe Modulform vom Gewiht k 2 Z zur

Darstellung � ist eine holomorphe Funktion f : H

//
V auf der oberen Halbebene

H := fz 2 C; Im z > 0g

mit Werten in V mit

f(M�) = �(M)(� + d)

k

f(�) 8M =

�

a b

 d

�

2 SL(2;Z); wobei M� =

a�+b

�+d

und soda� f

�

ur jede Komponente f

�

von f =

P

�

f

�

e

�

(bez

�

uglih einer beliebigen Basis

fe

�

g von V) eine Entwiklung

f

�

(�) =

X

m2Q



�

(m)e

2�im�

existiert mit 

�

(m) 6= 0 f

�

ur nur endlih viele m < 0.

Ist 

�

(m) = 0 f

�

ur alle m < 0 und alle �, so hei�t f holomorphe elliptishe Modulform.
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Bemerkung 2.9. Falls die Darstellung �

�

uber SL(2;Z=qZ) faktorisiert f

�

ur ein q 2 Z,

d. h. eine Darstellung SL(2;Z=qZ)

//
GL(V ) induziert, so gilt insbesondere

�

1 q

0 1

�

� //
id

V

und damit f

�

(� + q) = f

�

(�) 8� f

�

ur jede Funktion f = (f

�

)

�

mit diesem Transforma-

tionsverhalten. Jede Komponente ist also periodish und hat daher eine Fourierentwik-

lung f

�

(�) =

P

m2Q



�

(m)e

2�im�

. Die letzte Bedingung ist damit

�

aquivalent zu:

"

Die Komponenten von f haben h

�

ohstens einen Pol bzw. sind beshr

�

ankt f

�

ur �

//
i1.\

Es sei V

0

:= V

�;k

0

� V de�niert als der Unterraum auf dem �(�E) als (�1)

k

id

V

operiert (wobei E = (

1 0

0 1

)). Dieser Raum ist SL(2;Z)-invariant:

�(M)(v) 2 V

0

8M 2 SL(2;Z); v 2 V

0

;

denn

�(�E)�(M)(v) = �(M)�(�E)(v) = �(M)((�1)

k

v) = (�1)

k

�(M)(v);

und die Werte einer V -wertigen elliptishen Modulform f vom Gewiht k liegen in V

0

:

f(�) = f(�E�) = �(�E)(�1)

k

f(�) =) �(�E)f(�) = (�1)

k

f(�)

Insbesondere ist dann f auh V

0

-wertige elliptishe Modulform zur Darstellung �j

V

0

. Mit

d = d

�;k

sei die Dimension von V

0

bezeihnet. F

�

ur eine komplexe Matrix A endliher

Ordnung sind die Eigenwerte Einheitswurzeln, die in der Form � = e

2�i�

; 0 � � < 1

geshrieben werden k

�

onnen. Wir setzen �(A) :=

P

�

�, wobei

�

uber alle Eigenwerte von

A mit Vielfahheit summiert wird. Borherds [Bo2℄ gibt die folgende Formel an, die mit

Hilfe des Riemann-Rohshen Satzes gezeigt werden kann:

Proposition 2.10. Sei k > 2 und S =

�

0 �1

1 0

�

; T =

�

1 1

0 1

�

die Standarderzeuger von

SL(2;Z). Dann ist die Dimension des Raums aller holomorphen elliptishen Modulfor-

men vom Gewiht k zur Darstellung � gleih

d+

dk

12

� �

�

e

�i

k

2

�(S)

�

� �

�

�

e

�i

k

3

�(ST )

�

�1

�

� �(�(T )):

Beispiele f

�

ur holomorphe elliptishe Modulformen sind Eisensteinreihen: Gegeben

sei v 2 V

0

mit �(T )v = v. Dann ist (� + d)

�k

�(M)

�1

v invariant unter M

� //
PM f

�

ur

P 2 SL(2;Z)

1

:= fM 2 SL(2;Z);M1 =1g und

E

�;k

v

(�) := E

v

(�) :=

X

M2SL(2;Z)

1

n SL(2;Z)

(� + d)

�k

�(M)

�1

v

wohlde�niert und eine holomorphe elliptishe Modulform zur Darstellung � vom Gewiht

k f

�

ur k > 2 mit lim

�!i1

E

v

(�) = v. Wir erhalten

Bemerkung 2.11. F

�

ur k > 2 ist der Raum der Eisensteinreihen vom Gewiht k zur

Darstellung � isomorph zum Raum aller v 2 V mit �(T )v = v und �(�E)v = (�1)

k

v.
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Weil-Darstellung

Gegeben sei ein reeller quadratisher Raum V = (V; q) der Signatur (m;n) und M � V

ein gerades Gitter. Wir betrahten den Gruppenring C[M

0

=M℄, d. h. den Vektorraum

aller Abbildungen f : M

0

=M

//
C mit kanonisher Basis e

�

; � 2 M

0

=M, wobei e

�

(�) = 1

falls � = � und 0 sonst. Durh e

�

e

�

:= e

�+�

wird eine Ring- bzw. eine C-Algebren-

struktur de�niert; wir werden jedoh nur die C-Vektorraumstruktur betrahten. Wir

shreiben Elemente f =

P

�2M

0

=M

f

�

e

�

auh als Tupel f = (f

�

)

�2M

0

=M

.

Auf C[M

0

=M℄ operiert O(M):

(g; f) = (g; (f

�

)

�2M

0

=M

)

� //
g(f) := g((f

�

)

�2M

0

=M

) := (f

g(�)

)

�2M

0

=M

f

�

ur alle g 2 O(M) und f = (f

�

)

�2M

0

=M

2 C[M

0

=M℄. Dies ist eine Operation von rehts:

Es gilt

gh(f) = h(g(f)) 8g; h 2 O(M); f = (f

�

)

�2M

0

=M

2 C

�

M

0

=M

�

:

Auh SL(2;Z) operiert:

De�nition 2.12. Es sei n�m gerade. Durh

S =

�

0 �1

1 0

�

� //
�(S) :=

 

e

�

� //
i

(n�m)=2

q

�

�

M

0

=

M

�

�

X

�2M

0

=M

e

�2�ih�;�i

e

�

!

und

T =

�

1 1

0 1

�

� //
�(T ) :=

�

e

�

� //
e

2�i q(�)

e

�

�

und multiplikative Fortsetzung ist die Weil-Darstellung

� : SL(2;Z)

//
GL

�

C

�

M

0

=M

��

zum Gitter M de�niert (wir shreiben �

M

statt � falls n

�

otig).

Bemerkung 2.13.

� F

�

ur ungerade n�m hat man die Weil-Darstellung der metaplektishen

�

Uberlage-

rung der SL(2;Z).

� Die quadratishe Form q bzw. Bilinearform h ; i auf M

0

induziert eine wohlde�-

nierte Abbildung q : M

0

=M

//
Q=Z bzw. h ; i : M

0

=M�M

0

=M

//
Q=Z f

�

ur gerade

Gitter M, s. d. Ausdr

�

uke der Form e

2�i q(�)

bzw. e

�2�ih�;�i

f

�

ur �; � 2M

0

=M wohl-

de�niert sind.

� Relationen: Es gilt �(S)

2

= (�(S)�(T ))

3

und �(S)

4

= id, s. d. � tats

�

ahlih wohl-

de�nierter Homomorphismus ist. Genauer gilt �(S)

2

e

�

= i

n�m

e

��

.

� Die Darstellung ist unit

�

ar bez

�

uglih der kanonishen hermiteshen Form bez

�

uglih

der Standardbasis, d. h. die Darstellungsmatrizen bez

�

uglih der e

�

; � 2 M

0

=M sind

unit

�

ar.
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� Die Weil-Darstellung kommutiert mit der Operation der orthogonalen Gruppe:

�(M)(g(f)) = g(�(M)(f)) 8M 2 SL(2;Z); g 2 O(M); f 2 C

�

M

0

=M

�

� Sei q 2 Z mit q q(m) 2 Z 8m 2 M

0

. Dann faktorisiert die Weil-Darstellung �

�

uber

Z=qZ, d. h. � induziert eine Darstellung SL(2;Z=qZ)

//
GL (C[M

0

=M℄).

In diesem Fall gilt also: Eine C[M

0

=M℄-wertige fast-holomorphe elliptishe Modul-

form vom Gewiht k zur Weil-Darstellung � ist ein Tupel (f

�

)

�2M

0

=M

von holomorphen

Funktionen auf der oberen Halbebene H mit:

� f

�

(�

1

�

) =

i

(n�m)=2

q

�

�

M

0

=

M

�

�

�

k

X

�2M

0

=M

e

�2�ih�;�i

f

�

(�)

� f

�

(� + 1) = e

2�i q(�)

f

�

(�)

� f

�

(�) hat maximal einen Pol f

�

ur �

//
i1

Die f

�

besitzen also eine Fourierentwiklung f

�

(�) =

P

m2Q



�

(m)e

2�im�

. Genauer gilt



�

(m) 6= 0 =)m � q(�) mod 1: f

�

(�) =

P

m�q(�)mod1



�

(m)e

2�im�

.

2.3 Borherds Lifts

Es sei jetzt wieder V quadratisher Raum der Signatur (2; n); n � 2 gerade, und M � V

ein gerades Gitter.

Additive Lifts

In [Bo1℄ konstruiert Borherds einen additiven Lift, der Lifts von Shimura, Doi, Na-

ganuma, Maa�, Oda, Gritsenko, Kurokawa und anderen verallgemeinert. Inputs sind

elliptishe Modulformen (evtl. mit Polen in den Spitzen) zur Weil-Darstellung, der Lift

ist eine orthogonale Modulform zum Diskriminantenkern und trivialem Charakter mit

n

2

�1 gr

�

o�erem Gewiht. Borherds gibt die Fourierentwiklung des Lifts in den rationa-

len Spitzen in Abh

�

angikeit der Fourierentwiklung des Inputs an. Die Liftkonstruktion

ist linear und vertr

�

aglih mit der O

+

(V)-Operation. Wir ben

�

otigen den holomorphen

Spezialfall f

�

ur gerade n:

Satz 2.14. Sei V reeller quadratisher Raum der Signatur (2; n); n � 2 gerade, und

M � V ein gerades Gitter. Sei f = (f

�

)

�2M

0

=M

holomorphe elliptishe Modulform vom

Gewiht k zur Weil-Darstellung � : SL(2;Z)

//
GL (C[M

0

=M℄).

Dann gibt es f

�

ur k+

n

2

� 1 =: r � 1 eine holomorphe orthogonale Modulform F vom

Gewiht r zum Diskriminantenkern �(M) und trivialen Charakter, soda� die Liftabbil-

dung f

� //
F linear und

�

aquivariant ist, d. h. f

�

ur g 2 O

+

(M) gilt g(f)

� //
g(F ) = F Æ g.
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Sei f

�

(�) =

P

m2Q



�

(m)e

2�im�

die Fourierentwiklung von f

�

und sei [a℄; a 2 M

primitiv, eine rationale Spitze, a

0

2 M

0

mit ha;a

0

i = 1 und K := M \ a

?

\ a

0?

sowie

N 2 N mit ha;Mi = NZ, d. h.

a

N

2M

0

und N maximal damit.

Dann gilt f

�

ur die Fourierentwiklung F

a;a

0

(Z) =

P

T2K

0

\P

a

A(T )e

2�ihT ;Zi

von F als

Funktion F

a;a

0

auf dem Tubengebietmodell H

a

= K(R) + iP

a

zur Spitze [a℄:

A(T ) =

X

H2K

0

;n2N

mit nH=T

n

r�1

X

Æ2M

0

=M

Æ

�

uber H

e

2�inhÆ;a

0

i



Æ

(q(H)) 8 0 6= T 2 K

0

\ P

a

Dabei bedeutet

"

Æ

�

uber H\, da� eine Zahl m 2 Z mit Æ = (H +

m

N

a) +M existiert.

Bemerkung 2.15.

� Es ist hÆ;a

0

i de�niert als hd;a

0

i f

�

ur d 2 Æ oder auh als hÆ;a

0

i := hÆ;a

0

+Mi. Dies

ist modulo Z wohlde�niert (vgl. vorangegangene Bemerkung).

� Borherds gibt auh den 0-ten FourierkoeÆzienten an.

� Die Formel f

�

ur A(T ) vereinfaht sih, wenn T 2 K

0

primitiv ist:

A(T ) =

X

Æ2M

0

=M

Æ

�

uber T

e

2�ihÆ;a

0

i



Æ

(q(T ))

Dies ist explizit (wir shreiben 

d

(n) := 

Æ

(n) f

�

ur d 2 Æ):

=

N�1

X

m=0

e

2�ihT+

m

N

a;a

0

i



T+

m

N

a

(q(T ))

=

N�1

X

m=0

e

2�i

m

N



T+

m

N

a

(q(T ))

Ist g 2 O

+

(M) und ein additiver Lift f

� //
F mit g(f) = �f gegeben, so ist F (z) = 0

f

�

ur alle z 2

e

H mit g(z) = z: Wegen der Linearit

�

at und

�

Aquivarianz des Lifts gilt

�F (z) = F (g(z)) 8z 2

e

H und insbesondere �F (z) = F (z) also F (z) = 0 f

�

ur z = g(z).

Ist insbesondere g eine Spiegelung �

�

l

�

angs � 2 V; q(�) < 0, so vershwindet F auf der

(komplex erweiterten) Spiegelungshyperebene �

?

\

e

H � V(C).

Das Bild H(�) einer solhen Menge in H hei�t Heegner-Primdivisor und ist selbst

orthogonaler Halbraum (konstruiert beginnend mit W = �

?

� V als quadratishem

Raum der Signatur (2; n�1) bez

�

uglih q j

W

) der Dimension eins niedriger. Wir shreiben

auh korrekter H

n�1

(�) � H

n

. Genauer ist das Bild der Tr

�

ager des Divisors und dieser

hat per De�nition die Multiplizit

�

at 1. Ein Heegner-Divisor ist lokal-endlihe formale

Z-Linearkombination von Heegner-Primdivisoren. Mengentheoretishe Aussagen

�

uber

Divisoren sind immer als Aussagen

�

uber die zugeh

�

origen Tr

�

ager zu verstehen.

Wegen g(H

n�1

(�)) = H

n�1

(g(�)) f

�

ur g 2 O

+

(V); � 2 V; q(�) < 0 und F = F Æ g f

�

ur

g 2 � undModulformen F zum trivialen Charakter und Gruppe � mu� notwendigerweise

F auf

[

g2�

H

n�1

(g(�)) vershwinden, wenn F auf H

n�1

(�) Null ist.
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Multiplikative Lifts

Es stellt sih die Frage nah Modulformen mit Nullstellen genau auf gegebenen Heeg-

ner-Divisoren (d. h. dem Urbild in

e

H), wobei die KoeÆzienten genau die Vielfahheiten

angeben sollen. Eine Antwort liefert der multiplikative Lift, den Borherds ebenfalls in

[Bo1℄ konstruiert:

Satz 2.16. Zu einem geraden Gitter M der Signatur (2; n); n � 2 gerade, und einer

fast-holomorphen elliptishen Modulform f = (f

�

)

�2M

0

=M

vom Gewiht 1�

n

2

zur Weil-

Darstellung �, deren FourierkoeÆzienten 

�

(m) ganz sind f

�

ur m � 0, gibt es eine mero-

morphe orthogonale Modulform vom Gewiht



0

(0)

2

zur Gruppe O

+

(M; f) := fg 2 O

+

(M);

f = g(f)g � �(M) und zu einem unit

�

aren Charakter, deren Null- und Polstellen ge-

nau auf Heegner-Primdivisoren zu negativen � 2 M liegen. Genauer tr

�

agt der Divisor

H

n�1

(�); � 2 M; mit der Vielfahheit

P

0<x2R;x�2M

0



x�

(x

2

q(�)) zum Divisor des Lifts

bei, wobei 

�

(m) := 

�

(m) f

�

ur � 2 �;m 2 Q gesetzt ist.

Tats

�

ahlih ist diese Vielfahheit unabh

�

angig von der Skalierung von � 2 M: F

�

ur

�

0

= r�; r > 0 sind die beiden Vielfahheiten bzgl. � und �

0

o�ensihtlih gleih. F

�

ur

�

0

= �� gilt dies wegen 

�

(m) = 

��

(m), d. h. f

�

= f

��

, und dies wiederum folgt

aus dem Transformationsverhalten von f unter �(S

2

). Summation

�

uber ein maximales

System � � M von paarweise linear unabh

�

angigen � 2 M (d. h. R� \ R� = f0g f

�

ur

� 6= � 2 � und ([

�2�

R�) \ M = M) ergibt den Null-/Polstellendivisor des Lifts (�

enthalte zum Beispiel nur primitive � 2 M und f

�

ur � 2 M primitiv entweder � oder ��):

X

�2�

q(�)<0

X

0<x2R

x�2M

0



x�

(x

2

q(�))H

n�1

(�) =

X

�2M

0

=�1

q(�)<0



�

(q(�))H

n�1

(�)

wobei 

��

(m) := 

�

(m) 8� 2 M

0

;m 2 Q.

De�nition 2.17. Sei � 2 M

0

=M und 0 > m 2 Q. F

�

ur m 2 fq(�);� 2 �g ist der Heeg-

ner-Divisor H(�;m) de�niert als die Summe jeder irreduziblen Komponente der Menge

[

�2�;q(�)=m

H

n�1

(�) mit Vielfahheit 1, sonst als der Null-Divisor.

Bemerkung 2.18. Wegen H

n�1

(�) = H

n�1

(��) und H

n�1

(�) irreduzibel ist H(�;m)

als Divisor die Summe aller Heegner-Primdivisoren H

n�1

(�), wobei � ein f�1g-Repr

�

a-

sentantensystem der � 2 � mit q(�) = m durhl

�

auft. Es gilt auh H(�;m) = H(��;m),

d. h. H(�;m) h

�

angt nur von der �1-Klasse von � ab. Wir k

�

onnen daher auh H(�;m)

f

�

ur � 2 (M

0

=M)=�1 de�nieren.

Damit ist der Divisor des multiplikativen Lifts

X

�2(M

0

=M)=�1

X

m<0



�

(m)H(�;m):

Wir betrahten nur Modulformen ganzen Gewihts, fordern also 

0

(0) 2 2Z (und n

gerade). Der Lift ist holomorphe Modulform, wenn alle 

�

(m) nihtnegativ sind (f

�

ur

0 > m 2 fq(�);� 2 �g). Die Liftabbildung ist multiplikativ, d. h. es gilt f

1

+f

2

� //
F

1

F

2

f

�

ur Lifts f

1

� //
F

1

und f

2

� //
F

2

. Borherds gibt auh eine Produktentwiklung des Lifts

in jeder Spitze an.
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Welhe Divisoren sind nun von der angegebenen Form, d. h. Divisor eines multipli-

kativen Lifts? Dies gibt Borherds in [Bo2℄ an: Er betrahtet den Hindernisraum, das

ist der Faktorraum aller formalen Hauptteile (mit Konstanten)

 

X

m�q(�)mod1;m�0



�

(m)q

m

!

�2M

0

=M

mit 

�

(m) = 

��

(m) 2 C und

nur endlih viele 

�

(m) 6= 0

modulo der

"

ehten\ Hauptteile von fast-holomorphen elliptishen Modulformen vom

Gewiht 1�

n

2

zur Weil-Darstellung � (ordne e

2�i

der formalen Unbestimmten q zu). Es

gibt also genau zu ganzzahligen formalen Hauptteilen in der Nullklasse einen Borherds-

input mit diesem Hauptteil und damit eine orthogonale Modulform mit dem zugeh

�

origen

Divisor. Der Kontrollraum ist der Vektorraum aller holomorphen elliptishen Modulfor-

men zur dualen Darstellung �

�

vom Gewiht 1+

n

2

. Es gibt eine Paarung des Hindernis-

und Kontrollraums, soda� mit Hilfe des Serreshen Dualit

�

atssatzes gezeigt werden kann

(siehe [Bo2℄), da� die beiden R

�

aume dual bez

�

uglih dieser Paarung sind, d. h. genau

die Inputklasse wird vom ganzen Kontrollraum annulliert. Die Paarung ist h[f ℄; gi :=

P

�2M

0

=M

m�0



�

(m)a

��

(�m) f

�

ur einen Repr

�

asentanten f =

�

P

m�0

m�q(�)mod1



�

(m)q

m

�

�2M

0

=M

von [f ℄ aus dem Hindernisraum und g = (g

�

)

�2M

0

=M

; g

�

(�) =

P

m2Q

a

�

(m)e

2�im�

aus dem Kontrollraum. Tats

�

ahlih ist diese Paarung f

�

ur (den Hauptteil von) fast-

holomorphe(n) elliptishe(n) Modulformen f = (f

�

)

�2M

0

=M

vom Gewiht 1 �

n

2

zur

Weil-Darstellung � der 0-te FourierkoeÆzient der C-wertigen fast-holomorphen ellipti-

shen Modulform f � g :=

P

�2M

0

=M

f

�

g

��

vom Gewiht 2 zur trivialen Darstellung, also

= 0 (dazu beahte, da� ��

�

, de�niert durh M

� //
�(M) Æ �

�

(M) f

�

ur M 2 SL(2;Z),

trivial ist). Die Paarung ist also wohlde�niert.

Damit gilt

Satz 2.19. Seien 

�

(m) 2 Z 8� 2 (M

0

=M)=�1, 0 > m 2 Q gegeben mit 

�

(m) = 0 f

�

ur

m 6� q(�) mod 1 und nur endlih viele 

�

(m) 6= 0. Dann gilt:

X

�2(M

0

=M)=�1

X

m<0



�

(m)H(�;m)

ist Divisor einer meromorphen orthogonalen Modulform vom Gewiht k zum Diskrimi-

nantenkern �(M) und zu einem unit

�

aren Charakter, wenn es Zahlen (D

�

)

�2M

0

=M

gibt

mit D

0

= 2k und soda� f

�

ur jedes f = (f

�

)

�2M

0

=M

; f

�

(�) =

P

m2Q

a

�

(m)e

2�im�

aus dem

Kontrollraum die Relation

X

�2M

0

=M

D

�

a

�

(0) +

X

m<0;�2M

0

=M

a

�

(�m)

�

(m) = 0

besteht (wobei 

�

(m) := 

��

(m)).

Gibt es n

�

amlih solhe D

�

, so auh solhe mit D

�

= D

��

und D

�

= 0 f

�

ur q(�) 6� 0

mod 1 (wegen a

�

(m) = a

��

(m) 8�;m und a

�

(0) = 0 f

�

ur q(�) 6� 0 mod 1 f

�

ur alle Ele-

mente des Kontrollraums). Damit ist

�

D

�

+

P

m<0



�

(m)q

m

�

�2M

0

=M

aus der Nullklasse

des Hindernisraums, d. h. Hauptteil eines multiplikativen Inputs.
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Bemerkung 2.20. Das Transformationsverhalten f

�

ur Funktionen aus dem Kontroll-

raum, d. h. f

�

ur holomorphe elliptishe Modulformen f = (f

�

)

�2M

0

=M

vom Gewiht 1+

n

2

zur dualen Weil-Darstellung lautet explizit:

� f

�

(�

1

�

) =

i

1�

n

2

q

�

�

M

0

=

M

�

�

�

1+

n

2

X

�2M

0

=M

e

2�ih�;�i

f

�

(�)

� f

�

(� + 1) = e

�2�i q(�)

f

�

(�)

� f

�

(�) ist beshr

�

ankt f

�

ur �

//
i1

Bemerkung 2.21. Den additiven und multiplikativen Lift (Satz 2.14 und 2.16) gibt es

auh f

�

ur ungerade n. Man hat dazu Modulformen halbganzen Gewihts und die Weil-

Darstellung der metaplektishen

�

Uberlagerung der SL(2;Z) zu betrahten.

Eisensteinreihen

Bemerkung 2.22. Die Relation aus Satz 2.19 ist l

�

osbar, wenn man sie nur f

�

ur die

Eisensteinreihen im Kontrollraum fordert. Durh die Eistensteinreihen ist D

0

und damit

das Gewiht k des Lifts bereits festgelegt. Genauer gilt

k =

X

m<0;�2M

0

=M

a

�

(�m)

�

(m);

wenn

�

P

m2Q

a

�

(m)e

2�im�

�

�2M

0

=M

die Eisensteinreihe E

v

mit v = �

1

2

e

0

vom Gewiht

1 +

n

2

zur dualen Weil-Darstellung ist. (Hier ist 0 = M 2 M

0

=M.)

Beweis. Die L

�

osbarkeit folgt aus Bemerkung 2.11 und v

�

= a

�

(0): Der Raum V

0

= V

�;k

0

hat Basis e

�

+ e

��

, wobei � ein �1-Repr

�

asentantensystem von M

0

=M durhl

�

auft. Der

�(T )-invariante Unterraum hat Basis e

�

+ e

��

; q(�) 2 Z. Damit l

�

ost

D

�

:=

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

�

1

2

P

m<0;�2M

0

=M

a

(�)

�

(�m)

�

(m) f

�

ur q(�) 2 Z und � 6= ��

�

P

m<0;�2M

0

=M

a

(�)

�

(�m)

�

(m) f

�

ur q(�) 2 Z und � = ��

beliebig f

�

ur q(�) 62 Z

das Gleihungssystem, wobei a

(�)

�

(m) der (�;m)-Fourierkoef�zient der Eisensteinreihe

zu v = e

�

+ e

��

f

�

ur q(�) 2 Z ist. Insbesondere mit � = 0:

k =

1

2

D

0

= �

1

2

P

m<0;�2M

0

=M

a

(0)

�

(�m)

�

(m) =

P

m<0;�2M

0

=M

a

�

(�m)

�

(m)

wobei a

�

(m) = �

1

2

a

(0)

�

(m) 8m;� die FourierkoeÆzienten von E

�

1

2

e

0

sind.

Um das Gewiht des Lifts zu bestimmen (falls er denn existiert), mu� man also die

Fourierentwiklung der Eisensteinreihe E

�

1

2

e

0

bestimmen. Die SL(2;Z)

1

-Klassen von

SL(2;Z) sind durh die KoeÆzienten ; d eines Vertreters

�

a b

 d

�

eindeutig bestimmt: Zu
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jedem Paar (; d) mit gd(; d) = 1 gibt es genau eine Klasse. Umgekehrt ist durh die

Klasse das Paar (; d) bis aufs Vorzeihen bestimmt: Die Klassen stehen in Bijektion zu

den Paaren (; d) 2 Z

2

mit gd(; d) = 1;  � 0 und d = 1 falls  = 0. Damit gilt

E

v

(�) =

X

M2SL(2;Z)

1

n SL(2;Z)

(� + d)

�k

�

�

(M)

�1

v

=

X

;d2Z;gd(;d)=1

�0;d=1 falls =0

(� + d)

�k

�

�

�

a(; d) b(; d)

 d

�

�1

v

=

1

2

X

;d2Z

gd(;d)=1

(� + d)

�k

�

�

�

a(; d) b(; d)

 d

�

�1

v;

dabei seien a(; d) und b(; d) beliebige ganze Zahlen, die ( d) zu einer Matrix in SL(2;Z)

erg

�

anzen. SeiN 2 Nminimal mit N q(m) 2 Z 8m 2 M

0

, d. h. �

�

faktorisiert

�

uber Z=NZ.

Wir zerlegen die Summe:

=

1

2

X

0�<N

0�d<N

X

m�modN

n�dmodN

gd(m;n)=1

(m� + n)

�k

�

�

�

a(m;n) b(m;n)

m n

�

�1

v

In jeder (nihtleeren) Teilsumme k

�

onnen die Matrizen kongruent zueinander gew

�

ahlt

werden (modulo N): Zu ; d gibt es m

;d

�  und n

;d

� d mit gd(m

;d

; n

;d

) = 1 und

a(m;n); b(m;n) f

�

ur alle m;n kongruent ; d modulo N mit gd(m;n) = 1 soda�

�

a(m;n) b(m;n)

m n

�

�

�

a(m

;d

; n

;d

) b(m

;d

; n

;d

)

m

;d

n

;d

�

mod N:

Damit sind die zugeh

�

origen Transformationen auf C[M

0

=M℄ gleih und es gilt

E

v

(�) =

1

2

X

0�<N

0�d<N

�

X

m�modN

n�dmodN

gd(m;n)=1

(m� + n)

�k

| {z }

=: G

�

k

(� ; ; d;N)

�

�

�

�

a(m

;d

; n

;d

) b(m

;d

; n

;d

)

m

;d

n

;d

�

�1

v:

Die Komponenten von E

v

sind also Linearkombinationen der G

�

k

( : ; ; d;N). O�enbar

ist G

�

k

( : ; ; d;N) � 0 f

�

ur gd(; d;N) 6= 1. Von der Bedingung der Teilerfreiheit in der

Summe kann man sih befreien. Es sei

G

k

(� ; ; d;N) :=

X

0

m�modN

n�dmodN

(m� + n)

�k

8� 2 H;

wobei

0

bedeutet, da� niht

�

uber das Paar (0; 0) summiert wird. F

�

ur gd(; d;N) = 1

hei�t G

k

( : ; ; d;N) primitiv. Heke zeigt [He℄:



54 II Modulformen

Satz 2.23. Die G

�

k

( : ; ; d;N) sind Linearkombinationen von primitiven G

k

( : ; ~;

~

d;N)

und die G

k

haben das Transformationsverhalten

G

k

(M� ; ; d;N) = (� + Æ)

k

G

k

(� ;� + d; � + Æd;N)

f

�

ur M =

�

� �

 Æ

�

2 SL(2;Z). Insbesondere gilt G

k

(� + N ; ; d;N) = G

k

(� ; ; d;N) (mit

M = T

N

), d. h. die G

k

haben eine Fourierentwiklung. Diese ist

G

k

(� ; ; d;N) = Æ

�



N

�

X

0

n�dmodN

1

n

k

+

(�2�i)

k

N

k

(k � 1)!

X

m�modN

nm>0

n

k�1

sgn(n)e

2�i

dn

N

e

2�i

nm�

N

:

Dabei ist Æ(x) =

(

1 wenn x 2 Z

0 sonst

und sgn(x) =

(

x

jxj

wenn x 6= 0

0 x = 0

.

F

�

ur den 0-ten FourierkoeÆzienten zeigt Freitag [Fr3℄:

X

0

n�dmodN

1

n

k

=

8

>

>

>

<

>

>

>

:

0 f

�

ur N j d und 26 j k

2N

�k

�(k) f

�

ur N j d und 2 j k

�

(2�)

k

k!N

N

P

n=1

B

k

(

n

N

) os

�

�

2

k � 2�

dn

N

�

sonst

Dabei ist B

k

das k-te Bernoulli-Polynom, de�niert durh

P

1

k=0

B

k

(x)

t

k

k!

=

te

xt

e

t

�1

und

�(k) =

(�1)

k=2�1

2

k�1

B

k

k!

�

k

(k gerade) mit der k-ten Bernoulli-Zahl B

k

= B

k

(0).

Reduzierter Kontrollraum

Das Problem vereinfaht sih, wenn die 

�

(m) nur von den O

+

(M)-Bahnen abh

�

angen,

d. h.



�

(m) = 

g(�)

(m) 8g 2 O

+

(M); � 2 M

0

=M

bzw. entsprehend f

�

ur �� 2 (M

0

=M)=�1:



��

(m) = 

g(��)

(m) 8g 2 O

+

(M)

(das eine ist genau dann der Fall, wenn das andere der Fall ist, denn � id 2 O

+

(M)

operiert auh auf M

0

=M als Multiplikation mit �1). Wir nennen die Orbits auh Typen.

Es sei T die Menge dieser Typen undC[T℄ der C-Vektorraum aller Abbildungen T

//
C

mit Basis e

t

; t 2 T, wobei e

t

(s) = 1 falls s = t und 0 sonst. Es gilt

Lemma 2.24. Der Raum C[T℄ ist isomorph zum Unterraum

W := ff = (f

�

)

�2M

0

=M

; f

�

= f

g(�)

8� 2 M

0

=M; g 2 O

+

(M)g

von C[M

0

=M℄ mit Basis f

P

�2t

; t 2 Tg, und W ist invariant unter der dualen Weil-Dar-

stellung �

�

. Wir erhalten also eine SL(2;Z)-Darstellung �

�

T

auf C[T℄.
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Beweis. Die Isomorphie ist klar. F

�

ur die Invarianz gen

�

ugt es, die Erzeuger S und T

sowie Basisvektoren in W zu betrahten:

�

�

(S)

 

X

�2t

e

�

!

=

X

�2t

i

(2�n)=2

q

�

�

M

0

=

M

�

�

X

�2M

0

=M

e

2�ih�;�i

e

�

=

i

(2�n)=2

q

�

�

M

0

=

M

�

�

X

�2t

X

s2T

X

�2s

e

2�ih�;�i

e

�

Wir setzen E(s; t) :=

P

�2t

e

2�ih�;�i

. Dies h

�

angt nur vom Typ s von � ab: F

�

ur g 2 O

+

(M)

gilt

P

�2t

e

2�ih�;g(�)i

=

P

�2t

e

2�ihg(�);�i

und mit � l

�

auft auh g(�) durh t.

=

i

(2�n)=2

q

�

�

M

0

=

M

�

�

X

s2T

E(s; t)

X

�2s

e

�

2W

�

�

(T )

 

X

�2t

e

�

!

=

X

�2t

e

�2�i q(�)

e

�

= e

�2�i q(t)

X

�2t

e

�

2W

Dabei sei q(t) := q(�) 2 Q=Z (wohlde�niert).

Der Beweis zeigt: Die Darstellung �

�

T

lautet auf den Erzeugern S und T in Formeln:

�

�

T

(S) (e

t

) =

i

(2�n)=2

q

�

�

M

0

=

M

�

�

X

s2T

E(s; t)e

s

�

�

T

(T ) (e

t

) =e

�2�i q(t)

e

t

Wir k

�

onnen damit C[T℄-wertige elliptishe Modulformen zur Darstellung �

�

T

betrahten.

Die Komponenten f

T

t

einer Modulform f

T

haben eine Fourierentwiklung der Form

f

T

t

(�) =

X

m�q(t)mod1

a

T

t

(m)e

2�im�

:

Es gilt

Lemma 2.25. Sei f = (f

�

)

�2M

0

=M

eine holomorphe elliptishe Modulform zur dualen

Weil-Darstellung. Dann ist

f

T

= (f

T

t

)

t2T

mit f

T

t

:=

X

�2t

f

�

eine holomorphe elliptishe Modulform zur Darstellung �

�

T

gleihen Gewihts. F

�

ur die

FourierkoeÆzienten gilt

a

T

t

(m) =

X

�2t

a

�

(m);

wenn die a

�

(m) die FourierkoeÆzienten von f

�

sind.
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Beweis. Das Transformationsverhalten von f

T

folgt wie im vorherigen Lemma mit f

�

statt e

�

(die zus

�

atzlihen � -Potenzen stellen kein Problem dar). Die Existenz und Form

der Fourierentwiklungen folgt aus den Entwiklungen der f

�

.

De�nition 2.26. Der reduzierte Kontrollraum ist der Raum aller C[T℄{wertigen holo-

morphen elliptishen Modulformen vom Gewiht 1 +

n

2

zur Darstellung �

�

T

.

Damit gilt der

Satz 2.27. Seien 

�

(m) wie in Satz 2.19 gegeben. Gilt zus

�

atzlih



�

(m) = 

g(�)

(m) 8g 2 O

+

(M); � 2 (M

0

=M)=�1;

so ist

X

�2(M

0

=M)=�1

X

m<0



�

(m)H(�;m)

Divisor einer meromorphen orthogonalen Modulform vom Gewiht k zum Diskriminan-

tenkern �(M), wenn es Zahlen (D

t

)

t2T

gibt mit D

0

= 2k und soda� f

�

ur alle f

T

= (f

T

t

)

t2T

aus dem reduzierten Kontrollraum mit Fourierentwiklung f

T

t

(�) =

P

m2Q

a

T

t

(m)e

2�im�

die Relation

X

t2T

D

t

a

t

(0) +

X

m<0;t2T

a

T

t

(�m)

t

(m) = 0

besteht (dabei sei 0 = f0g = fMg der 0-Typ und 

t

(m) := 

��

(m) f

�

ur � 2 t).

Die Bemerkung 2.22 gilt entsprehend.

Beweis. Seien solhe (D

t

)

t2T

gegeben. Wir setzten D

�

:= D

t

f

�

ur � 2 t und behaupten,

da� f

�

ur diese D

�

die Relation aus Satz 2.19 besteht. Sei also f = (f

�

)

�2M

0

=M

aus

dem Kontrollraum. Dann ist f

T

= (f

T

t

)

t2T

mit f

T

t

:=

P

�2t

f

�

aus dem reduzierten

Kontrollraum und erf

�

ullt damit die angegebene Relation. Es gilt daher f

�

ur f :

X

�2M

0

=M

D

�

a

�

(0) +

X

m<0;�2M

0

=M

a

�

(�m)

��

(m)

=

X

t2T

X

�2t

D

�

a

�

(0) +

X

m<0;t2T

X

�2t

a

�

(�m)

��

(m)

=

X

t2T

D

t

a

t

(0) +

X

m<0;t2T

a

T

t

(�m)

t

(m)

= 0
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2.4 Hermitesh-Symplektishe Modulformen

Wir betrahten auh Modulformen zum hermitesh-symplektishen Halbraum H

n

.

De�nition 2.28. Sei G � Sp(n;Z[i℄) eine Untergruppe endlihen Index und � :G

//
C

ein Charakter auf G.

Eine holomorphe (meromorphe) hermitesh-symplektishe Modulform zur Gruppe G

und zum Charakter � vom Gewiht k ist eine holomorphe (meromorphe) Funktion f auf

H

n

mit

f(MhZi) = �(M) det(CZ +D)

k

f(Z) 8M =

�

A B

C D

�

2 G;Z 2H

n

:

Allgemeiner werden Modulformen zu Untergruppen von Sp(n;C) betrahtet, die kom-

mensurabel zu Sp(n;Z[i℄) sind. Wir wollen symmetrishe Modulformen betrahten, das

sind solhe f

�

ur die f(Z

0

) = f(Z) 8Z 2H

n

gilt, d. h.

De�nition 2.29. Sei G�Sp(n;Z[i℄)oh�

n

i Untergruppe endlihen Index und � :G

//
C

ein Charakter auf G. Eine holomorphe (meromorphe) hermitesh-symplektishe Modul-

form zur Gruppe G und zum Charakter � vom Gewiht k ist eine holomorphe (mero-

morphe) Funktion f auf H

n

mit

f(M�

"

n

hZi) = �(M�

"

n

) det(CZ +D)

k

f(Z) 8M�

"

n

2 G;Z 2H

n

Die Modulform hei�t (anti-)symmetrish, falls �

n

2 G und �(�

n

) = 1 (bzw. �1).

WegenM�

"

n

hZi = (�M�

"

n

)hZi und det(CZ+D) = (�1)

n

det(�CZ�D) mu� �(M�

"

n

) =

(�1)

nk

�(�M�

"

n

) sein, falls f 6� 0. Insbesondere mu� also �(M�

"

n

) = �(�M�

"

n

), d. h.

�(�E

4

) = 1, f

�

ur gerade n gelten (falls �E

4

2 G).

R

�

ukzug zu orthogonalen Modulformen

Wir betrahten speziell den Fall n = 2. Hier haben wir eine biholomorphe

�

Aquivalenz

H = H

2

� //
H = K

+

4

(vgl. Abshnitt 1.5). Wir k

�

onnen also Funktionen auf H zu

Funktionen auf H zur

�

ukziehen (und umgekehrt). Wir erinnern kurz an die Notation

aus Kapitel 1. Dort war V = R

6

mit quadratisher Form q(x) = x

1

x

2

+x

3

x

4

�x

2

5

�x

2

6

und

L = Z

6

� R

6

sowieM = 2L

0

. Wir haben den Homomorphismus Sp(2;C)

1

oh�i

// //
O

+

(V)

betrahtet, dessen Einshr

�

ankung auf O

+

(M)

�

= hSp(2;Z[i℄)

1

;H

1

i o h�i wir hier mit �

bezeihnen. Es gilt:

� �(T

S

) = E(e

1

; s), wobei T

S

=

�

E

2

S

0 E

2

�

, S = S

0

=

�

s

0

s

1

s

1

s

2

�

, und

s = (0; 0;�s

0

;�s

2

;�Re s

1

; Im s

1

)

� �(I) = l =

0

�

0 �1

�1 0

0 0

0

0 �1

�1 0

0

0 0 E

2

1

A

� �(H

1

) = h

1

=

�

E

4

0

0

0 1

�1 0

�

, wobei H

1

=

1�i

p

2

�

i

1

0

0

i

1

�

� �(�) = h

2

=

�

E

5

0

0 �1

�

, wobei � = �

2
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F

�

ur Gruppen � � O

+

(M) wird mit

e

� das Urbild in Sp(2;Z[i℄)

1

und mit �

�

das Urbild

in Sp(2;Z[i℄)

1

o h�i unter � bezeihnet. Es gilt

^

O

+

(M) =

^

SO

+

(M) = SO

+

(M)

�

= hSp(2;Z[i℄)

1

;H

1

i

und

O

+

(M)

�

= hSp(2;Z[i℄)

1

;H

1

io h�i:

Mit � bezeihnen wir die biholomorphe AbbildungH =H

2

//
H = K

+

4

aus Abshnitt

1.5. Wir haben

�(M�

"

hZi) = �(M�

"

)(�(Z)) 8M 2 Sp(2;Z[i℄)

1

; " 2 f0; 1g; Z 2H

und umgekehrt

�

�1

(([z℄)) = Gh�

�1

([z℄)i 8 2 �; G mit �(G) = ; [z℄ 2 H

gezeigt.

Funktionen f auf H k

�

onnen via F := f Æ �

�1

zu Funktionen auf H zur

�

ukgezogen

werden (und umgekehrt). Dabei

�

ubertr

�

agt sih das Transformationsverhalten von her-

mitesh-symplektishen Modulformen: Sei � � O

+

(M) und f hermitesh-symplektishe

Modulform zu �

�

zum Charakter � : �

� //
C vom Gewiht k, und sei F := f Æ �

�1

der

R

�

ukzug von f auf H. Dann gilt f

�

ur  2 �; G 2 �

�1

(); [z℄ 2 H:

F (([z℄)) = f Æ �

�1

(([z℄))

= f(Gh�

�1

([z℄)i)

= �(G) det

�

C

G

�

�1

([z℄) +D

G

�

k

f(�

�1

([z℄))

Dabei sei G =

�

A

G

B

G

C

G

D

G

�

�

"

. Wegen n = 2 ist �(G) = �(�G) also �(�

�1

()) := �(G)

wohlde�niert. Ebenso ist det

�

C

�

�1

()

�

�1

([z℄) +D

�

�1

()

�

wohlde�niert. Somit:

= �(�

�1

()) det

�

C

�

�1

()

�

�1

([z℄) +D

�

�1

()

�

k

F ([z℄)

Lemma 2.30. Es gilt

det

�

C

�

�1

()

�

�1

([z℄) +D

�

�1

()

�

=

((z))

2

z

2

8 2 O

+

(M); z 2

e

H:

Beweis. Es gen

�

ugt, dies f

�

ur Erzeuger von O

+

(M) zu zeigen, also f

�

ur l; h

1

; h

2

und E(e

1

; s);

s?e

1

. F

�

ur l gilt �

�1

(l) = f�Ig und damit

det

�

C

�

�1

(l)

�

�1

([z℄) +D

�

�1

(l)

�

= det(�

�1

([z℄))

= det

�

z

�1

2

�

z

3

z

5

� iz

6

z

5

+ iz

6

z

4

��

= z

�2

2

(z

3

z

4

� z

2

5

� z

2

6

) =

�z

1

z

2

z

2

2

=

�z

1

z

2

=

(lz)

2

z

2

:
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F

�

ur h

1

gilt �

�1

(h

1

) = f�H

1

g also

det

�

C

�

�1

(h

1

)

�

�1

([z℄) +D

�

�1

(h

1

)

�

= det

�

1�i

p

2

(

i

1

)

�

= 1 =

z

2

z

2

=

(h

1

z)

2

z

2

:

F

�

ur h

2

gilt �

�1

(h

2

) = f�E

4

�g also

det

�

C

�

�1

(h

2

)

�

�1

([z℄) +D

�

�1

(h

2

)

�

= det(E

2

) = 1 =

z

2

z

2

=

(h

2

z)

2

z

2

:

Shlie�lih gilt �

�1

(E(e

1

; s)) = f�T

S

g also

det

�

C

�

�1

(E(e

1

;s))

�

�1

([z℄) +D

�

�1

(E(e

1

;s))

�

= det(E

2

) = 1 =

z

2

z

2

=

(E(e

1

; s)(z))

2

z

2

(wobei sih s und S wie oben bzw. in Abshnitt 1.4 entsprehen).

De�nieren wir v() := �(�

�1

()), so ist dies ein wohlde�nierter Charakter auf � und es

gilt f

�

ur die zur

�

ukgezogene Modulform

F (([z℄)) = �(�

�1

()) det

�

C

�

�1

()

�

�1

([z℄) +D

�

�1

()

�

k

F ([z℄)

= v()

((z))

k

2

z

k

2

F ([z℄)

f

�

ur jeden Repr

�

asentanten z von [z℄.

De�nieren wir nun eine Funktion

e

F auf

e

H durh

e

F (z) := z

�k

2

F ([z℄);

so gilt

e

F (tz) = (tz)

�k

2

F ([tz℄) = t

�k

z

�k

2

F ([z℄) = t

�k

e

F (z) 8t 2 C

und

e

F ((z)) = ((z))

�k

2

F (([z℄)) = ((z))

�k

2

v()

((z))

k

2

z

k

2

F ([z℄)

= v()z

�k

2

F ([z℄) = v()

e

F (z)

8 2 �;

d. h.

e

F ist eine orthogonale Modulform zur Gruppe � zum Charakter v vom Gewiht k.

Entsprehend kann man umgekehrt zu orthogonalen Modulformen F zur Gruppe �

hermitesh-symplektishe Modulformen f zur Gruppe �

�

konstruieren:

f(Z) := z

k

2

F (z) f

�

ur jeden Repr

�

asentanten z von �(Z) 2 H

ist Modulform zum Charakter �(M�

"

) := v(�(M�

"

)) gleihen Gewihts. Denn ist z

Repr

�

asentant von �(Z), so ist �(M)z Repr

�

asentant von �(MhZi) und es gilt

f(MhZi) = (�(M)z)

k

2

F (�(M)z)

= (�(M)z)

k

2

v(�(M))F (z)

= (�(M)z)

k

2

�(M)z

�k

2

f(Z)

= �(M) det(C

M

Z +D

M

)

k

f(Z):

Diese Konstruktionen sind o�enbar invers zueinander, insgesamt gilt also:
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Satz 2.31. Sei � � O

+

(M). Dann entsprehen die Charaktere auf � umkehrbar eindeu-

tig den Charakteren � auf �

�

mit �(�E

4

) = 1 und es gilt:

Die holomorphen (meromorphen) hermitesh-symplektishen Modulformen vom Ge-

wiht k zur Gruppe �

�

und zum Charakter � mit �(�E

4

) = 1 entsprehen umkehrbar ein-

deutig den holomorphen (meromorphen) orthogonalen Modulformen gleihen Gewihts

zur Gruppe � zum entsprehenden Charakter.

Theta-Reihen

Beispiele f

�

ur Modulformen sind die von Freitag [Fr1℄ eingef

�

uhrten Theta-Reihen:

De�nition 2.32. Eine Theta-Charakteristik ist ein Paar (a; b) von n-Tupeln a;b2f0;1g

n

(geshrieben als Spalten). Eine Theta-Charakteristik hei�t gerade, wenn a

0

b 2 2Z gilt,

sonst ungerade.

Man zeigt durh Induktion, da� die Anzahl der geraden Charakteristiken (2

n

+1)2

n�1

ist. Im Fall n = 2 gibt es also 10 gerade Theta-Charakteristiken, n

�

amlih:

�

a

b

�

2

��

0

0

0

0

�

;

�

1

0

0

0

�

;

�

0

1

0

0

�

;

�

0

0

1

0

�

;

�

0

0

0

1

�

;

�

1

1

0

0

�

;

�

0

0

1

1

�

;

�

1

0

0

1

�

;

�

0

1

1

0

�

;

�

1

1

1

1

��

De�nition 2.33. Sei (a; b) eine Theta-Charakteristik. Wir de�nieren die Theta-Reihe

�( : ; a; b) durh

�(Z; a; b) := �(Z; (a; b)) :=

X

g2Z[i℄

n

e

�i(Zfg+~ag+2Re(

~

b

0

g))

8Z 2H

n

;

wobei ~a =

1+i

2

a und

~

b =

1+i

2

b und AfBg = A

0

BA f

�

ur beliebige komplexe Matrizen

(passender Dimension) sei.

Es gilt [Fr1℄:

Satz 2.34. Die Theta-Reihen �( : ; a; b) sind identish Null f

�

ur ungerade Charakteri-

stiken (a; b). F

�

ur gerade Charakteristiken sind die Quadrate �

2

( : ; a; b) symmetrishe

hermitesh-symplektishe Modulformen vom Gewiht 2 zur Gruppe �

n

(1+ i) zum Deter-

minantenharakter �(M) = det(M).

Bemerkung 2.35. Im Fall n = 2 ist damit �

2

( : ; a; b) symmetrishe hermitesh-sym-

plektishe Modulform vom Gewiht 2 zur Gruppe

e

�

N

= hS�(1 + i);H

1

i zum trivialen

Charakter, denn

�

i

1

0

0

i

1

�

operiert auf H wie H

1

.

Lassen wir allgemeiner Charakteristiken (a; b) 2 (Z[i℄

n

)

2

zu, so gilt

�(Z; a+ r; b+ s) = e

�iRe(b

0

r)

�(Z; a; b) f

�

ur r; s 2 ((1 + i)Z[i℄)

n

;

also insbesondere

�(Z; a+ r; b+ s) = �(Z; a; b) f

�

ur r 2 (2Z[i℄)

n

; s 2 ((1 + i)Z[i℄)

n

;
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und weiter

�(

�

A 0

0 A

0�1

�

hZi; a; b) = �(Z;A

0

a;A

�1

b) f

�

ur A 2 GL(n;Z[i℄)

sowie

�(

�

E S

0 E

�

hZi; a; b) = e

1

2

�ia

0

Sa

�(Z; a; b+ Sa� is) f

�

ur S = S

0

2 M

2�2

(Z[i℄);

wobei s der Vektor der Diagonalelemente von S ist. Shlie�lih gilt

�(IhZi; a; b) = �det(Z)�(Z; b; a):

Hieraus folgt das Transformationsverhalten aus dem Satz.

Wir erhalten eine Operation

(M; (a; b))

� //
M Æ (a; b)

von Sp(n;Z[i℄) auf den

"

ehten\ Theta-Charakteristiken (a; b) 2 f0; 1g

n

, die auf den

Erzeugern gegeben ist durh

�

A 0

0 A

0�1

�

Æ (a; b) = (A

0

a;A

�1

b) mod 1 + i;

�

E S

0 E

�

Æ (a; b) = (a; b+ Sa� is) mod 1 + i;

I Æ (a; b) = (b; a);

soda� gerade Charakteristiken in gerade

�

uberf

�

uhrt werden und

�(MhZi; a; b) = �(M;a; b) det(CZ +D)�(Z;M Æ (a; b)) 8Z 2H

n

f

�

ur alle M =

�

A B

C D

�

2 Sp(n;Z[i℄) und alle geraden Charakteristiken (a; b) gilt mit einer

vierten Einheitswurzel �(M;a; b). Diese Operation setzt sih via

� Æ (a; b) = (a; b)

auf Sp(2;Z[i℄)

1

o h�i fort.



Kapitel 3

Spezielle Lifts und Theta-Reihen

Wir betrahten wieder unsere spezielle Situation: Es ist V = R

6

, q(x) = x

1

x

2

+ x

3

x

4

�

x

2

5

� x

2

6

und L = Z

6

, M = 2L

0

, N = Z

4

� N

0

sowie � der Diskriminantenkern von M

wie im ersten Kapitel. Wir suhen orthogonale Modulformen. Der einfahste Fall ist

der additive Lift von Konstanten. Der Inputraum ist in diesem Fall 20-dimensional, der

geliftete Raum nur zehndimensional. Er wird erzeugt von den (ins Orthogonale

�

uber-

setzten) Theta-Reihen; diese sind also insbesondere Modulformen vom Gewiht eins zur

Gruppe �

�

.

Im ersten Abshnitt wird der additive Lift betrahtet, im zweiten wird ein multipli-

kativer Lift konstruiert, der die linearen Abh

�

angigkeiten der additiven Lifts etabliert und

shlie�lih wird im letzten Abshnitt die Identi�kation mit den Theta-Reihen hergestellt.

3.1 Additive Lifts

Der Inputraum f

�

ur den additiven Lift besteht aus allen holomorphen elliptishen Modul-

formen f :H

//
C[M

0

=M℄ zur Weil-Darstellung vom Gewiht Null, d. h. aus den Kon-

stanten, die invariant unter der SL(2;Z)-Operation sind: C[M

0

=M℄

SL(2;Z)

. Es gilt

Proposition 3.1. Der Raum C[M

0

=M℄

SL(2;Z)

ist 20-dimensional.

Beweis. Die Bestimmung des Raums C[M

0

=M℄

SL(2;Z)

geshieht durh L

�

osen des linearen

Gleihungssystems

 = �(S)

 = �(T )

wobei

 = (

�

)

�2M

0

=M

2 C

�

M

0

=M

�

; S =

�

0 �1

1 0

�

; T =

�

1 1

0 1

�

:

Diese und weitere Rehnungen wurden mit Maple durhgef

�

uhrt. Sie sind im Anhang

genauer dargestellt (die Rehnung f

�

ur dieses Lemma ab Seite 98).

62
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Wir suhen Inputs, deren Lifts Nullstellen auf gewissen Spiegelungshyperebenen bzw.

Heegner-Primdivisoren H(�); � 2 V und damit auf

[

2�

H(g(�)) haben.

F

�

ur diese Inputs  = (

�

)

�2M

0

=M

mu� also �

�

() = � und �

�

2 O

+

(M) gelten.

Zun

�

ahst mu� R� \V

Q

6= f0g sein, d. h. o. E. � 2 V

Q

und damit o. E. � 2 M

0

primitiv.

Es gilt

Lemma 3.2. Sei � 2 M

0

primitiv mit q(�) 6= 0, dann gilt

�

�

2 O(M)() � 2 q(�)M:

Beweis. Es gilt

�

�

2 O(M)()

hm;�i

q(�)

� 2 M 8m 2 M() � 2

q(�)

hm;�i

M 8m 2 M:

Wegen fhm;�i;m 2 Mg = Z ist

\

m2M

q(�)

hm;�i

M = q(�)M.

Folgerung 3.3. Sei � wie im Lemma, dann gilt

�

�

2 O

+

(M)() � 2 q(�)M und q(�) < 0:

Beweis. Spiegelungen erhalten die Komponente H = K

+

genau dann, wenn sie negativ

sind (vgl. Abshnitt 1.1).

Folgerung 3.4. Sei � wie im Lemma, dann gilt

�

�

2 O(M) =)

1

q(�)

2 Z und �

�

2 O

+

(M) =)

1

q(�)

2 �N:

Beweis. Nah dem Lemma gilt �

�

2 O(M) =) � 2 q(�)M, d. h.

1

q(�)

� 2 M, also

q

�

1

q(�)

�

�

=

1

q(�)

2 Z.

In unserem Fall also q(�) 2 f�1;�

1

2

;�

1

4

g. F

�

ur q(�) = �1 m

�

u�te � 2 M gelten.

Wegen

1

2

M � M

0

ist dann aber � niht primitiv in M

0

, d. h. nur q(�) 2

�

�

1

2

;�

1

4

	

kommt

in Frage. Wegen

1

4

M � M

0

liegen Spiegelungen l

�

angs in M

0

primitiver Vektoren der

Norm �

1

4

in O

+

(M). Wir werden im folgenden Vektoren der Norm �

1

2

betrahten. Diese

m

�

ussen also in

1

2

M = L

0

liegen.

Bemerkung 3.5. Die Implikation

"

(=\ aus Lemma 3.2 (und aus Folgerung 3.3) gilt

auh f

�

ur beliebige � 2 M

0

.

Beweis. F

�

ur � 2 M

0

ist fhm;�i;m 2 Mg � Z und damit q(�)M �

\

m2M

q(�)

hm;�i

M.

Ist nun ein Input  mit �

�

() = � gegeben, so gilt auh  Æ �

�

() = � 8 2 �,

d. h. der Lift vershwindet mit H(�) auh auf f[z℄ 2 H;  Æ �

�

(z) = zg. Ist insbesondere

 = �

�

Æ �

�

, so vershwindet der Lift also auh auf H(�).

Lemma 3.6. Sei M ein gerades Gitter und �; � 2 M

0

mit � primitiv in M

0

und �

�

2

O

+

(M). Ist � � � mod M und q(�) = q(�), so ist �

�

2 O

+

(M) und �

�

Æ �

�

2 �(M).
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Beweis. Sei � = � +m mit m 2 M. Es gilt M � q(�)M wegen q(�)

�1

2 Z und damit

� = �+m 2 q(�)M = q(�)M also �

�

2 O

+

(M). Sei nun n 2 M

0

.

(�

�

� �

�

)(n) = �

h�;ni

q(�)

�+

h�;ni

q(�)

�

=

h�;ni

q(�)

m+

hm;ni

q(�)

�+

hm;ni

q(�)

m

= h

�

q(�)

;nim+ hm;ni

�

q(�)

+

1

q(�)

hm;nim

Wegen

�

q(�)

2 M und

1

q(�)

2 Z ist also �

�

(n) � �

�

(n) mod M 8n 2 M

0

, d. h. �

�

Æ �

�

=

�

�1

�

Æ �

�

2 �.

Bemerkung 3.7. F

�

ur unser Gitter M und q(�) = �

1

2

gilt f

�

ur primitive � auh die

Umkehrung.

Beweis. Sei � 2 O

+

(M) und �

�1

�

Æ �

�

2 �, d. h. �

�

� �

�

bilde M

0

nah M ab. Es gilt also

�

�

(n)� �

�

(n) = �

h�;ni

q(�)

�+

h�;ni

q(�)

� 2 M 8n 2 M

0

:

Wir shreiben � = q(�)m

�

und � = q(�)m

�

mit m

�

;m

�

2 M, also

�hm

�

;ni

| {z }

2Z

�+ hm

�

;ni

| {z }

2Z

� 2 M 8n 2 M

0

:

Ist

1

q(�)

quadratfrei, so ist m

�

primitiv in M, also existiert n

0

2 M

0

mit hm

�

;n

0

i = 1,

d. h.

� � hm

�

;n

0

i� mod M

und damit

q(�) � hm

�

;n

0

i

2

q(�) mod Z:

In unserem Fall ist

1

q(�)

= �2 quadratfrei und wegen hm

�

;n

0

i

2

� 0 oder 1 mod 4Z und

q(�) 2

1

4

Z gilt also q(�) � 0 oder q(�) mod Z. Wegen q(�) = �

1

2

62 Z gilt

q(�) 2

1

2

+Z:

Aus � 2 O

+

(M) folgt

1

q(�)

2�N und damit

q(�) = �

1

2

= q(�):

Weiter gilt hm

�

;n

0

i � 1 mod 2Z und damit wegen 2� = �

1

q(�)

� 2 M

� � � mod M:

Aus Lemma 3.6 folgt also
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Proposition 3.8. Ist �2

1

2

M= L

0

primitiv inM

0

mit q(�)=�

1

2

sowie 2C[M

0

=M℄

SL(2;Z)

ein additiver Input mit �

�

() = �, so vershwindet der additive Lift von  auf allen

Spiegelungshyperebenen H(�) zu � 2 L

0

mit � � � mod M und q(�) = �

1

2

, d. h. auf dem

(Tr

�

ager des) Heegner-Divisor(s) H(�;�

1

2

), wobei � := � +M die Klasse von � in der

Diskriminantengruppe M

0

=M ist.

Bemerkung 3.9. Ein � 2 M

0

mit q(�) = �

1

2

ist automatish primitiv in M

0

.

Beweis. Sei � = N� mit N 2 Z; � 2 M

0

. Dann gilt also �

1

2

= q(�) = N

2

q(�), d. h.

�2 = N

2

4 q(�), und damit N = �1 wegen 4 q(�) 2 Z, d. h. � ist primitiv in M

0

.

Bestimmen wir die m

�

oglihen �:

Proposition 3.10. Die folgenden zehn Vektoren bilden ein Repr

�

asentantensystem be-

z

�

uglih Kongruenz modulo M aller � 2 L

0

mit q(�) = �

1

2

:

�

0

= (0; 0; 0; 0;

1

2

;

1

2

) �

5

= (1; 0; 1; 0;

1

2

;

1

2

)

�

1

= (1; 0; 0; 0;

1

2

;

1

2

) �

6

= (1; 0; 0; 1;

1

2

;

1

2

)

�

2

= (0; 1; 0; 0;

1

2

;

1

2

) �

7

= (0; 1; 1; 0;

1

2

;

1

2

)

�

3

= (0; 0; 1; 0;

1

2

;

1

2

) �

8

= (0; 1; 0; 1;

1

2

;

1

2

)

�

4

= (0; 0; 0; 1;

1

2

;

1

2

) �

9

= (1; 1; 1;�1;

1

2

;

1

2

)

oder auh �

0

9

= (1; 1; 1; 1;

3

2

;

1

2

)

Beweis. Sei � = (�

1

; �

2

; �

3

; �

4

; �

5

; �

6

) 2 L

0

mit q(�) = �

1

2

, also

�

1

2

= �

1

�

2

+ �

3

�

4

� �

2

5

� �

2

6

� ��

2

5

� �

2

6

mod Z;

denn �

1

; �

2

; �

3

; �

4

2 Z. Daher mu�

�

5

� �

6

�

1

2

mod Z

sein (also insbesondere � 2 N). Nehmen wir R := f0; 1g

4

� f0;

1

2

g

2

als Repr

�

asentanten-

system f

�

ur L

0

=M und ist r 2 R Repr

�

asentant von �, d. h. � = r +m mit m 2 M, so gilt

also r

5

= r

6

=

1

2

.

Betrahten wir zun

�

ahst � = r 2 R, so mu� �

1

�

2

+ �

3

�

4

= 0 sein. Dies liefert die

ersten neun �

i

. Allgemein mu�

�

1

2

= q(�) = q(r +m) = hr;mi+ q(r) + q(m)

� �m

5

�m

6

+ q(r)�m

2

5

�m

2

6

� q(r) mod 2Z

also r

1

r

2

+ r

3

r

4

= 0 oder 2 sein. Der erste Fall ist oben shon behandelt (es gen

�

ugt

m = 0), im zweiten ist notwendig r = (1; 1; 1; 1;

1

2

;

1

2

). Auh dazu gibt es ein passendes

m 2 M, etwa m = �2e

i

; i = 1; : : : ; 4 oder e

i

; i = 5; 6, also etwa � = (1; 1; 1;�1;

1

2

;

1

2

)

oder � = (1; 1; 1; 1;

3

2

;

1

2

).
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Bemerkung 3.11. Die ersten vier Koordinaten der �

i

entsprehen den geraden Theta-

Charakteristiken (siehe Seite 60), genauer wird durh

�+M

� //
(a

�

; b

�

)

mit � = (�

1

; �

2

; �

3

; �

4

; �

5

; �

6

) 2 L

0

; a

�

; b

�

2 f0; 1g

2

und

a

�

�

�

�

1

�

3

�

; b

�

�

�

�

2

�

4

�

mod 2Z

eine Bijektion zwishen den zehn M-Klassen aller � 2 L

0

mit q(�) = �

1

2

und den geraden

Theta-Charakteristiken induziert.

Damit k

�

onnen wir den 20-dimensionalen Inputraum auf Inputs, deren Lift zwangsweise

auf H(�

i

;�

1

2

) vershwinden, untersuhen. Dabei sei �

i

:= �

i

+M das Bild von �

i

in der

Diskriminatengruppe M

0

=M. Wir erhalten:

Proposition 3.12. Der Inputraum C[M

0

=M℄

SL(2;Z)

ist direkte Summe von zehn zweidi-

mensionalen R

�

aumen V

0

; : : : ; V

9

, wobei die Lifts der  2 V

i

zwangsweise auf H(�

i

;�

1

2

)

vershwinden. Genauer sind die L

�

osungsr

�

aume von �

�

i

() = � in C[M

0

=M℄

SL(2;Z)

alle

zweidimensional und ihre Summe hat Dimension 20.

Beweis. Maple-Berehnungen (siehe Seite 101�).

Es gilt damit:

Satz 3.13. Gibt es eine holomorphe orthogonale Modulform vom Gewiht 10 zur Gruppe

� mit Nusllstellendivisor

P

9

i=0

H(�

i

;�

1

2

), so ist der geliftete Raum zehndimensional.

Der Kern des Lifts ist also zehndimensional, insbesondere ist der Lift niht injektiv.

Genauer ist der Lift jedes Raums V

i

eindimensional und jeder nihttriviale Lift mit

Input in V

i

hat genau den Nullstellendivisor H(�

i

;�

1

2

).

Beweis. Sei f

1

i

; 

2

i

g eine Basis von V

i

; i = 0; : : : ; 9 und f

j

i

der additive Lift von 

j

i

8i; j.

Dann ist f

�

ur jedes J 2 f1; 2g

10

; J = (j

0

; : : : ; j

9

) das Produkt f

J

:=

Q

9

i=0

f

j

i

i

eine or-

thogonale Modulform vom Gewiht zehn zur Gruppe � und Divisor �

P

9

i=0

H(�

i

;�

1

2

).

Ist nun f die Modulform, deren Existenz vorausgesetzt wird, dann ist

f

J

f

holomorphe

orthogonale Modulform vom Gewiht Null zur Gruppe �, also konstant: Es gibt w

J

2 C

mit

f

J

f

� w

J

. Damit ist f

J

� 0 oder jedes f

j

i

i

hat den genauen Nullstellendivisor

H(�

i

;�

1

2

). Explizite Berehnungen von FourierkoeÆzienten (siehe ab Seite 104) zeigen,

da� es Basen 

j

i

gibt, soda� kein f

j

i

trivial ist (dazu gen

�

ugt es einen nihtvershwin-

denden FourierkoeÆzienten zu �nden). Damit ist w

J

6= 0 8J (und insbesondere die

Dimension des Lifts der V

i

mindestens eins) und

f

J

1

f

J

2

=

w

J

1

w

J

2

8J

1

; J

2

. W

�

ahlt man J

1

und

J

2

, soda� sie sih nur an der i-ten Stelle untersheiden, erh

�

alt man

f

1

i

f

2

i

=: w

i

2 C und

damit die lineare Relation f

1

i

� w

i

f

2

i

= 0. Der geliftete Raum wird also zum Beispiel

von den f

1

i

; i = 0; : : : ; 9 erzeugt. Diese sind linear unabh

�

angig, was wieder anhand von

FourierkoeÆzienten gezeigt werden kann, also ist die Dimension des Lifts 10.
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Bemerkung 3.14.

� Die Existenz der geforderten Modulform kann innerhalb der orthogonalen Theo-

rie mit Hilfe von Borherdsprodukten bewiesen werden (siehe n

�

ahsten Abshnitt).

Man kann aber auh bekannte hermitesh-symplektishe Theorie benutzen: Das

Produkt der zehn Theta-Reihen ist hermitesh-symplektishe Modulform vom Ge-

wiht 10 mit bekannten Nullstellen (inklusive Ordnungen) [Fr1℄, dessen

�

Uberset-

zung ins Orthogonale gem

�

a� Abshnitt 2.4 das Gew

�

unshte leistet (siehe auh

Abshnitt 3.3).

� Eine Basis des Kerns kann bestimmt werden, indem man aus jedem V

i

einen Vek-

tor mit trivialem Lift bestimmt: Berehne einen FourierkoeÆzienten (nah Satz

2.14) zu zwei Basisinputs, soda� niht beide KoeÆzienten vershwinden. Bestim-

me eine Linearkombination der beiden KoeÆzienten zu Null. Die gleihe Linear-

kombination der beiden Basisinputs ist Input mit trivialem Lift (siehe Anhang ab

Seite 104).

� F

�

ur jeden (nihttrivialen) Lift zu einem Input in V

i

gilt: Das Quadrat ist Modul-

form vom Gewiht 2 zur Gruppe �

N

und zum trivialen Charakter (Beweis unten).

Die

�

Ubersetzung des Lifts ins Hermitesh-Symplektishe ist symmetrish, denn

h

2

=

�

E

5

0

0 �1

�

2 � (vgl. Abshnitt 1.5 und 2.4), und das Quadrat der

�

Ubersetzung

ist symmetrishe Modulform vom Gewiht 2 zur Gruppe

e

�

N

= hS�(1 + i);H

1

i zum

trivialen Charakter bzw. zu �(1 + i) zum Determinanten-Charakter. Damit sind

zumindest diese notwendigen Bedingungen f

�

ur die Identi�kation mit dem Raum

der Theta-Reihen erf

�

ullt.

Beweis des letzten Punktes. Jedes  2 �

N

f

�

uhrt jeden Divisor H(�

i

;�

1

2

) in sih

�

uber,

denn die �

i

liegen in N und  l

�

a�t N modulo M fest. Also haben f

i

und f

i

Æ  f

�

ur jeden

nihttrivialen Lift f

i

zu einem Input in V

i

den gleihen NullstellendivisorH(�

i

;�

1

2

) und

sind Modulformen gleihen Gewihts, ihr Quotient ist also konstant. Dies de�niert

v

i

: �

N

//
C; 

� //
f

i

Æ 

f

i

wobei 0 6= f

i

2 Lift(V

i

):

Die Abbildung v

i

ist wohlde�niert (d. h. unabh

�

angig von f

i

2 Lift(V

i

)) und Charakter

f

�

ur jedes i:

v

i

(Æ) =

f

i

Æ Æ

f

i

=

(f

i

Æ ) Æ Æ

f

i

Æ 

f

i

Æ 

f

i

= v

i

(Æ)v

i

();

denn mit f

i

ist auh f

i

Æ  Lift von einem Input in V

i

. Ist n

�

amlih 

i

Input von f

i

, so ist

f

i

Æ  Lift von (

i

) und (

i

) 2 V

i

, denn

�

�

i

((

i

)) = (�



�1

(�

i

)

(

i

))

(�)

=(�

�

i

(

i

)) = (�

i

) = �(

i

)

wobei (�) aus Lemma 3.6 folgt. Es gilt insbesondere v

i

()

2

= v

i

(

2

) =

f

i

Æ

2

f

i

= 1, denn



2

2 �, also ist (f

i

)

2

Modulform vom Gewiht 2 zum trivialen Charakter zur Gruppe

�

N

.

Genauer ist damit zus

�

atzlih bewiesen:
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� Die Lifts von V

i

sind orthogonale Modulformen vom Gewiht 1 zur Gruppe �

N

zu

einem quadratishen Charakter v

i

.

Die v

i

k

�

onnen dabei auf �

N

vershieden sein und sind es auh, wie die folgende Bemerkung

zeigt.

Bemerkung 3.15. F

�

ur � 2 N mit q(�) = �

1

2

ist sogar �

�

2 �

N

, und die �-Klassen der

�

�

0

; : : : ; �

�

9

bilden eine Basis von

�

N

=

�

. F

�

ur die Charaktere v

i

gilt v

i

(�

�

i

) = �1 8i und

v

i

(�

�

j

) = 1 f

�

ur j 6= i.

Beweis. Es ist

�

�

: x

� //
x�

hx;�i

q(�)

� = x+ 2hx;�i�:

Wegen hx;�i 2 Z f

�

ur x 2 N gilt also �

�

(x)� x 2 2N � M f

�

ur x 2 N. F

�

ur die Charaktere

v

i

gilt v

i

(�

�

i

) = �1 nah De�nition der V

i

. F

�

ur j 6= i kann niht v

i

(�

�

j

) = �1 gelten,

denn sonst w

�

are jeder Lift von V

i

auh auf H(�

j

;�

1

2

) Null. Also ist v

i

(�

�

j

) = 1 f

�

ur

j 6= i. Damit sind die �

�

i

auh Z=2Z-linear unabh

�

angig

�

uber �, bilden also eine Basis

von �

N

=�.

Wegen �h

2

1

� �

�

0

: : : �

�

9

mod � gilt mit

b

� := h�;�h

2

1

i und

b

�

�

= �

�1

(

b

�) = h�

�

; iH

2

1

i

insbesondere

Satz 3.16. Die additiven Lifts sind orthogonale Modulformen zur Gruppe

b

� vom Ge-

wiht 1 zum Charakter v̂ mit v̂j

�

� 1 und v̂(�h

2

1

) = �1.

Bemerkung 3.17. Tats

�

ahlih gilt sogar �

�

j

() =  8 2 V

i

f

�

ur j 6= i.

Beweis. Es ist �

�

j

() 2 V

i

(siehe oben) und damit auh �

�

j

()�  2 V

i

. Andererseits ist

�

�

j

(�

�

j

()�) = �(�

�

j

()�), d. h. �

�

j

()� 2 V

j

und damit �

�

j

()� 2 V

i

\V

j

= f0g,

d. h. �

�

j

() = .

Damit lassen sih auh ohne die Kenntnis der genauen Nullstellen der Lifts zu Inputs in

V

i

, d. h. ohne die Existenz der in Satz 3.13 geforderten Modulform vorauszusetzen, die

Charaktere v

i

de�nieren (durh �

�

j

() = v

i

(�

�

j

) f

�

ur  2 V

i

) und Bemerkung 3.15 und

der dritte Punkt von Bemerkung 3.14 beweisen.

3.2 Multiplikative Lifts

Wir konstruieren in diesem Abshnitt die in Satz 3.13 vorausgesetzte Modulform als

multiplikativen Lift. Gesuht ist also eine holomorphe orthogonale Modulform vom Ge-

wiht 10 zum Diskriminantenkern � mit Nullstellendivisor

P

9

i=0

H(�

i

;�

1

2

).

Typen

Die KoeÆzienten 

�

(m) vor den H(�;m) in diesem Divisor, d. h. 

�

i

(�

1

2

) = 1 und

sonst 0, h

�

angen nur vom O

+

(M)-Orbit von � ab, soda� wir uns auf den reduzierten

Kontrollraum beshr

�

anken k

�

onnen (vergleihe De�nition 2.26 und Satz 2.27). Wir brau-

hen also die Typen, d. h. Orbits von M

0

=M unter O

+

(M). Wir rehnen ganzzahlig, d. h.
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in L=2M = 2M

0

=2M statt in M

0

=M. Ein g 2 O

+

(M) erh

�

alt einerseits die Ordnung von

� 2 L=2M und andererseits die Norm modulo 4Z. Wir betrahten daher die Mengen

(10), (20), (22), (23), (40), (41), (42) und (43) mit

(ab) := f� 2 L=2M; ord

L=2M

(�) = a; q(�) � b mod 4Zg

(andere (ab) treten niht auf). Die Menge (22) zerf

�

allt in zwei Teile: F

�

ur � 2 (22) ist q

modulo 8Z eindeutig bestimmt: Sind a und a+2m;m 2 M zwei Repr

�

asentanten von �,

so ist

q(a+ 2m) = ha;2mi+ q(a) + q(2m) = 2ha;mi+ q(a) + 4 q(m):

Wegen q(a) � 2 mod 4Z und ord

L=2M

(a) = 2 ist a

1

; : : : ; a

4

2 2Z und a

5

� a

6

� 1 mod 2Z

und damit

� �4m

5

� 4m

6

+ q(a)� 4m

2

5

� 4m

2

6

mod 8Z

� q(a) mod 8Z:

Wir de�nieren daher (222) und (226) durh

(22a) := f� 2 (22); q(�) � a mod 8Zg

Es gilt

Proposition 3.18. Die Mengen (10), (20), (222), (226), (23), (40), (41), (42) und (43)

sind die O

+

(M)-Orbits von L=2M.

Beweis. Man kann dies leiht explizit zeigen, erh

�

alt es aber auh als Korollar von

Satz 3.19. Die Gruppe O

+

(M) operiert transitiv auf den primitiven Elementen von L

0

gleiher Norm.

Beweis. Siehe [F-H℄. Tats

�

ahlih ist dies der wesentlihe Teil des Beweises von Satz 1.11

Seite 17.

Damit operiert O

+

(M) auh transitiv auf den primitiven Elementen von M = 2L

0

gleiher

Norm.Wir m

�

ussen also zeigen, da� es zu je zwei Elementen �; � 2 L=2M gleihen Typs

zwei in L

0

bzw. M primitive Repr

�

asentanten a; b 2 L gleiher Norm gibt.

F

�

ur die Mengen der Form (4�) nehmen wir zun

�

ahst die Repr

�

asentanten ~a;

~

b in

f�1; 0; 1; 2g

4

� f0; 1g

2

. Da die Ordnung in L=2M gleih 4 ist, ist mindestens eine der

ersten 4 Koordinaten �1, insbesondere sind ~a und

~

b primitiv in L

0

. Ist etwa ~a

i

0

= �1,

so ist a

k

:= ~a + 4ke

�(i

0

)

; k 2 Z ebenfalls primitiv in L

0

und q(a

k

) = q(~a) � 4k, d. h. es

gibt k

0

2 Z mit q(a

k

0

) = q(

~

b). Also leisten a := a

k

0

und b :=

~

b das Gew

�

unshte.

F

�

ur die Mengen der Form (2�) nehmen wir die Repr

�

asentanten in f0; 2g

4

� f0; 1g

2

.

Diese sind primitiv in M. Sind die ersten vier Koordinaten jeweils 0 so ist q(~a) = q(

~

b).

Ohne Einshr

�

ankung ist also ein ~a

i

0

= 2. Durh a

k

:= ~a + 4ke

�(i

0

)

; k 2 Z kann q um

beliebige Vielfahe von 8 abge

�

andert werden. Damit sind (222) und (226) Orbits. Sonst

ist eine der letzten beiden Koordinaten 0. Durh Addition von 2e

5

bzw. 2e

6

wird daher

q um 4 vermindert, d. h. man kann q um beliebige Vielfahe von 4 ab

�

andern. Also sind

auh (20) und (23) Orbits.

Shlie�lih ist die Menge (10) trivialerweise ein Orbit.
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Einfahes kombinatorishes Abz

�

ahlen liefert die M

�

ahtigkeiten der Typen (siehe auh

Seite 108). Wir geben noh f

�

ur jeden Typ einen Repr

�

asentanten eines Elements des Typs

an.

Typ M

�

ahtigkeit Repr

�

asentant

(10) 1 (0,0,0,0,0,0)

(20) 15 (2,0,0,0,0,0)

(222) 6 (2,2,0,0,1,1)

(226) 10 (0,0,0,0,1,1)

(23) 32 (0,0,0,0,0,1)

(40) 240 (1,0,0,0,0,0)

(41) 240 (1,1,0,0,0,0)

(42) 240 (1,1,1,1,0,0)

(43) 240 (1,0,0,0,0,1)

Tats

�

ahlih sind �

0

; : : : ; �

9

(bzw. das Doppelte davon) vom Typ (226) und bilden

diesen Orbit, d. h. in Satz 2.27 ist 

(226)

(�

1

2

) = 1 und 

t

(m) = 0 sonst.

Eisensteinreihen

Gem

�

a� Bemerkung 2.22 ist die Relation in Satz 2.27 f

�

ur die Eisensteinreihen im redu-

zierten Kontrollraum l

�

osbar. Es gilt:

Lemma 3.20. Der reduzierte Kontrollraum besteht genau aus den Eisensteinreihen.

Beweis. Wir berehnen gem

�

a� Bemerkung 2.11 und Proposition 2.10 die Dimension des

Raums der Eisensteinreihen und des Kontrollraums.

Wir numerieren die Typen von 1 bis 9 entsprehend der Tabelle. Bez

�

uglih der Basis

e

1

; : : : ; e

9

von C[T℄ haben wir die Darstellungsmatrizen

�

�

T

(�E

2

) = �E

9

�

�

T

(T ) = diag(e

�2�i q(t)

; t 2 T) = diag((�i)

q(t

j

)

; j = 1; : : : ; 9)

= diag(1; 1;�1;�1; i; 1;�i;�1;�i)

mit der 9�9-Einheitsmatrix E

9

und den Repr

�

asentanten t

j

des j-ten Typs in obiger Ta-

belle. Man sieht: Mit dem Gewiht k = 1+

n

2

= 3 der Eisensteinreihen des Kontrollraums

gilt V = V

0

= Eig(�

�

T

(�E

2

); (�1)

k

) also d = dimV

0

= 9 und Eig(�

�

T

(T ); 1) = he

1

; e

2

; e

6

i

= he

(10)

; e

(20)

; e

(40)

i. Damit ist die Dimension des Raums der Eisensteinreihen gleih

dim(V

0

\ Eig(�

�

T

(T ); 1)) = 3. Die Dimension des Kontrollraums ist gem

�

a� der Formel

aus Proposition 2.10 ebenfalls 3 (siehe Anhang ab Seite 107) und damit sind die beiden

R

�

aume gleih.

Es gibt also einen multiplikativen Lift mit dem geforderten Nullstellendivisor. Sein Ge-

wiht ist gegeben durh die Fourierentwiklung der Eisensteinreihe zu �

1

2

e

(10)

. Genauer

ist das Gewiht gleih

X

m<0;t2T

a

t

(�m)

t

(m) = a

(226)

(

1

2

);
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wobei

P

m2Q

a

t

(m)e

2�im�

die Fourierentwiklung der t-Komponente der Eisensteinreihe

E

v

mit v = �

1

2

e

(10)

ist.

Die neun Komponenten von E

�

1

2

e

(10)

sind Linearkombinationen der primitiven Heke-

shen G

k

( : ; ; d;N), deren Fourierentwiklung in Satz 2.23 angegeben ist. Bei uns ist

N = 4 und k = 3, wir setzen daher G( : ; ; d) := G

3

( : ; ; d; 4). Gesuht sind also neun

Linearkombinationen

f

t

=

X

;d2f0;:::;3g

gd(;d;4)=1

f

t;;d

G( : ; ; d); f

t;;d

2 C

der primitiven G( : ; ; d), soda� das 9-Tupel (f

t

)

t2T

eine holomorphe elliptishe Modul-

form zur reduzierten Weil-Darstellung �

�

T

ist mit 0-tem KoeÆentenvektor �

1

2

e

(10)

.

Eine Reihe G( : ; ; d) ist primitiv genau wenn niht  � d � 0 mod 2Z gilt. Wegen

G( : ; ; d) = G( : ; 

0

; d

0

) f

�

ur  � 

0

, d � d

0

mod 4Z gibt es 4

2

Reihen G( : ; ; d), wovon 2

2

niht primitiv sind, d. h. es gibt 12 primitive. Die G( : ; ; d) haben das Transformations-

verhalten (siehe Seite 54 mit k = 3 und N = 4)

G(M� ; ; d) = (� + Æ)

3

G(� ;� + d; � + Æd):

Insbesondere gilt (M = �E)

G(� ; ; d) = �G(� ;�;�d);

soda� die primitiven G( : ; ; d) paarweise linear abh

�

angig sind. Wir suhen daher die f

t

als Linearkombinationen von sehs primitiven G( : ; ; d), etwa zu (; d) 2 E , wobei

E := f(0; 1); (1; 0); (1; 1); (1; 2); (1; 3); (2; 1)g

sei. (Die zugeh

�

origen G( : ; ; d) sind linear unabh

�

angig [He℄.)

Der 0-te FourierkoeÆzient (siehe Seite 54) von G( : ; ; d) ist mit k = 3 und N = 4:

8

>

<

>

:

0 f

�

ur  6� 0 oder d � 0 mod 4

�

�

3

3

4

P

n=1

B

3

(

n

4

) os

�

3

�

2

� �

dn

2

�

sonst

Mit os

�

3

�

2

� �

dn

2

�

= � sin(

�

2

dn) und B

3

(x) = x

3

�

3

2

x

2

+

1

2

x, also B

3

(

1

2

) = B

3

(1) = 0

und B

3

(

1

4

) = �B

3

(

3

4

) =

3

64

, ist letzteres gleih

8

<

:

0 f

�

ur d � 0 mod 2

�

�

3

32

f

�

ur d � �1 mod 4

Insgesamt also f

�

ur E :

(; d) (0; 1) (1; 0) (1; 1) (1; 2) (1; 3) (2; 1)

0-ter KoeÆzient

von G( : ; ; d)

�

3

32

0 0 0 0 0
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Damit ist lim

�!i1

f

t

(�) =

�

3

32

f

t;0;1

8t, d. h. f = (f

t

)

t2T

erf

�

ullt die Bedingung lim

�!i1

f(�) =

�

1

2

e

(10)

genau wenn

f

(10);0;1

= �

16

�

3

und f

t;0;1

= 0 f

�

ur t 6= (10)

gilt.

Weiter soll f elliptishe Modulform sein, d. h. wir erhalten Bedingungen an die f

t;;d

aus dem Transformationsverhalten unter S und T .

Es mu� f

t

(� + 1) = e

2�i q(t)

f

t

(�) f

�

ur die neun Typen gelten. Wegen G(� + 1; ; d) =

G(� ; ;  + d) erhalten wir die Bedingungen an die f

t;;d

:

f

t;;d�

= e

2�i q(t)

f

t;;d

falls (; d � ) 2 E

�f

t;�;�d+

= e

2�i q(t)

f

t;;d

falls (; d � ) 62 E

(dabei ist d�  et. modulo 4 zu reduzieren).

Shlie�lih mu� f

t

(�

1

�

)= �

3

�i

32

P

s2T

E(s; t)f

s

(�) 8t gelten mit E(s; t)=

P

�2t

e

2�ih�;�i

(siehe Seite 55). Wegen G(�

1

�

; ; d) = �

3

G(� ; d;�) also

f

t;�d;

=

�i

32

X

s2T

E(s; t)f

s;;d

falls (�d; ) 2 E

�f

t;d;�

=

�i

32

X

s2T

E(s; t)f

s;;d

falls (�d; ) 62 E

Wir erhalten also ein lineares Gleihungssystem f

�

ur die f

t;;d

, welhes wir mit Maple

l

�

osen. Die L

�

osung ist (siehe Anhang ab Seite 110):

2�

3

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

f

(10)

(�)

f

(20)

(�)

f

(222)

(�)

f

(226)

(�)

f

(23)

(�)

f

(40)

(�)

f

(41)

(�)

f

(42)

(�)

f

(43)

(�)

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

�32 �i �i �i �i 0

0 �15 i �15 i �15 i �15 i 0

0 �6 i 6 i �6 i 6 i 48

0 �10 i 10 i �10 i 10 i �80

0 �32 i �32 32 i 32 0

0 �240 i �240 i �240 i �240 i 0

0 �240 i 240 240 i �240 0

0 �240 i 240 i �240 i 240 i 0

0 �240 i �240 240 i 240 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

�

G(� ;0;1)

G(� ;1;0)

G(� ;1;1)

G(� ;1;2)

G(� ;1;3)

G(� ;2;1)

1

C

C

C

C

A

Zur Bestimmung des Gewihts des Borherdsprodukts berehnen wir den

1

2

-ten Fou-

rierkoeÆzienten der (226)-Komponente. Der

1

2

-te FourierkoeÆzient der G( : ; ; d) ist

(vgl. Satz 2.23 Seite 54):

(�2�i)

3

4

3

(3� 1)!

X

m�mod4

nm=2

n

3�1

sgn(n)e

2�i

dn

4

=

i�

3

16

X

m�mod4

nm=2

n

2

sgn(n)i

dn

=

i�

3

16

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

0  � 0 mod 4

4(�1)

d

 � 1 mod 4

2i Im i

d

 � 2 mod 4

4(�1)

d+1

 � 3 mod 4
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Wir erhalten

a

(226)

(

1

2

) =

1

2�

3

i�

3

16

10

�

�i4 + i(�4) � i4 + i(�4) � 8(2i)

�

=

5i

16

(�32i) = 10

und damit:

Satz 3.21. Es gibt eine holomorphe orthogonale Modulform zur Gruppe � vom Gewiht

10 mit Nullstellendivisor

9

X

i=0

H(�

i

;�

1

2

);

d. h. die Voraussetzung des Satzes 3.13 ist erf

�

ullt.

3.3 Theta-Reihen

Wir zeigen hier, da� obiger Satz auh aus der Theorie der Theta-Reihen folgt. Wir setzen

�(Z) :=

Y

(a;b)

�(Z; a; b) 8Z 2H =H

2

;

wobei sih das Produkt

�

uber alle geraden Theta-Charakteristiken erstrekt. Es gilt

([Fr1℄):

Satz 3.22.

(1) Die Funktion� ist symmetrishe Modulform vom Gewiht 10 zur Gruppe Sp(2;Z[i℄)

zum trivialen Charakter.

(2) Die Funktion � vershwindet auf der Mannigfaltigkeit

N :=

�

Z =

�

z

0

z

1

z

3

z

2

�

2H ; z

1

= iz

3

�

in erster Ordnung und jede Nullstelle von �(Z) ist zu einem Punkt in N bez

�

uglih

Sp(2;Z[i℄) o h�i

�

aquivalent.

Wir zeigen damit:

Satz 3.23. Die

�

Ubersetzung � von � ins Orthogonale gem

�

a� Satz 2.31 ist holomorphe

orthogonale Modulform vom Gewiht 10 zur Gruppe O

+

(M) mit Nullstellendivisor

9

X

i=0

H(�

i

;�

1

2

):

Der Charakter ist trivial auf hEO(L); h

2

i und �1 auf h

1

.
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Folgerung 3.24.

� Satz 3.21 gilt, d. h. die Voraussetzung des Satzes 3.13 ist erf

�

ullt.

� Der oben konstruierte multiplikative Lift, bzw. das Produkt von zehn (nihttrivia-

len) additiven Lifts (je ein Input in V

i

) ist Vielfahes von �, insbesondere ist der

multiplikative Lift Modulform niht nur zu � (bzw. �

N

wie aus Bemerkung 3.15

folgt), sondern sogar zu O

+

(M) zum angegebenen Charakter.

Das Transformationsverhalten von � ergibt sih wie folgt: Nah Freitags Satz 3.22

Teil (1) ist � auh Modulform zu hSp(2;Z[i℄)

1

;H

1

i o h�i, denn H

1

=

1�i

p

2

�

i

1

0

0

i

1

�

operiert auf H wie

�

i

1

0

0

i

1

�

und es gilt

det (

i 0

0 1

) = i

�

1�i

p

2

�

2

det (

i 0

0 1

) = idet

�

1�i

p

2

(

i 0

0 1

)

�

also

�(H

1

hZi) = i

10

|{z}

�1

det

�

1�i

p

2

(

i 0

0 1

)

�

10

�(H

1

hZi);

d. h. der zugeh

�

orige Charakter ist auf Sp(2;Z[i℄)

1

oh�i trivial und aufH

1

negativ. Wegen

O

+

(M) = hEO(L); h

1

; h

2

i und O

+

(M)

�

= hSp(2;Z[i℄)

1

;H

1

i o h�i sowie hEO(L); h

2

i

�

=

Sp(2;Z[i℄)

1

o h�i folgt das Transformationsverhalten aus dem

�

Ubersetzungssatz 2.31.

Es bleibt, die Nullstellen zu untersuhen. Unter dem Isomorphismus � : H

//
H

aus Satz 1.54 hat der Heegner-Primdivisor H(�) das Urbild (dabei sei � 2 V das Bild

von � unter V

//
V)

H(�) :=H

2

(�) := fZ = (

z

0

z

1

z

3

z

2

) 2H; h�(Z);�i = 0g

=

�

Z 2H ; (�E

2

; Z)�

�

Z

0

E

2

�

= 0 2M

2�2

(C)

�

(siehe Seite 41). F

�

ur � mit q(�) 6= 0 ist dies

= fZ 2H ;�

�

(�(Z)) = �(Z)g :

Wegen

h�(Z);�i = (z

1

z

3

� z

0

z

2

)�

2

+ �

1

+ z

0

�

4

+ z

2

�

3

� z

1

(�

5

+ i�

6

)� z

3

(�

5

� i�

6

)

gilt

N =H(�

0

):

Lemma 3.25. Es gilt

MhH(�)i =H(M(�)) 8M 2 Sp(2;C)

1

; � 2 V

und

�(H(�)) =H(�(�)) 8� 2 V :

Dabei sei M(�) das Bild von � unter der M entsprehenden orthogonalen Transforma-

tion. Analog f

�

ur � .
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Beweis. Dies folgt aus

g(H(�)) = H(g(�)) 8g 2 O

+

(V); � 2 V

via

�

Ubersetzung ins Orthogonale oder durh direkte Rehnung:

MhH(�)i =

�

MhZi;Z 2H ; (�E

2

; Z)�

�

Z

0

E

2

�

= 0

�

Ersetzt man � durh M

�1

M�M

�1

M = �IM

0

IM(�)M , so erh

�

alt man

=

�

MhZi;Z 2H ; (�E

2

;M hZ

0

i

0

)M(�)

�

MhZ

0

i

E

2

�

= 0

�

Mit MhZ

0

i

0

=MhZi (dies ist klar auf Erzeugern) also

=

�

MhZi;Z 2H ; (�E

2

;MhZi)M(�)

�

MhZi

0

E

2

�

= 0

�

=

�

Z 2H ; (�E

2

; Z)M(�)

�

Z

0

E

2

�

= 0

�

=H(M(�)) :

F

�

ur � gilt: In h�(Z);�i wird das Vertaushen von z

1

und z

3

durh das

�

Andern des

Vorzeihens von �

6

kompensiert und dies ist die Operation von � auf V.

Gem

�

a� Satz 3.22(2) hat also � einfahe Nullstellen genau auf

[

M2hSp(2;Z[i℄)

1

;H

1

ioh�i

M(H(�

0

)) =

[

M2O

+

(M)

�

H(M(�

0

))

und damit � auf

[

M2O

+

(M)

�

H(M(�

0

)) =

[

g2O

+

(M)

H(g(�

0

)):

Da O

+

(M) transitiv auf den � 2 L

0

mit q(�) = �

1

2

operiert (Satz 3.19), ist also der

Nullstellendivisor von � gleih

X

�2L

0

=�1

q(�)=�

1

2

H(�) =

9

X

i=0

H(�

i

;�

1

2

)

wie behauptet. Damit ist der Satz bewiesen. Es gilt sogar

Satz 3.26. Es gibt eine Bijektion der zehn �

i

(bzw. �

i

und V

i

) und der zehn Theta-

Charakteristiken, soda� jeder (nihttriviale) Lift zu einem Input in V

i

Vielfahes der

entsprehenden, ins Orthogonale

�

ubersetzten, Theta-Reihe ist.
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Folgerung 3.27. Die zehn Theta-Reihen sind Modulformen vom Gewiht 1 zur Gruppe

�

�

zum trivialen Charakter bzw. zu

b

�

�

zum Charakter �̂ mit �̂j

�

�

� 1 und �̂(iH

2

1

) = �1

(vgl. Satz 3.16).

Der Beweis des Satzes folgt aus dem Transformationsverhalten der Quadrate der Theta-

Reihen (sie sind Modulformen zu �

N

�

nah Bemerkung 2.35) und aus (siehe [F-H℄):

Satz 3.28. Zwei primitive Vektoren von L

0

gleiher Norm und gleihen Bildes in L

0

=2N

sind modulo �

N

�

aquivalent.

Folgerung 3.29. Die Gruppe �

N

operiert transitiv auf den primitiven Vektoren von L

0

der Norm �

1

2

und gleihen Bildes in L

0

=M.

Beweis. F

�

ur  2 �

N

und � 2 L

0

mit q(�) = �

1

2

gilt (�) � � 2 M wegen � 2 N und

�

N

= Kern

�

O

+

(M)

//
Aut(M

0

=N)

�

= Kern

�

O

+

(M)

//
Aut(N=M)

�

, d. h. �

N

operiert

auf den primitiven Vektoren von L

0

der Norm �

1

2

und gleihen Bildes in L

0

=M.

Seien �; � 2 L

0

mit q(�) = q(�) = �

1

2

und �� � 2 M. Wegen Satz 3.19 k

�

onnen wir

� = �

0

=

1

2

(e

5

+ e

6

) annehmen. Wegen �

0

+M = �

0

+ 2N [

1

2

(e

5

� e

6

) + 2N ist nah

obigem Satz ohne Einshr

�

ankung � =

1

2

(e

5

�e

6

). Damit gilt �

� //
� unter h

2

= �

e

6

2 �

N

,

d. h. die Operation ist transitiv.

Zum Beweis von Satz 3.26: Es ist eine der zehn Theta-Reihen Null auf N =H(�

0

) und

damit auf

[

M2�

N

�

H(M(�

0

)), die

�

Ubersetzung ins Orthogonale also auf

[

g2�

N

H(g(�

0

))

= H(�

0

;�

1

2

). Damit ist der Quotient aus der

�

ubersetzten Theta-Reihe und einem niht-

trivialen Lift konstant, insbesondere hat die Theta-Reihe genau diese Nullstellen. Die

Bijektion ordne �

0

die Theta-Charakteristik dieser Reihe zu. Aus dieser Zuordnung ent-

steht die Bijektion durh orthogonale bzw. hermitesh-symplektishe Transformationen:

Es gibt g

i

2 O

+

(M); i = 1; : : : ; 9 mit g

i

(�

0

) = �

i

. Diese g

i

f

�

uhren V

0

in V

i

�

uber und ihre

Urbilder in G

�

= hSp(2;Z[i℄);H

1

i o h�i f

�

uhren die Theta-Reihe zu �

0

in die anderen

Theta-Reihen

�

uber.

Wir k

�

onnen die Bijektion explizit angeben: Die Spiegelung an �

0

ist gerade die

orthogonale Transformation h

1

h

2

2 O

+

(M) mit Urbild �H

1

� 2 O

+

(M)

�

. Die Theta-Rei-

he �(Z; (

1

1

) ; (

1

1

)) erf

�

ullt (siehe Abshnitt 2.4)

�((�H

1

�)hZi; (

1

1

) ; (

1

1

)) = �(H

1

hZi; (

1

1

) ; (

1

1

)) = �(

�

i

1

0

0

i

1

�

hZi; (

1

1

) ; (

1

1

))

= �(Z; (

i 0

0 1

)

0

(

1

1

) ; (

i 0

0 1

)

�1

(

1

1

)) = �(Z;

�

�i

1

�

;

�

�i

1

�

)

= e

�iRe(1;1)

�

�1�i

0

�

�(Z; (

1

1

) ; (

1

1

)) = ��(Z; (

1

1

) ; (

1

1

))

also

�((�H

1

�)hZi; (

1

1

) ; (

1

1

)) = ��(Z; (

1

1

) ; (

1

1

))

und damit

�(Z; (

1

1

) ; (

1

1

)) = 0 f

�

ur Z mit (�H

1

�)hZi = Z
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d. h. f

�

ur Z in fZ 2H ;�

�

0

(�(Z)) = �(Z)g =H(�

0

). Also

�

0

� //
((

1

1

) ; (

1

1

)):

Wir shreiben daher auh �

0

(Z) := �(Z; (

1

1

) ; (

1

1

)).

Es gilt

E(e

i

;�e

5

)(�

0

) = �

0

+ e

i

= �

i

f

�

ur i = 1; : : : ; 4

und weiter E(e

i

; e

�(k)

)(�

0

+ e

k

) = �

0

+ e

k

+ e

i

f

�

ur i 2 f1; : : : ; 4g, k 2 f1; : : : ; 4g�fi; �(i)g

d. h.

E(e

i

; e

�(k)

)(�

k

) = �

k+2i

f

�

ur i 2 f1; 2g, k 2 f3; 4g

sowie mit �

7

= �

3

+ e

2

E(e

1

; e

4

)(�

7

) = �

3+2

+ E(e

1

; e

4

)(e

2

) = �

5

+ e

2

� e

4

= �

9

:

Damit k

�

onnen wir die den �

i

zugeordneten Charakteristiken aus �

0

� //
((

1

1

) ; (

1

1

)) ge-

winnen, z. B. mit S = (

0 1

1 0

):

�

1

� //
�

E S

0 E

�

Æ ((

1

1

) ; (

1

1

)) = ((

1

1

) ; (

1

1

) + (

0 1

1 0

) (

1

1

)� i (

0

0

)) = ((

1

1

) ; (

0

0

))

usw. Insgesamt erhalten wir

Bemerkung 3.30. Die Bijektion aus Satz 3.26 lautet explizit:

�

0

� //
((

1

1

) ; (

1

1

)) �

5

� //
((

1

0

) ; (

0

0

))

�

1

� //
((

1

1

) ; (

0

0

)) �

6

� //
((

0

1

) ; (

0

0

))

�

2

� //
((

0

0

) ; (

1

1

)) �

7

� //
((

0

0

) ; (

0

1

))

�

3

� //
((

1

0

) ; (

0

1

)) �

8

� //
((

0

0

) ; (

1

0

))

�

4

� //
((

0

1

) ; (

1

0

)) �

9

� //
((

0

0

) ; (

0

0

))

Wir shreiben auh �

i

(Z) := �(Z; a; b), falls �

i

� //
(a; b) unter dieser Bijektion. Das

hei�t also �

i

ist Null auf H(�

i

). Bezeihnen wir mit �

i

die ins Orthogonale

�

ubersetzte

Theta-Reihe �

i

, so bedeutet Satz 3.26 also

Lift(V

i

) = C�

i

8i = 0; : : : ; 9;

d. h. �

i

erzeugt den Lift von V

i

.

Bemerkung 3.31.

� Per Konstruktion ist die Bijektion vertr

�

aglih mit den Sp(2;Z[i℄)

1

o h�i-Opera-

tionen auf den M-Klassen der �

i

via Sp(2;Z[i℄)

1

o h�i

//
O

+

(M) und auf den

geraden Theta-Charakteristiken via Æ. Das hei�t, unter der Bijektion geht f

�

ur

M�

"

2 Sp(2;Z[i℄)

1

o h�i (der Repr

�

asentant in f�

0

; : : : ; �

9

g von) �(M�

"

)(�) +M

�

uber in M�

"

Æ (a; b), wenn �+M nah (a; b) abgebildet wird.

� Der Beweis zeigt, da� die Operation Æ auf den geraden Theta-Charakteristiken

transitiv ist.
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FourierkoeÆzienten, Summe von zwei Quadraten und Zerlegungsgesetz

in Z[i℄

Wir haben damit zwei Darstellungen der �

i

. Durh Vergleih der jeweiligen Reihen-

entwiklungen ergeben sih zahlentheoretishe Beziehungen. Betrahten wir etwa �

9

als

�

Ubersetzung von �

9

= �( : ; (

0

0

) ; (

0

0

)), so gilt f

�

ur z = �e

1

+ e

2

+ z

3

e

3

+ z

4

e

4

+ z

5

e

5

+ z

6

e

6

mit [z℄ 2 H:

�

9

(z) = �(

�

z

3

z

5

�iz

6

z

5

+iz

6

z

4

�

; (

0

0

) ; (

0

0

))

=

X

g

1

;g

2

2Z[i℄

e

�i(g

1

z

3

g

1

+g

2

(z

5

+iz

6

)g

1

+g

1

(z

5

�iz

6

)g

2

+g

2

z

4

g

2

)

=

X

g

ij

2Z

i;j2f1;2g

e

�i((g

2

11

+g

2

12

)

| {z }

=:r

z

3

+(g

2

21

+g

2

22

)

| {z }

=:s

z

4

+2 (g

11

g

21

+g

12

g

22

)

| {z }

=:�t

z

5

�2 (g

12

g

21

�g

11

g

22

)

| {z }

=:u

z

6

)

=

X

r;s;t;u2Z

r;s�0;rs=t

2

+u

2

#

8

<

:

(g

ij

)

i;j2f1;2g

2Z

4

;

g

2

11

+g

2

12

=r;g

2

21

+g

2

22

=s;

g

11

g

21

+g

12

g

22

=�t;

g

12

g

21

�g

11

g

22

=u

9

=

;

e

�i(rz

3

+sz

4

�2tz

5

�2uz

6

)

Andererseits ist �

9

additiver Lift eines geeigneten Inputs (

�

)

�2M

0

=M

2 V

9

. Die Fou-

rierentwiklung im Tubengebietmodell zur Spitze [a℄; a = 2e

1

2 M isotrop, mit a

0

=

1

2

e

2

2 M

0

und K = f(0; 0)g � 2H � Z � Z liefert f

�

ur z = (�; 1; z

3

; : : : ; z

6

) wie oben mit

Z =

1

2

(z

3

; : : : ; z

6

):

�

9

(z) =

1

2

�

9

(

1

2

z) =

1

2

�

9

a;a

0

(Z)

=

1

2

A(0) +

X

06=T2K

0

\P

a

1

2

A(T )e

2�ihT ;Zi

=

1

2

A(0) +

X

06=T2(

1

2

Z)

4

T=(s;r;t;u)

r;s�0;rs�t

2

+u

2

1

2

A(s; r; t; u)e

�i(z

3

r+z

4

s�2z

5

t�2z

6

u)

Wir k

�

onnen die KoeÆzienten vergleihen und erhalten f

�

ur 0 6= T = (s; r; t; u) 2 K

0

\P

a

,

d. h. r; s; t; u 2 (

1

2

Z)

4

; r; s � 0; rs � t

2

+ u

2

:

1

2

A(T ) =

8

>

>

<

>

>

:

#

8

<

:

(g

ij

)

i;j2f1;2g

2Z

4

;

g

2

11

+g

2

12

=r;g

2

21

+g

2

22

=s;

g

11

g

21

+g

12

g

22

=�t;

g

12

g

21

�g

11

g

22

=u

9

=

;

f

�

ur 0 6= T 2 Z

4

isotrop

0 sonst

F

�

ur den FourierkoeÆzienten A(T ) gilt nah Borherds (Satz 2.14 mit r = 1):

A(T ) =

X

H2K

0

;n2N

mit nH=T

X

Æ2M

0

=M

Æ

�

uber H

e

2�inhÆ;a

0

i



Æ

(q(H))



3.3 Theta-Reihen 79

also A(T ) = 0 f

�

ur q(T ) 6= 0, d. h. f

�

ur T 62 �P

a

(wie das ja auh der KoeÆzientenver-

gleih zeigt): Der Lift von Konstanten ist singul

�

ar. Im folgenden sei also T isotrop und



Æ

= 

Æ

(0). Wir shreiben 

d

:= 

Æ

f

�

ur d 2 Æ.

=

X

H2K

0

;n2N

mit nH=T

N�1

X

m=0

e

2�inh

m

N

2e

1

+H;

1

2

e

2

i



m

N

2e

1

+H

Mit N = 4 (siehe Seite 104) und T = (t

3

; t

4

; t

5

; t

6

) 2 (

1

2

Z)

4

ist dies

=

X

nj gd(2t

i

)

3

X

m=0

i

nm


m

2

e

1

+

1

n

T

Allgemein gilt f

�

ur beliebige Spitzen [a℄; a 2 M primitiv, isotrop mit a

0

2 M

0

mit ha;a

0

i = 1

und K = M \ a

?

\ a

0?

: Die FourierkoeÆzienten A(T ) = A

a;a

0

(T ) zu isotropen T 2 K

0

von additiven Lifts zu reellen Inputs erf

�

ullen die rekursiven Formeln

A(pT ) = A(T ) +A(

1

p

d

p

T ) f

�

ur p � 1 mod 4

A(pT ) = A(T ) +A(

1

p

d

p

T ) f

�

ur p � 3 mod 4 und d

p

� 1 mod 2

A(pT ) = A(T )�A(

1

p

d

p

T ) f

�

ur p � 3 mod 4 und d

p

� 0 mod 2:

Dabei sei d =

Q

p prim

p

d

p

mit

1

d

T =:

~

T 2 M

0

primitiv.

Beweis. Zerlege die Summe

�

uber alle Teiler n von d in eine, in der nur Vielfahe von

p auftreten, und eine, in der alle Teiler fremd zu p sind. Man erh

�

alt jeweils den ersten

bzw. zweiten Summand der angegebenen Formeln.

Wir erhalten daraus durh Induktion

�

uber die d

p

explizit:

A(T ) =

8

<

:

0 falls d

p

� 1(2) f

�

ur ein p � 3(4)

A(2

d

2
~

T )

Q

p�1(4)

(1 + d

p

) sonst

Diese Formel gilt auh f

�

ur Lifts zu niht-reellen Inputs, denn der Inputraum hat eine

reelle Basis, da die Weil-Darstellung unit

�

ar und symmetrish ist. F

�

ur beliebige Inputs

gilt

A(2

d

2

~

T ) =

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

3

P

m=0

i

m



m

4

a+

~

T

f

�

ur d

2

= 0

3

P

m=0

(�1)

m



m

4

a+

~

T

+ 2i

1

4

a+2

~

T

f

�

ur d

2

= 1

3

P

m=0



m

4

a+

~

T

+ 2i
1

4

a

f

�

ur d

2

� 2

wie man leiht nahrehnet.
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Es gilt also f

�

ur den T -KoeÆzienten von �

9

f

�

ur a = 2e

1

und a

0

=

1

2

e

2

A(2

d

2

~

T )

Y

p�1(4)

(1 + d

p

) = A(T ) = 2 �#

8

<

:

(g

ij

)

i;j2f1;2g

2Z

4

;

g

2

11

+g

2

12

=r;g

2

21

+g

2

22

=s;

g

11

g

21

+g

12

g

22

=�t;

g

12

g

21

�g

11

g

22

=u

9

=

;

f

�

ur isotrope T = (s; r; t; u) 2 L d. h. f

�

ur ganze r; s; t; u bzw. d

2

� 1. (F

�

ur eht halbganze

r; s; t; u kann man das Vershwinden des zugh

�

origen KoeÆzienten mit obigen Formeln

auf primitive zur

�

ukf

�

uhren und f

�

ur diese auh explizit (d. h. ohne die hermitesh-sym-

plektishe Theta-Reihe) beweisen.)

Betrahten wir zum Beispiel s = 0 und damit t = u = 0, d. h.

~

T =

1

2

e

4

und r =

1

2

d,

so gilt also f

�

ur ganze r

A(re

4

) = A(2

d

2

�1

e

4

)

Y

p�1(4)

(1 + d

p

) = 2 �#

�

(g

1

; g

2

) 2 Z

2

; g

2

1

+ g

2

2

= r

	

Tats

�

ahlih gilt nah obiger Formel A(2

d

2

�1

e

4

) = 8 f

�

ur d

2

6= 0 f

�

ur den Input zu �

9

(siehe

Anhang A.3), d. h. wir haben die bekannte Formel

4 �

Y

p�1(4)

(1 + r

p

) = #

�

(g; h) 2 Z

2

; g

2

+ h

2

= r

	

�

uber die Darstellung von nat

�

urlihen Zahlen r =

Q

p prim

p

r

p

; r

p

2 N (es gilt r

p

= d

p

f

�

ur

p 6= 2 und r

2

= d

2

� 1) als Summe von zwei Quadraten wiedergefunden. Ist speziell r

eine Primzahl p, so erhalten wir das Zerlegungsgesetz in Z[i℄.



Kapitel 4

Das Theta-Ideal

Nah Matsumoto [Mat℄ bzw. Hermann [Her℄ gilt:

Satz 4.1. Die Satake-Kompakti�zierung X

�(1+i)oh�i

von

H

2

=

�(1 + i)oh�i

ist isomorph

zu P

4

X

�(1+i)oh�i

�

=

P

4

und die von den hermitesh-symplektishen symmetrishen Modulformen geraden Ge-

wihts zur Gruppe �(1 + i) zum Determinantenharakter �(M�

"

) = det(M) erzeugte

Algebra ist erzeugt von den Quadraten der Theta-Reihen:

L

k22Z

[�(1 + i)o h�i; k; �

k=2

℄ = C[�

2

0

; : : : ;�

2

9

℄

Genauer gibt es f

�

unf unabh

�

angige lineare Relationen der Quadrate der Theta-Reihen,

soda�

� : X

�(1+i)oh�i

//
P

9

;

de�niert durh

Z�(1 + i)o h�i

� //
[�

2

0

(Z) : � � � : �

2

9

(Z)℄ f

�

ur Z 2H

2

und stetige Fortsetzung auf den Rand, ein Isomorphismus auf den durh die f

�

unf Rela-

tionen de�nierten Teilraum in P

9

ist.

Dabei sei mit [G; k; �℄ der Vektorraum der hermitesh-symplektishen Modulformen

zur Gruppe G vom Gewiht k zum Charakter � bezeihnet. Die von den hermitesh-

symplektishen Modulformen zur Gruppe G zum Charakter � erzeugte Algebra sei

A(G;�) := A(G) :=

L

k2Z

[G; k; �

k

℄:

Der Ring A(G) ist nullteilerfrei und ganzabgeshlossen im Quotientenk

�

orper, d. h. nor-

mal. Der homogene Teil vom Grad 0 des Quotientenk

�

orpers Quot(A(G)) (d. h. der K

�

or-

per der Modulfunktionen) sei mit K(A(G)) bezeihnet.

81
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Weil es keine (nihttrivialen) Modulformen ungeraden Gewihts zu �(1 + i) und zu

auf iE

4

trivialem Charakter gibt, gilt in unserem Fall (� der Determinantenharakter)

f

�

ur ~� mit ~�

2

= � und ~�(iE

4

) = 1

L

k22Z

[�(1 + i)o h�i; k; �

k=2

℄ =

L

k2Z

[�(1 + i)o h�i; k; ~�

k

℄

d. h.

A(�(1 + i)o h�i) = A(�(1 + i)o h�i; ~�) = C[�

2

0

; : : : ;�

2

9

℄:

Insbesondere ist C[�

2

0

; : : : ;�

2

9

℄ normal.

Beispielsweise sei ~�(

�

i

1

0

0

i

1

�

) = i, ~�(�H

2

1

) = ~�(�iH

2

1

) = �1 und ~� trivial auf � ,

e

� und den Urbildern der aht Eihlertransformationen, die zusammen mit h

1

und �h

2

1

die Gruppe �

N

�

uber � erzeugen. Dieser Charakter setzt �̂ aus Folgerung 3.27 fort.

Betrahten wir �

N

�

= hS�(1 + i);H

1

i o h�i statt �(1 + i) o h�i, so ist der Charak-

ter gegeben durh ~�(H

1

) = �1 und auf S�(1 + i) wie gehabt. Damit gilt [�

N

�

; k℄ :=

[�

N

�

; k; 1℄ = [�

N

�

; k; ~�

k

℄, denn f

�

ur ungerade k ist beides f0g und ~�

2

� 1. Es gilt also

X

�

N

�

�

=

P

4

und

A(�

N

�

) =

L

k2Z

[�

N

�

; k; ~�

k

℄ =

L

k22Z

[�

N

�

; k℄ = C[�

2

0

; : : : ;�

2

9

℄:

Wir bezeihnen, analog zum Hermitesh-Symplektishen, mit [G; k; v℄ den Raum der

holomorphen orthogonalen Modulformen zur Gruppe G vom Gewiht k zum Charakter

v. Entsprehend verwenden wir die Bezeihnungen A(G; v) bzw. A(G) und K(A(G))

auh f

�

ur orthogonale Gruppen. Damit lautet der Satz ins Orthogonale

�

ubersetzt:

Satz 4.2. Die Satake-Kompakti�zierung X

�

N

von

H

=

�

N

ist isomorph zu P

4

X

�

N

�

=

P

4

und die von den orthogonalen Modulformen geraden Gewihts zur Gruppe �

N

zum tri-

vialen Charakter erzeugte Algebra ist erzeugt von den Quadraten der

�

ubersetzten Theta-

Reihen:

A(�

N

) =

L

k22Z

[�

N

; k℄ = C[�

2

0

; : : : ; �

2

9

℄

Genauer gibt es f

�

unf unabh

�

angige lineare Relationen der �

2

i

, soda�

� : X

�

N

//
P

9

;

de�niert durh

[z℄�

N

� //
[�

2

0

(z) : � � � : �

2

9

(z)℄ f

�

ur [z℄ 2 H

und stetige Fortsetzung auf den Rand, ein Isomorphismus auf den durh die f

�

unf Rela-

tionen de�nierten Teilraum in P

9

ist.

Wir untersuhen damit die entsprehenden Fragen f

�

ur die Theta-Reihen �

i

selbst

bzw. f

�

ur die Gruppe � (Abshnitt 4.1) und bestimmen das Relationen-Ideal der Theta-

Reihen (Abshnitt 4.2). Shlie�lih beweisen wir diesen Satz in Teilen neu mit Hilfe der

orthogonalen Theorie (Abshnitt 4.3).
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4.1 Geometrie

Die Reihen �

i

haben die Gruppe

b

� als gemeinsame Transformationsgruppe und v̂ als

gemeinsamen Charakter (vgl. Satz 3.16). Wir betrahten daher das kommutative Dia-

gramm (H = K

+

4

)

X

b

�

=

H

=

b

�

# //

p

��

P

9

q

��

X

�

N

=

H

=

�

N

� //
P

9

de�niert durh

[z℄

b

�

�
# //

[�

0

(z) : : : : : �

9

(z)℄ f

�

ur [z℄ 2 H

[z℄�

N

�
� //

[�

0

(z)

2

: : : : : �

9

(z)

2

℄ f

�

ur [z℄ 2 H

[z℄

b

�

�

p

//
[z℄�

N

f

�

ur [z℄ 2 H

[z

0

: : : : : z

9

℄

�

q

//
[z

2

0

: : : : : z

2

9

℄ f

�

ur [z℄ 2 P

9

und stetige Fortsetzungen.

Die Abbildung q ist o�enbar 2

9

-fahe

�

Uberlagerung, die genau auf den Koordina-

ten-Hyper

�

ahen verzweigt. Genauer ist das Urbild von [z

0

: : : : : z

9

℄ 2 P

9

genau die

Menge fI(w); I 2 f�1g

10

g f

�

ur ein festes w = [w

0

: : : : : w

9

℄ 2 P

9

mit w

2

i

= z

i

8i, wobei

I(z) := [i

0

z

0

: : : : : i

9

z

9

℄ f

�

ur I = (i

0

; : : : ; i

9

) 2 f�1g

10

. Es gilt I(z) = (1 � I)(z) 8I mit

1 := (1; : : : ; 1).

Proposition 4.3. F

�

ur [z℄ 2 Bild(�) ist

q

�1

([z℄) � Bild(#):

Beweis. Wir betrahten das Transformationsverhalten der Lifts �

i

unter der Gruppe �

N

,

d. h. die Charaktere v

i

(vgl. Seite 67f). Es gilt also

f

i

(z) = v

i

()f

i

(z) f

�

ur f

i

2 Lift(V

i

):

Damit folgt die Proposition, wenn man jedes I 2 f�1g

10

in der Form

I = (v

0

(); : : : ; v

9

())

f

�

ur ein geeignetes  2 �

N

darstellen kann. Dazu gen

�

ugt es o�enbar die I mit genau einer

�1-Koordinate darzustellen und dies leisten die �

�

i

(vgl. Bemerkung 3.15).

Damit folgt

Satz 4.4. Die Abbildung # ist generish injektiv, d. h. X

b

�

ist Normalisierung des Bildes

(und dies ist q

�1

(P

4

)).
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Beweis. Sei [w℄ = [�

0

(z) : : : : : �

9

(z)℄; [z℄ 2 H mit �

i

(z) 6= 0; i = 0; : : : ; 9 aus dem Bild.

Dann ist

p

�1

(�

�1

(q([w℄))) = #

�1

(q

�1

(q([w℄)))

# // //
q

�1

(q([w℄)) \ Bild(#) = q

�1

(q([w℄))

surjektiv also bijektiv (beide Mengen haben 2

9

Elemente). Damit hat jedes Element

von q

�1

(q([w℄)), insbesondere also [w℄, genau ein Urbild unter #, d. h. # ist generish

injektiv.

4.2 Ringe

De�nition 4.5. Es sei C[X

0

; : : : ;X

9

℄ der Polynomring in den unabh

�

angigen Transzen-

denten X

i

. Mit t bezeihnen wir das Ideal

t E C[X

0

; : : : ;X

9

℄

der Relationen der Quadrate der Theta-Reihen, d. h. t ist in C[X

0

; : : : ;X

9

℄ von den

entsprehenden f

�

unf Relationen der X

2

i

erzeugt.

Es gilt also per De�nition:

C[�

2

0

; : : : ; �

2

9

℄

�

=

C[X

2

0

; : : : ;X

2

9

℄

=

(t \C[X

2

0

; : : : ;X

2

9

℄)

Wir wollen zeigen:

C[X

0

; : : : ;X

9

℄

=

t

�

=

C[�

0

; : : : ; �

9

℄ via X

i

+ t

� //
�

i

Mit anderen Worten: Au�er den (von den) Relationen zwishen den Quadraten (erzeug-

ten Relationen) gibt es keine weiteren Relationen zwishen den Theta-Reihen.

Lemma 4.6. Sei S =

P

N

i=1

a

i

R � R endlihe Erweiterung von Integrit

�

atsbereihen und

es gebe eine Gruppe G von Automorphismen von S, soda� in S genau R �x unter allen

� 2 G ist. Dann ist die Erweiterung der Quotientenk

�

orper galoissh mit Galoisgruppe

G und es gilt

Quot(S) =

N

X

i=1

a

i

Quot(R);

insbesondere l

�

a�t sih jedes Element von Quot(S) in der Form

s

r

mit r 2 R shreiben.

Beweis. Eine endlihe Erweiterung S � R ist insbesondere ganz und damit die Erwei-

terung der Quotientenk

�

orper algebraish.

F

�

ur s =

s

1

s

2

2 Quot(S) gilt:

s =

s

1

s

2

=

s

1

Q

id 6=�2G

�(s

2

)

Q

�2G

�(s

2

)
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Der Nenner ist unterG invariantes Element von S, liegt also inR, d. h. jedes Element von

Quot(S) l

�

a�t sih in der Form

s

r

mit r 2 R und s 2 S shreiben. Shreiben wir s als R-

Linearkombination der a

i

, so erhalten wir die Behauptung Quot(S) =

P

N

i=1

a

i

Quot(R).

Ist

s

r

�x unter allen � 2 G, so auh s:

s

r

= �(

s

r

) =

�(s)

�(r)

=

�(s)

r

=) s = �(s) 8� 2 G

Also liegt s in R und damit

s

r

in Quot(R). Umgekehrt ist Quot(R) �x unter allen � 2 G,

d. h. Quot(R) ist der genaue Fixk

�

orper von Quot(S) unter G. Damit ist die Erweiterung

galoissh mit Gruppe G.

Wir wollen dieses Lemma anwenden auf die Integrit

�

atsbereihe S = C[�

0

; : : : ; �

9

℄ und

R = C[�

2

0

; : : : ; �

2

9

℄. O�enbar erzeugen die �

I

:= �

i

0

0

� � � �

i

9

9

; I = (i

0

; : : : ; i

9

) 2 f0; 1g

10

die

Ringerweiterung:

C[�

0

; : : : ; �

9

℄ =

X

I2f0;1g

10

�

I

C[�

2

0

; : : : ; �

2

9

℄

Die Gruppe �

N

=� operiert auf S durh (�; f)

� //
f Æ als Gruppe von Ringautomorphis-

men: Wegen �

i

Æ  = ��

i

f

�

uhrt die Gruppe S in sih

�

uber, die Zuordnung ist Ringhomo-

morphismus f

�

ur festes �, und ein Inverses ist durh 

�1

�(= �) gegeben. O�enbar ist

R �x unter �

N

=�. F

�

ur s 2 S

k

:= S \ [

b

�; k; v̂

k

℄ =

P

I2N

10

;jIj=k

C�

I

(wobei jIj :=

P

9

j=0

i

j

)

bedeutet �x zu sein, gerade Modulform zu �

N

zum trivialen Charakter zu sein, also in

[�

N

; k℄ = [�

N

; k; ~v

k

℄ =: R

k

zu liegen (~v sei der ins Orthogonale

�

ubersetzte Charakter ~�

von Seite 82). Damit ist in S genau R �x, denn die Gruppe respektiert die Graduierung.

Kein � 6= � 2 �

N

=� operiert trivial auf S (shon auf S

1

niht, wie im Beweis zu Propo-

sition 4.3 bzw. Bemerkung 3.15 gezeigt). Daher ist die Gruppe �

N

=� isomorph zu ihrem

Bild in Aut(C[�

0

; : : : ; �

9

℄) und nah dem Lemma gilt:

Quot(C[�

0

; : : : ; �

9

℄) =

X

I2f0;1g

10

�

I

Quot(C[�

2

0

; : : : ; �

2

9

℄);

und die K

�

orpererweiterung ist galoissh mit Galoisgruppe (isomorph zu) �

N

=�. Da die

Gruppe Ordnung 2

10

hat, sind diese Erzeuger linear unabh

�

angig, d. h. sie bilden eine

Basis. Damit gilt auh

Satz 4.7. Die Erweiterung C[�

0

; : : : ; �

9

℄�C[�

2

0

; : : : ; �

2

9

℄ ist frei mit Basis �

I

; I2f0; 1g

10

.

Beweis. Eine Relation der �

I

�

uber C[�

2

0

; : : : ; �

2

9

℄ ist auh eine

�

uber Quot(C[�

2

0

; : : : ; �

2

9

℄).

Wir k

�

onnen nun das Theta-Ideal t mit Hilfe des folgenden trivialen Lemmas bestimmen:

Lemma 4.8. Seien R

� //
S und R

� //
T Ringerweiterungen und ' : T

//
S ein R-Al-

gebrenhomomorphismus:

R

� //
�

��

S

T

'

OO
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Dann gilt: Ist T erzeugt von t

1

; : : : ; t

n

�

uber R

T =

n

X

i=1

t

i

R

und S frei erzeugt von '(t

1

); : : : '(t

n

)

S =

n

L

i=1

'(t

i

)R;

so ist T frei

�

uber R mit Basis t

1

; : : : ; t

n

, d. h. ' ist Isomorphismus.

Beweis. Sei

P

i

t

i

r

i

= 0 eine Relation der Erzeuger von T

�

uber R. Dann ist '(

P

i

t

i

r

i

) =

P

i

'(t

i

)r

i

= 0 eine Relation in S, also sind die r

i

= 0 8i.

Wir wenden dieses Lemma auf

R = C[�

2

0

; : : : ; �

2

9

℄

�

=

C[X

2

0

; : : : ;X

2

9

℄

=

(t \C[X

2

0

; : : : ;X

2

9

℄)

;

S = C[�

0

; : : : ; �

9

℄ und T =

C[X

0

; : : : ;X

9

℄

=

t

sowie ' : X

i

+ t

� //
�

i

an, wobei t das von den Relationen der �

2

i

erzeugte Ideal in C[X

0

; : : : ;X

9

℄ ist (vgl.

De�nition 4.5):

Satz 4.9. Es gilt

C[X

0

; : : : ;X

9

℄

=

t

�

=

C[�

0

; : : : ; �

9

℄;

d. h. au�er den Relationen zwishen den Quadraten (und den davon erzeugten) gibt es

keine weiteren Relationen zwishen den Theta-Reihen.

Notation 4.10. Sei R =

L

k2Z

R

k

ein graduierter Integrit

�

atsbereih. Mit Quot

k

(R) sei

die homogene Komponente vom Grad k des Quotientenk

�

orpers bezeihnet:

Quot

k

(R) :=

�

r

s

2 Quot(R); r; s homogen; grad(r)� grad(s) = k

	

Damit gilt weiter:

Satz 4.11. Der K

�

orper der Modulfunktionen zu

b

� ist der homogene Bestandteil des

Quotientenk

�

orpers von C[�

0

; : : : ; �

9

℄ vom Grad Null:

K(A(

b

�)) = Quot

0

(C[�

0

; : : : ; �

9

℄) =: C

0

(�

0

; : : : ; �

9

)

Insbesondere ist jede Modulform zu

b

� und zum Charakter v̂ eine rationale Funktion in

den zehn Theta-Reihen �

i

.

Beweis. Aus dem n

�

ahsten Lemma folgt, da�

C

0

(�

0

; : : : ; �

9

) =

L

I2f0;1g

10

jIj22Z

�

I

�

jIj

0

C

0

(�

2

0

; : : : ; �

2

9

)

gilt (mit C

0

(�

2

0

; : : : ; �

2

9

) := Quot

0

(C[�

2

0

; : : : ; �

2

9

℄)), d. h. dies ist K

�

orpererweiterung vom

Grad 2

9

. Die Erweiterung K(A(

b

�)) � K(A(�

N

)) = C

0

(�

2

0

; : : : ;�

2

9

) hat ebenfalls den

Grad 2

9

= (�

N

:

b

�), also sind die beiden K

�

orper gleih.
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Lemma 4.12. Es sei

S =

L

k2Z

S

k

=

P

N

i=1

a

i

R � R =

L

k2Z

R

k

eine endlihe Erweiterung graduierter Integrit

�

atsbereihe mit R

k

� S

k

8k und homo-

genen Erzeugern a

i

2 S

k

i

. Es gebe eine Gruppe G von Automorphismen von S wie in

Lemma 4.6, welhe die Graduierung respektiert. Dann gilt:

Quot

k

(S) =

N

X

i=1

a

i

Quot

k�k

i

(R)

bzw.

Quot

k

(S) =

N

X

i=1

Quot

k�k

i

(R)6=f0g

a

i

r

i

Quot

0

(R)

f

�

ur alle 0 6= r

i

2 Quot

k�k

i

(R), also insbesondere

Quot

0

(S) =

N

X

i=1

Quot

�k

i

(R)6=f0g

a

i

r

i

Quot

0

(R)

f

�

ur alle 0 6= r

i

2 Quot

�k

i

(R).

Ist die Erweiterung S � R frei mit Basis fa

i

; i = 1; : : : ; Ng, so sind die Summen

direkt.

Beweis. Sei s =

s

1

s

2

2 Quot

k

(S) mit s

1

; s

2

2 S homogen. Wegen

s =

s

1

Q

id 6=�2G

�(s

2

)

Q

�2G

�(s

2

)

und �(s

2

) homogen, k

�

onnen wir o. E. s

2

2R annehmen. Es gibt r

i

2Rmit s

1

=

P

N

i=1

a

i

r

i

.

Ohne Einshr

�

ankung sind die r

i

homogen vom Grad grad(s

1

)� k

i

. Damit ist

s =

s

1

s

2

=

N

P

i=1

a

i

r

i

s

2

2

N

P

i=1

a

i

Quot

k�k

i

(R):

Bilden die a

i

eine Basis der Ringerweiterung, so sind die r

i

durh s

1

und damit die

r

i

s

2

durh s eindeutig bestimmt. Ist Quot

k�k

i

(R) = f0g, so kann der i-te Summand

weggelassen werden. Andernfalls gibt es 0 6= r

i

2 Quot

k�k

i

(R) und es gilt f

�

ur jedes

solhe r

i

Quot

k�k

i

(R) = r

i

Quot

0

(R):
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Bemerkung 4.13. Die S

�

atze 4.4, 4.9 und 4.11 gelten entsprehend auh im Hermi-

tesh-Symplektishen:

� Die durh Z

b

�

�

� //
[�

0

(Z); : : : ;�

9

(Z)℄ de�nierte Abblildung X

b

�

�

//
P

9

ist gene-

rish injektiv und Normalisierung des Bildes.

� Es gilt

C[X

0

; : : : ;X

9

℄

=

t

�

=

C[�

0

; : : : ;�

9

℄ via X

i

+ t

� //
�

i

.

� Jede Modulform zu

b

�

�

und zum Charakter �̂ ist eine rationale Funktion in den

zehn Theta-Reihen �

i

.

4.3 Quadrate

Wir wollen hier Satz 4.1 bzw. 4.2 mit orthogonalen Methoden untersuhen. Zun

�

ahst

ist die Abbildung � im

"

Inneren\ H=�

N

wohlde�niert. Dazu:

Lemma 4.14. Sei [z℄ 2H(�)\H(�) mit �; � 2 L

0

; q(�) = q(�) =�

1

2

. Dann ist h�;�i= 0

oder � = ��, also insbesondere H(�) = H(�).

Beweis. Es gilt z?� und z?� in V(C), also �?Rx+Ry und �?Rx+Ry in V, wenn

z = x + iy die Zerlegung von z in Real- und Imagin

�

arteil ist. Da V die Signatur (2,4)

hat und Rx+Ry zweidimensional positiv de�nit ist, mu� R�+R� negativ de�nit sein.

Ist R�+R� eindimensional, so ist � = �� und damit H(�) = H(�). Sonst ist

0 < det

�

h�;�i h�;�i

h�;�i h�;�i

�

= h�;�ih�;�i

| {z }

=1

�h�;�i

2

| {z }

�0

also

0 � h�;�i

2

< 1:

Wegen �; � 2 N und N ganz ist also h�;�i = 0.

Bemerkung 4.15. Sei �

i

(z)= 0. Dann gibt es �

i

2 L

0

mit q(�

i

)=�

1

2

und �

i

��

i

modM

mit [z℄ 2 H(�

i

) (mit den �

i

aus Proposition 3.10).

Folgerung 4.16. Sei [z℄ 2 H. Dann vershwinden h

�

ohstens vier der zehn �

i

auf [z℄,

insbesondere ist � auf

H

=

�

N

wohlde�niert.

Beweis. Vershwinden n der �

i

auf [z℄, so bilden die zugeh

�

origen �

i

eine (orthogonale)

Basis eines n-dimensionalen negativ de�niten Unterraums von V. Wegen der Signatur

von V mu� n � 4 sein.

De�nition 4.17. Sei [z℄ 2 H mit �

i

([z℄) = 0 f

�

ur vier i. Dann hei�t [z℄ spezieller Punkt

in H und [z℄�

N

spezieller Punkt in

H

=

�

N

bzw. X

�

N

.

Bemerkung 4.18. Solhe Punkte existieren: Zum Beispiel vershwinden �

i

; i = 1; : : : ; 4

auf [z℄ = [x+ iy℄ mit x = e

1

+ e

2

+

1

2

e

5

+

1

2

e

6

und y = e

3

+ e

4

+

1

2

e

5

�

1

2

e

6

. Genauer liegt

[z℄ in H(�

i

); i = 1; : : : ; 4 mit �

1

= �

1

, �

2

= �

2

, �

3

= �

3

� e

6

und �

4

= �

4

� e

6

.
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Auh auf dem Satake-Rand X

�

N

�H=�

N

ist die Abbildung wohlde�niert: Dort ver-

shwinden zwar mindestens vier aber nie alle �

i

gleihzeitig (siehe unten S.95f).

Wir zeigen nun:

Lemma 4.19. Der Raum

P

9

i=0

C�

2

i

ist f

�

unf- oder zehndimensional.

Dies folgt darstellungstheoretish: Auf

P

C�

i

operiert O

+

(M) via (; �

i

)

� //
�

i

Æ  von

rehts, denn es gilt �

i

Æ  2 C�

j

f

�

ur ein j. F

�

ur jeden Input  2 V

i

zu �

i

gilt n

�

amlih

�



�1

(�

i

)

(()) = �



�1

(�

i

)

() = �

�

i

() = (�

�

i

()) = �();

d. h. () 2 V

j

und damit �

i

Æ  2 C�

j

f

�

ur j mit �

j

� 

�1

(�

i

) mod M. Damit operiert

O

+

(M) auf

P

i

C�

2

i

von links via (; �

2

i

)

� //
�

2

i

Æ

�1

= (�

i

Æ

�1

)

2

und lineare Ausdehnung.

Dabei operiert �

N

trivial (Bemerkung 3.14). Wir erhalten also eine lineare Darstellung

� :

O

+

(M)

=

�

N

�

=

S

6

//
GL(

P

C�

2

i

):

Da

P

i

C�

2

i

niht nulldimensional ist, folgt obiges Lemma aus

Lemma 4.20. Es gibt eine zehndimensionale Darstellung der S

6

� : S

6

//
GL(C

10

)

soda�

S

6

� //

�

$$

GL(C

10

)

�

��

GL(

P

C�

2

i

)

kommutiert, wobei � von

�

0

: C

10 //
P

i

C�

2

i

; e

i

� //
�

2

i

induziert ist, d. h. �(g)(�

2

i

) = �

0

(g(e

i

)) f

�

ur g 2 GL(C

10

). (Dabei sei fe

0

; : : : ; e

9

g Stan-

dardbasis des C

10

.)

Die Darstellung � besitzt zwei f

�

unfdimensionale invariante Teilr

�

aume auf denen �

irreduzibel ist.

Beweis. Zur Existenz: Wir de�nieren (i) 2 f0; : : : ; 9g und 0 6= 

i;

2 C f

�

ur i = 0; : : : ; 9

und  2 O

+

(M) durh �

i

Æ 

�1

= 

i;

�

(i)

, d. h. �

(i)

� (�

i

) modM. Wegen der linearen

Unabh

�

angigkeit der �

i

ist dies wohlde�niert. De�nieren wir �

0

() 2 GL(C

10

) durh

�

0

()(e

i

) := 

2

i;

e

(i)

8i;  und lineare Fortsetzung, so ist dadurh wegen

Æ(i) = (Æ(i)) und 

i;Æ

= 

i;Æ



Æ(i);

o�ensihtlih eine lineare Darstellung �

0

: O

+

(M)

//
GL(C

10

) de�niert. Wegen 

i;

= �1

8i und (i) = i f

�

ur  2 �

N

erhalten wir eine Darstellung � : O

+

(M)=�

N

�

=

S

6

//
GL(C

10

).
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Nah Konstruktion gilt �= �Æ�: Sei ' 2S

6

�

=

O

+

(M)=�

N

mit Repr

�

asentant  2O

+

(M),

dann gilt

�(�('))(�

2

i

) = �

0

(�(')(e

i

)) = �

0

(�

0

()(e

i

))

= �

0

(

2

i;

e

(i)

) = 

2

i;

�

2

(i)

= (�

i

Æ 

�1

)

2

= �

2

i

Æ 

�1

= �(')(�

2

i

):

Die Berehnung des Charakters von � (siehe Anhang ab S.112) zeigt die Behauptung

�

uber die invarianten Teilr

�

aume.

Verwenden wir die Existenz einer linearen Relation der �

2

i

, so ist also

P

9

i=0

C�

2

i

f

�

unfdimensional.

Das Bild der angegebenen Abbildung � : X

�

N

//
P

9

ist also in einem durh f

�

unf

Relationen in P

9

de�nierten P

4

enthalten. Da die Abbildung eigentlih ist, ist das Bild

abgeshlossen analytish und damit auh abgeshlossen algebraish. Gibt es einen Punkt

im Bild, dessen Urbild endlih ist, so ist das Bild vierdimensional und damit gleih P

4

.

Es gen

�

ugt dabei, das Urbild in H=�

N

zu betrahten.

Lemma 4.21. Sei [z℄ 2 H ein spezieller Punkt. Dann ist �

�1

(�([z℄�

N

)) \

H

=

�

N

endlih.

(Tats

�

ahlih ist �

�1

(�([z℄�

N

)) enthalten in H=�

N

.) Dies folgt aus

Lemma 4.22. Die Gruppe

O

+

(M)

=

�

N

operiert transitiv auf den speziellen Punkten in

H

=

�

N

.

Denn die Menge der speziellen Punkte in H=�

N

ist damit bijektiv zu einer Menge von

Nebenklassen der endlihen Gruppe O

+

(M)=�

N

�

=

S

6

. Es gibt also nur endlih viele

spezielle Punkte in H=�

N

und die Menge �

�1

(�([z℄�

N

)) \ H=�

N

besteht aus solhen, ist

also ebenfalls endlih. Dieses Lemma wiederum folgt aus

Lemma 4.23. Die Gruppe O

+

(M) operiert transitiv auf den speziellen Punkten in H.

Beweis. Siehe unten, S. 92f.

Damit ist die Abbildung X

�

N

//
P

4

endlih und surjektiv, besitzt also eine Bl

�

atterzahl.

Wir zeigen, da� diese Bl

�

atterzahl gleih 1 ist. Damit ist die Abbildung einbl

�

attrige

�

Uberlagerung normaler R

�

aume, diese sind also biholomorph, und der Satz ist bewiesen.

Die Bl

�

atterzahl folgt aus

Lemma 4.24. Sei [z℄ 2 H ein spezieller Punkt. Dann gilt

1. Die Menge �

�1

(�([z℄�

N

)) \

H

=

�

N

besteht aus einem Element.

2. Die Abbildung � ist bei [z℄�

N

lokal biholomorph.

Beweis. Zum ersten Teil siehe unten. F

�

ur 2 : gehe zu einem Tubengebietmodell H

0

von H

�

uber. Sei Z 2 H

0

speziell mit �

i

0

(Z) = �

i

1

(Z) = �

i

2

(Z) = �

i

3

(Z) = 0, d. h.

[z℄ 2 \

3

j=0

H(�

i

j

) f

�

ur gewisse �

i

j

2 N der Norm �

1

2

mit �

i

j

� �

i

j

mod M. Die Null-

stellendivisoren der �

i

j

shneiden sih transversal in Z und haben Vielfahheit eins.
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Die �

i

j

sind also lokale Parameter f

�

ur H

0

bei Z. Dies gilt auh f

�

ur

�

i

0

�

i

4

;

�

i

1

�

i

4

;

�

i

2

�

i

4

;

�

i

3

�

i

4

f

�

ur

i

4

62 fi

0

; : : : ; i

3

g. Wir numerieren die �

i

so um, da� dies f

�

ur �

0

; : : : ; �

4

gilt. Der Halm

O

H

0

;Z

der Garbe der holomorphen Funktionen auf H

0

bei Z besteht also aus den kon-

vergenten Potenzreihen in �

0

; : : : ; �

3

bzw.

�

0

�

4

; : : : ;

�

3

�

4

(�

4

ist Einheit)

O

H

0

;Z

= C f�

0

; �

1

; �

2

; �

3

g = C

n

�

0

�

4

;

�

1

�

4

;

�

2

�

4

;

�

3

�

4

o

und diese (bzw. ihre m

2

Z

-Klassen) bilden eine Basis des dualen Tangentialraums (

�

=

C

4

)

m

Z

=m

2

Z

, wobei m

Z

� O

H

0

;Z

das maximale Ideal im Halm ist.

Es gilt also f

�

ur gen

�

ugend kleine Umgebungen Z 2 U � H

0

:

U

�

=

f(�

0

(W ); �

1

(W ); �

2

(W ); �

3

(W ));W 2 Ug � C

4

bzw.

U

�

=

n�

�

0

�

4

(W );

�

1

�

4

(W );

�

2

�

4

(W );

�

3

�

4

(W )

�

;W 2 U

o

� C

4

(biholomorph).

Sei U so klein, da� U \ (U) = O f

�

ur  2 �

N

��

N;Z

gilt, wobei �

N;Z

:= Stab(Z) \ �

N

.

Dann ist [

2�

N;Z

U unter �

N;Z

invariante Umgebung von Z, f

�

ur die dies ebenfalls gilt. Wir

k

�

onnen also o. E. annehmen, da� �

N;Z

auf U operiert aber U \ (U) = O f

�

ur  62 �

N;Z

gilt. Sei p : H

0 //
H

0

=�

N

� X

�

N

die nat

�

urlihe Projektion. Dann ist p(U)

�

=

U=�

N;Z

Umgebung von Z�

N

2 X

�

N

. Es ist

�

N;Z

= h�

�

0

; �

�

1

; �

�

2

; �

�

3

;� id

V

i

(die �

i

und �

i

seien genau wie die �

i

umnumeriert). Der Halm O

X

�

N

;Z

der holomorphen

Funktionen auf X

�

N

bei Z�

N

besteht aus den Keimen von Funktionen auf H

0

bei Z, die

unter �

N;Z

invariant sind. Die

�

i

�

4

gehen unter  2O

+

(M)

�

uber in

v

i

()�

i

v

4

()�

4

, d. h. �

�

i

(

�

i

�

4

)=�

�

i

�

4

und �

�

i

(

�

j

�

4

) =

�

j

�

4

f

�

ur j 6= i. Da � id

V

trivial auf H

0

operiert, sind genau die Potenzreihen

in den

�

2

i

�

2

4

invariant unter �

N;Z

:

O

X

�

N

;Z

= C

n

�

2

0

�

2

4

;

�

2

1

�

2

4

;

�

2

2

�

2

4

;

�

2

3

�

2

4

o

Damit ist das maximale Ideal m

�

N

;Z

erzeugt von den

�

2

i

�

2

4

und diese bilden eine Basis des

dualen Tangentialraums m

�

N

;Z

=m

2

�

N

;Z

. Insbesondere ist dieser vierdimensional, d. h. X

�

N

ist regul

�

ar bei Z�

N

, und

�

(1)

: p(U)

//
C

4

; W�

N

� //

�

�

2

0

�

2

4

(W );

�

2

1

�

2

4

(W );

�

2

2

�

2

4

(W );

�

2

3

�

2

4

(W )

�

ist biholomorph auf das Bild. Damit ist die Abbildung � bei Z�

N

biholomorph als Zu-

sammensetzung

� :

U

=

�

N;Z

�

(1)

//
C

4

�

(2)

//
P

9

�

(3)

//
P

9

(jeweils auf die Bilder eingeshr

�

ankt) von biholomorphen Abbildungen. Dabei sei

�

(2)

: (z

0

; : : : ; z

3

)

� //
[z

0

: � � � : z

3

: 1 : z

5

: � � � : z

9

℄, wobei z

5

; : : : ; z

9

gegeben sind durh

die linearen Relationen der �

2

i

. (Die �

2

0

; : : : ; �

2

4

sind linear unabh

�

angig, also Basis von

P

9

i=0

C�

2

i

.) Shlie�lih maht �

(3)

die Index-Umnumerierung r

�

ukg

�

angig.
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Beweis von Lemma 4.23 und 4.24.1 :

Seien [z℄ und [w℄ 2 H spezielle Punkte. Es gibt �

1

; : : : ; �

4

und �

1

; : : : ; �

4

2 L

0

mit

q(�

i

) = q(�

i

) = �

1

2

8i und �

i

und �

i

jeweils untereinander paarweise orthogonal und

orthogonal zu z bzw. w.

Wir k

�

onnen o. E. ein festes z w

�

ahlen, soda� f

�

ur die Zerlegung z = x+ iy; x; y 2 V in

Real- und Imagin

�

arteil x; y 2 N; q(x) = q(y) =

1

2

gilt und �

1

; : : : ; �

4

; x; y Z-Basis von N

ist. Beispielsweise sei

�

1

= (1; 0; 0; 0;

1

2

;

1

2

); �

2

= (0; 1; 0; 0;

1

2

;

1

2

);

�

3

= (0; 0; 1; 0;

1

2

;�

1

2

); �

4

= (0; 0; 0; 1;

1

2

;�

1

2

);

x = (1; 1; 0; 0;

1

2

;

1

2

); y = (0; 0; 1; 1;

1

2

;�

1

2

):

Lemma 4.23 folgt nun, wenn es  2 O

+

(M) gibt mit (�

i

) = �

i

f

�

ur i = 1; : : : ; 4, denn

ein solhes  f

�

uhrt auh den zu den �

i

orthogonalen Raum in den zu den �

i

orthogonalen

Raum also [z℄ in [w℄

�

uber. Tats

�

ahlih gen

�

ugt  2 O(M), denn  2 O(M)�O

+

(M) kann

durh  Æ � mit �(�

i

) = �

i

; �(x) = y und �(y) = x, also � 2 O(N) = O(M), in O

+

(M)

�

uberf

�

uhrt werden.

Annulieren [z℄ und [w℄ die gleihen vier Theta-Reihen, so gilt o. E. �

i

� �

i

mod M 8i

und wir suhen  2 �

N

mit (�

i

) = �

i

8i zum Beweis von Lemma 4.24.1 :

Nah Satz 3.19 gibt es  2 O(M) mit (�

1

) = �

1

. Ist �

1

� �

1

mod M, so kann nah

Folgerung 3.29  2 �

N

gew

�

ahlt werden.

Wir suhen nun 

1

2 O(M) mit 

1

(�

1

) = �

1

und 

1

((�

2

)) = �

2

. Wir betrahten

dazu das Gitter

N

1

:= N \ �

?

1

=

P

4

i=2

Z(�

i

) + Z(x) + Z(y)

und suhen ein ~ 2 O(N

1

), welhes (�

2

) in �

2

2 N

1

�

uberf

�

uhrt. Die Fortsetzung von ~

via �

1

� //
�

1

auf N ist dann das gesuhte 

1

.

Das Gitter N

1

ist isomorph zu

f

N

1

:= N \ fx

5

= x

6

g = he

1

; : : : ; e

4

;

1

2

(e

5

+ e

6

)i �

e

V := V \ fx

5

= x

6

g

via

e

1

� //
(x)� (�

3

)

e

2

� //
(x)� (�

4

)

e

3

� //
(y)� (�

2

)

e

4

� //
(x) + (y)� (�

3

)� (�

4

)

1

2

(e

5

+ e

6

)

� //
(x) + (y)� (�

2

)� (�

3

)� (�

4

);

und dieser Isomorphismus erh

�

alt die quadratishe Form (er l

�

a�t sih durh

1

2

(e

5

� e

6

)

� //
�

1

= (�

1

) zu einer orthogonalen Transformation aus O(N) fortsetzen). Das Gitter

f

N

1

enth

�

alt

e

L

1

:= L \

e

V. Ein l 2

e

L

1

0

mit q(l) = �

1

2

liegt bereits in

f

N

1

(und ist darin

primitiv) und O(

e

L

1

) operiert transitiv auf den primitiven Punkten von

e

L

1

0

gleiher Norm

([F-H℄) (Dies entspriht Satz 3.19). Wegen O(N) = O(M) = O(L) und

O(

e

L

1

) =O(L) \ f 2 O(V); (

1

2

(e

5

� e

6

)) =

1

2

(e

5

� e

6

)g

=O(N) \ f 2 O(V); (

1

2

(e

5

� e

6

)) =

1

2

(e

5

� e

6

)g = O(

f

N

1

)
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(man sieht dies auh direkt wie in Proposition 1.16) gibt es also das gesuhte ~ 2 O(N

1

)

mit ~((�

2

)) = �

2

und damit das entsprehende 

1

2 O(N) = O(M).

Ist (�

2

) � �

2

mod M\N

1

, so sind die Bilder in

f

N

1

kongurent modulo M\

f

N

1

= 2

f

N

1

und nah [F-H℄ gibt es eine Transformation

~

~ 2 Kern

�

O(

f

N

1

)

//
Aut

�

e

L

1

=

2

f

N

1

�

�

= �

N

\O(

f

N

1

);

welhe die Bilder in

f

N

1

ineinander

�

uberf

�

uhrt. Die

�

Ubersetzung ~ 2 �

N

\O(N

1

) nah N

1

f

�

uhrt dann (�

2

) in �

2

�

uber und kann zu dem gesuhten 

1

2 �

N

fortgesetzt werden.

Wir betrahten nun

N

2

:= N

1

\ �

?

2

= Z

1

((�

3

)) +Z

1

((�

4

)) + Z

1

((x)) + Z

1

((y))

und suhen ein ~ 2 O(N

2

) mit ~(

1

((�

3

))) = �

3

. F

�

ur die triviale Fortsetzung 

2

von ~

auf N gilt dann 

2

Æ 

1

Æ (�

i

) = �

i

; i = 1; 2; 3.

Dieses Gitter ist isomorph zu

f

N

2

:= Z

4

=

P

4

i=1

Zf

i

mit quadratisher Form q(x) :=

x

1

x

2

+ x

3

x

4

+

1

2

x

2

4

auf einer Z-Basis f

1

; : : : ; f

4

via

f

1

� //


1

((x)) � 

1

((�

3

))

f

2

� //


1

((x)) � 

1

((�

4

))

f

3

� //


1

((x)) + 

1

((y)) � 

1

((�

3

))� 

1

((�

4

))

f

4

� //


1

((y)):

Dieses Gitter ist niht in [F-H℄ behandelt, kann aber

�

ahnlih untersuht werden: Wir

shreiben Gitterpunkte x =

P

4

i=1

x

i

f

i

; x

i

2 Z als Matrizen:

x

� //
X :=

�

x

4

+ 2x

3

2x

1

�2x

2

2x

4

�

Dabei gilt q(x) =

1

4

det(X). Damit ist f

�

ur A;B 2 SL(2;Z) die Abbildung X

� //
AXB

orthogonale Transformation von



N

2

:=

��

a b

 d

�

2 M

2�2

(Z); b; ; d 2 2Z; 2a � d mod 4Z

	

;

falls AXB wieder diese Gestalt hat f

�

ur alle X. Dies ist etwa f

�

ur A;B 2 SL(2;Z)[2℄ :=

fM 2 SL(2;Z); M � E

2

mod 2g der Fall. Es gilt ([F-H℄):

Lemma 4.25. Sei M =

�

a b

 d

�

2 M

2�2

(Z) mit teilerfremden Eintr

�

agen und M � (

1 0

0 �

)

mod 2Z. Dann liegt die Matrix

�

1 0

0 detM

�

in der SL(2;Z)[2℄-Doppelnebenklasse von M .

Ist nun x =

P

4

i=1

x

i

f

i

2

f

N

2

mit q(x) = �

1

2

, so ist x primitiv in

f

N

2

und es gilt

�

1

2

= q(x) �

1

2

x

2

4

mod Z also x

4

� 1 mod 2Z und damit

gd(x

4

+ 2x

3

; 2x

1

;�2x

2

; 2x

4

) = gd(x

4

+ 2x

3

; x

1

; x

2

; x

4

)

= gd(2x

3

; x

1

; x

2

; x

4

) = gd(x

3

; x

1

; x

2

; x

4

) = 1;

d. h. die zugeordnete Matrix X 2



N

2

erf

�

ullt die Voraussetzungen des Lemmas. Damit

kann jeder Punkt in

f

N

2

mit q(x) = �

1

2

in (0; 0; 1;�1), d. h. f

3

� f

4

,

�

uberf

�

uhrt werden,

man kann also ~ wie gesuht �nden.

Ist A

0

; B 2 G := hSL(2;Z)[4℄;�E

2

; (

1 0

2 1

)i, so l

�

a�t die zugeh

�

orige Transformation

f

N

2

modulo 2

f

N

2

�x. Es gilt
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Lemma 4.26. Sei M 2



N

2

mit M �

�

1 0

0 detM

�

mod 2



N

2

. Dann liegt die Matrix D :=

�

1 0

0 detM

�

in G

0

MG, wobei G

0

= fM ;M

0

2 Gg.

Beweis. Die Matrix D liegt in SL(2;Z)[2℄M SL(2;Z)[2℄, und SL(2;Z)[2℄ wird modulo G

repr

�

asentiert von E

2

undM

1

:= (

1 2

0 1

). Also liegt eine der vier Matrizen M;MM

1

;M

0

1

M

undM

0

1

MM

1

inG

0

DG. Von diesen ist aber nurM kongruentD modulo 2



N

2

, also k

�

onnen

die anderen niht in G

0

DG liegen. Damit ist D in G

0

MG enthalten.

Damit kann also 

2

in �

N

gew

�

ahlt werden wenn �

3

� �

3

mod M gilt.

Wir betrahten shlie�lih

N

3

= N

2

\ �

?

3

= Z�

4

+ Zx+ Zy

wobei wir �

i

statt 

2

(

1

((�

i

))) und entsprehend x und y shreiben. Es sei

m := �

4

� �

4

= �hm;�

4

i�

4

+ hm;xix+ hm;yiy:

Ist �

4

� �

4

mod M d. h. m 2 2N

3

= M \ N

3

, so ist also hm;yiy 2 2N

3

und daher

E(�

4

+ x; hm;yiy) 2 �

N

\O(N

3

) und es gilt

E(�

4

+ x; hm;yiy)(�

4

) = �

4

�h�

4

;�

4

+ xi

| {z }

=1

hm;yiy + (: : : )(�

4

+ x)

= �

4

+m+m

0

mit m

0

?y und m

0

2 N

3

= �

4

+m

0

:

Wir k

�

onnen also ohne Einshr

�

ankung y?m = �

4

� �

4

annehmen. Dann ist aber bereits

�

4

= �

4

, d. h. m = 0: Sei m = m

4

�

4

+m

x

x. Damit ist

�1 = 2 q(�

4

) = 2 q((m

4

+ 1)�

4

+m

x

x) = �(m

4

+ 1)

2

+m

2

x

d. h. (m

4

+ 1)

2

� m

2

x

= 1. Somit ist aber m

4

= m

x

= 0, d. h. �

4

= �

4

, d. h. Lemma

4.24.1 : ist bewiesen. Lemma 4.23 folgt dann aus

Lemma 4.27. Seien vier paarweise orthogonale Gitterpunkte in N mit Norm �

1

2

ge-

geben. Dann ist jeder Punkt durh die drei anderen (bzw. deren M-Klassen) modulo M

eindeutig bestimmt.

Beweis. F

�

ur je drei der vier Vektoren gilt: Ihre Summe s = (s

1

; : : : ; s

6

) erf

�

ullt q(s) = �

3

2

und s

5

� s

6

�

1

2

mod Z. Damit ist s

1

s

2

+ s

3

s

4

= �

3

2

+ s

2

5

+ s

2

6

� 1 mod 2Z, d. h. die aus

den ersten vier Koordinaten von s gebildete Theta-Charakteristik (gem

�

a� Bemerkung

3.11) ist ungerade.

Ein solhes Tripel von Vektoren (genauer das Tripel der M-Klassen) bzw. das Tripel

der aus den ersten vier Koordinaten gebildeten Punkte in Z

4

= H � H (genauer in

(Z=2Z)

4

) hei�t asyzygish. Von den

�

10

3

�

= 120 Tripeln sind 60 asyzygish.

Je drei der vier paarweise orthogonalen Vektoren in N mit Norm �

1

2

bilden also ein

asyzygishes Tripel. Man nennt ein solhes Quadrupel asyzygish. Es gibt 15 asyzygi-

she Quadrupel, und ein asyzygishes Tripel kommt in h

�

ohstens einem asyzygishen

Quadrupel vor, wie man leiht nahrehnet. Diese Tripel und Quadrupel sind auh in

[Ig2℄ explizit angegeben.



4.3 Quadrate 95

Randbetrahtungen

Der Satake-Rand von X

�

N

besteht aus den �

N

-Klassen der null- und eindimensionalen

rationalen Randkomponenten von H. Die nulldimensionalen rationalen Randkomponen-

ten (Spitzen) von H sind diejenigen Punkte in der Nullquadrik N , die einen rationalen

(isotropen) Repr

�

asentanten haben (d. h. in V

Q

= N


Z

Q). Die eindimensionalen Rand-

komponenten stehen in Bijektion zu den zweidimensionalen isotropen Unterr

�

aumen von

V. F

�

ur einen festen zweidimensionalen isotropen Unterraum F von V besteht die zu-

geh

�

orige Randkomponente aus den Punkten mit Repr

�

asentanten in F 


Q

C, die im

Rand von H in N (bzgl. der gew

�

ohnlihen Topologie) liegen und niht durh (reelle)

Elemente von F repr

�

asentiert werden k

�

onnen. Die Komponente ist rational, wenn F

�

uber Q de�niert, d. h. F \V

Q

zweidimensionaler Unterraum von V

Q

, ist.

Proposition 4.28. Eine eindimensionale Randkomponente ist biholomorph zur gew

�

ohn-

lihen oberen Halbebene H.

Beweis. Sei F der zu der Komponente geh

�

orende isotrope Unterraum von V. Es gibt

einen weiteren F

0

, soda� F + F

0

orthogonale Summe von zwei hyperbolishen Ebenen

ist. Ist dabei F rational, so kann F

0

rational gew

�

ahlt werden und F + F

0

� V

Q

ist

orthogonale Summe von zwei rationalen hyperbolishen Ebenen. Es gibt Basen e

1

; e

4

und e

2

; e

3

von F und F

0

mit he

1

;e

2

i = he

3

;e

4

i = 1 und alle anderen he

i

;e

j

i = 0. Wir

shreiben auh z = (z

1

; z

2

; z

3

; z

4

; z) f

�

ur z =

P

4

i=1

z

i

e

i

+ z 2 V(C); z 2 (F + F

0

)

?




Q

C

und entsprehend f

�

ur [z℄ 2 P(V(C)). Es ist damit H = f[z℄ = [z

1

; 1; z

3

; z

4

; z℄; q(z) = 0;

y

3

> 0; y

3

y

4

+ q(y) > 0g. (Sollte dies zun

�

ahst die falshe Komponente sein, so gehe zu

�e

1

und �e

2

�

uber.)

Elemente von F


Q

C sind von der Form z = (z

1

; 0; 0; z

4

; 0). Liegt [z℄ in der eindimen-

sionalen Komponente, so sind z

1

und z

4

6= 0 (sonst hat [z℄ einen reellen Repr

�

asentanten,

ist also Spitze) und daher o. E. z = (��; 0; 0; 1; 0) mit � 2 C. Es ist Im � 6= 0, denn sonst

ist z 2 V. Es ist auh H = f[z℄ = [z

1

; z

2

; z

3

; 1; z℄; q(z) = 0; y

1

< 0; y

1

y

2

+ q(y) > 0g.

Damit mu� notwendig Im � � 0 also > 0 sein. Dies ist aber auh hinreihend, denn f

�

ur

� 2 H und t 2 R gen

�

ugend gro� gilt [��it� q(z); 1; �; it; z℄ 2 H und

[��it� q(z); 1; �; it; z℄ = [�� +

i

t

q(z);�

i

t

;�

i

t

�; 1;�

i

t

z℄

//
[��; 0; 0; 1; 0℄

f

�

ur t

//
1 (es gen

�

ugt hier, z = 0 zu betrahten).

Es gilt

Proposition 4.29. Die Gruppe O

+

(M) operiert transitiv auf den rationalen Spitzen und

auf den eindimensionalen rationalen Randkomponenten.

Beweis. Die rationalen Spitzen sind Punkte in P(V(C)), die durh isotrope Vektoren

aus V

Q

repr

�

asentiert werden k

�

onnen. Dann kann aber auh ein inM

0

primitiver isotroper

Repr

�

asentant gew

�

ahlt werden und auf diesen operiert O

+

(M) transitiv (Satz 3.19).

Die eindimensionalen rationalen Randkomponenten entsprehen den zweidimensio-

nalen isotropen Unterr

�

aumen von V

Q

. Nah obigem k

�

onnen wir annehmen, da� zwei

solhe R

�

aume F

1

; F

2

einen (primitiven, isotropen) Vektor aus M

0

gemein haben, etwa

F

1

= Qe

1

+Qx; F

2

= Qe

1

+Qy, wobei e

1

; : : : ; e

6

unsere fest gew

�

ahlten Basisvektoren
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von L seien. Es ist dann x

2

= y

2

= 0 und wir k

�

onnen auh x

1

= y

1

= 0 annehmen.

Wir suhen eine orthogonale Transformation, die x nah y

�

uberf

�

uhrt und e

1

festl

�

a�t. Es

gen

�

ugt dabei, y = e

3

zu betrahten.

Wir shreiben Elemente von V

1

(Q) := fx 2 V

Q

; x

1

= x

2

= 0g als komplexe 2�2-

Matrizen:

x = (0; 0; x

3

; x

4

; x

5

; x

6

)

� //
X := 2

�

x

3

x

5

+ ix

6

x

5

� ix

6

x

4

�

Das Bild sind o�enbar die hermiteshen Matrizen mit Eintr

�

agen in Q(i). Die quadrati-

she Form q geht dabei

�

uber in

1

4

det. Das Gitter M

0

\V

1

(Q) geht

�

uber in die Matrizen

mit Eintr

�

agen in Z[i℄. Damit ist f

�

ur jede 2�2-Matrix M mit Eintr

�

agen in Q(i) und

Determinante �1 die Transformation X

� //
MXM

0

orthogonal. Ganze M f

�

uhren (das

Bild von) M

0

\ V

1

(Q) in sih

�

uber. Durh solhe ganzen Transformationen k

�

onnen wir

ganze X mit det(X) = 0 auf die Gestalt (

� 0

0 0

) bringen: Zun

�

ahst k

�

onnen wir o. E.

X

1;1

6= 0 annehmen (f

�

ur X = 0 ist nihts zu zeigen und sonst ist X

1;1

oder X

2;2

un-

gleih 0 undM = (

0 1

1 0

) vertausht die beiden Diagonaleintr

�

age). Sei nun M so gew

�

ahlt,

da�

~

X :=MXM

0

minimale von 0 vershiedene 1,1-Koordinate hat. Dann gilt entweder

~

X

2;2

= 0 und damit

~

X

2;1

= 0, d. h.

~

X hat die gew

�

unshte Form, oder j

~

X

1;1

j � j

~

X

2;2

j

und wegen der Determinante dann auh j

~

X

1;1

j � j

~

X

2;1

j. Sei nun

~

X

2;1

= r

~

X

1;1

+ s mit

r; s 2 Z[i℄; jsj < j

~

X

1;1

j. Die Transformation zu M =

�

1 0

�r 1

�

l

�

a�t

~

X

1;1

fest und f

�

uhrt

~

X

2;1

in

~

X

2;1

� r

~

X

1;1

= s

�

uber. Wegen jsj < j

~

X

1;1

j mu� s = 0 und damit X in die gesuhte

Form

�

uberf

�

uhrt sein. Die triviale Fortsetzung dieser Transformation von V

1

(Q) auf V

Q

leistet das Gew

�

unshte.

Diese Proposition folgt nat

�

urlih auh durh

�

Ubersetzung aus dem Hermitesh-Symplek-

tishen.

Es gen

�

ugt also, eine feste rationale eindimensionale Randkomponente, etwa zu

F = Qe

1

+ Qe

4

in unserer Koordinatisierung, und eine feste rationale Spitze, et-

wa zu [2e

1

℄ zu betrahten. Die Nullstellen der �

i

liegen genau auf dem Abshlu� der

H(�); � 2 N; q(�) = �

1

2

, �

i

vershwindet also auf [z℄ mit z = (��; 0; 0; 1; 0; 0), wenn

hz;�i = 0 f

�

ur ein � � �

i

mod M gilt. Es ist hz;�i = ���

2

+�

3

und dies ist f

�

ur �

2

= �

3

= 0

identish Null und nirgends 0 in H f

�

ur alle anderen � (es m

�

u�te � =

�

3

�

2

2 R sein). Wir

erhalten also

Lemma 4.30. Auf der Randkomponente zu F = Qe

1

+Qe

4

vershwinden �

0

; �

1

; �

4

und

�

6

identish und die anderen �

i

haben keine Nullstelle.

Folgerung 4.31. Die Abbildung � ist auf den �

N

-Klassen der eindimensionalen ratio-

nalen Randkomponenten wohlde�niert.

Diese Folgerung kann man auh mit Hilfe der Fourierentwiklung ablesen: F

�

ur eine

Spitze [a℄ mit a 2 F am

"

Rand\ der zu F � V

Q

geh

�

orenden rationalen Randkom-

ponente haben wir das Tubengebietmodell H

a

, und dort haben Modulformen f eine

Fourierentwiklung (vgl. Abshnitt 2.1) f

a;a

0

(Z) =

P

T

A(T )e

2�ihT ;Zi

mit T 2 K

0

\ P

a

,

wobei K = M \ a \ a

0

und P

a

der Positive Kegel ist. Ist etwa F und e

1

; : : : ; e

4

wie im

Beweis zu Proposition 4.28 und a = qe

1

2 M primitiv f

�

ur 0 < q 2 Q sowie a

0

=

1

q

e

2

2 M

0

,
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dann gilt f

�

ur Modulformen vom Gewiht k

f(�; 1; �; it; z) = q

�k

f(�;

1

q

;

�

q

;

it

q

;

1

q

z) = q

�k

f

a;a

0

(

�

q

;

it

q

;

1

q

z)

= q

�k

X

(t

3

;t

4

;t)2K

0

t

3

;t

4

�0

t

3

t

4

+q(t)�0

A(t

3

; t

4

; t)e

2�i

1

q

(t

3

it+t

4

�+ht;zi)

//
q

�k

X

t

4

�0

(0;t

4

;0)2K

0

A(0; t

4

; 0)e

2�

1

q

it

4

�

f

�

ur t

//
1;

denn e

2�i

1

q

t

3

it

= e

�2�

1

q

t

3

t

//
0 f

�

ur t

3

6= 0, d. h. nur Summanden mit t

3

= 0 und da-

mit auh t = 0 bleiben

�

ubrig. Der Limes ist ein orthogonaler Siegelsher �-Operator

angewandt auf f (h

�

angt ab von der Wahl der e

i

).

Betrahten wir beispielsweise f = �

9

und F = Qe

1

+Qe

4

(bez

�

uglih unserer Basis

e

1

; : : : ; e

6

von L bzw. V) sowie a = 2e

1

und a

0

=

1

2

e

2

, d. h. K = f(0; 0)g � 2H � Z � Z,

so gilt f

�

ur z = (�; 1; �; it; z), d. h. Z = (

�

2

;

it

2

;

1

2

z)

�

9

(z) =

1

2

�

9

(

1

2

z) =

1

2

�

9

a;a

0

(Z)

//
�

9

j�(�) :=

1

2

X

0�t

4

2

1

2

Z

A(0; t

4

; 0; 0)e

�it

4

�

f

�

ur t

//
1. Setzen wir das Zerlegungsgesetz (oder die

�

Ubersetzung ins Hermitesh-Sym-

plektishe) voraus, so gilt (vgl. Abshnitt 3.3 S.78f)

1

2

A(0; t

4

; 0; 0) =

(

0 t

4

62 Z

#f(m;n) 2 Z

2

;m

2

+ n

2

= t

4

g 0 6= t

4

2 Z

und damit

�

9

j�(�) =

1

2

A(0) +

X

(0;0)6=(m;n)2Z

2

e

�i(m

2

+n

2

)�

=

1

2

A(0) + #

2

(�)� 1

mit dem Theta-Nullwert #(�) := # [

0

0

℄ (�) :=

P

n2Z

e

�in

2

�

. Nun sind �

9

j� und #

2

beides

elliptishe Modulformen vom Gewiht 1, also auh ihre Di�erenz

1

2

A(0) � 1 und daher

A(0) = 2 d. h. �

9

j� = #

2

(man kann daf

�

ur auh Borherds Formel f

�

ur den nullten

KoeÆzienten verwenden).

Bekanntlih hat aber # keine Nullstelle in der oberen Halbebene. Damit gilt obige

Folgerung, aber auh: In der Spitze [2e

1

℄ hat �

9

keine Nullstelle.

Folgerung 4.32. Die Abbildung � ist in den rationalen Spitzenklassen und damit

�

uber-

haupt wohlde�niert.



Anhang A

Computerberehnungen

Die Berehnungen wurden mit Maple durhgef

�

uhrt. Der Code wird hier erl

�

autert.

A.1 Zum Abshnitt 3.1 Additive Lifts

Bestimmung des Inputraums (Proposition 3.1)

Wir wollen zun

�

ahst C[M

0

=M℄

SL(2;Z)

berehnen. Dazu odieren wir die Elemente von

M

0

=M wie folgt: Es istM

0

=M

�

=

2M

0

=2M und 2M

0

= L=Z

6

alsoM

0

=M

�

=

(Z=4Z)

4

�(Z=2Z)

2

mit Repr

�

asentantensystem R := f0; 1; 2; 3g

4

� f0; 1g

2

. Wir repr

�

asentieren � 2 M

0

=M

durh e� = (�

1

; �

2

; �

3

; �

4

; �

5

; �

6

) 2 R soda� � =

1

2

e� +M. Wir erzeugen das Repr

�

asen-

tantensystem R als Liste Rep von 4

4

� 2

2

= 2

10

= 1024 Vektoren:

> Rep:=[℄:

> for i1 from 0 to 3 do

> for i2 from 0 to 3 do

> for i3 from 0 to 3 do

> for i4 from 0 to 3 do

> for i5 from 0 to 1 do

> for i6 from 0 to 1 do

> Rep:=[op(Rep),[i1,i2,i3,i4,i5,i6℄℄

> od:od:od:od:od:od:

Die Elemente von M

0

=M sind also 1024-Tupel komplexer Zahlen. Uns interessiert aber

C[M

0

=M℄

SL(2;Z)

, d. h. der unter der Weil-Darstellung invariante Teilraum. AufM

0

=M ope-

riert S

2

als e

�

� //
� e

��

. Ist also insbesondere � = ��, d. h. 2� = M() �

1

; �

2

; �

3

; �

4

gerade (wobei wieder e� = (�

1

; �

2

; �

3

; �

4

; �

5

; �

6

) 2 R Repr

�

asentant von � ist), so ist

der KoeÆzient vor e

�

Null. Ist � 6= ��, so ist immer noh der KoeÆzient 

��

vor e

��

durh den vor e

�

bestimmt (und umgekehrt): 

��

= �

�

.

Ein 1024-Tupel in  2 C[M

0

=M℄

SL(2;Z)

ist also durh die KoeÆzienten 

�

zu

"

un-

geraden\ � (bzw. e

�

), d. h. mit �

1

; �

2

; �

3

; �

4

niht alle gerade, erstes ungerade �

i

ist

1 (diese Bedingung w

�

ahlt eine Klasse der beiden �� aus), bestimmt. Wir k

�

onnen da-

her das Repr

�

astentantensystem R bzw. Rep zu U bzw. U verkleinern: Dazu stellen wir

zun

�

ahst fest, ob

�

uberhaupt eine der ersten vier Koordinaten ungerade, und dann, ob

die erste solhe gleih eins ist:

98
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> posu:=pro(v)

> loal p,w: p:=1; w:=1:

> while p<5 and w=1 do

> if v[p℄ mod 2<> 0 then w:=0: else p:=p+1: fi:

> od:

> RETURN(p):

> end:

> ung:=pro(v)

> loal p:

> p:=posu(v):

> if p<5 and v[p℄=1 then RETURN(true) else RETURN(false) fi:

> end:

> U:=selet(ung,Rep):

> nU:=nops(U);

nU := 480

>

Der Erzeuger T operiert als e

�

� //
e

2�i q(�)

e

�

. Ein KoeÆzient 

�

von  2 C[M

0

=M℄

SL(2;Z)

kann also h

�

ohstens f

�

ur q(�) 2 Z, d. h. q(e�) 2 4Z von Null vershieden sein (dabei ist q

auf R als Einshr

�

ankung von q auf Z

6

bzw. R

6

de�niert).

Ein  2 C[M

0

=M℄

SL(2;Z)

ist also durh die KoeÆzienten 

�

zu e� in U mit q(e�) 2 4Z

bestimmt. Wir verkleinern daher das Repr

�

astentantensystem U bzw. U zu S bzw. S:

> q:=pro(v)

> RETURN(v[1℄*v[2℄+v[3℄*v[4℄-v[5℄*v[5℄-v[6℄*v[6℄)

> end:

> qinvz:=pro(v)

> loal p:

> p:=q(v):

> if p mod 4 <>0 then RETURN(false) else RETURN(true) fi:

> end:

> S:=selet(qinvz,U):

> nS:=nops(S);

nS := 120

>

Zur Bestimmung von C[M

0

=M℄

SL(2;Z)

mu� noh der unter S invariante Teilraum be-

stimmt werden, d. h. in f 2 C[M

0

=M℄ ; 

�

= �

��

; 

�

= 0 f

�

ur q(�) 62 Zg ist

�(S) = E =  mit E

��

=

i

32

e

�2�ih�;�i

zu l

�

osen. Dies l

�

a�t sih auf den

"

kurzen Vektoren\ l

�

osen, d. h. genauer:

Lemma A.1. Es sei e = (

e�

)

e�2S

und  = (

�

)

�2M

0

=M

mit



�

=

8

>

<

>

:



e�

e� 2 S

�

f

��

e� 2 �S; d. h.

f

�� 2 S

0 sonst



100 A Computerberehnungen

Dann gilt mit der durh E

red

e�

e

�

:=

1

16

Im i

he�;

e

�i

8e� 2 U;

e

� 2 S de�nierten jUj�jSj-Matrix

E

red

:

E = () E

red

e = 

U

;

wobei 

U

= (

�

)

e�2U

gesetzt sei.

Beweis. Seien e = (

e�

)

e�2S

und  = (

�

)

�2M

0

=M

wie angegeben. Wir setzen 

e�

:= 

�

8e� 2

R�S und E

e�

e

�

:= E

��

8�; � 2 M

0

=M. Damit gilt f

�

ur alle � 2 M

0

=M:

X

�2M

0

=M

E

��



�

=

X

e

�2S

E

e�

e

�



e

�

+

X

e

�2�S

E

e�

e

�



e

�

+

X

e

�2R

e

� 62�S

E

e�

e

�



e

�

=

X

e

�2S

E

e�

e

�



e

�

+

X

e

�2S

E

e�

f

��



f

��

=

X

e

�2S

(E

e�

e

�

�E

e�

f

��

)

e

�

=

X

e

�2S

(E

e�

e

�

+E

e�

e

�

)

e

�

=

X

e

�2S

2Re

�

E

e�

e

�

�



e

�

=

X

e

�2S

2Re

�

i

32

e

�2�ih�;�i

�



e

�

=

1

16

X

e

�2S

Re

�

ie

�

�i

2

he�;

e

�i

�



e

�

=

1

16

X

e

�2S

Im

�

i

he�;

e

�i

�



e

�

Die Implikation

"

=)\ ist damit klar.

Umgekehrt gilt f

�

ur alle e� 2 U nah Voraussetzung

1

16

P

e

�2S

Im

�

i

he�;

e

�i

�



e

�

= 

e�

, d. h.

P

�2M

0

=M

E

��



�

= 

�

. F

�

ur e� 2 �U gilt damit

X

�2M

0

=M

E

��



�

=

1

16

X

e

�2S

Im

�

i

he�;

e

�i

�



e

�

= �

1

16

X

e

�2S

Im

�

i

h

f

��;

e

�i

�



e

�

= �

f

��

= 

e�

= 

�

:

F

�

ur e� 62 �U ist 2� = M und damit he�;

e

�i 2 2Z, d. h. Im i

he�;

e

�i

= 0 8

e

� 2 S, also

P

�2M

0

=M

E

��



�

= 0 = 

�

.

Wir l

�

osen also

e

Ee = 0 mit Maple, wobei

e

E

e�

e

�

= �16Æ

e�

e

�

+ Im i

he�;

e

�i

= �16Æ

e�

e

�

+

(

0 he�;

e

�i � 0 mod 2Z

�1 he�;

e

�i � �1 mod 4Z

f

�

ur alle e� 2 U;

e

� 2 S. Wir berehnen zun

�

ahst die KoeÆzienten von

e

E als Feld E und

berehnen dann den Kern von

e

E bzw. E. Wir erhalten, da� die Dimension dieses Kerns

und damit des Inputraums 20 ist wie in Proposition 3.1 behauptet:
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> bi:=pro(v,w)

> RETURN(v[1℄*w[2℄+v[2℄*w[1℄+v[3℄*w[4℄+v[4℄*w[3℄

> -2*v[5℄*w[5℄-2*v[6℄*w[6℄)

> end:

> Eij:=pro(v,w)

> loal b:

> `mod`:=mods;

> b:=bi(v,w) mod 4:

> if b=2 then b:=0:fi:

> RETURN(b):

> end:

> E:=matrix(nU,nS):

> for i from 1 to nU do

> for j from 1 to nS do

> E[i,j℄:=Eij(U[i℄,S[j℄):

> od:

> if member(U[i℄,S,'j') then E[i,j℄:=-16: fi:

> od:

> e:=kernel(E):

> m:=nops(e);

m := 20

>

Der Kern einer Matrix ist inMaple eine Menge von Basisvektoren, die wir zur eindeutigen

Reproduzierbarkeit in eine Matrix mit den Basisvektoren als Zeilen umwandeln. Auf

diese Matrix wenden wir eine LR-Zerlegung an, soda� wir eine eindeutige Basis des

Inputraums erhalten, die wir noh mit 4 multiplizieren, damit alle Koordinaten ganz

sind:

> ee:=matrix(m,nS):

> for i from 1 to m do

> for j from 1 to nS do

> ee[i,j℄:=e[i℄[j℄;

> od:od:

> LUdeomp(ee, R='r'):

> #evalm(transpose(r));

> for i from 1 to m do

> for j from 1 to nS do

> ee[i,j℄:=4*r[i,j℄:

> od:od:

> #evalm(transpose(ee));

Spiegelungen (Proposition 3.12)

Wir bestimmen f

�

ur die zehn Spiegelungsklassen aus Proposition 3.10 die Inputs, deren

Lifts Nullstellen auf dem jeweiligen Heegner-Divisor H(�

i

;�

1

2

) haben m

�

ussen. Orthogo-
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nale Transformationen wirken auf C[M

0

=M℄

SL(2;Z)

als Permutationen der Koordinaten:

g() = g((

�

)

�2M

0

=M

) = (

g(�)

)

�2M

0

=M

8g 2 O(M);  2 C

�

M

0

=M

�

SL(2;Z)

Wir erzeugen daher zun

�

ahst die zehn Spiegelungen l

�

angs der zehn Repr

�

asentanten �

i

bzw. a.i aus Proposition 3.10 als Matrizen G.i:

> Spiegmat:=pro(a)

> loal i,j,x,G:

> x:=[0,0,0,0,0,0℄;

> G:=matrix(6,6);

> for i from 1 to 6 do

> x[i℄:=1:

> for j from 1 to 6 do

> G[j,i℄:=-bi(a,x)/q(a)*a[j℄

> od:

> G[i,i℄:=G[i,i℄+1:

> x[i℄:=0:

> od:

> RETURN(G);

> end:

> a0:=[0,0,0,0,1,1℄:

> a1:=[2,0,0,0,1,1℄:

> a2:=[0,2,0,0,1,1℄:

> a3:=[0,0,2,0,1,1℄:

> a4:=[0,0,0,2,1,1℄:

> a5:=[2,0,2,0,1,1℄:

> a6:=[2,0,0,2,1,1℄:

> a7:=[0,2,2,0,1,1℄:

> a8:=[0,2,0,2,1,1℄:

> a9:=[2,2,2,-2,1,1℄:

> for i from 0 to 9 do

> G.i:=Spiegmat(a.i):

> od:

Es gen

�

ugt wieder, die Gleihungen



�

�

i

(�)

= �

�

8� 2M

0

=M

auf S bzw. S zu l

�

osen, denn g 2 O(M) f

�

uhrt

"

gerade �\, d. h. � mit e� 62 �U, in gerade

�

uber und erh

�

alt q(e�) modulo 4Z, d. h. f

�

ur e� 62 �S gilt automatish 

�

�

i

(�)

= 0 = �

�

.

F

�

ur e� 2 �S gilt 

�

�

i

(�)

= �

�

genau wenn dies f

�

ur f�� 2 S gilt. Orthogonale Transfor-

mationen f

�

uhren S [ �S, aber niht unbedingt S, in sih

�

uber. Wir m

�

ussen daher f

�

ur

i = 0; : : : ; 9 l

�

osen:



e�

+ 

�

�

i

(e�)

= 0 falls �

�

i

(e�) 2 S



e�

� 

^

��

�

i

(�)

= 0 falls �

�

i

(e�) 2 �S

8e� 2 S
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Wir brauhen also eine Routine, die g(e�) (f

�

ur g = G.i und e� = S[j℄) berehnet,

und eine, die den Repr

�

asentanten von �� in S berehnet, falls e� 2 �S:

> ga:=pro(G,a)

> loal b,i:

> b:=multiply(G,a);

> for i from 1 to 4 do

> b[i℄:=b[i℄ mod 4

> od;

> b[5℄:=b[5℄ mod 2;

> b[6℄:=b[6℄ mod 2;

> RETURN(b);

> end:

> minusa:=pro(a)

> loal b:

> `mod`:=modp;

> b:=-a mod 4:

> b[5℄:=b[5℄ mod 2:

> b[6℄:=b[6℄ mod 2:

> RETURN(b);

> end:

Damit k

�

onnen wir die zehn Gleihungssysteme, d. h. die zugeh

�

origen Matrizen O.i, er-

zeugen und die Kerne k.i, d. h. die L

�

osung in C[S℄ := f = (

e�

)

e�2S

; 

e�

2 Cg, bestim-

men. Diese m

�

ussen wir noh mit dem auf die S-Komponenten reduzierten Inputraum

(mit Basis e) shneiden. Wir erhalten zehn Basen kS.i der zehn Gleihungssysteme, die

alle aus nkS.i = 2 Elementen bestehen:

> for i from 0 to 9 do

> O.i:=array(sparse,1..nS,1..nS):

> for k from 1 to nS do

> O.i[k,k℄:=1:

> g:=onvert(ga(G.i,S[k℄),list):

> if member(g,S,'j') then O.i[k,j℄:=O.i[k,j℄+1:

> else member(minusa(g),S,'j'):O.i[k,j℄:=O.i[k,j℄-1:

> fi:

> od:

> k.i:=kernel(O.i);

> kS.i:=intbasis(k.i,e):

> nkS.i:=nops(kS.i):

> od:

> print(seq(nkS.i,i=0..9));

2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2

>

Wir wenden noh eine LR-Zerlegung auf die zehn (Basen der) L

�

osungsr

�

aume an. Dazu

de�nieren wir zuerst je eine Matrix kkS.i, deren Zeilen die gefundenen Basis-Vektoren

sind.
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> for i from 0 to 9 do

> kkS.i:=matrix(nkS.i,nS):

> for j from 1 to nkS.i do

> for k from 1 to nS do

> kkS.i[j,k℄:=kS.i[j℄[k℄:

> od:od:

> od:

> for i from 0 to 9 do

> LUdeomp(kkS.i, R=o.i):

> od:

Wir haben also wie behauptet zehn zweidimensionale Inputr

�

aume V

i

; i = 0; : : : ; 9. Diese

erzeugen den ganzen Inputraum: Dazu bestimmen wir den Rang der Matrix oo, die aus

den 20 Zeilen der zehn (LR-zerlegten) Basen besteht:

> oo:=o0:

> for i from 1 to 9 do

> oo:=stak(oo,o.i):

> od:

> rank(oo);

20

>

Damit ist Proposition 3.12 bewiesen.

FourierkoeÆzienten (Satz 3.13 und Bemerkung 3.14)

Wir berehnen hier einige FourierkoeÆzienten der 20 Lifts zu den Basisvektoren der V

i

von oben gem

�

a� Satz 2.14: Der KoeÆzient A(T )=A

a;a

0

(T ) des Lifts von f =(f

�

)

�2M

0

=M

;

f

�

(�)=

P

m2Q



�

(m)e

2�im�

zur Spitze [a℄; a2M primitiv und isotrop, zu 0 6= T 2P

a

\K

0

im Tubengebietmodell H

a

= K(R) + iP

a

ist gegeben durh

A(T ) =

X

H2K

0

;n2N

mit nH=T

X

Æ2M

0

=M

Æ

�

uber H

e

2�inhÆ;a

0

i



Æ

(q(H));

wobei a

0

2 M

0

mit ha;a

0

i = 1 gew

�

ahlt sei (beahte r = 1 hier). Wir beshr

�

anken uns auf

KoeÆzienten zu primitiven T :

A(T ) =

N�1

X

m=0

e

2�i

m

N



T+

m

N

a

(q(T ))

Dabei ist N 2 N de�niert durh ha;Mi = NZ und 

d

(n) := 

Æ

(n) 8d 2 Æ. Bei uns ist

N = 4 f

�

ur alle Spitzen [a℄: Ist a = (a

1

; : : : ; a

6

) 2 M isotrop, so gilt �a

2

5

� a

2

5

� 0 mod 4,

d. h. a

5

; a

6

� 0 mod 2 und damit ha;Mi � 4Z. Umgekehrt gibt es zu primitiven a 2 M

ein a

0

2M

0

mit ha;a

0

i = 1. Es gilt also ha;4a

0

i = 4 und 4a

0

2 M, d. h. ha;Mi � 4Z. Also

A(T ) =

3

X

m=0

i

m



T+

m

4

a

(q(T )):
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Unsere Inputs sind Konstanten, d. h. f

�

= 

�

= 

�

(0) 8� 2 M

0

=M, also 

�

(r) = 0 8� 2

M

0

=M; 0 6= r 2 Q. Es sind also h

�

ohstens KoeÆzienten A(T ) zu isotropen T , d. h. zu

T 2 �P

a

, von Null vershieden (dies gilt auh f

�

ur niht-primitive T ): Der Lift von

Konstanten ist singul

�

ar.

Zur konkreten Berehnung starten wir also mit a 2 M primitiv und isotrop, w

�

ahlen

ein a

0

2 M

0

mit ha;a

0

i = 1 und bestimmen K(R) = V \ a

?

\ a

0?

. Dann w

�

ahlen wir in

C

a

= fX 2 K(R); q(X) > 0g die Komponente P

a

aus, indem wir das Bild von H unter

K

� //
K

a

= K(R) + iC

a

� K(C) bestimmen. Dabei ist K

� //
K

a

gegeben durh [z℄

� //
Z

mit Z =

1

n

(z �ma� na

0

) und m = hz;a

0

i � 2 q(a

0

)hz;ai sowie n = hz;ai (vgl. Abshnitt

2.1). Es gen

�

ugt dabei f

�

ur einen beliebigen Punkt inH, etwa [1; 1; i; i; 0; 0℄, zu bestimmen,

in welher Komponente von C

a

der Imagin

�

arteil des Bildes liegt. Diese Komponente ist

dann P

a

.

Betrahten wir nun einige konkrete Spitzen [a℄; a 2 M primitiv und isotrop, und

T 2 K

0

\ �P

a

: Wir starten mit a = 2e

1

und w

�

ahlen a

0

=

1

2

e

2

. Es ist dann K(R) =

fx 2 V;x

1

= x

2

= 0g und C

a

= f(0; 0; x

3

; x

4

; x

5

; x

6

);x

3

x

4

� x

2

5

� x

2

6

> 0g. Die Kom-

ponente ist bestimmt durh [z℄ mit z = (1; 1; i; i; 0; 0). Es gilt n = hz;ai = 2 und

m = hz;a

0

i � 2 q(a

0

)hz;ai =

1

2

also [z℄

� //
Z =

1

2

(z �

1

2

a � 2a

0

) =

1

2

(0; 0; i; i; 0; 0)

mit Y = Im(Z) = (0; 0;

1

2

;

1

2

; 0; 0). Die Komponente P

a

ist somit durh y

3

> 0 gege-

ben. Beispiele f

�

ur primitive, isotrope T 2 �P

a

\ K

0

sind (0; 0;

1

2

; 0; 0; 0), (0; 0; 0;

1

2

; 0; 0),

(0; 0;

1

2

;

1

2

;

1

2

; 0), (0; 0;

1

2

;

1

2

; 0;

1

2

), (0; 0;

1

2

; 1;

1

2

;

1

2

) und (0; 0; 1;

1

2

;

1

2

;

1

2

). (Es ist �P

a

= fX =

(0; 0; x

3

; x

4

; x

5

; x

6

) 2 K(R); q(X) = 0; x

3

; x

4

� 0g.)

Analog erhalten wir f

�

ur a = 2e

2

mit a

0

=

1

2

e

1

die gleihen Ergebnisse f

�

ur K(R),

C

a

und P

a

(aber eine andere Abbildung K

� //
K

a

). Wir k

�

onnen auh die gleihen T

betrahten.

Eine dritte Spitze ist gegeben durh a = 2e

2

+2e

4

. Wir w

�

ahlen a

0

=

1

2

e

1

und erhalten

K(R) = fx 2V;x

1

=�x

3

; x

2

= 0g und C

a

= f(x

1

; 0;�x

1

; x

4

; x

5

; x

6

);�x

1

x

4

�x

2

5

�x

2

6

> 0g

mit den beiden durh x

1

7 0 de�nierten Komponenten. Es stellt sih P

a

= fx 2 C

a

;

x

1

< 0g heraus. M

�

oglihe T sind etwa (�

1

2

; 0;

1

2

; 0; 0; 0) und (0; 0; 0;

1

2

; 0; 0).

Zur Berehnung der zugeh

�

origen FourierkoeÆzienten de�nieren wir zun

�

ahst eine

Liste a dieser Spitzen(repr

�

asentanten) a, und eine Liste T, in der f

�

ur jede Spitze a[i℄

die Liste der oben angegebenen T steht (jeweils mit verdoppelten, d. h. ganzzahligen

Komponenten):

> a:=[[4,0,0,0,0,0℄,[0,4,0,0,0,0℄,[0,4,0,4,0,0℄℄:

> T:=[[[0,0,1,0,0,0℄,[0,0,0,1,0,0℄,[0,0,1,1,1,0℄,

> [0,0,1,1,0,1℄,[0,0,1,2,1,1℄,[0,0,2,1,1,1℄℄,

> [[0,0,1,0,0,0℄,[0,0,0,1,0,0℄,[0,0,1,1,1,0℄,

> [0,0,1,1,0,1℄,[0,0,1,2,1,1℄,[0,0,2,1,1,1℄℄,

> [[-1,0,1,0,0,0℄,[0,0,0,1,0,0℄℄ ℄:

F

�

ur die Berehnung der FourierkoeÆzienten brauhen wir eine Routine, die in R d. h.

Rep addiert:

> summeR:=pro(a1,a2)

> loal b:

> b:=a1+a2 mod 4:

> b[5℄:=b[5℄ mod 2:
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> b[6℄:=b[6℄ mod 2:

> RETURN(b);

> end:

Zur Berehnung des KoeÆzienten A(T ) =

P

3

m=0

i

m



T+

m

N

a

f

�

ur den i-ten Input von oben

(d. h. die i-te Zeile von oo) shreiben wir eine Routine koeff, der T als t, a als a sowie

i und oo

�

ubergeben wird. Der KoeÆzient koeff wird zu 0 initialisiert, sodann wird die

Summe als for-Shleife ausgef

�

uhrt: Zun

�

ahst wird der Repr

�

asentant ta von T +

m

N

a

berehnet, dann 

T+

m

N

a

als k (mit Falluntersheidung f

�

ur

^

T +

m

N

a 2 �S) und shlie�lih

wird 

T+

m

N

a

, mit der rihtigen i-Potenz multipliziert, zu koeff addiert:

> koeff:=pro(t,a,i,oo)

> loal koeff,k,m,j,ta:

> koeff:=0:

> for m from 0 to 3 do

> ta:=summeR(t,m/4*a):

> if member(ta,S,'j') then

> k:=oo[i,j℄:

> else

> member(minusa(ta),S,'j'):

> k:=-oo[i,j℄:

> fi:

> koeff:=koeff+I^m*k:

> od:

> RETURN(koeff):

> end:

Damit k

�

onnen wir die A(T ) berehnen: Wir shreiben die KoeÆzienten f

�

ur festes a und

T in eine Spalte einer Matrix KoMat (f

�

ur jeden der 20 Inputs eine Zeile): Wir Shahteln

drei Shleifen, die

�

Au�ere

�

uber die a's, d. h.

�

uber die Liste a, dann f

�

ur jedes a

�

uber die

zugeh

�

origen T 's und shlie�lih

�

uber die 20 Inputs. F

�

ur jedes a und T erzeugen wir einen

KoeÆzienten-Vektor K, den wir an die Matrix KoMat anh

�

angen.

> KoMat:=NULL:

> K:=vetor(m):

> for aa to 3 do

> for i to nops(T[aa℄) do

> for j to m do

> K[j℄:=koeff(T[aa℄[i℄,a[aa℄,j,oo):

> od:

> KoMat:=augment(KoMat,K):

> od:

> od:

In der KoeÆzientenmatrix KoMat stehen also in der i-ten Zeile die FourierkoeÆzienten
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(zum Input) zur i-ten Zeile von oo. Sie lautet:

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

0 0 �2 2 0 0 0 0 �2 2 0 0 0 0

0 0 �2 i 2 i 0 0 0 0 �2 i 2 i 0 0 0 0

0 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 2 i 2 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 2 0

0 0 0 0 0 0 0 0 2 i 2 i 0 0 2 i 0

0 2 0 0 0 �2 0 2 0 0 0 �2 0 0

0 2 i 0 0 0 �2 i 0 2 i 0 0 0 �2 i 0 0

2 0 0 0 �2 0 2 0 0 0 �2 0 2 i 0

2 i 0 0 0 �2 i 0 2 i 0 0 0 �2 i 0 �2 0

0 2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 2

0 2 i 0 0 0 2 i 0 0 0 0 0 0 0 2 i

2 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 i 0 0 0 2 i 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 2 i 0 0 0 2 i 0 0

0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 2 i 0 0 0 2 i 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 i

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

Bezeihnen wir den Input zur 2i+j-ten Zeile von oo bzw. KoMat mit 

j

i

f

�

ur alle i 2

f0; : : : ; 9g; j 2 f1; 2g und den additiven Lift von 

j

i

mit f

j

i

f

�

ur alle i; j (vgl. Beweis zu

Satz 3.13), so kann man unmittelbar ablesen: Es gilt f

j

i

6� 0 f

�

ur alle i; j und f

2

k

= if

1

k

f

�

ur alle k = 0; : : : ; 9. Durh Berehnen des Rangs von KoMat sieht man auh, da� die

Dimension des Liftraumes mindestens und damit genau 10 ist:

> rank(KoMat);

10

>

Damit sind z. B. die 10 Lifts f

1

i

linear unabh

�

angig, d. h. Basis des Liftraumes. Eine Basis

des Kerns ist also ff

2

i

� if

1

i

; i = 0; : : : ; 9g. Damit ist Satz 3.13 bewiesen.

A.2 Zum Abshnitt 3.2 Multiplikative Lifts

Die Dimension des Kontrollraums (Lemma 3.20)

Wir berehnen die Dimension des Kontrollraums mit Hilfe der Formel

d+

dk

12

� �

�

e

�i

k

2

�

�

T

(S)

�

� �

�

�

e

�i

k

3

�

�

T

(ST )

�

�1

�

� �(�

�

T

(T ))
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aus Proposition 2.10. Dabei ist d = dimV

0

= 9 und k = 3 also

45

4

� � (�i�

�

T

(S))� �

�

(��

�

T

(ST ))

�1

�

� �(�

�

T

(T ));

und f

�

ur eine komplexe Matrix A mit Eigenwerten � = e

2�i�

; 0 � � < 1 ist �(A) :=

P

�

�

(mit Vielfahheit).

Wir erzeugen zun

�

ahst die Matrix �

�

T

(S): Die s; t-Komponente ist

�i

32

P

�2t

e

2�ih�;�i

f

�

ur � 2 s. Wir brauhen also f

�

ur jeden Typ ein Element des Typs, bzw. dessen Repr

�

asen-

tant in R bzw. Rep (siehe Tabelle Seite 70):

> rep1:=[0,0,0,0,0,0℄:

> rep2:=[2,0,0,0,0,0℄:

> rep3:=[2,2,0,0,1,1℄:

> rep4:=[0,0,0,0,1,1℄:

> rep5:=[0,0,0,0,0,1℄:

> rep6:=[1,0,0,0,0,0℄:

> rep7:=[1,1,0,0,0,0℄:

> rep8:=[1,1,1,1,0,0℄:

> rep9:=[1,0,0,0,0,1℄:

Weiter brauhen wir eine Liste der (Repr

�

asentanten in Rep) der Elemente eines Typs

(t.i). Dazu ben

�

otigen wir eine Prozedur, die f

�

ur einen gegebenen Repr

�

asentanten den

Typ des zugeh

�

origen Elementes in L=2M liefert:

> typtab:=table([[1,0℄=1,[2,0℄=2,[2,2,2℄=3,[2,2,6℄=4,[2,3℄=5,

> [4,0℄=6,[4,1℄=7,[4,2℄=8,[4,3℄=9℄):

> ordnung:=pro(v)

> loal o:

> if posu(v)<5 then o:=4

> elif (v mod 4) = [0,0,0,0,0,0℄ then o:=1:

> else o:=2:

> fi:

> RETURN(o):

> end:

> typ:=pro(v)

> loal o,qq,t:

> o:=ordnung(v):

> qq:=q(v) mod 8:

> if (o=2) and (qq mod 4 = 2)

> then t:=typtab[[2,2,qq℄℄:

> else t:=typtab[[o,qq mod 4℄℄:

> fi:

> RETURN(t):

> end:

Damit k

�

onnen wir die Listen erzeugen und auh gleih ihre M

�

ahtigkeiten (siehe Tabelle

Seite 70) angeben:
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> for i to 9 do t.i:=[℄;od:

> for i to 1024 do

> ty:=typ(Rep[i℄):

> t.ty:=[op(t.ty),Rep[i℄℄:

> od:

> for i to 9 do anz.i:=nops(t.i);od:

> print(seq(anz.i,i=1..9));

1, 15, 6, 10, 32, 240, 240, 240, 240

>

Wir erzeugen die Matrizen �

�

T

(S) als S und �i�

�

T

(S) als SS (da wir mit den doppelten

Repr

�

asentanten rehnen ist e

2�i

durh e

�i

2

= i zu ersetzen).

> S:=matrix(9,9):

> for i from 1 to 9 do for j from 1 to 9 do

> s:=0;

> for k from 1 to anz.i do

> s:=s+I^bi(t.i[k℄,rep.j):

> od:

> S[i,j℄:=-I*s/32:

> od:od:

> SS:=salarmul(S,-I):

Die Matrix �

�

T

(T ) ist die Diagonalmatrix diag(1;1;�1;�1; i;1;�i;�1;�i) und (��

�

T

(ST ))

�1

ist �

�

T

(ST )

2

:

> T:=diag(1,1,-1,-1,I,1,-I,-1,I):

> STST:=multiply(S,T,S,T):

Damit bestimmen wir die �'s: Wir berehnen die Eigenwerte ew.i der Matrizen SS, T

und STST und deren Argumente. Maple liefert das Argument in (��; �℄. Wir teilen noh

durh 2� und addieren 1, falls das Argument negativ ist:

> for i in [T,SS,STST℄ do

> ew.i:=[eigenvalues(i)℄;

> al.i:=vetor(9):

> for j to 9 do

> al.i[j℄:=argument(ew.i[j℄)/(2*Pi):

> if al.i[j℄<0 then al.i[j℄:=al.i[j℄+1:fi:

> od:

> alpha.i:=sum('al.i[j℄','j'=1..9):

> od:

> print(seq(alpha.i,i=[T,SS,STST℄));

11/4, 5/2, 3

>



110 A Computerberehnungen

Wir erhalten also

45

4

� � (�i�

�

T

(S))� �

�

(��

�

T

(ST ))

�1

�

� �(�

�

T

(T )) =

45

4

�

11

4

�

5

2

� 3 = 3

wie behauptet. Damit ist Proposition 2.10 bewiesen.

Die Eisensteinreihe zu �

1

2

e

(10)

(Seite 72)

Wir suhen neun Linearkombinationen

f

t

=

X

;d2f0;:::;3g

gd(;d;4)=1

f

t;;d

G( : ; ; d); f

t;;d

2 C

der primitiven G( : ; ; d), soda� f = (f

t

)

t2T

eine holomorphe elliptishe Modulform zur

reduzierten Weil-Darstellung �

�

T

mit

lim

�!i1

f(�) = �

1

2

e

(10)

ist. Dazu m

�

ussen wir das folgende lineare Gleihungssystem f

�

ur die f

t;;d

l

�

osen (siehe

Seite 72):

f

(10);0;1

= �

16

�

3

f

t;0;1

= 0 f

�

ur t 6= (10)

f

t;;d�

= e

2�i q(t)

f

t;;d

falls (; d � ) 2 E

�f

t;�;�d+

= e

2�i q(t)

f

t;;d

falls (; d � ) 62 E

f

t;�d;

=

�i

32

X

s2T

E(s; t)f

s;;d

falls (�d; ) 2 E

�f

t;d;�

=

�i

32

X

s2T

E(s; t)f

s;;d

falls (�d; ) 62 E

wobei E = f(0; 1); (1; 0); (1; 1); (1; 2); (1; 3); (2; 1)g und E(s; t) =

P

�2t

e

2�ih�;�i

(siehe

Seite 55).

Wir indizieren die (; d) 2 E , indem wir eine Tabelle dtab de�nieren und eine

Prozedur shreiben, die zu gegebenem (; d) den Index liefert falls (; d) 2 E und sonst

den negativen Index von (�;�d) mod 4:

> dtab:=table(['0,1'=1,'1,0'=2,'1,1'=3,'1,2'=4,'1,3'=5,'2,1'=6℄):

> index:=pro(i,,d)

> loal j:

> if assigned(dtab[,d℄) then

> j:=6*(i-1)+dtab[,d℄:

> else

> j:=-6*(i-1)-dtab[- mod 4,-d mod 4℄:

> fi:

> RETURN(j);

> end:
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Damit k

�

onnen wir die Gleihungen in den Variablen ftd[i℄ de�nieren:

> ftd:=vetor(54):

> gl:=[ftd[index(1,0,1)℄=-16/Pi^3℄:

> for i from 2 to 9 do

> g:=ftd[index(i,0,1)℄=0:

> gl:=[op(gl),g℄:

> od:

> for i to 9 do

> for j in indies(dtab) do

> i0:=index(i,j[1℄,j[2℄):

> i1:=index(i,j[1℄,j[2℄-j[1℄ mod 4):

> i2:=index(i,-j[2℄ mod 4,j[1℄):

> g1:=sign(i1)*ftd[abs(i1)℄=T[i,i℄*ftd[i0℄:

> g2:=sign(i2)*ftd[abs(i2)℄=

> sum(S[i,'k'℄*ftd[index('k',j[1℄,j[2℄)℄,'k'=1..9):

> gl:=[op(gl),g1,g2℄:

> od:od:

Wir wandeln die Gleihungen in ein System der Form Ax = b um, welhes wir dann

l

�

osen.

> A:=genmatrix(gl,onvert(ftd,list),'b'):

> f:=linsolve(A,b):

> #evalm(f);

Um Nenner zu vermeiden, multiplizieren wir die L

�

osung mit 2�

3

und shreiben die Ko-

eÆzienten zur besseren

�

Ubersiht in eine Matrix G, deren i;j-ter Eintrag der KoeÆzient

zum i-ten Typ und j-ten (; d)-Paar in E (indiziert wie in typtab bzw. dtab) ist.

> g:=salarmul(f,Pi^3*2):

> G:=matrix(9,6):

> for i from 1 to 9 do

> for j in indies(dtab) do

> i0:=index(i,j[1℄,j[2℄):

> G[i,dtab[j[1℄,j[2℄℄℄:=g[i0℄;

> od:

> od:

> evalm(G);

[-32 -I -I -I -I 0℄

[ ℄

[ 0 -15 I -15 I -15 I -15 I 0℄

[ ℄

[ 0 -6 I 6 I -6 I 6 I 48℄

[ ℄

[ 0 -10 I 10 I -10 I 10 I -80℄

[ ℄
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[ 0 -32 I -32 32 I 32 0℄

[ ℄

[ 0 -240 I -240 I -240 I -240 I 0℄

[ ℄

[ 0 -240 I 240 240 I -240 0℄

[ ℄

[ 0 -240 I 240 I -240 I 240 I 0℄

[ ℄

[ 0 -240 I -240 240 I 240 0℄

>

A.3 Zum Abshnitt 3.3 Theta-Reihen

Wir bestimmen hier die FourierkoeÆzienten

A(2

d

2

�1

e

4

) =

8

>

>

<

>

>

:

3

P

m=0

(�1)

m


m

2

e

1

+

1

2

e

4

+ 2i
1

2

e

1

+e4

f

�

ur d

2

= 1

3

P

m=0


m

2

e

1

+

1

2

e

4

+ 2i
1

2

e

1

f

�

ur d

2

� 2

f

�

ur die Reihe �

9

in der Spitze [a℄; a = 2e

1

mit a

0

=

1

2

e

2

. Dazu berehnen wir die entspre-

henden KoeÆzienten des Lifts zum

"

Basisinput\ 

1

9

2 V

9

. Die KoeÆzienten von �

9

sind

dann ein festes Vielfahes von diesen. Dieser Faktor wird aus einem festen KoeÆzienten

der

�

ubersetzten Reihe �

9

bestimmt.

Die ben

�

otigten Inputkoordinaten 

�e

1

+�e

4

stehen in der vorletzten Zeile der Matrix

oo (s. A.1, S.101f). Wir entnehmen


1

2

e

1

+

1

2

e

4

= 
3

2

e

1

+

1

2

e

4

= 
1

2

e

1

+e

4

= 
1

2

e

1

= 0


1

2

e

4

= 

e

1

+

1

2

e

4

= 1

und erhalten

A(e

4

) = 2 und A(2

d

2

�1

e

4

) = 2 f

�

ur d

2

� 2:

Der e

4

-KoeÆzient von �

9

ist 2 �#

�

(g

1

; g

2

) 2 Z

2

; g

2

1

+ g

2

2

= 1

	

= 8. Damit ist �

9

= 4f

1

9

,

wobei f

1

9

der Lift von 

1

9

ist. Also ist

A(2

d

2

�1

e

4

) = 8 f

�

ur d

2

� 1

f

�

ur �

9

.

A.4 Zum Abshnitt 4.3 Quadrate

Wir berehnen den Charakter der Darstellung aus Lemma 4.20. Die Konjugationsklassen

(bzw. Repr

�

asentanten davon) und die Charaktertafel von S

6

liefert zum Beispiel gap

(die Reihenfolge der Spalten der Charaktertafel entspriht dabei der Reihenfolge der

(Vertreter der) Konjugationsklassen in S6.ConjugayClasses):
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gap> S6:=SymmetriGroup(6);;S6.name:="S6";;

gap> S6.ConjugayClasses:=ConjugayClasses(S6);

[ ConjugayClass( S6, () ),

ConjugayClass( S6, (1,2) ),

ConjugayClass( S6, (1,2)(3,4) ),

ConjugayClass( S6, (1,2)(3,4)(5,6) ),

ConjugayClass( S6, (1,2,3) ),

ConjugayClass( S6, (1,2,3)(4,5) ),

ConjugayClass( S6, (1,2,3)(4,5,6) ),

ConjugayClass( S6, (1,2,3,4) ),

ConjugayClass( S6, (1,2,3,4)(5,6) ),

ConjugayClass( S6, (1,2,3,4,5) ),

ConjugayClass( S6, (1,2,3,4,5,6) ) ℄

gap> DisplayCharTable(CharTable(S6));

S6

2 4 4 4 4 1 1 1 3 3 . 1

3 2 1 . 1 2 1 2 . . . 1

5 1 . . . . . . . . 1 .

1a 2a 2b 2 3a 6a 3b 4a 4b 5a 6b

2P 1a 1a 1a 1a 3a 3a 3b 2b 2b 5a 3b

3P 1a 2a 2b 2 1a 2a 1a 4a 4b 5a 2

5P 1a 2a 2b 2 3a 6a 3b 4a 4b 1a 6b

X.1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

X.2 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1

X.3 5 1 1 -3 -1 1 2 -1 -1 . .

X.4 5 -1 1 3 -1 -1 2 1 -1 . .

X.5 5 -3 1 1 2 . -1 -1 -1 . 1

X.6 5 3 1 -1 2 . -1 1 -1 . -1

X.7 9 -3 1 -3 . . . 1 1 -1 .

X.8 9 3 1 3 . . . -1 1 -1 .

X.9 10 -2 -2 2 1 1 1 . . . -1

X.10 10 2 -2 -2 1 -1 1 . . . 1

X.11 16 . . . -2 . -2 . . 1 .

gap>

Zun

�

ahst brauhen wir eine Routine orthop, welhe die Operation einer orthogonalen

Transformation  2 O

+

(M) (bzw. G) auf dem Inputraum als 20�20-Matrix bez

�

uglih der

Basis, die aus den Zeilen von oo besteht, berehnet. Dazu shreiben wir die Basisvektoren

als Spalten (A) und eine Prozedur G, die das Bild () eines Inputvektors  bzw.  unter

der Transformation  bzw. G erzeugt.

> A:=transpose(oo):

> G:=pro(G,)
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> loal k,g,d:

> d:=[℄:

> for k from 1 to nS do

> g:=onvert(ga(G,S[k℄),list):

> if member(g,S,'j') then d:=[op(d),[j℄℄:

> else member(minusa(g),S,'j'):d:=[op(d),-[j℄℄:

> fi:

> od:

> RETURN(d):

> end:

Damit k

�

onnen wir die 20�20-Matrix erzeugen, indem wir f

�

ur jede Spalte  von A das

Gleihungssystem Ax= G(G,) l

�

osen.

> orthop:=pro(G)

> loal B,i,,d:

> B:=NULL:

> for i from 1 to 20 do

> :=ol(A,i):

> d:=G(G,):

> B:=augment(B,d):

> od:

> B:=linsolve(A,B):

> RETURN(B):

> end:

Mit Hilfe der Prozedur s6op k

�

onnen wir die 10�10-Darstellungsmatrix S der Operation

der �

N

-Klasse von  auf C

10

aus der 20�20-Matrix G berehnen: Das ([

i

2

℄ + 1; [

j

2

℄ + 1)

= (ii; jj)-Element von S ist das Quadrat von G[j,i℄+I*G[j+1,i℄ = g (d. h. 0 f

�

ur

�

ii

Æ  62 C�

jj

), denn wie oben (am Ende von A.1) gesehen ist der Lift der j+1-ten

Spalte von A das i-fahe des Lifts der j-ten Spalte f

�

ur ungerade j.

> s6op:=pro(G)

> loal S,g,i,ii,j,jj:

> S:=array(sparse,1..10,1..10):

> for i from 1 by 2 to 19 do

> ii:=iquo(i,2)+1:

> for j from 1 by 2 to 19 do

> jj:=iquo(j,2)+1;

> g:=G[j,i℄+I*G[j+1,i℄:

> if g<>0 then

> S[ii,jj℄:=g*g:

> fi:

> od:od:

> RETURN(S):

> end:

Repr

�

asentanten der Erzeuger (i; i + 1) 2 S

6

sind in Satz 1.18 gegeben. Diese erzeugen

wir als Matrizen T1 bis T5.
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> eihx:=pro(u,v,x)

> loal w;

> w:=matadd(x,matadd(salarmul(v,bi(x,u)),

> salarmul(u,bi(x,v)-q(v)*bi(x,u)),-1,1)):

> RETURN(w);

> end:

> eih:=pro(u,v)

> loal E,x,i,j;

> E:=NULL:x:=vetor(6):

> for i from 1 to 6 do

> for j from 1 to 6 do x[j℄:=0: od:

> x[i℄:=1:

> x:=eihx(u,v,x):

> E:=augment(E,x):

> od:

> RETURN(E);

> end:

>

> for i to 6 do

> e.i:=array(sparse,1..6):

> e.i[i℄:=1:

> od:

> T1:=eih(e1,e3):

> T2:=eih(e2,e4):

> T4:=eih(e2,e3):

> T5:=eih(e1,e4):

> T3:=multiply(T1,T5,eih(e1,e5)):

> #print(seq(T.i,i=1..5));

Damit sind orthogonale Vertreter der (nihttrivialen) Konjugationsklassen

> C2:=T1:

> C3:=multiply(T1,T3):

> C4:=multiply(T1,T3,T5):

> C5:=multiply(T1,T2):

> C6:=multiply(T1,T2,T4):

> C7:=multiply(T1,T2,T4,T5):

> C8:=multiply(T1,T2,T3):

> C9:=multiply(T1,T2,T3,T5):

> C10:=multiply(T1,T2,T3,T4):

> C11:=multiply(T1,T2,T3,T4,T5):

> #print(seq(C.i,i=2..11));

Jetzt k

�

onnen wir den Charakter der Darstellung berehnen: Wir erzeugen f

�

ur jede(n

Repr

�

asentanten C.i der) Konjugationsklasse(n) zun

�

ahst die 20�20-Matrix und dann

die 10�10-Matrix und berehnen ihre Spur. (Wir m

�

u�ten dies eigentlih f

�

ur die Inversen

der C.i berehnen, in symmetrishen Gruppen sind aber die Elemente konjugiert zu

ihren Inversen.)
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> for i from 2 to 11 do

> OO.i:=orthop(C.i):

> #print(i,OO.i);

> S6.i:=s6op(OO.i):

> #print(i,S6.i,trae(S6.i));

> #print(i,trae(S6.i));

> od:

> print(seq(trae(S6.i),i=2..11));

-4, 2, 4, 1, -1, 1, 0, -2, 0, 1

>

Durh Vergleih mit der Charaktertabelle oben erhalten wir, da� dieser Charakter

die Summe von zwei Charakteren zu f

�

unfdimensionalen irreduziblen Darstellungen ist

(n

�

amlih Summe des vierten und f

�

unften Charakters aus obiger Charaktertabelle). Da-

mit ist Lemma 4.20 bewiesen.
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