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Einleitung

In dieser Arbeit werden spezielle orthogonale Modulformen als additive Lifts nach Bor-
cherds [Bol] im Fall der Signatur (2,4) konstruiert. Dieser Fall entspricht dem hermi-
tesch-symplektischen vom Grad zwei. Hier spielen die von Freitag [Frl] eingefiihrten
Theta-Reihen

O(Z;0,b) = O(Z; (a,h) = 3 emZlrrFabi2re(50)
gEZ[d]?

fiir a,b € {0,1}? eine wichtige Rolle (a, b, g Spalten). Ihre Quadrate sind symmetrische
Modulformen vom Gewicht 2 zur Hauptkongruenzgruppe der Stufe 1 4+ ¢ zum Determi-
nantencharakter und sie erzeugen die Algebra der symmetrischen Modulformen zu dieser
Gruppe. Ziel dieser Arbeit ist es, diese Theta-Reihen auf der orthogonalen Seite als ad-
ditive Lifts zu konstruieren. Wir erhalten damit neue Aussagen iiber die Theta-Reihen
und neue Beweise fiir bekannte Tatsachen. Wir geben einige ndhere Erlduterungen.

Es sei (V,q) ein reeller quadratischer Raum der Signatur (2,n),n > 2. Die zugeord-
nete Bilinearform ( , ) sei nicht ausgeartet. Wir dehnen die Bilinearform C-bilinear auf
V(C) := V®grC aus und betrachten im projektiven Raum P(V(C)) die Nullquadrik NV,,,
definiert durch (z,z) = 0. Durch (z,Z) > 0 ist darin eine offene Menge mit zwei Zusam-
menhangskomponenten gegeben. Wir wéhlen eine aus und bezeichnen sie mit H,,. Dies
ist eine Realisierung des symmetrischen Raums O(V)/K, wobei K eine maximal kom-
pakte Untergruppe der Gruppe O(V):={y € GL(V); q(v(x)) = q(z) Yz € V} ist. Wir be-
zeichnen mit O*(V) die Untergruppe vom Index 2 von O(V), die H,, in sich iiberfiihrt.

Weiter sei ein gerades Gitter M in V gegeben und T eine zur ganzzahligen Gruppe
O"(M) := O™(V) N O(M) kommensurable Untergruppe von O"(V), wobei O(M) := {y €
O(V); v(M) = M}. Eine (orthogonale) Modulform zur Gruppe I' vom Gewicht k € 7Z
und zum Charakter v : T— S8 = {z € C;|z| = 1} ist eine holomorphe Funktion auf
dem affinen Kegel H,, iiber H,, die bis auf den Charakter invariant unter I' und homogen
vom Grad —k ist:

Fltz) =t % f(2) Vt e C*, Vz € Hy

fyz) = v(7)f(2) ¥y €eT, Vz € H,
Borcherds gibt in [Bol] eine Konstruktionsmethode fiir Modulformen zu Gruppen
vom Typ T' = Kern (O(M) — Aut (M’/M)) fiir gerade Gitter M an, den additiven Lift
(M" ist das zu M duale Gitter, und I' ist der sogenannte Diskriminantenkern des Git-

ters M). Dieser Lift, ein Theta-Lift, verallgemeinert Konstruktionen von Shimura, Doi,
Naganuma, Maaf}, Oda, Gritsenko, Kurokawa und anderen. Input der Borcherdsschen



4 Einleitung

Theorie sind vektorwertige elliptische Modulformen. Die Werte liegen im Gruppenring
C[M'/M], auf dem SL(2,Z) durch die Weil-Darstellung operiert und auf dem auch O(M)
bzw. OF(M)/T via (7, (¢a)aem /M) — (Cy(a))aemr/m operiert. Da diese Darstellungen
kommutieren, ist dadurch auch eine O(M)-Operation auf den C[M’/M]-wertigen ellip-
tischen Modulformen definiert. Die Lift-Konstruktion ist linear und vertriglich mit den
Operationen der orthogonalen Gruppe O™(M), d.h. es gilt

Lift((fy(a))aem/m) = Lift((fa)aem/m) © ¥

fiir elliptische Modulformen (fo)qem/m und v € OF(M).

Ist insbesondere (fa)aemr/m ein Input mit f, o) = —fo Yoo € M'/M fiir eine Spie-
gelung 0 = oy € OF(M) lings A € M, so verschwindet der additive Lift zwangsweise
auf der (komplex erweiterten) Spiegelungshyperebene A N H, und damit auch auf
pt N H, fir p = y(\),y € T. Wegen der Homogenititseigenschaft von Modulformen
ist es sinnvoll, von Nullstellen im Projektiven, d.h. in H,, zu sprechen. Der Tréiger des
Nullstellendivisors dieses speziellen Lifts ist also mindestens Uer (M) N H,,.

Borcherds gibt eine weitere Konstruktion an, den multiplikativen Lift, die genaue
Aussagen iiber den Divisor des Lifts macht. Damit kann unter Umstéinden der genaue
Nullstellendivisor eines additiven Lifts (oder allgemeiner einer orthogonalen Modulform)
bestimmt werden: Gibt es einen multiplikativen Lift (Borcherdsprodukt) gleichen Ge-
wichts, dessen Divisor héchstens der Divisor des additiven Lifts ist, so ist der Quotient
aus additivem und multiplikativem Lift eine holomorphe Modulform vom Gewicht 0, al-
so konstant. Damit ist insbesondere der Divisor des additiven Lifts genau der (bekannte)
Divisor des Borcherdsprodukts.

Wir werden in dieser Arbeit im Fall n = 4 die ,orthogonalen Theta-Reihen* als addi-
tive Lifts von konstanten Inputs' zu einem geeigneten Gitter M konstruieren und ihren
genauen Nullstellendivisor mit Hilfe von Borcherdsprodukten bestimmen. Inputs sind
also Elemente von C[M’/M], die unter der Weil-Darstellung fix sind. Es gibt modulo M
zehn verschiedene Spiegelungsvektoren \; € M’ q()\;) = —%, mit oy, € OT(M), und der
20-dimensionale Inputraum zerféllt in zehn zweidimensionale Riume, die jeweils unter
neun der zehn Spiegelungen fix sind und unter der zehnten Spiegelung (elementweise)
in ihr Negatives iiberfiihrt werden. Der additive Lift der zehn Riume ist jeweils eindi-
mensional (der Lift also insbesondere nicht injektiv), und jeder Lift zu einem Input in
einem der Ridume verschwindet auf H()\; + M, —1) fiir ein 4, wobei fiir « € M'/M und
0 > m e {q(A); A € a} der Divisor H(«, m) definiert ist als die Summe jeder irreduziblen
Komponente der Menge Uxcq q(a)=m Hn—1(A) mit Vielfachheit 1. Wir wihlen je einen
nichtverschwindenden Lift aus, dies sind unsere zehn ,orthogonalen Theta-Reihen“ 6;.
Das Produkt der zehn Theta-Reihen hat also mindestens den Divisor 3, H(\;+M, —3).
Wir konstruieren ein Borcherdsprodukt gleichen Gewichts (ndmlich 10) mit genau die-
sem Divisor und erhalten damit, daf§ (bei geeigneter Numerierung) die i-te Theta-Reihe
genau den Divisor H()\; + M, —3) hat.

Wir kénnen damit zeigen, dafi die Quadrate der zehn Theta-Reihen Modulformen
zu Iy := Kern (O"(M)— Aut (M’/N)) fiir ein Zwischengitter M C N C M’ sind und
die Abbildung

0:Hy—>P% [2]—[02:---: 67

!Lifts von konstanten Inputs sind singulir.
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(wohldefiniert ist und) eine einblittrige Uberlagerung X, = H4/Ty — Bild(#4) indu-
ziert. Setzen wir die Existenz einer linearen Relation der Quadrate der Theta-Reihen
voraus (dies ist, wie alle Ergebnisse iiber die Quadrate, auf der hermitesch-symplekti-
schen Seite bekannt, vgl. [Her], [Mat]), so kénnen wir zeigen, daff es vier weitere un-
abhiingige lineare Relationen gibt und damit Bild(H4) ein P* C IP? ist. Insbesondere ist
Bild(#H4) normal und daher die Abbildung Xp, — Bild(#H4) & P* eine biholomorphe
Aquivalenz der Satake-Kompaktifizierung. Damit ist die Algebra der Modulformen (ge-
raden Gewichts) zu Iy erzeugt von den Quadraten der Theta-Reihen.
Die Abbildung

9 Hy— P [2]—[00:---: 6]

induziert eine Abbildung der Satake-Kompaktifizierung Xr = T/FiﬂPg. Weiter zei-
gen wir: Diese Abbildung ist Normalisierung des Bildes und dieses ist 2°-fache Uberlage-
rung von P* C P9, die genau auf den Koordinatenhyperflichen verzweigt. Wir kénnen
folgern, dal jede Modulform zur Gruppe I' eine rationale Funktion in den 6; ist und
daf es aufler den quadratischen Relationen (und den davon erzeugten) keine weiteren
Relationen zwischen den Theta-Reihen gibt.

Die orthogonale Theorie und die Beschreibung der betrachteten Gitter, der diskreten
orthogonalen Gruppen und der Lifts fiir diese Daten bilden einen in sich geschlossenen
Teil dieser Arbeit, den man erhilt indem man die Abschnitte 1.4, 1.5, 2.4 und 3.3
weglift. In diesen Abschnitten werden fiir den Fall n = 4 die Beziehungen zum hermi-
tesch-symplektischen Fall vom Grad zwei hergestellt. Durch diese Ubersetzungen, die
ausfiihrlich beschrieben sind, wird die Wahl der Gitter und Gruppen der orthogonalen
Theorie motiviert. Diese sind gerade so gewihlt, daf} die additiven Lifts unter diesen
Ubersetzungen in die Theta-Reihen und die diskreten orthogonalen Gruppen I' und
Iy in die Kongruenzgruppen der Theta-Reihen bzw. ihrer Quadrate iibergehen. Wir
beschreiben kurz diese Ubersetzungen.

Wir wihlen eine Basis eq,...,es von V derart, da (ej,es) = (e3,eq) = 1, (e5,e5) =
(es,e6) = —2 und (e;,e;) = 0 sonst gilt, d. h. Re; +Res und Re3z +Rey bilden zueinander
orthogonale hyperbolische Ebenen mit orthogonalem (negativ definitem) Komplement
Res + Reg. Vektoren aus V sind damit 6-Tupel. Schreiben wir diese geeignet als 4 x4-
Matrizen

rg —I3 0 —T1
T4 —Ty I 0
r = (z1,%2,23, T4, T5, Tg)—> X =
( ) s 43y s L5y 6) 0 — 2y To T4 )
x9 0 —xr3 —XIo

wobei zy := =5 — ixg, so geht die quadratische Form in eine Wurzel der Determinante
iiber, und hermitesch-symplektische Matrizen M € Sp(2,C); der Determinante eins
operieren auf der Menge dieser Matrizen via

(M, X)—s M(X) .= MXM '

als orthogonale Transformationen. Wir erhalten also eine Abbildung (Homomorphismus)
Sp(2, €)1 — O(V). Diese hat Kern {£F,} und Bild SO™(V) = {y € O"(V); det(y) = 1}.
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Wir kénnen Urbilder G von orthogonalen Gruppen G C O1(V) unter dieser Abbildung
betrachten. Wihlen wir etwa Gitter

6 4
L= Zej, M=2L" und N = " Ze; + Z3(es + e) + Zg(es — e5)

=1 i=

und betrachten die Gruppen O"(M) = O™(L) = O*(N)? sowie
I := Kern <O+(|\/|) — Aut (MI/G)>

fir G =L, M, N, so ist mit dem Diskriminantenkern I'" := I}y von M

o OY(M) = (Sp(2, Z[i])1, Hi) = Sp(2,Z[i])1 U Hy Sp(2, Z[i])1
o I = (SD'(1+1i), Hy) = ST'(1 44) U Hy SD(1 + )
o [} = (I'(2),iE) =T'(2) Uil(2)

o« = {M = (é g) € Sp(2,Z[i])1; A = (as a2 ), B, C, D entsprechend,
mit M = Ej4 oder 1F4 mod 2
und A = D',a1 = a1, B = byJ und C = ¢oJ mod 4},

wobei I'(7) die Hauptkongruenzgruppe der Stufe [ € Z[i] und SI'(/) die Untergruppe der

Matrizen mit Determinante eins bezeichnet. Weiter ist H; = % 201 Z.Ul und J = (? 51 )
Die Bilder sind die jeweiligen speziellen Gruppen in O*(V). Es gilt Ot(M)/Iy & Sg und
/T € (Z/27)"° und genauso fiir die Urbilder O/“'EM), Iy und I

Wir haben auch eine Ubersetzung (d.h. biholomorphe Abbildung) zwischen dem

orthogonalen und hermitesch-symplektischen Halbraum:

20 21 _ 1 iy —
(23 Z2>|—>[ det Z,1, 20, 22, 5 (21 + 23), 5(21 — 23)]

mit Umkehrung

z3 zZ5 — iZﬁ)

1
[ 1922y 235 %4, 25, 6] 25 + izg 24

2
(beachte, daf beziiglich der Basis ey, ...,eq fiir [z] € H,, die ersten vier Koordinaten,
insbesondere die zweite, ungleich Null sind). Diese Ubersetzung ist vertriglich mit der
Ubersetzung der Gruppen, d. h.
H
H

*Wegen M = 2L’ ist OT(M) = O™(L) trivial. Dagegen gilt O"(L) = O™(N), obwohl man L nicht
durch Reskalieren und Dualisieren in ein zu N isomorphes Gitter iiberfithren kann. Zum Beweis von
O*(L) = O*(N) siehe Proposition 1.16, Seite 19.

Sp(2,®)1 X H——
0)

V) x H——
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kommutiert (mit den angegebenen Abbildungen). Dabei ist H = H4 und H der hermi-
tesch-symplektische Halbraum vom Grad 2 (d. h. die Menge der komplexen 2 x 2-Matri-
zen mit positiv definitem hermiteschem Imaginérteil).

Die Ubersetzung der Halbriume liefert auch eine Ubersetzung der Funktionen auf
diesen Halbridumen. Starten wir insbesondere mit einer hermitesch-symplektischen Mo-
dulform f vom Gewicht k zu einer Gruppe in Sp(2, Z[i]);, verketten diese mit der Uber-
setzungsabbildung der Halbrdume und dehnen sie homogen vom Grad —k auf den affinen
Kegel aus,

. _ 1 z3 zZ5 — i26
— F t F(z,..., - . ,
f mi (21 26) 22 f(z2 (Z5 + 124 24 )

so erhalten wir eine orthogonale Modulform F' vom Gewicht k zur iibersetzten Gruppe.
Dies gilt auch umgekehrt.

Auf dem hermitesch-symplektischen Halbraum haben wir auch die Transpositions-
operation 7 : H— H; Z+— Z'. Dieser entspricht auf der orthogonalen Seite die Trans-
formation o, = (% % ). Damit ist die Abbildung Sp(2, ©); x (T) — OT(V) surjektiv,
das erweiterte Diagramm

Sp(2,C)y x (1) x H— H

| |

OHV) x H ————H

kommutiert ebenfalls, und symmetrische (d. h. unter 7 invariante) hermitesch-symplek-
tische Modulformen gehen iiber in orthogonale Modulformen zur um o,, erweiterten
iibersetzten Gruppe. Dieser Ubersetzungsmechanismus wird in den Abschnitten 1.4, 1.5
und 2.4 entwickelt.

Ubersetzt man damit die Theta-Reihen ins Orthogonale?, so erhilt man die als addi-
tive Lifts konstruierten orthogonalen Theta-Reihen (bzw. skalare Vielfache davon). Dazu
zeigen wir, daB die Ubersetzungen der bekannten (siehe [Fr1]) Nullstellendivisoren der
Theta-Reihen gerade die H(\;+M, —3) sind. Wir erhalten damit zwei Darstellungen der
orthogonalen Theta-Reihen: als additiver Lift und als Ubersetzung der hermitesch-sym-
plektischen Theta-Reihen. Durch Vergleich der Fourierentwicklung des additiven Lifts
(diese liefert die Borcherdssche Theorie) mit der Ubersetzung der Reihenentwicklung
auf der hermitesch-symplektischen Seite erhalten wir zahlentheoretische Beziehungen,
beispielsweise das Zerlegungsgesetz in Z[i] bzw. die Darstellungszahl von natiirlichen
Zahlen als Summe von zwei Quadraten. Dies ist in Abschnitt 3.3 ausgefiihrt.

Die Theta-Reihen stehen in engem Zusammenhang mit dem klassischen Problem der
Klassifizierung von sechs Punkten (bzw. Geraden) in allgemeiner Lage in der Projektiven
Ebene PZ bis auf (projektiv) lineare Transformationen. Obwohl dieser Aspekt in dieser
Arbeit keine Rolle spielt, stellen wir diesen Zusammenhang kurz vor. Diese Theorie ist
in [Yos| ausgefiihrt, wo auch weitere Originalliteratur (z. B. [Mat]) angegeben ist.

3Tatsichlich operieren H; und 1T+iH1 auf H gleich, s. d. Modulformen zu I'(144) und zum Determi-

nantencharakter auch Modulformen zu Iy zum trivialen Charakter sind (und umgekehrt). Damit passen
auch die Quadrate der Theta-Reihen in den Ubersetzungsmechanismus.
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Es seialso X = X (3,6) der Konfigurationsraum der geordneten 6-Tupel von Punkten
in IP% in allgemeiner Lage. Dabei werden zwei 6-Tupel als dquivalent angesehen, wenn
es eine lineare Transformation gibt, die das eine Tupel in das andere iiberfiithrt. Wir
konnen X realisieren als

X = GL(C*)\M*(3,6)/(C")°

wobei M*(3,6) aus den (komplexen) 3 x6-Matrizen besteht, deren sdmtliche 3 x 3-Mi-
noren nicht verschwinden. Die Spalten konnen wir als homogene Koordinaten von sechs
Punkten (bzw. als Koeffizienten von sechs Geradengleichungen) ansehen. Diese Koor-
dinaten kénnen mit Skalaren ungleich Null multipliziert werden, ohne die Punkte bzw.
Geraden zu éndern (dies entspricht der (C*)%-Operation).

Es gibt eine Abbildung X — P2, = P?, soda8 das Bild in einem P* C P? dicht ist:
Ordne einem Reprasentanten M € M*(3,6) den Punkt [--- : D;jp(M)Dyyp (M) : -]
zu, wobei Dj;,(M) die 3x3-Minore von M, gebildet aus den Spalten 7,j und £, ist.
(Fiir jede Zerlegung {i,j,k} U{l,m,n} = {1,...,6} gibt es eine homogene Koordinate,
beachte 10 = (g) /2.) Das Bild liegt in dem durch die Pliicker-Relationen definierten
linearen Teilraum P* =Y C IP?. Diese Abbildung ist eine (wohldefinierte) zweiblittrige
Uberlagerung und es gibt eine Involution * auf X, sodaB dadurch eine (wohldefinierte)
Einbettung Pl : X/* —P? induziert wird. Durch Konfigurationen in nicht-allgemeiner
Lage kann X zu X kompaktifiziert werden, soda8 sich die Involution und die Abbildung
Pl auf X fortsetzen und das Bild der volle P* =Y ist: X/ ist isomorph zu Y via PI.

Fir 2 = (z;;) € M*(3,6) betrachte die sechs linearen Formen

Lj (t) = l‘ljtl + ijtQ + $3jt3

auf P? := PZ (mit homogenen Koordinaten [t : ¢ : t3]). Das hypergeometrische (for-
male) Integral

6
/H Li(t) 2 dt mit dt =t dby A dbg + t3 dty A dby + £ dis A dby
j=1

erfiillt ein Differentialgleichungssystem, das sogenannte hypergeometrische System vom
Typ (3,6) (in den Variablen z;;). Der Losungsraum ist sechsdimensional. Durch geeig-
nete Wahl der Integrationsbereiche erhilt man Basislésungen und damit eine Abbildung
M*(3,6) —P5, die eine Abbildung Per : X/* —P% induziert. Die Abbildung hingt
stetig von den sechs Punkten ab, ist aber mehrwertig: Es gibt geschlossene Pfade in
X, entlang derer sich bei einem vollen Umlauf die Werte der Integrale dndern (dies
liegt an der Mehrdeutigkeit der Wurzel). Die Abbildung wird eindeutig, wenn wir Punk-
te, die sich um Perioden (d.h. um Integrale iiber geschlossene Pfade) unterscheiden,
identifizieren: Wir bilden in den Quotientenraum von P® nach der (um die * entspre-
chende Transformation erweiterte) Monodromiegruppe G ab: Per : X/ —P®/G. Das
Bild dieser Periodenabbildung ist enthalten in K4 bzw. K4/G, wie die Riemannschen
Periodenrelationen und -ungleichungen zeigen (beziiglich der durch die Relationen ge-
gebenen quadratischen Form). Tatséchlich liegt das Bild in der orthogonalen Halbebene
‘H := H4. Diese Abbildung setzt sich auf die Kompaktifizierungen fort.



Einleitung 9

Es gibt auch einen Zusammenhang zwischen dem Raum X der 6-Punkte-Konfigura-
tionen und K3-Flachen: Zu sechs Punkten in allgemeiner Lage betrachte die sechs Null-
stellengeraden der L; und die zweibléttrige Uberlagerung des P2, die genau langs dieser
Geraden verzweigt. Sei S(L) die K3-Fliche, die man erhilt, 1ndem man die ( ) =15
singuldre Punkte durch 15 rationale Kurven ersetzt. Die Periodenabbildung l&8t sich
auch auf den K3-Flichen deuten als Integrale iiber sechs Zykel der holomorphen Zwei-
form

6
1
= [[ (@1t + zojta + w3jts) "2 dt
j=1

mit
dt = t1 dig A dts + t3dtqg A diy + to dig A diy.

Diese Integrale erfiillen die Riemannschen Periodenrelationen.

Weiter sind H4 und Hy isomorph und die Operation der Monodromiegruppe G
entspricht der Operation der Kongruenzgrupe I'(1+4) x (1) C Sp(2, Z[i]) x (7). Schlieflich
haben wir mittels der zehn Quadrate der Theta-Reihen eine mit der iibersetzten Mono-
dromiegruppe vertrigliche Abbildung © : Hy—P?. Die Relationen dieser Quadrate
entsprechen den Pliicker-Relationen, d. h.

Xy, — Ay = Xo——Hop 44y i)

N,

IP4NY§IP9

kommutiert. Dabei sind Pl und © Isomorphismen auf den durch die Pliicker-Relationen
definierten P* C PY.

Die in dieser Arbeit konstruierten Lifts (genauer deren Quadrate) geben also eine
,Abkiirzung® dieses Diagramms. Da die Darstellung in dieser Arbeit sich an den Lifts
bzw. Theta-Reihen und nicht an deren Quadrate orientiert, wie dies bei z.B. Yoshi-
da und Matsumoto der Fall ist, ist dazu zunéchst noch eine geeignete lineare Trans-
formation R® — RS anzuwenden, die die quadratischen Formen ineinander iiberfiihrt.
Man erhélt eine biholomorphe Transformation der orthogonalen Halbriume und ent-
sprechende Transformationen der orthogonalen Gruppen (Konjugationen in GL(IRS)).
Tatséichlich geht die Gruppe der ganzzahligen orthogonalen Transformationen in O (M)
und die Monodromiegruppe G in I} iiber.

Sehr herzlich danke ich Herrn Prof. Dr. E. Freitag fiir die Anregung dieser Arbeit
und seine freundliche Betreuung bei ihrer Erstellung.

Mein Dank gilt auch der DFG, ohne deren finanzielle Unterstiitzung im Rahmen
der ,Forschergruppe Arithmetik (Heidelberg/Mannheim)“ diese Arbeit nicht méglich
gewesen ware.



Kapitel 1

Orthogonale Halbriume und
Gitter

Wir geben zunéchst die orthogonale Theorie wieder. Dabei orientieren wir uns an Freitag
[Fr4]. Anschlieflend fithren wir die in dieser Arbeit betrachteten Gitter und Kongruenz-
gruppen ein und beschreiben eine Einbettung der hermitesch-symplektischen Theorie in
die orthogonale fiir diese Gitter.

1.1 Quadratische Raume und orthogonale Halbebenen

Quadratische Riume

Sei V ein reeller endlich-dimensionaler Vektorraum und q: V — R eine nichtausgeartete
quadratische Form auf V. Durch Polarisation definiert q eine Bilinearform auf V:

(z,y) == q(z +y) —q(z) —aly) Vz,yeV

mit (z,x) = 2q(z) Vo € V. Der Raum (V, q) ist durch die Dimension und die Signatur
bis auf Isomorphie quadratischer Ridume eindeutig bestimmt. Wir sagen, der Vektor
x € V hat die Norm r € R, wenn q(z) = r gilt. Ein Vektor z € V heifit positiv bzw.
negativ, wenn er (echt) positive bzw. negative Norm hat. Er heifit isotrop, falls q(z) = 0
gilt.

Mit

O(V) :=0(V,q) := {g € GL(V); a(g(v)) = q(v) Yv € V}

sei die Gruppe der orthogonalen linearen Transformationen bezeichnet. Spezielle ortho-
gonale Transformationen sind Spiegelungen: Sei a € V nicht isotrop, d.h. V.= Ra + a™.
Die Spiegelung o, langs a ist gegeben durch a+—— —a und o,|,t = id,L, in Formeln:

Og:THT — g(’f))a Ve eV

Falls a positiv bzw. negativ ist, heifit o, positiv bzw. negativ. Dies ist wohldefiniert,
denn @ ist durch o, bis auf skalare Vielfache und damit q(a) bis auf Quadrate in R
also R~ eindeutig bestimmt. Es gilt: O(V,q) ist erzeugt von Spiegelungen. Weiter

10
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sei SO(V) die Untergruppe der orthogonalen Transformationen mit Determinante eins:
SO(V) := {g € O(V); det(g) = 1}. Spiegelungen haben Determinante —1, liegen also
nicht in SO(V). Damit besteht SO(V) aus allen Transformationen, die sich als Produkt
einer geraden Anzahl von Spiegelungen schreiben lassen.

Orthogonale Halbebenen

Die Signatur von V sei ab jetzt (2,n),n > 2. Sei V(C) := VQgrC und P(V(C)) der
projektive Raum iiber V(C). Dehne ( , ) bilinear auf V(C) aus. Dann ist

Ny i= N o= {[z] € P(V(T)); (2,2) = 0}
eine glatte Quadrik, also insbesondere eine analytische Mannigfaltigkeit, und
Ky =K :={[z] € N;(z,z) >0}

offen in NV, also ebenfalls analytische Mannigfaltigkeit. Die Bedingungen (z,2) = 0 und
(2,Z) > 0 lassen sich durch den Real- und Imaginérteil  und y von z ausdriicken:

(2,2) =0, (2,Z2) >0 <= (z,x) = (y,y) >0, (z,y) =0

Bekanntlich hat K zwei Zusammenhangskomponenten £ und K~ (siehe auch unten).
Eine davon, etwa KT, sei mit 4 bzw. H, bezeichnet, H heifit orthogonale Halbebene
oder Halbraum.

Auf P(V(C)), N und K operiert O(V,q) durch C-lineare Ausdehnung der Opera-
tion von V auf V(C). Dabei operiert genau {£idy} C O(V) trivial auf P(V(C)). Auf
KT operiert nur eine offene Untergruppe O™(V) vom Index 2 in O(V). (Die Elemente
aus O(V)— OT(V) vertauschen die Komponenten X+ und £~ von K.) Eine Spiegelung
04,a €V liegt genau dann in OT(V), wenn q(a) < 0 gilt, d. h. jede Transfromation von
O™(V) 148t sich als Produkt von Spiegelungen schreiben, wobei eine gerade Anzahl der
Spiegelungen positiv ist. Wir setzen SOT(V) := OT(V) N SO(V), d.h. jede Darstellung
einer Transformation von SO"(V) als Produkt von Spiegelungen besteht aus einer gera-
den Anzahl sowohl von positiven und als auch negativen Spiegelungen. SO™(V) ist die
Zusammenhangskomponente der Eins und hat Index 2 in Of(V) und damit Index 4 in
O(V).

Koordinatisierungen und Tubengebietmodell

Der Raum V enthélt eine hyperbolische Ebene Hy, d.h. V=H; & V; mit V; = Hf‘ und
H; hat Basis eq, ey mit (ej,es) = 1,q(e;) = 0.
Wir erhalten eine Teilkoordinatisierung von V:

V—R?>xVy; ==z +z2es + X — (21, 29, X)
mit x; € R, X € V1. Dabei iibertrigt sich die Bilinearform
(71,72, X),(y1,92,Y)) = T1y2 + 2291 + (X,Y)
bzw. die quadratische Form

a((z1, 72, X)) = 2122 + q(X).
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Die Koordinatisierung setzt sich fort auf V(C) und P(V(C)). Wir unterdriicken die
Koordinatenabbildung in der Notation und schreiben daher auch x = (x1,x2, X) bzw.
(2] = [21, 22, Z].

Die Bedingungen an N und K lauten damit

(z,2) = 2122+ q(Z)) =0 und (z,2) = 2122 + 2221 + (Z£,Z) > 0
bzw. in Real- und Imaginirteil (21, 22, Z) = (21,22, X) +i(y1,y2,Y):

T1yo + zoy1 +(X,Y) =0 und zi20+q(X) =112+ q(Y) >0

Wir kénnen daran z; # 0 und 29 # 0 fiir [2] = [21, 22, Z] € K ablesen: Wire nimlich z;
oder zo = 0, so héitte man die einfacheren Bedingungen q(X) = q(Y) > 0 und (X,Y) = 0.
Damit wire aber RX + RY ein zweidimensionaler positiv definiter Unterraum von V1,
V1 hat aber Signatur (1,7 —1). Also ist tatsdchlich z; und z2 # 0, und in £ C P(V(C))
kann 0.E. zo = 1 und 23 = —q(Z) angenommen werden. Wir erhalten daher eine
wohldefinierte Einbettung

K Vi(T) = Vi 9rC;  [2] = [ q(2), 1, Z]— Z.

Das Bild ist £' := V1+iC mit C:={Y € Vy;q(Y) >0}, d. h. K' ={Z = X+iY;q(Y) > 0}:
In obigen Bedingungen ist o = 1 und y3 = 0 zu setzen. Diese lauten damit

y1 +(X,Y)=0 und z;+q(X)=q(Y)>0.

Im Bild muf} also q(Y") > 0 gelten. Umgekehrt ist fiir alle X, Y € V{ mit q(Y) > 0 durch
z1 = —q(X)+q(Y) und y; := —(X,Y) ein Urbild [z; +iy;,1,Z] € Cvon Z = X +iY €
K' =V+iC gegeben.

Wir haben also KX —= K’ = V;+iC. Die Abbildung ist biholomorph, K’ ist das Tu-
bengebietmodell von K. Das Bild #' von H unter K — K’ ist das Tubengebietmodell
von H. Es gilt H' = V1 +iP, wobei P := {Im(Z); Z € H'} C C eine der beiden Kompo-
nenten von C, der sogenannte Positive Kegel, ist.

Auf K operiert O(V), indem die Operation auf  mit dieser Abbildung iibertragen
wird. Dabei operiert OT(V) auf H'.

Es sei K bzw. H der affine Kegel iiber K baw. H, d.h. das jeweilige Urbild unter
der natiirlichen Projektion V(C)—{0} — P(V(C)). Wir erhalten einen Schnitt X' —
bzw. H' —sH, d.h.

K—K H——H

N T bzw. .
Hl

kommutieren. Die Schnitte sind gegeben durch Z+— — q(Z)e; +e2 + Z.

Der Raum V hat Signatur (1,n — 1), enthilt also eine weitere hyperbolische Ebene
Hy, d.h. Hy hat Basis e3,eq4 mit (e3,eq) = 1, q(e;) = 0 und es gilt Vi = Hy® V, mit
einem negativ definiten, zu Hy orthogonalen Teilraum V3 von V; bzw. V. Wie oben
erhalten wir eine Teilkoordinatisierung von V; (und damit auch V):

Vi —R2x Vy; X =ax3es + z4eq + 1— (23, 24,1)



1.1 Quadratische Rdume und orthogonale Halbebenen 13

fiir X € Vi,z; € R,r € Vg. Die quadratische Form iibertragt sich auf R? x V wie oben:
a((z3,24,1)) = 2324 + q(¥).

Diese Koordinatisierung setzt sich auf V;(C) C V(C) und P(V{(C)) C P(V(C))
fort. Wieder unterdriicken wir die Koordinatenabbildung und schreiben X = (z3,z4,1)
bzw. x = (z1, T2, T3, x4,1) (entsprechend projektiv). Wie oben gilt fiir [z] € K: 23,24 # 0.

Die Bedingung an C lautet damit y3y4+q(p) >0. Wegen q(p) <0 muf} also y3y4 > 0 gel-
ten. Daher hat C zwei Zusammenhangskomponenten, die durch die Bedingungen y3 >0
bzw. y3 < 0 gegeben sind. Damit hat auch K’ = V| +iC bzw. K zwei Komponenten wie
oben behauptet. Ohne Einschrinkung sei H so gewihlt, dafl das Bild H’ die Komponente
zu y3 > 0 ist.

Damit ist H gegeben als

H = {[z] = [*,1,23,24,3];2zi € C,3 € Vo(C),ysys + a(v) > 0,y3 > 0},

wobei y; = Imz;,n = Imj und * = —q(z3e3 + z4e4 + 3) durch z3, 24,3 und q(z) = 0
bestimmt ist. Wegen y3y4 > 0 kann man auch y4 > 0 statt y3 > 0 fordern.

Mit dieser Koordinatisierung kann man auch zeigen, daf} eine Spiegelung genau dann
in O™(V) liegt, wenn sie negativ ist, wie oben behauptet: Sei a = (ay,as, a3, a4,a) die
Koordinatisierung des Spiegelungsvektors. Es gilt

Ua(z)3
Ua(Z)Q

04 € OT(V) &= Tm ( ) >0 Vz € V(C) mit [2] € H.

Setzt man die explizite Formel fiir o, ein, erweitert mit q(a) und dem komplex-konju-
gierten Nenner, so erhélt man:

0, € OT(V) <=
Im (q(a)2z3z_2 —q(a)(a,z)a3zz — q(a)(a,z)z3as + (a,z)(a,?)agag)
= q(a) Im(q(a)zgz_g — (a,z)azz3 — (a,E)zgag) >0
Vz € V(C) mit [z] € H.

Es geniigt, dies fiir ein solches z, etwa (1, 1,4,4,0), zu betrachten:

0, € ON(V) =
q(a) Im(a(a)i — (a1 + as + a3 + ias)asz — (a1 + a2 — iaz — ias)ias)
= q(a)(q(a) — (a3 + as)az — (a1 + az)az) = q(a) (ala) — a3 —a3) >0

Da Vj negativ definit ist, ist die Klammer negativ und damit
04 € O1(V) <= q(a) < 0.
Die Gruppe O(Vy) := O(V1,qlv,) ist in O(V) eingebettet:
O(V1)=—= O(V);  gr—((1, 72, 5) — (21,72, 9(x))),

d.h. g wirkt als Identitidt auf dem orthogonalen Komplement H; von V; in V. Analog
ist O(Vp) in O(Vy) und O(V) eingebettet.
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Normiert man die erste statt die zweite Koordinate, so erhilt man analog die bei-
den Komponenten aus den Bedingungen y3 > 0 (bzw. y4 > 0) und y3 < 0 (bzw.
y4 < 0). Dabei sind fiir eine feste Komponente bei beiden Normierungen das gleiche
Ungleichheitszeichen zu nehmen, wie man an [1, 1,14,4, 0] sieht. Also nach unserer Wahl:
H ={[z] = [1,— q(z3e3 + z4e4 + 3), 23, 24,3]; s € C,3 € Vo(C), y3y4 + q(p) > 0,y3 > 0}.
SchlieBlich kann man auch die dritte oder vierte Koordinate normieren und erhéilt
y1y2 + q(h) > 0 als Bedingung fiir £ und y; > 0 bzw. y; < 0 als Bedingung fiir die
beiden Komponenten (oder y2 < 0). Hierbei ist aber fiir eine feste Komponente, etwa
‘H, das Ungleichheitszeichen gegeniiber der Normierung der ersten oder zweiten Koor-

dinate zu vertauschen, denn [1,1,4,4,0] = [—4, —i,1, 1, 0].
Schliellich konnen wir auch noch Vj koordinatisieren (falls Vo # 0, d. h. n. > 2): Vj
hat eine Basis es,...,e,40 mit (e;,e;) = —26;; (also q(e;) = —1). Entsprechend haben

wir eine Abbildung

n—+2
Vo —R" % 1= Z%‘ei'—>($5, ey Tpy2)-
1=bH

Auch diese Koordinatisierung setzt sich komplex und projektiv fort. Bei Bedarf kénnen

wir also
n+2

[—a(Z),1,23,24, 25, .., Zny2] := [~ a(Z)e1 + ez + z3e3 + 2404 + E zieil
i=5
usw. schreiben.

1.2 Gitter

Sei M C V ein Gitter, d. h. eine diskrete Untergruppe vollen Rangs. Durch Einschrinkung
von V auf M ist auf M eine nicht ausgeartete quadratische Form bzw. Bilinearform
definiert (ebenfalls mit g bzw. (, ) bezeichnet). Das Gitter M heifit ganz, wenn (m,n) € 7
Vm,n € M gilt, es heifit gerade, wenn q(m) € Z, d.h. (m,m) € 2Z, Ym € M gilt. Jedes
gerade Gitter ist ganz, denn (m,n) = q(m +n) —q(m) — q(n) € Z Vm,n € M.

Das zu M duale Gitter M’ ist definiert als

M’ :={n € V;(n,m) € Z Ym € M}.

Es gilt M" := (M) = M. Ist M ein ganzes Gitter, dann ist M C M’. Damit ist die
Diskriminatengruppe M’/M eines ganzen Gitters wohldefiniert und endlich.

Mit O(M) := {g € O(V); g(M) C M} sei die Gruppe derjenigen Transformatio-
nen von O(V) bezeichnet, die M in sich iiberfithren. Es gilt O(M) C O(M’) und daher
O(M) € O(M") also O(M') = O(M). SchlieBlich sei Of(M) := O(M) N O™(V) und
SO*(M) := OF(M) N SOH(V).

Eine Transformation g € O(M) fiihrt also sowohl M als auch M’ in sich {iber und
induziert daher einen natiirlichen Homomorphismus von M'/M in sich, falls M ganz ist.

Definition 1.1. Seien M,N unter einer Untergruppe G C O(V) invariante Gitter mit
M C N.

G(M,N) := Kern (G—> Aut (N/M)>
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Ist speziell M ganz, also M C M/, dann ist
T(M) := O"(M)(M, M’) = Kern (o+(|v|) — Aut (M’/M))

der Diskriminantenkern des Gitters M.

Die Gruppen G(M, N) sind Untergruppen endlichen Index in GG, insbesondere ist also
['(M) Untergruppe endlichen Index von Ot(M).

Lemma 1.2. Seien M C N und G wie in Definition 1.1. Dann gilt
G(M,N) = G(N',M")
d. h.
Kern (G—> Aut (N/M)> = Kern (G—> Aut (MI/N/)) .

Beweis. Wegen M C N gilt N’ € M’ und mit M und N werden auch M’ und N’ von G in
sich iiberfiihrt, sodal G(N’, M’) wohldefiniert ist.

Sei g € G(M,N), d.h. g € G und g(n) —n € M Vn € N. Sei m € M’ und damit auch
g(m) € M. Zu zeigen ist g(m) —m € N also (g(m) —m,n) € Z Vn € N. Sei also n € N.

(g(m) —m,n) = (g(m),n) — (m,n)
= (g(m),n) = (g(m),g(n)) = (g(m),n —g(n)) € Z Vn €N,

(g(m
denn g(m) € M" und n — g(n) € M. Damit ist G(M,N) C G(N', M’) gezeigt. Die andere
Inklusion folgt aus dieser mit M’ statt N und N’ statt M w gen N=N"und M = M"
also N/M = N"/M". O

Definition 1.3. Sei M C 'V ein Gitter und v € V. Der Vektor v heif$t primitiv beziiglich
M, wenn QuNM = Zv gilt. (Insbesondere mufi dann v € M sein.)

Eichlertransformationen

Definition 1.4. Sei u € V isotrop und v € V orthogonal zu u: (u,v) = 0. Die Fichler-
transformation E(u,v) zu u und v auf V ist definiert als

z— E(u,v)(z) =z — (z,u)v + (z,0)u — q(v){(r,u)u Yz e V.
Eichlertransformationen haben die folgenden einfachen Eigenschaften:
Lemma 1.5. Es seien u,v,w € V, u isotrop und v und w orthogonal zu u. Dann gilt:
u,u) = idy

e E(u,v) =1idy, falls u oder v =0

E(
(
E(u, av) = E(au,v) Ya € R, insbesondere E(u,v) = E(—u, —v)
(u,v) E(u,w) = E(u,v + w), insbesondere

(

u,v) ' = E(u, —v) = E(—u,v) und
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e E(u,v)" = E(u,mv) = E(mu,v) Vm € Z

e E(u,v)E(v,u) = idy bzw. E(u,v) = E(v, —u) = E(—v,u), falls zusdtzlich v isotrop
o gB(uv)g~" = Blg(w),g(0)) fiir alle g € O(V)

e E(u,v)(z) =z fir alle x € V orthogonal zu u und v

Lemma 1.6. Es gilt E(u,v) € SOT(V), also insbesondere det E(u,v) = 1. Fiir ein ge-
rades Gitter M und u,v € M liegt E(u,v) im Diskriminantenkern T'(M).

Beweis. Zunichst ist E(u,v) € O(V): Die Abbildung ist offensichtlich linear und man
rechnet leicht q(E(u,v)(x)) = q(z) Yz € V nach.

Durch E(t) := E(u, tv),t € [0, 1] ist ein Weg von idy = E(u,0) nach E(u,v) in O(V)
gegeben, also liegt E(u, v) in der (Weg-)Zusammenhangskomponente der Eins von O(V),
also in SOT(V).

Ist M ein gerades Gitter, u,v € M und z € M', so sind (z,u), (z,v) und q(v){z,u) € Z
und damit E(u,v)(z) —z € Zu + Zv C M. O

Es sei jetzt V = Rei ®ResdRes @ Res dVy koordinatisiert wie im vorigen Abschnitt.

Definition 1.7. Sei M ein ganzes Gitter, My := M N V. Mit O(My) sei die Gruppe
O(Vp) N O(M) bezeichnet, mit SO(Mgy) der Durchschnitt mit SO(Vy).

Ist M von der Form M = Z?:l Ze; + Mg,Mq C Vo, so bezeichne EO(M) C O1(M)
die von den FEichlertransformationen der Form E(e;,v),1 < i < 4,0 € M orthogonal zu
e;, erzeugte Gruppe:

EO(M) = (iLle{E(ei,v);v € M,vle;}) C OF(M)

Fiir gerade Gitter M ist nach obigem Lemma EO(M) im Diskriminantenkern I'(M) ent-
halten.

Bemerkung 1.8. Wegen Lemma 1.5 geniigen E(e;,v) mit primitiven v zum Erzeugen
von EO(M). Tatsdchlich geniigen v aus einer Basis von M N ef-:

4
EO(M) = (iszl{E(ei,v);v aus Basis von M Nei})

1.3 Spezielle Gitter und Gruppen

Wir betrachten in dieser Arbeit spezielle Gitter im R. Sei also V = R® und

a((w1,...,26)) = T122 + T3T4 — I% - x%.

Die induzierte Bilinearform ist gegeben durch

(z1,-..,26),(Y1,---2Y6)) = T1Y2 + Tay1 + T3ys + Tay3 — 225y5 — 2T6Ys-

Die Vektoren eq,...,eyt9 aus der Koordinatisierung von V seien die kanonischen Ein-
heitsvektoren des RS, also Hi = Re; + Res, Hy = Res + Res, Vg = Res + Reg,
Vi=Hy® Vg und V =H; & V. Wir benutzen die
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Notation 1.9. Mit o sei die Permutation (12)(34) € Sg bezeichnet.
Damit gilt (e;,v) = vy fiiri =1,...,4,v = (v1,...,v5) € V.
Wir identifizieren lineare Abbildungen von V mit den zugehdrigen 6% 6-Matrizen

beziiglich dieser Basis (und schreiben Vektoren in diesem Zusammenhang als Spalten).
Die betrachteten Gitter sind:

Definition 1.10. Es seien L := Y.0_ Ze;, M := 2L’ und N := 2?21 Zei+ 7% (e5+eq) +
Z%(65 —eg). Wir fassen 75 als Teilmenge von RS auf und schreiben salopp:

L=Z7ZS=HxHXZxT7
M=2l"=2Hx2HXZ xZ
N=HxHx N

Hierbei sei H eine ganzzahlige hyperbolische Ebene, genauer
H=H; NZ° = Ze, + Zes bzw. H=Hy N Z° = Zes + Zey
und
No=ZXZU (3,3 +ZxZ="27(3,3)+Z(%,-3)
={(a,b) € 1Z x §7,a — b € T} = Tk (es + eg) + Zg(es — eg).

Die Gitter L, M und N sind ganz, L und M auch gerade. Es gilt My = Ly = Zes + Zeg
und L’ = M bzw. M’ = 3L sowie N’ = N, d.h. N ist selbstdual (aber nicht gerade). Fiir
die Diskriminantengruppe von M gilt

M/ = (Z/4Z>4 X (Z/2Z)2-

Wichtig werden auch die Untergruppen

U= (Z/2Z>6 und - Ny = (Z/2Z>5

der Elemente der Ordnung zwei und der Elemente halbganzer Norm darin beziiglich der
induzierten Form

1
M,/M—>ZZ/Z; m+ M+— q(m) + 7Z

sein (es ist No/My = Z/27).
Von O"(L) = OT(M’) = Of(M) sind die Erzeuger bekannt [F-H]:

Satz 1.11. Die Gruppe O'(M) wird erzeugt von O(Ly) und EO(L).

Folgerung 1.12. Die Gruppe SOT(M) wird erzeugt von SO(Lg) und EO(L).
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Die Gruppe O(My) = O(Ly) besteht aus Matrizen der Form (%4 &) mit G'(—2E»)@

= —2F5, d.h. G'G = E3, und G(Z?) C 7Z2. Dabei sei E, die n x n-Einheitsmatrix. Also
Ge{(49),(5-1). (0 1) (0026 (T 0). (% o), (-270)}

bzw. O(MU) == (hl,h2> wobei

_(Es O _(BEx 0\ _(Es 0
’“-—(o 0 a) und ’”'—(o H)‘(O —1)'

Die Transformation h; erzeugt die Untergruppe SO(My), hs ist die Spiegelung an eg:
ho = 0. Es gilt h1 = 0c qegho = OcyteOeg-
Weiter wird EO(L) erzeugt von den E(e;, e5),i € {1,...,4},j€{1,...,6} mit (e;,e;) =
0. Wegen Lemma 1.5 konnen die E(e;, €;),7 € {1,...,4} zum Erzeugen von EO(L) wegge-
lassen werden. Dies gilt auch fiir die E(e;, e;),7 € {3,4},7 € {1,2}, denn diese entstehen
aus denen mit i € {1,2},5 € {3,4} durch Inversion: E(e;, e;) = E(—ej, e;) = E(ej,e;) 7"
Von den iibrigen sind noch E(es, e5) und E(es, eg) iiberfliissig, denn es gilt fiir j = 5, 6:
40 0 0
E(ez,ej) = E(er,e;) 1 mit [:= 0 Y7 0] eof(m)
0 0 FEs
Wegen
I =E(e1,e3) E(ea, e3) E(e1, e4) E(ez, e4) E(er, e3) E(ez, e3)

liegt ndmlich [ im Erzeugnis der verbliebenen Eichlertransformationen.
Fiir SOT(M) und O"(M) sind die Eichlertransformationen mit j = 6 iiberfliissig, denn
sie sind konjugiert zu denen mit j = 5: E(e;, eg) = hy E(e;, 65)_1hf1. Wir erhalten

Folgerung 1.13.

e Die Transformationen E(e;, e;) mit i € {1,2},5 €{3,4,5,6} aber (i,5) #(2,5), (2,6)
erzeugen EO(L).

e Die Transformationen hy und E(e;,e;) mit i € {1,2},5 €{3,4,5} aber (i,j) # (2,5)
erzeugen SOT(M).

e Die Transformationen hy,hy und E(e;,e;) mit i € {1,2},5 € {3,4,5} aber (i,j) #
(2,5) erzeugen OT(M).

Nehmen wir [ zu den Erzeugern dazu, so entstehen die E(es, e;) aus den E(eq, ey)
durch Konjugation mit / und umgekehrt, also

Folgerung 1.14. Seii =1 oder i = 2. Dann gilt:
e Die Transformationen [ und E(e;,e;),j € {3,4,5,6} erzeugen EO(L).
e Die Transformationen I,hy und E(e;,e;),j € {3,4,5} erzeugen SOT(M).

e Die Transformationen ,hy,ho und E(e;,e;),j € {3,4,5} erzeugen OFT(M).
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LBt man am Anfang dieser Uberlegungen nicht die E(e;, e;) mit i € {3,4},5 € {1,2}
sondern umgekehrt i € {1,2},5 € {3,4} weg, erhilt man analoge Aussagen fiir 1 = 3,4
(beachte, daf [ auch im Erzeugnis der verbleibenden Transformationen vom Typ E(es, e;)
und E(eq, e;) liegt, wie man durch Inversion der expliziten Formel fiir [ mit Lemma 1.5
sieht), d. h. es gilt der

Satz 1.15. Fliir jedes i € {1,2,3,4} gilt:
e Die Transformationen | und E(e;,ej),j € {1,...,6}—{3,0(i)} erzeugen EO(L).
e Die Transformationen [, hy und E(e;,e;),5 €{1,...,5}—{i,0(i)} erzeugen SOH(M).

e Die Transformationen I, hi,hy und E(e;,e;), 7 € {1,...,5}—{i,0(i)} erzeugen
O™ (M).

Wir geben hier die Eichlertransformationen vom Typ E(e;,v),i = 1,...,4,vle;, d. h.
Vs(;) = 0, in Matrizenform an:

E(ei,v)(z) = 7 — 2,30 + (z,0)e; — q(v) 4 €i,

01 0 0
10

also mit der Matrix G = ( 0 9L 0 ) und z,(;) = e;(i)x
0 0 —2F

E(e;,v)(z) = <E6 - Uelg(i) + eiv'G — Q(U)eiela(i)> T,

d.h. E(e;,v) ist die Einheitsmatrix, von der in der o(i)-ten Spalte v abgezogen und in
der i-ten Zeile v'G addiert und schliefSlich vom (7,0 (7))-Eintrag q(v) subtrahiert wird,
z.B.

1 —q(v) va v3 —2v5 —2vg
N
— —v3
E(er,v) = 0 —wg 01 0 O
0 —vs 0 O 1 0
0 —wg 0 O 0 1

Beachte, daf} sich im Eintrag (1,2) bzw. allgemein (7,0(i)) die Beitrage von —v und v'G
(namlich Fv; bzw. Fv;) wegheben, sodaf allgemein hier immer — q(v) steht.

Proposition 1.16. Es gilt O(M) = O(N), also auch O"(M) = O™(N). Insbesondere fiihrt
O™(M) das Gitter N in sich diber. Weiter gilt:

O*(M)(N, M) = O (M)(M, N)
d. h.
Kern (o+(|v|) — Aut (M’/N)) = Kern (o+(|v|) — Aut (N/M)) .
Beweis. Wegen N = {m € L';q(m) € 1Z} gilt O(L) = O(L') € O(N) und wegen
L = {m € N; q(m) € Z} gilt O(N) C O(L), also insgesamt O(N) = O(L) = O(M).

Die Gleichheit der beiden Kerne folgt aus der Selbstdualitdt von N und aus Lemma
1.2 mit G = OT(M). O
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Definition 1.17. Wir definieren fiir Gitter G C M' = (3Z)8, die unter OT(M) invariant
sind:

Iz := O*(M)(G,M') = Kern (o+(|v|) — Aut (M’/G))
Und speziell:
[ := Ty = [(M) = OF(M)(M, M') = Kern (0+(|v|) — s Aut ('V"/M))
Mit ST und SIg seien die jeweiligen Druchschnitte mit SO(V) bezeichnet.
Wegen Proposition 1.16 gilt
Iy = Kern <O+(|\/|) — Aut (N/M)) .
Satz 1.18. Es gilt

O M)/, = 5.

Ein Isomorphismus Sg —>0+(M)/FN ist definiert durch
(i,0+ 1)—giIy Vi=1,...,5.
Dabei sind die g;,t = 1,...,5 definiert als
g1 :=E(e1, e3) 92 == E(e2, e4)
93 :=E(e1,e3 +ea+es)  ga:=E(er,e3)
g5 := E(e1, eq).

Beweis. Die angegebene Abbildung Ss —O%(M)/Iy ist wohldefiniert, denn die g; er-
filllen modulo Ty die Relationen der erzeugenden Transpositionen (4,7 + 1) € Sg, d.h.
g? € I\; (gigj)® € I\ fiir |i — j| = 1 und (gig;)* € Iy fiir |i — j| > 1. Sie ist surjektiv,
denn die g;, hj erzeugen OT(M) wegen g3 = g1g5 E(e1, e5) und die h; liegen in Iy. Sie ist
injektiv, denn sonst wiire O"(M) /I =2 Sg/Ag oder Sg/Se, hiitte also neben Iy héchstens
ein weiteres Element. O

Fiir die speziellen Gruppen gilt
SO (M)/SI‘N =~ O )/(h2)/r'\'/<h2) ~ 0 (M)/I‘N = S.
Bemerkung 1.19. Unter dem angegebenen Isomorphismus gilt:

(12)(34)(56) —E(e1, e5) I
(13)(46) — [Ty
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Satz. Es gilt FN/F = (Z/2Z> 10.

Folgerung 1.20. Der Index von T' in Of(M) ist 6!2'0 = 737280.
Dazu zeigen wir zunichst

Lemma 1.21. Die Gruppe FN/F ist Z/QZ—Vektormum.

Beweis. Zu zeigen ist: Die Gruppe Iy /T ist abelsch (also Z-Modul bez. Potenzbildung)
und (gI')2 =T, d.h. g2 €T, Vg € I§.

Seien also g, h € I. Zu zeigen ist g~ 'h~'gh € ", d. h. g~ 'h='gh(m)—m € MV¥m € M'.
Sei also m € M'. Es sei m; := [(m) —m VI € Ty. Es gilt m; € N und falls m € N gilt
my; € M. Damit

g~'h " gh(m) = g~ 'h™ g(m + my)
=g 'h Y (m + mg + mpy +my, g)

=g (b~ (m +mp) +h™ (mg +mgp) + B myg —mg )

J

~~ ~~ ~~
=m =My =meM

=g '(m+m, +m)

Also g7 'h~'gh(m) —m € M.
Sei jetzt g € Iy und m € M/, zu zeigen ist g?(m) — m € M.

g°(m) = g(m +my) = m+mg+mg+mgg=m+2my+myg,

(Bezeichnung wie oben). Es gilt m, € N also 2m, € 2N C M und mgy 4 € M, denn g 148t
zunédchst m modulo N fest und dann m, € N modulo M. O

Wir wollen die Dimension von Iy /T bestimmen und einen Isomorphismus nach (7Z/27)%™
angeben. Dazu geben wir linear unabhéngige Erzeuger an. Dabei ist es einfacher, sich
nicht um die Zusammenhangskomponente zu kiimmern. Wir betrachten daher zunichst

~ FEy 0 O
Ty := O(M)(M,N) = (T, ) mit h:= ( 0 P £2> € O(M)— Of(M).

Auch Iy /T ist cin Z/27Z-Vektorraum, was man genau wie Lemma 1.21 beweist.

Lemma 1.22. Die elf Transformationen
E(6i726j)77: € {172}7] € {374}7E(61765 + 66)77" € {17 s 74}717'17 _h%h

erzeugen zusammen mit I' die Gruppe Iy.
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Beweis. Die Transformationen liegen in m: Es gilt
E(ei, 26]')(” -l = —2<l,€i>€j + 2<l,6]‘>6i,
E(ei,es +e6)(l) — 1= —(lei)(es + es) + (l,es + es)ei — dles + es)(l,ei)e;.

Dies liegt in 2N fiir alle [ € L. Fiir h1, —h? und h ist dies klar. (Dabei haben wir die
,ganzzahlige® Definition von I = OT(M)(G, M’) = OT(M)(2G, L) benutzt.)
Die Eichlertransformationen E(e;, 2e;),i € {1,2}, j € {3,4} liegen in diesem Erzeugnis,
denn sie sind invers zu E(e;, 2¢;): E(ej, 2¢;) = E(—2e;, ¢;) = E(e;, 2¢;) ! (Lemma 1.5).
Sei nun g € Ii. Es gilt

g(e1) =ep mod 2N
= ey + 2e9e9 + 2e3e3 + 2644 + €5(e5 + €g) mod 2M

mit gewissen g; € {0,1}. Durch eventuelle Multiplikation mit —h? kann o.E. g(e;) =
+e1 + ... angenommen werden. Die quadratische Form ist auf L modulo 4 eindeu-
tig, wenn man Anderungen modulo 2M zulifit, d.h. q induziert L/2M —Z/47. Also
0=q(er) = alg(e1)) = qler + 2e2e2 + 2e3e3 + 244 + €5(e5 + €6)) = 262 — 265 mod 47,
also €9 = e5. Damit ist aber 2e9e9 = 28%62 und daher

gle1) = ey + 2e3e3 + 2e4e4 + e5(e5 + ) + 28%62 mod 2M
= E(eg, 2e3e3 + 2e4e4 + €5(e5 + €g))(e1) mod 2M
= E(eg,2e3)% E(eg,2e4)°* E(ea, e5 + €5)°%(e1).

Wir konnen also o. E. g(e1) = e; mod 2M annehmen. Entsprechend kann man bei g(e3)
verfahren. Dabei darf jedoch an g(e;) mod 2M nichts gedindert werden. Die benotigte
Eichlertransformation E(eq, *) ist unproblematisch und es gilt sowieso g(es) = +ex+. ..
denn g(ez)2 = (e1,9(e2)) = (g(e1),9(e2)) = (e1,e2) = 1 mod 4Z. Entsprechend gilt o. E.
g(e3) = ez mod 2M. Hierzu kann das Vorzeichen von e3 mit h gewechselt werden, ohne
g(e1) und g(ez) zu verdndern, und dann wie oben eine Eichlertransformation E(ey, *)
angewandt werden. Fiir 1 = 1,2 ist 0 = (e;,9(e3) = 2¢; mod 4, also ¢; = 0 fiir i = 1,2 und
daher x = e5(e5 + e5), also dindert E(ey, *) nichts an g(e;) und g(es) modulo 2M.

SchlieBllich gilt 0. E. g(e4) = e4 mod 2M wie oben. Weiter gilt g(e5) = e5 mod 2N.
Tatséichlich gilt dies nicht nur modulo 2N = 2H x 2H x 2Ng, sondern sogar modulo
4H x 4H x 2Nj: Es sei g(e;) = e; + mj, d.h. mq,...,my € 2M und ms € 2N. Damit gilt
fir i =1,...,4 (my sei die I-te Koordinate von my):

0 = (eies) = (g(ei),g(es)) = (ei +mi,es +ms)

= (e;,e5) +(ei,ms) + (mj,e5) + (m;,ms)
—— ——— N—_——
—0 €4z €4z
= m5g(i) IIlOd 4Z

d.h. ms; € 47 fiir 1 = 1,...,4. Entsprechend gilt dies fiir e5. Damit gilt also g(e5) = e5
oder eg mod 2M. Nach eventueller Multiplikation von g mit hy also o.E. g(es) = es.
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Auch g(eg) ist kongruent es oder eg mod 2M und zwar kongruent eg, denn

(65,65) = -2
(65,66> = 0 \/

0 = (es,e6) = (g(es),9(e6)) = (es,9(e6)) = { mod 47.

Damit ist g durch Multiplikation mit den elf Transformationen nach I' iiberfihrt. [

Lemma 1.23. Die I'-Klassen der elf Transformationen aus Lemma 1.22 sind Z/QZ—ZZ'—
near unabhdngig in FN/F.

Beweis. Gegeben sei eine Z/27-Linearkombination der elf I'-Klassen. Diese ist reprisen-
tiert durch ein Produkt P der elf Transformationen, wobei jede hochstens einmal vor-
kommt. Zu zeigen ist, dal das Produkt leer ist, falls P € T'.

Fir ¢ € {1,...,4} sei P; das Produkt der Faktoren vom Typ E(e;, ), die in P
vorkommen und @) das Produkt der iibrigen Faktoren von P, d.h. P = QP P, P3P, mod
L. Es gilt Pj(e;) = e; fiir 4,5 € {1,...,4} mit j # o(i) und P, (e;) = E(ey(y,vi)(ei) =
e; — v; — q(v;)eq (i), wobei v; Summe von 2e;,j € {1,2,3,4}—{i,0(i)} und e5 + eg ist, in
der jeder Summand hochstens einmal vorkommt. Dieses v; ist Element von 2M genau
dann, wenn v; = 0 also Py(;) = idy gilt. Damit ist fir i =1,...,4

P(ei) = QP P2PsPy(e;) = Q(Py; (€i)) mod 2M
= Q(e; —vi — a(vi)es(i)) = £e; — Q(vi) F a(vi)es(i)-
Dies muf}

= e; mod 2M

sein, falls P € T' gilt. Der Vektor Q(v;) ist Summe von +2e;,5 € {1,2,3,4}—{i,0(7)}
und e £ eg, insbesondere also € 2M genau wenn Q(v;) = 0.

Damit mufl Q(e;) = +e; und Q(v;) = 0 also v; = 0 fiir 4 = 1,...,4 sein, d. h. aber
P, =idy firi =1,...,4 und Q = hy oder idy. Aber () kann nicht hy sein, denn dann
wire P=0Q =hy ¢T. O

Folgerung 1.24. Die I'-Klassen der Transformationen aus Lemma 1.22 ohne h bilden
Z/QZ—Basis von FN/F.

Beweis. Die zehn Transformationen liegen in Iy und ihre I'-Klassen erzeugen eine Un-
tergruppe von Iy /T vom Index 2. O

Damit ist bewiesen:

Satz 1.25. Es gilt
10
My = (Z/QZ) :
10
Ein Isomorphismus (Z/2Z> —>FN/I1 ist gegeben durch

(€1y...,610)— E(e1,2e3)° E(e1,2e4)°?2 E(eg,2e3)%® E(eg, 2e4)%
E(el, €5 + 66)65 E(eg, €5 + 66)86 E(eg, €5 + 66)87
E(eyq,e5 + 66)88hi9(—h%)81°F.
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10
Folgerung 1.26. Es gilt auch SFN/SI1 = (Z/QZ) . Einen Isomorphismus erhdlt man

aus obigem, indem man I' durch ST ersetzt.

Folgerung 1.27. Es gilt

g = (Z/QZ)5 und /= (Z/QZ)5-

Basen bilden die 1} -Klassen von E(ej,es + eg),i = 1,...,4 und hy einerseits und die
-Klassen von E(e;,2e;),i € {1,2},5 € {3,4} und —h? andererseits.

Beweis. Wegen I' =Ty C I} C I ist die Z/27Z-Vektorraumstruktur der beiden Gruppen
klar. Bs gilt E(e;, 2¢;) € I und —h? = (*{54 ,32) € I.. Daher wird Ijy/Ij von den [} -Klas-
sen von E(e;, e5+e5),7 = 1,...,4 und hy erzeugt. Wegen E(e;, e5+¢4)(z) = x—xg(i)(eg,-l-
eg) mod 2L fir x € L,s=1,...,4und hy(z) = . — (x5 —xz¢)es — (x6 — 5)eq ist keines der
nichtleeren Produkte der fiinf Erzeuger (in dem jeder Faktor hochstens einmal auftritt)
in T, : Bin Produkt P ist modulo T} kongruent zu E(ey,es + e5)" ... E(er, es5 + e5)’hd
mit 0; € {0,1},4 = 1,...,5. Damit ist P(e;) = e; — d,(;)(es + e) mod 2L also d; = 0
firs =1,...,4 falls P € I}. Also P = hy oder idy und damit P = idy wegen hy & I} .
Damit sind die fiinf [} -Klassen linear unabhéngig.

Aus Dimensionsgriinden muf auch T} /T & (%/27%)> sein. Da die T-Klassen der vier
Transformationen vom Typ E(e;, 2¢;) und von —h? linear unabhéingig sind, bilden diese
eine Basis. U

1.4 Hermitesch-Symplektische Matrizen und orthogonale
Transformationen

Sei weiterhin V = RS mit quadratischer Form q(z) = zyx3 + 324 — :1:% — :vg beziiglich

der Standardbasis e, ..., es. Wir ordnen jedem Vektor z € V wie folgt eine (komplexe)
Matrix zu:
rog —I3 0 —I
T4y —XTo X1 0
= X =
z ($1,$2,x3,$4,$5,$6)|—> 0 — 2o o T4
9 0 —xr3 —Xo

wobel g := x5 — iT6.

Sei V C M**4(C) die Menge dieser Matrizen. Die Zuordnung V —s V; z+— X ist R-
linear (Isomorphismus). Damit iibertragt sich die O(V)-Operation auf V, insbesondere
gilt ho(X) = .

Dabei transformiert sich die quadratische Form:

—XX =q(z)E4, d.h. q(X) :=q(z) = =% spur(XX) = —(X¥X);

(oder jedes andere Diagonalelement). Damit gilt q(z)* = det(—XX) = |det(X)|* also
|det(X)| = q(x)?. Tatsichlich ist det(X) = q(x)>.
Fiir die Bilinearform gilt:

(X)) = (z,y) = —(XY +YX)11 baw. XY +YX = —(z,y)Ey
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wenn z+— X und y—— ), denn
(z.9)Er = a(z +y) By — q(2) By — a(y) By = —(X + V)(X + V) + XX + VY
= - XX - YX - XY - YV + XX + VY = (XY + VX)
Notation 1.28. Wir schreiben X = (Gm?”;“?’% o m/ ) mit J = (? *é) und
G bood = (C—bld —a ) 2 x3,74,T5,T6
a,b,c,d *— .

—c—id

B(?ﬁnition 1.29. Eine Matriz M € M?"*2"(C) heifit hermitesch-symplektisch, wenn
M I,M = I, gilt, wobei I, := (_OEn EO”) Die Gruppe dieser Matrizen wird mit Sp(n, C),
die Untergruppe der Matrizen mit Determinante 1 mit Sp(n,C), bezeichnet. Die Un-
tergruppen der Matrizen mit Eintrigen in Z[i] werden mit Sp(n, Z[i]) und Sp(n, Z[i])1
bezeichnet.

Wie im reellen Fall zeigt man (vgl. [Fr2]):

Bemerkung 1.30. Die Matrizen I, und (}%" Esn) mit S = S erzeugen Sp(n, C)1. Zu-

sammen mit den Matrizen (‘3 ZIO—I) mit A € GL(C™) erzeugen sie Sp(n,C). Das glei-

che gilt fiir Sp(n, Z[i])1 und Sp(n,Z[i]), wenn man verlangt, daff die Matrizen S und A
Eintrage in Z[i] haben und A unimodular ist.

Die Determinante einer hermitesch-symplektischen Matrixz hat Betrag 1. Fiir Matri-
zen in Sp(n, Z[i]) ist die Determinante +1.

Satz 1.31. Auf V (und damit V) operieren die hermitesch-symplektischen 4x 4-Matri-
zen mit Determinante 1 Sp(2, C)y als orthogonale Transformationen:

(M, X)— M(X) := MXM ',

d.h. es gilt:

1. M(X) € VVX € V, VM € Sp(2,C)1, und fiir festes M ist X+— M(X) ein
Endomorphismus des R-Vektorraums V.

2. M(N(X)) = (MN)(X) VM,N € Sp(2,C);, VX €V
3. q bleibt erhalten: q(X) = q(M (X)) VX € V, VM € Sp(2, C);.

Wir setzen [ := I = (7%2 %2). Zum Beweis beachte: Fiir M € Sp(n, C) gilt M=

—I,M'I,. Weiter gilt AJA’' = det(A).J fiir beliebige Matrizen A € M?*2(C) und jede
antisymmetrische 2 x 2-Matrix ist von der Form a.J.

Beweis. 2. ist klar und daher geniigt es 1. fiir die Erzeuger I und Ts := (%2 Ef‘; ) , 8 = gl,

von Sp(2,©); zu zeigen. 3. ist einfach (von vornherein ist klar, daB q(X)% = |det(X)],
also q(X) bis aufs Vorzeichen, erhalten ist):

~MX)M(X) = -MXXM~' = -XX (beachte XX € CEy)

Fiir den Erzeuger I gilt

_ ——1 _ _ G, —IQJ _ I
I(X)=IXT =—IXI= <_x1J o ) =X
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also I(X) € V. Dabei haben wir abgekiirzt: G := G, 45,25 26-
Betrachte jetzt Ts mit S =S = (250):

51 82

— I _ ! 1
Ts(X) = ~TsXITST = <G+I2SJ 1] — 1,878 — GS +SG>

ng GI —ngS'

Der 1,1- und 2,2-Block sind transponiert zueinander, der 1,2-Block ist antisymmetrisch
also von der Form «.J, und der 2,1-Block hat sowieso die verlangte Form. Wegen S.J =
Gsp,50,Res1,— Ims; haben die Diagonalblécke die gesuchte Form (beachte sg, sz € R). Es
bleibt die Frage, ob der 1,2-Block reell ist. Die Matrizen z1J und —z2SJS" = —x5 det(S)J
sind reell. Es gilt —GS" + SG' = (—x359 — T450 + 275 Re sy — 226 Im s1)J, also ist der
1,2-Block reell und damit Ts(X) € V.

Damit ist M (X) € VVX € V, VM € Sp(2, C); gezeigt. Die Abbildung X +—— M (X)
ist offensichtlich IR-linear, d. h. 7. und damit der Satz ist bewiesen. ]

Wir erhalten also einen Homomorphismus von Sp(2, C); nach O(V) bzw. O(V). Es gilt:

Satz 1.32. Der Kern des Homomorphismus Sp(2,C)y — O(V) ist {£FE4}. Das Bild
ist die Untergruppe SOT(V). Es gilt also

Folgerung 1.33. Die Gruppe Sp(2,C)y operiert auf H. Genau die Matrizen aus (iEy4)
wirken als Identitdt.

Beweis. Die Gruppe OT(V) operiert auf #, es gilt i Fy — — idy, und £ idy € O(V) sind

die einzigen auf A trivialen Transformationen von O"(V). O
Zum Beweis des Satzes: Die Matrix M = (é g) liegt genau dann im Kern, wenn
MXM ' =xvx e V,d.h. MX = XM VX € V, gilt. Aus z = e; und z = ey folgt

B=C=0,also D = Z’fl, und det A = 1. Aus z = e3 und ey folgt dann A diagonal
und schliellich aus x = e5 A skalar, und damit A = £ F» also M = +FE}.

Das Bild ist enthalten in SO™(V), denn Sp(2,C); ist zusammenhingend und die
Abbildung ist stetig, das Bild also in der Zusammenhangskomponente der Eins, d.h.
SO™(V), enthalten. Alternativ liegen die Bilder von I und T in SO™(V) (siehe unten).

Zum Beweis der Surjektivitit dehnen wir die Operation aus:

Satz 1.34. AufV operiert die Gruppe

S:={M e M>**(C); M'IM = rI,r € R*,det M > 0}
via
1

(M, X)— M (X) := MXM

als Gruppe orthogonaler Transformationen, d. h. wir erhalten einen Homomorphismus
S — O(V).

Beweis. 7Zu beweisen sind die entsprechenden drei Punkte aus Satz 1.31. Die Punkte 2.
und 3. sind klar, der erste folgt aus Satz 1.31 und dem folgenden Lemma.



1.4 Hermitesch-Symplektische Matrizen und orthogonale Transformationen 27

Lemma 1.35. Die Gruppe S wird erzeugt von J = (‘é PJ), den aFy mit a > 0 und
Sp(2a (D)l:

S = (J, B4, a > 0,Sp(2, €);)

Beweis. Es gilt aFy € S (mit r = o und det = ! > 0) und J € S (mit r = —1 und
det J =1).

Sei M € M"*(C) mit M'IM = I und det M > 0. Ist 7 > 0, so liegt M = (L E)M
in Sp(2, C)1:

—

ITMILM =M =Lrl =1

vr VT
und
det(%M) = L det M € RyoN St = {1},

wobei S! = {z € C;|z| = 1} = {det M; M € Sp(2,C)}.
Ist 7 < 0, so kénnen wir 0. E. r = —1 annehmen, indem wir notfalls zu \/%M iibergehen.
Dann ist aber JM € Sp(2, C);:

—  _ _ = -

JMIJM =M JIJM = -M'IM = —(-I) =T
und det(JM) = det M € S N Ry = {1}. O

Die aFEy, « > 0 operieren trivial und J als die orthogonale Transformation

—FEy 0 0
0 05 0 | eso(v)-sof(V).
0 0 —10
01
Damit ist Satz 1.34 bewiesen. O

Das Lemma zeigt weiter
S =S29UJSs0 = S-oUSs0J
wobei

Sso = {M e M*NC); M'IM = rI,r > 0,det M > 0}
= (aE4,oz > 0, Sp(2,®)1>

und daf das Bild enthalten in SO(V) und der Kern REy ist. Wir zeigen, dafi das Bild
ganz SO(V) ist.

Proposition 1.36. FEs gilt V* C S, wobei V* := {X € V;q(X) # 0}. Genauer gilt
X'IX = —q(X)I VX € V.

Beweis. Eine Matrix M = (é g) erfiillt M IM = rI genau wenn Ac= 6,A, D'B=B'D
und A D—C'B = rEy gilt. Fir M € Vist A=G, D = G', B =2,J und C = z5.J. Damit
ist AC = @,:1:2,] und C'A = —z9JG also Ac=04 wegen GJ= (f;o }?) =-JG
und analog D'B = B'D. Weiter gilt AD —C B =G G' — (—22J)z1J = (GG)' + 2221 J2
und GG = (|zo|? — z324) B also A'D—-C'B = —q(z)E> und damit X' TX = —q(z)].
Sowieso gilt det X = q(z)? > 0. O
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Folgerung 1.37. Es gilt
{X eV;q(x) = -1} € Sp(2,C)

und
{X €V;q(z) = +1} C Sy == (Sp(2, €)1, J)
= {M e M>HC); M'IM = £1,det M = 1}.
Es ist also YYX €V VX,V €V. Wegen XX = —q(z)Ey gilt X '= —ﬁ?c’ fiir nicht-

isotrope z. Damit gilt

1 -1 _ -1

— X (V)X = —he VAT = (2,hs(y)) X
= —ho(V) + LY = 0, (hy(V))
= —hy (y + gl(i(f&;;’; hz(?f)> = —h2(Ohy(z)(V)),

XYX~

wobei wieder mit o, die Spiegelung mit Spiegelungsvektor a € V bezeichnet sei (allge-
mein gilt 0,9 = goy-1(,), beachte hy = h2_1). Wir haben also bewiesen, dal X € V* im
wesentlichen wie die Spiegelung lings x wirkt:

Lemma 1.38. Fiir x+—— X unter V.—V mit q(z) # 0 wirkt X € V* C S auf V als
—haOhy () = —ozhs.

Sei nun ein beliebiges g € SO(V) gegeben, d.h. g ist Produkt einer geraden Anzahl
von Spiegelungen, etwa g = g ... go, mit g; = 04,,q(a;) # 0. Wegen h3 = idy gilt

2 2 2
9 = g192h593g4h5 . .. gan—192nh5
2 2 2
= 04,00,h500,00,05 ... gy, Oay, P
= Oa, D20, (ay) P20z h20hy (ag)h2 - - - Tasu_y P20k, (ay, ) P2

= (_Jal h2)(_th(a2)h2)(_UashQ)(_JhQ(a4)h2) s (_Ja2n—1h2)(_0h2(a2n)h2)7
d.h. g ist Bild von A1 Ay ... Ag,_1As, € (V*) CS. Daher ist S — SO(V) aus Satz 1.34

surjektiv.

Da aFE4, a > 0 trivial operiert, gilt dies auch fiir S4.. Explizit sieht man dies genauso
las |~/ 2a; und {X € V;q(z) = £1} C S,

Ist g € O'(V), so ist eine gerade Anzahl der a;, etwa 2m, positiv. Nach Normierung
gilt 0. E. q(a;) = %1, d. h. A; und A; € S4. Damit ist A:= A1 As... Ag,_1 A2, €Sp(2,C)1,
denn ATA = (=1)>"T = I und det(A) = 1 wegen det(A;) = q(a;)2 = 1. Also ist
Sp(2, C); — SO™(V) surjektiv, d.h. Satz 1.32 bewiesen. Insgesamt haben wir gezeigt:

wegen 0,, = 0

Satz 1.39. Die Abbildung S — SO(V) ist surjektiver Homomorphismus mit Kern
RE4. Durch Einschrinken werden surjektive Homomorphismen induziert:

e S. —» SO(V) mit Kern {£F4}
e S.o —» SO™(V) mit Kern RE,
e Sp(2,C); —» SON(V) mit Kern {+FE,}



1.4 Hermitesch-Symplektische Matrizen und orthogonale Transformationen 29

Spezielle Bilder und Urbilder unter Sp(2, C); — O(V)

Wir kénnen die Operation von I auf V am Beweis zu Satz 1.31 ablesen:

I: ($17$27$37$47I57$6) 7 (_I27 —T1, —T4, _$37$57$6)7

d.h.
0—1
0 0
-1 0
I:(_QE ]f)?)sz 0o 071 o
2 0 0 F

Entsprechend Ts, S = S = (3050

51 82

(21, %9, 3, T4, x5, Tg) — (£1 — z2 det(S) — z389 — x480 + 225 Re s; — 226 Im 51,

To, T3 + 280, T4 + T2S2, L5 + o Re sy, xg — xo Im sq),

d.h.
1 —det(S) —s2 —so 2Res1 —2Im sy
0 1 0 0 0 0
Te — E, S 0 so 1 0 0 0
S=\o mB) 770 = 0 1 0 0
2 0 Resi O O 1 0
0 —Tms; 0 0 0 1

Die rechte Seite ist die Eichlertransformation E(eq, (0,0, —sg, —s2, — Re s1,Im s1)) (siehe
Seite 19), d. h.

Ts+— E(er,s) mit s = (0,0,—sp, —82,— Re sy, Im sq)
bzw.

Tr— E(e1,r) mit r = (0,0,73,74,75,76) und R = (—1;231'1"6 _TE;TTS) :

Folgerung 1.40. Die Gruppe SO™(V) ist von den Eichlertransformationen vom Typ
E(e;,v),v € V,vle;,i € {1,2} erzeugt.

Beweis. Die Abbildung Sp(2, C); — SO1(V) ist surjektiv, die Matrizen I und Ts, S = S
erzeugen Sp(2, €)1 und [ ist Produkt von solchen Eichlertransformationen (vgl. Seite 18).
O

Weiter gilt fiir § =5 = (225):

S1 S92

T := By 0 — E(e2,5) mit § = (0,0, s2,s0, — Resy,Imsp)
S E,

bzw.

T4 —r5+ires

Tr— E(ez,7) mit # = (0,0,r3,74,75,76) und R = (_, 4, ~"5Hre),

denn Ts = —IT_gI—1E(e;, —s)l ' = E(—ea, —1(s)) = E(es,[(s)) mit s wie oben und
I(s) = 3.
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Offensichtlich gilt
+iFj— — Fg = —idy .

Allgemeiner gilt fiir A = (5% 52 ):

A 0
DA = 0 Z/71 —

det(A)2 0 0 0 0 0
0 1 0 ) 0 ) 0 0
-1 0 0 |a1| ‘0,2‘ 2Re(a162) 2Im(a162)
det(A) 0 0 Jasf laa|? 2 Re(asts) 2Tm(asds)
0 0 Re(alﬁg) Re(a264) Re(a10,74+a2ﬁ) Im(alﬁfagﬁ)
0 0 —Im(a1a3) —Im(a2a4) — Im(a1@a+a2a3) Re(a1az—a2a3)

wie man an X +——DyX D—Afl abliest. Insbesondere also

(ab)20 0 0 0 0
0 10 0 0 0 .
— 0 0 ‘ll| 0 0 0 . a
Dar—s(ab) ! 0 00 B> O 0 fir A = <0 b)
0 0 0 0 Re(ab) Im(ab)
0 0 0 0 —Im(ab) Re(ab)
und
100 0 0 0
010 0 0 0 .
Dj—s 88 [1] Ial\ 2R§(a) —21[r]n(a) =E (e3, — Re(a)es +Im(a)eg) fiir A = (0 1)
000 Re(a) 1 0
000 —Im(a) O 1
sowie
10 0 0 O 0
01 0 0 0 0
00 1 0 0 0 10
Da—— ]| 00 |a)*> 12Re(a)2Im@a) | = E (64, Re(a)es + Im(a)eg) fir A= ( ) )
00Re(a) 0 1 0 a 1
00Im(a) 0 O 1
Speziell
1 0 0 0
0 -1 0 O —-Ey 0\ _ o
+ 0 0 1 0 — ( 0 EQ) h17
0 0 0 -1
1 0 0
0 —2 0 E, 0 9
lo o i H(o _E2>—h1,
0 0 0 —i
i 00 0
1—-410 1 0 0 Ey 0\ _
s 002’0'_>(0 K 3>_h1
0 001
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Urbilder unter Sp(2, C); — O(V) von Untergruppen

Zunichst interessiert die Untergruppe O(M). Wegen OT(M)NBild(Sp(2, C);) = SO (M)
untersuchen wir SOT(M). Nach Folgerung 1.14 (Seite 18) wird SO™(M) erzeugt von h;
und EO(L), und EO(L) wird erzeugt von [ und E(ey,¢e;),5 € {3,4,5,6}. Das Urbild von
EO(L) wird also erzeugt von +I und +Ty,, j € {3,4,5,6} mit Ss = (5 §),Ss=(§_"),
Ss = (_%7}) und S¢ = (9 ). Diese Matrizen erzeugen gerade Sp(2,Z[i]);. Somit

2

wird das Urbild von SOT(M) bzw. O™(M) erzeugt von Sp(2,Z[i]); und vom Urbild von
i

. s 1= [ 1 0 .
hi: £H;, wobei Hy := 72 < 0 i1 > Es gilt also

Satz 1.41. Der Homomorphismus Sp(2,C); — O(V) induziert durch Einschrinken
surjektive Homomorphismen

Sp(2, Z[i])1 —» EO(L)
und
G := (Sp(2, Z[i])1, H1) —» SOT(M).

Es gilt: Das Urbild von O*(M) st G und G ist Erweiterung von Sp(2,Z[i]), vom In-
dex 2. Jedes M € G hat also insbesondere eindeutige Darstellungen M = Hy My bzw.
M = MyH, mit M; € Sp(?, Z[’i])l.

! 0
Beweis. H? =i < (;1 " > € Sp(2,Z][i])1. Der Rest ist bereits gezeigt.
-1

Folgerung 1.42. Es gilt h? € EO(L), also [SOT(M) : EO(L)] = 2.
Notation 1.43. Fiir Urbilder von Untergruppen H < O(V) schreiben wir H.
Definition 1.44. Es sei OT(M) = OT(L) mit G bezeichnet.

Damit ist G das Urbild von G und daher die Notation konsistent.
Wir sind an den Gruppen I und Iy bzw. deren Urbilder I und Iy interessiert. Dabei
werden Kongruenzgruppen auftreten.

Definition 1.45. Die (hermitesch-symplektische) Hauptkongruenzgruppe T, (1) der Stu-
fe l € Z[i] ist der Kern des natirlichen Homomorphismus

Sp(n, Z[i]) — Sp (n, ZM/lZ[z])
d. h.
L,(l) = {M € Sp(n,Z[i]); M = Es, mod [Z][i] (komponentenweise)}.

Mit SL, (1) sei I,(I) N Sp(n, C); bezeichnet. Im Fall n = 2 schreiben wir auch T'(I) und
ST'(1) statt T3(1) und ST3(1).

In dieser Arbeit wird [ € {1 + 7,2,4} auftreten; es gilt I'(l) = SI'() fir | € 27Z[i].



32 I Orthogonale Halbrdaume und Gitter

Definition 1.46. Sei G C V ein Gitter. Mit Vg sei das Bild von G unter V.—V wvon
oben bezeichnet.

Proposition 1.47. FEs gilt
i) VL=V nM>Y7[])

i) Y = {X €V, &;j € 27 fur i #]}
D Vv n2M>4(zli),
d. h. X € Yy lapt sich schreiben als X = xogEy+2N mit N € MY™Z[i]) (zo € 7[i]
kann noch mod 2 reduziert werden,).

iti) Vn = 3Von und
Von = {X € Vi Xy € 27 fiir i # §, Xy € (1 +14)Z[4) Vi}
={X eV; &, € (1 +4)Z[] Vi, 5}
=V (1443 M>Y(Z[i)
d. h. X € Vy lift sich schreiben als X = zoE4+N mit N € M™Y(Z[i]) (zo € LZ[i]
kann noch mod 1 reduziert werden).

Beweis. ii): —Ty = xo mod 2 fiir 2y € ZJi].
i) : (1+9)Z[i)| ={z=z+1iy; z,y € Z,z =y mod 2} sowie (1 +4)Z[i|NR =27Z. O

Zur Bestimmung von T untersuche zunéchst die Gruppe, welche auf den Elementen der
Ordnung 2 von M’/M, d.h. auf (M)/M = L'/M C M'/M trivial operiert. Dies ist genau
die Gruppe, die auf M'/L = (%L)/L trivial operiert (Lemma 1.2), also I} bzw. I} . Es gilt
cl Cly.

Sei nun M € ST'(@), d.h. von der Form E; + aN mit o € Z[i] und N € M*>**(Z[:]).
Damit gilt
"= _MxIM'T
=—XI? —aNXI? —aXIN'T — o>NXIN'I

= X mod a M***(Z][i]) VX € V.

MXM

d.h.
MXM ' — X € aM¥(Z[i]) NV VX €V, fiir M € ST(a).

Somit ist ST'(1 + i) C Iy, I'(2) C [ und ['(4) C Tiy = I. Weiter gilt iEy—> — idy also

1By €14

Lemma 1.48. Fiir f, I~|‘_ und ﬁN gelten die folgenden hinreichenden Bedingungen fiir
M € Sp(2, Z[i])s:

o M eSI(1+1i)= M €I
o Me([(2),iE)) = Mel}

e Fssei M die Menge aller Matrizen M = (é g) € Sp(2,7Z[i])1, A= (gt a2),B,C,D
entsprechend, mit M = E, oder iE4; mod 2 sowie A = D',a; = az,B = byJ und
C = coJ mod 4. Damit gilt:

MeM=— McT
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Beweis. Nur die Behauptung fiir I' ist noch zu beweisen. Es gilt H? e T, denn H}—h?
1 0
und h? = (E(;* _932) € T'. Aber auch H? =i ( i B > € M. Es sei My := MNT(2).

Die Transformation M+ HZM fiihrt 9y in 91— iiber und umgekehrt. Es geniigt
also, M € My = M € T 7u zeigen.

Dazu schreibe M = Ey + 2N mit N = (4 8) € MY4(z[i]),A = (i, 22),B,C,D
entsprechend (statt M). Die Matrix N erfiillt also A = D',a1 = a4, B = byJ und C =
coJ mod 2. Zu zeigen ist MXM ' —x = 2INX — XIN'I —2NXIN'I] € Vom VX € Vi,
d.h. N := NX — XIN'I — 2NXIN'T ¢ Vm VX € Vi, also N € MY (Z[i]) (das

ist klar) diagonal modulo 2. Wegen —IN'I = (_DC’, 13) = (A2) = Nmod?2 gilt
N o— v — [ AG+GA+zoBJ421JC BG' +GB+x1(AJ+JD)
N'=NX+&N mod 2also N = (S gmliyse/s periain (0 ) mod 2 (da-

bei sei X' = (xfj wut ) und G = Gay.0s.00.5). Die Matrizen B.J, C.J, JB und JC sind

diagonal modulo 2, AG+GA auch (betrachte dazu die vier Basisfille (5 1), (99), (5 )
und (74 _?) fiir G). Schlieflich ist BG' + GB und entsprechend CG + G'C ebenso wie
AJ + JD und DJ + JA kongruent Null und damit N diagonal modulo 2. O

Zur Herleitung notwendiger Bedingungen benutzen wir das folgende

Lemma 1.49. Seien G C H C V unter OT(M) invariante Gitter und M € Sp(2, Z][i]); .
Dann liegt das Bild in O(V) von M genau dann in OT(M)(G,H), wenn

MX —XM e VeM YX € Vy
gilt.

Beweis.

e~

M € OF(M)(G,H) &= MXM ' —X e€Vs VX € Vy
& MX - XM € VM VX € Vy O

Lemma 1.50. Fir M € Sp(2,Z][i])1 sind die hinreichenden Bedingungen aus Lemma
1.48 notwendig, d. h.

o Iy NSP(2,Z[i])1 = ST(1 +1)
o Il NSp(2, Zi])1 = (I'(2),iE4)
e T NSP(2,%Z[i]); =M

Beweis. Es sei M = (ég) € Sp(2,%[i])1 mit A = (gl a>),B,C,D analog, und X =
(L9 %) €V mit G = Guy oy Bs il

_ _ , _ _
MX_XM:(AG—GA—FZ‘QBJ—leC BG—GB—FQH(AJ—JD)).

CG — G'C +29(DJ — JA) DG —G'D +1:CJ — 12JB

Dies soll fiir alle X € V|, d.h. X ganzzahlig, in Voy bzw. Vo bzw. Vo liegen, also
insbesondere = 0 mod 1 + ¢ im Fall 2N bzw. = 0 mod 2 in den Féllen 2L und 2M sein.
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Betrachte jetzt spezielle X: z.B. X = (99), d.h. z» = 1,2; = 0 sonst. Es bleibt

(fojz 735) = 0 mod 1 + ¢ bzw. 2. Somit mufl B = 0 mod 1 4 ¢ bzw. 2 sein. Wegen

DJ —JA = (gii‘% :g;i‘%) mufl di = az mod 1 + ¢ bzw. 2 sein. Entsprechend mit

1 = 1,z; = 0 sonst, mul C' = 0 mod 1 4 7 bzw. 2 sein. Fiir X mit z; = z9 = 0 bleibt

( gg:g,% ggtg,%) = 0 mod 1 + 7 bzw. 2 iibrig (dies ist fiir die Nebendiagonalblocke
bereits erfiillt) Betrachte jetzt spezielle G: z.B. G = (J}), d.h. z3 = —1,z; = 0 sonst,
bzw. ({9). Damit ist AG — GA= (* ala3“4) bzw. (04‘?‘11 7?12) also muf} as = az =0
und a; = @z mod 144 bzw. 2 sein. Entsprechend folgt aus DG’ —G'D auch dy = d3 =0
und di = dy mod 1 + i bzw. 2. Wegen z = zZ mod (1 + i)Z[i] bzw. 27Z[i] fiir z € 7Z]i]
muf} also insgesamt A = D = a1 Fs und damit M = a1 Ey sein. Wegen 1 = det M =
at mod (1 + 9)7Z[i] bzw. 27[i] muB a; = 1 mod (1 + 4)7%[i] bzw. a; = 1 oder i mod 27[i]
sein. Damit sind die ersten beiden Behauptungen bewiesen.

Fiir die dritte Behauptung betrachten wir noch Kongruenzen modulo 4Z[i]: M X —
XM muB modulo 4 Skalarmatrix sein, denn Y € VoM ist von der Form (2yoFE, +
AN)(a1E4 + 2N ) = 2ypa1 E4y mod 4, d. h. die Diagonalelemente miissen kongruent mod
4 zueinander und die Nebendiagonalelemente kongruent 0 mod 4 sein. Wir betrachten

wieder die speziellen X wie oben und erhalten die notwendigen Bedingungen b; = by = 0,

by = b3, di = aa, dy = a1, do = —a3 = az und d3 = a9 aus X = (JO) und ¢; = ¢4 =0,
cp = c3 aus X = (8‘5) und schlieBlich a; = @z aus G = ( §)yund z3 = 24 = 0.
Insgesamt also d; = aq und d4 = a4 und damit A = D', a1 = a4, B = ( 0 b2) = byJ und
C= (CO2 %) = c2J mod 4 wie behauptet. O

Es bleiben die nicht-ganzzahligen Urbilder, d. h. Hy Sp(2, Z[i])1, von O"(M) zu untersu-
chen. Es gilt h; € Iy und damit

TIn = (ST(1 +4), Hy) = ST(1 + i) U H; ST(1 + i),
denn —Hy € Hy ST'(1 + 7). Aber hy ¢ I} (also erst recht hy ¢ T'). Tatséchlich gilt
Lemma 1.51. Es gilt H, Sp(2,Z[i]); N1} = ¢.

Beweis. Wir nehmen an, es gibt ein M € Sp(2,Z[i]); mit H{M € I}, also HLMX —
XH{M € Vo HHM ¥YX € V. Multiplizieren wir diese Bedlngung mit Y2 so erhalten wir

T+i’
mit N := ‘[ =H M € M**4(7Z[i]), also H M = 1\/N wegen 1+ = —i die ganzzahlige Be-

dingung NX—HXN € Vo iN VX €V, also insbesondere NX +iX'N = 0 mod 2. Schrei-

AB AG+iGA4z2BJ+iz1JC BG'+iGB+x1(AJ+iJD) )
ben wir N' = (& 7)), so gilt NX+iAN = (CG+iG'6+x2(DJ+z'JZ) DG +iG' D+x1C.J+izsJB )

Wir erhalten B = C = 0 aus z1 oder 9 = 1 und z; = 0 sonst, und as = a3 = 0 und
a1+1a4 = 0 und entsprechend fiir die d; aus z3 oder 4 = 1 und z; = 0 sonst, und schlief3-
lich a1 +idy = 0 = a4 +id; mod 2 erneut aus x1 oder zo = 1 und z; = 0 sonst. Schreiben

L oo
wir jetzt (é g) fiir M statt N = Y2 H M = ( 0_‘ 1 > M, so miissen die Kongruen-
—1

147

zen B=C =0,a=a3 =dy =d3 =0 und 0 =ay +i(—iag) = a1 —az, also a; = az, und
ay = dy und ay4 = d; also insgesamt a1 = a4 = dy = dy und damit a1 = ay = dy = dy
erfiillt sein. Daraus folgt JWN = a1 F4 mod 2 und dagnt wegen der Determinante M = F,
oder ¢1F4 mod 2 also M € I{. Dann ist aber H; € I|. Widerspruch. O
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Damit ist bewiesen:

Satz 1.52. Es gilt:
e G = (Sp(2,Z[i])1, Hi) = Sp(2, Z[i])1 U Hy Sp(2, Z[i])1
o Ty = (ST(1 +1i), Hy) = ST(1 +4) U H, ST(1 4 4)
o [} = (I'(2),iE) =T'(2) Uil(2)

e T=9= {M = (é g) € Sp(2,7Z[i])1; A = (at a2),B,C, D entsprechend,
mit M = FE, oder iF4 mod 2
und A= D' ay =ayg, B = byJ und C = cpJ mod 4}

Die Bilder sind die jeweiligen speziellen Gruppen in Ot(V).

Zur Struktur von T C I C G
Natiirlich muf}

~ ~ 10
G2 wnd  liyp e (Zyy)

gelten, denn dies gilt fiir die Bilder in O(V) und die Gruppen enthalten den Kern (—FE,),

z. B.

S = Y-/ By 5o, = O, = 5o

Dies 143t sich aber auch rein symplektisch zeigen:

Sty = Shima Ty i,y = PO D imy fra iy
~ Sp(2, Zli])

Der zweite Isomorphismus ist induziert von
G (iBy) Sp(2,Zli])/ (iE4)
mit
M(iEy)— M(iEy) fir M € GNSp(2,%Z[i]) = Sp(2, Z[i])1

und

0

. 7
HiM(iBy) = L ( R

1

Dies ist Gruppenhomomorphismus, denn

mmy=—i('3 ") amo= (7)) em

) M{(iEy)—s (iol ! ) M(iEy) fiir M € Sp(2, Z[i]);.
1

/iy = v (2200 1) = Se
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und

. —1 .
2 0 2 0 . .
H'MH, = < 01 Z.1> M( 01 i1> € Sp(2,Z[i])1 VM € Sp(2,Z[i])1.

Ein expliziter, mit den orthogonalen Gruppen vertriglicher Isomorphismus Sg — G / i
ist gegeben durch

By 39 E, 0)x E, '\ =
(12)I—><0 E)rN,(23) <68 p,) W GY— (7 P,

B, 0\x~ By 99\ ~
(45)|—><8? E2>I‘N,(56)|—><0 B, Iy

(vergleiche dazu Satz 1.18 und die Seiten 29f).

Fiir Iy/T gilt: [y = (SF(l + 1), Hy) und SI'(1 + 7) wird erzeugt von Matrizen des
Typs (£2), (%) und (0 Z’O 1). Dies zeigt man analog zur Gruppe I'(2) C Sp(2,7)
im reellen Fall (siche [Ig1]). Modulo ' geniigen S,T € {29),(99),(,°% '¢%)} und
A€ {(1 1‘H) (I_IH ?) (_ )} Die Quadrate und Kommutatoren der Erzeuger liegen
in T' wie man leicht nachrechnet. Damit ist Iy/I’ & (Z/27Z)', denn die zehn I-Klassen
der Erzeuger sind 7/27Z-linear unabhingig, d.h. keines der méglichen Produkte liegt
bereits in I'. Die Bilder der Erzeuger in O(V) sind (bis auf modulo I' unwichtige Vor-
zeichen) genau die zehn Transformationen aus Satz 1.25 bzw. Lemma 1.22 (ohne h),
sodal man auch hier einen mit den orthogonalen Gruppen vertriglichen Isomorphismus
erhélt.

Es gilt auch

Ty = (Z/2Z> md  Tpe (Z/2Z)5

via Ubersetzung ins Orthogonale oder direkt mit den Erzeugern analog zu oben.

1.5 Hermitesch-Symplektische Halbebene

Definition 1.53. Der hermitesch-symplektische Halbraum H,, sei die Menge der kom-
plexen n X n-Matrizen mit positiv definitem hermiteschen Imagindrteil:

H, = {Z e M™"(C); Y(Z - 7Z') positiv definit}
={X +iY € MV"(C); X,Y € M"*"™(C) hermitesch, Y positiv definit}

Auf H,, operiert Sp(n, C):
(M, Z)— M(Z) := (AZ + B)(CZ + D) ' wobei M = (45)

Also operiert Sp(2, C); sowohl auf dem hermiteschen Halbraum H := H als auch dem
orthogonalen ;" = #. Tatsiichlich sind die Halbriume biholomorph:
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Satz 1.54. Es gilt H = Hy = K = H. Eine Abbildung H —H ist gegeben durch:
_ (%0 #1 _ 1 i
7 = (23 z2> > [2] :=[—det Z, 1, 29, 22, 5(21 + 23), 5(21 — 23)]

Insbesondere fiir diagonalen hermiteschen Imagindrteil, d. h. fiir z3 = 21 :

Z = <? z1> — [—det Z, 1, 20, 29, Re(z1), — Im(21)]

21 22

Die Umkehrung ist gegeben durch (21 = —z324 + 22 + 22):

zZ3 Z5—iZ6
21,1, 23, 24, 25, 26| —> .
[17 3 @35 24y %5, 6] (Z5+ZZG 24 >
b _ 2 2
2w. (2129 = —2324 + 25 + 2§5)
1 zZ3 Z5—'iZ6
[21,22,23,24,25726] r— . .
29 \ %5 + 126 Z4

Beweis. Es sel Z = (33 %)) € Hy gegeben und Y := ( tm 20 (217%)/21‘) =2(Z -7

(23—21)/2¢ Imzo
der hermitesche Imaginéirteil von Z. Es sei z := (—det Z, 1, 29, 22, 5 (21 + 23), 5(21 — 23)).
Damit gilt q(z) = 0 und (2,zZ) = 4detY > 0 sowie Im zy > 0, denn Y ist positiv definit,
d.h. die angegebene Abbildung Z+—[2] fiihrt H = Hy in K = H iiber.
Fiir die Umkehrabbildung beachte

~ z 25 — 12
z:=< s % 6>H
Z5 + 124 24

[— det Z,1, 23, 24, %(25 — iz + 25 +i26), %(25 —iz6 — 25 — 126)]

2 2 2 -2
— [—2324 +Z5 — 1 Zg, 17237'247'257 —1 zﬁ] — [Zla 122,23,24,25,26]

und

[— det Z, 1, 2y, 29, %(Zl + 2’3), %(2’1 — 23)] —

( Z0 %(Zl + 2’3) — Z%(Zl — Zg)) _ <ZU Zl> _
1 ) = = Z.
5(z1 + 23) +i5(21 — 23) 29 23 %o H

Wir erhalten also zwei Operationen von Sp(2,C); auf H. Diese sind in Wahrheit
gleich, denn

Bemerkung 1.55. Das folgende Diagramm ist kommutativ:

Sp(2,C)y x H——H

L]

OHV) x H ——H
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Beweis. Es geniigt, dies fiir die Erzeuger I = (70E JOE) und Tg = (63 g), S = §,, zu zei-
gen. Sei Z = (337) € H.
Betrachte zunéchst I: Einerseits

_ -1 zZ9 —Z1
I.2)—I1(Z)Y=—-7"1= —
( ’ ) ( > det Z (—23 Z0>
1 1 —Z9 —Z0 1 ( 4 ) —1 ( 4 )
— z z —\|—Z V4
det Z' det Z'det Z’2det Z° T ¥ 9detzt M T

= [—1,det Z, —Z2, 20, %(Zl + 2’3), %(2’1 — 23)] s

andererseits

(I,Z)— (I, [2]) —[lz] = [-1,det Z, —2z2, — 20, %(zl + 23), 5(21 — 23)].

Fir Ts = (£ §), S =35 = (2:), gilt:

S1 S92

(Ts, Z)—Ts(Z) =7 4+ S+
[—det(Z 4+ S), 1, 29 + so, 22 + S92, %(zl + 23 + 81 + 51), %(zl — 23+ 81 —357)]
=[z— s+ (det Z — det(Z + 5))ei]

mit s := (0,0, —sg, —$2, — Re s1,Im s1) (vgl. Seite 29). Es ist
det Z — det(Z + S) = —det S — zps2 — 2280 + 2351 + 2157.

Andersherum gilt

(Ts, Z) = (E(er, 5), [2]) = [E(e1, 5) (2)] =
[z — (z,e1)s + (z8)e1 —a(s){z.e1)er] = [z — s + ((,5) — a(s))e1]

wegen (z,e1) = 1. Es gilt
(z,8) = —z082 — 2980 + (21 + z3) Re sy —i(z1 — z3) Im s1 = —2082 — 2280 + 2351 + 2151

und q(s) = det S. O

Matrizen mit von Eins verschiedener Determinante

Auf H und damit H operieren auch die hermitesch-symplektischen Matrizen mit be-
liebiger Determinante (d.h. det € S'). Wir erhalten daher eine Erweiterung der von
Sp(2,C); — SOT(V) auf P(V(C)) bzw. H induzierten Operation (nicht aber der Ope-
ration auf V selbst). Diese Erweiterung laft sich auch orthogonal beschreiben: Wir geben
einen Homomorphismus Sp(2, C) — O(V)/{£idv} an (die Gruppe O(V)/{xidv} ist
in Aut(P(V(QC))) eingebettet), der Sp(2, C); — O(V) — O(V)/{£idy} fortsetzt.

Die Gruppen O(V) und Sp(2,C); operieren insbesondere auf V/+, wobei mit +
die Aquivalenzrelation £ ~4 y <= y = +z bezeichnet sei. Die Klassen seien mit z
bezeichnet. Entsprechend besteht V/+ aus den Klassen X..

Die Matrizen uEy,u = €'?,p € R (es geniigt ¢ € [0, %)) und Sp(2,C); erzeugen
Sp(2, C), genauer gilt: Fiir M € Sp(2, C) ist uM € Sp(2,C); mit u* = (det M)~L. (Dies
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gilt fiir jede Wahl u der vierten Wurzel, sodal wir hier keine auszeichnen miissen.) Die
Skalarmatrizen uFy operieren trivial auf H, d. h. wie die positive und negative Identitit
auf V/+.
Fiir beliebige M = uN € Sp(2,C) mit N € Sp(2,C)y, d.h. einer vierten Wurzel u
von det M € S, gilt damit:
M(Xy) = u(N(Xy)) = N(X%)
= (NXYN )i = (w '"MXu—M )y = (u2MXM"

d.h. M(Xy) = (\/delt—MMXH_l)i (egal fiir welche Quadratwurzel). Es gilt also:

1 1

)+

Satz 1.56. Die Gruppe aller hermitesch-symplektischen Matrizen Sp(2, C) operiert auf
V/i bzw. V/j: und damit P(V(C)) und H als {xidvy}-Klassen orthogonaler Transfor-
mationen, genauer definiert

1

(M, X)) — M(Xy) :== (m~ "MXM )4

fiir M € Sp(2,C),m € C mit m?> =det M und X €V einen Homomorphismus
Sp(2,©) — O/ 1y iq)

mit Bild SO+(V)/{j:idV} und Kern S'Ey = {2E,;z € C, |z| = 1}.

V2

€ Sp(2, Z[i]) (dgnn % = e /4 ¢ §1), d.h. G = (Sp(2,Z[i])1, H1) und Sp(2,Z[i]) =

1
(Sp(Z,Z[i])l,( 01 0 >> sind als Operationsgruppen isomorph, d.h. ihre Bilder in
1

AT ~ io0
Hierbei gilt insbesondere: Die Matrix Hy = u( 01 i > € G operiert wie < 01 ; >
1 1

)

O(V)/{+£idv} sind gleich. (Die Gruppen selbst sind nicht isomorph; erst nach Division
der Kerne (beide (iE4)) wird dies richtig.) Das gleiche gilt fiir Iy = (ST'(1 + ), Hy) und

2

['(1+4) = (ST(1 +14), ( 01 Z.O )) In dieser Form ist die Sp(2, Z[i])-Operation bei [Her]

1
beschrieben (beachte v/det M = ga(-detM) g5y det M € {£1}). Wir beschrinken
uns auf Determinante-Eins-Matrizen und betrachten G.
Transpositionsoperation
Auf H,, gibt es auch die Transpositionsoperation 7,:

T Hp—Hy,, Z+——1,(Z) =2

Es gibt kein M € Sp(n,C) mit M(Z) = Z' VZ € H,, und es gilt 7,M71,(Z) = M(Z)
fir M € Sp(n,C) und Z € H,, (z.B. [Mat]). Wir kénnen also das semidirekte Produkt
Sp(n, C) x (7,) bilden. Darin gilt also 7,M = M7, und jedes Element kann in der
Form Mt mit M € Sp(2,C),e € {0,1} geschrieben werden, d.h. Sp(n,C) x (1,) =
Sp(n, C) U Sp(n, C),. Per Konstruktion operiert Sp(n, C) x (r,) auf H,:

(M1, Z)— M71.(Z) := M(71,.(Z))
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Tatséchlich ist (Sp(n, C)/S'Es,) % (1,,) die Gruppe der biholomorphen Transformatio-
nen von H,,.
Die Operation 7, iibersetzt sich fiir n = 2 in eine Operation auf I = #:

[z] = [zla v ,25,26]|—>[21,. -5 25, _zﬁ] = [h’Q(z)] = hQ([z])a
denn
1 —i =01 +i
[Z]'_>Z (Z5<Z|»3iz6 2524226) N (Z5i3iz6 Zszj%) —

1 ( 23 Z5+’iza) 23 24 1(25+126 25—126 i (25+i26 _ 2Z5—1iZ%
|: Z% det Z5—1ize 24 ’ ]" 227 29 2( 22 + 22 )’ 2( 22 22 )

= [Zl, N 4:%) —2’6],

d. h. 75 wirkt auf ‘H wie die orthogonale Transformation (E05 7?) = hg = 0¢,. Wir kénnen

damit die Abbildung Sp(2, C); — O"(V) auf Sp(2, C); x (1) fortsetzen (wobei 7 := 7
sei) und erhalten

Satz 1.57. Die Abbildung Sp(2,C); x (1) — OT(V) ist surjektiver Homomorphismus
mit Kern {£FE,}.

Bemerkung 1.58. Auf H wirkt 7 auch wie —ho; wir kénnen hier aber im Gegensatz
zur Erweiterung auf Sp(2, C) ein Vorzeichen auswdhlen, ohne die Operationsaziome zu
verletzen, sodaf$ Sp(2, C)1 (1) tatsdchlich auf V und nicht nur aufv/i bzw. H operiert.

Notation 1.59. Fir Urbilder von Untergruppen H < O(V) schreiben wir H*.

Es gilt also H = H* fir H C SO(V) und H* hat Index 2 iiber f:i,~falls H eine
Transformation mit Determinante —1 enthélt. Genauer gilt H* = H U hH fiir jedes h
mit Bild(h) € H— SO(V). Damit:

Satz 1.60. Es gilt:

o G* = (Sp(2,Z[i])1, H) » (1)

o Ii*= (ST(1 +1i), Hy) x (1)

o [[*=(T'(2),iE,) x (1)

o '™ =M x (1)
Beweis. Satz 1.52 und 7+ ho und hs liegt in jeder der Gruppen I, I}, I und G. [
Folgerung 1.61. Es gilt G*/I‘N* = Sg und I‘N*/F* = (Z/2Z) 10.

Bemerkung 1.62. AufV operiert T als komplexe Konjugation (vgl. Seite 24).

Bemerkung 1.63. Wir kénnen den Homomorphismus Sp(2, €)1 x (1) — OT(V) fort-
setzen zu surjektiven Homomorphismen Sy X (1) — O(V) bzw. S x (1) — O(V) (vgl.
Satz 1.39), die jedoch im folgenden keine Rolle spielen.
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Hyperebenen

Es sei a = (a1, ...,a¢) € V. Wir betrachten den Durchschnitt #, der komplexen ortho-
gonalen Hyperebene g mit H:

Ho = {[z] € H; (z,a) = 0}
Wir sind an der Entsprechung von #H, in H interessiert. Es gilt:
{Z=(%%) € H;
(2123 — z022)ag + a1 + zpaq + z9a3 — z1(as + iag) — z3(as —iag) = 0}

— {z € H; (—EQ,Z)A(é) =0¢ MM(G)} —H,

!

Dabei ist A die a € V zugeordnete Matrix in V. Die Bedingung in der ersten Klammer
liest man direkt ab. Die linke Matrix in der zweiten Klammer ist —(a,z).J.



Kapitel 2

Modulformen

In diesem Kapitel werden die verschiedenen Typen von Modulformen eingefiihrt und ihre
Fourierentwicklungen erldutert. Desweiteren wird die Borcherdssche Liftungstheorie in
der in dieser Arbeit bendtigten Form vorgestellt. Es wird sowohl der additive als auch
der multiplikative Lift behandelt.

2.1 Orthogonale Modulformen

Sei jetzt wieder allgemein (V, q) ein reeller quadratischer Raum der Signatur (2,7),n > 2,
und H bzw. H der orthogonale Halbraum bzw. affine Kegel dariiber.

Definition 2.1. Sei M ein ganzes Gitter in V und I' eine Untergruppe von OY(M) end-
lichen Index. Eine holomorphe bzw. meromorphe (orthogonale) Modulform vom Gewicht
r € Z zur Gruppe I' und zum Charakter v : I'— C* ist eine holomorphe bzw. mero-
morphe Funktion f : H—sC mit

o f(tz)=tT"f(z) VtcC* VzeH
o f(y2) =v(1f(2) V€T, VzeH

Bemerkung 2.2. Allgemeiner werden Gruppen T betrachtet, die kommensurabel zu
O™(M) in O(Vg) sind, wobei

Vo =MQ)=MezQCMezR=V

ist. Wir betrachten jedoch nur Zwischengruppen T'(M) C T' C OY(M) (mit dem Diskri-
minantenkern T'(M)).

Wegen der Homogenititseigenschaft von Modulformen macht es Sinn von Nullstellen
in H zu sprechen: Ein Punkt [z] € H heifit Nullstelle der Modulform f wenn f(z) =0
gilt.

Transformationsverhalten im Tubengebietmodell
Durch Abspalten einer hyperbolischen Ebene erhalten wir das Tubengebietmodell #'
(bzgl. dieser Ebene) von H: Esist V. =H; + V| & R2xV; mit Hj = Re; +Rey =2 R2 via

42
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o (11,72, X), H =2 H' = V;+iP, P eine Komponente von C = {Y € Vy;q(Y) > 0}
und H = {[21,1,Z]; Z € H', 21 = —q(Z)} (vergleiche Abschnitt 1.1). Eine orthogonale
Modulform f ist durch die Werte auf {(z1, 1, Z)} C H eindeutig bestimmt: f(z1, 22, Z) =
25" f(Z,1, Z). Sie definiert also eine Funktion F auf dem Tubengebietmodell

29?7 29
F(Z):= f(x,1,7),

aus der sie wieder rekonstruiert werden kann:

f(Zl, 292, Z) = ZQ_TF(%Z)
Das Transformationsverhalten von f iibersetzt sich in ein entsprechendes Verhalten von
F:Sei(—q(Z),1,2) € K,y € T und v((— q(2),1, Z)) = (w1, ws, W), d. h. y(Z) = w%W,
denn die Operation von O"(V) auf dem Tubengebiet war gerade so definiert. Damit gilt

F(Z) = f((=a(2),1,2)) = v(v)~ 1f( (—a(Z2),1,2)) = v(y) " f((wi, w2, W))

=v(y) wy " F((GL 1, 55 W) = v(v) wy " F(v(2)).

Wir setzen allgemein J(vy, Z) := wsy. Es gilt somit

Satz 2.3. Die holomorphen (meromorphen) orthogonalen Modulformen f vom Gewicht
r entsprechen umkehrbar eindeutig den holomorphen (meromorphen) Funktionen F auf
dem Tubengebietmodell H' = V1+iP mit der Transformationseigenschaft

F(vZ)=J(v,Z) v(y)F(Z)VyeT,Z € H'.
Es gilt J(v,7) = J(v,02)J (6, Z).

Bemerkung 2.4. Die Abbildung J : (v, Z)——J(v,Z) ist der sogenannte kanonische
Automorphiefaktor. Die Funktionaldeterminante von v als Abbildung im Tubengebiet-
modell bei 7 ist J(y, Z)™ det(y).

Fourierentwicklung

Fiir vy = E(e;, X), X € Vy gilt J(v,Z) = 1VZ, denn E(e1, X)(y) =y —y2X + (y,X)e1 —
q(X)yze; also

E(elaX)(_ Q(Z)alaz) = (_q(Z) + <ZaX> _q(X)alaZ - X)
Damit gilt
F(Z+ X)=F(Z) VX mit E(e;,—X) €T,

falls f Modulform zum trivialen Charakter ist. Diese X bilden ein Gitter T in Vy, falls
e1, ez € V. Damit ist F' periodisch, besitzt also eine Fourierentwicklung

Z A 27rz T,7) (T’ C Vy dual zu T bzgl. q|V1)-
TeT!

Tatséichlich ist dies die Fourierentwicklung in einer rationalen Spitze, d. h. einer null-
dimensionalen rationalen Randkomponente (beachte aber Bemerkung 2.6, S.45). Dies
ist ein Punkt der Form [a] € P(V(C)) mit a € Vg isotrop (hier a = e;) und wir erhal-
ten allgemeiner ein Tubengebietmodell und eine Fourierentwicklung fiir jede rationale
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Spitze [a]: In M(Q) betrachten wir L(Q) := L,(Q) := L(Q) := M(Q) N a't. Die auf
L(Q) eingeschrinkte quadratischen Form q ist ausgeartet: (a,L(Q)) = 0. Auf

K(Q) := Ka(R) := L(R)/Qa

ist q(I + Qa) := q(I) wohldefinierte quadratische Form und K(Q) ist nicht ausgeartet
beziiglich q. Genauer ist K(R) := K(Q)®gR hyperbolischer Raum, hat also die Signatur
(1,n —1). Es sei o’ € M(Q) mit (a,a’) # 0. Dann ist die natiirliche Projektion

M(Q) Nat Na't —K(Q)

ein Isomorphismus quadratischer Raume. Wir identifizieren die beiden Rdume, d. h. wir
wéhlen fiir [ + Qa € K(Q) einen Reprisentanten [ mit (/,a’) = 0 und schreiben dann /
statt [ + Qa. Wir erhalten einen Isomorphismus

Q x Q x K(Q) —M(Q)
gegeben durch
(m,n, X)—ma + na’ + X.
Die Umkehrung 2+ (m, n, X) ist gegeben durch

_2<xaa> q(a,) <x7a1> n = <x7a>
(a,a)? (a,a')’ (a,a’)

Die quadratische Form in diesem Modell von M(Q) lautet

!
und X =z —ma —na'.

m =

q(m,n, X) = n? q(a’) + mn(a,a’) + q(X).

Dieser Isomorphismus setzt sich fort auf die Komplexifizierungen: Cx CxK(C) —sM(C),
wobei K(C) := K(Q)®q C = L(C)/Ca,L(C) = L(Q)®g C. Wir schreiben z = (m, n, Z)
fiir z € V(C). Sei nun z = (m,n, Z) Reprisentant von [z] € . Dann ist n # 0 und wir
kénnen zu n = 1 normalisieren, wegen q(z) =0 also 0. E. z = («Tla,)(—q(Z)q(a’)), 1,7).
Damit erhalten wir eine Einbettung X — K(C) via [2]— Z. Das Bild von # ist das
Tubengebietmodell H' = #H, von H beziiglich der Spitze [a]. Es ist die Menge aller
Z = X +1Y, wobei Y in einer Komponente der Menge aller Punkte positiver quadra-
tischer Form in K(R) liegt: Es gilt H—H, = K(R) + iPq, P, eine Komponente von
Co :={Y € K(R);q(Y) > 0}. Das Bild von K ist £, := K(R) + iC,.

Bemerkung 2.5. Die Konstruktionen von K(Q) und H, hdngen nur von Qa ab, aber
die konkreten Realisierungen als M(Q) N a® N @' und H—>H,; [ma+na +Z]— 12
héingen auch von a' ab.

Die Of(V)-Operation auf # wird (abhingig von a') via H —H, auf H, iibertragen
und Modulformen sind wie oben durch ihre Werte auf H, bestimmt:

fim,n,Z)=n""F(Z) wobei F(Z)=f(x1,2)

Wir schreiben auch f, o statt F'.
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Die orthogonale Abbildung E(a, ﬁT),T € VN a' Na't wirkt im Tubengebiet-
modell als die Translation Z+— Z + T. Eine Modulform f zum trivialen Charakter zur
Gruppe I ist also als Funktion f, . auf dem Tubengebietmodell periodisch zum Gitter

Too € K(Q) aller T mit E(a, ﬁT) € T, besitzt also eine Fourierentwicklung

o) = e, AT
(genauer A(T) = Ago (T)).

Bemerkung 2.6. Die Fourierentwicklung hdngt nicht von der Skalierung von a ab, aber
von a'. Allerdings kinnen die Beziehungen zwischen den Fourierkoeffizienten beziiglich
verschiedener a' leicht angegeben werden. Die Fourierentwicklung hingt damit im we-
sentlichen nur von der rationalen Spitze |a],a € Vg isotrop, ab.

Man kann ¢ € M primitiv annehmen und dann ¢’ € M’ mit (a,a’) = 1 wihlen. Dann
ist das orthogonale Komplement L von a in M ein Gitter in L(Q) und K := L/Za ein
Gitter in K(Q). Wir kénnen K via M(Q) Nat Na't "5 K(Q) in M(Q) einbetten. Dann
ist K in M enthalten, die Eichlertransformation E(a,—T') also im Diskriminantenkern
I'(M) zu M enthalten fiir T € K. Die Elemente von K sind also Perioden von f, . falls
f Modulform zum trivialen Charakter und zum Diskriminantenkern ist. Tatséchlich ist
dann K = T, und fo,0/(Z2) = D e A(T)e?>mHT>2),

Bemerkung 2.7. Im allgemeinen fordert man fir Modulformen eine ,Reqgularitdt in
den Spitzen®. Im orthogonalen Fall ist dies A(T) #0 =T € P, fiir holomorphe (bzw.
bis auf endlich viele Ausnahmen fiir meromorphe) Modulformen. Dies folgt aber fiir
n > 3 mit dem Koecherprinzip bereits aus dem Transformationsverhalten. Da wir uns
fiir den Fall n = 4 interessieren, verzichten wir in der Definition auf diese Bedingung.

2.2 Vektorwertige elliptische Modulformen

Gegeben sei ein endlich-dimensionaler Vektorraum V' und eine Darstellung p von SL(2, Z)
auf V: p: SL(2,Z) — GL(V).

Definition 2.8. Fine fast-holomorphe elliptische Modulform vom Gewicht k € 7 zur
Darstellung p ist eine holomorphe Funktion f :H—V auf der oberen Halbebene

H:={z¢e€ C;Imz > 0}
mit Werten in V. mit

f(M7) = p(M)(ct +d)* f(r) VM = (2}) € SL(2,7), wobei M7 = =+

und sodaf fiir jede Komponente fo von f =5 fa€a (beziglich einer beliebigen Basis
{ea} von V) eine Entwicklung

fa(T) — Z Ca(m)e%rim’r

meR

existiert mit co(m) # 0 fiir nur endlich viele m < 0.
Ist co(m) =0 fiir alle m < 0 und alle o, so heif$t f holomorphe elliptische Modulform.
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Bemerkung 2.9. Fulls die Darstellung p tiber SL(2,7Z/q7Z) faktorisiert fir ein q € 7Z,
d. h. eine Darstellung SL(2,Z/q7Z) — GL(V) induziert, so gilt insbesondere (é Ni—idy
und damit fo(T + q) = fo(T) Ya fiir jede Funktion f = (fo)a mit diesem Transforma-
tionsverhalten. Jede Komponente ist also periodisch und hat daher eine Fourierentwick-
lung fo(T) =3 meq Ca(m)e*™™7 | Die letzte Bedingung ist damit dquivalent zu:

,Die Komponenten von f haben hochstens einen Pol bzw. sind beschrdankt fir T —si00.

Es sei Vp = V{ K C V definiert als der Unterraum auf dem p(—E) als (—1)¥idy
operiert (wobei E = (}{)). Dieser Raum ist SL(2, Z)-invariant:

p(M)(v) € Vo YM € SL(2,7Z),v € V),

denn

und die Werte einer V-wertigen elliptischen Modulform f vom Gewicht k liegen in Vj:

f(7) = f(=Er) = p(=E)(=1)" (1) = p(=E) f(r) = (=1)* {(r)

Insbesondere ist dann f auch Vp-wertige elliptische Modulform zur Darstellung p|y; . Mit
d = d,} sei die Dimension von Vj bezeichnet. Fiir eine komplexe Matrix A endlicher
Ordnung sind die Eigenwerte Einheitswurzeln, die in der Form A = ¢?™,0 < a < 1
geschrieben werden kénnen. Wir setzen a(A) := ), @, wobei iiber alle Eigenwerte von
A mit Vielfachheit summiert wird. Borcherds [Bo2] gibt die folgende Formel an, die mit
Hilfe des Riemann-Rochschen Satzes gezeigt werden kann:

Proposition 2.10. Sei k > 2 und S = (% 7)), T = (1) die Standarderzeuger von
SL(2,7Z). Dann ist die Dimension des Raums aller holomorphen elliptischen Modulfor-
men vom Gewicht k zur Darstellung p gleich

1+ % o (tp(s)) —a ((e“'%pwﬂ)l) ~ alp(T)).

Beispiele fiir holomorphe elliptische Modulformen sind Eisensteinreihen: Gegeben
sei v € Vp mit p(T)v = v. Dann ist (c1 + d)“¥p(M)~'v invariant unter M — PM fiir
P €SL(2,7Z) := {M € SL(2,7); Moo = oo} und

EPk(r) := Ey(7) := Z (cr +d) Fp(M) v
MeSL(2,Z) o0\ SL(2,7Z)

wohldefiniert und eine holomorphe elliptische Modulform zur Darstellung p vom Gewicht
E fir k > 2 mit lim E,(7) = v. Wir erhalten

T—100

Bemerkung 2.11. Fir k > 2 ist der Raum der Eisensteinreihen vom Gewicht k zur
Darstellung p isomorph zum Raum aller v € V mit p(T)v = v und p(—E)v = (—1)*v.
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Weil-Darstellung

Gegeben sei ein reeller quadratischer Raum V = (V, q) der Signatur (m,n) und M C V
ein gerades Gitter. Wir betrachten den Gruppenring C[M’/M], d.h. den Vektorraum
aller Abbildungen f : M'/M — C mit kanonischer Basis e,, @ € M'/M, wobei e, () = 1
falls @« = 8 und 0 sonst. Durch e,eg := €443 wird eine Ring- bzw. eine C-Algebren-
struktur definiert; wir werden jedoch nur die C-Vektorraumstruktur betrachten. Wir
schreiben Elemente f = ZaeM,/M faeq auch als Tupel f = (fa)aem /M-

Auf C[M'/M] operiert O(M):

(9, f) = (g, (fa)aEM’/M)Hg(f) = g((fa)aEM’/M) = (fg(a))ael\/l’/l\/l

fiir alle g € O(M) und f = (fa)aemr/m € C[M’'/M]. Dies ist eine Operation von rechts:
Es gilt

gh(f) = h(g(f)) Vg,h € OM), f = (fa)acw/m € C[M'/M].
Auch SL(2,7) operiert:
Definition 2.12. Es sei n —m gerade. Durch

_ (0 -1 o i/ )
S = 1 0 F—p(S) == 606'_)\/‘M7 Z e es

Tl pemym

und

_ (11 — 2miq(a)
T = <0 1) F—po(T) := (eal—>e ea)

und multiplikative Fortsetzung ist die Weil-Darstellung

p: SL(2,Z) — GL (C[M'/M])
zum Gitter M definiert (wir schreiben pw statt p falls nétig).
Bemerkung 2.13.

e Fiir ungerade n. — m hat man die Weil-Darstellung der metaplektischen Uberlage-
rung der S1(2,7).

e Die quadratische Form q bzw. Bilinearform ( , ) auf M" induziert eine wohldefi-
nierte Abbildung q : M'/M— Q/7Z bzw. (, ) : M'/M x M'/M — Q/Z fiir gerade
Gitter M, s. d. Ausdriicke der Form > ) pay. e=2740B) fir o § € M’ /M wohl-
definiert sind.

e Relationen: Es gilt p(S)? = (p(S)p(T))? und p(S)* = id, s.d. p tatsichlich wohl-
definierter Homomorphismus ist. Genauer gilt p(S)%eq = i" Me_q.

e Die Darstellung ist unitdr beziiglich der kanonischen hermiteschen Form beziiglich
der Standardbasis, d. h. die Darstellungsmatrizen beziiglich der ey, € M'/M sind
unitar.
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e Die Weil-Darstellung kommutiert mit der Operation der orthogonalen Gruppe:

p(M)(g(f)) = g(p(M)(f)) VM € SL(2,7Z),g € O(M), f € C[M'/M]

e Seiq € Z mit qq(m) € Z Ym € M'. Dann faktorisiert die Weil-Darstellung p iiber
Z./qZ, d.h. p induziert eine Darstellung SL(2,7Z/qZ) — GL (C[M’/M]).

In diesem Fall gilt also: Eine C[M’/M]-wertige fast-holomorphe elliptische Modul-
form vom Gewicht k zur Weil-Darstellung p ist ein Tupel (fa)aem/m von holomorphen
Funktionen auf der oberen Halbebene H mit:

L1y TR ~arifo.f)
o fuf T)— T Z e fB(T)

Ml semm

. fa(T + 1) — 627r’iq(o¢)fa(7_)
e fo(7) hat maximal einen Pol fiir 7— o0

Die f, besitzen also eine Fourierentwicklung fo(7) = ZmeQ co(m) P2TIMT  (tenauer gilt
ca(m) # 0 = m = q(a) mod 1: fo(T) = 32,,—(a)mod1 Ca(m)e*™™7.

2.3 Borcherds Lifts

Es sei jetzt wieder V quadratischer Raum der Signatur (2,n),n > 2 gerade, und M C V
ein gerades Gitter.

Additive Lifts

In [Bol] konstruiert Borcherds einen additiven Lift, der Lifts von Shimura, Doi, Na-
ganuma, Maafl, Oda, Gritsenko, Kurokawa und anderen verallgemeinert. Inputs sind
elliptische Modulformen (evtl. mit Polen in den Spitzen) zur Weil-Darstellung, der Lift
ist eine orthogonale Modulform zum Diskriminantenkern und trivialem Charakter mit
5 — 1 groflerem Gewicht. Borcherds gibt die Fourierentwicklung des Lifts in den rationa-
len Spitzen in Abhéngikeit der Fourierentwicklung des Inputs an. Die Liftkonstruktion
ist linear und vertriglich mit der O'(V)-Operation. Wir ben&tigen den holomorphen
Spezialfall fiir gerade n:

Satz 2.14. Sei V reeller quadratischer Raum der Signatur (2,n),n > 2 gerade, und
M C V ein gerades Gitter. Sei f = (fa)aem/m holomorphe elliptische Modulform vom
Gewicht k zur Weil-Darstellung p : SL(2,7Z) — GL (C[M’/M]).

Dann gibt es fiir k+ 5 — 1 =:r > 1 eine holomorphe orthogonale Modulform F' vom
Gewicht r zum Diskriminantenkern T'(M) und trivialen Charakter, sodaf die Liftabbil-
dung fr+— F linear und dquivariant ist, d. h. fiir g € OT(M) gilt g(f)—g(F) = F o g.
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Sei fo(T) = Yomen Ca(m)e?™™T die Fourierentwicklung von f, und sei [a],a € M
primitiv, eine rationale Spitze, o' € M' mit {(a,a') = 1 und K := M Na*t Na't sowie
N € N mit (a,M) = NZ, d. h. - € M und N mazimal damit.

Dann gilt fiir die Fourierentwicklung Foo'(Z) = Y pewinps A(T)e2™T>2) yon F als
Funktion F, o auf dem Tubengebietmodell Hq = K(R) + iP, zur Spitze [a):

ATy = Y Wt Y TOYe(q(H) VO£ATeK NP,

HeK'neN deM’ /M
mit nH=T § tiber H

Dabei bedeutet 0 tiber H*, daf8 eine Zahl m € 7 mit § = (H + Sa) + M ezistiert.
Bemerkung 2.15.

e FEsist (0,a’) definiert als (d,a') fiir d € 6 oder auch als (0,a’) := (0,0’ + M). Dies
ist modulo Z wohldefiniert (vgl. vorangegangene Bemerkung).

e Borcherds gibt auch den 0-ten Fourierkoeffizienten an.

e Die Formel fiir A(T) vereinfacht sich, wenn T € K' primitiv ist:

AT) = Y @m0 (o(T))

Ist ¢ € OT(M) und ein additiver Lift f — F mit g(f) = — f gegeben, so ist F'(z) =0

fiir alle z € H mit g(z) = 2z: Wegen der Linearitdt und Aquivarianz des Lifts gilt
—F(z) = F(g(z)) Yz € H und insbesondere —F(z) = F(z) also F(z) = 0 fiir z = g(z).
Ist insbesondere g eine Spiegelung oy lings A € V, q(~)\) < 0, so verschwindet F' auf der
(komplex erweiterten) Spiegelungshyperebene A NH C V(C).

Das Bild H()\) einer solchen Menge in H heifit Heegner-Primdivisor und ist selbst
orthogonaler Halbraum (konstruiert beginnend mit W = A\ C V als quadratischem
Raum der Signatur (2,n—1) beziiglich q |w) der Dimension eins niedriger. Wir schreiben
auch korrekter H,_1(\) C H,. Genauer ist das Bild der Tréger des Divisors und dieser
hat per Definition die Multiplizitdt 1. Ein Heegner-Divisor ist lokal-endliche formale
Z-Linearkombination von Heegner-Primdivisoren. Mengentheoretische Aussagen iiber
Divisoren sind immer als Aussagen iiber die zugehorigen Trager zu verstehen.

Wegen g(Hn—1(N)) = Hn-1(g(N)) fiir g € OF(V),X € V,q(A) <0 und F = F o g fiir
g € I' und Modulformen F' zum trivialen Charakter und Gruppe I' mufl notwendigerweise
F auf Uger Hp—1(g(X)) verschwinden, wenn F auf H,_1(\) Null ist.
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Multiplikative Lifts

Es stellt sich die Frage nach Modulformen mit Nullstellen genau auf gegebenen Heeg-
ner-Divisoren (d.h. dem Urbild in H), wobei die Koeffizienten genau die Vielfachheiten
angeben sollen. Eine Antwort liefert der multiplikative Lift, den Borcherds ebenfalls in
[Bol] konstruiert:

Satz 2.16. Zu einem geraden Gitter M der Signatur (2,n),n > 2 gerade, und einer
fast-holomorphen elliptischen Modulform f = (fa)aem/m vom Gewicht 1 — 5 zur Weil-
Darstellung p, deren Fourierkoeffizienten co(m) ganz sind fiir m < 0, gibt es eine mero-
morphe orthogonale Modulform vom Gewicht COT(O) zur Gruppe OT(M, f) == {g € O"(M);
f=9g(f)} 2T(M) und zu einem unitiren Charakter, deren Null- und Polstellen ge-
nau auf Heegner-Primdivisoren zu negativen X € M liegen. Genauer trdigt der Divisor
Hp—1(A); A € M, mit der Vielfachheit 3 o_,cr zremr cax(x? (X)) zum Divisor des Lifts
bei, wobei ¢, (m) := cq(m) fiir p € a,m € Q gesetzt ist.

Tatséchlich ist diese Vielfachheit unabhingig von der Skalierung von A € M: Fiir
X' = rA,r > 0 sind die beiden Vielfachheiten bzgl. A und X' offensichtlich gleich. Fiir
N = =X gilt dies wegen co(m) = c_o(m), d.h. fo, = f_,, und dies wiederum folgt
aus dem Transformationsverhalten von f unter p(S?). Summation iiber ein maximales
System A C M von paarweise linear unabhingigen A € M (d.h. RA N Ryu = {0} fur
A # p € Aund (UxepaARN) N M = M) ergibt den Null-/Polstellendivisor des Lifts (A
enthalte zum Beispiel nur primitive A € M und fiir A € M primitiv entweder A oder —\):

Yo Y @@ aM)Haa M) = D ealdW)Ha1 (V)
AEA 0<zeR AeM’/+1
q(A)<0 zAeM’ a(\)<0

wobei c4)(m) :=cy(m) VA € M',;m € Q.

Definition 2.17. Sei o € M'/M und 0 > m € Q. Fir m € {q(A\); X € a} ist der Heeg-
ner-Divisor H(«, m) definiert als die Summe jeder irreduziblen Komponente der Menge
Uxea,an)=m Hn-1(X) mit Vielfachheit 1, sonst als der Null-Divisor.

Bemerkung 2.18. Wegen Hp—1(N\) = Hp—1(=A) und Hp—1(A) irreduzibel ist H (o, m)
als Divisor die Summe aller Heegner-Primdivisoren Hp,_1(\), wobei A ein {£1}-Reprd-
sentantensystem der A € a mit q(\) = m durchliuft. Es gilt auch H(o,m) = H(—a, m),
d.h. H(a,m) hangt nur von der £1-Klasse von « ab. Wir konnen daher auch H(a,m)
fiir a € (M'/M)/x1 definieren.

Damit ist der Divisor des multiplikativen Lifts

Z Z co(m)H (a, m).

ac(M//M)/+1m<0

Wir betrachten nur Modulformen ganzen Gewichts, fordern also ¢p(0) € 27Z (und n
gerade). Der Lift ist holomorphe Modulform, wenn alle ¢, (m) nichtnegativ sind (fiir
0 > m € {q(\); A € a}). Die Liftabbildung ist multiplikativ, d. h. es gilt f1 + for— F1 F;
fiir Lifts fi—— F; und for—— F5. Borcherds gibt auch eine Produktentwicklung des Lifts
in jeder Spitze an.
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Welche Divisoren sind nun von der angegebenen Form, d.h. Divisor eines multipli-
kativen Lifts? Dies gibt Borcherds in [Bo2] an: Er betrachtet den Hindernisraum, das
ist der Faktorraum aller formalen Hauptteile (mit Konstanten)

< Z ca(m)qm> mit ¢o(m) = c_q(m) € C und
m=q(«a

nur endlich viele ¢, (m) # 0
)mod1,m<0 aEM’/M

modulo der ,echten“ Hauptteile von fast-holomorphen elliptischen Modulformen vom
Gewicht 1 — % zur Weil-Darstellung p (ordne ™ der formalen Unbestimmten ¢ zu). Es
gibt also genau zu ganzzahligen formalen Hauptteilen in der Nullklasse einen Borcherds-
input mit diesem Hauptteil und damit eine orthogonale Modulform mit dem zugehorigen
Divisor. Der Kontrollraum ist der Vektorraum aller holomorphen elliptischen Modulfor-
men zur dualen Darstellung p* vom Gewicht 1+ 3. Es gibt eine Paarung des Hindernis-
und Kontrollraums, sodafl mit Hilfe des Serreschen Dualitétssatzes gezeigt werden kann
(siehe [Bo2]), daB8 die beiden Ridume dual beziiglich dieser Paarung sind, d.h. genau
die Inputklasse wird vom ganzen Kontrollraum annulliert. Die Paarung ist ([f],g) :=

> aeM’ /M Ca(m)a_q(—m) fiir einen Représentanten f = (Z m<0  Ca(m)q™
m<0 m=q(a)mod1 O‘EM.’/M
von [f] aus dem Hindernisraum und g = (ga)aem/m)9a(T) = ZmeQ o (m)e2mimT

aus dem Kontrollraum. Tatséchlich ist diese Paarung fiir (den Hauptteil von) fast-
holomorphe(n) elliptische(n) Modulformen f = (fa)aem/m vom Gewicht 1 — 3 zur
Weil-Darstellung p der 0-te Fourierkoeffizient der C-wertigen fast-holomorphen ellipti-
schen Modulform f-g:=3% /M fag—a vom Gewicht 2 zur trivialen Darstellung, also
= 0 (dazu beachte, daf pp*, definiert durch M+—p(M) o p*(M) fiir M € SL(2,7Z),
trivial ist). Die Paarung ist also wohldefiniert.

Damit gilt

Satz 2.19. Seien co(m) € Z Ya € (M'/M)/£1, 0 > m € Q gegeben mit co(m) =0 fiir
m Z q(a) mod 1 und nur endlich viele co(m) # 0. Dann gilt:

Z Z co(m)H (a, m)

ac(M//M)/+1 m<0

ist Divisor einer meromorphen orthogonalen Modulform vom Gewicht k zum Diskrimi-
nantenkern T'(M) und zu einem unitiren Charakter, wenn es Zahlen (Do)aemm gibt
mit Do = 2k und sodaf fiir jedes f = (fa)aem /M, fa(T) = ZmeQ ae(m)e>™™ qus dem
Kontrollraum die Relation

Z Daaa(0) + Z aa(=m)ca(m) =0

aeM’'/M m<0,aeM’'/M
besteht (wobei co(m) := cyq(m)).

Gibt es nidmlich solche D, so auch solche mit D, = D_, und D, = 0 fiir q(a) #Z 0
mod 1 (wegen aq,(m) = a—q(m) Ya,m und a,(0) = 0 fiir q(a) Z 0 mod 1 fiir alle Ele-
mente des Kontrollraums). Damit ist (Do + 3, ca(m)qm)a emr/m AUS der Nullklasse
des Hindernisraums, d. h. Hauptteil eines multiplikativen Inputs.
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Bemerkung 2.20. Das Transformationsverhalten fiir Funktionen aus dem Kontroll-
raum, d. h. fiir holomorphe elliptische Modulformen f = (fa)aem/m vom Gewicht 14§
zur dualen Weil-Darstellung lautet explizit:

q_n
. fa(—%) _ 7772 7_1+% Z 6271'1(0"6)]‘./3(7')
Mml BEM’/M

¢ fulr 1) = O ()
o fo(T) ist beschrinkt fir 1 —sioco

Bemerkung 2.21. Den additiven und multiplikativen Lift (Satz 2.14 und 2.16) gibt es
auch fir ungerade n. Man hat dazu Modulformen halbganzen Gewichts und die Weil-
Darstellung der metaplektischen Uberlagerung der SL(2,7) zu betrachten.

Eisensteinreihen

Bemerkung 2.22. Die Relation aus Satz 2.19 ist lsbar, wenn man sie nur fir die
Eisensteinreihen im Kontrollraum fordert. Durch die Eistensteinreihen ist Dy und damit
das Gewicht k des Lifts bereits festgelegt. Genauer gilt

k= Y aal-m)ca(m),

m<0,aeM’ /M

wenn (ZmeQ aa(m)eZ’”mT)aem,/M die Fisensteinreihe E, mit v = —%eo vom Gewicht
1+ 5 zur dualen Weil-Darstellung ist. (Hier ist 0 =M € M'/M.)

Beweis. Die Losbarkeit folgt aus Bemerkung 2.11 und v, = a4(0): Der Raum Vj = Vop’k
hat Basis e, + e_q, wobei « ein +1-Repriisentantensystem von M’/M durchliuft. Der
p(T')-invariante Unterraum hat Basis ey + €_q,q(®) € Z. Damit 16st

-1 ol (=m)ca(m) fiir q(B) € 7 und B £ —p
m<0,aeM’'/M
Dg:={~ ¥ a(-m)ca(m) fix q(8) € Zund f =5
m<0,aeM’'/M
beliebig fir q(B) € Z

(8)

das Gleichungssystem, wobei ag ' (m) der («, m)-Fourierkoeffizient der Eisensteinreihe
zu v = eg + e_g fiir q(8) € Z ist. Insbesondere mit 5 = 0:

k=gDo=-4 % al(-m)ca(m)= N aa(-m)ca(m)
m<0,aeM’ /M m<0,aeM’ /M
wobei aq(m) = —%a&o) (m) ¥Ym, a die Fourierkoeffizienten von E_1,  sind. O
2

Um das Gewicht des Lifts zu bestimmen (falls er denn existiert), mufl man also die
Fourierentwicklung der Eisensteinreihe E_1., bestimmen. Die SL(2,Z)-Klassen von
SL(2,7) sind durch die Koeffizienten ¢, d eines Vertreters (‘; g) eindeutig bestimmt: Zu
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jedem Paar (¢, d) mit ged(c,d) = 1 gibt es genau eine Klasse. Umgekehrt ist durch die
Klasse das Paar (c,d) bis aufs Vorzeichen bestimmt: Die Klassen stehen in Bijektion zu
den Paaren (c,d) € Z? mit ged(c,d) = 1,¢ > 0 und d = 1 falls ¢ = 0. Damit gilt

Ey(1) = > (er +d) *p* (M) 1o
MeSL(2,Z) s\ SL(2,Z)

— Z (cr +d) Fp* (a(c, d) b(zd)) 1 U

C
¢,d€Z,ged(e,d)=1
¢>0,d=1 falls ¢=0

1 . (ale,d) be,d)\ "
=5 Z (et +d) kp( J > v,

C
c,d€Z,
ged(e,d)=1

dabei seien a(c, d) und b(c, d) beliebige ganze Zahlen, die (¢ d) zu einer Matrix in SL(2, Z)
erginzen. Sei N € N minimal mit N q(m) € Z Vm € M’, d. h. p* faktorisiert iiber Z/NZ.
Wir zerlegen die Summe:

D ST (a(%m b(n;,n))‘lv

0<c<N m=cmod N
0<d< N n=dmod N
- ged(m,n)=1

In jeder (nichtleeren) Teilsumme kénnen die Matrizen kongruent zueinander gewahlt
werden (modulo N): Zu ¢, d gibt es m.4 = ¢ und n.q4 = d mit ged(me g, neq) = 1 und
a(m,n),b(m,n) fiir alle m,n kongruent ¢,d modulo N mit ged(m,n) = 1 sodaB

(a(m,n) b(m,n)> _ (a(mc,d,nc,d) b(mc,dﬂncw) mod N.

m n mcyd nc,d

Damit sind die zugehorigen Transformationen auf C[M’/M] gleich und es gilt

—1
1 AN : b(mea,
E'U(T)=§ Z ( Z (m7 +n) k)ﬂ (a(m;ld X (m;d nc’d)> v.
0<c<N m=cmodN cd c,d

0<d<N mn=dmodN
- ged(m,n)=1

— Gi(ric,d, N)

J

Die Komponenten von FE, sind also Linearkombinationen der G (.;c,d, N). Offenbar
ist G(.;¢,d,N) = 0 fiir ged(c,d, N) # 1. Von der Bedingung der Teilerfreiheit in der
Summe kann man sich befreien. Es sei

Gi(r;¢,d,N) := ZI (mr+n)"* VreH,

m=cmod N
n=dmod N

wobei ' bedeutet, daf§ nicht iiber das Paar (0,0) summiert wird. Fiir ged(c,d, N) = 1
heifit Gi(.;c,d, N) primitiv. Hecke zeigt [Hec]:
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Satz 2.23. Die G} (.;c,d,N) sind Linearkombinationen von primitiven Gy(.;¢, d, N)
und die Gy haben das Transformationsverhalten

Gr(M;c,d,N) = (y7 + 0)*G(; ac + vd, fc + 6d, N)

fir M = (:g) € SL(2,7). Insbesondere gilt G(T + N;c,d,N) = Gi(1;¢,d, N) (mit

M =TN), d. h. die Gy, haben eine Fourierentwicklung. Diese ist

j :’ ]- _2 )k nmrt
Gk(T;C, d, N) -5 (%) = i ]V(k(kﬂ_l)l)' § : nkfl sgn( ) 2772— 271'1 N
n=dmodN ’ mEcm>06iN

nm

1 wennz€Z wenn ¢ # 0

0 sonst

Dabei ist 0(x) = { und sgn(zr) = {'7

0 z=0

Fiir den 0-ten Fourierkoeffizienten zeigt Freitag [Fr3]:

0 fir N|d und 2/k
Z' 1 JaN—k((k) fiir N|d und 2|k

n® (27"')1C N dn

n=dmod N o Z Br(%) cos( k— 27rw) sonst

tert

Dabei ist By das k-te Bernoulli-Polynom, definiert durch ) 7, Bk(x)% = - und
C(k) = %ﬂk (k gerade) mit der k-ten Bernoulli-Zahl By, = By(0).

Reduzierter Kontrollraum

Das Problem vereinfacht sich, wenn die c,(m) nur von den Of(M)-Bahnen abhiingen,
d. h.

ca(m) = cg(q)(m) Vg € OF(M), 0 € M'/M
bzw. entsprechend fiir +a € (M'/M)/=£1:
Cia(m )—C( )( )VgEO"'(M)

(das eine ist genau dann der Fall, wenn das andere der Fall ist, denn —id € O™(M)
operiert auch auf M’/M als Multiplikation mit —1). Wir nennen die Orbits auch Typen.
Es sei T die Menge dieser Typen und C[%] der C-Vektorraum aller Abbildungen ¥ — C
mit Basis e, t € T, wobei e¢(s) = 1 falls s = t und 0 sonst. Es gilt

Lemma 2.24. Der Raum C[%] ist isomorph zum Unterraum
W = {f = (fa)aem m; fa = fo(a) Yo € M'/M, g € OF(M)}

von C[M'/M] mit Basis {EaEUt € T}, und W ist invariant unter der dualen Weil-Dar-
stellung p*. Wir erhalten also eine SL(2,7)-Darstellung ps auf C[Z].



2.3 Borcherds Lifts 55

Beweis. Die Isomorphie ist klar. Fiir die Invarianz geniigt es, die Erzeuger S und T
sowie Basisvektoren in W zu betrachten:

* 7:(2_n)/2 2mi{a, B)
pS (e | =D == D> ey
act act M/M‘ BEM! /M
Sy M
/M act sc% ,BGJ
Wir setzen E (s, t) = e2™{®B) Dies hingt nur vom Typ s von § ab: Fiir g € OT(M)

gilt -, e 9B = Zaet e?™9():8) und mit « lduft auch g(a) durch t.

2n/2

ZEs Y eg €W
v /M seEX Bes

,O*(T) (Z 6a> — 267271'1'(1((1)606 — 6727riq(t) Zea ew

act act act
Dabei sei q(t) := q(a) € Q/Z (wohldefiniert). O
Der Beweis zeigt: Die Darstellung pt lautet auf den Erzeugern S und 7' in Formeln:

;(2-n)/2
px(S) (er) = > E(s,t)es

’
M/M s€T

Px(T) (er) =e~>m 0 We

Wir kénnen damit C[Z]-wertige elliptische Modulformen zur Darstellung p% betrachten.
Die Komponenten fF einer Modulform f* haben eine Fourierentwicklung der Form

= Y afmen,
m=q(t)mod1
Es gilt

Lemma 2.25. Sei f = (fa)aem/m eine holomorphe elliptische Modulform zur dualen
Weil-Darstellung. Dann ist

= Eex mit f&:=)" fa
act

eine holomorphe elliptische Modulform zur Darstellung p% gleichen Gewichts. Fiir die
Fourierkoeffizienten gilt

=3 aalm
act

wenn die aq(m) die Fourierkoeffizienten von fo sind.
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Beweis. Das Transformationsverhalten von f* folgt wie im vorherigen Lemma mit f,
statt ey (die zusétzlichen 7-Potenzen stellen kein Problem dar). Die Existenz und Form
der Fourierentwicklungen folgt aus den Entwicklungen der f,. O

Definition 2.26. Der reduzierte Kontrollraum ist der Raum aller C[Z]-wertigen holo-
morphen elliptischen Modulformen vom Gewicht 1 + 5 zur Darstellung p%.

Damit gilt der
Satz 2.27. Seien co(m) wie in Satz 2.19 gegeben. Gilt zusdtzlich
Calm) = cyta)(m) Vg € O'(M), € (M/M)/£1,

S0 18t

>, D calmH(a,m)

a€(M’/M)/+1 m<0

Divisor einer meromorphen orthogonalen Modulform vom Gewicht k zum Diskriminan-
tenkern T'(M), wenn es Zahlen (D¢)ex gibt mit D, = 2k und sodaﬂ fiir alle f* = (f&)iex
aus dem reduzierten Kontrollraum mit Fourierentwicklung f&(1) = > meq ag(m)e2mimT
die Relation

ZD{CL((O) + Z ar{c(—m)ct(m) =0

tex m<0,tex

besteht (dabei sei 0o = {0} = {M} der 0-Typ und c((m) := ciq(m) fir a € t).
Die Bemerkung 2.22 gilt entsprechend.

Beweis. Seien solche (D) cx gegeben. Wir setzten D, := Dy fiir @ € t und behaupten,
daf fiir diese D, die Relation aus Satz 2.19 besteht. Sei also f = (fa)aem/m aus
dem Kontrollraum. Dann ist f* = (f&)ex mit f& := Y act fa aus dem reduzierten
Kontrollraum und erfiillt damit die angegebene Relation. Es gilt daher fiir f:

Z Dyaqn(0) + Z aq(—m)cra(m)

aeM’'/M m<0,aeM’'/M

=22 Data0)+ > > aa(-m)esa(m)
te¥ act m<0,teT act

= ZDtat(O) + Z ag (—m)cg(m)
tet m<OAET

=0 O
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2.4 Hermitesch-Symplektische Modulformen

Wir betrachten auch Modulformen zum hermitesch-symplektischen Halbraum H,.

Definition 2.28. Sei G C Sp(n, Z][i]) eine Untergruppe endlichen Index und x:G — C
ein Charakter auf G.

Eine holomorphe (meromorphe) hermitesch-symplektische Modulform zur Gruppe G
und zum Charakter x vom Gewicht k ist eine holomorphe (meromorphe) Funktion f auf
H, mit

A B

f(M(Z)) = x(M)det(CZ + D) f(Z) VM = <0 IS

> €eG,Z e H,.
Allgemeiner werden Modulformen zu Untergruppen von Sp(n, C) betrachtet, die kom-
mensurabel zu Sp(n, Z[i]) sind. Wir wollen symmetrische Modulformen betrachten, das
sind solche fiir die f(Z') = f(Z) VZ € H,, gilt, d.h.

Definition 2.29. Sei G CSp(n,Z[i])x(r,) Untergruppe endlichen Index und x:G— C
ein Charakter auf G. Fine holomorphe (meromorphe) hermitesch-symplektische Modul-
form zur Gruppe G und zum Charakter x vom Gewicht k ist eine holomorphe (mero-
morphe) Funktion f auf H, mit

F(MTE(ZY) = x(M75) det(CZ + D) f(Z) YM71i € G,Z € H,
Die Modulform heifit (anti-)symmetrisch, falls 7, € G und x(m,) =1 (bzw. —1).
Wegen M15(Z) = (—M75)(Z) und det(CZ+D) = (—=1)"det(—CZ—D) muBl x(M7) =

(=1)"*x(=M7E) sein, falls f # 0. Insbesondere muf also x(M75) = x(—M7Z), d.h.
x(—F4) = 1, fiir gerade n gelten (falls —FE, € G).

Riickzug zu orthogonalen Modulformen

Wir betrachten speziell den Fall n = 2. Hier haben wir eine biholomorphe Aquivalenz
H = Hy—~5H = K] (vgl. Abschnitt 1.5). Wir kénnen also Funktionen auf H zu
Funktionen auf H zuriickziehen (und umgekehrt). Wir erinnern kurz an die Notation
aus Kapitel 1. Dort war V = R® mit quadratischer Form q(zr) = z129 -I—:mu—x%—x% und
L = 75 C RS sowie M = 2L’. Wir haben den Homomorphismus Sp(2, C)1 x (1) — OT(V)
betrachtet, dessen Einschrinkung auf Ot(M)" = (Sp(2, Z[i])1, H;) » (7) wir hier mit ®

bezeichnen. Es gilt:
e &(Ts) =E(ey,s), wobei Ts = (%2 }i>, §=29 = (223), und
s =(0,0,—s¢, —s2, — Re sy, Ims;)

do 00
e O(I)=1= o Y% 0
0 0 B
E4 0 . 1—4 i 0
.@(Hl):}u:( >,w0be1H1:—Z< 11' >
0 7 5 vz oty

o O(1)=hy = (E5 _01>, wobei 7 =7
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Fiir Gruppen I' C Of(M) wird mit I' das Urbild in Sp(2, Z[i]); und mit I* das Urbild
in Sp(2,7Z[i])1 x () unter ® bezeichnet. Es gilt

O*(M) = SO*(M) = SO*(M)" = (Sp(2, Zi])1, H1)
und
OH(M)" = (Sp(2, Z[i])1, H1) x (7).

Mit ¢ bezeichnen wir die biholomorphe Abbildung H = Hy —H = ICI aus Abschnitt
1.5. Wir haben

d(MT°(Z)) = D(MT°)($(Z)) VM € Sp(2,Z[i])1,e € {0,1},Z € H
und umgekehrt
¢~ (v([2]) = G(¢7'([2])) ¥y €L, G mit &(G) =, [2] € H

gezeigt.

Funktionen f auf H konnen via F := f o ¢! zu Funktionen auf H zuriickgezogen
werden (und umgekehrt). Dabei iibertriagt sich das Transformationsverhalten von her-
mitesch-symplektischen Modulformen: Sei I' € O"(M) und f hermitesch-symplektische
Modulform zu I'* zum Charakter y : I'* — C vom Gewicht k, und sei F := fo ¢! der
Riickzug von f auf H. Dann gilt fiir vy € T', G € ®~1(v), [2] € H:

F(y([2]) = fo ¢ " (v([2])
— 1(G(¢7([2)))
= x(G) det (Ca¢"(12]) + D) " (7' ([2]))

Dabei sei G = (ég gg) 7¢. Wegen n = 2 ist x(G) = x(—=G) also x(®7 (7)) := x(G)
wohldefiniert. Ebenso ist det (C¢71(7)¢71([Z]) + D(b—l(,y)) wohldefiniert. Somit:

= x(®7" (7)) det (Co-1(y¢~ " ([2]) + qul(y))k F([2])

Lemma 2.30. FEs gilt

(v(2))2 ¥

det (Cp-1(,)¢" ([2]) + Dg-1(,)) = - Vy € Of(M), 2z € H.

Beweis. Es geniigt, dies fiir Erzeuger von O™(M) zu zeigen, also fiir [, hy, hy und E(ey, s),
sley. Fiir [ gilt ®~1(I) = {£I} und damit

det (Co-1(5¢~" ([2]) + Dg-1(z)) = det(¢~'([2]))

. 23 25— iz _ —z1z2 _ —z1 _ (lz)2
=det<z21< 3.9 6))=z22(Z3Z4—z§—z§)= 5 = _ () :
z5s +126 24 z5 Z2 22
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Fiir hy gilt ®~'(hy) = {£H,} also

det (Cp-1(4,)# ™" ([2]) + Dgp-1(s,)) = det (17( D)=1===
Fiir hy gilt ®~'(hy) = {£E47} also

det (Cp-1(hy)¢ " ([2]) + Do-1(py)) = det(Bp) =1== =

SchlieBlich gilt @ '(E(ey, s)) = {£Ts} also

4ot (Co- (561,08~ () + Do 1501 = et () = 1 = 2 = El0 G2

22 22

(wobei sich s und S wie oben bzw. in Abschnitt 1.4 entsprechen). O

Definieren wir v(y) := x(® (7)), so ist dies ein wohldefinierter Charakter auf T’ und es
gilt fiir die zuriickgezogene Modulform

F(y([]) = x(® 1 () det (Co-1¢y¢ L ([2]) + Dg-1())" F([2])

— o) TCLE

Z2

fiir jeden Représentanten z von [z]. N
Definieren wir nun eine Funktion F' auf H durch

F(2) =z, " F([2]),
so gilt
F(tz) = (t2); ¥ F([tz)) = t %2, " F([2]) = t7*F(2) VteC
und
F(y(2)) = (7(2))*F(4([2])) = (v(z))«;’“v(v)wﬂ[z]) v
) vyelL,
= 0()2, " F([2]) = v(y)F(2)
d.h. F ist eine orthogonale Modulform zur Gruppe I' zum Charakter v vom Gewicht k.

Entsprechend kann man umgekehrt zu orthogonalen Modulformen F' zur Gruppe I'
hermitesch-symplektische Modulformen f zur Gruppe I'* konstruieren:

f(Z) := 2k F(2) fiir jeden Repriisentanten z von ¢(Z) € H

ist Modulform zum Charakter x(M7%) := v(®(M7°)) gleichen Gewichts. Denn ist z
Repriésentant von ¢(Z), so ist ®(M)z Reprasentant von ¢(M(Z)) und es gilt

F(M(Z)) = (®(M)z)5F (®(M)=)

= (®(M)z)50(D(M))F (2)

= (®(M)2)5x(M)z, " f(Z)

= x(M)det(CarZ + D) £(2).

Diese Konstruktionen sind offenbar invers zueinander, insgesamt gilt also:
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Satz 2.31. Sei ' C OT(M). Dann entsprechen die Charaktere auf T umkehrbar eindeu-
tig den Charakteren x auf T mit x(—FE4) = 1 und es gilt:

Die holomorphen (meromorphen) hermitesch-symplektischen Modulformen vom Ge-
wicht k zur Gruppe T* und zum Charakter x mit x(—E4) = 1 entsprechen umkehrbar ein-
deutig den holomorphen (meromorphen) orthogonalen Modulformen gleichen Gewichts
zur Gruppe I' zum entsprechenden Charakter.

Theta-Reihen
Beispiele fiir Modulformen sind die von Freitag [Frl] eingefithrten Theta-Reihen:

Definition 2.32. Eine Theta-Charakteristik ist ein Paar (a,b) von n-Tupeln a,b€{0,1}"
(geschrieben als Spalten). Eine Theta-Charakteristik heifit gerade, wenn a'b € 27 gilt,
sonst ungerade.

Man zeigt durch Induktion, da die Anzahl der geraden Charakteristiken (27+1)2"~!
ist. Im Fall n = 2 gibt es also 10 gerade Theta-Charakteristiken, némlich:

SR ORORORHRORORORORIR)

Definition 2.33. Sei (a,b) eine Theta-Charakteristik. Wir definieren die Theta-Reihe
O(.;a,b) durch

©(Z;a,b) := O(Z;(a,b)) :== Z emi(Z{gta}+2Re(t'q)) vz ¢ H,,
9EL[™

wobei a = %ia und b = ITHb und A{B} = A'BA fiir beliebige komplere Matrizen
(passender Dimension) sei.

Es gilt [Frl]:

Satz 2.34. Die Theta-Reihen O(.;a,b) sind identisch Null fiir ungerade Charakteri-
stiken (a,b). Fiir gerade Charakteristiken sind die Quadrate ©2(.;a,b) symmetrische
hermitesch-symplektische Modulformen vom Gewicht 2 zur Gruppe I,(1+1) zum Deter-
minantencharakter x(M) = det(M).

Bemerkung 2.35. Im Fall n = 2 ist damit ©?(.; a,b) symmetrische hermitesch-sym-
plektische Modulform vom Gewicht 2 zur Gruppe Iy = (ST'(1 + i), Hy) zum trivialen

)

0
Charakter, denn ( 01 ) > operiert auf H wie Hy.

)
1

Lassen wir allgemeiner Charakteristiken (a,b) € (Z[i]")?

zu, so gilt
O(Z;a+rb+s)=eRCNQ(Z:a,b) fiir rs € (1 +0)Z[])",

also insbesondere

O(Z;a+r,b+s) =0(Z;a,b) firre (2Z[)",s € (1 + 1) Z[i)",
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und weiter

@((g‘ Z,0,1) (Z):a,b) = O(Z; A'a, A'b) fir A € GL(n, Z[))

sowie
O((E $)(Z);a,b) = ex™¥ 50 (Z;a,b + Sa — is) fiir S =5 € M>2(7[i]),
wobei s der Vektor der Diagonalelemente von S ist. SchlieBlich gilt
O(I(Z);a,b) = —det(Z2)O(Z;b,a).

Hieraus folgt das Transformationsverhalten aus dem Satz.
Wir erhalten eine Operation

(M, (a,b))— M o (a,b)

von Sp(n,7Z[i]) auf den ,echten® Theta-Charakteristiken (a,b) € {0,1}", die auf den
Erzeugern gegeben ist durch

( —,01>o = (A'a,A"'b) mod 1 + 1,
(B3)o(a,b) = (a,b+ Sa—is) mod 1+1,
Io(,b) (b,a),

sodafl gerade Charakteristiken in gerade iiberfithrt werden und
O(M(Z);a,b) = ((M,a,b)det(CZ + D)O(Z;M o (a,b)) VZ e H,

fiir alle M = (A B) € Sp(n, Z[i]) und alle geraden Charakteristiken (a,b) gilt mit einer
vierten Elnheltswurzel C(M,a,b). Diese Operation setzt sich via

o (a,b) = (a,b)

auf Sp(2, Z[i]); x (1) fort.



Kapitel 3

Spezielle Lifts und Theta-Reihen

Wir betrachten wieder unsere spezielle Situation: Es ist V = RS, q(z) = z129 + 2374 —
72 —z2und L = Z5, M = 2L/, N = Z* x Ng sowie ' der Diskriminantenkern von M
wie im ersten Kapitel. Wir suchen orthogonale Modulformen. Der einfachste Fall ist
der additive Lift von Konstanten. Der Inputraum ist in diesem Fall 20-dimensional, der
geliftete Raum nur zehndimensional. Er wird erzeugt von den (ins Orthogonale iiber-
setzten) Theta-Reihen; diese sind also insbesondere Modulformen vom Gewicht eins zur
Gruppe I'*.

Im ersten Abschnitt wird der additive Lift betrachtet, im zweiten wird ein multipli-
kativer Lift konstruiert, der die linearen Abhingigkeiten der additiven Lifts etabliert und
schlieBlich wird im letzten Abschnitt die Identifikation mit den Theta-Reihen hergestellt.

3.1 Additive Lifts

Der Inputraum fiir den additiven Lift besteht aus allen holomorphen elliptischen Modul-
formen f:H-— C[M’'/M] zur Weil-Darstellung vom Gewicht Null, d.h. aus den Kon-
stanten, die invariant unter der SL(2,Z)-Operation sind: C[M’/M]SL(2’Z). Es gilt

Proposition 3.1. Der Raum (D[M’/M]SL(Q’Z> ist 20-dimensional.

Beweis. Die Bestimmung des Raums C[M’/ M]SL(Q’Z) geschieht durch Losen des linearen
Gleichungssystems

c=p(S)c

c=p(T)c
wobei

¢ = (ca)acw/ € C[M/M] S = <‘1) _01> T = ((1) 1)

Diese und weitere Rechnungen wurden mit Maple durchgefiihrt. Sie sind im Anhang
genauer dargestellt (die Rechnung fiir dieses Lemma ab Seite 98). U

62
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Wir suchen Inputs, deren Lifts Nullstellen auf gewissen Spiegelungshyperebenen bzw.
Heegner-Primdivisoren H(A), A € V und damit auf U,er H(g(A)) haben.

Fiir diese Tnputs ¢ = (ca)aem/m muB also ox(c) = —c und oy € OF(M) gelten.
Zunichst mufl RAN Vg # {0} sein, d.h. 0. E. A € Vg und damit 0. E. A\ € M’ primitiv.
Es gilt

Lemma 3.2. Sei A € M primitiv mit q(\) # 0, dann gilt
ox € O(M) <= X\ € q(A)M.

Beweis. Es gilt

(m,\)
a(A)

AEM YmeM <= A€ AAM Ym e M.

ox € OM) <=
Wegen {(m,\);m € M} = Z ist (em %M = q(A)M. O
Folgerung 3.3. Sei A wie im Lemma, dann gilt

oy € OT(M) <= X € q(A)M und q(\) < 0.

Beweis. Spiegelungen erhalten die Komponente H = K genau dann, wenn sie negativ
sind (vgl. Abschnitt 1.1). O

Folgerung 3.4. Sei A wie im Lemma, dann gilt

UAGO(M):ﬁGZ und J,\EO+(M):>ﬁ€—1N.

Beweis. Nach dem Lemma gilt 0y € O(M) = X € q(A)M, d.h. ﬁk € M, also

1)) 1
UamH) = qm € 2 -
In unserem Fall also q(A\) € {—1,—3,—1}. Fiir q(A) = —1 miite A € M gelten.

Wegen M C M’ ist dann aber A nicht primitivin M’, d. h. nur q(\) € {—3, —1} kommt
in Frage. Wegen 1M D M’ liegen Spiegelungen lings in M’ primitiver Vektoren der
Norm —1 in O(M). Wir werden im folgenden Vektoren der Norm —3 betrachten. Diese
miissen also in 1M = L’ liegen.

Bemerkung 3.5. Die Implikation ,<=* aus Lemma 3.2 (und aus Folgerung 3.3) gilt
auch fiir beliebige X € M.

Beweis. Fiir X\ € M’ ist {{(m,\);m € M} C Z und damit q(A)M C MNynem &S&M, O

Ist nun ein Input ¢ mit o)(c) = —c gegeben, so gilt auch yoo)(c) = —c Vy € T,
d.h. der Lift verschwindet mit H(\) auch auf {[z] € H;v o o)(z) = z}. Ist insbesondere
¥ = 0, 0 0y, so verschwindet der Lift also auch auf H ().

Lemma 3.6. Sei M ein gerades Gitter und \,u € M" mit X primitiv in M" und o) €
Of(M). Ist p = A mod M und q(u) = q()), so ist o, € OF(M) und o, 0 o) € T(M).
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Beweis. Sei p = XA +m mit m € M. Es gilt M C q(A)M wegen q(\)~! € Z und damit
p=XA+m € qA)M=q(u)M also o, € OT(M). Sei nun n € M.

O, )

(O')\ - Uﬂ)(n) = ()\) + (/.L) 1%
) (mn) . (min)
=" T an M e ™

= (ghy-mm =+ {m.n) By + oy (manym

Na?

Wegen ﬁ € M und ( y € 7 ist also ox(n) = oy(n) mod M Vn € M’, d.h. 0,00, =

O';l ooy €. O
Bemerkung 3.7. Fir unser Gitter M und q(\) = —% gilt fiir primitive p auch die
Umkehrung.

Beweis. Sei € Of(M) und 0! oo €T, d.h. o) — 0, bilde M" nach M ab. Es gilt also

I TR L BT
ox(n) —ou(n) q()\)A+ q(M)MGM Vn € M.

Wir schreiben A = q(A)my und p = q(p)m, mit my, m, € M, also

—(myn) A+ (myn)p € M Vn e M.
€7 €7

Ist ﬁ quadratfrei, so ist m) primitiv in M, also existiert ng € M’ mit (my,ng) = 1,

A= <mﬂan0>u mod M
und damit
a(N) = (mu,n0)?q(p) mod Z.

In unserem Fall ist ﬁ = —2 quadratfrei und wegen (m,,ng)?> = 0 oder 1 mod 4% und
a(p) € 17 gilt also q(X) =0 oder q(u) mod Z. Wegen q()\) = —3 ¢ Z gilt

1
a(p) € 3 + 7.

Aus p € OF(M) folgt ()6 —N und damit

Weiter gilt (m,,no) = 1 mod 27 und damit wegen 2u = —ﬁu eM

A = p mod M. O

Aus Lemma 3.6 folgt also
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Proposition 3.8. Ist A € M =L’ primitiv in M' mit q(\) = —3% sowie c € (D[M’/M]SL(Q’Z)
ein additiver Input mit ox(c) = —c, so verschwindet der additive Lift von ¢ auf allen
Spiegelungshyperebenen H(u) zu p € L' mit p = X mod M und q(u) = —%, d. h. auf dem
(Tréiger des) Heegner-Divisor(s) H(a,—%), wobei o := X+ M die Klasse von X in der
Diskriminantengruppe M'/M ist.

Bemerkung 3.9. Ein A € M’ mit q(\) = —1 ist automatisch primitiv in M.

Beweis. Sei A = Ny mit N € Z,u € M. Dann gilt also —3 = q(\) = N2q(u), d.h.
—2 = N24q(u), und damit N = 41 wegen 4q(p) € Z, d. h. X ist primitiv in M’. O

Bestimmen wir die méglichen A:

Proposition 3.10. Die folgenden zehn Vektoren bilden ein Reprdisentantensystem be-

ziiglich Kongruenz modulo M aller A € L' mit q(\) = —%:

= (0,0,0,0, 1, 1) =(1,0,1,0,1,3)
=(1,0,0,0,3,3) =(1,0,0,1,%,3)
=(0,1,0,0, 3, 3) A7 =(0,1,1,0, 3, %)
=(0,0,1,0,1,1) =(0,1,0,1,1 1)

Ar=(0,0,0,1,%,3) =(1,1,1,-1,1 1)
oder auch \g = (1,1 % %)

Beweis. Sei A = (A1, A2, A3, A1, A5, Ag) € L' mit g(A) = —1, also
—1=XX+ A3 — A2 — A§ = -\ — \§ mod Z,
denn A1, A2, A3, Ay € Z. Daher muf}
A5 = Ag = % mod Z

sein (also insbesondere A € N). Nehmen wir R := {0,1}* x {0, 3}? als Repréisentanten-
system fiir L’/M und ist r € 2R Repriisentant von A\, d.h. A =7 +m mit m € M, so gilt
1
also 75 =16 = 3.
Betrachten wir zundchst A = r € R, so mufl A\ Ay + A3A\s = 0 sein. Dies liefert die
ersten neun JA;. Allgemein muf}

=a(A) = a(r +m) = (r;m) +q(r) + a(m)

N[

= —ms — me + q(r) — mi —mi = q(r) mod 27

also r179 + r3ry = 0 oder 2 sein. Der erste Fall ist oben schon behandelt (es geniigt
m = 0), im zweiten ist notwendig r=(1,1,1,1,%,1). Auch dazu gibt es ein passendes

s Ly by 7272
m € M, etwa m = —2¢;,i = 1,...,4 oder e;,7 = 5,6, also etwa A = (1,1,1, -1, %, é)
odem_(1,1,1,1,g,;) O
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Bemerkung 3.11. Die ersten vier Koordinaten der X\; entsprechen den geraden Theta-
Charakteristiken (siehe Seite 60), genauer wird durch

A+ M|—>(a,\,b>\)

mit A = (A1, A2, A3, A1, A5, A¢) € L', an, by € {0,1}2 und

ay = (;;),b/\ = (ii) mod 27

eine Bijektion zwischen den zehn M-Klassen aller X € L' mit q(\) = —% und den geraden
Theta- Charakteristiken induziert.

Damit kiinnen wir den 20-dimensionalen Inputraum auf Inputs, deren Lift zwangsweise
auf H (e, —%) verschwinden, untersuchen. Dabei sei o; := \; + M das Bild von ); in der
Dlskrlmlnatengruppe M’/M. Wir erhalten:

Proposition 3.12. Der Inputraum (D[I\/I'/I\/I]SL(Q’Z) ist direkte Summe von zehn zweidi-
mensionalen Raumen Vy, ..., Vy, wobei die Lifts der ¢ € V; zwangsweise auf H(c;, —%)
verschwinden. Genauer sind die Losungsriume von oy, (c) = —c in C[M’/M]SL(2’Z) alle
zweidimensional und ihre Summe hat Dimension 20.

Beweis. Maple-Berechnungen (siehe Seite 101ff). O
Es gilt damit:

Satz 3.13. Glibt es eine holomorphe orthogonale Modulform vom Gewicht 10 zur Gruppe
' mit Nuslistellendivisor Z?:o H(oy,—3), so ist der geliftete Raum zehndimensional.
Der Kern des Lifts ist also zehndimensional, insbesondere ist der Lift nicht injektiv.

Genauer ist der Lift jedes Raums V; eindimensional und jeder nichttriviale Lift mit
Input in V; hat genau den Nullstellendivisor H (o, —%)

Beweis. Sei {cz, l} eine Basis von V;,7 =10,...,9 und f] der additive Lift von 07 Vi, 7.
Dann ist fiir jedes J € {1,2}!9,J = (]0,...,39) das Produkt f”/ := Hz Of” eine or-
thogonale Modulform vom Gewicht zehn zur Gruppe I' und Divisor > Zl o H(,—3).
Ist nun f die Modulform, deren Existenz vorausgesetzt wird, dann ist fT holomorphe
orthogonale Modulform vom Gewicht Null zur Gruppe I, also konstant: Es gibt wy € C
mit £ = w 7. Damit ist f/ = 0 oder jedes fji hat den genauen Nullstellendivisor
H (o, —3). Explizite Berechnungen von Fourierkoeffizienten (siehe ab Seite 104) zeigen,
daB es Basen c7 gibt, sodaf} kein f] trivial ist (dazu geniigt es einen nichtverschwin-
denden Fourlerkoefﬁmenten zu finden). Damit ist wy; # 0 VJ (und insbesondere die

Dimension des Lifts der V; mindestens eins) und % = Zjl VJi, Jo. Wahlt man J; und
£}

Jz, sodaf} sie sich nur an der i-ten Stelle unterscheiden, erhilt man % =: w; € € und
damit die lineare Relation f! — w;f? = 0. Der geliftete Raum wird also zum Beispiel
von den fil,z' =0,...,9 erzeugt. Diese sind linear unabhingig, was wieder anhand von

Fourierkoeffizienten gezeigt werden kann, also ist die Dimension des Lifts 10. U
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Bemerkung 3.14.

e Die Ezistenz der geforderten Modulform kann innerhalb der orthogonalen Theo-
rie mit Hilfe von Borcherdsprodukten bewiesen werden (siehe ndachsten Abschnitt).
Man kann aber auch bekannte hermitesch-symplektische Theorie benutzen: Das
Produkt der zehn Theta-Reihen ist hermitesch-symplektische Modulform vom Ge-
wicht 10 mit bekannten Nullstellen (inklusive Ordnungen) [Fr1], dessen Uberset-
zung ins Orthogonale gemafs Abschnitt 2.4 das Gewiinschte leistet (siehe auch
Abschnitt 3.3).

o Fine Basis des Kerns kann bestimmt werden, indem man aus jedem V; einen Vek-
tor mit trivialem Lift bestimmt: Berechne einen Fourierkoeffizienten (nach Satz
2.14) zu zwei Basisinputs, sodafl nicht beide Koeffizienten verschwinden. Bestim-
me eine Linearkombination der beiden Koeffizienten zu Null. Die gleiche Linear-
kombination der beiden Basisinputs ist Input mit trivialem Lift (siehe Anhang ab
Seite 104).

e Fir jeden (nichttrivialen) Lift zu einem Input in V; gilt: Das Quadrat ist Modul-
form vom Gewicht 2 zur Gruppe Iy und zum trivialen Charakter (Beweis unten).
Die Ubersetzung des Lifts ins Hermitesch-Symplektische ist symmetrisch, denn
hy = (%3 °) €T (vgl. Abschnitt 1.5 und 2.4), und das Quadrat der Ubersetzung
ist symmetrische Modulform vom Gewicht 2 zur Gruppe Iy = (ST(1+1), Hy) zum
trivialen Charakter bzw. zu T'(1 + 4) zum Determinanten-Charakter. Damit sind
zumindest diese notwendigen Bedingungen fiir die Identifikation mit dem Raum
der Theta-Reihen erfillt.

Beweis des letzten Punktes. Jedes y € Iy fiithrt jeden Divisor H (o, —%) in sich iiber,

denn die A; liegen in N und v Ii8t N modulo M fest. Also haben f; und f; o «y fiir jeden
nichttrivialen Lift f; zu einem Input in V; den gleichen Nullstellendivisor H («;, —%) und
sind Modulformen gleichen Gewichts, ihr Quotient ist also konstant. Dies definiert
_ _ fioy - .
v; : IN— C; fyi—)T wobei 0 # f; € Lift(V).
i

Die Abbildung v; ist wohldefiniert (d.h. unabhingig von f; € Lift(V;)) und Charakter
fiir jedes i:

_ fioyd _ (fioy)od fioy
fi fiony fi

denn mit f; ist auch f; oy Lift von einem Input in V;. Ist ndmlich ¢; Input von f;, so ist
fi o~y Lift von 7(¢;) und ¥(¢;) € V;, denn

v; (76)

= v;(6)vi (7),

o (1)) = V(09100 (0)) D (o (1)) = V(=) = —7(ci)

wobei () aus Lemma 3.6 folgt. Es gilt insbesondere v;(7y)? = v;(y?) = Loy 1, denn
2 €T, also ist (f;)?> Modulform vom Gewicht 2 zum trivialen Charakter zur Gruppe

In. O

Genauer ist damit zusatzlich bewiesen:
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e Die Lifts von V; sind orthogonale Modulformen vom Gewicht 1 zur Gruppe Iy zu
einem quadratischen Charakter v;.

Die v; kénnen dabei auf Iy verschieden sein und sind es auch, wie die folgende Bemerkung
zeigt.

Bemerkung 3.15. Fir A € N mit q(A\) = —5 Zst sogar oy € Iy, und die I'-Klassen der
Oxgs -+ -1 0N bilden eine Basis von FN/F Fiir dze Charaktere v; gilt vi(oy;) = —1 Vi und

vilor,) = 1 fiir j £ .

Beweis. Es ist

o)L f(’f;)\ =z + 2(z,\)A.

Wegen (z,\) € Z fiir z € N gilt also o\(z) —z € 2N C M fiir z € N. Fiir die Charaktere
v; gilt vi(oy;) = —1 nach Definition der V;. Fiir j # i kann nicht v;(oy;) = —1 gelten,
denn sonst wiire jeder Lift von V; auch auf H(a;,—3) Null. Also ist vi(oy;) = 1 fiir

j # i. Damit sind die o), auch Z/2Z-linear unabhéngig iiber I', bilden also eine Basis
von Iy/T. O

Wegen —h? = o), ...0), mod I gilt mit L= (T, —h?) und r* = <I>_1(f) = (I'*,iH?)
insbesondere

Satz 3.16. Die additiven Lifts sind orthogonale Modulformen zur Gruppe T vom Ge-
wicht 1 zum Charakter © mit o|p = 1 und 9(—h?) = —

Bemerkung 3.17. Tatsdchlich gilt sogar oy;(c) = ¢ Vc € V; fiir j # i.

Beweis. Es ist 0y, (c) € V; (siehe oben) und damit auch oy, (c) — ¢ € V;. Andererseits ist
oy, (ox; () —¢) = =(on(c) —¢), d. h. o, (c) — CGVunddamltm\j(c)—ceViﬂVj:{O},
d.h. U)\].( ) C. ]

Damit lassen sich auch ohne die Kenntnis der genauen Nullstellen der Lifts zu Inputs in
Vi, d.h. ohne die Existenz der in Satz 3.13 geforderten Modulform vorauszusetzen, die
Charaktere v; definieren (durch oy, (c) = vi(oy;)c fiir ¢ € V;) und Bemerkung 3.15 und
der dritte Punkt von Bemerkung 3.14 beweisen.

3.2 Multiplikative Lifts

Wir konstruieren in diesem Abschnitt die in Satz 3.13 vorausgesetzte Modulform als
multiplikativen Lift. Gesucht ist also eine holomorphe orthogonale Modulform vom Ge-
wicht 10 zum Diskriminantenkern I' mit Nullstellendivisor Z?:o H(aj, —3).

Typen

Die Koeffizienten c,(m) vor den H(a,m) in diesem Divisor, d.h. co,(—3) = 1 und
sonst 0, hiingen nur vom O"(M)-Orbit von « ab, sodafi wir uns auf den reduzierten
Kontrollraum beschrinken konnen (vergleiche Definition 2.26 und Satz 2.27). Wir brau-
chen also die Typen, d.h. Orbits von M’'/M unter O*(M). Wir rechnen ganzzahlig, d. h.
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in L/2M = 2M'/2M statt in M'/M. Ein g € O(M) erhilt einerseits die Ordnung von
a € L/2M und andererseits die Norm modulo 47. Wir betrachten daher die Mengen
(10), (20), (22), (23), (40), (41), (42) und (43) mit

(ab) := {a € L/2M; ordy jom () = a,q(a) = b mod 47}

(andere (ab) treten nicht auf). Die Menge (22) zerfillt in zwei Teile: Fiir a € (22) ist g
modulo 87 eindeutig bestimmt: Sind a und a + 2m,m € M zwei Reprisentanten von «,
so ist

q(a 4+ 2m) = (a,2m) + q(a) + q(2m) = 2(a,m) + q(a) + 4q(m).

Wegen q(a) = 2 mod 4% und ordy jou(a) = 2 ist ay, ..., a4 € 2Z und a5 = ag = 1 mod 27
und damit

= —4my — 4mg + q(a) — 4mZ — 4m?2 mod 87
= q(a) mod 8Z.
Wir definieren daher (222) und (226) durch
(22a) := {a € (22); q(@) = a mod 87}
Es gilt

Proposition 3.18. Die Mengen (10), (20), (222), (226), (23), (40), (41), (42) und (43)
sind die O(M)-Orbits von L/2M.

Beweis. Man kann dies leicht explizit zeigen, erhilt es aber auch als Korollar von

Satz 3.19. Die Gruppe OT(M) operiert transitiv auf den primitiven Elementen von L'
gleicher Norm.

Beweis. Siehe [F-H]. Tatséchlich ist dies der wesentliche Teil des Beweises von Satz 1.11
Seite 17. O

Damit operiert O"(M) auch transitiv auf den primitiven Elementen von M = 2L’ gleicher
Norm.Wir miissen also zeigen, daf} es zu je zwei Elementen a, € L/2M gleichen Typs
zwei in L' bzw. M primitive Reprisentanten a,b € L gleicher Norm gibt.

Fiir die Mengen der Form (4%) nehmen wir zuniichst die Reprisentanten @,b in
{-1,0,1,2}* x {0,1}2. Da die Ordnung in L/2M gleich 4 ist, ist mindestens eine der
ersten 4 Koordinaten +1, insbesondere sind @ und b primitiv in L’. Ist etwa a;, = £1,
80 ist ag := @ + 4keq(i), k € 7 ebenfalls primitiv in L' und q(ax) = q(a) + 4k, d.h. es
gibt ko € Z mit q(ag,) = q(b). Also leisten a := ay, und b := b das Gewiinschte.

Fiir die Mengen der Form (2#) nehmen wir die Reprisentanten in {0,2}* x {0, 1}2.
Diese sind primitiv in M. Sind die ersten vier Koordinaten jeweils 0 so ist q(a) = q(b).
Ohne Einschrinkung ist also ein a;, = 2. Durch ay := a + 4ke,(;,), k € 7Z kann q um
beliebige Vielfache von 8 abgedndert werden. Damit sind (222) und (226) Orbits. Sonst
ist eine der letzten beiden Koordinaten 0. Durch Addition von 2e5 bzw. 2eg wird daher
q um 4 vermindert, d. h. man kann q um beliebige Vielfache von 4 abéndern. Also sind
auch (20) und (23) Orbits.

Schliellich ist die Menge (10) trivialerweise ein Orbit. O
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Einfaches kombinatorisches Abzahlen liefert die Machtigkeiten der Typen (siehe auch
Seite 108). Wir geben noch fiir jeden Typ einen Repriisentanten eines Elements des Typs
an.

Typ | Méachtigkeit | Repréisentant
(10) 1 (0,0,0,0,0,0)
(20) 15 (2,0,0,0,0,0)
(222) 6 (2,2,0,0,1,1)
(226) 10 (0,0,0,0,1,1)
(23) 32 (0,0,0,0,0,1)
(40) 240 (1,0,0,0,0,0)
(41) 240 (1,1,0,0,0,0)
(42) 240 (1,1,1,1,0,0)
(43) 240 (1,0,0,0,0,1)

Tatséchlich sind «y,...,a9 (bzw. das Doppelte davon) vom Typ (226) und bilden
diesen Orbit, d.h. in Satz 2.27 ist 0(226)(—%) = 1 und ¢¢(m) = 0 sonst.

Eisensteinreihen

Gemifl Bemerkung 2.22 ist die Relation in Satz 2.27 fiir die Eisensteinreihen im redu-
zierten Kontrollraum losbar. Es gilt:

Lemma 3.20. Der reduzierte Kontrollraum besteht genau aus den Fisensteinreihen.

Beweis. Wir berechnen gemifl Bemerkung 2.11 und Proposition 2.10 die Dimension des
Raums der Eisensteinreihen und des Kontrollraums.

Wir numerieren die Typen von 1 bis 9 entsprechend der Tabelle. Beziiglich der Basis
et,...,eg von C[%] haben wir die Darstellungsmatrizen

px(—E2) = —Ey
p5(T) = diag(e ™™ 1Y, t € T) = diag((—i)*"),j =1,...,9)
= diag(1,1, -1, —1,4,1, —i, —1, —i)

mit der 9 x 9-Einheitsmatrix F9 und den Reprisentanten ; des j-ten Typs in obiger Ta-
belle. Man sieht: Mit dem Gewicht k = 1+ % = 3 der Eisensteinreihen des Kontrollraums
gilt V =V, = Eig(pi(—E»), (—=1)%) also d = dim V5 = 9 und Eig(p%(T),1) = (e1, e2, €s)
= ({e(10)» €(20), €(40))- Damit ist die Dimension des Raums der Eisensteinreihen gleich
dim(Vp N Eig(p%(T),1)) = 3. Die Dimension des Kontrollraums ist geméfl der Formel
aus Proposition 2.10 ebenfalls 3 (sieche Anhang ab Seite 107) und damit sind die beiden
Raume gleich. O

Es gibt also einen multiplikativen Lift mit dem geforderten Nullstellendivisor. Sein Ge-
wicht ist gegeben durch die Fourierentwicklung der Eisensteinreihe zu —%6(10). Genauer
ist das Gewicht gleich

Z a(—m)cy(m) = a(226)(%),

m<0,teT
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wobei 0 - ai(m)e?™™7 die Fourierentwicklung der t-Komponente der Eisensteinreihe
E, mit v = —%6(10) ist.

Die neun Komponenten von £ leao sind Linearkombinationen der primitiven Hecke-
schen Gi(.;c,d, N), deren Fourierentwicklung in Satz 2.23 angegeben ist. Bei uns ist
N =4 und k = 3, wir setzen daher G(.;c,d) := G3(.;¢,d,4). Gesucht sind also neun

Linearkombinationen

fe= Z fiedG(-5c,d), ftead €C

¢,def{0,...,3}
ged(e,d,4)=1

der primitiven G(.;c¢,d), soda} das 9-Tupel (fi)icx eine holomorphe elliptische Modul-
form zur reduzierten Weil-Darstellung p% ist mit 0-tem Koeffientenvektor —%6(10).

Eine Reihe G(.;¢,d) ist primitiv genau wenn nicht ¢ = d = 0 mod 27 gilt. Wegen
G(.;¢,d) =G(.;d,d) fiir c =, d = d mod 47 gibt es 42 Reihen G(.;c,d), wovon 22
nicht primitiv sind, d. h. es gibt 12 primitive. Die G(.;¢,d) haben das Transformations-
verhalten (siehe Seite 54 mit &k = 3 und N = 4)

G(Mrt;c,d) = (y7 + 5)3G(T; ac+ vd, Be + 0d).
Insbesondere gilt (M = —F)
G(T; C, d) = _G(T; —C, _d)7

sodaB die primitiven G(.;¢,d) paarweise linear abhiangig sind. Wir suchen daher die f;
als Linearkombinationen von sechs primitiven G(.; ¢, d), etwa zu (c¢,d) € £, wobei

& :=1{(0,1),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,1)}

sei. (Die zugehorigen G(.;c¢,d) sind linear unabhéngig [Hec].)
Der 0-te Fourierkoeffizient (siehe Seite 54) von G(.;c¢,d) ist mit k =3 und N = 4:

o

fiir ¢ # 0 oder d = 0 mod 4

4
T > Bs(2)cos (3% — 71'%") sonst

und Bs(5) = —Bs(2) = &, ist letzteres gleich

0 fiir d =0 mod 2
3

+— fiir d = +1 mod
39 fir 1 od 4

Insgesamt also fiir £:

(c,d) (0,1) | (1,0) | (1,1) | (1,2) | (1,3) | (2,1)
0-ter Koeffizient 3
von G(.;c,d) 32
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Damit ist lim fi(7) = g—;ft’[]’l Vt, d.h. f = (fo)eg erfillt die Bedingung lim f(7) =
T—100 T—100
—%e(10) genau wenn

Ja0),01 = —g und fio1 = 0 fiir t # (10)
gilt.
Weiter soll f elliptische Modulform sein, d. h. wir erhalten Bedingungen an die f. 4
aus dem Transformationsverhalten unter S und 7'
Es mu fi(7 + 1) = 2™ 9V f(7) fiir die neun Typen gelten. Wegen G(7 + 1;¢,d) =
G(7;¢,¢ + d) erhalten wir die Bedingungen an die f. 4

ft,c,d—c = ™ a9 ft,c,d falls (C, d— C) €&
—fier-aye =€ fia falls (c,d —¢) ¢ €

(dabei ist d — ¢ etc. modulo 4 zu reduzieren).

Schlieflich mu8 f(—1) = 735—5 sex B (5, 1) fs(7) Vi gelten mit E(s,t) =) ., e2milasf)

(siche Seite 55). Wegen G(—1;c,d) = 73G(1;d, —c) also

T

ft,fd,c = g—; ZE(ﬁa t)fﬁ,c,d falls (_d7 C) €&
se¥

_ft,d,fc = g—; Z E(57 t)fﬁ,c,d falls (_d7 C) g &
seT

Wir erhalten also ein lineares Gleichungssystem fiir die f .4, welches wir mit Maple
losen. Die Losung ist (sieche Anhang ab Seite 110):

-32 —i —1 —1 —1

;:“0)8 0 —15i —15i —15i —15i 0

20

20) 0 —6i 6i —6i 6i 48 | /G(r0.1)
f(222)(7')
Fa06) (T) 0 —10i 10i —10i 10i —80 || G(m51.0)
(226) G(r;1,1)

27| fam(m) | = 0 —32i -32 32 32 0 CirL2)
frao) (7) 0 —240i —2407 —2407 —240i 0 G(r1.3)
§(41)Erg 0 —240i 240 2407 —240 0 G(r;2,1)
(a2) (T e o .
Foam (1) 0 —2407 2407 —240% 240i 0

0 —2407 —240 2407 240 O

Zur Bestimmung des Gewichts des Borcherdsprodukts berechnen wir den %—ten Fou-
rierkoeffizienten der (226)-Komponente. Der i-te Fourierkoeffizient der G(.;c,d) ist
(vgl. Satz 2.23 Seite 54):

— i 3 dn -3
% E n31 sgn(n)eQm% = Zli(i E n? sgn(n)i"
m=cmod4 m=cmod4
nm=2 nm=2

0 c=0mod4
i | 4(-1)?  c¢=1mod4
16 |2iImi¢ ¢=2mod4
4(-1)4*1 ¢=3 mod 4
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Wir erhalten

) 1 ir® o o . 5i .
a(226)(3) = ﬁ1—610(—z4+z(—4) —id +i(—4) — 8(2i)) = E(—322) =10

und damit:

Satz 3.21. Es gibt eine holomorphe orthogonale Modulform zur Gruppe I' vom Gewicht
10 mit Nullstellendivisor

9
ZH(ai7 _%)7

=0

d. h. die Voraussetzung des Satzes 3.13 ist erfillt.

3.3 Theta-Reihen

Wir zeigen hier, dafl obiger Satz auch aus der Theorie der Theta-Reihen folgt. Wir setzen
0(z) == [] ©(Z;a,b) VZ € H = H,,
(a,b)

wobei sich das Produkt iiber alle geraden Theta-Charakteristiken erstreckt. Es gilt
([Fr1]):

Satz 3.22.

(1) Die Funktion © ist symmetrische Modulform vom Gewicht 10 zur Gruppe Sp(2, Z[i])
zum trivialen Charakter.

(2) Die Funktion © verschwindet auf der Mannigfaltigkeit

N = {Z: (ZO zl) c H; 2 :m}
zZ3 292

in erster Ordnung und jede Nullstelle von ©(Z) ist zu einem Punkt in N beziiglich
Sp(2, Z[i]) x (1) dquivalent.

Wir zeigen damit:

Satz 3.23. Die Ubersetzung 0 von © ins Orthogonale gemif Satz 2.31 ist holomorphe
orthogonale Modulform vom Gewicht 10 zur Gruppe O (M) mit Nullstellendivisor

9
ZH(aia _%)

=0

Der Charakter ist trivial auf (EO(L), ho) und —1 auf hy.
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Folgerung 3.24.
e Satz 3.21 gilt, d. h. die Voraussetzung des Satzes 3.13 ist erfillt.

e Der oben konstruierte multiplikative Lift, bzw. das Produkt von zehn (nichttrivia-
len) additiven Lifts (je ein Input in V;) ist Vielfaches von 0, insbesondere ist der
multiplikative Lift Modulform nicht nur zu T' (bzw. Iy wie aus Bemerkung 3.15
folgt), sondern sogar zu OT(M) zum angegebenen Charakter.

Das Transformationsverhalten von 6 ergibt sich wie folgt: Nach Freitags Satz 3.22

. . . i 0
Teil (1) ist © auch Miodu(}form zu (Sp(2,Z[i])1,H1) x (1), denn H; = 1—\/51 ( 01 i1>
operiert auf H wie < 01 ; und es gilt

1

det (§9) = i(17)" det (§9) = idet (L2 (§9))

also

O(H\(7)) = &% det (7 (9)) "O(H1(2)),

d. h. der zugehorige Charakter ist auf Sp(2, Z[i])1 x (7) trivial und auf H; negativ. Wegen
Of(M) = (EO(L), k1, he) und OF(M)* = (Sp(2, Z[i])1, H1) x (1) sowie (EO(L), ho)* =
Sp(2, Z[i])1 x (r) folgt das Transformationsverhalten aus dem Ubersetzungssatz 2.31.

Es bleibt, die Nullstellen zu untersuchen. Unter dem Isomorphismus ¢ : H —H
aus Satz 1.54 hat der Heegner-Primdivisor H(A) das Urbild (dabei sei A € V das Bild
von A unter V.—V)

H()\) := Hy(\) :=={Z = (%) € H;(¢(Z),\) =0}

— {Z € H; (—EQ,Z)A<g ) =0¢€ MQXQ(C)}
2

(siche Seite 41). Fiir A mit q(\) # 0 ist dies

={Z € H;ox\(¢(2)) = ¢(Z)} .
Wegen

<¢(Z),)\> = (2’12’3 — zgzg))\g + )\1 + ZU>\4 + 2’2)\3 - Zl()\g, + i)\ﬁ) - 23(>\5 — i)\g)
gilt
N = H()\).
Lemma 3.25. FEs gilt
M(H(\)=H(M()\) VM eSp(2,C);,\eV
und
T(H(M\) =H(t(\) VAeV.

Dabei sei M(\) das Bild von X\ unter der M entsprechenden orthogonalen Transforma-
tion. Analog fir T.
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Beweis. Dies folgt aus
gHN) =H(g(V) Vg€ O'(V), eV

via Ubersetzung ins Orthogonale oder durch direkte Rechnung:

M(H()) = {M(Z); Z € H,(~Ey, zm(é) _ o}

Ersctzt man A durch M~'MAM "N = ~IM IM(\)M, so erhiili man
iz z e m e (M) <o)
Mt FE(ZY = M(7) (dies ist Klar auf Brrengern) also
_ { M(Z); 7 € H, (~Fa, M(Z)M()) (MW) = 0}
_ {z € H;(~ By, Z)M(\) (é) = 0}

— H(M()) .

Fiir 7 gilt: In (¢(Z),\) wird das Vertauschen von z; und z3 durch das Andern des
Vorzeichens von Ag kompensiert und dies ist die Operation von 7 auf V. U

GeméB Satz 3.22(2) hat also © einfache Nullstellen genau auf

U M(HMN) = |J H(MM))

Me(Sp(2,Z[i])1,Hi)x(T) Meot(Mm)”

und damit € auf

U #MOe) = U Hg).

Mecotm)* geOt(M)
Da Of(M) transitiv auf den A\ € L’ mit q(\) = —5 operiert (Satz 3.19), ist also der
Nullstellendivisor von 6 gleich
9
Y. HO) =) H(a,—3)
AEL! /%1 i=0

aAN)=-%
wie behauptet. Damit ist der Satz bewiesen. Es gilt sogar

Satz 3.26. Es gibt eine Bijektion der zehn X\; (bzw. a; und V) und der zehn Theta-
Charakteristiken, sodaf jeder (nichttriviale) Lift zu einem Input in V; Vielfaches der
entsprechenden, ins Orthogonale tibersetzten, Theta-Reihe ist.
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Folgerung 3.27. Die zehn Theta-Reihen sind Modulformen vom Gewicht 1 zur Gruppe
T* zum trivialen Charakter bzw. zu T* zum Charakter X mit X|r« = 1 und Y(iH?) = —1
(vgl. Satz 3.16).

Der Beweis des Satzes folgt aus dem Transformationsverhalten der Quadrate der Theta-
Reihen (sie sind Modulformen zu In* nach Bemerkung 2.35) und aus (siehe [F-H]):

Satz 3.28. Zwei primitive Vektoren von L' gleicher Norm und gleichen Bildes in L' /2N
sind modulo Iy dquivalent.

Folgerung 3.29. Die Gruppe I\ operiert transitiv auf den primitiven Vektoren von L'
der Norm —% und gleichen Bildes in L' /M.

Beweis. Fiir v € Ty und A € L' mit q(A\) = —5 gilt y(A\) — A € M wegen A € N und
Iy = Kern (O"(M)— Aut(M’/N)) = Kern (OT(M) — Aut(N/M)), d.h. Iy operiert
auf den primitiven Vektoren von L’ der Norm —1 und gleichen Bildes in L’/M.

Seien A, p € L' mit q(A\) = q(u) = —% und A\ — 4 € M. Wegen Satz 3.19 kénnen wir
A=) = %(65 + eg) annehmen. Wegen Ao + M = Xy + 2N U %(65 — eg) + 2N ist nach
obigem Satz ohne Einschrinkung py = %(65 —eg). Damit gilt A p unter hy = o, € Iy,
d. h. die Operation ist transitiv. O

Zum Beweis von Satz 3.26: Es ist eine der zehn Theta-Reihen Null auf N = H (o) und
damit auf Upren,» H(M (Xo)), die Ubersetzung ins Orthogonale also auf Uger, H(g(Ao))
= H(ap, —1). Damit ist der Quotient aus der iibersetzten Theta-Reihe und einem nicht-
trivialen Lift konstant, insbesondere hat die Theta-Reihe genau diese Nullstellen. Die
Bijektion ordne )¢ die Theta-Charakteristik dieser Reihe zu. Aus dieser Zuordnung ent-
steht die Bijektion durch orthogonale bzw. hermitesch-symplektische Transformationen:
Es gibt g; € O"(M),i = 1,...,9 mit g;(\g) = \;. Diese g; fithren Vj in V; iiber und ihre
Urbilder in G* = (Sp(2,7Z]i]), H1) x (7) fithren die Theta-Reihe zu )\ in die anderen
Theta-Reihen iiber.

Wir konnen die Bijektion explizit angeben: Die Spiegelung an )Xo ist gerade die
orthogonale Transformation hihy € OF(M) mit Urbild +£H;7 € Of(M)". Die Theta-Rei-
he ©(Z; (1), (1)) erfiillt (siche Abschnitt 2.4)

@((imrxzx(%),(%))=®<Hl<z>;(%>,<%>>=®<(i01 )<Z>;(%>,(%>>

also

und damit
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d.h. fir Z in {Z € H;0),(¢(2)) = ¢(Z)} = H(X\o). Also

Wir schreiben daher auch ©¢(Z) := 0(Z; (1), (1)).
Es gilt

E(ei, —65)(>\0) == )\0 +e = )\i fir 1 = 1,. .. ,4

und weiter E(e;, exry) (Ao +ex) = Ao +ep+e; firi € {1,...,4}, k € {1,...,4}—{i,0(i)}
d.h.

E(ei,eg(k))()\k) = Aggo; fiiri € {1,2}, ke {3,4}
sowlie mit A7 = A3 + e
E(el, 64)()\7) = A342 + E(el, 64)(62) = A5+ €3 —eq4 = Ag.

Damit kénnen wir die den \; zugeordneten Charakteristiken aus Ag— ((1),(1)) ge-
winnen, z. B. mit S = ({}):

M (G 2) o (1), (1) = (1) () +(5) (1) —i(§) = ((1).(}))
usw. Insgesamt erhalten wir

Bemerkung 3.30. Die Bijektion aus Satz 3.26 lautet explizit:

Ao—((1)5 (1)) As—((5)(5))
A (1), (5)) Ao (1), (5))
Ao ((5) (1)) Ar—((5) (1))
Az ((5) (D)) A ((§),(0))
A= ((9),(p)) Ao ((§),(8))
Wir schreiben auch ©;(Z) := ©(Z; a,b), falls \;— (a, b) unter dieser Bijektion. Das

heif}t also ©; ist Null auf H ()\;). Bezeichnen wir mit 6; die ins Orthogonale iibersetzte
Theta-Reihe ©;, so bedeutet Satz 3.26 also

Lift(V;) = CO; Vi=0,...,9,
d.h. 0; erzeugt den Lift von V.
Bemerkung 3.31.

e Per Konstruktion ist die Bijektion vertraglich mit den Sp(2,7Z[i])1 x (7)-Opera-
tionen auf den M-Klassen der X\; via Sp(2,7Z[i])1 % (1) — OT(M) und auf den
geraden Theta- Charakteristiken wvia o. Das heif$t, unter der Bijektion geht fiir
MT¢ € Sp(2,7Z[i])1 x (1) (der Reprdisentant in {Xg,..., o} von) ®(M7°)(A) + M
iber in M7° o (a,b), wenn X+ M nach (a,b) abgebildet wird.

e Der Beweis zeigt, dafi die Operation o auf den geraden Theta-Charakteristiken
transitiv ist.
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Fourierkoeffizienten, Summe von zwei Quadraten und Zerlegungsgesetz
in Z[1]

Wir haben damit zwei Darstellungen der ;. Durch Vergleich der jeweiligen Reihen-
entwicklungen ergeben sich zahlentheoretische Beziehungen. Betrachten wir etwa 69 als
Ubersetzung von Og = O(.;(9),(9)), so gilt fiir z = xeq + ea + 23e3 + 24€4 + 25€5 + 266

mit [z] € H:

Ba(z) = O(( ., 5 27 ) 1 (8)5 (D))

_ E: eﬁi(ﬁzsgl+97(Z5+i26)91+ﬁ(25—i26)92+972492)

91,92 EZ[i]
— E eﬁi((g%ﬂrgﬁ)Z3+(g§1+g§2)24+2 (911921+912922) 25—2 (912921 —911922) 26)
N / AN / N - g N - o
gi]‘GZ =:r =8 =:—t =:u
i,j€{1,2}
(9i5)i,je (1,23 €74
_ § : # 92, +92,=1,92,+92,=s, eri(rz3+sz4—2tz5 —2uze)
g11921+9g12922=—1,
78t UEZ 912921 —911922 ="

r,s>0,rs=t>4u?

Andererseits ist g additiver Lift eines geeigneten Inputs (ca)aem/m € Vo. Die Fou-
rierentwicklung im Tubengebietmodell zur Spitze [a],a = 2e; € M isotrop, mit o’ =
Tes € M und K = {(0,0)} x 2H x Z x 7Z liefert fiir 2 = (*,1,23,...,25) wie oben mit
Z = 1L(z,...,2):

09(2) = 309(52) = 3090, (%)
=3A(0)+ > LAMETTA
0£TEK NP,
— %A(O) + Z %A(S, r t, u)eﬁi(Z3r+z4s—2z5t—2z6u)
0£TE(LZ)4
T=(s,r,t,u)

r,5>0,rs>1%4u?

Wir kénnen die Koeffizienten vergleichen und erhalten fiir 0 # T = (s, 7, t,u) € K' NP,
d.h.rs,tuc (%Z)‘l,r,s > 0,75 > 12 + u’:

(9i5)i,jeq1,21 EZ4;

L # { 911+97,=r.93,+95,=s, fiir 0 # T € Z* isotrop
§A(T) = g11921+912920=—t,
g12921 —g11922=u
0 sonst

Fiir den Fourierkoeffizienten A(T') gilt nach Borcherds (Satz 2.14 mit r = 1):

AT) =) > 20 s (q(H))
HeK'meN §eM’'/M
mit nH=T § {iber H
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also A(T) = 0 fiir (T) # 0, d.h. fiir T ¢ 0P, (wie das ja auch der Koeffizientenver-
gleich zeigt): Der Lift von Konstanten ist singulédr. Im folgenden sei also T' isotrop und
cs = ¢5(0). Wir schreiben ¢g := ¢; fiir d € 9.

N-1
_ 2min(R2e;+H,Le:
= E E e2min(iy2e1+H,5 2>C%261+H

HeK',neN m=0
mit nH=T

Mit N = 4 (siehe Seite 104) und T = (t3,%s,t5,t6) € (3Z)* ist dies

3
_ nm
= > X "Memitr

n|ged(2t;) m=0

Allgemein gilt fiir beliebige Spitzen [a], @ € M primitiv, isotrop mit a’ € M’ mit (a,a’) =1
und K = M Nat Na't: Die Fourierkoeffizienten A(T) = A, . (T) zu isotropen T' € K’
von additiven Lifts zu reellen Inputs erfiillen die rekursiven Formeln

A(pT) = A(T) + A(pTlpT) fiir p =1 mod 4
A(pT) = A(T) + A(depT) fiir p = 3 mod 4 und d, = 1 mod 2
A(pT) = A(T) — A(p—lpT) fiir p = 3 mod 4 und d, = 0 mod 2.

Dabei sei d = [, jymp% mit 37 =: T € M’ primitiv.
Beweis. Zerlege die Summe iiber alle Teiler n von d in eine, in der nur Vielfache von
p auftreten, und eine, in der alle Teiler fremd zu p sind. Man erhélt jeweils den ersten

bzw. zweiten Summand der angegebenen Formeln. O

Wir erhalten daraus durch Induktion iiber die d;, explizit:

0 falls d, = 1(2) fiir ein p = 3(4)

A(T) = A@2®T) Tl (1+d,) sonst
p=1(4)

Diese Formel gilt auch fiir Lifts zu nicht-reellen Inputs, denn der Inputraum hat eine
reelle Basis, da die Weil-Darstellung unitir und symmetrisch ist. Fiir beliebige Inputs
gilt

¢ 3
> imc%a_@ fiir do =0
m=0
d d _ 5 . - . _
A2™T) = mgo(_l)mc%‘”‘T + 220§a+2T fir do =1
Zoc%a-l-f—i_%cia fir do > 2
\m—=

wie man leicht nachrechnet.
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Es gilt also fiir den T-Koeffizienten von 6y fiir a = 2e; und o/ = %62

_ (9i)i,je{1,2} €74
A(2%2T 1 = A(T)=2- 911+97>=",95, +93,=s,
0T J1 (U dp) = A(T) =24 3 o tabsh by
p=1(4) 912921 —9g11922=u
fiir isotrope T' = (s, r,t,u) € L d. h. fiir ganze r, s,t,u bzw. dy > 1. (Fiir echt halbganze
r, s, t,u kann man das Verschwinden des zughorigen Koeffizienten mit obigen Formeln
auf primitive zuriickfithren und fiir diese auch explizit (d.h. ohne die hermitesch-sym-
plektische Theta-Reihe) beweisen.) )
Betrachten wir zum Beispiel s = 0 und damit ¢t =4 =0, d.h. T = %64 und r = %d,
so gilt also fiir ganze r

Alres) = A% tes) T[ (14+dp) =2 #{(91,92) € Z% 97 + 95 =1}
p=1(4)

Tatséichlich gilt nach obiger Formel A(2%271e,) = 8 fiir dy # 0 fiir den Input zu 0y (siehe
Anhang A.3), d.h. wir haben die bekannte Formel

4. H (1+7,) = #{(g,h) € Z% ¢ + h2 =r}
p=1(4)

iiber die Darstellung von natiirlichen Zahlen r = [, ;1 "7, mp € N (es gilt 1, = d, fiir
p # 2 und r9 = dy — 1) als Summe von zwei Quadraten wiedergefunden. Ist speziell r
eine Primzahl p, so erhalten wir das Zerlegungsgesetz in Z[i].



Kapitel 4

Das Theta-Ideal

Nach Matsumoto [Mat] bzw. Hermann [Her| gilt:

Satz 4.1. Die Satake-Kompaktifizierung Xv(1qiyx(r) vOn HQ/F(l + i) % () 15t isomorph
zu P4

Xr(itiyn(ry = P*

und die von den hermitesch-symplektischen symmetrischen Modulformen geraden Ge-
wichts zur Gruppe I'(1 + i) zum Determinantencharakter x(M71¢) = det(M) erzeugte
Algebra ist erzeugt von den Quadraten der Theta-Reihen:

@ [T(1+i) x (1), k,x*?] = C[OF,...,07]
ke27.

Genauer ¢ibt es finf unabhdngige lineare Relationen der Quadrate der Theta-Reihen,

sodafl
O : Xr(11iym(ry — P?,
definiert durch
ZT(1414) x (1) —[0%(Z) : --- : ©3(Z)] fiir Z € H,

und stetige Fortsetzung auf den Rand, ein Isomorphismus auf den durch die fiinf Rela-
tionen definierten Teilraum in P9 ist.

Dabei sei mit [G, k, x] der Vektorraum der hermitesch-symplektischen Modulformen
zur Gruppe G vom Gewicht k zum Charakter y bezeichnet. Die von den hermitesch-
symplektischen Modulformen zur Gruppe G zum Charakter x erzeugte Algebra sei

A(G,x) = A(G) := kGEBZ[G, k, x").

Der Ring A(G) ist nullteilerfrei und ganzabgeschlossen im Quotientenkorper, d. h. nor-
mal. Der homogene Teil vom Grad 0 des Quotientenkérpers Quot(A(G)) (d. h. der Kor-
per der Modulfunktionen) sei mit K(A(G)) bezeichnet.

81
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Weil es keine (nichttrivialen) Modulformen ungeraden Gewichts zu I'(1 + %) und zu
auf ¢F, trivialem Charakter gibt, gilt in unserem Fall (y der Determinantencharakter)
fiir ¥ mit x> = y und x(iEy) =1

D [T(L+4) » (1), kX" = @ L(L+1) % (1), k, X¥]
ke27 keZ

d.h.
A(1 +4) % (1)) = A(T(1 +14) x (),%) = C[OF,...,03.
Insbesondere ist C[OF, ..., 03] normal.
i
! 2.01 )) = i, ¥(£H?) = ¥(+iH?) = —1 und ¥ trivial auf 7,
I' und den Urbildern der acht Eichlertransformationen, die zusammen mit A; und —h?
die Gruppe Iy iiber I' erzeugen. Dieser Charakter setzt x aus Folgerung 3.27 fort.
Betrachten wir Iy* = (SI'(1 + 1), Hy) x (7) statt T'(1 4 4) x (1), so ist der Charak-
ter gegeben durch y(H;) = —1 und auf SI'(1 + i) wie gehabt. Damit gilt [IN*, k] =
[N*, k, 1] = [IN*, k, X¥*], denn fiir ungerade k ist beides {0} und %> = 1. Es gilt also

Xg- = P!

Beispielsweise sei x/(

und
A(FN*) = @[FN*akaik] = @ [FN*ak] :(D[@%aa@%]
kEZ ke2Z

Wir bezeichnen, analog zum Hermitesch-Symplektischen, mit [G, k, v] den Raum der
holomorphen orthogonalen Modulformen zur Gruppe G vom Gewicht k£ zum Charakter
v. Entsprechend verwenden wir die Bezeichnungen A(G,v) bzw. A(G) und K(A(G))
auch fiir orthogonale Gruppen. Damit lautet der Satz ins Orthogonale iibersetzt:

Satz 4.2. Die Satake-Kompaktifizierung Xy, von H/FN ist isomorph zu P*
Xp, = P!

und die von den orthogonalen Modulformen geraden Gewichts zur Gruppe Iy zum tri-
vialen Charakter erzeugte Algebra ist erzeugt von den Quadraten der tibersetzten Theta-
Reihen:

A(In) = kg;Z[FN,k] = C[62,...,03]

Genauer gibt es fiinf unabhingige lineare Relationen der 02, sodaf
0 : X, —PY,
definiert durch
[ [05(2) - -+ 63(2)]  fiir [2] € H
und stetige Fortsetzung auf den Rand, ein Isomorphismus auf den durch die fiinf Rela-
tionen definierten Teilraum in P9 ist.

Wir untersuchen damit die entsprechenden Fragen fiir die Theta-Reihen 6; selbst
bzw. fir die Gruppe I' (Abschnitt 4.1) und bestimmen das Relationen-Ideal der Theta-
Reihen (Abschnitt 4.2). Schlieflich beweisen wir diesen Satz in Teilen neu mit Hilfe der
orthogonalen Theorie (Abschnitt 4.3).
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4.1 Geometrie
Die Reihen #; haben die Gruppe T als gemeinsame Transformationsgruppe und ¢ als

gemeinsamen Charakter (vgl. Satz 3.16). Wir betrachten daher das kommutative Dia-
gramm (H = k)

definiert durch

[T -2 [00(2) : ... : 0g(2)] fiir [2] € H
(2T 25 [00(2)2 : ... : Og(2)?] fiir [2] € H
(2T 2] fiir [2] € H
(20t ... : 2o) > [28 1 ...t 23] fiir [2] € P?

und stetige Fortsetzungen.
Die Abbildung g ist offenbar 2°-fache Uberlagerung, die genau auf den Koordina-

ten-Hyperfliichen verzweigt. Genauer ist das Urbild von [z : ... : z9] € P? genau die
Menge {I(w); I € {£1}'%} fiir ein festes w = [wp : ... : wy] € P? mit w? = 2; Vi, wobei
I(z) == liozo : ... @ igzg] fiir T = (ig,...,i9) € {£1}0. Es gilt I(z) = (1 — I)(z) VI mit
1:=(1,...,1).

Proposition 4.3. Fiir [2] € Bild(0) ist
¢ (1z)) C Bild(9).

Beweis. Wir betrachten das Transformationsverhalten der Lifts 6; unter der Gruppe Iy,
d.h. die Charaktere v; (vgl. Seite 67f). Es gilt also

filvz) = vi(y) fi(z) fir f; € Lift(V;).

Damit folgt die Proposition, wenn man jedes I € {£1}!? in der Form

I=(vo(y),-.-,v9(7))

fiir ein geeignetes y € Iy darstellen kann. Dazu geniigt es offenbar die I mit genau einer
—1-Koordinate darzustellen und dies leisten die oy, (vgl. Bemerkung 3.15). O

Damit folgt

Satz 4.4. Die Abbildung ¥ ist generisch injektiv, d. h. Xg ist Normalisierung des Bildes
(und dies ist ¢~ (P%)).
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Beweis. Sei [w] = [0p(z) : ... : 09(2)],[2] € H mit 0;(z) # 0,4 =0,...,9 aus dem Bild.
Dann ist

p 1O H(g([w))) =9 (g (g([w])) ¢ (a([w])) N Bild(®) = ¢ (q([w]))

surjektiv also bijektiv (beide Mengen haben 2° Elemente). Damit hat jedes Element
von ¢ '(g([w])), insbesondere also [w], genau ein Urbild unter 9, d.h. ¥ ist generisch

injektiv. O
4.2 Ringe
Definition 4.5. Es sei C[Xy, ..., Xg] der Polynomring in den unabhingigen Transzen-

denten X;. Mit t bezeichnen wir das Ideal
td (D[X07 7X9]

der Relationen der Quadrate der Theta-Reihen, d.h. t ist in C[Xy,...,Xg9] von den
entsprechenden finf Relationen der XZ-2 erzeugt.

Es gilt also per Definition:
2 2
C[63,...,03) = CLXor - Xsl y orxz . x2))
Wir wollen zeigen:
ClXo, -+, Xoljy > C[hy, ..., 0] via X;+t—s6;

Mit anderen Worten: Aufler den (von den) Relationen zwischen den Quadraten (erzeug-
ten Relationen) gibt es keine weiteren Relationen zwischen den Theta-Reihen.

Lemma 4.6. Se: S = Zl]\il a; R O R endliche Erweiterung von Integritdtsbereichen und
es gebe eine Gruppe G von Automorphismen von S, sodaff in S genau R fix unter allen
o € G ist. Dann ist die Erweiterung der Quotientenkdorper galoissch mit Galoisgruppe
G und es gilt

N
Quot(S) = Z a; Quot(R),
i=1

insbesondere lifit sich jedes Element von Quot(S) in der Form 3 mit r € R schreiben.
Beweis. Eine endliche Erweiterung S O R ist insbesondere ganz und damit die Erwei-
terung der Quotientenkorper algebraisch.
Fiir s = 2 € Quot(S) gilt:
2

s1 JI o(s2)

S1 id#0€eG

“s2 L olse)

oceG
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Der Nenner ist unter G invariantes Element von S, liegt also in R, d. h. jedes Element von

Quot(S) laBt sich in der Form I mit » € R und s € S schreiben. Schreiben wir s als R-

Linearkombination der a;, so erhalten wir die Behauptung Quot(S) = Zf\il a; Quot(R).
Ist * fix unter allen o € G, so auch s:

Also liegt s in R und damit 7 in Quot(R). Umgekehrt ist Quot(R) fix unter allen o € G,

d.h. Quot(R) ist der genaue Fixkorper von Quot(S) unter G. Damit ist die Erweiterung
galoissch mit Gruppe G. O

Wir wollen dieses Lemma anwenden auf die Integritétsbereiche S = Cl[fy, ..., f9] und
R = C[#3,...,03]. Offenbar erzeugen die 67 := 0;°--- 02, I = (i, ...,i9) € {0,1}10 die

Ringerweiterung:

Clfo,....00) = > 6'C[65,...,63]
Ie{o0,1}10

Die Gruppe Iy /T operiert auf S durch (yI', f) — f o7y als Gruppe von Ringautomorphis-
men: Wegen 0; oy = +£6; fiihrt die Gruppe S in sich iiber, die Zuordnung ist Ringhomo-
morphismus fiir festes 4T', und ein Inverses ist durch 4~ IT(= 7TI') gegeben. Offenbar ist
R fix unter Ty/T. Fiir s € St := SN [T, k, 6% = 30,112, CO” (wobei | 1] := 37_ij)
bedeutet fix zu sein, gerade Modulform zu Iy zum trivialen Charakter zu sein, also in
[N, k] = [N, k, 9] =: Ry, zu liegen (¢ sei der ins Orthogonale iibersetzte Charakter ¥
von Seite 82). Damit ist in S genau R fix, denn die Gruppe respektiert die Graduierung.
Kein I' # AT € Iy /T operiert trivial auf S (schon auf S; nicht, wie im Beweis zu Propo-
sition 4.3 bzw. Bemerkung 3.15 gezeigt). Daher ist die Gruppe Iy /T" isomorph zu ihrem
Bild in Aut(Cl#p, . ..,0y]) und nach dem Lemma gilt:

Quot(Cly,....0)) = > 07 Quot(C[H;,...,63),
Ie{0,1}10

und die Korpererweiterung ist galoissch mit Galoisgruppe (isomorph zu) Iy/I'. Da die
Gruppe Ordnung 2'° hat, sind diese Erzeuger linear unabhingig, d.h. sie bilden eine
Basis. Damit gilt auch

Satz 4.7. Die Erweiterung Clfy, ... ,0y] D C[03,...,02] ist frei mit Basis 07, 1€{0,1}'°.

Beweis. Eine Relation der 67 iiber C[02,...,602] ist auch eine iiber Quot(C[62,...,02]).
O

Wir kénnen nun das Theta-Ideal t mit Hilfe des folgenden trivialen Lemmas bestimmen:

Lemma 4.8. Seien R~ S und R——T Ringerweiterungen und ¢ : T— S ein R-Al-
gebrenhomomorphismus:

R S

N

T
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Dann gilt: Ist T erzeugt von ty,...,t, iber R

T = zn: tiR
=1

und S frei erzeugt von @(t1),...p(tn)
n
S = 6_91 p(ti) R,

so ist T frei iiber R mit Basis t1,...,t,, d.h. @ ist Isomorphismus.

Beweis. Sei ), tir; = 0 eine Relation der Erzeuger von T {iber R. Dann ist ¢()_, t;r;) =
> ¢(ti)ri = 0 eine Relation in S, also sind die r; = 0 Vi. O

Wir wenden dieses Lemma auf
2 2
R:(D[ega"'aog] g(D[XO""’Xg]/(’cﬂ(D[X&,...,Xg])a
S =Cly,...,0] und T =CXo,-- o, Xl sowie : X; + t—0;

an, wobei t das von den Relationen der 67 erzeugte Ideal in C[Xy,..., Xo] ist (vgl.
Definition 4.5):

Satz 4.9. Es gilt
(D[Xf)a S 7X9]/t = @[00, Ce ,09],

d. h. aufler den Relationen zwischen den Quadraten (und den davon erzeugten) gibt es
keine weiteren Relationen zwischen den Theta-Reihen.

Notation 4.10. Sei R = @, Ry ein graduierter Integrititsbereich. Mit Quot,(R) sei
die homogene Komponente vom Grad k des Quotientenkérpers bezeichnet:

Quoty(R) := {£ € Quot(R); r, s homogen, grad(r) — grad(s) = k}
Damit gilt weiter:

Satz 4.11. Der Korper der Modulfunktionen zu T ist der homogene Bestandteil des
Quotientenkirpers von Clby, . .., 0] vom Grad Null:

K(A(T)) = Quoto(C[fy, . .. ,0]) =: Co(bo, .. . , )

Insbesondere ist jede Modulform zu T und zum Charakter % eine rationale Funktion in
den zehn Theta-Reihen 6;.

Beweis. Aus dem néchsten Lemma folgt, dafl
9[
Co(fo,...,09) = D

T
Ie{0,1}10 0(‘) |
|I|e2Z

Co(62,...,62)

gilt (mit Co(02,...,02) := Quoty(C[HE,...,02])), d.h. dies ist Kérpererweiterung vom
Grad 2°. Die Erweiterung K(A(T)) 2 K(A(Iy)) = Co(03,...,02) hat ebenfalls den
Grad 2% = (Tyy : T), also sind die beiden Kérper gleich. O
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Lemma 4.12. Es set

S = @Sk:ZfLaiRQR: @Rk
kEZ kez
eine endliche Erweiterung graduierter Integrititsbereiche mit R C Sy Yk und homo-
genen Erzeugern a; € Si,;. Es gebe eine Gruppe G von Automorphismen von S wie in
Lemma 4.6, welche die Graduierung respektiert. Dann gilt:

N
Quot(S) = Z a; Quoty_y. (R)

i=1

bzw.

N
Quot,(S) = Z a;r; Quoty(R)
Quoty_y, (R)#{0)

fiir alle 0 # r; € Quoty,_j. (R), also insbesondere

N

Quoty(S) = Z a;r; Quoty(R)

=1
Quot_ (R)#{0}

fiir alle 0 # r; € Quot_j. (R).
Ist die Erweiterung S O R frei mit Basis {a;;i = 1,...,N}, so sind die Summen
direkt.

Beweis. Sei s = %I € Quot(S) mit s1,s2 € S homogen. Wegen

s1 [I o(s2)

id£0€G

T L o(s)

oceG

und o(s2) homogen, kénnen wir 0. E. s9 € R annehmen. Es gibt r; € R mit s; = EZIVZI a;r;.
Ohne Einschrankung sind die r; homogen vom Grad grad(s;) — k;. Damit ist

N N
S = 2_2 - Z ai;l_;‘ € Z a; Quotkfki(R).
i=1 i=1
Bilden die a; eine Basis der Ringerweiterung, so sind die r; durch s; und damit die
o> durch s eindeutig bestimmt. Ist Quot;_ (R) = {0}, so kann der i-te Summand
weggelassen werden. Andernfalls gibt es 0 # r; € Quoty,_, (R) und es gilt fiir jedes
solche r;

Quoty, . (R) = r; Quoty(R). O
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Bemerkung 4.13. Die Sdtze 4.4, 4.9 und 4.11 gelten entsprechend auch im Hermi-
tesch-Symplektischen:

e Die durch Zf*l—>[®0(Z), ..., 09(2)] definierte Abblildung X~, —>P? ist gene-
risch injektiv und Normalisierung des Bildes.

o Es gilt C1Xo:-- -, Xol/ > €[y, ..., 00] via X; + t— 6.

e Jede Modulform zu T* und zum Charakter X ist eine rationale Funktion in den
zehn Theta-Reihen ©;.

4.3 Quadrate

Wir wollen hier Satz 4.1 bzw. 4.2 mit orthogonalen Methoden untersuchen. Zunichst
ist die Abbildung 0 im ,Inneren“ #H /Iy wohldefiniert. Dazu:

Lemma 4.14. Sei[z] € H(A)NH(u) mit A\, u € L', q(X) = q(p) = —3. Dann ist (A\,u) =0
oder A = tpu, also insbesondere H(\) = H(u).

Beweis. Es gilt 21\ und z Ly in V(C), also ALRz + Ry und p LRz + Ry in V, wenn
z = x + iy die Zerlegung von z in Real- und Imaginirteil ist. Da V die Signatur (2,4)
hat und Rz + Ry zweidimensional positiv definit ist, mufl RA + Ry negativ definit sein.
Ist R\ + Ry eindimensional, so ist A = +p und damit H(X) = H(p). Sonst ist

(AA) (MM)) 2
0 < det — O () — O,
() Ge13) = )~
= >0
also
0< (A’ <L
Wegen A\, € N und N ganz ist also (A\,u) = 0. O

Bemerkung 4.15. Seif;(z)=0. Dann gibt es p; € L' mit q(pu;) = —% und p; =X\; mod M
mit [z] € H(u;) (mit den \; aus Proposition 3.10).

Folgerung 4.16. Sei [z] € H. Dann verschwinden hdchstens vier der zehn 6; auf [z],
insbesondere ist 0 auf H/I‘N wohldefiniert.

Beweis. Verschwinden n der ; auf [z], so bilden die zugehérigen p; eine (orthogonale)
Basis eines n-dimensionalen negativ definiten Unterraums von V. Wegen der Signatur
von V muf} n < 4 sein. O

Definition 4.17. Sei [z] € H mit 0;([z]) = 0 fiir vier i. Dann heifit [z] spezieller Punkt
in H und [z]In spezieller Punkt in H/FN bzw. X,.

Bemerkung 4.18. Solche Punkte existieren: Zum Beispiel verschwinden 6;,1=1,...,4
auf [2] = [z +iy] mit t = e; + e+ %65 + %66 undy = ez +eq+ %65 — %66. Genauer liegt
(2] in H(pi), i =1,...,4 mit g = X, po = Ao, 13 = A3 — eg und jig = A\g — €.
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Auch auf dem Satake-Rand Xp —#/Iy ist die Abbildung wohldefiniert: Dort ver-
schwinden zwar mindestens vier aber nie alle 6; gleichzeitig (siehe unten S.95f).
Wir zeigen nun:

Lemma 4.19. Der Raum E?:o CO? ist fiinf- oder zehndimensional.

Dies folgt darstellungstheoretisch: Auf Y C6; operiert O(M) via (v, 0;)—6; o y von
rechts, denn es gilt 6; o v € C0; fiir ein j. Fiir jeden Input ¢ € V; zu 0; gilt ndmlich

07—1(Ai)(7(0)) = 70-7—1(/\1-)(0) = Jz\if)/(c) = 7(0/\1'(0)) = _7(0)7
d.h. y(¢) € V; und damit 6; oy € CO; fiir j mit A; = y~'(\;) mod M. Damit operiert
Of(M) auf 3, €62 von links via (v, 02) — 6020y~ = (;0y!)? und lineare Ausdehnung.
Dabei operiert Iy trivial (Bemerkung 3.14). Wir erhalten also eine lineare Darstellung

p: O M) = 55— QL(Y ©2).
Da ", ([36'1.2 nicht nulldimensional ist, folgt obiges Lemma aus
Lemma 4.20. Es gibt eine zehndimensionale Darstellung der Sg
o : Sg— GL(C')

sodaf

Ss —2+ GL(C')

N

GL(>. @9?)
kommutiert, wobei T von
o0 — > (]3922; e¢|—>9i2

induziert ist, d. h. 7(g)(0?) = 7'(g(e;)) fiir g € GL(C'%). (Dabei sei {eg,...,eq} Stan-
dardbasis des C'°.)

Die Darstellung o besitzt zwei fiinfdimensionale invariante Teilrdume auf denen o
irreduzibel ist.

Beweis. Zur Existenz: Wir definieren (i) € {0,...,9} und 0 # ¢;, € C fiiri =0,...,9
und vy € OT(M) durch §; oy~! = Ci Oy, d- B Ay(i) = (X)) mod M. Wegen der linearen
Unabhiingigkeit der 6; ist dies wohldefiniert. Definieren wir o’(y) € GL(C!°) durch
o' (v)(e;) == c%’,yey(i) Vi, und lineare Fortsetzung, so ist dadurch wegen

Y0(i) =v(6(1)) und  ciqs = i 5C5(30),

offensichtlich eine lineare Darstellung o’ : Ot (M) — GL(C!?) definiert. Wegen ¢; , = %1
Vi und (i) = i fiir y € Ty erhalten wir eine Darstellung o : OT(M) /Ty & Sg — GL(C¥).
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Nach Konstruktion gilt p = 7o0: Sei ¢ € Sg = O*(M) /I mit Repriisentant v € OT(M),
dann gilt

T(0(9))(07) = 7' (o () (ei)) = 7' (0" (V) (es))
TI(CZZﬁeV(i)) = 012,79*21(1')

= (Bioy™ ") =070y

= pl)(02).

Die Berechnung des Charakters von o (siehe Anhang ab S.112) zeigt die Behauptung
iiber die invarianten Teilrdume. O

Verwenden wir die Existenz einer linearen Relation der 6?, so ist also Z?:o Co?
fiinfdimensional.

Das Bild der angegebenen Abbildung 6 : X, —P? ist also in einem durch fiinf
Relationen in P? definierten IP* enthalten. Da die Abbildung eigentlich ist, ist das Bild
abgeschlossen analytisch und damit auch abgeschlossen algebraisch. Gibt es einen Punkt
im Bild, dessen Urbild endlich ist, so ist das Bild vierdimensional und damit gleich P*.
Es geniigt dabei, das Urbild in # /Iy zu betrachten.

Lemma 4.21. Sei [2] € H ein spezieller Punkt. Dann ist 0~ (0([z]Ty)) N H/FN endlich.

(Tatséichlich ist #~'(([z]I\)) enthalten in # /Iy.) Dies folgt aus

Lemma 4.22. Die Gruppe O+(M)/I‘N operiert transitiv auf den speziellen Punkten in
&l
FN'

Denn die Menge der speziellen Punkte in H /Iy ist damit bijektiv zu einer Menge von
Nebenklassen der endlichen Gruppe Of(M)/Iy = Sg. Es gibt also nur endlich viele
spezielle Punkte in H /Iy und die Menge 0~'(0([z]In)) N H/I\ besteht aus solchen, ist
also ebenfalls endlich. Dieses Lemma wiederum folgt aus

Lemma 4.23. Die Gruppe OT(M) operiert transitiv auf den speziellen Punkten in H.

Beweis. Siehe unten, S. 92f. O

Damit ist die Abbildung Xg, —P* endlich und surjektiv, besitzt also eine Bliitterzahl.
Wir zeigen, daf§ diese Blétterzahl gleich 1 ist. Damit ist die Abbildung einbléttrige
Uberlagerung normaler Riume, diese sind also biholomorph, und der Satz ist bewiesen.
Die Blatterzahl folgt aus

Lemma 4.24. Sei [z] € H ein spezieller Punkt. Dann gilt
1. Die Menge 0~ 1(0([2z]Ty)) N H/FN besteht aus einem Element.
2. Die Abbildung 0 ist bei [z]IN lokal biholomorph.

Beweis. Zum ersten Teil siche unten. Fiir 2. gehe zu einem Tubengebietmodell H’
von H iiber. Sei Z € H' speziell mit 0;,(Z) = 0,,(Z) = 0,,(Z) = 0;,(Z) = 0, d.h.
[z] € ﬂ?ZOH(,uij) fiir gewisse p;; € N der Norm —1 mit pi; = Ay; mod M. Die Null-
stellendivisoren der Oi]. schneiden sich transversal in Z und haben Vielfachheit eins.
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Die ¢;; sind also lokale Parameter fiir H' bei Z. Dies gilt auch fiir zﬂ, %v z@, (% fur
’L4 12 4 12

is & {i0,-..,i3}. Wir numerieren die 6; so um, daf§ dies fiir 6y,...,0s gilt. Der Halm
Oy, 7 der Garbe der holomorphen Funktionen auf H' bei Z besteht also aus den kon-
vergenten Potenzreihen in 6y, ..., 63 bzw. E ..,z—i (04 ist Einheit)

O’H',Z = 6{90791792703} =C {g_27 g_‘lla g_?U z_i}

und diese (bzw. ihre m%-Klassen) bilden eine Basis des dualen Tangentialraums (= C*)
mZ/mZZ, wobei myz C Oy 7 das maximale Ideal im Halm ist.
Es gilt also fiir geniigend kleine Umgebungen Z € U C H':

U= {(OO(W)agl(W)aHQ(W)ag?)(W))vW € U} g ®4
bzw.

U= { (§ew), W), (W), 2 (W) ) ;W e U} €

(biholomorph).

Sei U so klein, dal U Ny (U) = ¢ fir v € Iy—1I\,z gilt, wobei Iy z := Stab(Z) N Iy.
Dann ist Uyer, U unter Iy 7 invariante Umgebung von Z, fiir die dies ebenfalls gilt. Wir
konnen also o. E. annehmen, dal Iy z auf U operiert aber U Ny(U) = ¢ fiir v ¢ Iy 2z
gilt. Sei p : ' —H'/Iy C Xy, die natiirliche Projektion. Dann ist p(U) = U/In z
Umgebung von ZIy € Xy;,. Es ist

IN,Z = (Opo»> Oprs Opuns Opig, — idv)

(die p; und A; seien genau wie die #; umnumeriert). Der Halm OXIN .z der holomorphen
Funktionen auf Xy, bei ZIy besteht aus den Keimen von Funktionen auf H' bei Z, die
unter Iy z 1nvar1ant sind. Die 2 g- gehen unter y € O*(M) iiber in g ; d.h. oy, ( L) =— gi

und oy, (34) = 0 - fiir § # 4. Da — idy trivial auf H' operiert, s1nd genau die Potenzre1hen

0
in den > invariant unter Iy z:
4

_fe e e e
Oxyz = C {3 3 3

2
Damit ist das maximale Ideal mpN z erzeugt von den 32 und diese bilden eine Basis des
dualen Tangentialraums my, 7/ mFN . Insbesondere ist dieser vierdimensional, d. h. XT,
ist regulér bei ZIy, und

07

00 . p(U) —s Y WTi—s (%(W),@(W) o W) ﬁ(W))

) 92 y p2
04 04

ist biholomorph auf das Bild. Damit ist die Abbildung 6 bei ZIy biholomorph als Zu-
sammensetzung

(1)

(2 (3)
0:Up  Loct 5 po 1 po
(jeweils auf die Bilder eingeschrinkt) von biholomorphen Abbildungen. Dabei sei
02 : (20,...,23)—>[20 - :23:1:25: - : 2], wobei z,...,29 gegeben sind durch
die linearen Relationen der 022. (Die 62,...,602 sind linear unabhiingig, also Basis von

Z?:o C6?.) Schlieflich macht ) die Tndex-Umnumerierung riickgiingig. O
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Beweis von Lemma 4.23 und 4.24.171.

Seien [z] und [w] € H spezielle Punkte. Es gibt p1,...,pu4 und 71,...,74 € L' mit
a(wi) = a(;) = —3 Vi und p; und 7; jeweils untereinander paarweise orthogonal und
orthogonal zu z bzw. w.

Wir kénnen o. E. ein festes z wihlen, sodaf fiir die Zerlegung z = z + iy, z,y € V in
Real- und Imaginérteil z,y € N,q(z) = q(y) = % gilt und p1, ..., p4, 7,y Z-Basis von N
ist. Beispielsweise sei

= (1,0,0,0, %, 1), —(0,1,0 0,3,3),
= (0,0,1,0,,—1), =(0,0,0,1, 3,~3),
x—(lloo,;,;) =(0,0,1,1, 3, —3).

Lemma, 4.23 folgt nun, wenn es v € O"(M) gibt mit v(y;) = 7; fiir i = 1,...,4, denn
ein solches v fithrt auch den zu den u; orthogonalen Raum in den zu den 7; orthogonalen
Raum also [z] in [w] iiber. Tatséchlich geniigt v € O(M), denn v € O(M)— O™(M) kann
durch v o 7 mit 7(p;) = pi, 7(z) = y und 7(y) = =z, also 7 € O(N) = O(M), in OT(M)
iiberfiihrt werden.

Annulieren [z] und [w] die gleichen vier Theta-Reihen, so gilt o. E. y; = 7, mod M Vi
und wir suchen v € Iy mit y(u;) = 7; Vi zum Beweis von Lemma 4.24.1.

Nach Satz 3.19 gibt es v € O(M) mit y(p1) = 71. Ist g1 = 71 mod M, so kann nach
Folgerung 3.29 v € Iy gewihlt werden.

Wir suchen nun v; € O(M) mit v;(7) = 7 und 4 (y(u2)) = 2. Wir betrachten
dazu das Gitter

Ny := NN = Y5, Zy (i) + Zy(x) + Zy(y)

und suchen ein 4 € O(Ny), welches y(u2) in 7o € Ny iiberfiihrt. Die Fortsetzung von 4
via 71— 7 auf N ist dann das gesuchte ;.
Das Gitter Ny ist isomorph zu

Ni = NN {z5 = 26} = (e1,...,e1, 5(e5 + €5)) C V=V N {z5 = 2}

er—y(x) — v(u3)
eat—>y(x) — v(1a
es—>y(y) — v(p2)
est—>y(z) +v(y) — v(ps) — v(pa)

1(es + eg)—y(x) +v(y) — v(p2) — v(ps) — v(pa),

und dieser Tsomorphismus erhélt die quadratische Form (er 148t sich durch %(65 — eg)
—>71 = y(p1) zu einer orthogonalen Transformatlon aus O(N) fortsetzen). Das Gitter
N1 enthalt L1 = LNV.Einl ¢ L1 mit q(l) = hegt bereits in N1 (und ist darin

primitiv) und O(L;) operiert transitiv auf den pr1m1t1ven Punkten von L1 gleicher Norm
([F-H]) (Dies entspricht Satz 3.19). Wegen O(N) = O(M) = O(L) und

O(L1) =0(L) N{y € O(V); v(3(e5 — e6)) = S(es — e6)}
=0O(N) N {y € O(V); v(3(e5 — €6)) = 2(es —es)} = O(Ny)
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(man sieht dies auch direkt wie in Proposition 1.16) gibt es also das gesuchte ¥ € O(Ny)
mit ¥(y(u2)) = 72 und damit das entsprechende y; € O(N) = O(M).

Ist v(p2) = 72 mod M NNy, so sind die Bilder in N1 kongurent modulo M N N1 = 2N1
und nach [F-H] gibt es eine Transformation

% € Kern (O(NT) — Aut (5/2,\71)) — Ty N O(Ny),

welche die Bilder in Ny ineinander iiberfithrt. Die Ubersetzung 7 € Ty N O(N;) nach Ny
fithrt dann «(p2) in 75 itber und kann zu dem gesuchten y; € Iy fortgesetzt werden.
Wir betrachten nun

Ny := Ny N 75 = Zy (v(p3)) + Zyn (v(pa)) + Zon (y(z)) + Zoyi (v (y))

und suchen ein ¥ € O(N2) mit 7(y1(y(ps3))) = 73. Fiir die triviale Fortsetzung 2 von ¥
auf N gilt dann yp 0y o y(p;) = 7,4 = 1,2,3.

Dieses Gitter ist isomorph zu Ny := Z4 Zl | Z f; mit quadratischer Form ¢(z) :=
T1x2 + T3T4 + %xi auf einer Z-Basis f1,..., fs via

fre=m(v(2) = n(v(ps))

far—=m(v(2)) — v (v(pa))
far—=7(v(@) + v (v(y) — 7 (v(k3)) — v (v(pa))
f4'—>71( ( ))

Dieses Gitter ist nicht in [F-H] behandelt, kann aber &dhnlich untersucht werden: Wir
schreiben Gitterpunkte z = Zle zifi, x; € 7 als Matrizen:

T4+ 2:173 2:171)

X =
T < —2172 2174

Dabei gilt ¢(z) = } det(X). Damit ist fiir A, B € SL(2,Z) die Abbildung X — AXB
orthogonale Transformation von

Ny :={(28) € M*>*(Z); b,c,d € 27,20 = d mod 47} ,
falls AX B wieder diese Gestalt hat fiir alle X. Dies ist etwa fiir A, B € SL(2,Z)[2] :=
{M € SL(2,Z); M = E5 mod 2} der Fall. Es gilt ([F-H]):
Lemma 4.25. Sei M = (24) € M?>**(Z) mit teilerfremden Eintrigen und M = (|} 9)
mod 27. Dann liegt die Matmx (0 detM) in der SL(2,7Z)[2]-Doppelnebenklasse von M.

Ist nun z = 21:1 zif; € Ny mit q(z) = —%, so ist z primitiv in Ny und es gilt
—1 =g(z) = 327 mod Z also 24 = 1 mod 2Z und damit

ged(zy + 223, 221, —219, 224) = ged(zy + 223, 21, T2, T4)

= ged(2z3, 1, T2, x4) = ged(z3, 21, T2, 24) = 1,

d.h. die zugeordnete Matrix X € KI; erfiillt die Voraussetzungen des Lemmas. Damit
kann jeder Punkt in No mit g(x) = —% in (0,0,1,—1), d.h. f3 — f4, iiberfiihrt werden,
man kann also 4 wie gesucht finden. -

Ist A", B € G:= (SL(2,7Z)[4], —E,(1?)), so liBt die zugehorige Transformation Ny

modulo 2N, fix. Es gilt
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Lemma 4.26. Sei M € Ny mit M = (§ gelas) mod 2Ny. Dann liegt die Matriz D :=
(§ gelar) in G'MG, wobei G' = {M; M' € G}.

Beweis. Die Matrix D liegt in SL(2,Z)[2]M SL(2, Z)[2], und SL(2, Z)[2] wird modulo G
reprisentiert von By und Mj := (§ 7). Also liegt eine der vier Matrizen M, M My, M{M
und M{M M, in G'DG. Von diesen ist aber nur M kongruent D modulo 2Ny, also kénnen
die anderen nicht in G' DG liegen. Damit ist D in G'M G enthalten. O

Damit kann also 79 in Iy gewéhlt werden wenn pus = 73 mod M gilt.
Wir betrachten schliellich

N3 = Ny N p3 = Zpg + Zax + Zy
wobei wir p; statt y2(y1(y(1;))) und entsprechend x und y schreiben. Es sei
m =Ty — pug = —(m,pa) g + (mz)T + (my)y.

Ist pg = 7y mod M d.h. m € 2N3 = M N N3, so ist also (m,y)y € 2N3 und daher
E(ps + 2, (m,y)y) € Ty N O(N3) und es gilt

E(pa + 2, (my)y) (1a) = pa —(paspa + ) (myy)y + (.. ) (g + )
—_———
=1
= 4 +m+ m' mit m'J_y und m’ € N3

=7'4+m'.

Wir konnen also ohne Einschrankung y Ll m = 74 — 4 annehmen. Dann ist aber bereits
T4 = g, d.h. m = 0: Sei m = mypq + myz. Damit ist

—1=2q(m4) =2q((m4 + V)pg + myzx) = —(myg + 1)2 + mi

d.h. (mg +1)2 — m2 = 1. Somit ist aber my = m; = 0, d.h. 74 = p4, d.h. Lemma
4.24.1. ist bewiesen. Lemma 4.23 folgt dann aus

Lemma 4.27. Seien vier paarweise orthogonale Gitterpunkte in N mit Norm —% ge-
geben. Dann ist jeder Punkt durch die drei anderen (bzw. deren M-Klassen) modulo M
eindeutig bestimmit.

Beweis. Fiir je drei der vier Vektoren gilt: Thre Summe s = (s1, ..., sg) erfiillt q(s) = —%
und s5 = sg = = mod Z. Damit ist 189 + S354 = —% -I—sg -I—s% = 1 mod 2%, d. h. die aus
den ersten vier Koordinaten von s gebildete Theta-Charakteristik (geméfi Bemerkung
3.11) ist ungerade.

Ein solches Tripel von Vektoren (genauer das Tripel der M-Klassen) bzw. das Tripel
der aus den ersten vier Koordinaten gebildeten Punkte in Z* = H x H (genauer in
(7./27)*) heift asyzygisch. Von den (130) = 120 Tripeln sind 60 asyzygisch.

Je drei der vier paarweise orthogonalen Vektoren in N mit Norm —% bilden also ein
asyzygisches Tripel. Man nennt ein solches Quadrupel asyzygisch. Es gibt 15 asyzygi-
sche Quadrupel, und ein asyzygisches Tripel kommt in hdchstens einem asyzygischen
Quadrupel vor, wie man leicht nachrechnet. Diese Tripel und Quadrupel sind auch in

[Ig2] explizit angegeben. O
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Randbetrachtungen

Der Satake-Rand von Xy besteht aus den IN-Klassen der null- und eindimensionalen
rationalen Randkomponenten von . Die nulldimensionalen rationalen Randkomponen-
ten (Spitzen) von H sind diejenigen Punkte in der Nullquadrik A/, die einen rationalen
(isotropen) Représentanten haben (d.h. in Vg = N®y Q). Die eindimensionalen Rand-
komponenten stehen in Bijektion zu den zweidimensionalen isotropen Unterrdumen von
V. Fiir einen festen zweidimensionalen isotropen Unterraum F' von V besteht die zu-
gehorige Randkomponente aus den Punkten mit Reprisentanten in F' ®¢g C, die im
Rand von # in N (bzgl. der gewohnlichen Topologie) liegen und nicht durch (reelle)
Elemente von F' reprisentiert werden konnen. Die Komponente ist rational, wenn F'
iiber Q definiert, d. h. F'N Vg zweidimensionaler Unterraum von Vg, ist.

Proposition 4.28. FEine eindimensionale Randkomponente ist biholomorph zur gewédhn-
lichen oberen Halbebene H.

Beweis. Sei F' der zu der Komponente gehérende isotrope Unterraum von V. Es gibt
einen weiteren F’, sodal F' + F' orthogonale Summe von zwei hyperbolischen Ebenen
ist. Ist dabei F' rational, so kann F’ rational gewihlt werden und F + F' C Vg ist
orthogonale Summe von zwei rationalen hyperbolischen Ebenen. Es gibt Basen ey, ey
und ez, e3 von F und F' mit (ej,e2) = (e3,e4) = 1 und alle anderen (e;,e;) = 0. Wir
schreiben auch z = (z1, 29, 23, 24, 3) fiir 2z = Z?:l ziei+3 € V(C),3 € (F+ F')t @q C
und entsprechend fiir [z] € P(V(C)). Es ist damit H = {[z] = [z1, 1, 23, 24,3]; q(z) = 0,
ys > 0,y3y4 + q(n) > 0}. (Sollte dies zunéichst die falsche Komponente sein, so gehe zu
—ey und —ey iiber.)

Elemente von F'®g C sind von der Form z = (21,0, 0, z4,0). Liegt [2] in der eindimen-
sionalen Komponente, so sind z; und z4 # 0 (sonst hat [2] einen reellen Représentanten,
ist also Spitze) und daher 0. E. z = (—7,0,0,1,0) mit 7 € C. Es ist Im 7 # 0, denn sonst
ist 2 € V. Es ist auch H = {[2] = [21,22,23,1,3); a(2) = 0,1 < 0,y192 + q(p) > 0}.
Damit mufl notwendig Im 7 > 0 also > 0 sein. Dies ist aber auch hinreichend, denn fiir
7 € Hund ¢ € R geniigend grof gilt [—7it — q(3), 1, 7,it,3] € H und

[—7it —q(3),1,7,it,3] = [-7 + % a(3), _%7 _%Ta L _%3] — [_7'7 0,0,1, O]
fiir t — oo (es geniigt hier, 3 = o zu betrachten). O
Es gilt

Proposition 4.29. Die Gruppe O (M) operiert transitiv auf den rationalen Spitzen und
auf den eindimensionalen rationalen Randkomponenten.

Beweis. Die rationalen Spitzen sind Punkte in P(V(C)), die durch isotrope Vektoren
aus Vg reprisentiert werden konnen. Dann kann aber auch ein in M’ primitiver isotroper
Reprisentant gewiihlt werden und auf diesen operiert O*(M) transitiv (Satz 3.19).

Die eindimensionalen rationalen Randkomponenten entsprechen den zweidimensio-
nalen isotropen Unterrdumen von Vg. Nach obigem kénnen wir annehmen, daf} zwei
solche Riume Fy, Fy einen (primitiven, isotropen) Vektor aus M’ gemein haben, etwa
F = Qe + Qx, F5 = Qey + Qy, wobei eq, ..., eq unsere fest gewihlten Basisvektoren
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von L seien. Es ist dann zo = 39 = 0 und wir kénnen auch z; = y; = 0 annehmen.
Wir suchen eine orthogonale Transformation, die  nach y iiberfiihrt und e; festlafit. Es
geniigt dabei, y = e3 zu betrachten.

Wir schreiben Elemente von Vi (Q) := {z € Vg; 1 = z2 = 0} als komplexe 2x2-
Matrizen:

x=(O,O,xg,x4,x5,x6)l—>X:=2< 3 x5+zx6>

T — 1Tg T4

Das Bild sind offenbar die hermiteschen Matrizen mit Eintrigen in Q(i). Die quadrati-
sche Form q geht dabei iiber in 1 det. Das Gitter M’ NV (Q) geht iiber in die Matrizen
mit Eintrdgen in Z[i]. Damit ist fiir jede 2x2-Matrix M mit Eintrdgen in Q(i) und
Determinante +1 die Transformation X —s M XM orthogonal. Ganze M fithren (das
Bild von) M’ N V{(Q) in sich iiber. Durch solche ganzen Transformationen konnen wir
ganze X mit det(X) = 0 auf die Gestalt (§J) bringen: Zunéchst kénnen wir o.E.
X1,1 # 0 annehmen (fiir X = 0 ist nichts zu zeigen und sonst ist X1,1 oder X539 un-
gleich 0 und M = (9 }) vertauscht die beiden Diagonaleintrige). Sei nun M so gewéhlt,
daB X := M XM minimale von 0 verschiedene 1,1-Koordinate hat. Dann gilt entweder
X5 = 0 und damit Xo; = 0, d.h. X hat die gewlinschte Form, oder |X1 1| < [ Xop|
und wegen der Determinante dann auch |X1 1| < |X2 1| Sei nun X2 1 =rXi1 + s mit
r,s € 7[i],|s | < |X1 1| Die Transformation zu M = ( _19) 148t X, ; fest und fiihrt Xo,
in X2 el 1 = s itber. Wegen |s| < |X1 1| muB s = 0 und damit X in die gesuchte
Form iiberfiihrt sein. Die triviale Fortsetzung dieser Transformation von V{(Q) auf Vg
leistet das Gewiinschte. O

Diese Proposition folgt natiirlich auch durch Ubersetzung aus dem Hermitesch-Symplek-
tischen.

Es geniigt also, eine feste rationale eindimensionale Randkomponente, etwa zu
F = Qe; + Qeyq in unserer Koordinatisierung, und eine feste rationale Spitze, et-
wa zu [2e;] zu betrachten. Die Nullstellen der 6; liegen genau auf dem Abschluff der
H(p),u € N,q(p) = —1, 6; verschwindet also auf [2] mit z = (—7,0,0,1,0,0), wenn
(z,u) = 0 fiir ein g = A; mod M gilt. Esist (z,u) = —7ps+p3 und dies ist fiir o = pg =0
identisch Null und nirgends 0 in H fiir alle anderen p (es mifite 7 = % € R sein). Wir
erhalten also

Lemma 4.30. Auf der Randkomponente zu F = Qe + Qey verschwinden gy, 01,04 und
O¢ identisch und die anderen 0; haben keine Nullstelle.

Folgerung 4.31. Die Abbildung 0 ist auf den In-Klassen der eindimensionalen ratio-
nalen Randkomponenten wohldefiniert.

Diese Folgerung kann man auch mit Hilfe der Fourierentwicklung ablesen: Fiir eine
Spitze [a] mit ¢ € F am ,Rand“ der zu F C Vg gehorenden rationalen Randkom-
ponente haben wir das Tubengebietmodell H,, und dort haben Modulformen f eine
Fourierentwicklung (vgl. Abschnitt 2.1) f, o (Z) = 7 A(T)e?™ %) mit T € K' NP,
wobei K = M NaNa' und P, der Positive Kegel ist. Ist etwa F und eq,...,e4 wie im
Beweis zu Proposition 4.28 und a = ge; € M primitiv fiir 0 < g € Q sowie a’ = %62 e M,
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dann gilt fiir Modulformen vom Gewicht k

f(*7 17 T, itaz) = qikf(*a %7 %a %ta %3) = qikfa,a'(g7 %7 %5)
g Alts. 1 t)ezwi%(tgit+t4r+<t,;,>)
) )

(ts,ta,t)EK’
t3,t4>0
tats+q(t)>0

1,
—qF Z 141((),154,0)627T‘12t47 fiir ¢ — o0,

t2>0
(0,t4,0)eK’

denn e%i%mt = eiZﬂ%tﬁ—)O fiir t3 # 0, d.h. nur Summanden mit #3 = 0 und da-
mit auch t = 0 bleiben iibrig. Der Limes ist ein orthogonaler Siegelscher ®-Operator
angewandt auf f (hingt ab von der Wahl der ¢;).

Betrachten wir beispielsweise f = 09 und F = Qe; + Qey (beziiglich unserer Basis
el,...,es von L bzw. V) sowie a = 2e; und o’ = 3es, d.h. K = {(0,0)} x 2H x Z x 7Z,
so gilt fiir z = (x,1,7,it,3), d.h. Z = (3, %t, %3)

09(2) = 300(32) = 30000 (Z) — 00| ®(T) :=5 > A(0,t4,0,0)e™""
0<t4€17

fiir t —» 0o. Setzen wir das Zerlegungsgesetz (oder die Ubersetzung ins Hermitesch-Sym-
plektische) voraus, so gilt (vgl. Abschnitt 3.3 S.78f)

0 tys &7

14(0,4,0,0) =
24(0,4,0,0) #{(m,n) € Z>m> +n? =t} 0#t €7

und damit

Oo|(r) = SA0) + Y emmIT = T A(0) +9%(r) — 1
(0,0)#(m,n)e7?

mit dem Theta-Nullwert 9(7) := 9 [J] (1) := 3, s e™n’T_ Nun sind fg|® und 9¥? beides
elliptische Modulformen vom Gewicht 1, also auch ihre Differenz £ A(0) — 1 und daher
A(0) = 2 d.h. 9|® = ¥? (man kann dafiir auch Borcherds Formel fiir den nullten
Koeffizienten verwenden).

Bekanntlich hat aber 9 keine Nullstelle in der oberen Halbebene. Damit gilt obige
Folgerung, aber auch: In der Spitze [2e;] hat 09 keine Nullstelle.

Folgerung 4.32. Die Abbildung 0 ist in den rationalen Spitzenklassen und damit tber-
haupt wohldefiniert.



Anhang A

Computerberechnungen

Die Berechnungen wurden mit Maple durchgefiihrt. Der Code wird hier erlautert.

A.1 Zum Abschnitt 3.1 Additive Lifts

Bestimmung des Inputraums (Proposition 3.1)

Wir wollen zuniichst C[M'/M]*“*%) berechnen. Dazu codieren wir die Elemente von
M’ /M wie folgt: Es ist M'/M =2 2M’/2M und 2M’ =L = Z5 also M'/M = (7Z /A7) (7. 27.)?
mit Reprisentantensystem 9 := {0,1,2,3}* x {0,1}2. Wir repriisentieren o € M’'/M
durch & = (a1, a9, a3, ay, a5, ap) € R soda a = %& + M. Wir erzeugen das Reprisen-
tantensystem R als Liste Rep von 4% - 22 = 210 = 1024 Vektoren:

> Rep:=[]:
> for il from 0 to 3 do
for i2 from O to 3 do
for i3 from 0 to 3 do
for i4 from O to 3 do
for i5 from O to 1 do
for i6 from 0 to 1 do
> Rep:=[op(Rep),[il,i2,i3,i4,i5,i6]]
> od:od:od:od:od:od:

V V V V V

Die Elemente von M’/M sind also 1024-Tupel komplexer Zahlen. Uns interessiert aber
(D[I\/I'/I\/I]SL(Q’Z), d. h. der unter der Weil-Darstellung invariante Teilraum. Auf M’/M ope-
riert S? als e, — — e_g. Ist also insbesondere @ = —, d.h. 2a = M <= oy, az, a3, oy
gerade (wobei wieder @ = (a1, o, a3, aq, a5, ag) € R Repriisentant von « ist), so ist
der Koeffizient vor e, Null. Ist @ # —«, so ist immer noch der Koeffizient ¢_, vor e_,
durch den vor e, bestimmt (und umgekehrt): ¢_, = —cq,.

Ein 1024-Tupel in ¢ € (D[M’/M]SL(Q’Z) ist also durch die Koeffizienten ¢, zu ,un-
geraden®“ « (bzw. e,), d.h. mit aq, as, a3, ay nicht alle gerade, erstes ungerade «; ist
1 (diese Bedingung wihlt eine Klasse der beiden +« aus), bestimmt. Wir konnen da-
her das Repristentantensystem R bzw. Rep zu U bzw. U verkleinern: Dazu stellen wir
zunichst fest, ob iiberhaupt eine der ersten vier Koordinaten ungerade, und dann, ob
die erste solche gleich eins ist:

98
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posu:=proc (v)

local p,w: p:=1; w:=1:

while p<5 and w=1 do

if v[p] mod 2<> 0 then w:=0: else p:=p+1: fi:

od:

RETURN (p) :

end:
ung:=proc (v)

local p:

p:=posu(v):

if p<5 and v[pl=1 then RETURN(true) else RETURN(false) fi:
end:
U:=select (ung,Rep):
nU:=nops (U) ;

VvV V V V V V VYV VYV VYVVYV

nU := 480
>

Der Erzeuger T operiert als eq—s e?™ 4@e,. Ein Koeffizient ¢, von ¢ € (D[I\/I’/M]SL(Q’Z)
kann also hochstens fiir q(a) € Z, d. h. (&) € 4Z von Null verschieden sein (dabei ist q
auf R als Einschrinkung von q auf Z°® bzw. RS definiert).

Ein c € (D[M’/M]SL(Q’Z) ist also durch die Koeffizienten ¢, zu & in 4 mit q(a) € 47
bestimmt. Wir verkleinern daher das Représtentantensystem i bzw. U zu G bzw. S:

> q:=proc(v)
> RETURN(v[1]*v[2]+v[3]1*v[4]-v[5]*v[5]-v[6]*v[6])
> end:
> ginvz:=proc(v)
> local p:
> p:=q(v):
> if p mod 4 <>0 then RETURN(false) else RETURN(true) fi:
> end:
> S:=select(qinvz,U):
> nS:=nops(8S);
nS := 120
>

Zur Bestimmung von C[M'/ M]SL(2’Z) mufl noch der unter S invariante Teilraum be-
stimmt werden, d.h. in {¢c € C[M'/M];cq = —c_q,cq = 0 fiir q(a) & Z} ist

p(S)e=FEc=c mit Ey,p = ;—2672“‘(“’&

zu 16sen. Dies 148t sich auf den ,kurzen Vektoren“ 16sen, d. h. genauer:

Lemma A.1. FEs sei ¢ = (cz)acs und ¢ = (ca)aem/m mit

Ca aced
Ca =4 —C, ad€—-6,dh —aed
0 sonst
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Dann gilt mit der durch E""eda/;, = Tmi(@8) va e 81,8 € & definierten || x |S|-Matriz
Ered.

Ec=c+= E"%¢ = ¢,
wobei ¢y = (cq)aeyu gesetzt sei.

Beweis. Seien ¢ = (cz)ace und ¢ = (ca)aecmr/m Wie angegeben. Wir setzen cz := cq Va €
R—6G und E&‘E := E,p Yo, f € M'/M. Damit gilt fir alle « € M’'/M:

Y Bascs =) Egez+ Y Eggez+ Y Eiges

BeEM'/M BeG Be—6 Bem
BE+S
D Pagegt D Bamgemy = ) (Fag =~ Bimp)es
Be6 ,866 ,866
= (&, 5+ E53) =Y 2Re(E
Be6 Bes
—ZQRe(Qe 2mi{a ’ﬁ> =16ZRe(ze 5 ”8>> ¢z
Bes BeG
1 y ~7~ ~
=15 Z Im(z<°‘ 5))0
BeG

Die Implikation ,,—*“ ist damit klar. -
Umgekehrt gilt fiir alle @ € 4 nach Voraussetzung % 2566 Im(i@’m)cﬁ = ¢z, d. h.
Z,BEM'/M EQBCB = Cq- Fir a € -4 gllt damit

Z Eqpcg = % Z Im(i(a’g>)c§ =—1 Z Im ’5

BEM! /M Bee fee

= —C—,, = Cq = Cq-

Fiir & ¢ +4 ist 20 = M und damit (&,8) € 2Z, d.h. Imi‘&% = 0 V3 € &, also
Z,BEM'/M EQBCB = 0 = Cq- D

Wir 16sen also E¢ = 0 mit Maple, wobei
Eaﬁ 16(5~ + Tm '@ B)

166+ 0 (g,é}EOmod2Z
(a,f) = £1 mod 4%

fiir alle a € 4, E € 6. Wir berechnen zunéchst die Koeffizienten von E als Feld E und
berechnen dann den Kern von F bzw. E. Wir erhalten, dafl die Dimension dieses Kerns
und damit des Inputraums 20 ist wie in Proposition 3.1 behauptet:
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bi:=proc(v,w)
RETURN (v [1]*w [2]+v [2] *w [1]+v [3] *w [4] +v [4] *w [3]
-2xv [6]*xw[6]-2xv[6]*w[6])
end:
Eij:=proc(v,w)
local b:
‘mod ¢ :=mods;
b:=bi(v,w) mod 4:
if b=2 then b:=0:fi:
RETURN (b) :
end:
E:=matrix(nU,nS):
for i from 1 to nU do
for j from 1 to nS do
E[i,j1:=Eij(UL[i],S[j1):
od:
if member(U[i],S,’j’) then E[i,j]l:=-16: fi:
od:
e:=kernel (E):
m:=nops(e);

vV VVVVVVVVVVVVVVVYVYV\VYV

Der Kern einer Matrix ist in Maple eine Menge von Basisvektoren, die wir zur eindeutigen
Reproduzierbarkeit in eine Matrix mit den Basisvektoren als Zeilen umwandeln. Auf
diese Matrix wenden wir eine LR-Zerlegung an, sodafl wir eine eindeutige Basis des
Inputraums erhalten, die wir noch mit 4 multiplizieren, damit alle Koordinaten ganz
sind:

ee:=matrix(m,nS):

for i from 1 to m do
for j from 1 to nS do

eel[i,jl:=el[i]1[j];

od:od:

LUdecomp(ee, R=’r’):

#evalm(transpose(r));

for i from 1 to m do
for j from 1 to nS do
ee[i,jl:=4x*r[i,j]:

od:od:

#evalm(transpose(ee));

Spiegelungen (Proposition 3.12)

Wir bestimmen fiir die zehn Spiegelungsklassen aus Proposition 3.10 die Inputs, deren
UﬁsNhH%dbnmﬁdmnﬁdewnHagnmiﬁﬁ&wEﬂah—%)mﬂmnmﬁ$MLOmh%m—
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nale Transformationen wirken auf C[M'/ M]SL(Q’Z) als Permutationen der Koordinaten:

9(c) = g((ca)aem/m) =

(Cg(a))aeM’/M VQEO( ) CEC[M /M

PLZZ)

Wir erzeugen daher zunichst die zehn Spiegelungen lings der zehn Représentanten A;
bzw. a.i aus Proposition 3.10 als Matrizen G.1i:

>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

Spiegmat :=proc(a)

local 1i,j,x,G:

x:=[0,0,0,0,0,0];

G:=matrix(6,6);

for i from 1 to 6 do

x[i]:=1:
for j from 1 to 6 do
G[j,il:=-bi(a,x)/q(a)*alj]
od:
G[i,i]:=G[i,i]+1:
x[i]:=0:
od:
RETURN(G) ;
end:
a0:=[0,0,0,0,1,1]:
al:=[2,0,0,0,1,1]:
a2:=[0,2,0,0,1,1]:
a3:=[0,0,2,0,1,1]:
a4:=[0,0,0,2,1,1]:
a:=[2,0,2,0,1,1]:
a6:=[2,0,0,2,1,1]:
a7:=[0,2,2,0,1,1]:
a8:=[0,2,0,2,1,1]:
a%9:=[2,2,2,-2,1,1]:

for i from 0 to 9 do
G.i:=Spiegmat(a.i):

od:

Es geniigt wieder, die Gleichungen

Coy,(a) =

—co Ya e M'/M

auf & bzw. S zu lésen, denn g € O(M) fithrt ,gerade o, d.h. a mit & ¢ +4l, in gerade

iiber und erhilt q(a&) modulo 47, d.h. fiir & ¢ +6 gllt automatlsch Coy,(0) =

Fiir o € =6 gilt ¢, (o) = —Ca genau wenn dies fiir —a € & gilt. Orthogonale Transfor—

0—_

mationen fithren & U —&, aber nicht unbedingt &, in sich iiber. Wir miissen daher fiir

i=0,...

, 9 losen:

cg + Coy, (@) = 0 falls O'/\i(a) €6

cz—c¢ =0 fallsoy,(a) e -6

—OX; (a)

Va € &
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Wir brauchen also eine Routine, die g(@) (fir ¢ = G.1 und @ = S[j]) berechnet,
und eine, die den Reprisentanten von —« in & berechnet, falls o € —&:

> ga:=proc(G,a)

> 1local b,i:

> b:=multiply(G,a);
> for i from 1 to 4 do
> bl[il:=b[i] mod 4
> od;

> b[5]:=b[5] mod 2;
> b[6]:=b[6] mod 2;
> RETURN(D) ;

> end:

> minusa:=proc(a)

> local b:

> ‘mod‘:=modp;

> b:=-a mod 4:

> Db[5]:=b[5] mod 2:
> bl6]:=b[6] mod 2:
> RETURN(b) ;

> end:

Damit kénnen wir die zehn Gleichungssysteme, d.h. die zugehorigen Matrizen 0.1, er-
zeugen und die Kerne k.1, d.h. die Losung in C[S] := {c = (¢z)aecs; ca € C}, bestim-
men. Diese miissen wir noch mit dem auf die G-Komponenten reduzierten Inputraum
(mit Basis e) schneiden. Wir erhalten zehn Basen kS.1i der zehn Gleichungssysteme, die
alle aus nkS.i = 2 Elementen bestehen:

> for i from 0 to 9 do
> 0.i:=array(sparse,l..nS,1..nS):
> for k from 1 to nS do
> 0.ilk,k]:=1:
> g:=convert(ga(G.i,S[k]),list):
> if member(g,S,’j’) then 0.il[k,jl:=0.il[k,jl+1:
> else member (minusa(g),S,’j’):0.i[k,jl:=0.i[k,jl1-1:
>  fi:
> od:
> k.i:=kernel(0.i);
> kS.i:=intbasis(k.i,e):
> nkS.i:=nops(kS.i):
> od:
> print(seq(nkS.i,i=0..9));
2, 2,2,2,2,2,2,2,2, 2
>

Wir wenden noch eine LR-Zerlegung auf die zehn (Basen der) Losungsriume an. Dazu
definieren wir zuerst je eine Matrix kkS.1i, deren Zeilen die gefundenen Basis-Vektoren
sind.
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for i from 0 to 9 do
kkS.i:=matrix(nkS.i,nS):
for j from 1 to nkS.i do
for k from 1 to nS do

kkS.i[j,k]:=kS.i[j]1[k]:

od:od:

od:

for i from 0 to 9 do
LUdecomp(kkS.i, R=0.1i):

od:

V V V V V V V V V vV

Wir haben also wie behauptet zehn zweidimensionale Inputrdume V;,7 = 0,...,9. Diese
erzeugen den ganzen Inputraum: Dazu bestimmen wir den Rang der Matrix oo, die aus
den 20 Zeilen der zehn (LR-zerlegten) Basen besteht:

> 00:=00:
> for i from 1 to 9 do
> oo:=stack(00,0.1):
> od:
> rank(oo) ;
20
>

Damit ist Proposition 3.12 bewiesen.

Fourierkoeffizienten (Satz 3.13 und Bemerkung 3.14)

Wir berechnen hier einige Fourierkoeffizienten der 20 Lifts zu den Basisvektoren der V;
von oben geméf Satz 2.14: Der Koeffizient A(T)= A, o (T) des Lifts von f = (fa)aem /M
fa(T)=2"meq Ca(m)e?™™mT zur Spitze [a],a € M primitiv und isotrop, zu 0 # T € P, NK’
im Tubengebietmodell #, = K(R) + iP, ist gegeben durch

AT = Y Y Sm0e(q(R)),

HeK'neN §eM’' /M
mit nH=T§ {iber H

wobei @' € M’ mit (a,a’) = 1 gewiihlt sei (beachte r = 1 hier). Wir beschriinken uns auf
Koeflizienten zu primitiven T":
N1
2

2|3

o(a(T))

m=0
Dabei ist N € N definiert durch (a,M) = NZ und c4(n) := cs(n) Vd € §. Bei uns ist
N = 4 fiir alle Spitzen [a]: Ist a = (a1, ...,ag) € M isotrop, so gilt —a2 — a2 = 0 mod 4,
d.h. a5,a6 = 0 mod 2 und damit (a,M) C 4Z. Umgekehrt gibt es zu primitiven a € M
ein a’ € M’ mit (a,a’) = 1. Es gilt also (a,4a’) = 4 und 4a’ € M, d.h. (a,M) D 47Z. Also
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Unsere Inputs sind Konstanten, d.h. fo, = ¢4 = ¢o(0) Voo € M'/M, also ¢, (r) = 0 Vo €
M’'/M,0 # r € Q. Es sind also hochstens Koeffizienten A(T') zu isotropen T, d.h. zu
T € OP,, von Null verschieden (dies gilt auch fiir nicht-primitive T'): Der Lift von
Konstanten ist singular.

Zur konkreten Berechnung starten wir also mit ¢ € M primitiv und isotrop, wihlen
ein a’ € M’ mit (a,a’) = 1 und bestimmen K(R) = V N a* Na't. Dann wihlen wir in
Co = {X € K(R);q(X) > 0} die Komponente P, aus, indem wir das Bild von H unter
KK, = K(R) +iC, C K(C) bestimmen. Dabei ist K — K, gegeben durch [z]—Z
mit Z = 1(2 — ma — na’) und m = (z,a') — 2q(a’)(z,a) sowie n = (z,a) (vgl. Abschnitt
2.1). Es geniigt dabei fiir einen beliebigen Punkt in H, etwa [1, 1,4, 1,0, 0], zu bestimmen,
in welcher Komponente von C, der Imaginérteil des Bildes liegt. Diese Komponente ist
dann P,.

Betrachten wir nun einige konkrete Spitzen [a],a € M primitiv und isotrop, und
T € K' N OP,: Wir starten mit a = 2e; und wihlen o' = %es. Es ist dann K(R) =
{r € V;z1 = 29 = 0} und C, = {(0,0,z3, 74, 75,76); T304 — 2 — x2 > 0}. Die Kom-
ponente ist bestimmt durch [z] mit z = (1,1,4,7,0,0). Es gilt n = (z,a) = 2 und
m = (z,a') —2q(d')(z,a) = L also [2]—Z = 1(z — 1a — 2d/) = (0,0,4,,0,0)
mit Y = Im(Z) = (0,0, 2,1,0,0). Die Komponente P, ist somit durch y3 > 0 gege-

999 9
ben. Beispiele fiir primitive, isotrope T € 9P, N K’ sind (0,0, 3,0,0,0), (0,0,0, 3,0,0),
(0707 %7 %7 %70)7 (0707 %7 %707 %)7 (0707 %7 L %7 %) und (0707 L, %7 %7 %) (ES ist P, = {X =

(0,0, 23,24, 75, 26) € K(R);q(X) =0,23,24 > 0}.)

Analog erhalten wir fiir a = 2e; mit o’ = fe; die gleichen Ergebnisse fiir K(R),
C, und P, (aber eine andere Abbildung K —=K,). Wir kénnen auch die gleichen T
betrachten.

Eine dritte Spitze ist gegeben durch a = 2e; +2e4. Wir withlen a’ = %61 und erhalten
K(R)={z € V;x1 = —x3,29 = 0} und Cy = {(1,0, =21, T4, T5, T6); —T174 — T2 — 22 > 0}
mit den beiden durch z; < 0 definierten Komponenten. Es stellt sich P, = {z € Cg;
z1 < 0} heraus. Mogliche T sind etwa (—%, 0, %,0, 0,0) und (0,0,0, %,0, 0).

Zur Berechnung der zugehérigen Fourierkoeffizienten definieren wir zunéichst eine
Liste a dieser Spitzen(reprisentanten) a, und eine Liste T, in der fiir jede Spitze a[il]
die Liste der oben angegebenen T steht (jeweils mit verdoppelten, d.h. ganzzahligen

Komponenten):

> a:=[[4,0,0,0,0,0],[0,4,0,0,0,0],[0,4,0,4,0,0]]:
> T:=[[[0,0,1,0,0,0],0,0,0,1,0,0],[0,0,1,1,1,0],
> (o,o0,1,1,0,11,0,0,1,2,1,11,[0,0,2,1,1,111,

> tfo,o0,1,0,0,01,0,0,0,1,0,0],[0,0,1,1,1,0],

> (o,o0,1,1,0,11,0,0,1,2,1,11,[0,0,2,1,1,111,

> t(-1,0,1,0,0,01,[0,0,0,1,0,011 1:

Fiir die Berechnung der Fourierkoeffizienten brauchen wir eine Routine, die in R d.h.
Rep addiert:

> summeR:=proc(al,a2)
> 1local b:

> Db:=al+a2 mod 4:

> Db[5]:=b[5] mod 2:
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> b[6]:=b[6] mod 2:
> RETURN(b) ;
> end:

Zur Berechnung des Koeffizienten A(T) = Eil:[] i"™cpym, fiir den i-ten Input von oben
N

(d. h. die i-te Zeile von oo) schreiben wir eine Routine koeff, der T" als t, a als a sowie

i und oo iibergeben wird. Der Koeffizient koeff wird zu 0 initialisiert, sodann wird die

Summe als for-Schleife ausgefithrt: Zunéchst wird der Reprdsentant ta von T + Fa

berechnet, dann cr 2, als k (mit Fallunterscheidung fiir T/-I—\%a € £6) und schlieBlich
wird CT4 7, mit der richtigen i-Potenz multipliziert, zu koeff addiert:

> koeff:=proc(t,a,i,o0)

> local koeff,k,m,j,ta:

> koeff:=0:

> for m from 0 to 3 do

>  ta:=summeR(t,m/4xa):

> if member(ta,S,’j’) then
> k:=oo[i,j]:
>
>
>
>
>

else
member (minusa(ta),S,’j’):
k:=-oo[i,j]:
fi:
koeff :=koeff+I"mx*k:
> od:
> RETURN (koeff):
> end:

Damit kénnen wir die A(7T") berechnen: Wir schreiben die Koeffizienten fiir festes a und
T in eine Spalte einer Matrix KoMat (fiir jeden der 20 Inputs eine Zeile): Wir Schachteln
drei Schleifen, die AuBere iiber die a’s, d.h. iiber die Liste a, dann fiir jedes a iiber die
zugehorigen T’s und schlieflich iiber die 20 Inputs. Fiir jedes a und T erzeugen wir einen
Koeflizienten-Vektor K, den wir an die Matrix KoMat anhingen.

KoMat :=NULL:
K:=vector(m):
for aa to 3 do
for i to nops(T[aal) do
for j tom do
K[j] :=koeff(T[aal[i],a[aal,j,00):
od:

V V V V V VvV V

A\

KoMat : =augment (KoMat ,K) :
> od:
> od:

In der Koeffizientenmatrix KoMat stehen also in der i-ten Zeile die Fourierkoeffizienten
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(zum Input) zur i-ten Zeile von oo. Sie lautet:

0o 0 -2 2 0 0 0o 0 -2 2 0 0 0 0
0 0 —-2¢ 27 0 0 0 0 -2¢ 2¢ O 0 0 0
0 O 2 2 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 0 2¢ 2¢ O 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 O 2 2 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 2¢ 2¢ 0 0 2 0
0 2 0 0 0 -2 0 2 0 0 0 -2 0 0
0 2¢ 0 0 0 -2 0 2¢ 0 0 0 -2 0 0
2 0 0 0 -2 0 2 0 0 0 -2 0 2 0
2¢ 0 0 0 -2 0 2¢ 0 0 0 -2: 0 -2 0
0 2 0 0 0 2 0 O 0 0 0 0 0 2
0 2¢ 0 0 0 2¢ 0 O 0 0 0 0 0 2
2 0 0 0 2 0 0 O 0 0 0 0 0 0
2¢ 0 0 0 2 0 0 O 0 0 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 2¢ 0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 2¢ 0 0 0 24 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
. 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 21 |

Bezeichnen wir den Input zur 2¢+j-ten Zeile von oo bzw. KoMat mit cg fiir alle 7 €
{0,...,9},7 € {1,2} und den additiven Lift von cf mit ff fiir alle 7,7 (vgl. Beweis zu
Satz 3.13), so kann man unmittelbar ablesen: Es gilt fz.j % 0 fiir alle 4, und f,? = if,i
fiir alle £ = 0,...,9. Durch Berechnen des Rangs von KoMat sieht man auch, daf} die
Dimension des Liftraumes mindestens und damit genau 10 ist:

> rank(KoMat) ;
10
>

Damit sind z. B. die 10 Lifts f} linear unabhéngig, d. h. Basis des Liftraumes. Eine Basis
des Kerns ist also {f? —if};i=0,...,9}. Damit ist Satz 3.13 bewiesen.

A.2 Zum Abschnitt 3.2 Multiplikative Lifts

Die Dimension des Kontrollraums (Lemma 3.20)

Wir berechnen die Dimension des Kontrollraums mit Hilfe der Formel

d+ 45— a(H0x(9) —a (557 ) - alos()
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aus Proposition 2.10. Dabei ist d = dim Vy = 9 und k£ = 3 also

2 a(=ipe(8) — o ((~px(STY) 1) ~ alpk(T)),

und fiir eine komplexe Matrix A mit Eigenwerten A = 2™® 0 < a < list a(A) ==Y, «
(mit Vielfachheit).

Wir erzeugen zunéchst die Matrix p%(S): Die s, t-Komponente ist 5—21 Otete%”'(”"ﬁ>
fiir 8 € 5. Wir brauchen also fiir jeden Typ ein Element des Typs, bzw. dessen Représen-
tant in R bzw. Rep (siehe Tabelle Seite 70):

repl:=[0,0,0,0,0,0]:
rep2:=[2,0,0,0,0,0]:
rep3:=[2,2,0,0,1,1]:
rep4:=[0,0,0,0,1,1]:
rep5:=[0,0,0,0,0,1]:
rep6:=[1,0,0,0,0,0]:
rep7:=[1,1,0,0,0,0]:
rep8:=[1,1,1,1,0,0]:
rep9:=[1,0,0,0,0,1]:

V V V V V V V Vv V

Weiter brauchen wir eine Liste der (Repriisentanten in Rep) der Elemente eines Typs
(t.i). Dazu benétigen wir eine Prozedur, die fiir einen gegebenen Représentanten den
Typ des zugehédrigen Elementes in L/2M liefert:

=3,[2,2,6]1=4,[2,3]=5,

typtab:=table([[1,0]=1,[2,0]=2,[2,2,2]
[4 8,[4,3]1=9]1):

> ,2
> [4,0]1=6,[4,1]1=7,[4,2]=
> ordnung:=proc (v)

> local o:

> if posu(v)<5 then o:=4

> elif (v mod 4) = [0,0,0,0,0,0] then o:=1:
> else o0:=2:

> fi:

> RETURN(o0):

> end:

> typ:=proc(v)

> 1local o,qq,t:

> o:=ordnung(v):

> qq:=q(v) mod 8:

> if (0=2) and (qq mod 4 = 2)

> then t:=typtab[[2,2,qq]l]:

> else t:=typtab[[o,qq mod 4]]:

> fi:

> RETURN(t):

> end:

Damit kénnen wir die Listen erzeugen und auch gleich ihre Méchtigkeiten (siehe Tabelle
Seite 70) angeben:
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for i to 9 do t.i:=[];o0d:
for i to 1024 do
ty:=typ(Rep[i]):
t.ty:=[op(t.ty),Repl[il]:
od:
for i to 9 do anz.i:=nops(t.i);od:
print(seq(anz.i,i=1..9));

V V V V V V V

1, 15, 6, 10, 32, 240, 240, 240, 240

>

Wir erzeugen die Matrizen p%(S) als § und —ip%(S) als §S (da wir mit den doppelten
Reprisentanten rechnen ist €2™ durch e? = i zu ersetzen).

> S:=matrix(9,9):

> for 1 from 1 to 9 do for j from 1 to 9 do
> 8:=0;

> for k from 1 to anz.i do

> s:=s+I"bi(t.il[k],rep.j):

> od:

> S[i,jl:=-I*xs/32:

> od:od:

> SS:=scalarmul (S,-I):

Die Matrix p(T) ist die Diagonalmatrix diag(1,1,—1,—1,4,1,—4,—1,—4) und (—p%(ST))~"
ist p%(ST)?:

> T:=diag(1,1,-1,-1,1,1,-I,-1,I):
> STST:=multiply(S,T,S,T):

Damit bestimmen wir die a’s: Wir berechnen die Eigenwerte ew.i der Matrizen SS, T
und STST und deren Argumente. Maple liefert das Argument in (—m, 7]. Wir teilen noch
durch 27 und addieren 1, falls das Argument negativ ist:

> for i in [T,SS,STST] do

> ew.i:=[eigenvalues(i)];

> al.i:=vector(9):

> for j to 9 do

> al.i[j]:=argument(ew.il[j1)/(2*Pi):

> if al.i[j1<0 then al.i[jl:=al.i[j]l+1:fi:
> od:

> alpha.i:=sum(’al.i[j]’,’j’=1..9):

> od:

> print(seq(alpha.i,i=[T,SS,STST]));

11/4, 5/2, 3
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Wir erhalten also
82— a(=ipi(9) —a ((=p5(ST) ™) —alp(1)) = £ — £ =3 -3 =3

wie behauptet. Damit ist Proposition 2.10 bewiesen.

Die Eisensteinreihe zu —Ze(10) (Seite 72)

Wir suchen neun Linearkombinationen

fi= > freaG(oied),  frea€C

¢,de{0,...,3}
ged(e,d,4)=1

der primitiven G(.;¢,d), sodaB f = (f¢)cx eine holomorphe elliptische Modulform zur

reduzierten Weil-Darstellung px mit

Tl—i>rz%of(T) = —%e(1)

ist. Dazu miissen wir das folgende lineare Gleichungssystem fiir die fi .4 l6sen (siehe
Seite 72):

faoyer =—1%
fto1 =0 fiir ¢ # (10)
ft,c,dfc =™ a(t ft,c,d falls (C, d— C) €&
—fi—e,—dte = €™ q(t)ft,c,d falls (c,d —c) ¢ €
fomde=5 Y E(s,9fsca falls (—d,c) € €
s€X
_ftadafc = 5_22 Z E(57 t)fE,C,d fa-'lls (_d, C) g (c:
s5€X

wobei & = {(0,1),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,1)} und E(s,t) = 3, ™8 (siche
Seite 55).

Wir indizieren die (¢,d) € &, indem wir eine Tabelle cdtab definieren und eine
Prozedur schreiben, die zu gegebenem (c,d) den Index liefert falls (¢,d) € £ und sonst
den negativen Index von (—c, —d) mod 4:

cdtab:=table([’0,1°=1,’1,0"=2,71,1"=3,°1,27=4,"1,3°=5,72,1"=6]):
index:=proc(i,c,d)
local j:
if assigned(cdtablc,d]) then
j:=6%(i-1)+cdtablc,d]:
else
j:=-6%(i-1)-cdtab[-c mod 4,-d mod 4]:
fi:
RETURN (j) ;
end:

V VV V V V V V V VvV
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Damit kénnen wir die Gleichungen in den Variablen ftcd[i] definieren:

> ftcd:=vector(54):

> gl:=[ftcd[index(1,0,1)]=-16/Pi"3]:

> for 1 from 2 to 9 do

> g:=ftcd[index(i,0,1)]=0:

> gl:=[op(gl),gl:

> od:

> for i to 9 do

> for j in indices(cdtab) do

> 1i0:=index(i,j[1],j[2]):

> il:=index(i,j[1]1,j[2]1-j[1] mod 4):

> i2:=index(i,-j[2] mod 4,j[1]1):

> gl:=sign(il)*ftcdlabs(i1)]=T[i,il*ftcd[i0]:
> g2:=sign(i2)*ftcd[abs(i2)]=

> sum(S[i,’k’]*ftcd[index(’k’,j[1]1,j[21)],°k’=1..9):
> gl:=[op(gl),gl,g2]:

> od:od:

Wir wandeln die Gleichungen in ein System der Form Az = b um, welches wir dann
16sen.

> A:=genmatrix(gl,convert(ftcd,list),’b’):
> f:=1linsolve(A,b):
> #evalm(f);

Um Nenner zu vermeiden, multiplizieren wir die Losung mit 273 und schreiben die Ko-
effizienten zur besseren Ubersicht in eine Matrix G, deren i,j-ter Eintrag der Koeffizient
zum i-ten Typ und j-ten (c,d)-Paar in £ (indiziert wie in typtab bzw. cdtab) ist.

> g:=scalarmul (f ,Pi~3%2):

> G:=matrix(9,6):

> for i from 1 to 9 do

> for j in indices(cdtab) do

> i0:=index(i,j[1],j[2]1):

> G[i,cdtablj[1],;j[2]11]:=gl[i0];
> od:
> od:
> evalm(G);

|
w
N
|
H
|
H
|
H
|
H

0]

0 -15 1 -15 I -15 I -15 I 0]

0 -6 I 6 I -6 I 6 1 48]

0 -10 I 10 I -10 I 10 I -80]

r
—_
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[ 0 -32 I -32 321 32 0]
L ]
[ 0 -240 I -240 I -240 I -240 I 0]
i ]
[ 0 -240 I 240 240 I -240 0]
i ]
[ 0 -240 I 240 I -240 I 240 I 0]
[ ]
[ 0 -240 I -240 240 I 240 0]

A.3 Zum Abschnitt 3.3 Theta-Reihen

Wir bestimmen hier die Fourierkoeffizienten

3
- mi_io(—l)mc%eﬁ%% +2icy, o firdy =1
A(2 2 64) = 3_
E C%el+%e4+2icéel fiir do > 2
m=0

fiir die Reihe fg in der Spitze [a],a = 2e; mit o’ = %62. Dazu berechnen wir die entspre-
chenden Koeffizienten des Lifts zum ,,Basisinput® ¢j € Vy. Die Koeffizienten von 6 sind
dann ein festes Vielfaches von diesen. Dieser Faktor wird aus einem festen Koeflizienten
der iibersetzten Reihe 6y bestimmt.

Die bendtigten Inputkoordinaten cye, ++¢, stehen in der vorletzten Zeile der Matrix
oo (s. A.1, S.101f). Wir entnehmen

C1

1 =C
sertseq

3 1
5e1t3eq

und erhalten
Aleq) =2 und A% tey) =2 fiir dy > 2.

Der es-Koeffizient von 6y ist 2 - # {(g1, g2) € Z?; g7 + g5 = 1} = 8. Damit ist 0y = 4f,
wobei fd der Lift von ¢ ist. Also ist

A(2%7ey) =8 fiir dy > 1
fiir 99.

A.4 Zum Abschnitt 4.3 Quadrate

Wir berechnen den Charakter der Darstellung aus Lemma, 4.20. Die Konjugationsklassen
(bzw. Reprisentanten davon) und die Charaktertafel von Sg liefert zum Beispiel gap
(die Reihenfolge der Spalten der Charaktertafel entspricht dabei der Reihenfolge der
(Vertreter der) Konjugationsklassen in S6.ConjugacyClasses):
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gap> S6:=SymmetricGroup(6) ;;S6.name:="S6";;

gap> S6.ConjugacyClasses:=ConjugacyClasses(S6);
0O,
1,2) ),

[ ConjugacyClass(
ConjugacyClass(
ConjugacyClass(
ConjugacyClass(
ConjugacyClass(
ConjugacyClass(
ConjugacyClass(
ConjugacyClass(
ConjugacyClass(
ConjugacyClass(
ConjugacyClass(

56

a w N
= NS

la 2a 2b
2P 1la 1la 1la
3P la 2a 2b
5P 1la 2a 2b

© 00 N O O WN =
O O 01O Ol O =
|
w

[
(@]
I
N w
1
N NP PR P PR

LT o B B B B B B I B
(=Y
o
=
o
N
|

[N
[N
[
9]

gap>

56,
56,
56,
56,
56,
56,
56,
56,
56,
56,
56,

2c
la
2c
2c

3a
3a
la
3a

(1,2)(3,4) ),

(1,2)(3,4)(5,6) ),

(1’2’3) )’

(1,2,3)(4,5) ),
(1,2,3)(4,5,6) ),
(1,2,3,4) ),
(1,2,3,4)(5,6) ),
(1,2,3,4,5) ),
(1,2,3,4,5,6) ) ]
gap> DisplayCharTable(CharTable (S6));

6a
3a
2a
6a

3b
3b
la
3b

4a
2b
4a
4a

4b
2b
4b
4b

ba
5a
ba
la

6b
3b
2c
6b

Zunéchst brauchen wir eine Routine orthop, welche die Operation einer orthogonalen
Transformation v € OT(M) (bzw. G) auf dem Inputraum als 20 x 20-Matrix beziiglich der
Basis, die aus den Zeilen von oo besteht, berechnet. Dazu schreiben wir die Basisvektoren
als Spalten (A) und eine Prozedur Gc, die das Bild «y(c) eines Inputvektors ¢ bzw. ¢ unter
der Transformation v bzw. G erzeugt.

> A:=transpose(00):

> Gc:=proc(G,c)
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local k,g,d:
d:=[]:
for k from 1 to nS do
g:=convert(ga(G,S[k]),list):
if member(g,S,’j’) then d:=[op(d),c[jI]:
else member (minusa(g),S,’j’):d:=[op(d),-c[j1]:
fi:
od:
RETURN(d) :
end:

V V V V V V V V V vV

Damit konnen wir die 20 x 20-Matrix erzeugen, indem wir fiir jede Spalte ¢ von A das
Gleichungssystem Az = Gc (G, c) 16sen.

> orthop:=proc(G)

> 1local B,i,c,d:

> B:=NULL:

> for i from 1 to 20 do
> c:=col(A,i):

> d:=Gc(G,c):

> B:=augment(B,d):
> od:

> B:=linsolve(A,B):
> RETURN(B):

> end:

Mit Hilfe der Prozedur s6op kénnen wir die 10 x 10-Darstellungsmatrix S der Operation
der Ti-Klasse von v auf C' aus der 20 x 20-Matrix G berechnen: Das ([4] + 1, [%] +1)
= (ii, jj)-Element von S ist das Quadrat von G[j,il+I*G[j+1,i] = g (d.h. O fiir
fi; oy € CO55), denn wie oben (am Ende von A.1) gesehen ist der Lift der j+1-ten
Spalte von A das i-fache des Lifts der j-ten Spalte fiir ungerade j.

> s6op:=proc(G)

> local S,g,i,ii,j,j]:

> S:=array(sparse,1..10,1..10):
> for i from 1 by 2 to 19 do
> dii:=iquo(i,2)+1:

> for j from 1 by 2 to 19 do
> jji=iquo(j,2)+1;

> g:=G[j,i]+I*G[j+1,i]:

> if g<>0 then

> S[ii,jjl:=gxg:

> fi:

> od:od:

> RETURN(S):

> end:

Reprisentanten der Erzeuger (7,7 + 1) € Sg sind in Satz 1.18 gegeben. Diese erzeugen
wir als Matrizen T1 bis T5.
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>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
> T3
>

e.
e.
od:
T1:
T2:
T4:
T5:
:=multiply(T1,T5,eich(el,eb)):
#print (seq(T.i,i=1..5));

eichx:=proc(u,v,x)

local w;
w:=matadd (x,matadd(scalarmul (v,bi(x,u)),
scalarmul (u,bi(x,v)-q(v)*bi(x,u)),-1,1)):
RETURN (w) ;
end:

eich:=proc(u,v)
local E,x,i,j;
E:
for i from 1 to 6 do
for j from 1 to 6 do x[j]:=0: od:
x[i]:=1:
x:=eichx(u,v,x):
E:=augment (E,x):
od:
RETURN(E) ;
end:

=NULL:x:=vector(6):

for i to 6 do

i:=array(sparse,l1..6):
ifi]:=1:

=eich(el,e3):
=eich(e2,e4d):
=eich(e2,e3):
=eich(el,ed):

Damit sind orthogonale Vertreter der (nichttrivialen) Konjugationsklassen

Cc4

V VV V V V V V YV V.YV

Jetzt

C2:
C3:

=T1:
=multiply(T1,T3):

:=multiply(T1,T3,T5):
C5:
C6:
C7:
C8:
C9:
C10:=multiply(T1,T2,T3,T4):
C11:=multiply(T1,T2,T3,T4,T5):
#print(seq(C.1i,i=2..11));

=multiply(T1,T2):
=multiply(T1,T2,T4):
—multiply(T1,T2,T4,T5):
=multiply(T1,T2,T3):
—multiply(T1,T2,T3,T5):

konnen wir den Charakter der Darstellung berechnen: Wir erzeugen fiir jede(n

Reprisentanten C.i der) Konjugationsklasse(n) zunéichst die 20 x 20-Matrix und dann
die 10 x 10-Matrix und berechnen ihre Spur. (Wir miifiten dies eigentlich fiir die Inversen
der C.i berechnen, in symmetrischen Gruppen sind aber die Elemente konjugiert zu
ihren Inversen.)
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for i from 2 to 11 do
00.i:=orthop(C.1i):
#print (i,00.1);
S6.i:=s60p(00.1):
#print(i,86.1i,trace(56.1));
#print (i,trace(S6.1));

od:

print(seq(trace(86.1),i=2..11));

V V V V V V V V

-4, 2,4,1, -1, 1,0, -2, 0, 1

>

Durch Vergleich mit der Charaktertabelle oben erhalten wir, dafl dieser Charakter
die Summe von zwei Charakteren zu fiinfdimensionalen irreduziblen Darstellungen ist
(ndmlich Summe des vierten und fiinften Charakters aus obiger Charaktertabelle). Da-
mit ist Lemma 4.20 bewiesen.
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