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Einleitung

Den beziiglich eines quadratischen Raumes (V, ¢) der Signatur (2,n) definierten orthogonalen
Gruppen O(2,n) sind die hermiteschen symmetrischen Bereiche des Typs IV, zugeordnet.
Diese besitzen eine konkrete Realisierung als Tubengebiet, das wir die orthogonale Halbebene
‘H,, nennen. Analog zum Fall gewShnlicher elliptischer Modulformen, der als Spezialfall n = 1
in dieser Serie enthalten ist, kann man die Quotienten H,/T' nach gewissen arithmetischen
Untergruppen I' C O(2,n) betrachten. Solche Untergruppen erhélt man im wesentlichen in
Form der Automorphismengruppen von in V eingebetteten Gittern L. Nach der Kompakti-
fizierungstheorie von Baily und Borel sind die Quotienten H,,/T" quasiprojektive algebraische
Varietéten.

Die orthogonale Halbebene #,, kann als offene Teilmenge der Nullquadrik im der Komple-
xifizierung von V' zugeordneten projektiven Raum aufgefafit werden: Ist (V,q) ein quadrati-
scher Raum der Signatur (2,n), so konnen wir die ¢ zugeordnete Bilinearform (-, -) C-bilinear
auf die Komplexifizierung Vg := V @R C fortsetzen. Die Nullquadrik A ist dann gegeben als
die Menge aller [3] € P(Vg) mit (3,3) = 0. Die Bedingung (3,3) > 0 zeichnet einen offenen,
aus zwei Zusammenhangskomponenten bestehenden Teil der Nullquadrik aus. Wir wéhlen
eine dieser Komponenten aus und bezeichnen sie mit H,,.

Betrachtet man nun im projektiven Raum P(Vg) orthogonale Komplemente von Vek-
toren b € V mit negativer Norm ¢(v), so sind die Schnitte 7, N bl nicht leer; sie sind
sogar biholomorph dquivalent zu orthogonalen Halbebenen H, 1 und damit irreduzible ab-
geschlossene analytische Teilmengen von H, der Kodimension 1. Indem wir diese mit der
Multiplizitit 1 versehen, erhalten wir Divisoren auf der Halbebene #,,, die durch Einbettung
(n—1)-dimensionaler Halbebenen entstehen. Wir nennen diese speziellen Divisoren sowie de-
ren Linearkombinationen Heegnerdivisoren. Ist der Vektor v rational beziiglich des Gitters L,
so liefert die beschriebene Konstruktion (algebraische) Divisoren im Quotienten #, /T" und in
dessen Kompaktifizierung.

Will man die Frage untersuchen, welche Heegnerdivisoren als Null- und Polstellendiviso-
ren meromorpher Modulformen auf #,, vorkommen, so liefert die von Borcherds 1998/1999
entwickelte Theorie eine Teilantwort. Diese Theorie besteht aus zwei Komponenten. Der
multiplikative Bocherdslift ordnet einem Input F eine Modulform B(F') zur orthogonalen
Gruppe zu. Dabei ist ein solcher Input eine vektorwertige Modulform vom meist negativen
Gewicht 1 — 5, die auf der gewohnlichen oberen Halbebene H holomorph ist, in der Spitze
100 jedoch einen Pol haben kann. An die Fourierkoeffizienten eines Inputs werden zusétzlich
noch Ganzheitsbedingungen gestellt. Der Null- und Polstellendivisor des Lifts B(F') ist ein
Heegnerdivisor, dessen genaue Gestalt durch die Fourierkoeffizienten des zu liftenden Inputs
F bestimmt ist. Wir erhalten also als Bilder dieser Liftungsabbildung, die wir Borcherdspro-
dukte nennen wollen, die gesuchten Objekte.

Den zweiten Teil der Theorie bildet der Dualitéitssatz. Er gibt genaue Auskunft iiber
die beim multiplikativen Bocherdslift moglichen Inputs. Damit erhalten wir insbesondere
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Informationen iiber die Fourierkoeffizienten solcher Inputs und damit iiber Heegnerdivisoren,
die durch Borcherdsprodukte realisierbar sind. Nach einem Resultat von Bruinier ist unter
zusétzlichen Voraussetzungen jede Modulform, deren Divisor Heegnerdivisor ist, bereits ein
Borcherdsprodukt. In diesem Fall ist die Frage, welche Heegnerdivisoren von Modulformen
herkommen, mit der Bestimmung der mdéglichen Inputs dquivalent.

Die entscheidende Grofle bei der Formulierung des Dualitéitssatzes ist der sogenannte Kon-
trollraum 27, der dem Gitter L, beziiglich dem die Modulgruppe I' definiert ist, zugeordnet
werden kann. Dabei handelt es sich um den Vektorraum vektorwertiger holomorpher Mo-
dulformen des (positiven) Gewichts 1 + %, die sich beziiglich der metaplektischen Gruppe
Mpy(7Z) mit der zur Weildarstellung des Gitters L dualen Darstellung transformieren. Unter
der metaplektischen Gruppe verstehen wir eine zweiblittrige Uberlagerung der gewéhnlichen
Modulgruppe Sis(7Z), die es erlaubt, auch Modulformen halbganzer Gewichte zu betrachten.
Spitzenformen in diesem Kontrollraum sorgen fiir Heegnerdivisoren, die nicht von Borcherds-
produkten realisiert werden; gibt es keine nichttriviale Spitzenform im Kontrollraum %7, so
ist jeder Heegnerdivisor der Divisor eines Borcherdsproduktes, insbesondere also der einer
orthogonalen Modulform.

Die Frage nach der Existenz von Spitzenformen im Kontrollraum eines geraden Gitters ist
also entscheidend fiir die Realisierbarkeit von Heegnerdivisoren durch Modulformen. Gitter,
die nur die triviale Spitzenform in ihrem Kontrollraum besitzen, sowie deren Kontrollriume
selbst, nennen wir daher einfach. Ziel der vorliegenden Arbeit und gleichzeitig deren Hauptre-
sultat ist der Nachweis, dafl es bis auf Isomorphie unter milden zuséitzlichen Voraussetzun-
gen nur endlich viele einfache Gitter gibt. Um zu diesem Ziel zu gelangen, werden drei
grundsétzlich voneinander verschiedene Methoden angewendet.

Zunéchst kann man durch Abschitzung einer Dimensionsformel fiir den Kontrollraum, die
auf dem Satz von Riemann-Roch basiert, die Dimension von einfachen Gittern beschrinken.
Man findet in der Tat eine scharfe Schranke: Einfache gerade Gitter der Signatur (2,n) haben
h6chstens Dimension 28, und das 28-dimensionale Gitter H & H @& Ass hat einen einfachen
Kontrollraum. Mit der gleichen Methode wird bewiesen, dafl Gitter vorgegebener Dimension,
die grofler oder gleich 15 ist, stets nichttriviale Spitzenformen in ihrem Kontrollraum zulassen,
wenn ihre Determinante hinreichend grof ist.

Die zweite eingesetzte Methode kommt unter der zusétzlichen Voraussetzung, dafi das
Gitter iiber @ zwei hyperbolische Ebenen abspaltet, zur Anwendung und zeigt fiir jede Di-
mension grofler als vier, dafl Gitter mit dieser Figenschaft und grofler Determinante nicht
einfach sind. Dabei wird die Behauptung durch einen indirekten Schlufl gezeigt, der direkt
aus dem Dualitétssatz von Borcherds erwichst. Eine Konsequenz aus letzterem ist nédmlich,
daf} die Fourierkoeffizienten einer bestimmten Eisensteinreihe Ey € .#7, bis auf einen kon-
stanten Faktor gerade die Gewichte ausgezeichneter holomorpher Borcherdsprodukte sind,
falls Inputs mit den korrespondierenden Eingangsdaten existieren. Nehmen wir an, daf} der
Kontrollraum aufler der Null keine Spitzenform besitzt, so existieren nach dem Dualititssatz
Inputs zu allen Eingangsdaten, die Fourierkoeffizienten von Ej sind also tatséchlich konstante
Vielfache von Gewichten holomorpher Modulformen zu orthogonalen Gruppen. Der Satz iiber
singulidre Gewichte, der wegen der vorausgesetzten QQ-Struktur des Gitters gilt, beschrinkt
solche Gewichte aber nach unten: Eine holomorphe Modulform auf #,, mit einem Gewicht, das
kleiner als n/2 — 1 ist, muf} bereits identisch verschwinden. Wir erhalten nun den gewiinschten
Widerspruch zu unserer Annahme, indem wir zeigen, daf} es zu jedem Gitter mit hinreichend
grofler Determinante einen geeigneten Fourierkoeffizienten der Eisensteinreihe Ey gibt, so daf
das dadurch codierte Gewicht unter diese Schranke fillt.

Diese Argumentation verwendet nur das Gewicht der in Rede stehenden Modulform, nicht
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aber die Tatsache, dafl es sich um ein Borcherdsprodukt handelt. Unter der ohnehin als
giiltig vorausgesetzten Bedingung an die Q-Struktur des Gitters besagen die bereits erwihnten
Resultate von Bruinier weiter, daf} eine beliebige Modulform, deren Divisor ein Heegnerdivisor
ist, ebenfalls das durch die Koeffizienten von Ejy bestimmte Gewicht hat, auch wenn sie kein
Borcherdsprodukt sein sollte. Wir erhalten daher die konkreten Daten eines Divisors, der
nicht durch irgendwelche Modulformen realisiert werden kann. Da die ermittelte Schranke
fiir die Determinante eines Gitters, oberhalb derer der angegebene Schluff durchfiihrbar ist,
schliefllich mit der Dimension fillt, liefert dies fiir fast alle Isomorphieklassen von Gittern,
die den Voraussetzungen geniigen, die Daten eines nicht durch Modulformen realisierbaren
Heegnerdivisors.

Der indirekte Schluf} iiber die Fourierkoeffizienten der Eisensteinreihe Fy hat zwei Nach-
teile: Zum einen liefert er kaum brauchbare numerische Ergebnisse, zum anderen bleiben in
Dimensionen bis 6 einige Fille unberiicksichtigt. Daher wird als dritte eingesetzte Metho-
de eine explizite Konstruktion nichttrivialer Spitzenformen im Kontrollraum angegeben, die
fiir gerade Gitter mit quadratfreier Stufe durchfiithrbar ist. Dies bedeutet eine starke Ein-
schrinkung; insbesondere sind die Dimensionen solcher Gitter stets gerade. Immerhin werden
aber beispielsweise die Félle aller Gitter erfaflit, deren Diskriminantengruppen Vektorrdume
iiber endlichen Kérpern IF,, mit ungeraden Primzahlen p sind.

Die Konstruktion, die diese dritte Methode darstellt, basiert auf der Beobachtung, daf}
die Einschrinkung der Weildarstellung des Gitters L auf die Hecke-Gruppe I'g(N) bzw. deren
Urbild in Mpy(Z), wobei N die Stufe des Gitters ist, einen kanonischen simultanen Eigenvektor
¢o besitzt. Das Produkt einer elliptischen Modulform auf I'g (V) zu geeignetem Charakter mit
diesem Eigenvektor ¢ ist daher eine vektorwertige Modulform beziiglich T'y(N), die durch
Symmetrisierung zu einer vollinvarianten Modulform gemacht werden kann. Spitzenformen
gehen dabei in Spitzenformen iiber.

Die Untersuchung der Abbildungseigenschaften des beschriebenen Symmetrisierungsope-
rators unter Benutzung der Theorie der Alt- und Neuformen auf der Gruppe T'o(N) zeigt
die Injektivitiat auf einem gewissen, dem Gitter zugeordneten Raum S;'" (N, xr), der die
klassischen Rdume S, (p, (3)) und S, (p, (3)) verallgemeinert. Mit Hilfe des Begriffes der CM-
Form kann man schlieBlich zeigen, da§ bereits bei relativ kleinen (quadratfreien) Stufen und
damit auch kleinen Determinanten der beteiligten Gitter stets Modulformen existieren, die
durch Symmetrisierung zu nichttrivialen Spitzenformen im Kontrollraum fithren. Diejenigen
Stufen, bei denen dies nicht moglich ist, lassen sich konkret berechnen und sind in Form von
Tabellen im Anhang angegeben. Im Spezialfall gerader Gitter, deren Determinante eine un-
gerade Primzahl ist, liefert die Symmetrisierung einen Isomorphismus zwischen dem Raum
der Spitzenformen im Kontrollraum und dem klassischen Raum S, (p, (3)) oder S (p,(3)),
je nach der Gestalt des Gitters. Die angegebene Symmetrisierungsabbildung verallgemeinert
somit den in [Br-Bu] angegebenen Isomorphismus.

Das erste Kapitel der vorliegenden Arbeit stellt die benétigten Grundtatsachen iiber Git-
ter, vektorwertige Modulformen sowie iiber Modulformen zu orthogonalen Gruppen zusam-
men. Es dient gewissermaflen als Worterbuch und kann von Lesern, die mit der Thematik
vertraut sind, iibersprungen werden. Im zweiten Kapitel wird die Theorie von Borcherds, ge-
nauer der multiplikative Lift und der Dualititssatz, dargestellt. Die Zusammenhinge werden
anhand eines Beispielgitters illustriert. Daran schlieflen sich die Konsequenzen, die sich aus
der Auswertung der auf dem Satz von Riemann-Roch basierenden Dimensionsformel ergeben,
an; sie bilden den zweiten Teil dieses Kapitels und gleichzeitig die ersten eigenen Resultate.

Das dritte Kapitel ist der Durchfiihrung des oben beschriebenen indirekten Schlusses iiber
die Fourierkoeffizienten der Eisensteinreihe Fy gewidmet. Zunichst wird der Satz iiber die
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singuldren Gewichte formuliert. Dieser ist zwar wohlbekannt, in der benétigten Allgemeinheit
jedoch nicht in der Literatur aufgefiithrt, weswegen ein vollstindiger Beweis angegeben ist.
Anschlieend wird das zu untersuchende Gitter in geeigneter Weise koordinatisiert und ein
Testvektor ausgewéhlt. Da als bestimmende Gréfle in die Fourierkoeffizienten von Ej gewis-
se Kongruenzldsungsanzahlen der quadratischen Form modulo Primzahlpotenzen eingehen,
werden Abschéiitzungen fiir solche Anzahlen in allgemeiner Form hergeleitet. Bei deren An-
wendung auf die konkrete Situation spielen schlechte Primstellen die entscheidende Rolle; fiir
diese reichen die allgemein bekannten Abschiatzungen nicht aus, die daher unter Ausnutzung
der speziellen Koordinatisierung verbessert werden miissen. Dies ergibt schliefilich den Beweis
von Theorem 3.4.2, das das Hauptresultat der vorliegenden Arbeit ist.

Die explizite Konstruktion von Spitzenformen im Kontrollraum durch Symmetrisierung
wird im vierten Kapitel durchgefithrt. Zunéchst wird fiir Gitter mit quadratfreier Stufe der
Symmetrisierungsoperator definiert und so weit wie moglich evaluiert. Daran schlieit sich der
Nachweis der Injektivitdt auf dem dem Gitter zugeordneten Raum Si' " (N, x1) an. Dieser
besteht aus Neuformen, deren Fourierkoeffizienten a,, fiir n aus bestimmten arithmetischen
Progressionen verschwinden. Ferner wird das Bild des Symmetrisierungsoperators im Kon-
trollraum so weit wie moglich beschrieben. Das abschliefende fiinfte Kapitel behandelt die
Frage nach der Trivialitdt der Vorzeichenraume S;'"(N, xr). Es stellt sich heraus, daf sie
fiir hinreichend grofie Stufe IV stets nichttriviale Elemente enthalten. Wendet man den Sym-
metrisierungsoperator auf diese an, so erhélt man insbesondere nichttriviale Spitzenformen im
Kontrollraum, die entsprechenden Gitter sind also nicht einfach. Im Gegensatz zur indirek-
ten Schlufiweise eignen sich die erreichten Dimensionsformeln fiir numerische Berechnungen,
deren Ergebnisse im Anhang A aufgefiihrt sind.

Mein Dank gilt in erster Linie meinem Betreuer, Herrn Prof. Dr. E. Freitag. Ohne seinen
stets kompetenten Rat und die erhellenden Diskussionen wéire diese Arbeit nicht zustande
gekommen. Dankbar bin ich auch fiir fruchtbare Impulse, die aus Diskussionen mit Herrn
Dr. J.-H. Bruinier hervorgegangen sind. Ferner danke ich der Deutschen Forschungsgemein-
schaft fiir die finanzielle Unterstiitzung im Rahmen der Forschergruppe Arithmetik sowie den
zahlreichen Korrekturlesern des Skriptums.

Heidelberg, im Oktober 2001



Kapitel 1

Grundlagen

Das vorliegende einleitende Kapitel stellt die fiir die Formulierung und die Bearbeitung der
zugrundeliegenden Fragestellung benotigten Begriffe und Sétze zur Verfiigung. Es gliedert sich
in Abschnitte iiber Gitter, vektorwertige Modulformen sowie Modulformen zu orthogonalen
Gruppen. Zwischen diesen wird dann im zweiten Kapitel die Verbindung hergestellt. Da die
meisten hier dargestellten Tatsachen bekannt sind, wird auf Beweise hiufig verzichtet. Der
Leser findet dann geeignete Referenzen.

1.1 Gitter und quadratische Formen

1.1.1 Quadratische Riume und Gitter

Wir beginnen mit der Definition von Gittern. Dabei stehen mehrere dquivalente Konzepte zur
Wahl, die jeweils einen Aspekt in den Vordergrund stellen. Wir fithren zunéchst den Begriff
des quadratischen Raumes ein. Als Referenzen beziehen wir uns auf die Monographien [Co-Sl],
[Kne|] und [Mart].

1.1.1 Definition. Sei M ein endlich erzeugter freier Modul iiber dem Integrititsbereich R,
und sei K der Quotientenkérper von R. Eine quadratische Form auf M ist eine Abbildung
q: M — K, die den folgenden Bedingungen geniigt:

1. q(av) = o?q(v) fiir alle o« € R und v € M.
2. Die Abbildung (v,10) — (b, 1) := g(v 4+ tv) — g(v) — ¢(tv) ist R-bilinear.

Die Abbildung (b, 1) — (v, ) heiit die der quadratischen Form q zugeordnete Bilinearform.
Die quadratische Form heifit nicht ausgeartet, falls es zu jedem v # 0 ein o € M gibt mit

(b, 10) # 0.

Es gilt stets (v, b) = 2¢(v). Ist die Charakteristik von K ungleich 2, so ist eine quadratische
Form bereits durch die ihr zugeordnete Bilinearform bestimmt.

1.1.2 Definition. Ein endlich erzeugter freier Modul M iiber einem Integritdtsbereich R mit
einer nicht ausgearteten quadratischen Form q darauf heiit quadratischer Raum iiber R.
Ist speziell (K =)R = R und M ein endlichdimensionaler Vektorraum, so sagen wir einfach
quadratischer Raum oder auch pseudoeuklidischer Vektorraum. FEin Gitter ist ein
quadratischer Raum iiber dem Grundring 7 mit Werten in Q.

Eine bijektive lineare Abbildung quadratischer Raume heifit Isometrie, falls sie die qua-
dratischen Formen ineinander iiberfiihrt. FEine Isometrie des quadratischen Raumes (M, q)
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in sich heifit eine orthogonale Abbildung. Mit O(M,q) wird die Gruppe aller orthogo-
nalen Abbildungen des quadratischen Raumes (M,q) bezeichnet. Existiert eine Isometrie
(M,q) = (N, q), so heiBen M und N isomorph.

1.1.3 Definition. Ein Gitter (L,q) heiit ganz, falls die q zugeordnete Bilinearform auf L
nur Werte in 7 annimmt. Dariiberhinaus heifit es gerade, falls q selbst auf L. nur ganzzahlige
Werte hat.

Aufgrund der Polarisationsformel (v, o) = g(v+w) — ¢(v) — ¢(v) sind gerade Gitter stets
ganz; die Umkehrung hiervon gilt nicht. In dieser Arbeit auftretende Gitter sind fast immer
gerade.

Nach einem bekannten Satz ist eine diskrete Untergruppe eines R-Vektorraumes stets frei.
Eine diskrete Untergruppe L eines quadratischen Raumes iiber R von maximalem Rang ist
daher ein Gitter, wenn die quadratische Form auf L nur rationale Werte annimmt. Hiervon
gilt auch die Umkehrung: Ist L ein freier, endlich erzeugter Z-Modul, so entsteht daraus durch
Grundringerweiterung auf natiirliche Weise der Vektorraum V := L ®7 R. Eine quadratische
Form ¢ auf L 148t sich eindeutig zu einer quadratischen Form auf V fortsetzen. Ist ¢ nicht
ausgeartet, so ist (V,q) ein quadratischer Raum und L eine diskrete Untergruppe maximalen
Ranges von V. Man kann sich Gitter also stets eingebettet in einen bis auf Isomorphie ein-
deutig bestimmten quadratischen Raum vorstellen. Sie liefern dann den Begriff des rationalen
Vektors.

1.1.4 Definition. Sei L C (V,q) ein Gitter. Den Raum Vg := QL nennen wir den von L
erzeugten Q-Vektorraum. Zusammen mit der Einschrinkung der quadratischen Form ist
er ein quadratischer Raum iiber Q). Elemente v € Vg heiflen rationale Vektoren.

Ist L ein Gitter im quadratischen Raum (V/ ¢), so gibt es eine Basis B = {e1,...,e,;} von
V mit L =), Ze;. Wir nennen dann B eine Gitterbasis von L und r die Dimension des
Gitters. Unter der Signatur von L verstehen wir die Signatur des umgebenden quadratischen
Raumes (V, q).

1.1.2 Gram-Matrizen quadratischer Formen

1.1.5 Definition. Sei L C (V,q) ein Gitter und B = {ey,...,e,} eine Gitterbasis von L.
Sei (-,-) die q zugeordnete Bilinearform. Die Matrix A := A(L,B) := ({(e;, €;))i,j=1,.., heiBt
Gram-Matrix von L beziiglich der Basis B.

Mit Hilfe der beziiglich einer Gitterbasis B gebildeten Gram-Matrix A = A(L,B) eines
Gitters L C V konnen wir auf R" eine quadratische Form definieren durch

1

qga(zy,. .. ,xr)t = 5(951, ceyxp) Az, .. ,av,n)t.

Die von der Basis induzierte Koordinatenabbildung ist dann eine Isometrie 3 : (V,q) —
(R",qa), die L in die Menge Z" C R" der Punkte mit ganzzahligen Koeffizienten {iberfiihrt.
Wir erhalten also jedes Gitter, indem wir die Menge Z" im Raum (R",¢) mit variierenden
quadratischen Formen ¢ betrachten.

1.1.6 Lemma. Zwei Gitter L. und M der Dimension r sind genau dann isomorph, wenn es
zu je zwei Gitterbasen B und € von L und M ein T € Gl,(Z) gibt mit

(1.1) A(M,R) =T'A(L,B)T.
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Insbesondere gilt die Relation (1.1) fiir beziiglich verschiedener Basen gebildete Gramsche
Matrizen desselben Gitters. Die Determinante der Gram-Matrix hingt also nicht von der
Auswahl der Basis ab.

1.1.7 Definition. Sei L ein Gitter. Als Determinante von L bezeichnen wir die Determi-
nante der Gram-Matrix von L beziiglich irgendeiner Basis und schreiben dafiir det(L). Ist
|det(L)| = 1, so heifit das Gitter L unimodular.

Eine quadratische Form auf einem Gitter L ist genau dann nicht ausgeartet, wenn seine
Determinante nicht verschwindet. Somit definiert jede symmetrische invertierbare Matrix
A € Gl (Q) ein Gitter L = Z" C (R",q4). Die Isomorphieklassen von Gittern entsprechen
umkehrbar eindeutig den symmetrischen invertierbaren Matrizen A € GI,(Q) modulo der
Operation A — T'AT von GI,(7Z) darauf.

Ist L ein Gitter und A seine beziiglich irgendeiner Basis gebildete Gram-Matrix, dann
ist L genau dann ganz, wenn A = (a;;);; nur ganze Eintrdge a;; hat, und gerade, wenn
zusétzlich die Diagonalelemente a;; gerade sind. Diese Eigenschaften hingen nicht von der
Auswahl der Basis ab. Wir kénnen also fortan Gitter auf bequeme Weise durch Angabe der
Gram-Matrix beschreiben. Dabei kontrollieren wir die elementarsten Eigenschaften durch die
Beschaffenheit der Eintrdge. Wir werden dies vor allem nutzen, um konkrete Beispiele wie
das folgende anzugeben.

1.1.8 Beispiel: FEin Gitter mit der Gram-Matrix

-

nennen wir die hyperbolische Ebene und bezeichnen es kurz mit H. Es gilt det(A) = —1,
die hyperbolische Ebene ist folglich unimodular. Sie ist gerade und hat die Signatur (1,1).
Die zugeordnete Bilinearform auf 7Z? ist gegeben durch ((z1,12)t, (y1,92)") = z1yo + 211.

1.1.3 Dualitit, Determinante und Stufe

Dieser Abschnitt orientiert sich an der Monographie [Mart], in der diese Zusammenhénge in
den §§ 1-3 ausfiihrlich behandelt werden.

1.1.9 Definition. Sei L C (V,q) ein ganzes Gitter. Der Modul
L' :={ov € Vg | (v,w) € Z fiir alle o € L},
versehen mit der quadratischen Form ¢, hei8t das zu L duale Gitter L'.

1.1.10 Lemma. Ist L C (V,q) ein ganzes Gitter, so ist L' ein Gitter von gleicher Dimension,
welches L umfaBt. Nach Wahl einer Gitterbasis B wirkt die Gram-Matrix A := A(L,B) in
natiirlicher Weise auf dem Vektorraum V. Dann ist L' = A='(L), und A~ ist eine Gram-
Matrix fiir das duale Gitter L'.

1.1.11 Definition. Sei L ein ganzes Gitter. Die Faktorgruppe L'/L heifit Diskriminan-
tengruppe von L. Wegen der Relation L' = A~'L aus Lemma 1.1.10 ist sie endlich und von
der Ordnung |det(L)|.

Wendet man den Elementarteilersatz auf die beiden Gruppen L und L' an, so erhilt man
weitere Information iiber die Struktur dieser beiden Gitter:
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1.1.12 Satz. Es gibt eine angepaBte Basis von L', d.h. es gibt eine Basis {f1,..., fy} von L'
und natiirliche Zahlen d,, . .. ,d, mit d;|d;; fiiri = 1,...,r—1 undd;-...-d, = |det(L)|, so daB
{d1f1,...,d, f,} eine Basis von L ist. Ein Reprisentantensystem der Diskriminantengruppe
ist dann gegeben durch die Z-Linearkombinationen 22:1 t; fi mit 0 < t; < d; fiir alle i.

1.1.13 Lemma. Ist L ein ganzes Gitter, so ist die von der Bilinearform (-,-) induzierte
Abbildung L'/L x L'/L — Q/Z wohldefiniert. Ist L sogar gerade, so ist auch die von q
induzierte Abbildung! L'/L — Q/7 wohldefiniert.

1.1.14 Definition. Sei L ein gerades Gitter. Die von der quadratischen Form induzierte
Abbildung L' /L. — Q/7Z heifit Diskriminantenform von L.

1.1.15 Definition. Seien L ein gerades Gitter und L' sein Dual. Die kleinste natiirliche Zahl
N, fiir die Nq(y) ganz ist fiir alle v € L', heit Stufe des Gitters L.

Bemerkung: Wegen Lemma 1.1.10 ist die Stufe die kleinste natiirliche Zahl N, so daf die
Matrix N - A~! ganze und auf der Hauptdiagonalen sogar gerade Eintriige hat. Da dann stets
(N+,0) ganz ist, ist NL' im Gitter L enthalten.

1.1.16 Lemma. Seien N die Stufe und D die Determinante eines geraden Gitters L. Dann
gilt N < 2|D| < 2N9™(L) Ist D gerade, so ist N ein Teiler von 2D, ansonsten sogar von D
selbst. Ferner tritt jeder Primfaktor von D bereits in N auf.

Beweis: Wegen DL' C L ist fiir jedes v € L' bereits 2Dg(y) = (D~,v) € Z und somit N ein
Teiler von 2D. Andererseits ist auch D2g(y) = q(Dv) € Z und daher N auch ein Teiler von
D?. Daraus folgt die Teilbarkeitsaussage sowie die erste Abschitzung N < 2|D|.

Aufgrund der vorigen Bemerkung ist L' C &L, also L'/L C (+L)/L und somit

|LI/L| — |D| < Ndim(L)_

Ist A die Gram-Matrix von L, so ist NA™! ganz, und es gilt ANA™' = N Egim(r) und daher
Ddet(NA™") = Ndim(D), O

1.1.4 Konstruktionen fiir Gitter und Beispiele

Wie bereits gesehen, kann man Gitter durch Angabe einer Gram-Matrix der quadratischen
Form beschreiben. Bei groien Dimensionen ist dies aber zu aufwendig und verdeckt unter
Umsténden weitere vorhandene Struktur. Deshalb geben wir einen Mechanismus an, um aus
mehreren gegebenen Gittern neue zusammenzusetzen.

1.1.17 Definition. Seien Ly C (Vi,q1) und Ly C (V3,q2) Gitter. Als orthogonale Summe
von Ly und Lo bezeichnen wir das Gitter Ly ® Ly := L1+ Lo im Raum (V1 ®Vs, q) mit der Form
q(v1,09) = q1(b1) + g2(v2). Fiir a € Q bezeichne Li(a) das Gitter Li(a) := Ly C (V1,aq).

Es ist offensichtlich, dafl L1 & Ly wieder ein Gitter und die Konstruktion assoziativ ist. So-
mit sind auch allgemeine endliche orthogonale Summen von Gittern erklirt. Bis auf einen ka-
nonischen Isomorphismus ist die Summenbildung kommutativ. Die umgebenden Vektorrdume

! Fiir gerade Gitter ist diese Abbildung eine endliche quadratische Form in folgendem Sinne: L'/L ist endliche
abelsche Gruppe, und ¢ ist eine Abbildung mit Werten im Z-Modul Q/Z, die g(av) = a’q(v) erfiillt und so,
daB die Funktion (v, t0) — ¢(b + tv) — ¢(v) — ¢(tv) Z-bilinear ist.
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Vi und V5 sind orthogonal im iiblichen Sinne. Ist L ganz oder gerade und a ganz, so gilt sel-
biges auch fiir das Gitter L(a). Fiir positives a ist ferner L(a) isomorph zu v/aL C (V,q).
Falls sich ein Gitter als orthogonale Summe L = L @ Ls mit Gittern L; und Ly kleinerer
Dimension schreiben 1483t so sagen wir, L spalte (iiber Z) das Gitter L; (und ebenso Ls) ab.
Um in Zukunft auf einfache Weise Beispiele angeben zu kénnen, vereinbaren wir noch einige
Bezeichnungen fiir Standardgitter, aus denen dann kompliziertere zusammengesetzt werden
konnen. In Beispiel 1.1.8 haben wir bereits die hyperbolische Ebene H kennengelernt.

1.1.18 Beispiele: 1. Fiir r > 0 bezeichnen wir mit 7" das Gitter Z" C (R",qg,), dessen
quadratische Form durch q((z1,...,z,)") = £ 3", 7 gegeben ist. Dieses ist ganz, aber
nicht gerade. (Aufgrund der Natiirlichkeit dieser Konstruktion erlauben wir uns die Ver-
wendung der Bezeichnung 7Z" sowohl fiir das Gitter als auch fiir den zugrundeliegenden
Modul.)

2. Das Gitter Fg sei gegeben durch 78 C (R®,q4) mit

e e e = N
DO = = e N
DN = = N e
I e i
DO == N e e
I R e
DO DD = e e
BN NN NN

Es ist gerade und unimodular.

3. Mit Ay bezeichnen wir schlieflich das Gitter Z" C (R",qa,,,) mit der n-reihigen Matrix

2 1 1 ... 1

1 2 1 ... 1

_ 1 1 2 ... 1
Aw) = , o
1 1 1 ... 2

Auch dieses ist gerade und hat Determinante n + 1.

1.1.5 Isotropie

In pseudoeuklidischen Vektorrdumen kann im Gegensatz zum euklidischen Fall die Norm
eines nichttrivialen Elementes verschwinden. Diesen Effekt nennen wir Isotropie. Im Zusam-
menhang mit orthogonalen Modulformen spielt dies insofern eine gewichtige Rolle, als daf}
Randkomponenten der noch zu definierenden orthogonalen Halbebene durch isotrope Vekto-
ren beschrieben werden kénnen. Auch in die Untersuchung von Gittern geht der Begriff der
Isotropie ein. Da es sich ausschliefllich um bekannte Sétze handelt, lassen wir die Beweise
aus. Diese finden sich unter anderem in [Kne].

1.1.19 Definition. Sei (V,q) ein quadratischer Raum iiber R. Dann heifit V positiv definit,
falls q(v) positiv ist fiir alle 0 # v € V, und negativ definit, falls q(v) negativ ist fiir alle
diese b. Ansonsten heifit V indefinit.

Bemerkung: Hat V die Signatur (b™,b7), so ist V genau dann positiv definit, falls b= = 0,
und negativ definit, falls b+ = 0.
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1.1.20 Definition. Sei (V,q) ein quadratischer Raum iiber dem Ring R. Ein Element v € V
heiBt isotrop, falls q(v) = 0 ist. Ein Unterraum U C V heifit isotrop, falls q|y = 0. Der
quadratische Raum V heiBit isotrop, falls er ein nichttriviales isotropes Element besitzt, also
falls es einv € V — {0} mit g(v) = 0 gibt. Ist dies nicht der Fall, so heifit er anisotrop. Diese
Begriffe finden insbesondere auf Gitter Anwendung.

1.1.21 Beispiel: Die hyperbolische Ebene H ist ein isotropes Gitter, denn beide Standard-
basisvektoren e; und e sind isotrop.

1.1.22 Beispiel: Sei L = Z? C (R2,q) mit der quadratischen Form q((w1,z2)) = =% — 273.
Dann ist U = {(z1,72) |21 = v/2x3} ein eindimensionaler isotroper Unterraum von V, aber
die Gleichung ¥? — 2z3 = 0 hat in Z? nur die triviale Lésung, das Gitter L ist also anisotrop.

Ein Gitter L in einem indefiniten quadratischen Raum (V) q) ist also nicht unbedingt
isotrop, obwohl der umgebende quadratische Raum V wegen der Stetigkeit der Norm stets
nichttriviale isotrope Vektoren besitzt. Dies ist jedoch ein Effekt, der nur in kleinen Dimen-
sionen auftritt, wie der folgende bekannte Satz besagt.

1.1.23 Satz. (Hasse-Minkowski) Sei L C (V,q) ein Gitter in einem indefiniten quadratischen
Raum der Dimension r > 5. Dann ist L isotrop.

Eine wichtige Konsequenz aus der Tatsache, dafl ein Gitter isotrop ist, ist im folgenden
Lemma dargestellt.

1.1.24 Lemma. Sei L C (V,q) ein isotropes Gitter. Dann spaltet es iiber @) eine hyperbo-
lische Ebene ab, d.h. der von L erzeugte quadratische Q-Raum Vg ist isomorph zu dem von
H & Lg erzeugten quadratischen Raum V({Q iiber Q fiir ein Gitter Ly.

Durch zweimalige Anwendung des Satzes von Hasse-Minkowski erhélt man sofort das
folgende

1.1.25 Korollar. Ist L ein Gitter der Signatur (2,0~ ) mit b~ > 5, so spaltet es iiber Q sogar
zwei hyperbolische Ebenen (im Sinne von Lemma 1.1.24) ab.

1.1.6 Normalformen quadratischer Formen

Wir haben nun gesehen, dafl indefinite Gitter hinreichend grofiler Dimension iiber Q) stets
hyperbolische Ebenen abspalten. Fiir das Gitter selbst gilt dies nicht, denn das durch die
Gram-Matrix

0200
2 2 1 0
(1.2) A=101 4 3
00 3 2

gegebene Gitter ist isotrop, hat Signatur (2,2), spaltet aber keine hyperbolische Ebene ab.
Es stellt sich daher die Frage nach Normalformen fiir Gitter.

Wir wollen uns von vornherein auf indefinite Gitter beschrinken. In diesem Falle stellt
die Hermitesche Reduktionstheorie das geeignete Hilfsmittel dar, die wir aber nicht darstellen
wollen. Die angefiithrten Sétze sind in den Monographien [Kne] und [Wa] beschrieben, wo sich
auch die Beweise finden. Lediglich zur Tridiagonalisierung der Gram-Matrizen (Satz 1.1.28)
fiihren wir einen Beweis an, da dies im 3. Kapitel eine zentrale Rolle spielen wird. Wir stellen
Gitter in diesem Abschnitt stets durch ihre Gram-Matrizen dar.
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1.1.26 Definition. Sei L C (V,q) ein Gitter. Ein Vektor v € L heifit primitiv, falls b # 0
ist und falls Qo N L = Zv gilt.

1.1.27 Satz. (cf. [Wa], Thm. 1.) Sei L ein Gitter und v € L primitiv. Dann kann man v zu
einer Gitterbasis {v, e, ...,e,} von L ergédnzen.

1.1.28 Satz. (cf. [Wa], Thm. 12.) Sei L ein ganzes Gitter. Dann kann man jedes primitive
v € L so zu einer Gitterbasis ergidnzen, daB die zugehérige Gram-Matrix tridiagonal ist, d.h.
fiir die Gram-Matrix A = (a;;); ; beziiglich einer solchen Basis gilt a;; = 0 falls |i — j| > 1.

Beweis: Sei r die Dimension des Gitters. Fiir r = 1 oder 2 ist nichts zu zeigen. Sei r > 3
und die Behauptung fiir » — 1 bereits gezeigt. Sei {v,e2,...,e,} eine Basis von L mit b als
erstem Basisvektor; eine solche existiert nach Satz 1.1.27. Sei ferner A = (a;;); ; die beziiglich
dieser Basis gebildete Gram-Matrix des Gitters L und g := ggT(as1,...,a,1). Dann existiert
wiederum nach Satz 1.1.27 eine unimodulare (r — 1) x (r — 1)-Matrix 7} mit (a%, e ‘%)t
als erster Spalte. Nun gilt

1o ... o\ /1]o .. 0 anlg 0 ... 0

0 0 g .
e Al . e =1 0 —A

: (T7) : (T7) : Ay

0 0 0

mit einer ganzzahligen symmetrischen Matrix (r — 1) x (r — 1)-Matrix A;. Wir wenden auf
diese nun die Induktionsvoraussetzung an und finden eine ebenfalls ganzzahlige unimodulare
(r—1) x (r—1)-Matrix T, die A; tridiagonalisiert. Da der erste Basisvektor bei der durch T,
vermittelten Transformation erhalten bleibt, gibt es eine unimodulare (r —2) x (r — 2)-Matrix
T3 und ganze Zahlen ds, ..., d,, so da

1 0 0
é\dg .. dy 0 1] dy "
T = . gilt und so daf} Ty := 0
. T3
0 S T3
0 0
wiederum unimodular ist und die obige Matrix A in eine Tridiagonalmatrix iiberfiihrt. O

1.1.29 Bemerkung. Ist L ein ganzes isotropes Gitter, so ldBt es sich durch eine Gram-
Matrix A = (a;j);; mit a;; =0, falls [i — j| > 1 oder @ = j = 1, darstellen. Wir bekommen
also noch eine Null mehr als im allgemeinen Fall.

1.1.30 Korollar. Ist L ein ganzes isotropes Gitter mit quadratfreier Determinante, so spaltet
es bereits iiber 7. eine hyperbolische Ebene ab.

Beweis: Bringen wir L auf die Normalform aus Bemerkung 1.1.29, so folgt wegen a?, | det(L)
jedenfalls a1o = 1 oder —1. Ein offensichtlicher Basiswechsel bewirkt nun age = a3 = 0, also
L = H ® Ly mit einem ganzen Gitter Ly. [l

Auf diese “Normalform” werden wir uns im dritten Kapitel stiitzen. Kine zweite Nor-
malform, die Darstellung durch Hermite-reduzierte Gram-Matrizen, wollen wir nicht explizit
angeben. Wir benétigen sie lediglich, um einzusehen, daf} es bei beschrankter Dimension und
Determinante nur endlich viele Isomorphieklassen von Gittern gibt. Wir formulieren dieses
bekannte Ergebnis direkt in einem
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1.1.31 Satz. (cf. [Wa], Thm. 11.) Zu gegebener Dimension r und Determinante D gibt es
nur endlich viele Isomorphieklassen von Gittern L mit dieser vorgegebenen Dimension und
Determinante.

1.1.7 Aus der Klassifikation quadratischer Formen

Fiir eine Anwendung im Abschnitt 4.3.3 bendtigen wir einige Fakten aus der Klassifikation
ganzer quadratischer Formen. Dabei geht es hauptséichlich um die Vereinbarung von Nota-
tionen, die wir an die Monographie [Co-Sl] anlehnen. Wir bezeichnen fiir p eine Primzahl
oder oo mit @), beziehungsweise Z, den Korper der p-adischen beziehungsweise den Ring der
ganzen p-adischen Zahlen. Fiir p = oo seien damit vereinbarungsgemfl in beiden Féllen die
reellen Zahlen R gemeint.

1.1.32 Definition. Sei p eine Primzahl oder co und seien L, M zwei ganze Gitter, aufgefafit
als quadratische Riaume iiber 7Z. Sie heiBen p-adisch dquivalent, falls die durch Grundring-
erweiterung entstehenden quadratischen Z,-Rdume L ®z 7, und M ®gz 7, isomorph sind.
Wir schreiben dann L ~p, M.

1.1.33 Satz. (cf. [Co-Sl], Thm. 2 (S. 369)) Fiir p # 2 ist jedes ganze Gitter L p-adisch
dquivalent zu einem Gitter mit diagonaler Gram-Matrix. Fiir p = 2 ist es 2-adisch dquivalent
zu einem Gitter, dessen Gram-Matrix aus Vielfachen von 1 x 1-Blécken (b) und 2 x 2-Blécken
(‘; lc’) besteht, wobei a und c durch 2 teilbar sind, b aber nicht. Nach Herausziehen geeigneter
Potenzen von p gilt also

(1.3) Ly Lyp @ Ly(p) @ Le(pP) & ...

mit endlich vielen Summanden Ly, deren Determinanten nicht durch p teilbar sind.

1.1.34 Korollar. Ist L sogar ein gerades Gitter, so treten in der 2-adischen Zerlegung (1.3)
im Term Lgo nur 2 x 2-Blécke (Z i’) auf, bei denen a und c¢ durch 2 teilbar sind, b jedoch
nicht. Ist det(L) ungerade, so ist also die Dimension von L gerade. Ist die Dimension dagegen

ungerade, so ist die Stufe von L sogar durch 4 teilbar.

Die Determinanten zweier p-adisch dquivalenter Gitter haben den gleichen p-Anteil. Be-
kanntlich kann man in jedem quadratischen Raum iiber @ eine Orthogonalbasis finden, die
quadratische Form also durch eine Gram-Matrix in Diagonalgestalt darstellen.

1.1.35 Definition. Seip eine Primzahl und sei L ein Gitter der Dimension n, so daf3 der von
ihm erzeugte Q-Vektorraum Vg isomorph ist zum quadratischen Raum (Q",qa) mit einer
Diagonalmatrix A = diag(p*' ay,...,p*"ay), wobei p { a;. Sei m,, die Zahl der Antiquadrate
unter diesen Diagonalelementen, also derjenigen p®ia; mit ungeradem c«;, fiir die a; kein
Quadrat modulo p ist. Der p-Exzess von L sei definiert als

E(L,p) :=p™ 4 -+ +p° +4m, —n falls p > 3,

E(L,2) :==n— (a1 + -+ ap + 4my) fiir p =2, und

E(L,0) := —2s fiir p = oo, falls die Signatur (r, s) ist.

1.1.36 Satz. (cf. [Co-Sl], S. 371) Sei L ein ganzes Gitter. Die zugehorigen p-Exzesse sind
invariant unter rationaler Aquivalenz, und sie erfiillen die Relation

> B(L,p)+ E(L,0) =0 mod 8.
p prim
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Es ist nun entscheidend, dafl man die p-Exzesse modulo 8 fiir die endlichen Primzahlen
aus der p-adischen Zerlegung (1.3) leicht berechnen kann.

1.1.37 Lemma. (cf. [Co-SI], S. 383) Sei L ~y, Lyo & Lyi(p) ® Ly2(p®) & ... die Zerlegung

(1.3) fiir eine ungerade Primzahl p. Zu q = p' sei ny = dim(L,) und g, = (%) Sei ky,

die Zahl der Antiquadrate, also der Terme Ly(q) mit q kein Quadrat und e, = —1. Dann gilt

E(L,p) = Z ng(q — 1) + 4k, mod 8.
7=p’
Fiirp=2sei L ~9 L1 @ La(2) ® L4(4) @ ..., wobei jedes Ly orthogonale Summe von Sum-
manden 7 (a;) mit ungeraden a; sowie den oben beschriebenen 2-dimensionalen Bestandteilen
ist. Zusédtzlich zu den Grofien nei, €9: und ko sei noch ty: folgendermaflen erklédrt: Wenn in

Lyi nur 2 x 2-Blécke auftreten, so sei tyi = 0, ansonsten die Spur einer Diagonalisierung von
Lyi iiber Q). Dann gilt

E(L,2) =) (ng—tg) +4ky mod 8.
q=2

1.1.38 Bemerkung. Aus trivialen Griinden gilt fiir jedes p die Gleichung []; e, = (%),
wobei det(L) = p®a mit p { a. Dabei bedeute (%) das gewohnliche Legendre-Symbol.

Wir fassen das erreichte in folgendem Satz zusammen:

1.1.39 Satz. (cf. [Co-SI], S. 383) Fiir eine ganzes Gitter L der Signatur (r,s) gilt mit den
vereinbarten Bezeichnungen die Relation

r—s—i—Zan(q—l)—l—Mﬂ Eth+4k2 mod 8.

P23 q=p q=2¢

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daf§ alle Daten beziiglich der Gram-Matrix eines
Gitters L berechnet wurden. Wir wollen spéter Satz 1.1.39 anwenden, um das Abbildungs-
verhalten der Diskriminantenform Ng¢ : L'/L — 7Z/N7 zu untersuchen. Dieses wird von den
Daten n,: und ¢, gesteuert, wobei der im Gegensatz zu unserer Referenz [Co-Sl] vorhandene
Vorfaktor 5 in der Darstellung der Form durch g(z) = 12" Az beachtet werden muf.
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1.2 Vektorwertige Modulformen

1.2.1 Metaplektische Gruppe

Bei der Definition von Modulformen halbganzen Gewichts treten Schwierigkeiten auf, die
von der Zweideutigkeit der Quadratwurzel herrithren. Um diese zu umgehen, kann man die
Auswahl einer geeigneten Wurzel in die Definition der Modulgruppe mit aufnehmen. Dies
fiihrt auf den Begriff der metaplektischen Gruppe.

1.2.1 Definition. Seien M = (¢Y) € Siy(Z),z € H. Dann setzen wir j(M, z) := cz+d. Die
dadurch definierte Abbildung j : Sls(7Z) x H — C heifit kanonischer Automorphiefaktor.
Weiterhin setzen wir Mz := gzzig Dies definiert eine Operation der Gruppe Sly(Z) auf der
oberen Halbebene H.

Bekanntlich gilt fiir M, N € Sl5(7Z) die sogenannte Kozykelrelation
Jj(M,Nz)j(N,z) = j(MN,z).

Fiir festes M ist das Bild der Halbebene H unter der Abbildung z — j(M, z) einfach zusam-
menhingend und enthilt die Null nicht. Es gibt daher genau zwei holomorphe Funktionen
@it H— C mit p? = j(M,-) (i =1,2).

Um Modulformen halbganzen Gewichts zu definieren, kénnen wir nun nicht durch einmali-
ge Auswahl einer Wurzel einen neuen Automorphiefaktor definieren. Denn ist ¢ eine beliebige,
aber feste, auf C definierte und auf C — R<? holomorphe Wurzelfunktion, so gibt es im allge-
meinen Matrizen M, N € Sly(Z), so dafl die Gleichung ¢ (j(M, Nz))p(j(N,z)) = ¢(j(MN, z))
nicht gilt.

1.2.2 Beispiel: Sei beispielsweise /- : C — C die Standardwurzel, die durch die Definition
vz = e3(08([2)+iarg(2)) it arg(z) € (—m, 7] gegeben ist. Dann gilt fir S = (') die
Gleichung \/j(—S, —S2)\/j(—S, z) = —\/j(—E2, z), wie man leicht durch Einsetzen von z = i
nachpriifen kann.

Dies motiviert die folgende Definition.

1.2.3 Definition. Wir versehen die Menge aller Paare (M, ), wobei M eine Matrix aus
Sly(Z) und ¢ : H — C eine holomorphe Funktion mit ¢? = j(M,-) ist, mit folgender Mul-
tiplikation: Fiir (M, ) und (N,1) sei (M, p)(N,9) := (MN, (¢ o N) -1). Die Menge aller
dieser Paare zusammen mit der angegebenen Verkniipfung heifit metaplektische Gruppe.
Wir bezeichnen sie mit Mp, (7).

1.2.4 Satz. Die metaplektische Gruppe wird von den Elementen

s (1)) mar= (1))

(mit der in Beispiel 1.2.2 angegebenen Standardwurzel) erzeugt. Die Relationen sind gegeben
durch §? = (ST)* = Z,7* = 1.

Beweis: Wegen S* = (Ey, —1) liegt mit (M, ¢) auch (M, —¢) in der von S und T erzeugten
Untergruppe. Damit folgt der Satz aus dem entsprechenden Resultat iiber die Gruppe Sl (Z).
[l

Bemerkung: Die Bezeichnungen S, T und Z werden im Zusammenhang mit der metaplek-
tischen Gruppe stets in dieser Bedeutung beibehalten.
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1.2.2 Weildarstellung

Im Unterschied zu gewohnlichen elliptischen Modulformen operiert bei vektorwertigen Modul-
formen die Modulgruppe Mp,(7Z) unitir auf einem geeigneten endlichdimensionalen Darstel-
lungsraum, in dem die Werte der Modulform liegen. Dies ist eine natiirliche Verallgemeinerung
eines auf C wirkenden Charakters der Gruppe. In unseren Betrachtungen spielen lediglich die
einem Gitter zugehorige Weildarstellung sowie die dazu duale Darstellung eine Rolle. Deren
wichtigste Eigenschaften werden kurz ohne Beweise zusammengestellt.

1.2.5 Definition. Sei L'/L die Diskriminantengruppe eines Gitters L. Auf der Menge der
formalen Linearkombinationen Zve 1)1 Tyy Mit Ty € C definieren wir eine Multiplikation
durch bilineare Ausdehnung der Vorschrift e, - ¢s := ¢,45. Die so erhaltene C-Algebra heilt
Gruppenring von L' /L. Er wird mit C[L'/L] bezeichnet und trégt eine hermitesche Bilinear-
form (3. myey, D 5 yses) 1= >, T4yy. Wir nennen die Symbole e, die Standardbasisvektoren
des Gruppenringes.

Uns interessiert im folgenden meist C[L'/L] als endlichdimensionaler C-Vektorraum mit
hermitescher Form.

1.2.6 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (b*,b ). Fiir die in Satz 1.2.4 genannten
Erzeuger S und T der metaplektischen Gruppe definieren wir unter Benutzung der Bezeich-
nung e(z) := €>™* lineare Abbildungen pr,(S) und pr(T) aus U(C[L'/L]) durch

\/—b —b+
pL(S)ey = Z Nes  und  pr(T)ey :=e(q(7))ey.

Ny

Diese Definition ist mit den Relationen in Mpy(7Z) vertrédglich und liefert durch Fortsetzung
auf Produkte einen Gruppenhomomorphismus von Mp,(7Z) in die unitéire Gruppe U(C[L'/L)).
Dabei wirkt das Element Z auf die Standardbasis durch pr,(Z)e, =i~ bt €.

1.2.7 Definition. Der im vorigen Satz 1.2.6 angegebene Gruppenhomomorphismus py, :
Mpy(Z) — U(CI[L'/L]) heiit Weildarstellung beziiglich des Gitters L. Die dazu duale
Darstellung wird mit p} bezeichnet.

1.2.8 Bemerkung. Beziiglich der Standardbasis {¢y, ..., ¢y} des Vektorraumes C[L'/L]
besitzt die Weildarstellung eine Repréasentation durch Matrizen. Die zu den Erzeugern S und
T gehérigen Darstellungsmatrizen sind dann

\/gb——b‘*‘ e(—(yi,m)) ... e(—(’Y|D|,71>)
M(PL(S)):W : :
e(—(v,vp) - e(=(ppYp))
und
e(q(71)) 0
M(pr(T)) =
0 e(q(vpy))

Offensichtlich sind diese beiden Matrizen unitidr und symmetrisch. Produkte hiervon sind i. a.
nur noch unitir. Die Darstellungsmatrizen M(p} (M, ¢)) sind jeweils die komplex konjugier-
ten von M(pr,(M, ¢)).
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1.2.9 Bemerkung. Fiir jedes Element (M, @) € Mpy(Z) gilt die durch die Wirkung von Z>
induzierte Beziehung pr,(M, ) = (=1)"" %" p, (M, —¢). Ist die Dimension des zugrundelie-
genden Gitters L gerade, so hangt pr,(M, ) also nicht von der Auswahl der Wurzelfunktion
¢ ab. Die Weildarstellung faktorisiert in diesem Falle durch Sly(7Z).

1.2.10 Satz. (cf. [Sh], Satz 1.6) Sei L ein gerades Gitter der Signatur (b*,b ), und sei
M = (45) € Sl2(Z). Dann gilt pr,(M, Vet +d)ey = 35 ap,es mit

agy = \/z_'(bi_bﬂ(l_sgn(d))55’a7e(abq(ﬂ)) (044 das Kronecker-Delta),

falls ¢ = 0, und

o \ﬁ(b——bﬂsgn(c) > < qB+r)—(y,B+7) +dq(7)>
By = |6 +b) \/WTGL/CL ¢

sonst.

1.2.11 Satz. Seien L ein gerades Gitter der Stufe N und pj, die zugehérige Weildarstellung.
Ist die Dimension des Gitters gerade, so faktorisiert py, iiber die Gruppe Sly(7Z/NZ), ansonsten
iiber eine durch das Thetamultiplikatorsystem definierte zweibldttrige Uberlagerung davon.

Beweis: Aus den Korollaren A{., und Al in [Od] oder aus Proposition 10.6.(iii) in [Iwa]
folgt, dal die Weildarstellung im Falle gerader Dimension auf dem Urbild der Hauptkon-
gruenzgruppe I'[N] in Mpy(Z), im Falle ungerader Dimension auf dem Bild eines mittels
des Thetamultiplikatorsystems definierten Schnittes I'|N] — Mpy(Z) (cf. dazu auch Korollar
1.1.34) trivial ist. Daraus ergibt sich die Behauptung in iiblicher Weise. U

1.2.3 Modulformen zur Weildarstellung sowie zu deren Dual

1.2.12 Definition. Seien L ein gerades Gitter und p;, die zugehorige Weildarstellung auf
dem Gruppenring C[L'/L). Fiir k € 1% und (M,¢) € Mp,(Z) sei der |,-Operator auf
Funktionen f : H — C[L'/L] definiert durch

FIk(M, 0)(2) == o(2) **pr(M, p) ' f(M2).

Analog dazu sei der |;-Operator durch

FIE(M, ) (2) := o(2) 2 p},(M, ) f(Mz)
gegeben.

Wir benutzen die Bezeichnung |" bzw. |*, um diese Operatoren vom |-Operator auf gewthn-
lichen Modulformen zu unterscheiden, da alle drei insbesondere im vierten Kapitel im gleichen
Zusammenhang auftreten.

1.2.13 Lemma. Sei f : H — C[L'/L] holomorph und unter der |} -Operation von Mp,(Z)
invariant. Schreibt man f(z) = 3. fy(2)e; mit Komponentenfunktionen f, : H — C, so
besitzen die f. eine Fourierentwicklung der Form

fy(z) = Z a(y,n)e(nz).

neZ+q(v)
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Fiir |} -invariante Funktionen g gilt entsprechend

gy(2) = Z a(y,n)e(nz).

neZ—q(v)

Beweis: Wegen der Diagonalgestalt der Darstellungsmatrix des Elementes T" gelten die Bezie-
hungen f,(z+1) = e(q(v))fy(z) und g,(z + 1) = e(—q(7y))g,(z), woraus sich die Behauptung
wie im Falle gewohnlicher Modulformen ergibt. O

1.2.14 Definition. Sei L ein gerades Gitter, p;, (bzw. p;) die zugehorige Weildarstellung
(bzw. deren Dual) und k € 1Z. Eine fast holomorphe Modulform zur Gruppe Mp,(Z)
vom Gewicht k zur Darstellung pr, (bzw. p} ) ist eine holomorphe Funktion f : H — C[L’/L]
mit den Eigenschaften

1. fl(M, ) = f (baw. fl}(M,¢) = f) fiir alle (M, ¢) € Mpy(Z).

2. Die Komponentenfunktionen f, besitzen eine Fourierentwicklung der Form f,(z) =
ZnEZ:I:q('y) a(y,n)e(nz), wobei nur endlich viele der Koeffizienten a(vy,n) mit negativem
n von Null verschieden sind.

Verschwinden dariiberhinaus alle a(y,n) mit negativem n, so heit die Modulform f holo-
morph; gilt dies sogar fiir alle a(y,n) mit n < 0, so spricht man von einer Spitzenform.

Der Vektorraum der fast holomorphen Modulformen zur Darstellung p;, vom Gewicht
k wird mit {Mp4(Z),k,pr} bezeichnet, der Teilraum der holomorphen Modulformen mit
[Mpy(7Z), k, pr,] und der Raum der Spitzenformen darin mit [Mp4(7Z), k, pr]o. Fiir die duale
Darstellung gelten die Bezeichnungen analog.

Mit vektorwertigen Modulformen meinen wir hinfort stets solche zur Weildarstellung oder
zu deren Dual; andere Darstellungen spielen fiir unsere Uberlegungen keine Rolle. Man sieht
unmittelbar ein, dafl es nichttriviale Modulformen beziiglich der Darstellung eines Gitters
der Signatur (b™,b") nur dann gibt, wenn das Gewicht die Relation 2k = bt — b~ mod 2
erfiillt. In diesem Falle bewirkt das Transformationsverhalten unter Z zwischen den Kompo-
nentenfunktionen die Gleichung f., = (-1)% f—y bzw. g, = (—1)M g—~. Hat das
zugrundeliegende Gitter gerade Dimension, gibt es also nur Modulformen ganzen Gewichts.
In diesem Falle geniigt es, die gew6hnliche Modulgruppe Silo(7Z) zu betrachten. Dies wird im
vierten Kapitel wieder aufgegriffen werden.

Bemerkung: Seien L ein gerades Gitter der Stufe N und p; die Weildarstellung. Sei
f = (fy)~ eine holomorphe vektorwertige Modulform vom Gewicht & zu pr, oder pj. Wegen
Satz 1.2.11 sind dann die Komponentenfunktionen gewohnliche elliptische Modulformen zur
Hauptkongruenzgruppe I'(N) vom Gewicht £ mit trivialem Charakter, falls die Dimension des
Gitters gerade ist. Bei ungerader Dimension und daher halbganzem Gewicht transformieren
sie sich mit dem Thetamultiplikatorsystem vy.

1.2.4 Beispiele

Bevor wir uns mit einem allgemeinen Konstruktionsprinzip fiir vektorwertige Modulformen
und damit mit deren Existenz befassen, geben wir kurz zwei Beispiele an.

1.2.15 Beispiel: Sei zunichst L ein unimodulares gerades Gitter. Ein solches hat die triviale
Diskriminantengruppe L' /L = {0}. Fiir gerade k ist die Weildarstellung dann ebenfalls trivial.
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Damit ist [Mpy(Z), k, pr] = [Mpy(Z),k, p;] fiir gerade k nichts anderes als der Raum der
gewohnlichen elliptischen Modulformen vom Gewicht k zur vollen Modulgruppe Sl (7). Das
Gitter L= H & H & Es(—1) liefert ein Beispiel mit Signatur (2, 10).

1.2.16 Beispiel: Nun betrachten wir das Gitter L = H & H & 7Z*(-2). Es hat Signatur
(2,4), die Diskriminantengruppe ist isomorph zu 72 x 7./2. Die Darstellungsmatrizen der
beiden Erzeuger der metaplektischen Gruppe sind gegeben durch

1 1 1 1 100 O
. i1 -1 1 -1 . 0 i 0 0
1 -1 -1 1 0 00 -1

Diese haben offensichtlich v = (0,1, —1,0)" als gemeinsamen Eigenvektor. Auf diesen wirkt die
Darstellung durch einen Charakter, der gerade dem Transformationsverhalten der elliptischen

Modulform (999)? entspricht. Die Abbildung f : H — C[L'/L], f(z) = 02(2)02(2)92(2)v ist
somit ein Element von [Mpy(7), 3, p}]o. Dabei sind mit 9,9 und 9 die drei in [Fr-Bu], S. 376,
definierten Thetareihen

o0

o _ 00
ﬁ(z): Z em'n2z’ 5: Z (_1)nem'n2z und ,é: Z eri(n+%)2z

n=—oo — n=—oo

gemeint.

1.2.5 FEisensteinreihen

Wir wollen uns nun der Frage nach der Existenz vektorwertiger Modulformen zuwenden. Es
lassen sich die iiblichen Konstruktionsprinzipien anwenden, wie etwa Eisenstein-, Poincaré-
und Thetareihen. Weitere Anséitze werden im vierten Kapitel behandelt. Fiir uns spielen
lediglich die Eisensteinreihen zur dualen Darstellung p; eine Rolle. Die folgende Zusammen-
fassung orientiert sich in der Notation an den Arbeiten [Brl] und [Br-Ku].

1.2.17 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (b*,b"), sei k € 37 mit k > 2 und
2k + bt —b~ =0 mod 4. Sei 8 € L' mit q(8) € Z. Dann ist der Vektor eg € C[L'/L] unter
der |;-Operation von T und Z? invariant. Die Eisensteinreihe

1 *
Eg(z) == 3 Z el (M, p)
(M )€l 00\ Mp,(7Z)

konvergiert auf H normal und stellt daher eine Mp,(Z)-invariante holomorphe Funktion mit
Werten in C[L'/L] dar. Dabei bedeutet T, die von T erzeugte Untergruppe von Mpy(7Z).

Beweis: Aufgrund der Unitaritdt der Weildarstellung hat jeder der auftretenden Vektoren
pr(M, p)"'eg Norm 1, gemessen im Skalarprodukt auf dem Gruppenring. Der Satz folgt dann
mit den gleichen Argumenten wie fiir Eisensteinreihen mit Werten in C. O

1.2.18 Bemerkung. Die Elemente f und —f fiihren auf die gleiche Eisensteinreihe Eg =
E_g, denn es gilt eg|; Z = j—2k—bT+b"

Modulgruppe liefert dann die Aussage.

¢e_g = e_g. Die Invarianz von Eg unter der vollen
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1.2.19 Satz. Mit den Bezeichnungen aus Satz 1.2.17 besitzt die Eisensteinreihe Eg die Fou-
rierentwicklung

Bg(2)= > > asly,n)e(nz)e,
YEL'/L nem—q(y)
n>0

mit den Koeffizienten

93(7,0) =05 + 05 (04« das Kronecker-Delta)

und

(2m)knk—1 e(—misgn(c)k/4) nd
(v,n) = —5— — agy(a,b,c,d)e | —
a T (k) CEZZ_{O} o] ; g ()

(@ 8)ers\str@/ra

fiir n > 0. Dabei ist ag,(a,b,c,d) der durch

b
PL ((Z d> Ner -I-d) ¢y = Zam(a, b,c,d)es
B

bestimmte “Koeffizient” der Darstellungsmatrix von pr,((¢Y),vcr + d). Insbesondere ist Eg
ein nichttriviales Element von [Mp,(7Z), k, p}].

1.2.20 Korollar. In der von gewéhnlichen elliptischen Modulformen iibernommenen Nomen-
klatur hat Eg in der Spitze ioo den Wert eg +¢_g € C[L'/L]. Es handelt sich also nicht um
eine Spitzenform.

1.2.21 Korollar. Sind f4,...,5, € L' Reprisentanten aller in (L'/L)/{£1} verschiede-
nen Klassen mit q(f;) € 7Z, so sind die zu gleichem Gewicht k gebildeten Eisensteinreihen
Egs,,...,Eg, linear unabhingig. Jede holomorphe Modulform in [Mpy(7Z),k, p}] ist Linear-
kombination dieser Eisensteinreihen und einer Spitzenform.

Im Sonderfall £ = 2 gibt es holomorphe Eisensteinreihen nur zu solchen eg, die keinen
Anteil in einem zu einem trivialen Summanden gehérenden irreduziblen Darstellungsraum
haben (cf. [Fr2], S. 3).

Fiir das durch die Gram-Matrix (1.2) gegebene Gitter gilt beispielsweise: Es gibt in L'/L
drei Vektoren mit ganzer Norm. Die Weildarstellung zerfillt in eine irreduzible zweidimen-
sionale und zwei triviale Darstellungen. Zwei der drei Reprisentanten von L'/L mit ganzer
Norm haben Anteile in den zu den trivialen Darstellungen gehorigen Unterrdumen. Es gibt
daher nur eine einzige Eisensteinreihe, sogar der ganze Kontrollraum ist eindimensional. Eine
Basis ist die Modulform (9" +9)(e(0,0,0,0) = (1 0,00) ~ ¢(2,1.0,2)) T30 —9")e(g 1 g 1) mit den
Thetareihen aus Beispiel 1.2.16.

Die Arbeit [Br-Ku] beschiftigt sich mit der Berechnung der Fourierkoeffizienten go(7y,n)
der speziellen Eisensteinreihe Ej. Der folgende Satz wurde dieser Arbeit entnommen und
stellt deren Hauptresultat dar.
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1.2.22 Satz. (cf. [Br-Ku], Thm. 4.6 und Cor. 4.7) Seien L ein gerades Gitter der Signatur
(b",b7) und p; die zur zu L gehorigen Weildarstellung duale Darstellung. Sei k = bt +b > 2,
b™ gerade, v € L' und n € Z — q(y), n > 0. Dann gilt fiir den Fourierkoeffizienten qo(*y, )
der Eisensteinreihe Fy die Formel

2k+1ﬂ.knk—1(_1

b+/2 o ~
1—k\1y X4D
) ( ) H Pl p(1— 2k: % (pwp),

q0(y,n) = mp(k) - L(k; xap) p|2det(L)

falls b+ + b~ gerade ist, und

2’”‘17rknk_1(—1)b+/2 L(k - 1 XD)
qo(v,n) = : et
|L'/L|T (k) ((2k —1)
Y uld)xp (d)d oy g, (i> I1 P Qk)Nv’n(pwp)
- 1 2k
df d p|2det(L)

sonst. Diese Koeffizienten sind rational. Dabei bedeuten

d, = min{be N|bye L}
7 = din (€7)
g = ngd?y mit ng definiert durch n = ngf? mit ggT(f,2det(L)) =1
und vi(ng) € {0, 1} fiir alle | prim und teilerfremd zu 2 det(L)
f siehe Definition von ny
vp die p-adische Bewertung auf Q)
wp = 1+2vy(2nd,) (beachte: 2nd, € 7)
D = (—1)k det( )
D = 2(- 1)k+2n0 det(L)
xe(m) = ()
u, ¢, T die Mdébius-, die Riemannsche Zeta- und die Gammafunktion
O-Ii(m7X) = Ed\m X(d)d,i
L(s,x) = T, prim(X = x(@)p~*)~"
Nyn(p™) = KreL/p™L|q(x—v)+n=0 mod p™}|

Die Formel und die zahlreichen in diesem Zusammenhang auftretenden Groéflen werden im
dritten Kapitel wieder aufgegriffen und erldutert.

1.2.6 Dimensionsformel

Zum Abschlufl dieses Abschnittes wollen wir aus bekannten Resultaten Dimensionsformeln
fiir den Raum der holomorphen Modulformen sowie fiir den Unterraum der Spitzenformen
zur Darstellung p} herleiten.

1.2.23 Definition. Sei V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum und M € U (V') ein uni-
tdrer Automorphismus von V. Dann kann man die Eigenwerte w; von M auf eindeutige Weise
in der Form w; = e(3;) mit 0 < f3; < 1 schreiben. Die Zahl a(M) sei dann definiert als

dim(V

Zﬁz
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1.2.24 Satz. (cf. [Bo2], Bemerkung 3.7 oder [Fi], Korollar 2.5.5) Sei k € 37,k > 2. Sei V ein
d-dimensionaler C-Vektorraum, auf dem die Gruppe Mpy(Z) durch eine Darstellung p ope-
riert. Dabei wirke das Element Z durch Multiplikation mit e~™*. Dann hat der Vektorraum
der holomorphen Modulformen vom Gewicht k zur Darstellung p die Dimension

dim[Mp,(Z), k, p] = d + % — (e p(8)) — al(e™ p(ST)) ") — alp(T)).

Wegen der Bedingung an die Operation des Elementes Z 148t sich dieser Satz nicht direkt
auf unsere Modulformen anwenden, denn es gilt unter der Voraussetzung 2k +b" — b~ = 0
mod 4 lediglich p% (Z)e, = e ™*e_.. Setzen wir Vy = span({e, + ¢_ |y € L'/L}), so wirkt
auf diesem Teilraum Z durch die duale Weildarstellung p} in geforderter Weise.

1.2.25 Lemma. Der Unterraum Vy = span({e, +¢_, |y € L'/L}) ist unter der Weildarstel-
lung (und damit auch unter deren Dual) invariant.

Beweis: Die Invarianz unter py,(T') ist offensichtlich. Fiir py,(S) gilt

b~ bt
pr(S)(ey +e—y) = yﬁ Y (e(=(7,0) +e(=(=7,0)) e
s

\/77()7—1)7L
— \/ﬁ 26: (e(—(7,6)) +e(—(y,—6))) es

\/’Zb__b+
= TTD %:e(—w

,0))(e5 +e5) € V.

0

Mit V; ist auch das beziiglich des Skalarproduktes auf C[L'/L] gebildete Komplement py,-
und p} -invariant. Sei pj |y, die auf V) eingeschriinkte Darstellung. Nehmen wir 2k+b"—b~ = 0
mod 4 an, so erfiillen die Komponentenfunktionen einer vektorwertigen Modulform in unserem
Sinne wegen des Transformationsverhaltens unter Z stets f, = f_,, die Werte von f liegen
also in V. Fassen wir Modulformen als Abbildungen f : H — Vj auf, so kénnen wir den
zitierten Satz anwenden und erhalten unmittelbar das folgende Ergebnis.

1.2.26 Satz. Sei L ein gerades Gitter, p} die zur Weildarstellung duale Darstellung, k € %Z
mit k> 2 und 2k +b" — b~ =0 mod 4 sowie d = |(L'/L)/{£1}|. Sei p die Einschrinkung
p = pjlv, der dualen Weildarstellung auf den von den Vektoren e, + e_., aufgespannten
Unterraum V. Dann gilt die Dimensionsformel

. * dk ik mik
AimMp, (Z) k. 7] = d + 0o — (e p()) — a((e

p(ST))™") = alp(T)).
Fiir den Raum der Spitzenformen gilt im Falle k > 2

dimMp (7)., piJo =d + o — (e p(8)) — al(eF p(ST)) ") ~ alp(T))

=y e (L'/D)/{£1} |q(v) € Z}|.
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1.3 Orthogonale Modulformen

1.3.1 Die orthogonale Halbebene

Wir wollen Modulformen zu orthogonalen Gruppen erkliren. Dies ist eine der moglichen
Verallgemeinerungen des Begriffes der gewohnlichen elliptischen Modulform. Bevor wir zur
Definition der Modulformen selbst sowie zu deren Eigenschaften kommen, beschreiben wir
zunéchst die zugehorigen Definitionsbereiche und im néchsten Abschnitt die Operation dis-
kreter Untergruppen der orthogonalen Gruppe darauf.

Sei (V, q) ein indefiniter quadratischer Raum der Signatur (2,7n) und der Dimension 2 + n.
Die zugehorige Bilinearform sei wie iiblich mit (-,-) bezeichnet. Nach geeigneter Wahl einer
Basis nimmt die quadratische Form ¢ die Gestalt

q(x) =m0 + 2374 — 72 — ... — 72,y (bzw. q(r) = 7179 + 23 fiir N = 1)

an, wobei (z1,...,Z,42) die Koordinatendarstellung eines Vektors ¢ beziiglich dieser Basis sei;
eine solche Basis wird nun festgehalten.

Wir dehnen die Form (-,-) bilinear auf Vg := V ®p C aus, so da} wir eine nicht ausge-
artete symmetrische Bilinearform auf Vi erhalten, die wieder mit (-,-) bezeichnet wird. Wir
betrachten weiterhin den Vi zugeordneten projektiven Raum P(V¢) zusammen mit der kano-
nischen Projektion 7 : Voo — {0} — P(V). Mit [3] sei das Bild von 3 unter 7 bezeichnet. Da
der Vektorraum Vg durch Grundkorpererweiterung aus einem reellen Vektorraum entsteht,
sind Real- und Imaginérteil auf kanonische Weise fiir Vektoren aus V¢ erklirt, ebenso wie der
durch die komplexe Konjugation induzierte Antiautomorphismus 3 — 3.

1.8.1 Definition. Es seien V¢ und (-,-) wie oben. Die Menge
N :={s] € P(Ve)| (3:3) = 0}

heiit Nullquadrik. Ferner bezeichnen wir mit K die Teilmenge
K:={l3] e N3 >0}

1.3.2 Satz. Die Menge K ist homdomorph zu einer aus zwei Zusammenhangskomponenten
bestehenden offenen Teilmenge des C".

Beweis: Wir konstruieren explizit die offene Teilmenge U C C™ und eine topologische Ab-
bildung ¢ : £ = U.

Fiir Représentanten 3 von [3] schreibe man (z1,...,2z,42) fir die Koordinatendarstellung
beziiglich der soeben gewéhlten Basis. Sei 3 = ¢ + iy mit r,9 € V die Zerlegung in Real- und
Imaginérteil. Dann ist [3] € K dquivalent mit

und der Positivitat von

(3,3) = (r,x) + (v, n).

Es haben also ¢ und py gleiche positive Norm und stehen senkrecht zueinander. Daher spannen
sie einen reell zweidimensionalen Untervektorraum W von V auf mit der Eigenschaft, daf} die



1.3. ORTHOGONALE MODULFORMEN 27

Einschriinkung (-, -)|w positiv definit ist. Wegen ¢(r) = 122 4+ 2324 — 22 — -+ — 22, (bzw.
q(r) = z122 + 23) gilt
W = span({r,n}) € {v € V]v; = 0} fiir j = 1,2,3,4 (bzw. j = 1,2).

Keine der Komponenten z; = z; + iy; mit j € {1,2,3,4} (bzw. {1,2}) verschwindet folglich.
Man kann daher z, normieren; z; ist dann durch die Bedingung %(3, 3) = q(3) = 0 festgelegt.
Ein solcher Reprisentant ist durch die Klasse [3] eindeutig bestimmt.

Sei im weiteren zunéichst n > 2, und sei [3] représentiert durch den Vektor (—z3z4 + 22 +
R Z721+27 1,23,24,25, .., 2n42). Dann gilt
p=S(—2324 + zg +...+ z,2L+2, 1,23, .., 2nt2) = (S(—2324 + zg +...+ zz+2),0,y3, e Unt2)

und somit

a(n) =ysys —ys — - — Yoo >0,

was gleichbedeutend ist mit
Y3ys > Y5+ Yoy
Fiir
U:= {(237 v 7Zn+2) e C" |Z] = Zj + 7/!/], Y3yq > y'?) + 4+ y?L«FZ}

ist die Abbildung ¢ : £ — U, [x,1,23,...,2n42] — (23,...,2n+2) wohldefiniert, nach Kon-
struktion bijektiv und in beiden Richtungen stetig.

Im Falle n = 1 erhalten wir mit dem gleichen Vorgehen fiir den Imaginérteil die Bedingung
y2 > 0, was auf die Definition U := C — R fiihrt.

Offensichtlich besteht U in beiden Féllen aus zwei Zusammenhangskomponenten. O

Bemerkung: Aus dem Beweis geht hervor, dafl die Elemente aus K eindeutig den orientierten
Orthonormalbasen reell zweidimensionaler Unterrdume U von V mit der Eigenschaft, daf} |y
positiv definit ist, entsprechen.

1.3.3 Definition. Sei n > 1. Mit H,, bezeichnen wir im Falle n = 1 die obere Halbebene H
und im Falle n > 2 die verallgemeinerte obere Halbebene n-ten Grades

Hy o= {(23y s 2nt2) € C"|y3 > 0, ysys > Y2 + ..., yoia}.

Thr Urbild . '(H,), also eine Zusammenhangskomponente von K, versehen mit der von der
FEinschrdnkung von  induzierten Struktur als komplexe Mannigfaltigkeit, wird mit H,, be-
zeichnet.

Bemerkung: Die Halbebene 7, ist ein Tubengebiet, also von der Form R" + ¢D mit einer
offenen Menge D C R".

1.3.4 Definition. Wir bezeichnen das Urbild 71'*1(7-271) von H,, in Vg — {0} mit H,,. Es ist
lokal topologisch abbildbar auf C* x H, und trdgt daher ebenfalls eine natiirliche Struktur
als komplexe Mannigfaltigkeit.

1.3.5 Satz. Die Einschrinkung der kanonisc!ien Projektion 7 : 7-Zn — 7-Zn laft einen Schnitt
o zu, d.h. es gibt eine Abbildung o : H,, = H, mit Lo mo o =idy,,.

Beweis: Sei (z3,...,2p42) € Hy. Dann liegt der durch die Koordinatendarstellung beziiglich
der fest gewiithlten Basis von Vi gegebene Vektor (—z3z4+ 22+ - -+z72l+2, 1,23,...,2p42) bzw.
(—zg, 1,23) in H,,. Die Abbildung o : (z3,...,2p42) — (—z324+z§-l-- . -+z72l+2, 1,23, . 2n42)
bzw. o : (23) = (—23,1, 23) leistet das Gewiinschte. O
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1.3.2 Operation orthogonaler Gruppen

Wie vorher seien (V, q) ein quadratischer Raum und (-,-) die zugehorige Bilinearform. Es sei
eine orthogonale Halbebene #,, wie in Definition 1.3.3 gewéhlt. Mit O(V') := O(V, q) sei wie
iiblich die orthogonale Gruppe des Vektorraumes V' in Bezug auf ¢ bezeichnet, also

O(V) ={g € GI(V) | q(gr) = q(r) fiir alle x € V'}.

Da diese Gruppe bis auf Isomorphie nur von der Signatur von V abhingt, konnen wir
0O(2,n) := O(V) schreiben. Die orthogonale Gruppe O(V') operiert auf V' in natiirlicher
Weise. Diese Operation wird C-linear auf Vi fortgesetzt und induziert so eine Operation
auf P(Vg), N und K. Die Untergruppe von O(V), die die gewiihlte Halbebene H,, in sich
iiberfiihrt, hat in O(V') den Index 2 und wird mit O" (V') bezeichnet. Sie operiert via ¢ auch
auf H,, durch gebrochen lineare Transformationen.

1.3.6 Definition. Seien 3 = (21,22,23,...,2n42) € H, und g € O (V). Wir definieren den
Automorphiefaktor J : O (V) x H,, — C* unter Beachtung der Ungleichung 2o # 0 durch
die Gleic.hung 95 = (wla J(gaé)z% w3, ... 7wn+2)‘

1.3.7 Bemerkung. Aufgrund der Definition ist unmittelbar klar, daff mit den bisherigen
Bezeichnungen folgendes gilt:

1. Sind g,h € O(V) und 3 € Hy, so erfiillt J die Kozykelrelation J(gh,3) = J(g, h3)J (h, 3)

2. Ist Z € Hy, so besteht die Relation go(Z) = J(g,0(Z)) - 0(9Z) mit den jeweiligen
Verkniipfungen.

Abkiirzend schreiben wir fiir Z € H,, anstelle von J(g,0(Z)) auch J(g,Z), wenn keine Ver-
wechslungen zu befiirchten sind. Es ist J(g,0(Z)) der Nenner der gebrochen linearen Trans-
formation, mit der g auf Z wirkt.

Sei L C (V,q) ein gerades Gitter. Dann sei
O(L) :={g € O(V) [g(L) C L}
und
O™ (L) :== O(L)NO*(V)

vereinbart. OT(L) ist eine diskrete Untergruppe von O* (V). Dies ist die im folgenden von
uns betrachtete, auf H,, vermége biholomorpher Selbstabbildungen operierende Modulgruppe.
Sie operiert eigentlich diskontinuierlich auf der orthogonalen Halbebene.

Fernerhin benétigen wir die Gruppe der rationalen Transformationen in O (V). Diese
seien gegeben durch die Definition

O (V) :=={g€ 0" (V)|g(Vg) C Vo}

mit dem vom Gitter L erzeugten Q-Vektorraum Vg geméf Definition 1.1.4.
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1.3.3 Spitzen der orthogonalen Halbebene

Wie im Falle gewdhnlicher elliptischer Modulformen betrachtet man fiir Untergruppen I' C
O™ (L) von endlichem Index auch den Quotienten T'\H,, und seine Kompaktifizierung Xr.
Alle von uns benétigten Informationen dariiber sind bei [Fr3] und [Me] ausfiihrlich dargestellt.
Darum wollen wir die nun folgende Beschreibung mdoglichst knapp halten. Wir beginnen mit
der grundlegenden Definition.

1.3.8 Definition. Unter einer Spitze verstehen wir einen nichttrivialen isotropen rationalen
Vektor v € V.

Gehen wir noch einmal in den Beweis von Satz 1.3.2 zuriick, so erkennen wir, daf} die
dort konstruierte biholomorphe Abbildung ¢ von der Wahl einer Basis des Vektorraumes V'
abhingt. Von dieser Basis wurde gefordert, daff die Form ¢ die Koordinatendarstellung ¢(r) =
T1X9 + T3Tg4 — :zrg — = :1:721 4o besitzt. Eine solche Basis 18t sich im reellen Vektorraum V
stets finden.

Nun sollen die ersten beiden Basisvektoren jedoch selbst rational sein, also in Vg liegen.
Sei dazu das Gitter L, gleichbedeutend also der Vektorraum Vg, isotrop, und sei v eine Spitze.
Nach Lemma 1.1.24 kann man eine Basis {v,e3,...,e,42} von V mit v,ey € Vg finden, so
da die quadratische Form die verlangte Koordinatendarstellung hat. Diese Basis ist auch
eine Basis von V', und die Abbildung ¢ = i, fithrt nach eventuellem Ersetzen von e; durch
—eg stets die gleiche Zusammenhangskomponente von X in H,, iiber.

Jeder Spitze v, genauer jeder Basis {b,e2,...,e,12} wie oben, ist also eine biholomor-
phe Abbildung ¢, : H, — 7-Zn zugeordnet, ebenso ein Schnitt o, : H, — 7-Zn Ist v eine
weitere Spitze, so gibt es nach einem Satz von Witt eine rationale orthogonale Transforma-
tion v € OT (V) mit o = yv. Offenbar gilt dann 1, = iy o 7 fiir die beziiglich der Basis
{ro,vea,...,ven+o} definierte Abbildung ty,. Wir betrachten im weiteren nur solche Basen,
die aus der eingangs gewéhlten durch eine solche rationale Transformation hervorgehen.

Die vermége t, iibertragene Operation von O1 (V') auf H,, hiingt von der gewéhlten Spitze
v, genauer von der Basis {v,e9,... ,e,12} ab. Ist {w, fo,... | fr12} eine zweite Basis mit einer
Spitze to und ist v € O (Vg) mit yo = 1o sowie ve; = f; fiir alle 4, so operiert g € OT (V)
via 1y auf H, wie y~'gy via t,. Wir finden also eine Situation vor, die vollkommen analog
zu derjenigen der gewohnlichen Modulgruppe Sls(7Z) ist.

Spitzen sind nulldimensionale Randkomponenten. Es treten jedoch auch zur eindimensio-
nalen Halbebene #; biholomorph dquivalente Anteile als Randkomponenten auf. Diese stehen
in enger Beziehung zu zweidimensionalen isotropen Unterrdumen des rationalen Vektorraumes
Vi und sind in [Fr3] ndher beschrieben.

1.3.4 Modulformen zu O(2,n)

Wir wollen Modulformen zu orthogonalen Gruppen O(2,n) beziiglich der in Abschnitt 1.3.2
dargestellten Operation betrachten. Diese werden allerdings nicht im projektiven Modell H,,
definiert, sondern auf dessen Urbild H,. Sei nun stets ein Gitter L C V fest gewahlt.

1.3.9 Definition. Seien T' C O*(L) eine Untergruppe von endlichem Index, k € 7 und
x : I' = © ein unitdrer Charakter. Eine holomorphe automorphe Form beziiglich ' zum
Charakter x vom Gewicht k ist eine holomorphe Funktion f : H,, — C mit den FEigenschaften

1. f(t3) =t7*f(3) fiir alle t € C*,

2. f(g3) = x(9)f(3) fiir alleg € T.
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Dabei bezeichne g3 die natiirliche Operation von T' auf H,, C Vi — {0}. Allgemeiner ist eine
automorphe Form eine meromorphe Funktion f mit dem eben beschriebenen Transforma-
tionsverhalten.

1.3.10 Bemerkung. (cf. [Marg] Prop. 5.3, S. 324) Jeder Charakter x einer Untergruppe von
O™ (L) von endlichem Index hat endliche Ordnung, falls n > 3, d.h. es gibt e € N mit x* = 1.
Fiir n = 1 oder n = 2 gilt diese Aussage fiir alle Charaktere, die im Zusammenhang mit
Borcherdsprodukten auftreten. Dies vereinfacht die Fourierentwicklung von Modulformen.

Sei o, ein Schnitt wie in Satz 1.3.5. Sein Bild enthiilt aus jeder Faser des Biindels H,,
genau einen Punkt 0,(Z). Wegen der Homogenitét ist eine Modulform durch ihre Werte
auf dem Bild des Schnittes daher bereits festgelegt. Wir konnen diesen Sachverhalt auch so
ausdriicken:

1.3.11 Lemma. Sei o, ein zu i, gehorender Schnitt wie in Satz 1.3.5. Die Zuordnung f —
f ooy ist ein Isomorphismus zwischen dem Vektorraum der automorphen Formen f : H, — C
vom Gewicht k zur Gruppe I' und Charakter y und dem Raum der meromorphen Funktionen
F : H, — C mit dem Transformationsverhalten

F(92) = x(9)J (9. Z)* F(Z)

fiir alle Z € H, und g € T.

Beweis: Fiir F(Z) := f(0(Z)) mit 0 = 0, und g € T gilt die Gleichung

J(g,Z) tgo(2)) (cf. Bemerkung 1.3.7, Nr. 2)

O

Wie im vorigen Abschnitt erldutert, hingt der Schnitt o, und damit auch die Zuordnung
f < F = F, von der Auswahl einer Spitze ab. Wir ordnen nun einer Funktion Fy, auf H,
eine Fourierentwicklung zu, die dann ebenfalls von der Spitze abhingt. Dies ist analog zu
gewOhnlichen Modulformen zu sehen, die genauso in jeder rationalen Spitze eine Fourierent-
wicklung besitzen. Mit Hilfe der sogenannten Eichlertransformationen (cf. Abschnitt 3.1)
beweist man zunéchst das Folgende:

1.3.12 Satz. Sei v eine Spitze und sei b, e, ..., e,12 eine Basis von V mit rationalem v und
e2, beziiglich der q die Standardform q(r) = m179 + T374 — T2 — ... — x721+2 annimmt. Sei
f eine automorphe Form vom Gewicht k zu einer Untergruppe I' C O™ (L) von endlichem
Index und zu einem Charakter endlicher Ordnung. Sei weiterhin F,, die via dem Schnitt
0y der Modulform f zugeordnete Funktion auf H,. Dann gibt es ein Gitter L1 C C" mit

ow(L1) C Vg, so daB

Fo(Z +1) = Fy(Z)



1.3. ORTHOGONALE MODULFORMEN 31

fiir allel € Ly und Z € H,, gilt. Insbesondere besitzt F,, eine Fourierentwicklung der Form

Fy(2)= ) a(m)e((m,2)),

meL]

wobei (-,-) die der quadratischen Form q(Z) = z3z4 — 2% — ... — z2,, auf C" zugeordnete
Bilinearform bezeichne.

1.3.13 Definition. Mit den obigen Bezeichnungen sei
P:={X = (z3,... ,Tpy2) € (QL1|$3:1:4—$§—... —:1:,21+2 >0, 23 >0} CC"
der positive Kegel genannt.

1.3.14 Definition. Sei ' C O'(L) eine Untergruppe von endlichem Index, k € 7 und x :
I' — C* ein unitidrer Charakter endlicher Ordnung. Eine holomorphe Modulform beziiglich
I' zum Charakter x vom Gewicht k ist eine holomorphe automorphe Form zu ebendiesen
Daten, so daB fiir jede Spitze v die Fourierentwicklung die Form

Fo(2)= Y a(m)e((m,7)).

meL) NP
hat.

Ist der Raum Vg anisotrop, so gibt es keine rationalen Spitzen. Insbesondere hat f dann
keine lokalen Fourierentwicklungen. In diesem Falle ist jede holomorphe automorphe Form
bereits eine Modulform. Dies ist jedoch auch in fast allen anderen Féllen so, wie der folgende
Satz besagt, der kein eindimensionales Analogon besitzt.

1.3.15 Satz. Sei f eine holomorphe automorphe Form wie in Satz 1.3.12. Ist v eine rationale
Spitze und ist die zugehorige Fourierentwicklung von f gegeben durch

Fy(2)= ) a(m)e((m,2)),

meL]

so folgt aus a(m) # 0 bereits m € P, es sei denn, einer der beiden folgenden Fille tritt
ein: V hat Signatur (2,1) und Vg ist isotrop, oder V hat Signatur (2,2) und Vg besitzt
sogar einen zweidimensionalen isotropen Unterraum. In allen anderen Féallen sind holomorphe
automorphe Formen also per se bereits holomorphe Modulformen.

Bemerkung: Der Fall der gew6hnlichen Modulformen 148t sich auch im Rahmen orthogo-
naler Gruppen beschreiben. Er trifft dann aber gerade den Ausnahmefall mit Signatur (2, 1)
und isotropem Vg.

1.3.5 Modulformen rationalen Gewichts

Um eine Umformulierung des Dualitétssatzes von Borcherds (2.1.7) in geeigneter Weise an-
geben zu kénnen, miissen wir Modulformen rationalen Gewichts erkldren. Aus Griinden der
Praktikabilitit definieren wir sie unter Verwendung von Multiplikatorsystemen auf dem Halb-
ebenenmodell H,,.

Da die orthogonale Halbebene #,, einfach zusammenhéngend und der Automorphiefaktor
J stetig und stets ungleich Null ist, besitzt fiir jedes ¢ € N und g € O (V) die Funktion
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Z — J(g,Z) eine holomorphe g-te Wurzel. Es sei nun fiir jedes g eine ¢g-te Wurzel gewéhlt,
die mit dem Symbol {/.J(g,Z) bezeichnet wird. Ist der Automorphiefaktor identisch 1, so
gelte dies auch fiir die gewéhlte Wurzel. Die so ausgewdhlten Wurzeln werden ein fiir allemal
festgehalten. Es sei angemerkt, dafl man sie im allgemeinen nicht durch Wahl einer festen
Wurzel auf einem geeigneten Teilgebiet von C erhalten kann.

1.3.16 Definition. Sei ' eine Untergruppe von OV (L) und sei k € Q, k = % mit tei-
lerfremden p und q. Es seien q-te Wurzeln von J(g,Z) wie oben gewéhlt. Ein Multipli-
katorsystem auf I' vom Gewicht k ist eine Abbildung x : I' — S', so daB das Produkt

x(9)J (g, Z)F == x(g) ¢/ T (g, Z)" die Kozykelrelation
x(gh)J(gh, Z)¥ = x(g9)x(h)J(g,hZ)* J(h, Z)*  fiir alle g,h € T und Z € H,
erfiillt.

Ist x ein Multiplikatorsystem auf I' und v ein Charakter dieser Gruppe, so ist vy wiederum
ein Multiplikatorsystem gleichen Gewichts auf I'. Der Quotient zweier Multiplikatorsysteme
gleichen Gewichts ist stets ein Charakter. Hat y das Gewicht k& = g, so ist die g-te Potenz
von x wegen der Kozykelrelation (cf. Bemerkung 1.3.7 Nr. 1) selbst ein Charakter, hat also
nach Bemerkung 1.3.10 endliche Ordnung. Es gibt daher eine kleinste Zahl e € N mit x¢ = 1.

Diese nennen wir die Ordnung des Multiplikatorsystems.

1.3.17 Definition. Sei I' C O"(L) eine Untergruppe von endlichem Index, k = p/q € Q.
Es seien q-te Wurzeln {/J(g,Z) wie oben gewéhlt, und sei x ein Multiplikatorsystem vom
Gewicht k auf T'. Eine automorphe Form beziiglich I' vom rationalen Gewicht k ist
eine meromorphe Funktion F auf H, mit dem Transformationsverhalten

F(9Z) = x(9)J (9, Z)* = x(9) /T (9. 2) F(Z).

Im Gegensatz zum Fall ganzzahliger Gewichte entsprechen automorphe Formen mit ra-
tionalem Gewicht keinen Funktionen auf dem Urbild 7—Zn Man konnte ihnen stattdessen
Funktionen auf der universellen Uberlagerung von H,, zuordnen. Wir gehen darauf nicht wei-
ter ein. Wichtig fiir unsere Zwecke ist vor allem, dafl auch automorphe Formen rationalen
Gewichtes eine Fourierentwicklung besitzen:

1.3.18 Satz. (Fourier-Entwicklung) Sei F' eine Modulform (in Koordinaten des Tubengebie-
tes) vom Gewicht k = % zu einer Untergruppe I' von O" (L) und zum Multiplikatorsystem x.
Es gelte x¢® = 1. Dann besitzt F' eine Fourierentwicklung der Form

F(Z)= Y a(m)e((m,2)).

mE%L’1

Beweis: Wie im Falle ganzen Gewichtes findet man ein Gitter Ly, beziiglich dem sich F in
der Form F(Z + 1) = x(M;)F(Z) transformiert, wobei M; € T' die Translation Z — Z +1
realisiere. Durch wiederholte Anwendung zeigt man, dafl die Zuordnung I — x(M;) ein
Homomorphismus ist. Daher ist fiir jedes | € Ly stets x(M,;) = 1, die Modulform also unter
dem Gitter eL; invariant. O

Wie im Falle ganzzahligen Gewichtes kénnen wir nun Modulformen als automorphe For-
men mit zusétzlichen Forderungen an die Fourierentwicklung definieren. An Stelle einer Ent-
wicklung in jeder Spitze tritt nun eine Entwicklung jeder Transformierten .J(g,2) *F(¢Z),
die selbst wieder eine Modulform ist. Diese ist zwar zu einer anderen Gruppe und Multipli-
katorsystem definiert, besitzt aber wieder eine Fourierentwicklung.
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1.3.19 Definition. Sei ' C O" (L) eine Untergruppe von endlichem Index, k = p/q € Q. Sei
x ein Multiplikatorsystem vom Gewicht k auf I' mit x* = 1. Eine holomorphe Modulform
beziiglich I' vom rationalen Gewicht k ist eine holomorphe automorphe Form F, so daf}
fiir jedes g € Ot (L) die Transformierte .J(g, Z) ¥ F(gZ) eine Fourierentwicklung der Form

J(9,2) *F(9Z)= ) a(m)e((m,Z))
melrinP

besitzt.

1.3.6 Divisoren und Hauptdivisoren

Wie iiblich sollen Null- und Polstellengebilde von Modulformen betrachtet werden. Dies fiihrt
auf den Begriff des Hauptdivisors oder allgemeiner des Divisors. Alle hier und im néchsten
Abschnitt iiber die spezielleren Heegnerdivisoren verwendeten Fakten sind in der Arbeit [Bu]
dargestellt, auf die wir fiir Details verweisen. Da die Theorie keine zentrale Rolle fiir unsere
Fragestellung spielt, sei eine gewisse Knappheit erlaubt.

Sei X eine analytische Mannigfaltigkeit, und sei A eine abgeschlossene analytische Teil-
menge von &X'. Dann ist A eine hochstens abzidhlbare, lokal-endliche Vereinigung irreduzibler
analytischer Teilmengen A; C X, die Primkomponenten von A heilen. Dabei bedeute lokal-
endlich, daf} jedes Kompaktum K C X nur endlich viele der A; trifft.

Ist A C & eine irreduzible analytische Menge, so ist die Teilmenge Az der reguliren
Punkte von A zusammenhingend und nicht leer. Daher kann man A eine Dimension dim A
als die Dimension in einem regulidren Punkt zuordnen. Damit steht insbesondere auch der
Begriff der Kodimension fiir irreduzible analytische Mengen zur Verfiigung. Ein Divisor auf
X ist nun eine abgeschlossene analytische Menge A, so daf} jede ihrer Primkomponenten A;
Kodimension 1 hat, versehen mit einer Abbildung, die jeder dieser Primkomponenten eine
ganze Zahl n 4, zuordnet. Wir schreiben fiir einen Divisor suggestiv D = ) n 4, A;, wobei die
Summe {iber alle Primkomponenten von A zu erstrecken ist. Die Grundmenge A = U, , x04;
heifit Triger des Divisors D. Die Divisoren auf einem festem Grundraum X bilden eine
abelsche Gruppe beziiglich der offensichtlichen Addition.

Nun soll einer meromorphen Funktion f # 0 auf der analytischen Mannigfaltigkeit #,, ein
Divisor (f) zugeordnet werden, den wir den durch f bestimmten Hauptdivisor nennen wollen.
Sei dazu A eine beliebige irreduzible analytische Teilmenge von #,, der Kodimension 1. Wir
wollen ihr eine Multiplizitat n4(f) zuordnen.

Sei p ein reguldrer Punkt aus A. Dann gibt es eine Umgebung U, von p in H,, und eine
Karte ¢ : U, — V, mit V,, C C", so daf} gilt

e(ANU,) ={z €V, |z, =0}.

Wir kénnen annehmen, daf} ¢ den Punkt p in den Nullpunkt abbildet, und entwickeln f,
in einer geeigneten Umgebung des Nullpunktes nach z, in eine Laurentreihe

0
folzi,.. . 2n) = Z aj(z1,...,2n—1)%),

j=no(p)

mit Gy, (p) (2155 2n-1) Z 0.

Die Zahl ng(p) ist eindeutig durch f bestimmt und hingt nicht von der Auswahl der
Koordinatenabbildung ¢ ab. Da die Laurententwicklung von f, in einer vollen Umgebung
des Nullpunktes giiltig ist, ist die auf A,e; erklirte Abbildung p — ng(p) lokal konstant und
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damit konstant, da A irreduzibel und daher A,e; zusammenhéingend ist. Wir kénnen daher
na(f) := no(p) fiir ein beliebiges p € Areq setzen.

Es bleibt nachzupriifen, ob die Vereinigung U, ,-0A lokal-endlich ist, ob also die Multi-
plizitdten n 4 einen Divisor bestimmen. Dies liegt daran, daf} sich f lokal als Quotient zweier
holomorpher Funktionen schreiben li8t. Wir halten die Ergebnisse unserer Uberlegungen in
einer Definition fest.

1.3.20 Definition. Sei f eine meromorphe Funktion auf der komplexen Mannigfaltigkeit H., .
Der durch f bestimmte Hauptdivisor (f) ist der Divisor, der durch die Multiplizitdten n 4 (f)
bestimmt ist.

Sei f # 0 eine meromorphe Modulform ganzen Gewichts, so ist sie a priori auf H,, definiert.
Die ihr zugeordneten Funktionen F, = f o g, auf H, induzieren aufgrund des Transformati-
onsverhaltens unter C* alle den gleichen Divisor, den wir den Divisor (f) von f in #,, nennen.
Modulformen rationalen Gewichts sind direkt auf der Halbebene H,, definiert und liefern dort
einen Divisor; im Falle ganzen Gewichts stimmen beide Begriffe iiberein. Die Hauptdivisoren
bilden eine Untergruppe der Gruppe aller Divisoren.

1.3.7 Heegnerdivisoren

Heegnerdivisoren sind spezielle Divisoren, die durch Einbettung von (n — 1)-dimensionalen
Halbebenen H,,_1 in ‘H,, gewonnen werden. Sie entstehen aus dem orthogonalen Komplement
rationaler Vektoren negativer Norm. Seien » > 2 und v € Vg ein solcher Vektor. Sein or-
thogonales Komplement v’ in V trigt die quadratische Form g¢|,. der Signatur (2,n — 1).
Die Menge v liBt sich auch als Teilmenge von Vg sowie im projektiven Raum P(Vg) lesen.
Damit ist 7:[71,1(0) := v NH,, wohldefiniert. Das Bild dieser Menge in H,, unter der Koordina-
tisierung ¢ wird mit #,_1(b) bezeichnet. Es ist biholomorph dquivalent zur Halbebene H,,_;
und durch eine regulire quadratische Gleichung beschrieben. Insbesondere handelt es sich
um eine irreduzible analytische Teilmenge von H,, der Kodimension 1. Wir fassen H,_1(v),
versehen mit der Multiplizitit 1, als Divisor auf.

1.3.21 Definition. Sei v € Vg ein Vektor mit negativer Norm. Der b zugeordnete Divisor
Hp—1(v) auf H, heifit Heegnerprimdivisor. Ein Heegnerdivisor ist eine lokal-endliche
ganzzahlige formale Linearkombination

> neHn-1(v)

veVg

von Heegnerprimdivisoren, d.h. zu jedem Kompaktum K in H, gebe es nur endlich viele ny
mit ny # 0 und Hy—1(0) N K # 0.

Aufgrund der Konstruktion gilt H,_1(A\b) = H,_1(b) fiir A € Q* sowie gH,_1(v) =
Hn—1(gv) fiir g € OT(Vy). Um eine Normierung zu erreichen, wihlen wir einen im dualen
Gitter L' primitiven Reprisentanten v der Geraden Qu; dieser ist dann bis auf das Vorzeichen
durch den Primdivisor bestimmt. Ist N die Stufe des Gitters L, so ist die Zahl —Ng(w) € N
durch H,,_1(v) bestimmt. Wir nennen sie die Diskriminante des Heegnerprimdivisors H,_1 (v).

Um spéter die Null- und Polstellengebilde sogenannter Borcherdsprodukte auf einfache
Weise beschreiben zu kénnen, vereinbaren wir noch eine niitzliche Bezeichnung.
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1.3.22 Definition. Seien v € L'/L und m eine negative rationale Zahl. Dann sei der Di-
visor H(vy,m) definiert als die Summe aller Heegnerprimdivisoren H,,_1(v), wobei b ein Re-
présentantensystem modulo {£1} der Menge aller Vektoren wo € L' mit den Eigenschaften
to € v und q(w) = m durchliuft.

Mittels Reduktionstheorie kann man zeigen, dafl die angegebenen Summen lokal-endlich
sind. In der Arbeit [Bu] wurden unter gewissen zusitzlichen Voraussetzungen einige Anmer-
kungen dazu gemacht. Da diese Objekte jedoch lediglich als Summanden in Hauptdivisoren
(f) auftreten werden, ist ohnehin klar, daf es sich um Divisoren handeln muf}, daf} also diese
Eigenschaft in unseren Spezialfillen stets erfiillt ist.

Es bleibt anzumerken, daff man Heegnerdivisoren auch auf dem Quotienten #,, /T’ sowie
auf dessen Kompaktifizierung Xt betrachten kann, wenn I" eine Untergruppe von O™ (L) von
endlichem Index ist. Wir machen hiervon jedoch keinen Gebrauch.
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Kapitel 2

Borcherdsprodukte und
Dualitatstheorie

Aufbauend auf die im ersten Kapitel gelegten Grundlagen beginnen wir, den zentralen Begriff
des einfachen Kontrollraumes zu erkldren und die in dieser Arbeit zu behandelnde Fragestel-
lung anzufithren. Den Ansatzpunkt hierzu bildet die Theorie von Borcherds, bestehend aus
dem multiplikativen Lift und dem Dualitdtssatz. Diese werden zunichst dargestellt, bevor
der Begriff des einfachen Kontrollraumes gepriagt wird. Anschliefflend kénnen aus der Dimen-
sionsformel fiir Rdume vektorwertiger Modulformen bereits erste naheliegende Konsequenzen
gezogen werden, die in vielen Féllen auf Einfachheit schlieflen lassen.

2.1 Die Theorie von Borcherds

2.1.1 Multiplikativer Lift und Borcherdsprodukte

Wir haben, ausgehend von einem geraden Gitter L, Modulformen zu orthogonalen Gruppen
O™ (L) und vektorwertige Modulformen zur Weildarstellung py, eingefiihrt. Der multiplikative
Lift verbindet nun beide Typen von Modulformen. Es handelt sich dabei um eine Abbildung,
die fast holomorphen Modulformen zu pr, meromorphe Modulformen zu einer Untergruppe von
O™ (L) zuordnet, deren Null- und Polstellen man genau kennt. Sie liegen auf Heegnerdivisoren
und werden durch die ganzzahligen Fourierkoeffizienten der Ausgangsform reguliert.

2.1.1 Definition. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n). Mit I, sei der Z-Modul aller
fast holomorphen Modulformen zur Darstellung p, vom Gewicht 1 — 5 bezeichnet, deren
Fourierkoeffizienten a(vy, m) fiir negatives m ganz sind und deren Koeffizient a(0,0) rational
ist. Die Elemente von I;, nennen wir Borcherdsinputs.

Bemerkung: Aufgrund der Wahl des Gewichtes gilt wegen des Transformationsverhaltens
eines Borcherdsinputs F' unter Z stets a(y,m) = a(—y,m).

Bemerkung: Ist F' ein Borcherdsinput, so umfafit die Gruppe
Ot(L)" :={g € O"(L) | F, = F,, fiir alle y € L'/}
die auch Diskriminantenkern genannte Hauptkongruenzgruppe
Ip:={g€O"(L)|gy=rfiiralleye L'/L}

und hat daher endlichen Index in der vollen Modulgruppe O (L).

37



38 2.1. DIE THEORIE VON BORCHERDS

2.1.2 Theorem. (Borcherdslift) Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n). Sei F' € Iy, ein
Borcherdsinput mit den Fourierkoeffizienten a(y,m). Dann gibt es eine automorphe Form
B(F) mit folgenden Eigenschaften:

1. B(F) ist eine automorphe Form vom Gewicht a(0,0)/2 zur Gruppe O+ (L) beziiglich
eines Multiplikatorsystems .

2. Die Null- und Polstellen von B(F') liegen auf Heegnerdivisoren. Der Divisor von B(F)
ist gegeben durch

BE)= > > aly,m)H(y,m).

ve(L//L)/{£1} m<0

3. Unter den Voraussetzungen des Koecherprinzips (Satz 1.3.15) ist B(F') eine holomorphe
Modulform, falls alle im Divisor auftretenden Multiplizitédten a(vy, m) nicht negativ sind.

4. Die Zuordnung F +— B(F) ist multiplikativ, d.h. sind Fy, F» € Iy, so gilt B(Fy + F) =
B(Fy) - B(F3).

5. Die B(F) zugeordnete Funktion B(F'), auf der Halbebene H,, besitzt eine lokal giiltige
Produktentwicklung.

Dieser Satz entstammt der Arbeit [Bol] und ist dort als Theorem 13.3 numeriert. Wir
geben die Beweisidee wieder. Diese besteht zunéchst darin, in einem ersten Schritt dem im
allgemeinen divergenten Integral

. B (r . dzdy
D13, F) = /5 o P F N

Y

einen Wert zuzuordnen, wobei Oy, eine Siegelsche Thetafunktion (cf. Lemma 3.1.15) ist und
das Produkt gemifl Definition 1.2.5 genommen wird. Dies geschieht durch Integration von
(Or(1,3), F (T))y*sdz# iiber einen abgeschnittenen Fundamentalbereich .%,,. Unter geeigne-
ten Voraussetzungen existiert der Limes fiir w — oo dieses Integrals fiir hinreichend grofien
Realteil R(s) und 148t sich als Funktion von s zu einer auf € meromorphen Funktion fortsetzen.
Der konstante Term der Laurentreihe dieser Funktion bei 0 wird als Wert des renormalisierten
Integrals angesehen.

Als Funktion von 3 ist ®7, invariant unter O (L) und hat logarithmische Singularititen
entlang von Heegnerdivisoren, die nach einer Methode von Harvey und Moore abgelesen wer-
den. Es stellt sich nun heraus, daf} sich @y, als @7, = log |¥y,| darstellen 148t mit einer meromor-
phen Funktion ¥y, die damit eine automorphe Form und gegebenenfalls via Koecherprinzip
eine Modulform zur Gruppe O+ (L) beziiglich eines Charakters und mit bekannten Null- und
Polstellen ist.

Die Eigenschaft 5. rechtfertigt, dal wir automorphe Formen, die via dem angegebenen
Thetalift entstehen, Borcherdsprodukte nennen.

2.1.2 Kontrollriume und Dualititssatz

Der multiplikative Lift ordnet fast holomorphen vektorwertigen Modulformen automorphe
Formen zu, deren Null- und Polstellen man genau kennt. Gelingt es, die Frage nach der Exi-
stenz geeigneter Inputs zu beantworten, erhalten wir ein hinreichendes Kriterium dafiir, daf§
ein vorgegebener Heegnerdivisor ein Hauptdivisor ist. Diese Frage zu beantworten, ist Ziel des
vorliegenden Abschnittes. Wir beginnen mit der Definition von Kontroll- und Hindernisraum,
die beide die Information {iber die Existenz geeigneter Inputs codieren.
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2.1.3 Definition. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n).

1. Der Hindernisraum des Gitters L sei der Vektorraum der |L'/L|-Tupel endlicher for-
maler Summen

Z a(y,m)e(mz)

m<0
m=q(y) mod 1 'yGL’/L

mit a(y,m) = a(—vy,m) modulo der entsprechenden Abschnitte der Fourierentwicklun-
gen der Komponentenfunktionen F., von Modulformen F' € {Mp4y(Z),1 — 5,pr}. Wir
bezeichnen ihn mit %j,.

2. Mit %7, bezeichnen wir den Vektorraum aller holomorphen Modulformen zur dualen
Darstellung p; vom Gewicht 1+ § und nennen ihn den Kontrollraum zum Gitter L.

3. Fiir den Unterraum der Spitzenformen in J#7, schreiben wir .¥7,.

Entscheidend ist nun die Konstruktion einer bilinearen Paarung zwischen diesen beiden
Réumen, zu deren Vorbereitung das folgende Lemma dient.

2.1.4 Lemma. Seien F € {Mpy(Z),1 — §,pr} und G € 7, = [Mpy(Z),1 + 5,p};]. Seien
a(y,m) die Fourierkoeffizienten von F und c(y,m) diejenigen von G. Dann gilt

Z Z a(y,m)e(—vy,—m) = 0.

vEL' /L m<0

Beweis: Die Funktion F'- G : H — C, die durch

F-G(z) = (F(),G()) = > F(2)G 4 (2)

YEL'/L

gegeben ist, ist eine elliptische fast holomorphe Modulform zur Gruppe Sl3(Z) vom Gewicht
2. Die 1-Form F(z)G(z)dz auf der kompakten Riemannschen Fliche Xg, ) = H*/Sl2(Z)
ist somit meromorph mit einem einzigen Pol in der Spitze [ioc]. Damit verschwindet der
konstante Term der Fourierentwicklung von F' - G nach dem Residuensatz. Dieser ist aber
gleich der in der Behauptung angegebenen Summe. O

2.1.5 Korollar. Die Abbildung (-,-) : Z1, X #7, — C, die einem Paar ([F],G) die Zahl

S 3 alreme(—y, —m)

yeL' /L m<0

zuordnet, wobei

Z a(y,m)e(mz)

m<0
m=q(y) mod 1 ’YEL’/L

ein Représentant von [F| und c(y,m) die Fourierkoeffizienten von G seien, ist wohldefiniert
und bilinear.
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2.1.6 Theorem. (Dualititssatz) Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n). Dann ist der
Kontrollraum .#;, dual zum Hindernisraum %;, beziiglich der in Korollar 2.1.5 angegeben
bilinearen Paarung.

Der Satz wurde der Arbeit [Bo2] entnommen, in der Borcherds ihn als Theorem 3.1 for-
muliert und als Anwendung des Dualitéitssatzes von Serre beweist.

Der Hindernisraum gibt an, welche vorgegebenen Hauptteile durch Inputs realisiert wer-
den, welche Linearkombinationen der speziellen Heegnerdivisoren H(vy,m) also als Hauptdi-
visoren auftreten. Solche Hauptteile repréisentieren ndmlich die Klasse der Null im Hinder-
nisraum Zr,. Der Dualititssatz liefert nun ein einfaches Verfahren, wie man einen Hauptteil
darauf iiberpriifen kann. Sind Koeffizienten a(y, m) vorgegeben, so werte man fiir eine Basis
des Kontrollraumes die Bilinearform aus. Ergibt sich stets der Wert Null, so ist aufgrund des
Dualititssatzes der formale Hauptteil ein Repriasentant der Nullklasse im Faktorraum %y,
1aBt sich also durch einen geeigneten Input realisieren. Der durch die a(vy,m) beschriebene
Heegnerdivisor ist ein Hauptdivisor. Da der Kontrollraum endlichdimensional ist, geniigt es
daher, daf} die vorgegebenen Koeffizienten ein endliches lineares Gleichungssystem losen.

Wichtig ist nun die folgende Beobachtung: In die Paarung aus Korollar 2.1.5 gehen alle
Bestandteile der formalen Summen (), ., a(y,m)e(mz)), ein. Die speziellen Heegnerdivi-
soren H(vy,m) sind jedoch nur fiir m < 0 definiert, fiir m = 0 sind sie leer. Wir gewinnen
also eine gewisse Freiheit in der Wahl der Koeffizienten a(vy,0). Dies ist Grundlage fiir die
folgende Umformulierung.

2.1.7 Satz. Ein Heegnerdivisor der Form }_ >, qa(y,m)H(y,m) ist genau dann der Di-
visor eines Borcherdsproduktes, wenn die Paarung der formalen Summe

<Z a(*y,m)e(mz))
vy

m<0

mit jeder Spitzenform aus dem Kontrollraum %7, Null ergibt. Ist die Dimension des Gitters
mindestens 5, so ist das Gewicht des Borcherdsproduktes gegeben durch

(2.1) k=73 alnmaoly, —m)

m<0

wobei die qo(y,m) die Fourierkoeffizienten der Eisensteinreihe Ey aus Satz 1.2.17 sind.

Beweis: Sei e die Anzahl der modulo {£1} verschiedenen v € L'/L mit ganzzahliger Norm
g(y). Dann ist e nach Korollar 1.2.21 eine obere Schranke fiir die Kodimension des Raumes
der Spitzenformen im Kontrollraum .%#7,.. Jedoch ist dies auch die Zahl der durch den Divisor
noch nicht bestimmten Koeffizienten a(y,0). Daher kann man diese stets so wéhlen, daf} die
Paarung mit allen Nichtspitzenformen trivial ist. Die Behauptung ergibt sich nun direkt aus
dem Dualititssatz. Ist dim(L) > 5, so ist der das Gewicht bestimmende Term a(0, 0) durch die
Paarung mit der Eisensteinreihe Ej festgelegt und als Z-Linearkombination der Koeffizienten
qo(y, —m) aus Satz 1.2.22 rational. O

2.1.8 Bemerkung. Die Formel (2.1) bleibt richtig, wenn man statt der speziellen Koeffizien-
ten qo(vy, m) der Eisensteinreihe E diejenigen irgendeiner Modulform aus dem Kontrollraum
verwendet, die in 100 den Wert 2¢y hat. Zwei solche Modulformen unterscheiden sich offenbar
nur um eine Spitzenform, und die Paarung eines Inputs mit einer ebensolchen ergibt stets
Null.
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2.1.3 Einfache Kontrollriume

2.1.9 Definition. Ein Kontrollraum .%#7, eines Gitters L heifit einfach, wenn er keine nicht-
triviale Spitzenform enthélt. Wir nennen dann auch das Gitter L einfach.

Einfache Gitter sind also solche, bei denen sich jeder Heegnerdivisor »_ a(y, m)H (y, m)
als Hauptdivisor eines Borcherdsproduktes zur Gruppe I';, darstellen 148t. In [Bu], Satz
2.30, wurde gezeigt, da} dann zumindest unter zusétzlichen Bedingungen an die Struktur des
Gitters L die sogenannte modifizierte Heegnerdivisorenklassengruppe auf Xr, trivial ist. Es
handelt sich daher um Gitter mit einer besonders reichen Modulformenwelt.

Ziel ist es zu zeigen, daf} bis auf [somorphie nur endlich viele einfache Gitter existieren, daf§
es also fiir fast alle Gitter Spitzenformen im Kontrollraum gibt. Diese These erscheint zunéchst
plausibel, da mit zunehmender “Grofie” eines Gitters, also mit zunehmender Dimension oder
Determinante, auch die Kontrollriume in ihrer Dimension wachsen.

In der vorliegenden Arbeit werden dazu iiber drei verschiedene Ansétze Kriterien ent-
wickelt, unter denen ein Gitter nicht einfach sein kann. Dennoch bleiben unendliche Serien
von Gittern iibrig, die sich dem Zugriff iiber diese Kriterien entziehen. Dies werden wir am
Ende der Arbeit diskutieren.

Wir beginnen die Untersuchungen mit einfachen Konsequenzen aus der Dimensionsformel
fiir den Kontrollraum (Satz 1.2.26), die es bereits ermoglichen, eine scharfe Schranke fiir die
Dimension eines einfachen Gitters anzugeben. Zuvor wollen wir jedoch die Zusammenhénge
anhand eines Beispiels durchdiskutieren.

2.1.4 Ein exemplarischer Kontrollraum

Wir betrachten das Gitter L := H @ H @ Dy(—1) & D4(—1), wobei D4 wie iiblich das Gitter
mit der Gram-Matrix

o O N
= o N O
_— N OO
DN = = =

bezeichnet. Aus den wohlbekannten Daten des “Schachbrettgitters” Dy (cf. [Co-Sl], S. 117ff.)
lassen sich diejenigen von L leicht bestimmen: Es hat Determinante 16 und Stufe 2, die
Diskriminantengruppe ist das direkte Produkt zweier Kleinscher Vierergruppen. Unter ihren
16 Elementen haben 10 eine ganzzahlige Norm, die iibrigen Normen sind aus Z + % Da
die Multiplikation mit —1 auf der Diskriminantengruppe trivial wirkt, hat der Unterraum
der Eisensteinreihen im Kontrollraum die Dimension 10. Berechnet man die Dimension des
Kontrollraumes unter Benutzung der Formel aus Satz 1.2.26, so erhalten wie den Wert 11. Es
gibt also bis auf Normierung genau eine Spitzenform im Kontrollraum; das Gitter ist folglich
nicht einfach.

Um geometrische Fragestellungen mit Hilfe der Theorie von Borcherds zu ertrtern, miis-
sen wir die Fourierentwicklungen zweier ausgezeichneter Elemente des Kontrollraumes kennen:
Diejenige der einzigen Spitzenform und die irgendeiner Modulform mit dem Wert 2¢j in ico.
Wir berechnen diese mit dem gleichen Vorgehen wie in [Bu]. Da die Stufe des Gitters 2 und die
Dimension gerade sind, faktorisiert die Weildarstellung p7 durch die Hauptkongruenzgruppe
I'(2). Daher liegen die Komponentenfunktionen im Vektorraum der gew6hnlichen elliptischen
Modulformen zu I'(2) vom Gewicht 6. Dieser hat eine Basis aus Produkten der in Beispiel
1.2.16 angegebenen Thetareihen. Die Transformationsgleichungen unter den Erzeugern S und
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T liefern ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten beziiglich dieser Basis. Dies ergibt
eine Darstellung der beiden gesuchten Modulformen durch Thetareihen, aus denen sich die
Fourierentwicklungen berechnen lassen.

Zur Abkiirzung numerieren wir die Elemente der Diskriminantengruppe wie folgt:

0=(0,0,0,0,0,0,0,0)  1=(0,0,0,0, 5,5,0,0)  2=(0,0,0,0, 5,0, 5,0)
3=(0,0,0,0,4,0,0,1)  4=(1,10,0,0,0,0,0) 5=(%,3,0,0,%,10,0)
6=(3,3,0,0,2,0,2,0) 7=(3,%,0,0,3,0,0,2) 8=(1,0,3,0,0,0,0,0)
Qﬁ(%,o,%,o,%,%,0,0) 10&(%,0,%,0,%,0,%,0) 113(%,0,%,0,%,0,0,%)
12=(4,0,0,3,0,0,0,0) 13=(1,0,0,1,1,1.0,0) 14=(4,0,0,3,1,0,1,0)
15=(1,0,0,1,1,0,0, %)

Die bis auf skalare Vielfache eindeutige Spitzenform in .#7 hat dann die Darstellung
1

18 (1912 — 92 &12) (e +eo+e3 —eqg —eg —e19)

mit der Fourierentwicklung

1

= (1912 _g12_ 512)

=e(lz) —12e(3z) + 5de (3z) — 88e (Zz) — 99e (2z) + 540e (Lz) + ...

2 2

Eine Nichtspitzenform mit dem Wert 2¢ in der Spitze io00 ist gegeben durch die Form
12, 150 8 34 Lo 1sip 1%,
D=9 +§19 + 39°9% ) eg + —819 +619 —519 (€1+22+€3+28+212)
1 1~ 1z
__1912 _7912 _ _1912
+ ( 3 + 3 3 ¢4

2 1y 1z .
+ (—51912 - gﬂu + 61912 + 198&4) (e5 +eg +e7 +eg + €10 + €11 + €13 + €14 + 15)

2 — 240e(z) — 8688e(22) — 58560e(32) — 279024e(42) + ...

—8e(12) — 1952e(22) — 25008e(32) — 134464e(1z) — 474344e(22) +
—8e(1z) — 1952e(27z) — 25008e(22) — 134464e(5z) — 474344e(22) + ...
—8e(1z) — 1952e(22) — 25008e(32) — 134464e(Lz) — 474344e(22) + ...
—16e(Lz) — Bl0e(3z) — 33632e(3z) — 178816e(1z) — 18957%2e(22) +

—256e(z) — 8192e(2z) — 62464e(3z) — 262144e(4z) + ...
—256e(z) — 8192e(2z) — 62464e(3z) — 262144e(42) + ...
—256e(z) — 8192e(2z) — 62464e(3z) — 262144e(4z) + ...
—8e(1z) — 1952e(32) — 25008e (32) — 134464e(1z) — 474344e(22) + . ..
—256e(z) — 8192e(2z) — 62464e(3z) — 262144e(42) + ...
—256e(z) — 8192e(2z) — 62464e(3z) — 262144e(4z) + ...
—256e(z) — 8192e(2z) — 62464e(3z) — 262144e(42) + ...
—8e(1z) — 1952e(32) — 25008e (32) — 134464e(1z) — 474344e(22) + . ..
—256e(z) — 8192e(2z) — 62464e(3z) — 262144e(42) + ...
—256e(z) — 8192e(2z) — 62464e(3z) — 262144e(4z) + ...
—256e(z) — 8192e(2z) — 62464e(3z) — 262144e(42) + ...

~— —
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Haben wir einen Input F' mit dem Hauptteil

S a(y.me(mz) ,

m<0
m=q(y) mod 1 ’YEL’/L

so gibt es ein Borcherdsprodukt B(F') mit Divisor

(B(F) = Y aly,m)H(y,m)
~eEL'/L

m<0

und Gewicht

k=—— Z a(%m)c(% _m)a
~eEL'/L
m<0
wobei ¢(y,—m) die Fourierkoeffizienten obiger Modulform & seien. Insbesondere sind die
Zahlen —ic(v, —m) die Gewichte spezieller Modulformen, falls nicht Hindernisse der Existenz
eines geeigneten Inputs entgegenstehen.

Wir wollen das Augenmerk auf zwei Besonderheiten lenken. Zum einen hat der be-
tragsmiBig kleinste Fourierkoeffizient von ® den Wert —8, also multipliziert mit —i den
Wert 2. Ein Borcherdsinput, der als einzigen nichttrivialen Fourierkoeffizienten im Hauptteil
den Koeffizienten a(1, —%) = 1 hétte, wiirde somit zu einer holomorphen Modulform vom Ge-
wicht 2 fithren. Eine solche kann nach dem noch zu beweisenden Satz 3.1.19 nicht existieren,
da sein Gewicht zu klein wére. In der Tat scheitert die Existenz eines solchen Inputs an der
durch die Spitzenform gelieferten Relation. Diese Idee bildet die Grundlage fiir unser drittes
Kapitel.

Dagegen ist es offenbar maoglich, den Hauptteil mit a(1, —%) = a(8, —%) =1, bei dem alle
anderen Koeffizienten im Hauptteil verschwinden, zu realisieren, denn er erfiillt die Relation,
die durch die einzige Spitzenform gegeben ist. Das entsprechende Borcherdsprodukt hat das
sogenannte singulire Gewicht 4. Modulformen singulidren Gewichts sind besonders interessant,
da man sie unter Umstinden auch durch eine andere, additive Konstruktion erhalten kann,
die auch die Gestalt der Fourierentwicklung explizit beschreibt (cf. [Bol], Thm. 14.3). Durch
Vergleich der Fourierreihe mit der Produktdarstellung kann man Relationen ablesen, die in

der Theorie der Kac-Moody-Algebren eine Rolle spielen.
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2.2 Konsequenzen aus der Dimensionsformel

2.2.1 Auswertung der Dimensionsformel

Zunéichst einmal rufen wir uns die Dimensionsformel fiir den Kontrollraum (Satz 1.2.26) ins
Gedéchtnis zuriick. Sei Vj der von den Vektoren e,+e¢_- aufgespannte Unterraum von C[L'/L].
Dieser ist pj-invariant, und das Element Z wirkt darauf durch Multiplikation mit e m(1+3),
Es bezeichne p = pj |y, die auf V; eingeschrinkte Darstellung. Sei M eine unitdre Matrix.
Ihre Eigenwerte seien als e(,) mit 0 < 8, < 1 dargestellt. Dann ist die Zahl a(M) definiert
als (M) :=>_ 5,.

Ist L von der Signatur (2,n) mit n > 2 und d := |(L'/L)/{£1}| = dim Vj, so gilt fiir den
Kontrollraum die Dimensionsformel

dim(.77) = gm ‘;—Z —a (e”i(li%)p(5)> —a <(eﬂ(13+%)p(ST))1> — a(p(T)).

Zur Abkiirzung der Schreibweise setzen wir im folgenden

ri(14+2)
o=« (e 2 p(S)) ,
wi(14+%) 1
as:=al (e 3 p(ST)) ,

a3 = a (p(T)).

Fiir diese drei Groflen geeignete Abschitzungen zu gewinnen, ist notwendig, um aus der
Dimensionsformel Aussagen ableiten zu konnen. Dabei konzentrieren wir uns zunéchst auf
die Werte von a; und as. Um diese zu berechnen, geniigt es ndmlich, die Spuren der jeweiligen
Matrizen zu kennen. Diese Idee geht auf Borcherds zuriick und basiert auf der Tatsache, dafl
$? = (ST)? = Z auf V; durch Multiplikation mit e~ ™(+2) wirkt. Daraus folgt

<e%p(5)> - (6%p(ST)> - 6F2(1+5)p(z) = idVov

woraus sich sofort die folgende Konsequenz ergibt:

+3)

mi(14+2) mi(
2.2.1 Bemerkung. Die Matrizen e~ 2 p(S) und (e~ 3~ p(ST)) ! sind von zweiter bzw.
dritter Ordnung. Insbesondere gelten die Abschéitzungen oy < %d und ay < %d.

Letzteres ist klar, da jeder Eigenwert eine zweite respektive dritte Einheitswurzel ist. Aber
die Multiplizitdten der in Frage kommenden Eigenwerte und damit die Werte der «; selbst
lassen sich aus der Dimension und der Spur gewinnen, wenn man beachtet, dafl im zweiten
Falle die Spurgleichung iiber Q@ zwei lineare Gleichungen fiir die Multiplizitdten liefert. Lost
man die sich ergebenden linearen Gleichungssysteme und beachtet, dal die Multiplizititen
der Eigenwerte (3 und ¢3 bei der Invertierung der Matrix e™(172)/35(ST) gerade vertauscht
werden, so erhilt man das folgende

2.2.2 Lemma. Fiir obige Groflen o und og gelten die Formeln

o=t (dim(Vo) i <( %)p(sv))

7ri(1+%)

ay = % (dim(Vo) R (tr(e ; p(ST))> + %\/ﬁs <tr(eﬂ(13+g)p(ST))>> .
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2.2.3 Lemma. Sei X : C[L'/L] — C[L'/L] die lineare Fortsetzung der auf der kanonischen
Basis definierten Abbildung ¢, +— e_, und sei M € GI(C[L'/L]). Dann ist tr(Mly,) =
tr(3(M + M o X)). Insbesondere gelten die Formeln

mi(1+ %) .
tr (6 2 P(S)> = > eAmia(n) 4 g—4mig(y)
2\/ L’/L eI /L
und
Tri(1+%) i .
tr <€Tp(ST)> = 65(10 n) 2mq —67”‘1(’7)_
24/ |L'/L ELZ:/L

Beweis: Fiir M := 1(M+4 Mo X) haben wir M (e, +e¢_,) = M(ey+¢_,) und M(e;—e_,) = 0.
Der Operator M wirkt also auf V wie M und annulliert das orthogonale Komplement von Vj.
Die Spur der Einschrankung von M auf V; ist daher die Spur dieses Operators. Die Formeln
ergeben sich nun durch Einsetzen der Matrixdarstellungen der jeweiligen Operatoren. O

Wir haben jetzt mit den Lemmata 2.2.2 und 2.2.3 eine Formel erhalten, mit deren Hilfe
man fiir konkrete Gitter die Werte von o und as berechnen kann. Wichtiger fiir die theore-
tische Betrachtung sind jedoch allgemeingiiltige Abschitzungen, die man unter Nutzung der
Charakterrelationen beweisen kann.

2.2.4 Korollar. Ist N die Stufe des betrachteten Gitters, so gelten die folgenden Abschét-
zungen:

1 1

(2.2) ) — Zd < 7 falls N ¢ {1,2},
1 1

(2.3) ) — Zd < 1 | det(L)] falls N € {1,2},
1 1

(24) a9 — gd S g falls N g {]., 3},
1 1 1

(25) a9 — gd S (g + 5\/§> |det(L)| fa]]s N = 1,
1 1 1

(2.6) g — §d < (6 —\/§> (1 4+ +/|det(L)]) falls N = 3.

Beweis: Wir betrachten die Ausdriicke fiir die Spur der zu diskutierenden Operatoren aus
Lemma 2.2.3. Trivialerweise ist

. <61ri(12+2)p(5)>‘ _ % $ et e=imi)| < /D7,

e R ey

was mit Behauptung (2.3) gleichbedeutend ist. Weiterhin stellt man fest, daf
2
Z etmia(n) | — Z eAmie(v)—q(9))
veLl'/L v.0€L! /L
= Z eAmi(g(y—0)+(v—6,0))
v.0€L! /L

=|L'/L| + Z eAmiq(B) Z eAmi(B,0)

B0 ser/ /I,
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Falls die Stufe N des Gitters nicht 1 oder 2 ist, verschwindet die Summe ) emi(B:9) und die
bessere Abschiitzung (2.2) ist bewiesen. Genauso verfihrt man mit den verbliebenen Unglei-
chungen, wobei beachtet werden muf}, daf} sich fiir N = 3 die beiden Summen ) ; e2mi(B,0)
und ) 5 e87i(8:9) verschieden verhalten. Ist N nicht 1 oder 3, so beachte man weiter, dafB die
Spur tr(e™(1+32)/3 5(ST)) im Ring Z[¢s] liegt, da sie Summe von dritten Einheitswurzeln ist.
Sie ist daher eine sechste Einheitswurzel, was die Behauptung (2.4) beweist. 0

2.2.2 Beschrinkung der Dimension einfacher Gitter

Wenn wir den Wert der Grofle ag gut genug abschitzen kénnen, so haben wir mit den
Naherungen fiir a; und a9 aus dem vorigen Abschnitt bereits alle Mittel, um eine Schranke
fiir die Dimension eines einfachen Gitters angeben zu kénnen. Diese folgt praktisch direkt aus
der Dimensionsformel 1.2.26.

2.2.5 Bemerkung. Seid = |(L'/L)/{+£1}|. Dann gilt

as + |[{y € (L'/L)/{£1}|q(y) € Z}| <d.

Beweis: Nach Definition ist

az = a(pp v (T Zﬁr,

wobei 0 < B, < 1 und 3. = q(y) mod Z, v € (L'/L)/{£1}. Wéhlen wir aber die Re-
priasentanten 5, im Intervall 0 < 3, < 1, so folgt

as+ [{y € (L'/L)/{£1}|q(y) € Z}] = Z/Br <d.

0

2.2.6 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n), n > 2, mit der Determinante D und
Stufe N. Sei d die Ordnung der Gruppe (L'/L)/{£1}. Fiir den Raum .}, der Spitzenformen
im Kontrollraum gelten die folgenden Abschétzungen:

. — 26
dim(¥) > d (n o >

und

dim(.77) > d( 2412> — K(N,/|D])

mit dem Kern

z falls N ¢ {1,2,3},
21+4\/_\/|f falls N =1,
Ly /D] falls N =2,
%34_%\/@ falls N = 3.

K(N,VI|D]) =
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Beweis: Die erste Ungleichung ergibt sich unter Verwendung der Abschétzungen aus Bemer-
kung 2.2.1, die zweite mit Hilfe der in Korollar 2.2.4 angegebenen. Man beachte, daf§ auch im
Falle n = 2 die Zahl [{y € (L'/L)/{£1}|q(y) € Z}| eine obere Schranke fiir die Dimension
des Raumes der Nichtspitzenformen im Kontrollraum %7, ist. O

2.2.7 Korollar. Gerade Gitter der Signatur (2,n) mit einer Dimension grofler als 28 sind
nicht einfach. Ist die Dimension zwischen 15 und 28, so kann das Gitter nur einfach sein,
wenn seine Determinante unterhalb einer gewissen Schranke liegt.

Beweis: Die erste Aussage ist offensichtlich. Fiir die zweite beachte man K(N,+/|D|) €
O(+\/|D|) und d > |D|/2, falls das Gitter nicht unimodular ist. O

2.2.8 Beispiel: Sei Eg das Gitter aus Beispiel 1.1.18. Wir betrachten das Gitter L := H®H ®
Es(—1)®Eg(—1)®FEg(—1). Es hat Signatur (2,26), Dimension 28, ist gerade und unimodular.
Sein Kontrollraum 7, ist daher der Raum der gewéhnlichen elliptischen Modulformen vom
Gewicht 14, enthilt damit keine Spitzenformen. Wir haben also ein einfaches Gitter der
Dimension 28 gefunden, die obige Schranke ist somit bestmdglich.

Dieses Gitter ist iibrigens isomorph zu H @ H @ Aoy mit dem Leechgitter Aoy, da es nur
eine Isomorphieklasse gerader unimodularer Gitter der Signatur (2,26) gibt.

Allein durch Betrachtung der Dimensionsformel fiir den Kontrollraum eines Gitters 148t
sich also eine scharfe Schranke fiir die Dimension einfacher Gitter angeben. In den Dimensio-
nen zwischen 15 und 28 kommen einfache Kontrollriume nur bei kleinen Determinanten vor,
es gibt daher in diesen Dimensionen bis auf Isomorphie nur endlich viele einfache Gitter. Wir
wollen das Kapitel mit der Angabe der hierbei moglichen Determinanten abschliefen. Dazu
sei vorab bemerkt, dafl die Stufe eines Gitters genau dann 1 ist, wenn das Gitter unimodu-
lar ist. Aber unimodulare gerade Gitter der Signatur (2,7n) gibt es nur in den Dimensionen
= 4 mod 8, und diese sind genau in den Fillen 4, 12, 20 und 28 einfach. Somit muf} die
Abschitzung aus Satz 2.2.6 fir N = 1 nicht weiter betrachtet werden. Die sich fiir die
iibrigen Stufen ergebenden Werte sind im folgenden Satz zusammengefaf3t.

2.2.9 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Stufe N > 1 und Signatur (2,n), und sei D seine
Determinante. Ist |D| > s(N,dim(L)), so ist der Kontrollraum nicht einfach. Dabei ist
s(N,dim(L)) durch die nachfolgende Tabelle gegeben.

dim(L) | s(2,dim(L)) s(3,dim(L)) s(N,dim(L)) mit N >3
15 175 206 28
16 o1 62 14
17 26 33 10
18 16 21 7
19 12 15 6
20 9 12 5
21 7 9 4
22 6 8 4
23 ) 7 4
24 4 6 3
25 4 ) 3
26 4 5 3
27 3 4 3
28 3 4 2
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Kapitel 3

Singulare Gewichte und
quadratische Kongruenzen

Spitzenformen im Kontrollraum eines Gitters verhindern, daf} jeder Heegnerdivisor ein Haupt-
divisor ist. Dies liegt daran, dafl in die bilineare Paarung mit Eisensteinreihen auch die frei
wihlbaren Koeffizienten a(vy,0) eingehen, wobei a(0,0)/2 das Gewicht des den vorgegebenen
Heegnerdivisor realisierenden Borcherdsproduktes ist. Die Fourierkoeffizienten go(y, m) der
speziellen Eisensteinreihe —%Eg sind nach (2.1) gerade die Gewichte derjenigen Modulformen
zu ', mit dem Divisor H (v, m).

Modulformen zu orthogonalen Gruppen konnen im allgemeinen aber nicht ein beliebig
kleines Gewicht haben. Die Grenze stellen die sogenannten singuliren Gewichte dar; es gibt
keine nichttriviale holomorphe Modulform mit einem Gewicht unterhalb dem singuléren. Ist
nun fiir ein gegebenes Gitter der Divisor H(vy,m) fiir geeignete v und m nicht leer, aber der
korrespondierende Koeffizient go(y, m) und damit das Gewicht einer Modulform, die H (v, m)
als Hauptdivisor realisieren wiirde, zu klein, kann dieser Divisor kein Hauptdivisor sein. Es
muf also Spitzenformen im Kontrollraum geben!

Um diese Grundidee in einen Satz umsetzen zu kénnen, miissen zunichst einige Vorbe-
reitungen getroffen werden. Im ersten Abschnitt des vorliegenden Kapitels wird die Theorie
singulirer Gewichte entwickelt. AnschlieBend wird die Wahl optimaler Daten v und m behan-
delt. Im dritten Abschnitt geht es um Losungsanzahlen quadratischer Kongruenzen modulo
Primzahlpotenzen, und zum Abschlufl wird der angedeutete Satz formuliert und bewiesen
sowie auf quantitative Aussagen eingegangen.

3.1 Singulire Gewichte

Die Theorie singuldrer Gewichte ergibt sich durch genauere Beschreibung der Fourierentwick-
lung holomorpher Modulformen. Es stellt sich heraus, daf§ die sogenannte Fourier-Jacobi-
Entwicklung eine Modulform als Reihe darstellt, deren Koeffizienten Jacobiformen sind. Diese
lassen sich wiederum als Produkt holomorpher vektorwertiger Modulformen mit bestimmten
Thetareihen darstellen, was das Gewicht nach unten begrenzt.

Die Notation dieses Abschnittes orientiert sich an der Monographie [Ei-Za]. Die Definiti-
on der Jacobigruppe kann im Falle orthogonaler Gruppen bei Freitag ([Fr3]) gefunden wer-
den. Weiterhin wird die Theorie der Fourier-Jacobi-Entwicklung im Spezialfalle eines bereits
iiber Z zwei hyperbolische Ebenen abspaltenden Gitters und vollinvarianter Modulformen bei
Gritsenko ([Gr]) beschrieben.

49
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3.1.1 Eichlertransformationen

Eine wichtige Rolle bei der konkreten Beschreibung eines Translationsgitters, unter dem eine
vorgegebene Modulform invariant ist, spielen die sogenannten Eichlertransformationen. Dabei
handelt es sich um bestimmte Elemente der orthogonalen Gruppe O (V') beziehungsweise der
Hauptkongruenzgruppe I'r.

3.1.1 Definition. Sei V' ein indefiniter quadratischer Raum. Seien u € V isotrop und v € V
senkrecht zu u. Dann ist die Eichlertransformation F(u,v) definiert durch

E(u,v)(z) =z — (z,u)v + (z,v)u — q(v)(z,u)u fiir alle z € V.
Es handelt sich um eine orthogonale Abbildung.

3.1.2 Lemma. Sei V ein indefiniter quadratischer Raum und L darin ein gerades Gitter.
Sind u,v,v1,v9 € L mit g(u) =0 und v,v1,vs L u gewéhlt, so gelten

1. E(u,v) € I'g,

2. E(u,v1 +v2) = E(u,v1) o E(u,v3).

Beweis: Sind « und v im Gitter enthalten, so werden zu einem Element von L' nur ganzzahlige
Vielfache der Gittervektoren u und v addiert, die Transformation E(u,v) wirkt also auf der
Diskriminantengruppe trivial. Ferner liegt E(u,v) in der Zusammenhangskomponente der 1
via

0,1] = O(V), t— E(u,tv).
Die zweite Identitdt kann mit Hilfe der definierenden Gleichung nachgerechnet werden. U

Die Eichlertransformationen liegen also stets in der Untergruppe O (V). Sie liefern hinrei-
chend viele Elemente dieser Gruppe und erfiillen zudem zahlreiche Relationen, von denen die
folgenden fiir unsere Zwecke wichtig sind und ebenfalls einfach nachgerechnet werden kénnen.

3.1.3 Lemma. Seien u,v € V zueinander orthogonal und beide isotrop sowie A, u orthogonal
zu u und v. Dann gelten

und
E(u,A\) o E(v,pu) = E(v,u + (A, p)u) o E(u, N).

3.1.2 Spezielle Koordinaten fiir V'

In den folgenden Unterabschnitten bis einschlielich 3.1.6 sei stets L C (V,q) ein gerades
Gitter der speziellen Form L = H & H & Ly. Es seien e1,es,e3,e4 € L Basisvektoren der
beiden hyperbolischen Ebenen, also (e;,e;) = 1, falls (4, 5) € {(1,2),(2,1),(3,4), (4,3)}, sonst
Null, sowie L = (Zey + Zes) & (Zes + Zey) ® Lg. Ferner sei Vy das Erzeugnis der Teilmenge
Lo C V. Aquivalent dazu ist die Darstellung Vo = ef Ney Nes Nej.

Der Vektorraum V und damit auch das Gitter L sind in natiirlicher Weise in der Kom-
plexifizierung Vo = V ®gr C enthalten. Analog zu Vy wollen wir mit Vj ¢ das Erzeugnis
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von Ly in Vg bezeichnen. Vektoren r € V kénnen wir in eindeutiger Weise in der Form
r = T1e1 + Toes + x3e3 + r4e4 + X mit 2; € R und X € V}y schreiben; wir verwenden dafiir
die Bezeichnung (z1, 9, 3, x4, X). Es gilt insbesondere ¢(r) = z122 + x324 + ¢(X). Weiterhin
148t sich jedes Z = (z3,... ,2n42) € Hp nach einer geeigneten Identifikation Vo ¢ ~ C" 2 in
der Form (23, z4,2) mit z; € C und Z € Vp ¢ ausdriicken.

3.1.3 Heisenberggruppen

3.1.4 Definition. Die Menge aller Tripel [\, p, k] mit A\, u € Vi und k € R, versehen mit der
Multiplikation

A1, 1, K1][A2, oy k2] i= [A1 4+ Aoy 1 + po, K1 + K2 + (1, A2)],

heifit reelle Heisenberggruppe des Raumes V. Wir bezeichnen sie mit H (V). Die Unter-
gruppe derjenigen Tripel mit A\, u € Ly und k € 7Z heifit ganzzahlige Heisenberggruppe
des Gitters Ly, bezeichnet mit H(Ly).

3.1.5 Lemma. Die Sequenz
0 — R — HWV) — VuyxVy — 0
k — [0,0,K]
Aomw] = (Ap)
der angegebenen Gruppen ist exakt. Das Zentrum von H(V}) ist R.
Beweis: Exaktheit der Sequenz ist offensichtlich. Wenn fiir [Ag, po, ko] € H(Vp) stets

P‘Oa Ko, KU]P‘? My H] = P‘a Hy K’] [)‘07 Ko, HU]
gilt, so muf fiir alle A und p aus Vj stets (Ao, u) = (X, po) sein. Das geht nur, wenn A\g = pg =0
ist. O

Die Bedeutung der Heisenberggruppe eines Gitters L der angegebenen Form ergibt sich
daraus, dafl man mit Hilfe von Eichlertransformationen einen Homomorphismus in die ortho-
gonale Gruppe O™ (V) konstruieren kann.

3.1.6 Lemma. Die Heisenberggruppe operiert auf V' durch orthogonale Transformationen.
Genauer gesagt gibt es einen injektiven Homomorphismus

H(Vp) — OF(V)

[Aauaﬁ] = E(ela’{eii + )\)E(eg,/.t),

unter dem die ganzzahlige Gruppe H(Lg) sogar in den Diskriminantenkern T'j, iibergefiihrt
wird.

Beweis: Unter Benutzung der in Lemma 3.1.3 angegebenen Relationen berechnet man
E(e1,k1e3 + A1) E(es, p1)E(er, koes + A2) E(es, p2)
= E(e1,k1e3 + A1) E(e1, koes + A2)E(e1, (A2, p1)es) E(es, p) E(es, pi2)
= E(e1, (k1 + k2 + (11, A2))es + A1 + A2) Ees, p1 + ).

Damit ist die angegebene Abbildung ein Homomorphismus. Die Injektivitit folgt aus der
Definition der Eichlertransformationen E(u,v). Aufgrund von Lemma 3.1.2 liegt das Bild
von H(Lg) in T',. O
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Wir wollen unter gewissem Mifibrauch der Bezeichnung unter dem Symbol [, u, k] auch
das korrespondierende Element in der orthogonalen Gruppe verstehen.

3.1.4 Einbettung der Sl;(R) und Jacobigruppen

Es seien L, V, Vj und e; wie im Abschnitt 3.1.2. Wir konstruieren einen Homomorphismus
von Sly(Z) x Sly(Z) nach OT(L). Dafiir identifizieren wir ¢ = (21,22, 23,24, X) € V, wobei
z; in R und X in Vj enthalten sind, mit dem Paar

((—I; i;) ’x> € My(R) x V.

Die quadratische Form hat dann die Gestalt

q($1,$2,$3,$4,x) = det <_$; $2> + q(x)
1 T3

Da die Gruppe Si3(R) die Determinante erhilt, definiert die Vorschrift

Sly(R) x Sly(R) — O™ (V)

(4, B) — (((_x;l 2),%) > <A<_x;1 ﬁ)Bt,x))

einen Homomorphismus. Unter diesem Homomorphismus geht die Gruppe Sl2(7Z) x Sla(7Z)
klarerweise in die ganzzahlige orthogonale Gruppe O™ (L) iiber. Da der hyperbolische Anteil
des Gitters unimodular ist, liegt das Bild der ganzzahligen Gruppen sogar in der Hauptkon-
gruenzgruppe I'r,.

Wir benotigen nicht die volle Gruppe Sls(Z) x Sly(7Z) C Ty, sondern lediglich den Teil
davon, der die e;-es-Ebene in sich iiberfiithrt. Dies hingt mit unserer Realisierung der Halb-
ebene durch Normierung der zweiten Koordinate zusammen. Die ej-e3-Ebene entspricht in
unseren Koordinaten den Punkten

()
* %

Auf diesen operiert die Gruppe E2 x Sla(R). Fiir M € Sl(R) bezeichnen wir das Bild von
(E2, M) in O (V) unter dem obigen Homomorphismus mit [M]. Somit ist M — [M] die von
uns gesuchte Einbettung der Sl3(RR), mit deren Hilfe nun die Jacobigruppe definiert werden
kann.

3.1.7 Lemma. Zu [\, pu,k] € H(Vy) und M € Slo(R) gibt es [N, u', k'] € H(Vp) mit
[\, w, 6][M] = [M][N, p', K].

Sind [\, p, k] € H(Lg) und M € Sly(7Z), so kann [N, i/, '] ebenfalls in H(Ly) gewahlt werden.
Die Menge aller Produkte [M][\, i, k] bildet also eine Gruppe.

3.1.8 Definition. Die Untergruppe von O (V'), bestehend aus allen Produkten [M][\, p, K]
mit M € Slo(R) und [\, pu, k] € H(Vpy), heifit reelle Jacobigruppe J(Vy). Das semidirekte
Produkt Sls(7Z) x H(Lgy) C T'y, ist die Jacobigruppe J(Ly).
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Um die Fourier-Jacobi-Entwicklung von Modulformen detailliert beschreiben zu kénnen,
ist es niitzlich zu wissen, wie typische Elemente der Jacobigruppe auf die beziiglich der
gewihlten Koordinatisierung konstruierte orthogonale Halbebene wirken. Dies besagt das
folgende Lemma, das man leicht durch Nachrechnen beweist.

3.1.9 Lemma. Seien L und die ey, eo, e3, ¢4 wie bisher. Sei in diesen Koordinaten ein Vektor
(21,22, 3,74,X) € V gewdhlt, und seien [\, u, k] € H(Vp), M = (¢ }) aus der Gruppe Sl»(R)
sowie (z3,24,2) € Hyp. Fiir die beziiglich der gewéhlten Basis iibertragene Operation auf H,
gelten dann

21— q(N)za + (5 — (A p))zg + (GN)

x2
[}‘7/-1‘7 H](I17$27$37I47 :X:) = T3 — KT2 — q(/J’)I‘l + (xhu‘>
T4
X — oA — zap
23—k —q(p)za + (2, \ '
[}‘7!‘7“](2372472’) = 24
Z— X\ —z4p

J([)‘Mu‘a K’]a (237247 Z’)) =1
sowlie

[M)(z1, %2, x3,24,X) = (ax1 — brs, dro + cxg, —cx1 + dI3, bro + a4, X)
cq(Z) azs+0b Z
M —
[M](z3, 21, 2) <z3+cz4+d’ czy +d czy+d
J([M], (23, 24,2)) = czq4 + d.

3.1.5 Jacobiformen

Eine Jacobiform soll eine Funktion auf H x Vj ¢ mit einem gewissen Transformationsverhal-
ten unter der Operation der Jacobigruppe sein. Wir lassen im Hinblick auf die Anwendung
auch Untergruppen von J(Lg) von endlichem Index sowie Multiplikatorsysteme und rationale
Gewichte zu.

3.1.10 Definition. Sei L = H®H® Ly C (V,q) ein gerades Gitter. Seien G eine Untergruppe
der ganzzahligen Jacobigruppe J(Lg) von endlichem Index, k € Q, x ein Multiplikatorsystem
auf G vom Gewicht k und von der Ordnung e im Sinne von Definition 1.3.16, und m € 17.
Eine Jacobiform auf der Gruppe G zum Multiplikator x vom Gewicht k und Index m ist eine
holomorphe Funktion ® : H x Vo ¢« — C, die folgenden Transformationsgleichungen' geniigt:

1. ®(z, 2 + X+ zp) = x([=\, —p, 6]) 272 HaW2+6) & (5, 2) fiir alle [-\, —p, k] € G,

cq

a b —2mim (%) .. a b
2. @(gjj_'g, cz%l'-d) = X([<c d)])(cz—i—d)ke 2T . va & (2, 2) fiir alle [(c d>] €G.

Die entscheidende Rolle spielt das folgende Lemma als Briicke von orthogonalen Modul-
formen zu Jacobiformen.

! Aus der ersten Gleichung folgt, daf8 es nichttriviale Jacobireihen nur fiir solche Indizes m gibt, die mit dem
Verhalten des Multiplikators auf [0, 0, ] konform sind.
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3.1.11 Lemma. Eine holomorphe Funktion ® auf H x V; ¢ ist genau dann eine Jacobiform
auf der Gruppe G vom Gewicht k, Index m und Multiplikatorsystem Y, wenn sich die Funktion

F(z3,24,2) := ®(24,2)e(mz3)

wie eine orthogonale Modulform (in Tubengebietkoordinaten) von gleichem Gewicht und Mul-
tiplikator beziiglich der Gruppe G transformiert.

Beweis: Es ist wegen J([—\, —p, K], (23,24, 2)) = 1 fiir jedes [—\, —p, 5] aus G stets

F([=X —p, 6] (23, 24, 2)) = X ([= A =gy &) T (A iy 6], (23, 24, 2))F F (23, 24, )
— D (24,2 + z4p +A)e(m(z3—(Z, 1) —zaq(1) =) = x([= X, =, £]) (24, Z)e(mz3)
= D (24, 2 + zap + A) = x([= A, —p, 6])e(m((Z, p) + zaq(p) + £)) @ (24, 2)
sowie fiir M = (‘Z d) € G jeweils
F([M](z3, 21, 2)) = x([M)) J([M], (23, 24, 2))* F (23, 24, Z)
= ot 2 e(mzy + mEE) = x([M])(cz1 + d)F@(z1, Z)e(mz)

azs+b Z
® (024+d ) 024+d)

X([M])(cz4 + d)*e(—m £252) B (24, 2),
was die Behauptung beweist. O

3.1.12 Satz. (Fourier-Jacobi-Entwicklung) Sei F' eine holomorphe Modulform (in Koordina-
ten des Tubengebietes) vom Gewicht k zu einer Untergruppe T von T'j, von endlichem Index
zum Multiplikatorsystem x der Ordnung e. Die Gruppe I' enthalte H(Lg). Dann gibt es zu
jedem m € %JNO eine Jacobiform ®,, vom Gewicht k und Index m zur Gruppe I' N J(Ly) zum
gleichen Multiplikatorsystem mit

(3.1) F(z3,24,2) = Y ®p(z4,2)e(mazs).

mE%]NO

Beweis: Die Gruppe I' enthalte die eingebettete Tranformation (é ’1’), auf der der Multipli-
kator x oBdA. den Wert 1 hat. Nach Lemma 3.1.9 ist F' unter dem Gitter eZ x bZ x el
invariant, und daher ist

F(z3,24,2) = Z a(j,m,M)e(mz3 + jz4 + (M, Z))

-1
J€EZZ

mG%Z

melLl
mj+q(M)>0

die Fourierentwicklung von F'. Setze

Om(z,2) = Y alj,m,Me(jz + (M,2)),
JEHE
melrl
mj+q(M)>0

so gilt die Beziehung (3.1). Ein Koeffizientenvergleich in der Umsetzungsformel von F' zeigt,
daB sich jeder einzelne Term ®,,(z4,2)e(mz3) unter I' N J(Lg) wie eine Modulform transfor-
miert, womit ®,, nach dem vorigen Lemma eine Jacobiform der geforderten Art ist. O
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Eine auf diesem Wege von einer orthogonalen Modulform herkommende Jacobiform ist
also als Fourierreihe gegeben. Es ist jedoch allgemein so, dafl Jacobiformen eine Darstellung
durch Fourierreihen besitzen, denn die Transformationen [X,0,0] und [(}?)] operieren auf
H x Vp,¢ durch (z,2) — (2,2 + A) und (2,2) — (2 +b,2). Da G in J(Lg) endlichen Index
hat, gibt es natiirliche Zahlen b und e mit [eX,0,0] € G fiir alle A € Lo und [({?)] € G und
so, dal das Multiplikatorsystem auf diesen Elementen den Wert 1 hat. Eine Jacobiform ist
dann unter bZ X eLq invariant und besitzt daher eine Fourierentwicklung der Form

D(z,2) = Y b, Me(jz+ (M 2)).

medr)

Wir kénnen daher ganz analog zum Fall elliptischer Modulformen den Begriff der Regularitit
in 400 definieren.

3.1.13 Definition. Sei ® eine Jacobiform von Index m. Sie heifit regulér in ioco, falls die
Fourierentwicklung die Form

b(z,2) = Y b, Me(iz + (M, 2))
i€tn
melrl
mj+q(M)>0

hat, falls also nur Koeffizienten b(j, M) mit mj + q(M) > 0 auftreten.

Bemerkung: Die von holomorphen orthogonalen Modulformen auf dem Wege der Fourier-
Jacobi-Entwicklung herkommenden Jacobiformen sind nach Konstruktion regulér.

3.1.6 Jacobiformen und vektorwertige Modulformen

Entscheidend fiir die Tatsache, dafl es keine holomorphen Modulformen mit einem Gewicht,
das kleiner als das singuldre Gewicht ist, gibt, ist die Darstellbarkeit von Jacobiformen als
Produkt vektorwertiger Modulformen mit gewissen Thetareihen. Diese beruht auf dem fol-
genden Lemma, das direkt aus dem Transformationsverhalten folgt. Zur Vereinfachung sei
im weiteren stets G von der Form G’ x H(Lg) mit einer Untergruppe G’ C Sl3(7Z) von endli-
chem Index. Ferner sei e die Ordnung des Multiplikatorsystems x, und es sei ([1] ’1’) € G' mit

x(((68)) =1.

3.1.14 Lemma. Sei ® eine Jacobiform vom Gewicht k, Multiplikatorsystem x der Ordnung
e und Index m € %INU. Seien fiir j € %Z und M € %LB mit b(j, M) die Fourierkoeffizienten
bezeichnet. Dann gelten die Beziehungen

b(j, M) = X([X, i, 6]) ™ M OEAB(5 — mg(p) — (M, ), M + mp)
fiir alle \, u € Ly und k € Z sowie

b(]a M) = X([_E2])(_1)kb(]a _M)a

falls —FEy € G'. Ist M' = M + emp mit p € Ly und mj' + ¢q(M') = mj + q(M), so folgt
b(j', M) = b(j, M). Die Koeffizienten b(j, M) hiingen also nur vom Bild von M in 1 L{/(meLy)
und dem Wert von mj + q(M) ab. (Anmerkung: me ist ganz, und daher ist die Gruppe
114/ (meLg) wohldefiniert.)
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Beweis: Man erhilt beide Gleichungen, indem man in den definierenden Transformations-
gleichungen auf beiden Seiten die Fourierentwicklung einsetzt und einen Koeffizientenvergleich
durchfiihrt. O

3.1.15 Lemma. (cf. [Bol], Thm. 4.1 oder [Gr], S. 8-9) Sei (My,Q) ein positiv definites
gerades Gitter und (-,-) die Q zugeordnete Bilinearform. Fiir H € (Mg, Q)" sei

Ol (%:2) =Y QU+ H)z+ (I+ H,2)).
€My
Die Reihe konvergiert auf H x (My ®y, C) absolut und lokal gleichméfig und stellt eine ho-
lomorphe Funktion dar. Die Funktion © : H x (My ®z C) — C[M{;/My], gegeben durch
O=> e M}/ Mo @&O’Q)e 1, erfiillt die Transformationsformel

5(axtb 2 N _ dim(Vp) ,2mi S92 a b -
© <cz+d’ cz-l-d) =2 e =t o) \ (. g)0® ©(z,2)

fiir alle ((Z Z) ,go) € Mpy(7Z).

Wir haben bei der Formulierung des vorigen Lemmas sowohl das Gitter als auch die
quadratische Form allgemein gehalten, um nun auf den Fall (Mg, Q) = (eLg, —mgq) spezia-
lisieren zu konnen. Wegen m € %JN ist dies ein gerades Gitter. Seine Diskriminantengrup-
pe ist %LB /eLy mit der quadratischen Form @ = —mgq darauf. Fiir h € %LB /meLy ist
b L[} /eLy und umgekehrt, so daB wir die Gruppenringe C[2L{)/meLo] und C[L{/eLo]
identifizieren kénnen. Wiederum ist me ganz. Wir erhalten mit diesen Daten nach einer ge-
eigneten Identifizierung von My ®z C mit Vy ¢ den von uns bendtigten Spezialfall.

3.1.16 Korollar. Seien m € %INU und Ly sowie q wie bisher. Fiir h € %LB/meLg sei
®}el,m,q(za Z’) = Z € (_mQ(l + %)Z - m<l + %7 Z)) :
l€eLg
Dann erfiillt ée,m,q = EhelL{)/meLo @Z’m’qeh die Transformationsgleichung

= az +b pé dim(Ve)  —2mim ca(Z) a b -
®e,m,q (ma CZ-I-d) = ‘P(Z) ( 0)6 ezt P(eLo,—mq) c d y P G')e,m,q(za Z)

Um nicht im gleichen Kontext Transformationsformeln in metaplektischer Schreibweise
und unter Verwendung von Multiplikatorsystemen simultan verwenden zu miissen, formulieren
wir das obige Korollar um. Es sei eine auf C — R=<? holomorphe Wurzel gewihlt. Sei v und
somit auch v~! ein Multiplikatorsystem auf der Gruppe G’ vom Gewicht dimT(VO). Dann ist
die Abbildung

M — pI(M) = U(M)p(eLo,—mq)(Ma Vez + d)

ein Homomorphismus, und die Thetareihe transformiert sich unter Verwendung dieser Dar-
stellung auf der Gruppe G’ mit dem Multiplikatorsystem v~', d.h. es gilt

- az+b Z _ dim(Vo) _omign ca(2) =
Oc,m,q (m, m) =v(M) "Wez +d Ve e2+d o' (M)Oe,m q(2, Z)

fiir alle M = (¢%) € G'. Ist dim(Vp) gerade, so kann man stets G’ = Sly(Z) und v = 1
wéhlen. Ansonsten mufl man eventuell zu Untergruppen, beispielsweise zur Thetagruppe [y,

iibergehen. Diese Modifikation erlaubt es uns, im folgenden die Multiplikatorsysteme v und y

simultan zu verarbeiten. Das Produkt vy ist ein Multiplikatorsystem vom Gewicht &k — dimT(Vo).
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3.1.17 Satz. Sei G C J(Ly) von der Form G = G' x H(Ly) mit G' C Sly(Z) von endlichem
Index. Seien k € Q und x ein Multiplikatorsystem auf G der Ordnung e vom Gewicht k
sowie v ein Multiplikatorsystem auf G' vom Gewicht dim(Vp)/2. Seien m € 1N und ® eine
Jacobiform auf der Gruppe G von Gewicht k, Index m und Multiplikator x. Dann gilt

0(22) = (§(2),6(2) = > $"(2)0hu (= 2)

hEéL{)/meLo

mit einer fast holomorphen vektorwertigen Modulform (¢");, zum Dual p'* der modifizierten
Weildarstellung vom Gewicht k — dzmT(LO) auf der Gruppe G' mit dem Multiplikatorsystem

vX|q'- Diese ist genau dann holomorph in ico, wenn die Jacobiform ® regulir ist.

Beweis: Sei N die Stufe des Gitters L (und damit auch die Stufe von Lg). Wir fassen in der
Fourierentwicklung der Jacobiform & Terme wie folgt zusammen:

D(z,2) = Y. b(Me(z+ (M, 2))

1

JELZ
melrl
(mj+q(M)>0)
= Y Y Y b h+embe(jz+ (h+eml,2))
hG L! /meLo leLo Jj€E bZ

(mj+q(h+eml)>0)

_ Z Z Z (z=athtemh bt erpl) e(Z=0temh o 4 (h 4 eml, Z))

' leL (r>0)
heSL /meLO 0 3j:mj+q(h+eml)=r

= > > b(= h)e(nz) Y e(—tttemh s 4 (b 4 eml, 2))

177 (r>0) leL
hEELO/meLO beNr=beNg(h) mod emN 0

=: Z ¢ "(2) Z e(—mg(el + 1)z +m(el + &, 2Z))

helLl/meLo leLo

= <%, ée,m,q(Z, Z)> mit ¢*h(z) = Z b (et ) e(Lz),

(r>0)
beNr=beNg(h) mod emN

wobei die jeweils eingeklammerten Bedingungen fiir regulire Jacobiformen gelten. Ist die
Fourierreihe ¢(z) = >, " (2)en eine vektorwertige Modulform, so ist die Aquivalenz zwischen
Regularitit von ® und Holomorphie von qg in j00 klar. Es mufl noch das Transformationsver-
halten von ¢ unter Transformationen aus G’ nachgepriift werden. Sei dazu M = (b)) eq.
Dann gilt nach der modifizierten Fassung von Korollar 3.1.16

cz-l-d

z+ = az+b 2
<¢( +d> Oec.mg <cz+d’cz+d>>

v(M)’l T d +dd1m(Vo 2mmcq(z> < az + b '(M)ée,m,q(Z, Z)>
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_ % az+b Z
B cz+d cz+d

(% )0+ ez

cq(Z)
cz

(2, 2)

cq(Z) =

1 )0+ IR (5. 61 0)

was mit

dim(Vp)
e

P (M)g(z)

-(az+b
§(2£50) = v +a

gleichbedeutend ist. O

Wir sind nun bereits in der Lage, eine erste Version des angestrebten Satzes zu formulieren
und zu beweisen.

3.1.18 Satz. Nichttriviale holomorphe orthogonale Modulformen vom Gewicht k € Q zur
vollen Hauptkongruenzgruppe I';, haben mindestens Gewicht n/2 — 1, sofern das Gitter zwei
hyperbolische Ebenen iiber 7 abspaltet und n gerade ist.

Beweis: Das Gitter L habe die Form L = H ® H @ Ly. Sei F eine holomorphe Modulform
zur vollen Hauptkongruenzgruppe I'r,. Da n gerade ist, kann das triviale Multiplikatorsystem
vom Gewicht dim(V})/2 verwendet werden. Dann sind die in der Fourier-Jacobi-Entwicklung
auftretenden Koeffizienten regulire Jacobiformen zur vollen Jacobigruppe J(Ly), die sie dar-
stellenden vektorwertigen Modulformen (Em daher unter der vollen Modulgruppe Sl»(7Z) inva-
riant und in s00 holomorph. Da ico die einzige Spitze dieser Gruppe ist, sind die $m iiberall
holomorph, haben also nichtnegatives Gewicht, falls sie nicht identisch verschwinden. Es muf}
aber ein m > 0 mit <;m # 0 geben. Das Gewicht einer nichttrivialen Modulform ist daher
mindestens dim(V)/2 =n/2 — 1. O

3.1.7 Allgemeinere Gitter und der Satz iiber singulire Gewichte

Bisher haben wir stets Gitter der Form L = H & H & Ly betrachtet und beziiglich dieser
die Heisenberggruppe H(Lg) sowie die Jacobigruppe J(Lg) definiert. Von dieser starken
Einschrinkung wollen wir zu einer wesentlich schwicheren Bedingung iibergehen. Sei dazu
L C V ein Gitter der Signatur (2,n), das iiber QQ zwei hyperbolische Ebenen abspaltet. Das
ist jedenfalls dann gegeben, wenn n > 5 ist (cf. Korollar 1.1.25). Wir wihlen dann ein Gitter
L wie folgt: Sei e; ein isotroper Vektor in L. Ein solcher existiert nach unserer Annahme.
Dann kann in Vg = QL ein ep gefunden werden, so dafl Ze; + Zez eine hyperbolische Ebene
ist. Da e; und ey rational sind, ist L N ef- N e%* ein isotropes Untergitter von V N ef- N e%*.
Somit gibt es einen isotropen Vektor e3 € L Nei Ney und ein eq € Vg n ei Ney, so daB
auch Zes + Ze, eine hyperbolische Ebene ist. Wir setzen Ly := LNei Ney Ney Nejf und
L= Z;l:l Ze; + Lg. Dieses hat dann die Struktur L=HoH® Ly. Man beachte, daf} e;
und eg sowie Ly im urspriinglichen Gitter L liegen. Ferner sind L und L kommensurabel, d.h.
ihr Schnitt hat endlichen Index in beiden Gittern. Ist A das kleinste gemeinsame Vielfache
der Nenner von e; und ey, so gilt AL C L.

Beziiglich dieses neuen Gitters L, das von nun an festgehalten wird, werden nun die
Gruppen H(Lg) und J(Lg) gebildet und in die orthogonale Gruppe O™ (V) eingebettet. Da
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[\, s, k] auf E(eq,ke3 + \)E(es, 1) abgebildet wird und e, e3, A und g in L liegen, bildet die
Heisenberggruppe H(Lg) in den Schnitt I'y, N T'; ab.

Schwieriger ist dagegen das Verhalten der eingebetteten Sls(7Z), denn diese Transforma-
tionen fiihren im allgemeinen I nicht in sich iiber. Seien jedoch A wie oben mit AL C L und
N’ mit N'(L N L) C L, also beispielsweise der Index von LN L in L. Ist dann

4
($1,$2,$3,5L’4,X) = Zx’ie’i + X € L7

i=1
so gilt fiir
a b\ (14+AN'a AN'p
c d) AN'y 14+ AN'6
wiederum
1 t z1 + A(aN'zy + SN'z3) t
b ) T9 + A(5N’$2 + ’)’N’I4)
[(a d)] 3 = | z3+ A(—yN'zy + IN'z3) €L,
¢ T4 T4+ A(,BN’IQ + OCN,:I?4)

X X
denn der Vektor
(aN'zy + BN'z3,6N"2o + yN'z4, —yN'21 + IN'23, BN'29 + N'14,0)

hat ganzzahlige Eintriige und liegt somit in L, das A-fache davon also in L. Die Haupt-
kongruenzgruppe I'(AN') iiberfithrt L in sich, bildet also unter der beziiglich L definierten
Einbettung in die Gruppe O" (L) ab. Tst ein ganzes K mit K L' C L gewihlt, so operiert mit
der gleichen Argumentation die Hauptkongruenzgruppe I'(K AN') auf L'/ L trivial, wir finden
also T(KAN') x H(Lg) C 'y, NT';. Eine sich beziiglich I';, mit einem Charakter transformie-
rende orthogonale Modulform besitzt also eine Fourier-Jacobi-Entwicklung mit Jacobiformen
zur Gruppe I'(KAN') x H(Lyp).

Es soll nun Satz 3.1.18 auf solche Gitter verallgemeinert werden, die iiber @ zwei hyper-
bolische Ebenen abspalten. Sei F' eine orthogonale Modulform zur Gruppe I'r,. Da nicht
die volle Jacobigruppe, sondern nur der Anteil I'(K AN') x H(Lg) in T'f, liegt, transformieren
sich die in der Fourier-Jacobi-Entwicklung auftretenden Jacobiformen lediglich unter dieser
Untergruppe, die sie darstellenden vektorwertigen Modulformen (Em sind daher Modulfor-
men zur Hauptkongruenzgruppe I'(K AN’). Diese hat im allgemeinen mehrere Spitzen. Wir
miissen also noch die Holomorphie in allen diesen Spitzen sicherstellen. Letzteres bedeu-
tet, daBl mit den Bezeichnungen aus Definition 1.2.12 fiir jedes M € Sly(Z) die Modulform

Vez + ddlm(VO)(cz + d)*k,o’é‘eL0 _mq)(M, Ve +d) '¢m(Mz) in ico holomorph sein muB, also
eine Fourierentwicklung besitz’t, in der nur nichtnegative Indizes auftreten.

Hierfiir machen wir uns zunutze, dafl nicht nur die vorgegebene Modulform F' eine re-
gulire Fourierentwicklung besitzt, sondern jede Transformierte J(g,Z) " *F(gZ). Sei nun
M = (2%) € Sly(%). Dann ist insbesondere J([M],-) *F o [M] eine Modulform zur kon-
jugierten Gruppe und zum konjugierten Charakter. Sie ist aber jedenfalls holomorph und

geniigt nach Definition dem Koecherprinzip (Satz 1.3.15). Wir vollziehen die Wirkung von
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[M] auf der Fourier-Jacobi-Entwicklung von F' nach:

—k _ —k q(Z) az+b 2
TML 20, 2) ()20, 2) = G+ d) P (04 200 0 X

_ azy +b Z
= d)~* i) , e a(2)
(c24 +d) 21: " (CZ4+d cz4+d> (mzs +m£a)
me g%
m>0
dlm(V )
= (cz4 + d) C ok

g b Tim (2) —dim = b
X Z <¢m <aZ4+ > 2 Ci4+d \V CZ4+d (V0)®e,m,q (ﬂa Z >> e(m23)

- czq4+d cza+d cza+d
mEEZ
m>0

dlm(v) az4s + b =
= Z <(CZ4+d) T k¢m<czf+d> (eLo,—mq)(M, \/C-+d)@e,m,q(24,2,)> e(m23)

me %Z
m>0

dim(Vp)
= Z <(CZ4+d) 2! 7kpz‘eL0,—mq (M, Ve +d) 1 fm(M2y), @e,m,q(z4,2,)>e(mz3).
mG%Z

m>0

Wegen Satz 3.1.17 ist nun die neue vektorwertige Modulform

- dim(Vp) 17

Ui (z) = (cza+d) 2 Fplory gy (M Ve +d) (M)

in 500 holomorph, da die Ausgangsform J([M], )% Fo[M] dem Koecherprinzip geniigt. Damit
ist jede dieser Transformierten iiberall holomorph und somit trivial, falls das Gewicht k& —
dim(Vp)/2 negativ ist. Wir haben daher den folgenden Hauptsatz bewiesen:

3.1.19 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n), das iiber Q zwei hyperbolische
Ebenen abspaltet. Sei F' eine nichttriviale holomorphe Modulform vom Gewicht k € @QQ zur
Gruppe I', und zu einem Multiplikatorsystem endlicher Ordnung. Dann gilt k > § —

Aus der Konstruktion der Komponentenfunktionen ¢? und der Thetareihe O¢,m,q sieht
man unmittelbar, daf§ eine orthogonale Modulform F' genau dann das (halbzahlige) singulére
Gewicht § — 1 hat, wenn die Indizes aller F' tragenden Fourierkoeffizienten im Rand des
positiven Kegels liegen, wenn also stets gilt

a(j,m, M) # 0 = mj 4+ q(M) = 0.

Ein dhnliches Phinomen tritt auch im Falle der Siegelschen Modulgruppe auf (cf. [Frl],
Anhang IV). Es bleibt anzumerken, daf} es in bestimmten Spezialfillen Liftungsabbildungen
gibt, die Jacobiformen orthogonale Modulformen singuliren Gewichts zuordnen.
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3.2 Vorbereitungen

3.2.1 Die Fourierkoeffizienten der Eisensteinreihe E)

Wir erinnern kurz an Notationen und Tatsachen aus Abschnitt 1.2.5. Sei L ein gerades Gitter
der Signatur (2,n) mit n > 3. Jedem Vektor B € L' mit ganzzahliger Norm ist eine Eisen-
steinreihe Fg(z) zugeordnet. Durchliuft § ein Reprisentantensystem von (L'/L)/{£1}, so
ist jede Modulform in [Mp,(7%),1 + %, p;] Summe einer Spitzenform und einer Linearkombi-
nation dieser Eisensteinreihen. In der Spitze ioo hat Eg den “Wert” eg + ¢_g, insbesondere
ist Eo(ZOO) == 220.

Nach dem Dualitétssatz 2.1.7 codieren die Fourierkoeffizienten gq(y,n) der Reihe Fy Ge-
wichte bestimmter Borcherdsprodukte; wenn ein Borcherdsprodukt mit dem Divisor H (y, —n)
existiert, so ist sein Gewicht —1go(y,n). Ziel ist zu zeigen, daB fiir Gitter mit hinreichend
grofier Determinante stets ein Fourierkoeffizient qo(y, —q(7y)) zu gegebenem € L' existiert,
so dafl dieser Ausdruck unter das singulire Gewicht fillt, denn in dieser Situation miissen
Spitzenformen im Kontrollraum die Existenz eines solchen Borcherdsproduktes verhindern.

Im folgenden sei stets k = 1 + & das Gewicht der Modulformen im Kontrollraum. Nach
Satz 1.2.22 sind die Fourierkoeffizienten von FEy fiir v € L' und m € Z — q(vy), m > 0 gegeben
durch

2kt hmk=1 oy_j(d2m, xap) 1-2k
qo(y,m) = - : : [T PN e,
VIDILIC() - Llkxan) )
falls n gerade ist, und
ok+1 ke, k—1 L(k _ %7XD)

QO(’)’am) = /|L’/L|F(k) ' C(Qk _ 1)
k) Wp
XZM )xp(d)d"* oy k(é;) H p ]\{%;Z(p )

dlf p|2det(L

sonst. Dabei ist die Bedeutung der einzelnen Symbole in der Formuherung des Satzes 1.2.22
angegeben.

Die bestimmenden Groflen sind dabei fiir jede in 2det(L) aufgehende Primzahl p die
Darstellungsanzahl p?»(!'=2F) N .. (p®») sowie der Vorfaktor |detL|7%. Letzterer wird dem
angedeuteten Argument zum Durchbruch verhelfen.

Mit Hilfe p-adischer Diagonalisierung (bzw. 2-adischer Normalform) der quadratischen
Form (cf. [Si3], Nummern (45) und (46)) laﬁt sich im allgemeinen die gewichtete Darstel-
lungsanzahl pwp(l*%)N%m(p“’P) nur gegen p2” »(det(1) abschitzen. Damit wire das Produkt

p(1— 2k
\/MT H p 'Y: (p'wp)
p|2det(L

zwar beschrinkt, wiirde aber mit wachsender Determinante nicht gegen 0 konvergieren. Man
muf} also geringfiigig bessere Abschétzungen herleiten. Hierzu wird in einem ersten Schritt
das Gitter in geeigneter Weise koordinatisiert. Wir schlieflen mit der folgenden Beobachtung,
die die Berechnungen vereinfachen wird:

3.2.1 Lemma. (cf. [Br-Ku, Lemma 4.4 bzw. [Sil], Hilfssatz 13) Sei p eine Primzahl, die
2det(L) teilt. Dann gilt fiir jedes w > w, stets

pw(l_Qk)N7 m(pw) _ pwP(l_Qk)N7 m(pwp)‘
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3.2.2 Koordinatisierung und Darstellungsanzahlen der quadratischen Form

Es sei wie bisher L ein gerades Gitter der Signatur (2,n). Es spalte iiber @ eine hyperbolische
Ebene ab; dies ist stets gegeben, wenn n > 3 ist. Dann besitzt es nach Bemerkung 1.1.29 eine
Gitterbasis, beziiglich der die Gram-Matrix von L die Gestalt

o ol O
S OIS R

(3.2)

T

0 0
hat, wobei T eine Tridiagonalmatrix ist. Fiir die Determinante gilt dann det(L) = —a? det(T),
in den Term +/|det(L)| geht |a| also linear ein. Dies ist von Vorteil, da dieser Koeffizient a

entscheidenden Einfluf§ auf die Darstellungsanzahlen N, ,,(p"?) hat. Wir geben noch eine
leichte Verbesserung dieser Normalform an.

3.2.2 Lemma. Jedes indefinite isotrope gerade Gitter der Dimension mindestens 3 besitzt
eine Basis, beziiglich der die Gram-Matrix die Gestalt (3.2) hat, so daf zusétzlich fiir jede
Primzahl vy(c) < vp(det(T)) und I/p(% — ggT(a, %,c)) < vp(a) gilt.

Beweis: Nach der Cramerschen Regel gibt es einen Vektor u = (us,...,up2)! mit Tu =
(det(T),0,...,0)!. Transformation der Matrix A aus (3.2) mit

1 l
1
M(l,m) := muz 1
MUn+2 1
ergibt

0 a 0 0o --- 0
a b+ 2mugc+ m?uz det(T) + 2la | ¢ + mdet(T) 0 --- 0
0 ¢+ mdet(T)
: : T
0 0

Man kann nun zunichst m so wihlen, dafl v,(c + mdet(T)) < v,(det(T)) fiir alle beteiligten
p gilt. Die Variable [ hat keinen Einflufl auf

m?2uz det(T)

> +la,c+mdet(T)> ,

b
g:=ggT | a, 2 + muzc +

weswegen man bei nun festem m ein [ mit

b %u3 det(T
Vp (§+mu;},c+%e()+la—g> < vp(a)

findet. O
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Im weiteren wihlen wir stets fiir jedes betrachtete Gitter L eine Basis [q,...,l,12 mit
den Eigenschaften aus Lemma 3.2.2 und schreiben (z1,...,2z,19) fiir den Gittervektor r =
> x;l;. Auch die Bezeichnungen a, b und c stehen stets fiir die Koeffizienten aus (3.2) mit
den Eigenschaften aus 3.2.2, ebenso wie g stets ggT(a, g, ¢) (> 0) bezeichne.

In diesen Koordinaten sei v = (y1,...,Vn12)! € L' und n € Z — q(v). Dann ist

Nym(®") = {(z1,- . ¥ns2)" € (Z/p"2)"? |a(z2 — 2)1 + 423 — (a71 + by2 + c93)72

+c(my — y2)T3 + amy2 + 475 + epyz +q(E —F) +m =0 mod p}|
mit
i =(0,0,23,...,2n19)  und ¥ = (0,0,73,...,Yni2)".

In diese Kongruenz geht also als zweiter Vorteil unserer speziellen Koordinatisierung die
Variable 21 nur linear ein. Wir schliefflen mit der folgenden

3.2.3 Bemerkung. Wenn p{ a, so gibt es einen primitiven Gittervektor ¢ mit p { q(r).

Beweis: Dies ist wegen g(ml; + ls) = ma + § klar. O

3.2.3 Zur Wahl hinreichend guter Vektoren

Zum Beweis des angedeuteten Satzes geniigt es nicht, lediglich den Wert eines Fourierkoeffizi-
enten ¢o(y, m) nach oben hinreichend gut abzuschitzen. Es muf} vielmehr fiir jedes untersuchte
Gitter ein geeigneter Vektor v im Dual gewahlt und dann der Koeffizient ¢o(y, —¢q(7)) betrach-
tet werden. Findet man nidmlich einen Koeffizienten gy(y, m), so dafl —%(]0(’)/, m) kleiner als
das singuldre Gewicht ist, so scheitert der vorgesehene Schlu8, falls es kein 4" = mod L mit
m = —q(v') gibt, falls also der Heegnerdivisor H (v, —m) leer ist.

Es miissen also Vektoren v negativer Norm im dualen Gitter gefunden werden, fiir die
man den Koeffizienten qo(7y, —¢q(7y)) betrachtet. In der Koeffizientenformel geht m = —q(v)
in positiver Potenz in den Wert qo(y, —q(y)) ein. Es ist daher vorteilhaft, die Norm des
gesuchten Vektors mdglichst klein zu halten. Wegen der auftretenden Teilersummen und
Darstellungsanzahlen ist weiterhin eine moglichst geringe Anzahl und gute Kontrolle iiber die
Primteiler der Norm des Gittervektors d,y anzustreben. Letzteres liefert der Satz von Hermite
nicht, der eine Abschétzung fiir den kleinsten auftretenden Betrag |g(x)| mit nichttrivialem z
besagt; deswegen wollen wir einen Vektor konkret auswihlen.

3.2.4 Definition. Sei L ein gerades isotropes Gitter der Signatur (2,n). Es sei eine Basis so
gewéahlt, daB die Gram-Matrix die Form (3.2) mit den Eigenschaften aus Lemma 3.2.2 hat.
Dann sei mit vy, der Vektor mit der Koordinatendarstellung

t
1+ 1
YL :z( 29,——,0,...,0)
a g

bezeichnet, wobei a, b, ¢ und g = ggT(a, %,c) in der Bedeutung von (3.2) zu verstehen sind.

Wir nennen ihn den Testvektor des Gitters L.

Man beachte, da§ der Testvektor nicht nur vom Gitter L, sondern auch von der gewéhlten
Koordinatisierung abhingt. Da wir diese jedoch festgelegt haben, ist die Bezeichnung ~p,
zuléssig.
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3.2.5 Lemma. Der Vektor vy liegt im dualen Gitter L'. Es gelten ferner q(vr) = —% und

dy, | a. Insbesondere ist 2d.,, q(71,) ein Teiler von 2¢ und q(d~, 1) ein Teiler der Determinante
des Gitters L.

Beweis: Wegen

b t
Ayr = (—9,1— —,—5,0,...,()) € Zn+?
g 29 g

I . . .
ist v € L'. Ferner ist d,, = kgV (g, m) und somit ein Teiler von a. O

Die so erlangte Kontrolle iiber die Primteiler des Terms ¢(d,,vz,) erlaubt es uns unter
anderem, die Vorfaktoren in der Formel fiir die Fourierkoeffizienten zu beschrinken:

3.2.6 Lemma. Sei L ein gerades isotropes Gitter der Signatur (2,n). Sei 7y, der Testvektor
von L, und sei k =1+ 5. Dann gilt

1 )
— 400y, =4(71)) ) [T pew@etErm =2y, ()
p\2 det(L)

mit einer nur von k (bzw. n) abhingigen positiven Zahl R(k), die explizit angebbar ist.
Beweis: Sei zunéichst n gerade. Dann gilt

— 1001z, —4(71)) _ 2 (—q())* T or k(=5 a(v), xap)
rpe(D) (12K N ) (k) L(F, x4p)

YL>,—4q
2k 1

Ip2der(ry? 2

mh o1 (=d2, q(vL), xap)
gF=1T (k) L(k, x4p)

Da nach Lemma 3.2.5 die Norm —d?qu(yL) ein Teiler der Determinante von L ist, ist die
Teilersumme

] L _ d 1—k _
1,]9( d7Q(7L)7X4D) Z ) (4(_1)71_-;—2 det(L)) d 1

d‘_d?yQ('YL

Ferner gilt, da der Charakter quadratisch und &k > 2 ist, stets

Lk, xap) " = [[(1 = xan(@)p™*)

=

P
= (C(k)/C(2K),
da alle Produkte absolut konvergieren und die Faktoren positiv sind. Der Vorfaktor
2k717rk<(k)
R(k) i= ——F7+ n gerade
W= Tcar e

leistet also das gewiinschte.



3.2. VORBEREITUNGEN 65

Nun sei n ungerade. Der abzuschitzende Quotient lautet nun

9k—1 kL(k _1 XD f
27 1/2—k
g1 (k dEf p(d)x»(d)d 27Ky o (E) :

Dabei ist f € N und ng folgendermafien zu wihlen: Es soll f teilerfremd sein zu 2 det(L), die
Beziehung ng f? = % soll gelten, und fiir alle nicht in 2det(L) aufgehenden Primzahlen p soll

vp(no) € {0,1} sein. Da g als Teiler von a in det(L) aufgeht, erfiillt die Wahl f =1, ng = %
diese Bedingungen, und die Teilersumme hat den Wert 1. Ferner ist L(k — %, xn) < ((k— 3).

Damit erfiillt der Term

R(k) :=

2wtk - ) (n ungerade)
)

C(k)C(2k —

alle Forderungen. O

Wenn es nun gelingt, die einzelnen Terme des Produktes geeignet zu beschrinken, kann
der Schluf} in unserem Sinne durchgefiihrt werden. Dieses Problem wird im nachfolgenden
Abschnitt angegangen. Es sei jedoch nochmals darauf hingewiesen, dafl wir fiir jedes isotrope
gerade Gitter L einen Testvektor 77 € L' gefunden haben, so dal die Aussagen aus den
Lemmata 3.2.5 und 3.2.6 gelten.
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3.3 Quadratische Kongruenzen

Nach den geleisteten Vorbereitungen geht es nun darum, fiir jede 2 det(L) teilende Primzahl p

den Term By (p) := p_%”P(det(L))"'“’P(l_Qk)N,YL,,Q(,YL)(pwp) nach oben abzuschitzen. Wegen der

Lemmata 3.2.1 und 3.2.5 kann dabei die signifikante p-Ordnung w;, durch my, := 215,(22) + 1
ersetzt werden.

Um dieses Problem zu l6sen, werden in einem ersten Unterabschnitt iiberwiegend bekannte
Resultate iiber Lésungsanzahlen linearer und quadratischer Kongruenzen modulo Primzahl-
potenzen zusammengestellt, die dann im zweiten Teil auf die konkrete Situation angewendet
werden.

3.3.1 Losungsanzahlen modulo Primzahlpotenzen

Wir beginnen mit einer einfachen Betrachtung linearer Kongruenzen.

3.3.1 Lemma. Sei p eine Primzahl, und seien a,b € 7, m € N mit m > v,(a). Die lineare
Kongruenz

arx +b=0 mod p™

hat genau dann Losungen, wenn v,(b) > vp(a). In diesem Fall ist die Anzahl modulo p™
verschiedener Lésungen gleich p*»(®).

Im Primzahlfall (m=1) hat eine nichttriviale quadratische Kongruenz hochstens zwei
Losungen, da sie eine quadratische Gleichung iiber dem Korper I, ist. Das Henselsche
Lemma, welches wir als néichstes angeben, gibt Auskunft dariiber, wie Losungen zu hoheren
Primzahlpotenzen geliftet werden. Es 148t sich daher einsetzen, um die Lésungsanzahl einer
quadratischen Kongruenz modulo Primzahlpotenzen abzuleiten.

3.3.2 Lemma. (Hensel) Seien a,b,c € Z, m,«a € N mit m > « und p eine Primzahl. Sei x
eine Losung der Kongruenz

azs +brg+c=0 mod p™.
Alle modulo p™ zu xy kongruenten Lésungen der Kongruenz
ar’? +bzx+c=0 mod pmt®
sind dann von der Form xzy + p™y, wobei y eine Losung der linearen Kongruenz

azt + bry +c

(2axo + b)y + o

=0 mod p®
ist.
Eine unmittelbare Folgerung ist das nachstehende

3.3.3 Korollar. Wenn a von p geteilt wird, b jedoch nicht, so besitzt fiir jedes m € N die
quadratische Kongruenz

ar? + bz +c=0 mod p™

genau eine Lésung modulo p™.
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Als drittes Hilfsmittel geben wir eine direkte Abschiatzung der Losungsanzahl an, die auf
einem Lemma von Siegel beruht.

3.3.4 Lemma. Seien a,b,c € 7Z, m € N und p eine Primzahl. Dann gilt die Abschitzung

‘{:1: € Z/p"Z | az* +br +c¢=0 mod pm}‘ <1+ <1 - %) Zp%(min{”l’(%)’”H”).

v=1
Wenn p nicht in a aufgeht, ist diese Zahl insbesondere durch (m + 1)p% beschrinkt.
Beweis: Nach [Si2], Lemma 1 ist

2
< ggT(2a,p™)p™.

pm

Z e o (ax”+br)

=1

Es folgt dann aufgrund der Charakterrelationen

]_ L 2mir P
{z € Z/p™ 7| az® +br +c=0 mod p™}| = — Z Z e v (007 Fbote)
p z=1r=1
]_ pm " 27‘l’i7”( 24p
< = Zepm azr?+bz+ec)
= om
p r=1 |z=1
1 & meﬂ/ 2ni_ (hax?+hbe) v
=2 D e (r=p"h)
p v=0r n;(l)/c‘llfm r=1
T
< > Y p'VesT(2ha,pm v )pnv

3.3.2 Anwendung auf die Darstellungsanzahlen N, _,,)(»™")

Nun sollen die Abschéitzungen fiir die Losungsanzahl quadratischer Kongruenzen benutzt
werden, um die Darstellungsanzahlen N, _..,, (p™"), die in die Formel fiir die Fourierkoef-
fizienten eingehen, nach oben zu beschrianken. Es ist sinnvoll, fiir jede in 2 det(L) aufgehende
Primzahl p den p-Beitrag
Br(p) :== P_%U”(det(L)Hmp(1_2k)NvL —q(y) (™)

zu betrachten. Dabei bezeichnet m,, die Zahl 2up(2%) +1. Wir behandeln der Ubersichtlichkeit
wegen verschiedene Konfigurationen getrennt und stellen die Ergebnisse im folgenden Lemma,
zusammen. Die Bezeichnungen vz, a, b, c und g sowie m,, seien stets im bisherigen Sinne zu
verstehen.
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3.3.5 Lemma. Seien L, a, b, ¢, g, v1, und m, wie vereinbart. Dann gelten in den verschie-
denen Konstellationen die folgenden Abschétzungen:

(1) pt 23 Br(p) < 2p‘%”p(det(L))
(2) 213 Br(2) < 8.2 2v2(det(Z)
3) plgplaw (% —~ 1) < (3) Br(p) < pm2vr(@=5v(den(T)
(@) pleplow(4-1)>u(3) Bulp) <v,(2)pbr@-bnliam)
1 1
5) pl¢ptep#2 Br(p) < (vp(a) +2) (4vp(a) + 1) p~ 3@ 3vp(den(T))
(6) 2|4,21c Br(2) < V2(va(a)+2) (4ra(a)+1) p~5v2(@)~5v2(det(T)
1 1
(7) p | %7p | Capf %71) 7& 2 BL(p) S (Vp(a) + 2) (%up(a) =+ 1) pfgyp(a)fgyp(det(T))
8) 21%.2|c2t5 Br(2) <v2(ve(a)+2)(4va(a)+1)27 (@)= 5va(der()

Beweis: (1) Wegen Bemerkung 3.2.3 ist die Kongruenz ¢(r —yz) —q(vz) = ¢(r) — (x,72) =0
mod p™ bei n + 1 fest gewdhlten Koordinaten eine nichttriviale quadratische Kongruenz fiir
die noch freie Koordinate iiber dem Korper IF,, da m, = 1 ist. Sie hat somit hdchstens
2p" 1 = 2p?k—1 Lisungen.

(2) In diesem Fall ist m;, = 214(2¢) +1 = 3, fiir jede Wahl von n + 1 Koordinaten gibt es also
maximal 8 Lésungen.

(3) In den gewéhlten Koordinaten lautet die betrachtete Kongruenz

a b b c 5
(3.3) —(gzo + 1)z 4+ —25 + (cxg +— - 1> zo+ —z3+¢q(Z) =0 mod p™

g 2 29 g
mit Z = (0,0,x3,...,7p12)". Dabei variieren die x; in Z/p™» 7. Fiir jedes zo geht p nicht in
gzo + 1 auf, da g von p geteilt wird. Wenn wir nun die zs,... ,z,19 fest wihlen, so hat die

verbliebene lineare Kongruenz in z; genau p”p(%) Losungen, falls

@R

b b c
4 —x3 ——1 - T) = vo(5)
(3.4) 52 + <cx3 + 2% ) o + gxg +q(Z)=0 modp ,

ansonsten gar keine. Wir erhalten also schlimmstenfalls p™» 2k~ D+v(5)

gruenz (3.3) und damit die Abschétzung

Losungen der Kon-

(3.5) By(p) < p—Vp(g)—%Vp(det(T))_
In einem zweiten Schritt betrachten wir die Kongruenz (3.4) und geben eine Schranke fiir
deren Losungsanzahl an. Wir setzen v := Up(% — 1); nach Voraussetzung ist diese Zahl

kleiner als die p-Ordnung von % und nach Lemma 3.2.2 kleiner oder gleich der p-Ordnung von
%. Ist v > 0, so stimmen zwangsliufig die p-Ordnungen von b/2 und g iiberein, und somit gilt
p’t1 | g. Wenn v = 0, so gilt letzteres nach Voraussetzung. Hat (3.4) iiberhaupt Losungen
bei fest gewédhlten z3,... ,z,49, so kann die Kongruenz durch p¥ dividiert werden, und wir
erhalten die neue Relation

b 2 C b cC - vp(2)—v
. - - ]_ v — v = d §4
(3.6) 2pux2 + <pVI3 + (2g > /D > T + (gzzrg + q(m)) /P’ =0 mod p'e’ ",

bei der nun der Koeffizient des quadratischen Terms durch p teilbar ist, der des linearen
Terms aber nicht, unabhéngig von z3. Eine solche Kongruenz hat aber nach Korollar (3.3.3)
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hochstens eine Losung modulo py”(%)_y. Wir bekommen fiir jede Wahl von z3,..., 2519
daher hochstens pmp_y”(EHy < pmp_yp(EHVp(g) Losungen der Kongruenz (3.4), die jeweils
py”(E) Losungen der Kongruenz (3.3) erzeugen konnen. Dies liefert die Abschitzung

—v. (V=L (de
By (p) < p~r(§)-Fvn(den(D)

und zusammen mit (3.5) unter Beachtung von max{v; (%), vp(9)} > %(Vp(%) +1(9)) = 2vp(a)
das verlangte Resultat.

(4) Wir argumentieren wie in der vorher betrachteten Konstellation und dividieren die Kon-
gruenz (3.4) durch die maximale p-Potenz. Diese ist nun allerdings nicht durch up(% - 1),
sondern durch g := min{w,(b/2),v,(a/g)} = min{v,(9),v,(a/g9)} < vp(g) gegeben. Die Divi-
sion fithrt auf eine méglicherweise triviale quadratische Kongruenz modulo p*? (g)=n , bei der
der Koeffizient des quadratischen Terms nicht durch p teilbar ist. Nach Lemma 3.3.4 hat eine
solche héchstens (vp(2) — 1 + 1)p(”1’(%)_“)/2 Losungen modulo p”p(%)_“. Wir erhalten daraus

(Vp <§> — p(g) + 1) pmp(Qk—l)Jr%Vp(g)—%vp( )

@2

Konstellationen von zo,..., 2Ty 2, die jeweils pyp(i) Losungen der Kongruenz (3.3) liefern
kénnen, und daraus die Behauptung.
(5) Wir betrachten wiederum im ersten Schritt die Kongruenz (3.3) bei festen za, ..., zp42

als lineare Kongruenz in z;. Da nun g von p nicht geteilt wird, ist die durch z5 — gz + 1
auf Z/p™»7 gegebene Abbildung bijektiv. Wir erhalten also potentiell proin{vp(a/glgza+1)),myp}
Losungen. Die Idee ist nun, fiir jede auftretende p-Ordnung des Ausdrucks gzo + 1 getrennt
die Zahl der Wahlmoglichkeiten fiir xo, . .., z,19, fiir die die rechte Seite der Kongruenz durch
pve(a/9(922+1)) teilbar ist, abzuschiitzen.

Sei v € {0,1,...,m, — vp(a/g)}. Es gibt modulo p” genau ein 79, so daB gz + 1 die
p-Ordnung v hat. Wir wollen dieses eine 2 zu Lésungen der simultanen Kongruenz

(3.7) gxg + (cxg + % - 1> T9 + 5:1:3 +¢(Z) =0 mod pte) g, = ) mod p”
liften; denn nur solche x5, die von diesem einen modulo p” bestimmten herkommen, kénnen
p”J”'(%) Losungen fiir z; liefern. Summiert man anschlieflend {iber v, so werden alle moglichen
Losungen erfafit. Wir unterscheiden dabei noch einmal drei Félle: a) v + 1,(b/2) < 1v,(a)/3,
b) v,(a) > v+ 1v,(b/2) > vp(a)/3 und c) v+ 1,(b/2) > vp(a).

a) Die Kongruenz (3.7) hat nach Lemma 3.3.4 hochstens (v + v,(a) + 1)p%”1’(b)+%(”+”1’(a))
Loésungen modulo p¥ +(a) fiir jede Wahl von s, . .. , Tn+2, also insgesamt hdchstens

<§Up(a) + 1>pmp(2k2)p%”1'(b)+%(”+”p(“))+mpVVp(a)

rechte Seiten, die zu jeweils p*+*»(%) Losungen der urspriinglichen Kongruenz (3.3) fiihren.
Fiir jedes v mit v + v,(b/2) < v,(a)/3 ergeben sich daher maximal

(3.8) (gyp(a) + 1) pmp(Qk—l)-i-%Up(a)

Losungen.
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b) Wir betrachten jetzt solche v mit v,(a) > v + 1,(b/2) > vp(a)/3. Dann ist v + v,(b/2)
jedenfalls positiv. Wir wollen nun das gewihlte z3 zu einer Lésung der simultanen Kongruenz
(3.7) abéndern und setzen daher die Losungen von (3.7) in der Form z9 + py an, wobei y
modulo p" " zu bestimmen ist. Einsetzen in (3.7) und Sortieren ergibt

659) p¥ [%p"y2 + (bx% + cz3 + % - 1) y] +5(29)* + (0503 + % - 1) zy+
3.9

V"‘Vp(%)_

+oT3+ q(z) =0 modp

Gibt es iiberhaupt Losungen, die vom betrachteten 3 herkommen, 148t sich die Kongruenz
durch p¥ teilen, was dann auf

(3.10) gpny + <bx8 + cx3 + % - 1> y+ f(z3,#) =0 mod p”p(%), y mod p"*™Y
fiihrt. Da ¢ nicht durch p teilbar ist, ist die Abbildung z3 > bz$ + cz3 + % — 1 bijektiv auf
7./p™ 7. Es gibt daher p™» —p™» ! Werte fiir 3, fiir die b$g+0$3+% —1 die p-Ordnung 0 hat,
die Kongruenz (3.10) also genau eine Losung modulo p*»(®) (= p*»(#/9)) besitzt. Analog dazu
fithren p™»~! — p™ 2 g3-Werte auf p Losungen etc. Es bleiben die eV =ve(b/2) g0 Werte
zu behandeln, fiir die der Ausdruck bz) + cx3 + % — 1 mindestens die p-Ordnung v + 1/,(b/2)

hat. Hat die Kongruenz (3.10) fiir solche z3 iiberhaupt Losungen, so 148t sie sich noch einmal
durch pt¥r(/2) teilen, was auf die neue Bedingung

(3.11)
pfup(b/mgyupwwp(b/m <bIg oens + 23_1> Lp O (20 3 = 0 mod ptr (@ r(B/2)
g

fithrt. Dies hat nach Lemma 3.3.4 maximal (14v,(a) —u—up(b/Z))p%(”P(“)*”*”P(b/Q)) Losungen
modulo p*»(®=r=(4/2)  Summieren wir nun iiber z3 auf, so bekommen wir fiir diejenigen v
mit vp(a) > v+ vp(b/2) > 1,(a)/3 im schlimmsten Falle

pmp(2k73)pmp71/71/p(b/2)p1/+1/p(b/2) ((U + v (%) _ 1) P
(3.12) (14 v(a) — v — vy (B)) v —valb/2), 2= 2Dy (b/2)
»(a) » (3)) P p D

< (p(a) + 1) pm R (),

c) Es bleiben diejenigen v mit v + v,(b/2) > vp(a) zu untersuchen. Unter dieser Annahme ist
die Kongruenz (3.10) dquivalent zu

b
(3.13) <bx8 +cr3 + 3 1> y+ f(23,2) =0 mod p®, y mod p"r7".

Die Anzahl der Losungen dieser nun linearen Kongruenz 148t sich direkt in Abhéngigkeit von

x3 ablesen. Dies fithrt auf
314 (vp(a) + l)pmz’(%—?’)pmppmp—V—Vp(a)p’/-i-vp(a)
49 = (vp(a) + 1)pmr(2E—1)

Loésungen der Kongruenz (3.3).
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Setzen wir nun die Ergebnisse der drei Fille a)-c) durch Summation iiber v zusammen, so
ergibt sich eine Schranke fiir die Losungsanzahl mit dem Wert

(vp(a) +2) (%up(a) + 1) pme(k=D+5vp(a)

und damit die Behauptung
4
Bu(p) < (vp(a) +2) (gyp(a) N 1) p3vaa)= up(det(7))

(6) Die Argumentation verlduft wortlich wie im Fall (5), nur muf} in der Ungleichung (3.8) die
Abschitzung v+wv2(b) = v+12(b/2) +1 < 15(a)/3+ 1 verwendet werden, die den zusétzlichen
Faktor v/2 bedingt.

(7), (8) Analog zum ersten Schritt in Fall (3) erhalten wir die triviale Abschiitzung

(3.15) By(p) < (vp(a) +2)p 77",

Wir nehmen nun die Giiltigkeit der Ungleichung 1,(a) < 3v,(det(7)) an. Dann folgt sofort
(3.16) Br(p) < (vp(a) + 2)p s (3vp(det(T))+vp(det(T))) < (vp(a) + 2)p s ve(a)—gup(dei(D))

In diesem Falle gilt also die Behauptung. Wir kénnen also im folgenden v,(a) > 3v,(det(T))
voraussetzen und haben die Behauptung noch in diesem Falle zu zeigen. Dazu gehen wir wie
in (5) vor und schitzen die Losungsanzahl fiir verschiedene p-Ordnungen v des Ausdrucks
a/g(gzra + 1) getrennt ab. Wenn v = v + 1,(b/2) < vp(a)/3 ist, so liefert die wortlich gleiche
Argumentation wie unter (5a) die Abschitzung (3.8).

Wir betrachten nun solche v, die die Ungleichung vp(a) > v > v,(a)/3 erfiillen; dann gilt
wegen vp(a) > 3v,(det(T)) jedenfalls v > v,(det(T)). Wir gehen wieder analog zu (5b) vor,
wobei allerdings die Abbildung z3 ~ bz + cz3 + b/(2g) — 1 nun nicht bijektiv ist. Mit z3
durchliuft br) + czs +b/(2g) — 1 im schlimmsten Fall genau die Vielfachen von p*»(d¢t(T) im
Ring Z/p™7Z. Die Zahl der Lésungen ist also um den Faktor p*»(d¢(T) héher als in (3.12)
bzw. dem entsprechenden Ausdruck fiir den Sonderfall p = 2.

Der noch offene Fall v > v,(a) trifft nur auf v = v,(a) + 1 zu, da b/2 nach Voraussetzung
nicht von p geteilt wird. Auch hier gilt das Ergebnis (3.14) aus (5¢) mit dem zusétzlichen

pY p(det(T))_Faktor. Setzen wir alle diese Ergebnisse zusammen, so gilt die Abschétzung
(3.17) Br(p) < (vp(a) +2) (%yp(a) + 1> p*%Vp(a)+%Vp(det(T))

bzw. fiir p =2

(3.18) B1(2) < V2(1a(a) +2) (gyg(a) + 1) 9~ sv2(a)+ v (det(T)),
Zusammen mit (3.15) folgt

(3.19) Br(p) < (vp(a) + 2) <§yp(a) + 1) . max{ 3 vp(a)— $vp(det(T)), s vp(det(T))}
bzw. fir p =2

(3.20) Br(2) < V2(va(a) + 2) (%VQ(G) + 1) o max{ L ()~ sua(det(T)), bup(det(T))}

Bilden wir aus den beiden Exponenten die Konvexkombination 2(3v,(a) — sup(det(T))) +

8
%%Vp(det(T)), so erhalten wir die Behauptung. [
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3.4 Der Hauptsatz und Folgerungen

3.4.1 Hauptsatz

Nach den nun geleisteten Vorbereitungen sind wir in der Lage, den avisierten Hauptsatz zu
formulieren und zu beweisen.

3.4.1 Theorem. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n), n > 3, das iiber Q zwei hyper-
bolische Ebenen abspaltet. Ist die Determinante des Gitters betragsméfBig hinreichend grof,
so gibt es Spitzenformen im Kontrollraum %7,

Beweis: Sei 7, der Testvektor des Gitters L, so gilt

1
(3.21) —3 %L, —a(1)) ) I Bu
p\2det L)

Nach den in Lemma 3.3.5 angegebenen Abschitzungen gilt fiir jedes p stets Bp(p) — 0,
falls v,(det(L)) gegen oo konvergiert. Mit einer leichten Modifikation 148t sich Satz 316 aus
[Ha-Wr| anwenden, der garantiert, dafl die rechte Seite in (3.21) mit steigender Determinante
gegen 0 fillt. Ist die Determinante hinreichend groB, so fillt —%qo(yr, —¢(7v)) unter das
singuldre Gewicht n/2 — 1. Gébe es nun keine Spitzenform im Kontrollraum %7, so liee sich
der Heegnerdivisor H (vz,,q(vyr)) durch ein holomorphes Borcherdsprodukt realisieren. Dieses
hitte nach Satz 2.1.7 das Gewicht —1qo(vz, —q(y1)) < n/2 — 1, kann also nicht existieren. O

Zusammen mit Satz 1.1.31 und Korollar 2.2.7 ergibt sich unmittelbar die folgende Umfor-
mulierung.

3.4.2 Theorem. Unter den geraden Gittern der Signatur (2,n) mit n > 3, die iiber Q zwei
hyperbolische Ebenen abspalten, gibt es bis auf Isomorphie nur endlich viele mit einfachem
Kontrollraum.

Unter Benutzung der Ergebnisse aus Abschnitt 13 der Arbeit von Bruinier [Brl] ergibt
sich eine weitere Folgerung. Nach dem dortigen Theorem 13.15 und Korollar 13.16 hat jede
Modulform f zur betrachteten Modulgruppe I'y,, die a priori kein Borcherdsprodukt zu sein
braucht und deren Divisor eine Linearkombination

H= Y a 7> m)

YE(L [L)/{£1} mEZ+a()

ist, das Gewicht —% > a(y,m)qo(y, —m), also dasselbe Gewicht, das ein Borcherdsprodukt
mit gleichem Divisor hétte. Sinkt dieses unter das singulire Gewicht, so kann der Divisor
durch iiberhaupt keine Modulform realisiert werden.

Unsere Konstruktion liefert also unter der Annahme, dafl die Determinante des Gitters
L hinreichend grof8 ist, einen Heegnerdivisor H (yr,q(yr)), der ein nichttriviales Element der
Divisorenklassengruppe Cl(H,/I'1,) des Quotienten H,, /T';, reprisentiert. Die Divisorenklas-
sengruppe sei wie in [Br2] erklirt, d.h. man betrachtet Divisoren modulo der Hauptdivisoren
meromorpher Modulformen (rationalen Gewichts mit Multiplikatorsystem).

Um ein zu Theorem 3.4.2 analoges Resultat zu erhalten, kénnen wir uns aber nicht auf
Korollar 2.2.7 berufen, da dieses nur die Existenz von Hindernissen liefert. Man beachte
jedoch, dafl der das Gewicht bestimmende Term —%qo (v, —q(7r)) durch eine Schranke der
Form R(k)[] Br(p) beschrinkt ist, wobei auch R(k) mit wachsendem, hinreichend grofiem &
monoton gegen Null konvergiert.



3.4. DER HAUPTSATZ UND FOLGERUNGEN 73

3.4.3 Theorem. Fiir fast alle Isomorphieklassen von geraden Gittern der Signatur (2,n)
mit n > 3, die iiber @@ zwei hyperbolische Ebenen abspalten, definiert der Heegnerdivi-
sor H(vyr,q(v1)) ein nichttriviales Element in der Divisorenklassengruppe Cl(H,/T1). Ist
I' € T'y, ein fixpunktfreier Normalteiler von endlichem Index, so gilt genauer die Beziehung
dim(Pic(H,/T) @7z Q)"t/T > 1.

3.4.2 Quantitative Aussagen

Wir wollen zusétzlich zu den prinzipiellen Aussagen in den vorangegangenen Theoremen auch
quantitative Aussagen herleiten. Theorem 3.4.1 sichert die Existenz einer Schrankenfunktion
S(n), so dal gerade Gitter der Signatur (2,n) mit einer Determinante grofler als S(n), die
den Bedingungen geniigen, nicht einfach sein konnen.

Eine solche Schranke in voller Allgemeinheit anzugeben, ist jedoch nicht einfach. Damit
S(n) diese Eigenschaft hat, muf fiir jedes Gitter mit einer Determinante D, wobei |D| > S(n)
sei, eine Normalform mit Parametern a, b, ¢, g und det(T") existieren, so daf} der Wert

r= —iqo(%, —q(y)) <R (1 + g) H By (p)

p|2D

unter das singuldre Gewicht n/2—1 fillt. Fiir jeden Beitrag Br,(p) miifiten wir die Abschétzung
durch (vp(a) +2)(37p(a) + 1)pfé”P(“)7§”P(det(T)) vornehmen, da wir ohne weitere Annahmen
nicht entscheiden kénnen, welcher der Félle aus Lemma 3.3.5 eintritt. Eine Ausnahme hiervon
bilden nur jene Primzahlen p mit 1,(D) = 1, da diese nicht in a aufgehen konnen. Die
Funktion z + (z +2)(37 + 1)p7éx nimmt jedoch relativ groe Werte an. Dies fiithrt auf eine
Schranke, die wegen ihrer Grofle fiir praktische Berechnungen unbrauchbar ist. Untersuchen
wir hingegen ein konkret gegebenes Gitter, so kann durch Einsetzen der Daten a, b etc. die
Bedingung r < n/2 — 1 leicht iiberpriift werden.

In Bezug auf eine allgemeingiiltige Aussage beschrinken wir uns daher auf eine einfachere
Situation, in der eine brauchbare Schranke angebbar ist. Wir stiitzen uns dabei auf das
folgende

3.4.4 Lemma. Fiir eine natiirliche Zahl N bedeute r(N) die Anzahl der verschiedenen Prim-
faktoren von N. Dann gibt es zu jedem natiirlichen n ein k, > 0, so da# fiir alle natiirlichen
Zahlen N gilt 2r(N) <k, 3/N. Bedeutet p; die i-te Primzahl (in natiirlicher Reihenfolge) und
ist v := max{i € N |2 > p/p;}, so kann man

270
kp=——
wéahlen. Insbesondere ist ky = % und k3 = \3/1T6T0'
Beweis: Da fiir jedes N stets N > py ----- pr(n) gilt, folgt die Ungleichung
9r(N) 9r(N)

<
YN = pr b

fiir alle natiirlichen N. Hat N genau 7§ Primfaktoren in einfacher Potenz, so gilt die Be-
hauptung nach Konstruktion von k,, und wegen 2 = < 1 fiir r > 7y auch fiir alle N mit

Ypr
r(N) > r{. Es bleibt also die Ungleichung
27"
n pl s ss s pT'

< ky
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2
V/Pr
ist die Behauptung bewiesen. O

fiir » < r{ nachzupriifen. Dies ist aber fiir » < r{ ebenfalls klar wegen > 1, und somit

3.4.5 Lemma. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) mit n > 3, das iiber Z ein skalares
Vielfaches einer hyperbolischen Ebene abspaltet. Die Koordinatisierung sei so gewéhlt, daf3 b
und ¢ verschwinden. Dann gelten die Abschétzungen

1 n or(D)
. - - < ~)8-
ny 128 1
(3.23) <R(1+ 5) 5Dl 5.

Insbesondere gelten diese, falls das Gitter quadratfreie Determinante hat.

Beweis: In der gegebenen Situation ist a/g = 1. Somit gilt

1 n _1, _1,
—ZQO(’YL,—Q(VL)) <R (1 + 5) §.2722(P) HQP 277 (D)
e
< R(l-l—g) 8. 2'(D)|p|~3
n 16 1 1
< Z)s8- 5|D| "z
_R(1+2)8 75! PIA DI
ny 128 4
—R(1+§) prs|DI

O

Auch die durch Lemma 3.4.5 ermittelbare explizite Schranke (3.23) hat fiir kleine Dimen-
sionen des Gitters nur einen eingeschrinkten praktischen Nutzen. So fillt beispielsweise fiir
n = 3 der Wert der angegebenen Schranke fiir —1/4qo(vr,, —q(7r)) erst fir Determinanten
zwischen 10?2 und 102! unter das singulire Gewicht 1/2. Auch fiir n = 12 liegt diese Grenze
oberhalb von 10'8. Lediglich fiir groBe n ergibt sich eine brauchbare Schranke, da dann der
Vorfaktor R(1 4+ n/2) klein wird. Fiir solche n ist aber die Verwendung der Ergebnisse aus
Abschnitt 2 (Korollar 2.2.7) giinstiger. Immerhin erhalten wir im Gegensatz zu den dort
verwendeten Methoden die Daten eines konkreten, nicht als Hauptdivisor realisierbaren Di-
visors. Die Abschitzung (3.22) hingegen liefert bereits fiir relativ kleine Determinanten D
Werte unterhalb des singuldren Gewichts.



Kapitel 4

Konstruktion von Spitzenformen
mittels Symmetrisierung

In den vorangegangenen Kapiteln wurde bewiesen, dal unter milden zusétzlichen Vorausset-
zungen im Kontrollraum eines Gitters mit hinreichend grofler Determinante Spitzenformen
existieren. Bei kleinen Dimensionen kommen jedoch Gitter mit sehr groflen Determinanten
vor, iiber die mit diesen Methoden keine Aussage moglich ist. Wir wollen daher Spitzenformen
im Kontrollraum konkret konstruieren und ihre Existenz auf diesem Wege beweisen.

Ansatzpunkt ist die Beobachtung, dafl der Standardbasisvektor ¢y € C[L'/L] ein Eigen-
vektor unter der Operation der Gruppe ['o(N) via der Weildarstellung ist. Infolgedessen ist
fiir f € My(N,x) mit einem gewissen Charakter x die Funktion feo : H — C[L'/L] eine
Modulform aus dem Raum [['o(N), &, p;]. Diese kann man zu einer vollinvarianten Modul-
form symmetrisieren. Dabei kann die symmetrisierte Form allerdings zu Null werden. Eine
genauere Untersuchung des Symmetrisierungsoperators zeigt jedoch Injektivitdt auf einem
geeigneten Teilraum und damit die Existenz von Spitzenformen in den meisten Fillen.

Wir beschrinken uns im gesamten Kapitel auf Gitter, deren Stufe quadratfrei ist. Im
letzten Abschnitt wird der Spezialfall der Primzahldeterminante gesondert behandelt. Man
findet in diesem Fall einen Isomorphismus zwischen einem Raum gewisser vektorwertiger
Spitzenformen und geeigneten Unterrdumen von Si(N, x).

4.1 Elliptische Modulformen zu I'y(N)

Wir stellen einige Fakten iiber elliptische Modulformen auf der Heckegruppe 'y (V) zusammen.
Dabei verstehen wir wie iiblich unter I'y(/N) die Gruppe derjenigen Matrizen (Z f;) € Sly(Z),

die der Kongruenzbedingung ¢ =0 mod N geniigen. Sie hat in der vollen Modulgruppe den
Index

(4.1) [SIa(Z) : To(N)] = N [J(1 + 3)
pIN

Mit My (N, x) wollen wir den Raum der holomorphen Modulformen vom Gewicht k& zum
Charakter x und zur Gruppe I'g(N) bezeichnen, und mit S (N, x) den Unterraum der Spit-
zenformen darin. Wegen der avisierten Anwendungen legen wir besonderes Augenmerk auf
die Rdume mit quadratfreiem N sowie Charakter y der Form x((¢%)) = £(d) mit einem
quadratischen Dirichletcharakter £ modulo N.

7
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Fiir f, g € Sk(N, x) existiert das Integral

/ s kdzdy

und ist unabhingig von der Wahl eines Fundamentalbereiches .%. Dies definiert eine positiv
definite hermitesche Form, die wir das Peterssonsche Skalarprodukt nennen. Mit diesem
Skalarprodukt ist Sy (N, x) ein endlichdimensionaler Hilbertraum.

Im folgenden ist mit Orthogonalitit im Raum Si(N,x) stets Orthogonalitit beziiglich
dieses Skalarproduktes gemeint. Auch die Bildung adjungierter Operatoren wird beziiglich
des Peterssonschen Skalarproduktes durchgefiihrt.

Alle Bezeichungen dieses Abschnittes wurden in Anlehnung an die Monographie [Mi]
gewéihlt.

4.1.1 Frickeinvolutionen

4.1.1 Definition. Sei N = [[/_, p; quadratfrei. Fiir i = 1,...,r bezeichnen wir mit vy,
jeweils eine fest gewéihlte Matrix aus Sls(7Z), die den Bedingungen

0 -1 9
<1 0) mod pj

" (6 0)  mod v/

geniigt. Mit n,, bezeichnen wir das Produkt -y, (’3" ?) Ferner sel abkiirzend vy, . p, =
Vpiy - -+ Vpi, und ebenso np, .p., = 1p, ...7p;, geschrieben. Die g heiflen partielle Frickein-

volutionen, fiir ¢ = N auch einfach Frickeinvolution.

Die Produkte 7y, ---7p, hingen im allgemeinen von der Reihenfolge der Faktoren ab;

modulo N (sogar N2) stimmen die verschiedenen Produkte jedoch iiberein. Da es uns nur auf
die v, ...p;, mod N sowie np, .., mod N 2 ankommt, ist diese Schreibweise gerechtfertigt.

Piy Diy
Fiir ny kann stets die Matrix (y ') gewéhlt werden.

Die partiellen Frickeinvolutionen normalisieren die Gruppe I'o(N), und fiir quadratische
Charaktere stimmen die Werte x () und x(ngyn; ") fiir alle y € Io(N) iiberein. Definieren

wir wie iiblich den Peterssonschen Slashoperator fiir alle M € GI3 (R) durch die Vereinbarung
k. —
fleM(z) == det(M)=j(M,z) " f(Mz),

so induzieren die partiellen Frickeinvolutionen Automorphismen der Riume M (N, x) und
Sk(N,x). Das Quadrat der Frickeinvolution 7y induziert dabei die Multiplikation mit (—1)*.

4.1.2 Heckeoperatoren
Wir definieren fiir gegebenes N die Halbgruppen

Ap(N) := {(Z Z) € My(Z)|e=0 mod N, ggT(a,N) =1, ad—bc>0}

und

5(N) = {(Z Z) € My(Z)|¢=0 mod N, ggT(d,N) =1, ad — be > 0}
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und bezeichnen mit Z(N) bzw. Z*(N) die Heckealgebren Z(N) := Z(I'o(N), Ao(N)) bzw.
H*(N) = Z(Ty(N),A§(N)). Nach Ausdehnung des Charakters auf die genannten Halbgrup-
pen via x((24)) := x(a) sowie x*((¢}4)) := x(d) operieren die Heckealgebren %(N) und
#*(N) auf dem Modulformenraum Si(N,x) (und auf My (N, x)). Lineare Operatoren, die
auf diese Weise von Elementen der beiden Heckealgebren herkommen, nennen wir Hecke-
operatoren.

4.1.2 Definition. Zun € N definieren wir Elemente T'(n) bzw. T*(n) von Z(N) bzw. Z*(N)
durch

T(n) == > To(N)alo(N) und T*(n) := > To(N)aTlo(N).
Fo(N)(tixl;?(;V_)eﬂ(N) Fo(N)o(e{Fto((I\)f)_e@*(N)

4.1.3 Satz. Es gelten die folgenden Fakten:
1. Die Heckealgebren %(N) und %*(N) sind kommutativ.

2. Die Operatoren T'(n) und T*(n) sind jeweils zueinander adjungiert beziiglich des Pe-
terssonschen Skalarproduktes auf Si(N,x).

3. Der Raum Si(N,x) besitzt eine Basis aus simultanen Eigenformen zu den Operatoren
T (n) mit ggT(n,N) = 1.

4.1.4 Bemerkung. Definitionsgemé8 (cf. [Mi], Nr. 4.5.25 und 4.5.26) wirkt der Heckeope-
rator T'(n) auf eine Modulform f durch

FIT) () =t Y 3 @ ().

ad=n bh=0
d>0

Ist nun n ein Teiler von N, so spezialisiert sich dies zu

(FIT@)) (2) = ™! Zf ().

Sei f(z) = > aje(jz) die Fourierentwicklung einer Modulform f, so folgt in diesem Fall
insbesondere

(fIT(n Zan]e jz).

4.1.3 Alt- und Neuformen

Seien [ und M natiirliche Zahlen. Dann ist I'g(IM) eine Untergruppe der Gruppe I'g(M).
Modulformen aus Sy.(M, x) liegen deswegen auch in Sy.(IM, x) (genauer in S(IM, X|ronr))-
Es gibt aber mehr als nur eine Einbettung: Ist n ein beliebiger Teiler von [, so liegt die
Funktion z — f(nz) ebenfalls im Modulformenraum Si(IM, x).

Im Raum Sk (N, x) liegen also im allgemeinen auch solche Modulformen, die sich beziiglich
einer groflerer Gruppe I'g(M) fiir einen Teiler M von N transformieren. Dabei treten aber
nur solche Teiler M auf, fiir die sich der vorgegebene Charakter x auf die grofiere Gruppe
I'o(M) fortsetzen 1aBt. Dies ist genau dann der Fall, wenn der Fiihrer m, des Charakters die
kleinere Stufe M teilt. Wir kommen daher zu der folgenden
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4.1.5 Definition. Mit S} (N, x) sei der Raum bezeichnet, der als Vektorraum von der Menge

U U1 1) € Sk(M,x)}

my |M|N l|ﬁ
M#N M

erzeugt wird. Wir nennen ihn den Raum der Altformen. Sein orthogonales Komplement
SY(N,x) heiBt Neuformenraum. Die Elemente des Neuformenraumes heiflen Neuformen.

Die Modulform f(lz) hat offensichtlich nur solche Fourierkoeffizienten a, # 0, firr die n
ein Vielfaches von [ ist. Hiervon gilt in gewisser Weise auch die Umkehrung:

4.1.6 Satz. (cf. [Mi], Thm. 4.6.8) Sei | eine natiirliche Zahl und sei f(z) = > anq™ €
My, (N,x). Ferner sei m, der Fiihrer des Charakters x. Es sei a, = 0 fiir alle zum vor-
gegebenen [ teilerfremden n.

Dann folgt f =0, falls ggT (I, N/m,) = 1. Andernfalls gibt es zu jedem Primteiler p von
ggT(l,N/my) ein f, € My(N/p, x) mit

fy= > fulp2).

plggT(l,N/my)
Ist f eine Spitzenform, so kann man auch alle auftretenden f,, als Spitzenformen wéhlen.

Die Unterrdume SP (N, x) und S}.(N, x) sind invariant unter den Heckeoperatoren T'(n) fiir
zur Stufe N teilerfremde n, auBerdem auch unter den (partiellen) Frickeinvolutionen 7¢g. Beide
besitzen Basen, die aus simultanen Eigenformen zu allen T'(n) mit ggT(n, N) = 1 bestehen.
Ist f eine solche Eigenform aus dem Neuformenraum, so ist ihr erster Fourierkoeffizient a;
ungleich Null, man kann ihn also normieren.

4.1.7 Definition. Eine primitive Form ist eine Modulform f € SY(N, x), die die folgenden
FEigenschaften besitzt:

1. f ist eine Eigenform zu allen Heckeoperatoren T'(n) mit ggT(n,N) = 1.
2. Ist f(z) = >_.° | ane(nz) die Fourierentwicklung von f, so gilt a; = 1.

4.1.8 Satz. (cf. [Mi], Thm. 4.6.13) Der Neuformenraum S} (N, x) besitzt eine Basis aus primi-
tiven Formen. Diese sind simultane Eigenfunktionen der Heckealgebren Z(N) und Z*(N). Ist
f(z) =302, ane(nz) die Fourierentwicklung einer solchen Eigenform f, so gilt f|T'(n) = anf.

Alt- und Neuformenrdume sind also unter den vollen Heckealgebren invariant. Zum Ab-
schluf} des Unterabschnittes geben wir das Verhalten einer Neuform unter der Frickeinvolution
an.

4.1.9 Satz. (cf. [Mi], Thm. 4.6.15) Sei x ein quadratischer Charakter modulo N. Ist f(z) =
>0 Lane(nz) € SY(N,x) eine primitive Neuform, so auch f,(z) = Yo", aye(nz), und es
gilt

f|k77N = Cfp

fiir eine von f abhingige Konstante ¢ € C*.
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4.2 Der Symmetrisierungsoperator fiir quadratfreie Stufe

4.2.1 Die Idee der Symmetrisierung

4.2.1 Satz. (cf. [Od], Cor. Al,,, und Cor. Al ,,) Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n),
Determinante D und Stufe N. Dann ist der Standardbasisvektor ¢g € C[L'/L] ein Eigenvektor

von pr,(g) fiir jedes g = (M, ) mit M € I'o(N). Ist n gerade, so gilt p; (g)eo = x1.(g)eo mit

d

n+2

<<—1>72D falls d > 0,

o 9)-f G
¢ d (-1)"% ((‘1)_7;[’) falls d < 0.

Wir beschrinken uns von vornherein auf solche Gitter, deren Stufe quadratfrei ist. Nach
Korollar 1.1.34 ist dann die Dimension des Gitters gerade, und T'o(N) operiert auf ¢y durch
einen quadratischen Charakter. Ist F' ein Element des zum Gitter gehorigen Kontrollraumes,
so ist die ¢p-Komponentenfunktion Fy im Raum Mz (N,x1) = Mz (N, x1) enthalten.

Ist umgekehrt f € MH_%(N, XL), so auch f|1+%77N, und die Vorschrift

flisznne : H— CIL'/L]
z = fliyznn(2)eo

definiert eine vektorwertige Modulform auf der Gruppe I'g(N), die man durch Summation
iiber ein Reprisentantensystem der Nebenklassen von I'g(N)\SI2(Z) vollinvariant und somit
zu einem Element des Kontrollraumes machen kann. Die Verwendung von f |1+%7]N anstelle
von f ist eigentlich unerheblich, sorgt aber fiir eingéingigere Formeln.

4.2.2 Definition. Seien L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) und xr der quadratische
Charakter im Sinne von Satz 4.2.1. Sei ferner f € MH%(N, Xxr). Dann nennen wir die
Modulform

*

Fle= S fhagiGe) a0 (e)

MEeTo(N)\SI2(Z) 142

die Symmetrisierung von f. Die lineare Abbildung f — F7 heifit zu L gehériger Symme-
trisierungsoperator.
4.2.2 Repriasentantensysteme

4.2.3 Satz. Sei N = [[;_, p; quadratfrei, und seien ~, die zu den Teilern q von N gehérigen
Matrizen aus Definition 4.1.1. Seien ferner a; ganze Zahlen, die den Kongruenzen

_J 0 mod p?
YTV mod (N/py)?

geniigen. Dann ist ein Représentantensystem fiir die Nebenklassen I'g(N)\Sl2(Z) durch die
Matrizen

ipePig Ap; .pi, S - )
Ry = Vpigepig LU Apy i H aj,
JE{i1,eit }

gegeben, wobei p;, . ..p;, alle Teiler von N und s die Menge {0,1,..., H§':1 pi; — 1} durchlguft.
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. . . i1 -Di . .
Beweis: Die Matrizen Ry """ erfiillen die Kongruenzen

0 -1
(1 S > mod (p’il . -pit)Q

<(1) [1)> mod (piﬂmtf

Da zwei Matrizen (¢ }) und (2 5) € Sl3(Z) genau dann kongruent modulo I'g(N) sind,
wenn ¢d —yd =0 mod N gilt, repriisentieren die angegebenen Matrizen paarweise verschie-
dene Nebenklassen. Aus Anzahlgriinden (cf. (4.1)) miissen sie dann bereits ein vollstandiges

Reprisentantensystem bilden. O

(4.2) )

Bemerkung: Wéhlt man verschiedene v, und a;, die den jeweiligen Bedingungen gentigen,
so sind die daraus entstehenden R:'* """ modulo T'(N?) C T'y(N) fiquivalent, représentieren
also die gleiche Nebenklasse. In diesem Sinne sind die 7, und die RY1Pit wohldefiniert.

Auf die Tatsache, daf§ die Kongruenzen (4.2) modulo der Quadrate ¢ und (N/q)? erfiillt
sind, kommt es nicht an; auch Matrizen, die diese nur modulo ¢ und N/q realisieren, sind
Reprisentanten. Es ist jedoch vorteilhaft, die angegebenen Reprisentanten zu wihlen, da man
das Verhalten von elliptischen Modulformen unter den partiellen Frickeinvolutionen kennt.

4.2.3 Struktur der Diskriminantengruppe

Sei L ein gerades Gitter mit quadratfreier Stufe N. Die Ordnung |L'/L| = |det(L)| der Dis-
kriminantengruppe L'/L ist dann nach Lemma 1.1.16 ein Teiler von N*°. In der Zerlegung
dieser Gruppe geméifl dem Hauptsatz {iber endliche abelsche Gruppen treten daher als Sum-
manden genau solche zyklische Gruppen Z/p{" mit in der Stufe aufgehenden Primzahlen p;
auf. Da die quadratfreie Stufe die Diskriminantengruppe annulliert, kann aber als Exponent
in dieser Zerlegung nur «; = 1 auftreten. Wir erhalten somit eine genaue Aufschliisselung der
Struktur von L'/L.

4.2.4 Satz. Sei L ein gerades Gitter mit quadratfreier Stufe N = [[;_, p;. Dann ist die
Diskriminantengruppe L'/ L eine direkte Summe eindeutig bestimmter ¥, - Vektorrdume L),
Es gilt die Identitit dim]ppi(L(pi)) = v, (D). Die Elemente von L)) sind gerade die N/p;-
fachen in L'/ L.

4.2.5 Korollar. Ist v = v, + -+, € L'/L = LP) @ ... @ L) die Zerlegung eines
Gruppenelementes y in seine Komponenten, so gelten die Kongruenzen

—NQ(’Y) = _NQ(fYIh') mod bi, (S {17"'7T}'

4.2.6 Korollar. Fiiry € L'/L folgt aus ggT(—Ngq(vy), N) = 1 bereits, daff keine der Kompo-
nenten vy, in den Untergruppen L®) trivial ist.

4.2.4 Wirkung partieller Frickeinvolutionen auf dem Gruppenring

Wir untersuchen die Wirkung der transponierten Darstellungsmatrizen von 7, ..., auf dem
Gruppenring. Dabei ist fiir den Symmetrisierungsoperator einzig die Wirkung auf den Ba-
sisvektor ¢y von Bedeutung. In ihr spiegelt sich die Struktur der Diskriminantengruppe als
direkte Summe der Untergruppen L) wieder.

Da die Weildarstellung iiber die Gruppe Sls2(Z/NZ) faktorisiert, ist PL(’Ypil---pit)t un-

abhingig von der Auswahl der Matrix Vpiy iy -
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4.2.7 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) mit quadratfreier Stufe N = []._, pi.
Sei p;, - - p;, ein Teiler von N. Dann gilt

t, _
pL(FYpil"'Pit) €0 = Pp;, iy Z €y
nyL(pil)EB---EBL(pit)
mit pp, ..p, € C*.

Beweis: Sei v € LPi1) @ ... @ LPi) und sei

_fa b
’Ypll...plt - C d *

Dann ist ¢ zum Produkt p;, - ... - p;, teilerfremd. Somit ist die natiirliche Multiplikation mit
¢ ein Automorphismus der Untergruppe LPi1) @ ... @ L), Wir kénnen daher ein 7 mit
v = ¢y wihlen. Man beachte, dal aufgrund der Definition die Produkte ac und cd von N
geteilt werden. Nach der expliziten Formel (cf. Satz 1.2.10) folgt dann

\/;(n72)sgn(c)

T it = Z
\/H " \% |D| reL/cL

\/;(n72)sgn(c)

=T 2fn Z
\/H " \% |D|r€L/cL

Somit ist ap unabhéngig von der Wahl von v € LPi) @ ... @ L), Wir betrachten nun den
Ausdruck

ST Jaosf = 3 ICITlnlDI > e(%q(r)) > e(—%q(8)>

,yeL(pil)@__.@L(mt) fyeL(pil)ea---eaL(pit) reL/cL s€L/cL

O O L S (2 s - s) o+ gl — )

|e[>*"|D|
r,s€L/cL

:|L(pi1)@ - @ LPit)| Z Z ( (s,m) + g(m ))>

|e[>*"|D|
méeL/cL seL/cL

a

e (Za(r) = (3,7) + eda (%))

(e’yvpL(fYPil---Pit)teU> =00y =

o2

Fiir festes m € L ist die Abbildung s +— e(%(s,m)) ein Charakter der endlichen Gruppe
L/cL. Dieser ist genau dann der triviale Charakter, falls ¢ | a(s,m) fiir alle s € L, was wegen
ggT(a,c) = 1 zu m € L NcL' dquivalent ist. In diesem Falle ist auch %¢(m) ganz, denn es
gilt m = ¢ fiir ein 6 € L' und somit 2g(m) = acq(d) € Z. Damit konnen wir die Gleichung
fortsetzen durch

|L(Pi1)®...@ plt| |L/cL|-|(LNeL')/cL|

|c[>t"| D]
|L(Pi1) ®d---DL i) | |L Pj1) ...@L(pjr—t)|
D
=1
wegen des Isomorphismus (L N eL')/cL = {y € LI'/L|¢y € L} = L®i) & - - & LPir—) wobei
{j1,...,jr—t} das Komplement der Indexmenge {i1,...,4;} sei. Damit sind die in die Summe

eingehenden Eintriige jedenfalls nichttrivial. Da die Darstellungsmatrix pr(,)! aber unitér
ist, miissen alle iibrigen Eintrige verschwinden. O
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4.2.5 Wirkung der Symmetrisierung auf Fourierreihen

Nach Konstruktion iiberfithrt der Symmetrisierungsoperator Spitzenformen in Spitzenformen.
Wir haben also eine Konstruktion vorliegen, die prinzipiell die gesuchten Objekte liefert. Im
allgemeinen kann jedoch bei der Summation die Null entstehen. Um zu entscheiden, wann dies
geschieht, wollen wir eine explizitere Darstellung des Symmetrisierungsoperators angeben.

4.2.8 Theorem. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) mit der quadratfreien Stufe
N =T1;_, pi- Sei f € My(N,xz) mit k=14 %. Fiir jeden Teiler Q = p;, --- p;, von N sei

flknvno(z) =Y afe(nz2)
n=0

die Fourierentwicklung von f|ynnng. Ferner sei pg die Konstante aus Satz 4.2.7. Fiir v =
Nn+-+y € U/L =L .. .6 L0 sei Ay := [[,_opi- Dabei sei Ay := 1 und
11 := 1 := FEs vereinbart.

Dann hat die zu vy gehérige Komponentenfunktion der Symmetrisierung F/ die Gestalt

(4.3) Flz)= Y Q" 2pg Y. aZe(32)

A4IQIN n=-Qq(7) mod Q

1-k Ay P n
S S Pt |een)

n=—A~q(y) mod Ay p|%

ME

(4.4) = A

Insbesondere gilt fiir v mit zur Stufe teilerfremder Norm Nq(vy) (cf. Korollar 4.2.6) stets

_k
(4.5) Fl(z) =N'"2py > alNe(zz).
n=—Ngq(y) mod N

Beweis: Wir setzen zunichst die ausgewihlten Reprisentanten in die Definition der Symme-
trisierung von f ein und erhalten mit der Notation aus Satz 4.2.3

Q-1 "
Fl(z) = Z Z flenneo| RS (2)
k

QIN s=0

Q-1 _
= 5 (Flmrer Mm@ ) (2); (vgrTomier ) e,
Q|N s=0

Da die Weildarstellung unitéir ist, ergibt dies unter Benutzung der Gleichung p} (M)~ =
pr(M)! und durch Einsetzen der Definitionen

Q! z+ ([L¢ip10r @) , a1\
— Z Z Q_§f|anT/Q {].p]J(Q} J oL (T(H{]:pj’(Q} J) ) pr (,yQ)t e
Q|N s=0 Q

! + (T4 p 1oy @ ai)s
— Z Z Q_§f|k77N77Q <Z (H{Jéjm} aj)s) PL (T(H{f’f’ﬁ"?} ) )tPQ Z ey

Q|N s=0 v mit Ay|Q
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Wir betrachten nun eine feste Komponentenfunktion F{ . Zu dieser liefern dann offenbar
in der ersten Summe nur diejenigen Teiler von N, die iiber A, liegen, einen Beitrag. Somit
folgt unter Beachtung der Kongruenz [] (ipitQ) % = 1 mod @ und unter Ausnutzung der
iiblichen Charakterrelationen

2+ ([Tii0101 )8 (T s
Z Q" ZPQ Zf|k77N7]Q < Hjepsia) 9 ) 210y a1)3a(7)

A4|QIN ©
Q-1 Tl ;10 ]>s(n+qu))
_k
>, @ wQZZ aije(37)
A4|QIN n=0 s=
o Q-1
9 n+Qq('¥)

= 2 Qe @™ A ale(y2)
Ay1QIN n=0 s=0

A o.¢]
> Qe ) aRe(y?)
Ay1QIN 0

n=—Qg(y) mod Q

und somit die Behauptung (4.3). Durch Umsortieren ergibt sich hieraus die Darstellung (4.4).
O

Bemerkung: Die Komponentenfunktion Fof besitzt offenbar die alternative Darstellung

(4.6) Ff() =3 Q' paflk(nvioT(Q)) (2).
QIN

Diese entsteht, indem die Summation -, — 51} mod @ a¥ e(5z) durch Heckeoperatoren T'(Q)
ausgedriickt wird, was fiir v = 0 moglich ist. Aus der angegebenen Operatordarstellung folgt
insbesondere, dafl mit f auch die Komponentenfunktion F({ im Neuformenraum liegt.
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4.3 Abbildungseigenschaften des Symmetrisierungsoperators

4.3.1 Geometrie iiber dem endlichen Koérper F,

Ist N die Stufe eines geraden Gitters, so definiert —N¢q eine quadratische Form auf der Dis-
kriminantengruppe mit Werten in Z/N7Z. Gemifl Korollar 4.2.5 zerfillt L'/ L fiir quadratfreie
Stufe in eine Summe von F,,-Vektorriumen LP?). Jeder dieser Vektorriume trigt eine qua-
dratische Form — N 9105 deren Werte man in natiirlicher Weise im Grundkérper IF),, lesen
kann. Wegen der Bedingungen —Ng(y) = —Nq‘L(pi)(fy) = —Ngq(y;) mod p; ist das Abbil-
dungsverhalten der Diskriminantenform —Ng durch die Geometrie der quadratischen Radume
(LP) —N q|; ), die sich mit wenigen Parametern beschreiben 14t, bestimmt.

Seien zunéchst p eine ungerade Primzahl, V' ein endlichdimensionaler IF,-Vektorraum und
q eine quadratische Form darauf. Nach Definition ist dann (z,v) := q(z + v) — q(z) — q(y)
eine Bilinearform auf V. Analog zu Definition 1.1.1 nennen wir ¢ nicht ausgeartet, falls es zu
jedem x € V, x # 0 ein y mit (x,y) # 0 gibt. Alle im folgenden auftretenden quadratischen
Formen seien nicht ausgeartet.

Wir betrachten einen eindimensionalen Raum V' = Fpv. Dann hat ¢ die Gestalt ¢(zv) =
az?. Das Bild von ¢ besteht also entweder aus allen Quadraten oder aus allen Nichtquadraten
und der Null. In beiden Fillen wird die Null nur trivial dargestellt, wogegen jeder andere
Wert im Bild genau zweimal dargestellt wird. Da p ungerade ist, sind diese Fille wesentlich
voneinander verschieden. Ist g € I, kein Quadrat, so kénnen wir nach Wahl einer geeigneten
Basis ¢ in die Form g(zv) = z? oder g(zv) = gz? bringen. Im ersten Fall wollen wir der
quadratischen Form das Vorzeichen € = 41 zuordnen, im zweiten das Vorzeichen ¢ = —1.

Die Dimension des F,-Vektorraums V sei nun 2. Auch hier gibt es zwei verschiedene
Normalformen der quadratischen Form: Nach Wahl einer geeigneten Basis ist (1) g(zv+yw) =
zy oder (2) g(zv + yw) = 2% — gy?, g kein Quadrat. Im hyperbolischen Fall (1) gibt es 2p — 1
isotrope Vektoren, und jeder Wert aus ;) wird genau (p — 1)-mal dargestellt. ITm anisotropen
Fall (2) gibt es nur die triviale Darstellung der Null, und jeder andere Wert besitzt genau
p + 1 Darstellungen.

Ist die Dimension gréfler als 2, so ist V' stets isotrop. Man kann daher hyperbolische
Ebenen abspalten und sich so auf die skizzierten Fille zuriickziehen. Wir fassen diese Uber-
legungen wie folgt zusammen:

4.3.1 Satz. (cf. [Ar], S. 143ff) Sei p eine ungerade Primzahl, und sei V ein IF)-Vektorraum
der Dimension n mit einer nicht ausgearteten quadratischen Form ¢ darauf.

1. Ist n = 1, so stellt die quadratische Form entweder alle Quadrate in IF, oder alle Nicht-
quadrate und die Null dar, und zwar genau zweimal mit Ausnahme der Null, die nur
die triviale Darstellung besitzt.

2. Ist n gerade, so stellt die quadratische Form jedes Element von I, dar, und zwar mit
Ausnahme der Null mit gleicher Darstellungsanzahl.

3. Ist n > 3 ungerade, so stellt q jedes Element von IF, dar, jedoch Quadrate und Nicht-
quadrate in unterschiedlicher Anzahl.

Ist p = 2, so stellt jede nicht ausgeartete quadratische Form aufV jedes Element von IFy dar,
und aus trivialen Griinden mit Ausnahme der Null gleich oft.
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4.3.2 Injektivitat

Wir wollen die eben angefiihrten Tatsachen iiber das Abbildungsverhalten quadratischer For-
men iiber den endlichen Kérpern I, nutzen, um den Symmetrisierungsoperator zunéchst auf
Injektivitdt zu untersuchen. Zu diesem Zweck betrachten wir die in Theorem 4.2.8 angege-
bene Darstellung (4.4) der Symmetrisierung einer elliptischen Modulform f € Si(N, x). Es
geniigt nachzuweisen, dafl mindestens ein Fourierkoeffizient einer Komponentenfunktion von
F/ ungleich Null ist.

Besitzt der Quotient N/A, mehrere Teiler, so sind die Fourierkoeffizienten aus (4.4) durch
Summen der Form

n 1—k _k AP
‘ <7’ A_> =A4y7 Y P'Tipapap;
y

P|%

gegeben, in die die zunéchst nur dem Betrage nach bekannten Zahlen p4, p eingehen. Ist die

Ausgangsform f keine primitive Neuform, so weil man wenig iiber die Koeffizienten aﬁ;’LP der
Transformierten f|nyng. Es liegt daher auf der Hand, zunéchst die Komponentenfunktionen
zu solchen Elementen 7 der Diskriminantengruppe zu betrachten, deren Zerlegung in Kom-
ponenten aus den [, -Vektorrdumen L) keinen trivialen Bestandteil hat. In diesem Falle
stimmt die v zugeordnete Zahl A, mit der Stufe N iiberein, und die Komponentenfunktion hat
die Darstellung (4.5). Die Betrachtungen aus dem vorangegangenen Abschnitt liefern dann
in Verallgemeinerung unseres Vorgehens in der Arbeit [Br-Bu] die gewiinschten Ergebnisse.
Wir beginnen mit den notwendigen Definitionen.

4.3.2 Definition. Sei x ein Dirichletcharakter modulo N = p; -...-p, mit paarweise verschie-
denen p;, und sei i € {1,...,r}. Zu jedem ganzen n wahlen wir ein m, das den Bedingungen
m=d " mod p;
11 mod N/p;

geniigt, und setzen

_ J x(m) falls ggT(n,p;) =1,
Xpi(n) = { 0 sonst.

Dann ist x,, ein Dirichletcharakter modulo p;, und es gilt x = [[;_; Xp;- Wir nennen die x,,
die Komponentenzerlegung von x.

4.3.3 Definition. Sei N = p; - ... p, quadratfrei, wobei vereinbarungsgemifi p; < ... < p,
gelte. Zui =1,...,r seien ¢; € {—1,0,+1} vorgegeben. Sei xi, = Hp\NXL,p die Zerlegung
des Charakters x, in seine p-Anteile. Dann nennen wir den Raum

Sp (N, xr) :={f=2ane(nz) € SY(N,x1)|a,=0 falls 3i : ; # 0 und XL,pi(n)z_Ei}
den €1 ...e~-Raum. Statt +1 und —1 schreiben wir auch kurz + und —.

Die €; ... e.-Réume verallgemeinern die klassischen 4- und —R&ume im Falle der Prim-
zahlstufe N = p, wie sie beispielsweise in [He| definiert sind und auch in [Br-Bu] aufgenommen
werden. Ist N = 2N’ so ist der Raum S,;U"'U(2N’,XL) leer, da der triviale Charakter der
einzige Charakter modulo 2 ist.
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Im Falle r = 1 und ¢; = 0 ist SY(N, x) genau der Raum der Neuformen; die zwei moglichen
Interpretationen des Symboles Sg(N ,x) fallen dann zusammen. Es sei aber auf den Unter-
schied zwischen den Bedeutungen der Symbole S,jl(N, X) = SZ(N, x) und S}(N,x) hinge-
wiesen!

4.3.4 Satz. Seien N = p; - ... - p, quadratfrei und x ein quadratischer Dirichletcharakter
modulo N. Dann gilt

S\ = D ST
(€1yemner)E{—1,+1}"

Beweis: Offenbar gilt

r

S;;l...er (N, X) — m SEEZO(N, X)

i=1
Daher geniigt es zu zeigen, daf} fiir jedes ¢ stets
(47) SPN, x) = SE 0 (N, x) @ SN, x)

gilt. Sei zunichst f aus dem Durchschnitt S,S"'J“'O(N, x) N S,g"'*"'o(N, Xx). Dann folgt aus
Satz 4.1.6 bereits f = 0, die Summe ist also direkt. Sei nun f = 3" a,e(nz) € SY(N,x) eine
primitive Neuform im Sinne von Definition 4.1.7. Dann gibt es nach [Mi], Theorem 4.6.16 eine
Konstante ¢,;, € C* und eine primitive Neuform gy, mit f|n,, = ¢p,gp;- Ist gp, = > bpe(nz)
die Fourierentwicklung dieser Neuform, so berechnen sich die Fourierkoeffizienten b,, mit nicht
durch p; teilbarem n zu b, = xp,(n)ay. Es folgt

);
)

und daher f € S,S"'+"'O(N, X) + Sg"'_"'O(N, x). Da der Neuformenraum Sp(N,x) eine Basis
aus primitiven Neuformen besitzt (cf. Satz 4.1.8), ist damit die Behauptung gezeigt. O

f +C;ilf|npi € 52+O(N,

X
f=cy flnp, € Sy N, x

4.3.5 Definition. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) mit der quadratfreien Stufe
N=pi-...-pp. Seik=1+7%5. Jedemi € {1,...,r} werde wie folgt ein ¢; € {—1,0,+1}
zugeordnet:

0 falls dimp,, L®) > 2 oder p; = 2,
+1 falls p; # 2,dimp, L) =1 und die Form ~Ng w0 die
€ = Quadrate modulo p; darstellt,
—1 falls p; # 2,dimp,, L") =1 und die Form —Nq|L(pi) die
Nichtquadrate modulo p; darstellt.

Dann werde mit ®;, die Einschrinkung des Symmetrisierungsoperators f — F{ auf
den Raum S;'“" (N, x,) bezeichnet.

4.3.6 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) mit quadratfreier Stufe N = py-...-p,.
Dann ist der Symmetrisierungsoperator ®p, aus Definition 4.3.5 injektiv.
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Beweis: Sei f = Y aye(nz) € S;'(N,xr) mit F/ = 0. Dann verschwinden insbeson-
dere alle Komponentenfunktionen F,f . Wegen der Darstellung (4.5) verschwinden daher alle

Fourierkoeffizienten al von f|n% = (=1)*f, die zur Stufe N teilerfremd sind und von der

quadratischen Form —Ng dargestellt werden. Nach Definition des Raumes S;' " (N, x1,) ver-
schwinden aber auch alle a)) = (—1)¥a,, die zur Stufe teilerfremd sind und nicht im Bild
von —Ngq liegen. Daher wird f = > a,e(nz) nur von solchen Fourierkoeffizienten getragen,
die mit der Stufe N gemeinsame nichttriviale Teiler haben. Nach Satz 4.1.6 liegt f daher im
Durchschnitt

f €S (N,xz) N Sp(N, x1) = {0}.

0

4.3.7 Korollar. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) mit quadratfreier Stufe N und
Determinante D. Wenn fiir jede ungerade in der Stufe aufgehende Primzahl p die Vielfachheit
vp(D) stets grofier oder gleich zwei ist, so ist der Symmetrisierungsoperator ® 1, auf dem vollen
Neuformenraum S (N, x1,) injektiv, denn es gilt dann e; = ... = ¢, = 0.

4.3.3 Das Bild des Symmetrisierungsoperators

Wir wollen nun den Symmetrisierungsoperator, genauer gesagt seine Einschrinkung ®; auf
den Raum S (N, xr1,) gemif Definition 4.3.5, auf Surjektivitét untersuchen und sein Bild
beschreiben. Wegen der Darstellung (4.6) ist die zu ¢ gehorige Komponente der Symmetri-
sierung einer Neuform stets wiederum eine Neuform. Dies motiviert die erste der folgenden
Definitionen.

4.3.8 Definition. Zu einem Gitter L der Stufe N sei

P = {F=(F7)7€YL|F0€S,8(N,XL)}

der Unterraum derjenigen Spitzenformen im Kontrollraum, deren ¢g-Komponenten Neuformen
sind, und

= {FZ (ny)fy GYL|F0 20}
der Raum derjenigen Spitzenformen, deren ¢g-Komponenten sogar verschwinden.

4.3.9 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) mit quadratfreier Stufe N = py-...-p,.
Sei k = 14 %. Jedem Primfaktor p; sei ein ¢; € {—1,0,+1} wie in Definition 4.3.5 zuge-
ordnet. Ferner gelte fiir jeden ungeraden der Primfaktoren p; entweder dimp,, L®) =1, oder
dimp,, L®) ist gerade. Dann folgt

P = o, @ Bild(®r).

Beweis: Wegen (4.6) gilt die Relation ®,(S;!"" (N, xz)) C .#p. Wir betrachten die Abbil-
dung

Uy o S = SO (N, )
F — Folpnn.
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Offenbar ist nach Definition f|ynn(z) = N¥/2f[,S(Nz) fiir jede Funktion f. Mithin folgt
wegen des Transformationsverhaltens der vektorwertigen Modulform F' unter der Stiirzung S
die Gleichung

Folinn(z) = N§F0|kS(Nz)
(4.8) =
\/|L'/L %-LZ/L
_ /_L//L_ > > “(%%)e(nz) € S (N, xL),

I/ /I, n=—Ng(y) mod N
7€ / n>0

wobei

(4.9) F(z) = Z Z a(y,n)e(nz) | e,

’ cZ—
yeEL'/L \ n n>g(7)

die Fourierentwicklung von F € .# sei. Somit ist ¥, wohldefiniert.

Sei nun F = F/ die Symmetrisierung einer Neuform f = 3 ane(nz) € S (N, xr).
Wegen der Voraussetzungen an die Dimensionen dimp,, L) = v, (det(L)) stellen alle auf-
tretenden quadratischen Formen —Ng|; ;) die nichttrivialen Elemente des korrespondieren-
den Grundkorpers IF,, nach Satz 4.3.1 gleich oft dar. Somit werden nach Lemma 4.2.5 alle
zur Stufe N teilerfremden Zahlen m gleich oft von —N¢q modulo N dargestellt. Sei v diese
Darstellungsanzahl. Jedes v mit ggT(—Ng(y),N) = 1 erfiillt A, = N gemif Korollar 4.2.6.
Damit finden wir

2—n
g Vi _k
F({|k77N(Z) =N-> m Z Nl 2PN Z aﬁre(nz)
| / | yeL!/L n=—Ngq(y) mod N
Ay=N
1—k _k Ay P
i S EED SEN D oF e Wiy e
yeL!/L n=—=Ng(y) mod N \ p|- L
Ay<N Ay

\/7—:2771
=(— kl/i ane\nz e(nz
=(-1) T'/MN”N Z ne(nz) + Z bne(nz)

ggT(n,N)=1 ggT(n,N)>1

mit gewissen Koeffizienten b,. Wegen vy = S mod I'(N) 148t sich die Konstante py be-

n—2
stimmen zu py = f\ZL’W Da nun f eine Neuform ist, kénnen wir die Gleichung nach Satz

4.1.6 fortsetzen mit

=(—1>’“u|ijL|f<z>.

Die Hintereinanderausfithrung ¥y, o ®r, : S;' (N, xr,) — S (N, x1.) ist also lediglich die
Multiplikation mit einem Skalar aus C* und mithin ein Isomorphismus. Da aber auch die
Frickeinvolution Fy — Fy|gny ein Isomorphismus ist, kommt jede mogliche ¢p-Komponente
im Bild von ®;, vor. Es folgt

A = oy, + Bild(®r).
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Sei nun F' = ®(f) die Symmetrisierung einer Neuform f € S;'“" (N, xr,) mit verschwinden-
der ¢p-Komponente Fy. Dann verschwindet auch f = C' - Fyolgny (C € C*) und mithin die
Symmetrisierung ®7,(f) = F. Die Summe ist also direkt. O

Die Frage nach der Surjektivitit des Operators @7, ist also mit der Bestimmung des Raumes
&7, dquivalent. Dieser ist im allgemeinen nicht Null; Beispiel 1.2.16 besitzt ein nichttriviales
Element in .27, allerdings fiir nicht quadratfreie Stufe. Die Bauart dieses Beispiels ist aber
allgemeiner Natur. Wir geben eine zweite Beschreibung, die es erlaubt, in manchen Féllen
das Bild von @, zu bestimmen. Wir erhalten dann unser Resultat aus der Arbeit [Br-Bu] (cf.
Thm. 5) zuriick.

Die Modulgruppe O (L) eines Gitters L operiert auf L sowie auf L’ und somit auch auf der
Diskriminantengruppe L'/L durch Gruppenhomomorphismen. Dies induziert eine Operation
durch lineare Automorphismen auf dem Gruppenring: Seien g € O (L) und e, einer der
Basisvektoren, so setze ¢f := ¢y(,). Fiir Abbildungen f = Yovern fyey 1 H— C[L'/ L] setze

= Z fregn) = Z fo-1(m ey

YyeL'/L YeL'/L

Da die Operation der metaplektischen Gruppe Mpy(Z) via der Weildarstellung mit dieser
Operation der Modulgruppe auf Abbildungen H — C[L'/L] (von links) vertauscht, wie man
unmittelbar an der Definition (Satz 1.2.6) sieht, fiihrt letztere Modulformen zu pj in ebensol-
che iiber. Wir haben also eine Operation der Gruppe O" (L) auf dem Kontrollraum .#7, und
ebenso auf dem Unterraum .#7, der darin enthaltenen Spitzenformen.

Da die zu ¢y gehérende Komponente in sich iiberfiihrt wird, sind die Riume .#? und 47,
invariant. Die Menge der invarianten Elemente in .Y bezeichnen wir mit (.#} )0 (L), Da die
Operation der Modulgruppe auf L'/ L die Zerlegung in die F),,-Vektorraume L) respektiert,
gelten Ay = A, und —Ng(g(y)) = —Ng(y) mod N fiir alle y € L'/L und g € OF(L).
Somit folgt aus (4.4) unmittelbar

Bild(®;) C (.#2)°" (),

4.3.10 Lemma. Zuséitzlich zu den Voraussetzungen von Satz 4.3.9 operiere die Gruppe
O (L) transitiv auf der Menge der Vektoren vy € L'/L gleicher Norm modulo N. Dann
folgt

Bild(®y) = (.#2)°" (D),

Beweis: Wegen Bild(®7) ¢ (#2)° (") und Bild(®;) & o, = .#? geniigt es, in dieser
Situation die Relation .77, N (YB)O+(L) = {0} nachzuweisen. Sei also f =} f,e, aus diesem
Schnitt. Nach Voraussetzung sind die Komponenten f, und f5 gleich, falls —Ng¢(y) = —Ng¢q(0)
mod N. Aus der Umsetzungsgleichung (4.8) folgt dann die Behauptung f = 0. O

4.3.11 Lemma. Sei p eine Primzahl und L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) der Deter-
minante p. Dann operiert OV (L) transitiv auf den Vektoren (modulo der Stufe p) gleicher
Léinge in L' /L. Der Invariantenraum (YB)O+(L) stimmt mit dem Raum der Spitzenformen
1, iiberein. Insbesondere gilt <71, = {0}.

Beweis: Es gilt L'/L = TF,. Fiir p = 2 ist die Aussage trivial. Ansonsten sind die Vektoren
~v und —y die einzigen mit der Norm pg(y) mod p und werden durch die Abbildung v +— —v
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vertauscht. Diese wird durch die Multiplikation mit —1, die in O" (L) enthalten ist, da die
Dimension gerade sein muf}, induziert.

Gleichzeitig entspricht diese Abbildung der Wirkung des Elementes Z € Mpy(Z) auf dem
Gruppenring. Wegen der fiir alle Modulformen zum Dual der Weildarstellung giiltigen Bezie-
hung f, = f_, sind alle Modulformen invariant. Ferner ist x7 der nichttriviale quadratische
Charakter modulo p, jede Modulform in Si(p, x1,) ist daher bereits Neuform. O

4.3.12 Korollar. (cf. [Br-Bu], Thm. 5) Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) mit
Primzahldeterminante und -stufe |det(L)] = N = p. Ihm sei wie in Definition 4.3.5 ein
Vorzeichen e zugeordnet. Dann ist

Y Sf+g(PaXp) — L
ein Isomorphismus.

4.3.13 Bemerkung. Im Primzahlfall kann man die Wahl des Vorzeichens ¢ mit Hilfe von
Satz 1.1.39 ganz explizit angeben. Fiir p = 2 ist ¢ = 0, ansonsten bestimmt sich ¢ durch p
mod 8 und n mod 8 wie in der Tabelle angegeben:

8) | 1

/

2 +
4 /
6 —

Gitter mit Daten, deren Position mit | gekennzeichnet ist, existieren nicht.

w
EN

~ + — |
|~ + || o
~ + — |

Beweis: Sei p eine ungerade Primzahl und sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,7n) mit
Determinante p. Dann ist M := L'(p), also das duale Gitter mit der reskalierten quadratischen
Form pq, wiederum ein gerades Gitter der Signatur (2,7), allerdings mit Determinante p™*!.
Hierauf wollen wir Satz 1.1.39 anwenden und bestimmen daher die Gréen ng, k), und ¢, von
M. Da sowohl Stufe als auch Determinante ungerade sind, besteht die 2-adische Zerlegung
nur aus 2 x 2-Blocken mit ungeraden Vorfaktoren. Es treten also nur die Terme t90 = 0, ko =0
und ng = n + 2 auf. Fiir alle ungeraden Primzahlen g # p ist no =n + 2 und k; = 0, alle
anderen n, verschwinden. Daher liefern diese Primzahlen keinen Beitrag in der Gleichung
aus dem genannten Satz.

Es bleiben die zu p gehorigen Daten n

an die Diskriminantengruppe gilt

pi und k; zu bestimmen. Wegen der Bedingungen

M ~p Lyo ® Ly(p)

det L_; .
mit ny =1, np =n+1 und ny, =0 fir alle ¢ > 2. Sind ¢ = (%), so gilt ege; = (%),
wobei det(L) = p®a mit p { a sei. Ferner ist k, = 1 dquivalent zu ¢; = —1 und somit durch
das Vorzeichen €y = € bestimmt. Wir erhalten die Beziehung

40 1=(2—-pn—p—1 mod 8

mit dem Kroneckersymbol 6, .. Bezieht man noch den Faktor —3, der aus der Darstellung
—pq(z) = —%xtAx herriihrt und der das Abbildungsverhalten im Falle p=>5oder 7 mod 8
umkehrt, mit ein, so erhalten wir obige Tabelle. [l
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Der Unterschied zur in [Br-Bu] angegebenen Tabelle rithrt von der Verwendung des Git-
ters L(—1) anstelle von L her. Alternativ 1afit sich diese Tafel auch iiber Milgrams Formel
herleiten. Ist p eine ungerade Primzahl, so hat das Gitter H ® H & A, ;(—1) (mit A, aus
Beispiel 1.1.18 Nr. 3) Determinante und Stufe p, liefert also ein Gitter, das den Bedingun-
gen von Korollar 4.3.12 geniigt. Fiir solche Gitter wird {ibrigens der komplementire Raum
S™¢(p, xp) vom Symmetrisierungsoperator annulliert. Denn die Komponentenfunktionen F{
fiir v # 0 verschwinden nach Definition von S™(p, xp), woraus mittels der Umsetzungsglei-
chung (4.8) und einem Neuformenargument auch F, =0 folgt. Fiir Gitter mit allgemeinen
quadratfreien Stufen bleiben aber weitere Komponentenfunktionen zu bestimmen, fiir die wir
lediglich lineare Relationen erhalten.

Aus der Darstellung der ¢p-Komponente geméf (4.6) in Verbindung mit dem Beweis von
Satz 4.3.9 ergibt sich ein Korollar iiber elliptische Modulformen, das Lemma 3 aus [Br-Bu]
verallgemeinert und das wir zum Abschlul angeben wollen.

4.3.14 Korollar. Sei L ein Gitter, das den Voraussetzungen aus Satz 4.3.9 geniigt, und sei
f €8 (N,xr). Dann gilt mit den aus 4.3.9 iibernommenen Bezeichungen die Gleichheit

_1\k|T! &
f= % > Q2 pof Ik (vneT(Q)).
QIN
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Kapitel 5

Konsequenzen fiir einfache
Kontrollraume

Den im vorangegangenen Kapitel untersuchten Symmetrisierungsoperator @, wollen wir aus-
nutzen, um bei moglichst vielen Gittern die Existenz von Spitzenformen im Kontrollraum
nachzuweisen. Wegen der Injektivitit dieses Operators @, auf dem dem Gitter zugeordneten
€1 ... €-Raum geniigt es, die Existenz nichttrivialer Modulformen f € S;'“" (N, x1,) nachzu-
weisen.

Dabei behandeln wir zunéchst unter Benutzung klassischer Resultate den Fall der Prim-
zahlstufe getrennt. Hier kénnen wir alle Konfigurationen von Dimension, Determinante und
Stufe angeben, in denen einfache Kontrollrdume moglich sind.

Die Behandlung von Gittern mit beliebiger quadratfreier Stufe fithrt in die Theorie gewis-
ser elliptischer Modulformen, sogenannter CM-Formen. Diese werden im zweiten Abschnitt
behandelt. Den Abschlufl bildet eine Betrachtung der Eigenschaften von Gittern, bei denen
sich die Untersuchung der Spitzenformenrdume .#7, allen in der Arbeit dargestellten Methoden
entziehen.

5.1 Gitter mit Primzahlstufe

5.1.1 Der Fall p=2

Wir betrachten zunichst den Fall eines geraden Gitters der Stufe 2 gesondert. Ein Beispiel
eines solchen Gitters ist L = H @ H(2). Nach Satz 4.3.6 ist der Symmetrisierungsoperator
@, fiir diese Gitter auf dem Neuformenraum SP(2,x7) = Sp(2,1) injektiv. Enthélt dieser
Raum ein nichttriviales Element, so umfait der Kontrollraum %7, eine echte Spitzenform.
Wir miissen also die Neuformenrdume auf I'g(2) untersuchen.

5.1.1 Satz. (cf. [Co-Oe], Thm. 1) Seien k > 2 ganz, N quadratfrei und x ein Dirichletcha-
rakter modulo N, der der Relation x(—1) = (—1)¥ geniigt. Dann gilt fiir den Raum der
Spitzenformen zu I'y(N) die Dimensionsformel

k—1
dim (N, x) = ~—5~ > d+ K(N,x,k) + R(k,x)
d|N

K(N,x k) :==2"M"" 4 by (k) Y x(@)+ka(k) Y. x(@),

z mod N z mod N
2241=0 mod N z24241=0 mod N

93
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wobei

0 falls k ungerade, 0 fallsk=1 mod 3,
ki(k):=¢ -1 fallsk=2 mod4, ke(k):=¢ —1 fallsk=2 mod 3,
T fallsk=0 mod 4, falls k=0 mod 3

W=

und r(N) die Zahl der verschiedenen Primfaktoren von N bezeichne. Der Korrekturterm
R(k,x) hat den Wert 1, falls k = 2 und x = 1, ansonsten verschwindet er.

5.1.2 Bemerkung. Unter Ausnutzung von Lemma 3.4.4 folgt die triviale Abschitzung
136
Kb < 20V,

Fiir eine natiirliche Zahl ¢ und eine Modulform f bezeichne ¢;(f) die Modulform

u(f)(2) = f(t2).

Wir fassen ¢; stets als linearen Operator Si(m, x) — Sk(stm, x) (s € N) zwischen geeigneten
Réaumen von Modulformen auf. Dieser ist injektiv, und die Bilder aller moglichen Einbet-
tungen erzeugen den Unterraum der Altformen. Altformen auf der Gruppe I'¢(2) miissen
bereits zur vollen Modulgruppe Sls(7Z) gehoren; es gibt die zwei Einbettungen +1 und to. Wir
untersuchen ihren Schnitt.

5.1.3 Lemma. Sei x ein Dirichletcharakter mit Fiihrer m, und sei k > 0. Ferner seien m
ein Vielfaches von m, und p > 1 eine zu m teilerfremde natiirliche Zahl. Dann gilt

11 (Sk(m, X)) N 1 (S (m, X)) = {0}

Beweis: Sei f = ) ape(nz) € Sp(m,x) N ¢p(Sk(m,x)). Dann gibt es nach Definition ein
g € Sk(m,x) mit f(z) = g(pz) fiir alle z € H. Mithin folgt a,, = 0 fiir alle zu p teilerfremden
n. Wegen ggT(p,m/m,) =1 folgt aus Satz 4.1.6 sofort f = 0. O

Es folgt in unserer Situation
(5.1) dim S(2,1) = dim Sy (2, 1) — 2dim Sy, (Sl2(7Z), 1).

Dies erlaubt uns eine Abschétzung der Dimension. Zusammen mit den hinlanglich bekannten
Tafeln (cf. [Mi], S. 296) erkennen wir, dafl der Raum der Neuformen auf I'y(2) genau dann
trivial ist, wenn k eine der Zahlen 2, 4, 6 oder 12 ist. Dies liefert den folgenden

5.1.4 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) der Stufe 2. Dann ist sein Kontroll-
raum nicht einfach, falls n ¢ {2,6,10,22} ist.

5.1.2 Der Fall grofler Determinante

Als néchstes betrachten wir Gitter mit ungerader Primzahlstufe p, deren Determinante nicht
mit der Stufe iibereinstimmt. Thr Betrag ist dann eine Potenz p®, a > 1. In diesem Fall ist
nach Satz 4.3.6 der Symmetrisierungsoperator @, auf dem Neuformenraum S,g (p, x1) injektiv.
Wir miissen letzteren also auf Trivialitit iiberpriifen.

Nach Satz 4.2.1 ist in dem Fall, dafl die Determinante eine ungerade Potenz der Stufe ist,
der Charakter xr primitiv, jede Modulform in Si(p, xz) ist eine Neuform. Im Fall gerader Po-
tenz gilt die zu (5.1) analoge Dimensionsformel. Die bekannten Tafeln in Verbindung mit Satz
5.1.1 und Bemerkung 5.1.2 erlauben uns wiederum, alle Félle mit trivialem Neuformenraum
zu bestimmen.
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5.1.5 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n). Seine Stufe sei eine ungerade Prim-
zahl p und seine Determinante sei eine Potenz p® mit o« > 1. Dann ist sein Kontrollraum
nicht einfach, falls das Tripel (p,n,amod 2) nicht der folgenden Ausnahmemenge angehort:

(p;m, @ mod 2) € {(3,2,0),(3,4,1),(3,6,0), (3,8,1),(5,2,0), (5,2,1), (5,6, 1),
(7,2,0),(13,2,0),(13,2,1), (17,2,1)}

(Man beachte, da8 wegen x(—1) = (=1)¥ durch p und o der Wert von n bereits modulo 4
bestimmt ist.)

5.1.3 Der Fall der Primzahldeterminante

Im letzten noch zu behandelnden Fall gerader Gitter mit Primzahlstufe ist bereits die Deter-
minante eine ungerade Primzahl. Dann ist der Charakter y;, = (5) primitiv, jede Modulform
ist daher eine Neuform. Allerdings ist der Symmetrisierungsoperator ®7, in dieser Situation
nur auf dem Raum S (p, x1,) injektiv, wobei sich das Vorzeichen € aus k£ bzw. n und p geméafl
der in Bemerkung 4.3.13 angegebenen Tabelle bestimmt. Da die Stufe p eine Primzahl ist,

konnen wir uns auf ein klassisches Resultat stiitzen.

5.1.6 Satz. (cf. [He], Sitze 9 und 10) Sei p eine ungerade Primzahl. Gilt p = 1 mod 4,
so haben S;: ( , ( )) und S, (p, (5)) die gleiche Dimension. Fiir Primzahlen p = 3 mod 4,

p # 3 gilt ’
dim S} (5, (2)) — dim 7 (5, (2)) = h(=p)

mit der Klassenzahl h(—p) des imaginir quadratischen Zahlkérpers Q(/—p). Fiir p = 3 gilt
schlieBllich

0 <dim S (p, (;)) — dim S (p, (5)) < 1.

Da die Summe der beiden Vorzeichenrdume den Vektorraum aller Modulformen zu I'y(p)
geeigneten Gewichts und Charakters ergibt, ist fiir Primzahlen p = 1 mod 4 mit Sk(p, (3))
auch jeder der Vorzeichenrdume nichttrivial, und die Symmetrisierung liefert eine Spitzenform
im Kontrollraum. Fiir p =3 mod 4 und € = +1 ist dafiir ebenfalls die Bedingung Si(p, (3)) #

»
{0} hinreichend. Ist das Vorzeichen dagegen e = —1, so stellt erst die Ungleichung

dim Si(p, (3)) > h(—p)

die Existenz nichttrivialer Spitzenformen im Kontrollraum sicher. FEine Standard-Abschét-
zung fiir die Klassenzahl liefert in Verbindung mit Satz 5.1.1 dann die Ergebnisse.

5.1.7 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n). Seine Stufe sei eine ungerade Prim-
zahl p und stimme mit seiner Determinante iiberein. Dann ist sein Kontrollraum nicht einfach,
falls das Paar (p,n) nicht der folgenden Ausnahmemenge angehort:

(p,n) €{(3,4),(3,8),(5,2),(5,6),(7,8),(13,2), (17,2)}
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5.2 Gitter mit quadratfreier Stufe

5.2.1 Die Diskriminantenform stellt Z/NZ dar

Nach der vollstindigen Abhandlung der Gitter, deren Stufe sogar eine Primzahl ist, betrach-
ten wir nun Gitter allgemeiner quadratfreier Stufe N. In diesem ersten Abschnitt sei die
quadratische Form —Ngq : L'/L — 7Z/NZ surjektiv. Dies ist nach Satz 4.3.1 genau dann der
Fall, wenn die p-Ordnung der Determinante des Gitters fiir jeden ungeraden Primteiler min-
destens 2 ist. Dann ist der Symmetrisierungsoperator ®, auf dem Neuformenraum Sy (N, xr)
injektiv. Wir miissen also untersuchen, wann dieser eine positive Dimension hat.

Der Charakter xy, ist im allgemeinen nicht primitiv; sein Fiithrer my, ist gegeben durch

(5.2) mr, = H .
p#2
vp(det(L))=1 mod 2
Wir leiten zunéchst eine Dimensionsformel fiir die Rdume SP (N, x) mit quadratfreiem N her.
Diese beruht darauf, daf} fiir Summen endlichdimensionaler Vektorrdume V; die Dimensions-
formel

(5.3) dim(Vi +... +V;) =

t
1=

(=1)7+! > dim(V;, N...NV;)
1 {i1,...,5;}C{1,... .t}
gilt. Um diese auf die verschiedenen Einbettungen der Modulformenrdume zu kleinerer Stufe
anwenden zu konnen und damit die Dimension des Altformenraumes zu bestimmen, miissen
wir die Schnitte solcher Rdume untersuchen. Ein erstes derartiges Ergebnis lieferte Lemma
5.1.3. Im folgenden sei x ein Dirichletcharakter modulo N mit Fiihrer m,. Ferner sei k stets
positiv.

5.2.1 Lemma. Seien m, p; und py paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen mit m., | m.
Dann gilt

Sk(plma X) N Sk(mea X) = Sk(m7 X)

Beweis: Sei f ein Element des Schnittes Si(p1m, x) NSk (pem, x). Dann gilt f|y = f fiir alle
v € Tg(p1m) UTy(p2m) und daher auch fiir alle y in der von dieser Menge erzeugten Gruppe.
Sei n eine zu m teilerfremde Zahl, so 148t sie sich schreiben als Produkt

n=mniny mit ggT(ny,pym)=1, ggT(ng,pom)=1.

Die Gruppen I'y(p;m) enthalten daher jeweils ein Element, das modulo der Hauptkongruenz-

gruppe I'(pim) zu
n; 0 .
<OZ n—l) (7’ = 172)
1

aquivalent ist. Die von T'g(pym) UTy(pam) erzeugte Gruppe enthilt daher eine modulo T'(m)

zZu
n 0
0 n!

dquivalente Matrix M,,. Ohnehin ist die Translationsmatrix in den beiden Heckegruppen
enthalten. Da diese und die Matrizen M, firr (n,m) = 1 bereits die Gruppe I'g(m) erzeugen,
ist f € Si(m, x). Die umgekehrte Inklusion ist trivial. O
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5.2.2 Lemma. Seien m, p; und py paarweise teilerfremde Zahlen mit m, | m. Dann gelten
11 (Sk(prm, X)) N ey (Sk(p2m, X)) = tp, (Sk(m, X))

und

tpa (Sk(P1m, X)) O tpy (Sk (P21, X)) = tp1pa (Sk (M, X))

Beweis: Sei r =1 oder r = p und sei

F =Y ane(nz) € tr(S(pim, x)) N iy, (Sk(pam, X)) C Sk(pipam, x)-

Dann gibt es g € Sk(pim,x) und h € Si(pam,x) mit f(z) = g(rz) = h(p1z) fir alle z €
H. Daher verschwinden alle a, mit zu r oder p; teilerfremdem n, mithin fiir alle zu rp;
teilerfremden n. Fiir r = 1 gilt nach Satz 4.1.6 nun f(z) = f,, (p12) und somit die Inklusion
“C”. Im Falle r = py folgt aus Satz 4.1.6 lediglich f(z) = fp,(p12) + fp.(p22). Durch
nochmalige Anwendung des Argumentes auf f, und fp, folgt die Behauptung aber auch in
diesem Fall. Die umgekehrte Inklusion ist trivial. O

5.2.3 Satz. Sei m, der Fiihrer des Dirichletcharakters x und sei N = p; ...p,m, mit paar-
weise verschiedenen und m, nicht teilenden Primzahlen p;. Dann gilt die Dimensionsformel

r

dim SN, x) =D (=27 > dimSk(pi, - .- pi; My X)
7=0 {il,...,ij}c{l,...,r}

k-1 ) )
T 12 Yod- [T =1+ KN, my,x. k) = 6:270 7 4 (=1)" R(k, x)

dimx pl -

r

K(N,my,x.k) => (=277 > kik) Y x(@)+ka(k) > xl=)
j:[] {’il,...,ij}c{l,...,r} r mod pil...pi],mx r mod pilmpij my
z241=0 mod pil"'pij my z24+2+1=0 mod pil"'pij my

mit ki (k), k2(k), 7(n) und R(k, x) wie in Satz 5.1.1 sowie 6, = 1, falls r = 0, §, = 0 sonst.

Beweis: Offenbar gilt

S;(N7X) = Z Z L5(Sk(n7X))
my|n|N §|N/n

= Z(Ll(sk(pl oo Die e DrMyy X))+ tp (Sk(p1 - D - .prmx,x))>,
=1

da alle iibrigen Einbettungen von Rdumen zu kleinerer Stufe iiber diese angegebenen faktori-
sieren. Setzen wir fiir einen Moment

Vo = Ll(Sk(pl .- ]3\1 .- -prman))
und Vo; 1 := 1p,(Sk(p1 - Di - - - Prmiy, X)),
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wobei die Notation p; die Auslassung des Faktors p; im Produkt bedeute, so liefert (5.3) die
Gleichung

2r
dimSY (N, x) = dim Si(N, x) — dim (Z v;)
i=1

2r
= dim Sp(N,x) = > (=1 Y~ dim(V;, -0 V).
j=1 ity YO{ 1,020}
Nun ist der Schnitt nach Lemma 5.1.3 trivial, falls ein Paar V5; 1, Vo; darin vorkommt. Es
liefern daher nur diejenigen Summanden einen Beitrag zur Summe, in denen von solchen

Paaren hochstens ein Vertreter vorkommt, was die Zahl der zu schneidenden Vektorrdume auf
r begrenzt. Wir erhalten

= dim Sp(N,x) + Y _(-1)7 > > dim(Vas,—g, N+ 0 Vag—gy).
F=1 it yenig YLy} (K1 yeekj)€{0,1}

Wendet man weiter sukzessive die Lemmata 5.2.1 und 5.2.2 an, so kann man die verbliebenen
Schnitte bestimmen. Dies fithrt zu

=dim Sp(N,x) + Y _(-1)7 Y X

J=1 {i1yentj {1,001}
x Z dim(e 7 pi; (Sk(P1 -+ Diy - Di; - Pry, X))
(k1) €{0,1}0 kj=1

Beachtet man, daf} die verschiedenen Einbettungen ¢y(Sk(p1 ... pi; - .- Di; - - - Prmy) als injekti-
ve Bilder des gleichen Raumes zueinander isomorph sind, so erhilt man das erste behauptete
Ergebnis

r
=dimSk(N,X)+Z(—2)7 Z dim Sy.(p1 - - Piy - - - Pi; - - - PrMy, X)
J=1 {ityeis }C{Tyr)
r

=) (-2) Z dim Sy.(p1 - - Pi; - - - Di; - - - PrMy, X)-
j=0 {’il,...,’i]‘}c{l,...,r}

Setzen wie die Dimensionsformeln aus Satz 5.1.1 ein, so erhalten wir hieraus

:Z(_Q)j Z (% Z d4+K(p1...Di - -Di; -+ Priy, X, k)

j=0 {i1y0ni; {1,001} d|p1...p/i\1...ﬁl;...prmx

+ 2r(p1...;17i\1...p’i;...prmx)fl . 2r(p1...;17i\1...p’i;...prmx)fl + R(k,x))

k-1 (o D
=0 > (-2 GOSN a4 K(Nymy o k) — 3 (=) ) G trmd =t

my |n|N din my |n|N
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- % Z d: H ((p—i- 1)+ (—2)> + K(N,my, x, k) — or(N)=1 Z (_1)r—r(mLX)

d|mx p\mlx mx|”‘N

+ (=1 R(k,x)

k-1 B )
T 12 Yod- ] 01+ KW, my, x. k) = 6,271 4 (=1)" R(k, x)

N
dlmy P\mfx
durch mehrmalige Anwendung des binomischen Lehrsatzes wie behauptet. O

Da der grofite positive Summand in der Dimensionsformel aus Satz 5.2.3 fiir alle positiven
§ groBer als ksN' 9 ist und da sich alle weiteren Summanden nach Lemma 3.4.4 durch eine
beliebige Wurzel aus N abschitzen lassen, gewinnen wir ein Kriterium, wann der Neufor-
menraum Sp(N, x) fiir quadratfreie Stufe N nicht trivial sein kann. In diesen Féllen miissen
Gitter, deren Symmetrisierungsoperator ®;, geméifl Definition 4.3.5 auf diesem Raum injektiv
ist, Spitzenformen in ihrem Kontrollraum besitzen.

5.2.4 Satz. (cf. Anhang A, Korollar A.1.2) Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) mit
der quadratfreien Stufe N. Fiir jeden ungerade Primteiler p von N sei v,(det(L)) > 2. Ist
dann N grofler als eine von n abhédngige Schranke Ny(n), so ist sein Kontrollraum nicht
einfach. Dabei ist No(n) gegeben durch die folgende Tabelle:

n ‘ 2 4 6 8 10 12 14 16 18
No(n)‘570570 39270 4830 4830 30030 30 4290 2310 390

5.2.2 Noch einmal: Der Fall der Primzahldeterminante

Bevor wir uns den Gittern L mit quadratfreier Stufe, deren Diskriminantenform nicht surjektiv
ist, zuwenden, rekurrieren wir kurz auf den Fall der ungeraden Primzahldeterminante p. In
diesem Falle ist der Symmetrisierungsoperator ®;, auf dem zugeordneten e-Raum injektiv.
Der Raum Si(p, xz) stimmt mit dem Raum der Neuformen iiberein und besitzt daher eine
Basis aus primitiven Neuformen. Diese spiegeln nicht die Zerlegung in die Vorzeichenrdume
wider: Da fiir jede primitive Neuform f = > ape(nz) nach Definition a; = 1 gilt, miissen sie
stets einen Anteil im +-Raum haben; andererseits mufl es zumindest bei einigen von ihnen
Anteile im —Raum geben, da sie sonst keine Basis sein kénnten.

Ist ¢ der Faktor aus Satz 4.1.9, so kann man mit Hilfe der Darstellung (4.6) die Komponente
Fof der Symmetrisierung einer primitiven Neuform f berechnen. Wir erhalten:

5.2.5 Lemma. Ist L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) mit ungerader Primzahldetermi-
nante p, so gilt fiir die Symmetrisierung einer primitiven Neuform f = a,e(nz) € Sk(p, x1.)
die Gleichung

1—k

(5.4) Ff =cf, + (-1 pTra,f.

Wenn nun diese eg-Komponente verschwindet, so sind offenbar f und f, linear abhéngig
und sogar schon gleich, da ihre jeweiligen ersten Fourierkoeffizienten ay und @; iiberein-
stimmen, denn f und f, sind primitive Neuformen. Da stets fiir n mit p { n die Beziehung
an = xr(n)ay gilt, ist f = f, mit der Bedingung a,, = x1.(n)a, dquivalent. Spitzenformen,
die solcher Bedingung geniigen, nennen wir CM-Formen. Trivialerweise erfiillen die Elemente
des +-Raumes diese Bedingung. Die Untersuchung solcher primitiven Neuformen, die keine
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CM-Formen sind, stellt sich als das richtige Hilfsmittel heraus, die Existenz von nichttri-
vialen Spitzenformen im Kontrollraum zu zeigen, da sie in gewissem Sinne “dicht liegende”
Fourierkoeffizienten haben. Wir gehen darauf im nachfolgenden Abschnitt genauer ein.

Abschlieflend erwihnen wir, dafl die Darstellung (5.4) zeigt, dafl gewisse primitive Neu-
formen vom Symmetrisierungsoperator tatsichlich anulliert werden. Der Vorfaktor ¢ und der
Hecke-Eigenwert @, stehen zueinander in der Beziehung ¢ = p‘gW(X) x(—1)a, mit der Gau$-
Summe W (x). Ferner gilt ¢ = (—1)¥. Es ergibt sich fiir eine primitive Neuform, die auch
CM-Form ist, somit F = ¢(1+ (—1)2¥T1)f falls p =1 mod 4, und FJ = ¢(1+ (—1)2*+1)f
sonst. Ist alsop =1 mod4 und n =6 mod 8 oder p =3 mod4 und n = 0 mod 8, so
liegen CM-Neuformen stets im Kern des Operators @r..

5.2.3 CM-Formen
Die klassische (gerade) Thetareihe

o0

19(2) — Z 627rin2z =1+ Qie(rﬂz)

n=-—0oo n=1

wird offensichtlich von den Fourierkoeffizienten a,,, fiir die n ein Quadrat ist, getragen. Sie und
die aus ihr durch Twists mit Dirichletcharakteren entstehenden Modulformen sind Prototypen
der CM-Formen, die diese Konstruktion verallgemeinern.

5.2.6 Definition. (cf. [Ri], S. 18) Eine primitive Neuform f =) ape(nz) € Sp(M,¢c) heifit
eine p-CM-Form, falls es einen nichttrivialen quadratischen Dirichletcharakter ¢ modulo D
gibt, so daB

o(p)ay, = ay, fiir alle pt DM

gilt.

Den von allen 1,(f) € Sp(N,x), fiir die f eine o-CM-Form in Si(M,¢) fiir geeignetes ¢,
M, t und ¢ ist, erzeugten Vektorraum bezeichnen wir mit SkCM (N, x). Seine Elemente nennen
wir CM-Formen.

5.2.7 Satz. (cf. [Sel], Thm. 15 und Cor. 2) Sei f € S(N, x) eine Eigenform zu allen Hecke-
operatoren T'(p), fiir die p{ N, mit Eigenwerten a,. Ferner sei k > 2 und f keine CM-Form.
Fiir z € R sei

Ps(x) := |{p Primzahl|pt N,p < z und a, = 0}|.
Dann gilt
3_
Pj(z) = O(z/(logz)>~")
fiir jedes positive 0.

Dieser Satz ist eine Anwendung des Dichtesatzes von Chebotarev. Zusammen mit dem
Primzahlsatz und dem Satz iiber Primzahlen in arithmetischen Progressionen ergibt sich das
folgende

5.2.8 Korollar. (cf. [On-Sk], S. 459) Ist f = ane(nz) € Sk(N, x) eine primitive Neuform,
die keine CM-Form ist, so gibt es in jeder arithmetischen Progression {r + km |k € Z} mit
teilerfremden r und m ein n mit a, # 0.
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5.2.9 Korollar. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) mit quadratfreier Stufe N. Gibt
es eine Neuform f € S,g(N, x5), [ # 0, die keine CM-Form ist, so ist der L zugeordnete
€1 ... €--Raum nicht trivial. Insbesondere ist dann der Kontrollraum J#7, nicht einfach.

5.2.10 Bemerkung. Ist f eine primitive Neuform, die keine CM-Form ist, so ist ihre Sym-
metrisierung niemals Null. Denn es wird eine zur Stufe N teilerfremde Zahl r von der Form
—Ngq modulo N dargestellt, und wir finden einen Koeffizienten a,, # 0 mit n = r mod N.
Wegen (4.5) ist dann F¥ # 0.

Wir stellen nun dar, wie man im allgemeinen CM-Formen konstruiert. Sei im folgenden
K := Q(v/—d) ein fest gewihlter imaginir-quadratischer Zahlkérper der Diskriminante —d,
und sei O der Ring der ganzen Zahlen in K. Die Einheiten in Ox bilden die endliche
zyklische Gruppe Ux. Sei I die Gruppe der gebrochenen Ideale in O und P die Untergruppe
der Hauptideale, also P := {(a) |« € K*}. Die Ordnung der endlichen Faktorgruppe I/P ist
per definitionem die Klassenzahl h(—d) des Korpers K.

5.2.11 Definition. Sei m C Ok ein Ideal. Wir setzen

In ={a€I|ggT(a,m) =1},
Py={(a) e Pla=1 mod m}

Dabei bedeute ggT(a,m) = 1, daB a eine Darstellung der Form a = % mit Idealen ay,

o
as C Ok besitzt, fiir die die Relation ggT(ajaz,m) = 1 gilt, sowie o = 1 mod m, daf sich
o= 3—3 mit ay, ag € O, die ggT(a1az, m) = 1 und a; — as € m erfiillen, schreiben 1a8t. Die

Faktorgruppe I,/ Py, heifit Strahlklassengruppe.
Sei 0 : K — C eine der zwei moglichen Einbettungen des Korpers K = Q(v/—d) in C.

Fiir u € Z definiert
o = ()

einen Homomorphismus ¢% : K* — S := {z € C||z| = 1}. Im allgemeinen liegt die Gruppe
der Einheiten von O nicht im Kern von £%. Ist m C O ein Ideal, so da} zumindest die
Untergruppe

Un:={n €U |n=1 mod m}
im Kern von &Y liegt, kann man % durch die Definition
& ((a) :=¢&% (o) fiirein o € K* mit =1 mod m

zu einem Gruppenhomomorphismus % : Py — S I machen. Das Ideal m nennen wir einen
Modul von ¢2; zu jedem K, o und u existiert ein solcher Modul.

5.2.12 Definition. Sei v € Z und sei m ein Modul fiir £%,. Ein Gruppenhomomorphismus
c: I, — S' heift Hecke-Gré3encharakter modulo m vom Typ u, falls er auf der Unter-
gruppe Py mit % iibereinstimmt. Wir setzen ihn kanonisch auf I fort durch c(a) := 0, falls

ggT(a,m) # 1.

Ist ¢ : I, — S' ein Grofencharakter und n ein Ideal, welches m umfait und ebenfalls ein
Modul fiir £ ist, so gibt es moglicherweise einen Groflencharakter ¢* modulo n, der auf I,
mit ¢ libereinstimmt. Es gibt ein grofites Ideal mit dieser FEigenschaft.
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5.2.13 Definition. Sei c ein GréBencharakter modulo m. Das grofite Ideal n, das ein Modul
fiir €%, ist und fiir das ein Hecke-Groflencharakter c* existiert, der auf Iy, mit c iibereinstimmt,
heiBit der Fiihrer von c. Wir bezeichnen es mit f.. Stimmt der Fiihrer mit m iiberein, so
heifit der Charakter primitiv. Den Dirichletcharakter, der durch

we(n) = c((n)) fiir alle n € 7 mit ggT(n,f.) =1
definiert ist, nennen wir den ¢ zugeordneten Dirichletcharakter.

Ist ¢ € Z der positive Erzeuger von f. N Z, so ist w,. ein Dirichletcharakter modulo q. Es
kann im allgemeinen aber auch kleinere Moduln geben.

Wir erinnern an die Norm-Abbildung N : I — Q*. Ist a C Ok ein Ideal, so ist N(a) :=
|OK /al; dies wird multiplikativ auf gebrochene Ideale fortgesetzt.

5.2.14 Theorem. (cf. [Iwa], Thm. 12.5 und anschlieBende Bemerkungen) Sei K = Q(v/—d)
ein imagindr-quadratischer Zahlkorper der Diskriminante —d, und sei ¢ ein Hecke-Gré8encha-
rakter modulo m vom Typ k — 1 mit k > 2. Dann definiert die Reihe

pre(z) = > c(a)N(a) T e(N(a)2)

aCOx

ein Element von Si(dN(m),(=%)w.). Ist ¢ sogar ein primitiver GréBencharakter modulo m,

50 ist Y . eine primitive Neuform.

5.2.15 Satz. (cf. [Ri], [Sel], [Se2]) Der Raum S (N, x) der CM-Formen zu vorgegebenem
N, x und k > 2 wird erzeugt von den Funktionen 15(¢k ), die den Bedingungen

(5.5) 6dN(fe) | N

und

(5.6) X = (—> we (mod N)

geniigen. Dabei erzeugen diejenigen dieser Funktionen mit § = 1 und dN(f.) = N den Schnitt
SEM(N,x) N SY(N, x).

Dieser Satz liefert nun den Schliissel zu unserem Problem. Wie wir in Bemerkung 5.2.10
gesehen haben, sind Neuformen, die im Kern des Symmetrisierungsoperators @, eines beliebi-
gen Gitters mit quadratfreier Stufe liegen, stets CM-Formen. Finden wir also eine Neuform,
die keine CM-Form ist, liefert die Symmetrisierung eine nichttriviale Spitzenform im Kon-
trollraum. Die Dimension des Raumes der CM-Neuformen 14t sich aber durch Zihlung der
Paare (K,c), die den Bedingungen (5.5) und (5.6) geniigen, nach oben abschitzen und so
die Existenz geeigneter Spitzenformen sicherstellen. Dies wollen wir im néchsten Abschnitt
durchfiihren.

5.2.4 Beliebige Gitter mit quadratfreier Stufe

Wir wollen zu vorgegebener Stufe N und quadratischem Charakter x7 die Anzahl der Paare
(K, c) bestimmen, fiir die die korrespondierende Modulform ¢ . im entsprechenden Neufor-
menraum liegt. Zur Abkiirzung setzen wir

81, := SFM(N,x1) N SH(N, x1.)-
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Dabei ist im ganzen folgenden Abschnitt wie bisher L ein gerades Gitter der Signatur (2, 7) mit
quadratfreier Stufe N, k = 1+ § und x, der zugehdrige quadratische Charakter mit Fiithrer
mp (cf. (5.2)). Wir bestimmen zunichst die in Frage kommenden Kérper K = Q(v/—d).
Nach vorigem Abschnitt ist d ein Teiler der Stufe N, der der Kongruenz d =3 mod 4 geniigt.
Wir kénnen dies aber weiter einschrinken.

5.2.16 Lemma. Sei d = 3 mod 4 ein Teiler von N, und sei ¢ ein Hecke-Groflencharakter
beziiglich des Kérpers K = Q(v —d), so daff die Modulform ¢ . in 8, liegt. Dann ist d ein
Teiler des Fiihrers my, von Xr..

Beweis: Sei d = 3 mod 4 ein Teiler von N, der eine Modulform ¢r . € 87, zuldfit. Dann
gibt es einen Groflencharakter ¢, der die Bedingung (5.6) erfiillt. Es gilt mithin w. = (;d) XL,
aufgefait als Gleichung zwischen Dirichletcharakteren modulo N. Also hat der von c¢ indu-
zierte Dirichletcharakter w. den Fiihrer Wid)z' Sei f. der Fiihrer des Groflencharakters c,
so ist dN (f.) = N, da ¢k . im Neuformenraum liegt, und auBerdem ist die Norm N (f.) eine

Periode des Dirichletcharakters w. und daher ein Vielfaches des Fiihrers m. Es folgt

de N

st | T

was wegen der Quadratfreiheit von N nur moglich ist, wenn d den Fiithrer my, teilt. O

5.2.17 Lemma. Sei d = 3 mod 4 ein Teiler von my, sei K der Kérper Q(v/—d), und sei
r(N/d) die Anzahl der Primteiler von N/d. Dann gibt es genau 2"N/% Ideale in O, die
als Fiihrer von Groflencharakteren ¢ mit pr . € 8y, auftreten kénnen. Diese sind genau die
Mengen

N 14++v—d

mit solchen n, die die quadratische Kongruenz n®> + n + (d +1) =0 mod N/d lésen. Die
Menge {1,2,...,N/d} ist ein Reprisentantensystem von Ok /m,, fiir jedes dieser n.

Beweis: Seien d, K wie im Lemma, und sei ¢ ein Groéfencharakter mit px . € 87 sowie
fo dessen Fithrer. Dann ist wie vorher N(f.) = N/d. Der Charakter w, hat den Fiihrer
m = mp/d. Fir den positiven Erzeuger ¢ des Ideals Z/(f. N Z) folgt mr/d | q | N/d.

Da die Norm sich als Determinante des Ideals f., aufgefalit als Untergitter des Gitters

7+ 7,(Y=d ”2_‘1), berechnen 148t, mufl genau eines der Elemente
N 1+4++—d
n+ — ;, 1<n<gq
dq 2
und damit der Z-Modul

N 1+4++/—d
m:=qZ+ |n+ — L A Z
dq 2
in f. liegen. Wiederum wegen der Norm-Bedingung muf} bereits Gleichheit vorliegen. Der
Z-Modul m ist genau dann ein Ideal, wenn Multiplikation mit HTH die Menge erhilt. Das

Produkt qH'T‘/__d liegt genau dann in m, wenn ¢ von d—]\; geteilt wird. Daraus folgt aber

N\ NN
dq) 'Y4q " a4
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Da die Stufe N quadratfrei ist, ergibt sich d—]\g = 1. Ferner ist die Norm

1++v—d 1
N<"++T> =n2+n+1(d+1)

in f. N Z, mithin durch ¢ = N/d teilbar. Daraus ergibt sich die behauptete Gestalt (5.7) der
moglichen Fiihrer sowie das angegebene Représentantensystem. Da die Diskriminante der
Bestimmungsgleichung

1 N
(5.8) n2+n+1(d+1)50 modg

gerade —d ist, besitzt sie genau or(7) Losungen. Ist n eine Losung der Kongruenz (5.8), so

liegt auch das Produkt (n+ HT‘/jd) HTH in my, es handelt sich also tatsichlich um ein Ideal.
O

Es bleibt nun noch bei festem Kérper K und Fiithrer m,, die Anzahl der Groflencharaktere
abzuschétzen, die einen geeigneten Dirichletcharakter induzieren.

5.2.18 Lemma. Sei m,, eines der Ideale aus Satz 5.2.17. Die Zahl der Hecke-GriBencharak-
tere ¢ modulo m,,, die die Relation (5.6) erfiillen, ist héchstens h(—d).

Beweis: Sei ¢ ein Groflencharakter modulo m,, der (5.6) erfiillt, und sei | € 7Z teilerfremd
zu N/d. Wegen N/d = N(m,) € m, folgt dann ggT(/,m,) = 1 und somit nach Definition
c((l)) = we(l) # 0. Durch Multiplikativitéit ist der Wert von ¢ bereits auf jedem Element der
Untergruppe

G := {(l) ‘ZEQ,ggT(l,%> =1}C[mnﬂP

festgelegt. Zu a = (a) € Iy, N P gibt es definitionsgemi oy, ap € Op mit o = {1 und
geT (g, my) = 1. Mit ¢ durchlduft auch oy — tas ein Repriisentantensystem des Quotienten
Ogk /m;,. Wegen der speziellen Gestalt des Ideals m,, gibt es also ein ¢ € {1,..., N/d} mit
a1 —tag € m,. Hitte t einen gemeinsamen Teiler mit N/d = N(m,,), so wire ggT (tag, my) # 1,
und aus der Relation a; — tay € m,, wiirde ggT(ay,m,) # 1 im Widerspruch zu unserer
Annahme folgen. Es treten daher nur solche ¢ auf, die zu N/d teilerfremd sind. Somit
ist das Hauptideal (¢) ein Element von G mit («)/(t) € Pn,. Jedes Element von I, N P
ist also modulo P, zu einem Ideal in G &quivalent, und daher ist der Wert des Hecke-
Groflencharakters auf ihm festgelegt.

Je zwei Hecke-Grolencharaktere ¢ und ¢ modulo m,,, die die Relation (5.6) erfiillen, stim-
men somit auf I, NP iiberein, das Produkt ¢ !¢’ ist dort also trivial. Gibt es {iberhaupt einen
Groflencharakter modulo m,,, so gibt es also hochstens h(—d), denn der Index der Untergruppe
Iy, N P in I, ist durch die Klassenzahl h(—d) beschrinkt. O

Damit haben wir insgesamt eine Abschétzung fiir die Dimension des Schnittes 87, gefunden:

5.2.19 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) mit quadratfreier Stufe N. Sei xp,
der zugeordnete Charakter, und sei my, sein Fiihrer. Dann gilt

dim8y, = dim S{M (N, x2) N SY(N,xr) < Y 27 CDn(—d).

dlmyp,
d=3 mod 4
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Zusammen mit der Dimensionsformel fiir den Neuformenraum (Satz 5.2.3) erkennen wir
anhand des asymptotischen Verhaltens, daf} es bei festem n fiir hinreichend grofle quadratfreie
Stufe stets Neuformen, die keine CM-Formen sind, gibt. Genauer gilt:

5.2.20 Satz. (cf. Anhang A, Satz A.2.1) Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) mit der
quadratfreien Stufe N. Ist dann N grofler als eine von n abhédngige Schranke Ny(n), so ist
sein Kontrollraum nicht einfach.

Beweis: Wir miissen fiir k = 1+ 2 die Positivitit des Ausdrucks dim S)(N, xz) —dim 8, fiir
Gitter mit hinreichend grofier Stufe NV zeigen. Dazu mufl der Ausdruck

dlmyp,
d=3 mod 4

geeignet abgeschétzt werden. Unter Verwendung einer Standardabschitzung fiir die Klassen-
zahl h(—d) der Form

h(—d) <

Vlog(d) | 5 (—d)

mit

d3(—d
0 sonst

- { (1-2E®) fans —a = -3,

und der Abschétzung or(i) < %1 / % gemif Lemma 3.4.4 erhalten wir

3 or(¥) fszlog \/_\/753

djmp, d|N
d=3 mod 4
4 |N
——=VN ) log(d) + —=1/ 5 03(—=3)
wf dzj; V6V 3
Nun gilt fiir quadratfreie Zahlen N die Relation [] d|N d=N (2T(N)_1), woraus durch Logarith-

mieren

Zlog( = log H d| =log ( 2T(N)_1)> = "M)="l 1og(N)

d|N d|N

folgt. Damit erkennt man

Z 27"(%)};,(—(1) € O(2T(N)\/Nlog(N)) (N quadratfrei),

also

Z 2’"(%)h(—d) c O(N%J“E) fiir jedes positive ¢,

dlmp,
d=3 mod 4

woraus die Behauptung schliefilich folgt. O
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5.3 Schluf3betrachtungen

Zum AbschluB unserer Arbeit wollen wir kurz einen Uberblick iiber die Ergebnisse geben.
Wir haben geraden Gittern L der Signatur (2,n) einen Kontrollraum .#7 zugeordnet, der
aus gewissen vektorwertigen Modulformen besteht. Der Unterraum .77, der Spitzenformen
im Kontrollraum gibt Informationen iiber die Existenz von Modulformen, die vorgegebene
Divisoren realisieren. Ist der Kontrollraum einfach, also der Unterraum der Spitzenformen
trivial, so ist jeder Heegnerdivisor der Divisor eines Borcherdsproduktes.

Wir haben mittels dreier verschiedener Ansétze die Frage untersucht, ob es bis auf Isomor-
phie nur endlich viele Gitter mit einfachem Kontrollraum gibt. Zunichst (Kapitel 2) konnte
durch Betrachtung der auf dem Satz von Riemann-Roch basierenden Dimensionsformel fiir
den Kontrollraum die Dimension einfacher Gitter beschrinkt werden. Ist L ein gerades Gitter
der Signatur (2,n) mit einfachem Kontrollraum, so folgt n < 26.

Spaltet ein Gitter iiber @ zwei hyperbolische Ebenen ab, so liefert die Theorie singulirer
Gewichte eine untere Schranke fiir das Gewicht einer holomorphen, nicht konstanten Mo-
dulform zur orthogonalen Gruppe I';,. Diese Tatsache widerspricht bei hinreichend grofier
Determinante des Gitters L der Einfachheit des Kontrollraumes (Kapitel 3). Da es bei be-
schriankter Dimension und Determinante nur endlich viele Isomorphieklassen gerader Gitter
gibt, kann es bis auf Isomorphie auch nur endlich viele Gitter geben, die zwei hyperbolische
Ebenen abspalten und einfache Kontrollrdume besitzen. Diese zuséitzliche Voraussetzung ist
insbesondere erfiillt, wenn n mindestens 5 ist (Korollar 1.1.25).

Da der genannte, in der Dualitdtstheorie ansetzende indirekte Schluf} einige Félle klei-
ner Dimension nicht erfaflit und auch sonst nur sehr schlechte quantitative Aussagen zuléfit,
wurden durch Symmetrisierung elliptischer Modulformen Spitzenformen im Kontrollraum ex-
plizit konstruiert (Kapitel 4). Diese Konstruktion wurde fiir alle Gitter mit quadratfreier Stufe
durchgefiihrt und liefert nichttriviale Spitzenformen, sobald geeignete Inputs zur Verfiigung
stehen. Ist die Stufe quadratfrei und hinreichend grof}, so ist letzteres stets der Fall (Kapitel
5). Da Stufe und Determinante sich bei fester Dimension gegeneinander abschétzen lassen,
ist unsere Ausgangsfrage unter der Voraussetzung der Quadratfreiheit der Stufe zu bejahen.
Man erhélt nun auch explizite Schranken.

Wir fassen die erreichten Ergebnisse in einem abschlielenden Satz zusammen.

5.3.1 Satz. Sei (Lp)men eine Folge nichtiquivalenter gerader Gitter der Signatur (2,n) mit
1., = {0} fiir fast alle m. Dann gelten simultan die folgenden Aussagen:

1. n <A4.
2. Hochstens endlich viele der Gitter L, spalten iiber () zwei hyperbolische Ebenen ab.

3. Hochstens endlich viele der Gitter L,, haben quadratfreie Stufe.

Folgen indquivalenter gerader Gitter der Signatur (2,1) erfiillen stets alle diese Bedin-
gungen. Sie entziehen sich also allen von uns angefithrten Ansétzen. Es bleibt anzumerken,
daB} sich die Frage nach Einfachheit des Kontrollraumes fiir konkrete Gitter mit n > 3 oh-
ne Schwierigkeiten beantworten l48t. Denn die Lemmata 2.2.2 und 2.2.3 fithren zu einer
geschlossenen Form der in Satz 1.2.26 angegebenen Dimensionsformel, die also durch ein Pro-
gramm direkt ausgewertet werden kann. Ein solches Programm, welches die Auswertung bei
Eingabe der Gram-Matrix des zu betrachtenden Gitters durchfiihrt, wurde von uns geschrie-
ben. Ferner kann auch das Programm “eis” von Bruinier und Kuss herangezogen werden, um
Fourierkoeffizienten der Eisensteinreihe Ejy zu berechnen und mit dem singulidren Gewicht zu
vergleichen.



Anhang A

Tabellen kritischer Stufen

A.1 Tabelle eventuell kritischer Stufen bei surjektiver Diskri-
minantenform

Wir berechnen eine Tabelle derjenigen quadratfreien Stufen, in denen mdglicherweise der
Neuformenraum S (N, xz), abhéingig vom Charakter xy,, trivial ist.

A.1.1 Satz. (cf. Satz 5.2.4) Seien N > 1 quadratfrei, 2 < k < 10, und sei x ein Dirich-
letcharakter modulo N. Ist dann der Neuformenraum SY(N,x) trivial, so ist N eine der in
Tabelle A.2 angegebenen Stufen. Dabei sind wegen der groflen Zahl der Ausnahmestufen in
den Féllen k = 2 und k = 3 fiir diese beiden Werte von k nur die ungeraden Stufen aufgefiihrt,
was durch das " angedeutet wird.

A.1.2 Korollar. Ist L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) mit quadratfreier Stufe N und
2 < n <18, dessen Diskriminantenform — N q surjektiv ist, so ist der zugehérige Kontrollraum
nicht einfach, falls N nicht eine der in Satz A.1.1 angegebenen Stufen ist. Fiir grofiere n greifen
die Angaben in Kapitel 2. Dabei ist k = 1+ 4 das Gewicht der Modulformen im Kontrollraum
von L.

Diese und somit die in Satz 5.2.4 angegebene Tabelle erhilt man wie folgt: Zunéchst wird
fiir kleine Werte von r(N) die Dimensionsformel aus Satz 5.2.3 im schlechtesten Fall, d.h.
fiir mr = 1, nach unten abgeschitzt. Dabei wird fiir ein positives J eine Abschitzung der
Form [[,ny(p — 1) > ksN 1-9 verwendet, die elementar hergeleitet werden kann. Man kann
relativ gute Konstanten k, g finden, die die in Lemma 3.4.4 angegebene Abschitzung fiir al-
le quadratfreien N mit mindestens 8 Primfaktoren verbessern, und diese auf die sinngemif
iibertragene Schranke aus Bemerkung 5.1.2 anwenden. Man erkennt, daf} die kleinste qua-
dratfreie Zahl mit r(N) > 8 bereits so grof} ist, dafl immer nichttriviale Neuformen existieren.
Man mufl dann nur noch fiir die quadratfreien Zahlen mit héchstens 7 Primfaktoren, die unter
den ermittelten Schranken liegen, das Produkt [,y (p — 1) berechnen. Offenbar liefert der
Primfaktor p = 2 keinen wesentlichen Beitrag zu diesem Produkt, weswegen unter den Stufen,
bei denen man nicht garantieren kann, dafl der Neuformenraum nicht trivial ist, bevorzugt
gerade Zahlen auftreten.

Wie zu erwarten ist, ist die Anzahl derjenigen quadratfreien Stufen mit trivialem Neufor-
menraum wesentlich geringer, wenn der Charakter primitiv ist. Dann ist N ungerade, und es
gilt (~1)*N =1 mod 4 sowie (25 detD)) — (CUN)  Man kann in diesem Fall die Dimensio-
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(=0*N)) konkret berechnen und so alle Fille mit trivialem

nen der Neuformenriume SP (N, (
Neuformenraum bestimmen.

A.1.3 Satz. Seien N > 1 ungerade und quadratfrei sowie k € N mit (—1)*N = 1 mod 4.
Der Neuformenraum S(N, (=9"NY)) jst genau dann trivial, wenn N eine der folgenden, in
Abhéngigkeit von k angegebenen Stufen ist. Ist L ein gerades Gitter der Signatur (2,n) und
der Stufe N, so daB der zugeordnete Charakter xr primitiv und die Diskriminantenform —Nq
surjektiv ist, so ist es nur einfach, wenn seine Stufe eine der im folgenden angegebenen ist.

k n|N
2 215,13, 17, 21
3 4|3
4 6|5
5 8|3
6 10| -
7 12 -
8 14 -
9 16| -
10 18] -

A.2 Tabelle eventuell kritischer Stufen bei nicht surjektiver
Diskriminantenform

Ist die Diskriminantenform —Ng¢ eines geraden Gitters mit quadratfreier Stufe N nicht sur-
jektiv, so ist der Unterraum der Spitzenformen im Kontrollraum jedenfalls dann nicht leer,
wenn es Neuformen gibt, die keine CM-Formen sind. Nutzt man die in Satz 5.2.19 angege-
bene Abschitzung aus, so kann man wiederum im Prinzip alle Stufen berechnen, in denen
moglicherweise alle Neuformen CM-Formen sind. Da entsprechend der Erwartung die Ergeb-
nisse weniger gut sind als im zuvor behandelten Fall, beschrinken wir uns auf den Fall des
primitiven Charakters und Gitter der Signatur (2,7n) mit n > 6.

A.2.1 Satz. Seien N > 1 ungerade und quadratfrei sowie k > 4 mit (—1)*N = 1 mod 4.
Der Raum S¢M (N, (CuiNy) L SY(N, (=9"NY)) hat héchstens dann Dimension Null, wenn N
eine der folgenden, in Abhingigkeit von k angegebenen Stufen ist. Ist L ein gerades Gitter
der Signatur (2,n), n > 6 und der Stufe N, so daff der zugeordnete Charakter xj primitiv
ist, so ist es nur einfach, wenn seine Stufe eine der angegebenen Stufen ist.

k n|N

4 6|5, 15, 21, 35
5 83,7 15

6 10| 15

7T 12 -

8 14 -

9 16| -

10 18] -
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Tabelle A.1: Eventuell kritische Stufen bei surjektiver Diskriminantenform
k. n|N
2% 2% | 3,5,7,13, 15, 17, 21, 33, 35, 39, 51, 55, 57, 65, 69, 77, 85, 87, 91, 93, 95, 105,
111, 115, 119, 123, 129, 133, 141, 143, 145, 155, 159, 161, 165, 177, 183, 185,
195, 201, 213, 219, 231, 255, 273, 285, 345, 357, 385, 399, 429, 435, 455, 465,
483, 555, 561, 595, 609, 615, 627, 645, 651, 663, 665, 705, 715, 741, 759, 777,
795, 861, 885, 903, 915, 1155, 1365, 1785, 1995, 2145, 2415, 2805, 3003, 3045,
3135, 3255, 3315, 3705, 3795, 3885, 15015
3° 4r | 3, 15, 21, 33, 35, 39, 51, 55, 57, 69, 105, 165, 195, 231, 255, 273, 285, 1155
4 612 3 5 6,10, 14, 15, 21, 22, 26, 30, 33, 34, 35, 38, 39, 42, 46, 66, 70, 78, 102,
105, 110, 114, 130, 138, 154, 165, 170, 174, 182, 186, 190, 210, 222, 246, 330,
390, 462, 510, 546, 570, 690, 714, 770, 798, 858, 870, 910, 930, 966, 1110, 2310,
2730, 3570, 3990, 4290, 4830
5 83,6, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 30, 33, 34, 38, 42, 46, 66, 70, 78, 102, 105, 110,
114, 130, 138, 154, 170, 174, 182, 186, 190, 210, 222, 330, 390, 462, 510, 546,
570, 690, 714, 770, 798, 858, 870, 930, 966, 2310, 2730, 3570, 3990, 4290, 4830
6 10| 2, 6, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 30, 33, 34, 35, 38, 39, 42, 46, 66, 70, 78, 102, 105,
110, 114, 130, 138, 154, 165, 170, 174, 182, 186, 190, 195, 210, 222, 230, 238,
246, 258, 282, 330, 390, 462, 510, 546, 570, 690, 714, 770, 798, 858, 870, 910,
930, 966, 1110, 1122, 1218, 1230, 1254, 1290, 1302, 1410, 2310, 2730, 3570,
3990, 4290, 4830, 5610, 6006, 6090, 6270, 6510, 30030
7 12 6, 10, 30
8 14| 6, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 30, 34, 38, 42, 66, 70, 78, 102, 105, 110, 114, 130, 138,
154, 170, 174, 186, 210, 330, 390, 462, 510, 546, 570, 690, 714, 770, 798, 858,
870, 930, 966, 2310, 2730, 3570, 3990, 4290
9 16 | 6, 10, 14, 15, 22, 70, 30, 42, 66, 78, 102, 114, 210, 330, 390, 462, 510, 2310
10 18| 6, 10, 14, 15, 30, 42, 66, 70, 78, 210, 330, 390
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Anhang B

Symbolverzeichnis

(M, q), (V,q)
(Z), K, p}

CIL'/L]
XL

Xp
det(L)
Eg
E(L,p)
E(u,v)
Eg(z)
e(z)

Gy

Ff

quadratische Riume (cf. 1.1.2)

Raum der fast holomorphen Modulformen zu p vom Gewicht %
Raum der holomorphen Modulformen zu p vom Gewicht k
Raum der Spitzenformen zu p vom Gewicht k

Koeffizient der Matrixdarstellung von pr (M, ¢)

= ) ; mit den Eigenwerten e(f;) von M € U(V) (cf. 1.2.23)
Borcherdsprodukt zum Input F' € {Mp4(%Z),1 — 5, pr} (cf. 2.1.2)
Hecke-Grolencharakter (cf. 5.2.12)

Gruppenring der Diskriminantengruppe

Dirichletcharakter, mit dem I'g(N) via pj auf eq wirkt (cf. 4.2.1)
p-Komponente eines Dirichletcharakters (cf. 4.3.2)

Determinante eines Gitters

unimodulares gerades positiv definites Gitter der Dimension 8
p-Exzess eines Gitters (cf. 1.1.35)

Eichlertransformation (cf. 3.1.1)

Eisensteinreihe zu 8 € L' mit ¢(8) € Z (cf. 1.2.17)

— 6271'2'2

zu y € L' /L korrespondierender Standardbasisvektor von C[L'/L]
Symmetrisierung einer elliptischen Modulform (cf. 4.2.2)
=fooy

Komponentenfunktion einer vektorwertigen Modulform F' = (f),
= det(M)35(M, z)~* f(Mz) fiir alle M € GI} (R)

= ¢(2) " pr(M, p)~' f(M2) fiir alle (M, p) € Mp,(7)

= (2) 7% p} (M, )~ f(M>) fiir alle (M, p) € Mp,(Z)

Fiihrer eines Gréflencharakters

Kern des natiirlichen Homomorphismus O (L) — Aut(L’/L)
Testvektor eines Gitters (cf. 3.2.4)

hyperbolische Ebene (cf. 1.1.8)

Heisenberggruppe (cf. 3.1.4)

Heegnerdivisor (cf. 1.3.22)

orthogonale Halbebene (cf. 1.3.3)

Realisierung von H,, als Teilmenge von P(Vg)

deren Urbild in P(Vg) (cf. 1.3.4)

Heegnerprimdivisor (cf. 1.3.21)
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J(g,3)
i(g,2)
J(Vo)

— QY
PAVESS

Automorphiefaktor auf Ot (V) x H,, (cf. 1.3.6)
kanonischer Automorphiefaktor auf Sip(R) x H
Jacobigruppe (cf. 3.1.8)
Bijektion H,, <> H,
imaginar-quadratischer Zahlkérper
Kontrollraum eines Gitters (cf. 2.1.3)
Gitter; meist gerade der Signatur (2,7n)
zu L duales Gitter
Diskriminantengruppe
orthogonale Summe zweier Gitter
p-adische Aquivalenz zwischen den Gittern L und M
metaplektische Gruppe (cf. 1.2.3)
Stufe eines Gitters (cf. 1.1.15)
Nullquadrik
gewOhnliche p-adische Bewertung einer ganzen Zahl
orthogonale Gruppe
Untergruppe von O(V), die H,, in sich iiberfiihrt
Ring der ganzen Zahlen in K
Einschrinkung des Symmetrisierungsoperators auf den Raum
Sp (N, x) (cf. 4.3.5)
CM-Form zu einem Groflencharakter (cf. 5.2.14)
quadratische Form ¢ : M — N
der Matrix A € Gl,(R) zugeordnete quadratische Form auf R"
Fourierkoeffizient der Eisensteinreihe F3(z) (cf. 1.2.19)
Hindernisraum eines Gitters (cf. 2.1.3)
Real- und Imaginirteil
Anzahl der verschiedenen Primteiler von N
Weildarstellung eines Gitters sowie deren duale Darstellung
Erzeuger der Mp,(Z) bzw. der Sl (Z)
Raum der Neuformen (cf. 4.1.5)
Raum der Altformen (cf. 4.1.5)
Vorzeichenraum (cf. 4.3.3)
Raum der CM-Formen (cf. 5.2.6)
= SCM(N, 1) N SYN. x1)
Unterraum der Spitzenformen im Kontrollraum eines Gitters
Schnitt H, — H, (cf. 1.3.5)
Teilersumme r-ten Grades
Jacobische Thetareihe (cf. 3.1.16)
Komplexifizierung des reellen Vektorraumes V'
von in V enthaltenem Gitter erzeugter Q-Vektorraum (cf. 1.1.4)
Vektoren in V
Element von V) bei Aufspaltung L = H® H & Ly
1) Element von H,
2) das Element ((3' %) ,1) € Mp,(7Z)
Element von Vg
Element von P (V)
Element von Vj ¢ bei Aufspaltung L = H & H @ Lo

B. SYMBOLVERZEICHNIS



Index

Altform, 78

Automorphiefaktor, 18
der orthogonalen Gruppe, 28
kanonischer, 18

Borcherdsinput, 37
Borcherdslift, 38
Borcherdsprodukt, 38

CM-Form, 100

Determinante, 11
Dimension, 10
Dimensionsformel
fiir den Kontrollraum, 25, 44
fiir den Neuformenraum, 97
fiir Si(NV, x), 93
Diskriminantenform, 12
Diskriminantengruppe, 11
Divisor, 33
Hauptdivisor, 34
Heegnerdivisor, 34
Dualitétssatz, 40

Eichlertransformation, 50
Eisensteinreihe, 22

Endlichkeit der Klassenzahl einfacher Git-

ter, 72

Fourier-Jacobi-Entwicklung, 54
Fourierentwicklung

Fourier-Jacobi-Entwicklung, 54
orthogonaler Modulformen, 30
vektorwertiger Modulformen, 21

von Eisensteinreihen, 23
Frickeinvolution, 76

Gitter, 9
duales, 11
ganzes, 10
gerades, 10
isotropes, 14

Testvektor, 63
unimodulares, 11

Gitterbasis, 10

Gram-Matrix, 10
tridiagonale, 15

Gruppe
Diskriminantengruppe, 11
Hauptkongruenzgruppe, 37
Heckegruppe, 75
Heisenberggruppe, 51
Jacobigruppe, 52
metaplektische, 18
orthogonale, 10, 28
rationale orthogonale, 28
Strahlklassengruppe, 101

Gruppenring, 19

Halbebene, 27
Hecke-Groflencharakter, 101
Heckeoperator, 77
Heegnerdivisor, 34
Heisenberggruppe, 51
Hindernisraum, 39
Hyperbolische Ebene, 11

Input, 37
Isometrie, 9
Isotropie, 14

Jacobiform, 53
Jacobigruppe, 52

Koecherprinzip, 31

Kontrollraum, 39
Dimensionsformel, 25, 44
einfacher, 41

Metaplektische Gruppe, 18
Modulform
Altform, 78
Bocherdsinput, 37
Borcherdsprodukt, 38
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CM-Form, 100
elliptische zu T'o(N), 75
Neuform, 78
orthogonale, 31
primitive Form, 78
rationalen Gewichts, 33
Spitzenform, 21
vektorwertige, 21

Neuform, 78
primitive, 78

Orthogonale Abbildung, 10
Orthogonale Halbebene, 27

Peterssonsches Skalarprodukt, 76

Quadratische Form, 9
Quadratischer Raum, 9

Rationale Vektoren, 10

Satz
iiber den Borcherdslift, 38
iiber die Dimension einfacher Gitter, 47
iiber die Endlichkeit der Klassenzahl
bei fester Dimension und Determi-
nante, 16
iiber die Endlichkeit der Klassenzahl
einfacher Gitter, 72
iiber die Injektivitit des Symmetrisie-
rungsoperators, 86
iiber die Tridiagonalform von Gram-Ma-
trizen, 15
iiber singulire Gewichte, 60
Dualitétssatz, 40
Signatur, 10
Singuldres Gewicht, 60
Slashoperatoren, 20
Spitze, 29
Spitzenform, 21
Stufe, 12
Symmetrisierungsoperator, 79
Einschrinkung &, 86
Wirkung auf Fourierreihen, 82

Testvektor, 63
Tridiagonalform, 15

Vorzeichenrdume, 85

Weildarstellung, 19
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