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Einleitung

Den bez

�

ugli
h eines quadratis
hen Raumes (V; q) der Signatur (2; n) de�nierten orthogonalen

Gruppen O(2; n) sind die hermites
hen symmetris
hen Berei
he des Typs IV

n

zugeordnet.

Diese besitzen eine konkrete Realisierung als Tubengebiet, das wir die orthogonale Halbebene

H

n

nennen. Analog zum Fall gew

�

ohnli
her elliptis
her Modulformen, der als Spezialfall n = 1

in dieser Serie enthalten ist, kann man die Quotienten H

n

=� na
h gewissen arithmetis
hen

Untergruppen � � O(2; n) betra
hten. Sol
he Untergruppen erh

�

alt man im wesentli
hen in

Form der Automorphismengruppen von in V eingebetteten Gittern L. Na
h der Kompakti-

�zierungstheorie von Baily und Borel sind die Quotienten H

n

=� quasiprojektive algebrais
he

Variet

�

aten.

Die orthogonale Halbebene H

n

kann als o�ene Teilmenge der Nullquadrik im der Komple-

xi�zierung von V zugeordneten projektiven Raum aufgefa�t werden: Ist (V; q) ein quadrati-

s
her Raum der Signatur (2; n), so k

�

onnen wir die q zugeordnete Bilinearform h�; �i C-bilinear

auf die Komplexi�zierung V

C

:= V 


R

C fortsetzen. Die Nullquadrik N ist dann gegeben als

die Menge aller [z℄ 2 P (V

C

) mit hz; zi = 0. Die Bedingung hz;

�

zi > 0 zei
hnet einen o�enen,

aus zwei Zusammenhangskomponenten bestehenden Teil der Nullquadrik aus. Wir w

�

ahlen

eine dieser Komponenten aus und bezei
hnen sie mit H

n

.

Betra
htet man nun im projektiven Raum P (V

C

) orthogonale Komplemente von Vek-

toren v 2 V mit negativer Norm q(v), so sind die S
hnitte H

n

\ v

?

ni
ht leer; sie sind

sogar biholomorph

�

aquivalent zu orthogonalen Halbebenen H

n�1

und damit irreduzible ab-

ges
hlossene analytis
he Teilmengen von H

n

der Kodimension 1. Indem wir diese mit der

Multiplizit

�

at 1 versehen, erhalten wir Divisoren auf der Halbebene H

n

, die dur
h Einbettung

(n�1)-dimensionaler Halbebenen entstehen. Wir nennen diese speziellen Divisoren sowie de-

ren Linearkombinationen Heegnerdivisoren. Ist der Vektor v rational bez

�

ugli
h des Gitters L,

so liefert die bes
hriebene Konstruktion (algebrais
he) Divisoren im Quotienten H

n

=� und in

dessen Kompakti�zierung.

Will man die Frage untersu
hen, wel
he Heegnerdivisoren als Null- und Polstellendiviso-

ren meromorpher Modulformen auf H

n

vorkommen, so liefert die von Bor
herds 1998/1999

entwi
kelte Theorie eine Teilantwort. Diese Theorie besteht aus zwei Komponenten. Der

multiplikative Bo
herdslift ordnet einem Input F eine Modulform B(F ) zur orthogonalen

Gruppe zu. Dabei ist ein sol
her Input eine vektorwertige Modulform vom meist negativen

Gewi
ht 1 �

n

2

, die auf der gew

�

ohnli
hen oberen Halbebene H holomorph ist, in der Spitze

i1 jedo
h einen Pol haben kann. An die FourierkoeÆzienten eines Inputs werden zus

�

atzli
h

no
h Ganzheitsbedingungen gestellt. Der Null- und Polstellendivisor des Lifts B(F ) ist ein

Heegnerdivisor, dessen genaue Gestalt dur
h die FourierkoeÆzienten des zu liftenden Inputs

F bestimmt ist. Wir erhalten also als Bilder dieser Liftungsabbildung, die wir Bor
herdspro-

dukte nennen wollen, die gesu
hten Objekte.

Den zweiten Teil der Theorie bildet der Dualit

�

atssatz. Er gibt genaue Auskunft

�

uber

die beim multiplikativen Bo
herdslift m

�

ogli
hen Inputs. Damit erhalten wir insbesondere

5



6 EINLEITUNG

Informationen

�

uber die FourierkoeÆzienten sol
her Inputs und damit

�

uber Heegnerdivisoren,

die dur
h Bor
herdsprodukte realisierbar sind. Na
h einem Resultat von Bruinier ist unter

zus

�

atzli
hen Voraussetzungen jede Modulform, deren Divisor Heegnerdivisor ist, bereits ein

Bor
herdsprodukt. In diesem Fall ist die Frage, wel
he Heegnerdivisoren von Modulformen

herkommen, mit der Bestimmung der m

�

ogli
hen Inputs

�

aquivalent.

Die ents
heidende Gr

�

o�e bei der Formulierung des Dualit

�

atssatzes ist der sogenannte Kon-

trollraum K

L

, der dem Gitter L, bez

�

ugli
h dem die Modulgruppe � de�niert ist, zugeordnet

werden kann. Dabei handelt es si
h um den Vektorraum vektorwertiger holomorpher Mo-

dulformen des (positiven) Gewi
hts 1 +

n

2

, die si
h bez

�

ugli
h der metaplektis
hen Gruppe

Mp

2

(Z) mit der zur Weildarstellung des Gitters L dualen Darstellung transformieren. Unter

der metaplektis
hen Gruppe verstehen wir eine zweibl

�

attrige

�

Uberlagerung der gew

�

ohnli
hen

Modulgruppe Sl

2

(Z), die es erlaubt, au
h Modulformen halbganzer Gewi
hte zu betra
hten.

Spitzenformen in diesem Kontrollraum sorgen f

�

ur Heegnerdivisoren, die ni
ht von Bor
herds-

produkten realisiert werden; gibt es keine ni
httriviale Spitzenform im Kontrollraum K

L

, so

ist jeder Heegnerdivisor der Divisor eines Bor
herdsproduktes, insbesondere also der einer

orthogonalen Modulform.

Die Frage na
h der Existenz von Spitzenformen im Kontrollraum eines geraden Gitters ist

also ents
heidend f

�

ur die Realisierbarkeit von Heegnerdivisoren dur
h Modulformen. Gitter,

die nur die triviale Spitzenform in ihrem Kontrollraum besitzen, sowie deren Kontrollr

�

aume

selbst, nennen wir daher einfa
h. Ziel der vorliegenden Arbeit und glei
hzeitig deren Hauptre-

sultat ist der Na
hweis, da� es bis auf Isomorphie unter milden zus

�

atzli
hen Voraussetzun-

gen nur endli
h viele einfa
he Gitter gibt. Um zu diesem Ziel zu gelangen, werden drei

grunds

�

atzli
h voneinander vers
hiedene Methoden angewendet.

Zun

�

a
hst kann man dur
h Abs
h

�

atzung einer Dimensionsformel f

�

ur den Kontrollraum, die

auf dem Satz von Riemann-Ro
h basiert, die Dimension von einfa
hen Gittern bes
hr

�

anken.

Man �ndet in der Tat eine s
harfe S
hranke: Einfa
he gerade Gitter der Signatur (2; n) haben

h

�

o
hstens Dimension 28, und das 28-dimensionale Gitter H � H � �

24

hat einen einfa
hen

Kontrollraum. Mit der glei
hen Methode wird bewiesen, da� Gitter vorgegebener Dimension,

die gr

�

o�er oder glei
h 15 ist, stets ni
httriviale Spitzenformen in ihrem Kontrollraum zulassen,

wenn ihre Determinante hinrei
hend gro� ist.

Die zweite eingesetzte Methode kommt unter der zus

�

atzli
hen Voraussetzung, da� das

Gitter

�

uber Q zwei hyperbolis
he Ebenen abspaltet, zur Anwendung und zeigt f

�

ur jede Di-

mension gr

�

o�er als vier, da� Gitter mit dieser Eigens
haft und gro�er Determinante ni
ht

einfa
h sind. Dabei wird die Behauptung dur
h einen indirekten S
hlu� gezeigt, der direkt

aus dem Dualit

�

atssatz von Bor
herds erw

�

a
hst. Eine Konsequenz aus letzterem ist n

�

amli
h,

da� die FourierkoeÆzienten einer bestimmten Eisensteinreihe E

0

2 K

L

bis auf einen kon-

stanten Faktor gerade die Gewi
hte ausgezei
hneter holomorpher Bor
herdsprodukte sind,

falls Inputs mit den korrespondierenden Eingangsdaten existieren. Nehmen wir an, da� der

Kontrollraum au�er der Null keine Spitzenform besitzt, so existieren na
h dem Dualit

�

atssatz

Inputs zu allen Eingangsdaten, die FourierkoeÆzienten von E

0

sind also tats

�

a
hli
h konstante

Vielfa
he von Gewi
hten holomorpher Modulformen zu orthogonalen Gruppen. Der Satz

�

uber

singul

�

are Gewi
hte, der wegen der vorausgesetzten Q-Struktur des Gitters gilt, bes
hr

�

ankt

sol
he Gewi
hte aber na
h unten: Eine holomorphe Modulform aufH

n

mit einem Gewi
ht, das

kleiner als n=2�1 ist, mu� bereits identis
h vers
hwinden. Wir erhalten nun den gew

�

uns
hten

Widerspru
h zu unserer Annahme, indem wir zeigen, da� es zu jedem Gitter mit hinrei
hend

gro�er Determinante einen geeigneten FourierkoeÆzienten der Eisensteinreihe E

0

gibt, so da�

das dadur
h 
odierte Gewi
ht unter diese S
hranke f

�

allt.

Diese Argumentation verwendet nur das Gewi
ht der in Rede stehenden Modulform, ni
ht
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aber die Tatsa
he, da� es si
h um ein Bor
herdsprodukt handelt. Unter der ohnehin als

g

�

ultig vorausgesetzten Bedingung an dieQ-Struktur des Gitters besagen die bereits erw

�

ahnten

Resultate von Bruinier weiter, da� eine beliebige Modulform, deren Divisor ein Heegnerdivisor

ist, ebenfalls das dur
h die KoeÆzienten von E

0

bestimmte Gewi
ht hat, au
h wenn sie kein

Bor
herdsprodukt sein sollte. Wir erhalten daher die konkreten Daten eines Divisors, der

ni
ht dur
h irgendwel
he Modulformen realisiert werden kann. Da die ermittelte S
hranke

f

�

ur die Determinante eines Gitters, oberhalb derer der angegebene S
hlu� dur
hf

�

uhrbar ist,

s
hlie�li
h mit der Dimension f

�

allt, liefert dies f

�

ur fast alle Isomorphieklassen von Gittern,

die den Voraussetzungen gen

�

ugen, die Daten eines ni
ht dur
h Modulformen realisierbaren

Heegnerdivisors.

Der indirekte S
hlu�

�

uber die FourierkoeÆzienten der Eisensteinreihe E

0

hat zwei Na
h-

teile: Zum einen liefert er kaum brau
hbare numeris
he Ergebnisse, zum anderen bleiben in

Dimensionen bis 6 einige F

�

alle unber

�

u
ksi
htigt. Daher wird als dritte eingesetzte Metho-

de eine explizite Konstruktion ni
httrivialer Spitzenformen im Kontrollraum angegeben, die

f

�

ur gerade Gitter mit quadratfreier Stufe dur
hf

�

uhrbar ist. Dies bedeutet eine starke Ein-

s
hr

�

ankung; insbesondere sind die Dimensionen sol
her Gitter stets gerade. Immerhin werden

aber beispielsweise die F

�

alle aller Gitter erfa�t, deren Diskriminantengruppen Vektorr

�

aume

�

uber endli
hen K

�

orpern F

p

mit ungeraden Primzahlen p sind.

Die Konstruktion, die diese dritte Methode darstellt, basiert auf der Beoba
htung, da�

die Eins
hr

�

ankung der Weildarstellung des Gitters L auf die He
ke-Gruppe �

0

(N) bzw. deren

Urbild inMp

2

(Z), wobeiN die Stufe des Gitters ist, einen kanonis
hen simultanen Eigenvektor

e

0

besitzt. Das Produkt einer elliptis
hen Modulform auf �

0

(N) zu geeignetem Charakter mit

diesem Eigenvektor e

0

ist daher eine vektorwertige Modulform bez

�

ugli
h �

0

(N), die dur
h

Symmetrisierung zu einer vollinvarianten Modulform gema
ht werden kann. Spitzenformen

gehen dabei in Spitzenformen

�

uber.

Die Untersu
hung der Abbildungseigens
haften des bes
hriebenen Symmetrisierungsope-

rators unter Benutzung der Theorie der Alt- und Neuformen auf der Gruppe �

0

(N) zeigt

die Injektivit

�

at auf einem gewissen, dem Gitter zugeordneten Raum S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

), der die

klassis
hen R

�

aume S

+

k

(p; (

�

p

)) und S

�

k

(p; (

�

p

)) verallgemeinert. Mit Hilfe des Begri�es der CM-

Form kann man s
hlie�li
h zeigen, da� bereits bei relativ kleinen (quadratfreien) Stufen und

damit au
h kleinen Determinanten der beteiligten Gitter stets Modulformen existieren, die

dur
h Symmetrisierung zu ni
httrivialen Spitzenformen im Kontrollraum f

�

uhren. Diejenigen

Stufen, bei denen dies ni
ht m

�

ogli
h ist, lassen si
h konkret bere
hnen und sind in Form von

Tabellen im Anhang angegeben. Im Spezialfall gerader Gitter, deren Determinante eine un-

gerade Primzahl ist, liefert die Symmetrisierung einen Isomorphismus zwis
hen dem Raum

der Spitzenformen im Kontrollraum und dem klassis
hen Raum S

+

k

(p; (

�

p

)) oder S

�

k

(p; (

�

p

)),

je na
h der Gestalt des Gitters. Die angegebene Symmetrisierungsabbildung verallgemeinert

somit den in [Br-Bu℄ angegebenen Isomorphismus.

Das erste Kapitel der vorliegenden Arbeit stellt die ben

�

otigten Grundtatsa
hen

�

uber Git-

ter, vektorwertige Modulformen sowie

�

uber Modulformen zu orthogonalen Gruppen zusam-

men. Es dient gewisserma�en als W

�

orterbu
h und kann von Lesern, die mit der Thematik

vertraut sind,

�

ubersprungen werden. Im zweiten Kapitel wird die Theorie von Bor
herds, ge-

nauer der multiplikative Lift und der Dualit

�

atssatz, dargestellt. Die Zusammenh

�

ange werden

anhand eines Beispielgitters illustriert. Daran s
hlie�en si
h die Konsequenzen, die si
h aus

der Auswertung der auf dem Satz von Riemann-Ro
h basierenden Dimensionsformel ergeben,

an; sie bilden den zweiten Teil dieses Kapitels und glei
hzeitig die ersten eigenen Resultate.

Das dritte Kapitel ist der Dur
hf

�

uhrung des oben bes
hriebenen indirekten S
hlusses

�

uber

die FourierkoeÆzienten der Eisensteinreihe E

0

gewidmet. Zun

�

a
hst wird der Satz

�

uber die



8 EINLEITUNG

singul

�

aren Gewi
hte formuliert. Dieser ist zwar wohlbekannt, in der ben

�

otigten Allgemeinheit

jedo
h ni
ht in der Literatur aufgef

�

uhrt, weswegen ein vollst

�

andiger Beweis angegeben ist.

Ans
hlie�end wird das zu untersu
hende Gitter in geeigneter Weise koordinatisiert und ein

Testvektor ausgew

�

ahlt. Da als bestimmende Gr

�

o�e in die FourierkoeÆzienten von E

0

gewis-

se Kongruenzl

�

osungsanzahlen der quadratis
hen Form modulo Primzahlpotenzen eingehen,

werden Abs
h

�

atzungen f

�

ur sol
he Anzahlen in allgemeiner Form hergeleitet. Bei deren An-

wendung auf die konkrete Situation spielen s
hle
hte Primstellen die ents
heidende Rolle; f

�

ur

diese rei
hen die allgemein bekannten Abs
h

�

atzungen ni
ht aus, die daher unter Ausnutzung

der speziellen Koordinatisierung verbessert werden m

�

ussen. Dies ergibt s
hlie�li
h den Beweis

von Theorem 3.4.2, das das Hauptresultat der vorliegenden Arbeit ist.

Die explizite Konstruktion von Spitzenformen im Kontrollraum dur
h Symmetrisierung

wird im vierten Kapitel dur
hgef

�

uhrt. Zun

�

a
hst wird f

�

ur Gitter mit quadratfreier Stufe der

Symmetrisierungsoperator de�niert und so weit wie m

�

ogli
h evaluiert. Daran s
hlie�t si
h der

Na
hweis der Injektivit

�

at auf dem dem Gitter zugeordneten Raum S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

) an. Dieser

besteht aus Neuformen, deren FourierkoeÆzienten a

n

f

�

ur n aus bestimmten arithmetis
hen

Progressionen vers
hwinden. Ferner wird das Bild des Symmetrisierungsoperators im Kon-

trollraum so weit wie m

�

ogli
h bes
hrieben. Das abs
hlie�ende f

�

unfte Kapitel behandelt die

Frage na
h der Trivialit

�

at der Vorzei
henr

�

aume S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

). Es stellt si
h heraus, da� sie

f

�

ur hinrei
hend gro�e Stufe N stets ni
httriviale Elemente enthalten. Wendet man den Sym-

metrisierungsoperator auf diese an, so erh

�

alt man insbesondere ni
httriviale Spitzenformen im

Kontrollraum, die entspre
henden Gitter sind also ni
ht einfa
h. Im Gegensatz zur indirek-

ten S
hlu�weise eignen si
h die errei
hten Dimensionsformeln f

�

ur numeris
he Bere
hnungen,

deren Ergebnisse im Anhang A aufgef

�

uhrt sind.

Mein Dank gilt in erster Linie meinem Betreuer, Herrn Prof. Dr. E. Freitag. Ohne seinen

stets kompetenten Rat und die erhellenden Diskussionen w

�

are diese Arbeit ni
ht zustande

gekommen. Dankbar bin i
h au
h f

�

ur fru
htbare Impulse, die aus Diskussionen mit Herrn

Dr. J.-H. Bruinier hervorgegangen sind. Ferner danke i
h der Deuts
hen Fors
hungsgemein-

s
haft f

�

ur die �nanzielle Unterst

�

utzung im Rahmen der Fors
hergruppe Arithmetik sowie den

zahlrei
hen Korrekturlesern des Skriptums.

Heidelberg, im Oktober 2001



Kapitel 1

Grundlagen

Das vorliegende einleitende Kapitel stellt die f

�

ur die Formulierung und die Bearbeitung der

zugrundeliegenden Fragestellung ben

�

otigten Begri�e und S

�

atze zur Verf

�

ugung. Es gliedert si
h

in Abs
hnitte

�

uber Gitter, vektorwertige Modulformen sowie Modulformen zu orthogonalen

Gruppen. Zwis
hen diesen wird dann im zweiten Kapitel die Verbindung hergestellt. Da die

meisten hier dargestellten Tatsa
hen bekannt sind, wird auf Beweise h

�

au�g verzi
htet. Der

Leser �ndet dann geeignete Referenzen.

1.1 Gitter und quadratis
he Formen

1.1.1 Quadratis
he R

�

aume und Gitter

Wir beginnen mit der De�nition von Gittern. Dabei stehen mehrere

�

aquivalente Konzepte zur

Wahl, die jeweils einen Aspekt in den Vordergrund stellen. Wir f

�

uhren zun

�

a
hst den Begri�

des quadratis
hen Raumes ein. Als Referenzen beziehen wir uns auf die Monographien [Co-Sl℄,

[Kne℄ und [Mart℄.

1.1.1 De�nition. Sei M ein endli
h erzeugter freier Modul

�

uber dem Integrit

�

atsberei
h R,

und sei K der Quotientenk

�

orper von R. Eine quadratis
he Form auf M ist eine Abbildung

q :M ! K, die den folgenden Bedingungen gen

�

ugt:

1. q(�v) = �

2

q(v) f

�

ur alle � 2 R und v 2M .

2. Die Abbildung (v;w) 7! hv;wi := q(v+w)� q(v)� q(w) ist R-bilinear.

Die Abbildung (v;w) 7! hv;wi hei�t die der quadratis
hen Form q zugeordnete Bilinearform.

Die quadratis
he Form hei�t ni
ht ausgeartet, falls es zu jedem v 6= 0 ein w 2 M gibt mit

hv;wi 6= 0.

Es gilt stets hv; vi = 2q(v). Ist die Charakteristik vonK unglei
h 2, so ist eine quadratis
he

Form bereits dur
h die ihr zugeordnete Bilinearform bestimmt.

1.1.2 De�nition. Ein endli
h erzeugter freier ModulM

�

uber einem Integrit

�

atsberei
h R mit

einer ni
ht ausgearteten quadratis
hen Form q darauf hei�t quadratis
her Raum

�

uber R.

Ist speziell (K =)R = R und M ein endli
hdimensionaler Vektorraum, so sagen wir einfa
h

quadratis
her Raum oder au
h pseudoeuklidis
her Vektorraum. Ein Gitter ist ein

quadratis
her Raum

�

uber dem Grundring Z mit Werten in Q.

Eine bijektive lineare Abbildung quadratis
her R

�

aume hei�t Isometrie, falls sie die qua-

dratis
hen Formen ineinander

�

uberf

�

uhrt. Eine Isometrie des quadratis
hen Raumes (M; q)

9
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in si
h hei�t eine orthogonale Abbildung. Mit O(M; q) wird die Gruppe aller orthogo-

nalen Abbildungen des quadratis
hen Raumes (M; q) bezei
hnet. Existiert eine Isometrie

(M; q)! (N; ~q), so hei�en M und N isomorph.

1.1.3 De�nition. Ein Gitter (L; q) hei�t ganz, falls die q zugeordnete Bilinearform auf L

nur Werte in Z annimmt. Dar

�

uberhinaus hei�t es gerade, falls q selbst auf L nur ganzzahlige

Werte hat.

Aufgrund der Polarisationsformel hv;wi = q(v+w)� q(v)� q(w) sind gerade Gitter stets

ganz; die Umkehrung hiervon gilt ni
ht. In dieser Arbeit auftretende Gitter sind fast immer

gerade.

Na
h einem bekannten Satz ist eine diskrete Untergruppe eines R-Vektorraumes stets frei.

Eine diskrete Untergruppe L eines quadratis
hen Raumes

�

uber R von maximalem Rang ist

daher ein Gitter, wenn die quadratis
he Form auf L nur rationale Werte annimmt. Hiervon

gilt au
h die Umkehrung: Ist L ein freier, endli
h erzeugter Z-Modul, so entsteht daraus dur
h

Grundringerweiterung auf nat

�

urli
he Weise der Vektorraum V := L


Z

R. Eine quadratis
he

Form q auf L l

�

a�t si
h eindeutig zu einer quadratis
hen Form auf V fortsetzen. Ist q ni
ht

ausgeartet, so ist (V; q) ein quadratis
her Raum und L eine diskrete Untergruppe maximalen

Ranges von V . Man kann si
h Gitter also stets eingebettet in einen bis auf Isomorphie ein-

deutig bestimmten quadratis
hen Raum vorstellen. Sie liefern dann den Begri� des rationalen

Vektors.

1.1.4 De�nition. Sei L � (V; q) ein Gitter. Den Raum V

Q

:= QL nennen wir den von L

erzeugten Q-Vektorraum. Zusammen mit der Eins
hr

�

ankung der quadratis
hen Form ist

er ein quadratis
her Raum

�

uber Q. Elemente v 2 V

Q

hei�en rationale Vektoren.

Ist L ein Gitter im quadratis
hen Raum (V; q), so gibt es eine Basis B = fe

1

; : : : ; e

r

g von

V mit L =

P

r

i=1

Ze

i

. Wir nennen dann B eine Gitterbasis von L und r die Dimension des

Gitters. Unter der Signatur von L verstehen wir die Signatur des umgebenden quadratis
hen

Raumes (V; q).

1.1.2 Gram-Matrizen quadratis
her Formen

1.1.5 De�nition. Sei L � (V; q) ein Gitter und B = fe

1

; : : : ; e

r

g eine Gitterbasis von L.

Sei h�; �i die q zugeordnete Bilinearform. Die Matrix A := A(L;B) := (he

i

; e

j

i)

i;j=1;:::;r

hei�t

Gram-Matrix von L bez

�

ugli
h der Basis B.

Mit Hilfe der bez

�

ugli
h einer Gitterbasis B gebildeten Gram-Matrix A = A(L;B) eines

Gitters L � V k

�

onnen wir auf R

r

eine quadratis
he Form de�nieren dur
h

q

A

(x

1

; : : : ; x

r

)

t

:=

1

2

(x

1

; : : : ; x

r

)A(x

1

; : : : ; x

r

)

t

:

Die von der Basis induzierte Koordinatenabbildung ist dann eine Isometrie '

B

: (V; q) !

(R

r

; q

A

), die L in die Menge Z

r

� R

r

der Punkte mit ganzzahligen KoeÆzienten

�

uberf

�

uhrt.

Wir erhalten also jedes Gitter, indem wir die Menge Z

r

im Raum (R

r

; q) mit variierenden

quadratis
hen Formen q betra
hten.

1.1.6 Lemma. Zwei Gitter L und M der Dimension r sind genau dann isomorph, wenn es

zu je zwei Gitterbasen B und C von L und M ein T 2 Gl

r

(Z) gibt mit

A(M;C) = T

t

A(L;B)T:(1.1)
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Insbesondere gilt die Relation (1.1) f

�

ur bez

�

ugli
h vers
hiedener Basen gebildete Grams
he

Matrizen desselben Gitters. Die Determinante der Gram-Matrix h

�

angt also ni
ht von der

Auswahl der Basis ab.

1.1.7 De�nition. Sei L ein Gitter. Als Determinante von L bezei
hnen wir die Determi-

nante der Gram-Matrix von L bez

�

ugli
h irgendeiner Basis und s
hreiben daf

�

ur det(L). Ist

jdet(L)j = 1, so hei�t das Gitter L unimodular.

Eine quadratis
he Form auf einem Gitter L ist genau dann ni
ht ausgeartet, wenn seine

Determinante ni
ht vers
hwindet. Somit de�niert jede symmetris
he invertierbare Matrix

A 2 Gl

r

(Q) ein Gitter L = Z

r

� (R

r

; q

A

). Die Isomorphieklassen von Gittern entspre
hen

umkehrbar eindeutig den symmetris
hen invertierbaren Matrizen A 2 Gl

r

(Q) modulo der

Operation A 7! T

t

AT von Gl

r

(Z) darauf.

Ist L ein Gitter und A seine bez

�

ugli
h irgendeiner Basis gebildete Gram-Matrix, dann

ist L genau dann ganz, wenn A = (a

ij

)

i;j

nur ganze Eintr

�

age a

ij

hat, und gerade, wenn

zus

�

atzli
h die Diagonalelemente a

ii

gerade sind. Diese Eigens
haften h

�

angen ni
ht von der

Auswahl der Basis ab. Wir k

�

onnen also fortan Gitter auf bequeme Weise dur
h Angabe der

Gram-Matrix bes
hreiben. Dabei kontrollieren wir die elementarsten Eigens
haften dur
h die

Bes
ha�enheit der Eintr

�

age. Wir werden dies vor allem nutzen, um konkrete Beispiele wie

das folgende anzugeben.

1.1.8 Beispiel: Ein Gitter mit der Gram-Matrix

A =

�

0 1

1 0

�

nennen wir die hyperbolis
he Ebene und bezei
hnen es kurz mit H. Es gilt det(A) = �1,

die hyperbolis
he Ebene ist folgli
h unimodular. Sie ist gerade und hat die Signatur (1; 1).

Die zugeordnete Bilinearform auf Z

2

ist gegeben dur
h h(x

1

; x

2

)

t

; (y

1

; y

2

)

t

i = x

1

y

2

+ x

2

y

1

.

1.1.3 Dualit

�

at, Determinante und Stufe

Dieser Abs
hnitt orientiert si
h an der Monographie [Mart℄, in der diese Zusammenh

�

ange in

den xx 1-3 ausf

�

uhrli
h behandelt werden.

1.1.9 De�nition. Sei L � (V; q) ein ganzes Gitter. Der Modul

L

0

:= fv 2 V

Q

j hv;wi 2 Z f

�

ur alle w 2 Lg;

versehen mit der quadratis
hen Form q, hei�t das zu L duale Gitter L

0

.

1.1.10 Lemma. Ist L � (V; q) ein ganzes Gitter, so ist L

0

ein Gitter von glei
her Dimension,

wel
hes L umfa�t. Na
h Wahl einer Gitterbasis B wirkt die Gram-Matrix A := A(L;B) in

nat

�

urli
her Weise auf dem Vektorraum V . Dann ist L

0

= A

�1

(L), und A

�1

ist eine Gram-

Matrix f

�

ur das duale Gitter L

0

.

1.1.11 De�nition. Sei L ein ganzes Gitter. Die Faktorgruppe L

0

=L hei�t Diskriminan-

tengruppe von L. Wegen der Relation L

0

= A

�1

L aus Lemma 1.1.10 ist sie endli
h und von

der Ordnung jdet(L)j.

Wendet man den Elementarteilersatz auf die beiden Gruppen L und L

0

an, so erh

�

alt man

weitere Information

�

uber die Struktur dieser beiden Gitter:
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1.1.12 Satz. Es gibt eine angepa�te Basis von L

0

, d.h. es gibt eine Basis ff

1

; : : : ; f

r

g von L

0

und nat

�

urli
he Zahlen d

1

; : : : ; d

r

mit d

i

jd

i+1

f

�

ur i = 1; : : : ; r�1 und d

1

�: : : �d

r

= jdet(L)j, so da�

fd

1

f

1

; : : : ; d

r

f

r

g eine Basis von L ist. Ein Repr

�

asentantensystem der Diskriminantengruppe

ist dann gegeben dur
h die Z-Linearkombinationen

P

r

i=1

t

i

f

i

mit 0 � t

i

< d

i

f

�

ur alle i.

1.1.13 Lemma. Ist L ein ganzes Gitter, so ist die von der Bilinearform h�; �i induzierte

Abbildung L

0

=L � L

0

=L ! Q=Z wohlde�niert. Ist L sogar gerade, so ist au
h die von q

induzierte Abbildung

1

L

0

=L! Q=Z wohlde�niert.

1.1.14 De�nition. Sei L ein gerades Gitter. Die von der quadratis
hen Form induzierte

Abbildung L

0

=L! Q=Z hei�t Diskriminantenform von L.

1.1.15 De�nition. Seien L ein gerades Gitter und L

0

sein Dual. Die kleinste nat

�

urli
he Zahl

N , f

�

ur die Nq(
) ganz ist f

�

ur alle 
 2 L

0

, hei�t Stufe des Gitters L.

Bemerkung: Wegen Lemma 1.1.10 ist die Stufe die kleinste nat

�

urli
he Zahl N , so da� die

Matrix N �A

�1

ganze und auf der Hauptdiagonalen sogar gerade Eintr

�

age hat. Da dann stets

hN
; Æi ganz ist, ist NL

0

im Gitter L enthalten.

1.1.16 Lemma. Seien N die Stufe und D die Determinante eines geraden Gitters L. Dann

gilt N � 2jDj � 2N

dim(L)

. Ist D gerade, so ist N ein Teiler von 2D, ansonsten sogar von D

selbst. Ferner tritt jeder Primfaktor von D bereits in N auf.

Beweis: Wegen DL

0

� L ist f

�

ur jedes 
 2 L

0

bereits 2Dq(
) = hD
; 
i 2 Z und somit N ein

Teiler von 2D. Andererseits ist au
h D

2

q(
) = q(D
) 2 Z und daher N au
h ein Teiler von

D

2

. Daraus folgt die Teilbarkeitsaussage sowie die erste Abs
h

�

atzung N � 2jDj.

Aufgrund der vorigen Bemerkung ist L

0

�

1

N

L, also L

0

=L � (

1

N

L)=L und somit

jL

0

=Lj = jDj � N

dim(L)

:

Ist A die Gram-Matrix von L, so ist NA

�1

ganz, und es gilt ANA

�1

= NE

dim(L)

und daher

D det(NA

�1

) = N

dim(L)

. �

1.1.4 Konstruktionen f

�

ur Gitter und Beispiele

Wie bereits gesehen, kann man Gitter dur
h Angabe einer Gram-Matrix der quadratis
hen

Form bes
hreiben. Bei gro�en Dimensionen ist dies aber zu aufwendig und verde
kt unter

Umst

�

anden weitere vorhandene Struktur. Deshalb geben wir einen Me
hanismus an, um aus

mehreren gegebenen Gittern neue zusammenzusetzen.

1.1.17 De�nition. Seien L

1

� (V

1

; q

1

) und L

2

� (V

2

; q

2

) Gitter. Als orthogonale Summe

von L

1

und L

2

bezei
hnen wir das Gitter L

1

�L

2

:= L

1

+L

2

im Raum (V

1

�V

2

; q) mit der Form

q(v

1

; v

2

) = q

1

(v

1

) + q

2

(v

2

). F

�

ur a 2 Q bezei
hne L

1

(a) das Gitter L

1

(a) := L

1

� (V

1

; aq

1

).

Es ist o�ensi
htli
h, da� L

1

�L

2

wieder ein Gitter und die Konstruktion assoziativ ist. So-

mit sind au
h allgemeine endli
he orthogonale Summen von Gittern erkl

�

art. Bis auf einen ka-

nonis
hen Isomorphismus ist die Summenbildung kommutativ. Die umgebenden Vektorr

�

aume

1

F

�

ur gerade Gitter ist diese Abbildung eine endli
he quadratis
he Form in folgendem Sinne: L

0

=L ist endli
he

abels
he Gruppe, und q ist eine Abbildung mit Werten im Z-Modul Q=Z, die q(�v) = �

2

q(v) erf

�

ullt und so,

da� die Funktion (v;w) 7! q(v+w)� q(v)� q(w) Z-bilinear ist.
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V

1

und V

2

sind orthogonal im

�

ubli
hen Sinne. Ist L ganz oder gerade und a ganz, so gilt sel-

biges au
h f

�

ur das Gitter L(a). F

�

ur positives a ist ferner L(a) isomorph zu

p

aL � (V; q).

Falls si
h ein Gitter als orthogonale Summe L = L

1

�L

2

mit Gittern L

1

und L

2

kleinerer

Dimension s
hreiben l

�

a�t, so sagen wir, L spalte (

�

uber Z) das Gitter L

1

(und ebenso L

2

) ab.

Um in Zukunft auf einfa
he Weise Beispiele angeben zu k

�

onnen, vereinbaren wir no
h einige

Bezei
hnungen f

�

ur Standardgitter, aus denen dann kompliziertere zusammengesetzt werden

k

�

onnen. In Beispiel 1.1.8 haben wir bereits die hyperbolis
he Ebene H kennengelernt.

1.1.18 Beispiele: 1. F

�

ur r > 0 bezei
hnen wir mit Z

r

das Gitter Z

r

� (R

r

; q

E

r

), dessen

quadratis
he Form dur
h q((x

1

; : : : ; x

r

)

t

) =

1

2

P

i

x

2

i

gegeben ist. Dieses ist ganz, aber

ni
ht gerade. (Aufgrund der Nat

�

urli
hkeit dieser Konstruktion erlauben wir uns die Ver-

wendung der Bezei
hnung Z

r

sowohl f

�

ur das Gitter als au
h f

�

ur den zugrundeliegenden

Modul.)

2. Das Gitter E

8

sei gegeben dur
h Z

8

� (R

8

; q

A

) mit

A =

0

B

B

B

B

B

B

B

�

2 1 1 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1 1 1 2

1 1 2 1 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1 1 2

1 1 1 1 2 1 1 2

1 1 1 1 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 2 2

1 2 2 2 2 2 2 4

1

C

C

C

C

C

C

C

A

:

Es ist gerade und unimodular.

3. Mit A

n

bezei
hnen wir s
hlie�li
h das Gitter Z

n

� (R

n

; q

A

(n)

) mit der n-reihigen Matrix

A

(n)

=

0

B

B

B

�

2 1 1 : : : 1

1 2 1 : : : 1

1 1 2 : : : 1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 1 1 : : : 2

1

C

C

C

A

:

Au
h dieses ist gerade und hat Determinante n+ 1.

1.1.5 Isotropie

In pseudoeuklidis
hen Vektorr

�

aumen kann im Gegensatz zum euklidis
hen Fall die Norm

eines ni
httrivialen Elementes vers
hwinden. Diesen E�ekt nennen wir Isotropie. Im Zusam-

menhang mit orthogonalen Modulformen spielt dies insofern eine gewi
htige Rolle, als da�

Randkomponenten der no
h zu de�nierenden orthogonalen Halbebene dur
h isotrope Vekto-

ren bes
hrieben werden k

�

onnen. Au
h in die Untersu
hung von Gittern geht der Begri� der

Isotropie ein. Da es si
h auss
hlie�li
h um bekannte S

�

atze handelt, lassen wir die Beweise

aus. Diese �nden si
h unter anderem in [Kne℄.

1.1.19 De�nition. Sei (V; q) ein quadratis
her Raum

�

uberR. Dann hei�t V positiv de�nit,

falls q(v) positiv ist f

�

ur alle 0 6= v 2 V , und negativ de�nit, falls q(v) negativ ist f

�

ur alle

diese v. Ansonsten hei�t V inde�nit.

Bemerkung: Hat V die Signatur (b

+

; b

�

), so ist V genau dann positiv de�nit, falls b

�

= 0,

und negativ de�nit, falls b

+

= 0.
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1.1.20 De�nition. Sei (V; q) ein quadratis
her Raum

�

uber dem Ring R. Ein Element v 2 V

hei�t isotrop, falls q(v) = 0 ist. Ein Unterraum U � V hei�t isotrop, falls qj

U

� 0. Der

quadratis
he Raum V hei�t isotrop, falls er ein ni
httriviales isotropes Element besitzt, also

falls es ein v 2 V �f0g mit q(v) = 0 gibt. Ist dies ni
ht der Fall, so hei�t er anisotrop. Diese

Begri�e �nden insbesondere auf Gitter Anwendung.

1.1.21 Beispiel: Die hyperbolis
he Ebene H ist ein isotropes Gitter, denn beide Standard-

basisvektoren e

1

und e

2

sind isotrop.

1.1.22 Beispiel: Sei L = Z

2

� (R

2

; q) mit der quadratis
hen Form q((x

1

; x

2

)) = x

2

1

� 2x

2

2

.

Dann ist U = f(x

1

; x

2

) jx

1

=

p

2x

2

g ein eindimensionaler isotroper Unterraum von V , aber

die Glei
hung x

2

1

� 2x

2

2

= 0 hat in Z

2

nur die triviale L

�

osung, das Gitter L ist also anisotrop.

Ein Gitter L in einem inde�niten quadratis
hen Raum (V; q) ist also ni
ht unbedingt

isotrop, obwohl der umgebende quadratis
he Raum V wegen der Stetigkeit der Norm stets

ni
httriviale isotrope Vektoren besitzt. Dies ist jedo
h ein E�ekt, der nur in kleinen Dimen-

sionen auftritt, wie der folgende bekannte Satz besagt.

1.1.23 Satz. (Hasse-Minkowski) Sei L � (V; q) ein Gitter in einem inde�niten quadratis
hen

Raum der Dimension r � 5. Dann ist L isotrop.

Eine wi
htige Konsequenz aus der Tatsa
he, da� ein Gitter isotrop ist, ist im folgenden

Lemma dargestellt.

1.1.24 Lemma. Sei L � (V; q) ein isotropes Gitter. Dann spaltet es

�

uber Q eine hyperbo-

lis
he Ebene ab, d.h. der von L erzeugte quadratis
he Q-Raum V

Q

ist isomorph zu dem von

H � L

0

erzeugten quadratis
hen Raum V

0

Q

�

uber Q f

�

ur ein Gitter L

0

.

Dur
h zweimalige Anwendung des Satzes von Hasse-Minkowski erh

�

alt man sofort das

folgende

1.1.25 Korollar. Ist L ein Gitter der Signatur (2; b

�

) mit b

�

� 5, so spaltet es

�

uberQ sogar

zwei hyperbolis
he Ebenen (im Sinne von Lemma 1.1.24) ab.

1.1.6 Normalformen quadratis
her Formen

Wir haben nun gesehen, da� inde�nite Gitter hinrei
hend gro�er Dimension

�

uber Q stets

hyperbolis
he Ebenen abspalten. F

�

ur das Gitter selbst gilt dies ni
ht, denn das dur
h die

Gram-Matrix

A =

0

B

�

0 2 0 0

2 2 1 0

0 1 4 3

0 0 3 2

1

C

A

(1.2)

gegebene Gitter ist isotrop, hat Signatur (2; 2), spaltet aber keine hyperbolis
he Ebene ab.

Es stellt si
h daher die Frage na
h Normalformen f

�

ur Gitter.

Wir wollen uns von vornherein auf inde�nite Gitter bes
hr

�

anken. In diesem Falle stellt

die Hermites
he Reduktionstheorie das geeignete Hilfsmittel dar, die wir aber ni
ht darstellen

wollen. Die angef

�

uhrten S

�

atze sind in den Monographien [Kne℄ und [Wa℄ bes
hrieben, wo si
h

au
h die Beweise �nden. Ledigli
h zur Tridiagonalisierung der Gram-Matrizen (Satz 1.1.28)

f

�

uhren wir einen Beweis an, da dies im 3. Kapitel eine zentrale Rolle spielen wird. Wir stellen

Gitter in diesem Abs
hnitt stets dur
h ihre Gram-Matrizen dar.



1.1. GITTER UND QUADRATISCHE FORMEN 15

1.1.26 De�nition. Sei L � (V; q) ein Gitter. Ein Vektor v 2 L hei�t primitiv, falls v 6= 0

ist und falls Qv \ L = Zv gilt.

1.1.27 Satz. (
f. [Wa℄, Thm. 1.) Sei L ein Gitter und v 2 L primitiv. Dann kann man v zu

einer Gitterbasis fv; e

2

; : : : ; e

r

g von L erg

�

anzen.

1.1.28 Satz. (
f. [Wa℄, Thm. 12.) Sei L ein ganzes Gitter. Dann kann man jedes primitive

v 2 L so zu einer Gitterbasis erg

�

anzen, da� die zugeh

�

orige Gram-Matrix tridiagonal ist, d.h.

f

�

ur die Gram-Matrix A = (a

ij

)

i;j

bez

�

ugli
h einer sol
hen Basis gilt a

ij

= 0 falls ji� jj > 1.

Beweis: Sei r die Dimension des Gitters. F

�

ur r = 1 oder 2 ist ni
hts zu zeigen. Sei r � 3

und die Behauptung f

�

ur r � 1 bereits gezeigt. Sei fv; e

2

; : : : ; e

r

g eine Basis von L mit v als

erstem Basisvektor; eine sol
he existiert na
h Satz 1.1.27. Sei ferner A = (a

ij

)

i;j

die bez

�

ugli
h

dieser Basis gebildete Gram-Matrix des Gitters L und g := ggT(a

21

; : : : ; a

r1

). Dann existiert

wiederum na
h Satz 1.1.27 eine unimodulare (r � 1) � (r � 1)-Matrix T

1

mit (

a

21

g

; : : : ;

a

r1

g

)

t

als erster Spalte. Nun gilt

0

B

B

B

�

1 0 : : : 0

0

.

.

. (T

�1

1

)

t

0

1

C

C

C

A

t

A

0

B

B

B

�

1 0 : : : 0

0

.

.

. (T

�1

1

)

t

0

1

C

C

C

A

=

0

B

B

B

B

�

a

11

g 0 : : : 0

g

0

.

.

. A

1

0

1

C

C

C

C

A

=

~

A

mit einer ganzzahligen symmetris
hen Matrix (r � 1) � (r � 1)-Matrix A

1

. Wir wenden auf

diese nun die Induktionsvoraussetzung an und �nden eine ebenfalls ganzzahlige unimodulare

(r�1)� (r�1)-Matrix T

2

, die A

1

tridiagonalisiert. Da der erste Basisvektor bei der dur
h T

2

vermittelten Transformation erhalten bleibt, gibt es eine unimodulare (r�2)� (r�2)-Matrix

T

3

und ganze Zahlen d

3

; : : : ; d

r

, so da�

T

2

=

0

B

B

B

�

1 d

3

: : : d

r

0

.

.

. T

3

0

1

C

C

C

A

gilt und so da� T

4

:=

0

B

B

B

B

B

�

1 0 0 : : : 0

0 1 d

3

: : : d

r

0 0

.

.

.

.

.

. T

3

0 0

1

C

C

C

C

C

A

wiederum unimodular ist und die obige Matrix

~

A in eine Tridiagonalmatrix

�

uberf

�

uhrt. �

1.1.29 Bemerkung. Ist L ein ganzes isotropes Gitter, so l

�

a�t es si
h dur
h eine Gram-

Matrix A = (a

ij

)

i;j

mit a

ij

= 0, falls ji � jj > 1 oder i = j = 1, darstellen. Wir bekommen

also no
h eine Null mehr als im allgemeinen Fall.

1.1.30 Korollar. Ist L ein ganzes isotropes Gitter mit quadratfreier Determinante, so spaltet

es bereits

�

uber Z eine hyperbolis
he Ebene ab.

Beweis: Bringen wir L auf die Normalform aus Bemerkung 1.1.29, so folgt wegen a

2

12

j det(L)

jedenfalls a

12

= 1 oder �1. Ein o�ensi
htli
her Basiswe
hsel bewirkt nun a

22

= a

23

= 0, also

L = H � L

0

mit einem ganzen Gitter L

0

. �

Auf diese \Normalform" werden wir uns im dritten Kapitel st

�

utzen. Eine zweite Nor-

malform, die Darstellung dur
h Hermite-reduzierte Gram-Matrizen, wollen wir ni
ht explizit

angeben. Wir ben

�

otigen sie ledigli
h, um einzusehen, da� es bei bes
hr

�

ankter Dimension und

Determinante nur endli
h viele Isomorphieklassen von Gittern gibt. Wir formulieren dieses

bekannte Ergebnis direkt in einem
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1.1.31 Satz. (
f. [Wa℄, Thm. 11.) Zu gegebener Dimension r und Determinante D gibt es

nur endli
h viele Isomorphieklassen von Gittern L mit dieser vorgegebenen Dimension und

Determinante.

1.1.7 Aus der Klassi�kation quadratis
her Formen

F

�

ur eine Anwendung im Abs
hnitt 4.3.3 ben

�

otigen wir einige Fakten aus der Klassi�kation

ganzer quadratis
her Formen. Dabei geht es haupts

�

a
hli
h um die Vereinbarung von Nota-

tionen, die wir an die Monographie [Co-Sl℄ anlehnen. Wir bezei
hnen f

�

ur p eine Primzahl

oder 1 mit Q

p

beziehungsweise Z

p

den K

�

orper der p-adis
hen beziehungsweise den Ring der

ganzen p-adis
hen Zahlen. F

�

ur p = 1 seien damit vereinbarungsgem

�

a� in beiden F

�

allen die

reellen Zahlen R gemeint.

1.1.32 De�nition. Sei p eine Primzahl oder1 und seien L, M zwei ganze Gitter, aufgefa�t

als quadratis
he R

�

aume

�

uber Z. Sie hei�en p-adis
h

�

aquivalent, falls die dur
h Grundring-

erweiterung entstehenden quadratis
hen Z

p

-R

�

aume L 


Z

Z

p

und M 


Z

Z

p

isomorph sind.

Wir s
hreiben dann L �

p

M .

1.1.33 Satz. (
f. [Co-Sl℄, Thm. 2 (S. 369)) F

�

ur p 6= 2 ist jedes ganze Gitter L p-adis
h

�

aquivalent zu einem Gitter mit diagonaler Gram-Matrix. F

�

ur p = 2 ist es 2-adis
h

�

aquivalent

zu einem Gitter, dessen Gram-Matrix aus Vielfa
hen von 1� 1-Bl

�

o
ken (b) und 2� 2-Bl

�

o
ken

�

a b

b 


�

besteht, wobei a und 
 dur
h 2 teilbar sind, b aber ni
ht. Na
h Herausziehen geeigneter

Potenzen von p gilt also

L �

p

L

p

0
� L

p

1
(p)� L

p

2
(p

2

)� : : :(1.3)

mit endli
h vielen Summanden L

p

k

, deren Determinanten ni
ht dur
h p teilbar sind.

1.1.34 Korollar. Ist L sogar ein gerades Gitter, so treten in der 2-adis
hen Zerlegung (1.3)

im Term L

2

0
nur 2 � 2-Bl

�

o
ke

�

a b

b 


�

auf, bei denen a und 
 dur
h 2 teilbar sind, b jedo
h

ni
ht. Ist det(L) ungerade, so ist also die Dimension von L gerade. Ist die Dimension dagegen

ungerade, so ist die Stufe von L sogar dur
h 4 teilbar.

Die Determinanten zweier p-adis
h

�

aquivalenter Gitter haben den glei
hen p-Anteil. Be-

kanntli
h kann man in jedem quadratis
hen Raum

�

uber Q eine Orthogonalbasis �nden, die

quadratis
he Form also dur
h eine Gram-Matrix in Diagonalgestalt darstellen.

1.1.35 De�nition. Sei p eine Primzahl und sei L ein Gitter der Dimension n, so da� der von

ihm erzeugte Q-Vektorraum V

Q

isomorph ist zum quadratis
hen Raum (Q

n

; q

A

) mit einer

Diagonalmatrix A = diag(p

�

1

a

1

; : : : ; p

�

n

a

n

), wobei p - a

i

. Sei m

p

die Zahl der Antiquadrate

unter diesen Diagonalelementen, also derjenigen p

�

i

a

i

mit ungeradem �

i

, f

�

ur die a

i

kein

Quadrat modulo p ist. Der p-Exzess von L sei de�niert als

E(L; p) := p

�

1

+ � � �+ p

�

n

+ 4m

p

� n falls p � 3;

E(L; 2) := n� (a

1

+ � � �+ a

n

+ 4m

2

) f

�

ur p = 2; und

E(L;1) := �2s f

�

ur p =1; falls die Signatur (r; s) ist.

1.1.36 Satz. (
f. [Co-Sl℄, S. 371) Sei L ein ganzes Gitter. Die zugeh

�

origen p-Exzesse sind

invariant unter rationaler

�

Aquivalenz, und sie erf

�

ullen die Relation

X

p prim

E(L; p) +E(L;1) � 0 mod 8:
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Es ist nun ents
heidend, da� man die p-Exzesse modulo 8 f

�

ur die endli
hen Primzahlen

aus der p-adis
hen Zerlegung (1.3) lei
ht bere
hnen kann.

1.1.37 Lemma. (
f. [Co-Sl℄, S. 383) Sei L �

p

L

p

0 � L

p

1(p) � L

p

2(p

2

) � : : : die Zerlegung

(1.3) f

�

ur eine ungerade Primzahl p. Zu q = p

i

sei n

q

= dim(L

q

) und "

q

=

�

det(L

q

)

p

�

. Sei k

p

die Zahl der Antiquadrate, also der Terme L

q

(q) mit q kein Quadrat und "

q

= �1. Dann gilt

E(L; p) �

X

q=p

i

n

q

(q � 1) + 4k

p

mod 8:

F

�

ur p = 2 sei L �

2

L

1

� L

2

(2) � L

4

(4) � : : : , wobei jedes L

2

i

orthogonale Summe von Sum-

manden Z(a

j

) mit ungeraden a

j

sowie den oben bes
hriebenen 2-dimensionalen Bestandteilen

ist. Zus

�

atzli
h zu den Gr

�

o�en n

2

i

, "

2

i

und k

2

sei no
h t

2

i

folgenderma�en erkl

�

art: Wenn in

L

2

i
nur 2� 2-Bl

�

o
ke auftreten, so sei t

2

i
= 0, ansonsten die Spur einer Diagonalisierung von

L

2

i

�

uber Q. Dann gilt

E(L; 2) �

X

q=2

i

(n

q

� t

q

) + 4k

2

mod 8:

1.1.38 Bemerkung. Aus trivialen Gr

�

unden gilt f

�

ur jedes p die Glei
hung

Q

i

"

p

i

=

�

a

p

�

,

wobei det(L) = p

�

a mit p - a. Dabei bedeute (

a

p

) das gew

�

ohnli
he Legendre-Symbol.

Wir fassen das errei
hte in folgendem Satz zusammen:

1.1.39 Satz. (
f. [Co-Sl℄, S. 383) F

�

ur eine ganzes Gitter L der Signatur (r; s) gilt mit den

vereinbarten Bezei
hnungen die Relation

r � s+

X

p�3

X

q=p

i

n

q

(q � 1) + 4k

p

�

X

q=2

i

t

q

+ 4k

2

mod 8:

Es sei ausdr

�

u
kli
h darauf hingewiesen, da� alle Daten bez

�

ugli
h der Gram-Matrix eines

Gitters L bere
hnet wurden. Wir wollen sp

�

ater Satz 1.1.39 anwenden, um das Abbildungs-

verhalten der Diskriminantenform Nq : L

0

=L ! Z=NZ zu untersu
hen. Dieses wird von den

Daten n

p

i
und "

p

i
gesteuert, wobei der im Gegensatz zu unserer Referenz [Co-Sl℄ vorhandene

Vorfaktor

1

2

in der Darstellung der Form dur
h q(x) =

1

2

x

t

Ax bea
htet werden mu�.
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1.2 Vektorwertige Modulformen

1.2.1 Metaplektis
he Gruppe

Bei der De�nition von Modulformen halbganzen Gewi
hts treten S
hwierigkeiten auf, die

von der Zweideutigkeit der Quadratwurzel herr

�

uhren. Um diese zu umgehen, kann man die

Auswahl einer geeigneten Wurzel in die De�nition der Modulgruppe mit aufnehmen. Dies

f

�

uhrt auf den Begri� der metaplektis
hen Gruppe.

1.2.1 De�nition. SeienM =

�

a b


 d

�

2 Sl

2

(Z); z 2 H. Dann setzen wir j(M; z) := 
z+d. Die

dadur
h de�nierte Abbildung j : Sl

2

(Z)�H! C hei�t kanonis
her Automorphiefaktor.

Weiterhin setzen wir Mz :=

az+b


z+d

. Dies de�niert eine Operation der Gruppe Sl

2

(Z) auf der

oberen Halbebene H.

Bekanntli
h gilt f

�

ur M;N 2 Sl

2

(Z) die sogenannte Kozykelrelation

j(M;Nz)j(N; z) = j(MN; z):

F

�

ur festes M ist das Bild der Halbebene H unter der Abbildung z 7! j(M; z) einfa
h zusam-

menh

�

angend und enth

�

alt die Null ni
ht. Es gibt daher genau zwei holomorphe Funktionen

'

i

: H! C mit '

2

i

= j(M; �) (i = 1; 2).

Um Modulformen halbganzen Gewi
hts zu de�nieren, k

�

onnen wir nun ni
ht dur
h einmali-

ge Auswahl einer Wurzel einen neuen Automorphiefaktor de�nieren. Denn ist ' eine beliebige,

aber feste, auf C de�nierte und auf C�R

�0

holomorphe Wurzelfunktion, so gibt es im allge-

meinen MatrizenM;N 2 Sl

2

(Z), so da� die Glei
hung '(j(M;Nz))'(j(N; z)) = '(j(MN; z))

ni
ht gilt.

1.2.2 Beispiel: Sei beispielsweise

p

� : C! C die Standardwurzel, die dur
h die De�nition

p

z = e

1

2

(log(jzj)+i arg(z))

mit arg(z) 2 (��; �℄ gegeben ist. Dann gilt f

�

ur S =

�

0 �1

1 0

�

die

Glei
hung

p

j(�S;�Sz)

p

j(�S; z) = �

p

j(�E

2

; z), wie man lei
ht dur
h Einsetzen von z = i

na
hpr

�

ufen kann.

Dies motiviert die folgende De�nition.

1.2.3 De�nition. Wir versehen die Menge aller Paare (M;'), wobei M eine Matrix aus

Sl

2

(Z) und ' : H ! C eine holomorphe Funktion mit '

2

= j(M; �) ist, mit folgender Mul-

tiplikation: F

�

ur (M;') und (N; ) sei (M;')(N; ) := (MN; (' Æ N) �  ). Die Menge aller

dieser Paare zusammen mit der angegebenen Verkn

�

upfung hei�t metaplektis
he Gruppe.

Wir bezei
hnen sie mit Mp

2

(Z).

1.2.4 Satz. Die metaplektis
he Gruppe wird von den Elementen

S :=

��

0 �1

1 0

�

;

p

�

�

und T :=

��

1 1

0 1

�

; 1

�

(mit der in Beispiel 1.2.2 angegebenen Standardwurzel) erzeugt. Die Relationen sind gegeben

dur
h S

2

= (ST )

3

= Z;Z

4

= 1.

Beweis: Wegen S

4

= (E

2

;�1) liegt mit (M;') au
h (M;�') in der von S und T erzeugten

Untergruppe. Damit folgt der Satz aus dem entspre
henden Resultat

�

uber die Gruppe Sl

2

(Z).

�

Bemerkung: Die Bezei
hnungen S; T und Z werden im Zusammenhang mit der metaplek-

tis
hen Gruppe stets in dieser Bedeutung beibehalten.
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1.2.2 Weildarstellung

Im Unters
hied zu gew

�

ohnli
hen elliptis
hen Modulformen operiert bei vektorwertigen Modul-

formen die Modulgruppe Mp

2

(Z) unit

�

ar auf einem geeigneten endli
hdimensionalen Darstel-

lungsraum, in dem die Werte der Modulform liegen. Dies ist eine nat

�

urli
he Verallgemeinerung

eines auf C wirkenden Charakters der Gruppe. In unseren Betra
htungen spielen ledigli
h die

einem Gitter zugeh

�

orige Weildarstellung sowie die dazu duale Darstellung eine Rolle. Deren

wi
htigste Eigens
haften werden kurz ohne Beweise zusammengestellt.

1.2.5 De�nition. Sei L

0

=L die Diskriminantengruppe eines Gitters L. Auf der Menge der

formalen Linearkombinationen

P


2L

0

=L

x




e




mit x




2 C de�nieren wir eine Multiplikation

dur
h bilineare Ausdehnung der Vors
hrift e




� e

Æ

:= e


+Æ

. Die so erhaltene C-Algebra hei�t

Gruppenring von L

0

=L. Er wird mitC[L

0

=L℄ bezei
hnet und tr

�

agt eine hermites
he Bilinear-

form h

P




x




e




;

P

Æ

y

Æ

e

Æ

i :=

P




�x




y




. Wir nennen die Symbole e




die Standardbasisvektoren

des Gruppenringes.

Uns interessiert im folgenden meist C[L

0

=L℄ als endli
hdimensionaler C-Vektorraum mit

hermites
her Form.

1.2.6 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (b

+

; b

�

). F

�

ur die in Satz 1.2.4 genannten

Erzeuger S und T der metaplektis
hen Gruppe de�nieren wir unter Benutzung der Bezei
h-

nung e(z) := e

2�iz

lineare Abbildungen �

L

(S) und �

L

(T ) aus U(C[L

0

=L℄) dur
h

�

L

(S)e




:=

p

i

b

�

�b

+

p

jL

0

=Lj

X

Æ2L

0

=L

e(�h
; Æi)e

Æ

und �

L

(T )e




:= e(q(
))e




:

Diese De�nition ist mit den Relationen in Mp

2

(Z) vertr

�

agli
h und liefert dur
h Fortsetzung

auf Produkte einen Gruppenhomomorphismus vonMp

2

(Z) in die unit

�

are Gruppe U(C[L

0

=L℄).

Dabei wirkt das Element Z auf die Standardbasis dur
h �

L

(Z)e




= i

b

�

�b

+

e

�


.

1.2.7 De�nition. Der im vorigen Satz 1.2.6 angegebene Gruppenhomomorphismus �

L

:

Mp

2

(Z) ! U(C[L

0

=L℄) hei�t Weildarstellung bez

�

ugli
h des Gitters L. Die dazu duale

Darstellung wird mit �

�

L

bezei
hnet.

1.2.8 Bemerkung. Bez

�

ugli
h der Standardbasis fe




1

; : : : ; e




jDj

g des Vektorraumes C[L

0

=L℄

besitzt die Weildarstellung eine Repr

�

asentation dur
h Matrizen. Die zu den Erzeugern S und

T geh

�

origen Darstellungsmatrizen sind dann

M(�

L

(S)) =

p

i

b

�

�b

+

p

jL

0

=Lj

0

B

�

e(�h


1

; 


1

i) : : : e(�h


jDj

; 


1

i)

.

.

.

.

.

.

e(�h


1

; 


jDj

i) : : : e(�h


jDj

; 


jDj

i)

1

C

A

und

M(�

L

(T )) =

0

B

�

e(q(


1

)) 0

.

.

.

0 e(q(


jDj

))

1

C

A

:

O�ensi
htli
h sind diese beiden Matrizen unit

�

ar und symmetris
h. Produkte hiervon sind i. a.

nur no
h unit

�

ar. Die Darstellungsmatrizen M(�

�

L

(M;')) sind jeweils die komplex konjugier-

ten von M(�

L

(M;')).
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1.2.9 Bemerkung. F

�

ur jedes Element (M;') 2 Mp

2

(Z) gilt die dur
h die Wirkung von Z

2

induzierte Beziehung �

L

(M;') = (�1)

b

�

�b

+

�

L

(M;�'). Ist die Dimension des zugrundelie-

genden Gitters L gerade, so h

�

angt �

L

(M;') also ni
ht von der Auswahl der Wurzelfunktion

' ab. Die Weildarstellung faktorisiert in diesem Falle dur
h Sl

2

(Z).

1.2.10 Satz. (
f. [Sh℄, Satz 1.6) Sei L ein gerades Gitter der Signatur (b

+

; b

�

), und sei

M =

�

a b


 d

�

2 Sl

2

(Z). Dann gilt �

L

(M;

p


� + d)e




=

P

�

a

�


e

�

mit

a

�


=

p

i

(b

�

�b

+

)(1�sgn(d))

Æ

�;a


e(abq(�)) (Æ

�;�

das Krone
ker-Delta);

falls 
 = 0, und

a

�


=

p

i

(b

�

�b

+

)sgn(
)

j
j

(b

+

+b

�

)=2

p

jL

0

=Lj

X

r2L=
L

e

�

aq(� + r)� h
; � + ri+ dq(
)




�

sonst.

1.2.11 Satz. Seien L ein gerades Gitter der Stufe N und �

L

die zugeh

�

orige Weildarstellung.

Ist die Dimension des Gitters gerade, so faktorisiert �

L

�

uber die Gruppe Sl

2

(Z=NZ), ansonsten

�

uber eine dur
h das Thetamultiplikatorsystem de�nierte zweibl

�

attrige

�

Uberlagerung davon.

Beweis: Aus den Korollaren A

0

even

und A

0

odd

in [Od℄ oder aus Proposition 10.6.(iii) in [Iwa℄

folgt, da� die Weildarstellung im Falle gerader Dimension auf dem Urbild der Hauptkon-

gruenzgruppe �[N ℄ in Mp

2

(Z), im Falle ungerader Dimension auf dem Bild eines mittels

des Thetamultiplikatorsystems de�nierten S
hnittes �[N ℄! Mp

2

(Z) (
f. dazu au
h Korollar

1.1.34) trivial ist. Daraus ergibt si
h die Behauptung in

�

ubli
her Weise. �

1.2.3 Modulformen zur Weildarstellung sowie zu deren Dual

1.2.12 De�nition. Seien L ein gerades Gitter und �

L

die zugeh

�

orige Weildarstellung auf

dem Gruppenring C[L

0

=L℄. F

�

ur k 2

1

2

Z und (M;') 2 Mp

2

(Z) sei der j

0

k

-Operator auf

Funktionen f : H! C[L

0

=L℄ de�niert dur
h

f j

0

k

(M;')(z) := '(z)

�2k

�

L

(M;')

�1

f(Mz):

Analog dazu sei der j

�

k

-Operator dur
h

f j

�

k

(M;')(z) := '(z)

�2k

�

�

L

(M;')

�1

f(Mz)

gegeben.

Wir benutzen die Bezei
hnung j

0

bzw. j

�

, um diese Operatoren vom j-Operator auf gew

�

ohn-

li
hen Modulformen zu unters
heiden, da alle drei insbesondere im vierten Kapitel im glei
hen

Zusammenhang auftreten.

1.2.13 Lemma. Sei f : H ! C[L

0

=L℄ holomorph und unter der j

0

k

-Operation von Mp

2

(Z)

invariant. S
hreibt man f(z) =

P




f




(z)e




mit Komponentenfunktionen f




: H ! C, so

besitzen die f




eine Fourierentwi
klung der Form

f




(z) =

X

n2Z+q(
)

a(
; n)e(nz):
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F

�

ur j

�

k

-invariante Funktionen g gilt entspre
hend

g




(z) =

X

n2Z�q(
)

a(
; n)e(nz):

Beweis: Wegen der Diagonalgestalt der Darstellungsmatrix des Elementes T gelten die Bezie-

hungen f




(z+1) = e(q(
))f




(z) und g




(z+1) = e(�q(
))g




(z), woraus si
h die Behauptung

wie im Falle gew

�

ohnli
her Modulformen ergibt. �

1.2.14 De�nition. Sei L ein gerades Gitter, �

L

(bzw. �

�

L

) die zugeh

�

orige Weildarstellung

(bzw. deren Dual) und k 2

1

2

Z. Eine fast holomorphe Modulform zur Gruppe Mp

2

(Z)

vom Gewi
ht k zur Darstellung �

L

(bzw. �

�

L

) ist eine holomorphe Funktion f : H! C[L

0

=L℄

mit den Eigens
haften

1. f j

0

k

(M;') = f (bzw. f j

�

k

(M;') = f) f

�

ur alle (M;') 2 Mp

2

(Z):

2. Die Komponentenfunktionen f




besitzen eine Fourierentwi
klung der Form f




(z) =

P

n2Z�q(
)

a(
; n)e(nz), wobei nur endli
h viele der KoeÆzienten a(
; n) mit negativem

n von Null vers
hieden sind.

Vers
hwinden dar

�

uberhinaus alle a(
; n) mit negativem n, so hei�t die Modulform f holo-

morph; gilt dies sogar f

�

ur alle a(
; n) mit n � 0, so spri
ht man von einer Spitzenform.

Der Vektorraum der fast holomorphen Modulformen zur Darstellung �

L

vom Gewi
ht

k wird mit fMp

2

(Z); k; �

L

g bezei
hnet, der Teilraum der holomorphen Modulformen mit

[Mp

2

(Z); k; �

L

℄ und der Raum der Spitzenformen darin mit [Mp

2

(Z); k; �

L

℄

0

. F

�

ur die duale

Darstellung gelten die Bezei
hnungen analog.

Mit vektorwertigen Modulformen meinen wir hinfort stets sol
he zur Weildarstellung oder

zu deren Dual; andere Darstellungen spielen f

�

ur unsere

�

Uberlegungen keine Rolle. Man sieht

unmittelbar ein, da� es ni
httriviale Modulformen bez

�

ugli
h der Darstellung eines Gitters

der Signatur (b

+

; b

�

) nur dann gibt, wenn das Gewi
ht die Relation 2k � b

+

� b

�

mod 2

erf

�

ullt. In diesem Falle bewirkt das Transformationsverhalten unter Z zwis
hen den Kompo-

nentenfunktionen die Glei
hung f




= (�1)

2k�b

+

+b

�

2

f

�


bzw. g




= (�1)

2k+b

+

�b

�

2

g

�


. Hat das

zugrundeliegende Gitter gerade Dimension, gibt es also nur Modulformen ganzen Gewi
hts.

In diesem Falle gen

�

ugt es, die gew

�

ohnli
he Modulgruppe Sl

2

(Z) zu betra
hten. Dies wird im

vierten Kapitel wieder aufgegri�en werden.

Bemerkung: Seien L ein gerades Gitter der Stufe N und �

L

die Weildarstellung. Sei

f = (f




)




eine holomorphe vektorwertige Modulform vom Gewi
ht k zu �

L

oder �

�

L

. Wegen

Satz 1.2.11 sind dann die Komponentenfunktionen gew

�

ohnli
he elliptis
he Modulformen zur

Hauptkongruenzgruppe �(N) vom Gewi
ht k mit trivialem Charakter, falls die Dimension des

Gitters gerade ist. Bei ungerader Dimension und daher halbganzem Gewi
ht transformieren

sie si
h mit dem Thetamultiplikatorsystem v

�

.

1.2.4 Beispiele

Bevor wir uns mit einem allgemeinen Konstruktionsprinzip f

�

ur vektorwertige Modulformen

und damit mit deren Existenz befassen, geben wir kurz zwei Beispiele an.

1.2.15 Beispiel: Sei zun

�

a
hst L ein unimodulares gerades Gitter. Ein sol
hes hat die triviale

DiskriminantengruppeL

0

=L = f0g. F

�

ur gerade k ist die Weildarstellung dann ebenfalls trivial.
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Damit ist [Mp

2

(Z); k; �

L

℄ = [Mp

2

(Z); k; �

�

L

℄ f

�

ur gerade k ni
hts anderes als der Raum der

gew

�

ohnli
hen elliptis
hen Modulformen vom Gewi
ht k zur vollen Modulgruppe Sl

2

(Z). Das

Gitter L = H �H �E

8

(�1) liefert ein Beispiel mit Signatur (2; 10).

1.2.16 Beispiel: Nun betra
hten wir das Gitter L = H � H � Z

2

(�2). Es hat Signatur

(2; 4), die Diskriminantengruppe ist isomorph zu Z=2 � Z=2. Die Darstellungsmatrizen der

beiden Erzeuger der metaplektis
hen Gruppe sind gegeben dur
h

M(�

�

L

(S)) = �

i

2

0

B

B

�

1 1 1 1

1 �1 1 �1

1 1 �1 �1

1 �1 �1 1

1

C

C

A

und M(�

�

L

(T )) =

0

B

B

�

1 0 0 0

0 i 0 0

0 0 i 0

0 0 0 �1

1

C

C

A

:

Diese haben o�ensi
htli
h v = (0; 1;�1; 0)

t

als gemeinsamen Eigenvektor. Auf diesen wirkt die

Darstellung dur
h einen Charakter, der gerade dem Transformationsverhalten der elliptis
hen

Modulform (#

~

#

~

~

#)

2

entspri
ht. Die Abbildung f : H! C[L

0

=L℄, f(z) = #

2

(z)

~

#

2

(z)

~

~

#

2

(z)v ist

somit ein Element von [Mp

2

(Z); 3; �

�

L

℄

0

. Dabei sind mit #;

~

# und

~

~

# die drei in [Fr-Bu℄, S. 376,

de�nierten Thetareihen

#(z) =

1

X

n=�1

e

�in

2

z

;

~

# =

1

X

n=�1

(�1)

n

e

�in

2

z

und

~

~

# =

1

X

n=�1

e

�i(n+

1

2

)

2

z

gemeint.

1.2.5 Eisensteinreihen

Wir wollen uns nun der Frage na
h der Existenz vektorwertiger Modulformen zuwenden. Es

lassen si
h die

�

ubli
hen Konstruktionsprinzipien anwenden, wie etwa Eisenstein-, Poin
ar�e-

und Thetareihen. Weitere Ans

�

atze werden im vierten Kapitel behandelt. F

�

ur uns spielen

ledigli
h die Eisensteinreihen zur dualen Darstellung �

�

L

eine Rolle. Die folgende Zusammen-

fassung orientiert si
h in der Notation an den Arbeiten [Br1℄ und [Br-Ku℄.

1.2.17 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (b

+

; b

�

), sei k 2

1

2

Z mit k > 2 und

2k + b

+

� b

�

� 0 mod 4. Sei � 2 L

0

mit q(�) 2 Z. Dann ist der Vektor e

�

2 C[L

0

=L℄ unter

der j

�

k

-Operation von T und Z

2

invariant. Die Eisensteinreihe

E

�

(z) :=

1

2

X

(M;')2

~

�

1

nMp

2

(Z)

e

�

j

�

k

(M;')

konvergiert auf H normal und stellt daher eine Mp

2

(Z)-invariante holomorphe Funktion mit

Werten in C[L

0

=L℄ dar. Dabei bedeutet

~

�

1

die von T erzeugte Untergruppe von Mp

2

(Z).

Beweis: Aufgrund der Unitarit

�

at der Weildarstellung hat jeder der auftretenden Vektoren

�

L

(M;')

�1

e

�

Norm 1, gemessen im Skalarprodukt auf dem Gruppenring. Der Satz folgt dann

mit den glei
hen Argumenten wie f

�

ur Eisensteinreihen mit Werten in C. �

1.2.18 Bemerkung. Die Elemente � und �� f

�

uhren auf die glei
he Eisensteinreihe E

�

=

E

��

, denn es gilt e

�

j

�

k

Z = i

�2k�b

+

+b

�

e

��

= e

��

. Die Invarianz von E

�

unter der vollen

Modulgruppe liefert dann die Aussage.
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1.2.19 Satz. Mit den Bezei
hnungen aus Satz 1.2.17 besitzt die Eisensteinreihe E

�

die Fou-

rierentwi
klung

E

�

(z) =

X


2L

0

=L

X

n2Z�q(
)

n�0

q

�

(
; n)e(nz)e




mit den KoeÆzienten

q

�

(
; 0) = Æ

�;


+ Æ

��;


(Æ

�;�

das Krone
ker-Delta)

und

q

�

(
; n) =

(2�)

k

n

k�1

�(k)

X


2Z�f0g

e(��isgn(
)k=4)

j
j

�k

X

d(
)

�

�

a b


 d

�

2�

1

nSl

2

(Z)=�

1

a

�


(a; b; 
; d)e

�

nd




�

f

�

ur n > 0. Dabei ist a

�


(a; b; 
; d) der dur
h

�

L

��

a b


 d

�

;

p


� + d

�

e




=

X

�

a

�


(a; b; 
; d)e

�

bestimmte \KoeÆzient" der Darstellungsmatrix von �

L

(

�

a b


 d

�

;

p


� + d). Insbesondere ist E

�

ein ni
httriviales Element von [Mp

2

(Z); k; �

�

L

℄.

1.2.20 Korollar. In der von gew

�

ohnli
hen elliptis
hen Modulformen

�

ubernommenen Nomen-

klatur hat E

�

in der Spitze i1 den Wert e

�

+ e

��

2 C[L

0

=L℄. Es handelt si
h also ni
ht um

eine Spitzenform.

1.2.21 Korollar. Sind �

1

; : : : ; �

r

2 L

0

Repr

�

asentanten aller in (L

0

=L)=f�1g vers
hiede-

nen Klassen mit q(�

i

) 2 Z, so sind die zu glei
hem Gewi
ht k gebildeten Eisensteinreihen

E

�

1

; : : : ; E

�

r

linear unabh

�

angig. Jede holomorphe Modulform in [Mp

2

(Z); k; �

�

L

℄ ist Linear-

kombination dieser Eisensteinreihen und einer Spitzenform.

Im Sonderfall k = 2 gibt es holomorphe Eisensteinreihen nur zu sol
hen e

�

, die keinen

Anteil in einem zu einem trivialen Summanden geh

�

orenden irreduziblen Darstellungsraum

haben (
f. [Fr2℄, S. 3).

F

�

ur das dur
h die Gram-Matrix (1.2) gegebene Gitter gilt beispielsweise: Es gibt in L

0

=L

drei Vektoren mit ganzer Norm. Die Weildarstellung zerf

�

allt in eine irreduzible zweidimen-

sionale und zwei triviale Darstellungen. Zwei der drei Repr

�

asentanten von L

0

=L mit ganzer

Norm haben Anteile in den zu den trivialen Darstellungen geh

�

origen Unterr

�

aumen. Es gibt

daher nur eine einzige Eisensteinreihe, sogar der ganze Kontrollraum ist eindimensional. Eine

Basis ist die Modulform (#

4

+

~

#

4

)(e

(0;0;0;0)

� e

(

1

2

;0;0;0)

� e

(

1

2

;

1

2

;0;

1

2

)

)+3(

~

#

4

�#

4

)e

(0;

1

2

;0;

1

2

)

mit den

Thetareihen aus Beispiel 1.2.16.

Die Arbeit [Br-Ku℄ bes
h

�

aftigt si
h mit der Bere
hnung der FourierkoeÆzienten q

0

(
; n)

der speziellen Eisensteinreihe E

0

. Der folgende Satz wurde dieser Arbeit entnommen und

stellt deren Hauptresultat dar.
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1.2.22 Satz. (
f. [Br-Ku℄, Thm. 4.6 und Cor. 4.7) Seien L ein gerades Gitter der Signatur

(b

+

; b

�

) und �

�

L

die zur zu L geh

�

origen Weildarstellung duale Darstellung. Sei k =

b

+

+b

�

2

> 2,

b

+

gerade, 
 2 L

0

und n 2 Z � q(
), n > 0. Dann gilt f

�

ur den FourierkoeÆzienten q

0

(
; n)

der Eisensteinreihe E

0

die Formel

q

0

(
; n) =

2

k+1

�

k

n

k�1

(�1)

b

+

=2

p

jL

0

=Lj�(k)

�

�

1�k

(~n; �

4D

)

L(k; �

4D

)

Y

pj2det(L)

p

w

p

(1�2k)

N


;n

(p

w

p

);

falls b

+

+ b

�

gerade ist, und

q

0

(
; n) =

2

k+1

�

k

n

k�1

(�1)

b

+

=2

p

jL

0

=Lj�(k)

�

L(k �

1

2

; �

D

)

�(2k � 1)

�

�

X

djf

�(d)�

D

(d)d

1=2�k

�

2�2k

�

f

d

�

Y

pj2det(L)

p

w

p

(1�2k)

N


;n

(p

w

p

)

1� p

1�2k

sonst. Diese KoeÆzienten sind rational. Dabei bedeuten

d




= minfb 2 N j b
 2 Lg

~n = d

2




n (2 Z)

~n

0

= n

0

d

2




mit n

0

de�niert dur
h n = n

0

f

2

mit ggT(f; 2 det(L)) = 1

und �

l

(n

0

) 2 f0; 1g f

�

ur alle l prim und teilerfremd zu 2 det(L)

f siehe De�nition von ~n

0

�

p

die p-adis
he Bewertung auf Q

w

p

= 1 + 2�

p

(2nd




) (bea
hte: 2nd




2 Z)

D = (�1)

k

det(L)

D = 2(�1)

k+

1

2

~n

0

det(L)

�

r

(m) =

�

r

m

�

�; �;� die M

�

obius-, die Riemanns
he Zeta- und die Gammafunktion

�

�

(m;�) =

P

djm

�(d)d

�

L(s; �) =

Q

p prim

(1� �(p)p

�s

)

�1

N


;n

(p

m

) = jfx 2 L=p

m

L j q(x� 
) + n � 0 mod p

m

gj

Die Formel und die zahlrei
hen in diesem Zusammenhang auftretenden Gr

�

o�en werden im

dritten Kapitel wieder aufgegri�en und erl

�

autert.

1.2.6 Dimensionsformel

Zum Abs
hlu� dieses Abs
hnittes wollen wir aus bekannten Resultaten Dimensionsformeln

f

�

ur den Raum der holomorphen Modulformen sowie f

�

ur den Unterraum der Spitzenformen

zur Darstellung �

�

L

herleiten.

1.2.23 De�nition. Sei V ein endli
hdimensionaler C-Vektorraum und M 2 U(V ) ein uni-

t

�

arer Automorphismus von V . Dann kann man die Eigenwerte w

i

vonM auf eindeutige Weise

in der Form w

i

= e(�

i

) mit 0 � �

i

< 1 s
hreiben. Die Zahl �(M) sei dann de�niert als

�(M) =

dim(V )

X

i=1

�

i

:
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1.2.24 Satz. (
f. [Bo2℄, Bemerkung 3.7 oder [Fi℄, Korollar 2.5.5) Sei k 2

1

2

Z; k � 2. Sei V ein

d-dimensionaler C-Vektorraum, auf dem die Gruppe Mp

2

(Z) dur
h eine Darstellung � ope-

riert. Dabei wirke das Element Z dur
h Multiplikation mit e

��ik

. Dann hat der Vektorraum

der holomorphen Modulformen vom Gewi
ht k zur Darstellung � die Dimension

dim[Mp

2

(Z); k; �℄ = d+

dk

12

� �(e

�ik

2

�(S)) � �((e

�ik

3

�(ST ))

�1

)� �(�(T )):

Wegen der Bedingung an die Operation des Elementes Z l

�

a�t si
h dieser Satz ni
ht direkt

auf unsere Modulformen anwenden, denn es gilt unter der Voraussetzung 2k + b

+

� b

�

� 0

mod 4 ledigli
h �

�

L

(Z)e




= e

��ik

e

�


. Setzen wir V

0

= span(fe




+ e

�


j 
 2 L

0

=Lg), so wirkt

auf diesem Teilraum Z dur
h die duale Weildarstellung �

�

L

in geforderter Weise.

1.2.25 Lemma. Der Unterraum V

0

= span(fe




+ e

�


j 
 2 L

0

=Lg) ist unter der Weildarstel-

lung (und damit au
h unter deren Dual) invariant.

Beweis: Die Invarianz unter �

L

(T ) ist o�ensi
htli
h. F

�

ur �

L

(S) gilt

�

L

(S)(e




+ e

�


) =

p

i

b

�

�b

+

p

jL

0

=Lj

X

Æ

(e(�h
; Æi) + e(�h�
; Æi)) e

Æ

=

p

i

b

�

�b

+

p

jL

0

=Lj

X

Æ

(e(�h
; Æi) + e(�h
;�Æi)) e

Æ

=

p

i

b

�

�b

+

p

jL

0

=Lj

X

Æ

e(�h
; Æi)(e

Æ

+ e

�Æ

) 2 V

0

:

�

Mit V

0

ist au
h das bez

�

ugli
h des Skalarproduktes auf C[L

0

=L℄ gebildete Komplement �

L

-

und �

�

L

-invariant. Sei �

�

L

j

V

0

die auf V

0

einges
hr

�

ankte Darstellung. Nehmen wir 2k+b

+

�b

�

� 0

mod 4 an, so erf

�

ullen die Komponentenfunktionen einer vektorwertigen Modulform in unserem

Sinne wegen des Transformationsverhaltens unter Z stets f




= f

�


, die Werte von f liegen

also in V

0

. Fassen wir Modulformen als Abbildungen f : H ! V

0

auf, so k

�

onnen wir den

zitierten Satz anwenden und erhalten unmittelbar das folgende Ergebnis.

1.2.26 Satz. Sei L ein gerades Gitter, �

�

L

die zur Weildarstellung duale Darstellung, k 2

1

2

Z

mit k � 2 und 2k + b

+

� b

�

� 0 mod 4 sowie d = j(L

0

=L)=f�1gj. Sei � die Eins
hr

�

ankung

� := �

�

L

j

V

0

der dualen Weildarstellung auf den von den Vektoren e




+ e

�


aufgespannten

Unterraum V

0

. Dann gilt die Dimensionsformel

dim[Mp

2

(Z); k; �

�

L

℄ = d+

dk

12

� �(e

�ik

2

�(S)) � �((e

�ik

3

�(ST ))

�1

)� �(�(T )):

F

�

ur den Raum der Spitzenformen gilt im Falle k > 2

dim[Mp

2

(Z); k; �

�

L

℄

0

=d+

dk

12

� �(e

�ik

2

�(S))� �((e

�ik

3

�(ST ))

�1

)� �(�(T ))

� jf
 2 (L

0

=L)=f�1g j q(
) 2 Zgj:
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1.3 Orthogonale Modulformen

1.3.1 Die orthogonale Halbebene

Wir wollen Modulformen zu orthogonalen Gruppen erkl

�

aren. Dies ist eine der m

�

ogli
hen

Verallgemeinerungen des Begri�es der gew

�

ohnli
hen elliptis
hen Modulform. Bevor wir zur

De�nition der Modulformen selbst sowie zu deren Eigens
haften kommen, bes
hreiben wir

zun

�

a
hst die zugeh

�

origen De�nitionsberei
he und im n

�

a
hsten Abs
hnitt die Operation dis-

kreter Untergruppen der orthogonalen Gruppe darauf.

Sei (V; q) ein inde�niter quadratis
her Raum der Signatur (2; n) und der Dimension 2+n.

Die zugeh

�

orige Bilinearform sei wie

�

ubli
h mit h�; �i bezei
hnet. Na
h geeigneter Wahl einer

Basis nimmt die quadratis
he Form q die Gestalt

q(x) = x

1

x

2

+ x

3

x

4

� x

2

5

� : : :� x

2

n+2

(bzw. q(x) = x

1

x

2

+ x

2

3

f

�

ur n = 1)

an, wobei (x

1

; : : : ; x

n+2

) die Koordinatendarstellung eines Vektors x bez

�

ugli
h dieser Basis sei;

eine sol
he Basis wird nun festgehalten.

Wir dehnen die Form h�; �i bilinear auf V

C

:= V 


R

C aus, so da� wir eine ni
ht ausge-

artete symmetris
he Bilinearform auf V

C

erhalten, die wieder mit h�; �i bezei
hnet wird. Wir

betra
hten weiterhin den V

C

zugeordneten projektiven Raum P (V

C

) zusammen mit der kano-

nis
hen Projektion � : V

C

� f0g ! P (V

C

). Mit [z℄ sei das Bild von z unter � bezei
hnet. Da

der Vektorraum V

C

dur
h Grundk

�

orpererweiterung aus einem reellen Vektorraum entsteht,

sind Real- und Imagin

�

arteil auf kanonis
he Weise f

�

ur Vektoren aus V

C

erkl

�

art, ebenso wie der

dur
h die komplexe Konjugation induzierte Antiautomorphismus z 7!

�

z.

1.3.1 De�nition. Es seien V

C

und h�; �i wie oben. Die Menge

N := f[z℄ 2 P (V

C

) j hz; zi = 0g

hei�t Nullquadrik. Ferner bezei
hnen wir mit K die Teilmenge

K := f[z℄ 2 N j hz;

�

zi > 0g:

1.3.2 Satz. Die Menge K ist hom

�

oomorph zu einer aus zwei Zusammenhangskomponenten

bestehenden o�enen Teilmenge des C

n

.

Beweis: Wir konstruieren explizit die o�ene Teilmenge U � C

n

und eine topologis
he Ab-

bildung � : K ! U .

F

�

ur Repr

�

asentanten z von [z℄ s
hreibe man (z

1

; : : : ; z

n+2

) f

�

ur die Koordinatendarstellung

bez

�

ugli
h der soeben gew

�

ahlten Basis. Sei z = x+ iy mit x; y 2 V die Zerlegung in Real- und

Imagin

�

arteil. Dann ist [z℄ 2 K

�

aquivalent mit

hz; zi = hx; xi � hy; yi + 2ihx; yi = 0

und der Positivit

�

at von

hz;

�

zi = hx; xi + hy; yi:

Es haben also x und y glei
he positive Norm und stehen senkre
ht zueinander. Daher spannen

sie einen reell zweidimensionalen Untervektorraum W von V auf mit der Eigens
haft, da� die
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Eins
hr

�

ankung h�; �ij

W

positiv de�nit ist. Wegen q(x) = x

1

x

2

+ x

3

x

4

� x

2

5

� � � � � x

2

n+2

(bzw.

q(x) = x

1

x

2

+ x

2

3

) gilt

W = span(fx; yg) * fv 2 V jv

j

= 0g f

�

ur j = 1; 2; 3; 4 (bzw. j = 1; 2):

Keine der Komponenten z

j

= x

j

+ iy

j

mit j 2 f1; 2; 3; 4g (bzw. f1; 2g) vers
hwindet folgli
h.

Man kann daher z

2

normieren; z

1

ist dann dur
h die Bedingung

1

2

hz; zi = q(z) = 0 festgelegt.

Ein sol
her Repr

�

asentant ist dur
h die Klasse [z℄ eindeutig bestimmt.

Sei im weiteren zun

�

a
hst n � 2, und sei [z℄ repr

�

asentiert dur
h den Vektor (�z

3

z

4

+ z

2

5

+

: : :+ z

2

n+2

; 1; z

3

; z

4

; z

5

; : : : ; z

n+2

). Dann gilt

y = =(�z

3

z

4

+ z

2

5

+: : :+ z

2

n+2

; 1; z

3

; : : : ; z

n+2

) = (=(�z

3

z

4

+ z

2

5

+: : :+ z

2

n+2

); 0; y

3

; : : : ; y

n+2

)

und somit

q(y) = y

3

y

4

� y

2

5

� � � � � y

2

n+2

> 0;

was glei
hbedeutend ist mit

y

3

y

4

> y

2

5

+ � � �+ y

2

n+2

:

F

�

ur

U := f(z

3

; : : : ; z

n+2

) 2 C

n

j z

j

= x

j

+ iy

j

; y

3

y

4

> y

2

5

+ � � �+ y

2

n+2

g

ist die Abbildung � : K ! U; [�; 1; z

3

; : : : ; z

n+2

℄ 7! (z

3

; : : : ; z

n+2

) wohlde�niert, na
h Kon-

struktion bijektiv und in beiden Ri
htungen stetig.

Im Falle n = 1 erhalten wir mit dem glei
hen Vorgehen f

�

ur den Imagin

�

arteil die Bedingung

y

2

3

> 0, was auf die De�nition U := C�R f

�

uhrt.

O�ensi
htli
h besteht U in beiden F

�

allen aus zwei Zusammenhangskomponenten. �

Bemerkung: Aus dem Beweis geht hervor, da� die Elemente aus K eindeutig den orientierten

Orthonormalbasen reell zweidimensionaler Unterr

�

aume U von V mit der Eigens
haft, da� qj

U

positiv de�nit ist, entspre
hen.

1.3.3 De�nition. Sei n � 1. Mit H

n

bezei
hnen wir im Falle n = 1 die obere Halbebene H

und im Falle n � 2 die verallgemeinerte obere Halbebene n-ten Grades

H

n

:= f(z

3

; : : : ; z

n+2

) 2 C

n

j y

3

> 0; y

3

y

4

> y

2

5

+ : : : ; y

2

n+2

g:

Ihr Urbild �

�1

(H

n

), also eine Zusammenhangskomponente von K, versehen mit der von der

Eins
hr

�

ankung von � induzierten Struktur als komplexe Mannigfaltigkeit, wird mit

^

H

n

be-

zei
hnet.

Bemerkung: Die Halbebene H

n

ist ein Tubengebiet, also von der Form R

n

+ iD mit einer

o�enen Menge D � R

n

.

1.3.4 De�nition. Wir bezei
hnen das Urbild �

�1

(

^

H

n

) von

^

H

n

in V

C

� f0g mit

~

H

n

. Es ist

lokal topologis
h abbildbar auf C

�

� H

n

und tr

�

agt daher ebenfalls eine nat

�

urli
he Struktur

als komplexe Mannigfaltigkeit.

1.3.5 Satz. Die Eins
hr

�

ankung der kanonis
hen Projektion � :

~

H

n

!

^

H

n

l

�

a�t einen S
hnitt

� zu, d.h. es gibt eine Abbildung � : H

n

!

~

H

n

mit � Æ � Æ � = id

H

n

.

Beweis: Sei (z

3

; : : : ; z

n+2

) 2 H

n

. Dann liegt der dur
h die Koordinatendarstellung bez

�

ugli
h

der fest gew

�

ahlten Basis von V

C

gegebene Vektor (�z

3

z

4

+z

2

5

+ � � �+z

2

n+2

; 1; z

3

; : : : ; z

n+2

) bzw.

(�z

2

3

; 1; z

3

) in

~

H

n

. Die Abbildung � : (z

3

; : : : ; z

n+2

) 7! (�z

3

z

4

+z

2

5

+ � � �+z

2

n+2

; 1; z

3

; : : : ; z

n+2

)

bzw. � : (z

3

) 7! (�z

2

3

; 1; z

3

) leistet das Gew

�

uns
hte. �
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1.3.2 Operation orthogonaler Gruppen

Wie vorher seien (V; q) ein quadratis
her Raum und h�; �i die zugeh

�

orige Bilinearform. Es sei

eine orthogonale Halbebene

^

H

n

wie in De�nition 1.3.3 gew

�

ahlt. Mit O(V ) := O(V; q) sei wie

�

ubli
h die orthogonale Gruppe des Vektorraumes V in Bezug auf q bezei
hnet, also

O(V ) = fg 2 Gl(V ) j q(gx) = q(x) f

�

ur alle x 2 V g:

Da diese Gruppe bis auf Isomorphie nur von der Signatur von V abh

�

angt, k

�

onnen wir

O(2; n) := O(V ) s
hreiben. Die orthogonale Gruppe O(V ) operiert auf V in nat

�

urli
her

Weise. Diese Operation wird C-linear auf V

C

fortgesetzt und induziert so eine Operation

auf P (V

C

), N und K. Die Untergruppe von O(V ), die die gew

�

ahlte Halbebene

^

H

n

in si
h

�

uberf

�

uhrt, hat in O(V ) den Index 2 und wird mit O

+

(V ) bezei
hnet. Sie operiert via � au
h

auf H

n

dur
h gebro
hen lineare Transformationen.

1.3.6 De�nition. Seien z = (z

1

; z

2

; z

3

; : : : ; z

n+2

) 2

~

H

n

und g 2 O

+

(V ). Wir de�nieren den

Automorphiefaktor J : O

+

(V )�

~

H

n

! C

�

unter Bea
htung der Unglei
hung z

2

6= 0 dur
h

die Glei
hung gz = (w

1

; J(g; z)z

2

; w

3

; : : : ; w

n+2

).

1.3.7 Bemerkung. Aufgrund der De�nition ist unmittelbar klar, da� mit den bisherigen

Bezei
hnungen folgendes gilt:

1. Sind g; h 2 O

+

(V ) und z 2

~

H

n

, so erf

�

ullt J die Kozykelrelation J(gh; z) = J(g; hz)J(h; z).

2. Ist Z 2 H

n

, so besteht die Relation g�(Z) = J(g; �(Z)) � �(gZ) mit den jeweiligen

Verkn

�

upfungen.

Abk

�

urzend s
hreiben wir f

�

ur Z 2 H

n

anstelle von J(g; �(Z)) au
h J(g; Z), wenn keine Ver-

we
hslungen zu bef

�

ur
hten sind. Es ist J(g; �(Z)) der Nenner der gebro
hen linearen Trans-

formation, mit der g auf Z wirkt.

Sei L � (V; q) ein gerades Gitter. Dann sei

O(L) := fg 2 O(V ) j g(L) � Lg

und

O

+

(L) := O(L) \O

+

(V )

vereinbart. O

+

(L) ist eine diskrete Untergruppe von O

+

(V ). Dies ist die im folgenden von

uns betra
htete, aufH

n

verm

�

oge biholomorpher Selbstabbildungen operierende Modulgruppe.

Sie operiert eigentli
h diskontinuierli
h auf der orthogonalen Halbebene.

Fernerhin ben

�

otigen wir die Gruppe der rationalen Transformationen in O

+

(V ). Diese

seien gegeben dur
h die De�nition

O

+

(V

Q

) := fg 2 O

+

(V ) j g(V

Q

) � V

Q

g

mit dem vom Gitter L erzeugten Q-Vektorraum V

Q

gem

�

a� De�nition 1.1.4.
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1.3.3 Spitzen der orthogonalen Halbebene

Wie im Falle gew

�

ohnli
her elliptis
her Modulformen betra
htet man f

�

ur Untergruppen � �

O

+

(L) von endli
hem Index au
h den Quotienten �nH

n

und seine Kompakti�zierung X

�

.

Alle von uns ben

�

otigten Informationen dar

�

uber sind bei [Fr3℄ und [Me℄ ausf

�

uhrli
h dargestellt.

Darum wollen wir die nun folgende Bes
hreibung m

�

ogli
hst knapp halten. Wir beginnen mit

der grundlegenden De�nition.

1.3.8 De�nition. Unter einer Spitze verstehen wir einen ni
httrivialen isotropen rationalen

Vektor v 2 V

Q

.

Gehen wir no
h einmal in den Beweis von Satz 1.3.2 zur

�

u
k, so erkennen wir, da� die

dort konstruierte biholomorphe Abbildung � von der Wahl einer Basis des Vektorraumes V

abh

�

angt. Von dieser Basis wurde gefordert, da� die Form q die Koordinatendarstellung q(x) =

x

1

x

2

+ x

3

x

4

� x

2

5

� � � � � x

2

n+2

besitzt. Eine sol
he Basis l

�

a�t si
h im reellen Vektorraum V

stets �nden.

Nun sollen die ersten beiden Basisvektoren jedo
h selbst rational sein, also in V

Q

liegen.

Sei dazu das Gitter L, glei
hbedeutend also der Vektorraum V

Q

, isotrop, und sei v eine Spitze.

Na
h Lemma 1.1.24 kann man eine Basis fv; e

2

; : : : ; e

n+2

g von V mit v; e

2

2 V

Q

�nden, so

da� die quadratis
he Form die verlangte Koordinatendarstellung hat. Diese Basis ist au
h

eine Basis von V , und die Abbildung � = �

v

f

�

uhrt na
h eventuellem Ersetzen von e

2

dur
h

�e

2

stets die glei
he Zusammenhangskomponente von K in H

n

�

uber.

Jeder Spitze v, genauer jeder Basis fv; e

2

; : : : ; e

n+2

g wie oben, ist also eine biholomor-

phe Abbildung �

v

: H

n

!

^

H

n

zugeordnet, ebenso ein S
hnitt �

v

: H

n

!

~

H

n

. Ist w eine

weitere Spitze, so gibt es na
h einem Satz von Witt eine rationale orthogonale Transforma-

tion 
 2 O

+

(V

Q

) mit w = 
v. O�enbar gilt dann �

v

= �

w

Æ 
 f

�

ur die bez

�

ugli
h der Basis

fw; 
e

2

; : : : ; 
e

n+2

g de�nierte Abbildung �

w

. Wir betra
hten im weiteren nur sol
he Basen,

die aus der eingangs gew

�

ahlten dur
h eine sol
he rationale Transformation hervorgehen.

Die verm

�

oge �

v

�

ubertragene Operation von O

+

(V ) auf H

n

h

�

angt von der gew

�

ahlten Spitze

v, genauer von der Basis fv; e

2

; : : : ; e

n+2

g ab. Ist fw; f

2

; : : : ; f

n+2

g eine zweite Basis mit einer

Spitze w und ist 
 2 O

+

(V

Q

) mit 
v = w sowie 
e

i

= f

i

f

�

ur alle i, so operiert g 2 O

+

(V )

via �

w

auf H

n

wie 


�1

g
 via �

v

. Wir �nden also eine Situation vor, die vollkommen analog

zu derjenigen der gew

�

ohnli
hen Modulgruppe Sl

2

(Z) ist.

Spitzen sind nulldimensionale Randkomponenten. Es treten jedo
h au
h zur eindimensio-

nalen HalbebeneH

1

biholomorph

�

aquivalente Anteile als Randkomponenten auf. Diese stehen

in enger Beziehung zu zweidimensionalen isotropen Unterr

�

aumen des rationalen Vektorraumes

V

Q

und sind in [Fr3℄ n

�

aher bes
hrieben.

1.3.4 Modulformen zu O(2; n)

Wir wollen Modulformen zu orthogonalen Gruppen O(2; n) bez

�

ugli
h der in Abs
hnitt 1.3.2

dargestellten Operation betra
hten. Diese werden allerdings ni
ht im projektiven Modell

^

H

n

de�niert, sondern auf dessen Urbild

~

H

n

. Sei nun stets ein Gitter L � V fest gew

�

ahlt.

1.3.9 De�nition. Seien � � O

+

(L) eine Untergruppe von endli
hem Index, k 2 Z und

� : �! C

�

ein unit

�

arer Charakter. Eine holomorphe automorphe Form bez

�

ugli
h � zum

Charakter � vom Gewi
ht k ist eine holomorphe Funktion f :

~

H

n

�! Cmit den Eigens
haften

1. f(tz) = t

�k

f(z) f

�

ur alle t 2 C

�

,

2. f(gz) = �(g)f(z) f

�

ur alle g 2 �.
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Dabei bezei
hne gz die nat

�

urli
he Operation von � auf

~

H

n

� V

C

� f0g. Allgemeiner ist eine

automorphe Form eine meromorphe Funktion f mit dem eben bes
hriebenen Transforma-

tionsverhalten.

1.3.10 Bemerkung. (
f. [Marg℄ Prop. 5.3, S. 324) Jeder Charakter � einer Untergruppe von

O

+

(L) von endli
hem Index hat endli
he Ordnung, falls n � 3, d.h. es gibt e 2 N mit �

e

� 1.

F

�

ur n = 1 oder n = 2 gilt diese Aussage f

�

ur alle Charaktere, die im Zusammenhang mit

Bor
herdsprodukten auftreten. Dies vereinfa
ht die Fourierentwi
klung von Modulformen.

Sei �

v

ein S
hnitt wie in Satz 1.3.5. Sein Bild enth

�

alt aus jeder Faser des B

�

undels

~

H

n

genau einen Punkt �

v

(Z). Wegen der Homogenit

�

at ist eine Modulform dur
h ihre Werte

auf dem Bild des S
hnittes daher bereits festgelegt. Wir k

�

onnen diesen Sa
hverhalt au
h so

ausdr

�

u
ken:

1.3.11 Lemma. Sei �

v

ein zu �

v

geh

�

orender S
hnitt wie in Satz 1.3.5. Die Zuordnung f 7!

f Æ�

v

ist ein Isomorphismus zwis
hen dem Vektorraum der automorphen Formen f :

~

H

n

! C

vom Gewi
ht k zur Gruppe � und Charakter � und dem Raum der meromorphen Funktionen

F : H

n

! C mit dem Transformationsverhalten

F (gZ) = �(g)J(g; Z)

k

F (Z)

f

�

ur alle Z 2 H

n

und g 2 �.

Beweis: F

�

ur F (Z) := f(�(Z)) mit � = �

v

und g 2 � gilt die Glei
hung

F (gZ) = f(�(gZ))

= f(J(g; Z)

�1

g�(Z)) (
f. Bemerkung 1.3.7, Nr. 2)

= J(g; Z)

k

f(g�(Z))

= �(g)J(g; Z)

k

f(�(Z))

= �(g)J(g; Z)

k

F (Z):

�

Wie im vorigen Abs
hnitt erl

�

autert, h

�

angt der S
hnitt �

v

und damit au
h die Zuordnung

f $ F = F

v

von der Auswahl einer Spitze ab. Wir ordnen nun einer Funktion F

v

auf H

n

eine Fourierentwi
klung zu, die dann ebenfalls von der Spitze abh

�

angt. Dies ist analog zu

gew

�

ohnli
hen Modulformen zu sehen, die genauso in jeder rationalen Spitze eine Fourierent-

wi
klung besitzen. Mit Hilfe der sogenannten Ei
hlertransformationen (
f. Abs
hnitt 3.1)

beweist man zun

�

a
hst das Folgende:

1.3.12 Satz. Sei v eine Spitze und sei v; e

2

; : : : ; e

n+2

eine Basis von V mit rationalem v und

e

2

, bez

�

ugli
h der q die Standardform q(x) = x

1

x

2

+ x

3

x

4

� x

2

5

� : : : � x

2

n+2

annimmt. Sei

f eine automorphe Form vom Gewi
ht k zu einer Untergruppe � � O

+

(L) von endli
hem

Index und zu einem Charakter endli
her Ordnung. Sei weiterhin F

v

die via dem S
hnitt

�

v

der Modulform f zugeordnete Funktion auf H

n

. Dann gibt es ein Gitter L

1

� C

n

mit

�

v

(L

1

) � V

Q

, so da�

F

v

(Z + l) = F

v

(Z)
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f

�

ur alle l 2 L

1

und Z 2 H

n

gilt. Insbesondere besitzt F

v

eine Fourierentwi
klung der Form

F

v

(Z) =

X

m2L

0

1

a(m)e(hm;Zi);

wobei h�; �i die der quadratis
hen Form q(Z) = z

3

z

4

� z

2

5

� : : : � z

2

n+2

auf C

n

zugeordnete

Bilinearform bezei
hne.

1.3.13 De�nition. Mit den obigen Bezei
hnungen sei

P := fX = (x

3

; : : : ; x

n+2

) 2 QL

1

jx

3

x

4

� x

2

5

� : : : � x

2

n+2

> 0; x

3

> 0g � C

n

der positive Kegel genannt.

1.3.14 De�nition. Sei � � O

+

(L) eine Untergruppe von endli
hem Index, k 2 Z und � :

�! C

�

ein unit

�

arer Charakter endli
her Ordnung. Eine holomorphe Modulform bez

�

ugli
h

� zum Charakter � vom Gewi
ht k ist eine holomorphe automorphe Form zu ebendiesen

Daten, so da� f

�

ur jede Spitze v die Fourierentwi
klung die Form

F

v

(Z) =

X

m2L

0

1

\P

a(m)e(hm;Zi):

hat.

Ist der Raum V

Q

anisotrop, so gibt es keine rationalen Spitzen. Insbesondere hat f dann

keine lokalen Fourierentwi
klungen. In diesem Falle ist jede holomorphe automorphe Form

bereits eine Modulform. Dies ist jedo
h au
h in fast allen anderen F

�

allen so, wie der folgende

Satz besagt, der kein eindimensionales Analogon besitzt.

1.3.15 Satz. Sei f eine holomorphe automorphe Form wie in Satz 1.3.12. Ist v eine rationale

Spitze und ist die zugeh

�

orige Fourierentwi
klung von f gegeben dur
h

F

v

(Z) =

X

m2L

0

1

a(m)e(hm;Zi);

so folgt aus a(m) 6= 0 bereits m 2 P , es sei denn, einer der beiden folgenden F

�

alle tritt

ein: V hat Signatur (2; 1) und V

Q

ist isotrop, oder V hat Signatur (2; 2) und V

Q

besitzt

sogar einen zweidimensionalen isotropen Unterraum. In allen anderen F

�

allen sind holomorphe

automorphe Formen also per se bereits holomorphe Modulformen.

Bemerkung: Der Fall der gew

�

ohnli
hen Modulformen l

�

a�t si
h au
h im Rahmen orthogo-

naler Gruppen bes
hreiben. Er tri�t dann aber gerade den Ausnahmefall mit Signatur (2; 1)

und isotropem V

Q

.

1.3.5 Modulformen rationalen Gewi
hts

Um eine Umformulierung des Dualit

�

atssatzes von Bor
herds (2.1.7) in geeigneter Weise an-

geben zu k

�

onnen, m

�

ussen wir Modulformen rationalen Gewi
hts erkl

�

aren. Aus Gr

�

unden der

Praktikabilit

�

at de�nieren wir sie unter Verwendung von Multiplikatorsystemen auf dem Halb-

ebenenmodell H

n

.

Da die orthogonale Halbebene H

n

einfa
h zusammenh

�

angend und der Automorphiefaktor

J stetig und stets unglei
h Null ist, besitzt f

�

ur jedes q 2 N und g 2 O

+

(V ) die Funktion
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Z 7! J(g; Z) eine holomorphe q-te Wurzel. Es sei nun f

�

ur jedes g eine q-te Wurzel gew

�

ahlt,

die mit dem Symbol

q

p

J(g; Z) bezei
hnet wird. Ist der Automorphiefaktor identis
h 1, so

gelte dies au
h f

�

ur die gew

�

ahlte Wurzel. Die so ausgew

�

ahlten Wurzeln werden ein f

�

ur allemal

festgehalten. Es sei angemerkt, da� man sie im allgemeinen ni
ht dur
h Wahl einer festen

Wurzel auf einem geeigneten Teilgebiet von C erhalten kann.

1.3.16 De�nition. Sei � eine Untergruppe von O

+

(L) und sei k 2 Q, k =

p

q

mit tei-

lerfremden p und q. Es seien q-te Wurzeln von J(g; Z) wie oben gew

�

ahlt. Ein Multipli-

katorsystem auf � vom Gewi
ht k ist eine Abbildung � : � ! S

1

, so da� das Produkt

�(g)J(g; Z)

k

:= �(g)

q

p

J(g; Z)

p

die Kozykelrelation

�(gh)J(gh; Z)

k

= �(g)�(h)J(g; hZ)

k

J(h;Z)

k

f

�

ur alle g; h 2 � und Z 2 H

n

erf

�

ullt.

Ist � ein Multiplikatorsystem auf � und v ein Charakter dieser Gruppe, so ist v� wiederum

ein Multiplikatorsystem glei
hen Gewi
hts auf �. Der Quotient zweier Multiplikatorsysteme

glei
hen Gewi
hts ist stets ein Charakter. Hat � das Gewi
ht k =

p

q

, so ist die q-te Potenz

von � wegen der Kozykelrelation (
f. Bemerkung 1.3.7 Nr. 1) selbst ein Charakter, hat also

na
h Bemerkung 1.3.10 endli
he Ordnung. Es gibt daher eine kleinste Zahl e 2 N mit �

e

� 1.

Diese nennen wir die Ordnung des Multiplikatorsystems.

1.3.17 De�nition. Sei � � O

+

(L) eine Untergruppe von endli
hem Index, k = p=q 2 Q.

Es seien q-te Wurzeln

q

p

J(g; Z) wie oben gew

�

ahlt, und sei � ein Multiplikatorsystem vom

Gewi
ht k auf �. Eine automorphe Form bez

�

ugli
h � vom rationalen Gewi
ht k ist

eine meromorphe Funktion F auf H

n

mit dem Transformationsverhalten

F (gZ) = �(g)J(g; Z)

k

= �(g)

q

p

J(g; Z)

p

F (Z):

Im Gegensatz zum Fall ganzzahliger Gewi
hte entspre
hen automorphe Formen mit ra-

tionalem Gewi
ht keinen Funktionen auf dem Urbild

~

H

n

. Man k

�

onnte ihnen stattdessen

Funktionen auf der universellen

�

Uberlagerung von

~

H

n

zuordnen. Wir gehen darauf ni
ht wei-

ter ein. Wi
htig f

�

ur unsere Zwe
ke ist vor allem, da� au
h automorphe Formen rationalen

Gewi
htes eine Fourierentwi
klung besitzen:

1.3.18 Satz. (Fourier-Entwi
klung) Sei F eine Modulform (in Koordinaten des Tubengebie-

tes) vom Gewi
ht k =

p

q

zu einer Untergruppe � von O

+

(L) und zum Multiplikatorsystem �.

Es gelte �

e

� 1. Dann besitzt F eine Fourierentwi
klung der Form

F (Z) =

X

m2

1

e

L

0

1

a(m)e(hm;Zi):

Beweis: Wie im Falle ganzen Gewi
htes �ndet man ein Gitter L

1

, bez

�

ugli
h dem si
h F in

der Form F (Z + l) = �(M

l

)F (Z) transformiert, wobei M

l

2 � die Translation Z 7! Z + l

realisiere. Dur
h wiederholte Anwendung zeigt man, da� die Zuordnung l 7! �(M

l

) ein

Homomorphismus ist. Daher ist f

�

ur jedes l 2 L

1

stets �(M

el

) = 1, die Modulform also unter

dem Gitter eL

1

invariant. �

Wie im Falle ganzzahligen Gewi
htes k

�

onnen wir nun Modulformen als automorphe For-

men mit zus

�

atzli
hen Forderungen an die Fourierentwi
klung de�nieren. An Stelle einer Ent-

wi
klung in jeder Spitze tritt nun eine Entwi
klung jeder Transformierten J(g; Z)

�k

F (gZ),

die selbst wieder eine Modulform ist. Diese ist zwar zu einer anderen Gruppe und Multipli-

katorsystem de�niert, besitzt aber wieder eine Fourierentwi
klung.
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1.3.19 De�nition. Sei � � O

+

(L) eine Untergruppe von endli
hem Index, k = p=q 2 Q. Sei

� ein Multiplikatorsystem vom Gewi
ht k auf � mit �

e

� 1. Eine holomorphe Modulform

bez

�

ugli
h � vom rationalen Gewi
ht k ist eine holomorphe automorphe Form F , so da�

f

�

ur jedes g 2 O

+

(L) die Transformierte J(g; Z)

�k

F (gZ) eine Fourierentwi
klung der Form

J(g; Z)

�k

F (gZ) =

X

m2

1

e

L

0

1

\P

a(m)e(hm;Zi)

besitzt.

1.3.6 Divisoren und Hauptdivisoren

Wie

�

ubli
h sollen Null- und Polstellengebilde von Modulformen betra
htet werden. Dies f

�

uhrt

auf den Begri� des Hauptdivisors oder allgemeiner des Divisors. Alle hier und im n

�

a
hsten

Abs
hnitt

�

uber die spezielleren Heegnerdivisoren verwendeten Fakten sind in der Arbeit [Bu℄

dargestellt, auf die wir f

�

ur Details verweisen. Da die Theorie keine zentrale Rolle f

�

ur unsere

Fragestellung spielt, sei eine gewisse Knappheit erlaubt.

Sei X eine analytis
he Mannigfaltigkeit, und sei A eine abges
hlossene analytis
he Teil-

menge von X . Dann ist A eine h

�

o
hstens abz

�

ahlbare, lokal-endli
he Vereinigung irreduzibler

analytis
her Teilmengen A

i

� X , die Primkomponenten von A hei�en. Dabei bedeute lokal-

endli
h, da� jedes Kompaktum K � X nur endli
h viele der A

i

tri�t.

Ist A � X eine irreduzible analytis
he Menge, so ist die Teilmenge A

reg

der regul

�

aren

Punkte von A zusammenh

�

angend und ni
ht leer. Daher kann man A eine Dimension dimA

als die Dimension in einem regul

�

aren Punkt zuordnen. Damit steht insbesondere au
h der

Begri� der Kodimension f

�

ur irreduzible analytis
he Mengen zur Verf

�

ugung. Ein Divisor auf

X ist nun eine abges
hlossene analytis
he Menge A, so da� jede ihrer Primkomponenten A

i

Kodimension 1 hat, versehen mit einer Abbildung, die jeder dieser Primkomponenten eine

ganze Zahl n

A

i

zuordnet. Wir s
hreiben f

�

ur einen Divisor suggestiv D =

P

n

A

i

A

i

, wobei die

Summe

�

uber alle Primkomponenten von A zu erstre
ken ist. Die Grundmenge A = [

n

A

i

6=0

A

i

hei�t Tr

�

ager des Divisors D. Die Divisoren auf einem festem Grundraum X bilden eine

abels
he Gruppe bez

�

ugli
h der o�ensi
htli
hen Addition.

Nun soll einer meromorphen Funktion f 6� 0 auf der analytis
hen Mannigfaltigkeit H

n

ein

Divisor (f) zugeordnet werden, den wir den dur
h f bestimmten Hauptdivisor nennen wollen.

Sei dazu A eine beliebige irreduzible analytis
he Teilmenge von H

n

der Kodimension 1. Wir

wollen ihr eine Multiplizit

�

at n

A

(f) zuordnen.

Sei p ein regul

�

arer Punkt aus A. Dann gibt es eine Umgebung U

'

von p in H

n

und eine

Karte ' : U

'

! V

'

mit V

'

� C

n

, so da� gilt

'(A \ U

'

) = fz 2 V

'

j z

n

= 0g:

Wir k

�

onnen annehmen, da� ' den Punkt p in den Nullpunkt abbildet, und entwi
keln f

'

in einer geeigneten Umgebung des Nullpunktes na
h z

n

in eine Laurentreihe

f

'

(z

1

; : : : ; z

n

) =

1

X

j=n

0

(p)

a

j

(z

1

; : : : ; z

n�1

)z

j

n

mit a

n

0

(p)

(z

1

; : : : ; z

n�1

) 6� 0.

Die Zahl n

0

(p) ist eindeutig dur
h f bestimmt und h

�

angt ni
ht von der Auswahl der

Koordinatenabbildung ' ab. Da die Laurententwi
klung von f

'

in einer vollen Umgebung

des Nullpunktes g

�

ultig ist, ist die auf A

reg

erkl

�

arte Abbildung p 7! n

0

(p) lokal konstant und
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damit konstant, da A irreduzibel und daher A

reg

zusammenh

�

angend ist. Wir k

�

onnen daher

n

A

(f) := n

0

(p) f

�

ur ein beliebiges p 2 A

reg

setzen.

Es bleibt na
hzupr

�

ufen, ob die Vereinigung [

n

A

6=0

A lokal-endli
h ist, ob also die Multi-

plizit

�

aten n

A

einen Divisor bestimmen. Dies liegt daran, da� si
h f lokal als Quotient zweier

holomorpher Funktionen s
hreiben l

�

a�t. Wir halten die Ergebnisse unserer

�

Uberlegungen in

einer De�nition fest.

1.3.20 De�nition. Sei f eine meromorphe Funktion auf der komplexen MannigfaltigkeitH

n

.

Der dur
h f bestimmteHauptdivisor (f) ist der Divisor, der dur
h die Multiplizit

�

aten n

A

(f)

bestimmt ist.

Sei f 6� 0 eine meromorphe Modulform ganzen Gewi
hts, so ist sie a priori auf

~

H

n

de�niert.

Die ihr zugeordneten Funktionen F

v

= f Æ �

v

auf H

n

induzieren aufgrund des Transformati-

onsverhaltens unter C

�

alle den glei
hen Divisor, den wir den Divisor (f) von f inH

n

nennen.

Modulformen rationalen Gewi
hts sind direkt auf der Halbebene H

n

de�niert und liefern dort

einen Divisor; im Falle ganzen Gewi
hts stimmen beide Begri�e

�

uberein. Die Hauptdivisoren

bilden eine Untergruppe der Gruppe aller Divisoren.

1.3.7 Heegnerdivisoren

Heegnerdivisoren sind spezielle Divisoren, die dur
h Einbettung von (n � 1)-dimensionalen

Halbebenen H

n�1

in H

n

gewonnen werden. Sie entstehen aus dem orthogonalen Komplement

rationaler Vektoren negativer Norm. Seien n � 2 und v 2 V

Q

ein sol
her Vektor. Sein or-

thogonales Komplement v

?

in V tr

�

agt die quadratis
he Form qj

v

?

der Signatur (2; n� 1).

Die Menge v

?

l

�

a�t si
h au
h als Teilmenge von V

C

sowie im projektiven Raum P (V

C

) lesen.

Damit ist

^

H

n�1

(v) := v

?

\

^

H

n

wohlde�niert. Das Bild dieser Menge inH

n

unter der Koordina-

tisierung � wird mit H

n�1

(v) bezei
hnet. Es ist biholomorph

�

aquivalent zur Halbebene H

n�1

und dur
h eine regul

�

are quadratis
he Glei
hung bes
hrieben. Insbesondere handelt es si
h

um eine irreduzible analytis
he Teilmenge von H

n

der Kodimension 1. Wir fassen H

n�1

(v),

versehen mit der Multiplizit

�

at 1, als Divisor auf.

1.3.21 De�nition. Sei v 2 V

Q

ein Vektor mit negativer Norm. Der v zugeordnete Divisor

H

n�1

(v) auf H

n

hei�t Heegnerprimdivisor. Ein Heegnerdivisor ist eine lokal-endli
he

ganzzahlige formale Linearkombination

X

v2V

Q

n

v

H

n�1

(v)

von Heegnerprimdivisoren, d.h. zu jedem Kompaktum K in H

n

gebe es nur endli
h viele n

v

mit n

v

6= 0 und H

n�1

(v) \K 6= ;.

Aufgrund der Konstruktion gilt H

n�1

(�v) = H

n�1

(v) f

�

ur � 2 Q

�

sowie gH

n�1

(v) =

H

n�1

(gv) f

�

ur g 2 O

+

(V

Q

). Um eine Normierung zu errei
hen, w

�

ahlen wir einen im dualen

Gitter L

0

primitiven Repr

�

asentanten w der Geraden Qv; dieser ist dann bis auf das Vorzei
hen

dur
h den Primdivisor bestimmt. Ist N die Stufe des Gitters L, so ist die Zahl �Nq(w) 2 N

dur
hH

n�1

(v) bestimmt. Wir nennen sie die Diskriminante des HeegnerprimdivisorsH

n�1

(v).

Um sp

�

ater die Null- und Polstellengebilde sogenannter Bor
herdsprodukte auf einfa
he

Weise bes
hreiben zu k

�

onnen, vereinbaren wir no
h eine n

�

utzli
he Bezei
hnung.
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1.3.22 De�nition. Seien 
 2 L

0

=L und m eine negative rationale Zahl. Dann sei der Di-

visor H(
;m) de�niert als die Summe aller Heegnerprimdivisoren H

n�1

(v), wobei v ein Re-

pr

�

asentantensystem modulo f�1g der Menge aller Vektoren w 2 L

0

mit den Eigens
haften

w 2 
 und q(w) = m dur
hl

�

auft.

Mittels Reduktionstheorie kann man zeigen, da� die angegebenen Summen lokal-endli
h

sind. In der Arbeit [Bu℄ wurden unter gewissen zus

�

atzli
hen Voraussetzungen einige Anmer-

kungen dazu gema
ht. Da diese Objekte jedo
h ledigli
h als Summanden in Hauptdivisoren

(f) auftreten werden, ist ohnehin klar, da� es si
h um Divisoren handeln mu�, da� also diese

Eigens
haft in unseren Spezialf

�

allen stets erf

�

ullt ist.

Es bleibt anzumerken, da� man Heegnerdivisoren au
h auf dem Quotienten H

n

=� sowie

auf dessen Kompakti�zierung X

�

betra
hten kann, wenn � eine Untergruppe von O

+

(L) von

endli
hem Index ist. Wir ma
hen hiervon jedo
h keinen Gebrau
h.
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Kapitel 2

Bor
herdsprodukte und

Dualit

�

atstheorie

Aufbauend auf die im ersten Kapitel gelegten Grundlagen beginnen wir, den zentralen Begri�

des einfa
hen Kontrollraumes zu erkl

�

aren und die in dieser Arbeit zu behandelnde Fragestel-

lung anzuf

�

uhren. Den Ansatzpunkt hierzu bildet die Theorie von Bor
herds, bestehend aus

dem multiplikativen Lift und dem Dualit

�

atssatz. Diese werden zun

�

a
hst dargestellt, bevor

der Begri� des einfa
hen Kontrollraumes gepr

�

agt wird. Ans
hlie�end k

�

onnen aus der Dimen-

sionsformel f

�

ur R

�

aume vektorwertiger Modulformen bereits erste naheliegende Konsequenzen

gezogen werden, die in vielen F

�

allen auf Einfa
hheit s
hlie�en lassen.

2.1 Die Theorie von Bor
herds

2.1.1 Multiplikativer Lift und Bor
herdsprodukte

Wir haben, ausgehend von einem geraden Gitter L, Modulformen zu orthogonalen Gruppen

O

+

(L) und vektorwertige Modulformen zur Weildarstellung �

L

eingef

�

uhrt. Der multiplikative

Lift verbindet nun beide Typen von Modulformen. Es handelt si
h dabei um eine Abbildung,

die fast holomorphen Modulformen zu �

L

meromorphe Modulformen zu einer Untergruppe von

O

+

(L) zuordnet, deren Null- und Polstellen man genau kennt. Sie liegen auf Heegnerdivisoren

und werden dur
h die ganzzahligen FourierkoeÆzienten der Ausgangsform reguliert.

2.1.1 De�nition. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n). Mit I

L

sei der Z-Modul aller

fast holomorphen Modulformen zur Darstellung �

L

vom Gewi
ht 1 �

n

2

bezei
hnet, deren

FourierkoeÆzienten a(
;m) f

�

ur negatives m ganz sind und deren KoeÆzient a(0; 0) rational

ist. Die Elemente von I

L

nennen wir Bor
herdsinputs.

Bemerkung: Aufgrund der Wahl des Gewi
htes gilt wegen des Transformationsverhaltens

eines Bor
herdsinputs F unter Z stets a(
;m) = a(�
;m).

Bemerkung: Ist F ein Bor
herdsinput, so umfa�t die Gruppe

O

+

(L)

F

:= fg 2 O

+

(L) jF




= F

g


f

�

ur alle 
 2 L

0

=Lg

die au
h Diskriminantenkern genannte Hauptkongruenzgruppe

�

L

:= fg 2 O

+

(L) j g
 = 
 f

�

ur alle 
 2 L

0

=Lg

und hat daher endli
hen Index in der vollen Modulgruppe O

+

(L).

37
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2.1.2 Theorem. (Bor
herdslift) Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n). Sei F 2 I

L

ein

Bor
herdsinput mit den FourierkoeÆzienten a(
;m). Dann gibt es eine automorphe Form

B(F ) mit folgenden Eigens
haften:

1. B(F ) ist eine automorphe Form vom Gewi
ht a(0; 0)=2 zur Gruppe O

+

(L)

F

bez

�

ugli
h

eines Multiplikatorsystems �.

2. Die Null- und Polstellen von B(F ) liegen auf Heegnerdivisoren. Der Divisor von B(F )

ist gegeben dur
h

(B(F )) =

X


2(L

0

=L)=f�1g

X

m<0

a(
;m)H(
;m):

3. Unter den Voraussetzungen des Koe
herprinzips (Satz 1.3.15) ist B(F ) eine holomorphe

Modulform, falls alle im Divisor auftretenden Multiplizit

�

aten a(
;m) ni
ht negativ sind.

4. Die Zuordnung F 7! B(F ) ist multiplikativ, d.h. sind F

1

; F

2

2 I

L

, so gilt B(F

1

+ F

2

) =

B(F

1

) � B(F

2

).

5. Die B(F ) zugeordnete Funktion B(F )

v

auf der Halbebene H

n

besitzt eine lokal g

�

ultige

Produktentwi
klung.

Dieser Satz entstammt der Arbeit [Bo1℄ und ist dort als Theorem 13.3 numeriert. Wir

geben die Beweisidee wieder. Diese besteht zun

�

a
hst darin, in einem ersten S
hritt dem im

allgemeinen divergenten Integral

�

L

(z; F ) :=

Z

Sl

2

(Z)nH

h�

L

(�; z); F (�)i

dxdy

y

2

einen Wert zuzuordnen, wobei �

L

eine Siegels
he Thetafunktion (
f. Lemma 3.1.15) ist und

das Produkt gem

�

a� De�nition 1.2.5 genommen wird. Dies ges
hieht dur
h Integration von

h�

L

(�; z); F (�)iy

�s

dxdy

y

2

�

uber einen abges
hnittenen Fundamentalberei
h F

w

. Unter geeigne-

ten Voraussetzungen existiert der Limes f

�

ur w ! 1 dieses Integrals f

�

ur hinrei
hend gro�en

Realteil<(s) und l

�

a�t si
h als Funktion von s zu einer aufCmeromorphen Funktion fortsetzen.

Der konstante Term der Laurentreihe dieser Funktion bei 0 wird als Wert des renormalisierten

Integrals angesehen.

Als Funktion von z ist �

L

invariant unter O

+

(L)

F

und hat logarithmis
he Singularit

�

aten

entlang von Heegnerdivisoren, die na
h einer Methode von Harvey und Moore abgelesen wer-

den. Es stellt si
h nun heraus, da� si
h �

L

als �

L

= log j	

L

j darstellen l

�

a�t mit einer meromor-

phen Funktion 	

L

, die damit eine automorphe Form und gegebenenfalls via Koe
herprinzip

eine Modulform zur Gruppe O

+

(L)

F

bez

�

ugli
h eines Charakters und mit bekannten Null- und

Polstellen ist.

Die Eigens
haft 5. re
htfertigt, da� wir automorphe Formen, die via dem angegebenen

Thetalift entstehen, Bor
herdsprodukte nennen.

2.1.2 Kontrollr

�

aume und Dualit

�

atssatz

Der multiplikative Lift ordnet fast holomorphen vektorwertigen Modulformen automorphe

Formen zu, deren Null- und Polstellen man genau kennt. Gelingt es, die Frage na
h der Exi-

stenz geeigneter Inputs zu beantworten, erhalten wir ein hinrei
hendes Kriterium daf

�

ur, da�

ein vorgegebener Heegnerdivisor ein Hauptdivisor ist. Diese Frage zu beantworten, ist Ziel des

vorliegenden Abs
hnittes. Wir beginnen mit der De�nition von Kontroll- und Hindernisraum,

die beide die Information

�

uber die Existenz geeigneter Inputs 
odieren.
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2.1.3 De�nition. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n).

1. Der Hindernisraum des Gitters L sei der Vektorraum der jL

0

=Lj-Tupel endli
her for-

maler Summen

0

B

�

X

m�0

m�q(
) mod 1

a(
;m)e(mz)

1

C

A


2L

0

=L

mit a(
;m) = a(�
;m) modulo der entspre
henden Abs
hnitte der Fourierentwi
klun-

gen der Komponentenfunktionen F




von Modulformen F 2 fMp

2

(Z); 1 �

n

2

; �

L

g. Wir

bezei
hnen ihn mit R

L

.

2. Mit K

L

bezei
hnen wir den Vektorraum aller holomorphen Modulformen zur dualen

Darstellung �

�

L

vom Gewi
ht 1 +

n

2

und nennen ihn den Kontrollraum zum Gitter L.

3. F

�

ur den Unterraum der Spitzenformen in K

L

s
hreiben wir S

L

.

Ents
heidend ist nun die Konstruktion einer bilinearen Paarung zwis
hen diesen beiden

R

�

aumen, zu deren Vorbereitung das folgende Lemma dient.

2.1.4 Lemma. Seien F 2 fMp

2

(Z); 1 �

n

2

; �

L

g und G 2 K

L

= [Mp

2

(Z); 1 +

n

2

; �

�

L

℄. Seien

a(
;m) die FourierkoeÆzienten von F und 
(
;m) diejenigen von G. Dann gilt

X


2L

0

=L

X

m�0

a(
;m)
(�
;�m) = 0:

Beweis: Die Funktion F �G : H! C, die dur
h

F �G(z) =

D

F (z); G(z)

E

=

X


2L

0

=L

F




(z)G

�


(z)

gegeben ist, ist eine elliptis
he fast holomorphe Modulform zur Gruppe Sl

2

(Z) vom Gewi
ht

2. Die 1-Form F (z)G(z)dz auf der kompakten Riemanns
hen Fl

�

a
he X

Sl

2

(Z)

= H

�

=Sl

2

(Z)

ist somit meromorph mit einem einzigen Pol in der Spitze [i1℄. Damit vers
hwindet der

konstante Term der Fourierentwi
klung von F � G na
h dem Residuensatz. Dieser ist aber

glei
h der in der Behauptung angegebenen Summe. �

2.1.5 Korollar. Die Abbildung h�; �i : R

L

�K

L

! C, die einem Paar ([F ℄; G) die Zahl

X


2L

0

=L

X

m�0

a(
;m)
(�
;�m)

zuordnet, wobei

0

B

�

X

m�0

m�q(
) mod 1

a(
;m)e(mz)

1

C

A


2L

0

=L

ein Repr

�

asentant von [F ℄ und 
(
;m) die FourierkoeÆzienten von G seien, ist wohlde�niert

und bilinear.
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2.1.6 Theorem. (Dualit

�

atssatz) Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n). Dann ist der

Kontrollraum K

L

dual zum Hindernisraum R

L

bez

�

ugli
h der in Korollar 2.1.5 angegeben

bilinearen Paarung.

Der Satz wurde der Arbeit [Bo2℄ entnommen, in der Bor
herds ihn als Theorem 3.1 for-

muliert und als Anwendung des Dualit

�

atssatzes von Serre beweist.

Der Hindernisraum gibt an, wel
he vorgegebenen Hauptteile dur
h Inputs realisiert wer-

den, wel
he Linearkombinationen der speziellen Heegnerdivisoren H(
;m) also als Hauptdi-

visoren auftreten. Sol
he Hauptteile repr

�

asentieren n

�

amli
h die Klasse der Null im Hinder-

nisraum R

L

. Der Dualit

�

atssatz liefert nun ein einfa
hes Verfahren, wie man einen Hauptteil

darauf

�

uberpr

�

ufen kann. Sind KoeÆzienten a(
;m) vorgegeben, so werte man f

�

ur eine Basis

des Kontrollraumes die Bilinearform aus. Ergibt si
h stets der Wert Null, so ist aufgrund des

Dualit

�

atssatzes der formale Hauptteil ein Repr

�

asentant der Nullklasse im Faktorraum R

L

,

l

�

a�t si
h also dur
h einen geeigneten Input realisieren. Der dur
h die a(
;m) bes
hriebene

Heegnerdivisor ist ein Hauptdivisor. Da der Kontrollraum endli
hdimensional ist, gen

�

ugt es

daher, da� die vorgegebenen KoeÆzienten ein endli
hes lineares Glei
hungssystem l

�

osen.

Wi
htig ist nun die folgende Beoba
htung: In die Paarung aus Korollar 2.1.5 gehen alle

Bestandteile der formalen Summen (

P

m�0

a(
;m)e(mz))




ein. Die speziellen Heegnerdivi-

soren H(
;m) sind jedo
h nur f

�

ur m < 0 de�niert, f

�

ur m = 0 sind sie leer. Wir gewinnen

also eine gewisse Freiheit in der Wahl der KoeÆzienten a(
; 0). Dies ist Grundlage f

�

ur die

folgende Umformulierung.

2.1.7 Satz. Ein Heegnerdivisor der Form

P




P

m<0

a(
;m)H(
;m) ist genau dann der Di-

visor eines Bor
herdsproduktes, wenn die Paarung der formalen Summe

 

X

m<0

a(
;m)e(mz)

!




mit jeder Spitzenform aus dem Kontrollraum K

L

Null ergibt. Ist die Dimension des Gitters

mindestens 5, so ist das Gewi
ht des Bor
herdsproduktes gegeben dur
h

k = �

1

4

X

m<0

a(
;m)q

0

(
;�m);(2.1)

wobei die q

0

(
;m) die FourierkoeÆzienten der Eisensteinreihe E

0

aus Satz 1.2.17 sind.

Beweis: Sei e die Anzahl der modulo f�1g vers
hiedenen 
 2 L

0

=L mit ganzzahliger Norm

q(
). Dann ist e na
h Korollar 1.2.21 eine obere S
hranke f

�

ur die Kodimension des Raumes

der Spitzenformen im Kontrollraum K

L

. Jedo
h ist dies au
h die Zahl der dur
h den Divisor

no
h ni
ht bestimmten KoeÆzienten a(
; 0). Daher kann man diese stets so w

�

ahlen, da� die

Paarung mit allen Ni
htspitzenformen trivial ist. Die Behauptung ergibt si
h nun direkt aus

dem Dualit

�

atssatz. Ist dim(L) � 5, so ist der das Gewi
ht bestimmende Term a(0; 0) dur
h die

Paarung mit der Eisensteinreihe E

0

festgelegt und als Z-Linearkombination der KoeÆzienten

q

0

(
;�m) aus Satz 1.2.22 rational. �

2.1.8 Bemerkung. Die Formel (2.1) bleibt ri
htig, wenn man statt der speziellen KoeÆzien-

ten q

0

(
;m) der Eisensteinreihe E

0

diejenigen irgendeiner Modulform aus dem Kontrollraum

verwendet, die in i1 den Wert 2e

0

hat. Zwei sol
he Modulformen unters
heiden si
h o�enbar

nur um eine Spitzenform, und die Paarung eines Inputs mit einer ebensol
hen ergibt stets

Null.
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2.1.3 Einfa
he Kontrollr

�

aume

2.1.9 De�nition. Ein Kontrollraum K

L

eines Gitters L hei�t einfa
h, wenn er keine ni
ht-

triviale Spitzenform enth

�

alt. Wir nennen dann au
h das Gitter L einfa
h.

Einfa
he Gitter sind also sol
he, bei denen si
h jeder Heegnerdivisor

P

a(
;m)H(
;m)

als Hauptdivisor eines Bor
herdsproduktes zur Gruppe �

L

darstellen l

�

a�t. In [Bu℄, Satz

2.30, wurde gezeigt, da� dann zumindest unter zus

�

atzli
hen Bedingungen an die Struktur des

Gitters L die sogenannte modi�zierte Heegnerdivisorenklassengruppe auf X

�

L

trivial ist. Es

handelt si
h daher um Gitter mit einer besonders rei
hen Modulformenwelt.

Ziel ist es zu zeigen, da� bis auf Isomorphie nur endli
h viele einfa
he Gitter existieren, da�

es also f

�

ur fast alle Gitter Spitzenformen im Kontrollraum gibt. Diese These ers
heint zun

�

a
hst

plausibel, da mit zunehmender \Gr

�

o�e" eines Gitters, also mit zunehmender Dimension oder

Determinante, au
h die Kontrollr

�

aume in ihrer Dimension wa
hsen.

In der vorliegenden Arbeit werden dazu

�

uber drei vers
hiedene Ans

�

atze Kriterien ent-

wi
kelt, unter denen ein Gitter ni
ht einfa
h sein kann. Denno
h bleiben unendli
he Serien

von Gittern

�

ubrig, die si
h dem Zugri�

�

uber diese Kriterien entziehen. Dies werden wir am

Ende der Arbeit diskutieren.

Wir beginnen die Untersu
hungen mit einfa
hen Konsequenzen aus der Dimensionsformel

f

�

ur den Kontrollraum (Satz 1.2.26), die es bereits erm

�

ogli
hen, eine s
harfe S
hranke f

�

ur die

Dimension eines einfa
hen Gitters anzugeben. Zuvor wollen wir jedo
h die Zusammenh

�

ange

anhand eines Beispiels dur
hdiskutieren.

2.1.4 Ein exemplaris
her Kontrollraum

Wir betra
hten das Gitter L := H �H �D

4

(�1) �D

4

(�1), wobei D

4

wie

�

ubli
h das Gitter

mit der Gram-Matrix

0

B

B

�

2 0 0 1

0 2 0 1

0 0 2 1

1 1 1 2

1

C

C

A

bezei
hnet. Aus den wohlbekannten Daten des \S
ha
hbrettgitters" D

4

(
f. [Co-Sl℄, S. 117�.)

lassen si
h diejenigen von L lei
ht bestimmen: Es hat Determinante 16 und Stufe 2, die

Diskriminantengruppe ist das direkte Produkt zweier Kleins
her Vierergruppen. Unter ihren

16 Elementen haben 10 eine ganzzahlige Norm, die

�

ubrigen Normen sind aus Z +

1

2

. Da

die Multiplikation mit �1 auf der Diskriminantengruppe trivial wirkt, hat der Unterraum

der Eisensteinreihen im Kontrollraum die Dimension 10. Bere
hnet man die Dimension des

Kontrollraumes unter Benutzung der Formel aus Satz 1.2.26, so erhalten wie den Wert 11. Es

gibt also bis auf Normierung genau eine Spitzenform im Kontrollraum; das Gitter ist folgli
h

ni
ht einfa
h.

Um geometris
he Fragestellungen mit Hilfe der Theorie von Bor
herds zu er

�

ortern, m

�

us-

sen wir die Fourierentwi
klungen zweier ausgezei
hneter Elemente des Kontrollraumes kennen:

Diejenige der einzigen Spitzenform und die irgendeiner Modulform mit dem Wert 2e

0

in i1.

Wir bere
hnen diese mit dem glei
hen Vorgehen wie in [Bu℄. Da die Stufe des Gitters 2 und die

Dimension gerade sind, faktorisiert die Weildarstellung �

�

L

dur
h die Hauptkongruenzgruppe

�(2). Daher liegen die Komponentenfunktionen im Vektorraum der gew

�

ohnli
hen elliptis
hen

Modulformen zu �(2) vom Gewi
ht 6. Dieser hat eine Basis aus Produkten der in Beispiel

1.2.16 angegebenen Thetareihen. Die Transformationsglei
hungen unter den Erzeugern S und
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T liefern ein lineares Glei
hungssystem f

�

ur die KoeÆzienten bez

�

ugli
h dieser Basis. Dies ergibt

eine Darstellung der beiden gesu
hten Modulformen dur
h Thetareihen, aus denen si
h die

Fourierentwi
klungen bere
hnen lassen.

Zur Abk

�

urzung numerieren wir die Elemente der Diskriminantengruppe wie folgt:

0=̂(0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0) 1=̂(0; 0; 0; 0;

1

2

;

1

2

; 0; 0) 2=̂(0; 0; 0; 0;

1

2

; 0;

1

2

; 0)

3=̂(0; 0; 0; 0;

1

2

; 0; 0;

1

2

) 4=̂(

1

2

;

1

2

; 0; 0; 0; 0; 0; 0) 5=̂(

1

2

;

1

2

; 0; 0;

1

2

;

1

2

; 0; 0)

6=̂(

1

2

;

1

2

; 0; 0;

1

2

; 0;

1

2

; 0) 7=̂(

1

2

;

1

2

; 0; 0;

1

2

; 0; 0;

1

2

) 8=̂(

1

2

; 0;

1

2

; 0; 0; 0; 0; 0)

9=̂(

1

2

; 0;

1

2

; 0;

1

2

;

1

2

; 0; 0) 10=̂(

1

2

; 0;

1

2

; 0;

1

2

; 0;

1

2

; 0) 11=̂(

1

2

; 0;

1

2

; 0;

1

2

; 0; 0;

1

2

)

12=̂(

1

2

; 0; 0;

1

2

; 0; 0; 0; 0) 13=̂(

1

2

; 0; 0;

1

2

;

1

2

;

1

2

; 0; 0) 14=̂(

1

2

; 0; 0;

1

2

;

1

2

; 0;

1

2

; 0)

15=̂(

1

2

; 0; 0;

1

2

;

1

2

; 0; 0;

1

2

)

Die bis auf skalare Vielfa
he eindeutige Spitzenform in K

L

hat dann die Darstellung

1

48

�

#

12

�

~

#

12

�

~

~

#

12

�

(e

1

+ e

2

+ e

3

� e

4

� e

8

� e

12

)

mit der Fourierentwi
klung

1

48

�

#

12

�

~

#

12

�

~

~

#

12

�

= e (

1

2

z)� 12e (

3

2

z) + 54e (

5

2

z)� 88e (

7

2

z)� 99e (

9

2

z) + 540e (

11

2

z) + : : :

Eine Ni
htspitzenform mit dem Wert 2e

0

in der Spitze i1 ist gegeben dur
h die Form

� :=

�

�#

12

+

1

2

~

~

#

12

+ 3#

8

~

#

4

�

e

0

+

�

�

1

6

#

12

+

1

6

~

#

12

�

1

3

~

~

#

12

�

(e

1

+ e

2

+ e

3

+ e

8

+ e

12

)

+

�

�

1

3

#

12

+

1

3

~

#

12

�

1

3

~

~

#

12

�

e

4

+

�

�

2

3

#

12

�

1

3

~

#

12

+

1

6

~

~

#

12

+ #

8

~

#

4

�

(e

5

+ e

6

+ e

7

+ e

9

+ e

10

+ e

11

+ e

13

+ e

14

+ e

15

)

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

2� 240e(z)� 8688e(2z) � 58560e(3z)� 279024e(4z) + : : :

�8e(

1

2

z)� 1952e(

3

2

z)� 25008e(

5

2

z)� 134464e(

7

2

z)� 474344e(

9

2

z) + : : :

�8e(

1

2

z)� 1952e(

3

2

z)� 25008e(

5

2

z)� 134464e(

7

2

z)� 474344e(

9

2

z) + : : :

�8e(

1

2

z)� 1952e(

3

2

z)� 25008e(

5

2

z)� 134464e(

7

2

z)� 474344e(

9

2

z) + : : :

�16e(

1

2

z)�

7616

3

e(

3

2

z)� 33632e(

5

2

z)� 178816e(

7

2

z)�

1895792

3

e(

9

2

z) + : : :

�256e(z) � 8192e(2z) � 62464e(3z) � 262144e(4z) + : : :

�256e(z) � 8192e(2z) � 62464e(3z) � 262144e(4z) + : : :

�256e(z) � 8192e(2z) � 62464e(3z) � 262144e(4z) + : : :

�8e(

1

2

z)� 1952e(

3

2

z)� 25008e(

5

2

z)� 134464e(

7

2

z)� 474344e(

9

2

z) + : : :

�256e(z) � 8192e(2z) � 62464e(3z) � 262144e(4z) + : : :

�256e(z) � 8192e(2z) � 62464e(3z) � 262144e(4z) + : : :

�256e(z) � 8192e(2z) � 62464e(3z) � 262144e(4z) + : : :

�8e(

1

2

z)� 1952e(

3

2

z)� 25008e(

5

2

z)� 134464e(

7

2

z)� 474344e(

9

2

z) + : : :

�256e(z) � 8192e(2z) � 62464e(3z) � 262144e(4z) + : : :

�256e(z) � 8192e(2z) � 62464e(3z) � 262144e(4z) + : : :

�256e(z) � 8192e(2z) � 62464e(3z) � 262144e(4z) + : : :

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

:
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Haben wir einen Input F mit dem Hauptteil

0

B

�

X

m<0

m�q(
) mod 1

a(
;m)e(mz)

1

C

A


2L

0

=L

;

so gibt es ein Bor
herdsprodukt B(F ) mit Divisor

(B(F )) =

X


2L

0

=L

m<0

a(
;m)H(
;m)

und Gewi
ht

k = �

1

4

X


2L

0

=L

m<0

a(
;m)
(
;�m);

wobei 
(
;�m) die FourierkoeÆzienten obiger Modulform � seien. Insbesondere sind die

Zahlen �

1

4


(
;�m) die Gewi
hte spezieller Modulformen, falls ni
ht Hindernisse der Existenz

eines geeigneten Inputs entgegenstehen.

Wir wollen das Augenmerk auf zwei Besonderheiten lenken. Zum einen hat der be-

tragsm

�

a�ig kleinste FourierkoeÆzient von � den Wert �8, also multipliziert mit �

1

4

den

Wert 2. Ein Bor
herdsinput, der als einzigen ni
httrivialen FourierkoeÆzienten im Hauptteil

den KoeÆzienten a(1;�

1

2

) = 1 h

�

atte, w

�

urde somit zu einer holomorphen Modulform vom Ge-

wi
ht 2 f

�

uhren. Eine sol
he kann na
h dem no
h zu beweisenden Satz 3.1.19 ni
ht existieren,

da sein Gewi
ht zu klein w

�

are. In der Tat s
heitert die Existenz eines sol
hen Inputs an der

dur
h die Spitzenform gelieferten Relation. Diese Idee bildet die Grundlage f

�

ur unser drittes

Kapitel.

Dagegen ist es o�enbar m

�

ogli
h, den Hauptteil mit a(1;�

1

2

) = a(8;�

1

2

) = 1, bei dem alle

anderen KoeÆzienten im Hauptteil vers
hwinden, zu realisieren, denn er erf

�

ullt die Relation,

die dur
h die einzige Spitzenform gegeben ist. Das entspre
hende Bor
herdsprodukt hat das

sogenannte singul

�

are Gewi
ht 4. Modulformen singul

�

aren Gewi
hts sind besonders interessant,

da man sie unter Umst

�

anden au
h dur
h eine andere, additive Konstruktion erhalten kann,

die au
h die Gestalt der Fourierentwi
klung explizit bes
hreibt (
f. [Bo1℄, Thm. 14.3). Dur
h

Verglei
h der Fourierreihe mit der Produktdarstellung kann man Relationen ablesen, die in

der Theorie der Ka
-Moody-Algebren eine Rolle spielen.
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2.2 Konsequenzen aus der Dimensionsformel

2.2.1 Auswertung der Dimensionsformel

Zun

�

a
hst einmal rufen wir uns die Dimensionsformel f

�

ur den Kontrollraum (Satz 1.2.26) ins

Ged

�

a
htnis zur

�

u
k. Sei V

0

der von den Vektoren e




+e

�


aufgespannte Unterraum vonC[L

0

=L℄.

Dieser ist �

�

L

-invariant, und das Element Z wirkt darauf dur
h Multiplikation mit e

��i(1+

n

2

)

.

Es bezei
hne � = �

�

L

j

V

0

die auf V

0

einges
hr

�

ankte Darstellung. Sei M eine unit

�

are Matrix.

Ihre Eigenwerte seien als e(�

r

) mit 0 � �

r

< 1 dargestellt. Dann ist die Zahl �(M) de�niert

als �(M) :=

P

�

r

.

Ist L von der Signatur (2; n) mit n � 2 und d := j(L

0

=L)=f�1gj = dimV

0

, so gilt f

�

ur den

Kontrollraum die Dimensionsformel

dim(K

L

) =

13

12

d+

dn

24

� �

�

e

�i(1+

n

2

)

2

�(S)

�

� �

�

(e

�i(1+

n

2

)

3

�(ST ))

�1

�

� �(�(T )):

Zur Abk

�

urzung der S
hreibweise setzen wir im folgenden

�

1

:= �

�

e

�i(1+

n

2

)

2

�(S)

�

;

�

2

:= �

�

(e

�i(1+

n

2

)

3

�(ST ))

�1

�

;

�

3

:= � (�(T )) :

F

�

ur diese drei Gr

�

o�en geeignete Abs
h

�

atzungen zu gewinnen, ist notwendig, um aus der

Dimensionsformel Aussagen ableiten zu k

�

onnen. Dabei konzentrieren wir uns zun

�

a
hst auf

die Werte von �

1

und �

2

. Um diese zu bere
hnen, gen

�

ugt es n

�

amli
h, die Spuren der jeweiligen

Matrizen zu kennen. Diese Idee geht auf Bor
herds zur

�

u
k und basiert auf der Tatsa
he, da�

S

2

= (ST )

3

= Z auf V

0

dur
h Multiplikation mit e

��i(1+

n

2

)

wirkt. Daraus folgt

�

e

�i(1+

n

2

)

2

�(S)

�

2

=

�

e

�i(1+

n

2

)

3

�(ST )

�

3

= e

�i(1+

n

2

)

�(Z) = id

V

0

;

woraus si
h sofort die folgende Konsequenz ergibt:

2.2.1 Bemerkung. Die Matrizen e

�i(1+

n

2

)

2

�(S) und (e

�i(1+

n

2

)

3

�(ST ))

�1

sind von zweiter bzw.

dritter Ordnung. Insbesondere gelten die Abs
h

�

atzungen �

1

�

1

2

d und �

2

�

2

3

d.

Letzteres ist klar, da jeder Eigenwert eine zweite respektive dritte Einheitswurzel ist. Aber

die Multiplizit

�

aten der in Frage kommenden Eigenwerte und damit die Werte der �

i

selbst

lassen si
h aus der Dimension und der Spur gewinnen, wenn man bea
htet, da� im zweiten

Falle die Spurglei
hung

�

uber Q zwei lineare Glei
hungen f

�

ur die Multiplizit

�

aten liefert. L

�

ost

man die si
h ergebenden linearen Glei
hungssysteme und bea
htet, da� die Multiplizit

�

aten

der Eigenwerte �

3

und �

2

3

bei der Invertierung der Matrix e

�i(1+

n

2

)=3

�(ST ) gerade vertaus
ht

werden, so erh

�

alt man das folgende

2.2.2 Lemma. F

�

ur obige Gr

�

o�en �

1

und �

2

gelten die Formeln

�

1

=

1

4

�

dim(V

0

)� tr

�

e

�i(1+

n

2

)

2

�(S)

��

�

2

=

1

3

�

dim(V

0

)�<

�

tr(e

�i(1+

n

2

)

3

�(ST ))

�

+

1

3

p

3=

�

tr(e

�i(1+

n

2

)

3

�(ST ))

��

:



2.2. KONSEQUENZEN AUS DER DIMENSIONSFORMEL 45

2.2.3 Lemma. Sei X : C[L

0

=L℄ ! C[L

0

=L℄ die lineare Fortsetzung der auf der kanonis
hen

Basis de�nierten Abbildung e




7! e

�


, und sei M 2 Gl(C[L

0

=L℄). Dann ist tr(M j

V

0

) =

tr(

1

2

(M +M ÆX)). Insbesondere gelten die Formeln

tr

�

e

�i(1+

n

2

)

2

�(S)

�

= �

1

2

p

jL

0

=Lj

X


2L

0

=L

e

4�iq(
)

+ e

�4�iq(
)

und

tr

�

e

�i(1+

n

2

)

3

�(ST )

�

= e

�i

12

(10�n)

1

2

p

jL

0

=Lj

X


2L

0

=L

e

2�iq(
)

+ e

�6�iq(
)

:

Beweis: F

�

ur

~

M :=

1

2

(M+M ÆX) haben wir

~

M(e




+e

�


) =M(e




+e

�


) und

~

M(e




�e

�


) = 0.

Der Operator

~

M wirkt also auf V

0

wieM und annulliert das orthogonale Komplement von V

0

.

Die Spur der Eins
hr

�

ankung von M auf V

0

ist daher die Spur dieses Operators. Die Formeln

ergeben si
h nun dur
h Einsetzen der Matrixdarstellungen der jeweiligen Operatoren. �

Wir haben jetzt mit den Lemmata 2.2.2 und 2.2.3 eine Formel erhalten, mit deren Hilfe

man f

�

ur konkrete Gitter die Werte von �

1

und �

2

bere
hnen kann. Wi
htiger f

�

ur die theore-

tis
he Betra
htung sind jedo
h allgemeing

�

ultige Abs
h

�

atzungen, die man unter Nutzung der

Charakterrelationen beweisen kann.

2.2.4 Korollar. Ist N die Stufe des betra
hteten Gitters, so gelten die folgenden Abs
h

�

at-

zungen:

�

�

�

�

�

1

�

1

4

d

�

�

�

�

�

1

4

falls N 62 f1; 2g;(2.2)

�

�

�

�

�

1

�

1

4

d

�

�

�

�

�

1

4

p

jdet(L)j falls N 2 f1; 2g;(2.3)

�

�

�

�

�

2

�

1

3

d

�

�

�

�

�

1

3

falls N 62 f1; 3g;(2.4)

�

�

�

�

�

2

�

1

3

d

�

�

�

�

�

�

1

3

+

1

9

p

3

�

p

jdet(L)j falls N = 1;(2.5)

�

�

�

�

�

2

�

1

3

d

�

�

�

�

�

�

1

6

+

1

18

p

3

�

(1 +

p

jdet(L)j) falls N = 3:(2.6)

Beweis: Wir betra
hten die Ausdr

�

u
ke f

�

ur die Spur der zu diskutierenden Operatoren aus

Lemma 2.2.3. Trivialerweise ist

�

�

�

�

tr

�

e

�i(1+

n

2

)

2

�(S)

�

�

�

�

�

=

1

2

p

jL

0

=Lj

�

�

�

�

�

�

X


2L

0

=L

e

4�iq(
)

+ e

�4�iq(
)

�

�

�

�

�

�

�

p

jL

0

=Lj;

was mit Behauptung (2:3) glei
hbedeutend ist. Weiterhin stellt man fest, da�

�

�

�

�

�

�

X


2L

0

=L

e

4�iq(
)

�

�

�

�

�

�

2

=

X


;Æ2L

0

=L

e

4�i(q(
)�q(Æ))

=

X


;Æ2L

0

=L

e

4�i(q(
�Æ)+h
�Æ;Æi)

= jL

0

=Lj+

X

� 6=0

e

4�iq(�)

X

Æ2L

0

=L

e

4�ih�;Æi

:
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Falls die Stufe N des Gitters ni
ht 1 oder 2 ist, vers
hwindet die Summe

P

Æ

e

4�ih�;Æi

, und die

bessere Abs
h

�

atzung (2:2) ist bewiesen. Genauso verf

�

ahrt man mit den verbliebenen Unglei-


hungen, wobei bea
htet werden mu�, da� si
h f

�

ur N = 3 die beiden Summen

P

Æ

e

2�ih�;Æi

und

P

Æ

e

6�ih�;Æi

vers
hieden verhalten. Ist N ni
ht 1 oder 3, so bea
hte man weiter, da� die

Spur tr(e

(�i(1+

n

2

))=3

�(ST )) im Ring Z[�

3

℄ liegt, da sie Summe von dritten Einheitswurzeln ist.

Sie ist daher eine se
hste Einheitswurzel, was die Behauptung (2:4) beweist. �

2.2.2 Bes
hr

�

ankung der Dimension einfa
her Gitter

Wenn wir den Wert der Gr

�

o�e �

3

gut genug abs
h

�

atzen k

�

onnen, so haben wir mit den

N

�

aherungen f

�

ur �

1

und �

2

aus dem vorigen Abs
hnitt bereits alle Mittel, um eine S
hranke

f

�

ur die Dimension eines einfa
hen Gitters angeben zu k

�

onnen. Diese folgt praktis
h direkt aus

der Dimensionsformel 1.2.26.

2.2.5 Bemerkung. Sei d = j(L

0

=L)=f�1gj. Dann gilt

�

3

+ jf
 2 (L

0

=L)=f�1g j q(
) 2 Zgj � d:

Beweis: Na
h De�nition ist

�

3

= �(�

�

L

j

V

0

(T )) =

d

X

r=1

�

r

;

wobei 0 � �

r

< 1 und �

r

� q(
) mod Z; 
 2 (L

0

=L)=f�1g. W

�

ahlen wir aber die Re-

pr

�

asentanten

~

�

r

im Intervall 0 <

~

�

r

� 1, so folgt

�

3

+ jf
 2 (L

0

=L)=f�1g j q(
) 2 Zgj =

d

X

r=1

~

�

r

� d:

�

2.2.6 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n), n � 2, mit der Determinante D und

Stufe N . Sei d die Ordnung der Gruppe (L

0

=L)=f�1g. F

�

ur den Raum S

L

der Spitzenformen

im Kontrollraum gelten die folgenden Abs
h

�

atzungen:

dim(S

L

) � d

�

n� 26

24

�

und

dim(S

L

) � d

�

n� 12

24

�

�K(N;

p

jDj)

mit dem Kern

K(N;

p

jDj) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

7

12

falls N 62 f1; 2; 3g;

21+4

p

3

36

p

jDj falls N = 1;

1

3

+

1

4

p

jDj falls N = 2;

15+2

p

3

36

+

3+

p

3

18

p

jDj falls N = 3:
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Beweis: Die erste Unglei
hung ergibt si
h unter Verwendung der Abs
h

�

atzungen aus Bemer-

kung 2.2.1, die zweite mit Hilfe der in Korollar 2.2.4 angegebenen. Man bea
hte, da� au
h im

Falle n = 2 die Zahl jf
 2 (L

0

=L)=f�1g j q(
) 2 Zgj eine obere S
hranke f

�

ur die Dimension

des Raumes der Ni
htspitzenformen im Kontrollraum K

L

ist. �

2.2.7 Korollar. Gerade Gitter der Signatur (2; n) mit einer Dimension gr

�

o�er als 28 sind

ni
ht einfa
h. Ist die Dimension zwis
hen 15 und 28, so kann das Gitter nur einfa
h sein,

wenn seine Determinante unterhalb einer gewissen S
hranke liegt.

Beweis: Die erste Aussage ist o�ensi
htli
h. F

�

ur die zweite bea
hte man K(N;

p

jDj) 2

O(

p

jDj) und d � jDj=2, falls das Gitter ni
ht unimodular ist. �

2.2.8 Beispiel: SeiE

8

das Gitter aus Beispiel 1.1.18. Wir betra
hten das Gitter L := H�H�

E

8

(�1)�E

8

(�1)�E

8

(�1). Es hat Signatur (2; 26), Dimension 28, ist gerade und unimodular.

Sein Kontrollraum K

L

ist daher der Raum der gew

�

ohnli
hen elliptis
hen Modulformen vom

Gewi
ht 14, enth

�

alt damit keine Spitzenformen. Wir haben also ein einfa
hes Gitter der

Dimension 28 gefunden, die obige S
hranke ist somit bestm

�

ogli
h.

Dieses Gitter ist

�

ubrigens isomorph zu H �H � �

24

mit dem Lee
hgitter �

24

, da es nur

eine Isomorphieklasse gerader unimodularer Gitter der Signatur (2; 26) gibt.

Allein dur
h Betra
htung der Dimensionsformel f

�

ur den Kontrollraum eines Gitters l

�

a�t

si
h also eine s
harfe S
hranke f

�

ur die Dimension einfa
her Gitter angeben. In den Dimensio-

nen zwis
hen 15 und 28 kommen einfa
he Kontrollr

�

aume nur bei kleinen Determinanten vor,

es gibt daher in diesen Dimensionen bis auf Isomorphie nur endli
h viele einfa
he Gitter. Wir

wollen das Kapitel mit der Angabe der hierbei m

�

ogli
hen Determinanten abs
hlie�en. Dazu

sei vorab bemerkt, da� die Stufe eines Gitters genau dann 1 ist, wenn das Gitter unimodu-

lar ist. Aber unimodulare gerade Gitter der Signatur (2; n) gibt es nur in den Dimensionen

� 4 mod 8, und diese sind genau in den F

�

allen 4, 12, 20 und 28 einfa
h. Somit mu� die

Abs
h

�

atzung aus Satz 2.2.6 f

�

ur N = 1 ni
ht weiter betra
htet werden. Die si
h f

�

ur die

�

ubrigen Stufen ergebenden Werte sind im folgenden Satz zusammengefa�t.

2.2.9 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Stufe N > 1 und Signatur (2; n), und sei D seine

Determinante. Ist jDj � s(N;dim(L)), so ist der Kontrollraum ni
ht einfa
h. Dabei ist

s(N;dim(L)) dur
h die na
hfolgende Tabelle gegeben.

dim(L) s(2;dim(L)) s(3;dim(L)) s(N;dim(L)) mit N > 3

15 175 206 28

16 51 62 14

17 26 33 10

18 16 21 7

19 12 15 6

20 9 12 5

21 7 9 4

22 6 8 4

23 5 7 4

24 4 6 3

25 4 5 3

26 4 5 3

27 3 4 3

28 3 4 2
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Kapitel 3

Singul

�

are Gewi
hte und

quadratis
he Kongruenzen

Spitzenformen im Kontrollraum eines Gitters verhindern, da� jeder Heegnerdivisor ein Haupt-

divisor ist. Dies liegt daran, da� in die bilineare Paarung mit Eisensteinreihen au
h die frei

w

�

ahlbaren KoeÆzienten a(
; 0) eingehen, wobei a(0; 0)=2 das Gewi
ht des den vorgegebenen

Heegnerdivisor realisierenden Bor
herdsproduktes ist. Die FourierkoeÆzienten q

0

(
;m) der

speziellen Eisensteinreihe �

1

4

E

0

sind na
h (2.1) gerade die Gewi
hte derjenigen Modulformen

zu �

L

mit dem Divisor H(
;m).

Modulformen zu orthogonalen Gruppen k

�

onnen im allgemeinen aber ni
ht ein beliebig

kleines Gewi
ht haben. Die Grenze stellen die sogenannten singul

�

aren Gewi
hte dar; es gibt

keine ni
httriviale holomorphe Modulform mit einem Gewi
ht unterhalb dem singul

�

aren. Ist

nun f

�

ur ein gegebenes Gitter der Divisor H(
;m) f

�

ur geeignete 
 und m ni
ht leer, aber der

korrespondierende KoeÆzient q

0

(
;m) und damit das Gewi
ht einer Modulform, die H(
;m)

als Hauptdivisor realisieren w

�

urde, zu klein, kann dieser Divisor kein Hauptdivisor sein. Es

mu� also Spitzenformen im Kontrollraum geben!

Um diese Grundidee in einen Satz umsetzen zu k

�

onnen, m

�

ussen zun

�

a
hst einige Vorbe-

reitungen getro�en werden. Im ersten Abs
hnitt des vorliegenden Kapitels wird die Theorie

singul

�

arer Gewi
hte entwi
kelt. Ans
hlie�end wird die Wahl optimaler Daten 
 undm behan-

delt. Im dritten Abs
hnitt geht es um L

�

osungsanzahlen quadratis
her Kongruenzen modulo

Primzahlpotenzen, und zum Abs
hlu� wird der angedeutete Satz formuliert und bewiesen

sowie auf quantitative Aussagen eingegangen.

3.1 Singul

�

are Gewi
hte

Die Theorie singul

�

arer Gewi
hte ergibt si
h dur
h genauere Bes
hreibung der Fourierentwi
k-

lung holomorpher Modulformen. Es stellt si
h heraus, da� die sogenannte Fourier-Ja
obi-

Entwi
klung eine Modulform als Reihe darstellt, deren KoeÆzienten Ja
obiformen sind. Diese

lassen si
h wiederum als Produkt holomorpher vektorwertiger Modulformen mit bestimmten

Thetareihen darstellen, was das Gewi
ht na
h unten begrenzt.

Die Notation dieses Abs
hnittes orientiert si
h an der Monographie [Ei-Za℄. Die De�niti-

on der Ja
obigruppe kann im Falle orthogonaler Gruppen bei Freitag ([Fr3℄) gefunden wer-

den. Weiterhin wird die Theorie der Fourier-Ja
obi-Entwi
klung im Spezialfalle eines bereits

�

uber Z zwei hyperbolis
he Ebenen abspaltenden Gitters und vollinvarianter Modulformen bei

Gritsenko ([Gr℄) bes
hrieben.

49
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3.1.1 Ei
hlertransformationen

Eine wi
htige Rolle bei der konkreten Bes
hreibung eines Translationsgitters, unter dem eine

vorgegebene Modulform invariant ist, spielen die sogenannten Ei
hlertransformationen. Dabei

handelt es si
h um bestimmte Elemente der orthogonalen Gruppe O

+

(V ) beziehungsweise der

Hauptkongruenzgruppe �

L

.

3.1.1 De�nition. Sei V ein inde�niter quadratis
her Raum. Seien u 2 V isotrop und v 2 V

senkre
ht zu u. Dann ist die Ei
hlertransformation E(u; v) de�niert dur
h

E(u; v)(x) := x� hx; uiv + hx; viu� q(v)hx; uiu f

�

ur alle x 2 V:

Es handelt si
h um eine orthogonale Abbildung.

3.1.2 Lemma. Sei V ein inde�niter quadratis
her Raum und L darin ein gerades Gitter.

Sind u; v; v

1

; v

2

2 L mit q(u) = 0 und v; v

1

; v

2

? u gew

�

ahlt, so gelten

1. E(u; v) 2 �

L

,

2. E(u; v

1

+ v

2

) = E(u; v

1

) Æ E(u; v

2

).

Beweis: Sind u und v im Gitter enthalten, so werden zu einem Element von L

0

nur ganzzahlige

Vielfa
he der Gittervektoren u und v addiert, die Transformation E(u; v) wirkt also auf der

Diskriminantengruppe trivial. Ferner liegt E(u; v) in der Zusammenhangskomponente der 1

via

[0; 1℄ ! O(V ); t 7! E(u; tv):

Die zweite Identit

�

at kann mit Hilfe der de�nierenden Glei
hung na
hgere
hnet werden. �

Die Ei
hlertransformationen liegen also stets in der Untergruppe O

+

(V ). Sie liefern hinrei-


hend viele Elemente dieser Gruppe und erf

�

ullen zudem zahlrei
he Relationen, von denen die

folgenden f

�

ur unsere Zwe
ke wi
htig sind und ebenfalls einfa
h na
hgere
hnet werden k

�

onnen.

3.1.3 Lemma. Seien u; v 2 V zueinander orthogonal und beide isotrop sowie �; � orthogonal

zu u und v. Dann gelten

E(v; u) = E(u; v)

�1

und

E(u; �) ÆE(v; �) = E(v; � + h�; �iu) Æ E(u; �):

3.1.2 Spezielle Koordinaten f

�

ur V

In den folgenden Unterabs
hnitten bis eins
hlie�li
h 3.1.6 sei stets L � (V; q) ein gerades

Gitter der speziellen Form L = H � H � L

0

. Es seien e

1

; e

2

; e

3

; e

4

2 L Basisvektoren der

beiden hyperbolis
hen Ebenen, also he

i

; e

j

i = 1, falls (i; j) 2 f(1; 2); (2; 1); (3; 4); (4; 3)g, sonst

Null, sowie L = (Ze

1

+ Ze

2

) � (Ze

3

+ Ze

4

) � L

0

. Ferner sei V

0

das Erzeugnis der Teilmenge

L

0

� V .

�

Aquivalent dazu ist die Darstellung V

0

= e

?

1

\ e

?

2

\ e

?

3

\ e

?

4

.

Der Vektorraum V und damit au
h das Gitter L sind in nat

�

urli
her Weise in der Kom-

plexi�zierung V

C

= V 


R

C enthalten. Analog zu V

0

wollen wir mit V

0;C

das Erzeugnis
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von L

0

in V

C

bezei
hnen. Vektoren x 2 V k

�

onnen wir in eindeutiger Weise in der Form

x = x

1

e

1

+ x

2

e

2

+ x

3

e

3

+ x

4

e

4

+ X mit x

i

2 R und X 2 V

0

s
hreiben; wir verwenden daf

�

ur

die Bezei
hnung (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

;X). Es gilt insbesondere q(x) = x

1

x

2

+x

3

x

4

+ q(X). Weiterhin

l

�

a�t si
h jedes Z = (z

3

; : : : ; z

n+2

) 2 H

n

na
h einer geeigneten Identi�kation V

0;C

' C

n�2

in

der Form (z

3

; z

4

;Z) mit z

i

2 C und Z 2 V

0;C

ausdr

�

u
ken.

3.1.3 Heisenberggruppen

3.1.4 De�nition. Die Menge aller Tripel [�; �; �℄ mit �; � 2 V

0

und � 2 R, versehen mit der

Multiplikation

[�

1

; �

1

; �

1

℄[�

2

; �

2

; �

2

℄ := [�

1

+ �

2

; �

1

+ �

2

; �

1

+ �

2

+ h�

1

; �

2

i℄;

hei�t reelle Heisenberggruppe des Raumes V

0

. Wir bezei
hnen sie mit H(V

0

). Die Unter-

gruppe derjenigen Tripel mit �; � 2 L

0

und � 2 Z hei�t ganzzahlige Heisenberggruppe

des Gitters L

0

, bezei
hnet mit H(L

0

).

3.1.5 Lemma. Die Sequenz

0 �! R �! H(V

0

) �! V

0

� V

0

�! 0

� 7! [0; 0; �℄

[�; �; �℄ 7! (�; �)

der angegebenen Gruppen ist exakt. Das Zentrum von H(V

0

) ist R.

Beweis: Exaktheit der Sequenz ist o�ensi
htli
h. Wenn f

�

ur [�

0

; �

0

; �

0

℄ 2 H(V

0

) stets

[�

0

; �

0

; �

0

℄[�; �; �℄ = [�; �; �℄[�

0

; �

0

; �

0

℄

gilt, so mu� f

�

ur alle � und � aus V

0

stets h�

0

; �i = h�; �

0

i sein. Das geht nur, wenn �

0

= �

0

= 0

ist. �

Die Bedeutung der Heisenberggruppe eines Gitters L der angegebenen Form ergibt si
h

daraus, da� man mit Hilfe von Ei
hlertransformationen einen Homomorphismus in die ortho-

gonale Gruppe O

+

(V ) konstruieren kann.

3.1.6 Lemma. Die Heisenberggruppe operiert auf V dur
h orthogonale Transformationen.

Genauer gesagt gibt es einen injektiven Homomorphismus

H(V

0

) �! O

+

(V )

[�; �; �℄ 7! E(e

1

; �e

3

+ �)E(e

3

; �);

unter dem die ganzzahlige Gruppe H(L

0

) sogar in den Diskriminantenkern �

L

�

ubergef

�

uhrt

wird.

Beweis: Unter Benutzung der in Lemma 3.1.3 angegebenen Relationen bere
hnet man

E(e

1

; �

1

e

3

+ �

1

)E(e

3

; �

1

)E(e

1

; �

2

e

3

+ �

2

)E(e

3

; �

2

)

= E(e

1

; �

1

e

3

+ �

1

)E(e

1

; �

2

e

3

+ �

2

)E(e

1

; h�

2

; �

1

ie

3

)E(e

3

; �

1

)E(e

3

; �

2

)

= E(e

1

; (�

1

+ �

2

+ h�

1

; �

2

i)e

3

+ �

1

+ �

2

)E(e

3

; �

1

+ �

2

):

Damit ist die angegebene Abbildung ein Homomorphismus. Die Injektivit

�

at folgt aus der

De�nition der Ei
hlertransformationen E(u; v). Aufgrund von Lemma 3.1.2 liegt das Bild

von H(L

0

) in �

L

. �
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Wir wollen unter gewissem Mi�brau
h der Bezei
hnung unter dem Symbol [�; �; �℄ au
h

das korrespondierende Element in der orthogonalen Gruppe verstehen.

3.1.4 Einbettung der Sl

2

(R) und Ja
obigruppen

Es seien L, V , V

0

und e

i

wie im Abs
hnitt 3.1.2. Wir konstruieren einen Homomorphismus

von Sl

2

(Z) � Sl

2

(Z) na
h O

+

(L). Daf

�

ur identi�zieren wir x = (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

;X) 2 V , wobei

x

i

in R und X in V

0

enthalten sind, mit dem Paar

��

x

4

x

2

�x

1

x

3

�

;X

�

2M

2

(R)� V

0

:

Die quadratis
he Form hat dann die Gestalt

q(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

;X) = det

�

x

4

x

2

�x

1

x

3

�

+ q(X):

Da die Gruppe Sl

2

(R) die Determinante erh

�

alt, de�niert die Vors
hrift

Sl

2

(R)� Sl

2

(R) �! O

+

(V )

(A;B) 7!

���

x

4

x

2

�x

1

x

3

�

;X

�

7!

�

A

�

x

4

x

2

�x

1

x

3

�

B

t

;X

��

einen Homomorphismus. Unter diesem Homomorphismus geht die Gruppe Sl

2

(Z) � Sl

2

(Z)

klarerweise in die ganzzahlige orthogonale Gruppe O

+

(L)

�

uber. Da der hyperbolis
he Anteil

des Gitters unimodular ist, liegt das Bild der ganzzahligen Gruppen sogar in der Hauptkon-

gruenzgruppe �

L

.

Wir ben

�

otigen ni
ht die volle Gruppe Sl

2

(Z) � Sl

2

(Z) � �

L

, sondern ledigli
h den Teil

davon, der die e

1

-e

3

-Ebene in si
h

�

uberf

�

uhrt. Dies h

�

angt mit unserer Realisierung der Halb-

ebene dur
h Normierung der zweiten Koordinate zusammen. Die e

1

-e

3

-Ebene entspri
ht in

unseren Koordinaten den Punkten

��

0 0

� �

�

;X

�

:

Auf diesen operiert die Gruppe E

2

� Sl

2

(R). F

�

ur M 2 Sl

2

(R) bezei
hnen wir das Bild von

(E

2

;M) in O

+

(V ) unter dem obigen Homomorphismus mit [M ℄. Somit ist M 7! [M ℄ die von

uns gesu
hte Einbettung der Sl

2

(R), mit deren Hilfe nun die Ja
obigruppe de�niert werden

kann.

3.1.7 Lemma. Zu [�; �; �℄ 2 H(V

0

) und M 2 Sl

2

(R) gibt es [�

0

; �

0

; �

0

℄ 2 H(V

0

) mit

[�; �; �℄[M ℄ = [M ℄[�

0

; �

0

; �

0

℄:

Sind [�; �; �℄ 2 H(L

0

) undM 2 Sl

2

(Z), so kann [�

0

; �

0

; �

0

℄ ebenfalls in H(L

0

) gew

�

ahlt werden.

Die Menge aller Produkte [M ℄[�; �; �℄ bildet also eine Gruppe.

3.1.8 De�nition. Die Untergruppe von O

+

(V ), bestehend aus allen Produkten [M ℄[�; �; �℄

mit M 2 Sl

2

(R) und [�; �; �℄ 2 H(V

0

), hei�t reelle Ja
obigruppe J(V

0

). Das semidirekte

Produkt Sl

2

(Z)nH(L

0

) � �

L

ist die Ja
obigruppe J(L

0

).
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Um die Fourier-Ja
obi-Entwi
klung von Modulformen detailliert bes
hreiben zu k

�

onnen,

ist es n

�

utzli
h zu wissen, wie typis
he Elemente der Ja
obigruppe auf die bez

�

ugli
h der

gew

�

ahlten Koordinatisierung konstruierte orthogonale Halbebene wirken. Dies besagt das

folgende Lemma, das man lei
ht dur
h Na
hre
hnen beweist.

3.1.9 Lemma. Seien L und die e

1

; e

2

; e

3

; e

4

wie bisher. Sei in diesen Koordinaten ein Vektor

(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

;X) 2 V gew

�

ahlt, und seien [�; �; �℄ 2 H(V

0

),M =

�

a b


 d

�

aus der Gruppe Sl

2

(R)

sowie (z

3

; z

4

;Z) 2 H

n

. F

�

ur die bez

�

ugli
h der gew

�

ahlten Basis

�

ubertragene Operation auf H

n

gelten dann

[�; �; �℄(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

;X) =

0

B

B

B

B

�

x

1

� q(�)x

2

+ (�� h�; �i)x

4

+ hX; �i

x

2

x

3

� �x

2

� q(�)x

4

+ hX; �i

x

4

X� x

2

�� x

4

�

1

C

C

C

C

A

t

[�; �; �℄(z

3

; z

4

;Z) =

0

�

z

3

� �� q(�)z

4

+ hZ; �i

z

4

Z� �� z

4

�

1

A

t

J([�; �; �℄; (z

3

; z

4

;Z)) = 1

sowie

[M ℄(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

;X) = (ax

1

� bx

3

; dx

2

+ 
x

4

; �
x

1

+ dx

3

; bx

2

+ ax

4

; X)

[M ℄(z

3

; z

4

;Z) =

�

z

3

+


q(Z)


z

4

+ d

;

az

4

+ b


z

4

+ d

;

Z


z

4

+ d

�

J([M ℄; (z

3

; z

4

;Z)) = 
z

4

+ d:

3.1.5 Ja
obiformen

Eine Ja
obiform soll eine Funktion auf H� V

0;C

mit einem gewissen Transformationsverhal-

ten unter der Operation der Ja
obigruppe sein. Wir lassen im Hinbli
k auf die Anwendung

au
h Untergruppen von J(L

0

) von endli
hem Index sowie Multiplikatorsysteme und rationale

Gewi
hte zu.

3.1.10 De�nition. Sei L = H�H�L

0

� (V; q) ein gerades Gitter. SeienG eine Untergruppe

der ganzzahligen Ja
obigruppe J(L

0

) von endli
hem Index, k 2 Q, � ein Multiplikatorsystem

auf G vom Gewi
ht k und von der Ordnung e im Sinne von De�nition 1.3.16, und m 2

1

e

Z.

Eine Ja
obiform auf der Gruppe G zum Multiplikator � vom Gewi
ht k und Indexm ist eine

holomorphe Funktion � : H� V

0;C

! C, die folgenden Transformationsglei
hungen

1

gen

�

ugt:

1. �(z;Z+ �+ z�) = �([��;��; �℄)e

2�im(hZ;�i+q(�)z+�)

�(z;Z) f

�

ur alle [��;��; �℄ 2 G,

2. �(

az+b


z+d

;

Z


z+d

) = �([

�

a b


 d

�

℄)(
z + d)

k

e

�2�im


q(Z)


z+d

�(z;Z) f

�

ur alle

��

a b


 d

��

2 G.

Die ents
heidende Rolle spielt das folgende Lemma als Br

�

u
ke von orthogonalen Modul-

formen zu Ja
obiformen.

1

Aus der ersten Glei
hung folgt, da� es ni
httriviale Ja
obireihen nur f

�

ur sol
he Indizes m gibt, die mit dem

Verhalten des Multiplikators auf [0; 0; �℄ konform sind.
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3.1.11 Lemma. Eine holomorphe Funktion � auf H� V

0;C

ist genau dann eine Ja
obiform

auf der GruppeG vom Gewi
ht k, Indexm und Multiplikatorsystem �, wenn si
h die Funktion

F (z

3

; z

4

;Z) := �(z

4

;Z)e(mz

3

)

wie eine orthogonale Modulform (in Tubengebietkoordinaten) von glei
hem Gewi
ht und Mul-

tiplikator bez

�

ugli
h der Gruppe G transformiert.

Beweis: Es ist wegen J([��;��; �℄; (z

3

; z

4

;Z)) = 1 f

�

ur jedes [��;��; �℄ aus G stets

F ([��;��; �℄(z

3

; z

4

;Z))= �([��;��; �℄)J([�; �; �℄; (z

3

; z

4

;Z))

k

F (z

3

; z

4

;Z)

() �(z

4

;Z+ z

4

�+�)e(m(z

3

�hZ; �i�z

4

q(�)��)) = �([��;��; �℄)�(z

4

;Z)e(mz

3

)

() �(z

4

;Z+ z

4

�+ �)= �([��;��; �℄)e(m(hZ; �i+ z

4

q(�) + �))�(z

4

;Z)

sowie f

�

ur M =

�

a b


 d

�

2 G jeweils

F ([M ℄(z

3

; z

4

;Z))= �([M ℄)J([M ℄; (z

3

; z

4

;Z))

k

F (z

3

; z

4

;Z)

() �

�

az

4

+b


z

4

+d

;

Z


z

4

+d

�

e(mz

3

+m


q(Z)


z

4

+d

)= �([M ℄)(
z

4

+ d)

k

�(z

4

;Z)e(mz

3

)

() �

�

az

4

+b


z

4

+d

;

Z


z

4

+d

�

= �([M ℄)(
z

4

+ d)

k

e(�m


q(Z)


z

4

+d

)�(z

4

;Z);

was die Behauptung beweist. �

3.1.12 Satz. (Fourier-Ja
obi-Entwi
klung) Sei F eine holomorphe Modulform (in Koordina-

ten des Tubengebietes) vom Gewi
ht k zu einer Untergruppe � von �

L

von endli
hem Index

zum Multiplikatorsystem � der Ordnung e. Die Gruppe � enthalte H(L

0

). Dann gibt es zu

jedem m 2

1

e

N

0

eine Ja
obiform �

m

vom Gewi
ht k und Index m zur Gruppe �\J(L

0

) zum

glei
hen Multiplikatorsystem mit

F (z

3

; z

4

;Z) =

X

m2

1

e

N

0

�

m

(z

4

;Z)e(mz

3

):(3.1)

Beweis: Die Gruppe � enthalte die eingebettete Tranformation

�

1 b

0 1

�

, auf der der Multipli-

kator � oBdA. den Wert 1 hat. Na
h Lemma 3.1.9 ist F unter dem Gitter eZ � bZ � eL

0

invariant, und daher ist

F (z

3

; z

4

;Z) =

X

j2

1

b

Z

m2

1

e

Z

M2

1

e

L

0

0

mj+q(M)�0

a(j;m;M)e(mz

3

+ jz

4

+ hM;Zi)

die Fourierentwi
klung von F . Setze

�

m

(z;Z) :=

X

j2

1

b

Z

M2

1

e

L

0

0

mj+q(M)�0

a(j;m;M)e(jz + hM;Zi);

so gilt die Beziehung (3.1). Ein KoeÆzientenverglei
h in der Umsetzungsformel von F zeigt,

da� si
h jeder einzelne Term �

m

(z

4

;Z)e(mz

3

) unter � \ J(L

0

) wie eine Modulform transfor-

miert, womit �

m

na
h dem vorigen Lemma eine Ja
obiform der geforderten Art ist. �
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Eine auf diesem Wege von einer orthogonalen Modulform herkommende Ja
obiform ist

also als Fourierreihe gegeben. Es ist jedo
h allgemein so, da� Ja
obiformen eine Darstellung

dur
h Fourierreihen besitzen, denn die Transformationen [�; 0; 0℄ und [

�

1 b

0 1

�

℄ operieren auf

H� V

0;C

dur
h (z;Z) 7! (z;Z + �) und (z;Z) 7! (z + b;Z). Da G in J(L

0

) endli
hen Index

hat, gibt es nat

�

urli
he Zahlen b und e mit [e�; 0; 0℄ 2 G f

�

ur alle � 2 L

0

und [

�

1 b

0 1

�

℄ 2 G und

so, da� das Multiplikatorsystem auf diesen Elementen den Wert 1 hat. Eine Ja
obiform ist

dann unter bZ� eL

0

invariant und besitzt daher eine Fourierentwi
klung der Form

�(z;Z) =

X

j2

1

b

Z

M2

1

e

L

0

0

b(j;M)e(jz + hM;Zi):

Wir k

�

onnen daher ganz analog zum Fall elliptis
her Modulformen den Begri� der Regularit

�

at

in i1 de�nieren.

3.1.13 De�nition. Sei � eine Ja
obiform von Index m. Sie hei�t regul

�

ar in i1, falls die

Fourierentwi
klung die Form

�(z;Z) =

X

j2

1

b

Z

M2

1

e

L

0

0

mj+q(M)�0

b(j;M)e(jz + hM;Zi)

hat, falls also nur KoeÆzienten b(j;M) mit mj + q(M) � 0 auftreten.

Bemerkung: Die von holomorphen orthogonalen Modulformen auf dem Wege der Fourier-

Ja
obi-Entwi
klung herkommenden Ja
obiformen sind na
h Konstruktion regul

�

ar.

3.1.6 Ja
obiformen und vektorwertige Modulformen

Ents
heidend f

�

ur die Tatsa
he, da� es keine holomorphen Modulformen mit einem Gewi
ht,

das kleiner als das singul

�

are Gewi
ht ist, gibt, ist die Darstellbarkeit von Ja
obiformen als

Produkt vektorwertiger Modulformen mit gewissen Thetareihen. Diese beruht auf dem fol-

genden Lemma, das direkt aus dem Transformationsverhalten folgt. Zur Vereinfa
hung sei

im weiteren stets G von der Form G

0

nH(L

0

) mit einer Untergruppe G

0

� Sl

2

(Z) von endli-


hem Index. Ferner sei e die Ordnung des Multiplikatorsystems �, und es sei

�

1 b

0 1

�

2 G

0

mit

�([

�

1 b

0 1

�

℄) = 1.

3.1.14 Lemma. Sei � eine Ja
obiform vom Gewi
ht k, Multiplikatorsystem � der Ordnung

e und Index m 2

1

e

N

0

. Seien f

�

ur j 2

1

b

Z und M 2

1

e

L

0

0

mit b(j;M) die FourierkoeÆzienten

bezei
hnet. Dann gelten die Beziehungen

b(j;M) = �([�; �; �℄)e

2�i(m�+hM;�i)

b(j �mq(�)� hM; �i;M +m�)

f

�

ur alle �; � 2 L

0

und � 2 Z sowie

b(j;M) = �([�E

2

℄)(�1)

k

b(j;�M);

falls �E

2

2 G

0

. Ist M

0

= M + em� mit � 2 L

0

und mj

0

+ q(M

0

) = mj + q(M), so folgt

b(j

0

;M

0

) = b(j;M). Die KoeÆzienten b(j;M) h

�

angen also nur vom Bild vonM in

1

e

L

0

0

=(meL

0

)

und dem Wert von mj + q(M) ab. (Anmerkung: me ist ganz, und daher ist die Gruppe

1

e

L

0

0

=(meL

0

) wohlde�niert.)
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Beweis: Man erh

�

alt beide Glei
hungen, indem man in den de�nierenden Transformations-

glei
hungen auf beiden Seiten die Fourierentwi
klung einsetzt und einen KoeÆzientenverglei
h

dur
hf

�

uhrt. �

3.1.15 Lemma. (
f. [Bo1℄, Thm. 4.1 oder [Gr℄, S. 8-9) Sei (M

0

; Q) ein positiv de�nites

gerades Gitter und (�; �) die Q zugeordnete Bilinearform. F

�

ur H 2 (M

0

; Q)

0

sei

�

H

(M

0

;Q)

(z;Z) :=

X

l2M

0

e(Q(l +H)z + (l +H;Z)):

Die Reihe konvergiert auf H � (M

0




Z

C) absolut und lokal glei
hm

�

a�ig und stellt eine ho-

lomorphe Funktion dar. Die Funktion

~

� : H � (M

0




Z

C) �! C[M

0

0

=M

0

℄, gegeben dur
h

~

� =

P

H2M

0

0

=M

0

�

H

(M

0

;Q)

e

H

, erf

�

ullt die Transformationsformel

~

�

�

az + b


z + d

;

Z


z + d

�

= '(z)

dim(V

0

)

e

2�i


Q(Z)


z+d

�

(M

0

;Q)

��

a b


 d

�

; '

�

~

�(z;Z)

f

�

ur alle

��

a b


 d

�

; '

�

2 Mp

2

(Z).

Wir haben bei der Formulierung des vorigen Lemmas sowohl das Gitter als au
h die

quadratis
he Form allgemein gehalten, um nun auf den Fall (M

0

; Q) = (eL

0

;�mq) spezia-

lisieren zu k

�

onnen. Wegen m 2

1

e

N ist dies ein gerades Gitter. Seine Diskriminantengrup-

pe ist

1

me

L

0

0

=eL

0

mit der quadratis
hen Form Q = �mq darauf. F

�

ur h 2

1

e

L

0

0

=meL

0

ist

h

m

2

1

me

L

0

0

=eL

0

und umgekehrt, so da� wir die GruppenringeC[

1

e

L

0

0

=meL

0

℄ und C[

1

me

L

0

0

=eL

0

℄

identi�zieren k

�

onnen. Wiederum ist me ganz. Wir erhalten mit diesen Daten na
h einer ge-

eigneten Identi�zierung von M

0




Z

C mit V

0;C

den von uns ben

�

otigten Spezialfall.

3.1.16 Korollar. Seien m 2

1

e

N

0

und L

0

sowie q wie bisher. F

�

ur h 2

1

e

L

0

0

=meL

0

sei

�

h

e;m;q

(z;Z) :=

X

l2eL

0

e (�mq(l+

h

m

)z �mhl +

h

m

;Zi) :

Dann erf

�

ullt

~

�

e;m;q

:=

P

h2

1

e

L

0

0

=meL

0

�

h

e;m;q

e

h

die Transformationsglei
hung

~

�

e;m;q

�

az + b


z + d

;

Z


z + d

�

= '(z)

dim(V

0

)

e

�2�im


q(Z)


z+d

�

(eL

0

;�mq)

��

a b


 d

�

; '

�

~

�

e;m;q

(z;Z):

Um ni
ht im glei
hen Kontext Transformationsformeln in metaplektis
her S
hreibweise

und unter Verwendung von Multiplikatorsystemen simultan verwenden zu m

�

ussen, formulieren

wir das obige Korollar um. Es sei eine auf C�R

�0

holomorphe Wurzel gew

�

ahlt. Sei v und

somit au
h v

�1

ein Multiplikatorsystem auf der Gruppe G

0

vom Gewi
ht

dim(V

0

)

2

. Dann ist

die Abbildung

M 7! �

0

(M) := v(M)�

(eL

0

;�mq)

(M;

p


z + d)

ein Homomorphismus, und die Thetareihe transformiert si
h unter Verwendung dieser Dar-

stellung auf der Gruppe G

0

mit dem Multiplikatorsystem v

�1

, d.h. es gilt

~

�

e;m;q

�

az + b


z + d

;

Z


z + d

�

= v(M)

�1

p


z + d

dim(V

0

)

e

�2�im


q(Z)


z+d

�

0

(M)

~

�

e;m;q

(z;Z)

f

�

ur alle M =

�

a b


 d

�

2 G

0

. Ist dim(V

0

) gerade, so kann man stets G

0

= Sl

2

(Z) und v � 1

w

�

ahlen. Ansonsten mu� man eventuell zu Untergruppen, beispielsweise zur Thetagruppe �

#

,

�

ubergehen. Diese Modi�kation erlaubt es uns, im folgenden die Multiplikatorsysteme v und �

simultan zu verarbeiten. Das Produkt v� ist ein Multiplikatorsystem vom Gewi
ht k�

dim(V

0

)

2

.
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3.1.17 Satz. Sei G � J(L

0

) von der Form G = G

0

nH(L

0

) mit G

0

� Sl

2

(Z) von endli
hem

Index. Seien k 2 Q und � ein Multiplikatorsystem auf G der Ordnung e vom Gewi
ht k

sowie v ein Multiplikatorsystem auf G

0

vom Gewi
ht dim(V

0

)=2. Seien m 2

1

e

N und � eine

Ja
obiform auf der Gruppe G von Gewi
ht k, Index m und Multiplikator �. Dann gilt

�(z;Z) =

D

~

�(z);

~

�(z;Z)

E

=

X

h2

1

e

L

0

0

=meL

0

�

h

(z)�

h

e;m;q

(z;Z)

mit einer fast holomorphen vektorwertigen Modulform (�

h

)

h

zum Dual �

0

�

der modi�zierten

Weildarstellung vom Gewi
ht k �

dim(L

0

)

2

auf der Gruppe G

0

mit dem Multiplikatorsystem

v�

jG

0 . Diese ist genau dann holomorph in i1, wenn die Ja
obiform � regul

�

ar ist.

Beweis: Sei N die Stufe des Gitters L (und damit au
h die Stufe von L

0

). Wir fassen in der

Fourierentwi
klung der Ja
obiform � Terme wie folgt zusammen:

�(z;Z) =

X

j2

1

b

Z

M2

1

e

L

0

0

(mj+q(M)�0)

b(j;M)e(jz + hM;Zi)

=

X

h2

1

e

L

0

0

=meL

0

X

l2L

0

X

j2

1

b

Z

(mj+q(h+eml)�0)

b(j; h + eml)e(jz + hh+ eml;Zi)

=

X

h2

1

e

L

0

0

=meL

0

X

l2L

0

X

(r�0)

9j:mj+q(h+eml)=r

b (

r�q(h+eml)

m

; h+ eml) e(

r�q(h+eml)

m

z + hh+ eml;Zi)

=

X

h2

1

e

L

0

0

=meL

0

X

(r�0)

beNr�beNq(h) mod emN

b (

b�q(h)

m

; h) e(

r

m

z)

X

l2L

0

e(�

q(h+eml)

m

z + hh+ eml;Zi)

=:

X

h2

1

e

L

0

0

=meL

0

�

�h

(z)

X

l2L

0

e(�mq(el +

h

m

)z +mhel +

h

m

;Zi)

=

D

~

�(z);

~

�

e;m;q

(z;Z)

E

mit �

�h

(z) =

X

(r�0)

beNr�beNq(h) mod emN

b (

b�q(h)

m

; h) e(

r

m

z);

wobei die jeweils eingeklammerten Bedingungen f

�

ur regul

�

are Ja
obiformen gelten. Ist die

Fourierreihe

~

�(z) =

P

h

�

h

(z)e

h

eine vektorwertige Modulform, so ist die

�

Aquivalenz zwis
hen

Regularit

�

at von � und Holomorphie von

~

� in i1 klar. Es mu� no
h das Transformationsver-

halten von

~

� unter Transformationen aus G

0

na
hgepr

�

uft werden. Sei dazu M =

�

a b


 d

�

2 G

0

.

Dann gilt na
h der modi�zierten Fassung von Korollar 3.1.16

v(M)

�1

p


z + d

dim(V

0

)

e

�2�im


q(Z)


z+d

*

~

�

�

az + b


z + d

�

; �

0

(M)

~

�

e;m;q

(z;Z)

+

=

*

~

�

�

az + b


z + d

�

;

~

�

e;m;q

�

az + b


z + d

;

Z


z + d

�

+
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= �

�

az + b


z + d

;

Z


z + d

�

= �([

�

a b


 d

�

℄)(
z + d)

k

e

�2�im


q(Z)


z+d

�(z;Z)

= �([

�

a b


 d

�

℄)(
z + d)

k

e

�2�im


q(Z)


z+d

D

~

�

�(z);

~

�

e;m;q

(z;Z)

E

;

was mit

~

�

�

az + b


z + d

�

= v(M)�([M ℄)(
z + d)

k�

dim(V

0

)

2

�

0

�

(M)

~

�(z)

glei
hbedeutend ist. �

Wir sind nun bereits in der Lage, eine erste Version des angestrebten Satzes zu formulieren

und zu beweisen.

3.1.18 Satz. Ni
httriviale holomorphe orthogonale Modulformen vom Gewi
ht k 2 Q zur

vollen Hauptkongruenzgruppe �

L

haben mindestens Gewi
ht n=2� 1, sofern das Gitter zwei

hyperbolis
he Ebenen

�

uber Z abspaltet und n gerade ist.

Beweis: Das Gitter L habe die Form L = H �H � L

0

. Sei F eine holomorphe Modulform

zur vollen Hauptkongruenzgruppe �

L

. Da n gerade ist, kann das triviale Multiplikatorsystem

vom Gewi
ht dim(V

0

)=2 verwendet werden. Dann sind die in der Fourier-Ja
obi-Entwi
klung

auftretenden KoeÆzienten regul

�

are Ja
obiformen zur vollen Ja
obigruppe J(L

0

), die sie dar-

stellenden vektorwertigen Modulformen

~

�

m

daher unter der vollen Modulgruppe Sl

2

(Z) inva-

riant und in i1 holomorph. Da i1 die einzige Spitze dieser Gruppe ist, sind die

~

�

m

�

uberall

holomorph, haben also ni
htnegatives Gewi
ht, falls sie ni
ht identis
h vers
hwinden. Es mu�

aber ein m > 0 mit

~

�

m

6� 0 geben. Das Gewi
ht einer ni
httrivialen Modulform ist daher

mindestens dim(V

0

)=2 = n=2� 1. �

3.1.7 Allgemeinere Gitter und der Satz

�

uber singul

�

are Gewi
hte

Bisher haben wir stets Gitter der Form L = H � H � L

0

betra
htet und bez

�

ugli
h dieser

die Heisenberggruppe H(L

0

) sowie die Ja
obigruppe J(L

0

) de�niert. Von dieser starken

Eins
hr

�

ankung wollen wir zu einer wesentli
h s
hw

�

a
heren Bedingung

�

ubergehen. Sei dazu

L � V ein Gitter der Signatur (2; n), das

�

uber Q zwei hyperbolis
he Ebenen abspaltet. Das

ist jedenfalls dann gegeben, wenn n � 5 ist (
f. Korollar 1.1.25). Wir w

�

ahlen dann ein Gitter

~

L wie folgt: Sei e

1

ein isotroper Vektor in L. Ein sol
her existiert na
h unserer Annahme.

Dann kann in V

Q

= QL ein e

2

gefunden werden, so da� Ze

1

+ Ze

2

eine hyperbolis
he Ebene

ist. Da e

1

und e

2

rational sind, ist L \ e

?

1

\ e

?

2

ein isotropes Untergitter von V \ e

?

1

\ e

?

2

.

Somit gibt es einen isotropen Vektor e

3

2 L \ e

?

1

\ e

?

2

und ein e

4

2 V

Q

\ e

?

1

\ e

?

2

, so da�

au
h Ze

3

+ Ze

4

eine hyperbolis
he Ebene ist. Wir setzen L

0

:= L \ e

?

1

\ e

?

2

\ e

?

3

\ e

?

4

und

~

L :=

P

4

i=1

Ze

i

+ L

0

. Dieses hat dann die Struktur

~

L = H � H � L

0

. Man bea
hte, da� e

1

und e

3

sowie L

0

im urspr

�

ungli
hen Gitter L liegen. Ferner sind L und

~

L kommensurabel, d.h.

ihr S
hnitt hat endli
hen Index in beiden Gittern. Ist A das kleinste gemeinsame Vielfa
he

der Nenner von e

2

und e

4

, so gilt A

~

L � L.

Bez

�

ugli
h dieses neuen Gitters

~

L, das von nun an festgehalten wird, werden nun die

Gruppen H(L

0

) und J(L

0

) gebildet und in die orthogonale Gruppe O

+

(V ) eingebettet. Da
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[�; �; �℄ auf E(e

1

; �e

3

+ �)E(e

3

; �) abgebildet wird und e

1

; e

3

; � und � in L liegen, bildet die

Heisenberggruppe H(L

0

) in den S
hnitt �

L

\ �

~

L

ab.

S
hwieriger ist dagegen das Verhalten der eingebetteten Sl

2

(Z), denn diese Transforma-

tionen f

�

uhren im allgemeinen L ni
ht in si
h

�

uber. Seien jedo
h A wie oben mit A

~

L � L und

N

0

mit N

0

(L \

~

L) � L, also beispielsweise der Index von L \

~

L in L. Ist dann

(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

;X) =

4

X

i=1

x

i

e

i

+ X 2 L;

so gilt f

�

ur

�

a b


 d

�

=

�

1 +AN

0

� AN

0

�

AN

0


 1 +AN

0

Æ

�

wiederum

��

a b


 d

��

0

B

B

B

B

�

x

1

x

2

x

3

x

4

X

1

C

C

C

C

A

t

=

0

B

B

B

B

�

x

1

+A(�N

0

x

1

+ �N

0

x

3

)

x

2

+A(ÆN

0

x

2

+ 
N

0

x

4

)

x

3

+A(�
N

0

x

1

+ ÆN

0

x

3

)

x

4

+A(�N

0

x

2

+ �N

0

x

4

)

X

1

C

C

C

C

A

t

2 L;

denn der Vektor

(�N

0

x

1

+ �N

0

x

3

; ÆN

0

x

2

+ 
N

0

x

4

;�
N

0

x

1

+ ÆN

0

x

3

; �N

0

x

2

+ �N

0

x

4

; 0)

hat ganzzahlige Eintr

�

age und liegt somit in

~

L, das A-fa
he davon also in L. Die Haupt-

kongruenzgruppe �(AN

0

)

�

uberf

�

uhrt L in si
h, bildet also unter der bez

�

ugli
h

~

L de�nierten

Einbettung in die Gruppe O

+

(L) ab. Ist ein ganzes K mit KL

0

� L gew

�

ahlt, so operiert mit

der glei
hen Argumentation die Hauptkongruenzgruppe �(KAN

0

) auf L

0

=L trivial, wir �nden

also �(KAN

0

)nH(L

0

) � �

L

\�

~

L

. Eine si
h bez

�

ugli
h �

L

mit einem Charakter transformie-

rende orthogonale Modulform besitzt also eine Fourier-Ja
obi-Entwi
klung mit Ja
obiformen

zur Gruppe �(KAN

0

)nH(L

0

).

Es soll nun Satz 3.1.18 auf sol
he Gitter verallgemeinert werden, die

�

uber Q zwei hyper-

bolis
he Ebenen abspalten. Sei F eine orthogonale Modulform zur Gruppe �

L

. Da ni
ht

die volle Ja
obigruppe, sondern nur der Anteil �(KAN

0

)nH(L

0

) in �

L

liegt, transformieren

si
h die in der Fourier-Ja
obi-Entwi
klung auftretenden Ja
obiformen ledigli
h unter dieser

Untergruppe, die sie darstellenden vektorwertigen Modulformen

~

�

m

sind daher Modulfor-

men zur Hauptkongruenzgruppe �(KAN

0

). Diese hat im allgemeinen mehrere Spitzen. Wir

m

�

ussen also no
h die Holomorphie in allen diesen Spitzen si
herstellen. Letzteres bedeu-

tet, da� mit den Bezei
hnungen aus De�nition 1.2.12 f

�

ur jedes M 2 Sl

2

(Z) die Modulform

p


z + d

dim(V

0

)

(
z + d)

�k

�

�

(eL

0

;�mq)

(M;

p


 �+d)

�1

~

�

m

(Mz) in i1 holomorph sein mu�, also

eine Fourierentwi
klung besitzt, in der nur ni
htnegative Indizes auftreten.

Hierf

�

ur ma
hen wir uns zunutze, da� ni
ht nur die vorgegebene Modulform F eine re-

gul

�

are Fourierentwi
klung besitzt, sondern jede Transformierte J(g; Z)

�k

F (gZ). Sei nun

M =

�

a b


 d

�

2 Sl

2

(Z). Dann ist insbesondere J([M ℄; �)

�k

F Æ [M ℄ eine Modulform zur kon-

jugierten Gruppe und zum konjugierten Charakter. Sie ist aber jedenfalls holomorph und

gen

�

ugt na
h De�nition dem Koe
herprinzip (Satz 1.3.15). Wir vollziehen die Wirkung von
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[M ℄ auf der Fourier-Ja
obi-Entwi
klung von F na
h:

J([M ℄;(z

3

; z

4

;Z))

�k

F ([M ℄(z

3

; z

4

;Z)) = (
z

4

+ d)

�k

F

�

z

3

+

q(Z)


z

4

+ d

;

az

4

+ b


z

4

+ d

;

Z


z

4

+ d

�

= (
z

4

+ d)

�k

X

m2

1

e

Z

m�0

�

m

�

az

4

+ b


z

4

+ d

;

Z


z

4

+ d

�

e(mz

3

+m

q(Z)


z

4

+d

)

= (
z

4

+ d)

dim(V

0

)

2

�k

�

�

X

m2

1

e

Z

m�0

*

~

�

m

�

az

4

+b


z

4

+d

�

; e

2�im

q(Z)


z

4

+d

p


z

4

+d

� dim(V

0

)

~

�

e;m;q

�

az

4

+b


z

4

+d

;

Z


z

4

+d

�

+

e(mz

3

)

=

X

m2

1

e

Z

m�0

*

(
z

4

+d)

dim(V

0

)

2

�k

~

�

m

�

az

4

+ b


z

4

+ d

�

; �

(eL

0

;�mq)

(M;

p


 �+d)

~

�

e;m;q

(z

4

;Z)

+

e(mz

3

)

=

X

m2

1

e

Z

m�0

�

(
z

4

+ d)

dim(V

0

)

2

�k

�

�

(eL

0

;�mq)

(M;

p


 �+d)

�1

~

�

m

(Mz

4

);

~

�

e;m;q

(z

4

;Z)

�

e(mz

3

):

Wegen Satz 3.1.17 ist nun die neue vektorwertige Modulform

~

 

M

m

(z

4

) := (
z

4

+ d)

dim(V

0

)

2

�k

�

�

(eL

0

;�mq)

(M;

p


 �+d)

�1

~

�

m

(Mz

4

)

in i1 holomorph, da die Ausgangsform J([M ℄; �)

�k

F Æ[M ℄ dem Koe
herprinzip gen

�

ugt. Damit

ist jede dieser Transformierten

�

uberall holomorph und somit trivial, falls das Gewi
ht k �

dim(V

0

)=2 negativ ist. Wir haben daher den folgenden Hauptsatz bewiesen:

3.1.19 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n), das

�

uber Q zwei hyperbolis
he

Ebenen abspaltet. Sei F eine ni
httriviale holomorphe Modulform vom Gewi
ht k 2 Q zur

Gruppe �

L

und zu einem Multiplikatorsystem endli
her Ordnung. Dann gilt k �

n

2

� 1.

Aus der Konstruktion der Komponentenfunktionen �

h

m

und der Thetareihe �

e;m;q

sieht

man unmittelbar, da� eine orthogonale Modulform F genau dann das (halbzahlige) singul

�

are

Gewi
ht

n

2

� 1 hat, wenn die Indizes aller F tragenden FourierkoeÆzienten im Rand des

positiven Kegels liegen, wenn also stets gilt

a(j;m;M) 6= 0 =) mj + q(M) = 0:

Ein

�

ahnli
hes Ph

�

anomen tritt au
h im Falle der Siegels
hen Modulgruppe auf (
f. [Fr1℄,

Anhang IV). Es bleibt anzumerken, da� es in bestimmten Spezialf

�

allen Liftungsabbildungen

gibt, die Ja
obiformen orthogonale Modulformen singul

�

aren Gewi
hts zuordnen.
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3.2 Vorbereitungen

3.2.1 Die FourierkoeÆzienten der Eisensteinreihe E

0

Wir erinnern kurz an Notationen und Tatsa
hen aus Abs
hnitt 1.2.5. Sei L ein gerades Gitter

der Signatur (2; n) mit n � 3. Jedem Vektor � 2 L

0

mit ganzzahliger Norm ist eine Eisen-

steinreihe E

�

(z) zugeordnet. Dur
hl

�

auft � ein Repr

�

asentantensystem von (L

0

=L)=f�1g, so

ist jede Modulform in [Mp

2

(Z); 1 +

n

2

; �

�

L

℄ Summe einer Spitzenform und einer Linearkombi-

nation dieser Eisensteinreihen. In der Spitze i1 hat E

�

den \Wert" e

�

+ e

��

, insbesondere

ist E

0

(i1) = 2e

0

.

Na
h dem Dualit

�

atssatz 2.1.7 
odieren die FourierkoeÆzienten q

0

(
; n) der Reihe E

0

Ge-

wi
hte bestimmter Bor
herdsprodukte; wenn ein Bor
herdsprodukt mit dem DivisorH(
;�n)

existiert, so ist sein Gewi
ht �

1

4

q

0

(
; n). Ziel ist zu zeigen, da� f

�

ur Gitter mit hinrei
hend

gro�er Determinante stets ein FourierkoeÆzient q

0

(
;�q(
)) zu gegebenem 
 2 L

0

existiert,

so da� dieser Ausdru
k unter das singul

�

are Gewi
ht f

�

allt, denn in dieser Situation m

�

ussen

Spitzenformen im Kontrollraum die Existenz eines sol
hen Bor
herdsproduktes verhindern.

Im folgenden sei stets k = 1 +

n

2

das Gewi
ht der Modulformen im Kontrollraum. Na
h

Satz 1.2.22 sind die FourierkoeÆzienten von E

0

f

�

ur 
 2 L

0

und m 2 Z� q(
), m > 0 gegeben

dur
h

q

0

(
;m) =�

2

k+1

�

k

m

k�1

p

jL

0

=Lj�(k)

�

�

1�k

(d

2




m;�

4D

)

L(k; �

4D

)

Y

pj2det(L)

p

w

p

(1�2k)

N


;m

(p

w

p

);

falls n gerade ist, und

q

0

(
;m) =�

2

k+1

�

k

m

k�1

p

jL

0

=Lj�(k)

�

L(k �

1

2

; �

D

)

�(2k � 1)

�

�

X

djf

�(d)�

D

(d)d

1=2�k

�

2�2k

�

f

d

�

Y

pj2 det(L)

p

w

p

(1�2k)

N


;m

(p

w

p

)

1� p

1�2k

sonst. Dabei ist die Bedeutung der einzelnen Symbole in der Formulierung des Satzes 1.2.22

angegeben.

Die bestimmenden Gr

�

o�en sind dabei f

�

ur jede in 2 det(L) aufgehende Primzahl p die

Darstellungsanzahl p

w

p

(1�2k)

N


;m

(p

w

p

) sowie der Vorfaktor jdetLj

�

1

2

. Letzterer wird dem

angedeuteten Argument zum Dur
hbru
h verhelfen.

Mit Hilfe p-adis
her Diagonalisierung (bzw. 2-adis
her Normalform) der quadratis
hen

Form (
f. [Si3℄, Nummern (45) und (46)) l

�

a�t si
h im allgemeinen die gewi
htete Darstel-

lungsanzahl p

w

p

(1�2k)

N


;m

(p

w

p

) nur gegen p

1

2

�

p

(det(L))

abs
h

�

atzen. Damit w

�

are das Produkt

1

p

jdet(L)j

Y

pj2det(L)

p

w

p

(1�2k)

N


;m

(p

w

p

)

zwar bes
hr

�

ankt, w

�

urde aber mit wa
hsender Determinante ni
ht gegen 0 konvergieren. Man

mu� also geringf

�

ugig bessere Abs
h

�

atzungen herleiten. Hierzu wird in einem ersten S
hritt

das Gitter in geeigneter Weise koordinatisiert. Wir s
hlie�en mit der folgenden Beoba
htung,

die die Bere
hnungen vereinfa
hen wird:

3.2.1 Lemma. (
f. [Br-Ku℄, Lemma 4.4 bzw. [Si1℄, Hilfssatz 13) Sei p eine Primzahl, die

2 det(L) teilt. Dann gilt f

�

ur jedes w � w

p

stets

p

w(1�2k)

N


;m

(p

w

) = p

w

p

(1�2k)

N


;m

(p

w

p

):
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3.2.2 Koordinatisierung und Darstellungsanzahlen der quadratis
hen Form

Es sei wie bisher L ein gerades Gitter der Signatur (2; n). Es spalte

�

uberQ eine hyperbolis
he

Ebene ab; dies ist stets gegeben, wenn n � 3 ist. Dann besitzt es na
h Bemerkung 1.1.29 eine

Gitterbasis, bez

�

ugli
h der die Gram-Matrix von L die Gestalt

0

B

B

B

B

B

B

B

�

0 a 0 0 � � � 0

a b 
 0 � � � 0

0 


0 0

.

.

.

.

.

. T

0 0

1

C

C

C

C

C

C

C

A

(3.2)

hat, wobei T eine Tridiagonalmatrix ist. F

�

ur die Determinante gilt dann det(L) = �a

2

det(T ),

in den Term

p

jdet(L)j geht jaj also linear ein. Dies ist von Vorteil, da dieser KoeÆzient a

ents
heidenden Ein
u� auf die Darstellungsanzahlen N


;m

(p

w

p

) hat. Wir geben no
h eine

lei
hte Verbesserung dieser Normalform an.

3.2.2 Lemma. Jedes inde�nite isotrope gerade Gitter der Dimension mindestens 3 besitzt

eine Basis, bez

�

ugli
h der die Gram-Matrix die Gestalt (3.2) hat, so da� zus

�

atzli
h f

�

ur jede

Primzahl �

p

(
) � �

p

(det(T )) und �

p

(

b

2

� ggT(a;

b

2

; 
)) � �

p

(a) gilt.

Beweis: Na
h der Cramers
hen Regel gibt es einen Vektor u = (u

3

; : : : ; u

n+2

)

t

mit Tu =

(det(T ); 0; : : : ; 0)

t

. Transformation der Matrix A aus (3.2) mit

M(l;m) :=

0

B

B

B

B

B

�

1 l

1

mu

3

1

.

.

.

.

.

.

mu

n+2

1

1

C

C

C

C

C

A

ergibt

M(l;m)

t

AM(l;m) =

0

B

B

B

B

B

B

B

�

0 a 0 0 � � � 0

a b+ 2mu

3


+m

2

u

3

det(T ) + 2la 
+mdet(T ) 0 � � � 0

0 
+mdet(T )

0 0

.

.

.

.

.

. T

0 0

1

C

C

C

C

C

C

C

A

:

Man kann nun zun

�

a
hst m so w

�

ahlen, da� �

p

(
+mdet(T )) � �

p

(det(T )) f

�

ur alle beteiligten

p gilt. Die Variable l hat keinen Ein
u� auf

g := ggT

�

a;

b

2

+mu

3


+

m

2

u

3

det(T )

2

+ la; 
+mdet(T )

�

;

weswegen man bei nun festem m ein l mit

�

p

�

b

2

+mu

3


+

m

2

u

3

det(T )

2

+ la� g

�

� �

p

(a)

�ndet. �
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Im weiteren w

�

ahlen wir stets f

�

ur jedes betra
htete Gitter L eine Basis l

1

; : : : ; l

n+2

mit

den Eigens
haften aus Lemma 3.2.2 und s
hreiben (x

1

; : : : ; x

n+2

) f

�

ur den Gittervektor x =

P

x

i

l

i

. Au
h die Bezei
hnungen a, b und 
 stehen stets f

�

ur die KoeÆzienten aus (3.2) mit

den Eigens
haften aus 3.2.2, ebenso wie g stets ggT(a;

b

2

; 
) (> 0) bezei
hne.

In diesen Koordinaten sei 
 = (


1

; : : : ; 


n+2

)

t

2 L

0

und n 2 Z� q(
). Dann ist

N


;m

(p

w

) = jf(x

1

; : : : ; x

n+2

)

t

2 (Z=p

w

Z)

n+2

j a(x

2

� 


2

)x

1

+

b

2

x

2

2

� (a


1

+ b


2

+ 



3

)x

2

+ 
(x

2

� 


2

)x

3

+ a


1




2

+

b

2




2

2

+ 



2




3

+ q(~x� ~
) +m � 0 mod p

w

gj

mit

~x = (0; 0; x

3

; : : : ; x

n+2

)

t

und ~
 = (0; 0; 


3

; : : : ; 


n+2

)

t

:

In diese Kongruenz geht also als zweiter Vorteil unserer speziellen Koordinatisierung die

Variable x

1

nur linear ein. Wir s
hlie�en mit der folgenden

3.2.3 Bemerkung. Wenn p - a, so gibt es einen primitiven Gittervektor x mit p - q(x).

Beweis: Dies ist wegen q(ml

1

+ l

2

) = ma+

b

2

klar. �

3.2.3 Zur Wahl hinrei
hend guter Vektoren

Zum Beweis des angedeuteten Satzes gen

�

ugt es ni
ht, ledigli
h den Wert eines FourierkoeÆzi-

enten q

0

(
;m) na
h oben hinrei
hend gut abzus
h

�

atzen. Es mu� vielmehr f

�

ur jedes untersu
hte

Gitter ein geeigneter Vektor 
 im Dual gew

�

ahlt und dann der KoeÆzient q

0

(
;�q(
)) betra
h-

tet werden. Findet man n

�

amli
h einen KoeÆzienten q

0

(
;m), so da� �

1

4

q

0

(
;m) kleiner als

das singul

�

are Gewi
ht ist, so s
heitert der vorgesehene S
hlu�, falls es kein 


0

� 
 mod L mit

m = �q(


0

) gibt, falls also der Heegnerdivisor H(
;�m) leer ist.

Es m

�

ussen also Vektoren 
 negativer Norm im dualen Gitter gefunden werden, f

�

ur die

man den KoeÆzienten q

0

(
;�q(
)) betra
htet. In der KoeÆzientenformel geht m = �q(
)

in positiver Potenz in den Wert q

0

(
;�q(
)) ein. Es ist daher vorteilhaft, die Norm des

gesu
hten Vektors m

�

ogli
hst klein zu halten. Wegen der auftretenden Teilersummen und

Darstellungsanzahlen ist weiterhin eine m

�

ogli
hst geringe Anzahl und gute Kontrolle

�

uber die

Primteiler der Norm des Gittervektors d





 anzustreben. Letzteres liefert der Satz von Hermite

ni
ht, der eine Abs
h

�

atzung f

�

ur den kleinsten auftretenden Betrag jq(x)j mit ni
httrivialem x

besagt; deswegen wollen wir einen Vektor konkret ausw

�

ahlen.

3.2.4 De�nition. Sei L ein gerades isotropes Gitter der Signatur (2; n). Es sei eine Basis so

gew

�

ahlt, da� die Gram-Matrix die Form (3.2) mit den Eigens
haften aus Lemma 3.2.2 hat.

Dann sei mit 


L

der Vektor mit der Koordinatendarstellung




L

:=

 

1 +

b

2g

a

;�

1

g

; 0; : : : ; 0

!

t

bezei
hnet, wobei a, b, 
 und g = ggT(a;

b

2

; 
) in der Bedeutung von (3.2) zu verstehen sind.

Wir nennen ihn den Testvektor des Gitters L.

Man bea
hte, da� der Testvektor ni
ht nur vom Gitter L, sondern au
h von der gew

�

ahlten

Koordinatisierung abh

�

angt. Da wir diese jedo
h festgelegt haben, ist die Bezei
hnung 


L

zul

�

assig.
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3.2.5 Lemma. Der Vektor 


L

liegt im dualen Gitter L

0

. Es gelten ferner q(


L

) = �

1

g

und

d




L

j a. Insbesondere ist 2d




L

q(


L

) ein Teiler von 2

a

g

und q(d




L




L

) ein Teiler der Determinante

des Gitters L.

Beweis: Wegen

A


L

=

�

�

a

g

; 1�

b

2g

;�




g

; 0; : : : ; 0

�

t

2 Z

n+2

ist 
 2 L

0

. Ferner ist d




L

= kgV

�

g;

a

ggT(a;1+

b

2g

)

�

und somit ein Teiler von a. �

Die so erlangte Kontrolle

�

uber die Primteiler des Terms q(d




L




L

) erlaubt es uns unter

anderem, die Vorfaktoren in der Formel f

�

ur die FourierkoeÆzienten zu bes
hr

�

anken:

3.2.6 Lemma. Sei L ein gerades isotropes Gitter der Signatur (2; n). Sei 


L

der Testvektor

von L, und sei k = 1 +

n

2

. Dann gilt

�

1

4

q

0

(


L

;�q(


L

)) � R(k)

Y

pj2 det(L)

p

�

1

2

�

p

(det(L))+w

p

(1�2k)

N




L

;�q(


L

)

(p

w

p

)

mit einer nur von k (bzw. n) abh

�

angigen positiven Zahl R(k), die explizit angebbar ist.

Beweis: Sei zun

�

a
hst n gerade. Dann gilt

�

1

4

q

0

(


L

;�q(


L

))

Q

pj2 det(L)

p

�

1

2

�

p

(det(L))+w

p

(1�2k)

N




L

;�q(


L

)

(p

w

p

)

=

2

k�1

�

k

(�q(


L

))

k�1

�

1�k

(�d

2




L

q(


L

); �

4D

)

�(k)L(k; �

4D

)

=

2

k�1

�

k

�

1�k

(�d

2




L

q(


L

); �

4D

)

g

k�1

�(k)L(k; �

4D

)

:

Da na
h Lemma 3.2.5 die Norm �d

2




L

q(


L

) ein Teiler der Determinante von L ist, ist die

Teilersumme

�

1�k

(�d

2




q(


L

); �

4D

) =

X

dj�d

2




q(


L

)

 

d

4(�1)

n+2

2

det(L)

!

d

1�k

= 1:

Ferner gilt, da der Charakter quadratis
h und k � 2 ist, stets

L(k; �

4D

)

�1

=

Y

p

(1� �

4D

(p)p

�k

)

�

Y

p

(1 + p

�k

) =

Y

p

(1� p

�2k

)=(1 � p

�k

)

= �(k)=�(2k);

da alle Produkte absolut konvergieren und die Faktoren positiv sind. Der Vorfaktor

R(k) :=

2

k�1

�

k

�(k)

�(k)�(2k)

(n gerade)

leistet also das gew

�

uns
hte.
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Nun sei n ungerade. Der abzus
h

�

atzende Quotient lautet nun

2

k�1

�

k

L(k �

1

2

; �

D

)

g

k�1

�(k)�(2k � 1)

X

djf

�(d)�

D

(d)d

1=2�k

�

2�2k

�

f

d

�

:

Dabei ist f 2 N und n

0

folgenderma�en zu w

�

ahlen: Es soll f teilerfremd sein zu 2 det(L), die

Beziehung n

0

f

2

=

1

g

soll gelten, und f

�

ur alle ni
ht in 2 det(L) aufgehenden Primzahlen p soll

�

p

(n

0

) 2 f0; 1g sein. Da g als Teiler von a in det(L) aufgeht, erf

�

ullt die Wahl f = 1, n

0

=

1

g

diese Bedingungen, und die Teilersumme hat den Wert 1. Ferner ist L(k�

1

2

; �

D

) � �(k�

1

2

).

Damit erf

�

ullt der Term

R(k) :=

2

k�1

�

k

�(k �

1

2

)

�(k)�(2k � 1)

(n ungerade)

alle Forderungen. �

Wenn es nun gelingt, die einzelnen Terme des Produktes geeignet zu bes
hr

�

anken, kann

der S
hlu� in unserem Sinne dur
hgef

�

uhrt werden. Dieses Problem wird im na
hfolgenden

Abs
hnitt angegangen. Es sei jedo
h no
hmals darauf hingewiesen, da� wir f

�

ur jedes isotrope

gerade Gitter L einen Testvektor 


L

2 L

0

gefunden haben, so da� die Aussagen aus den

Lemmata 3.2.5 und 3.2.6 gelten.
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3.3 Quadratis
he Kongruenzen

Na
h den geleisteten Vorbereitungen geht es nun darum, f

�

ur jede 2 det(L) teilende Primzahl p

den Term B

L

(p) := p

�

1

2

�

p

(det(L))+w

p

(1�2k)

N




L

;�q(


L

)

(p

w

p

) na
h oben abzus
h

�

atzen. Wegen der

Lemmata 3.2.1 und 3.2.5 kann dabei die signi�kante p-Ordnung w

p

dur
h m

p

:= 2�

p

(2

a

g

) + 1

ersetzt werden.

Um dieses Problem zu l

�

osen, werden in einem ersten Unterabs
hnitt

�

uberwiegend bekannte

Resultate

�

uber L

�

osungsanzahlen linearer und quadratis
her Kongruenzen modulo Primzahl-

potenzen zusammengestellt, die dann im zweiten Teil auf die konkrete Situation angewendet

werden.

3.3.1 L

�

osungsanzahlen modulo Primzahlpotenzen

Wir beginnen mit einer einfa
hen Betra
htung linearer Kongruenzen.

3.3.1 Lemma. Sei p eine Primzahl, und seien a; b 2 Z, m 2 N mit m � �

p

(a). Die lineare

Kongruenz

ax+ b � 0 mod p

m

hat genau dann L

�

osungen, wenn �

p

(b) � �

p

(a). In diesem Fall ist die Anzahl modulo p

m

vers
hiedener L

�

osungen glei
h p

�

p

(a)

.

Im Primzahlfall (m=1) hat eine ni
httriviale quadratis
he Kongruenz h

�

o
hstens zwei

L

�

osungen, da sie eine quadratis
he Glei
hung

�

uber dem K

�

orper F

p

ist. Das Hensels
he

Lemma, wel
hes wir als n

�

a
hstes angeben, gibt Auskunft dar

�

uber, wie L

�

osungen zu h

�

oheren

Primzahlpotenzen geliftet werden. Es l

�

a�t si
h daher einsetzen, um die L

�

osungsanzahl einer

quadratis
hen Kongruenz modulo Primzahlpotenzen abzuleiten.

3.3.2 Lemma. (Hensel) Seien a; b; 
 2 Z, m;� 2 N mit m � � und p eine Primzahl. Sei x

0

eine L

�

osung der Kongruenz

ax

2

0

+ bx

0

+ 
 � 0 mod p

m

:

Alle modulo p

m

zu x

0

kongruenten L

�

osungen der Kongruenz

ax

2

+ bx+ 
 � 0 mod p

m+�

sind dann von der Form x

0

+ p

m

y, wobei y eine L

�

osung der linearen Kongruenz

(2ax

0

+ b)y +

ax

2

0

+ bx

0

+ 


p

m

� 0 mod p

�

ist.

Eine unmittelbare Folgerung ist das na
hstehende

3.3.3 Korollar. Wenn a von p geteilt wird, b jedo
h ni
ht, so besitzt f

�

ur jedes m 2 N die

quadratis
he Kongruenz

ax

2

+ bx+ 
 � 0 mod p

m

genau eine L

�

osung modulo p

m

.
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Als drittes Hilfsmittel geben wir eine direkte Abs
h

�

atzung der L

�

osungsanzahl an, die auf

einem Lemma von Siegel beruht.

3.3.4 Lemma. Seien a; b; 
 2 Z, m 2 N und p eine Primzahl. Dann gilt die Abs
h

�

atzung

�

�

�

x 2 Z=p

m

Z j ax

2

+ bx+ 
 � 0 mod p

m

	

�

�

� 1 +

�

1�

1

p

�

m

X

�=1

p

1

2

(minf�

p

(2a);�g+�)

:

Wenn p ni
ht in a aufgeht, ist diese Zahl insbesondere dur
h (m+ 1)p

m

2

bes
hr

�

ankt.

Beweis: Na
h [Si2℄, Lemma 1 ist

�

�

�

�

�

p

m

X

x=1

e

2�i

p

m

(ax

2

+bx)

�

�

�

�

�

2

� ggT(2a; p

m

)p

m

:

Es folgt dann aufgrund der Charakterrelationen

jfx 2 Z=p

m

Z j ax

2

+ bx+ 
 � 0 mod p

m

gj =

1

p

m

p

m

X

x=1

p

m

X

r=1

e

2�ir

p

m

(ax

2

+bx+
)

�

1

p

m

p

m

X

r=1

�

�

�

�

�

p

m

X

x=1

e

2�ir

p

m

(ax

2

+bx+
)

�

�

�

�

�

=

1

p

m

m

X

�=0

X

r mod p

m

p

�

jjr

�

�

�

�

�

�

p

�

p

m��

X

x=1

e

2�i

p

m��

(hax

2

+hbx)

�

�

�

�

�

�

(r = p

�

h)

�

1

p

m

m

X

�=0

X

r mod p

m

p

�

jjr

p

�

p

ggT(2ha; p

m��

)p

m��

= 1 +

1

p

m

m�1

X

�=0

�

p

m��

� p

m���1

�

p

�

p

ggT(2a; p

m��

)p

m��

= 1 +

�

1�

1

p

�

m

X

�=1

p

1

2

(minf�

p

(2a);�g+�)

�

3.3.2 Anwendung auf die Darstellungsanzahlen N




L

;�q(


L

)

(p

m

p

)

Nun sollen die Abs
h

�

atzungen f

�

ur die L

�

osungsanzahl quadratis
her Kongruenzen benutzt

werden, um die Darstellungsanzahlen N




L

;�q(


L

)

(p

m

p

), die in die Formel f

�

ur die Fourierkoef-

�zienten eingehen, na
h oben zu bes
hr

�

anken. Es ist sinnvoll, f

�

ur jede in 2 det(L) aufgehende

Primzahl p den p-Beitrag

B

L

(p) := p

�

1

2

�

p

(det(L))+m

p

(1�2k)

N




L

;�q(


L

)

(p

m

p

)

zu betra
hten. Dabei bezei
hnetm

p

die Zahl 2�

p

(2

a

g

)+1. Wir behandeln der

�

Ubersi
htli
hkeit

wegen vers
hiedene Kon�gurationen getrennt und stellen die Ergebnisse im folgenden Lemma

zusammen. Die Bezei
hnungen 


L

, a, b, 
 und g sowie m

p

seien stets im bisherigen Sinne zu

verstehen.
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3.3.5 Lemma. Seien L, a, b, 
, g, 


L

und m

p

wie vereinbart. Dann gelten in den vers
hie-

denen Konstellationen die folgenden Abs
h

�

atzungen:

(1) p - 2

a

g

B

L

(p) � 2p

�

1

2

�

p

(det(L))

(2) 2 -

a

g

B

L

(2) � 8 � 2

�

1

2

�

2

(det(L))

(3) p j

a

g

; p j g; �

p

�

b

2g

� 1

�

< �

p

�

b

2

�

B

L

(p) � p

�

1

2

�

p

(a)�

1

2

�

p

(det(T ))

(4) p j

a

g

; p j g; �

p

�

b

2g

� 1

�

� �

p

�

b

2

�

B

L

(p) � �

p

�

a

g

�

p

�

1

2

�

p

(a)�

1

2

�

p

(det(T ))

(5) p j

a

g

; p - 
; p 6= 2 B

L

(p) � (�

p

(a) + 2)

�

4

3

�

p

(a) + 1

�

p

�

1

3

�

p

(a)�

1

2

�

p

(det(T ))

(6) 2 j

a

g

; 2 - 
 B

L

(2) �

p

2(�

2

(a)+2)

�

4

3

�

2

(a)+1

�

p

�

1

3

�

2

(a)�

1

2

�

2

(det(T ))

(7) p j

a

g

; p j 
; p -

b

2

; p 6= 2 B

L

(p) � (�

p

(a) + 2)

�

4

3

�

p

(a) + 1

�

p

�

1

8

�

p

(a)�

1

8

�

p

(det(T ))

(8) 2 j

a

g

; 2 j 
; 2 -

b

2

B

L

(2) �

p

2(�

2

(a)+2)

�

4

3

�

2

(a)+1

�

2

�

1

8

�

2

(a)�

1

8

�

2

(det(T ))

Beweis: (1) Wegen Bemerkung 3.2.3 ist die Kongruenz q(x� 


L

)� q(


L

) = q(x)�hx; 


L

i � 0

mod p

m

p

bei n+ 1 fest gew

�

ahlten Koordinaten eine ni
httriviale quadratis
he Kongruenz f

�

ur

die no
h freie Koordinate

�

uber dem K

�

orper F

p

, da m

p

= 1 ist. Sie hat somit h

�

o
hstens

2p

n+1

= 2p

2k�1

L

�

osungen.

(2) In diesem Fall ist m

p

= 2�

p

(2

a

g

)+ 1 = 3, f

�

ur jede Wahl von n+1 Koordinaten gibt es also

maximal 8 L

�

osungen.

(3) In den gew

�

ahlten Koordinaten lautet die betra
htete Kongruenz

a

g

(gx

2

+ 1) x

1

+

b

2

x

2

2

+

�


x

3

+

b

2g

� 1

�

x

2

+




g

x

3

+ q(~x) � 0 mod p

m

p

(3.3)

mit ~x = (0; 0; x

3

; : : : ; x

n+2

)

t

. Dabei variieren die x

i

in Z=p

m

p

Z. F

�

ur jedes x

2

geht p ni
ht in

gx

2

+ 1 auf, da g von p geteilt wird. Wenn wir nun die x

2

; : : : ; x

n+2

fest w

�

ahlen, so hat die

verbliebene lineare Kongruenz in x

1

genau p

�

p

(

a

g

)

L

�

osungen, falls

b

2

x

2

2

+

�


x

3

+

b

2g

� 1

�

x

2

+




g

x

3

+ q(~x) � 0 mod p

�

p

(

a

g

)

;(3.4)

ansonsten gar keine. Wir erhalten also s
hlimmstenfalls p

m

p

(2k�1)+�

p

(

a

g

)

L

�

osungen der Kon-

gruenz (3.3) und damit die Abs
h

�

atzung

B

L

(p) � p

��

p

(g)�

1

2

�

p

(det(T ))

:(3.5)

In einem zweiten S
hritt betra
hten wir die Kongruenz (3.4) und geben eine S
hranke f

�

ur

deren L

�

osungsanzahl an. Wir setzen � := �

p

(

b

2g

� 1); na
h Voraussetzung ist diese Zahl

kleiner als die p-Ordnung von

b

2

und na
h Lemma 3.2.2 kleiner oder glei
h der p-Ordnung von

a

g

. Ist � > 0, so stimmen zwangsl

�

au�g die p-Ordnungen von b=2 und g

�

uberein, und somit gilt

p

�+1

j g. Wenn � = 0, so gilt letzteres na
h Voraussetzung. Hat (3.4)

�

uberhaupt L

�

osungen

bei fest gew

�

ahlten x

3

; : : : ; x

n+2

, so kann die Kongruenz dur
h p

�

dividiert werden, und wir

erhalten die neue Relation

b

2p

�

x

2

2

+

�




p

�

x

3

+

�

b

2g

� 1

�

=p

�

�

x

2

+

�




g

x

3

+ q(~x)

�

=p

�

� 0 mod p

�

p

(

a

g

)��

;(3.6)

bei der nun der KoeÆzient des quadratis
hen Terms dur
h p teilbar ist, der des linearen

Terms aber ni
ht, unabh

�

angig von x

3

. Eine sol
he Kongruenz hat aber na
h Korollar (3.3.3)
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h

�

o
hstens eine L

�

osung modulo p

�

p

(

a

g

)��

. Wir bekommen f

�

ur jede Wahl von x

3

; : : : ; x

n+2

daher h

�

o
hstens p

m

p

��

p

(

a

g

)+�

� p

m

p

��

p

(

a

g

)+�

p

(g)

L

�

osungen der Kongruenz (3.4), die jeweils

p

�

p

(

a

g

)

L

�

osungen der Kongruenz (3.3) erzeugen k

�

onnen. Dies liefert die Abs
h

�

atzung

B

L

(p) � p

��

p

(

a

g

)�

1

2

�

p

(det(T ))

und zusammen mit (3.5) unter Bea
htung von maxf�

p

(

a

g

); �

p

(g)g �

1

2

(�

p

(

a

g

)+�

p

(g)) =

1

2

�

p

(a)

das verlangte Resultat.

(4) Wir argumentieren wie in der vorher betra
hteten Konstellation und dividieren die Kon-

gruenz (3.4) dur
h die maximale p-Potenz. Diese ist nun allerdings ni
ht dur
h �

p

(

b

2g

� 1),

sondern dur
h � := minf�

p

(b=2); �

p

(a=g)g = minf�

p

(g); �

p

(a=g)g � �

p

(g) gegeben. Die Divi-

sion f

�

uhrt auf eine m

�

ogli
herweise triviale quadratis
he Kongruenz modulo p

�

p

(

a

g

)��

, bei der

der KoeÆzient des quadratis
hen Terms ni
ht dur
h p teilbar ist. Na
h Lemma 3.3.4 hat eine

sol
he h

�

o
hstens (�

p

(

a

g

)� �+ 1)p

(�

p

(

a

g

)��)=2

L

�

osungen modulo p

�

p

(

a

g

)��

. Wir erhalten daraus

�

�

p

�

a

g

�

� �

p

(g) + 1

�

p

m

p

(2k�1)+

1

2

�

p

(g)�

1

2

�

p

(

a

g

)

Konstellationen von x

2

; : : : ; x

n+2

, die jeweils p

�

p

(

a

g

)

L

�

osungen der Kongruenz (3.3) liefern

k

�

onnen, und daraus die Behauptung.

(5) Wir betra
hten wiederum im ersten S
hritt die Kongruenz (3.3) bei festen x

2

; : : : ; x

n+2

als lineare Kongruenz in x

1

. Da nun g von p ni
ht geteilt wird, ist die dur
h x

2

7! gx

2

+ 1

auf Z=p

m

p

Z gegebene Abbildung bijektiv. Wir erhalten also potentiell p

minf�

p

(a=g(gx

2

+1));m

p

g

L

�

osungen. Die Idee ist nun, f

�

ur jede auftretende p-Ordnung des Ausdru
ks gx

2

+ 1 getrennt

die Zahl der Wahlm

�

ogli
hkeiten f

�

ur x

2

; : : : ; x

n+2

, f

�

ur die die re
hte Seite der Kongruenz dur
h

p

�

p

(a=g(gx

2

+1))

teilbar ist, abzus
h

�

atzen.

Sei � 2 f0; 1; : : : ;m

p

� �

p

(a=g)g. Es gibt modulo p

�

genau ein x

0

2

, so da� gx

0

2

+ 1 die

p-Ordnung � hat. Wir wollen dieses eine x

0

2

zu L

�

osungen der simultanen Kongruenz

b

2

x

2

2

+

�


x

3

+

b

2g

� 1

�

x

2

+




g

x

3

+ q(~x) � 0 mod p

�+�

p

(

a

g

)

; x

2

� x

0

2

mod p

�

(3.7)

liften; denn nur sol
he x

2

, die von diesem einen modulo p

�

bestimmten herkommen, k

�

onnen

p

�+�(

a

g

)

L

�

osungen f

�

ur x

1

liefern. Summiert man ans
hlie�end

�

uber �, so werden alle m

�

ogli
hen

L

�

osungen erfa�t. Wir unters
heiden dabei no
h einmal drei F

�

alle: a) � + �

p

(b=2) � �

p

(a)=3,

b) �

p

(a) � � + �

p

(b=2) > �

p

(a)=3 und 
) � + �

p

(b=2) > �

p

(a).

a) Die Kongruenz (3.7) hat na
h Lemma 3.3.4 h

�

o
hstens (� + �

p

(a) + 1)p

1

2

�

p

(b)+

1

2

(�+�

p

(a))

L

�

osungen modulo p

�+�

p

(a)

f

�

ur jede Wahl von x

3

; : : : ; x

n+2

, also insgesamt h

�

o
hstens

�

4

3

�

p

(a) + 1

�

p

m

p

(2k�2)

p

1

2

�

p

(b)+

1

2

(�+�

p

(a))+m

p

����

p

(a)

�

�

4

3

�

p

(a) + 1

�

p

m

p

(2k�1)+

1

2

�

p

(b)�

1

2

��

1

2

�

p

(a)

re
hte Seiten, die zu jeweils p

�+�

p

(a)

L

�

osungen der urspr

�

ungli
hen Kongruenz (3.3) f

�

uhren.

F

�

ur jedes � mit � + �

p

(b=2) � �

p

(a)=3 ergeben si
h daher maximal

�

4

3

�

p

(a) + 1

�

p

m

p

(2k�1)+

2

3

�

p

(a)

(3.8)

L

�

osungen.
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b) Wir betra
hten jetzt sol
he � mit �

p

(a) � � + �

p

(b=2) > �

p

(a)=3. Dann ist � + �

p

(b=2)

jedenfalls positiv. Wir wollen nun das gew

�

ahlte x

0

2

zu einer L

�

osung der simultanen Kongruenz

(3.7) ab

�

andern und setzen daher die L

�

osungen von (3.7) in der Form x

0

2

+ p

�

y an, wobei y

modulo p

m

p

��

zu bestimmen ist. Einsetzen in (3.7) und Sortieren ergibt

p

�

h

b

2

p

�

y

2

+

�

bx

0

2

+ 
x

3

+

b

2g

� 1

�

y

i

+

b

2

(x

0

2

)

2

+

�


x

3

+

b

2g

� 1

�

x

0

2

+

+




g

x

3

+ q(~x) � 0 mod p

�+�

p

(

a

g

)

:

(3.9)

Gibt es

�

uberhaupt L

�

osungen, die vom betra
hteten x

0

2

herkommen, l

�

a�t si
h die Kongruenz

dur
h p

�

teilen, was dann auf

b

2

p

�

y

2

+

�

bx

0

2

+ 
x

3

+

b

2g

� 1

�

y + f(x

0

2

; ~x) � 0 mod p

�

p

(

a

g

)

; y mod p

m

p

��

(3.10)

f

�

uhrt. Da 
 ni
ht dur
h p teilbar ist, ist die Abbildung x

3

7! bx

0

2

+ 
x

3

+

b

2g

� 1 bijektiv auf

Z=p

m

p

Z. Es gibt daher p

m

p

�p

m

p

�1

Werte f

�

ur x

3

, f

�

ur die bx

0

2

+
x

3

+

b

2g

�1 die p-Ordnung 0 hat,

die Kongruenz (3.10) also genau eine L

�

osung modulo p

�

p

(a)

(= p

�

p

(a=g)

) besitzt. Analog dazu

f

�

uhren p

m

p

�1

� p

m

p

�2

x

3

-Werte auf p L

�

osungen et
. Es bleiben die p

m

p

����

p

(b=2)

x

3

-Werte

zu behandeln, f

�

ur die der Ausdru
k bx

0

2

+ 
x

3

+

b

2g

� 1 mindestens die p-Ordnung � + �

p

(b=2)

hat. Hat die Kongruenz (3.10) f

�

ur sol
he x

3

�

uberhaupt L

�

osungen, so l

�

a�t sie si
h no
h einmal

dur
h p

�+�

p

(b=2)

teilen, was auf die neue Bedingung

p

��

p

(b=2)

b

2

y

2

+p

����

p

(b=2)

�

bx

0

2

+ 
x

3

+

b

2g

�1

�

+p

��

p

(b=2)

f(x

0

2

; ~x) � 0 mod p

�

p

(a)����

p

(b=2)

(3.11)

f

�

uhrt. Dies hat na
h Lemma 3.3.4 maximal (1+�

p

(a)����

p

(b=2))p

1

2

(�

p

(a)����

p

(b=2))

L

�

osungen

modulo p

�

p

(a)����

p

(b=2)

. Summieren wir nun

�

uber x

3

auf, so bekommen wir f

�

ur diejenigen �

mit �

p

(a) � � + �

p

(b=2) > �

p

(a)=3 im s
hlimmsten Falle

p

m

p

(2k�3)

p

m

p

����

p

(b=2)

p

�+�

p

(b=2)

��

� + �

p

�

b

2

�

� 1

�

p

m

p

+

+

�

1 + �

p

(a)� � � �

p

�

b

2

��

p

m

p

����

p

(b=2)

p

�

p

(a)����

p

(b=2)

2

p

�+�

p

(b=2)

�

� (�

p

(a) + 1) p

m

p

(2k�1)+

1

3

�

p

(a)

:

(3.12)


) Es bleiben diejenigen � mit � + �

p

(b=2) > �

p

(a) zu untersu
hen. Unter dieser Annahme ist

die Kongruenz (3.10)

�

aquivalent zu

�

bx

0

2

+ 
x

3

+

b

2g

� 1

�

y + f(x

0

2

; ~x) � 0 mod p

�

p

(a)

; y mod p

m

p

��

:(3.13)

Die Anzahl der L

�

osungen dieser nun linearen Kongruenz l

�

a�t si
h direkt in Abh

�

angigkeit von

x

3

ablesen. Dies f

�

uhrt auf

(�

p

(a) + 1)p

m

p

(2k�3)

p

m

p

p

m

p

����

p

(a)

p

�+�

p

(a)

= (�

p

(a) + 1)p

m

p

(2k�1)

(3.14)

L

�

osungen der Kongruenz (3.3).
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Setzen wir nun die Ergebnisse der drei F

�

alle a)-
) dur
h Summation

�

uber � zusammen, so

ergibt si
h eine S
hranke f

�

ur die L

�

osungsanzahl mit dem Wert

(�

p

(a) + 2)

�

4

3

�

p

(a) + 1

�

p

m

p

(2k�1)+

2

3

�

p

(a)

und damit die Behauptung

B

L

(p) � (�

p

(a) + 2)

�

4

3

�

p

(a) + 1

�

p

�

1

3

�

p

(a)�

1

2

�

p

(det(T ))

:

(6) Die Argumentation verl

�

auft w

�

ortli
h wie im Fall (5), nur mu� in der Unglei
hung (3.8) die

Abs
h

�

atzung �+�

2

(b) = �+�

2

(b=2)+1 � �

2

(a)=3+1 verwendet werden, die den zus

�

atzli
hen

Faktor

p

2 bedingt.

(7), (8) Analog zum ersten S
hritt in Fall (3) erhalten wir die triviale Abs
h

�

atzung

B

L

(p) � (�

p

(a) + 2)p

�

1

2

�

p

(det(T ))

:(3.15)

Wir nehmen nun die G

�

ultigkeit der Unglei
hung �

p

(a) � 3�

p

(det(T )) an. Dann folgt sofort

B

L

(p) � (�

p

(a) + 2)p

�

1

8

(3�

p

(det(T ))+�

p

(det(T )))

� (�

p

(a) + 2)p

�

1

8

�

p

(a)�

1

8

�

p

(det(T ))

:(3.16)

In diesem Falle gilt also die Behauptung. Wir k

�

onnen also im folgenden �

p

(a) > 3�

p

(det(T ))

voraussetzen und haben die Behauptung no
h in diesem Falle zu zeigen. Dazu gehen wir wie

in (5) vor und s
h

�

atzen die L

�

osungsanzahl f

�

ur vers
hiedene p-Ordnungen � des Ausdru
ks

a=g(gx

2

+ 1) getrennt ab. Wenn � = � + �

p

(b=2) � �

p

(a)=3 ist, so liefert die w

�

ortli
h glei
he

Argumentation wie unter (5a) die Abs
h

�

atzung (3.8).

Wir betra
hten nun sol
he �, die die Unglei
hung �

p

(a) � � > �

p

(a)=3 erf

�

ullen; dann gilt

wegen �

p

(a) > 3�

p

(det(T )) jedenfalls � > �

p

(det(T )). Wir gehen wieder analog zu (5b) vor,

wobei allerdings die Abbildung x

3

7! bx

0

2

+ 
x

3

+ b=(2g) � 1 nun ni
ht bijektiv ist. Mit x

3

dur
hl

�

auft bx

0

2

+ 
x

3

+ b=(2g)� 1 im s
hlimmsten Fall genau die Vielfa
hen von p

�

p

(det(T ))

im

Ring Z=p

m

p

Z. Die Zahl der L

�

osungen ist also um den Faktor p

�

p

(det(T ))

h

�

oher als in (3.12)

bzw. dem entspre
henden Ausdru
k f

�

ur den Sonderfall p = 2.

Der no
h o�ene Fall � > �

p

(a) tri�t nur auf � = �

p

(a) + 1 zu, da b=2 na
h Voraussetzung

ni
ht von p geteilt wird. Au
h hier gilt das Ergebnis (3.14) aus (5
) mit dem zus

�

atzli
hen

p

�

p

(det(T ))

-Faktor. Setzen wir alle diese Ergebnisse zusammen, so gilt die Abs
h

�

atzung

B

L

(p) � (�

p

(a) + 2)

�

4

3

�

p

(a) + 1

�

p

�

1

3

�

p

(a)+

1

2

�

p

(det(T ))

(3.17)

bzw. f

�

ur p = 2

B

L

(2) �

p

2(�

2

(a) + 2)

�

4

3

�

2

(a) + 1

�

2

�

1

3

�

2

(a)+

1

2

�

2

(det(T ))

:(3.18)

Zusammen mit (3.15) folgt

B

L

(p) � (�

p

(a) + 2)

�

4

3

�

p

(a) + 1

�

p

�maxf

1

3

�

p

(a)�

1

2

�

p

(det(T ));

1

2

�

p

(det(T ))g

(3.19)

bzw. f

�

ur p = 2

B

L

(2) �

p

2(�

2

(a) + 2)

�

4

3

�

2

(a) + 1

�

2

�maxf

1

3

�

2

(a)�

1

2

�

2

(det(T ));

1

2

�

p

(det(T ))g

:(3.20)

Bilden wir aus den beiden Exponenten die Konvexkombination

3

8

(

1

3

�

p

(a) �

1

2

�

p

(det(T ))) +

5

8

1

2

�

p

(det(T )), so erhalten wir die Behauptung. �
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3.4 Der Hauptsatz und Folgerungen

3.4.1 Hauptsatz

Na
h den nun geleisteten Vorbereitungen sind wir in der Lage, den avisierten Hauptsatz zu

formulieren und zu beweisen.

3.4.1 Theorem. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n), n � 3, das

�

uber Q zwei hyper-

bolis
he Ebenen abspaltet. Ist die Determinante des Gitters betragsm

�

a�ig hinrei
hend gro�,

so gibt es Spitzenformen im Kontrollraum K

L

.

Beweis: Sei 


L

der Testvektor des Gitters L, so gilt

�

1

4

q

0

(


L

;�q(


L

)) � R(k)

Y

pj2 det(L)

B

L

(p):(3.21)

Na
h den in Lemma 3.3.5 angegebenen Abs
h

�

atzungen gilt f

�

ur jedes p stets B

L

(p) ! 0,

falls �

p

(det(L)) gegen 1 konvergiert. Mit einer lei
hten Modi�kation l

�

a�t si
h Satz 316 aus

[Ha-Wr℄ anwenden, der garantiert, da� die re
hte Seite in (3.21) mit steigender Determinante

gegen 0 f

�

allt. Ist die Determinante hinrei
hend gro�, so f

�

allt �

1

4

q

0

(


L

;�q(


L

)) unter das

singul

�

are Gewi
ht n=2� 1. G

�

abe es nun keine Spitzenform im Kontrollraum K

L

, so lie�e si
h

der Heegnerdivisor H(


L

; q(


L

)) dur
h ein holomorphes Bor
herdsprodukt realisieren. Dieses

h

�

atte na
h Satz 2.1.7 das Gewi
ht �

1

4

q

0

(


L

;�q(


L

)) < n=2� 1, kann also ni
ht existieren. �

Zusammen mit Satz 1.1.31 und Korollar 2.2.7 ergibt si
h unmittelbar die folgende Umfor-

mulierung.

3.4.2 Theorem. Unter den geraden Gittern der Signatur (2; n) mit n � 3, die

�

uber Q zwei

hyperbolis
he Ebenen abspalten, gibt es bis auf Isomorphie nur endli
h viele mit einfa
hem

Kontrollraum.

Unter Benutzung der Ergebnisse aus Abs
hnitt 13 der Arbeit von Bruinier [Br1℄ ergibt

si
h eine weitere Folgerung. Na
h dem dortigen Theorem 13.15 und Korollar 13.16 hat jede

Modulform f zur betra
hteten Modulgruppe �

L

, die a priori kein Bor
herdsprodukt zu sein

brau
ht und deren Divisor eine Linearkombination

(f) =

X


2(L

0

=L)=f�1g

X

m2Z+q(
)

m<0

a(
;m)H(
;m)

ist, das Gewi
ht �

1

4

P

a(
;m)q

0

(
;�m), also dasselbe Gewi
ht, das ein Bor
herdsprodukt

mit glei
hem Divisor h

�

atte. Sinkt dieses unter das singul

�

are Gewi
ht, so kann der Divisor

dur
h

�

uberhaupt keine Modulform realisiert werden.

Unsere Konstruktion liefert also unter der Annahme, da� die Determinante des Gitters

L hinrei
hend gro� ist, einen Heegnerdivisor H(


L

; q(


L

)), der ein ni
httriviales Element der

Divisorenklassengruppe

e

Cl(H

n

=�

L

) des Quotienten H

n

=�

L

repr

�

asentiert. Die Divisorenklas-

sengruppe sei wie in [Br2℄ erkl

�

art, d.h. man betra
htet Divisoren modulo der Hauptdivisoren

meromorpher Modulformen (rationalen Gewi
hts mit Multiplikatorsystem).

Um ein zu Theorem 3.4.2 analoges Resultat zu erhalten, k

�

onnen wir uns aber ni
ht auf

Korollar 2.2.7 berufen, da dieses nur die Existenz von Hindernissen liefert. Man bea
hte

jedo
h, da� der das Gewi
ht bestimmende Term �

1

4

q

0

(


L

;�q(


L

)) dur
h eine S
hranke der

Form R(k)

Q

B

L

(p) bes
hr

�

ankt ist, wobei au
h R(k) mit wa
hsendem, hinrei
hend gro�em k

monoton gegen Null konvergiert.
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3.4.3 Theorem. F

�

ur fast alle Isomorphieklassen von geraden Gittern der Signatur (2; n)

mit n � 3, die

�

uber Q zwei hyperbolis
he Ebenen abspalten, de�niert der Heegnerdivi-

sor H(


L

; q(


L

)) ein ni
httriviales Element in der Divisorenklassengruppe

e

Cl(H

n

=�

L

). Ist

� � �

L

ein �xpunktfreier Normalteiler von endli
hem Index, so gilt genauer die Beziehung

dim(Pi
(H

n

=�)


Z

Q)

�

L

=�

> 1.

3.4.2 Quantitative Aussagen

Wir wollen zus

�

atzli
h zu den prinzipiellen Aussagen in den vorangegangenen Theoremen au
h

quantitative Aussagen herleiten. Theorem 3.4.1 si
hert die Existenz einer S
hrankenfunktion

S(n), so da� gerade Gitter der Signatur (2; n) mit einer Determinante gr

�

o�er als S(n), die

den Bedingungen gen

�

ugen, ni
ht einfa
h sein k

�

onnen.

Eine sol
he S
hranke in voller Allgemeinheit anzugeben, ist jedo
h ni
ht einfa
h. Damit

S(n) diese Eigens
haft hat, mu� f

�

ur jedes Gitter mit einer Determinante D, wobei jDj � S(n)

sei, eine Normalform mit Parametern a, b, 
, g und det(T ) existieren, so da� der Wert

r := �

1

4

q

0

(


L

;�q(


L

)) � R

�

1 +

n

2

�

Y

pj2D

B

L

(p)

unter das singul

�

are Gewi
ht n=2�1 f

�

allt. F

�

ur jeden Beitrag B

L

(p) m

�

u�ten wir die Abs
h

�

atzung

dur
h (�

p

(a) + 2)(

4

3

�

p

(a) + 1)p

�

1

8

�

p

(a)�

1

8

�

p

(det(T ))

vornehmen, da wir ohne weitere Annahmen

ni
ht ents
heiden k

�

onnen, wel
her der F

�

alle aus Lemma 3.3.5 eintritt. Eine Ausnahme hiervon

bilden nur jene Primzahlen p mit �

p

(D) = 1, da diese ni
ht in a aufgehen k

�

onnen. Die

Funktion x 7! (x+ 2)(

4

3

x+ 1)p

�

1

8

x

nimmt jedo
h relativ gro�e Werte an. Dies f

�

uhrt auf eine

S
hranke, die wegen ihrer Gr

�

o�e f

�

ur praktis
he Bere
hnungen unbrau
hbar ist. Untersu
hen

wir hingegen ein konkret gegebenes Gitter, so kann dur
h Einsetzen der Daten a, b et
. die

Bedingung r < n=2� 1 lei
ht

�

uberpr

�

uft werden.

In Bezug auf eine allgemeing

�

ultige Aussage bes
hr

�

anken wir uns daher auf eine einfa
here

Situation, in der eine brau
hbare S
hranke angebbar ist. Wir st

�

utzen uns dabei auf das

folgende

3.4.4 Lemma. F

�

ur eine nat

�

urli
he Zahl N bedeute r(N) die Anzahl der vers
hiedenen Prim-

faktoren von N . Dann gibt es zu jedem nat

�

urli
hen n ein k

n

> 0, so da� f

�

ur alle nat

�

urli
hen

Zahlen N gilt 2

r(N)

� k

n

n

p

N . Bedeutet p

i

die i-te Primzahl (in nat

�

urli
her Reihenfolge) und

ist r

n

0

:= maxfi 2 N j 2 >

n

p

p

i

g, so kann man

k

n

=

2

r

n

0

n

p

p

1

� � � � � p

r

n

0

w

�

ahlen. Insbesondere ist k

2

=

4

p

6

und k

3

=

16

3

p

210

.

Beweis: Da f

�

ur jedes N stets N � p

1

� � � � � p

r(N)

gilt, folgt die Unglei
hung

2

r(N)

n

p

N

�

2

r(N)

n

p

p

1

� � � � � p

r(N)

f

�

ur alle nat

�

urli
hen N . Hat N genau r

n

0

Primfaktoren in einfa
her Potenz, so gilt die Be-

hauptung na
h Konstruktion von k

n

, und wegen

2

n

p

p

r

� 1 f

�

ur r � r

n

0

au
h f

�

ur alle N mit

r(N) � r

n

0

. Es bleibt also die Unglei
hung

2

r

n

p

p

1

� � � � � p

r

� k

n
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f

�

ur r < r

n

0

na
hzupr

�

ufen. Dies ist aber f

�

ur r < r

n

0

ebenfalls klar wegen

2

n

p

p

r

> 1, und somit

ist die Behauptung bewiesen. �

3.4.5 Lemma. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) mit n � 3, das

�

uber Z ein skalares

Vielfa
hes einer hyperbolis
hen Ebene abspaltet. Die Koordinatisierung sei so gew

�

ahlt, da� b

und 
 vers
hwinden. Dann gelten die Abs
h

�

atzungen

�

1

4

q

0

(


L

;�q(


L

)) � R

�

1 +

n

2

�

8 �

2

r(D)

p

D

(3.22)

� R

�

1 +

n

2

�

128

3

p

210

jDj

�

1

6

:(3.23)

Insbesondere gelten diese, falls das Gitter quadratfreie Determinante hat.

Beweis: In der gegebenen Situation ist a=g = 1. Somit gilt

�

1

4

q

0

(


L

;�q(


L

)) � R

�

1 +

n

2

�

8 � 2

�

1

2

�

2

(D)

Y

pjD

p6=2

2p

�

1

2

�

p

(D)

� R

�

1 +

n

2

�

8 � 2

r(D)

jDj

�

1

2

� R

�

1 +

n

2

�

8 �

16

3

p

210

jDj

1

3

jDj

�

1

2

= R

�

1 +

n

2

�

128

3

p

210

jDj

�

1

6

:

�

Au
h die dur
h Lemma 3.4.5 ermittelbare explizite S
hranke (3.23) hat f

�

ur kleine Dimen-

sionen des Gitters nur einen einges
hr

�

ankten praktis
hen Nutzen. So f

�

allt beispielsweise f

�

ur

n = 3 der Wert der angegebenen S
hranke f

�

ur �1=4q

0

(


L

;�q(


L

)) erst f

�

ur Determinanten

zwis
hen 10

20

und 10

21

unter das singul

�

are Gewi
ht 1=2. Au
h f

�

ur n = 12 liegt diese Grenze

oberhalb von 10

18

. Ledigli
h f

�

ur gro�e n ergibt si
h eine brau
hbare S
hranke, da dann der

Vorfaktor R(1 + n=2) klein wird. F

�

ur sol
he n ist aber die Verwendung der Ergebnisse aus

Abs
hnitt 2 (Korollar 2.2.7) g

�

unstiger. Immerhin erhalten wir im Gegensatz zu den dort

verwendeten Methoden die Daten eines konkreten, ni
ht als Hauptdivisor realisierbaren Di-

visors. Die Abs
h

�

atzung (3.22) hingegen liefert bereits f

�

ur relativ kleine Determinanten D

Werte unterhalb des singul

�

aren Gewi
hts.



Kapitel 4

Konstruktion von Spitzenformen

mittels Symmetrisierung

In den vorangegangenen Kapiteln wurde bewiesen, da� unter milden zus

�

atzli
hen Vorausset-

zungen im Kontrollraum eines Gitters mit hinrei
hend gro�er Determinante Spitzenformen

existieren. Bei kleinen Dimensionen kommen jedo
h Gitter mit sehr gro�en Determinanten

vor,

�

uber die mit diesen Methoden keine Aussage m

�

ogli
h ist. Wir wollen daher Spitzenformen

im Kontrollraum konkret konstruieren und ihre Existenz auf diesem Wege beweisen.

Ansatzpunkt ist die Beoba
htung, da� der Standardbasisvektor e

0

2 C[L

0

=L℄ ein Eigen-

vektor unter der Operation der Gruppe �

0

(N) via der Weildarstellung ist. Infolgedessen ist

f

�

ur f 2 M

k

(N;�) mit einem gewissen Charakter � die Funktion fe

0

: H ! C[L

0

=L℄ eine

Modulform aus dem Raum [�

0

(N); k; �

�

L

℄. Diese kann man zu einer vollinvarianten Modul-

form symmetrisieren. Dabei kann die symmetrisierte Form allerdings zu Null werden. Eine

genauere Untersu
hung des Symmetrisierungsoperators zeigt jedo
h Injektivit

�

at auf einem

geeigneten Teilraum und damit die Existenz von Spitzenformen in den meisten F

�

allen.

Wir bes
hr

�

anken uns im gesamten Kapitel auf Gitter, deren Stufe quadratfrei ist. Im

letzten Abs
hnitt wird der Spezialfall der Primzahldeterminante gesondert behandelt. Man

�ndet in diesem Fall einen Isomorphismus zwis
hen einem Raum gewisser vektorwertiger

Spitzenformen und geeigneten Unterr

�

aumen von S

k

(N;�).

4.1 Elliptis
he Modulformen zu �

0

(N)

Wir stellen einige Fakten

�

uber elliptis
he Modulformen auf der He
kegruppe �

0

(N) zusammen.

Dabei verstehen wir wie

�

ubli
h unter �

0

(N) die Gruppe derjenigen Matrizen

�

a b


 d

�

2 Sl

2

(Z),

die der Kongruenzbedingung 
 � 0 mod N gen

�

ugen. Sie hat in der vollen Modulgruppe den

Index

[Sl

2

(Z) : �

0

(N)℄ = N

Y

pjN

(1 +

1

p

)(4.1)

Mit M

k

(N;�) wollen wir den Raum der holomorphen Modulformen vom Gewi
ht k zum

Charakter � und zur Gruppe �

0

(N) bezei
hnen, und mit S

k

(N;�) den Unterraum der Spit-

zenformen darin. Wegen der avisierten Anwendungen legen wir besonderes Augenmerk auf

die R

�

aume mit quadratfreiem N sowie Charakter � der Form �(

�

a b


 d

�

) = �(d) mit einem

quadratis
hen Diri
hlet
harakter � modulo N .

75
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0

(N)

F

�

ur f , g 2 S

k

(N;�) existiert das Integral

hf; gi :=

Z

F

f(z)g(z)y

k

dxdy

y

2

und ist unabh

�

angig von der Wahl eines Fundamentalberei
hes F . Dies de�niert eine positiv

de�nite hermites
he Form, die wir das Peterssons
he Skalarprodukt nennen. Mit diesem

Skalarprodukt ist S

k

(N;�) ein endli
hdimensionaler Hilbertraum.

Im folgenden ist mit Orthogonalit

�

at im Raum S

k

(N;�) stets Orthogonalit

�

at bez

�

ugli
h

dieses Skalarproduktes gemeint. Au
h die Bildung adjungierter Operatoren wird bez

�

ugli
h

des Peterssons
hen Skalarproduktes dur
hgef

�

uhrt.

Alle Bezei
hungen dieses Abs
hnittes wurden in Anlehnung an die Monographie [Mi℄

gew

�

ahlt.

4.1.1 Fri
keinvolutionen

4.1.1 De�nition. Sei N =

Q

r

i=1

p

i

quadratfrei. F

�

ur i = 1; : : : ; r bezei
hnen wir mit 


p

i

jeweils eine fest gew

�

ahlte Matrix aus Sl

2

(Z), die den Bedingungen




p

i

�

8

>

>

<

>

>

:

�

0 �1

1 0

�

mod p

2

i

�

1 0

0 1

�

mod (N=p

i

)

2

gen

�

ugt. Mit �

p

i

bezei
hnen wir das Produkt 


p

i

�

p

i

0

0 1

�

. Ferner sei abk

�

urzend 


p

i

1

:::p

i

t

:=




p

i

1

: : : 


p

i

t

und ebenso �

p

i

1

:::p

i

t

:= �

p

i

1

: : : �

p

i

t

ges
hrieben. Die �

q

hei�en partielle Fri
kein-

volutionen, f

�

ur q = N au
h einfa
h Fri
keinvolution.

Die Produkte 


p

i

1

� � � 


p

i

t

h

�

angen im allgemeinen von der Reihenfolge der Faktoren ab;

modulo N (sogar N

2

) stimmen die vers
hiedenen Produkte jedo
h

�

uberein. Da es uns nur auf

die 


p

i

1

���p

i

t

mod N sowie �

p

i

1

���p

i

t

mod N

2

ankommt, ist diese S
hreibweise gere
htfertigt.

F

�

ur �

N

kann stets die Matrix

�

0 �1

N 0

�

gew

�

ahlt werden.

Die partiellen Fri
keinvolutionen normalisieren die Gruppe �

0

(N), und f

�

ur quadratis
he

Charaktere stimmen die Werte �(
) und �(�

q


�

�1

q

) f

�

ur alle 
 2 �

0

(N)

�

uberein. De�nieren

wir wie

�

ubli
h den Peterssons
hen Slashoperator f

�

ur alleM 2 Gl

+

2

(R) dur
h die Vereinbarung

f j

k

M(z) := det(M)

k

2

j(M; z)

�k

f(Mz);

so induzieren die partiellen Fri
keinvolutionen Automorphismen der R

�

aume M

k

(N;�) und

S

k

(N;�). Das Quadrat der Fri
keinvolution �

N

induziert dabei die Multiplikation mit (�1)

k

.

4.1.2 He
keoperatoren

Wir de�nieren f

�

ur gegebenes N die Halbgruppen

�

0

(N) :=

��

a b


 d

�

2M

2

(Z) j 
 � 0 mod N; ggT(a;N) = 1; ad� b
 > 0

�

und

�

�

0

(N) :=

��

a b


 d

�

2M

2

(Z) j 
 � 0 mod N; ggT(d;N) = 1; ad� b
 > 0

�
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0
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und bezei
hnen mit R(N) bzw. R

�

(N) die He
kealgebren R(N) := R(�

0

(N);�

0

(N)) bzw.

R

�

(N) := R(�

0

(N);�

�

0

(N)). Na
h Ausdehnung des Charakters auf die genannten Halbgrup-

pen via �(

�

a b


 d

�

) := �(a) sowie �

�

(

�

a b


 d

�

) := �(d) operieren die He
kealgebren R(N) und

R

�

(N) auf dem Modulformenraum S

k

(N;�) (und auf M

k

(N;�)). Lineare Operatoren, die

auf diese Weise von Elementen der beiden He
kealgebren herkommen, nennen wir He
ke-

operatoren.

4.1.2 De�nition. Zu n 2 N de�nieren wir Elemente T (n) bzw. T

�

(n) vonR(N) bzw.R

�

(N)

dur
h

T (n) :=

X

�

0

(N)��

0

(N)2R(N)

det(�)=n

�

0

(N)��

0

(N) und T

�

(n) :=

X

�

0

(N)��

0

(N)2R

�

(N)

det(�)=n

�

0

(N)��

0

(N):

4.1.3 Satz. Es gelten die folgenden Fakten:

1. Die He
kealgebren R(N) und R

�

(N) sind kommutativ.

2. Die Operatoren T (n) und T

�

(n) sind jeweils zueinander adjungiert bez

�

ugli
h des Pe-

terssons
hen Skalarproduktes auf S

k

(N;�).

3. Der Raum S

k

(N;�) besitzt eine Basis aus simultanen Eigenformen zu den Operatoren

T (n) mit ggT(n;N) = 1.

4.1.4 Bemerkung. De�nitionsgem

�

a� (
f. [Mi℄, Nr. 4.5.25 und 4.5.26) wirkt der He
keope-

rator T (n) auf eine Modulform f dur
h

(f jT (n)) (z) = n

k�1

X

ad=n

d>0

d�1

X

b=0

�(a)d

�k

f

�

az + b

d

�

:

Ist nun n ein Teiler von N , so spezialisiert si
h dies zu

(f jT (n)) (z) = n

�1

n�1

X

b=0

f

�

z + b

n

�

:

Sei f(z) =

P

a

j

e(jz) die Fourierentwi
klung einer Modulform f , so folgt in diesem Fall

insbesondere

(f jT (n)) (z) =

1

X

j=0

a

nj

e(jz):

4.1.3 Alt- und Neuformen

Seien l und M nat

�

urli
he Zahlen. Dann ist �

0

(lM) eine Untergruppe der Gruppe �

0

(M).

Modulformen aus S

k

(M;�) liegen deswegen au
h in S

k

(lM; �) (genauer in S

k

(lM; �

j�

0

(lM)

)).

Es gibt aber mehr als nur eine Einbettung: Ist n ein beliebiger Teiler von l, so liegt die

Funktion z 7! f(nz) ebenfalls im Modulformenraum S

k

(lM; �).

Im Raum S

k

(N;�) liegen also im allgemeinen au
h sol
he Modulformen, die si
h bez

�

ugli
h

einer gr

�

o�erer Gruppe �

0

(M) f

�

ur einen Teiler M von N transformieren. Dabei treten aber

nur sol
he Teiler M auf, f

�

ur die si
h der vorgegebene Charakter � auf die gr

�

o�ere Gruppe

�

0

(M) fortsetzen l

�

a�t. Dies ist genau dann der Fall, wenn der F

�

uhrer m

�

des Charakters die

kleinere Stufe M teilt. Wir kommen daher zu der folgenden
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0

(N)

4.1.5 De�nition. Mit S

1

k

(N;�) sei der Raum bezei
hnet, der als Vektorraum von der Menge

[

m

�

jMjN

M 6=N

[

lj

N

M

ff(lz) j f(z) 2 S

k

(M;�)g

erzeugt wird. Wir nennen ihn den Raum der Altformen. Sein orthogonales Komplement

S

0

k

(N;�) hei�t Neuformenraum. Die Elemente des Neuformenraumes hei�en Neuformen.

Die Modulform f(lz) hat o�ensi
htli
h nur sol
he FourierkoeÆzienten a

n

6= 0, f

�

ur die n

ein Vielfa
hes von l ist. Hiervon gilt in gewisser Weise au
h die Umkehrung:

4.1.6 Satz. (
f. [Mi℄, Thm. 4.6.8) Sei l eine nat

�

urli
he Zahl und sei f(z) =

P

a

n

q

n

2

M

k

(N;�). Ferner sei m

�

der F

�

uhrer des Charakters �. Es sei a

n

= 0 f

�

ur alle zum vor-

gegebenen l teilerfremden n.

Dann folgt f = 0, falls ggT(l; N=m

�

) = 1. Andernfalls gibt es zu jedem Primteiler p von

ggT(l; N=m

�

) ein f

p

2M

k

(N=p; �) mit

f(z) =

X

pjggT(l;N=m

�

)

f

p

(pz):

Ist f eine Spitzenform, so kann man au
h alle auftretenden f

p

als Spitzenformen w

�

ahlen.

Die Unterr

�

aume S

0

k

(N;�) und S

1

k

(N;�) sind invariant unter den He
keoperatoren T (n) f

�

ur

zur StufeN teilerfremde n, au�erdem au
h unter den (partiellen) Fri
keinvolutionen �

Q

. Beide

besitzen Basen, die aus simultanen Eigenformen zu allen T (n) mit ggT(n;N) = 1 bestehen.

Ist f eine sol
he Eigenform aus dem Neuformenraum, so ist ihr erster FourierkoeÆzient a

1

unglei
h Null, man kann ihn also normieren.

4.1.7 De�nition. Eine primitive Form ist eine Modulform f 2 S

0

k

(N;�), die die folgenden

Eigens
haften besitzt:

1. f ist eine Eigenform zu allen He
keoperatoren T (n) mit ggT(n;N) = 1.

2. Ist f(z) =

P

1

n=1

a

n

e(nz) die Fourierentwi
klung von f , so gilt a

1

= 1.

4.1.8 Satz. (
f. [Mi℄, Thm. 4.6.13) Der Neuformenraum S

0

k

(N;�) besitzt eine Basis aus primi-

tiven Formen. Diese sind simultane Eigenfunktionen der He
kealgebren R(N) undR

�

(N). Ist

f(z) =

P

1

n=1

a

n

e(nz) die Fourierentwi
klung einer sol
hen Eigenform f , so gilt f jT (n) = a

n

f .

Alt- und Neuformenr

�

aume sind also unter den vollen He
kealgebren invariant. Zum Ab-

s
hlu� des Unterabs
hnittes geben wir das Verhalten einer Neuform unter der Fri
keinvolution

an.

4.1.9 Satz. (
f. [Mi℄, Thm. 4.6.15) Sei � ein quadratis
her Charakter modulo N . Ist f(z) =

P

1

n=1

a

n

e(nz) 2 S

0

k

(N;�) eine primitive Neuform, so au
h f

�

(z) :=

P

1

n=1

�a

n

e(nz), und es

gilt

f j

k

�

N

= 
f

�

f

�

ur eine von f abh

�

angige Konstante 
 2 C

�

.
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4.2 Der Symmetrisierungsoperator f

�

ur quadratfreie Stufe

4.2.1 Die Idee der Symmetrisierung

4.2.1 Satz. (
f. [Od℄, Cor. A

0

even

und Cor. A

0

odd

) Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n),

Determinante D und Stufe N . Dann ist der Standardbasisvektor e

0

2 C[L

0

=L℄ ein Eigenvektor

von �

L

(g) f

�

ur jedes g = (M;') mit M 2 �

0

(N). Ist n gerade, so gilt �

�

L

(g)e

0

= �

L

(g)e

0

mit

�

L

��

a b


 d

�

; '

�

=

8

>

>

<

>

>

:

�

(�1)

n+2

2

D

d

�

falls d > 0;

(�1)

n+2

2

�

(�1)

n+2

2

D

�d

�

falls d < 0:

Wir bes
hr

�

anken uns von vornherein auf sol
he Gitter, deren Stufe quadratfrei ist. Na
h

Korollar 1.1.34 ist dann die Dimension des Gitters gerade, und �

0

(N) operiert auf e

0

dur
h

einen quadratis
hen Charakter. Ist F ein Element des zum Gitter geh

�

origen Kontrollraumes,

so ist die e

0

-Komponentenfunktion F

0

im Raum M

1+

n

2

(N; ��

L

) =M

1+

n

2

(N;�

L

) enthalten.

Ist umgekehrt f 2M

1+

n

2

(N;�

L

), so au
h f j

1+

n

2

�

N

, und die Vors
hrift

f j

1+

n

2

�

N

e

0

: H! C[L

0

=L℄

z 7! f j

1+

n

2

�

N

(z)e

0

de�niert eine vektorwertige Modulform auf der Gruppe �

0

(N), die man dur
h Summation

�

uber ein Repr

�

asentantensystem der Nebenklassen von �

0

(N)nSl

2

(Z) vollinvariant und somit

zu einem Element des Kontrollraumes ma
hen kann. Die Verwendung von f j

1+

n

2

�

N

anstelle

von f ist eigentli
h unerhebli
h, sorgt aber f

�

ur eing

�

angigere Formeln.

4.2.2 De�nition. Seien L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) und �

L

der quadratis
he

Charakter im Sinne von Satz 4.2.1. Sei ferner f 2 M

1+

n

2

(N;�

L

). Dann nennen wir die

Modulform

F

f

(z) :=

X

M2�

0

(N)nSl

2

(Z)

f j

1+

n

2

�

N

(z)e

0

�

�

�

�

�

�

�

1+

n

2

M

�

2 K

L

�

die Symmetrisierung von f . Die lineare Abbildung f 7! F

f

hei�t zu L geh

�

origer Symme-

trisierungsoperator.

4.2.2 Repr

�

asentantensysteme

4.2.3 Satz. Sei N =

Q

r

i=1

p

i

quadratfrei, und seien 


q

die zu den Teilern q von N geh

�

origen

Matrizen aus De�nition 4.1.1. Seien ferner a

i

ganze Zahlen, die den Kongruenzen

a

i

�

�

0 mod p

2

i

1 mod (N=p

i

)

2

gen

�

ugen. Dann ist ein Repr

�

asentantensystem f

�

ur die Nebenklassen �

0

(N)nSl

2

(Z) dur
h die

Matrizen

R

p

i

1

:::p

i

t

s

:= 


p

i

1

:::p

i

t

T

A

p

i

1

:::p

i

t

s

; A

p

i

1

:::p

i

t

:=

Y

j 62fi

1

;:::;i

t

g

a

j

;

gegeben, wobei p

i

1

: : : p

i

t

alle Teiler von N und s die Menge f0; 1; : : : ;

Q

t

j=1

p

i

j

�1g dur
hl

�

auft.
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Beweis: Die Matrizen R

p

i

1

:::p

i

t

s

erf

�

ullen die Kongruenzen

R

p

i

1

:::p

i

t

s

�

8

>

>

<

>

>

:

�

0 �1

1 s

�

mod (p

i

1

: : : p

i

t

)

2

�

1 0

0 1

�

mod

�

N

p

i

1

:::p

i

t

�

2

:(4.2)

Da zwei Matrizen

�

a b


 d

�

und

�

� �


 Æ

�

2 Sl

2

(Z) genau dann kongruent modulo �

0

(N) sind,

wenn 
Æ � 
d � 0 mod N gilt, repr

�

asentieren die angegebenen Matrizen paarweise vers
hie-

dene Nebenklassen. Aus Anzahlgr

�

unden (
f. (4.1)) m

�

ussen sie dann bereits ein vollst

�

andiges

Repr

�

asentantensystem bilden. �

Bemerkung: W

�

ahlt man vers
hiedene 


q

und a

i

, die den jeweiligen Bedingungen gen

�

ugen,

so sind die daraus entstehenden R

p

i

1

:::p

i

t

s

modulo �(N

2

) � �

0

(N)

�

aquivalent, repr

�

asentieren

also die glei
he Nebenklasse. In diesem Sinne sind die 


q

und die R

p

i

1

:::p

i

t

s

wohlde�niert.

Auf die Tatsa
he, da� die Kongruenzen (4.2) modulo der Quadrate q

2

und (N=q)

2

erf

�

ullt

sind, kommt es ni
ht an; au
h Matrizen, die diese nur modulo q und N=q realisieren, sind

Repr

�

asentanten. Es ist jedo
h vorteilhaft, die angegebenen Repr

�

asentanten zu w

�

ahlen, da man

das Verhalten von elliptis
hen Modulformen unter den partiellen Fri
keinvolutionen kennt.

4.2.3 Struktur der Diskriminantengruppe

Sei L ein gerades Gitter mit quadratfreier Stufe N . Die Ordnung jL

0

=Lj = jdet(L)j der Dis-

kriminantengruppe L

0

=L ist dann na
h Lemma 1.1.16 ein Teiler von N

1

. In der Zerlegung

dieser Gruppe gem

�

a� dem Hauptsatz

�

uber endli
he abels
he Gruppen treten daher als Sum-

manden genau sol
he zyklis
he Gruppen Z=p

�

i

i

mit in der Stufe aufgehenden Primzahlen p

i

auf. Da die quadratfreie Stufe die Diskriminantengruppe annulliert, kann aber als Exponent

in dieser Zerlegung nur �

i

= 1 auftreten. Wir erhalten somit eine genaue Aufs
hl

�

usselung der

Struktur von L

0

=L.

4.2.4 Satz. Sei L ein gerades Gitter mit quadratfreier Stufe N =

Q

r

i=1

p

i

. Dann ist die

Diskriminantengruppe L

0

=L eine direkte Summe eindeutig bestimmter F

p

i

-Vektorr

�

aume L

(p

i

)

.

Es gilt die Identit

�

at dim

F

p

i

(L

(p

i

)

) = �

p

i

(D). Die Elemente von L

(p

i

)

sind gerade die N=p

i

-

fa
hen in L

0

=L.

4.2.5 Korollar. Ist 
 = 


p

1

+ � � � + 


p

r

2 L

0

=L = L

(p

1

)

� � � � � L

(p

r

)

die Zerlegung eines

Gruppenelementes 
 in seine Komponenten, so gelten die Kongruenzen

�Nq(
) � �Nq(


p

i

) mod p

i

; i 2 f1; : : : ; rg:

4.2.6 Korollar. F

�

ur 
 2 L

0

=L folgt aus ggT(�Nq(
); N) = 1 bereits, da� keine der Kompo-

nenten 


p

i

in den Untergruppen L

(p

i

)

trivial ist.

4.2.4 Wirkung partieller Fri
keinvolutionen auf dem Gruppenring

Wir untersu
hen die Wirkung der transponierten Darstellungsmatrizen von 


p

i

1

���p

i

t

auf dem

Gruppenring. Dabei ist f

�

ur den Symmetrisierungsoperator einzig die Wirkung auf den Ba-

sisvektor e

0

von Bedeutung. In ihr spiegelt si
h die Struktur der Diskriminantengruppe als

direkte Summe der Untergruppen L

(p

i

)

wieder.

Da die Weildarstellung

�

uber die Gruppe Sl

2

(Z=NZ) faktorisiert, ist �

L

(


p

i

1

���p

i

t

)

t

un-

abh

�

angig von der Auswahl der Matrix 


p

i

1

���p

i

t

.
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4.2.7 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) mit quadratfreier Stufe N =

Q

r

i=1

p

i

.

Sei p

i

1

� � � p

i

t

ein Teiler von N . Dann gilt

�

L

(


p

i

1

���p

i

t

)

t

e

0

= �

p

i

1

���p

i

t

X


2L

(p

i

1

)

�����L

(p

i

t

)

e




mit �

p

i

1

���p

i

t

2 C

�

.

Beweis: Sei 
 2 L

(p

i

1

)

� � � � � L

(p

i

t

)

und sei




p

i

1

���p

i

t

=

�

a b


 d

�

:

Dann ist 
 zum Produkt p

i

1

� : : : � p

i

t

teilerfremd. Somit ist die nat

�

urli
he Multiplikation mit


 ein Automorphismus der Untergruppe L

(p

i

1

)

� � � � � L

(p

i

t

)

. Wir k

�

onnen daher ein ~
 mit


 = 
~
 w

�

ahlen. Man bea
hte, da� aufgrund der De�nition die Produkte a
 und 
d von N

geteilt werden. Na
h der expliziten Formel (
f. Satz 1.2.10) folgt dann

he




; �

L

(


p

i

1

:::p

i

t

)

t

e

0

i = a

0;


=

p

i

(n�2)sgn(
)

p

j
j

2+n

p

jDj

X

r2L=
L

e

�

a




q(r)� h~
; ri+ 
dq(~
)

�

=

p

i

(n�2)sgn(
)

p

j
j

2+n

p

jDj

X

r2L=
L

e

�

a




q(r)

�

:

Somit ist a

0;


unabh

�

angig von der Wahl von 
 2 L

(p

i

1

)

� � � � �L

(p

i

t

)

. Wir betra
hten nun den

Ausdru
k

X


2L

(p

i

1

)

�����L

(p

i

t

)

ja

0;


j

2

=

X


2L

(p

i

1

)

�����L

(p

i

t

)

1

j
j

2+n

jDj

0

�

X

r2L=
L

e

�

a




q(r)

�

1

A

0

�

X

s2L=
L

e

�

�

a




q(s)

�

1

A

=

jL

(p

i

1

)

� � � � � L

(p

i

t

)

j

j
j

2+n

jDj

X

r;s2L=
L

e

�

a




(hs; r � si+ q(r � s))

�

=

jL

(p

i

1

)

� � � � � L

(p

i

t

)

j

j
j

2+n

jDj

X

m2L=
L

X

s2L=
L

e

�

a




(hs;mi+ q(m))

�

:

F

�

ur festes m 2 L ist die Abbildung s 7! e(

a




hs;mi) ein Charakter der endli
hen Gruppe

L=
L. Dieser ist genau dann der triviale Charakter, falls 
 j ahs;mi f

�

ur alle s 2 L, was wegen

ggT(a; 
) = 1 zu m 2 L \ 
L

0

�

aquivalent ist. In diesem Falle ist au
h

a




q(m) ganz, denn es

gilt m = 
Æ f

�

ur ein Æ 2 L

0

und somit

a




q(m) = a
q(Æ) 2 Z. Damit k

�

onnen wir die Glei
hung

fortsetzen dur
h

=

jL

(p

i

1

)

� � � � � L

(p

i

t

)

j � jL=
Lj � j(L \ 
L

0

)=
Lj

j
j

2+n

jDj

=

jL

(p

i

1

)

� � � � � L

(p

i

t

)

j � jL

(p

j

1

)

� � � � � L

(p

j

r�t

)

j

jDj

= 1

wegen des Isomorphismus (L \ 
L

0

)=
L

�

=

f
 2 L

0

=L j 

 2 Lg = L

(p

j

1

)

� � � � � L

(p

j

r�t

)

, wobei

fj

1

; : : : ; j

r�t

g das Komplement der Indexmenge fi

1

; : : : ; i

t

g sei. Damit sind die in die Summe

eingehenden Eintr

�

age jedenfalls ni
httrivial. Da die Darstellungsmatrix �

L

(


p

)

t

aber unit

�

ar

ist, m

�

ussen alle

�

ubrigen Eintr

�

age vers
hwinden. �
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4.2.5 Wirkung der Symmetrisierung auf Fourierreihen

Na
h Konstruktion

�

uberf

�

uhrt der Symmetrisierungsoperator Spitzenformen in Spitzenformen.

Wir haben also eine Konstruktion vorliegen, die prinzipiell die gesu
hten Objekte liefert. Im

allgemeinen kann jedo
h bei der Summation die Null entstehen. Um zu ents
heiden, wann dies

ges
hieht, wollen wir eine explizitere Darstellung des Symmetrisierungsoperators angeben.

4.2.8 Theorem. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) mit der quadratfreien Stufe

N =

Q

r

i=1

p

i

. Sei f 2M

k

(N;�

L

) mit k = 1 +

n

2

. F

�

ur jeden Teiler Q = p

i

1

� � � p

i

t

von N sei

f j

k

�

N

�

Q

(z) =

1

X

n=0

a

Q

n

e(nz)

die Fourierentwi
klung von f j

k

�

N

�

Q

. Ferner sei �

Q

die Konstante aus Satz 4.2.7. F

�

ur 
 =




1

+ � � � + 


r

2 L

0

=L = L

(p

1

)

� � � � � L

(p

r

)

sei A




:=

Q




i

6=0

p

i

. Dabei sei A

0

:= 1 und

�

1

:= 


1

:= E

2

vereinbart.

Dann hat die zu 
 geh

�

orige Komponentenfunktion der Symmetrisierung F

f

die Gestalt

F

f




(z) =

X

A




jQjN

Q

1�

k

2

�

Q

X

n��Qq(
) mod Q

a

Q

n

e(

n

Q

z)(4.3)

= A

1�

k

2




X

n��A




q(
) mod A




0

B

�

X

P j

N

A




P

1�

k

2

�

A




P

a

A




P

Pn

1

C

A

e(

n

A




z):(4.4)

Insbesondere gilt f

�

ur 
 mit zur Stufe teilerfremder Norm Nq(
) (
f. Korollar 4.2.6) stets

F

f




(z) = N

1�

k

2

�

N

X

n��Nq(
) mod N

a

N

n

e(

n

N

z):(4.5)

Beweis: Wir setzen zun

�

a
hst die ausgew

�

ahlten Repr

�

asentanten in die De�nition der Symme-

trisierung von f ein und erhalten mit der Notation aus Satz 4.2.3

F

f

(z) =

X

QjN

Q�1

X

s=0

f j

k

�

N

e

0

�

�

�

�

�

�

�

k

R

Q

s

(z)

=

X

QjN

Q�1

X

s=0

�

f j

k

�

N




Q

T

(

Q

fj: p

j

-Qg

a

j

)s

�

(z)�

�

L

�




Q

T

(

Q

fj: p

j

-Qg

a

j

)s

�

�1

e

0

:

Da die Weildarstellung unit

�

ar ist, ergibt dies unter Benutzung der Glei
hung �

�

L

(M)

�1

=

�

L

(M)

t

und dur
h Einsetzen der De�nitionen

=

X

QjN

Q�1

X

s=0

Q

�

k

2

f j

k

�

N

�

Q

 

z + (

Q

fj: p

j

-Qg

a

j

)s

Q

!

�

L

�

T

(

Q

fj: p

j

-Qg

a

j

)s

�

t

�

L

(


Q

)

t

e

0

=

X

QjN

Q�1

X

s=0

Q

�

k

2

f j

k

�

N

�

Q

 

z + (

Q

fj: p

j

-Qg

a

j

)s

Q

!

�

L

�

T

(

Q

fj: p

j

-Qg

a

j

)s

�

t

�

Q

X


 mit A




jQ

e




:
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Wir betra
hten nun eine feste Komponentenfunktion F

f




. Zu dieser liefern dann o�enbar

in der ersten Summe nur diejenigen Teiler von N , die

�

uber A




liegen, einen Beitrag. Somit

folgt unter Bea
htung der Kongruenz

Q

fj: p

j

-Qg

a

j

� 1 mod Q und unter Ausnutzung der

�

ubli
hen Charakterrelationen

F

f




(z) =

X

A




jQjN

Q

�

k

2

�

Q

Q�1

X

s=0

f j

k

�

N

�

Q

 

z + (

Q

fj: p

j

-Qg

a

j

)s

Q

!

e

2�i(

Q

fj: p

j

-Qg

a

j

)sq(
)

=

X

A




jQjN

Q

�

k

2

�

Q

1

X

n=0

Q�1

X

s=0

e

2�i

(

Q

fj: p

j

-Qg

a

j

)s(n+Qq(
))

Q

a

Q

n

e(

n

Q

z)

=

X

A




jQjN

Q

�

k

2

�

Q

1

X

n=0

Q�1

X

s=0

e

2�is

n+Qq(
)

Q

a

Q

n

e(

n

Q

z)

=

X

A




jQjN

Q

1�

k

2

�

Q

1

X

n=0

n��Qq(
) mod Q

a

Q

n

e(

n

Q

z)

und somit die Behauptung (4.3). Dur
h Umsortieren ergibt si
h hieraus die Darstellung (4.4).

�

Bemerkung: Die Komponentenfunktion F

f

0

besitzt o�enbar die alternative Darstellung

F

f

0

(z) =

X

QjN

Q

1�

k

2

�

Q

f j

k

�

�

N

�

Q

T (Q)

�

(z):(4.6)

Diese entsteht, indem die Summation

P

n��Qq(
) mod Q

a

Q

n

e(

n

Q

z) dur
h He
keoperatoren T (Q)

ausgedr

�

u
kt wird, was f

�

ur 
 = 0 m

�

ogli
h ist. Aus der angegebenen Operatordarstellung folgt

insbesondere, da� mit f au
h die Komponentenfunktion F

f

0

im Neuformenraum liegt.
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4.3 Abbildungseigens
haften des Symmetrisierungsoperators

4.3.1 Geometrie

�

uber dem endli
hen K

�

orper F

p

Ist N die Stufe eines geraden Gitters, so de�niert �Nq eine quadratis
he Form auf der Dis-

kriminantengruppe mit Werten in Z=NZ. Gem

�

a� Korollar 4.2.5 zerf

�

allt L

0

=L f

�

ur quadratfreie

Stufe in eine Summe von F

p

i

-Vektorr

�

aumen L

(p

i

)

. Jeder dieser Vektorr

�

aume tr

�

agt eine qua-

dratis
he Form �Nq

jL

(p

i

)

, deren Werte man in nat

�

urli
her Weise im Grundk

�

orper F

p

i

lesen

kann. Wegen der Bedingungen �Nq(
) � �Nq

jL

(p

i

)

(
) � �Nq(


i

) mod p

i

ist das Abbil-

dungsverhalten der Diskriminantenform �Nq dur
h die Geometrie der quadratis
hen R

�

aume

(L

(p

i

)

;�Nqj

L

(p

i

)

), die si
h mit wenigen Parametern bes
hreiben l

�

a�t, bestimmt.

Seien zun

�

a
hst p eine ungerade Primzahl, V ein endli
hdimensionaler F

p

-Vektorraum und

q eine quadratis
he Form darauf. Na
h De�nition ist dann hx; yi := q(x + y) � q(x) � q(y)

eine Bilinearform auf V . Analog zu De�nition 1.1.1 nennen wir q ni
ht ausgeartet, falls es zu

jedem x 2 V , x 6= 0 ein y mit hx; yi 6= 0 gibt. Alle im folgenden auftretenden quadratis
hen

Formen seien ni
ht ausgeartet.

Wir betra
hten einen eindimensionalen Raum V = F

p

v. Dann hat q die Gestalt q(xv) =

ax

2

. Das Bild von q besteht also entweder aus allen Quadraten oder aus allen Ni
htquadraten

und der Null. In beiden F

�

allen wird die Null nur trivial dargestellt, wogegen jeder andere

Wert im Bild genau zweimal dargestellt wird. Da p ungerade ist, sind diese F

�

alle wesentli
h

voneinander vers
hieden. Ist g 2 F

p

kein Quadrat, so k

�

onnen wir na
h Wahl einer geeigneten

Basis q in die Form q(xv) = x

2

oder q(xv) = gx

2

bringen. Im ersten Fall wollen wir der

quadratis
hen Form das Vorzei
hen � = +1 zuordnen, im zweiten das Vorzei
hen � = �1.

Die Dimension des F

p

-Vektorraums V sei nun 2. Au
h hier gibt es zwei vers
hiedene

Normalformen der quadratis
hen Form: Na
h Wahl einer geeigneten Basis ist (1) q(xv+yw) =

xy oder (2) q(xv+ yw) = x

2

� gy

2

, g kein Quadrat. Im hyperbolis
hen Fall (1) gibt es 2p� 1

isotrope Vektoren, und jeder Wert aus F

�

p

wird genau (p� 1)-mal dargestellt. Im anisotropen

Fall (2) gibt es nur die triviale Darstellung der Null, und jeder andere Wert besitzt genau

p+ 1 Darstellungen.

Ist die Dimension gr

�

o�er als 2, so ist V stets isotrop. Man kann daher hyperbolis
he

Ebenen abspalten und si
h so auf die skizzierten F

�

alle zur

�

u
kziehen. Wir fassen diese

�

Uber-

legungen wie folgt zusammen:

4.3.1 Satz. (
f. [Ar℄, S. 143�) Sei p eine ungerade Primzahl, und sei V ein F

p

-Vektorraum

der Dimension n mit einer ni
ht ausgearteten quadratis
hen Form q darauf.

1. Ist n = 1, so stellt die quadratis
he Form entweder alle Quadrate in F

p

oder alle Ni
ht-

quadrate und die Null dar, und zwar genau zweimal mit Ausnahme der Null, die nur

die triviale Darstellung besitzt.

2. Ist n gerade, so stellt die quadratis
he Form jedes Element von F

p

dar, und zwar mit

Ausnahme der Null mit glei
her Darstellungsanzahl.

3. Ist n � 3 ungerade, so stellt q jedes Element von F

p

dar, jedo
h Quadrate und Ni
ht-

quadrate in unters
hiedli
her Anzahl.

Ist p = 2, so stellt jede ni
ht ausgeartete quadratis
he Form auf V jedes Element von F

2

dar,

und aus trivialen Gr

�

unden mit Ausnahme der Null glei
h oft.
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4.3.2 Injektivit

�

at

Wir wollen die eben angef

�

uhrten Tatsa
hen

�

uber das Abbildungsverhalten quadratis
her For-

men

�

uber den endli
hen K

�

orpern F

p

nutzen, um den Symmetrisierungsoperator zun

�

a
hst auf

Injektivit

�

at zu untersu
hen. Zu diesem Zwe
k betra
hten wir die in Theorem 4.2.8 angege-

bene Darstellung (4.4) der Symmetrisierung einer elliptis
hen Modulform f 2 S

k

(N;�

L

). Es

gen

�

ugt na
hzuweisen, da� mindestens ein FourierkoeÆzient einer Komponentenfunktion von

F

f

unglei
h Null ist.

Besitzt der Quotient N=A




mehrere Teiler, so sind die FourierkoeÆzienten aus (4.4) dur
h

Summen der Form

a

�


;

n

A




�

= A

1�

k

2




X

P j

N

A




P

1�

k

2

�

A




P

a

A




P

Pn

gegeben, in die die zun

�

a
hst nur dem Betrage na
h bekannten Zahlen �

A




P

eingehen. Ist die

Ausgangsform f keine primitive Neuform, so wei� man wenig

�

uber die KoeÆzienten a

A




P

Pn

der

Transformierten f j�

N

�

Q

. Es liegt daher auf der Hand, zun

�

a
hst die Komponentenfunktionen

zu sol
hen Elementen 
 der Diskriminantengruppe zu betra
hten, deren Zerlegung in Kom-

ponenten aus den F

p

i

-Vektorr

�

aumen L

(p

i

)

keinen trivialen Bestandteil hat. In diesem Falle

stimmt die 
 zugeordnete Zahl A




mit der Stufe N

�

uberein, und die Komponentenfunktion hat

die Darstellung (4.5). Die Betra
htungen aus dem vorangegangenen Abs
hnitt liefern dann

in Verallgemeinerung unseres Vorgehens in der Arbeit [Br-Bu℄ die gew

�

uns
hten Ergebnisse.

Wir beginnen mit den notwendigen De�nitionen.

4.3.2 De�nition. Sei � ein Diri
hlet
harakter modulo N = p

1

�: : :�p

r

mit paarweise vers
hie-

denen p

i

, und sei i 2 f1; : : : ; rg. Zu jedem ganzen n w

�

ahlen wir ein m, das den Bedingungen

m �

�

n mod p

i

1 mod N=p

i

gen

�

ugt, und setzen

�

p

i

(n) :=

�

�(m) falls ggT(n; p

i

) = 1;

0 sonst:

Dann ist �

p

i

ein Diri
hlet
harakter modulo p

i

, und es gilt � =

Q

r

i=1

�

p

i

. Wir nennen die �

p

i

die Komponentenzerlegung von �.

4.3.3 De�nition. Sei N = p

1

� : : : � p

r

quadratfrei, wobei vereinbarungsgem

�

a� p

1

< : : : < p

r

gelte. Zu i = 1; : : : ; r seien �

i

2 f�1; 0;+1g vorgegeben. Sei �

L

=

Q

pjN

�

L;p

die Zerlegung

des Charakters �

L

in seine p-Anteile. Dann nennen wir den Raum

S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

) :=

n

f=

X

a

n

e(nz) 2 S

0

k

(N;�

L

)

�

�

�

a

n

=0 falls 9i : �

i

6= 0 und �

L;p

i

(n)=��

i

o

den �

1

: : : �

r

-Raum. Statt +1 und �1 s
hreiben wir au
h kurz + und �.

Die �

1

: : : �

r

-R

�

aume verallgemeinern die klassis
hen +- und �-R

�

aume im Falle der Prim-

zahlstufe N = p, wie sie beispielsweise in [He℄ de�niert sind und au
h in [Br-Bu℄ aufgenommen

werden. Ist N = 2N

0

, so ist der Raum S

�0:::0

k

(2N

0

; �

L

) leer, da der triviale Charakter der

einzige Charakter modulo 2 ist.
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Im Falle r = 1 und �

1

= 0 ist S

0

k

(N;�) genau der Raum der Neuformen; die zwei m

�

ogli
hen

Interpretationen des Symboles S

0

k

(N;�) fallen dann zusammen. Es sei aber auf den Unter-

s
hied zwis
hen den Bedeutungen der Symbole S

+1

k

(N;�) = S

+

k

(N;�) und S

1

k

(N;�) hinge-

wiesen!

4.3.4 Satz. Seien N = p

1

� : : : � p

r

quadratfrei und � ein quadratis
her Diri
hlet
harakter

modulo N . Dann gilt

S

0

k

(N;�) =

M

(�

1

;:::;�

r

)2f�1;+1g

r

S

�

1

:::�

r

k

(N;�):

Beweis: O�enbar gilt

S

�

1

:::�

r

k

(N;�) =

r

\

i=1

S

0:::�

i

:::0

k

(N;�):

Daher gen

�

ugt es zu zeigen, da� f

�

ur jedes i stets

S

0

k

(N;�) = S

0:::+:::0

k

(N;�)� S

0:::�:::0

k

(N;�)(4.7)

gilt. Sei zun

�

a
hst f aus dem Dur
hs
hnitt S

0:::+:::0

k

(N;�) \ S

0:::�:::0

k

(N;�). Dann folgt aus

Satz 4.1.6 bereits f = 0, die Summe ist also direkt. Sei nun f =

P

a

n

e(nz) 2 S

0

k

(N;�) eine

primitive Neuform im Sinne von De�nition 4.1.7. Dann gibt es na
h [Mi℄, Theorem 4.6.16 eine

Konstante 


p

i

2 C

�

und eine primitive Neuform g

p

i

mit f j�

p

i

= 


p

i

g

p

i

. Ist g

p

i

=

P

b

n

e(nz)

die Fourierentwi
klung dieser Neuform, so bere
hnen si
h die FourierkoeÆzienten b

n

mit ni
ht

dur
h p

i

teilbarem n zu b

n

= �

p

i

(n)a

n

. Es folgt

f + 


�1

p

i

f j�

p

i

2 S

0:::+:::0

k

(N;�);

f � 


�1

p

i

f j�

p

i

2 S

0:::�:::0

k

(N;�)

und daher f 2 S

0:::+:::0

k

(N;�) + S

0:::�:::0

k

(N;�): Da der Neuformenraum S

0

k

(N;�) eine Basis

aus primitiven Neuformen besitzt (
f. Satz 4.1.8), ist damit die Behauptung gezeigt. �

4.3.5 De�nition. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) mit der quadratfreien Stufe

N = p

1

� : : : � p

r

. Sei k = 1 +

n

2

. Jedem i 2 f1; : : : ; rg werde wie folgt ein �

i

2 f�1; 0;+1g

zugeordnet:

�

i

=

8

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

:

0 falls dim

F

p

i

L

(p

i

)

� 2 oder p

i

= 2;

+1 falls p

i

6= 2;dim

F

p

i

L

(p

i

)

= 1 und die Form �Nq

jL

(p

i

)

die

Quadrate modulo p

i

darstellt,

�1 falls p

i

6= 2;dim

F

p

i

L

(p

i

)

= 1 und die Form �Nq

jL

(p

i

)

die

Ni
htquadrate modulo p

i

darstellt.

Dann werde mit �

L

die Eins
hr

�

ankung des Symmetrisierungsoperators f 7! F

f

auf

den Raum S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

) bezei
hnet.

4.3.6 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) mit quadratfreier StufeN = p

1

�: : :�p

r

.

Dann ist der Symmetrisierungsoperator �

L

aus De�nition 4.3.5 injektiv.
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Beweis: Sei f =

P

a

n

e(nz) 2 S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

) mit F

f

= 0. Dann vers
hwinden insbeson-

dere alle Komponentenfunktionen F

f




. Wegen der Darstellung (4.5) vers
hwinden daher alle

FourierkoeÆzienten a

N

n

von f j

k

�

2

N

= (�1)

k

f , die zur Stufe N teilerfremd sind und von der

quadratis
hen Form �Nq dargestellt werden. Na
h De�nition des Raumes S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

) ver-

s
hwinden aber au
h alle a

N

n

= (�1)

k

a

n

, die zur Stufe teilerfremd sind und ni
ht im Bild

von �Nq liegen. Daher wird f =

P

a

n

e(nz) nur von sol
hen FourierkoeÆzienten getragen,

die mit der Stufe N gemeinsame ni
httriviale Teiler haben. Na
h Satz 4.1.6 liegt f daher im

Dur
hs
hnitt

f 2 S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

) \ S

1

k

(N;�

L

) = f0g:

�

4.3.7 Korollar. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) mit quadratfreier Stufe N und

Determinante D. Wenn f

�

ur jede ungerade in der Stufe aufgehende Primzahl p die Vielfa
hheit

�

p

(D) stets gr

�

o�er oder glei
h zwei ist, so ist der Symmetrisierungsoperator �

L

auf dem vollen

Neuformenraum S

0

k

(N;�

L

) injektiv, denn es gilt dann �

1

= : : : = �

r

= 0.

4.3.3 Das Bild des Symmetrisierungsoperators

Wir wollen nun den Symmetrisierungsoperator, genauer gesagt seine Eins
hr

�

ankung �

L

auf

den Raum S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

) gem

�

a� De�nition 4.3.5, auf Surjektivit

�

at untersu
hen und sein Bild

bes
hreiben. Wegen der Darstellung (4.6) ist die zu e

0

geh

�

orige Komponente der Symmetri-

sierung einer Neuform stets wiederum eine Neuform. Dies motiviert die erste der folgenden

De�nitionen.

4.3.8 De�nition. Zu einem Gitter L der Stufe N sei

S

0

L

:= fF = (F




)




2 S

L

jF

0

2 S

0

k

(N;�

L

)g

der Unterraum derjenigen Spitzenformen im Kontrollraum, deren e

0

-Komponenten Neuformen

sind, und

A

L

:= fF = (F




)




2 S

L

jF

0

= 0g

der Raum derjenigen Spitzenformen, deren e

0

-Komponenten sogar vers
hwinden.

4.3.9 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n)mit quadratfreier StufeN = p

1

�: : :�p

r

.

Sei k = 1 +

n

2

. Jedem Primfaktor p

i

sei ein �

i

2 f�1; 0;+1g wie in De�nition 4.3.5 zuge-

ordnet. Ferner gelte f

�

ur jeden ungeraden der Primfaktoren p

i

entweder dim

F

p

i

L

(p

i

)

= 1, oder

dim

F

p

i

L

(p

i

)

ist gerade. Dann folgt

S

0

L

= A

L

� Bild(�

L

):

Beweis: Wegen (4.6) gilt die Relation �

L

(S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

)) � S

0

L

. Wir betra
hten die Abbil-

dung

	

L

: S

0

L

! S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

)

F 7! F

0

j

k

�

N

:
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O�enbar ist na
h De�nition f j

k

�

N

(z) = N

k=2

f j

k

S(Nz) f

�

ur jede Funktion f . Mithin folgt

wegen des Transformationsverhaltens der vektorwertigen Modulform F unter der St

�

urzung S

die Glei
hung

F

0

j

k

�

N

(z) = N

k

2

F

0

j

k

S(Nz)

= N

k

2

p

i

2�n

p

jL

0

=Lj

X


2L

0

=L

F




(Nz)(4.8)

= N

k

2

p

i

2�n

p

jL

0

=Lj

X


2L

0

=L

X

n��Nq(
) mod N

n>0

a

�


;

n

N

�

e(nz) 2 S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

);

wobei

F (z) =

X


2L

0

=L

0

B

�

X

n2Z�q(
)

n>0

a(
; n)e(nz)

1

C

A

e




(4.9)

die Fourierentwi
klung von F 2 S

0

L

sei. Somit ist 	

L

wohlde�niert.

Sei nun F = F

f

die Symmetrisierung einer Neuform f =

P

a

n

e(nz) 2 S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

).

Wegen der Voraussetzungen an die Dimensionen dim

F

p

i

L

(p

i

)

= �

p

i

(det(L)) stellen alle auf-

tretenden quadratis
hen Formen �Nqj

L

(p

i

)

die ni
httrivialen Elemente des korrespondieren-

den Grundk

�

orpers F

p

i

na
h Satz 4.3.1 glei
h oft dar. Somit werden na
h Lemma 4.2.5 alle

zur Stufe N teilerfremden Zahlen m glei
h oft von �Nq modulo N dargestellt. Sei � diese

Darstellungsanzahl. Jedes 
 mit ggT(�Nq(
); N) = 1 erf

�

ullt A




= N gem

�

a� Korollar 4.2.6.

Damit �nden wir

F

f

0

j

k

�

N

(z) =N

k

2

p

i

2�n

p

jL

0

=Lj

0

B

B

�

X


2L

0

=L

A




=N

N

1�

k

2

�

N

X

n��Nq(
) mod N

a

N

n

e(nz)

+

X


2L

0

=L

A




<N

A

1�

k

2




X

n��Nq(
) mod N

0

B

�

X

P j

N

A




P

1�

k

2

�

A




P

a

A




P

Pn

1

C

A

e(

N

A




nz)

1

C

C

A

=(�1)

k

�

p

i

2�n

p

jL

0

=Lj

N�

N

X

n>0

ggT(n;N)=1

a

n

e(nz) +

X

n>0

ggT(n;N)>1

b

n

e(nz)

mit gewissen KoeÆzienten b

n

. Wegen 


N

� S mod �(N) l

�

a�t si
h die Konstante �

N

be-

stimmen zu �

N

=

p

i

n�2

p

jL

0

=Lj

. Da nun f eine Neuform ist, k

�

onnen wir die Glei
hung na
h Satz

4.1.6 fortsetzen mit

=(�1)

k

�

N

jL

0

=Lj

f(z):

Die Hintereinanderausf

�

uhrung 	

L

Æ �

L

: S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

)! S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

) ist also ledigli
h die

Multiplikation mit einem Skalar aus C

�

und mithin ein Isomorphismus. Da aber au
h die

Fri
keinvolution F

0

7! F

0

j

k

�

N

ein Isomorphismus ist, kommt jede m

�

ogli
he e

0

-Komponente

im Bild von �

L

vor. Es folgt

S

0

L

= A

L

+Bild(�

L

):
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Sei nun F = �

L

(f) die Symmetrisierung einer Neuform f 2 S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

) mit vers
hwinden-

der e

0

-Komponente F

0

. Dann vers
hwindet au
h f = C � F

0

j

k

�

N

(C 2 C

�

) und mithin die

Symmetrisierung �

L

(f) = F . Die Summe ist also direkt. �

Die Frage na
h der Surjektivit

�

at des Operators �

L

ist also mit der Bestimmung des Raumes

A

L

�

aquivalent. Dieser ist im allgemeinen ni
ht Null; Beispiel 1.2.16 besitzt ein ni
httriviales

Element in A

L

, allerdings f

�

ur ni
ht quadratfreie Stufe. Die Bauart dieses Beispiels ist aber

allgemeiner Natur. Wir geben eine zweite Bes
hreibung, die es erlaubt, in man
hen F

�

allen

das Bild von �

L

zu bestimmen. Wir erhalten dann unser Resultat aus der Arbeit [Br-Bu℄ (
f.

Thm. 5) zur

�

u
k.

Die ModulgruppeO

+

(L) eines Gitters L operiert auf L sowie auf L

0

und somit au
h auf der

Diskriminantengruppe L

0

=L dur
h Gruppenhomomorphismen. Dies induziert eine Operation

dur
h lineare Automorphismen auf dem Gruppenring: Seien g 2 O

+

(L) und e




einer der

Basisvektoren, so setze e

g




:= e

g(
)

. F

�

ur Abbildungen f =

P


2L

0

=L

f




e




: H! C[L

0

=L℄ setze

g

f :=

X


2L

0

=L

f




e

g(
)

=

X


2L

0

=L

f

g

�1

(
)

e




:

Da die Operation der metaplektis
hen Gruppe Mp

2

(Z) via der Weildarstellung mit dieser

Operation der Modulgruppe auf Abbildungen H! C[L

0

=L℄ (von links) vertaus
ht, wie man

unmittelbar an der De�nition (Satz 1.2.6) sieht, f

�

uhrt letztere Modulformen zu �

�

L

in ebensol-


he

�

uber. Wir haben also eine Operation der Gruppe O

+

(L) auf dem Kontrollraum K

L

und

ebenso auf dem Unterraum S

L

der darin enthaltenen Spitzenformen.

Da die zu e

0

geh

�

orende Komponente in si
h

�

uberf

�

uhrt wird, sind die R

�

aume S

0

L

und A

L

invariant. Die Menge der invarianten Elemente in S

0

L

bezei
hnen wir mit (S

0

L

)

O

+

(L)

. Da die

Operation der Modulgruppe auf L

0

=L die Zerlegung in die F

p

i

-Vektorr

�

aume L

(p

i

)

respektiert,

gelten A

g(
)

= A




und �Nq(g(
)) � �Nq(
) mod N f

�

ur alle 
 2 L

0

=L und g 2 O

+

(L).

Somit folgt aus (4.4) unmittelbar

Bild(�

L

) � (S

0

L

)

O

+

(L)

:

4.3.10 Lemma. Zus

�

atzli
h zu den Voraussetzungen von Satz 4.3.9 operiere die Gruppe

O

+

(L) transitiv auf der Menge der Vektoren 
 2 L

0

=L glei
her Norm modulo N . Dann

folgt

Bild(�

L

) = (S

0

L

)

O

+

(L)

:

Beweis: Wegen Bild(�

L

) � (S

0

L

)

O

+

(L)

und Bild(�

L

) � A

L

= S

0

L

gen

�

ugt es, in dieser

Situation die Relation A

L

\ (S

0

L

)

O

+

(L)

= f0g na
hzuweisen. Sei also f =

P




f




e




aus diesem

S
hnitt. Na
h Voraussetzung sind die Komponenten f




und f

Æ

glei
h, falls �Nq(
) � �Nq(Æ)

mod N . Aus der Umsetzungsglei
hung (4.8) folgt dann die Behauptung f = 0. �

4.3.11 Lemma. Sei p eine Primzahl und L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) der Deter-

minante p. Dann operiert O

+

(L) transitiv auf den Vektoren (modulo der Stufe p) glei
her

L

�

ange in L

0

=L. Der Invariantenraum (S

0

L

)

O

+

(L)

stimmt mit dem Raum der Spitzenformen

S

L

�

uberein. Insbesondere gilt A

L

= f0g.

Beweis: Es gilt L

0

=L

�

=

F

p

. F

�

ur p = 2 ist die Aussage trivial. Ansonsten sind die Vektoren


 und �
 die einzigen mit der Norm pq(
) mod p und werden dur
h die Abbildung 
 7! �
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vertaus
ht. Diese wird dur
h die Multiplikation mit �1, die in O

+

(L) enthalten ist, da die

Dimension gerade sein mu�, induziert.

Glei
hzeitig entspri
ht diese Abbildung der Wirkung des Elementes Z 2Mp

2

(Z) auf dem

Gruppenring. Wegen der f

�

ur alle Modulformen zum Dual der Weildarstellung g

�

ultigen Bezie-

hung f




= f

�


sind alle Modulformen invariant. Ferner ist �

L

der ni
httriviale quadratis
he

Charakter modulo p, jede Modulform in S

k

(p; �

L

) ist daher bereits Neuform. �

4.3.12 Korollar. (
f. [Br-Bu℄, Thm. 5) Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) mit

Primzahldeterminante und -stufe jdet(L)j = N = p. Ihm sei wie in De�nition 4.3.5 ein

Vorzei
hen � zugeordnet. Dann ist

�

L

: S

�

1+

n

2

(p; �

p

) �! S

L

ein Isomorphismus.

4.3.13 Bemerkung. Im Primzahlfall kann man die Wahl des Vorzei
hens � mit Hilfe von

Satz 1.1.39 ganz explizit angeben. F

�

ur p = 2 ist � = 0, ansonsten bestimmt si
h � dur
h p

mod 8 und n mod 8 wie in der Tabelle angegeben:

n(8)np(8) 1 3 5 7

0 = � = �

2 + = + =

4 = + = +

6 � = � =

Gitter mit Daten, deren Position mit = gekennzei
hnet ist, existieren ni
ht.

Beweis: Sei p eine ungerade Primzahl und sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) mit

Determinante p. Dann istM := L

0

(p), also das duale Gitter mit der reskalierten quadratis
hen

Form pq, wiederum ein gerades Gitter der Signatur (2; n), allerdings mit Determinante p

n+1

.

Hierauf wollen wir Satz 1.1.39 anwenden und bestimmen daher die Gr

�

o�en n

q

, k

p

und t

q

von

M . Da sowohl Stufe als au
h Determinante ungerade sind, besteht die 2-adis
he Zerlegung

nur aus 2�2-Bl

�

o
ken mit ungeraden Vorfaktoren. Es treten also nur die Terme t

2

0 = 0, k

2

= 0

und n

2

0
= n + 2 auf. F

�

ur alle ungeraden Primzahlen q 6= p ist n

q

0
= n+ 2 und k

q

= 0, alle

anderen n

q

i

vers
hwinden. Daher liefern diese Primzahlen keinen Beitrag in der Glei
hung

aus dem genannten Satz.

Es bleiben die zu p geh

�

origen Daten n

p

i

und k

p

zu bestimmen. Wegen der Bedingungen

an die Diskriminantengruppe gilt

M �

p

L

p

0
� L

p

(p)

mit n

p

0
= 1, n

p

= n + 1 und n

p

i

= 0 f

�

ur alle i � 2. Sind �

i

=

�

detL

p

i

p

�

, so gilt �

0

�

1

=

�

a

p

�

,

wobei det(L) = p

�

a mit p - a sei. Ferner ist k

p

= 1

�

aquivalent zu �

1

= �1 und somit dur
h

das Vorzei
hen �

0

= � bestimmt. Wir erhalten die Beziehung

4Æ

�;�1

� (2� p)n� p� 1 mod 8

mit dem Krone
kersymbol Æ

�;�

. Bezieht man no
h den Faktor �

1

2

, der aus der Darstellung

�pq(x) = �

1

2

x

t

Ax herr

�

uhrt und der das Abbildungsverhalten im Falle p � 5 oder 7 mod 8

umkehrt, mit ein, so erhalten wir obige Tabelle. �
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Der Unters
hied zur in [Br-Bu℄ angegebenen Tabelle r

�

uhrt von der Verwendung des Git-

ters L(�1) anstelle von L her. Alternativ l

�

a�t si
h diese Tafel au
h

�

uber Milgrams Formel

herleiten. Ist p eine ungerade Primzahl, so hat das Gitter H �H � A

p�1

(�1) (mit A

n

aus

Beispiel 1.1.18 Nr. 3) Determinante und Stufe p, liefert also ein Gitter, das den Bedingun-

gen von Korollar 4.3.12 gen

�

ugt. F

�

ur sol
he Gitter wird

�

ubrigens der komplement

�

are Raum

S

��

(p; �

p

) vom Symmetrisierungsoperator annulliert. Denn die Komponentenfunktionen F

f




f

�

ur 
 6= 0 vers
hwinden na
h De�nition von S

��

(p; �

p

), woraus mittels der Umsetzungsglei-


hung (4.8) und einem Neuformenargument au
h F

f

0

= 0 folgt. F

�

ur Gitter mit allgemeinen

quadratfreien Stufen bleiben aber weitere Komponentenfunktionen zu bestimmen, f

�

ur die wir

ledigli
h lineare Relationen erhalten.

Aus der Darstellung der e

0

-Komponente gem

�

a� (4.6) in Verbindung mit dem Beweis von

Satz 4.3.9 ergibt si
h ein Korollar

�

uber elliptis
he Modulformen, das Lemma 3 aus [Br-Bu℄

verallgemeinert und das wir zum Abs
hlu� angeben wollen.

4.3.14 Korollar. Sei L ein Gitter, das den Voraussetzungen aus Satz 4.3.9 gen

�

ugt, und sei

f 2 S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

). Dann gilt mit den aus 4.3.9

�

ubernommenen Bezei
hungen die Glei
hheit

f =

(�1)

k

jL

0

=Lj

� N

X

QjN

Q

1�

k

2

�

Q

f j

k

�

�

N

�

Q

T (Q)

�

:
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Kapitel 5

Konsequenzen f

�

ur einfa
he

Kontrollr

�

aume

Den im vorangegangenen Kapitel untersu
hten Symmetrisierungsoperator �

L

wollen wir aus-

nutzen, um bei m

�

ogli
hst vielen Gittern die Existenz von Spitzenformen im Kontrollraum

na
hzuweisen. Wegen der Injektivit

�

at dieses Operators �

L

auf dem dem Gitter zugeordneten

�

1

: : : �

r

-Raum gen

�

ugt es, die Existenz ni
httrivialer Modulformen f 2 S

�

1

:::�

r

k

(N;�

L

) na
hzu-

weisen.

Dabei behandeln wir zun

�

a
hst unter Benutzung klassis
her Resultate den Fall der Prim-

zahlstufe getrennt. Hier k

�

onnen wir alle Kon�gurationen von Dimension, Determinante und

Stufe angeben, in denen einfa
he Kontrollr

�

aume m

�

ogli
h sind.

Die Behandlung von Gittern mit beliebiger quadratfreier Stufe f

�

uhrt in die Theorie gewis-

ser elliptis
her Modulformen, sogenannter CM-Formen. Diese werden im zweiten Abs
hnitt

behandelt. Den Abs
hlu� bildet eine Betra
htung der Eigens
haften von Gittern, bei denen

si
h die Untersu
hung der Spitzenformenr

�

aumeS

L

allen in der Arbeit dargestellten Methoden

entziehen.

5.1 Gitter mit Primzahlstufe

5.1.1 Der Fall p = 2

Wir betra
hten zun

�

a
hst den Fall eines geraden Gitters der Stufe 2 gesondert. Ein Beispiel

eines sol
hen Gitters ist L = H � H(2). Na
h Satz 4.3.6 ist der Symmetrisierungsoperator

�

L

f

�

ur diese Gitter auf dem Neuformenraum S

0

k

(2; �

L

) = S

0

k

(2; 1) injektiv. Enth

�

alt dieser

Raum ein ni
httriviales Element, so umfa�t der Kontrollraum K

L

eine e
hte Spitzenform.

Wir m

�

ussen also die Neuformenr

�

aume auf �

0

(2) untersu
hen.

5.1.1 Satz. (
f. [Co-Oe℄, Thm. 1) Seien k � 2 ganz, N quadratfrei und � ein Diri
hlet
ha-

rakter modulo N , der der Relation �(�1) = (�1)

k

gen

�

ugt. Dann gilt f

�

ur den Raum der

Spitzenformen zu �

0

(N) die Dimensionsformel

dimS

k

(N;�) =

k � 1

12

X

djN

d+K(N;�; k) +R(k; �)

mit

K(N;�; k) := �2

r(N)�1

+ k

1

(k)

X

x mod N

x

2

+1�0 mod N

�(x) + k

2

(k)

X

x mod N

x

2

+x+1�0 mod N

�(x);

93
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wobei

k

1

(k) :=

8

<

:

0 falls k ungerade,

�

1

4

falls k � 2 mod 4;

1

4

falls k � 0 mod 4;

k

2

(k) :=

8

<

:

0 falls k � 1 mod 3;

�

1

3

falls k � 2 mod 3;

1

3

falls k � 0 mod 3

und r(N) die Zahl der vers
hiedenen Primfaktoren von N bezei
hne. Der Korrekturterm

R(k; �) hat den Wert 1, falls k = 2 und � = 1, ansonsten vers
hwindet er.

5.1.2 Bemerkung. Unter Ausnutzung von Lemma 3.4.4 folgt die triviale Abs
h

�

atzung

jK(N;�; k)j �

13

p

6

18

p

N:

F

�

ur eine nat

�

urli
he Zahl t und eine Modulform f bezei
hne �

t

(f) die Modulform

�

t

(f)(z) := f(tz):

Wir fassen �

t

stets als linearen Operator S

k

(m;�)! S

k

(stm; �) (s 2 N) zwis
hen geeigneten

R

�

aumen von Modulformen auf. Dieser ist injektiv, und die Bilder aller m

�

ogli
hen Einbet-

tungen erzeugen den Unterraum der Altformen. Altformen auf der Gruppe �

0

(2) m

�

ussen

bereits zur vollen Modulgruppe Sl

2

(Z) geh

�

oren; es gibt die zwei Einbettungen �

1

und �

2

. Wir

untersu
hen ihren S
hnitt.

5.1.3 Lemma. Sei � ein Diri
hlet
harakter mit F

�

uhrer m

�

und sei k > 0. Ferner seien m

ein Vielfa
hes von m

�

und p > 1 eine zu m teilerfremde nat

�

urli
he Zahl. Dann gilt

�

1

(S

k

(m;�)) \ �

p

(S

k

(m;�)) = f0g:

Beweis: Sei f =

P

a

n

e(nz) 2 S

k

(m;�) \ �

p

(S

k

(m;�)). Dann gibt es na
h De�nition ein

g 2 S

k

(m;�) mit f(z) = g(pz) f

�

ur alle z 2 H. Mithin folgt a

n

= 0 f

�

ur alle zu p teilerfremden

n. Wegen ggT(p;m=m

�

) = 1 folgt aus Satz 4.1.6 sofort f = 0. �

Es folgt in unserer Situation

dimS

0

k

(2; 1) = dimS

k

(2; 1) � 2 dimS

k

(Sl

2

(Z); 1):(5.1)

Dies erlaubt uns eine Abs
h

�

atzung der Dimension. Zusammen mit den hinl

�

angli
h bekannten

Tafeln (
f. [Mi℄, S. 296) erkennen wir, da� der Raum der Neuformen auf �

0

(2) genau dann

trivial ist, wenn k eine der Zahlen 2, 4, 6 oder 12 ist. Dies liefert den folgenden

5.1.4 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) der Stufe 2. Dann ist sein Kontroll-

raum ni
ht einfa
h, falls n 62 f2; 6; 10; 22g ist.

5.1.2 Der Fall gro�er Determinante

Als n

�

a
hstes betra
hten wir Gitter mit ungerader Primzahlstufe p, deren Determinante ni
ht

mit der Stufe

�

ubereinstimmt. Ihr Betrag ist dann eine Potenz p

�

, � > 1. In diesem Fall ist

na
h Satz 4.3.6 der Symmetrisierungsoperator �

L

auf dem Neuformenraum S

0

k

(p; �

L

) injektiv.

Wir m

�

ussen letzteren also auf Trivialit

�

at

�

uberpr

�

ufen.

Na
h Satz 4.2.1 ist in dem Fall, da� die Determinante eine ungerade Potenz der Stufe ist,

der Charakter �

L

primitiv, jede Modulform in S

k

(p; �

L

) ist eine Neuform. Im Fall gerader Po-

tenz gilt die zu (5.1) analoge Dimensionsformel. Die bekannten Tafeln in Verbindung mit Satz

5.1.1 und Bemerkung 5.1.2 erlauben uns wiederum, alle F

�

alle mit trivialem Neuformenraum

zu bestimmen.
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5.1.5 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n). Seine Stufe sei eine ungerade Prim-

zahl p und seine Determinante sei eine Potenz p

�

mit � > 1. Dann ist sein Kontrollraum

ni
ht einfa
h, falls das Tripel (p; n; �mod 2) ni
ht der folgenden Ausnahmemenge angeh

�

ort:

(p; n; � mod 2) 62 f(3; 2; 0); (3; 4; 1); (3; 6; 0); (3; 8; 1); (5; 2; 0); (5; 2; 1); (5; 6; 1);

(7; 2; 0); (13; 2; 0); (13; 2; 1); (17; 2; 1)g

(Man bea
hte, da� wegen �(�1) = (�1)

k

dur
h p und � der Wert von n bereits modulo 4

bestimmt ist.)

5.1.3 Der Fall der Primzahldeterminante

Im letzten no
h zu behandelnden Fall gerader Gitter mit Primzahlstufe ist bereits die Deter-

minante eine ungerade Primzahl. Dann ist der Charakter �

L

= (

�

p

) primitiv, jede Modulform

ist daher eine Neuform. Allerdings ist der Symmetrisierungsoperator �

L

in dieser Situation

nur auf dem Raum S

�

k

(p; �

L

) injektiv, wobei si
h das Vorzei
hen � aus k bzw. n und p gem

�

a�

der in Bemerkung 4.3.13 angegebenen Tabelle bestimmt. Da die Stufe p eine Primzahl ist,

k

�

onnen wir uns auf ein klassis
hes Resultat st

�

utzen.

5.1.6 Satz. (
f. [He℄, S

�

atze 9 und 10) Sei p eine ungerade Primzahl. Gilt p � 1 mod 4,

so haben S

+

k

�

p;

�

�

p

��

und S

�

k

�

p;

�

�

p

��

die glei
he Dimension. F

�

ur Primzahlen p � 3 mod 4,

p 6= 3 gilt

dimS

+

k

�

p;

�

�

p

��

� dimS

�

k

�

p;

�

�

p

��

= h(�p)

mit der Klassenzahl h(�p) des imagin

�

ar quadratis
hen Zahlk

�

orpers Q(

p

�p). F

�

ur p = 3 gilt

s
hlie�li
h

0 � dimS

+

k

�

p;

�

�

p

��

� dimS

�

k

�

p;

�

�

p

��

� 1:

Da die Summe der beiden Vorzei
henr

�

aume den Vektorraum aller Modulformen zu �

0

(p)

geeigneten Gewi
hts und Charakters ergibt, ist f

�

ur Primzahlen p � 1 mod 4 mit S

k

(p; (

�

p

))

au
h jeder der Vorzei
henr

�

aume ni
httrivial, und die Symmetrisierung liefert eine Spitzenform

im Kontrollraum. F

�

ur p � 3 mod 4 und � = +1 ist daf

�

ur ebenfalls die Bedingung S

k

(p; (

�

p

)) 6=

f0g hinrei
hend. Ist das Vorzei
hen dagegen � = �1, so stellt erst die Unglei
hung

dimS

k

(p; (

�

p

)) > h(�p)

die Existenz ni
httrivialer Spitzenformen im Kontrollraum si
her. Eine Standard-Abs
h

�

at-

zung f

�

ur die Klassenzahl liefert in Verbindung mit Satz 5.1.1 dann die Ergebnisse.

5.1.7 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n). Seine Stufe sei eine ungerade Prim-

zahl p und stimme mit seiner Determinante

�

uberein. Dann ist sein Kontrollraum ni
ht einfa
h,

falls das Paar (p; n) ni
ht der folgenden Ausnahmemenge angeh

�

ort:

(p; n) 62 f(3; 4); (3; 8); (5; 2); (5; 6); (7; 8); (13; 2); (17; 2)g
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5.2 Gitter mit quadratfreier Stufe

5.2.1 Die Diskriminantenform stellt Z=NZ dar

Na
h der vollst

�

andigen Abhandlung der Gitter, deren Stufe sogar eine Primzahl ist, betra
h-

ten wir nun Gitter allgemeiner quadratfreier Stufe N . In diesem ersten Abs
hnitt sei die

quadratis
he Form �Nq : L

0

=L ! Z=NZ surjektiv. Dies ist na
h Satz 4.3.1 genau dann der

Fall, wenn die p-Ordnung der Determinante des Gitters f

�

ur jeden ungeraden Primteiler min-

destens 2 ist. Dann ist der Symmetrisierungsoperator �

L

auf dem Neuformenraum S

0

k

(N;�

L

)

injektiv. Wir m

�

ussen also untersu
hen, wann dieser eine positive Dimension hat.

Der Charakter �

L

ist im allgemeinen ni
ht primitiv; sein F

�

uhrer m

L

ist gegeben dur
h

m

L

:=

Y

p6=2

�

p

(det(L))�1 mod 2

p:(5.2)

Wir leiten zun

�

a
hst eine Dimensionsformel f

�

ur die R

�

aume S

0

k

(N;�) mit quadratfreiem N her.

Diese beruht darauf, da� f

�

ur Summen endli
hdimensionaler Vektorr

�

aume V

i

die Dimensions-

formel

dim(V

1

+ : : :+ V

t

) =

t

X

j=1

(�1)

j+1

X

fi

1

;::: ;i

j

g�f1;::: ;tg

dim(V

i

1

\ : : : \ V

i

j

)(5.3)

gilt. Um diese auf die vers
hiedenen Einbettungen der Modulformenr

�

aume zu kleinerer Stufe

anwenden zu k

�

onnen und damit die Dimension des Altformenraumes zu bestimmen, m

�

ussen

wir die S
hnitte sol
her R

�

aume untersu
hen. Ein erstes derartiges Ergebnis lieferte Lemma

5.1.3. Im folgenden sei � ein Diri
hlet
harakter modulo N mit F

�

uhrer m

�

. Ferner sei k stets

positiv.

5.2.1 Lemma. Seien m, p

1

und p

2

paarweise teilerfremde nat

�

urli
he Zahlen mit m

�

j m.

Dann gilt

S

k

(p

1

m;�) \ S

k

(p

2

m;�) = S

k

(m;�):

Beweis: Sei f ein Element des S
hnittes S

k

(p

1

m;�)\S

k

(p

2

m;�). Dann gilt f j

k


 = f f

�

ur alle


 2 �

0

(p

1

m)[�

0

(p

2

m) und daher au
h f

�

ur alle 
 in der von dieser Menge erzeugten Gruppe.

Sei n eine zu m teilerfremde Zahl, so l

�

a�t sie si
h s
hreiben als Produkt

n = n

1

n

2

mit ggT(n

1

; p

1

m) = 1; ggT(n

2

; p

2

m) = 1:

Die Gruppen �

0

(p

i

m) enthalten daher jeweils ein Element, das modulo der Hauptkongruenz-

gruppe �(p

i

m) zu

�

n

i

0

0 n

�1

i

�

(i = 1; 2)

�

aquivalent ist. Die von �

0

(p

1

m)[�

0

(p

2

m) erzeugte Gruppe enth

�

alt daher eine modulo �(m)

zu

�

n 0

0 n

�1

�

�

aquivalente Matrix M

n

. Ohnehin ist die Translationsmatrix in den beiden He
kegruppen

enthalten. Da diese und die Matrizen M

n

f

�

ur (n;m) = 1 bereits die Gruppe �

0

(m) erzeugen,

ist f 2 S

k

(m;�). Die umgekehrte Inklusion ist trivial. �
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5.2.2 Lemma. Seien m, p

1

und p

2

paarweise teilerfremde Zahlen mit m

�

j m. Dann gelten

�

1

(S

k

(p

1

m;�)) \ �

p

1

(S

k

(p

2

m;�)) = �

p

1

(S

k

(m;�))

und

�

p

2

(S

k

(p

1

m;�)) \ �

p

1

(S

k

(p

2

m;�)) = �

p

1

p

2

(S

k

(m;�)):

Beweis: Sei r = 1 oder r = p

2

und sei

f =

X

a

n

e(nz) 2 �

r

(S

k

(p

1

m;�)) \ �

p

1

(S

k

(p

2

m;�)) � S

k

(p

1

p

2

m;�):

Dann gibt es g 2 S

k

(p

1

m;�) und h 2 S

k

(p

2

m;�) mit f(z) = g(rz) = h(p

1

z) f

�

ur alle z 2

H. Daher vers
hwinden alle a

n

mit zu r oder p

1

teilerfremdem n, mithin f

�

ur alle zu rp

1

teilerfremden n. F

�

ur r = 1 gilt na
h Satz 4.1.6 nun f(z) = f

p

1

(p

1

z) und somit die Inklusion

\�". Im Falle r = p

2

folgt aus Satz 4.1.6 ledigli
h f(z) = f

p

1

(p

1

z) + f

p

2

(p

2

z). Dur
h

no
hmalige Anwendung des Argumentes auf f

p

1

und f

p

2

folgt die Behauptung aber au
h in

diesem Fall. Die umgekehrte Inklusion ist trivial. �

5.2.3 Satz. Sei m

�

der F

�

uhrer des Diri
hlet
harakters � und sei N = p

1

: : : p

r

m

�

mit paar-

weise vers
hiedenen und m

�

ni
ht teilenden Primzahlen p

i

. Dann gilt die Dimensionsformel

dimS

0

k

(N;�) =

r

X

j=0

(�2)

r�j

X

fi

1

;:::;i

j

g�f1;:::;rg

dimS

k

(p

i

1

� : : : � p

i

j

m

�

; �)

=

k � 1

12

X

djm

�

d �

Y

pj

N

m

�

(p� 1) +K(N;m

�

; �; k) � Æ

r

2

r(N)�1

+ (�1)

r

R(k; �)

mit

K(N;m

�

; �; k) =

r

X

j=0

(�2)

r�j

X

fi

1

;:::;i

j

g�f1;:::;rg

0

B

B

B

B

�

k

1

(k)

X

x mod p

i

1

:::p

i

j

m

�

x

2

+1�0 mod p

i

1

:::p

i

j

m

�

�(x)+k

2

(k)

X

x mod p

i

1

:::p

i

j

m

�

x

2

+x+1�0 mod p

i

1

:::p

i

j

m

�

�(x)

1

C

C

C

C

A

mit k

1

(k), k

2

(k), r(n) und R(k; �) wie in Satz 5.1.1 sowie Æ

r

= 1, falls r = 0, Æ

r

= 0 sonst.

Beweis: O�enbar gilt

S

1

k

(N;�) =

X

m

�

jnjN

X

ÆjN=n

�

Æ

(S

k

(n; �))

=

r

X

i=1

�

�

1

(S

k

(p

1

: : : bp

i

: : : p

r

m

�

; �)) + �

p

i

(S

k

(p

1

: : : bp

i

: : : p

r

m

�

; �))

�

;

da alle

�

ubrigen Einbettungen von R

�

aumen zu kleinerer Stufe

�

uber diese angegebenen faktori-

sieren. Setzen wir f

�

ur einen Moment

V

2i

:= �

1

(S

k

(p

1

: : : bp

i

: : : p

r

m

�

; �))

und V

2i�1

:= �

p

i

(S

k

(p

1

: : : bp

i

: : : p

r

m

�

; �));
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wobei die Notation bp

i

die Auslassung des Faktors p

i

im Produkt bedeute, so liefert (5.3) die

Glei
hung

dimS

0

k

(N;�) = dimS

k

(N;�) � dim

 

2r

X

i=1

V

i

!

= dimS

k

(N;�)�

2r

X

j=1

(�1)

j+1

X

fi

1

;:::;i

j

g�f1;:::;2rg

dim(V

i

1

\ � � � \ V

i

j

):

Nun ist der S
hnitt na
h Lemma 5.1.3 trivial, falls ein Paar V

2i�1

; V

2i

darin vorkommt. Es

liefern daher nur diejenigen Summanden einen Beitrag zur Summe, in denen von sol
hen

Paaren h

�

o
hstens ein Vertreter vorkommt, was die Zahl der zu s
hneidenden Vektorr

�

aume auf

r begrenzt. Wir erhalten

= dimS

k

(N;�) +

r

X

j=1

(�1)

j

X

fi

1

;:::;i

j

g�f1;:::;rg

X

(k

1

;:::;k

j

)2f0;1g

j

dim(V

2i

1

�k

1

\ � � � \ V

2i

j

�k

j

):

Wendet man weiter sukzessive die Lemmata 5.2.1 und 5.2.2 an, so kann man die verbliebenen

S
hnitte bestimmen. Dies f

�

uhrt zu

= dimS

k

(N;�) +

r

X

j=1

(�1)

j

X

fi

1

;:::;i

j

g�f1;:::;rg

�

�

X

(k

1

;:::;k

j

)2f0;1g

j

dim(�

Q

k

j

=1

p

i

j

(S

k

(p

1

: : :
p

i

1

: : :
p

i

j

: : : p

r

m

�

; �))):

Bea
htet man, da� die vers
hiedenen Einbettungen �

q

(S

k

(p

1

: : :
p

i

1

: : :
p

i

j

: : : p

r

m

�

) als injekti-

ve Bilder des glei
hen Raumes zueinander isomorph sind, so erh

�

alt man das erste behauptete

Ergebnis

= dimS

k

(N;�) +

r

X

j=1

(�2)

j

X

fi

1

;:::;i

j

g�f1;:::;rg

dimS

k

(p

1

: : :
p

i

1

: : :
p

i

j

: : : p

r

m

�

; �)

=

r

X

j=0

(�2)

j

X

fi

1

;:::;i

j

g�f1;:::;rg

dimS

k

(p

1

: : :
p

i

1

: : :
p

i

j

: : : p

r

m

�

; �):

Setzen wie die Dimensionsformeln aus Satz 5.1.1 ein, so erhalten wir hieraus

=

r

X

j=0

(�2)

j

X

fi

1

;:::;i

j

g�f1;:::;rg

 

k � 1

12

X

djp

1

:::
p

i

1

:::
p

i

j

:::p

r

m

�

d+K(p

1

: : :
p

i

1

: : :
p

i

j

: : : p

r

m

�

; �; k)

+ 2

r(p

1

:::
p

i

1

:::
p

i

j

:::p

r

m

�

)�1

� 2

r(p

1

:::
p

i

1

:::
p

i

j

:::p

r

m

�

)�1

+R(k; �)

!

=

k � 1

12

X

m

�

jnjN

(�2)

r�r(

n

m

�

)

X

djn

d+K(N;m

�

; �; k) �

X

m

�

jnjN

(�2)

r�r(

n

m

�

)

2

r(

n

m

�

)+r(m

�

)�1

+

r

X

j=0

�

r

j

�

(�2)

j

R(k; �)
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=

k � 1

12

X

djm

�

d �

Y

pj

N

m

�

�

(p+ 1) + (�2)

�

+K(N;m

�

; �; k)� 2

r(N)�1

X

m

�

jnjN

(�1)

r�r(

n

m

�

)

+ (�1)

r

R(k; �)

=

k � 1

12

X

djm

�

d �

Y

pj

N

m

�

(p� 1) +K(N;m

�

; �; k)� Æ

r

2

r(N)�1

+ (�1)

r

R(k; �)

dur
h mehrmalige Anwendung des binomis
hen Lehrsatzes wie behauptet. �

Da der gr

�

o�te positive Summand in der Dimensionsformel aus Satz 5.2.3 f

�

ur alle positiven

Æ gr

�

o�er als k

Æ

N

1�Æ

ist und da si
h alle weiteren Summanden na
h Lemma 3.4.4 dur
h eine

beliebige Wurzel aus N abs
h

�

atzen lassen, gewinnen wir ein Kriterium, wann der Neufor-

menraum S

0

k

(N;�) f

�

ur quadratfreie Stufe N ni
ht trivial sein kann. In diesen F

�

allen m

�

ussen

Gitter, deren Symmetrisierungsoperator �

L

gem

�

a� De�nition 4.3.5 auf diesem Raum injektiv

ist, Spitzenformen in ihrem Kontrollraum besitzen.

5.2.4 Satz. (
f. Anhang A, Korollar A.1.2) Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) mit

der quadratfreien Stufe N . F

�

ur jeden ungerade Primteiler p von N sei �

p

(det(L)) � 2. Ist

dann N gr

�

o�er als eine von n abh

�

angige S
hranke N

0

(n), so ist sein Kontrollraum ni
ht

einfa
h. Dabei ist N

0

(n) gegeben dur
h die folgende Tabelle:

n 2 4 6 8 10 12 14 16 18

N

0

(n) 570570 39270 4830 4830 30030 30 4290 2310 390

5.2.2 No
h einmal: Der Fall der Primzahldeterminante

Bevor wir uns den Gittern Lmit quadratfreier Stufe, deren Diskriminantenform ni
ht surjektiv

ist, zuwenden, rekurrieren wir kurz auf den Fall der ungeraden Primzahldeterminante p. In

diesem Falle ist der Symmetrisierungsoperator �

L

auf dem zugeordneten �-Raum injektiv.

Der Raum S

k

(p; �

L

) stimmt mit dem Raum der Neuformen

�

uberein und besitzt daher eine

Basis aus primitiven Neuformen. Diese spiegeln ni
ht die Zerlegung in die Vorzei
henr

�

aume

wider: Da f

�

ur jede primitive Neuform f =

P

a

n

e(nz) na
h De�nition a

1

= 1 gilt, m

�

ussen sie

stets einen Anteil im +-Raum haben; andererseits mu� es zumindest bei einigen von ihnen

Anteile im �-Raum geben, da sie sonst keine Basis sein k

�

onnten.

Ist 
 der Faktor aus Satz 4.1.9, so kann man mit Hilfe der Darstellung (4.6) die Komponente

F

f

0

der Symmetrisierung einer primitiven Neuform f bere
hnen. Wir erhalten:

5.2.5 Lemma. Ist L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) mit ungerader Primzahldetermi-

nante p, so gilt f

�

ur die Symmetrisierung einer primitiven Neuform f =

P

a

n

e(nz) 2 S

k

(p; �

L

)

die Glei
hung

F

f

0

= 
f

�

+ (�1)

k

p

i

n�2

p

1�k

2

a

p

f:(5.4)

Wenn nun diese e

0

-Komponente vers
hwindet, so sind o�enbar f und f

�

linear abh

�

angig

und sogar s
hon glei
h, da ihre jeweiligen ersten FourierkoeÆzienten a

1

und �a

1

�

uberein-

stimmen, denn f und f

�

sind primitive Neuformen. Da stets f

�

ur n mit p - n die Beziehung

�a

n

= �

L

(n)a

n

gilt, ist f = f

�

mit der Bedingung a

n

= �

L

(n)a

n

�

aquivalent. Spitzenformen,

die sol
her Bedingung gen

�

ugen, nennen wir CM-Formen. Trivialerweise erf

�

ullen die Elemente

des +-Raumes diese Bedingung. Die Untersu
hung sol
her primitiven Neuformen, die keine
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CM-Formen sind, stellt si
h als das ri
htige Hilfsmittel heraus, die Existenz von ni
httri-

vialen Spitzenformen im Kontrollraum zu zeigen, da sie in gewissem Sinne \di
ht liegende"

FourierkoeÆzienten haben. Wir gehen darauf im na
hfolgenden Abs
hnitt genauer ein.

Abs
hlie�end erw

�

ahnen wir, da� die Darstellung (5.4) zeigt, da� gewisse primitive Neu-

formen vom Symmetrisierungsoperator tats

�

a
hli
h anulliert werden. Der Vorfaktor 
 und der

He
ke-Eigenwert �a

p

stehen zueinander in der Beziehung 
 = p

�

k

2

W (�)�(�1)�a

p

mit der Gau�-

Summe W (�). Ferner gilt 


2

= (�1)

k

. Es ergibt si
h f

�

ur eine primitive Neuform, die au
h

CM-Form ist, somit F

f

0

= 
(1+(�1)

3

2

k+1

)f , falls p � 1 mod 4, und F

f

0

= 
(1+(�1)

3

2

(k+1)

)f

sonst. Ist also p � 1 mod 4 und n � 6 mod 8 oder p � 3 mod 4 und n � 0 mod 8, so

liegen CM-Neuformen stets im Kern des Operators �

L

.

5.2.3 CM-Formen

Die klassis
he (gerade) Thetareihe

#(z) :=

1

X

n=�1

e

2�in

2

z

= 1 + 2

1

X

n=1

e(n

2

z)

wird o�ensi
htli
h von den FourierkoeÆzienten a

n

, f

�

ur die n ein Quadrat ist, getragen. Sie und

die aus ihr dur
h Twists mit Diri
hlet
harakteren entstehenden Modulformen sind Prototypen

der CM-Formen, die diese Konstruktion verallgemeinern.

5.2.6 De�nition. (
f. [Ri℄, S. 18) Eine primitive Neuform f =

P

a

n

e(nz) 2 S

k

(M; ") hei�t

eine '-CM-Form, falls es einen ni
httrivialen quadratis
hen Diri
hlet
harakter ' modulo D

gibt, so da�

'(p)a

p

= a

p

f

�

ur alle p - DM

gilt.

Den von allen �

t

(f) 2 S

k

(N;�), f

�

ur die f eine '-CM-Form in S

k

(M; ") f

�

ur geeignetes ',

M , t und " ist, erzeugten Vektorraum bezei
hnen wir mit S

CM

k

(N;�). Seine Elemente nennen

wir CM-Formen.

5.2.7 Satz. (
f. [Se1℄, Thm. 15 und Cor. 2) Sei f 2 S

k

(N;�) eine Eigenform zu allen He
ke-

operatoren T (p), f

�

ur die p - N , mit Eigenwerten a

p

. Ferner sei k � 2 und f keine CM-Form.

F

�

ur x 2 R sei

P

f

(x) := jfp Primzahl j p - N; p � x und a

p

= 0gj:

Dann gilt

P

f

(x) = O(x=(log x)

3

2

�Æ

)

f

�

ur jedes positive Æ.

Dieser Satz ist eine Anwendung des Di
htesatzes von Chebotarev. Zusammen mit dem

Primzahlsatz und dem Satz

�

uber Primzahlen in arithmetis
hen Progressionen ergibt si
h das

folgende

5.2.8 Korollar. (
f. [On-Sk℄, S. 459) Ist f =

P

a

n

e(nz) 2 S

k

(N;�) eine primitive Neuform,

die keine CM-Form ist, so gibt es in jeder arithmetis
hen Progression fr + km j k 2 Zg mit

teilerfremden r und m ein n mit a

n

6= 0.
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5.2.9 Korollar. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) mit quadratfreier Stufe N . Gibt

es eine Neuform f 2 S

0

k

(N;�

L

), f 6= 0, die keine CM-Form ist, so ist der L zugeordnete

�

1

: : : �

r

-Raum ni
ht trivial. Insbesondere ist dann der Kontrollraum K

L

ni
ht einfa
h.

5.2.10 Bemerkung. Ist f eine primitive Neuform, die keine CM-Form ist, so ist ihre Sym-

metrisierung niemals Null. Denn es wird eine zur Stufe N teilerfremde Zahl r von der Form

�Nq modulo N dargestellt, und wir �nden einen KoeÆzienten a

n

6= 0 mit n � r mod N .

Wegen (4.5) ist dann F

f

6= 0.

Wir stellen nun dar, wie man im allgemeinen CM-Formen konstruiert. Sei im folgenden

K := Q(

p

�d) ein fest gew

�

ahlter imagin

�

ar-quadratis
her Zahlk

�

orper der Diskriminante �d,

und sei O

K

der Ring der ganzen Zahlen in K. Die Einheiten in O

K

bilden die endli
he

zyklis
he Gruppe U

K

. Sei I die Gruppe der gebro
henen Ideale in O

K

und P die Untergruppe

der Hauptideale, also P := f(�) j� 2 K

�

g. Die Ordnung der endli
hen Faktorgruppe I=P ist

per de�nitionem die Klassenzahl h(�d) des K

�

orpers K.

5.2.11 De�nition. Sei m � O

K

ein Ideal. Wir setzen

I

m

= fa 2 I j ggT(a;m) = 1g;

P

m

= f(�) 2 P j� � 1 mod mg

Dabei bedeute ggT(a;m) = 1, da� a eine Darstellung der Form a =

a

1

a

2

mit Idealen a

1

,

a

2

� O

K

besitzt, f

�

ur die die Relation ggT(a

1

a

2

;m) = 1 gilt, sowie � � 1 mod m, da� si
h

� =

�

1

�

2

mit �

1

, �

2

2 O

K

, die ggT(�

1

�

2

;m) = 1 und �

1

��

2

2 m erf

�

ullen, s
hreiben l

�

a�t. Die

Faktorgruppe I

m

=P

m

hei�t Strahlklassengruppe.

Sei � : K ! C eine der zwei m

�

ogli
hen Einbettungen des K

�

orpers K = Q(

p

�d) in C.

F

�

ur u 2 Z de�niert

�

u

1

(�) :=

�

�(�)

j�(�)j

�

u

einen Homomorphismus �

u

1

: K

�

! S

1

:= fz 2 C j jzj = 1g. Im allgemeinen liegt die Gruppe

der Einheiten von O

K

ni
ht im Kern von �

u

1

. Ist m � O

K

ein Ideal, so da� zumindest die

Untergruppe

U

m

:= f� 2 U

K

j � � 1 mod mg

im Kern von �

u

1

liegt, kann man �

u

1

dur
h die De�nition

�

u

1

�

(�)

�

:= �

u

1

(�) f

�

ur ein � 2 K

�

mit � � 1 mod m

zu einem Gruppenhomomorphismus �

u

1

: P

m

! S

1

ma
hen. Das Ideal m nennen wir einen

Modul von �

u

1

; zu jedem K, � und u existiert ein sol
her Modul.

5.2.12 De�nition. Sei u 2 Z und sei m ein Modul f

�

ur �

u

1

. Ein Gruppenhomomorphismus


 : I

m

! S

1

hei�t He
ke-Gr

�

o�en
harakter modulo m vom Typ u, falls er auf der Unter-

gruppe P

m

mit �

u

1

�

ubereinstimmt. Wir setzen ihn kanonis
h auf I fort dur
h 
(a) := 0, falls

ggT(a;m) 6= 1.

Ist 
 : I

m

! S

1

ein Gr

�

o�en
harakter und n ein Ideal, wel
hes m umfa�t und ebenfalls ein

Modul f

�

ur �

u

1

ist, so gibt es m

�

ogli
herweise einen Gr

�

o�en
harakter 


�

modulo n, der auf I

m

mit 


�

ubereinstimmt. Es gibt ein gr

�

o�tes Ideal mit dieser Eigens
haft.
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5.2.13 De�nition. Sei 
 ein Gr

�

o�en
harakter modulo m. Das gr

�

o�te Ideal n, das ein Modul

f

�

ur �

u

1

ist und f

�

ur das ein He
ke-Gr

�

o�en
harakter 


�

existiert, der auf I

m

mit 


�

ubereinstimmt,

hei�t der F

�

uhrer von 
. Wir bezei
hnen es mit f




. Stimmt der F

�

uhrer mit m

�

uberein, so

hei�t der Charakter primitiv. Den Diri
hlet
harakter, der dur
h

!




(n) = 
((n)) f

�

ur alle n 2 Z mit ggT(n; f




) = 1

de�niert ist, nennen wir den 
 zugeordneten Diri
hlet
harakter.

Ist q 2 Z der positive Erzeuger von f




\ Z, so ist !




ein Diri
hlet
harakter modulo q. Es

kann im allgemeinen aber au
h kleinere Moduln geben.

Wir erinnern an die Norm-Abbildung N : I ! Q

�

. Ist a � O

K

ein Ideal, so ist N(a) :=

jO

K

=aj; dies wird multiplikativ auf gebro
hene Ideale fortgesetzt.

5.2.14 Theorem. (
f. [Iwa℄, Thm. 12.5 und ans
hlie�ende Bemerkungen) Sei K = Q(

p

�d)

ein imagin

�

ar-quadratis
her Zahlk

�

orper der Diskriminante �d, und sei 
 ein He
ke-Gr

�

o�en
ha-

rakter modulo m vom Typ k � 1 mit k � 2. Dann de�niert die Reihe

'

K;


(z) :=

X

a�O

K


(a)N(a)

k�1

2

e(N(a)z)

ein Element von S

k

�

dN(m); (

�d

�

)!




�

. Ist 
 sogar ein primitiver Gr

�

o�en
harakter modulo m,

so ist '

K;


eine primitive Neuform.

5.2.15 Satz. (
f. [Ri℄, [Se1℄, [Se2℄) Der Raum S

CM

k

(N;�) der CM-Formen zu vorgegebenem

N , � und k � 2 wird erzeugt von den Funktionen �

Æ

('

K;


), die den Bedingungen

ÆdN(f




) j N(5.5)

und

� =

�

�d

�

�

!




(mod N)(5.6)

gen

�

ugen. Dabei erzeugen diejenigen dieser Funktionen mit Æ = 1 und dN(f




) = N den S
hnitt

S

CM

k

(N;�) \ S

0

k

(N;�).

Dieser Satz liefert nun den S
hl

�

ussel zu unserem Problem. Wie wir in Bemerkung 5.2.10

gesehen haben, sind Neuformen, die im Kern des Symmetrisierungsoperators �

L

eines beliebi-

gen Gitters mit quadratfreier Stufe liegen, stets CM-Formen. Finden wir also eine Neuform,

die keine CM-Form ist, liefert die Symmetrisierung eine ni
httriviale Spitzenform im Kon-

trollraum. Die Dimension des Raumes der CM-Neuformen l

�

a�t si
h aber dur
h Z

�

ahlung der

Paare (K; 
), die den Bedingungen (5.5) und (5.6) gen

�

ugen, na
h oben abs
h

�

atzen und so

die Existenz geeigneter Spitzenformen si
herstellen. Dies wollen wir im n

�

a
hsten Abs
hnitt

dur
hf

�

uhren.

5.2.4 Beliebige Gitter mit quadratfreier Stufe

Wir wollen zu vorgegebener Stufe N und quadratis
hem Charakter �

L

die Anzahl der Paare

(K; 
) bestimmen, f

�

ur die die korrespondierende Modulform '

K;


im entspre
henden Neufor-

menraum liegt. Zur Abk

�

urzung setzen wir

S

L

:= S

CM

k

(N;�

L

) \ S

0

k

(N;�

L

):
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Dabei ist im ganzen folgenden Abs
hnitt wie bisher L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) mit

quadratfreier Stufe N , k = 1 +

n

2

und �

L

der zugeh

�

orige quadratis
he Charakter mit F

�

uhrer

m

L

(
f. (5.2)). Wir bestimmen zun

�

a
hst die in Frage kommenden K

�

orper K = Q(

p

�d).

Na
h vorigem Abs
hnitt ist d ein Teiler der Stufe N , der der Kongruenz d � 3 mod 4 gen

�

ugt.

Wir k

�

onnen dies aber weiter eins
hr

�

anken.

5.2.16 Lemma. Sei d � 3 mod 4 ein Teiler von N , und sei 
 ein He
ke-Gr

�

o�en
harakter

bez

�

ugli
h des K

�

orpers K = Q(

p

�d), so da� die Modulform '

K;


in S

L

liegt. Dann ist d ein

Teiler des F

�

uhrers m

L

von �

L

.

Beweis: Sei d � 3 mod 4 ein Teiler von N , der eine Modulform '

K;


2 S

L

zul

�

a�t. Dann

gibt es einen Gr

�

o�en
harakter 
, der die Bedingung (5.6) erf

�

ullt. Es gilt mithin !




=

�

�d

�

�

�

L

,

aufgefa�t als Glei
hung zwis
hen Diri
hlet
harakteren modulo N . Also hat der von 
 indu-

zierte Diri
hlet
harakter !




den F

�

uhrer

m

L

d

ggT(m

L

;d)

2

. Sei f




der F

�

uhrer des Gr

�

o�en
harakters 
,

so ist dN(f




) = N , da '

K;


im Neuformenraum liegt, und au�erdem ist die Norm N(f




) eine

Periode des Diri
hlet
harakters !




und daher ein Vielfa
hes des F

�

uhrers

m

L

d

ggT(m

L

;d)

2

. Es folgt

m

L

d

ggT(m

L

; d)

2

j N(f




) =

N

d

;

was wegen der Quadratfreiheit von N nur m

�

ogli
h ist, wenn d den F

�

uhrer m

L

teilt. �

5.2.17 Lemma. Sei d � 3 mod 4 ein Teiler von m

L

, sei K der K

�

orper Q(

p

�d), und sei

r(N=d) die Anzahl der Primteiler von N=d. Dann gibt es genau 2

r(N=d)

Ideale in O

K

, die

als F

�

uhrer von Gr

�

o�en
harakteren 
 mit '

K;


2 S

L

auftreten k

�

onnen. Diese sind genau die

Mengen

m

n

:=

N

d

Z+

�

n+

1 +

p

�d

2

�

Z(5.7)

mit sol
hen n, die die quadratis
he Kongruenz n

2

+ n +

1

4

(d + 1) � 0 mod N=d l

�

osen. Die

Menge f1; 2; : : : ; N=dg ist ein Repr

�

asentantensystem von O

K

=m

n

f

�

ur jedes dieser n.

Beweis: Seien d, K wie im Lemma, und sei 
 ein Gr

�

o�en
harakter mit '

K;


2 S

L

sowie

f




dessen F

�

uhrer. Dann ist wie vorher N(f




) = N=d. Der Charakter !




hat den F

�

uhrer

m

L

d

ggT(m

L

;d)

2

= m

L

=d. F

�

ur den positiven Erzeuger q des Ideals Z=(f




\ Z) folgt m

L

=d j q j N=d.

Da die Norm si
h als Determinante des Ideals f




, aufgefa�t als Untergitter des Gitters

Z+ Z(

1+

p

�d

2

), bere
hnen l

�

a�t, mu� genau eines der Elemente

n+

N

dq

1 +

p

�d

2

; 1 � n � q

und damit der Z-Modul

m := qZ+

�

n+

N

dq

1 +

p

�d

2

�

Z

in f




liegen. Wiederum wegen der Norm-Bedingung mu� bereits Glei
hheit vorliegen. Der

Z-Modul m ist genau dann ein Ideal, wenn Multiplikation mit

1+

p

�d

2

die Menge erh

�

alt. Das

Produkt q

1+

p

�d

2

liegt genau dann in m, wenn q von

N

dq

geteilt wird. Daraus folgt aber

�

N

dq

�

2

j q

N

dq

=

N

d

:
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Da die Stufe N quadratfrei ist, ergibt si
h

N

dq

= 1. Ferner ist die Norm

N

�

n+

1 +

p

�d

2

�

= n

2

+ n+

1

4

(d+ 1)

in f




\ Z, mithin dur
h q = N=d teilbar. Daraus ergibt si
h die behauptete Gestalt (5.7) der

m

�

ogli
hen F

�

uhrer sowie das angegebene Repr

�

asentantensystem. Da die Diskriminante der

Bestimmungsglei
hung

n

2

+ n+

1

4

(d+ 1) � 0 mod

N

d

(5.8)

gerade �d ist, besitzt sie genau 2

r(

N

d

)

L

�

osungen. Ist n eine L

�

osung der Kongruenz (5.8), so

liegt au
h das Produkt (n+

1+

p

�d

2

)

1+

p

�d

2

in m

n

, es handelt si
h also tats

�

a
hli
h um ein Ideal.

�

Es bleibt nun no
h bei festem K

�

orper K und F

�

uhrer m

n

die Anzahl der Gr

�

o�en
haraktere

abzus
h

�

atzen, die einen geeigneten Diri
hlet
harakter induzieren.

5.2.18 Lemma. Sei m

n

eines der Ideale aus Satz 5.2.17. Die Zahl der He
ke-Gr

�

o�en
harak-

tere 
 modulo m

n

, die die Relation (5.6) erf

�

ullen, ist h

�

o
hstens h(�d).

Beweis: Sei 
 ein Gr

�

o�en
harakter modulo m

n

, der (5.6) erf

�

ullt, und sei l 2 Z teilerfremd

zu N=d. Wegen N=d = N(m

n

) 2 m

n

folgt dann ggT(l;m

n

) = 1 und somit na
h De�nition


((l)) = !




(l) 6= 0. Dur
h Multiplikativit

�

at ist der Wert von 
 bereits auf jedem Element der

Untergruppe

G :=

�

(l)

�

�

�

�

l 2 Q; ggT

�

l;

N

d

�

= 1

�

� I

m

n

\ P

festgelegt. Zu a = (�) 2 I

m

n

\ P gibt es de�nitionsgem

�

a� �

1

, �

2

2 O

k

mit � =

�

1

�

2

und

ggT(�

1

�

2

;m

n

) = 1. Mit t dur
hl

�

auft au
h �

1

� t�

2

ein Repr

�

asentantensystem des Quotienten

O

K

=m

n

. Wegen der speziellen Gestalt des Ideals m

n

gibt es also ein t 2 f1; : : : ; N=dg mit

�

1

�t�

2

2 m

n

. H

�

atte t einen gemeinsamen Teiler mitN=d = N(m

n

), so w

�

are ggT(t�

2

;m

n

) 6= 1,

und aus der Relation �

1

� t�

2

2 m

n

w

�

urde ggT(�

1

;m

n

) 6= 1 im Widerspru
h zu unserer

Annahme folgen. Es treten daher nur sol
he t auf, die zu N=d teilerfremd sind. Somit

ist das Hauptideal (t) ein Element von G mit (�)=(t) 2 P

m

n

. Jedes Element von I

m

n

\ P

ist also modulo P

m

n

zu einem Ideal in G

�

aquivalent, und daher ist der Wert des He
ke-

Gr

�

o�en
harakters auf ihm festgelegt.

Je zwei He
ke-Gr

�

o�en
haraktere 
 und 


0

modulo m

n

, die die Relation (5.6) erf

�

ullen, stim-

men somit auf I

m

n

\P

�

uberein, das Produkt 


�1




0

ist dort also trivial. Gibt es

�

uberhaupt einen

Gr

�

o�en
harakter modulom

n

, so gibt es also h

�

o
hstens h(�d), denn der Index der Untergruppe

I

m

n

\ P in I

m

n

ist dur
h die Klassenzahl h(�d) bes
hr

�

ankt. �

Damit haben wir insgesamt eine Abs
h

�

atzung f

�

ur die Dimension des S
hnittes S

L

gefunden:

5.2.19 Satz. Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) mit quadratfreier Stufe N . Sei �

L

der zugeordnete Charakter, und sei m

L

sein F

�

uhrer. Dann gilt

dimS

L

= dimS

CM

k

(N;�

L

) \ S

0

k

(N;�

L

) �

X

djm

L

d�3 mod 4

2

r(

N

d

)

h(�d):
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Zusammen mit der Dimensionsformel f

�

ur den Neuformenraum (Satz 5.2.3) erkennen wir

anhand des asymptotis
hen Verhaltens, da� es bei festem n f

�

ur hinrei
hend gro�e quadratfreie

Stufe stets Neuformen, die keine CM-Formen sind, gibt. Genauer gilt:

5.2.20 Satz. (
f. Anhang A, Satz A.2.1) Sei L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) mit der

quadratfreien Stufe N . Ist dann N gr

�

o�er als eine von n abh

�

angige S
hranke N

0

(n), so ist

sein Kontrollraum ni
ht einfa
h.

Beweis: Wir m

�

ussen f

�

ur k = 1+

n

2

die Positivit

�

at des Ausdru
ks dimS

0

k

(N;�

L

)�dimS

L

f

�

ur

Gitter mit hinrei
hend gro�er Stufe N zeigen. Dazu mu� der Ausdru
k

X

djm

L

d�3 mod 4

2

r(

N

d

)

h(�d)

geeignet abges
h

�

atzt werden. Unter Verwendung einer Standardabs
h

�

atzung f

�

ur die Klassen-

zahl h(�d) der Form

h(�d) �

p

d log(d)

�

+ Æ

3

(�d)

mit

Æ

3

(�d) =

(

�

1�

p

3 log(3)

�

�

falls � d = �3;

0 sonst

und der Abs
h

�

atzung 2

r(

N

d

)

�

4

p

6

q

N

d

gem

�

a� Lemma 3.4.4 erhalten wir

X

djm

L

d�3 mod 4

2

r(

N

d

)

h(�d) �

4

p

6

X

djN

r

N

d

p

d log(d)

�

+

4

p

6

r

N

3

Æ

3

(�3)

�

4

�

p

6

p

N

X

djN

log(d) +

4

p

6

r

N

3

Æ

3

(�3):

Nun gilt f

�

ur quadratfreie Zahlen N die Relation

Q

djN

d = N

(2

r(N)�1

)

, woraus dur
h Logarith-

mieren

X

djN

log(d) = log

0

�

Y

djN

d

1

A

= log

�

N

(2

r(N)�1

)

�

= 2

r(N)�1

log(N)

folgt. Damit erkennt man

X

djm

L

d�3 mod 4

2

r(

N

d

)

h(�d) 2 O(2

r(N)

p

N log(N)) (N quadratfrei);

also

X

djm

L

d�3 mod 4

2

r(

N

d

)

h(�d) 2 O(N

1

2

+"

) f

�

ur jedes positive ",

woraus die Behauptung s
hlie�li
h folgt. �
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5.3 S
hlu�betra
htungen

Zum Abs
hlu� unserer Arbeit wollen wir kurz einen

�

Uberbli
k

�

uber die Ergebnisse geben.

Wir haben geraden Gittern L der Signatur (2; n) einen Kontrollraum K

L

zugeordnet, der

aus gewissen vektorwertigen Modulformen besteht. Der Unterraum S

L

der Spitzenformen

im Kontrollraum gibt Informationen

�

uber die Existenz von Modulformen, die vorgegebene

Divisoren realisieren. Ist der Kontrollraum einfa
h, also der Unterraum der Spitzenformen

trivial, so ist jeder Heegnerdivisor der Divisor eines Bor
herdsproduktes.

Wir haben mittels dreier vers
hiedener Ans

�

atze die Frage untersu
ht, ob es bis auf Isomor-

phie nur endli
h viele Gitter mit einfa
hem Kontrollraum gibt. Zun

�

a
hst (Kapitel 2) konnte

dur
h Betra
htung der auf dem Satz von Riemann-Ro
h basierenden Dimensionsformel f

�

ur

den Kontrollraum die Dimension einfa
her Gitter bes
hr

�

ankt werden. Ist L ein gerades Gitter

der Signatur (2; n) mit einfa
hem Kontrollraum, so folgt n � 26.

Spaltet ein Gitter

�

uber Q zwei hyperbolis
he Ebenen ab, so liefert die Theorie singul

�

arer

Gewi
hte eine untere S
hranke f

�

ur das Gewi
ht einer holomorphen, ni
ht konstanten Mo-

dulform zur orthogonalen Gruppe �

L

. Diese Tatsa
he widerspri
ht bei hinrei
hend gro�er

Determinante des Gitters L der Einfa
hheit des Kontrollraumes (Kapitel 3). Da es bei be-

s
hr

�

ankter Dimension und Determinante nur endli
h viele Isomorphieklassen gerader Gitter

gibt, kann es bis auf Isomorphie au
h nur endli
h viele Gitter geben, die zwei hyperbolis
he

Ebenen abspalten und einfa
he Kontrollr

�

aume besitzen. Diese zus

�

atzli
he Voraussetzung ist

insbesondere erf

�

ullt, wenn n mindestens 5 ist (Korollar 1.1.25).

Da der genannte, in der Dualit

�

atstheorie ansetzende indirekte S
hlu� einige F

�

alle klei-

ner Dimension ni
ht erfa�t und au
h sonst nur sehr s
hle
hte quantitative Aussagen zul

�

a�t,

wurden dur
h Symmetrisierung elliptis
her Modulformen Spitzenformen im Kontrollraum ex-

plizit konstruiert (Kapitel 4). Diese Konstruktion wurde f

�

ur alle Gitter mit quadratfreier Stufe

dur
hgef

�

uhrt und liefert ni
httriviale Spitzenformen, sobald geeignete Inputs zur Verf

�

ugung

stehen. Ist die Stufe quadratfrei und hinrei
hend gro�, so ist letzteres stets der Fall (Kapitel

5). Da Stufe und Determinante si
h bei fester Dimension gegeneinander abs
h

�

atzen lassen,

ist unsere Ausgangsfrage unter der Voraussetzung der Quadratfreiheit der Stufe zu bejahen.

Man erh

�

alt nun au
h explizite S
hranken.

Wir fassen die errei
hten Ergebnisse in einem abs
hlie�enden Satz zusammen.

5.3.1 Satz. Sei (L

m

)

m2N

eine Folge ni
ht

�

aquivalenter gerader Gitter der Signatur (2; n) mit

S

L

m

= f0g f

�

ur fast alle m. Dann gelten simultan die folgenden Aussagen:

1. n � 4.

2. H

�

o
hstens endli
h viele der Gitter L

m

spalten

�

uber Q zwei hyperbolis
he Ebenen ab.

3. H

�

o
hstens endli
h viele der Gitter L

m

haben quadratfreie Stufe.

Folgen in

�

aquivalenter gerader Gitter der Signatur (2; 1) erf

�

ullen stets alle diese Bedin-

gungen. Sie entziehen si
h also allen von uns angef

�

uhrten Ans

�

atzen. Es bleibt anzumerken,

da� si
h die Frage na
h Einfa
hheit des Kontrollraumes f

�

ur konkrete Gitter mit n � 3 oh-

ne S
hwierigkeiten beantworten l

�

a�t. Denn die Lemmata 2.2.2 und 2.2.3 f

�

uhren zu einer

ges
hlossenen Form der in Satz 1.2.26 angegebenen Dimensionsformel, die also dur
h ein Pro-

gramm direkt ausgewertet werden kann. Ein sol
hes Programm, wel
hes die Auswertung bei

Eingabe der Gram-Matrix des zu betra
htenden Gitters dur
hf

�

uhrt, wurde von uns ges
hrie-

ben. Ferner kann au
h das Programm \eis" von Bruinier und Kuss herangezogen werden, um

FourierkoeÆzienten der Eisensteinreihe E

0

zu bere
hnen und mit dem singul

�

aren Gewi
ht zu

verglei
hen.



Anhang A

Tabellen kritis
her Stufen

A.1 Tabelle eventuell kritis
her Stufen bei surjektiver Diskri-

minantenform

Wir bere
hnen eine Tabelle derjenigen quadratfreien Stufen, in denen m

�

ogli
herweise der

Neuformenraum S

0

k

(N;�

L

), abh

�

angig vom Charakter �

L

, trivial ist.

A.1.1 Satz. (
f. Satz 5.2.4) Seien N > 1 quadratfrei, 2 � k � 10, und sei � ein Diri
h-

let
harakter modulo N . Ist dann der Neuformenraum S

0

k

(N;�) trivial, so ist N eine der in

Tabelle A.2 angegebenen Stufen. Dabei sind wegen der gro�en Zahl der Ausnahmestufen in

den F

�

allen k = 2 und k = 3 f

�

ur diese beiden Werte von k nur die ungeraden Stufen aufgef

�

uhrt,

was dur
h das

�

angedeutet wird.

A.1.2 Korollar. Ist L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) mit quadratfreier Stufe N und

2 � n � 18, dessen Diskriminantenform �Nq surjektiv ist, so ist der zugeh

�

orige Kontrollraum

ni
ht einfa
h, fallsN ni
ht eine der in Satz A.1.1 angegebenen Stufen ist. F

�

ur gr

�

o�ere n greifen

die Angaben in Kapitel 2. Dabei ist k = 1+

n

2

das Gewi
ht der Modulformen im Kontrollraum

von L.

Diese und somit die in Satz 5.2.4 angegebene Tabelle erh

�

alt man wie folgt: Zun

�

a
hst wird

f

�

ur kleine Werte von r(N) die Dimensionsformel aus Satz 5.2.3 im s
hle
htesten Fall, d.h.

f

�

ur m

L

= 1, na
h unten abges
h

�

atzt. Dabei wird f

�

ur ein positives Æ eine Abs
h

�

atzung der

Form

Q

pjN

(p � 1) � k

Æ

N

1�Æ

verwendet, die elementar hergeleitet werden kann. Man kann

relativ gute Konstanten k

n;8

�nden, die die in Lemma 3.4.4 angegebene Abs
h

�

atzung f

�

ur al-

le quadratfreien N mit mindestens 8 Primfaktoren verbessern, und diese auf die sinngem

�

a�

�

ubertragene S
hranke aus Bemerkung 5.1.2 anwenden. Man erkennt, da� die kleinste qua-

dratfreie Zahl mit r(N) � 8 bereits so gro� ist, da� immer ni
httriviale Neuformen existieren.

Man mu� dann nur no
h f

�

ur die quadratfreien Zahlen mit h

�

o
hstens 7 Primfaktoren, die unter

den ermittelten S
hranken liegen, das Produkt

Q

pjN

(p � 1) bere
hnen. O�enbar liefert der

Primfaktor p = 2 keinen wesentli
hen Beitrag zu diesem Produkt, weswegen unter den Stufen,

bei denen man ni
ht garantieren kann, da� der Neuformenraum ni
ht trivial ist, bevorzugt

gerade Zahlen auftreten.

Wie zu erwarten ist, ist die Anzahl derjenigen quadratfreien Stufen mit trivialem Neufor-

menraum wesentli
h geringer, wenn der Charakter primitiv ist. Dann ist N ungerade, und es

gilt (�1)

k

N � 1 mod 4 sowie (

(�1)

k

det(L)

�

) = (

(�1)

k

N

�

). Man kann in diesem Fall die Dimensio-

107



108 A. TABELLEN KRITISCHER STUFEN

nen der Neuformenr

�

aume S

0

k

(N; (

(�1)

k

N

�

)) konkret bere
hnen und so alle F

�

alle mit trivialem

Neuformenraum bestimmen.

A.1.3 Satz. Seien N > 1 ungerade und quadratfrei sowie k 2 N mit (�1)

k

N � 1 mod 4.

Der Neuformenraum S

0

k

(N; (

(�1)

k

N

�

)) ist genau dann trivial, wenn N eine der folgenden, in

Abh

�

angigkeit von k angegebenen Stufen ist. Ist L ein gerades Gitter der Signatur (2; n) und

der Stufe N , so da� der zugeordnete Charakter �

L

primitiv und die Diskriminantenform �Nq

surjektiv ist, so ist es nur einfa
h, wenn seine Stufe eine der im folgenden angegebenen ist.

k n N

2 2 5, 13, 17, 21

3 4 3

4 6 5

5 8 3

6 10 -

7 12 -

8 14 -

9 16 -

10 18 -

A.2 Tabelle eventuell kritis
her Stufen bei ni
ht surjektiver

Diskriminantenform

Ist die Diskriminantenform �Nq eines geraden Gitters mit quadratfreier Stufe N ni
ht sur-

jektiv, so ist der Unterraum der Spitzenformen im Kontrollraum jedenfalls dann ni
ht leer,

wenn es Neuformen gibt, die keine CM-Formen sind. Nutzt man die in Satz 5.2.19 angege-

bene Abs
h

�

atzung aus, so kann man wiederum im Prinzip alle Stufen bere
hnen, in denen

m

�

ogli
herweise alle Neuformen CM-Formen sind. Da entspre
hend der Erwartung die Ergeb-

nisse weniger gut sind als im zuvor behandelten Fall, bes
hr

�

anken wir uns auf den Fall des

primitiven Charakters und Gitter der Signatur (2; n) mit n � 6.

A.2.1 Satz. Seien N > 1 ungerade und quadratfrei sowie k � 4 mit (�1)

k

N � 1 mod 4.

Der Raum S

CM

k

(N; (

(�1)

k

N

�

))

?

\S

0

k

(N; (

(�1)

k

N

�

)) hat h

�

o
hstens dann Dimension Null, wenn N

eine der folgenden, in Abh

�

angigkeit von k angegebenen Stufen ist. Ist L ein gerades Gitter

der Signatur (2; n), n � 6 und der Stufe N , so da� der zugeordnete Charakter �

L

primitiv

ist, so ist es nur einfa
h, wenn seine Stufe eine der angegebenen Stufen ist.

k n N

4 6 5, 15, 21, 35

5 8 3, 7, 15

6 10 15

7 12 -

8 14 -

9 16 -

10 18 -
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Tabelle A.1: Eventuell kritis
he Stufen bei surjektiver Diskriminantenform

k n N

2

�

2

�

3, 5, 7, 13, 15, 17, 21, 33, 35, 39, 51, 55, 57, 65, 69, 77, 85, 87, 91, 93, 95, 105,

111, 115, 119, 123, 129, 133, 141, 143, 145, 155, 159, 161, 165, 177, 183, 185,

195, 201, 213, 219, 231, 255, 273, 285, 345, 357, 385, 399, 429, 435, 455, 465,

483, 555, 561, 595, 609, 615, 627, 645, 651, 663, 665, 705, 715, 741, 759, 777,

795, 861, 885, 903, 915, 1155, 1365, 1785, 1995, 2145, 2415, 2805, 3003, 3045,

3135, 3255, 3315, 3705, 3795, 3885, 15015

3

�

4

�

3, 15, 21, 33, 35, 39, 51, 55, 57, 69, 105, 165, 195, 231, 255, 273, 285, 1155

4 6 2, 3, 5, 6, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 30, 33, 34, 35, 38, 39, 42, 46, 66, 70, 78, 102,

105, 110, 114, 130, 138, 154, 165, 170, 174, 182, 186, 190, 210, 222, 246, 330,

390, 462, 510, 546, 570, 690, 714, 770, 798, 858, 870, 910, 930, 966, 1110, 2310,

2730, 3570, 3990, 4290, 4830

5 8 3, 6, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 30, 33, 34, 38, 42, 46, 66, 70, 78, 102, 105, 110,

114, 130, 138, 154, 170, 174, 182, 186, 190, 210, 222, 330, 390, 462, 510, 546,

570, 690, 714, 770, 798, 858, 870, 930, 966, 2310, 2730, 3570, 3990, 4290, 4830

6 10 2, 6, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 30, 33, 34, 35, 38, 39, 42, 46, 66, 70, 78, 102, 105,

110, 114, 130, 138, 154, 165, 170, 174, 182, 186, 190, 195, 210, 222, 230, 238,

246, 258, 282, 330, 390, 462, 510, 546, 570, 690, 714, 770, 798, 858, 870, 910,

930, 966, 1110, 1122, 1218, 1230, 1254, 1290, 1302, 1410, 2310, 2730, 3570,

3990, 4290, 4830, 5610, 6006, 6090, 6270, 6510, 30030

7 12 6, 10, 30

8 14 6, 10, 14, 15, 21, 22, 26, 30, 34, 38, 42, 66, 70, 78, 102, 105, 110, 114, 130, 138,

154, 170, 174, 186, 210, 330, 390, 462, 510, 546, 570, 690, 714, 770, 798, 858,

870, 930, 966, 2310, 2730, 3570, 3990, 4290

9 16 6, 10, 14, 15, 22, 70, 30, 42, 66, 78, 102, 114, 210, 330, 390, 462, 510, 2310

10 18 6, 10, 14, 15, 30, 42, 66, 70, 78, 210, 330, 390
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Anhang B

Symbolverzei
hnis

(M; q), (V; q) quadratis
he R

�

aume (
f. 1.1.2)

fMp

2

(Z); k; �g Raum der fast holomorphen Modulformen zu � vom Gewi
ht k

[Mp

2

(Z); k; �℄ Raum der holomorphen Modulformen zu � vom Gewi
ht k

[Mp

2

(Z); k; �℄

0

Raum der Spitzenformen zu � vom Gewi
ht k

a

�


KoeÆzient der Matrixdarstellung von �

L

(M;')

�(M) =

P

�

j

mit den Eigenwerten e(�

j

) von M 2 U(V ) (
f. 1.2.23)

B(F ) Bor
herdsprodukt zum Input F 2 fMp

2

(Z); 1 �

n

2

; �

L

g (
f. 2.1.2)


 He
ke-Gr

�

o�en
harakter (
f. 5.2.12)

C[L

0

=L℄ Gruppenring der Diskriminantengruppe

�

L

Diri
hlet
harakter, mit dem �

0

(N) via �

�

L

auf e

0

wirkt (
f. 4.2.1)

�

p

p-Komponente eines Diri
hlet
harakters (
f. 4.3.2)

det(L) Determinante eines Gitters

E

8

unimodulares gerades positiv de�nites Gitter der Dimension 8

E(L; p) p-Exzess eines Gitters (
f. 1.1.35)

E(u; v) Ei
hlertransformation (
f. 3.1.1)

E

�

(z) Eisensteinreihe zu � 2 L

0

mit q(�) 2 Z (
f. 1.2.17)

e(z) = e

2�iz

e




zu 
 2 L

0

=L korrespondierender Standardbasisvektor von C[L

0

=L℄

F

f

Symmetrisierung einer elliptis
hen Modulform (
f. 4.2.2)

F

v

= f Æ �

v

f




Komponentenfunktion einer vektorwertigen Modulform F = (f




)




f j

k

M(z) = det(M)

k

2

j(M; z)

�k

f(Mz) f

�

ur alle M 2 Gl

+

2

(R)

f j

0

k

(M;')(z) = '(z)

�2k

�

L

(M;')

�1

f(Mz) f

�

ur alle (M;') 2 Mp

2

(Z)

f j

�

k

(M;')(z) = '(z)

�2k

�

�

L

(M;')

�1

f(Mz) f

�

ur alle (M;') 2 Mp

2

(Z)

f




F

�

uhrer eines Gr

�

o�en
harakters

�

L

Kern des nat

�

urli
hen Homomorphismus O

+

(L)! Aut(L

0

=L)




L

Testvektor eines Gitters (
f. 3.2.4)

H hyperbolis
he Ebene (
f. 1.1.8)

H(V

0

) Heisenberggruppe (
f. 3.1.4)

H(
;m) Heegnerdivisor (
f. 1.3.22)

H

n

orthogonale Halbebene (
f. 1.3.3)

^

H

n

Realisierung von H

n

als Teilmenge von P (V

C

)

~

H

n

deren Urbild in P (V

C

) (
f. 1.3.4)

H

n�1

(v) Heegnerprimdivisor (
f. 1.3.21)
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J(g; z) Automorphiefaktor auf O

+

(V )�

~

H

n

(
f. 1.3.6)

j(g; z) kanonis
her Automorphiefaktor auf Sl

2

(R) �H

J(V

0

) Ja
obigruppe (
f. 3.1.8)

�, �

v

Bijektion

^

H

n

$H

n

K imagin

�

ar-quadratis
her Zahlk

�

orper

K

L

Kontrollraum eines Gitters (
f. 2.1.3)

L Gitter; meist gerade der Signatur (2; n)

L

0

zu L duales Gitter

L

0

=L Diskriminantengruppe

L

1

� L

2

orthogonale Summe zweier Gitter

L �

p

M p-adis
he

�

Aquivalenz zwis
hen den Gittern L und M

Mp

2

(Z) metaplektis
he Gruppe (
f. 1.2.3)

N Stufe eines Gitters (
f. 1.1.15)

N Nullquadrik

�

p

(a) gew

�

ohnli
he p-adis
he Bewertung einer ganzen Zahl

O(V ) orthogonale Gruppe

O

+

(V ) Untergruppe von O(V ), die

^

H

n

in si
h

�

uberf

�

uhrt

O

K

Ring der ganzen Zahlen in K

�

L

Eins
hr

�

ankung des Symmetrisierungsoperators auf den Raum

S

�

1

:::�

r

k

(N;�) (
f. 4.3.5)

'

K;


CM-Form zu einem Gr

�

o�en
harakter (
f. 5.2.14)

q quadratis
he Form q :M ! N

q

A

der Matrix A 2 Gl

r

(R) zugeordnete quadratis
he Form auf R

r

q

�

(
; n) FourierkoeÆzient der Eisensteinreihe E

�

(z) (
f. 1.2.19)

R

L

Hindernisraum eines Gitters (
f. 2.1.3)

<(z), =(z) Real- und Imagin

�

arteil

r(N) Anzahl der vers
hiedenen Primteiler von N

�

L

, �

�

L

Weildarstellung eines Gitters sowie deren duale Darstellung

S, T Erzeuger der Mp

2

(Z) bzw. der Sl

2

(Z)

S

0

k

(N;�) Raum der Neuformen (
f. 4.1.5)

S

1

k

(N;�) Raum der Altformen (
f. 4.1.5)

S

�

1

:::�

r

k

(N;�) Vorzei
henraum (
f. 4.3.3)

S

CM

k

(N;�) Raum der CM-Formen (
f. 5.2.6)

S

L

= S

CM

k

(N;�

L

) \ S

0

k

(N;�

L

)

S

L

Unterraum der Spitzenformen im Kontrollraum eines Gitters

�, �

v

S
hnitt H

n

!

~

H

n

(
f. 1.3.5)

�

r

(m) Teilersumme r-ten Grades

~

�

e;m;q

Ja
obis
he Thetareihe (
f. 3.1.16)

V

C

Komplexi�zierung des reellen Vektorraumes V

V

Q

von in V enthaltenem Gitter erzeugter Q-Vektorraum (
f. 1.1.4)

v, w Vektoren in V

X Element von V

0

bei Aufspaltung L = H �H � L

0

Z

1) Element von H

n

2) das Element (

�

�1 0

0 �1

�

; i) 2 Mp

2

(Z)

z Element von V

C

[z℄ Element von P (V

C

)

Z Element von V

0;C

bei Aufspaltung L = H �H � L

0
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Altform, 78

Automorphiefaktor, 18

der orthogonalen Gruppe, 28

kanonis
her, 18

Bor
herdsinput, 37

Bor
herdslift, 38

Bor
herdsprodukt, 38

CM-Form, 100

Determinante, 11

Dimension, 10

Dimensionsformel

f

�

ur den Kontrollraum, 25, 44

f

�

ur den Neuformenraum, 97

f

�

ur S

k

(N;�), 93

Diskriminantenform, 12

Diskriminantengruppe, 11

Divisor, 33

Hauptdivisor, 34

Heegnerdivisor, 34

Dualit

�

atssatz, 40

Ei
hlertransformation, 50

Eisensteinreihe, 22

Endli
hkeit der Klassenzahl einfa
her Git-

ter, 72

Fourier-Ja
obi-Entwi
klung, 54

Fourierentwi
klung

Fourier-Ja
obi-Entwi
klung, 54

orthogonaler Modulformen, 30

vektorwertiger Modulformen, 21

von Eisensteinreihen, 23

Fri
keinvolution, 76

Gitter, 9

duales, 11

ganzes, 10

gerades, 10

isotropes, 14

Testvektor, 63

unimodulares, 11

Gitterbasis, 10

Gram-Matrix, 10

tridiagonale, 15

Gruppe

Diskriminantengruppe, 11

Hauptkongruenzgruppe, 37

He
kegruppe, 75

Heisenberggruppe, 51

Ja
obigruppe, 52

metaplektis
he, 18

orthogonale, 10, 28

rationale orthogonale, 28

Strahlklassengruppe, 101

Gruppenring, 19

Halbebene, 27

He
ke-Gr

�

o�en
harakter, 101

He
keoperator, 77

Heegnerdivisor, 34

Heisenberggruppe, 51

Hindernisraum, 39

Hyperbolis
he Ebene, 11

Input, 37

Isometrie, 9

Isotropie, 14

Ja
obiform, 53

Ja
obigruppe, 52

Koe
herprinzip, 31

Kontrollraum, 39

Dimensionsformel, 25, 44

einfa
her, 41

Metaplektis
he Gruppe, 18

Modulform

Altform, 78

Bo
herdsinput, 37

Bor
herdsprodukt, 38
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CM-Form, 100

elliptis
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