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Numerische Untersuchungen mikroskopischer Glasmodelle

In dieser Arbeit werden zwei mikroskopische Glasmodelle mit numerischen Me-
thoden hinsichtlich ihrer Tieftemperatureigenschaften untersucht. Zum einen
wird ein Mean-Field-Modell im Replikaformalismus und mit Hilfe von Com-
putersimulationen behandelt. Man erhilt effektive Einteilchenpotentiale, die
sowohl Einzel- als auch Doppelmulden beschreiben kéonnen und deren Para-
meterverteilungen sich aus den mikroskopischen Wechselwirkungen berechnen
lassen. Aus diesen Verteilungen 1483t sich das Tieftemperaturverhalten des Mo-
dells ableiten und man erhélt typische Eigenschaften amorpher Festkorper wie
zum Beispiel den Verlauf der Warmekapazitéit. Die rein phdnomenologischen
Annahmen des Soft-Potential- wie des Standard-Tunnel-Modells konnten je-
doch nicht bestéatigt werden.

Zum Vergleich ist ein Lennard-Jones-Glas unter Verwendung von Moleku-
lardynamik Simulationen untersucht worden. Die niedrigfrequenten, lokalisier-
ten Schwingungen lassen sich systematisch bestimmen, die Doppelmulden wer-
den mit einem heuristischen Verfahren gesucht. Auch in diesem Modell lassen
sich experimentelle Ergebnisse qualitativ reproduzieren. Die erhaltenen Ver-
teilungen der Potentialparameter widersprechen jedoch auch hier den Annah-
men der phidnomenologischen Modelle. Das Mean-Field-Modell dagegen zeigt
im Bereich der Tunnelsysteme eine gute Ubereinstimmung mit dem Lennard-
Jones-Glas, wihrend qualitative Unterschiede im Bereich der Einzelmulden
bestehen.

Investigation of microscopic models of glass

We numerically investigate two microscopic models of glass with respect to
low-temperature properties. On the one hand, we study a mean-field model
within replica theory and by means of computer simulations. This results in
effective single-site potentials, which can describe both, double well and sin-
gle well potentials. The distribution of the coefficients in the potentials can
be computed from the microscopic parameters. Low-temperature properties
can be derived from these distributions and experimental results can be re-
produced, e.g. the specific heat, but the phenomenological assumptions of the
Soft-Potential-Model and the Standard-Tunnel-Model could not be confirmed.
On the other hand, we study a Lennard-Jones-Glass by means of molecular
dynamics simulations. The lowfrequency, localized excitations can be found
systematically, while we use a heuristic procedure to search for double well
potentials. As before we can reproduce experimental results, but we could not
confirm phenomenological assumptions. Whereas the mean-field model exhibit
properties similar to those of the Lennard-Jones-Glass in the region of dou-
ble well potentials, there are qualitative differences in the case of single well
potentials.
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1 Einleitung

Das Tieftemperaturverhalten amorpher Festkorper unterscheidet sich deutlich von dem der
Kristalle. Bemerkenswerterweise erhilt man jedoch fiir eine Vielzahl ganz unterschiedlicher
Substanzen qualitativ das gleiche Verhalten, man spricht von Universalitdt. Ein Standard-
beispiel hierfiir ist die Warmekapazitit, die im Temperaturbereich bis etwa 10 Kelvin in
amorphen Substanzen wesentlich grofler ist als in kristallinen. Es muf daher zusétzlich zu
den Phononen noch weitere, niederenergetische Anregungen geben, die Energie aufnehmen
konnen. Als solche hat man in Experimenten zum einen niedrigfrequente, lokalisierte Schwin-
gungen und zum anderen Tunnelsysteme mit einer geringen Aufspaltung des untersten Ener-
gieniveaus bestimmt. Das Verhalten der Wirmekapazitidt und einiger anderer MeBgrofien
&8t sich mit diesen Anregungen im Rahmen eines phidnomenologischen Modells, des Soft-
Potential-Modells [18], reproduzieren. In diesem Modell nimmt man an, daf§ das Potential
dieser Anregungen in der Form

U(x) = Dix + Dox? + Dya? (1.1)

geschrieben werden kann und trifft — ohne mikroskopische Rechtfertigung — Annahmen
iiber die Verteilungen der Potentialparameter D; und Dy, wihrend D, einen festen Wert
annehmen soll. Diese Situation ist aus mehreren Griinden unbefriedigend. Zum einen ent-
behrt dieses rein phinomenologische Modell jeglicher mikroskopischer Rechtfertigung, die
Verteilungen und die Form des Potentials werden lediglich postuliert. Zum anderen gibt es
Messungen, die sich bisher nicht im Rahmen dieses Modells erklédren lassen.

Da man mit dem Soft-Potential-Modell den qualitativen Verlauf einiger MeflgréBen repro-
duzieren kann, ist es naheliegend, ein Glas so zu modellieren, da§ man die Form (1.1) des
Potentials erhilt. Auflerdem ist dies die einfachste Form, in der man die beiden Anregungen
realisieren kann. Ein solches Glasmodell, in dem sich die Verteilungen der Potentialparameter
aus den mikroskopischen Wechselwirkungen berechnen lassen, ist in [22] vorgestellt worden.
Dieses Modell zeigt fiir die statischen Eigenschaften das typische Tieftemperaturverhalten
amorpher Festkorper, jedoch nicht fiir die dynamischen. Dies liegt daran, dafl nur der Para-
meter D; verteilt ist, wihrend Do einen festen Wert annimmt. In dieser Arbeit wird daher
zunéchst ein ganz dhnliches Modell untersucht, in dem jedoch beide Parameter verteilt sind.
Beide Modelle und ihre Losungsmethoden sind dem Bereich der Spinglasphysik entlehnt, die
Losung erfolgt in der Ndherung der Replikasymmetrie. Man weifl aus der Spinglasphysik, dafl
man in dieser Naherung groflie Fehler macht, daher werden die Ergebnisse der replikasym-
metrischen Rechnung durch Computersimulationen {iberpriift. Es zeigt sich, dafl man zwar
fiir die Verteilungen der Potentialparameter deutliche Abweichungen erhélt, das physikalische
Verhalten qualitativ jedoch gleichbleibt. Der Vorteil der Modelle besteht darin, dafl man die
Verteilungen der Potentialparameter aus den mikroskopischen Wechselwirkungen berechnen
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1 Einleitung

kann, der Nachteil ist, dal die Modelle keinerlei Geometrie beinhalten, es sind Mean-Field-
Modelle — wie fast alle lI6sbaren Modelle der Physik ungeordneter Systeme.

Daher ist es wiinschenswert, die Verteilungen der Potentialparameter dieser Modelle mit den
Gegebenheiten in einem realistischeren Glasmodell zu untersuchen. Hierzu wurde im weite-
ren Verlauf der Arbeit mit Hilfe von Molekulardynamik Simulationen ein Lennard-Jones-Glas
untersucht. Aulerdem ist es natiirlich an und fiir sich interessant zu untersuchen, ob diese Mo-
delle auch das Tieftemperaturverhalten amorpher Festkorper korrekt wiedergeben. Wiahrend
die Bestimmung der niedrigfrequenten, lokalisierten Schwingungen in diesen Modellglésern
keine Probleme bereitet, ist die Bestimmung der Tunnelsysteme sehr viel schwieriger und
aufwendiger. Der Vergleich dieser ganz verschiedenen Modelle liefert speziell fiir die Tun-
nelsysteme einige Ubereinstimungen, wihrend man fiir die niedrigfrequenten, lokalisierten
Schwingungen einige prinzipielle Unterschiede erhélt.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt:

In Kapitel 2 wird anhand einiger experimenteller Ergebnisse illustriert, wie sich das Tief-
temperaturverhalten amorpher Festkorper von dem der Kristalle unterscheidet. Es wird kurz
darauf eingegangen, wie sich die dafiir verantwortlichen Anregungen nachweisen lassen, und
die phanomenologischen Modelle, mit denen sich eine Reihe dieser Meflergebnisse reprodu-
zieren lassen, werden vorgestellt.

In den Kapiteln 3 und 4 werden dann die Mean-Field-Modelle behandelt. Zuerst wird das
aktuelle Modell untersucht. Fiir dieses werden zunéchst die Verteilungen der Potentialpara-
meter sowohl in der replikasymmetrischen Niherung als auch in den Simulationen bestimmt
und verglichen. Aus diesen Verteilungen 143t sich dann das physikalische Verhalten in beiden
Né&herungen ermitteln, wobei sich die Unterschiede aus den unterschiedlichen Verteilungen der
Potentialparameter verstehen lassen. Da dieses Modell das Tieftemperaturverhalten amor-
pher Materialien aufweist, wird abschlieBend untersucht, inwieweit sich die hier berechneten
Verteilungen speziell fiir die Tunnelsysteme von den Annahmen der phanomenologischen
Modelle unterscheiden. Das urspriingliche Glasmodell ist bereits in der Nédherung der Re-
plikasymmetrie und der 1-Schritt Replikasymmetriebrechung untersucht worden [12]. Daher
lautet die Fragestellung hier nur noch, wie sich die Verteilungen der Potentialparameter in
den Simulationen von denen der Replikatheorie unterscheiden. Insbesondere ist von Interesse,
ob man in den Simulationen iiberhaupt Potentiale fiir Tunnelsysteme erhélt, da sich aus der
Analogie zu dem zugehorigen Modell der Spinglasphysik hieran Zweifel ergeben haben.

In Kapitel 5 wird dann ein Lennard-Jones-Glas mit Hilfe von Molekulardynamik Simulatio-
nen untersucht. Wiahrend man die lokalisierten, niedrigfrequenten Schwingungen des Systems
systematisch bestimmen kann, werden die Doppelmulden mit einem heuristischen Verfahren
gesucht, das der Arbeit [8] entlehnt und verbessert worden ist. In der zitierten Arbeit finden
die Autoren fiir das gleiche Modellsystem eine gute Ubereinstimmung mit den Annahmen
des Soft-Potential-Modells fiir die Tunnelsysteme. Sie gewinnen diese Erkenntnisse allerdings
nicht an den Tunnelsystemen selbst, sondern nur indirekt. Unsere aus Tunnelsystemen selbst
gewonnenen Ergebnisse widersprechen dagegen den Annahmen des phinomenologischen Mo-
dells. Die Frage ist jedoch, inwieweit man diese Modellsysteme mit experimentellen Gegeben-
heiten vergleichen kann, da man in den Simulationen eine wesentlich hohere Kiihlrate als im
Experiment verwenden muf.

In Kapitel 6 werden die Ergebnisse fiir die verschiedenen Modelle dann noch einmal zusam-
mengestellt, diskutiert und miteinander verglichen.
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2 Experiment und Phianomenologie

In diesem Kapitel wird zunéchst das Tieftemperaturverhalten amorpher Festkorper, das von
dem der Kristalle stark abweicht und deshalb als anomal bezeichnet wird, anhand einiger
experimenteller Ergebnisse illustriert. Anschliefend werden die phinomenologischen Modelle,
mit denen sich dieses anomale Verhalten reproduzieren 1i8t, kurz besprochen. Einen Uberblick
findet man zum Beispiel in [15], [33] sowie iiber neuere Ergebnisse in [6].

2.1 Tieftemperaturanomalien amorpher Festkorper

Anhand der Warmekapazitit C 1483t sich der Unterschied zwischen dem Tieftemperaturver-
halten amorpher Festkorper und dem der Kristalle deutlich darstellen. Im kristallinen Zu-
stand miffit man bei tiefen Temperaturen 7T einen Anstieg der Warmekapazitit proportional
zur dritten Potenz der Temperatur, C' o< T2, und bei hohen Temeraturen einen konstanten
Wert C' = 3R (Dulong-Petit Gesetz). Diese Meflergebnisse lassen sich mit der Anregung von
Gitterschwingungen, Phononen, im Rahmen der Debye Theorie erkléren.

Im amorphen Festkorper dagegen mifit man im Bereich unterhalb von 1 Kelvin einen Anstieg
der Wiarmekapazitét proportional zur Temperatur, C' < T' [46], und im Bereich zwischen 1
und 10 Kelvin ein Verhalten proportional zu T3. Die Wiirmekapazitit der amorphen Substanz
ist jedoch im gesamten Tieftemperaturbereich deutlich grofler als die des entsprechenden Kri-
stalls. In Abbildung 2.1 ist dies am Beispiel von kristallinem und amorphem Quarz dargestellt.
Das Interessante ist, daf} alle amorphen Materialien qualitativ dasselbe Verhalten aufweisen,
das heif3t es gibt Mechanismen, die dem amorphen Zustand an und fiir sich eigen sind, man
spricht von Universalitét.

Die im Vergleich zum Kristall wesentlich groflere Warmekapazitéit amorpher Substanzen zeigt,
daf} es in diesen energetische Anregungen geben muf, die in jenen nicht auftreten. Dies sind
zum einen Uberginge zwischen den Zustéinden eines Zweiniveausystems, mit denen man im
Rahmen des Tunnelmodells das Verhalten im Bereich unterhalb von 1 Kelvin erkliren kann,
und zum anderen niedrigfrequente lokalisierte Schwingungen (zusétzlich zu den delokalisier-
ten Gitterschwingungen), mit denen man das Verhalten im Bereich zwischen 7" = 1K und
T = 10K erkldren kann. N&heres hierzu in Kapitel 2.2.

Ein anderes Beispiel fiir diese Tieftemperaturanomalien ist die Wéarmeleitfihigkeit x, die
den Wirmestrom j mit dem Temperaturgradienten VT verkniipft j = —kVT. In Kristal-
len beobachtet man einen Anstieg der Wirmeleitfihigkeit proportional zu T2 bis zu einer
Temperatur von ungefahr 7' = 10K. Hier beobachtet man ein Maximum, denn bei hoher-
en Temperaturen sinkt der Wert der Warmeleitfahigkeit deutlich. Dieses Verhalten 148t sich
erkldren, wenn man nach Debye die Phononen als ideales Gas betrachtet, dessen Wirme-
leitfahigkeit bekanntlich durch « = %C’phclph gegeben ist. Hierbei bezeichnet Cpy, die spe-
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2 Experiment und Phinomenologie
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Abbildung 2.1: Vergleich der spezifischen Wéirme von kristallinem Quarz (1) und Quarzglas (2)
(nach [16])

zifische Wérme des Phononengases, ¢ die Schallgeschwindigkeit und [, die mittlere freie
Weglénge der Phononen. Diese Wegléinge wird bei Temperaturen unterhalb von etwa T' = 10K
im wesentlichen durch Streuung an Defekten und Oberflichen des Festkorpers begrenzt und
nimmt einen festen Wert an, so dafl die Wiirmeleitfahigkeit in diesem Bereich dem 73-Anstieg
der Wirmekapazitit folgt. Bei hoheren Temperaturen werden die Phononen vermehrt durch
Phonon-Phonon-Umklappprozesse gestreut, wodurch die mittlere freie Wegldnge und damit
die Wirmeleitfahigkeit « abnimmt.

In amorphen Festkorpern kénnen die Phononen dariiberhinaus noch an den niederenerge-
tischen Anregungen gestreut werden, so dal die Warmeleitfahigkeit hier im gesamten Tief-
temperaturbereich deutlich geringer als im Kristall ist. Bei der Wechselwirkung mit den
Zweiniveausystemen unterscheidet man die resonante Wechselwirkung, némlich Ubergéinge
zwischen den Energieniveaus unter Emission beziehungsweise Absorption eines Phonons, und
die Relaxation, die Riickkehr des Systems ins Gleichgewicht als Antwort auf eine &duflere
Stérung. Hiermit kann man den Anstieg der Wirmeleitfihigkeit proportional zu T2 bis un-
gefihr T' = 1K beschreiben. Das sich anschliefende Plateau zwischen circa 1 Kelvin und 10
Kelvin 148t sich mit der Wechselwirkung zwischen Phononen und lokalisierten Gitterschwin-
gungen erkléren.

Dieser Verlauf der Wirmeleitfihigkeit ist in Abbildung 2.2 wiederum am Beispiel von amor-
phem und kristallinem Quarz dargestellt. Auch hier beobachtet man eine Universalitit des
qualitativen Verhaltens. Der Temperaturbereich des Plateaus variiert jedoch und der Expo-
nent der Temperatur kann auch etwas kleiner als zwei sein.

Die Existenz von Zweiniveausystemen in amorphen Festkorpern 148t sich zum Beispiel aus
Messungen der Ultraschallabsorption in Glésern ableiten [15]. Hinweise auf die Existenz der
niedrigfrequenten, lokalisierten Schwingungen hat man zuerst aus Experimenten mit Raman-
Streuung [41], [45] erhalten, spéter aus inelastischer Neutronen-Streuung [3], [4], [34].
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2.2 Phéinomenologische Modelle
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Abbildung 2.2: Vergleich der Wirmeleitfihigkeit von kristallinem Quarz (1) und Quarzglas (2) (nach
[32])

2.2 Phanomenologische Modelle

2.2.1 Das Standard-Tunnel-Modell

Das Verhalten der Wiarmekapazitdt im Temperaturbereich unterhalb von 7' = 1 Kelvin ist
ein Beispiel fiir eine Megrofie, deren Verhalten sich mit dem phénomenologischen Standard-
Tunnel-Modell [2], [31], [33] reproduzieren 1&8t. Man geht in diesem Modell davon aus, dafl im
amorphen Festkorper fiir einzelne Atome oder Atomgruppen benachbarte Potentialminima
existieren, die durch eine Barriere getrennt werden. Die Atome kénnen quantenmechanisch
hin- und hertunneln, wodurch Zweiniveausysteme, Tunnelsysteme, entstehen. Die Aufspal-
tung der untersten beiden Energieniveaus kann in diesen unter bestimmten Bedingungen so
klein werden, daf3 sie unterhalb von 1 Kelvin liegt. Diese Tunnelsysteme lassen sich als effek-
tive Teilchen, die sich in einem Doppelmuldenpotential befinden, darstellen, ein solches zeigt
Abbildung 2.3. Es kann durch die geometrischen Parameter Asymmetrie A, der Potentialdif-
ferenz der beiden Minima, der Barrierenhohe V', der mittleren Potentialdifferenz der Minima
und des Maximums, sowie dem Abstand d der beiden Minima voneinander charakterisiert
werden. Die Ortskoordinate ist hierbei eine abstrakte Variable im Konfigurationsraum, im all-
gemeinen eine Kombination der Koordinaten verschiedener Atome. Eine andere Moglichkeit,
die Asymmetrie und die Barrierenhohe festzulegen, besteht darin, statt der Potentialminima
die Nullpunktsschwingungen Ey = h2/2 in den einzelnen Mulden zu verwenden. Die beiden
Werte der Asymmetrie stimmen nur fiir zwei identische Einzelmulden, die zueinander ver-
schoben sind, iiberein.

Die Energieniveaus in einem Doppelmuldenpotential kénnen in verschiedenen Darstellungen

15



2 Experiment und Phinomenologie

Abbildung 2.3: Doppelmuldenpotential mit geometrischen Potentialparametern Abstand d, Barrie-
renhohe V und Asymmetrie A

berechnet werden. Wihlt man als Basis die beiden Grundzusténde t; und 2 der Einzelmul-
den, welche die Doppelmulde bilden, hat der Hamiltonoperator H die Gestalt

A A A A
) = 6+ =0, (2.1)

1
H=:>
2\ ap - 2 2

wobel mit o, und o, die Paulimatrizen bezeichnet werden:

Oy = , Oy = , 0y = (2.2)

Der Parameter A wird hierbei als Tunnelaufspaltung bezeichnet und ist durch den Uberlapp
der beiden Grundzustidnde

Ao = 2(1|H|1pa) (2.3)

gegeben. Als Energiecigenwerte des Hamiltonoperators ergeben sich +F/2 mit

FE = A2 =+ A02 , (24)

und man erhélt den Hamiltonoperator in diagonalisierter Gestalt:

1

Fiir das Zweiniveausystem besteht also eine formale Analogie zu einem Spin-1/2-Teilchen in
einem magnetischen Feld.
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2.2 Phéinomenologische Modelle

Wenn man die Asymmetrie des Potentials kennt, ben6tigt man im Prinzip nur noch eine
Formel fiir den Tunnelparameter, um die Energieaufspaltung zu berechen. Dieser Parameter
kann jedoch nur fiir einige spezielle Probleme ndherungsweise analytisch berechnet werden,
zum Beispiel fiir zwei identische harmonische Oszillatoren der Frequenz wy im Abstand d
mit verschwindender Asymmetrie [28]. Fiir geniigend hohe Barrieren ergibt sich in diesem
Beispiel:

2 2
AoZEl—EQ = 2770.10 v exp (——V)
T

QY22 1 d 1/2

Im Fall amorpher Festkorper verwendet man in Analogie zu diesem Ergebnis die Ndherungs-
formel

Ap = hdexp(—A) (2.7)

mit dem Tunnelparameter A

A= g\/sz/iﬂ , (2.8)

wobei () die mittlere Frequenz der Nullpunktsschwingungen der einzelnen Mulden bezeichnet.
Je grofler also der Abstand und die Barrierenhéhe, desto geringer die Tunnelaufspaltung.
Um mit dieser Modellvorstellung die experimentellen Resultate zu reproduzieren, mufl man
noch Annahmen iiber die Verteilungen der Asymmetrie A und des Tunnelparameters A im
amorphen Festkorper treffen. Man nimmt dabei — nicht zuletzt aus praktischen Griinden —
an, daf} diese Groflen voneinander unabhéngig verteilt sind. Die Verteilung der Asymmetrie
ist symmetrisch zu A = 0, weil keine der Einzelmulden vor der anderen ausgezeichnet ist, und
man erwartet keine Singularitdt an dieser Stelle, so daf3 die Verteilung glatt ist. Argumentiert
man, daf fiir die Tieftemperatureigenschaften nur sehr kleine Energien verantwortlich sind,
die am Glasiibergang zur Verfiigung stehende thermische Energie jedoch sehr viel grofler ist,
kann man auf eine breite Verteilung der Asymmetrien schlieffen und den fiir das Tieftem-
peraturverhalten verantwortlichen Bereich als konstant approximieren. Fiir den Abstand der
Mulden und die Barrierenhdhen erwartet man ebenfalls breite Verteilungen und nimmt an,
dafl der Tunnelparameter ebenfalls konstant verteilt ist. Damit erhélt man

P(A, \)dAd) = PdAd (2.9)
und
P
P(A, Ag)dAdAy = - dAdA (2.10)
0

mit einer Konstanten P. Mit diesen Annahmen 148t sich nun zum Beispiel eine konstante
Zustandsdichte im Bereich kleiner Energien berechnen, woraus sich ein linearer Anstieg der
spezifischen Wérme ergibt.
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2 Experiment und Phinomenologie

2.2.2 Das Soft-Potential-Modell

Das Soft-Potential-Modell [18], [17], [7] ist eine Erweiterung des Tunnel-Modells in der Hin-
sicht, daf} es nicht nur die Tunnelsysteme beschreibt, sondern auch niedrigfrequente, lokali-
sierte Schwingungen. Mit diesem Modell 1483t sich dann auch der Anstieg der Warmekapazitét
C o T3 im Bereich oberhalb von 1 Kelvin qualitativ reproduzieren.

In diesem Modell beschreibt man die effektiven Doppelmuldenpotentiale der Tunnelsysteme
und die Einzelmuldenpotentiale der lokalisierten, energiearmen Schwingungen in Form eines
Polynoms vierter Ordnung

U(x) = W(Diz + Doz? + z%). (2.11)

Hierbei bezeichnet der Wert W eine feste Energie, welche die Stirke des quartischen An-
stiegs angibt. Die Parameter D, der die Asymmetrie der Mulden bestimmt, und Ds, der
eine Riickstellkraft angibt, werden dagegen verteilt gewéhlt. Die Doppelmulden ergeben sich
im Bereich negativer D fiir nicht zu grofle Betrdge von D1, ansonsten liegen Einzelmulden
Vor.

Man nimmt unter anderem an, dafl die Parameter D; und D unabhéngig voneinander ver-
teilt sind. Fiir D; wahlt man eine Gaufiverteilung, so dafl man im Bereich kleiner Betrige
von D; (und negativer Ds) eine nidherungsweise konstante Verteilung der Asymmetrien der
Tunnelsysteme erhélt, der Parameter Dy wird gleichverteilt gewahlt. Mit diesen Annahmen
lassen sich die Ergebnisse des Standard-Tunnel-Modells mit kleinen Korrekturen reproduzie-
ren, und man erhélt dariiberhinaus zum Beispiel einen starken Anstieg der Zustandsdichte
ab einer bestimmten Energie und daraus den Anstieg der Wirmekapazitit C oc 72 im Tem-
peraturbereich oberhalb von 1 Kelvin.

Mit diesen phidnomenologischen Modellen lassen sich zwar eine ganze Reihe Meflergebnisse
reproduzieren, die Situation ist dennoch unbefriedigend, da es fiir die Annahmen dieser Mo-
delle keinerlei mikroskopische Rechfertigung gibt. Auflerdem lassen sich die Ergebnisse einiger
Messungen, zum Beispiel [37] und [42], bisher nicht im Rahmen dieser Modelle erkldren. Man
benotigt daher mikroskopische Glasmodelle, die zu einem tieferen Verstédndnis fiithren.
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3 Ein mikroskopisches Glasmodell mit
Translationsinvarianz

In diesem und dem folgenden Kapitel werden zwei mikroskopische Glasmodelle mit Hilfe von
Computersimulationen untersucht. Diese Modelle weisen eine glasartige Tieftemperaturphase
auf, in der sowohl Einzel- als auch Doppelmulden vorkommen. Die Verteilungen der Para-
meter, welche diese Mulden charakterisieren, lassen sich allein aus mikroskopischen Parame-
tern der Wechselwirkung berechnen, wihrend sie im Soft-Potential-Modell wie im Standard-
Tunnel-Modell lediglich postuliert werden. Die Glasmodelle selbst sind klassisch und werden
in einer Mean-Field-Theorie im Replikaformalismus behandelt. Hierbei wird die potentielle
Energielandschaft auf eine Summe von effektiven Einteilchenpotentialen abgebildet, die dann
quantenmechanisch behandelt werden. Die Replikatheorie ist jedoch ein Ndherungsverfahren,
dessen Ergebnisse sich nur dadurch rechtfertigen lassen, da8 sie eine gute Ubereinstimmung
mit Resultaten aus Computersimulationen aufweisen, die natiirlich selbst nur eine Ndherung
sind.

Wir werden im folgenden nicht der chronologischen Entwicklung folgen, sondern zuerst das
aktuelle Modell [25] behandeln, an dem sich die Simulationsmethoden besser veranschauli-
chen lassen.

3.1 Das Modell

Die Tieftemperatureigenschaften amorpher Festkorper sind universell, hingen also nicht von
der speziellen Form der Wechselwirkung ab. Daher hat man eine grofle Freiheit bei der Mo-
dellierung, solange man nur eine glasartige Tieftemperaturphase erhilt und das Modell 16sbar
ist. Das hier behandelte Glasmodell ist der Spinglasphysik [29] entlehnt, in der man schon
lange Unordnung beschreibende Modelle untersucht. Die Wechselwirkungen werden unendlich
reichweitig und gauflverteilt gewihlt, so dal das Modell im Limes unendlicher Teilchenzahl im
Replikaformalismus gelost werden kann. Dabei wird die Landschaft der potentiellen Energie
auf eine Summe von effektiven Einteilchenpotentialen der Form

U(v) = Dyv + Dav? + Dy (3.1)

abgebildet, die sowohl Einzel- als auch Doppelmulden beschreiben kann. Nur ein kleiner
Teil der Doppelmulden beschreibt jedoch Tunnelsysteme mit einer Aufspaltung des Grund-
zustands, ndmlich gerade solche mit einer geringen Asymmetrie, d.h. einem kleinen Betrag
von D7, und einer gewissen Barrierenhthe, d.h. Dy mufl negativ sein und kleiner als eine
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3 Ein mikroskopisches Glasmodell mit Translationsinvarianz

bestimmte Schranke, sieche Abschnitt 3.8. Die Begriffe Doppelmulde und Tunnelsystem sind
daher keine Synonyme!

Die Verteilungen der Potentialparameter Dy, Ds und Dy lassen sich in diesem Modell allein
aus der mikroskopischen Wechselwirkung berechnen. Zunéchst werden diese Verteilungen
in der replikasymmetrieschen Niherung berechnet. Anschliefend wird beschrieben, wie die
Potentialparameter in den durchgefiihrten Simulationen bestimmt werden, und die Verteilun-
gen werden miteinander verglichen. Mit Hilfe dieser Verteilungen kann nun das physikalische
Verhalten des Modells in der Replikarechnung und den Simulationen untersucht werden.
Das unterschiedliche physikalische Verhalten, zum Beispiel der Warmekapazitét, kann dabei
anschaulich mit den verschiedenen Verteilungen der Potentialparameter erklirt werden und
man erhélt qualitativ das richtige Tieftemperaturverhalten der spezifischen Warme. Abschlie-
end werden die Tunnelsysteme genauer untersucht und die Verteilungen der Parameter des
Standard-Tunnel-Modells bestimmt und miteinander verglichen.

Im folgenden wird das Modell kurz vorgestellt und der Losungsweg so weit angedeutet, daf
klar wird, daB8 die Ergebnisse einer Uberpriifung durch Simulationen bediirfen. Die Wechsel-
wirkungsenergie ist gegeben durch

Uni({ui}) = 7 3 Jlwi = 0y + 3 Glwn) (3:2)

Hierbei bezeichnet J;; die Kopplungskonstanten, die mit einer gauflschen Wahrscheinlich-
keitsdichte

_ 1 1(Jij — Jo/N)?
P(Jij)—\/ﬁexp{—§%} (3.3)

verteilt sind. Der Mittelwert Jy/N und die Varianz J2/N dieser Verteilung skalieren mit der
Teilchenzahl N, um im thermodynamischen Limes endliche und damit physikalisch sinnvolle
Ergebnisse zu erhalten. Die Freiheitsgrade v; kénnen hier kontinuierliche Werte annehmen,
wodurch es nétig wird, ein stabilisierendes Potential G(v;) einzufiihren. Dieses Potential muf
stirker als quadratisch in den Freiheitsgraden ansteigen, um stabilisierend zu wirken und
wird als

1 1
Gv) = 5 a2 v? + 2 vt (3.4)

gewahlt, wobei ag und a4 konstant oder verteilt sein konnen. In zukiinftigen Rechnungen soll
auch dieses Potential translationsinvariant gewéhlt werden.

Dieses Modell enthélt also keinerlei Geometrie und daher kénnen keine ausgedehnten Schwin-
gungen auftreten, was sicherlich ein wesentlicher Nachteil des Modells ist. Somit kénnen Ki-
genschaften, die im wesentlichen auf Phononen zuriickgefiihrt werden konnen, mit diesem
Modell nicht reproduziert werden.
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3.2 Die Potentialparameter in der replikasymmetrischen Ndherung

3.2 Die Potentialparameter in der replikasymmetrischen
Ndherung

Um die Potentiallandschaft dieses Modells zu untersuchen, mufl die freie Energiedichte fy

fn(B)=—(BN)'InZ (3.5)

gemittelt {iber die Unordung der Kopplungskonstanten berechnet werden. Diese Mittelung
wird hier durch den Querstrich iiber dem Logarithmus der Zustandssumme Z symbolisiert,
wobei

WmZ = / 47 P(7)(1n / ([T dv) exp(~40)) (3.6)

gilt mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung P(J) aus Gleichung (3.3). Um diesen Ausdruck
auszuwerten, wird der Replikatrick

InZ = lim (Zn_l) — lim S InZ" (3.7)
n—0 n n—0mn

benutzt, der es erlaubt, statt des Logarithmus die n-te Potenz der Zustandssumme zu mitteln.
Durch diese Potenz erhélt man n zunichst identische, ungekoppelte Kopien oder Replika
des Systems. Im Verlauf der Rechnung wird — ohne mathematische Rechtfertigung — die
Reihenfolge der Limites N — oo und n — 0 vertauscht und zuerst der thermodynamische Limes
unendlicher Teilchenzahl gebildet, um eine Sattelpunktsintegration durchfiihren zu kénnen.
Das Modell miifite eigentlich in co-Schritt Replikasymmetriebrechnung behandelt werden,
jedoch wird schon die Behandlung des Problems in 1-Schritt Replikasymmetriebrechnung so
aufwendig, dafl man sich zunichst auf die symmetrische Losung beschrankt.

In dieser Naherung ergibt sich fiir die Freiheitsgrade das effektive Einteilchenpotential

1
Uegt(v) = —hegv + §keﬂv2 +G(v). (3.8)

Im folgenden wird nur noch der Fall Jy = 0 betrachtet, eine symmetrische Verteilung der
Kopplungskonstanten um den Ursprung. Bei dieser Wahl sind die Variablen h.g und keg wie
folgt gegeben

heg = J\/qz (3.9)
kg = —J*C+Jy (3.10)

mit zwei unkorrelierten Gaufivariablen y und z, wobei letztere bewirkt, dal neben heg auch
keg verteilt ist. Die Konstante C' = 3(gq — q) wird durch die Ordnungsparameter ¢ und gq4
festgelegt, welche Losungen der Fixpunktgleichungen
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3 Ein mikroskopisches Glasmodell mit Translationsinvarianz

a = (),
¢ = <<v>2>w (3.11)

sind. Hierbei bezeichnet (...), . die Mittelung iiber die Gau8variablen y und z, wéhrend (.. .)
den thermischen Mittelwert in bezug auf das Einteilchenpotential (3.8) symbolisiert.

Aus diesem Einteilchenpotential sollen nun die Verteilungen der Potentialparameter berech-
net werden. Vergleicht man den Ausdruck (3.8) mit der allgemeinen Form des Potentials
(3.1), ergibt sich fiir die Parameter

D,
Dy = —-JJgz=2=——F— 3.12
1 Va NG (3.12)
1
Dy = S(Jy- J2C + ag) (3.13)
1
D4 = I(lzl . (314)
Die Verteilung der Variablen D; erh&lt man nun aus
P()dz = —— exp(—22?)dz (3.15)
= X —_— = .
V2 Py
= P (z(Dy)) = dD (3.16)
= 3D, 1 .
— P(Dy)dD, (3.17)

als

1 1D,?

und analog ergibt sich die Verteilung des Parameters Do als

P(D,) = 1Dy 4 5(J2C - a2)]2> : (3.19)

1
— €
NoTIIP Xp( 2 J2/4

Der Parameter D4 nimmt einen festen Wert an, falls a4 nicht verteilt gewiahlt wurde, dieser
Fall soll hier jedoch nicht behandelt werden. Diese beiden Verteilungen sind unkorreliert und
so ist die gemeinsame Verteilung der Parameter D; und D, gerade das Produkt der beiden
Verteilungen, P(Dy, Dy) = P(D1)P(D2).

Diese Verteilungen sollen nun auf den Fall der Doppel- beziehungsweise Einzelmulden ein-
geschrinkt werden, d.h. es soll beispielsweise die Wahrscheinlichkeitsdichte von D; fiir die
Doppelmulden bestimmt werden. Diese liegen vor, wenn das Potential (3.1) drei lokale Ex-
trema aufweist, das heifit die Ableitung
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3.2 Die Potentialparameter in der replikasymmetrischen Ndherung

U'(v) = Dy + 2Dov + 4Dyv® = 0 (3.20)

drei relle Losungen hat. Es gilt folglich

27
—Dy?® > §D4D12. (3.21)

Einzelmulden liegen vor, wenn das Potential nur ein lokales Extremum annimmt, wenn die
Ableitung (3.20) also genau eine relle Losung hat. Dies ist der Fall fiir

27
—Dy? < §1)41)12. (3.22)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Verteilung eines Parameters fiir eine Art der Mulde erhélt
man durch die Integration der gemeinsamen Verteilung P(D, Ds) iiber den anderen Para-
meter unter Beriicksichtigung der Bedingung (3.21) beziehungsweise (3.22). Es sind folglich
fiir die Doppelmulden (DWP) und die Einzelmulden (SWP) die Integrale

P(D;|DWP) = constl/ dDyP(Dy, Dy)O(—Dy — 3/2|D1 |2 DyY3)  (3.23)

—00

P(D{|SWP) = constg/ dDyP(Dy, D2)O(Dy + 3/2|D1[>3D4Y3)  (3.24)

—00

P(Dy|DWP) = constg/ dD1P(Dy, Dy)O(—D2®/Dy — 27/8D1?) (3.25)

P(DQ > OISWP) = COIlSt4/ lep(Dl,Dg) (326)
& 8 Dy3

P(DQ < 0|SWP) = consts lep(Dl,Dg)@ |D1| — _2_7D— (327)
[e'e) 4

zu berechnen. Zur Auswertung dieser Integrale benttigt man die Fehlerfunktion

erf(z) = % /0 " dtexp(—12) (3.28)

und ihre komplementére Funktion
erfe(z) = — dtexp(—t°) =1 —erf(z). (3.29)
VT s
Im Fall der Doppelmulden erhilt man zum Beispiel fiir den Parameter Dy

P(D;|DWP) = constl/ dDyP(Dy, D2)O(—Dy — 3/2| Dy |73 Dy 3)

—00

— consty ex _lD_12 /_3/2D1|2/3D41/3 dDs ex _1 (D2 +1/2(J?C — ay)]? (3.30)
27 P\ "2 ) ) 2P\ 75 J2/4 ‘
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3 Ein mikroskopisches Glasmodell mit Translationsinvarianz

mit der Substitution

T = \/_J/Q[Dg+1/2(J2 — a)] (3.31)

die Verteilung

21/21.J2%q 2 J%q JV2

Analog ergibt sich fiir die anderen Verteilungen (wie oben erwihnt im Falle Jy = 0):

t 1 D42 D 2/3D 1/3 _ (12 _
P(D;|DWP) = GO exp (———1> erfc (3| 1 1 (J°C = a2) . (3.32)

COIlStQ 1 D12 -3 D1 2/3D41/3 JQC — a9
8 D2
consts 1[Ds + 3(J*C — ay)] _2_7—1)4
consty 1[Dy + 1/2(J%C — a9))?
const 1[Dgy+1/2(J%C — a3)]? —5 Dﬁg
P(Dy < 0]SWP) = —— exp (=22 2L ) erfe [ Y2 ] (3:36)
V21 J/2 2 J?2/4 2J2q

Es stellt sich die Frage, wie gut die Nidherung der replikasymmetrischen Losung ist. Aus der
Rechnung weifl man, dal durch Symmetriebrechung der Wert von C' kleiner und damit die-
jenigen des Potentialparameters Do kleiner werden. Auflerdem erhélt man in jedem Schritt
Replikasymmetriebrechung einen weiteren Ordnungsparameter wie g. Daher wird zum einen
die D;-Verteilung nicht mehr die Form einer Gauflverteilung annehmen, zum anderen werden
Korrelationen zwischen den Parametern D1 und D5 auftreten. Zur Beantwortung dieser Frage
werden im folgenden Abschnitt die berechneten Verteilungen mit solchen, die aus Computer-
simulationen gewonnen worden sind, verglichen und deren Korrelationen bestimmt.

3.3 Die Potentialparameter in der Simulation

Ziel der Simulationen ist daher die Uberpriifung der Verteilungen (3.18) und (3.19) der Para-
meter des effektiven Potentials. Hierzu benétigt man eine Konfiguration des Modells in einem
Minimum der potentiellen Energie (3.2), deren Einteilchenpotentiale dann ausgemessen wer-
den miissen. Wihrend die Replikarechnung im Limes unendlicher Teilchenzahl erfolgt, kann
die Teilchenzahl in der Simulation nur endlich gew#hlt werden. Um die Finite-Size-Effekte
abzuschitzen, wurden die Simulationen mit verschiedenen Systemgréfien IV durchgefiihrt.

Zunichst wird diese Systemgrofle IV festgelegt, sowie die Parameter Jy und J der Verteilung
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der Kopplungskonstanten und die Werte a2 und a4 des stabilisierenden Potentials. Die Start-
werte v; der Freiheitsgrade werden zufillig ausgewahlt, zum Beispiel gleichverteilt aus einem
groflen, zu Null symmetrischen Intervall, was einer unendlich hohen Anfangstemperatur ent-
spricht. Die Kopplungskonstanten J;; werden aus der Verteilung (3.3) ausgewtiirfelt. Durch
ein Simulated-Annealing-Verfahren [19] kann das System nun langsam abgekiihlt werden, so
daf} es in die Néhe eines Minimums der potentiellen Energie gelangt. Das Minimum selbst
wird dann durch ein geeignetes Minimierungsverfahren wie zum Beispiel die Methode der
konjugierten Gradienten [35] bestimmt.

Um das Potential auszumessen, wird nun nacheinander jeder Freiheitsgrad v; in kleinen Schrit-
ten A soweit aus seiner Ruhelage ausgelenkt, dal er den gesamten Wertebereich der Kon-
figuration der v; abdeckt. Nach jedem dieser Schritte m wird die potentielle Energie des
Systems minimiert, da wir den Fall T' = 0 betrachten, wobei der i-te Freiheitsgrad in seiner
Lage v(m); = v; + mA festgehalten wird, und man erhélt den Wert U(m);. Dieser gemessene
Potentialverlauf wird nun in Form eines allgemeinen Polynoms vierter Ordnung

U(v) = Ao + A1v + Agv® + Agv® + Ago* (3.37)

gefittet. Die Parameter Ag und A; konnen hierbei durch eine geeignete Wahl des Ursprungs
des Koordinatensystems eliminiert werden. Fiir die Einzelmulden w&hlt man dazu als Ur-
sprung das Minimum des Potentials, fiir die Doppelmulden entweder eines der beiden Minima
oder das lokale Maximum zwischen diesen, so dafl sowohl U(0) = 0 als auch U’(0) = 0 gilt
und somit Ay = A; = 0. Aus den Parametern Ay, A3 und A4 erhilt man dann die gesuchten
Werte fiir Dy, D2 und Dy mittels einer Transformation (siehe Kapitel 7.1) als

| AAy A
D1 = - (3.38)
3452
Do = A, — .
) 2= S Ar (3.39)
Di = Ay. (3.40)

Diese Werte werden nicht direkt bestimmt, da man hierzu den Ursprung so legen miifite, daf}
sowohl U(0) = 0 als auch U"'(0) = 0 gilt, was aus dem Verschwinden der Parameter nullter
und dritter Ordnung folgt. Dieser Punkt ist offensichtlich nicht ohne weiteres zu identifizieren.
Der Parameter Ay = D4 wird durch die Bedingung (3.14) festgelegt, die Werte von Ay und
Ajg erhélt man mit der Methode der kleinsten Quadrate [35], bei der die Werte so bestimmt
werden, daf3 die Fehlerfunktion

X =Y [U(m)i — (Agv(m)i® + Agv(m);® + Ago(m);h))? (3.41)

m

minimiert wird. Hierbei bezeichnet U(m); die gemessenen Werte des Potentials an den Aus-
lenkungen v(m); relativ zum gewéhlten Ursprung. Abbildung 3.1 zeigt am Beispiel einer
Einzel- und einer Doppelmulde, dafl die Potentialverldufe im allgemeinen sehr gut in dieser
Form beschrieben werden kénnen. Es kénnen jedoch auch Spriinge im gemessenen Potenti-
alverlauf auftreten, die durch eine kollektive Umordnung der Teilchen entstehen. Vergleicht
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man jedoch die Potentialverldufe fiir verschiedene Systemgrofien, sieht man, da3 sowohl die
Anzahl als auch die Gréfle der Spriinge mit der Teilchenzahl abnimmt. Sie sollten daher im
Limes N — oo verschwinden, so dafl das Modell wohldefiniert ist. Treten diese Unstetig-
keiten im Potential einer Einzelmulde auf, wird fiir die Bestimmung der Parameter nur der
Bereich bis zur Sprungstelle verwendet. Ebenso wird bei einer Doppelmulde verfahren, wenn
die Sprungstelle nicht zwischen den beiden Minima auftritt. Ist dies der Fall — oder 18t
sich aus dem Potentialverlauf nicht klar erkennen, um welche Art von Mulde es sich handelt
— wird diese nicht beriicksichtigt. Hierdurch erhilt man im Vergleich zu den Einzelmul-
den zu wenige Datenpunkte fiir die Doppelmulden, was bei der Bestimmung von P(D;) und
P(D3) beriicksichtigt werden mufl. AuBerdem stellt sich natiirlich die Frage, inwieweit dies
die Verteilung der Parameter im Fall der Doppelmulden beeinflufit.

50 ‘ 100
Fit & Fit
o Simulation o Simulation
40 |
\ 50 |
30 i
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0 -50 :
2 -4 -2 0 2
\V \"

Abbildung 3.1: Vergleich der gemessenen Potentiale mit den daran nach Gleichung (3.37) angepafiten
Kurven

3.4 Vergleich der Verteilungen

Die Simulationen wurden fiir Systeme mit N = 200 und N = 1000 Freiheitsgraden durch-
gefiihrt, dabei wurden 500 Realisierungen des kleineren und 100 des grofleren Systems un-
tersucht. Fiir jede Realisierung wurden verschiedene Kopplungskonstanten und Anfangswerte
der Freiheitsgrade gewéhlt. Die Parameter der Kopplungskonstanten und des stabilisierenden
Potentials wurden wie folgt festgelegt:

Jo = 0.0

J = 10.0

az = 0.0

as = 24.0 (3.42)

26



3.4 Vergleich der Verteilungen

Die Werte der Parameter C' und g erhélt man in der replikasymmetrischen Ndherung nume-
risch aus der Losung der Fixpunktgleichungen (3.11) als

g ~ qrsJ =0.417J (3.43)
Crs 0.85

C “RS 3.44

7 7 (3.44)

Um die Potentialparameter zu bestimmen, wurde jede Mulde in 100 Schritten ausgemessen.
Die Freiheitsgrade wurden so weit aus ihrer Ruhelage ausgelenkt bis sie einen Wert erreicht
hatten, dessen Betrag 10% grofier war als der groite Wert v; der Konfiguration der Freiheits-
grade {v;} im lokalen Minimum. Bei noch grofleren Auslenkungen sollte der quartische Term
des Potentials iiberwiegen und das Potential daher monoton ansteigen, so dafl alle Doppel-
mulden entdeckt werden. Die Schrittweite A wird hierbei so klein, dafl die Ergebnisse von
dieser unabhéngig werden.

Abbildung 3.2 zeigt die gefundenen Werte fiir die Parameter D; und Dy des Systems mit
N = 1000 Freiheitsgraden. Die Bedingungen (3.22) und (3.21) fiir das Auftreten von Einzel-
und Doppelmulden sind hier sehr schén veranschaulicht. Diese Daten sind fiir beide System-
groflen in Abbildung 3.3 in Histogrammen getrennt fiir die verschiedenen Muldenformen sowie
zusammen dargestellt und ebenso die normierten Verteilungen, die sich hierfiir aus der repli-
kasymmetrischen Rechnung ergeben. Die statistischen Fehler der Simulationsdaten sind im
Fall der Einzelmulden kleiner als die Symbole. Die Normierungskonstanten der Verteilungen
(3.32) bis (3.36) sind numerisch bestimmt worden und befinden sich — der Vollsténdigkeit
halber — in Tabelle 3.1. Bei der Analyse der Ergebnisse fallen folgende Punkte auf:

(i) In den Simulationen findet man deutlich mehr Einzelmulden — und damit weniger
Doppelmulden — als in der replikasymmetrischen Losung.

(ii) Die Finite-Size-Effekte sind in den Simulationen offenbar gering.

(iii) Die Verteilung des Parameters Ds ist in den Simulationsergebnissen zu gréferen Werten
verschoben, sie 148t sich jedoch gut in der Form (3.19) mit einem kleineren Wert von
C beschreiben.

(iv) Die Verteilung des Parameters D; stimmt fiir die Doppelmulden sehr gut iiberein.
Dagegen findet man in der Simulation mehr Einzelmulden mit gréfieren Betrigen von
D; als man nach der replikasymmetrischen Rechnung erwartet.

Diese Punkte werden im folgenden diskutiert:
(i) In der Replikasymmetrie erwartet man einen Anteil Doppelmulden, der sich mit einer
numerischen Integration aus den berechneten Verteilungen ermitteln 1a8t:

—00 —00

0o —3/2|D1|2/3D}/3
const; } = / leP(Dl)/ dDyP(Dy)

- UOO leP(Dl\DWP)] -

—00

= const3 ' = 0.255 (3.45)
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Man erhilt folglich in dieser Niherung 25.5% Doppel- und 74.5% Einzelmulden — unabhéngig
von der Wahl des Parameters J. Dies sieht man, wenn man beispielsweise z = D1J~3/2 in
der Verteilung P(D1|DW P) substituiert und die Abhéngigkeit (3.44) der Werte C' und ¢ von
J beriicksichtigt.

In den Simulationen dagegen lassen sich fiir das System mit N = 1000 (N = 200) Freiheits-
graden 92.5% (90.7%) der Potentiale als Einzel- und 7.0% (3.8%) als Doppelmulde identifizie-
ren. Die restlichen 0.5% (5.5%) sind zum grofiten Teil Doppelmulden, deren Potentialverlauf
Spriinge zwischen den Minima aufweist, so daf3 die Potentialparameter nicht eindeutig be-
stimmt werden kénnen, und zu einem kleineren Teil Ereignisse, die nicht klar als Einzel- oder
Doppelmulde zu erkennen sind.

(ii) Die Finite-Size-Effekte sind offensichtlich gering. Sie zeigen sich vor allem darin, daf die
in Abschnitt 3.3 erwdhnten Spriinge im Potentialverlauf mit wachsendem N verschwinden,
so dal das Modell wohldefiniert ist. Im Fall N = 200 lassen sich viel zu wenige Doppelmulden
ausmessen, jedoch stimmen die Verteilungen der Asymmetrien und der Absténde der Dop-
pelmulden, die sich ausmessen lassen, gut mit denen iiberein, die Unstetigkeiten zwischen den
Minima aufweisen. Man findet also einen reprisentativen Querschnitt. Bei der Bestimmung
der Verteilungen P(D;) und P(D;) werden die Doppelmulden entsprechend ihrem Anteil
beriicksichtigt, im Fall N = 200 werden daher die Parameter jeder Doppelmulde mehrmals
gezahlt.

Auch wenn die Finite-Size-Effekte hier nur gering sind, sollte man daran denken, dafl das Mo-
dell im thermodynamischen Limes N — oo gelost werden muf, die Simulationen jedoch nur
fiir endliche Teilchenzahlen durchgefiihrt werden kénnen. Daher kann man nicht ausschlie3en,
daf sich die exakten Verteilungen nicht doch deutlich von den aus den Simulationen gewon-
nenen unterscheiden.

(iii) Die Verteilung des Parameters Dj 148t sich sehr gut in der Form (3.19) mit einem — wie
in 1-Schritt Replikasymmetriebrechung erwartet — kleineren Wert von C', ndmlich

Csim _ 0.34+0.01

C =~ 3.46
7 ¥ (3.46)
im Vergleich zu
Crs 0.85
C~ —/—=—
J J

beschreiben. Dieser Zusammenhang (3.46) wurde fiir verschiedene Werte von J in Simulatio-
nen mit N = 200 Freiheitsgraden gewonnen, vergleiche Abbildung 3.4. Wenn der Wert JC
kleiner wird, verringert sich die Anzahl der Doppel- im Vergleich zu den Einzelmulden. Mit
Csim = 0.34 1+ 0.01 berechnet man einen Anteil Doppelmulden, der immer noch deutlich iiber
dem Anteil in den Simulationen liegt.

Die Verteilungen von D eingeschriankt auf die verschiedenen Mulden, P(D2|SWP) und
P(Dy|]DWP), lassen sich nicht in den replikasymmetrischen Formen (3.36) und (3.34) mit Cgip,
statt Crg darstellen, weil in diesen Formeln auch der Parameter g der Verteilung P(D;|SWP)
auftritt.

(iv) Die Verteilung des Parameters D; stimmt nur schlecht mit der replikasymmetrischen
Form {iiberein. Fiir die Einzelmulden findet man in den Simulationen deutlich mehr Ereig-
nisse mit groBeren Betridgen von D;. Fiir die Doppelmulden stimmt die Verteilung zwar gut
iiberein (solange man den replikasymmetrischen Wert Crg verwendet und nicht Cgy,), da
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man aber sehr viel weniger Doppelmulden findet, erhélt man insgesamt viel zu wenig Mulden
mit kleinen Betridgen von D;j.

20

10 |

-10

-20 ‘ ‘ ‘
~100  -50 0 50 100

Abbildung 3.2: Scattergramm der Potentialparameter D1 und Dy der Einzelmulden (rot) und Dop-
pelmulden (schwarz) bei Wahl der Parameter (3.42)

Verteilung Normierungskonstante Wert
P(D,|DWP) consty 3.924 £ 0.001
P(D;|SWP) consts 1.342 + 0.001
P(Dy]DWP) consts 3.924 +0.001

P(Dy > 0|SWP) consty 5.059 £ 0.001
P(Dy < 0|SWP) consts 1.863 £ 0.001
P(D2|SWP) constg 1.342 £+ 0.001

Tabelle 3.1: Normierungskonstanten der Verteilungen von D1 und Do bei Wahl der Parameter (3.42)

3.5 Korrelationen zwischen den Potentialparametern

Neben den Verteilungen der Potentialparameter selbst sind auch die Korrrelationen zwi-
schen diesen ein Maf fiir die Giite der replikasymmetrischen Niherung beziehungsweise fiir
die Grofle der Korrekturen aufgrund von Symmetriebrechung. Die Verteilungen P(D;) und
P(D3) ((3.18) und (3.19)) fiir alle Mulden zusammen sind voneinander unabhéngig und da-
her unkorreliert. Durch die Bedingungen (3.22) und (3.21) an die Potentialparameter fiir das
Auftreten von FEinzel- und Doppelmulden werden jedoch Korrelationen zwischen den Ver-
teilungen (3.32) bis (3.36) der Parameter der verschiedenen Muldensorten induziert. Gehort
beispielsweise zu einer Doppelmulde ein bestimmter Parameter D, kann Dy nicht grofler
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Abbildung 3.3: Verteilung der Potentialparameter D1 und Dy der Einzelmulden (oben), der Dop-
pelmulden (Mitte) und beider Muldenformen zusammen (unten)
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Abbildung 3.4: Die Parameter C' und q als Funktion von J in der replikasymmetrischen Ndherung.
Fiir C erhélt man in den Simulationen einen kleineren Wert, aber denselben funktionalen Zusammen-
hang, fiir q 148t sich — wie in 1RSB erwartet — kein solcher finden.

als ein bestimmter Wert werden, vergleiche Abbildung 3.2. Von diesen Korrelationen muf}
man diejenigen unterscheiden, die sich durch die Replikasymmetriebrechung ergeben. Alle
Momente zweier unabhéngiger Verteilungen faktorisieren, es gilt also fiir beliebige Potenzen
k und [

(D1*Dyty = (D1*)(Dy!, (3.47)

wobei (...) den Erwartungswert symbolisiert. Um die Korrelationen zwischen den Potenti-
alparametern zu bestimmen, werden daher als Funktion der Anzahl m der Datenpunkte die
Korrelationskoeffizienten

Ky (m) = —

(D1* = (D1*)(m))(Dy' — (Dy')(m)))(m
V{D1?F)(m) — ((D1F)(m))? /(D2 (m) — ((Dy') (m))?
(D1*Dy')(m) — (D1*)(m)(Dy')(m

(m))?v/(D

) 3.48
V{D1?F)(m) — ((D1F)(m))?/(D2) (m) — ((Dy!) (m))? (349

bestimmt. Der Nenner dieses Ausdrucks ist so gewéhlt, dafl der Wertebereich von Kj;(m) auf
das Intervall [—1, 1] eingeschrinkt ist. Die Erwartungswerte berechnen sich als arithmetisches
Mittel von m Werten eines Parameters

m

(D1*)(m) = %Z(Dli)k- (3.49)

i=1

Falls die Verteilungen nicht korreliert sind, streben die Korrelationskoeffizienten (3.48) fiir
alle Werte von k und ! mit wachsendem m, d.h. wachsender Anzahl der beriicksichtigten
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Einzel- oder Doppelmulden, wie m~1/2 gegen Null. Falls sie korreliert sind streben sie mit

wachsendem m gegen einen festen, von Null verschiedenen Wert, dessen Betrag umso grofler
ist, je starker die Korrelationen sind.

Da die Verteilung des Parameters D; symmetrisch zum Ursprung ist, verschwinden die Kor-
relationskoeffizienten Kj; mit ungeradem k; daher werden im folgenden nur die Koeffizienten
mit geradem k betrachtet. Bei deren Bestimmung mufl man sich zudem auf Gebiete be-
schriinken, in denen durch die Bedingungen (3.22) und (3.21) fiir das Auftreten von Doppel-
beziehungsweise Einzelmulden keine Korrelationen induziert werden.
Korrelationskoeffizienten wurden fiir die Einzelmulden der oberen Halbebene mit Dy > 0
bestimmt, siehe Abbildung 3.5, rechts. Der Koeffizient Ko

((D1? — (D1?)(m)) (D2 — (D2)(m)))(m)
V{D1#)(m) — ((D1?)(m))?/(D2?)(m) — ({D2)(m))?

ist in diesem Bereich negativ, das heifit fiir Werte von D12, die groBer als (D;2) sind, erhalt
man bevorzugt Werte von Ds, die kleiner als (Ds) sind und umgekehrt. Diese Tendenz ist
jedoch nur schwach ausgeprégt, da Ko gegen einen Wert Ko; &= —0.06 strebt auf einer Skala
von —1 bis +1. In derselben Abbildung sind auf der linken Seite die Korrelationskoeffizien-
ten der Einzelmulden fiir das Gebiet, das durch Dy < 0, Dy > —5.0, |D1| > 6.1 gegeben
ist, dargestellt. Hier erhélt man wie in der oberen Halbebene negative Werte fiir Kj; mit
ungeradem [ und positive Werte fiir Kj; mit geradem [. Beachtet man jedoch das negative
Vorzeichen von Ds in diesem Gebiet, sieht man sofort, dal dieselben Korrelationen vorliegen.
Fiir die Einzelmulden beobachtet man also eine schwache Tendenz, zu einem Wert von | D1,
der grofler als der Erwartungswert ist, einen Wert von Dy zu finden, der kleiner ist als sein
Erwartungswert.

Im Fall der Doppelmulden beobachtet man genau die entgegengesetzte Tendenz. In Abbil-
dung 3.6 sind links die Korrelationskoeffizienten der Doppelmulden im Bereich Dy < —3.0
und |D;| < 2.8 gezeigt und rechts derjenigen im Bereich Dy < —5.0 und |D;| < 6.0. Die
Koeffizienten Kj; mit ungeradem [ sind hier positiv, diejenigen mit geradem [ negativ, die
Betriage der Koeflizienten sind wieder klein. Das bedeutet, es besteht fiir die Doppelmulden
eine schwache Tendenz zu kleinen Betrégen von |D;| auch kleine Werte von Dj zu finden
und umgekehrt. Dies ist natiirlich vor allem in Hinsicht auf die Tunnelsysteme von Interes-
se. Diese erhilt man ab einer bestimmten Barrierenh6he, das heifit fiir Werte Dy unterhalb
einer bestimmten Schranke und kleinen Asymmetrien, also kleinen Betrdgen von D;p. Die
Korrelationen der Potentialparameter bewirken eine Korrelation der Asymmetrie und der
Barrierenhohe, so dafl man fiir grole Barrieren mehr Tunnelsysteme mit geringen Asymme-
trien findet.

3.6 Lokalisierung der Anregungen

Es bleibt noch die Frage zu kliren, ob die effektiven Einteilchenpotentiale (3.8) lokalisierte
Anregungen beschreiben. Hierzu wird die Inverse Participation Ratio (IPR) der Einzel- und
Doppelmulden berechnet
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Abbildung 3.5: Korrelationskoeffizienten der Potentialparameter der Einzelmulden. Rechts fiir die
obere Halbebene Dy > 0, links fiir das Gebiet —5.0 < Dy < 0.0 und |D1| > 6.1.
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Abbildung 3.6: Korrelationskoeflizienten der Potentialparameter der Doppelmulden. Links fiir das
Gebiet Dy < —3.0 und |D1| < 2.8, rechts fiir Do < —5.0 und |D;] < 6.0.
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IPR = ————. (3.51)
N iti(eit)
Hier bezeichnet e; die i-te Komponente eines Einheitsvektors, die im Fall der Doppelmulden
durch e; = Norm™!(v(min;); — v(miny);) gegeben ist, der Differenz der Werte des i-ten
Freiheitsgrades in den beiden Minima. Im Fall der Einzelmulden ist die Komponente durch
e; = Norm™!(v(min;); — v(max);) gegeben, der Differenz der Werte im Minimum und der
maximalen Auslenkung aus diesem. Falls die Mulden delokalisierte Anregungen beschreiben
— im Extremfall nehmen dann alle Komponenten den Wert ¢; = N~%/2 an —, erhilt man
fiir die IPR einen Wert der Gréflenordnung 1, im lokalisierten Fall —im Extremfall sind alle
Komponenten bis auf eine identisch Null — einen Wert der GréBenordung N ~!. Abbildung 3.7
zeigt die Haufigkeit der gefundenen Werte der IPR fiir die Einzel- und Doppelmulden beider
untersuchten Systemgrofien. Offensichtlich beobachtet man in den Simulationen lokalisierte

Anregungen.
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Abbildung 3.7: Verteilung der Anzahl der Freiheitsgrade, die an den lokalisierten Anregungen be-
teiligt sind.

3.7 Spezifische Warme

Um die physikalischen Eigenschaften des Modells zu untersuchen, miissen die Potentiale quan-
tenmechanisch behandelt werden. Hierzu wird die Methode der Testoszillatoren verwendet,
die in Kapitel 7.2 ausfiihrlich beschrieben wird, mit der man in guter Niherung die niedrig-
sten Energieniveaus und die zugehorigen Ubergangsmatrixelemente zwischen den Zustéinden
berechnen kann. Mit dieser Methode werden im folgenden die Zustandsdichte, die Warmeka-
pazitit und die Verteilungen der Parameter des Tunnelmodells sowohl fiir die Simulations-
daten als auch in der replikasymmetrischen Ndherung berechnet.

Mit der Testoszillatormethode lassen sich die Energiespektren der Schrodingergleichung
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2
) = {5 02+ U(D1, D2, D1) | 62) = Bl (352

fiir die Potentiale U(D;, Do, D4) numerisch berechnen. Ohne Beschrankung der Allgemein-
heit wurde h = m = kg = 1 gewdhlt und die Energieskala durch Ey = 0 so festgelegt, dafl
E,, die Anregungsenergie des n-ten Zustandes gegeniiber dem Grundzustand angibt. Fiir die
Potentiale der Simulation mit den Parametern (3.42) und N = 1000 Freiheitsgraden sind die
niedrigsten 6 Anregungsenergien bestimmt worden. Fiir die Einzelmulden berechnet man kei-
ne dquidistanten Energieniveaus wie im Fall des harmonischen Oszillators, sondern Niveaus
deren Abstand leicht mit der Ordnung wichst, da man auch Anharmonizitdten beriicksich-
tigt. Nicht alle Doppelmulden beschreiben Tunnelsysteme, sondern nur solche, deren Barrie-
renhohe einen bestimmten Wert iiberschreitet. Fiir die Potentialparameter bedeutet dies, dafl
Dy kleiner als eine bestimmte Schwelle sein muf}; im Fall einer symmetrischen Mulde D; = 0
liegt diese bei Dy <= —2.6 (fiir Dy = 1). Damit das unterste Energieniveau aufgespalten
wird, mufl zusétzlich noch die Asymmetrie, also der Betrag des Parameters D hinreichend
klein sein. Man erhilt dann eine Aufspaltung aller Niveaus bis zur Barrierenhche.

Die Energie E; der niedrigsten Anregung ist in Abbildung 3.8 gegen die Parameter D; und

10 | 10 ¢

ut ur

I I

w 5 | w 5 |
0 \ | \ 0
-100 -50 0 50 100 -20

D

1

Abbildung 3.8: Energieniveaus des ersten angeregten Zustands fiir die Doppelmulden (schwarz) und
die Einzelmulden (rot)

Dy des Potentials aufgetragen. Man sieht, dafl die geringsten Energieaufspaltungen in den
symmetrischen Mulden auftreten, also in den Mulden mit einem kleinen Betrag von D;. Die
Anregungsenergien der Einzelmulden liegen alle oberhalb einer Schranke, die niedrigsten Ni-
veaus ergeben sich fiir kleine negative Werte von Ds. Unterhalb dieser Schranke treten Ener-
gieniveaus von symmetrischen Doppelmulden auf. Die Energiedifferenz der beiden untersten
Niveaus hingt hierbei von Dy ab. Je kleiner D, ist, umso kleiner kann diese Aufspaltung sein.
Aus den Anregungsenergien 148t sich die Zustandsdichte n(E) ermitteln, die in Abbildung
3.9 mit dem replikasymmetrischen Ergebnis verglichen wird. Dieses wurde berechnet, indem
100000 Paare (D;, D3) aus den zugehorigen Verteilungen (3.18) und (3.19) ausgewiirfelt und
fiir diese Potentiale dann mit der Testoszillatormethode die Anregungsenergien bestimmt
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Abbildung 3.9: Zustandsdichte n(E) in der replikasymmetrischen Nédherung und in der Simulati-
on. Unterhalb von einer Energieeinheit steigt die Zustandsdichte nur leicht an, was zu einem (su-
per)linearen Anstieg der spezifischen Wirme bei kleinen Temperaturen fiihrt.

wurden. Eine andere Moglichkeit besteht natiirlich darin, eine numerische Integration
o o
n(E) = / le/ dDyP(Dy,D2) Y 6(E — Ej(Dy, Dy)) (3.53)
oo oo ,
J

durchzufiihren, deren Rechenaufwand jedoch vergleichbar ist. Die replikasymmetrische Zu-
standsdichte ist fiir kleine Energien grofier als die aus den Simulationen gewonnene, da man
zuviele symmetrische Mulden beriicksichtigt. Im Bereich unterhalb etwa einer Energieeinheit
ist die Zustandsdichte gering und steigt nur leicht an. Dieser Bereich wird allein durch die
Tunnelsysteme gegeben. Die replikasymmetrische Zustandsdichte ist in diesem Bereich deut-
lich gréfer, da man in dieser Ndherung zu viele Doppelmulden erhélt und deren Ds-Werte zu
klein sind, so dafl man zu viele Tunnelsysteme beriicksichtigt. Dann steigt die Zustandsdichte
stark an und man erhélt ein Maximum bei der typischen Energie der niedrigsten lokalisierten
Schwingung.

Aus diesen Energieniveaus 148t sich die spezifische Wiarme, die Ableitung der inneren Energie
U nach der Temperatur 7', berechnen. Die innere Energie ist durch

U=(E)=) P(E,)Ey (3.54)

gegeben, wobei P(E,) die thermische Besetzungswahrscheinlichkeit des Energieniveaus E,
angibt

P(E,) = exp(—BEy,) :exp(—ﬂEn) (3.55)

> n,exp(—BEy,) A

und Z die kanonische Zustandsumme bezeichnet. Hiermit ergibt sich fiir die Warmekapazitét
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o7

A Z?

C@%ﬁU:@<ENﬁﬁwM%&)(Eﬁ&wM%&W>7 (3.56)

sie ist also das Schwankungsquadrat der Hamiltonfunktion

C(T) = kB [(H2) - (H)?] . (3.57)

Nun wird fiir jedes Potential U(D;, Dy, Dy4) der Simulationsdaten die Wiarmekapazitéit als
Funktion der Temperatur gemifl (3.56) berechnet, anschlieBend wird iiber alle diese Werte
gemittelt. Das Ergebnis ist in Abbildung 3.10 zusammen mit dem replikasymmetrischen dar-
gestellt. Dieses wurde aus den Energieniveaus der ausgewiirfelten Potentiale bestimmt. Eine
andere Moglichkeit besteht wieder darin, eine numerische Integration

C(T) = /Oo dD; /Oo dD>C(Dy, D2)P(Dy, D) (3.58)

durchzufiihren, deren Rechenaufwand jedoch von derselben Groflienordnung ist. Die spezifi-
sche Wirme ist in einem doppeltlogarithmischen Diagramm als C'/T? gegen die Temperatur
T aufgetragen. Bei kleinen Temperaturen steigt die Warmekapazitit — in guter Uberein-
stimmung mit experimentellen Daten — leicht superlinear an C' oc T2, Dieser Bereich wird
allein durch die Tunnelsysteme gegeben, wie man der getrennten Darstellung der Beitréige
der Einzel- und Doppelmulden entnehmen kann, vergleiche Abbildung 3.11. Die lokalisierten
Schwingungen tragen erst ab einer bestimmten Temperatur zur Warmekapazitéit bei und be-
wirken einen — im Gegensatz zu experimentellen Daten — nur schwach ausgeprigten Buckel,
den sogenannten Bosonen-Peak. Dieser ist im Fall der Replikalésung deutlich schwécher
ausgebildet, da man hier viel mehr Tunnelsysteme und damit einen gréfleren Beitrag zur
Wairmekapazitat erhélt. Bei einer anderen Wahl der Parameter as und a4 des stabilisieren-
den Potentials (3.4) kann man diesen Peak deutlicher erhalten. Da es hier jedoch vor allem
darum geht, wie sich die Eigenschaften des Modells in den Simulationen — und damit unter
Beriicksichtigung von Effekten der Replikasymmetriebrechung — qualitativ &ndern, sind diese
Simulationen nicht noch einmal fiir eine andere Wahl dieser Parameter durchgefiihrt worden.
Auch in Experimenten beobachtet man eine Nichtuniversalitit der Bose-Peak Phinomene,
das heif3t fiir verschiedene Materialien ist dieser Buckel unterschiedlich stark ausgepréigt und
auch seine Lage varriiert. Unser Modell beschreibt also auch diese Nichtuniversalitét.

In Abbildung 3.12 ist die spezifische Warme fiir verschiedene Werte von J in der replika-
symmetrischen Néherung dargestellt. Man erhélt zwar unabhéngig von der Wahl von J stets
den gleichen Anteil an Doppel- und Einzelmulden, jedoch nicht denselben Anteil an Tunnel-
systemen. Fiir sehr kleine Werte von J (J = 1) treten fast nur Doppelmulden mit kleinen
Betragen von Dy und damit kleinen Barrierenhohen auf, also fast keine Tunnelsysteme, son-
dern nur quasiharmonische Anregungen. Daher sieht man in der Wirmekapazitéit keinen
(super)linearen Anstieg bei sehr kleinen Temperaturen. Im urspriinglichen Modell, das im
néichsten Kapitel beschrieben wird, nimmt der Potentialparameter Dy einen festen Wert an,
so daf} es einen Parameterbereich gibt, in dem keine Tunnelsysteme vorhanden sind. In dem
hier behandelten Modell kénnen aufgrund der Gaufiverteilung des Parameters Do zwar auch
fiir kleine Werte von J Tunnelsysteme auftreten, jedoch nur in einer solch homdopathischen
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3 Ein mikroskopisches Glasmodell mit Translationsinvarianz

Konzentration, daf sie das Tieftemperaturverhalten nicht bestimmen. Bei einem etwas grofie-
ren Wert von J (J = 3) treten zwar Tunnelsysteme auf, die Zustandsdichte ist jedoch im
Bereich kleiner Energien nicht ndherungsweise konstant, sondern steigt stark an. Sehr kleine
Niveauaufspaltungen der Tunnelsysteme ergeben sich nur fiir geniigend grofle Betrige des
Parameters Ds, die fiir diesen Wert von J nur sehr selten vorkommen. Bei grofleren Werten
von J (J =7 und J = 10) steigt die Zustandsdichte im Bereich kleiner Energien nur noch
schwach an und es ergibt sich das typische Tieftemperaturverhalten der Warmekapazitét.

3.8 Die Parameter des Standard-Tunnelmodells

Unser Modell zeigt also ein Tieftemperaturverhalten, das man auch in Experimenten an
amorphen Festkorpern beobachtet. Es stellt sich daher die Frage, ob die Annahmen des
Standard-Tunnel-Modells mit den Gegebenheiten in unserem Modell iibereinstimmen. Im
phénomenologischen Standard-Tunnel-Modell nimmt man an, daf3 die Tunnelsysteme cha-
rakterisierenden Parameter in einer bestimmten Weise verteilt sind. Die Verteilungen dieser
Parameter werden hier fiir unser mikroskopisches Glasmodell bestimmt und mit den Annah-
men des Tunnel-Modells verglichen.

In diesem betrachtet man den Tunnelparameter A und die Tunnelaufspaltung Ag wie schon
in Kapitel 2 beschrieben. Der Parameter A ist durch

d /2mv\ /2

gegeben, wobei d den Abstand der beiden Mulden, m die Masse der tunnelnden Teilchen und
V' die Barrierenhthe bezeichnet. Mit diesem Parameter erhélt man die Tunnelaufspaltung als

Ao = Fifdexp(—\) (3.60)

mit der mittleren Frequenz ) der harmonischen Schwingungen in den beiden Mulden. Im
Tunnelmodell nimmt man an, dafl die Asymmetrie A und der Tunnelparameter A unabhéngig
voneinander und ndherungsweise konstant verteilt sind

P(A, \)dAdA = PdAdA (3.61)

mit einer Konstanten P. Fiir die beiden Parameter A und A gilt dann

bl

P(A, Ag)dAdAy = ¢
0

dAdA . (3.62)

Im folgenden gilt weiterhin A = m = 1. Zur Berechnung der Asymmetrie ben6tigt man

die Frequenzen )y o der Grundschwingungen %9172 in den beiden Mulden. Diese kann man
niherungsweise als harmonische Oszillatoren betrachten, fiir die bekanntlich U(v) = %921)2
gilt. Die gesuchten Frequenzen ergeben sich dann aus der 2. Ableitung in den Minima als
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3.8 Die Parameter des Standard-Tunnelmodells

Q10 = \/21)2 + 12D40? (3.63)

ming 2
Die Asymmetrie wird als Differenz der Potentialwerte in den Minima U(vmin;,) und der

Nullpunktsenergien %9172, d.h. als

1 1
A= 'U(Uminl) + 501 — U(vmim) — 502 (3.64)

bestimmt. Die Barrierenhohe wird als Differenz des Potentialwertes im lokalen Maximum
U (Vmax) und der mittleren Energie der beiden harmonischen Schwingungen, also als

1 1 1
V= U(vmax) — 5 (U(vminl) + 591 + U(vming) + 592) (365)

berechnet. Der Abstand d ist einfach der Abstand der beiden Minima d = |vmin; — Vmin, |- Hier-
mit &8t sich der Parameter A und daraus mit einer mittleren Frequenz Q2 = (Q; + Q5)/2 die
Aufspaltung Ag in unserem mikroskopischen Glasmodell berechnen. Da sich dieser Parameter
nur fiir einen Bruchteil der Tunnelsysteme aus der Gleichung E; = v/A?2 + Ag? bestimmen
1&8t, wurde dieser Weg hier nicht gewé&hlt.

Um die Verteilungen dieser Parameter und deren Korrelationen in der replikasymmetrischen
N#herung zu bestimmen, miissen Tunnelsysteme mit einer geringen Aufspaltung des Grund-
zustandes analysiert werden. Die Energie E; der ersten Anregung soll also unterhalb einer
bestimmten Schranke F,,., liegen, die so gewihlt wird, dafl man mit diesen Tunnelsyste-
men den superlinearen Anstieg der spezifischen Wirme bei kleinen Temperaturen erhélt.
Diese Tunnelsysteme ergeben sich fiir geringe Asymmetrien |D;| und geniigend hohe Bar-
rieren |Ds|. Wihlt man Fy.x = 0.5, wobei die folgenden Ergebnisse nur schwach von dieser
Wahl abhéngen, liegt der grofite Teil der Tunnelsysteme in einem Gebiet |D;| < 0.09 und
—16.0 < Dy < —2.6, in welchem die Potentialparameter selbst — in der replikasymmetrischen
Néherung — unkorreliert sind. Fiir diese Systeme werden nun die Verteilungen der Parame-
ter des Standard-Tunnel-Modells berechnet. Da der Betrag des Parameters D; sehr klein
ist, werden alle Parameter aufler der Asymmetrie im wesentlichen durch den Wert von Dy
festgelegt. Setzt man im Potential (3.1) den Parameter D; zu Null, lassen sich die gesuchten
Parameter in sehr guter Naherung berechnen und man erhélt:

d =~ \/—2D2/D4

9172 ~ 2 —D2

Dy?
V ~ — —+/-D
4D, 2
1
AR (—D2)3—4(—D2)3/2D4

2Dy

's
2

2./~ Dy exp (—1/(21)4)\/ (—Ds)? — 4(—D2)3/2D4)
(3.66)
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3 Ein mikroskopisches Glasmodell mit Translationsinvarianz

Aus diesen Gleichungen lassen sich nun mit der Verteilung P(D3) des Potentialparameters Dy,
eingeschriankt und normiert auf den hier interessierenden Bereich, die gesuchten Verteilungen
von A und Ag berechnen, zum Beispiel:

-1

A
dBo dAg

P(D3)dDy; = P (D3(Ap)) Dy

= P(Ag)dAg (3.67)

Auf diesem Weg lassen sich indirekt auch die erwarteten Verteilungen von A und Ag in den
Simulationen bestimmen. In diesen erhilt man zu wenige Ereignisse, um diese Verteilungen
direkt aus den Simulationsdaten zu bestimmen. Jedoch kann man aus der in den Simulatio-
nen gewonnenen Verteilung des Parameters Do (3.19 mit 3.46) — wieder eingeschriankt und
normiert auf das betrachtete Intervall — die gesuchten Verteilungen berechnen.

Die Asymmetrie héngt im wesentlichen von |D;| ab und 148t sich daher in der replikasym-
metrischen Losung nicht auf einfache Weise aus den Potentialparametern bestimmen. Statt-
dessen werden wieder Potentiale ausgewiirfelt und die Parameter des Tunnel-Modells dann
fiir diese bestimmt. Es zeigt sich, dal die Asymmetrie vor allem von |D;| abhingig ist. Je
grofler dieser Betrag ist, desto grofler ist die Asymmetrie. Die Asymmetrie wird jedoch auch
schwach von Dy beeinflufit, denn zu einem gegebenen Wert von | D1 | ist die Asymmetrie umso
grofler, je kleiner Do ist. Da man keinen analytischen Ausdruck fiir die Verteilung von Dy
aus den Simulationen erhélt und zudem durch Effekte der Replikasymmetriebrechung die Po-
tentialparameter korreliert sind, 148t sich die erwartete Verteilung der Asymmetrien in den
Simulationen nicht bestimmen.

In Abbildung 3.13 sind die gewonnenen Verteilungen fiir die Asymmetrie A, den Tunnelpara-
meter A und die Aufspaltung Ay dargestellt. Die Asymmetrie nimmt Werte bis zur maximalen
Aufspaltung Fp,.« des Grundzustandes an. Fiir kleine Werte ist sie in Ubereinstimmung mit
dem Standard-Tunnel-Modell konstant, fillt jedoch fiir grolere Werte ab. Der Tunnelpara-
meter ist weder in der replikasymmetrischen Losung noch in den Simulationen konstant. Da
die Ds-Verteilung in den Simulationen zu grofleren Werten verschoben ist, erhédlt man fiir
den Tunnelparameter mehr Gewicht bei kleineren Werten. Der Tunnelparameter ist nicht
konstant, somit ergibt sich fiir die Tunnelaufspaltung keine Abfall P(Aq) < Ag~!. Die Daten
sind jedoch gut mit Potenzgesetzen vereinbar und man erhilt ungefihr P(Ag) oc Ay~ %87 in
der symmetrischen Losung und P(Ag) oc Ag~83 aus den Simulationsdaten.

Aus den gewiirfelten Potentialparametern lassen sich auch die Korrelationen zwischen den
Parametern des Standard-Tunnel-Modells in der replikasymmetrischen Ndherung bestimmen,
wozu die Korrelationskoeffizienten K7; nach Gleichung (3.48) als Funktion der Anzahl der
Tunnelsysteme bestimmt worden sind, siehe Abbildung 3.14. Die Potentialparameter selbst
sind in dem betrachteten Gebiet unkorreliert, daher strebt der Koeffizient K17 — und alle
Koeffizienten hoherer Ordnung — gegen Null. Da man fiir einen kleinen Wert von Dy sowohl
eine grofle Barrierenhthe als auch einen grofien Abstand erhélt (3.66), sind diese beiden Pa-
rameter stark positiv korreliert. Zudem ist auch die Asymmetrie von Do abhéngig, fiir kleine
Dy Werte ergeben sich groflere Asymmetrien, so daf sich ebenfalls eine positive Korrelation
zwischen Barrierenhohe und Asymmetrie sowie zwischen Abstand und Asymmetrie ergibt.
Da die Abhéngigkeit der Asymmetrie von Ds jedoch nicht so stark ist, wie die der anderen
Parameter, nehmen die Koeffizienten K77 nicht so grole Werte an. Hieraus ergibt sich dann
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3.9 Zusammenfassung

eine positive Korrelation zwischen dem Tunnelparameter und der Asymmetrie und daraus
wiederum eine negative Korrelation zwischen der Tunnelaufspaltung und der Asymmetrie. Im
Gegensatz zu den Annahmen des Standard-Tunnel-Modells sind diese Parameter also nicht
unkorreliert.

Durch Effekte der Replikasymmetriebrechung erhilt man zusétzlich eine Korrelation zwi-
schen den Potentialparametern. Es besteht eine Tendenz, zu Werten von |D;| kleiner als der
entsprechende Erwartungswert, Werte von |Ds|, die grofer als der Erwartungswert sind, zu
finden, vergleiche Abschnitt (3.5). Tunnelsysteme mit groen Barrieren V' (groffen Absténden
d) haben also bevorzugt kleine Asymmetrien A und umgekehrt. Hierdurch sollten die Korre-
lationen zwischen A und V sowie zwischen A und d kleiner als in der replikasymmetrischen
Losung werden. Daraus folgt, dal dann auch die Korrelationen zwischen A und dem Tun-
nelparameter X\ sowie zwischen A und der Tunnelaufspaltung A kleiner werden. Da D und
Dy aber nur schwach korreliert sind, sollte dieser Effekt nicht sehr grof§ sein.

3.9 Zusammenfassung

Es wurde ein mikroskopisches Glasmodell untersucht, in dem sich die Verteilungen der Po-
tentialparameter aus der mikroskopischen Wechselwirkung berechnen lassen. Diese Vertei-
lungen unterscheiden sich zwar in der replikasymmetrischen Lésung und den Ergebnissen der
Simulationen deutlich voneinander, das qualitative Verhalten der Tieftemperaturphysik ist
davon jedoch nicht betroffen. Man erhélt in beiden Losungen typische statische Tieftempera-
tureigenschaften amorpher Festkorper, dynamische Eigeschaften wie die Suszeptibilitiat sind
mangels Zeit noch nicht berechnet worden, sollten aber, da der Parameter Dy breit verteilt
ist, auch das typische Tieftemperaturverhalten zeigen. Mit den Tunnelsystemen des Modells
erhilt man den superlinearen Anstieg der Wiarmekapazitit, die Verteilungen der Parameter,
welche die Tunnelsysteme charkterisieren, widersprechen aber den Annahmen des Standard-
Tunnel-Modells. Die Ergebnisse werden in [26] verdffentlicht werden.

Der Nachteil dieses Modells besteht darin, daf3 es — wie fast alle 16sbaren Modelle der Physik
ungeordneter Systeme — ein Mean-Field-Modell ist, also keinerlei Geometrie aufweist. Da-
her wird im iibernéichsten Kapitel ein realistischeres Lennard-Jones-Glas untersucht, in der
abschlieenden Diskussion werden die beiden Modelle dann miteinander verglichen.
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Abbildung 3.10: Wirmekapazitit C in einem C/T? Diagramm als Funktion der Temperatur T in
der RS-Rechnung und den Simulationen bei Wahl der Potentialparameter geméf (3.42)
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Abbildung 3.11: Beitrag der Einzelmulden (SWP) und der Doppelmulden (DWP) zur Warmekapa-
zitdt C
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Abbildung 3.12: Wirmekapazitit C' als Funktion der Temperatur T fiir verschiedene Werte des
Potentialparameters J in der RS-Rechnung
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Abbildung 3.13: Verteilungen der Parameter des
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Abbildung 3.14: Korrelationskoeffizienten K1, der Parameter des Standard-Tunnel-Modells sowie
der anderen Parameter der Tunnelsysteme in der replikasymmetrischen Ndherung
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4 Ein losbares Glasmodell

In diesem Abschnitt wird das urspriingliche — nicht translationsinvariante — Glasmodell
vorgestellt. Auch dieses Modell wird im thermodynamischen Limes im Replikaformalismus
behandelt, wobei die Potentiallandschaft wieder auf eine Summe von effektiven Einteilchen-
potentialen der Form (3.1) abgebildet wird. Der Potentialparameter D; ist hier gaufiverteilt,
der Parameter Dy nimmt dagegen wie Dy einen festen Wert an, sofern man die Parameter des
stabilisierenden Potentials (3.4) fest wihlt. Mit diesem Modell erhilt man zwar das richtige
Verhalten der Warmekapazitit sowie den Anstieg und das sich anschliefende Plateau der
Wairmeleitfihigkeit, dynamische Eigenschaften lassen sich mit diesem Modell jedoch nicht
reproduzieren, da man hierfiir eine breite Verteilung des Potentialparameters Do benotigt
[13] [14]. Diese ergibe sich zwar, wenn man den Parameter as des stabilisierenden Potentials
entsprechend verteilt wéhlt, jedoch nicht kollektiv aus der Wechselwirkung, sondern durch
eine Annahme iiber die Form des lokalen stabilisierenden Potentials. Ein weiterer Nachteil
des Modells besteht darin, dafl es keinerlei Translationsinvarianz beinhaltet. Das Modell, die
Replikarechnung und die quantenmechanische Behandlung der Potentiale werden in [22], [23],
[24] sowie [13] referiert und ausfiihrlich in [12] behandelt.

Die Aufgabenstellung lautet daher nicht, das Modell und sein physikalisches Verhalten erneut
zu untersuchen, sondern es soll lediglich gekliart werden, wie sich die Verteilung des Poten-
tialparameters D1 und der Werte von Dy in den Simulationen — und damit unter Beriick-
sichtigung von Effekten der Replikasymmetriebrechung — verédndern. Aus diesen kann dann
die qualitative Anderung des physikalischen Verhaltens wieder abgeleitet werden. Von beson-
derem Interesse ist die Frage, ob in diesem Modell in den Simulationen — und damit unter
Beriicksichtigung von Effekten der Replikasymmetriebrechung — iiberhaupt Doppelmulden
auftreten. Die Analogie des Modells zum Sherrington-Kirkpatrick-Modell der Spinglasphysik
gibt ndmlich Anlafl zu der Vermutung, dafl diese nur eine Besonderheit der replikasymmetri-
schen Losung sind [21].

4.1 Das Modell in der replikasymmetrischen Ndherung

Die Unordnung des amorphen Festkorpers wird in diesem Modell durch eine zufillige Wechsel-
wirkung analog zum bekannten Sherrington-Kirkpatrick-Modell [40], [20] der Spinglasphysik
modelliert. Die Wechselwirkungsenergie des Modells ist gegeben durch

L N
Uint({vi}) = —5 Z Jijvivs + Z G(vi) , (4.1)
i#j i
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wobei J;; wieder die Kopplungskonstanten bezeichnet, die mit der gauflschen Wahrscheinlich-
keitsdichte (3.3) verteilt sind. Da die Freiheitsgrade v; im Gegensatz zu den Ising-Spins des
Sherrington-Kirkpatrick-Modells kontinuierliche Werte annehmen kénnen, ist es nétig, das
stabilisierende Potential G(v;) nach Gleichung (3.4) einzufiihren.

Das Modell miifite eigentlich in co-Schritt Replikasymmetriebrechnung behandelt werden, mit
vertretbarem Aufwand ist jedoch nur die Naherung der Replikasymmetrie und der 1-Schritt
Replikasymmetriebrechung durchfithrbar. Diese Rechnungen finden sich ausfiihrlich in [12]
und liefern im symmetrischen Fall fiir die effektiven Einteilchenpotentiale

1
Ust = —hegv — §J20112 +G(v) (4.2)

hesr = Jop + J/qz . (4.3)

Die Variable z stammt wieder aus einer Gauflintegration, die Variablen p, ¢ und C' = 3(g4—q)
werden durch folgende Fixpunktgleichungen gegeben

p = () (4.4)
@ = (W), (4.5)
w = (@) . (4.6)

Hierbei bezeichnet (...), die Mittelung iiber die Gauflvariable z, wihrend (...) den thermi-
schen Mittelwert in bezug auf das Einteilchenpotential (4.2) symbolisiert. Der Ordungspara-
meter p hat die Bedeutung einer makroskopischen Polarisation, ¢ und g4 sind die Diagonal-
beziehungsweise Auflerdiagonalelemente der Edwards-Anderson Ordnungsparameter-Matrix.
Aus diesem Einteilchenpotential soll nun wieder die Verteilung des Potentialparameters D
berechnet werden. Vergleicht man den Ausduck (4.2) mit der allgemeinen Form des Potentials
(3.1), ergibt sich fiir die Parameter

Dy + Jop
D1 = —hg=—Jop—JJgz = 2= ———"C 4.7
1 0 V4 NG (4.7)
1
Dy = —§(J2C — ag) (4.8)
1
D4 = @a4. (49)

Wenn die Variablen as und a4 des stabilisierenden Potentials einen festen Wert annehmen,
dann ist nur Dy verteilt, jedoch nicht Dy und Dy4. Diese Verteilung erhélt man aus
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P(z)dz = \/%_Wexp(—%zg) (4.10)
= P (z(Dy)) ‘dd—l;:l dD; (4.11)
— P(Dy)dD, (4.12)
als
D)2
P(Dy) = ﬁexp (-%%) . (4.13)

Sie ergibt sich allein aus der kollektiven Wechselwirkung. Diese Verteilung beschreibt sowohl
Einzel- als auch Doppelmulden, letztere liegen vor, wenn die Ableitung

U'(v) = Dy + 2Dav + 4Dg0? (4.14)

drei reelle Nullstellen, erstere, wenn sie nur eine Nullstelle besitzt. Aus der kubischen Glei-
chung U’(v) = 0 gewinnt man so das Kriterium

2
—Dy3 < 371)41)12 (4.15)

fiir die Einzelmulden und

27
—Dy® > §1)41)12 (4.16)

fiir die Doppelmulden. Diese treten folglich nur dann auf, wenn fiir den Parameter Dy < 0,
d.h. J2C > ay gilt und gleichzeitig |D1| = |heg| hinreichend klein ist.

Aus der Replikarechnung weifl man auch hier, daf§ der Parameter C' durch Symmetriebre-
chung kleiner wird. Es stellt sich daher die Frage, ob der Wert dieses Parameters in co-Schritt
Replikasymmetriebrechung gréfer als Null bleibt, ob es in diesem Modell also iiberhaupt Dop-
pelmulden gibt, oder ob diese nur ein Artefact der durchgefiihrten Naherung sind. Auflerdem
erhilt man wieder mit jedem Schritt Replikasymmetriebrechung einen weiteren Ordnungs-
parameter wie q. Daher wird auch hier die D;-Verteilung, die man in Simulationen erhalt,
nicht mehr die Form einer Gaufiverteilung haben. Falls Doppelmulden auftreten, stellt sich
wieder die Frage, wie gut die Ergebnisse der replikasymmetrischen Losung sind. Diese Fragen
werden mit Hilfe von Computersimulationen im néchsten Abschnitt beantwortet.

4.2 Ergebnisse der Simulationen

Die Simulationen wurden wieder wie im Abschnitt (3.3) beschrieben durchgefiihrt. Es wurden
500 Systeme mit N = 200 und 100 Systeme mit N = 1000 Freiheitsgraden mit jeweils
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Abbildung 4.1: Verteilung des Potentialparameters D; in den Simulationen und in der replikasym-
metrischen Nédherung. Der statistische Fehler ist kleiner als die Symbole.

verschiedenen Konfigurationen der Kopplungskonstanten untersucht. Die Parameter fiir diese
und fiir das stabilisierende Potential wurden wie im Modell mit Translationsinvarianz gew&hlt:

Jo = 0.0

J = 10.0

az = 0.0

ags = 24.0 (4.17)

Hiermit erhélt man in der replikasymmetrischen Ndherung fiir die Ordnungsparameter C' und
q die Werte

C = 0.087 (4.18)

q=4.03 (4.19)

und damit ergibt sich fiir die Potentialparameter Dy und Dy nach (4.8) und (4.9)

Dy = —435 (4.20)

Dy=10. (4.21)

Doppelmulden werden daher durch Potentiale mit |D;| < 4.97 beschrieben, so dal man in
dieser Niherung 19.6% Doppelmulden sowie 80.4% Einzelmulden erhiilt.
Die Ergebnisse der Simulationen fiir die Verteilung der Werte von D; sind in Abbildung 4.1
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Abbildung 4.2: Verteilung des Potentialparameters Dy in den Simulationen. In der replikasymme-
trischen Ndherung erhilt man einen festen Wert Dy = —4.37. Der statistische Fehler ist kleiner als
die Symbole.

zusammen mit dem replikasymmetrischen Ergebnis dargestellt. In den Simulationen ist — im
Gegensatz zur Replikatheorie — auch der Parameter Dy verteilt, siehe Abbildung 4.2. In den
Simulationen erhilt man (fiir das System mit N = 1000 Freiheitsgraden) 99.1% Einzelmulden
und nur 0.8% Doppelmulden, die restlichen 0.1% Prozent der Ereignisse sind hauptséchlich
Doppelmulden mit einem Potentialsprung zwischen den beiden Minima, so daf die Parameter
nicht eindeutig bestimmt werden konnten.

Beim Vergleich der Ergebnisse fallen folgende Punkte auf:

(i) In den Simulationen findet man deutlich mehr Einzelmulden — und damit weniger
Doppelmulden — als man nach der replikasymmetrischen Losung erwartet.

(ii) Die Breite der Verteilung des Parameters Dy nimmt mit wachsender Zahl der Freiheits-
grade N ab. Im thermodynamischen Limes sollte Dy daher einen festen Wert annehmen,
der jedoch deutlich grofler ist als der Wert der Replikatheorie. Aus den Simulationen
erhélt man einen Wert von Dy =~ —1.5 und daraus C' =~ 0.03.

(iii) Fiir den Potentialparameter D; sind die Finite-Size-Effekte dagegen gering.

(iv) Die Verteilungen des Parameters D der beiden Losungen stimmen nur schlecht iiberein,
insbesondere erhélt man in der replikasymmetrischen Ndherung zu viele Mulden mit
kleinen Betrdgen von Dj.

Die Unterschiede der Ergebnisse entsprechen also (abgesehen von der Ds-Verteilung) quali-
tativ denen des translationsinvarianten Modells.

49



4 FEin losbares Glasmodell

1

10
—— RS-Rechnung
— — - Simulation
ml— -1 ///,7“5\\\
~ 10 B / ~
(@] / N
/ N
/ N\
/ N\
/ \\
/
/
/
/
/
/ \
10_3 1/ 0 > 1
10 10 10
T

Abbildung 4.3: Wirmekapazitit C in einem C/T3 Diagramm als Funktion der Temperatur T in
der RS-Rechnung und den Simulationen bei Wahl der Parameter geméfl (4.17)

4.3 Statische Eigenschaften

Es wird kurz anhand der Zustandsdichte und der Warmekapazitdt untersucht, wie sich die
physikalischen Eigenschaften in der replikasymmetrischen Ndherung von denjenigen der Si-
mulationsergebnisse unterscheiden; dabei wird genauso vorgegangen wie in Abschnitt 3.7
beschrieben. Die sich ergebenden Unterschiede lassen sich mit den unterschiedlichen Vertei-
lungen der Potentialparameter anschaulich erkldren.

In der replikasymmetrischen Losung sind die Energieniveaus nur vom Potentialparameter D
abhingig. Je grofler der Betrag von D ist, desto hoher sind die Anregungsenergien E,,. Da die
Asymmetrie, also die Betridge des Parameters D, fiir die Doppelmulden kleiner sind als fiir
die Einzelmulden, liegen die Niveaus der Doppelmulden alle unterhalb den entsprechenden der
Einzelmulden. Fiir Potentiale der Form (3.1) mit Dy = 1 erhélt man Tunnelsysteme mit einer
Aufspaltung des untersten Niveaus, wenn die Barrierenhthe eine bestimmte Schranke iiber-
schreitet, wenn also der Parameter Dy einen Wert Dy < —2.6 annimmt, und die Asymmetrie
hinreichend klein ist. Dies ist bei der Wahl der Parameter wie (4.17) der Fall, Dy = —4.35,
und daher existieren in der replikasymmetrischen N&herung solche Tunnelsysteme. Die Zu-
standsdichte steigt im Bereich der Energien der ersten Anregung dieser Systeme nur schwach
an und man erhélt daher eine Wiarmekapazitit, die fiir kleine Temperaturen leicht superlinear
ansteigt, C'(T) oc T'!, vergleiche Abbildung 4.3. Auch hier ist der Bosonen-Peak nur schwach
ausgeprigt, was jedoch nur an der Parameterwahl (4.17) liegt. Da es hier nur darum geht,
wie sich die Eigenschaften des Modells in den Simulationen — und damit unter Beriicksichti-
gung von Effekten der Replikasymmetriebrechung — qualitativ &ndern, ist dieser Punkt ohne
Bedeutung. Beispiele fiir den Verlauf der spezifischen Wirme mit einem ausgeprigten Peak
in der replikasymmetrischen Losung findet man in [12].

In den Simulationen erhilt man bei der Wahl der Parameter (4.17) fiir N = 1000 keine Dop-
pelmulden mit einem Wert von Dy < —2.6, so dal man keine Tunnelsysteme erhélt, sondern
nur quasiharmonische Anregungen. Damit entféllt der superlineare Anstieg der spezifischen
Wiérme bei kleinen Temperaturen, siche Abbildung 4.3. Fiir diese quasiharmonischen Anre-
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gungen berechnet man niedrigere Energieniveaus als in der replikasymmetrischen Losung, ein
Ergebnis, dal schon in [12] fiir die Ndherung in 1-Schritt-Replikasymmetriebrechung gefun-
den wurde. Fiir grolere Werte von J erhilt man auch in der Simulation kleinere Werte von
D,. Daher kann man auch in diesem Modell — bei geeigneter Wahl der Parameter (4.17) —
Tunnelsysteme mit einer Aufspaltung des untersten Energieniveaus beobachten. Da in der
Simulation weniger symmetrische Mulden auftreten, sollte auch hier die Proportionalitéts-
konstante des erwarteten superlinearen Anstiegs kleiner sein als in der Replikalosung.

Zusammenfassend 14t sich sagen, dafl man in den Simulationen — und damit unter Beriick-
sichtigung von Effekten der Replikasymmetriebrechung — Doppelmulden findet und keine
Anzeichen dafiir, dal diese mit wachsender Teilchenzahl verschwinden. Trotzdem mufl man
natiirlich bedenken, dafl man in den Simulationen stets weit vom thermodynamischen Limes
entfernt ist. Da sich die Potentialparameter analog zum Modell mit Translationsinvarianz
dndern, sollte man auch in den Simulationen fiir geniigend grofle Werte von J qualitativ das-
selbe Tieftemperaturverhalten wie in der replikasymmetrischen Lésung erhalten.
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5 Lennard-Jones-Glaser

In diesem Kapitel wird ein Lennard-Jones-Glas! mit Hilfe von Molekulardynamik Simulatio-
nen untersucht. Man erhélt einen amorphen Zustand durch Abkiihlen des Systems aus der
fliissigen Phase. Wihrend sich die niedrigfrequenten, lokalisierten Schwingungen systematisch
bestimmen lassen [27], [38], [39], wurde fiir die Suche nach Doppelmulden ein heuristisches
Verfahren benutzt, das der Arbeit [8] entlehnt, jedoch deutlich verbessert worden ist. In der
zitierten Arbeit wurde das gleiche Modellsystem wie hier untersucht und eine gute Bestéti-
gung der Annahmen des Standard-Tunnel-Modells abgeleitet, vergleiche auch [9], [10], [11],
jedoch nicht aus Tunnelsystemen selbst, sondern fast auschliefSlich aus Doppelmulden mit sehr
groflen Asymmetrien. Da die Autoren dort beobachten, dal die Verteilungen der Potential-
parameter dieser Mulden unabhéngig sind, kann man aus diesen beliebig viele Doppelmulden
und damit auch Tunnelsysteme auswiirfeln. Das Verfahren, mit dem in der zitierten Arbeit
diese Unabhéngigkeit festgestellt wird, erscheint uns jedoch wenig geeignet. In den Simula-
tionen lassen sich neben den Verteilungen auch andere mikroskopische Gréflen bestimmen,
wie zum Beispiel die Anzahl der Teilchen, die an diesen Anregungen teilnimmt. Wir werden
unsere Ergebnisse am Ende des Kapitels mit denen in [8] vergleichen.

Ein Problem bei diesen Simulationen besteht darin, daf§ die Kiihlrate sehr viel grofler gewahlt
werden muf} als in Experimenten, die Struktur der Modellsysteme wird daher wahrscheinlich
von derjenigen realer Festkorper abweichen. Trotzdem ist ein solches geometrisches Model
natiirlich anschaulicher und realistischer als die Mean-Field-Modelle der vorigen Kapitel.

5.1 Das Lennard-Jones Modell

Fiir ein breites Spektrum von Materialien wie Edelgase, Alkalimetalle sowie bindre Gemi-
sche konnen effektive Paarwechselwirkungen zweier Teilchen im Abstand r gut durch einen
funktionalen Zusammenhang der Form

U(r) = Al(ar)™ — (ar) ] exp [(ar — a)*l] , O0<ar<a (5.1)

0 , ar>a

mit positiven Zahlen A, «, p und a sowie ¢ > 0 beschrieben werden. Der Vorteil dieser
Darstellung liegt fiir Simulationen darin, daf§ die Reichweite der Wechselwirkung durch das

! Strenggenommen ist unser Modellsystem kein Lennard-Jones-Glas. Die Form der Zweikorperwechselwirkung
ist aber sehr dhnlich, so dafl wir im weiteren — mangels eines passenderen Namens — das System einfach
als Lennard-Jones-Glas bezeichen werden.
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Abschneiden an der Stelle ar begrenzt wird, trotzdem ist sie stetig und alle Ableitungen
existieren (fiir » > 0). AuBlerdem bietet diese Form geniigend Flexibilitét, um fiir reine Stoffe
sowohl fcc-Gitter als auch bee-Gitter als Grundzustand zu erhalten. Die gesamte potentiel-
le Energie eines Systems von N Teilchen an den Orten 7; ist dann durch die Summe der
Paarwechselwirkungen gegeben

N
o= "U(|fi — 7). (5.2)

1<j

Diese Form der Paarwechselwirkung beschreibt auch die verschiedenen Wechselwirkungen
in einer bindren Nickel Phosphor Legierung, dem in dieser Arbeit verwendeten Modell. Die
Parameter werden so gewihlt, dafl wichtige Eigenschaften der amorphen Legierung mit Ergeb-
nissen aus Rontgenstreuexperimenten iibereinstimmen. In Molekulardynamik Simulationen
benutzt man reduzierte Einheiten fiir Lingen, Massen, Energien usw., um den Rechenauf-
wand zu verringern. Diese reduzierten Einheiten werden hier so festgelgt, dafl die Nickel-Nickel
Paarwechselwirkung im Minimum eine negative Energieeinheit € betrigt und im Abstand ei-
ner Einheitslidnge r = 10 den Wert Null annimmt. Fiir alle Wechselwirkungen wéhlt man

p=12, ¢=0, a=1652194, (5-3)

fiir die Wechselwirkung der Nickelatome untereinander

A=1.0%8.805977¢, a=1.00"", (5.4)

fiir die Wechselwirkung zwischen den Nickel- und Phosphoratomen

A=15%8805977¢, o =2.49/2.200"' =1.13180 ", (5.5)

und fiir die Wechselwirkung der Phosphoratome untereinander

A =0.5%8805977¢, «a=249/2.200"! =1.13180"". (5.6)

Mit diesen Parametern erhélt man zum Beispiel die richtige Kristallstruktur fiir reines Nickel,
nédmlich ein fcc-Gitter, und das korrekte Verhéltnis der Bindungsléingen von reinem Nickel
und reinem Phosphor, némlich 2.49A zu 2.20A. Diese Paarwechselwirkungen als Funktion des
Abstands sind in Abbildung 5.1 dargestellt. Man sieht, daf3 die Potentiale in den Minima die
Werte 1.0e (Nickel-Nickel), 1.5¢ (Nickel-Phosphor) und 0.5¢ (Phosphor-Phosphor) annehmen,
was mit dem Verhéltnis der Bindungsenergien recht gut iibereinstimmt.

Die reduzierten Einheiten werden durch die folgenden Gréflen festgelegt: Die Einheitslange
betrégt

o=22183 %10 %m, (5.7)

so daB das Minimum der Nickel-Nickel Paarwechselwirkung bei 2.49A liegt. Die Einheitsmasse
ist die eines Nickelatomes
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Abbildung 5.1: Paarwechselwirkungen U in Einheiten von € als Funktion des Abstands in Einheiten
von o

my = 1.0284 x 10~ *g, (5.8)

so daf fiir die Masse eines Phosphoratomes unter Vernachlédssigung von Isotopeneffekten
my = %ml gilt, und die Energieskala wird durch

¢ = 1.8546kcal /mol = 1.2879 * 10~ 3erg/Atom (5.9)

festgelegt. Mit diesen Groflen ergibt sich fiir die Zeiteinheit

T=oy )22 =6.2721 % 10" 135, (5.10)
€

Im folgenden werden wir mit Fettdruck 3/N-dimensionale Vektoren bezeichnen, also zum
Beispiel mit r einen 3N-dimensionalen Vektor, der die Koordinaten der N Teilchen in den
drei Raumrichtungen angibt. Die i-te Komponente dieses Vektors wird mit r; bezeichnet.

5.2 Methoden

5.2.1 Molekulardynamik Simulationen

Ziel der hier durchgefithrten Molekulardynamik Simulationen ist es, amorphe Zusténde in
lokalen Minima der potentiellen Energie zu bestimmen. Diese werden dann im Hinblick auf
die fiir die Tieftemperatureigenschaften wichtigen Anregungen, Tunnelsysteme und niedrig-
frequente, lokalisierte Schwingungen, untersucht. Die Technik der Molekulardynamik Simula-
tionen soll hier nicht in aller Ausfiihrlichkeit besprochen werden, sondern es soll nur anhand
einiger Stichworte illustriert werden, wie die Simulationen im Prinzip durchgefiihrt wurden.
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Einen Uberblick iiber die hierzu verwendeten Techniken findet man zum Beispiel in [36] und
[1].

Im Prinzip laufen die Simulationen so ab, daf} in jedem Molekulardynamik Schritt die Bewe-
gungsgleichung

my oi? = —V® (5.11)

integriert wird, wodurch man neue Orte und Geschwindigkeiten fiir die Teilchen erhélt. Hierzu
wurde ein Predictor-Corrector Verfahren mit einem Zeitschritt At = 0.00057 verwendet. Die
Simulationen wurden hier in einem NV T-Ensemble durchgefiihrt, die Teilchenzahl N und das
Volumen V' werden also vorgegeben, die Temperatur wird wihrend der Simulation eingestellt.
Da man nur recht kleine Systeme behandeln kann, werden periodische Randbedingungen be-
nutzt, was verhindert, dafl man fast ausschliellich lokalisierte Anregungen an der Oberfliche
betrachtet. Die Temperatur wird durch die Geschwindigkeit der Teilchen bestimmt. Da das
Modell invariant gegeniiber Translationen in den drei verschiedenen Richtungen des Raums
ist, hat man 3(N — 1) Freiheitsgrade. Im thermischen Gleichgewicht leistet jeder dieser Frei-
heitsgrade einen Beitrag %kBT zur kinetischen Energie, so dafl die Temperatur durch

N
1
T=——" N2 5.12
3(N — 1)kp ;r (5:12)

gegeben ist. Man beginnt damit, die N Teilchen ungeordnet in einem Wiirfel mit Volumen
V' mit einer geeigneten Geschwindigkeitsverteilung, die einer Temperatur deutlich oberhalb
der Glastemperatur T entspricht, zu verteilen. Nach wenigen tausend Molekulardynamik
Schritten ist das System equilibriert und hat seinen Anfangszustand vergessen, so daf§ die
Ergebnisse nicht von dieser Wahl abhéngen. Dann beginnt man, das System auf eine Tem-
peratur unterhalb der Glastemperatur abzukiihlen. Dies kann durch eine Reskalierung der
Impulse geschehen. Dadurch wird zwar die Newtonsche Physik verletzt, aber man ist hier
nicht an dynamischen Groflen interessiert, sondern nur an dem amorphen Zustand. Eine an-
dere Moglichkeit, die Temperatur zu regulieren, bietet zum Beispiel die Implementation eines
Nose-Hoover Thermostates [1]. Im Prinzip sollte es geniigen, das System von einer Tempera-
tur geringfiigig oberhalb Tz auf eine Temperatur geringfiigig darunter abzukiihlen, um den
Ubergang von der fliissigen in die feste Phase zu erhalten. Der Zeitschritt der numerischen
Integration muf} jedoch so klein gew&hlt werden, dafl man das System wesentlich schneller
abkiihlen muf als im Experiment. Das physikalische Verhalten hierbei ist in [43] untersucht
worden und es zeigt sich, dal der Ubergang von der fliissigen in die feste Phase in einem recht
groflen Temperaturbereich verlduft. Daher wird hier das Modell mit einer festen Kiihlrate von
einer Temperatur deutlich oberhalb T auf eine Temperatur im Bereich einiger Kelvin ab-
gekiihlt. Das lokale Minimum 143t sich zwar prinzipiell erhalten, indem man die Temperatur
T = 0 vorgibt und lange genug wartet bis die Teilchen ins Minimum gelangen. Wesentlich
schneller erhélt man dieses mit einem geeigneten Minimierungsverfahren. Durch die Bestim-
mung der radialen Verteilungsfunktionen kann man nachpriifen, dal man tatséchlich einen
amorphen Zustand erhalten hat und keinen kristallinen.
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5.2.2 Bestimmung der lokalisierten, niedrigfrequenten Schwingungen

Das System befindet sich nun in einem Minimum der potentiellen Energie. Gesucht sind die
niedrigfrequenten, lokalisierten Schwingungen um dieses Minimum, deren effektives Potential
ausgemessen und in einer geeigneten Form, zum Beispiel einem Polynom vierter Ordnung,
beschrieben werden soll. Diese Potentiale kénnen dann — wie bei den beiden Mean-Field-
Modellen beschrieben — quantenmechanisch behandelt werden und man kann beispielsweise
mit der Methode der Testoszillatoren, siche Kapitel 7.2, wieder die Energieniveaus und dar-
aus physikalische MeBgrofien wie die spezifische Wiarme bestimmen.

Um die Eigenschwingungen des Systems zu bestimmen, wird die Methode der kleinen Schwin-
gungen aus der theoretischen Mechanik verwendet, die auf ein Eigenwertproblem fiihrt. Die
Eigenwerte sind gerade die Frequenzen der Schwingungen, so dafl man die niedrigfrequenten
Anregungen bestimmen kann. Die Lokalisierung ergibt sich dann aus der Inversen Participa-
tion Ratio (IPR) der Eigenvektoren des Problems, vergleiche [27], [38], [39]. Das Potential
dieser Schwingungen 148t sich dann bestimmen, indem das System entléngs eines solchen
Eigenvektors aus seiner Ruhelage ausgelenkt wird.

Hierzu werden die 3N dimensionalen Vektoren r und die Impulse p = mjof zunéchst auf
solche fiir Teilchen der Einheitsmasse m; = 1 transformiert. Dies 148t sich mit den neuen
Variablen z = ,/misr und IT = p/,/m13 erreichen. Die Eigenschwingungen des Systems
kénnen nun mit der Methode der kleinen Schwingungen im Lagrangeformalismus bestimmt
werden. Ausgangspunkt ist die Lagrangefunktion L

L=Fy,—® (5.13)
der Differenz der kinetischen Energie
13N ,
Eyin = 3 ; Zi (5.14)

und der potentiellen Energie (5.2), die um das Minimum in eine Taylorreihe entwickelt wird

9*P

3
- 2 1
5 . 9507 zizj + O(z°), (5.15)

zo=0

wobei die erste Ableitung verschwindet. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird hierbei
angenommen, daf} sich das Minimum an der Stelle zg = 0 befindet, wodurch die folgenden
Formeln iibersichtlicher geraten. Damit bezeichnet z; also die Auslenkung des i-ten Freiheits-
grades aus seiner Ruhelage. Aus den Euler-Lagrange Gleichungen

oL d oL
= = 5.16
erhilt man die 3N Schwingungsgleichungen
0%® ..
Z 0202 l20=0 A (517)
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Abbildung 5.2: Frequenzen w und die zugehdrigen inversen Participation Ratios (IPR) der Eigen-
schwingungen fiir eine Konfiguration des Systems mit N = 1000 Teilchen. Die niedrigfrequenten
lokalisierten Schwingungen sieht man links unten.

oder in einer Matrixschreibweise mit einer symmetrischen Matrix D:

Dz = —% (5.18)

Mit dem Losungsansatz z = e exp(—iwt) ergibt sich das Eigenwertproblem

De = w’e, (5.19)

das numerisch gelost werden kann. Dabei erhélt man aufgrund der Translationsinvarianz
drei Eigenwerte, die identisch gleich Null sind. Die restlichen Eigenwerte sind positiv, da die
Matrix D positiv semidefinit ist.

Die lokalisierten Schwingungen kann man mit Hilfe der Inversen Participation Ratio (IPR)

1
NZL(ZLN@?P)Q

aus den Eigenvektoren des Problems bestimmen. Hierbei bezeichnet ef* die Auslenkung des
i-ten Teilchens in eine der drei Raumrichtungen «. Diese Form der IPR gewéhrt die Ro-
tationsinvarianz. Im Falle delokalisierter Anregungen — im Extremfall nehmen dann alle
Komponenten den Wert e; = (3N)~'/2 an — erhilt man fiir die IPR einen Wert der GroBen-
ordnung 1. Im lokalisierten Fall — im Extremfall sind alle Komponenten bis auf eine identisch
Null — einen Wert der GréSenordnung N 1. Die Werte der Frequenzen w liefern dann gerade
die niedrigfrequenten Anregungen. Abbildung 5.2 zeigt die gefundenen Werte fiir die Frequen-
zen und die zugehorigen IPRs einer Konfiguration. Man sieht, dafl man die niedrigfrequenten,
lokalisierten Anregungen, die hier von Interesse sind, auf diese Weise bestimmen kann. Diese
treten jedoch nur selten auf. Der Grofiteil der Anregungen hat einen grofien Wert der IPR,

IPR =

(5.20)
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Abbildung 5.3: Vergleich des gemessenen Potentials (o) mit der daran nach Gleichung (5.22) ange-
pafiten Kurve.

es handelt sich also um delokalisierte Schwingungen, die wir hier vereinfacht als Phononen
bezeichnen werden. Am rechten Rand der Darstellung sieht man dann zwar lokalisierte, aber
hochfrequente Anregungen, die fiir das Tieftemperaturverhalten nicht von Interesse sind.
Das effektive Potential U einer solchen Anregung kann man ausmessen, indem man die Konfi-
guration entlings des zugehorigen Eigenvektors, der auf das System mit verschiedenen Massen
zuriicktransformiert wurde, aus der Ruhelage rg auslenkt. Man mif}t folglich

U(z) = ®(ro + z/m12€) (5.21)

fiir kleine Werte von & = nAz. Es zeigt sich, dafl diese Potentiale in Analogie zum Soft-
Potential-Modell sehr gut in Form eines Polynoms vierter Ordnung beschrieben werden

konnen

U(z) = Agx? + Azz® + Ayt (5.22)

wobei der konstante Term Ay und der lineare Koeffizient A; identisch gleich Null sind, wenn
man als Koordinatenursprung das Minimum wéhlt. Die Koeffizienten A; werden auch hier
mit der Methode der kleinsten Quadrate [35] so bestimmt, dafl die Fehlerfunktion

X2 =Y [U(nAz) — (A2(nAz)? + As(nAz)® + Ay(nAz)?h))? (5.23)

n

minimiert wird. Abbildung 5.3 zeigt das ausgemessene Potential einer Anregung und das
dazugehorige Polynom, die Ubereinstimmung ist offensichtlich sehr gut.
FEine dquivalente Darstellung ist das Polynom

U(z) = Dyx + Dax® + Dya?, (5.24)
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dessen Koeffizienten D; sich mittels einer Transformation, sieche Kapitel 7.1, aus den A;
berechnen lassen:

Ay Ag As3
D p— _— .2
1 54, + 84,2 (5.25)
3432
Do = Ao — 5.26
) = Ao (5.26)
Dy = Ay (5.27)

Wie schon in Kapitel 3.3 bemerkt, kénnen die D; nicht direkt aus dem Potentialverlauf be-
stimmt werden, da man hierzu den Koordinatenursprung so festlegen miifite, dal sowohl
U(0) = 0 als auch U"(0) = 0 gilt, wo auch immer das sein mag.

5.2.3 Bestimmung der Doppelmulden

Als Doppelmulden im 3(N — 1)-dimensionalen Konfigurationsraum werden zwei Minima der
potentiellen Energie bezeichnet, die durch einen Sattelpunkt miteinander verbunden sind. Hat
man also — auf irgendeinem Weg — zwei Energieminima gefunden, mufl man priifen, ob diese
durch einen Sattelpunkt verbunden sind. Weber und Stillinger haben hierzu ein heuristisches
Verfahren vorgeschlagen [44], wobei man ausnutzt, da8 am Sattelpunkt (V®)2 = 0 gilt:

(i) Das Maximum der potentiellen Energie & wird auf dem direkten Weg von einem Mini-
mum zum anderen bestimmt.

(ii) Von diesem Maximum ausgehend wird die Funktion ¥ = (V®)? minimiert bis ein Punkt
mit ¥ = 0 erreicht wird.

(iii) An diesem Punkt wird die Hesse Matrix der zweiten Ableitungen diagonalisiert. Falls
diese Matrix genau einen negativen Eigenwert besitzt, ist dieser Punkt ein Sattelpunkt.

(iv) Falls ein Sattelpunkt vorliegt, wird das Potential ausgehend von diesem Punkt plus
(minus) einer geringen Auslenkung in Richtung des Eigenvektors, der zum negativen
Eigenwert gehort, minimiert. Falls man so die beiden urspriinglichen Minima erhalt,
bilden diese eine Doppelmulde.

Weber und Stillinger haben die zeitliche Entwicklung des in Abschnitt 5.1 beschriebenen
Modells wihrend des Abkiihlens verfolgt und jeweils nach einer bestimmten Zahl von Mole-
kulardynamik Schritten das Minimum der potentiellen Energie bestimmt. Anschlieend wur-
de gepriift, ob aufeinanderfolgende Minima eine Doppelmulde bilden. Thr Ziel war es jedoch
nicht, systematisch nach Tunnelsystemen zu suchen.

Heuer und Silbey [8] haben hierzu eine heuristische Prozedur vorgeschlagen. Mit diesem Ver-
fahren findet man Doppelmulden eines Systems, jedenfalls diejenigen, die in der N&he des
urspriinglichen Minimums liegen. Hat man in Molekulardynamik Simulationen ein Minimum
der potentiellen Energie erhalten, besteht das Problem darin, die benachbarten Energiemini-
ma zu finden. Mit dem obigen Schema kann dann gepriift werden, ob die Minima durch einen
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Sattelpunkt miteinander verbunden sind und damit eine Doppelmulde bilden. Heuer und Sil-
bey gehen davon aus, dal man in ein benachbartes Energieminimum im wesentlichen durch
die Bewegung eines Teilchens sowie seiner nN nichsten Nachbarn (nN ~ 10 — 20) gelangt.
Um eine benachbarte Mulde zu finden, wird daher fiir jedes Teilchen ¢ der Konfiguration
folgendermaflen vorgegangen:

(i) Das Teilchen und seine nN néchsten Nachbarn werden um einen Abstand dy aus ihrer
Ruhelage ausgelenkt. Dabei wird der Schwerpunkt des Systems festgehalten, um keine
Translationen zu betrachten.

(ii) Die Energie dieser (nN + 1) Teilchen wird — zum Beispiel mit einem Simulated-
Annealing Verfahren [19] — minimiert, wobei als Zwangsbedingung der Abstand dj
von der Ruhelage und der Schwerpunkt beibehalten wird.

(iii) Die potentielle Energie des gesamten Systems wird minimiert.

(iv) Falls ein neues Minimum gefunden wurde, wird mit dem oben beschriebenen Verfahren
gepriift, ob es sich um eine Doppelmulde handelt.

Heuer und Silbey haben fiir diese Parameter feste Werte gewéhlt, ndmlich nN = 16 und
do = 0.40, und das oben beschriebene Modell untersucht. Die erhaltenen Doppelmulden
sind dabei laut [8] in gewissen Grenzen von der Wahl dieser Parameter unabhingig, und die
Autoren gehen davon aus, dafl sie in einem gewissen Parameterbereich fiir die Asymmetrie,
die Barrierenhohe und den Abstand fast alle im Hinblick auf die Tieftemperatureigenschaften
des Systems interessierenden Doppelmulden oder jedenfalls einen reprisentativen Querschnitt
finden.

Implementiert man diesen Algorithmus und sucht Doppelmulden, stellt sich heraus, dal man
in bestimmten Bereichen des Festkorpers solange an den Teilchen wackeln kann wie man
will, man findet kein neues Minimum. Dies macht den Algorithmus speziell fiir grofie Teil-
chenzahlen N langsam. An anderen Stellen des Systems findet man dagegen immer wieder
dieselben Doppelmulden. Wenn es also gelingt, die Teilchen, in deren Umgebung man suchen
muf}, zu bestimmen, kann das heuristische Verfahren deutlich verbessert werden. Dabei ist es
naheliegend, an einen Zusammenhang zwischen den niedrigfrequenten lokalisierten Schwin-
gungen und den Doppelmulden zu denken. Denn anschaulich erklédrt man sich das Auftreten
einer solchen Schwingung sowie die Umordnung einiger Teilchen damit, dal die Dichte des
Festkorpers in diesem Bereich etwas geringer ist, so dal die Teilchen Platz haben. Fiir die
niedrigfrequenten, lokalisierten Schwingungen sieht man dies in Simulationen an der radia-
len Verteilungsfunktion [27]. Das einfachste wire daher die Teilchen dieser Schwingungen
in beziehungsweise gegen die Richtung des zugehorigen Eigenvektors auszulenken und dann
durch eine Minimierung der potentiellen Energie in ein neues Minimum zu gelangen [30]. Auf
diese Weise findet man jedoch keine Doppelmulden. Es stellt sich aber heraus, dafl fiir fast
alle Doppelmulden, die im Hinblick auf die Tieftemperatureigenschaften relevant sind, eine
Korrelation zwischen den Atomen, die an den Doppelmulden beteiligt sind, und denen, die
an einer lokalisierten niedrigfrequenten Schwingung teilnehmen, besteht. Fiir fast alle dieser
Doppelmulden findet man eine Schwingung, an der ein Teil derselben Teilchen teilnimmt. Da-
her wurde der Algorithmus von Heuer und Silbey so abgeéndert, dafl zunéchst die Teilchen
bestimmt werden, die an den niederenergetischen lokalisierten Schwingungen teilnehmen, und
dann nur noch an diesen gewackelt wird:
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e Bestimmung der Teilchen, die an den lokalisierten niedrigfrequenten Schwingungen be-
teiligt sind. Fiir jedes dieser Teilchen ¢ werden dann n-mal die folgenden Schritte durch-
gefiihrt:

(i) Das Teilchen 4 und seine nN-néchsten Nachbarn werden um einen Abstand dp
aus ihrer Ruhelage ausgelenkt, wobei der Schwerpunkt des Systems festgehalten
wird. Die Werte nN und dy werden dabei aus Verteilungen P(nN) und P(dy)
ausgewdlirfelt.

(ii) Die Energie dieser (nN + 1)-Teilchen wird im Abstand dy minimiert. Dabei wird
auch die Wechselwirkung mit den restlichen, festen Teilchen beriicksichtigt. Hierzu
kann zum Beispiel ein Simulated-Annealing Verfahren verwendet werden.

(iii) Die potentielle Energie des Gesamtsystems wird minimiert.

(iv) Falls ein neues Minimum gefunden wurde, wird mit dem oben beschriebenen heu-
ristischen Verfahren von Weber und Stillinger gepriift, ob es sich um eine Doppel-
mulde handelt.

Um die Abhéngigkeit der Ergebnisse von der Wahl der Parameter n/N und dy zu verringern,
werden diese hier unabhéngig voneinander aus Verteilungen bestimmt. Auflerdem wird mehr-
mals an diesen Teilchen geriittelt, da es sich gezeigt hat, dafl es einige wenige Mulden gibt,
die sich nur sehr schwer finden lassen (auch mit dem Verfahren von Heuer und Silbey). Ferner
wird in Schritt (ii) nicht nur die Energie der (nN + 1) Teilchen im Abstand dp minimiert,
sondern auch die Wechselwirkung dieser Teilchen mit den restlichen beriicksichtigt.

Das Ausmessen des Potentials dieser so gewonnenen Doppelmulden ist nicht so problemlos
wie im Fall der Einzelmulden. Eine einfache, aber wahrscheinlich auch schlechte Néherung be-
steht darin, das Potential auf dem direkten Weg von einem Minimum ins andere auszumessen.
Hier kann der Potentialwall jedoch so hoch werden, dafl der Tunnelvorgang stark unterdriickt
wiirde. Auflerdem kann man auf diese Weise recht komplizierte Formen des Potentials erhal-
ten, die sich nicht in einfacher Weise parametrisieren lassen, was Probleme bereitet, wenn
man zum Beispiel mit der Methode der Testoszillatoren die Energieniveaus in diesen Poten-
tialen berechnen will. Eine bessere Parametrisierung sollte der Weg von einem Minimum iiber
den Sattelpunkt ins andere Minimum sein. Da man den genauen Weg nicht kennt, parame-
trisiert man den Pfad allein aus der Kenntnis der geometrischen Werte des Abstandes d, der
Asymmetrie A und der Barrierenhthe V. Die Form der Einzelmulden 148t sich sehr gut in
Form eines Polynoms vierter Ordnung beschreiben, daher ist es naheliegend, diese Form in
Analogie zum Soft-Potential-Modell auch fiir die Doppelmulden anzusetzen. Wahlt man als
Ursprung den Sattelpunkt oder eines der Minima, hat man noch drei Parameter (As, As, A4),
die an die Werte d, A und V angepafit werden miissen. Dies fiithrt zum Beispiel auf ein Po-
lynom vierter Ordung fiir den Parameter A4, dessen Nullstellen numerisch bestimmt werden
konnen. Die reelle Losung ist die hier gesuchte, aus der sich die beiden anderen Parameter be-
rechnen lassen. Bei dieser Parametrisierung bleiben die Abstédnde d; und dy der Minima vom
Sattelpunkt jedoch nicht erhalten, sondern nur der Abstand der Minima voneinander. Die
im weiteren verwendete Abstandsfunktion zweier auf die Einheitsmasse m; transformierter
Konfigurationen y und z ist durch
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Abbildung 5.4: Vergleich des gemessenen Potentials (x) mit den daran nach Gleichung (5.22) an-
gepassten Kurven. Die Potentialparameter werden so bestimmt, dafl die geometrischen Werte der
Asymmetrie, der Barrierenhéhe und der Abstand der Minima erhalten bleiben.

3N 1/2
d=+/(y —2)* = (Z(yz - Zz')2> (5.28)

=1

gegeben. Diese Transformation hat den Vorteil, da man nur noch eine Masse betrachtet,
was zum Beispiel die quantenmechanische Berechnung der Energieniveaus mit der Testoszil-
latormethode erst ermdglicht. In Abbildung 5.4 ist diese Parametrisierung des Potentials des
Pfades anhand eines Beispiels dargestellt.

5.3 Ergebnisse

Bei der Durchfiihrung der Simulationen mufi man zwischen verschiedenen Anforderungen
abwégen. Auf der einen Seite sollen die Systeme grofl genug sein, um keine Finite-Size-Effekte
zu erhalten, auf der anderen Seite bené6tigt man eine moglichst gute Statistik der gefundenen
Ereignisse (Einzel- beziehungsweise Doppelmulden). Aufierdem soll auch die Kiihlrate klein
sein, um den experimentellen Gegebenheiten nahe zu kommen. Mit der Gréfle des Systems
steigt jedoch der Aufwand an Rechenzeit pro gefundenem Ereignis an, zum Beispiel wéchst
der Aufwand fiir die Diagonalisierungen der Hesse-Matrizen wie N3 an, auflerdem steigt der
benétigte Speicherplatz wie N2 an. Da die Ergebnisse ohne eine hinreichende Statistik nur
von geringem Nutzen sind, haben wir uns dafiir entschieden, relativ kleine Systeme mit einer
hohen Kiihlrate zu simulieren, dafiir jedoch viele dieser Systeme.

Es wurden Konfigurationen mit N = 1000 Teilchen simuliert, einer Gréflenordnung, in der
sich auch in einem dhnlichen Modell [43] keine Finite-Size-Effekte bei der Bestimmung phy-
sikalischer MeBgroflien mehr bemerkbar machen. Gréflen wie die Participation Ratio bleiben
natiirlich von der Systemgrofie abhéngig. Insgesamt wurden 4000 Konfigurationen untersucht.
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Jede Konfiguration wurde von einer Temperatur 7' = 1400K, die deutlich oberhalb der Gla-
stemperatur T, = 1153K des Gemischs liegt, mit einer Kiihlrate von 5.0 * 10*2K /s linear auf
eine Temperatur 7' = 30K abgekiihlt. Diese Kiihlrate ist — wie in allen Simulationen —
um einige Zehnerpotenzen hoher als in Experimenten, jedoch lassen sich aufgrund des klei-
nen Zeitschrittes bei der Integration der Bewegungsgleichungen keine realistischen Kiihlraten
realisieren. Auch geniigt es nicht, wie schon oben erwihnt, das System nur von einer Tempe-
ratur minimal {iber der Glastemperatur auf eine Temperatur minimal darunter abzukiihlen,
da dieser Ubergang in den Modellen der Molekulardynamik bei den realisierbaren Kiihlraten
nicht scharf ausgeprégt ist [43]. Um Rechenzeit zu sparen, wird das Minimum der potentiellen
Energie dann mit einem Gradientenabstiegsverfahren bestimmt.

In den néchsten Abschnitten werden zuerst die Ergebnisse fiir die lokalisierten, niedrigfre-
quenten Schwingungen besprochen, dann diejenigen der Doppelmulden und speziell der Tun-
nelsysteme.

5.3.1 Die Potentialparameter der niedrigfrequenten, lokalisierten
Schwingungen

Die lokalisierten und niedrigfrequenten Schwingungen wurden — wie in Abschnitt 5.2.2 be-
schrieben — bestimmt und deren Potential ausgemessen, wobei die Ruhelage der Teilchen
als Koordinatenursprung dient. Als Kriterium fiir die Lokalisierung wurde eine Inverse Par-
ticipation Ratio kleiner als 0.1 gew&hlt und eine maximale Frequenz w = /5.0 in reduzierten
Einheiten festgelegt. Dies entspricht einer Anregungsenergie £ = hw von 27 Kelvin. Die
GroBlenordnung dieser Werte wurden aus einem Finite-Size-Scaling bestimmt. Bestimmt man
fiir verschiedene Systemgroflen die IPR als Funktion der Frequenz w, schneiden sich diese Kur-
ven ungefihr in einem Punkt, der diese Kriterien festlegt. Man findet pro Konfiguration mit
N = 1000 Teilchen etwa 3.4 Schwingungen, die diesen Kriterien entsprechen. Die Ergebnisse
fiir die Verteilungen der Potentialparameter dieser Schwingungen in der (Ag, A3, A4)-Form
sind in Abbildung 5.5 dargestellt, die daraus bestimmten Verteilungen in der (Dq, Ds, Dy)-
Form findet man in Abbildung 5.6.

Der Parameter Ay wird aufgrund der harmonischen Néherung (5.15) gerade durch die Fre-
quenzen gegeben, Ay = %wQ. Diese Relation ist fiir die bestimmten Frequenzen und Parameter
sehr gut erfiillt. Der Parameter Ay ist im Gegensatz zu den Annahmen des Soft-Potential-
Modells und den beiden Mean-Field-Modellen breit verteilt?. Diese Verteilung macht sich
speziell bei grofferen Auslenkungen, wo sie dominiert, bemerkbar. Der Parameter As hat
wie die Verteilung von D ein Maximum an der Stelle A3 = D; = 0. Es treten also be-
vorzugt symmetrische Einzelmulden auf, wihrend man in den entsprechenden Verteilungen
der Mean-Field-Modelle ein lokales Minimum an dieser Stelle erhélt und somit bevorzugt
asymmetrische Einzelmulden beobachtet. Da die Asymmetrien relativ klein sind, wird der
Parameter Dy gegeniiber Ay nur sehr leicht zu kleineren und negativen Werten verschoben.
Die Dy-Verteilung entspricht natiirlich der A4-Verteilung. Variiert man die Grenzen fiir die
IPR und die maximale Frequenz, &ndern sich natiirlich auch die Verteilungen. Die Form der

’In den Mean-Field-Modellen liefle sich eine Verteilung dieses Potentialparameters durch einen verteilten
Parameter as des stabilisierenden Potentials erhalten. Die Verteilung von A4 = D4 ergibe sich damit
jedoch nicht aus der kollektiven Wechselwirkung, sondern aus einer Annahme iiber die Form des lokalen,
stabilisierenden Potentials.
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Verteilungen und damit der prinzipielle Unterschied zu den Mean-Field-Modellen bleibt je-
doch bestehen.

Um die Korrelationen dieser Verteilungen zu bestimmen, wurden wieder die Korrelationsko-
effizienten, zum Beispiel fiir Ay und Ay

((A2" — (A2%)(m)) (A4’ — (A4")(m)))(m)
V(A%)(m) — ((A2F)(m))2/(Aa) (m) — ((A4F)(m))?

als Funktion der Anzahl m der Einzelmulden bestimmt. Fiir ungerade Potenzen von A3 und
D; verschwinden diese Koeffizienten, da die Parameter symmetrisch um Null verteilt sind.
Aus diesem Grund wurden die Betridge dieser Parameter verwendet. Bei der Bestimmung
der Koeffizienten mufl man sich auf Gebiete beschrinken, in denen nur Einzel-, aber keine
Doppelmulden auftreten kénnen, damit durch die Grenzen dieser Gebiete keine Korrelatio-
nen induziert werden. Das heifit, die erste Ableitung des Potentials soll nur eine Nullstelle
aufweisen. In der (D1, D, Dy)-Parametrisierung erhélt man hieraus die Bedingung

, (5.29)

Kkl(m) =
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Abbildung 5.6: Verteilungen der Potentialparameter der lokalisierten, niedrigfrequenten Schwingun-
gen in der (Dq, D2, D4)-Form. Die Verteilung des Parameters Dy entspricht der von Ay.

27
—Dy3 < §D4D12, (5.30)

die fiir positive Dy (und Dy) fiir alle Werte von D; erfiillt ist. In der (Ag, A3, A4)-Parametri-
sierung ergibt sich das Kriterium

64
A32 < §A2A4 . (5.31)

Um dieser Bedingung zu geniigen, wurden die Korrelationen in den Parameterbereichen
Ay > 0.1, Ay > 10.0 und |A3| < 8/3, vergleiche Abbildung 5.7 rechts, sowie As > 1.0,
Ay > 1.0 und |A3] < /32/9, vergleiche Abbildung 5.7 links, bestimmt. Es zeigt sich, daf
die Potentialparameter in beiden Parametrisierungen korreliert sind. Die Parameter As und
|As| sowie A4 und |As| sind nur schwach, die Verteilungen von Az und A4 dagegen sind
deutlich negativ korreliert. Das bedeutet, dafl man in Mulden mit einem Wert von As kleiner
(groBer) als der Erwartungswert, bevorzugt einen Wert des Parameters Ay grofier (kleiner)
als der entsprechende Erwartungswert findet. Gerade die niedrigfrequenten Schwingungen
weisen also grofle Anharmonizitéiten auf, was anschaulich klar ist. Auch in der (Dy, Dy, Dy)-
Parametrisierung sind die Parameter nicht unkorreliert, vergleiche Abbildung 5.7. Veréndert
man die Grenzen fiir die IPR und die maximale Anregungsenergie, &ndern sich natiirlich auch
die Werte der Korrelationskoeffizienten. Es wurde jedoch kein Bereich gefunden, in dem die
Parameter voneinander unabhingig sind.
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Abbildung 5.8: Beitrag der niedrigfrequenten, lokalisierten Schwingungen zur Wéirmekapazitéit C
des Systems in der harmonischen Niherung und unter Beriicksichtigung von Anharmonizitdten

5.3.2 Der Beitrag der niedrigfrequenten, lokalisierten Schwingungen zur
Waiarmekapazitat

Der Beitrag der niedrigfrequenten, lokalisierten Schwingungen zur Warmekapazitidt des Sy-
stems kann in zwei verschiedenen N&herungen bestimmt werden. Zum einen kann dieser
Beitrag wieder mit der Methode der Testoszillatoren, die in Kapitel 7.2 beschrieben wird,
berechnet werden und zum anderen aus den erhaltenen Eigenfrequenzen w. Diese hat man
in der harmonischen N#éherung gewonnen, man betrachtet also harmonische Oszillatoren mit
Energieniveaus E,, = fw(n + 1/2). Die innere Energie eines solchen Oszillators ist durch

2 n En exp(—BEy)
Zn eXp(_ﬁEn)
hw hw

T 2 exp(Bhw) -~ 1 532

gegeben, so dafl man fiir die Warmekapazitit

exp(Bhw)

_ 2
O = RO o ) — 17

(5.33)

erhilt. Diese wird dann fiir das System durch eine Mittelung iiber alle Warmekapazititen
der harmonischen Oszillatoren bestimmt.

Unter Verwendung der gemessenen Potentialparameter kann man mit der Methode der Test-
oszillatoren die Wérmekapazitidt nach Gleichung (3.56) bestimmen. Die mit dieser Methode
berechneten Energieniveaus weichen deutlich von denen der harmonischen Néherung ab, da
man hier auch Anharmonizitédten beriicksichtigt. Diese sind, wie man den Korrelationskoeffi-
zienten in Abbildung 5.7 entnimmt, gerade fiir kleine Werte von A und damit der Frequenz
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w grof3. Daher entsprechen kleine Werte der in der harmonischen Néherung bestimmten Fre-
quenzen im allgemeinen nicht kleinen Anregungsenergien, die mit der Testoszillatormetho-
de bestimmt worden sind, und umgekehrt. Insgesamt erhélt man bei Beriicksichtigung der
Anharmonizitidten jedoch eine Verschiebung des Energiespektrum zu hoheren Energien. Die
kleinsten auftretenden harmonischen Frequenzen liegen im Bereich w = +/0.05, was einer
Anregungsenergie F7 ~ 3 Kelvin entspricht, wihrend die kleinsten mit den Testoszillato-
ren berechneten Energien bei ungefahr Fy = 6 Kelvin liegen. Im diesem Bereich findet man
jedoch nur einzelne Werte, der Grofiteil der Anregungsenergien liegt iiber F1 = 15K, die
groften Werte liegen bei etwa E; = 40K, wihrend man fiir die maximale Frequenz w = /5.0
eine Anregungsenergie F; ~ 27K erhiilt.

Abbildung 5.13 zeigt die auf diese beiden Weisen bestimmten Wérmekapazititen C in ei-
nem doppeltlogarithmischen C/T3 gegen T Diagramm. Die mit der Testoszillatormethode
bestimmte Wirmekapazitéit ist aufgrund der Beriicksichtigung von Anharmonizitéten im we-
sentlichen zu hoheren Temperaturen verschoben. Deutlich zu sehen ist in beiden Kurven der
Bosonen-Peak, der im erwarteten Temperaturbereich liegt. Ein Vergleich mit experimentel-
len Daten fiir dieses Material wire wiinschenswert, dem Autor sind jedoch keine Mefldaten
bekannt. Fiir hohe Temperaturen strebt die in harmonischer N&dherung bestimmte Warmeka-
pazitit in Ubereinstimmung mit dem Gesetz von Dulong und Petit gegen die Boltzmannkon-
stante. Dies ergibt sich aus einer Entwicklung (8hw) — 0 in Gleichung (5.33). Da man mit der
Methode der Testoszillatoren nur die untersten Energieniveaus in befriedigender Naherung
bestimmt hat, erhélt man dieses Verhalten hier nicht.

5.3.3 Die Potentialparameter der Doppelmulden

Die Doppelmulden wurden wie in Abschnitt 5.2.3 beschrieben gesucht. Dazu wurden zunéchst
die Teilchen bestimmt, die an den niedrigfrequenten, lokalisierten Schwingungen teilnehmen.
Als Kriterium fiir diese wurde w < v/12 und IPR < 0.2 gewihlt und es wurden jeweils die
6 Teilchen, die am stirksten an diesen Schwingungen beteiligt sind, bestimmt. Die Grenzen
fiir die IPR und die Frequenz wurden hier mit Absicht héher als bei der Bestimmung der
Potentialparameter gewdhlt und an unser heuristisches Verfahren so angepafit, dafl man mit
diesem alle interessierenden Doppelmulden findet, die man auch mit dem Verfahren von Heuer
und Silbey erhélt (und einige mehr). Einige Teilchen sind dabei an mehreren dieser Schwin-
gungen beteiligt, wodurch der numerische Aufwand wieder sinkt. Fiir jedes dieser Teilchen
wurde dann 5-mal mit dem Algorithmus, der schon in Abschnitt 5.2.3 beschrieben wurde,
nach einem neuen Minimum gesucht. Die Parameter fiir dieses heuristische Verfahren wurden
dabei wie folgt festgelegt: Die Anzahl n/N der nichsten Nachbarn, die mit dem Teilchen um
einen Abstand dy aus ihrer Ruhelage ausgelenkt werden, wird gleichverteilt aus einem Inter-
vall [5, 18] gew#hlt. Der Abstand dy wird davon unabhéngig, aber ebenfalls gleichverteilt aus
einem Intervall [0.2,0.7] in Einheiten von o ausgewiirfelt. Da man mit diesem heuristischen
Verfahren vor allem die Doppelmulden mit einer geringen Asymmetrie findet, die man auch
mit dem Algorithmus von Heuer und Silbey erhilt, aber nicht alle Mulden mit Asymmetrien
im Bereich einiger hundert Kelvin, wurden nur die Mulden mit einer Asymmetrie A < 10
Kelvin analysiert. Auf diese Weise wurden fiir die 4000 Konfigurationen mit jeweils N = 1000
Teilchen 6782 dieser Doppelmulden gefunden. Die geometrischen Werte der Asymmetrie A,
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der Barrierenhohe V' und des Abstandes d sind in Scattergrammen in Abbildung 5.9 dar-
gestellt. Man findet bevorzugt Doppelmulden mit kleinen Asymmetrien, Barrierenhéhen
und Abstidnden; diese Parameter sind also positiv korreliert, wobei diese Korrelationen im
Fall der Barriere und des Abstandes besonders stark ausfallen. Vergleicht man dies mit den
Verhiltnissen in den Tunnelsystemen des Mean-Field-Modells mit Translationsinvarianz, sie-
he Abbildung 3.14, ergibt sich eine gute qualitative Ubereinstimmung, die sich auch in den
Verteilungen der Potentialparameter zeigt.

Die erhaltenen Verteilungen fiir die (Ag, A3, A4)-Parametrisierung findet man in Abbildung
5.10 und fiir die (Dy, D2, D4)-Form in 5.11. Die Potentialparameter wurden so bestimmt, dafl
die geometrischen Werte der Asymmetrie, der Barrierenhéhe und der Abstand durch den Po-
tentialverlauf reproduziert werden. Als Ursprung wird hierzu der Sattelpunkt beziehungsweise
das lokale Maximum gew&hlt. Da die Kriimmung, also die zweite Ableitung, an dieser Stelle
negativ ist, erhdlt man negative Werte fiir As. In der Verteilung des Parameter A3 ergibt sich
ein Maximum an der Stelle A3 = 0, das heifit es treten mit der groffiten Wahrscheinlichkeit
symmetrische Mulden auf. Der Parameter Ay = D, ist hier wie im Fall der Einzelmulden
aber im Gegensatz zu den Annahmen des Soft-Potential-Modells und den Gegebenheiten in
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den Mean-Field-Modellen breit verteilt. Vergleicht man jedoch die Verteilungen der Parame-
ter D; und Dy mit denen des Modells mit Translationsinvarianz, stellt man eine qualitative
Ubereinstimmung fest. Die Verteilung des Parameters D; hat in beiden Modellen ein Ma-
ximum bei D = 0, die hier keine Spitze aufweist, da wir nur sehr symmetrische Mulden
betrachten. Die Dy-Verteilung ist dagegen wie im Modell mit Translationsinvarianz, aber im
Gegensatz zum Modell in Kapitel 3 breit verteilt. Auch hier sind wieder die Korrelations-
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koeffizienten nach Gleichung (3.48) bestimmt worden, wobei aufgrund der Symmetrien die
Betriage der Parameter A3 und D; betrachtet wurden. Das Gebiet, in dem nur Doppelmulden
auftreten kénnen, so dal durch die Grenzen keine Korrelationen verursacht werden, ist in der
(Ag, Az, Ay)-Parametrisierung einfach durch A < 0, A4 > 0 und beliebiges A3 gegeben. In
der (D1, D2, D4)-Form wird dieser Bereich durch

27
—D23 > §D4D12 (5.34)

festgelegt. Um dieser Bedingung zu geniigen, wurden die Korrelationen in den Bereichen
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Abbildung 5.11: Verteilungen der Potentialparameter der Doppelmulden mit Asymmetrien A < 10K
in der (D1, Dy, D4)-Form. Die Verteilung des Parameters D4 entspricht der von Ay.

|D1| < 0.05, Dy < 300 und Dy < —1.4, vergleiche Abbildung 5.12 links, sowie |D;| < 0.01,
D4 < 300 und Dy < —0.5, vergleiche Abbildung 5.12 rechts, bestimmt. Man sieht, dafl die
Korrelationen der Parameter |D;| und Dy sowie |D1| und D4 deutlich kleiner werden, wenn
man den Wertebereich von D; so einschrénkt, dafi P(D;) in guter Ndherung konstant ist.
Dies ist jedoch gerade der Bereich, in dem die Tunnelsysteme auftreten. Dieses Verschwinden
der Korrelationen folgt jedoch lediglich daraus, dafi P(D;) ndherungsweise konstant ist und
D, in diesem Bereich nur sehr kleine Werte annimmt. Dies sieht man folgendermaflen: Die
gemeinsame Verteilung beispielsweise der Parameter Dy und Do, P(D1, Ds) ld8t sich mit der
bedingten Wahrscheinlichkeit P(D;|D2) schreiben als

P(D1, Ds) = P(Dy|Ds)P(Dy), (5.35)
wobei die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(D;) symmetrisch und in guter Naherung konstant
ist. Entwickelt man diese bedingte Wahrscheinlichkeit um D; = 0, erhélt man
2

0
0D,

Di+——P(Ds|D D?2+0(D:%). (5.36
D1=0 1+8D12 (D2|D1) Di=0 ! +O(Dr).- ( )

Berechnet man mit dieser Entwicklung und P(D;) = const den Erwartungswert
(|D1| D9y = P(Dl)/le dDy P(D2|D1)|D1|Dy , (5.37)

sieht man, dafl die Summanden mit ungeraden Potenzen von D; verschwinden. Man erhilt
daher
([D1|Ds) = (|D1[)(D2) + O(D1%), (5.38)

wenn die Ableitungen der bedingten Wahrscheinlichkeiten nicht zu grofl werden. Daraus folgt,
daB die Korrelationen in diesem Bereich nicht sichtbar sind. Im allgemeinen sind die Potenti-
alparameter jedoch korreliert, dies gilt (As, A3, A4)-Form. Im Bereich sehr kleiner Dy, also in
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dem Bereich, in dem die Tunnelsysteme auftreten, sind die Barrierenhohe V', die Asymmetrie
A und der Abstand d positiv korreliert. Man findet zu groflen Asymmetrien tendenziell grof3e
Barrieren und Abstidnde und zu groflen Barrieren grofle Absténde, vergleiche Abbildung 5.12
und 5.9. Die Situation entspricht also der im Mean-Field-Modell mit Translationsinvarianz,
siehe Abbildung 3.14. Daher sollten auch hier der Tunnelparameter, der in der WKB-Né&he-
rung durch A\ = d/2,/2mV/h? gegeben wird, und die Asymmetrie im Gegensatz zu den
Annahmen des Standard-Tunnel-Modells positiv korreliert sein. Da die Tunnelaufspaltung
Ap in der WKB-Niherung durch Ay = Awexp(—\) gegeben ist, wobei w die mittlere Fre-
quenz der Nullpunktsschwingung in den beiden Mulden bezeichnet, sollte Ay ebenfalls nicht
von der Asymmetrie unabhéngig sein. Unsere Ergebnisse fiir dieses Modell widersprechen also
den Annahmen des Standard-Tunnel-Modells.

5.3.4 Der Beitrag der Doppelmulden zur Warmekapazitat

Mit der Methode der Testoszillatoren lassen sich auch hier wieder die niedrigsten Energie-
niveaus der bestimmten Potentiale berechnen. Man findet insgesamt 62 Tunnelsysteme mit
einer Energie Fq des ersten angeregten Zustandes unterhalb von 1 Kelvin gegeniiber dem
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Abbildung 5.13: Beitrag der Doppelmulden zur Wirmekapazitéit C' des Systems

Grundzustand, dessen Energie auf Fy = OK normiert wird. Die kleinste erhaltene Energie-
anregung liegt dabei im Bereich E; = 0.015K. Diese Anzahl entspricht etwa einem dieser
Tunnelsysteme pro 65000 Teilchen.

Diese Systeme lassen sich durch geometrische Bedingungen charakterisieren, die qualitativ
den Erwartungen entsprechen: Die Barriere V mufl hoch genug sein, geometrisch erhélt man
einen Mindestwert V' ~ 35K. Beriicksichtigt man auch die Nullpunktsschwingungen in den
beiden Einzelmulden nach Gleichung (3.66), ergibt sich ein Wert V' ~ 20K. Der Abstand d
der beiden Mulden muf} grofler als d =~ 0.30 sein, wobei die Absténde der beiden Minima vom
lokalen Maximum jeweils fast gleich sein miissen. Die Asymmetrien miissen hinreichend klein
sein, als maximale Asymmetrie erhilt man A =~ 1.05K. Hierbei fallt auf, da3 die meisten
Tunnelsysteme eine Asymmetrie haben, die geringfiigig grofler ist als die Energie Fq des er-
sten angeregten Zustandes. Die Formel Fq = /A2 + Ay? zur Berechnung dieser Aufspaltung
versagt also wie in den Mean-Field-Modellen auch hier.

Auf der Ebene der Potentialparameter bedeuten diese geometrischen Bedingungen, daf3 die
Asymmetrien |D;| und |As| sehr klein sein miissen, |D;| < 0.005, und der Parameter D,
hinreichend klein, Dy < —2.0. Der Parameter Dy = Ay spielt keine grofie Rolle solange er
nicht zu grofl wird, D4 < 200.0.

Mit diesen Energieniveaus fiir die Doppelmulden 148t sich dann — wie in Kapitel 3.7 — die
Wirmekapazitidt nach Gleichung (3.56)

2 _ exp(—BE,))?
o) =2 — ks (Zn (BEW)" (=B _ (T BB DL )

bestimmen. Das Ergebnis ist in Abbildung 5.13 dargestellt. Im Temperaturbereich zwischen
T = 0.4K und T = 1K erhilt man einen Anstieg der Wiarmekapazitit ungefihr wie C' oc T2,
Die Gréflienordnung des Exponenten und die Lage dieses Anstiegs entsprechen den Erwartun-
gen. Auch hier sieht man einen Bosonen-Peak, der durch die htheren Energieniveaus dieser
Tunnelsysteme, sowie durch Tunnelsysteme mit grofferen Anregungsenergien FEq verursacht
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Abbildung 5.14: Wirmekapazitit C' des Modellsystems im Tieftemperaturbereich unter Ver-
nachlissigung des Beitrags der Phononen.

wird. Die Doppelmulden, die keine Tunnelsysteme sind, wurden hier nicht beriicksichtigt. Zu-
sammen mit dem Beitrag der lokalisierten, niedrigfrequenten Schwingungen ergibt sich dann
im Tieftemperaturbereich eine Wirmekapazitit des Modellsystems, die in Abbildung 5.14
dargestellt ist.

5.3.5 Lokalisierung der Anregungen

Ein Ma$ fiir die Lokalisierung der Anregungen ist die Inverse Participation Ratio IPR. Die
Anzahl der an einer Schwingung beteiligten Teilchen in einem System der Gréfle NV erhélt
man daraus als N x IPR. Ein anderes Ma#f fiir die Lokalisierung ist die effektive Masse Mg

[27], die durch
m

Mg = (5.39)

3
a=1 (6%@1:)2
a

gegeben wird. Hierbei sind e}, die Komponenten des Eigenvektors einer Schwingung in die
drei Raumrichtungen des Teilchens, das sich bei dieser Schwingung am stérksten bewegt.
Mit m wird die Masse des entsprechenden Teilchens bezeichnet. Da wir die Eigenvektoren
fiir ein transformiertes System mit Teilchen der Einheitsmasse m; berechnet haben, ist dies
hier die entsprechende Masse. Diese beiden Mafle, die effektive Masse und N x IPR stimmen
im allgemeinen nur in zwei Grenzfiillen tiberein. Bewegt sich nur ein Teilchen, erhilt man
Meg = 1 und N *IPR = 1, bewegen sich alle Teilchen gleich stark, erhélt man Mg = N und
N xIPR=N.

Diese beiden Konzepte sind auch auf die Doppelmulden iibertragbar, wenn man statt des
normierten Eigenvektors den normierten Abstandsvektor verwendet, der ebenso im System
mit der Einheitsmasse mi berechnet werden kann.

In Abbildung 5.15 sind die so bestimmten effektiven Massen fiir die niedrigfrequenten, lokali-
sierten Schwingungen und fiir die Doppelmulden mit Asymmetrien A < 10 Kelvin dargestellt.
Verwendet man die Grole N «IPR erhélt man groflere Teilchenzahlen. Man sieht, dafl an den
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Abbildung 5.15: Verteilung der effektiven Massen der lokalisierten, niedrigfrequenten Schwingungen
(SWP) und der Doppelmulden (DWP)

Umlagerungen der Doppelmulden deutlich weniger Teilchen beteiligt sind als an den niedrig-
frequenten, lokalisierten Schwingungen. Fiir die Schwingungen wurden in [27], [38] effektive
Massen im Bereich von 10 bis 30 Teilchen gefunden, allerdings wurde auch eine héhere ma-
ximale IPR verwendet. Fiir die Doppelmulden mit Asymmetrien kleiner als A = 600K des
hier verwendeten Modellsystems wurden in [8] mit einem #hnlichen Ma8 fiir die Lokalisierung
Teilchenzahlen bis etwa 20 bestimmt mit einem Maximum bei 2, was gut mit unseren Da-
ten iibereinstimmt. In Lennard-Jones Clustern [5] sind mehr Teilchen an den Doppelmulden
beteiligt, ndmlich bis zu etwa 20 Teilchen jedoch mit einem Maximum bei 10. Es stellt sich
jedoch die Frage, inwieweit die Ergebnisse, die unter Verwendung periodischer Randbedin-
gungen gewonnen worden sind mit denen vergleichbar sind, die man fiir freie Oberflichen
erhélt. Anschaulich ist es einleuchtend, dafl im Fall freier Oberflichen grofiere Umlagerungen
moglich sind.

Fiir die Tunnelsysteme erhélt man in den hier durchgefiihrten Simulationen eine ganz dhnliche
Verteilung wie in Abbildung 5.15, die geringfiigig zu kleineren effektiven Massen verschoben
ist, das heiflt nach dieser Grofe fiir die Lokalisierung sind zwischen 1 und 10 Teilchen an
einem Tunnelsystem beteiligt. Verwendet man hingegen das Mal IV x IPR, sind an diesen
Systemen etwa doppelt so viele Teilchen beteiligt.

5.4 Zusammenfassung

Wir haben mit Hilfe von Molekulardynamik Simulationen amorphe Zusténde eines Modell-
glases in einem Minimum der potentiellen Energie erzeugt und in Hinsicht auf niederenerge-
tische Anregungen untersucht. Die niedrigfrequenten, lokalisierten Schwingungen lassen sich
in der harmonischen N&herung systematisch bestimmen, und die effektiven Potentiale dieser
Schwingungen kénnen in Form eines quartischen Potentials ausgemessen werden. Im Gegen-
satz zu den Annahmen des Soft-Potential-Modells ist der Parameter A4y = Dy — wie in
anderen Simulationen [30] — breit verteilt, und die Verteilungen der Potentialparameter sind
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in beiden Parametrisierungen korreliert. Berechnet man den Beitrag dieser Schwingungen zur
Wirmekapazitit, erhilt man einen Bose-Peak im Temperaturbereich einiger Kelvin, dessen
genaue Lage von der verwendeten Ndherung abhéngt. Benutzt man wie in [30] die harmo-
nische Naherung, liegt dieser bei etwas niedrigeren Temperaturen. Wir beriicksichtigen auch
Anharmonizititen des Potentials und erhalten so im allgemeinen hohere Frequenzen fiir diese
Schwingungen, so dafl der Bose-Peak zu héheren Temperaturen verschoben ist.

Die Bestimmung der Doppelmulden ist leider sehr viel aufwendiger. Wir haben hierzu zunéchst
das heuristische Verfahren aus [8] implementiert und an gréferen Systemen als in der zitier-
ten Arbeit (N = 1000 statt N = 150) festgestellt, dafi die Teilchen, an denen man wackeln
muf}, um in ein benachbartes Minimum zu gelangen, gerade diejenigen sind, die an den lo-
kalisierten, niedrigfrequenten Schwingungen beteiligt sind. (In kleinen Systemen sieht man
dies nicht, da es dort schwer moglich ist, lokalisierte von delokalisierten Anregungen zu unter-
scheiden.) Auflerdem haben wir die Parameter dieses Algorithmus aus Verteilungen gewéhlt,
um eine mogliche Abhéngigkeit der erhaltenen Doppelmulden von diesen zu verringern, und
unsere Ergebnisse auch anhand eines anderen heuristischen Verfahrens [44] iiberpriift. Wir
sind daher sehr sicher, daf3 wir mit dem verwendeten Algorithmus die Doppelmulden mit
Asymmetrien A < 10K finden, die man mit anderen heuristischen Verfahren und mehr Re-
chenzeit auch erhélt.

An die Parameter Barrierenhéhe V, Asymmetrie A und Abstand d wird der Verlauf des
effektiven Potentials der erhaltenen Doppelmulden wieder in Form eines Polynoms vierter
Ordnung angepaft. Auch hier ist der Parameter A4 = Dy breit verteilt und man erhilt in
beiden Parametrisierungen Korrelationen im Gegensatz zum Soft-Potential-, beziechungsweise
Tunnel-Modell und zur Arbeit [8]. In der zitierten Arbeit sind 220 Konfigurationen mit je-
weils N = 150 Teilchen desselben Modellsystems, das in dieser Arbeit verwendet worden ist,
untersucht worden. Die Verteilungen der 310 dort gefundenen Doppelmulden mit A < 800K,
V' < 600K und 0.10 < d < 1.00 werden in der zitierten Arbeit als unkorreliert bestimmt. Da-
her ist es den Autoren moglich, beliebig viele Doppelmulden und damit auch Tunnelsysteme
auszuwiirfeln und zu analysieren. Die Analyse ergibt dann eine Bestétigung des Standard-
Tunnel-Modells. Wir kénnen die Vorrausetzung dieser Analyse, ndmlich die Unabhéngigkeit
der Verteilungen der Potentialparameter, jedoch weder aus den oben besprochenen Daten
noch aus solchen, die auf die gleiche Weise wie in [8] bestimmt worden sind, ableiten. Da die
Parameter A, V und d auch bei einer Einschrankung auf den Bereich kleiner Asymmetri-
en stark korreliert bleiben, schliefen wir analog zum Modell mit Translationsinvarianz, daf
auch der Tunnelparameter A und A sowie die Tunnelaufspaltung Ay und A korreliert sind,
im Gegensatz zu den Annahmen des Standard-Tunnel-Modells.

Berechnet man die Energieniveaus dieser Tunnelsysteme, kann man die Systeme mit einer
Aufspaltung des untersten Niveaus F; < 1K bestimmen. Insgesamt erhalten wir nur 62 die-
ser Systeme bei der Analyse von 4000 Konfigurationen mit jeweils N = 1000 Teilchen. Trotz
dieser schlechten Statistik ergibt sich ein Anstieg der Warmekapazitéit im Temperaturbereich
zwischen T = 0.4K und T = 1K wie 7' jedoch mit einem grofien Fehler. Insgesamt erhiilt
man fiir die Warmekapazitit das anomale Verhalten amorpher Festkorper, beobachtet jedoch
einen Widerspruch zu den Annahmen des Tunnel-Modells und des Soft-Potential-Modells.
Hinterfragt man die verwendeten Methoden, mufl man bedenken, dafl man mit einem heu-
ristischen Verfahren nach Doppelmulden sucht. Es ist also trotz aller Bemiihungen nicht
sicher, dafl man alle fiir das Tieftemperaturverhalten relevanten Doppelmulden findet oder
auch nur einen reprisentativen Querschnitt. Auflerdem wird das effektive Potential der Dop-
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pelmulden lediglich anhand dreier Punkte festgelegt und die Kiihlrate, mit der die amorphe
Konfiguration erzeugt wird, ist viel zu grof}, woran allerdings auch in naher Zukunft kein Weg

vorbeifithren wird.
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In der durchgefiihrten Arbeit sind zwei verschiedene Typen mikroskopischer Glasmodelle mit
numerischen Methoden untersucht worden, deren Ergebnisse hier noch einmal zusammenge-
faft und miteinander verglichen werden.

Zum einen wurden zwei Mean-Field-Modelle behandelt, deren effektive Einteilchenpotentiale
die Form eines Polynoms vierter Ordnung annehmen. Die Verteilungen der Potentialparame-
ter konnen in diesen Modellen aus der mikroskopischen Wechselwirkung berechnet werden.
Im urspriinglichen Modell ist nur der Parameter D1, der im wesentlichen die Asymmetrie der
Mulden bestimmt, verteilt und man kann in der replikasymmetrischen Nidherung statische
Eigenschaften berechnen, die qualitativ denen amorpher Festkorper entsprechen. Aufgrund
der Analogie dieses Modells zum Sherrington-Kirkpatrick-Modell der Spinglasphysik bestehen
jedoch Zweifel daran, ob in der exakten Losung iiberhaupt Doppelmulden auftreten, es stellt
sich also die Frage, ob diese nicht nur ein Artefact der replikasymmetrischen Néherung sind.
Daher wurden die Verteilungen der Potentialparameter mit Hilfe von Computersimulationen,
und damit unter Beriicksichtigung von Effekten der Replikasymmetriebrechung, bestimmt.
Es wurden Doppelmulden gefunden und keinerlei Anzeichen dafiir, dafl diese mit wachsender
Teilchenzahl verschwinden. Dies stiitzt die publizierten Ergebnisse, wenn man auch bedenken
muf}, dal man in Simulationen stets weit vom thermodynamischen Limes, in dem diese Mo-
delle behandelt werden miissen, entfernt ist. Dynamische Eigenschaften amorpher Festkorper
lassen sich in diesem Modell nur dann wiedergeben, wenn man auch den Parameter Do, und
damit die Barrierenhéhen, verteilt wéhlt. Im urspriinglichen Modell ist dies nur moglich,
wenn die lokalen, stabilisierenden Potentiale keinen festen Wert. Diese Verteilung ergibt sich
dann jedoch nicht aus der kollektiven Wechselwirkung wie die des Parameters D;.

Aus diesem Grund haben wir in Kapitel 3 ein neues Modell, in dem sich sowohl die Verteilung
des Parameters D; als auch diejenige des Parameters Dy kollektiv aus der Wechselwirkung
ergibt, untersucht. Diese Verteilungen sind in der replikasymmetrischen Ndherung und in
Computersimulationen bestimmt worden. Letztere zeigen, dal die replikasymmetrische Be-
handlung nur eine schlechte Néherung fiir die Verteilungen liefert, trotzdem erhélt man aus
den verschiedenen Verteilungen qualitativ dasselbe Tieftemperaturverhalten, welches im Bei-
spiel der Warmekapazitdt dem amorpher Festkorper entspricht. Je nach Wahl der Parameter
des stabilisierenden Potentials variiert Lage und Ausprigung des Bose-Peaks, so dal man auch
die Nichtuniversalitdt der Bose-Peak-Phinomene in unserem wie im urspriinglichen Modell
modellieren kann. Wihrend man also typische Tieftemperatureigenschaften in diesem Modell
erhilt, ergeben sich deutliche Unterschiede zum Standard-Tunnel-Modell. In unserem Modell
ist die Verteilung des Tunnelparameters nicht konstant und mit der Asymmetrie korreliert.
Daraus folgt, dafl auch die Verteilung der Tunnelaufspaltung von der im Tunnel-Modell po-
stulierten abweicht und mit der Asymmetrie korreliert ist.

Der Vorteil dieser Modelle besteht darin, dal man die Verteilungen des Soft-Potential-Modells
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aus den mikroskopischen Annahmen berechnen kann. Der Nachteil ist, daf3 die Modelle kei-
nerlei Geometrie aufweisen, es sind, wie fast alle 16sbaren Modelle der Physik ungeordneter
Systeme, Mean-Field-Modelle. Um die bestimmten Verteilungen mit denen eines realistische-
ren Modells zu vergleichen, wurde ein Lennard-Jones-Glas untersucht. Man erhilt eine amor-
phe Konfiguration im Minimum der potentiellen Energie durch Abkiihlen aus der fliissigen
in die feste Phase mittels Molekulardynamik Simulationen. Die niedrigfrequenten, lokalisier-
ten Schwingungen lassen sich systematisch bestimmen, wihrend man die Doppelmulden mit
einem heuristischen Verfahren sucht. Dieses ist der Arbeit [8] entlehnt, jedoch deutlich ver-
bessert worden. Mit den bestimmten Tunnelsystemen und lokalisierten niederenergetischen
Schwingungen erhélt man den typischen Verlauf der Warmekapazitit, die Verteilungen und
Korrelationen der Potentialparameter widersprechen aber auch hier den Annahmen des Soft-
Potential-Modells. Der Parameter A4 = Dy, der in diesem als konstant angenommen wird, ist
hier wie in anderen Simulationen breit verteilt. Dariiberhinaus sind die Verteilungen der Po-
tentialparameter nicht unabhéngig. Daraus ergeben sich auch Korrelationen der Asymmetrie,
Barrierenhohe und des Abstands im Widerspruch zu den Annahmen des Standard-Tunnel-
Modells. Auch hier mufl man sich iiber die prinzipiellen Schwéchen der Simulationen im
Klaren sein: Die Kiihlrate, mit der die amorphe Konfiguration erzeugt wird, mufl beispiels-
weise deutlich grofler als in Experimenten gewéhlt werden. Auflerdem sucht man nur mit
einem heuristischen Verfahren nach Doppelmulden.

Vergleicht man die erhaltenen Verteilungen des Modells mit Translationsinvarianz mit denen
des Lennard-Jones-Glases, fallen folgende qualitative Unterschiede auf. Zum einen ist der Pa-
rameter A4 = D4 im Lennard-Jones-Glas breit verteilt, was uns realistisch erscheint. Wenn
ein breites Spektrum von As-Werten im amorphen Festkorper vorliegt, in dem auch kleine
Werte auftreten, und damit energiecarme Schwingungen, bendtigt man auch ein Spektrum
von Ay-Werten, da im Festkorper nicht beliebig viel Platz zur Verfiigung steht. Zum an-
deren erhilt man im Lennard-Jones-Glas vorwiegend symmetrische Einzelmulden, wihrend
im Mean-Field-Modell hauptséichlich asymmetrische auftreten. Auch hier erscheinen uns die
Verhiltnisse im Lennard-Jones-Glas realistischer, wenn man annimmt, dafl ein amorpher
Festkorper doch recht homogen ist. Im Fall der Doppelmulden und damit der Tunnelsyste-
me ergibt sich jedoch eine gute Ubereinstimmung. Die D;-Verteilung ist in beiden Modellen
symmetrisch und auch die Ds-Verteilung ist recht dhnlich, so dal man in beiden Modellen
Korrelationen zwischen der Barrierenhohe, der Asymmetrie und dem Abstand beobachtet.
Es stellt sich die Frage, inwieweit diese Verteilungen iiberhaupt miteinander vergleichbar sind,
da sie auf verschiedene Weisen gewonnen wurden. In den Mean-Field-Modellen erhélt man
die effektiven Einteilchenpotentiale durch Auslenken eines Teilchens im Feld der anderen. Im
Fall des Lennard-Jones-Glases dagegen bestimmt man die Einzelmulden mit der Methode der
kleinen Schwingungen in der harmonischen Niherung. Wendet man dieses Verfahren auch auf
das Mean-Field-Modell an, ergeben sich nicht dieselben Einteilchenpotentiale, sondern man
erhilt auch hier beispielsweise eine breite Dy-Verteilung und findet durch Auslenken entléings
der zugehorigen Eigenvektoren keine Doppelmulden. Es sind keine Anzeichen dafiir vorhan-
den, dafl die Ergebnisse beider Methoden mit wachsender Teilchenzahl konvergieren. Diese
Diskrepanz ist noch nicht verstanden.
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7.1 Transformation der Potentialparameter

Im Soft-Potential-Modell werden die Potentialverldufe der Einzel- und Doppelmulden durch
Polynome 4.0Ordnung beschrieben:

U(z) = Co + Crz 4 Caz® + C32° + Cy2* (7.1)

Waéihlt man als Ursprung des Koordinatensystems das Minimum einer Einzelmulde oder den
Sattelpunkt beziehungsweise eines der Minima einer Doppelmulde, dann gilt U(0) = U’(0) =
0 und damit

Uly) = Aay® + Azy® + Agy*. (7.2)

FEine andere Darstellung ist die Form

U(x) = Dy + Dix + Doz® + Dyz?, (7.3)

die durch die Bedingung U”'(0) charakterisiert wird. Die Festlegung des Ursprungs zu ei-
nem gemessenen Potentialverlauf ist in diesem Fall nicht ohne weiteres moglich, daher wer-
den die Potentiale in dieser Arbeit in der Form (7.2) ausgemessen. Hat man die Parameter
(Ag, A3, Ay) bestimmt, erhidlt man die Werte fiir (D1, D2, D4) durch eine einfache Transfor-
mation. Zu deren Herleitung verschiebt man den Ursprung der Abszisse um x

y=1x—xq, (7.4)

setzt dies in Gleichung (7.2) ein und ordnet das Ergebnis nach Potenzen von z:

Ag(z — 0)? + Az(x — x0)® + Ag(z — 20)*

(A2zo® — Asmo® + Agzo®)

z(—2A9xg + 3A310% — 4A470%)

22(Ag — 3430 + 6A470°)

23(As — 4A4z0)

z*(Ay) (7.5)

Ul(y)

+ 4+ 4+ +
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Der Beitrag der dritten Potenz von x soll verschwinden, es muf3 folglich gelten:

A
A3 — 4A4$0 =0= x9= 4—154 (76)

Setzt man dies fiir zp in Gleichung (7.5) ein und vergleicht mit dem Ausdruck (7.3), ergibt
sich fiir die Potentialparameter:

AsAs  A3?
D _
! 94, | 8A.2
3A32
Dy = Ay — 7.7
2 2~ S (7.7)
Dy = Ay

Aus diesen Gleichungen oder durch Einsetzen von x = y — g in Gleichung (7.3) kann man die
umgekehrte Transformation vom Tripel (D, D2, D4) nach (Ag, A3, A4) berechnen. Fiir eine
Einzelmulde ist diese eindeutig, fiir eine Doppelmulde erhélt man drei verschiedene Lsungen,
da man drei verschiedene Moglichkeiten hat, den Ursprung von (7.2) festzulegen.

Eine wichtige Frage im Soft-Potential-Modell ist, ob die Potentialparameter voneinander un-
abhéngig verteilt oder ob sie korreliert sind. Hier spielt die Wahl der Darstellung eine wesent-
liche Rolle. Hat man die Verteilung P(Ay, Az, A4) der Parameter in der Form (7.2) bestimmt,
erhélt man die Verteilung P(Dy, D2, Dy) aus den Formeln (7.7) mit Hilfe der Jacobidetermi-
nante:

-1

a(D1, Dy, D
Plds s, Ay = [GEEZET P (Dy (s, A0, Da(Aa, A A1), D)
2A
— |28 P (0r(a, s A1), D12, 25, 40, D) @

Sind die Parameter (As, A3, A4) also voneinander unabhéngig verteilt, gilt dies im allgemeinen
nicht mehr fiir die Parameter (D1, Dy, D4) und umgekehrt.

7.2 Die Methode des Testoszillators

Um die physikalischen Eigenschaften der Modelle zu untersuchen, miissen die Potentiale quan-
tenmechanisch behandelt werden. Mit der Methode der Testoszillatoren lassen sich die nied-
rigsten Energieniveaus E,, der Schrédingergleichung

Hin) = { =50 08+ V) | ) = Euli) (1.9)

in guter Niherung numerisch berechnen. AuBerdem kann man mit dieser Methode die Uber-
gangsmatrixelemente der zugehorigen Zusténde |v,) berechnen.
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Ausgangspunkt ist die Hamiltonfunktion eines eindimensionalen harmonischen Oszillators,
des sogenannten Testoszillators,

P(Q) 1 2 2
HO = 2—771/0 + §m0w0v (710)

mit der Masse mg, der Frequenz wy und den Energieeigenwerten

E, = hwo(n+ 3) . (7.11)
Die Eigenfunktionen lauten
1
on(v) = Can< m%wov) exp (_im(}]iwo v2) , (7.12)

wobei v den Ortsoperator, H,(v) die Hermitepolynome und C,, die Konstante

4/ TOWo 1

hr /27 n!

bezeichnet. Diese Eigenfunktionen sind orthogonal und bilden eine unendlich dimensionale
Basis

Cy =

(7.13)

(SDnv Som) = 5nm ) (7.14)
in welcher der Hamiltonoperator diagonal ist:

(Ho)mn = Enbmpn = hwo(n + %)6mn . (7.15)

In unserem Fall betrachten wir das Potential fiir die Einzel- und Doppelmulden

Uegt(v) = D1v + Dov® 4+ Dyt | (7.16)

mit den Parametern D;, die wir aus dem Potentialverlauf bestimmt haben. Hiermit 148t sich
die Hamiltonfunktion schreiben als

2
H=20 1\ Ug=Hy+ (U — Up) (7.17)
2m0
mit )
Ut — Uy = Dyv + (D2 — %)& + Dyt (7.18)

wobei wir die Masse der Testoszillatoren so wahlen, daf} sie der Masse der hier betrachteten
Teilchen entspricht. In der Basis (7.12) des Testoszillators lassen sich die in der Hamilton-
funktion (7.17) auftretenden Potenzen des Ortsoperators in einfacher Weise darstellen. Die
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Matrixelemente erhélt man durch Berechnung des Erwartungswertes

(Yo = / Qo (v)0" o (v)

_ (m%“’())_ > 0O / dEH,, (€)E¥ H,p (£)e™ € . (7.19)

Zur Berechnung dieser Matrixelemente wird die Potenz des Ortsoperators unter dem Integral
mit Hilfe der Rekursionsformeln fiir die Hermitepolynome

2H, =2nH, 1+ H,41 (720)

eliminiert. Hieraus erhélt man durch elementare Umformungen

¢H, = %Hnﬂ +nH,
£2H, = %Hnﬁ + %(271 +1)H, +n(n — 1)H,_»
¢H, = %HnH + %(n + 3 Hpo + Z(2n2 +2n 4+ 1)H,
+2n(n—1)(n — ~)Hn_s+ n(n—1)(n— 2)(n — 3)H_4 .

2
(7.21)

Nun koénnen die Matrixelemente als Summe von Integralen geschrieben werden, die sich mit
der Formel

/ & Hy,(€)Hp (€)dE = 2nIy/T6m = 4 /@ (CoCim) " 8um (7.22)

auswerten lassen und man erhélt:

(vl)nm = 2m};wo [\/ m+1 6n,m+1 + \/% 6n,m—1]
(1) = 2mizwo [\/(m +2)(m + 1)6pmi2 + (2n 4+ 1)6p m + /m(m — 1)6n7m_2]
O (2m0w0) [ m+ ) (m + 3)(m + 2)(m + 1)épmis

+2 (2m + 3)y/(m + 2)(m + 1)8pm2

+3(2m? +2m + 1)épm

+2(2m — 1)y/m(m — 1)6p m—2

- /mlm — 1) (m — 2)(m — 3)5n,m,4] .

(7.23)

Hiermit ergibt sich in der Basis (7.12) fiir die Matrixelemente der Hamiltonfunktion (7.17):
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1. (2n+1)h (2D — mow?) N 3(2n% + 2n + 1)R?

(H)n,n - hwo(n + 5) + 2mow0 2 4(m0w0)2 D4
(H)nt1n = Mlﬁ
2m0w0
() B (n+1)(n + 2)k (2Dy — mow?) N 2(2n+3)\/(n+1)(n+2)h2D
nt2n = 2m0w0 2 4(m0w0)2 4
(H)nian = V(n+1)(n+2)(n+3)(n + 4)h? Da. (7.24)
’ 4(m0w0)2

Alle anderen Matrixelemente sind null, so dafl man eine unendlich dimensionale, reelle, sym-

metrische Bandmatrix erhilt. Die Energieeigenwerte erhilt man durch eine Diagonalisierung
der Matrix. Dazu wird die Dimension des Hilbertraumes so eingeschrinkt, dafl die Ergebnisse
im Rahmen der Rechengenauigkeit unabhéngig von der Dimension werden. Diese Ergebnis-
se sind in einem weiten Bereich unabhéngig von der Frequenz wgy des Testoszillators, die so
gewihlt wird, dafl das Verfahren fiir moéglichst niedrigdimensionale Hilbertraume angewendet
werden kann.

Berechnet man noch zusitzlich die Eigenvektoren, kann man die Ubergangsmatrixelemente
Unm = (Un|v|tm) zwischen den Zusténden |v,,) und [i,,) berechnen, die man zum Beispiel
benotigt, um Suszeptibilitdten zu ermitteln.

Hier wurden 128-dimensionale Matrizen verwendet, die auf tridiagonale Form reduziert und
dann durch eine Implementation des QL-Algorithmus diagonalisiert wurden [35]. Als Test-
frequenz wurde w3 ~ 4|Ds| gewdhlt.
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