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��������� Δc �� ��	 
�� 	�� ��������	 	�����
� �����	��� �� 	�� ������	�
	��� ���������
Δc(t) �� �������� �����
������ 	�� ���	����	� ���
	���

∇�j = −∂c

∂t
. �����

	� ��� �������
	�� ∂j
∂z

= −∂c
∂t
� 
�� 
���
���� ���� 	��� ������ j̄

z∗
= −Δc

t∗
� ����� �	  
� ����

	�
	 Δc =
∫∞
0

∂c
∂t
dt ≈ ∫ t∗

0
∂c
∂t
dt 
�� 	��� Δc

t∗
=
〈
∂c
∂t

〉
� !��������	���

∫∞
0

∂j
∂z
dt ≈ ∫ t∗

0
∂j
∂z
dt =

t∗
〈
∂j
∂z

〉
= t∗

j̄
z∗
� t∗ �� 	�� 	��� ����	
�	 ��� 	�� ������	�
	��� ��������� Δc 	� ���
� 
�� z∗

�� 	�� ����	��� ����	�
	��� ���	� �� 	�� ������	�
	��� ���"�� �"�� �����

#����� ����$ %��	��
� ��
	 !�����	�
	��� &��"�� ��� !���	
�	 ��
	 #��' �� 	�� ����
��
(�������� 	� 	�� ����
�� )��� 
� *���� ��)*�� +�� ����
� �'	�
���
	��� ��
	�� ���"�� 
	 z = 0 ��	�� c = 0 ���, 	�����
	���� ��� � 	�� ��"��	��� �� 	��
����	�
	��� ���	� z∗ �� 	�� ��
	 ����
�� �
���� *��	 �� 	�� ��
	 ������	�
-
	��� ����� �� 	�� ��
	 ����
�� �
���� +�� ��
�� �� 	�� ���"�� ��� z � z∗ ��
��	������� � 	�������� 
�� �
���� ��� �������	 	�������� ������� +�� z
������	��� �� δz = 5.0 · 10−5��

#��� #��,.� �
 ��� ���������
j = −D∇c ���/�

	�� ���
	��� j = −DΔc
z∗
�� �	
����  ��� ���� 	�� z �����	��� �� ����������� &�		��� 	��

�����	� ���� ���	����	� ���
	��� 
�� ���� #��,.� �
 	���	���� ������ 
 ���
	��� �	 ���
	�� ����	�
	��� ���	� 
�� 	�� 	��� ����	
�	� z2∗ = Dt∗� ��		���

k =
z∗
t∗

���0�

����� k =
√

D
t∗
�  ���� �
� � ���� 	� ���
	� 	�� 	�
����� ������	� k 	� 	�� �����
�� 	���

����	
�	 t∗�
#�� �
���� 	�� 	��� ����	
�	� t∗ 
�� ���	� �
��� ��� 	� 	�� ��
�� ��������	� ����	
�	�

��� 	�� 	�
��� �
��� ��  
	��� +��� ��
��� 	�
	 ������ 
 ��
�������	 	�� ����������-
	
� �����	���� ����	 ��
��� �����"�
�	��� *�������� 	�� �
� ������	�
	���  ��� ��	 ����
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�������� ��� �	 
������� �����	� ��� ���	 ������� 	� �	���	���� �����	� ��� �	���	����
�	�
����
� ������	�� �� 	���� ��������� ��� �	��������	� 	� ���� ���� �������� ����	����
��������� ���������� ���� ����� ���� ��	� �	�� ���� �	�������� ������	�� �������������	�
	� ��� �������� �� ������� ��� ��� �������� 
��	������ ���� ������� �� ����	����� �
������
����������� �� ��� !" ��� �������������	� 	� ��� �������� �� �	��� �	 ��

k = α−1Sc−nu∗ #$�!%

���� ��� ����� 
��	���� u∗& � �	������ 	� ��	�	���	������ α ��� n ≈ 2
3
�	� ����� u∗ ���

n ≈ 1
2
�	� ����� u∗� ����� ������	�� ���� �� ��������� �� �	�� ������ ���	��

�� 	���� �	 ������ ��� ���� �	������ ��� �	 ���	� �	� ��������� ��� ����	����� ������
���	�
�� ������������ 	� k& ���� ��� �� ���� �� � ������ #����'("&�)+'*"%� ��� �����
�
������	�� ���������� �	� ���� ��� �	
����� �� ��� ���� ������	�� �� �	� ������ +��	
��������� ����� ��	��� ��
� �	�������� ������� 	� ��� ��� ���� ��������� ,���� ���
�������������	� ���	 �	� ���� ��������& �	���������� �������� ����� �	� ����& kh& ��	��� ��

������������ ���	 �������� ����� �	� �����& kg& �� kg = kh

(
Sch
Scg

)n
& ����� ����� 
����� �	�

u∗ ��
� ���� �������� ��� ���� �	������ �	� ���� �� �� ��� ����� 	� ���	���& ����& ���
���� ��	-�� ���	�� ����.�� ����������	���� ��	� � �	���������	� ������� ���� ��� �	 ���
���� 	� �	� �	���	����� ��� ����������� �������� ΔT ��� ������ ��������� ��� ���� /�.
���	�� ��� ���� �	������ ������ 0	� ���� ����	��& ��� ����� ������� �� �������� ������&
������� ��	����� ��� ���1����� ����������& ��� ��� �	�����	����� �����1����� �	���������	�
��	-�� �� 	����
��� ��� ����������� ����������	� ��������� ������ �	 ��� ���� /�. 	�

��� ��	�� ���� ������� ���� �������� ����	� �� ������ 2	���	���� 0��. ��������� #20�%
#��+ 3"&�)��''"&����'("%� ��� ���� /�. �� ������� �	���	���� �� �� �������� #�4% ������ ���
���� ����������	� 	� ��� ����� ������� ��������� ��	� ����������	� �� 	����
�� �� �� �4
������& ���	���� �	� � ���� ������� ���	����	�� ��� ����������� ���� ��	� ����������	�&
ΔT & ���� �� ��� �	��	���� �� �.������� �� ��� ���� �	���������	� ���� Δc&

Δc = ρcvΔT #$�5%

����� ρ �� ��� ������� 	� ����� ��� cv �� ��� �����-� ���� �������� �� �	������ 
	����� �� ��
������� ���� ��� �	���������	� ���� Δc �� ���������� ����� �	 ������ ���� ������� �������
��� �	�
����
� �������� ��������� ��	� ����������	� ��� �� ���������� ������	��& ���� ���
�� �	�������� � ������ �	 ��	�� ��� ���� �	������ ������

���� ���� �� 	
� �
��

)���� ��� ������ �������� �� ��� �4 ������ �	������ ���	�����	� ������ 	� ��� ���� ������1
����	� 	� ��� ����� �������& �	���� �	� ��� ��������� ��	������ �� ��� ���� �	������ �����
��� ������ �� 	���� �	 �� ���� �	 ���� �	������	�� ��	� ��� ������� ������ ��� �	�����
�	��� ��������	�� ���� �������� ����� ��� �	�� 	� ���� ������ �� �	 ��
��	� � ������	� ��1
����� ��� ���������� ������� ������ ��� ��� ���������� /	� 
��	���� u0& �����1����� �����

��	���� u∗,w ��� � ���������� ��������� �������������� ��� ���� �	���� ���� �� �	�� ��
�	�
��� ��� ���������� ������	�� �	� ��� �����	1����	��� �	���������	� -��� �	� ����� ���1
������ ����� 	� �	����� +� ���	����� ����	
����� �� �	������ �	 ���
�	�� ����	����� ��&
���� ���	 ��� �	����	� �� ����	�� ����� ��� ���� �	���������	� -��� �� �	� �� �� �����������
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��� �� �	
��
���

$
��
� ��
� ����
� � �� ��	 ����	�
�
�� ��� �������� ��� ��	���� ��� �
����� �������

� �	�������� ��� ����	 �����
�� u∗,w 
� ���� �� � �����	� ��	 ��� �
����� �������� ����

��� u∗,w �� ����	����� 
��
� ��
� ����
� ���� ��� �����
� ��� �������� ��� �� ��� ���
�������� �� ��� �����
�� u∗,w 
�� �� ���	��
���� �� u∗�

�� ��� ����� �������� ��� 
� �����	�� �� � �
%�	��� �����
��� &���� �� � ��������
������
�� �����
��� �� ���� �� '(��)*+,� ��� �������� ��� 
� ��� ��� ������� ��� ��
����	�
��� �� ����	���
�� ��� �������� ��� �	�� ��� �
����� ������� �	�� ��� �����
�������� ����

��� �����
�� ����
�� ����	��#�� � ��	� ���	� ����	�
�� 
��� 
��	�	�� ����
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�
��� ���������� ����
�� ��� �	��
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� ��� �
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��������

���� ������	
 ������

�� ��
� ����
�� ���� ���� ���
� 	������ �����	�
�� 
��	�	�� ����
�� �	� ������ &'-��).+,�
� ��	� ����
��� 
��	�����
�� 
� ����� 
� '/��01+� �� 
��	�����
�� 
��� 	��
��
�� ���	��
�	�����	� ��� � ���	� ��	
���
�� �� ��� 2����# ��	���� �	�� �� ����	
������ ��
�� ��
�
� ��� �� ����� 
� '���.3+ ��� '���..+�� '$4$56+ �
��� � ����	�����
�� �������
�� ��
��	����� 	������� ��	 �7 ����
���

8��	� ����
��� ���� 
�� � �����	���	� ������ ��� ��������  �	� T > 09 
		��
����
�����	�������
� ���� ���� �����	�� ���	�� �
��	
���
�� ��	����� ������� �� ��� ����:�
�����	���	�� (� �����
 
�� ��� ���	�� �� 
		��
���� �������� 2����# �		
��� �� ��� �����!

�� ��	����� ����	
�
�� ��� �����	�� ���	�� ����
�� �
��	
���
�� �� ����# ���� 	��
��
��;

wν(ν)dν =
8πhν3

c3
dν

e
hν
kT − 1

. &)�<,

������ �����	� 
��� ������

<



�� ������	
����

h = 6.626 · 10−34� � �� ��� ��	
�� �
��	
�� k = 1.381 · 10−23 �
�
�� ��� �����	

 �
��	
��

ν ��
��� ��� ������
��� T ��� ������	���� � ��� ��	�� ���� ��� ����
��
 � wν ��
[wν ] = 1��−3s� �
����	��
 ��� ������
�� ν ������ ��� �
���� ��
����

∫∞
0

wν(ν)dν ∝ T 4

���� �
��� 1��−3 � ����� �� �
�
 	� ���  ���	
!�����	

 �	�� "��

Φ =
dQ

dt
#$�%&

��
�� ��� �	��	
� ����� ���� ��� �
���� Q ������� �� 	 �	��	��
 ����� ��� �
�� �����
��� �	��	
� �
��
���� �� ��'
�� �� ��� 	��
� � �	��	
� ���� ������� �
� 	 ����
 ����
	
��� �����
� dΩ�

I =
dΦ

dΩ
=

d2Q

dΩdt
. #$�(&

)� 	�� 
� �
�������� �
 ��� �	��	
� �
��
���� ������� �� 	 ��	�� 	��	 �����
� dA � 	
��
���� ���� 
��	� ����� d �A �� ���
��� 	� 	
 	
��� Θ ���� ������� � ��� �������
 �
��� ���� 	
��� dΩ �
��� �
�����	��
� *�� 	 �������� �����
 ��� ���� 	
��� �����
�� ���
�+������ ��
��� 	��	 �����
� ������� �� ����
 �� dA · cos(Θ)� �������� ��� �	��	
��� ����
��� �	��	
� ���� ��� �+������ 	��	 ������� �
� ��� ���� 	
��� �����
� dΩ �� ����
 ��

L =
dI

dA cos(Θ)
=

d2Φ

dΩdA cos(Θ)
. #$�$,&

�� ��� �	��	
�� L �� �
����
��
� � �������
� ��� ������� �� 	�� �	�� � ��� "	�����-�
���
� �	�� �� ��	
� ��	� ������
��� � ��� ������
� 	��	 �����
� 	���	�� � �� �
��	
�
�
����
��
� � ��� ���
�	��
 ���� ������� � ��� ��������� ��� ������	� �	��	
�� Lν(ν) ��
���� � ��
�� ��� �	��	
�� ������� ��� �
'
������	� ������
�� �
����	� [ν, ν + dν]�

Lν =
dL(ν)

dν
. #$�$$&

��� ����
��
 � L �� 1��−1�−2��−1� �����	� ��� ����
��
 � Lν �� 1��−2��−1� ���
�	��	
�� � 	 ��	�� ��� ����� ������
� �������	��� �
� ��� ���� 	
��� �	
�� 4π �� ����

�� #��� '�� $�.&

L◦
ν(ν) = wν(ν) · c

4π
=

2hν3

c2
1

e
hν
kT − 1

. #$�$/&

��� �	��� c �	
 �� �0��	�
�� �� ��� ������	� �
���� ��
���� ����������
 �0�	
��
� 	�
��� ����� � ������ L◦

ν(ν) �� 	 ��	�� ��� ������� �� �
����
��
� � �������
 � ������
�
���� 	 ��	�� ��� ���'��� "	�����-� ���
� �	�� ��� ��	� �	��	
� ���� ������� �� 	 ��	��
��� �� ��	�
�� �� �
����	��
� ��� ������	� �	��	
�� ��� ������
��� ��
��� 	��	 	
� ����
	
���� ���� �� �0������� �� �0�������� �����
� ��� ��+���
��	��

dΦ◦ = L◦
ν(ν)dνdΩcos(Θ)dA = wν(ν) · c

4π
dΩcos(Θ)dA =

2hν3

c2
dν

e
hν
kT − 1

dΩcos(Θ)dA.

#$�$.&
10������
� ��� ������	� ��	�� ��� �	��	
�� �
 ����� � ��� �	����
��� λ = c

ν
#c2 ����� �

�����& �
���	� � ��� ������
�� ν 	
� �
������
� dν
dλ

= − c
λ2 ������

dΦ◦ = Lλ(λ)dλdΩcos(Θ)dA =
2hc2

λ5

dλ

e
hc

λkT − 1
dΩcos(Θ)dA #$�$3&

%
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�� ������	
����

�� ��� �����	�
 � ����
� ���	�
 ������ ���� 	��� ��� �������
�� ���	 �� �� � ����
��	�� � 
������
 �
�� ������ dAr �
�����	 �� �� ���� Θr ���� 
������ �� ��� ����������
��� ������� ���	�
 ��	 
������
 ��	 �������	 �� � 	������� r �
�� ��� ���	�
 �� ���� ��	�

� ���	 ���� �� dAr cos(Θr)

r2
� ��� ��������� �� 	������	 �� ��� ���� �� ��� 
������
 ������ ��

��������� ������ ��� ��������� ���	 [λ0, λ1]� ��� 
�	���� ����
 dQs→r

dt
�

�	����	 �
�� ���

���	�
 ������ dAs �� ��� 
������
 ������ dAr �� ����� ��

dQs→r

dt
= dAs cos(Θs)dAr cos(Θr)

1

r2

∫ λ1

λ0

Lλ(λ)dλ  ���!"

���
� Q 	������ ��� 
�	���� ���
��� ��� ���� 
�	���� ����
 ������	 �
�� ��� ���	�
 ��
��� 
������
 ������ dAr �� �������	 �� �����
����� ���
 � �������� ���	�
 ������� ��
�����	�
��� ��� 	����	���� �� cos(Θs) ��	 cos(Θr) �� ��� �������� ��	 �
��������� �� ���
���	�
 ������� #�
 ��$������ �
�� 	�������� r� ��� ���� 	������� �� ��� 
������
 ��� ��
������	 ��
 � ���	�
 ��������

dQr

dt
= dAr

∫
As

∫ λ2

λ1

Lλ(λ)dλ cos(Θs) cos(Θr)
1

r2
dAs  ���%"

≈ dAr

r2

∫
As

∫ λ2

λ1

Lλ(λ)dλ cos(Θs) cos(Θr)dAs

#�
 � ���� ��	� ���� Lλ(λ) = L◦
λ(λ)� ��� �����
� 
�	����� �� ��	����	��� �� ��� �
���������

�� ��� ���	�
 ������� ���� ��� �����
�� ���
 λ ��	 ��� ���	�
 �
�� ��� �� ����
���	�

dQr

dt
= dAr

∫ λ2

λ1

L◦
λ(λ)dλ

∫
As

cos(Θs) cos(Θr)
1

r2
dAs  ���&"

≈ dAr

r2

∫ λ2

λ1

L◦
λ(λ)dλ

∫
As

cos(Θs) cos(Θr)dAs.

� ����
� ��
���� ��� �� ���
����
�'�	 �� ��� �����
� (��������� ����
����� a(λ)� �
���)
������� t(λ) ��	 
�*������� r(λ)� +� ��� �������� 
�	������ ���
�� *�, 	������� ��� ��
�
a(λ) �� ����
��	� t(λ) �
��������	 ��	 r(λ) 
�*����	� -�� �� ���
�� �����
�������

a(λ) + t(λ) + r(λ) = 1  ���."

���	� �� �� ����	� ����
������ �
���������� ��	 
�*������ 	����	 �� ��
���� ��	 ��)
��
�� �
���
���� ��	 ��� ��� ���� � 	�
������� 	����	����� ��� �

�	������ �� ���
��
	������ �� � ����� ��������� �� � ��
���� ��� ����� � ���� ��	� ��� �� 	���
���	 ��
��� �����
� ���������� ε(λ)� �� �� 	����	 �� ��� 
���� ������� ��� �����
� ���
�� 	������
������	 �� ��� ��
���� �� ��� ��	� �� � ����� �����
���
� ���� � ����� ���	 ���� ��	 ���
�����
� ���
�� 	������ ������	 �� � ���� ��	� ��	�
 ��� ���� ���	������� ����� ��� ��

��� �����
� 
�	����� �� ��� �� �
�����

Lλ = ε(λ)L◦
λ.  ���/"

�� ε(λ) ��� � 	�
������ 	����	����� ���� ��� ������ ��
 Lλ� 0�
����12� �� ������� ����

ε(λ) = a(λ)  ��34"

�4



���� ������	
 ������

����� �����	
� ��������� 
�� �����	
� 
���	����� 
	� ���
� �
 ���� 
���	��	 
��� �� 
 ����
������	 
� 
 ������� �
��������� ���
��� a(λ) ≤ 1� �� ������� ��
� ε(λ) ≤ 1� ���� ���
�����	
� ���	�� ������� ������� �� 
�� ��	�
�� 
� 
 ���� �����	
��	� �
� ���	 ������
��� �����	
� ���	�� ������� ������� �� 
 ��
�� �����

��� ����	�����
� ����� ��	 ��� 
���� ���	���	
��� ��
��	����� �
�
 �
��
��� ������
���� ������ �� ����	���� �� �������  �!� "�	 �������
���� 
 CO2 ���	
	�� �
��	 �������� 
�

 �
������� �� λL = 10.8μ� �
� ���� �� ��
� �
��	 �
	������ ����� �� ��� ��	�
��� ���
#$ �
��	
 �� �������� ������� 3 − 5μ�� ���� ��
��� ��
� ��� �
��	
 �
� ��� ��� ���
�
��	 ����� ��	����� ��� ������� ��� 
�������
� 	
��
���� ������� �� ��� �
��	 �
	������ �����
�� ��� ��	�
�� ��� �� ��� ��
�� ���	�
�� �� �����	
��	� ���� �
��	 �		
��
����� %���� ���
�����	
� �	
��������� �� 
 ���� �
��	 �
��	 ������ ��� �
��	
 �
������� �
�� �� ��&�	���
�	�� '�	�� �� ��	� 
��� �
��	� �	�� ����� ��� ��	�
�� ����	����� �� ��� 	
��
���� �������
�� ��� �
��	 ����� ��
� �
��� �� ��� �
��	
 ����
� ��� %����
	��� ��� �
��	 	
��
���� �� ���
��
���� 
���	��� �� ��� �
��	 ��	�
�� ��� �����	
��� 
 ��	�
�� ����
��� ���� ��� �
��	 �����
���	���	�� ��� 
��������� �� ��
� ����� ��������� �� ��� ��	�
�� 
�� �� ��� �
��	
 ����
�
���	���� �	�� ��� ��	�
�� �� 
� 
��	����
����� %���� ��� �����	
���� ����� zp �� 	
��
����
�� ��� �
������� �
�� λ ∈ [3, 5]μ� �
� �� 
������ �� �� ��
�� �zp ∼ 10 · · · 100μ�� ���
��� !�(� 
� ����
	�� �� ��� ��������� �� ��� ��
� �����
	� �
��	 z∗ �z∗ ∼ 100 · · · 1000μ���
����� �&���� 
	� ��������� ��	 ��������� ) ��	� ����	������� ���������� �� ��� �
��	

����
� �
� �� ����� �� *+
� ,-�

����� ���������	� 
	��
���� α(λ) 
�� �� ��� �	 ��
���� ��� ��
���� 	� ��
����� �������	� ���� ������
dLλ(z)

dz
= −α(λ)Lλ(z)� ����� Lλ(z) = Lλ(z = 0)e−α(λ)z� ��� ��� ���������	� ����� 	� �������	� �� �����

� 	� ��� 	���� 1
α(λ) � ��� ��	����	� 
	��
���� a(λ) �	� � ����� �	�� 	� ���
��� Z � ���� ����� ��

a(λ) = 1 − e−αZ ���� a(λ) → 1 �	� Z → ∞� ��� ���������	� 
	��
���� α(λ) � ��	�	���	��� �	 ���

��������� ���� 	� ��� 
	����� �����
��	� ����� n(λ) = n0(λ) + iκ(λ)� α(λ) ∝ κ(λ)�

!!
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�����

���� �����	
����� �� �� ����������� ��
�����

�� ���� �����	� 
� ������ �	 ����� ��� ����������� ������	� �	������ ��� ��������� �	�����
����	�� �	 ���� ������	�����	� 
����� ��� ��	����� ��� �	����� ����� ����������	�� ���
�	������ �	�����	� �	�����	��� �	 �� ����� �����	������ ����	��� 
���� ��� ���� ���
	� ��� 
���� ������� �� ������� �	���	����� ����� ���	���	�� �	�����	��� ��������� ������
��� �������� ����� ���
��� ��� 
���� �	�� ��� ��� ����	������ ��� �� ����������� ����
�� �	���	����� ��� ��������	� 	� ��� ����� 
��� 
���� ��	�� ������������� ��� ��� 
����
����������� ��� ������� ��� ������ ����� � �����	������� ����������� ����� �� 
���� ���
��� �������� ������ ����� ��� ������ ��� ���� �� ��� �� ������� ���� ��� ����� �����
�	������ ���� ����� �	������ ��� ������ ���� ������ ������� �	 � ����������� ��������
��	� ��� ������� �	 ��� ���! 
����� "����� ���� ����� ��	�� ��� ������� �������� �	
���
���������� ������� �	 � ����������� �������� ��	� ��� ������� �	 ��� ���! #�		� �!�� 	� ���
	����$� �� ������ ���� ����� ��� �	�������� ����������� 	� ����������� ������� �������
�� ��� ����� ���� ����� #����������� ������� ��������� ���	
 1%$� ���� ��� �� ��!�� ���	
���	��� �� ��� ���� �	������ �	�����	� 	� ��� ����� �����	������ ����������� ������	��
&���� ��� ������� �	���	���� ���� �� ���	����� ����������� 	� ��� 
���� �������� �� �� ���
����� ������� ���� ������� �	�����	� ��� �� ���������� '������ �� ��� �	������ z = 0
�	 ��������� ����� ��� 	���� #�� 
��� �� ��������� ����� �� ���� �������$� ��� ���� ���	�����
�� z = 0 ��� ����� ��� ������ 	��� �� ������	�� �� �� ������� ���� ������� ������� ���
�	 ����� �����	������ ������� ��� �� ���������� ���� ���� ��
��� �	�����	� �	�� �	�
�������� ������� ������	� ���������

��� ������������ 
�	�� ���� ��� ���� �	� �������	� 
����� ���� ������ 
��� �	�������
�� � �������� 
����
�� ��������� (	�� ������� ��	�� ��� ����������� ����� ��� �	��� ��
�����	� )�*� �� ��	��� �� �	���� ���� ��� ������������� 	� ��� ����������� ������	�� ������
�� ��� �	��	
��� �����	�� �� �	� ������� �	 ���	���	�� �	�����	��� +	
���� �� ������� �
������ ���! �	 ������� ���� ��	� 	���� ������������ ����� ��� ����	��� ��������� 
�����
���� �������

, �����	���� 
��� -��� ����������� �� ��� ��� ����� �� x �������	� �� ������� �	 ����� �
�	������ ����� �	��� 	� ��� 
���� ������� �	����������� ���	�� ������	� ��� ������� �	 �
������ �	������ ������� �	
 ��	���� 	� ��� 
���� �	�� �� x �������	�� u(z = 0) = u0� ����
��������	� �� �	�������� ���� ���	 �� ��� ���� 	� � 
�� �������� �� 
��� �� ���	��������
���� �	� ����������	�� 	� ��� ������� �	������ ����� �� ��� �� �������� ���� ��� �	

��	���� �� � ������ ������	� 	� ��� ����� �		������� z� ���� u(z) = u0 −λz 
��� λ = −∂u(z)

∂z
�

λ ≥ 0� .	� ��� ��������� ��	���� �	��	����� �� �� ������� ���� �u =
(

u(z)
0
0

)
� /�������

	� ��� 
��� -��� ��� ��� 
���� �	
 ��� �	 ��� �������� ����� 	� ��� 
����
�� �������� ���
��������� 	� ���	��� 	� ��� ��������	� ���� ��� ��	���� 	� �	
 ��	���� u0 ��� ��������
���� t∗� u0t∗���� ���������� ��� �������� ���
��� � ���� �������� ��� ���������� �������

��� � ������ ��	�
���� �
�� �� ��������� ���������� 
� u0t∗ ��
� �� ���� ������ v����� �
� 	 �
���	��

�	� ��� ��
��� 
��
 �� �	��� ����	��� �� ��	��
�	�� ��
��� 
��	���� �� ���� ������
� 	���� 	

���������� �
�� ���� ���� �� ����	�� ����� D ∂2c
∂z2 = ∂c

∂t

!
= 0� �� ����������� ������� �� �	� ���

���
����� 
� �� ����	�� 	�� �� �	� ��� j ��	���
���� ��
�� �� �	� ��
��� �
��� ��� |j| =
D

Δc(z=0)
z∗

� ���� z∗ �� �� ���� ���� �� �
������	��
� 
� �� �	� ��
��� ��	��� �� ����  	���� ����

���� Δc = 0� !�� j
Δc

= D
z∗

= k 	� �� �������
� 
� 	  ��
����� !� �	���� z∗� �� ��	���� k� ��
�

k = D
z∗

!
= z∗

t∗

�� 
��	��� z∗ =

√
Dt∗ 	�� ��� k =

√
D
t∗
� k �� �	���� �	� ��	�����  ��
����� t∗ �� ��

*0
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��� x �������� �
 ��
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������ �� ������� ������
��� �� �� ��������� ���
z �������� ����
 ���������� �������
 ������ ���������	 z �
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��� �������
� ���
y �������� ����
 �� ��
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�� �
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����
 ��� �
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 �� y ��������
� 
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����
 �� ������ �������� � y = 0� ���
	 ��� ���� ��"�
 ��
������ ���
������������
	 ���� ��#�
��� ��"�
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 �

����
� �� �������
 �� y ��������	 
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�
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���
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������� �� ��� ������ � ��� ����� 
������ �� ������ ��������� ��� �"���� � ��� �� �����
�� x �������� �
 ��
������ 
���� ����� � �� ������ � ������� ����������� ����
 � ���
���� %���� ���
	 � ��������� ��"�
 � ���� ����������� ��������
 ��� ��������� ������

���� ������ ��� ������� ���� � ��� ����� ��� � ������������
 �� y ��������� ��������
�� ��
����� �� ����
�������
 � ��� y = 0 ������ $ 
&���� � ��� �"���������� 
���� ���
��� �������� 
�
��� ������� ���� ��� �� ������ �
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�������
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��� �� %�� '�(� )� ���
� ��� 
�����%�����
 ��������� ���������
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��%�� ��� ��� ��� ��������� �#���
 ��� ��
������� +���� ����� ��������� �
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����� �� 
���� ��� ���� ��� 
����
������� ��
��������	 ��� ��������� �

������
 ���
�
����� $ ��������� ����� ���� ������ ��� ���� ����������� � � ����� � ����� ������
� 
���� ������� ���� �� z = 0� �� ��������� �����
 ����� ��������	 ���
� ���� ������

� ���� ����������� ���� ���� ��
� � 
����%���� ���� ��"�
 ��
 �� y���������� ,�����	
�� ���� 
�� �"������� �� � +������ ������� -��� �+�-� ���� �� ��������� 
��������
���� ��� y ��������	 ��� 
����
����� ��
������� � ���������� ��� �� ����"������ �� �
�������
 ���� �������� � y������������ ��������� ���� �"������ ���� �
�� 
����� .�/�.
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 ��%���� �����	 � �������
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����� ���� �
 �� �����������
���� ��� ���� %����  � ������� ����
 ��� ���� �������
 ��� �
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����
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 � ���� ��

��� �� � �
���� x �
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 ������ ��� 
��� ���
� ��� ���� ��� y ��������� �� ���� �� ����
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��� ���������� �������� �� � ���
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�
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�� �2# �����
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������� ��� ��� ������ ������� �� � 3������� 
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� �� ���� � ����� � ������
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k2 ∝ 1
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����
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����� ��
��� �������� 
������� �	� ��
��� �������� � �������� � ����
����� � ������ ����
���� �	� ��
��� ����� ��������� ������������ ����� �	� z ������� �	����� �	� �������

�������� � ������� �� 
� � �	��� ��� ��� z� ����� ��� ���������� �������� �	� ����	 ��
�	� 
������� ����� ��� �	�� �	� �������� ������� k � �	� ����� ��� �� �	� ����� � �������
�	�� �	� ������� ��� 
������ ����������� �� ���
����� ���	���� ������� ��	����� �	�

������� ����� ��� ����� �� �	� ���� �������� ��� k ������ ���������� �� ���� ������
�	� 
������� ����� �	� ���� � �������� �	����� � � ���������� ��� ���� �����	�� �	�
�������� ���� �	� ��
��� �������� 	�� �� ������ �� �!����� �� �	� ���������� �� k ��
�	� ���� "��� ���� �	� �	����� ��������� �� �	� 
������� ����� ������ 
� ������� ���
#��� "�� $��%�

&���� $���' (������� )���� �	� ���� *������ ���� ��
��� +������� ��� ,������
��
���

&�� �	� �������� ������������ � ������ ���	� � ������� 
� -./0�1� �� ���������� ��

��� �������� �� !�� ���	���� ��� 
� ����� � -2��341� �	����� � ���� ���	�������
��������� �� ������� ����������� !�� �������� ����� � ���� 
� -�5�$31 ��� -6,301�

������ ��� ���	
�� �����

7� ����� 
� ��������� ����� !���� ������� �� � "��� ��
������� ������ ��	 � �������
"��� �u(t, �x)� ��� ��� �������� ��� 
������� ��������� �x ��� 
� ���� �� ��
�� ����������
� �	� ��
������� ������ � �	� ��������� (� c(t, �x) �� ������ �	� 	��� ������������ "���
�	��� Δc = ρ ·CV ·ΔT ��	 ρ �	� ������ �� ������ T = T (t, �x) �	� ����������� "��� ���
CV �	� ����"� 	��� �� ����� �� �������� ������ #����� ��� 
� ������� �� ���������
��%�
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���� �����	
����� �� �� ����������� ��
�����

�� ��� ���������	 �� �
� ������� ������� � �
� ����������� �� � ���	 ������ �x�
�
� �������� dc

dt
	�������� �
� ������� ������� � �
� ����������� � � ���	 ��������

������� ���
 �
� ��� ���� �
������ ������ ��� �x � �x+ d�x ���
 d�x = �u(t, �x)dt� �
�
�������� 	���������

dc

dt
=

∂c

∂t
+ �u∇c � �! "

������� �
� ����������� �
���� ���� �� � ������� ���	 ��������� dc
dt
� � �
� ���������

��� �
���� ���� �� � ���	 �������� ������� ∂c
∂t

= dc
dt
− �u∇c� �
� ������� ���	 �u(t, �x) ��

�
� #������� ����� ��������� � � ���	 �������� ������ �x" �� 	��������	 �� �
� $������
%�&�� ������� 	��������� �
� 	������� � � ������ ���	 ��	�� �
� �������� � ��������
����� ��	 �������� ������ ���� ����������� �
� $������%�&�� ������� �� �������������
���	� � dρ

dt
= 0" ���	�

ρ
d�u

dt
= −∇p+ ηΔ�u+ ρ�g. � �!!"

�
� ���� ���� ������� �
� �������� ������ �
� ���
� ���� �
� ����� ��� ����� �������� ����
�
� ���� 	������� ���	��� � ������������ � �
� ���	 ���������� ∇p 	����� �
� ���� 	��
� �������� ���	������ ρ�g �������� ����� ��&� ����������� ηΔ�u ������ ����� 	�� � ��������
������� ���
 η ����� �
� 	������ �������� � �
� ���	� �
� $������%�&�� ������� ��
�
� ����� 
�	�	������ ������� 	��������� ������� ��	 ��������� ���� '���	��� �
(���
��)*� �
������ ��������� �		��� �� � ������ � �
� $������%�&�� ������� ��� ���
��� � 	���� �� ������ ���	� 	�� � ���������� ������� ������ +� ��������� ���	� �
���
��� � ������ � ���&� �� ����� �������� �� � ���������� � ���������� � �������
�������� �
������ �
� 	��������� � �		��� ������ )�� �∇ (∇× �u) = 0 ���
 �
�
����� ����� ∇×�u = �ω" ������� �
�� ����� �������� ����	� �� �������� ���	 ��� ����	
� ��	 �� �
� ���	*� ���	������ (������ �
� ������� ����	 ��	 ��)� � �������� �		���
��� �
���� ��� �� ��������� ���	� �� ��� �� ������� ������� �� �������	� ,�� ���
�
��& � ��������� �		��� �� ���	 ��� 	�������� �	��� ����� ����	� �
� ���	� +� ������
���	�� �		��� ��� ��� ��	 	���� 	�� � ������� ������ �
������ �		��� ���� ���	�����
����� ��� ������� �		���� ������ 	���������� ��� 
��� 	�� � ������ ����� ������� ���	
����������

%���� �
� ������� ���	 �� 	������� �� ������	������ � �
� 	������� � ����������
����� �� �
� ����	���	 ������ 
�	������� �������� ����� ��	 ���������� ����� ���	 �
�������� -���������� ����� ��� ��������	 	�� � �
� ����� 	������� � �
� �������� �� ���	
�� �
� ���	 ���� �������� ������������ ����������� ac =

v2

r
"� .������� ���	����� � ��������

������ ���� 	�� � ���������� � �
� ���	 ���	 ���
 �
� ���� ������� �	��� �����"� ��� ��
��&�� ��� ������ �� �
� ������� ���	��� ����� ����	�������� �
� ��������� �������
���	�

ρ
d�u

dt
= ηΔ�u. � �!/"

�� ��� ����� �
� ���
 ������� � d�u
dt

��(
d�u

dt

)
i

=

(
d�ui

dt

)
=

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

� �!0"

�
��� �
� #������� �������� �������� �� ���	� 
���� uj
∂ui

∂xj
=
∑3

j=1 uj
∂ui

∂xj
� 1�� �

�
� ���� uj
∂ui

∂xj
���������2 (�u∇) �u = 1

2
∇�u2 − �u × (∇× �u)"� �
� $����� %�&�� �������
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�� ��� �����	 �� �u
 �� ����� �� �����	������� ���� ��� ������� ������� ������� ���
�� ����	���	� ��	������� ����� ����	���	� ����	����� �������� �� ��� ���� ���	�� ����
�� ���� �����	���	� ����	����� �	� �� ��� �	��	 �� 1K�
 ������ ��� ������� �� � ����
��	����� ���� ��� ������ ����� ��� ����� dρ

dt
= ∂ρ

∂t
+ �u∇ρ = 0
 ����	���� ���� ���� ���

���������� �������� ��	 ��� ��	 � 	������ ����	��	 ���� 	������ �� ��� ����	���	� ������

∂ρ

∂t
+∇ (ρ�u) = 0 � 
!"�

���� ��� ��� ��# ρ�u� ������
ρ∇�u = 0 � 
!$�

������ ���� ��� ���� ��� �� �	�� �� ����	������ ∇�u = 0

%�	 ��������� �� �� ����	��� ��� �������� &��� �u(t, �x) �	� ��
 � 
!'� ����	 ��� �����(

���� ���� ��� ���� &��� �#�	�� � ��������	� ��� ���������� ����	 ��	��� �� ��� ����	
��	����� ���� �� ��� ���� �� �����
 )� �� �������	 � ������� ���� �� ���� �� ��*� ����
������� � �������� ��	������ ����	������� �� ��� ���
 �� �� ��� �������	 ��� ����������
�	����� �� � ��������� ��	������ ��� ��� �#���� �� �� ���� ��������� ��	��
 �� ����
����� � +������,� ���	����� ��	����� ��	 ������� ��� ���
 -���� �� ����� ��� ��������
&��� ���� �� ���	���� ��� � ���������� ��������.

�u(t, �x) = �̄u(t, �x) + �u′(t, �x). � 
!/�

�� ���� �� � ���(��������	� ���� ���	����� �� ��	��	�� �� ������� �� ��� ��� ��� ����	
�#����� ��� ��� ������	� ���������� 	��������� �N ����� ��� ����	��� �u(t, �x) �� ���
��� ��� ��� ��������.

�̄u(t, �x) = lim
N→∞

1

N

N∑
k=1

�uk(t, �x). � 
!0�

�� ���� �� ��������	� ����� �
�
 ���� ���� � ���(����������� ���	���� ��� &���� �̄u(t, �x) =
�̄u(�x)� ��� ���	����� ��� �� ��	��	�� �� ����	��� ��� �������� �u(t, �x) �� �������� �x ��	 �
��1������� ���� ���.

�̄u(�x) = lim
T→∞

1

T

∫ t+T
2

t−T
2

�uk(t, �x)dt. � 
!2�

-�� ���������� �u′(t, �x) �� ����	����� �� ��� ��������� �� ��� ��		��� �������� &��� �	� ���
���	���� &���
 �� �� ����	 ���� �̄ ′u(t, �x) = 0 ��	 ���� �� ��� ���	����� ���	������
 �� ��	���	
�#���� ��� ����������� �� �� ����� �
�
 |�u′(t, �x)| � ∣∣�̄u(t, �x)∣∣
 �� ��� ��������� �� ���� ����	�
��� ������������ ��
 � 
!/� ���� ��� 3����	(4��*�� �������� ��� ��� ���������� ��������
��� ���	��� ��� ����		��� ��	� ����	���� �� ��� ���	����� ��	����� ��	 ��������	� ���	���
���� ��
 � 
!2�
 �� ������� ���������� �� �� ���	���� ���� 〈· · · 〉 �	��*��� ��� �������	 ���
�����	��� �� ���	����� ��� 〈u′〉 = 0
 )� ��������� ��� ���������� �������� ��������� ��
∇�u = 0 ��	 �����	������� ������ ���� 〈∇�u〉 = 0 ������

∇�̄u = 0 � 
'5�

������� 〈�̄u〉 = �̄u
 6	� ���
 � 
!$�� � 
!/� ��� � 
'5� �� ������

∇�u′ = 0. � 
' �
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〉 = ∂ūj
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(
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)〉 = ūi∂iūj + 〈u′
i∂iu

′
j〉 ���		�

〈ν∂i∂i
(
ūj + u′

j

)〉 = ν∂i∂iūj ���	��

�� �������� ��� ���
�� ���� ��� ���
	� ������

∂ūj

∂t
+ ūi∂iūj + 〈u′

i∂iu
′
j〉 = ν∂i∂iūj ���	��

����� ∂l �� ���� � � ���������� ��� ��� ������� ∂l =
∂
∂xl

� ���� ν = η
ρ

������� ���

!���"��# ���#������ $�#��� �� ��� ���	�� �� ��� u′
i∂iu

′
j = ∂i

(
u′
iu

′
j

)
�� ���������

∂ūj

∂t
+ ūi∂iūj + ∂i〈u′

iu
′
j〉 = ν∂i∂iūj ���	%�

���� ��� #���������� �� &�#������� 〈u′
iu

′
j〉� '� ��� ���#���(� ��� ������ ��� ���	%� �� ���

�������� ���#������ ��� "�����"��� ����� �� ���� ������� ��� ��� ���� �� ���� �������
)� �� ���� �������� ������ �� ���"� ��"�������� �� y*����#���� �� ���� #������� ���
y = 0 ����� +�������� �� ���

ū2 = ūy = 0. ���	��

,������� ��� ����� ����#��� -��� �� �.��#��� �� �� ������ ���� ��� ���� ����#����
�������� ���� ��� x*#�������� .��� +��� �� ���

ū3 = ūz = 0. ���	/�

+�� #���������� �� ��� &�#������� u′
x u′

y u′
z ���� �� #��������� ��������� '� ����

#������� ��� ����� &�� -��� ���� �� �� ������� #�"������� �� ��������� ���

∂ūx

∂t
= 0, ���	0�

���� �� #������� ��� #�� ��  �������� &��� 1��" ��� #��������� ������� ��� ���	2� ��
#� �� #��#����� ��� ∂ūx

∂x
= 0 ��� �� x �� ���� ��� ∂2ūx

∂x2 = 0� +��� "��� ��� �."���
��� ��� ���" ūi∂iūj �� ��� ���	%� ������� #�"�������� 3�"������ ������� �������"� ���
4����*5��!�� ������� ����

ν
∂2ūx

∂z2
− ∂

∂x
〈u′

x
2〉 − ∂

∂y
〈u′

yu
′
x〉 −

∂

∂z
〈u′

zu
′
x〉 = 0 ����2�

��� ��� #�"������ j = x ���#� �� �� ���������� ��� +��� ������� #���� �� ������ ���"
-��� ����#������ 1�� ��� #��������� ���"�  ��������#� "���� �� �� �� ������� +� ���
������������� �� ��� ����2� �� -��� ���"� �� #���������� �� &�#������� �� ������ +���
�� ����� ��� ν ∂2ūx

∂z2
= 0 ������ ��  ����� ū(z) ����#��� ���-��� )���� ��� -��� ����������

���� �� #� �����

ν
∂ūx

∂z
= C0 ������

�0
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 ���������� C0� C0 ��� �� ��������� 
�� � ������� ��������� �	
�����	����� �� ��� 
���������

��� ���� ���� ����	 � ���������� 
��� �� ��� ���� 	�
���� ����		�� �� ��� 	���
	��		 τ ���� �����	��� 
��� �� ���� �� ���������� �	������ ��� �������		���� ����	�
τ �	 
���� �� �� ���������� �� ��� ������� �
 ��� �����	���� �������� ���� ��� ���
	�
����

τ = −η
∂ūx

∂z
� �!"#

���� ��� ������������� ���	���� η ������	 ��� ������� ��	��	��� �
 ����� ��� 
��� ���
���� ���� ����	 �� ��� ���� 	�
��� ��� ��	� �� ����		�� �� ������ �
 �������� p ��
���� t� F = ∂p

∂t
= ṗ��� $����� 
�� ��� ��������� �
 � ��� %�������� jm = ∂2p

∂A∂t
�� 
�����	

jm = ∂ṗ
∂A

= ∂F
∂A

= τ �F =
∫
jmdA# ���� A 	������&��� �� ���� '� ��� �� ���������� ����

��� 	��� 	��		 τ �	 ��� 	���� 
� x �������� ��� ���� ��� ���� ���� �� z ���������
jm

�(

jm = τ = −η
∂ūx

∂z
. � �!)#

���	 ���	����	 �� ���*+	 ��� 
� �������� ������ ���	� �� ��	� � ���	���� ��������
��� ��	 ������� �� ��� 	�
��� �� ��� ���� ����� � ���	���� ������� ∂ūx

∂z
����� 
�� �
�� �

	�,������� ���� ���� �
 ��������� ���	 �
 ����������	 �� ���������� -���� ��� ���������

������� �	 ������� ��� ���� 
���� �	 �������� ������� ���� ��� �		������� �
 � 	��������
�������� ����� ��� �	 .�	������ ��� �������� ���	
� �� ����� 	��� 	��		 �� ���

�� � �������� ��	�
 ��
�	 F �� x �
	����� �	�� �� �������� ��
���	 ��� �	������ ux(z = 0) �	 �� �
������

��
�	� �	��		� ����	�� ���	
� �� ���	
� ��	 �
��	�� ∂ux(z)
∂z

����	 �� ��	 ��
���	 z = 0 �� 	�	
���	
�� ��	 ��	�
 ��
�	 τ � �� η �� ��	� ��	 ��
�	
 ��	 ��	�
 ��
�	 τ ��
 ������������ ��	 �	
����� ��� ��

��
������� ���	���� jm�� ��	 ��
�	
 ��	 �
��	��
∣∣∣∂ux(z)

∂z

∣∣∣�  � ��	 ����!�	�� zν = l∗ �� ��	 �������

�����
� ���	
 �� ��	 �	"	���� �� 	���
���	���� ����������� � ��
�	
 �
��	�� ��

	�"��� �� �

��
�	
 ��
���	 ��� �	������ ux(z = 0)� ��
∣∣∣∂ux(z)

∂z

∣∣∣ = Δux

zν
�� ���	 � ���	�
 ��� �	������ "
���	 ux(z)

�� z �
	����� ��� ��
�	� #�
 ��	 τ �� �	��	 ��	 �
��	��
∣∣∣∂ux(z)

∂z

∣∣∣� Δux �	���	� �����	
 ��	

�����	
 zν ��� $���� zν ������	� �� 	%��	�� ���	���� �
���"�
� ��
���� ��	 ������� �����
� ���	
�
��

	�"����� �� �����	 ���	���� �����	 �" ������ ��	 �����
� ���	
� ���� ��� ���� �	 ����	�	 ��
��
�	 η� #�
 ���	� τ � ��	 �
��	�� �	���	� �����	
� ��	 ��
�	
 η ��� &�
�	 ��������� �
 ���	
 �
������ ����
�	�� �� 	%��	�� ���	���� �
���"�
� ���� ����� Δux ��
 ���	� zν � #�
 �	��� �� ��������� 
	�������
�""��	� �� 
	"������ '�������	� ��

	�"������� ��		 ����	 (�(��

� )�*	
	�������� ��	 x ���	���� ��� �
���"�
�	 �� z �
	����� �� z� ��	�� ��	 ��	�
 ��
�	 "	
 ����
�����	� ������ �� x �
	�����+ ∂jm

∂z
= ∂F

∂V
�

�� ,���� x ���	���� 	����� ρūx �� η = ρν� #��!-� ��� ��� �	 	�"
	��	 ��

jm = −ν
∂ρūx

∂z
. �(�..�
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 �� ���	
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	�� ���� 
	�"	��
�� ��	 ����
���
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∂ρūx

∂t
= −∂jm

∂z
�(�.0�

�� ����
∂ρūx

∂t
= ν

∂2ρūx

∂z2
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�
�	� ������� ��������
����� ���� ��� ��	��� 
�� ��� �
� 	�
���� 
�� �������� ��
����� �� ��� �
��� �� ���	����
���	���
#��	� ��������� ������ 	
� ��� 
����� ������ ������� ��� ���� ����� ���� ��	
� 
��

��
��� ������
��� ������
���� �		��� ��
�����	
��� �� ��
	� 
�� �����  ������ ������	 ������
�� ��
�������� �� ��
� 
�� �������� �� ��
�������� �� ����������� �
��� �
���	��� �������
��� 
	���� �� ��	��� ���	��� #��	� �������� ��$�	��� ������� ��� �
� 
�� ��	��� 	�
����
���� ��
��� �� ��
�������� �� ��������� ��	�
������ ��� �������� �� ��������� ������ 
��
��� ��
�����	
� �
���� �� ������
���� ��
� �� 
� �%�	��� ��&��� �� �������� �� ��� ����
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�� ��
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�� ��� ���	��� U �� ���� ����	�����
'�� ��� ��������� ���	������� τ ������� ��� ���
� ������ 
� z = 0 ��
���� �� x ��������

��
������ �� z ����	���� �������	�� �� ��� 
"����� �
��� ������� ��� ��	��� 	�
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η = ρν� �� 	
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ρ
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��� �� ��� �
�	�

〈u′
xu

′
z〉 =

τ����
ρ
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��� 	� 	�� �����	��� 	��	 	��� �
� �
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����	 ������� !�

���	���� �� 	��	 "��� �
� 	�� ������	��� ���	
��	��� 	� 	�� ��� �	
��
��
 z �	
����	 ��� �	���� 	�� ������ �����
� ����
 � #�����
 �	 ���� �� ����� 	��	
���
 	�� ��	�
���� 	���
 ���	
��	��� ������� ���������� �� �����
�� 	� �������	�� $ �����
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 	�� 
�������� ��

���	��� 	�
� ���� �� �
����	��� %�
��� ��
 	
������ �
� ��
 �������
�
��	��� ��
��� ��	���� ��&�� ��� ������� �����
��� �
 	�� ���������
�	� �� 	�� '����
�
%	�"�� �&�	��� ������� 	� � ���� (��� �����(���	�� ��)�
��	 �
�� 	�� �����
�*�� ���������
��������� ���
��� ���
�� ��� �� 	
�����

�� �
�� ��
�������� ����� 	� ����������� �����
�� ���������
 ��	�
��	���� ����� ��� 	
�����
 	���
 �����	� ��� �����
 �����	� 	�
	
����	 ������ ��� �������	���� +�
 � 	��
��� ��������� �� 	
������ ��
��� �� 	��
�����
� ����
 
���
 	� ,-./01�

�� 2�	��� 	��	 ���� 	�� ��

���	��� 〈u′
xu

′
z〉 ����� 	� �� �������
��� �� ����
�� 	��	 ��	���

� �
���� z = z′ �� ������	� �
�����	� �� 	�� ���
��� ��� (��� �
� �
����	� ���
���
� 	��
� ��
�� �
���

�� ��
��	��� ��
 ��	 ��	�	���� �����
��� ��	��� 	��	 �
����� ���� 〈u′

xu
′
y〉|z=z′ = 0�

%���� 	��� �� ����������	 �� 	�� ����	��� ��	��� 	�� �
����� �� ��	��� ∂
∂y
〈u′

xu
′
y〉|z=z′ =

〈 ∂
∂y
u′
xu

′
y〉|z=z′ = 0� 3� ��
�� 	�� ��

���	���� 〈u′2

x 〉|z=z′ �= 0 �� ��	 ������� #�����
� �����

	��
� �� �� ���� ��
 〈u′2
x 〉|z=z′ 	� ������ ����� x ��
 y � �� ��� ����� ∂

∂x
〈u′2

x 〉|z=z′ =
〈 ∂
∂x
u′2
x 〉|z=z′ = 0�

4���� 	�� �
����� 
�������� �� ��	��� 	�� �&�	��� �����	���	�� �� 	�� ���������5

∂

∂z

(
ν
∂ūx

∂z
− 〈u′

zu
′
x〉
)

= 0. ����6 

7�	 ��� τ �� 	�� ����
 �	
��� �
 �����	� �� �	 z = 0� ���� �&� ����6 	���� 	��	 	��
�����	� �� 	
�����
	�� 	� z > 0 �� ����������	 �� z� �����

ν
∂ūx

∂z
− 〈u′

zu
′
x〉 = −τ

ρ
= ν

∂ūx

∂z |z=0

����8 
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������ ��
� ���� ����� 	��������
�� ��� 	��������� 	�����
���� ��	��
������

����������� ��� �������� 	���������� �� ��� �������� ��� ��� z > 0� ��� ��������
�� ��� ����� �� ��� 
 ����
� ���	���� �� z 
�� ����� !� ��� ��������� �� ���� � �����
��
� ��"��������� ��
� z = 0 
 "��	��� ���
��� ������ �� ���	� ��� "��	��� 	����������
�� �������� ��� �����
��� 
�� ��� "���	��� ��
����� �	���� 	����
��� #�� �� ���

���	� �� ��	��
���� 	�����
����� �� ��� "��	��� ����
�� �
���� ��� ��������	� �� ��������
�������� ����� ������� ��� �
"� 	�
���� �� $����%��� 
� ���� 
� 	�������
����� 
�� �������
�� ��� ����
�� �
���� &�� ��������� ��
������ ������� ��� �������
���� �� '�()�*+�

,���� u2
∗ =

τ
ρ

�� 	
� ������� ��� ����� 
�

− 1 = −〈u′
zu

′
x〉

u2∗
+

∂
(

ūx

u∗

)
∂
(

z
zv

) ����� 

����� zv =
ν
u∗

��%��� 
 "��	��� ������ �	
��� &�� �
���� ��� �����
��	 "��	����� ν� ��� �
����
zv 
�� ��� �
���� ��� ���	���� ���	�� ������ ��� ����� ����������� ��� ����
���� �� �������	�

�� ���� �
���� ��� "��	��� ����
�� �
��� ���� ��
��� -��� �������� ����� �� ���
����� �
�� 	��������� �� ���� ������
� ���	�� ��
� ��
� �� ���� "���	��� ��
������ 
�� �
"��
��� ����
���� �� ����
������� ��
���� �� �������� ���� ���� ����	��� ��� "��	��� ������ zv�
.��
���� ����� �������� ��
� ūx

u∗
�� 
 ���	���� �� ��� ������������� ��
����� z′ = z

zv
� ����

ūx

u∗
= f (z′)� &��� 
��� 〈u′

zu
′
x〉

u2∗
�� 
 ���	���� �� z′� ���� 〈u′

zu
′
x〉

u2∗
= g (z′) ���� g (z′) → 0 
� z → 0�

/� ���� ���
�� ūx(z′)
u∗

���� 
 &
���� ������0

ūx(z
′)

u∗
=

ūx(z
′)

u∗ |z′=0

+
∂ ūx

u∗

∂z′ |z′=0

z′ +
∂2 ūx

u∗

∂z′2 |z′=0

1

2
z′2 + · · · . ����1 

/� �������
ūx(z

′ = 0) = u0 ����2 


�� 〈u′
zu

′
x〉

u2∗ |z′=0

= 0� .��
���� ����� ���� ������

∂ ūx

u∗

∂z′ |z′=0

=
〈u′

zu
′
x〉

u2∗ |z′=0

− 1 = −1. ����3 

(����� ��
�
∂

〈u′zu′x〉
u2∗

∂z′ =
∂

〈u′zu′x〉
u2∗
∂z

∂z
∂z′ =

1
u2∗

ν
u∗

∂
∂z
〈u′

xu
′
z〉� ��� ������ ����"
��"�� ��"�

∂2 ūx

u∗

∂z′2 |z′=0

=
1

u2∗

ν

u∗

∂

∂z
〈u′

x

∂u′
z

∂z
+ u′

z

∂u′
x

∂z
〉|z′=0

����4 

∂3 ūx

u∗

∂z′3 |z′=0

=
1

u2∗

(
ν

u∗

)2

〈u′
x

∂2u′
z

∂z2
+ 2

∂u′
x

∂z

∂u′
z

∂z
+ u′

z

∂2u′
x

∂z2
〉|z′=0

���1* 

∂4 ūx

u∗

∂z′4 |z′=0

=
1

u2∗

(
ν

u∗

)3

〈u′
x

∂3u′
z

∂z3
+ 3

∂u′
x

∂z

∂2u′
z

∂z2
+ 3

∂2u′
x

∂z2
∂u′

z

∂z
+ u′

z

∂3u′
x

∂z3
〉|z′=0

. ���1� 
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������� �� ��� ������� z = 0 �� ���� ��
������ ����

u′
x|z′=0 = u′

y|z′=0 = u′
z|z′=0 = 0. ������

��������
∂u′

x

∂x |z′=0

=
∂u′

y

∂y |z′=0

= 0 ������

��
 ��	 ��� ��������� ������� ��� ������

∂u′
z

∂z |z′=0

= 0. ���� �

!� � ���
 ���� ��� "�� ��� ����� 
���#���#� � ūx

u∗
���� ������� � z′ �� ��� ���$%� ��������

#����� ��
 �� ��� �� ��� �� #������ &��
 ���� ��� �������'

ūx

u∗
=

u0

u∗
− z′ +O(z′4). ����$�

��� &��� ��(#�������� 
���#���#� ��

∂4 ūx

u∗

∂z′4 |z′=0

=
1

u2∗

(
ν

u∗

)3

〈3∂u
′
x

∂z

∂2u′
z

∂z2
〉. ������

��	��
 ����

!� � ��� � ����
� ���� ���������� 
�)�������"��� ������� ������
��� ��#� ��������� �� ���
"� ����	�
 ����

u′
z|z′=0 = 0. ����*�

u′
z|z′=0 �= 0 	���� ���������� ��� ������� ���� ������ "� �������� � ���� ��	�� � ���

�������� +�
�� ��� ����	���� ���� ��� ������� ���� ���� ��� ��	�
 �� 	���	�� �� ���
����� ���� ��� �������� ������ �� �� � 	���	�	 ����
����� ������� ������ ��
 ��� ����
������ ������ �� ���������� ��� ������� ���� ������ �� ���
�
 ����� ����� ��������� ��#�
� "� "����� ��	 ��� ����
� � ��� ����� "��
�������� �������� ���������� u′

z|z′=0 ���
����	�
 � "� ���������
� ��� ��
���� u′

z|z′=0 = 0 �	������ ���� �� z = 0 � ���"�����
#������ ��� ��	 � ����#�� ���#��� ��� ���
 �� ����	�
 � "� ������ 	#�"�� ������������
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���� �����	
����� �� �� ����������� ��
�����

�� ��� ����	
�� �� u′
x|z′=0 �= 0 	�� u′

y|z′=0 �= 0 �� �� ��	���	��� �� ������� ��� �������� ��
�� ���� �� ����	
� ��������
� ���
� �	������	� ������	���� �� ����	
� ������� �� ������� ��
���
��� ���
���� ������� 	��	
��� �	���� 	�� ��� ������ �� 	������ �� �� ��
������������

∂u′
x

∂x |z′=0

+
∂u′

y

∂y |z′=0

= 0. ���� 

!�� 
��������� ���	���� �� ��"� ���� ���������

∂u′
z

∂z |z′=0

= −
(
∂u′

x

∂x |z′=0

+
∂u′

y

∂y |z′=0

)
= 0. ���# 

$��� ��	� ��� 	 �	�� ����	
�� ��� �������� �� ��� �	�� %��� �� ���
����� �� ��� ��������� 
	���	��� ����
��� %��� 〈�u〉 = �̄u &������� 	 �	��'%��� ����� ���	�
� ��� ����	������
��� ��
	� (�
��	����� ��	� 
���� ��	� �� ���	)'�� �� ��� ����	
� ��
	��� !��� ��	��	���
������� 
��������
� �� ��������
� *���� ���� ∂u′

z

∂z |z′=0
�= 0 �	� ����� ���������� ��� ����	
�


�������� u′
z|z′=0 = 0 �� ���� 
	�� ��� 
��������� ���	���� ����� ��� ���� 	�� ���� +��

���� ���	���� 	��� �� ��� ��������
� �� �	�� ����	���� �� ����	
� ����	
�	���� ��� ,-&#�.
/������� ��� �	������ �� ��� 
��������� ���	����� �� ������� ��	� ��� ��
��� �����	���� ��
ūx

u∗
���� �����
� �� z′ �� �� ��0# �	������ 	�� �� ��� ��� ��� (�� ����
��� %��� ��	� ���

����	
��
ūx

u∗
=

u0

u∗
− z′ +O(z′3). ��12 

!�� %��� ���'�	������� �����	���� ��

∂3 ūx

u∗

∂z′3 |z′=0

=
1

u2∗

(
ν

u∗

)2

〈u′
x

∂2u′
z

∂z2
〉. ��1� 

!�� ������� ��� 	 ����� 	�� 	 ������ �	�� ������� ��� �3�����
� �� 	 ���
��� ����	��� ��	�
��� �����	�� z = 0 �� ���
� ��� ����
��� ��	����� �� z ����
���� �� ��� 	���	�� (�� %���
�� 
����	�� 	�� ūx(z) �� ���������� �� ���
��� ���	� �������

ūx(z) ≈ u0 − u2
∗
ν
z = u0 − λz ��14 

���� λ = u2∗
ν
 !�� ���
)���� �� ��� ���
��� ����	��� �� �� ��� ����� l∗ ∼ zv �� �� ������

�� ze ��� ������� 	� ���
� ��� ����
��� ūx ��
���� *��� ���� �3��	���	���� ��� ����	�

���� �� ΔA�

σ =
dW

dA
.
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����� ����� ��	���� ��	�� ���	����� �� 	
� ������ ��� ������� ������� 	� � �������� �

������ 	������� �	 �� �������� 	
�	 ���������	�� ���� ����	��� �� ���������� ��� �	��	� �	 ������ ����

������� �
�� ������	�� 	
�	 ������ 	������ �� � ���	����� ���� �� � ����������	� �� ���� ����	��� �	

����� ��� ������ ���� ������� ��� 	� 	
� ������� � ����� ���� � ���������	 ������ �� ���� ������

	��������� �� �������� ���
 	
�	 u′
z|z′=0 = 0 ��� �� ������� 	� �� ������� ���� �� 	
� ���� � �����	��	��
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�� ������	
����

������� ūx(ze)
!
= 0� �	�	� ze =

u0

λ
= ν

u∗
u0

u∗
= zv

u0

u∗
� 
��� � ze ≥ zv ∼ l∗ �
 ������� u0

u∗
≥ 1 ��

ūx(zv) = u0 − u∗ > 0� �	�	 u0 ≥ u∗	 ze ≥ zv ��� � ������� ����� 
�� ������ ������� ������

���� ��
� � 
������
 ������ �
 z = zv ���� ūx(zv) ≥ 0	

��� 
�����
��� ���� 
�� ������� ������� 
� 
�� 
������
 ������
�� ������ ������ ����

��������	 �� �
��� ūx(z) �� 
�� 
������
 ������ �� ������� ��������� �� �� 
�� �������
����� � �������� 
��
 
�� �����
�� ��� ������� ����
��
� ���� 
������ 
�� 
������

������

τ = ρ〈u′
zu

′
x〉. ��	� !

��� "����
� ������ ����
� ����� 
���
� 
������
 ���
���� �� ��
�
��� �� ���� ���
�����

��
 ���� �������
�� 
������ 
�� ���� ������ � ���� ���� ��
� �� ���
 
���� �����
��
l	 ���� 
��� ����
��
� ��
� ������ �� ��#����
 ������� ������
� ����� 
��� �������� ����
��
����
��� ��� ������ ��
� ���
��� ���
��	 ��� ���
��
��� �� u′

x �� 
��� �� 
�� �����
���
�� 
�� ������
� ��#������ �� ūx(z) �
���� 
�� ������ ����� ��� 
�� 
����
 �����	 ���������
u′
x ������� �� 
�� �������
 ∂ūx

∂z
����� 
�� �������
 �� ������� 
� � ����
��
 ����� 
��

���
���� l� �	�	 u′
x ∝ l ∂ūx

∂z
	 $�� 
� 
�� �����������
 
�%��� ����� ���� 
�� ���
���� ��� ���


�� ���
����
� �����
��� ∂u′
x

∂x
+ ∂u′

z

∂z
= 0� �
 �� ��������� 
� ������ 
��
 u′

z �� �� 
�� ����

�����
���� �	�	 u′
z ∝ l ∂ūx

∂z
	 &� 
��� �
���

τ = ρl2
(
∂ūx

∂z

)2

��	�'!

= −ρl2
∣∣∣∣∂ūx

∂z

∣∣∣∣ ∂ūx

∂z
��	�(!

����� ��� ������
������
� ����
��
� ���� ��� ���������
�� �� l	 )�
� 
��
 �� �*	 ��	� !
�
 �� ������� 
��
 〈u′

zu
′
x〉 ≥ 0	 +������ � ���
�� 
�������� �� ����
��� z �����
���	 ���

����������
 ������� �� 
��� ��%��� 
� ����� u′
z > 0	 ,���� ∂ūx

∂z
< 0� ���� u′

x > 0 ��� 
��������

�� �������
��� ������ ����
���	 +� ����� 
� ��
������ l �
 �� ������� 
��
 �� 
�� 
������

������ 
�� ���
���� 
� 
�� ������
� ���� �� �
��� ����� ������ 
� � ������
��	 -� 
�� �
���
���� �� ���� z > zv ��
���� 
�� ������� �������	 ��������� 
���� �� �� ��������� ����
�
����� ��� 
�� 
������
 ������ ��� � 
�� ��*�������
 
��
 u′

z → 0� u′
x → 0 �� z → 0 
��

������ �������� �� 
� ��
 l = κz ��
� � ����
��
 κ	 .���� u2
∗ =

τ
ρ

��� ������

u2
∗ = −κ2z2

∣∣∣∣∂ūx

∂z

∣∣∣∣ ∂ūx

∂z
��	�/!

�� ������ ∂ūx

∂z
< 0�

∂ūx

∂z
= −u∗

κ

1

z
. ��	��!

+�
����
��� ������

ūx(z) = −u∗
κ

ln z + C1. ��	�0!

,���� 
���� �� ���� ��� ���� ����
��
 C1 �
 �� �� ������� ��
 ������� 
� ������
 
�� ������
��
��� ������
� ������ �� 
�� 
������
 ������ �� � ���
�������� ��#����
���� ��� 
� 
�� ������
������
� ������ �� 
�� ������� �������	 ��������� � ������
� �������� ����� � ��*�����
��� 
�� ��
�������
� ���
���	 1�������� ūx(z) → −∞ �� z → ∞� 
�������� 
��� ������
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���� �����	
����� �� �� ����������� ��
�����

��� ���� �� 	��
� 
� �� 
������
��� ���� �z � ν
u∗

��� z �
�
����� �
��
� ��� ���������
��� ��������� ���
����� 	����
�� ����� ����� ��� 	
����� ������� ���� ���� ��� ����
����
�� ���� � ����
���
� ������ ����
������ 
� ���� �� �������� 
�����
�� ������ ���
��	� �������� ����	�� 
� �	�������� ���� 
��� � �������� ��� 	����
�� U � �� ���� �� ���
�
������ �� ��� ������� !�� 
� ���� ������� "� ��� ������
�� ����
����
���� U

u0
� 1 
�

�������� ���� ���� 	
������ ��� ����� 	����
�� ���� �
��
� ��� 	
����� ��������
#�� �������� ������� ��� �� �����
$�� �� 
������
�� � z ��������� ��������

 
�����
� 	
����
�� νt(z)
τ

ρ
= 〈u′

xu
′
z〉 !

= −νt(z)
∂ūx

∂z
�%�&'�

��� �
�� �(�� �%�&)�� �%�&*� ��� �%�&&� νt �������

νt(z) = κu∗z �%�+,�

�� � ����
���
� 	����
�� ������ -����
�� 
��� ��� ������� �(� �%�.)� ������
$�� ���
	
����� ������� �� z = 0 � ��� �������� ������� �� ���� z �� �� ����
����� �� ��� z�

� ��� ���
��� �� ��� 	����
�� ����� ���  ���� �	������/

(ν + νt(z))
∂ūx

∂z
= νa(z)

∂ūx

∂z
= −τ

ρ
�%�+%�

���� ν 
� �������� �� �� 
���������� �� z �ν � νt �� z � l∗�� νt → 0 �� z → 0
��� νa(z) = ν + νt(z) ������� ��� z ��������� �����  
�����
� 	
����
��� #�
� �����
�� ��� �������� �������� !�0 
� ���� ������ 1
2��
�� 3���� �13�� #�� �
�� ����
����� τ �� ��� ���� ������ z = 0 
� ��� �
�
� �� ��� �������� !�0 ������ ��� 	
�����
������� ����� ��
�� �
�� �� ����
���� �� ��� �
2����
�� �(���
��� �� ���� ������ ����
�
��
� ��
� ����
�� #������� ��� �������� 
������� ������ ��� ��	� ������� ������ ��
������� �� ��� ������ ���� �
��
���
��� -� � ��	� ������ ����� ��� �������� �� ���
���� ������ 
�������� ���� ��� ��� �� ��� �
�� ���� 
�������� #�
� ��� �� �0���
��� ��
��� ��������
�� �� �
�� ���
���� �� ��� ���
�� �
�� �� � ������ ��������� #������ ���
�����
� ������ �������� �� � 	���� ���� ���� ���� �� ��� �����
�� �
�� ����
�� �� �
������ ���
��� ��� � ���� 
� �
�� �
���
��� 4� (����
��
�� ��� �
��
�� ����� �� ���
������ ��� ��� ����
���� ��� 	����
�� U ��� �������� !�0 �����
���� �� ��� ����� ���
�� �����
��� ��� ��� �� ��� ����
���
�� �� U � 
� ���� �� �������� �
�� ��� ����� 
����
�������� !�0 ��� ��� 	
����� ��� ��� ��	� �������� -� ��� �������� !�0 ������
��� 	
����� ������� ��� �� �����
��� ��� ��� ������ ���� ���������
�� ���
�� �
�� ��
����
��� 
� ��� ������
�� ��������� ��� �������� !�0 ������ ��� ��	� ������� ��� ��
�����
��� ��� 
�	���
����� 
� ���������� �� ��� �
�� ��� ��	� �����
5��� ���� �� 
������� �������� !�0 �� � �
	�� 	���� �� ���  
�����
� 	
����
�� η

�
	�� 
�� �� � ��� �������� !��� 
��� ��� �
$� �� ��� 	
����� ������� l∗ = ν
u∗

���������
6
��� �������� 
� ��������� ���� ��� �7�
����� �� ��������� �
�� ���� �������
lt ∝ z ���� �� 	
����
�� ��
�� ��� 
�� �
�
� 
� �������� ���
�� ��� ����� η ∝ 1

3
ρlv �
��

v ��� �	���� 	����
�� �� � ��������� l ��� �2���
	� ���� ������ ��� ρv ��� ���� !�0� ���
��
� ��
������ �� �������� ������ 
� ����������� 
� ��� 	
����� �������� 
��� ��� 	��
��
� ���� ����� �� ��� �
����� 
������� �	
����� ������� ������ #� (����
�� ��
� ��
����
�� �(� �%�+%� ��� �
��

Δūx =

∫ ūx(z1)

ūx(z0)

dūx = ūx(z1)− ūx(z0) = −τ

ρ

∫ z1

z0

1

νa(z)
dz �%�+8�

8&



�� ������	
����

����� τ = ����	
(z) ��� ������
 ��������� 	��	 τ
ρΔūx

��� 	�� �������� �� � ������	� ��
����� 	�� ���	� 	������� ������	� km�

km = − τ

ρΔūx

=
1∫ z1

z0

1
νa(z)

dz
. ��
���

����� 	�� − ���� ������	� ��� Δūx < 0 �� ��� �����
 �� ���	��� 	�� ����	��	 ���	�
!�� ������ ��� ������" 	�� ���� ��� ���	��� �� 	������� ������	��� �� 	�� ��#����	 ������"
km,1 ��� z ∈ [z0, z1] ��� km,2 ��� z ∈ [z1, z2] ���

1

km
=

ρΔūx

τ
=

∫ z2

z0

1

νa(z)
dz = ��
�$�

1

km,1

+
1

km,2

=
ρΔūx,1

τ
+

ρΔūx,2

τ
=

∫ z1

z0

1

νa(z)
dz +

∫ z2

z1

1

νa(z)
dz. ��
�%�

&��� 	�� ������� 	������� ������	���" �
�
 	�� 	������� �����	�����" ��� �����
 &��� �����
	��	 	�� ����� ��	� �����	 	������� ������	� �� ������	 �����	���� ��	������ 	�� ��
 '� 	��
	������� ������	� ������ !��� ��	������� �� ����������" �(
 ��
�$� �� ��������)�� �� �����������
	�� ��*����	 ������ ��� νa(z) �� 	�� 	�� !����
 &�� ������� �� �����	� ��� ��������	� �	 !���
��	������� ���� 	� �� ���� 	�+�� ��	� ������	 ��� ��������� 	�� ���	� !�� ����	����	�
��(������	 �	 	�� ��	������� ���� ,-.�%/�


0������	��� 	�� 	������� ������	� ��� 	�� ������� �������� ��� z ∈
[
0, l∗ = ν

u∗

]
������

km,v = u∗ =
ν

l∗
��
�1�

��	� λ = u2∗
ν
" τ = ρu2

∗
 2�	� 	��	

ūx

(
l∗ =

ν

u∗

)
= u0 − u∗ ≥ 0 ��
�3�

	���

u∗ < u0. ��
���

4�� 	�� 	�������	 ����� z � ν
u∗

�� ��	��� km,t =
u∗κ
ln

z2
z1

��� 	�� ������	��� ������	�  �����


5���� 	���� �� �� 	� ���� ����	� ����� �� 	�� 	�������	 �����" �	 �� ��6���	 	� ��	����� z1
��� z2
 7��	 ��� �� ���� �� 	��	 z1 � ν

u∗
��� z1 < z2 < ∞ ���� 	��	 ūx(z2) ≥ 0


8�������� �	 ��� �� ������ 	��	 km,t � km,v ��� 	��� km ≈ km,v �� ������� 	��	 	��
������� �������� ����� �����	�� 	�� ���	� 	�������
 9�*����	�� � �+��" �	�	��� �
	������� ������	� km ������� 	� 	��  ����� �� ������ 	�� �������	 ����	� ����� �� 	�� �����:
��� ����� ������ �� ����� 	�� ������	��	���  ����� �� �������
 4�� 	�� ������� �������� �����
	�� ����	� ����� ��� ���� ����� 	� �� l∗ ∝ ν

u∗

 4�� 	�� ���	 �������� �����" ��	�����	���

�� � ����	� ����� ������� ��� 	��������� ������� ��� ���� �� ��������� �� ���	��� �
1
;

4�� �(
 ��
��� �	 ��� �� ���� 	��	 ��	��� 	�� �������� ����� ν ≈ νa(z) = ����	
(z) ���

	��������

km ≈ km,v = − τ

ρΔūx

=
ν

Δz
��
�<�

;�



���� �����	
����� �� �� ����������� ��
�����

���� Δz = z1 − z0 = z1 ��� z0 = 0� 	��
 �����
���
 �� � 
��������� ����
���� ���� �������
����� ������� ���� z = 0 �� z = z1� �� ����
 ��� ��������� �� km ���������� �� ���
����
��� ������
	�� �������� �� � ������ ����� �
 ���������� �� ��� �������� �� ��������  �! ���

��
��
���"
∂ūx

∂z
= − τ

ρν
= −τ

η
. #$�%&'

	��
�

ūx(z) = u0 − τ

η
z #$�%$'

��� z � ν
u∗

= l∗� 	�� �������� ����� �������

 ��� �� �
������� �� �!���������� Δūx = u0�
���� ūx(z̄) = 0� 	��
 �����
 z̄ = ηu0

τ
= ηu0

ρu2∗
= ν u0

u2∗
= l∗ u0

u∗
��� ���
 z̄ > l∗� 	��
 ��
� 
���


���� u0 ��� u∗ ��� �� ��� 
��� ����� �� ����������

u0 ∼ u∗. #$�%('

)��� �
�������� l∗ �� z̄� ��
� km ��� �� ���!������ ��

km =
1∫ z1

z0

1
νa(z)

dz
≈ ν

z̄
=

u2
∗

u0

. #$�%*'

������ ��� �	
��
����	
 �����

+� ��� ���� ��� ��������� �� ��� ��������

dc

dt
=

∂c

∂t
+ �u∇c = DΔc #$�%,'

�� ����� �� �� ������ �� � ����������� �������� ���� ���������
 ��� ���� ������������� ����
c(t, �x) ����� ��� ����� �� � ���� ����� 	�� ������������ DΔc ��
�����
 ��� ������ ��
���� ������������� ��� �� ����
��� ���� �  ��� ������� ��-������ ���� ���  �� �!���-
����
� .���� ��
� ��� 
����������  ��� �������
 ��� ��-������� ����
��� �����
 �� ���
������������� ���� �� ��
 ��-������ ������������� )��� )���/
 ��
� ���

�jh = −D∇c #$�%0'

��� ��� ���������� �������� �!��

��� ������ ���
�������� ��� �� ��
����� ��-������ ����
���  ��

dc

dt
= −∇�jh #$�%1'

�� ������
dc

dt
= DΔc #$�%2'

����� ��� �

������ ���� D �
 
������� ���
���� #∇D = 0' ��� �jh �
 ��� ����  �!���
�� �������� dc

dt
�������
 ��� ���� 
�����
 ��� ���� 
���
 ��
��� �� ��� 
�
���� 3�������

�� ���� ��
����� ��� ���� 
����� �
 � �������� ��������� �� ��� 
�
��� ����� � ��
��

�� ����� ��� [c] = 1 �
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 ����� ��� ��
�	�� �� ���������� �� �	� ���� ��������� �	
���
� ���� �� 	 ����
	���
	��
����	���� ����� ��� �����
	���� ����� �� 
	��	���� �� ��� 10−11μ� �	�������� 
�����
��	��
� �� ��	�� 	� ����	
�� �� ��� �����	
 �	�
 ��������� ���� ��� �� �� �� �� ��
�������
�� 	������ �� �� �
����� 	� z = 0� ��	� �	� ����
 ��� ����� ��� � ��!������ ���� ����
��	� �� 	 "���	�� �����	
 ��������� ��
 ��� ��!�
����	� �#�	���� 	�� ����	��� �� ��
��
���
 ��	� ���
��� �
 ����� 	
� �������
�� ��
 dc

dt
�

$� 	�	��� �� ��� �
������ �������� 	 %�����&� ������������� �� �	

��� ���� �������

c = c̄+ c′ ���'(�

�u = �̄u+ �u′. ���''�

$���
���� 	�� 	��
	���� 	���
���� �� �#� ���)(� ��� �� ��� 	������ ����	����	
�� �� ���
��	� �������
	���� ���� ������ �	
��� �����	
 ���������� ���� �	��
 ��	� *��� ����� ���
��������� ��

�����������+

〈d (c̄+ c′)
dt

〉 = dc̄

dt
����,,�

〈∂ (c̄+ c′)
∂t

〉 = ∂c̄

∂t
����,��

〈(�̄u+ �u′)∇ (c̄+ c′)〉 = �̄u∇c̄+ 〈�u′∇c′〉 ����,)�

〈DΔ(c̄+ c′)〉 = DΔc̄. ����,-�

$���
���� ���� �#� ���'.� �����

dc̄

dt
=

∂c̄

∂t
+ �̄u∇c̄+ 〈�u′∇c′〉 = DΔc̄. ����,.�

��� ��
� 〈�u′∇c′〉 ����� 
��� �� 	 ��
������ ����
������� �� ��� 	��
	�� �������
	���� �����
$� ��� ��������� �� 	
� ����
����� �� ��� ����
������ �� ��� �������
	���� ���� ��
 	 
������
����
��
 �� ��� �	��
	��
 ������ ���� �� ∂c̄

∂t
� /#�	���� �#� ����,.� �������� ��	� 	 *���

������� ������ ���� ��� *�� ����� ��� ��� ��� ��
������ ����
������� �� ��	� ����	����
0 
�1����
�
��	���� ������� ��	����� ��� �������� ��
 ∂c̄

∂t
� �� �	� 	����� ��� ��
������

����	��� ��
� �� dc̄
dt
� ���� �� ����� ��� �	��
�	� ��
��	���� 	� ��

���������� �������

	��
	��� #�	��������
dc̄

dt
=

∂c̄

∂t
+ �̄u∇c̄ ����, �

	�� ���
dc̄

dt
= DΔc̄− 〈�u′∇c′〉. ����,2�

3�
 �����
 ����
�
��	���� �� ���	�� ��
 	� ����
��
 ����� 	� 
��� ���� 
������ �� ��� �	��1

	��
 �����

∂c̄

∂t
= DΔc̄− �̄u∇c̄− 〈�u′∇c′〉. ����,4�

��� ����
������� ∂c̄
∂t ��������

= −�̄u∇c̄ ����
���� ��� ���	�� �� ���������� �� ��� ���� �����1
����� �� ��	� �������
	���� ���� � 	 
������ ����
��
� 5������
��� ��� ��� x ���
���	��
��
 ��������	���� ����� ∂c̄

∂t ��������
= −ūx

∂c̄
∂x
� $� �	� �� ���� ��	� 	 �������� �
	����� �� ���
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� 
���� �� � ��������� ������������� �� ���� ��� �� �������� �� ��� 	���
�������� x� ���� ����� �� ��� �����
� ��� �� �������� �������� ���� ��� ���� ��� � �����
������ ��� ���� ��
����� ūx = u0 �� �� ���� �� ���� ���� ��� ���������� ���� ������

�

��

��� ���� ��� ����� ��������� S (t, x) = S
(
t− x

u0
, x = 0

)
��� � ����
 S(t, x)� �� ����

���� S (t, x+ δx) = S
(
t− δx

u0
, x
)

��� �� � 	��� ����� ���
�� ������ ��������� �� ������

S (t, x+ δx) ≈ S (t, x) + ∂S(t,x)
∂x

δx ��� S
(
t− δx

u0
, x
)
≈ S (t, x) − δx

u0

∂S(t,x)
∂t

� ���� �������

��� ��� ���������� �� ��

��� ∂S(t,x)
∂t

= −u0
∂S(t,x)

∂x
 ���� ��� ���������� ���� �� ���������

�� ��� ������
�!� ��� �������������� �� ��� ������� ��
����� ��� ��� ����������� ��
������������ "��� 	� #�$% ��� ��� ��� ����
� ������� ������ ���� ������� ���� ��� ��������
�� ���� "#�&'% ��� "#�&(% ���
�� ��� ���������� �� ���������� �� y ��������� �
�� ��� ���
������� ������������� 	�
� c̄(t, x, y, z) = c̄(t, x, z) �������

∂2c̄

∂y2
= 0. "#�#)(%

��� −∇�̄jh = D ∂2c̄
∂x2 + D ∂2c̄

∂z2
� *� ��� ���� ����� ���� ��� ��
����� 	�
� ∇�u′ = 0 ���

��������� 〈�u′∇c′〉 = ∇〈�u′c′〉� ���� 
���� �� ��� ����������
 ��������

∂c̄

∂t
= D

∂2c̄

∂x2 +D
∂2c̄

∂z2
− ū(z)

∂c̄

∂x
− ∂

∂x
〈u′

xc
′〉 − ∂

∂y
〈u′

yc
′〉 − ∂

∂z
〈u′

zc
′〉. "#�#)+%

��� �����
����� ���������� 〈· · · 〉 ��� �� ����������� �� �����
��� ���� ����� �� ���������
�� ��� ��
����� ������������ ,� ��� ���������� �������� ����� ������
 ����������� ���
� �
�����
��� ������������ �� ��� �������
 ����� �� ��� ������ ������������� 	�
�� -�� ��
���������� �� y ��������� �� ���� ��� ��
����� ��� ������������� 	�
� �� ��� ������
���� 〈u′

yc
′〉 ��

 ���� �� y ����������� ���� 

∂

∂y
〈u′

yc
′〉 = 0 "#�##)%

����� ���
��� ��� �

 z ≥ 0� �� ��� ������ �� ���� ����
∣∣ ∂
∂x
〈u′

xc
′〉∣∣ � ∣∣ ∂

∂z
〈u′

zc
′〉∣∣� �����

�������� 〈u′
xc

′〉� * ������������ �����
����� �� ���� ���� ��� �� ������� �� ����!����

�
����� �����
��� ��������� ���� ������

� u′

x �= 0 �
����� � �������� ������ ��
�����
	�
� �� x ��������� ūx �� ������� ��� �

 z� .� ���� ��� ������������� ���	
� ��� ��������
�� x ��������� ��� ���
� ������ 〈u′

xc
′〉 = 0 ����� u′

x ��� c′ ���� �� ��������� ��� ��� ���
�������
����� .� ��� ������������� ���	
� ������ �
�� x 〈u′

xc
′〉 �= 0 �� ������
�� /������ 

����� ��� �������� ��
����� ���������
� ��� ���� ��������� �� x ��������� �� ���� �� ūx ∼ u∗
"��� "#�+0%% ��� ��� �� ���������� �� �� ���� 
���� ���� ��� �������� ���� �������� ��
�����
kh �� z ��������� kh � ūx �������� �� ��� ������������� 	�
� �� x ��������� ��� ������

�
���� ���

�� ���� �� z ���������� .� ��

��� ����

∣∣ ∂
∂x
〈u′

xc
′〉∣∣ �� � ������ ���

 ��������� 1���

�������� �����
������ 〈u′
xc

′〉 ��� �
�� ����� ��� �� �����
��� �������� ����� �������

��
���� u′

x �= 0 ��� �� ��� �������
 
����� ��
����� ���	
� ��� c′ �= 0 ��� �� ��� �������
 ����
������������� ���	
�� u′

x ��� c′ ��� �����
����2 �������� ����� ������ ���
� u′
x > 0 ���

c′ > 0 ������ ����� ������ ��� u′
x < 0 ��� c′ < 0� ���� 〈u′

xc
′〉 > 0� 3���� ��� ������

��
����� ���	
� ūx �� �������� �
�� ��� x ��������� ��� �� ��������� z ��� ����� ��� ����
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������������� 	��
�� �� ������ �� ���� ����� ��������� �� x ��������� ��� ��� ����� z�
����

∣∣ ∂
∂x
〈u′

xc
′〉∣∣ �� ������ �� �� ������ ������������� ������������ 〈u′

zc
′〉 ��� ���� ����

�� �� ���������� ������ ������� ������� ��� ������ �� ����� u′
z �= 0 ��� c′ �= 0 ��

�� ��� �������� ���� ������������� ���������� ���� u′
z > 0 ⇒ c′ > 0 ��� ���� ������ ���

〈u′
zc

′〉 > 0�� �� �� ��� ������ ��������� �� z ���������� �� �������
∣∣ ∂
∂z
〈u′

zc
′〉∣∣� ∣∣ ∂

∂x
〈u′

xc
′〉∣∣�

���� ���� ��������� �� ��� �������� 
��� ��� ������� �� ��� ������ ������� ����� ���
��������� �� ��� ���� ������������� 
��� ��� ������� �� ��� ���� ������� ������ �� ��� ���
������ ������� ��� ���� ��� ������ �����	����� �� ������� ����������� ���������� ��
��� ��� ����� ����� ������� ��� ���� ��� ������ �� �� ���� �� ��� ��� ���� �!�����
������� �� ��� ��� ��� ������� ��� ��������� �� ��� ��� ������ �������
"��� ��������� �� z ��������� ��� ��� ���� 	�������� ���� ��������� �� x ����������

����� ��� �#������ ��������� ���� ����� � ���	������ ����� �� ���� ������������� ��� ��
���	 ��� z∗ ≈ kht∗ �� z ��������� ��� ūxt∗ �� x ��������� ��� �� ����� ūx � kh

��� $�
���� ����������� ������� ��� ����������� �� ∂

∂x
〈u′

xc
′〉 ���� ���	��� �� ∂

∂z
〈u′

zc
′〉 ��� ��� ���

�%����� ���� ������������� �� ��� ���������&

∂c̄

∂t
= D

∂2c̄

∂x2 +D
∂2c̄

∂z2
− ū(z)

∂c̄

∂x
− ∂

∂z
〈u′

zc
′〉. '(�((()

�� �� ��� � ������� �� � ���� ������� ����� �� ����� ��#���� ��������� �����	��� �����
�� ���� 	�������� ��� ���� 	�	��� �� �������� �� ������������� �� � ����������� �	�������
��� ����������� 	������ �� ��%����� � ���� * ���� ��� ������ ���� ���� ��� ������ ��
���� ��� ���� �� ���������� �� x ��� y ���������� �� �� ������ ���� ��� * ��� ��
���	���� �� �	����� ������ ��� ����� �� �� �������� �� ������ 	���� �� ���� ��� �� ��������
�� ��� z = 0 ������� +���� ����� 	������� �� ���� ∂ c̄

∂t
= 0� ∂ c̄

∂x
= 0� ∂2c̄

∂x2 = 0 ��� ���
��#�������� �%����� �������

∂

∂z

(
D
∂c̄

∂z
− 〈u′

zc
′〉
)

= 0. '(�((,)

��� �%����� � 	������ ���� ��� ���� * �� z ��������� �� ��������� -���� �� z = 0 ���
���� * jh �� ����� �� � ������� ���������� ���� ����� ���� jh �� �����	����� ������
��� *�� ������ ������� �����

D
∂c̄

∂z
− 〈u′

zc
′〉 = −jh = D

∂c̄

∂z |z=0

. '(�((.)

� ���� �� � ����	
�	��	 �� ����	 �	���������� ��	�	 �	 ��	� ������	 �� ��������	� �	����� � �
	��	����	 ����	��	 ��� �	��	� � �	 �����

�� �����	�� �� z ���	���� ���� ��������� ����� ����� �	 �	� �������� ���	�� ��	�	 �	 ������ �	���
����	 �� �� �	 ���	� z∗� �� ������� �����	�� �� �	 �	� ���� ��� �	 �	��	�	� ��	 � 	���	� �����	�
������� ����	 �	 ���	 �����	� 	 	�� ��	 �	��������	 ��� �����	� ���	��� ��� �	� �����	�
�	 �����	 �� �	 �	� �������� ���	� ��� ���	������ ����������� � �	 �����	�� �� �	 �������
�������� ���	�� z∗ ∝ l∗� ����	 �	 �	
���	 �� �	 �	� �������� ���	� �� ������	� ����� �	 �������
�������� ���	�� l∗ � z∗ �		�� � �	 ���!��	�� "�� l∗ �	 ��� l∗ = ν

u∗

≤ u0

λ
� #� ������� � 	
� $%�&'(�

�	 ��� ���	 kh ≈ D
z∗

� D
l∗

= D
ν
u∗ ≥ Dλ

u0
� #� �	������� u∗ ���	��� $	��� �� � ���	� ���	�	��	�

���	��� ��������� �	���( �� �� �	������� λ �� ����� ��� �	��� $���	� �	�	��	�(� ��	 ������

����	� z∗ ∈ [10−4, 10−3
]
�� )�� D ≈ 1.4 ·10−7�2

�
� ��	 ������ kh ∈ [10−4, 10−3

]
�

�
� "�� u0� �	 ����	

�� ����	� �����	� ��� ����� � ����	 ���� ��		�� �� ���������	�� �����	� �� u0 ∈ [0.05, 0.5]�
�
� �����

kh � u0 ��� �	 ���	�� �����	�� ���� �	��� �� �	� �� �������	� �� ���� �� �������	� ���	�
�� x ���	���� ��� �� z ���	���� ��� ����������� �����	�� �� c̄ ���� �	 �����	� �� x ��� �� z ���	�����

.,
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���� �� ���� �	�
 ∂ c̄
∂z

≤ 0 ��
 〈u′
zc

′〉|z=0 = 0� �� ����� ���� �� ��� �������� 	����	 ���
����
��� ���
����� ��� ���� �������� ��� 	�	��� �� z = 0� 	���� �� ���������� �����	 �� z =
0� 
���	��� �	 ��� ���� �����		 �� ����� ���� ��� ������ ������� ��� ���� ����
��� ������
�� ������ ��� ����
��� ������ ��� ������ ��� ��	�	����� ��� ���� ����	���� ����� ���������
����	���� �����		�	 ��� ���� ���� �������� ��� 	���� ����
��� ����� ����	 �� ��� ����
������������ �� ��� ����	���� ��	�	����� ��
 ���	 
��������	 ��� ���� ����	��� �������� kh�
 ������ ��� ����
��� ������ ���������� ���� ���
 �� ������� ��!��� �� ���� �� ��� 	����	
	��� ���� � ���� ������������� ����� ���� ���� 	���� �� ���������� ����������� ���
����	
��� �� �		���
� "�� 〈u′

zc
′〉 = 0 ��� #$�$$%& ���
	 �� � ������� 
���	��� ������������� ���'���

c̄(z) = c̄(z = 0)− jh
D
z. #$�$$(&

��	� ������ ��� ���� ����
��� ����� ���� z = 0 �� �!���� � ������ ���� �������������
���'�� ���� ���
���� ∂ c̄

∂z
= − jh

D
� �����		��� 
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c̄(z) = c̄(z = 0)− jh
D
z +O(z4) #$�$$/&

����� 	���	 ��� �!�	����� �� � ���� ����
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$�� %&%&' ��		���������� $��(��� ��
� 
�� �������� �	
����	

k = − j
Δq

≈ D̃
Δz

�� ���� �� � �����	�
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�	 ��������� ��� 	� ���� �
� �
���	�� ��� ��	� �	 ��
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 ���	���	 0 ≤ n′ ≤ 1� )
	� 	�	 ν = η

ρ
�� �������

	
 $� �
	 ����	�� $� 	� 	�����
�	�� ����	�	�� ���� �� ���� 
� ��	 �� �����	 	������	���
�������	� 	
 $� ����� ��
�� 	
 $� �$�� 	
 ������	 �����	� ���	��	�
���

&� ��	�
���� 	� �������
����� z �

�����	� z̃ = z
z∗

= z′ l∗
z∗

= z′β−1 ��� ���	� ��� �����*!
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�� ��
��� ∂ρ
∂t

+∇�j���� = ∂ρ
∂t

+∇(ρ�u) = 0� ��� ��
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��� ������
� ��� ����� �	������� 
	� �	��� ������
��
�� �������� ��
����

��� ��������� �	� 
���� ��� 	��� �� ����� �� � ���������� �� T = 20◦� ��� � ������� �� p = 1����

ν ≈ 1.0 · 10−6�2

�
� D ≈ 1.4 · 10−7�2

�
� �	� ��	���� ����� Sc = ν

D
����� ������ ������� ����� �� ���

	���� ������� Sc ≈ 7.1�

A-



���� �����	
����� �� �� ����������� ��
�����

������ ��	�
 ����� ��������� ������ ����������

������� ��� ��� ����� �� ���  �� ��� ������! ��!��" ���� ��  �� ����� z ∈ [0, ζ] ���  �
��#������ ���� �� ��� �������� �� ����$� ��� !�����  �� �$����� �������  ������� %����� !
kh� ���  �� � � �����! ���� ���$�������� ��� � � �����! ����$��� ���" ������ �� ��� &���
�� �'�������$�"  �� ���� �� ��� ��� � ��  �� ���&��" z∗ �� ������ ��  �  ��  ������ $����
����$� �� ��  �� ��" ζ" ! z∗ = ζ� ���������" ����� ζ ∝ D0" � ������� z∗ ∝ D0 ��� ���$
�'� ����(��" n = 1� ���� �'� ����()� !�����  �� ����$� ��*� ��� ��  �� ���  ������� %����� !

kh ≈ α−1Sc−1u∗ ����(+�

����� � � ��  �� $�,�$�$ ������� ��$���� �� kh �� � ������  � Sc−1 ����� Sc−1 < 1 ���
��� � ��� ��  �������� �������� � �� �, ��$� ���� !�������  �� �$����� kh ��  �� $�����
����������� ��� ����$� ��*� ��� ��  ��  �������� ����$� �� ζ �� ��%�� !

ζ = z∗ ≈ α
ν

u∗
, ����(-�

 ��� ζ ��� z∗ �� �� ������ �� D� ����� ����� � ��� � ����� ! ���%���  ��  �$������!
� � �����! ��#���� ��� �'�� ��� ��� ���  ������� �����  �� ������! ����� ��� c(z = ζ) =
0 ���  �� �� ��� ! �%���� ���  �� ����� ��� z ���&�� �����  � z = 0 ���� �'� �	�()���

�������� �����	
��
 ��
	��� �� ��
 ������
 �
�
��	 ��
	

��� ������� .������ ����� ��.�� ����$��  ��  ������ ������ �� ��  �� %������ ����/
��! ��!�� � � �� �����! ��  �$� ��� ����� ��� ������� 0��� ������� ����  �� ������� ! 0���
���$  �� ���" ����� � ��$��������  �$���� ��� ��� ��� ��� �� ����$�� ���  � �1���� 
 ������ $�,���� �����  �� �,������ �%�� � ����� � � �� �����! ��� ������! ��  �$� ���
�����"  �� �%������ �#�� ��%������ �%��  �$�" ����� �� �%�� ����� �� ���� ���� �,����/
$�� �� ��� � $������ ! �� �������� �� �,������ �� � 1

τ
��� ����"

∂c̄

∂t ����
=

∂

∂z
〈u′

zc
′〉 = 1

τ
zpc̄ ����(2�

���� ��� �����	
��� τ ������ ��� ��������� �������� �
��� ��� ��� �������� ���
�� ����
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�� ������	
����

����� p ≥ 0� �� �	 
	�����
	 ����� �� �������	�� �
�� 
	�����
	 z 
� �� �� ��������
p > 0 ��	 �� �����	� �
��
	 ��
� ����
�	 �� �����
�� ��� ��	�
�����
�	� �� p = 0� ���� �
z�
	����	��	� �������	� �����	� ���� 
� ��	�
������ �� ������ �� 	���� ���� ��� ���
��
p = 0 ���� 	�� ��	����
�� ��� ����
����	� 〈u′

zc
′〉|z=0 = 0� �
	�� ���� �������	� ���
�� 	��

�����
	 �� �� ��� ������� z = 0� ������ ��� �����
�� �
���
�� �
���	�� �	� ���� �	��	��
��� ���
�	�� �� ���� �����	�� ��
� 
	������� ���
�	�� 
� ������� �� � z 
	����	��	�
�������	� ���� �����	� ���� ��	��
���
	 �� ��� �
�� ������
�	 �� ��� ���� ��	��	����
�	
∂c
∂t
� �� 
� ������� ���� ���
	 ��� �����	� ���	�� ���� 
� ���	������� �� �
���
�	� ���

����� ��� �����	� ����� ��� ������� ��� �
���
�� �
���	�� z∗ �	� ��� ����� kh� ��
�
���	� ���� �	 
	������� �������	� �����	� ���� �����
���� ������� ��� �
 � �� ��� ����
���	���� ������ ���� �� ������ � ���
�
�� ��������
�	 ������	 z∗ �	� τ � �� ����
	 �
���	�
���
�� �����
�	� �� ����� ��� �
����	�
�� �����
�	 ��� !"�""#$ ��� �	�
�
��� ����
�	��
��
�	� �����	�
�� �� ��� 
	��� %�� jh

D
∂2c̄

∂z2
− 1

τ
c̄ = 0 !"�"#&$

�
�� ��� ���	���� ��	�
�
�	

−D
∂c̄

∂z |z=0

= jh. !"�"#'$

��� ����
��� �����
��� �����
�	 
� 
��	 ��

c̄(z) = jh
τ

D
e−

√
1

Dτ
z !"�"()$

���� ��
�� �� ����
	
z∗ =

√
Dτ !"�"("$

�
�� t∗ = τ �	� z∗ ∝ l∗� �	 ��
� ���� �� ���� n′ = 1
2
�	�

kh ≈ α−1Sc−
1
2u∗. !"�"(#$

��
� ������ � ���� ���	��	��� ����
	 �� kh �� Sc−1 �� �������� �� ��� *
�� +����� ���
,-+ ��	 �� ���	 �� ��	��
���
	 ��� �����
�� ���� �� ��� *+ �
�� �	 ����� �
�
� ��� kh�
*��� �����
	 z∗ =

√
Dτ �	� z∗ = αD

1
2ν

1
2

1
u∗

�� ����
	 � ��������
 ��
�	 �� τ .

1

τ(u∗)
= α−1 u∗√

ν
= α−1

√
jm
ρν

= α−1

√
jm
η

!"�"(($

��
�� 
	�
����� � �
	��� 
	������ �� ��� �����	� ���� �
�� ��� ������ ���� �� ��� ����	���
%��� �� ��� ���� ���� jm = τ = ρu2

∗� ����� τ ��	���� ��� ����� ����� ������� �	 ��� �����
������� 
	 x �
����
�	� 
��� ��� x ����	��� %�� 
	 z �
����
�	 
	����� �� ����� �������

�������� ���	�
��� ����
��� 	� ��� �������� ����


,
	�� ��� ���� �������	� ���������� ��� �����	�
��� ��� ��� ���	����� �� ����	��� �	�
����� �� ��� �	 �������� �
�
��� �� eq. !"�/0$ �� ������� ��� ��������
�	 〈u′

zc
′〉.

〈u′
zc

′〉 = −l2
∣∣∣∣∂ūx

∂z

∣∣∣∣ ∂c̄∂z . !"�"(0$

(&



���� �����	
����� �� �� ����������� ��
�����

�� �� ��� �	�
�� � ��� ���� ���� ��� ����������� �� ��� ����

〈u′
zc

′〉 = −Dt(z)
∂c̄

∂z
�	�	���

���� ��� − ���� �� ������ ���� ���� Dt(z) ≥ 0� ��������� ���� ∂ c̄
∂z

≤ 0 ��� 〈u′
zc

′〉 ≥ 0
����� � ��������� ������ ��������� ���� ��� �����! ��� �� u′

z < 0 �� c′ < 0 �����"
∂ūx

∂z
≤ 0�� #�������� ���� ���� ��� ���������! ����  �$�������� �������� ��� �	�		�� � ���

��� �����% ��� � &�$����� '� �� �&'�"

(D +Dt(z))
∂c̄

∂z
= −jh. �	�	�(�

)� ������� ��� �	�	**� �� ����� �� z �! ����� ����� z̃z∗ = z �� ������ ��� ��� ��� ����
�� ��� ���� ������������� ���+��"

∂c̄(z)

∂z
= −jh

D
+ χ′z3. �	�	�
�

,���� � ���� �� �!����� ������ ����� ��� ��� ���� ���� ��! ��!�� �� ��� � � ��� ���
 �+������ ��� �	�-�� ��� ��� �������� �������! kh"

kh =
1∫

0

ν
u∗ 1

D+Dt(z)
dz

�	�	�-�

�������� ���� z∗ ≤ ν
u∗
� )� ���� ����

Dt(z) = − jh
∂ c̄
∂z

−D �	�	���

�� ������ ��� ��� �	�	�
�

Dt(z) =
D

1− D
jh
χ′z3

−D �	�	./�

≈ D2

jh
χ′z3. �	�	.	�

0�� ������������� �� ���� ��� ����� z� #� ��� �� ������ ���� ��� ���������  �$�����
�������� ����� ���  ���� �� D� )� ������� Dt �� ����� �� ���  ������������ ���� �����
z′ �� �!  ���������� ��������� ������"

Dt(z
′) = χνz′3 �	�	.*�

��� χ ����� �  ������������ �������� �� z′ = z
l∗
����� �� ���� ��� �� D� #�������� ����

��� �	�-�� !��� �

kh =
D

ν
u∗

∫
0

1 1
1+z′3χScdz

′
�	�	.��

��



�� ������	
����

����� dz = dz′ ν
u∗
��� ����	 
�� ���� ������� ������� Sc ��� ������������ �� z′ > 1 ��∫

0

1 1
1+z′3χScdz

′ ������� �������� ��� �� ��� ����� ������ �� ��� �������� ∝ 1
z′3 � ����

kh ≈ D
ν
u∗

∫
0

∞ 1
1+z′3χScdz

′ ��	����

=
u∗Sc−1 (χSc)

1
3∫

0

∞ 1
1+x3dx

��	����

=
3
√
3

2π
χSc−

2
3u∗. ��	����

�� �������� �� ��� 
� ��� ��� � �� ��� !� "����� �� ������������ #���� ��� kh ���� �
Sc−

2
3 ����������	 $� ∂ c̄(z)

∂z
∝ z4� ∂ c̄(z)

∂z
= − jh

D
+ χ′z4� kh ����� ��#� � Sc−

3
4 ����������	

�������� ���	
���� �� ����
���� ���� ��� ��� �������� 
�� ��
� ��
����

���������

%���� �� ��� �����& ��� ��� !�'����� ������ (D +Dt(z))
∂ c̄
∂z

= −jh� �� ��" ������� ���
��������� ���� ��� ��� �������� �������� #������" km ��� ��� ���� �������� #������" kh	

�� km �� ��#� ����� jm = τ ��� τ = −ρν ∂ūx

∂z |z=0
= −ρνa(z)

∂ūx

∂z
���� ��� ���������

���� jm = �����	(z) ������ ��� ���������� #�����	 (�� ����� #�������" �� �#�� �" νa(z) =
ν + νt(z) ���� � ���������� z ��������� #�������" νt(z)	 ����� �� ��� �� ������� ����
∂ūx

∂z
≤ ∂ūx

∂z |z=0
� �� ������� νa(z) ≥ νa(z = 0) ���� νa(z = 0) = ν� �	�	 νt(z) ≥ 0 ���

νt(z = 0) = 0	 
�� ��� #������" ��'������ ������ � ����� �����#�� [z0, z1] �� �������� 0 ≥
Δūx,0,1 = ūx(z1)− ūx(z0) = − τ

ρ

∫ z1
z0

1
νa(z)

dz	 (�� �������� #������" km ��� ��� �#�� z �����#��

�� ��)��� �� km,0,1 = − τ
ρΔūx,0,1

= 1∫ z1
z0

1
νa(z)

dz
	 *��������� ��� ��� ��� �����#��� [z0, z1] ���

[z1, z2] ����� �� z1 �� ��������� ������� ��� +���� ��" �,���� ��� ���������" ��������� �� ���

�������� +�, jm = τ ������ ��� ��������� �� z = z1� τ = ρ1Δūx,0,1km,0,1
!
= ρ2Δūx,1,2km,1,2�

�������

1

km,0,2

= −1

τ
(ρ1Δūx,0,1 + ρ2Δūx,1,2) = −ρ1Δūx,0,1

τ
− ρ2Δūx,1,2

τ
��	��-�

=

∫ z1

z0

1

νa,1(z)
dz +

∫ z2

z1

1

νa,2(z)
dz =

1

km,0,1

+
1

km,1,2

��	��.�

���� ρ1 ��� νa,1(z) = ν1+νt,1(z) ���� #���� ��� z ∈ [z0, z1] ��� ρ2 ��� νa,2(z) = ν2+νt,2(z)
���� #���� ��� z ∈ [z1, z2]	 (��� ����� ���� ��� ��#���� �������� #��������� ��#� �� ��
�����	 (�� ���������" �� �������� �� ���� +���� �� ������� �� �� 1� �	�	 ��� ��������
�� �������� �" ��� +����� ������ �� ������������ #������" )����	
(�� ���� �������� #������" kh ��� �� ������� ���������" �� km ��

Da(z) = D +Dt(z) ��	��/�

�� ���� jh = −D ∂ c̄
∂z |z=0

= −Da(z)
∂ c̄
∂z

= �����	(z) ��� ∂ c̄
∂z

≤ ∂ c̄
∂z |z=0

��� ��0�� ���� �������	

(���� Da(z) ≥ Da(z = 0) = D ��� Dt(z) ≥ 0 = Dt(z = 0)	 
�� �� �����#�� [z0, z1] ���
�������

Δc̄0,1 = c̄(z1)− c̄(z0) = −jh

∫ z1

z0

1

Da(z)
dz ≤ 0. ��	��1�

�1



���� �����	
����� �� �� ����������� ��
�����

��� ���� �����	�� 
������ �� ������ ��

kh = − jh
Δc̄0,1

=
1∫ z1

z0

1
Da(z)

dz
. �������

����������� � ���������� ������� ��� �����	�� �	 ��� ����� �� z = z1 ������������ ��
���
� 	�� ��� �������� ����� ��� ��������� �������� 	�� ��� ���� ��� jh ����� ��

1

kh,0,2
= − 1

jh
(Δc̄0,1 +Δc̄1,2) = −Δc̄0,1

jh
− Δc̄1,2

jh
����� �

=

∫ z1

z0

1

Da,1(z)
dz +

∫ z2

z1

1

Da,2(z)
dz =

1

kh,0,1
+

1

kh,1,2
. �����!�

����������� ��� ��������� �	 ���� ����������� c �� ���� Q "�� 
����� V � c = Q
V
� ��

������ � �������� ������� ���"������� ������� ΔT ��� ����� �	 ���� ����������� Δc�
�� ����� ��� �"��� ���� �"���� 	�� ����� �� ������� 
������ CV = ΔQ

mΔT
≈ 4.18 ��

��·�

Δc̄ = ρCVΔT̄ . �����#�

$�� � ���������� ����� ��� �����	�� �	 ��� ��%����� ������ ��� ��%����� ��������� ��� ����
������������ ���
�� �� ��� �"��� ���� �"������� ��
� �� �� ��&�� ���� �����'

Δc̄x,0,1 = ρ1CV,1ΔT̄0,1 �������

Δc̄x,1,2 = ρ2CV,2ΔT̄1,2 �����(�

���� ��� �"��� ���� �"���� CV,1 ��������� �� z ∈ [z0, z1] ��� CV,2 ��������� �� z ∈
[z1, z2]�

)��������� ���� ����� � ������� ��� ������� �	 ���� �� � ������ ��� ����� �� ������� �	
��� ���
���� ��� ��� ��%����� ������������ �	 ��� ��� ������ ��� ���
���� ��
� �� �� ��&��
���� ����� ���� ��
������ ������ ��� �����	�� 
�������� �	 ��� ��%����� ���� "������
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����
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��
� �� �
�� 
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 ���� ��	������ �
����� ����
����� ��
 �������� �� 	������ ��
�
����� 
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�
��������������" ���	�
� ��������" 
��� ��� �
 ����� �� &0+*1(�
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 �
�������
 $�������
� �� ��
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 z = 0 �� ��
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������� ���	�
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� �� β1x ��� ��
 �	�����
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��� �� ��
 ��	�����
" �
�����
� �� β2x" ��
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 ���
�� ���� 	�� ��

� ����
������� �
����	���� �� ��
 �
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��� �
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����
�
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��
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����
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����� ��
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  ������ ��������

���
� ����� ��� �

� 3�����
� �� ��
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z∗ < l∗ =
ν

u∗
�4�1�

��� ����
 ��
  
������ �
�� ������ ��
  ������ �������� ���
� �� �� 
� ��

u(z) = u(z = 0)− λz �4�4�

����

λ =
∂u(z)

∂z
=

u2
∗
ν
. �4�5�

���� ���
�� �
������ ��� u(z) ���� ����� �� ��
 �
�� �������� ���
�� �� ��� �

� ����� ����
u(l∗) = u0 − λl∗ = u0 − u∗ > 0 ��� ���� u0 > λl∗ = u∗ > λz∗� �� �� ��	������ �� ����
 ����
��
 #�� 	����
�
�� u0 ��� λ ��
 ��� ���
�
� ��
��
� 
� ��� 
��
� ��
 ���
�� �� ��6������
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�� ������	
������ �������� �� ���� ��������

�� �� ���� 	��
�� ��	� ��� z ∈ [0, z∗] ��� 	��
������ �� 	 ����	� �������� ��� ����� ��
�
λz∗
u0

< 1� ����� ���� ��� ��
���� ����	�� �	���	� ��	������ �� ������
� �� ������
��� ����� ������ ���	�� �
���� ��� �����
� ��
�	�� �	���� ���� ��� �������	���� ��
λ 	��� ��� ���	� �������� u∗ 	� ��
� ��� x ������
� �
� �� z ��������� jm = ρu2

∗� �	�
�� ���������
����� z∗ < l∗� ��
���� �� 	��� �������� ��� �������	�� ��	������ ����	���� ���

��	� ��������	���� ������ ��� ��	� ��
�	�� �	���� ��� ��������� 
�� ��� ������� ���
�
��
���� ��	������ �� ��	� ���	�� ��� ���� ���� �� ��� ��
�	�� �	��� 	� ��� ��	�
��
��	� ��������	���� 	� ��� �	��� �
��	�� z = 0 	� ���� 	� ��� ������	� 	� ��	��	� ��	�����
!�� �������	����� 	� 	�� �"
	����� ���� �� ����
�	�� ��� 	� �������� �� ��� �	���	����

��������� ������ ��	� �� �� ���� ���� ������� �� 	 ��������� ����� �� ��� ��	� ��
���� ����
��������� ����� �� ������ 	� ��� ������ x = 0 	� �� �#�� �
�� ��	� ���� ��� x > 0 ��	�
�� �
����� �� ��� ������� ��������� 	� �������� ��	��	� ��
�	�� ��� ��� ��	� �
� jh ��
������� ����� ����	����� ���� ����������	� ����������

���� ��� ��	�
����� ��������

�� ���� ������� �� ���� ����
�	�� ��� ��������	� �"
	����� 	� ��� ��
�	�� ��������� 
��
��� �������� ��� ��������	� �"
	����� �� ��� ���� ��	�� ���� �� ����� 	� ���������
�
����	� �	�	����� �	���	� ��������	� �"
	����� �� ����� ���� �� ����� ��������� ���� ���$
�����	�� ���%������� !���� ���
����� 	 ������	� ��
���� ��	������� ��� �������� �� ���
��������	� �"
	����� �� ��
�� �� ����
�� ��� ���������� 	���	�� "
	������� ���� �� ������� �����
� 	 �	�� ����� c ≡ c̄� u ≡ ū

	� ��� �������� #�� �� x �������� ���� �� ������� �����
� ��� ���� x� ���� u(z) ≡ ux(z)�
!���� ��� y �������� ����������� �� 	��
���

������ ���� �	
��

��� ��������	� �"
	���� �� c(t, x, z) 
�� ��� ��� �& ��	�

∂c(t, x, z)

∂t
= D

∂2c(t, x, z)

∂x2 +D
∂2c(t, x, z)

∂z2
− (u0 − λz)

∂c(t, x, z)

∂x
. '(�)*

��� ��
�	�� �������� ��� z �� ����� �� c(t, x, z = ζ) = cb ����� cb ������ ��� ����$
�����
� 	� ���� ��������� �
� ��	� ��������	���� �� ��� �
��
���� ������ z > ζ� ����
∂cb
∂x

= ∂cb
∂z

= ∂cb
∂t

= 0� !� z = ζ 	 ��	�� ��	������� ���� 	 �
���� ��
���� ��	������ 	�
z < ζ �� 	 ������ �
��
���� ��	������ 	� z > ζ ���
��� ���� ��� ��	� ��������	���� ��������
������� �
��	�� 	� �
� 	� ��� � �� ��� ���
� ��	� �
�� ���� ���������� ������ ���
��	� ��
�	�� �	����
����� �� �"� '(�)* ���� ����	����� �� ��� ��������	���� #�� c(t, x, z) ���
�� �� �	� ����	��

����	����� �� c �� ����	����� �� c̃ = c − cb� ���� ��� ��
�	�� �������� ��� z ��	�
c̃(t, x, z = ζ) = 0� �
�����
���� c̃ �� c ����� ��� ��������	� �"
	���� �� ��� ���� �"� '(�)*
����

c(t, x, z = ζ) = 0. '(�+*

��
�� c(t, x, z) �� 
������� 	� ��� �������� �� ��� ��������	���� #�� ���� ��� �
� 
��������	���� cb�

))
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����� ��� �	
���	� �� ������� �	 �������� ��� ������	� 	� ��� �	���������	� ��
� �	� �
��� ���� �� ��� �������� ��� �	������ �	�����	� �	� t ��� x �� ����� �� ��� ���	��
 ���
�����
 ���� 	� ��� ���� ���� ����� ���� ��	����� 	� ��� ������� �� z = 0 ��� ����� ���
������ 	�
� �� ������	�� ��� �	������ �	�����	� �� 	� ��� ������� ���� ���� �������������
�� ��� �������
 �������� 	� ��� �	���������	� ��
� �� z = 0�

jh(t, x) = −D
∂c(t, x, z)

∂z |z=0

. � �!"

#��� ��� ���	��
 ��� �����
 ��	
���	� 	� ��� �	���������	� ��
� 	�
� ������ 	� ���
�������

� �	���	

�� ���� ���� ��� jh(t, x)� #�� ���� ��� jh(t, x) �� ������� �	 �� �	������
�� y �������	�� ������ ���� �	 ��� �������	� 	� � �	�	����	�� �����
 c(t, x, z) �
	�� ��� y
�������	�� ������� ������� �������" ���� ����� � � �	����� 	� ���$� �	� ��� ���� �	���������	�
�	� �� ������
 �	���������	� ����������	� ��� ��$�� ���	 ���	���� %������
��
�� ��� �������
��� �	�� �	� ����� 	� ��� �	���������	� ��
��

&� ��� ��� �	

	'��� �������	� �	� ��� (	����� ������	�� �� ���'��� t ∈ R ��� ω ∈ R

����� �	� �� ���	
���
� ��������
� ������	� f(t)�

f̂(ω) =

∫ ∞

−∞
e−iωtf(t)dt. � �)"

#�� ������	� f(t) �� �������� ��	� f̂(ω) ��

f(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωtf̂(ω)dω. � �*"
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	� 	� 
�� ��
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���%� 
�� 	��� �	����
�	� ���
��� ��� �	�&	�
�� 
������
��� ������
� � 
�� ��
	� 	� 
�� ����� ���
 �	�����

�� ��
 f(t) �� �� ���	��
��� �
������� ����
	� 	� t ∈ R ���∫
dte−iωtf(t) = f̂(ω).

����

1

2π

∫
dωeit

′ω f̂(ω) =
1

2π

∫
dωeit

′ω

∫
dte−iωtf(t)

=
1

2π

∫
dtf(t)

∫
dωe−iω(t−t′)

=

∫
dtf(t)δ(t− t′) = f(t′)

�����
∫
dωe−iω(t−t′) = 2πδ(t− t′) ��� ���� ���� ��� 
�� 	���� 	� �
����
	� ��� ���� ������� � 
��

���	�� ����
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������ �������� �� ���� ��������

������� c(t, x, z) �� �	
 ���
��
 �
����� �����
� ���������� c(t, x, z) = 1
2π

∫∞
−∞ eiωtĉ(ω, x, z)dω

��� ���
��	������ ���
�
�������� ���	 ���
������� ��
����

∂c

∂t
=

1

2π

∫ ∞

−∞
eiωtiωĉ(ω, x, z)dω �����

∂c

∂x
=

1

2π

∫ ∞

−∞
eiωt

∂ĉ(ω, x, z)

∂x
dω ���� �

∂2c

∂x2 =
1

2π

∫ ∞

−∞
eiωt

∂2ĉ(ω, x, z)

∂x2 dω ������

∂2c

∂z2
=

1

2π

∫ ∞

−∞
eiωt

∂2ĉ(ω, x, z)

∂z2
dω. ������

!� ����� �	
�
 �
������� �� 
"� ���#� �
 �
�

1

2π

∫ ∞

−∞
eiωt
(
iωĉ−D

∂2ĉ

∂x2 −D
∂2ĉ

∂z2
+ (u0 − λz)

∂ĉ

∂x

)
dω = 0. ����$�

%	�� �
������ �� �� �
�
��� ����	��� ���������� ����
��� ����������� ���&��
�� ���� �� �	

���
����� �����	
� ��� ��� ω� �	��

iωĉ(ω, x, z) = D
∂2ĉ(ω, x, z)

∂x2 +D
∂2ĉ(ω, x, z)

∂z2
− (u0 − λz)

∂ĉ(ω, x, z)

∂x
����#�

�	
�
 ĉ(ω, x, z) = F{c(t, x, z)} �� �	
 �����
� ��������� �� c(t, x, z)� %	
 '������� �����(
����� '
���


ĉ(ω, x, z = ζ) = 0 ����)�

���

ĵh(ω, x) = −D
∂ĉ(ω, x, z)

∂z |z=0

����*�

�	
�
 ĵh(ω, x) �� �	
 �����
� ��������� �� jh(t, x)� ĵh(ω, x) = F{jh(t, x)}�
+�����
���� ������ 
"����'���� �� �
&�
� �� �
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�	 z∗ '
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�� ��
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��� �
���
 ���
� ��� ����� ��
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���
�
ω � D

ζ2
� �
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�� '������� ���
� �	��.�
�� z∗� �
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� �� �	
 
�
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���� �
�	 �� �	
 ��������� �������
�� 	
�� ����
�������� ��&�
� '
���
� 
"��� �� �	

���
� ����
�
� ζ �� �	
 �/� z∗ = ζ� �� �� 
���
�� ���� 
"� �,����� %	�� �� �
��&�����
���
 ��� ω = 0 ��
������� �������� ���� 	
�� 0�1 �
"���
��� ���� �	��	 ∂c

∂t
= 0 ��������

-� �	
 �������
 ��
"�
��� �
���
 �ω � D
ζ2
�� �	
 
�
������� �
�	 z∗ �� �����
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� ���	�� �	
 '������� ���
��� ζ �
����� �����
�
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�
���
� z∗ ≤ ζ�
��
� ζ ����
� �	
 ��1���� ����'�
 
�
������� �
�	� ���
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�� �� ω�

%	
 ���
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�
�� �� �	
 �/ ��
 u0� λ ��� �	
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 ����
�
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��� ��� ��	 ��� 
���� ������� ������ ����
��� ��� ��������� �� z = ζ �� ��� �	
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������ �� �������� ζ → ∞� �������� �������
 ��� �

���� �� � ��
���
��� ��� �

����
����� �������� �� ���� ������������� �� ���� 
������ ������
 ���� ���� ����� ��!
����� ������ � ����������
 ���� ������������� cb� "� �
 �

���� ���� ��� �#������ ��
��������� ���������� ���� ����
��������� ������
�
 ���� ������
��� ��
����� �� z = 0�
���������� 
��������� ��� 
�#������� ����� z� "� ���
 ��! ������� ����
��� �
 ���������
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 �

���� �� ����� ��� ��� 
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 ������� 
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 ���
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 ���� ������������� cb �
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���� ���� 
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 ������ ������� �� ���� ��� 
����� �
��� 
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 ������� ���� ����� ���������� ����� ��� 
����� ����� ��� y
��������� �
 �������� �� � ����������
 ���� ��� ��������� �� 
����
����� �������� ��������
�����
� �� ��� � ����������� �
 � �������� �����$����� �� ��� ���������� ����� ��� 
���
������� ���������
 %
��� ����� &�� jh(t, x)'� ��������� ��� ��
���� ������� c̄(t, x, z) =
limN→∞ 1

N

∑N
k=1 ck(t, x, z) ��� � ���������� � ��������� ����� ��� y ��������� %ck( 
�����


�
 �������� y ��
�����
'� 	��� ������
 ���� 
������ ��������� ��� ����� �� 
������ )�*�)�
��� ��� �������� 
������ ��� 
����
����� ������ �� ��������� ��� � �����

�� � � ����
����������� �������� ���� �������� ���� 1

τ
� "� ����
 �� ��� ��	� 1

τ
�
 �

���� �� �

����������� �� z� ��� �����
��� �� τ �
 ����� [τ ] = 1s� +����
� ���� ������������� ��
��� ������� ����� �
 �������� � ��� ��! ������������� cb ���� � �������� ������ ���
�������� ����������� �� ∂c

∂t
��
� � ������������ �� ��� ��������� c(t, x, z)−cb� ���������

��� ����������� �,������ ����
 ∂c
∂t

= D ∂2c
∂x2 + D ∂2c

∂z2
− (u0 − λz) ∂c

∂x
− 1

τ
(c− cb)� -�� ��


����������� ��� ����������� �� cb� ����������
 �� c ��� � �������� � ����������
 �� c̃ =
c− cb ��� � �� 
�
�������� c̃ ���� c �� �����(

∂c(t, x, z)

∂t
= D

∂2c(t, x, z)

∂x2 +D
∂2c(t, x, z)

∂z2
− (u0 − λz)

∂c(t, x, z)

∂x
− 1

τ
c(t, x, z) %*�./'

����� c �
 �����
���� �
 ��� ��������� ������ ��� ������������� ���� ��� ��� ��! ��� 
���������� cb� ��� ������� ��������� �� z ��������� �
 ����� �

c(t, x, ζ) = 0 ��� ζ → ∞. %*�.0'

��� &�� ������� ��������� �� z = 0 ��� x ��� t �
 �
 ��� ��� �	(

jh(t, x) = −D
∂c(t, x, z)

∂z |z=0

. %*�.1'
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������
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�� ��������� ζp,����� %ζp,����� ∼ 10μ� ��� λ ≈ 10μ�� 
�� ��� .�)'�
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 ���	������ ���	�
 �� ������ ����� �� ������ � �������	�� 
 � ����	���
�������������� ��	����	� ������ ��� ����� �� ���� ������� ��� 	�������� 	��������� ��	 ���
����	� ����� �� ������� �� �	������� �	�� ��� ����	 ��	���� z = 0� ���� �� ����������
�������� �� ��� ����	� ������ �� ��	��	���� ���� �� �� ���	�� ���� �� ������������ ����� ����
	�������� ������ ��� ��������� ���������� ��� �� ��� ����	� ��� � ����� �����	����� �����
�� ����	 �ζp,������ � 100μ� ��	 λ = 3 − 5μ�� ��� ����� ���� ����� ���� ��� �����	���	�
������ ��������� 
 � ����	���� ���	�	�� ����	� �� ����	���� 
 � ����������� �� 	�������� ��
�� �	��� ������� !� �� ������ ���	���	���
 ���	���� ��� ���� ���� "�# �� ��	����� ���� ���
����	 ��
� ���� ��� ��	���� �����	���	� �� ���	����� ���� 	������ �� ��� ��$ �����	���	��
%����&�����
� ��� �	�� ��	���� �����	���	� ���� � ��	��	 ���� ��� �����	���	� ���������

 ��� ����	�� '��������� ������� ��	���� ���� "�#��� ���� � ��� ���� � ��	� �	��������
��	 ����� �� ����� ������ ���� "�#�� �	� �������� ��� !� ���� �� �� � ������ ���� "�#���
��� �	������ �� ��� �������	����� ���� ����� �� ��� ��	���� ������ ��	�� ���� ����� ��
��� ��	���� ��� �����	���	� �	���� ���� "������ (���� ��� �����	����� ����� �� 	��������
���	����� �#����������
 ���� ���	������ z� "�������� �� ��� �	���� ����� �� ��� ��	���� ����
���	���������� ��� � ��� �� � ��������� ���������� �� ��� �	���� �� ��	��	 z �� ��� ����	�
������� (���� ���� ���������� ���� � ��	��	��� ������� ��� ������������ 	������ ��� � ���
�� ��� ����	� 	�������� ���	���� �	�� �� �	��� ������ ���� � ��������� ��� ��� ��	����
���� �������	����� ������� �	�� ����	������ �������	������ �� ������� �� � �� ���&����
���	�#������� ��	 ��� ����	� �������
)�	 ��� )��	��	 �	�����	��� �������	����� ���� ĉ(ω, x, z) ��� �� �	������ �&������ �&� �*��+�

	����

iωĉ(ω, x, z) = D
∂2ĉ(ω, x, z)

∂x2 +D
∂2ĉ(ω, x, z)

∂z2
− (u0 − λz)

∂ĉ(ω, x, z)

∂x
− 1

τ
ĉ(ω, x, z) �*�*,�

���� ��� �����	
 ��������� ��	 z

ĉ(ω, x, ζ) = 0 ��	 ζ → ∞ �*�*��

��� ��� "�# �����	
 ���������

ĵh(ω, x) = −D
∂ĉ(ω, x, z)

∂z |z=0

. �*�**�

��� ����� ��	�����	� �� ��� (-� �	� u0� λ ��� ��� ��	������ ��	�����	 τ �

������ ����	
� �����
 �
�
��� ���
�

)�	 ��� �(-� ��� 	���	$� ��	 ��� (-� ����� �� ��� ��� ����	������ �� ��� ��	�����
��	� ��

(
∂c
∂t

)
����

= −αzc ������ z ���������� ��	
 	��	����
 ���� ��� ����	�� �����	���

�	�� �� ���������� 	�����
�
 �	�� z ��� ���� �� ��� 
������ z = 0 �� ��������� �����	���	��

�� ∂c
∂t
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� ��� �	���
	�� �� α 	
 [α] = 1
ms

� �������� ��� ��� ���
 ��	�� α = 1
τz∗

���(
∂c
∂t

)
����

= − 1
τ

z
z∗
c� ��� �	���� ��� �������� p �� ��� z ���������� �	�� α = 1

τzp∗
���(

∂c
∂t

)
����

= − 1
τ

(
z
z∗

)p
c� ��� 
������ ��� ����
	�	�� ������� �	�
	�� ��� ��������� ����
����
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��� �
 z = ζ ��
� ζ = z∗ �� 
�� �
�
������
	���� �� ���������
��� p = 0 �� 
�� �
��� ���� 	���������� 
� 
�� ���� �� 
�� ����������
���� ��� p = 1 �� ���	
 ����
��� �� �������� p = 1 	�� �� 	��������� �� �� ��
�������
� 	���
��
���� 
�� ��� ��� 
�� �� ��
� � �������� ��	������� 	��
����
��� ��

(
∂c
∂t

)
����

��
� z�
�� 
�� �������
��� � ��
���� ��� ��
����!

∂c(t, x, z)

∂t
= D

∂2c(t, x, z)

∂x2 +D
∂2c(t, x, z)

∂z2
− (u0 − λz)

∂c(t, x, z)

∂x
− αzc(t, x, z) "#�#$%

����� c �� ������
��� �� 
�� �������	� ��
���� 
�� 	��	��
��
��� ���� ��� 
�� ���& 	��'
	��
��
��� cb� (�� �������� 	����
��� �� z ����	
��� �� ����� ��

c(t, x, ζ) = 0 ��� ζ → ∞. "#�#)%

(�� *�� �������� 	����
��� �
 z = 0 ��� x ��� t ��� �� ��� 
�� �!

jh(t, x) = −D
∂c(t, x, z)

∂z |z=0

. "#�#+%
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���������� 	��	��
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��� ���� ĉ(ω, x, z) 
�� �������
��� � ��
��� �����

iωĉ(ω, x, z) = D
∂2ĉ(ω, x, z)

∂x2 +D
∂2ĉ(ω, x, z)

∂z2
− (u0 − λz)

∂ĉ(ω, x, z)

∂x
− αzĉ(ω, x, z) "#�#,%

��
� 
�� �������� 	����
��� ��� z

ĉ(ω, x, ζ) = 0 ��� ζ → ∞ "#�#-%

��� 
�� *�� �������� 	����
���

ĵh(ω, x) = −D
∂ĉ(ω, x, z)

∂z |z=0
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iωĉ(ω, x, z) = D
∂2ĉ(ω, x, z)

∂x2 +D
∂2ĉ(ω, x, z)

∂z2
− (u0 − λz)

∂ĉ(ω, x, z)

∂x
−ψzpĉ(ω, x, z) "#�#0%
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� p ∈ R� p ≥ 0 ��� ψ ∈ R� ψ ≥ 0� (�� � �� ��
����� ��� ψ = 0� 
�� ��� ��� ψ = 1
τ

��� p = 0� 
�� ���� ��� ψ = α ��� p = 1� (�� ���� �� 
�� ������
��� ������	�

ĉ(ω, x, z) = A(ω, x) · B(ω, z) "#�$1%
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���	 ���� �	� ����������� ��������� �������� �� AB ��� �������
��	 �	�� �	� ���� 
��� ���� ��� ������ ��� x ��
������ ������ �������

iω −D
B′′

B
+ ψzp = D

A′′

A
− (u0 − λz)

A′

A
������

 	��� A′ = ∂A
∂x

��� B′ = ∂B
∂z
� !	�� �������� �� ���� �� ���"����� �� �	� ���	� 
��� ��

����
������ �� x� �	��

D
A′′

A
− (u0 − λz)

A′

A
= ϕ0(z)

!
= ����(x). ������

#��� A �� ����
������ �� z� �	�� �������� ��������

A′

A
= ϕ1

!
= ����(x, z) ������

 ��	 ϕ1 ∈ C� !	�� A′′ = ϕ1A
′ = ϕ2

1A� ����

A′′

A
= ϕ2

1 = ����(x, z). ����$�

!	� ������� �������� �� A �� ����� ��

A(ω, x) = C0(ω)e
ϕ1x ����%�

 ��	 �	� ω ��
������ ��� �&
������  ������ ��� �� �	� ����� ���� '� ��� DA′′
A
−(u0 − λz) A′

A
=

ϕ2
1D − ϕ1 (u0 − λz) ��� �� �	��  ��	 ��� ������

iωB −DB′′ + ψzpB =
(
ϕ2
1D − ϕ1 (u0 − λz)

)
B. ����(�

!	���

B′′ =
1

D

(−ϕ2
1D + ϕ1 (u0 − λz) + iω + ψzp

)
B. ����)�

'� �� ���������� ϕ1 = −iβ  ��	 β ∈ C ���

η = η(z) = iω + ψzp − iβ (u0 − λz) + β2D ����*�

�� ������ �	� � � �������� ����������� ���������

A′(x) = −iβA(x) ����+�

B′′(z) =
η(z)

D
B(z). ���$,�

!	� �������� ��� A(x) �� ����� ��

A(x) = C0e
−iβx. ���$��

'� ��  ���� β = β1 + iβ2  ��	 β1, β2 ∈ R� !	�� �� ������ ������� �	�� β1 ����������
�	� ����� �� �	� 
	��� ������ �� x ��������  	����� β2 ���������� �	� ������
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������ ��
������ ����� x�
-� �� �� ���� ���� ���+� z �� ��� �	� �������� �������� ��  ���� �	� ����������� ��������

��� B(z)� !� "�� �� ��.����� �����
����  �  ���� η̃ = rη ��� ������� �	� /0� #10 ���
0#10 ��
��������
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η = iω − iβ (u0 − λz) + β2D �����

	��
∂η̃

∂z
= r (iβλ) . �����

����

∂B

∂z
=

∂B

∂η̃

∂η̃

∂z

∂2B

∂z2
=

∂

∂η̃

(
∂B

∂η̃

∂η̃

∂z

)
∂η̃

∂z

=
∂2B

∂η̃2

(
∂η̃

∂z

)2

=
∂2B

∂η̃2 r
2 (iβλ)2

���	��� ∂η̃
∂z
�	� �� �������� ���������� �� η̃ ����� B′′(z) = η

D
B(z) ����� ����

B′′(η̃)r2 (iβλ)2 =
η̃

rD
B(η̃). �����

�� ��� �������
B′′(η̃) = η̃B(η̃) �����

����� �� ���  ��! ��"������	� ���	���� 	�� ���	��

r3 =
1

−β2λ2D
���#�

��
η̃ =

η

(−β2λ2D)
1
3

. ���$�

	
���� ������ �����

��� ��� %&� �� �	
�

η = iω +
1

τ
− iβ (u0 − λz) + β2D ���'�

	�� �! 	�	��(��� ��	�����( 	� )�� ��� ��*

η̃ =
η

(−β2λ2D)
1
3
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η = iω + αz − iβ (u0 − λz) + β2D. ���,�

�� ��� ���	��
∂η̃

∂z
= r (α + iβλ) ���-�
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η̃ =
η[

(α + iβλ)2 D
] 1

3

. ������

����� 
� η̃ = η̃(z) �� ����� ��� ����������

η̃0 = η̃(z = 0) ������
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η̃∗ = η̃(z = ζ). ���� �
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����
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������ ���� ��� �
 �� ���������� ��
��� �
������ "
�����
��( ��� �
����
� ���� �� � ������� ������
����
� �� β� %� �����	
��
����
��"� ��� ��������� ����� 	��"��
� κ0(ω, β) ���� ���� �� �#�� �� �
������ "
�����
��
��� ����� 	
� ĉ(ω, x, z))

ĉ(ω, x, z) =

∫
κ0(ω, β)A(ω, x, β)B(η̃(ω, z, β))dβ. ������

*
�� ���� ���� ������� ��� ��� ��
� � "
����# ����( ���"� β ∈ C�

���� ������	
 �� ���� ���	


+� ���� ��"��
� �� ����� ��
���� �������,� �
�� "��"������"�� "
�"����� ��� ������������
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	 η̃ 	
� ��� '-� ��� ��� �'-�� %� ��� ��� �������
� 	
� ��� ����� ���� ���� 
	 �
"
����# �������� z ∈ C

ϕ(z) ∈ [0, 2π) . ����.�

%� ����� �� �
��� ����

ϕ (β) ∈
[
3

2
π, 2π

)
����/�

���"� �(β) ≥ 0( �(β) ≤ 0 	
� �����"�� ������	�� �
����
�� �� ������� ���� ��� ��� 0���
1�� �
 ��� ���"
�������� 
	 ��� ����� �� ϕ = 2π( ����� �� � �����	
�� �������� ��

��� �����������
� 
	 "���" �

��� !���� ��� ����"� �

�( ���� ϕ
(
z

1
3

)
= 1

3
ϕ(z) ����

ϕ(z) ∈ [0, 2π)( � ���� 2����� z ������� ����� 3
��2��( �� �� �� ��"
�������"� 	
� (β2)
1
3 ���

β
2
3 =

(
β

1
3

)2
���� ϕ(β) ∈ [3

2
π, 2π

)
( ���"� ϕ (β2) ∈ [π, 2π) ����� ��� �
����� ���� �����"� �


2π ��� "
��������� !����	
�� ϕ
(
(β2)

1
3

)
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3
π, 2

3
π
)
( ������� ϕ

(
β

2
3

)
∈ [π, 4

3
π
)
� �
� η̃ ��

��2� � 	������ �����
�� ��������( (−1)
1
3 ( ���"� ���� �� �#�� ��"�( ���� ��� ����������

������ ���� ����� ��� ����"� �

��( 2������

��� �� �������� (zn)
1
n �=

(
z

1
n

)n
= z 	
 nϕ(z) > 2π� �	�� ���� ϕ (zn) = nϕ(z)−m2π� 0 ≤ m ≤ n− 1� ���

���� ϕ (zn) ∈ [0, 2π)�

��
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���������� �	 
���� ��� �������
� ������ 2π�

ϕ
(
β2
) ∈ [π, 2π) ������

ϕ
(−β2

) ∈ [0, π) ������

ϕ
((−β2

) 1
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)
∈
[
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1

3
π

)
. ������
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�� �
��� �����

ϕ
(
β

2
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)
∈
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3
π
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ϕ
(
(−1)

1
3β

2
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[
π,

4

3
π
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(
(−1)

1
3
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ϕ
(
(−1)

1
3

)
!
= π. ����#�
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 ������ � (−1)
1
3 = −1 � $������ "� $�� ��!��$� 
�� ������ ��%�
�� (−β2λ2D)

1
3 �	

(−1)
1
3β

2
3λ

2
3D

1
3 � ��� (−β2λ2D

) 1
3 = −β

2
3λ

2
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1
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����� $�������
��� ���� ���" 
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β2
) 1

3 �= β
2
3 . ������

'
�
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�� ���� ���� !��$���	� $������ � $��!��( ������ z = reiϕ "
� 0 ≤ ϕ < 2π�
����� z2 = r2eiψ "
� ψ = 2ϕ ��� 2π� 
��� ψ = 2ϕ − n2π� n ∈ {0, 1}� ����������

z
2
3 = r

2
3 ei

2
3
ϕ ��� (z2)

1
3 = r

2
3 ei

1
3
ψ ��� z

2
3 = (z2)

1
3 � ��� ���	 � n = 0�

'�$� ϕ(β) ∈ [3
2
π, 2π

)
��� ��� β� "� ��
�� ϕ (β2) = 2ϕ (β)−2π� ��� n = 1 ��� ��� β� ���
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ϕ
(
β2
)
= 2ϕ (β)− 2π ������

ϕ
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β2
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2

3
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3
π ����*�

��� �� 
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ϕ
(
β

2
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3
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 (β2)
1
3 ��� β

2
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3
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ϕ
(−β2

)
=
(
ϕ(π) + ϕ

(
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��� 
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ϕ
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 �	� (−1)
1
3 = −1 
�� �� � �	��
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 ���� ���
�	� 	� 2π ≡ 0 �	� 2π
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1
3β

2
3 ��� (−β2)

1
3 �

� �	� �	����� (
(α + iβλ)2

) 1
3 ������
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ϕ (α + iβλ) ∈
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ϕ
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(α + iβλ)2

)
= 2ϕ (α + iβλ) ������
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(α + iβλ)
2
3 =
(
(α + iβλ)2

) 1
3 . ������
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�����
�	� α → 0 � 
���	� ��� 	� 
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1
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) 1
3 = −β
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2
3 =
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) 1

3 = (−1)
1
3 = −1. ����#�

���$ i
1
3 =
(
i
2
3

) 1
2
= ±i ��� ���� i3 = −i ��� (−i)3 = i$

i
1
3 = −i. ����%�
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 �
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 ������
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���� 
� ���
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� �'�
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	 � ���
����
�	����' �����
����
 (�! �
 �	��
�	� x = x′)

jh,d(t, x
′) = jx′(t)δ(x− x′) ���#*�

��
� � ����
�	� �+���� 
� 
�� ������' �
 
� �	��
�	� x′$ jx′(t)� ���� ��� � 
�	���

	� �� � ���� 
��	��� x = x′ 	� 
� ����
 (�! jh(t, x))∫

x′
jh,d(t, x

′)dx′ = jx(t) = jh(t, x). ���#,�

� ���� ��	
 
� �	��
�	� �
 �	��
�	� x 
	 �� ����
 (�! 	� 
� �	�� jh,d(t, x
′) ��
��� �


�	��
�	� x = x′ �'
dx′(t, x, z). ���#��
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� ���� ��
� �� 
 ��������
���� ���� �� �	� �������� dx′(ω, x, z)
�� ������
��� ���� x′� ���� ���� 
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 �� ������������
� ������ �� �	� ����� ��� 

c(t, x, z) =

∫
x′
dx′(t, x, z)dx′ ���!�

"	��� dx′(ω, x, z) ����
��� �	� ���������� �� jh,d(t, x
′)� #	� �������� "��� �	������� �����
���

������ �� �	� ��
��
� 
�� ��$���
� ��	
���� �� jh(t, x)� % �������� ��� 
 ��
�&��'� ���� ��
����� ���� ��� "	��	 �	� ��$���
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�� ��
��
� �������
�� 
�� ��������� �� �	� "
�

jh(t, x) = jh(t− x

vs
, x = 0) = jh,0(t) ∗t δ(t− x
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) ���(�

"��	 
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� ��$� ���������� jh,0(t)� "��� �� ��������� �� ���
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�
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����� 
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��� )��
x ∈ [0,Δxs] �� �	� ����$��
��� ������� *� "��� �� �	�"� �	
� �	� �������� c(t, x, z) ��	
���
��+������� ��������� �� "	��	�� x < 0� 0 ≤ x < Δxs ��������
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�� ��" ������� "��	 �	� �����$��
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 �������� d̂x′(ω, x, z) �� �	� ,������ ��
���
#	� ����� ��� ����� �� �	������� ����� ��

ĵh,d(ω, x
′) = ĵx′(ω)δ(x− x′). ���-�

���'��� �� �	� ��� �����
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�� �� ������	
����� ��+������
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�� ������
���� 
���$��� �	
� �	�� �� ��������� ������

−D
∂d̂x′(ω, x, z)

∂z |z=0

= −D

∫
κ0(ω, β)A(ω, x, β)

∂B(η̃(ω, z, β))

∂η̃ |η̃0

∂η̃

∂z |z=0

dβ ���.�

= −D

∫
κ0(ω, β)A(ω, x, β)B

′(η̃0)
∂η̃

∂z
dβ ���/�

!
= ĵx′(ω)δ(x− x′) �����

"	��� ∂η̃
∂z

= ∂η̃
∂z |z=0

"
� ����  ∂η̃
∂z

����������� �� z�� ,�� A(ω, x, β) = C0e
−iβx ��� ��(0��

��� ���
���

−D

∫
e−iβxκ1(ω, β)B

′(η̃0)
∂η̃

∂z
dβ

!
= ĵx′(ω)δ(x− x′) ���1�

"��	 κ1(ω, β) = C0κ0(ω, β)� �� ��" ��������� ��� ���1� ���$
����� 
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 ,������ ��
�����&
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���� β 
�� x� 2���� �	��� 
�� �� ������
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'� �	� ,������ ��
�����$ �
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�� �� ��� ���1� �� �	�� �����������
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�����
	� �������

�	 
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� ���� ���� ����� ��� ������ �� ��� ��� �	�

∂η̃

∂z
=

iβλ

(−β2λ2D)
1
3

=
i

(−1)
1
3

(
βλ

D

) 1
3

= −i

(
βλ

D

) 1
3

������


��� (−1)
1
3 = −1 ��� ������� ∂η̃

∂z
→ 0 ��������� �� ���������� �� β → 0 ���

∂η̃

∂z
→ 0 �� β

1
3 ��� β → 0. ������

 � ����!� ���� �� ω = 0 ������ 1
τ
> 0 �� ζ < ∞� ω = 0 !���� ���� ��� �"���! �� �#������

�� ��� ���#����� ��$�!�� %� �� ���� &��� 1
τ
= 0 ��� ζ = 0' ���� 
���� !��� ���� ��(�����

��� �#���&� �� ���#����&�' ���� �� ��)�����" ���$� ���� #������" ��"��� *�
����' ���� ��
��� � +�"��&�� �������� ���������� %� 1

τ
= 0' ���� 
� ����!� � �	 
��� ζ < ∞� ,��� &���

��� ������" #��� &���������� %� ζ = ∞' 
� ����!� 1
τ
> 0 
��&� �� ������� �� ��� ��!� 
�"

�� ω > 0� %� ω > 0' ζ = ∞ ��� 1
τ
= 0 !�$�� #� � +�"��&�� +�����#�� �++��-�!����� �� ���

��(����� ��$�!�� ,���' �� ��� �����
��$ 
� ���" ���� �� &������� ��� &��� ω > 0� ,���'

η → iω +
1

τ
��� β → 0 ������

���

η̃ → iω + 1
τ

(−β2λ2D)
1
3

∼ β− 2
3 ��� β → 0. ������

,���' η̃ �����$�� ��� ��� ��"!+����& #������� �� ����+������ �� z� .$���' �&&�����$ ��
��� ��/��' ��� �++��-�!������ B(η̃) ��� B′(η̃) ��� ζ → ∞' ���� ����� ��� ��/��' #�&�!�
�++��&�#�� ��� ���$� |η̃|� .++�"��$ ��� �++��-�!������ ��� &���������$ ��� ��!� ��"!+����&
#������� �� η̃ ��� η̃0' "�����

B(η̃)

B′(η̃0)
∼ −η̃

− 1
2

0 ������

���

η̃
− 1

2
0 ∼ β

1
3 ����0�


��&� ���
� ����
1
∂η̃
∂z

B(η̃)

B′(η̃0)
∼ 1. ������

,���' ��� ���� �� ∂η̃
∂z
��+������� � ��!���#�� ���$������"�

������ ������� ��	�
�� ����

��� ��� 	��	 
� $�� ���� ��/�� ��� ��/����

∂η̃

∂z
= (α + iβλ)

1
3 D

1
3 ����/�

/�
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 	��	 ��� α → 0 �
 
��
�	 
�� ������ 	� �
���
 
���� 	�

�� ������� 	�� 

(iβ)
1
3 = i

1
3β

1
3

!
= −iβ

1
3 ����!�

�
����� 	��	
i
1
3 = −i ������

����� � ���� ���
  ���
 i = (−i)3 ���� ��������� 	� 
�� ������ i
2
3 = (i2)

1
3 = −1 =

(
i
1
3

)2
=

(−i)2

"�������� 	� 
�� ������� ∂η̃
∂z

→ 0 � 
���#��
�	 	� β → iα
λ

���

∂η̃

∂z
→ 0 � (α + iβλ)

1
3 ��� β → i

α

λ
. ������

�� ��		
� ��� ω ��� u0 ��
 ��� 
�� η �= 0 ��� β → iα
λ

��� α �= 0�  ���
 β2D �= 0� $�

 ��
 �
� ����� � ��� 	�
 %&'  ��	 �
�
( )� α = 0 ��� ω = 0 	�
� �
 �  ��
 ζ < ∞
����� ��#
 	�
 *' �� 
� )� α = 0 ��� ζ = ∞� 	�
� �
 �
����
 ω > 0� $�
�
���
 �
 ���+
�

� 	� ��� ��
� 	�
 �� 


η �= 0 ��� β → i
α

λ
. ����,�

$�
��

η̃ ∼ (α + iβλ)−
2
3 ������

��
�� η̃ ��#
��
 ��� �	 � +��	�	�� �
��#��� � ���
�
��
�	 �� z� "�� ���	�
�  	
� 	�  ���
	��	 	�
 ���	 �� ∂η̃

∂z
��
 �
��#���
  ��������	�
 ��
 �������� 	� 	�
 %&'�

������ �����	
��� �� ��� �������� ��� �����	
��� �� ��� �������

�������

-
 ��#
  

� 	��	 	�
  ��������	�
 �� 
�� ��,.� ��
  ��
�+ �
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� �+ 	�
 ���	 �� B′(η̃0)�
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� �� β� $� ����+ 	�
 �
 ���
 	�
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�� �
 ��#
 	� ��� 
 	�
 ��	
���� ��	� ��	��� 	�

�����
� ����
� *�� 	�� ����� 
 β � ��	
���
	
� � � �����
� ��	
���	��� #������
� $�

��	� ��� 
� ���� �
 � ���� �����
� 
�	�
� �� 	�
 ���
� ����
 �� �	�#
 ��������+ ���	� �� ��
	�
 ���
� ����
 �
��	�#
 ��������+ ���	�� �
�
����� �� x− x′�

����������� �� ��� �����
� �
��

-
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#����	��� �� 	�
 ���	����	��� �� 	�
 ���� �����
 ��	� 	� 	�
 ��	
����
�	 � �� ��#��	��
 �� �
 /���� 	��	 	�
 ������	��� ���	�� �	 x − x′ �= 0 � ���
 �� �+
	�
 
����
�	��� 	
�� e−iβ(x−x′)� $�� � ��+ �
 0� 	 ��	
 	��	 ��� ����
 |β|� η̃ �
��#
 

��/
 η̃ ∼ β
4
3 ��� ��� ���
� � $�
 � +��	�	�� �
��#��� � ���
�
��
�	 �� z� "����� 	�


���������	��� 
� � .��1� ��� .���� ��� 	�
 *' ��� 
� � .�.�� ��� .���� ��� 	�
 %&'
��� '%&' ��� �
 �����
�� $�� �
�� 	� 	�
 � +��	�	�� 
�� ������ ��� 	�
 *' ���

�� ������ ��� 	�
 %&' ��� '%&' ���  ��� � 	��	 	�
 �
��#��� �� 	�
 ��	
����� ��� ����

|β| ��� ��� x �= 0 � �� ���	 ������	
� �+ e−iβ(x−x′)� '��
 
���	�+� 	�
 � +��	�	�� �
��#���
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�� ������	
������ �������� �� ���� ��������

�� ����� �� 	
 B(η̃)
B′(η̃0)

∼ β− 2
3 ��� �� ��
 ��
 ��� ��� ��
��� ���
��
� ���� ��
 ���� ����

∂η̃
∂z

∼ β
1
3 ��� ����
 |β| ��� ��� ��� ��
��� ��
 ��
� ���
�
��
�� ��������� 	
������ ��

��
 ���
����� 	
��
��

e−iβ(x−x′) 1
∂η̃
∂z

B(η̃)

B′(η̃0)
∼

e−iβ(x−x′)

β
��� |β| → ∞. �������

�
��
� ��� x− x′ = 0 ��
 ���
����� 	
���
� ���
 ∼ 1
β
��� ����
����� ����� �� ��
 ���� �����
�

���
�
�� �
 ��
 ��� ���
�
��
� �� ��
 	
������ �� x− x′ = 0 ��� ����� ����
� ���� ��

�������� �� x − x′ = 0 �� ��
 ���������� ������������ �� ��
 ��������� �� x − x′ < 0 ���
x − x′ > 0�  ��
 ���� ��
 �������� �� x − x′ > 0 �
��
�
��� ��
 �
�����
 �� ��
 ����

�� �������� x > x′ �� � �����
!���
 �
�� ����� �� x = x′ ��� �������� ��
 �������� ��
x− x′ < 0 �� ��
 ����
 �
�����
 �� �������� x < x′�

��������	 
���	� � ���	� � ����� ���	� �� ������	� ������

"
 ��� ��� �� ��
 ��
 ��������� ������	�
 ���� �����
 � ���� �����
 �� #���
 ������� ���� �
������	�
 ��	
� �� �����������
� �� ����� ��� ���� ��
 �����������
� ��
 ���
� �� #��� ���
��
$� ����� �� �
����� %��� B(η̃) ��� B′(η̃) ��
 ���������� ��������� �� C ��� ��� z� ��
�
���


���� ��
 �������� B(η̃)
B′(η̃0)

�� �������� ���� ��
 
&�
����� �� ������
� ������ ���� ����
����� ��

��
 ����� �� B′(η̃0(β)) �� β� '� ���� 	
 ����� ���� ��� ��
 	������� ��������� B(η̃∗) = 0
���� ζ → ∞ ��� B′(η̃0) = 0 ��
 ��������� 
(������ �� �	����
��

η̃0 = V(l) �������

���� l ∈ N� n ≥ 0 ��� V(l) ∈ R−� )�� ��
 �
�������� �

 �
������ %�% ��� *����� +
������

(� ������� �
��� �� �� 
(������ ���������� � ��	�� ���� ���� ��� 	
 ��������
� �� �
��������� �� ��&�� ���
� �� β� ���������� ��
 ��������� β(l) ��� B′(η̃0(β)) = 0 �� ��

����
� 
�����
� ���
������� ������ $����&������ ��� �������� ��
 ����
�� ��������
��� β(l) ���� β1,(l) ≥ 0 ��� β2,(l) ≤ 0 ������ ��
 ��
 ���������� ������	�
 ��������� ���
x − x′ > 0� ��� ��
 ,+- ��� -,+- ��� ����
 l ����� �,+- 
&������� �� β(l) ��� ����
 l�

(�� �*���.� ��� �*���/�� -,+- 
&������� �� β(l) ��� ����
 l� 
(�� �*��01� ��� �*��0.��� ����∣∣β(l)

∣∣ ≈ ∣∣β2,(l)

∣∣ ∼ ∣∣∣V 3
4

(l)

∣∣∣� 2� ��
 ���
� ���� V(l) ∼ l
2
3 ��� ����
 l� ��������� �� ��
 
&�������


(� �3�0��� ��
�
���
 �
 ����
 ����
∣∣β(l)

∣∣ ∼ l
1
2 ��� ����
 	�� #���
 l� ���� �
 ��� ����
�

���� ��� � ���
� 
�����
� ����� ���� � ������	�
 ��	
� �� ������
� �����������
� ��

�������
�� -��
��
� ��
 β 
&������� ����
���� ���� ��� ����� ����� ���� ����������� 1�
������ ���
 �� ��
 ��������� ���� ��� �����������
� ��
 ���
� �� B(η̃)

B′(η̃0)
��� ��
 �� ���
� 1�

)�� ζ < ∞ �� ���
 �� ��
 )-� B′(η̃0(β)) = 0 ��� ���� 	
 ����
� ��� ��
 ���	��
�� �
��

����� ω� ����� �����&������� ��

 �
����� 3�%�%�� )�� ��
 ���������� ������	�
 ��������
�� �� ����� ���� ��� ����
 	�� #���
 n�

∣∣β(n)

∣∣ ≈ ∣∣β2,(n)

∣∣ ∼ n�
(�� �0�1%� ��� �0�13��� ��
�
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 �� ��� 	
 ����
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 �� ��
 ,+- ��
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���� �����	�
 �� �� �
����� ��	
� �� ��	�� �����

���� �����	
� ��� ��� ��� �� �����	
� ��� 	� ��� ��������� ���	�� ��� ������	
��

�	�	���� 	� ��� �
��	�	
� B′(η̃0(β)) = 0 ��� ��� �� 
���	��� �	��
�� �
� 	�� ��� 	�������
�! �"#�� ��$
��

%� ��� �� ���� ���� β1,(l) → 0 �� ω → 0 �
��� $
� ��� �
���� &
�� ��' ��� ������	
��

$ β2,(l) 	� ��� ��������� ���	�� �� � �
 ω ���������( ��( �
�� ��� ��� �
�	����� �( ���

���������� ���������� )� 
���� � ���� $
� ��� �
���� ���
 � ω 	���������� ���� ∝ λ2D
u3
0

�
���	����� �
 β2,(l)' �	 	�� �	�� �
 � �
��� 	���������� �
���	���	
� �
 ���� �������� ����
������� 
� ��� ������ 
$ ����� *
� λ

u0


��
� ��� ������	
� 
$ ��� ��� ��!� ����� ��� ���"�� �� ��� �
������' ���� $
� ωτ � 1'
���
 β2,(l) 	� 	������	���( �
�	����� �( ω ���� �� ��� ������ ���� ��� �����	�	
� �
 ���
�	+��	 � ���	
� ����� ω �
�	����� 
 �� ��� ���������� ��������� 	� β2,(l)' 
����� �� �
���
$��!����	��' ��� ������� ��� ���������� ���������� �ζ ����' 1

τ
����� 
� α �������

���
��

,� ��� ���� ������ ��$
��' ��� ���� 
$  ��	��	�� ���������� ���������� 	� �
� �
��	�-
���� ��(�	����( ���� ���' �	��� ��	� �
��� 	� 
� � ���� �� ����	
���( �
��	�	
�� ω = 0' ���
�
�����( ��(�� ��	�.���� �
��� ���
�� 	�/�	��' �+���	 ��( 	���(	�� ���	������� �	+��	
�
,� ��� ���� �
���' $
� λ > 0 � ω 	���������� �
���	���	
� �
 β2,(l) ����	��' ��	�� �	�� ��
�	������� 	� ����	
� 0�"

,�� �����.� ��� �� ������	1�� �
 ��� �
�����	
�' ���� $
� � ��(�	����( ����	��$�� �
���'
β2,(l) �= 0 ��
��� �
�� ��� ���� �����$
�� ��� �	������	�	�� $��/�� β(l) /∈ R

���� �����	�
 �� �� �
����� ��	
� �� ��	��

�����

)� ��� �
� �
� � ��� 	������� �! �"#�� �( ����� 
$ ��� ���	��� ���
��� 2
�� ���� ���
�
�	�	 � 	�������	
� ���� 	� �
�������
�.�	�� 3��
�	��

ψ(β) = e−iβ(x−x′) 1
∂η̃
∂z

B(η̃(ω, z, β))

B′(η̃0(ω, β))
�"�"4�

�� /��� �
��	��� /�	�� 	������� �	�	��

∫ R

−R

ψ(β)dβ �"�"��

��� ��� � ���$ �	���� 	� ��� ����� 
� �
��� �
����� ���$ ����� �
 ����
�� ��� 	�������	
�
���� �����$
�� β ��� �
 �� �
��	����� � �
�����  ��	����' β ∈ C )� �
� ��������� ���
�
���	���	
� 
$ ��� ���� 	������� ��
�� ��� ���	�	������ ���� �
� ��	� ����
�� �� ��� ��	��
β = Reiϕ �	�� ϕ ∈ [0, π] $
� ��� ����� ���$ ����� ��(β) = R sinϕ ≥ 0� ��� ϕ ∈ [π, 2π] $
�
��� �
��� ���$ ����� ��(β) = R sinϕ ≤ 0� ��� �	+�����	�� dβ ���� ���
��� dβ = iRdϕ
����	�	�� ��� 	������� (	����

∫
∩R

ψ(β)dβ =

∫ ϕ2

ϕ1

e−iR(x−x′) cosϕeR(x−x′) sinϕ 1
∂η̃
∂z

B(η̃)

B′(η̃0)
iRdϕ �"�"��

��



�� ������	
������ �������� �� ���� ��������

���� ������ ϕ1 �	
 ϕ2 �� �	�������	 �	 ��� ���� � ���� ���� ���	��
∫
∩R

· · · dϕ ����������
��� ���� �	����� ���	� ��� ���� ����� ���� �
��� R� �	 �
� �� ��� �	����� �� ��	����
�� 0 �� R → ∞� �� ���� �� ������

ϕ ∈
{
[0, π] �� x− x′ < 0

[π, 2π] �� x− x′ > 0.
�������

�� ��� ���	 ����	 ���� ∂η̃
∂z

B(η̃)
B′(η̃0)

∼ 1
β
�� ���� β� ������� β ∼ R �� ��� ���� �	������

��� ����� �� ��� �	����	
 ����	�  	��� ���� �� ��� 
������ ������ ϕ = 0 �	
 ϕ = π�
!������ ����� 
������ �	���� 
� 	�� ��	������ �� ��� �	����� ������ ���	�	� ���� ����
��� ������ �� ϕ1� ϕ2 �� �� �"� ������� �� �������

lim
R→∞

∫ ϕ2

ϕ1

e−iR(x−x′) cosϕeR(x−x′) sinϕ 1
∂η̃
∂z

B(η̃)

B′(η̃0)
iRdϕ = 0. �����#�

$� ��� �	�����
 ��	��� �	�����
∮
R
· · · dβ ����  	��� R < ∞ �� �����	 �� x − x′ < 0

����� ���� ���	� ���������
 �� ↑�
∮
R,↑

ψ(β)dβ =

∫
∩R,↑

ψ(β)dβ +

∫ R

−R

ψ(β)dβ �����%�

�	
 �� x− x′ > 0 ����� ���� ���	� ���������
 �� ↓�
∮
R,↓

ψ(β)dβ =

∫
∩R,↓

ψ(β)dβ −
∫ R

−R

ψ(β)dβ �����&�

���� ��� ��	
����	 �� ���	������'���� �	�������	 
������	 ��� ���	 ��	��
��
 ����
 �� ����� (�����	� ��� ���
�� ������ �	
 ������	� ���� lR < ∞ ����� �� ψ(β) ��

$���� ����) �	�������	 *��� �� $���
 �	
 ���'��
 +������	�

��



���� �����	�
 �� �� �
����� ��	
� �� ��	�� �����

�������� ���	�
 �	� �
����� �
�������
 ����
 �
����� � ���� �
��� �� R < ∞) ������
�� x− x′ < 0 ∮

R,↑
ψ(β)dβ = 2πi

lR−1∑
l=0

���(ψ(β))|�(β)>0
�������

�	
 �� x− x′ > 0 ∮
R,↓

ψ(β)dβ = 2πi

lR−1∑
l=0

���(ψ(β))|�(β)<0
. �������

��	�� �� ���� ����
 ���� �� ��� R ��� 	���� �� ��	��������� �����	 ��� �	�����
 
����	
����	� ���	������ �� ��	 ��� R → ∞� ��	��
��	� limR→∞

∫
∩R

ψ(β)dβ = 0 �	
 lR → ∞
�� R → ∞� �� �����	 � �������	 �� ��� �	����� ��� ��� ��� ���� �	 ��� ��� �� � �����
��� ��� ���
��� �� ψ(β) �	 ��� ���� �	
�	� ��� ��� ����  ��	��
!� x− x′ < 0 �� ���

∫ ∞

−∞
ψ(β)dβ = 2πi

∞∑
l=0

���(ψ(β))|�(β)>0
�� x− x′ < 0 �������

�	
 �� x− x′ > 0∫ ∞

−∞
ψ(β)dβ = −2πi

∞∑
l=0

���(ψ(β))|�(β)<0
�� x− x′ > 0. �������

"� ��� ���	 
�������
� ��� �	�# ������ �� ��	��������� �� ψ(β) �� ��� ���� �� B′(η̃0)(ω, β)
����� �� ������
 �� ��  ���� �� $�� �
�� %	 ��� �������	� �� ���� ��	��	���� �	 ���
����	 x > x′ �	
 ���� 
�	��� ��� �������	� �� B′(η̃0)(ω, β) = 0 �� �(β) < 0 �# β(l) ����
β(l) ∈ C� ��	�� ��� 	���� ��  ���� �� ���	������ �� ��� l ∈ N� l ≥ 0� ��	�� ���  ���� ��
�� ����
 �� �� �� $�� �
�� �� �����	

���(ψ(β))|β=β(l)
= e−iβ(l)(x−x′) 1

∂η̃(ω,z,β(l))

∂z

B(η̃(ω, z, β(l)))
∂B′(η̃0(ω,β))

∂β |β=β(l)

. �����&�

!��

∂B′(η̃0(ω, β))
∂β |β=β(l)

=
∂B′(η̃0(ω, β))

∂η̃0

∂η̃0
∂β |β=β(l)

= B′′(η̃0)
∂η̃0
∂β |β=β(l)

�����'�

�� ��	 �� ���	 ����
∂η̃0
∂β |β=β(l)

�� ��� ������ ��
��� ��� �� �� 
�����	�
�

���� �����

!� ��� !( �� ��� �)�� ���&�� �	
 ���&*�

∂η̃0
∂β |β=β(l)

=
1

3

η̃0(ω, β(l))

β(l)

+
−iω + β2

(l)D

β(l)

(
−β2

(l)λ
2D
) 1

3

. �����+�

+�



�� ������	
������ �������� �� ���� ��������

������� ��	�
�� ����

��� ��� ��	 
� ����� 
�� ���� ������ ��� ������

∂η̃0
∂β |β=β(l)

=
1

3

η̃0(ω, β(l))

β(l)

+
−iω − 1

τ
+ β2

(l)D

β(l)

(
−β2

(l)λ
2D
) 1

3

. �������

������ ������� ��	�
�� ����

��� ��� 	��	 
� ����� 
�� ���� ������ ��� ������

∂η̃0
∂β |β=β(l)

=
η̃0(ω, β(l))

β(l)

α + 1
3
iβ(l)λ

α + iβ(l)λ
+

−iω + β2
(l)D

β(l)

((
α + iβ(l)λ

)2
D
) 1

3

. �������

�������� 
�� ��� ��� !�� "�� ∂η̃
∂z

� ��#��� ����� 
� #�� �$� �� �%&������ "�� ���(ψ(β))|β=β(l)

"�� ��� $��� � '���!��

���� ����

��� ��� �	 ��� ���� � �" ��� �������� �����

���(ψ(β))|β=β(l)
= −i(−1)

1
3

(
D

λ

) 1
3

e−iβ(l)(x−x′)
β

2
3

(l)

1
3
η̃0(ω, β(l)) +

−iω+β2
(l)

D

(
−β2

(l)
λ2D

) 1
3

B
(
η̃(ω, z, β(l))

)
B′′ (η̃0(ω, β(l))

) .
�������

(��� B′′ (η̃0) = η̃0B (η̃0)) "�� z = 0 ��� ��� ������) ��� ������� � ��� ���

���(ψ(β))|β=β(l),z=0
= i

(
D

λ

) 1
3

e−iβ(l)(x−x′) 1

η̃0(ω, β(l))

β
2
3

(l)

1
3
η̃0(ω, β(l)) +

−iω+β2
(l)

D

(
−β2

(l)
λ2D

) 1
3

. �������

������� ��	�
�� ����

��� ��� ��	 ��� ���� � �" ��� �������� ��#�'��

���(ψ(β))|β=β(l)
= −i(−1)

1
3

(
D

λ

) 1
3

e−iβ(l)(x−x′)
β

2
3

(l)

1
3
η̃0(ω, β(l)) +

−iω− 1
τ
+β2

(l)
D

(
−β2

(l)
λ2D

) 1
3

B
(
η̃(ω, z, β(l))

)
B′′ (η̃0(ω, β(l))

)
�������

= i

(
D

λ

) 1
3

e−iβ(l)(x−x′)
β

2
3

(l)

1
3
V(l) +

−iω− 1
τ
+β2

(l)
D

(
−β2

(l)
λ2D

) 1
3

B
(
η̃(ω, z, β(l))

)
B′′ (η̃0(ω, β(l))

) �������

*�



���� �����	�
 �� �� �
����� ��	
� �� ��	�� �����

����� ��� ���	
� �� η̃0(ω, β(l)) = V(l) ���� ����� ��� ������ ������� ����� ��� ζ → ∞ ����
������ ����� ���� ��� ��� ��� �� ����� �� ���� �� ���� ���� V(l) ∈ R− �������  �
�
��
!�� z = 0� ��� ������� �����

���(ψ(β))|β=β(l),z=0
= i

(
D

λ

) 1
3

e−iβ(l)(x−x′) 1

V(l)

β
2
3

(l)

1
3
V(l) +

−iω− 1
τ
+β2

(l)
D

(
−β2

(l)
λ2D

) 1
3

. �
�����

������� ��	
��� ������ �����

!�� ��� ���� �� ����� ��� �������" �#$������ ��� ��� �������%

���(ψ(β))|β=β(l)
�
�����

= D
1
3 e−iβ(l)(x−x′) β(l)(

α + iβ(l)λ
) 1

3

1

η̃0(ω, β(l))
α+ 1

3
iβ(l)λ

α+iβ(l)λ
+

−iω+β2
(l)

D

(
(α+iβ(l)λ)

2
D
) 1

3

B
(
η̃(ω, z, β(l))

)
B′′ (η̃0(ω, β(l))

)
�
��� �

= D
1
3 e−iβ(l)(x−x′) β(l)(

α + iβ(l)λ
) 1

3

1

V(l)
α+ 1

3
iβ(l)λ

α+iβ(l)λ
+

−iω+β2
(l)

D

(
(α+iβ(l)λ)

2
D
) 1

3

B
(
η̃(ω, z, β(l))

)
B′′ (η̃0(ω, β(l))

) �
���&�

����� η̃0(ω, β(l)) = V(l) ��� ����� !�� z = 0 ��� �
���&� ����'��

���(ψ(β))|β=β(l),z=0
= D

1
3 e−iβ(l)(x−x′) β(l)(

α + iβ(l)λ
) 1

3

1

V(l)

1

V(l)
α+ 1

3
iβ(l)λ

α+iβ(l)λ
+

−iω+β2
(l)

D

(
(α+iβ(l)λ)

2
D
) 1

3

.

�
���	�
(��� ���� ��� α → 0 �� ���� ��� �
���	�� ��� �
����� �� ��������

)� �� �� *���+ ����� ��� ������� �� ��� �
�,��� -+ ��� ������ θ (x− x′) ��� .����/
��+ �� ��� �������� ��� x > x′ �������� �������� ���" ��� 0�� �������� �e �u0� �� ������
�� �� �#$������� �� � ����� ������ ��� ������ ������ ���� �(β(l)) < 0 ���� ��� �
������� 1��
�� ��2����� ��� �������� ����'����� �� x = x′ ���� ��� � �'$��� � ��� ����������
*��� ��� x < x′ ����3���� �������� �"���� ��� 0�� �������� �e �u0�� ����� �� �#$������ �+
�������� �(β(l)) > 0� 4���.��� �� ���� �� ���������� ��� ���������� �� ����'����� ��
x′ > x �� �� �"������ ������+ ��� � ������� �� ��� ����� δx ∼ D

u0
� 1 ���+ ���' x′� ����

x < x′ − δx�
!�� ���.��+ �� ����� ��� ������� ��

d̂x′(ω, x) = ĵx′(ω)
∑
l≥0

A(l),ze
−iβ(l)(x−x′)θ (x− x′) . �
���5�

���� ���' �� ��� ������� �$$���� ��� ��� '������ ��� '���� ��$����+ �� ������� � ���
�$���*� .����� �� β(l) �� A(l)� �� �� ��.���� ���� ��� �������� β(l) �����'�� ��� �$�����
����.��� �� ��� �������� ��� ���� $��� �(β(l)) = β1,(l) �����'��� ��� ��.���$'�� �� ���

& 



�� ������	
������ �������� �� ���� ��������

����� �����	 �	
�� x� ��� �������� ���� �(β(l)) = β2,(l) ��������� ��� ������	 ����	
����

� ��� ��	������ �� �� 
���
�� ���� �
� x > x′ ��� u0 > 0� β1,(l) ≥ 0 ������	 ����������	�
��	���� �	
�� �
� �������
�� ���� �	
�� �
������ x� ��� β2,(l) < 0 ������	 ������ �	
�� �
�
�������
�� �
���� �
 ��� �������� ���� �
 �� ��	 		�� �
� �������		� ��������	 �
	���
���
A(l),z �� 
��	 ����������

���� �����

A(l),z=0 = − 1

(λD2)
1
3

1

η̃0(ω, β(l))

β
2
3

(l)

1
3
η̃0(ω, β(l)) +

−iω+β2
(l)

D

(
−β2

(l)
λ2D

) 1
3

����!"�

A(l),z = − 1

(λD2)
1
3

β
2
3

(l)

1
3
η̃0(ω, β(l)) +

−iω+β2
(l)

D

(
−β2

(l)
λ2D

) 1
3

B
(
η̃(ω, z, β(l))

)
B′′ (η̃0(ω, β(l))

) ����#$�

	
���� ������ �����

A(l),z=0 = − 1

(λD2)
1
3

1

V(l)

β
2
3

(l)

1
3
V(l) +

−iω− 1
τ
+β2

(l)
D

(
−β2

(l)
λ2D

) 1
3

����#��

A(l),z = − 1

(λD2)
1
3

β
2
3

(l)

1
3
V(l) +

−iω− 1
τ
+β2

(l)
D

(
−β2

(l)
λ2D

) 1
3

B
(
η̃(ω, z, β(l))

)
B′′ (η̃0(ω, β(l))

) ����#��

������� 	
���� ������ �����

A(l),z=0 =
i

D
2
3

β(l)(
α + iβ(l)λ

) 1
3

1

V(l)

1

V(l)
α+ 1

3
iβ(l)λ

α+iβ(l)λ
+

−iω+β2
(l)

D

(
(α+iβ(l)λ)

2
D
) 1

3

����#��

A(l),z =
i

D
2
3

β(l)(
α + iβ(l)λ

) 1
3

1

V(l)
α+ 1

3
iβ(l)λ

α+iβ(l)λ
+

−iω+β2
(l)

D

(
(α+iβ(l)λ)

2
D
) 1

3

B
(
η̃(ω, z, β(l))

)
B′′ (η̃0(ω, β(l))

) ����#!�

�� 
���� �
 
����� ��� �
���������
� ĉ(ω, x, z) ��
 ��� ����!%�� ���
����� �
 ��� ���%��
�� ���� �
 ��������� 
��� x′� &�� ���	�� ����
��� ������
� d̂x′ ������� 	�����	� 
� ĵx′ � ��
�
		
�� ��
 ��� 	�������� 
� ��� ��'�������	 ������
� ��� ��� ��( �
������ �
�����
�� ����
��� �
	���
� �
 �� ��������� ����� ���� ��( ���� �� ������� �� ������
����
� 
� ����������
�)
�		� ������ ��(�� ����
����� �
 ���� ���%$� ��� ���%��� �� ����� �� ��� ������
����
� 
� ���

**



���� �����	�
 �� �� �
����� ��	
� �� ��	�� �����

������� ����	
��� �	 ����� ���������	
���� ����� ������ �� ������ �
 �
�������� �������
��� ��� ĵx′(ω)� ������
� ���� �
�������	
 �
 �������	
 ��
 �� �
������
��� �� ���

ĉ(ω, x, z) ≈ ĉ���(ω, x, z) �������

=

∫ x

x′=0

ĵx′(ω)
∑
l≥0

A(l)e
−iβ(l)(x−x′)θ (x− x′) dx′ ����� �

=
∑
l≥0

A(l)e
−iβ(l)x

∫ x

x′=0

ĵx′(ω)eiβ(l)x
′
dx′. �����!�

"	�� ���� �� �	���
� 	# ĵx′(ω)� �� �� �	������ �	 �������� ������
���	
 �	 �
 ���� ������� ���

�
����� �� ��� �
�������	
 ������� ĉ���(ω, x, z) �
	��� ��� #	���� �	����	
� ���� �� ���
�� �� ������
���	
 �	����	
� x′ < x� ���� ����
 ��� ������ �	����	
 x ���� ������� �	 ���
�	� ������	
 �e �u0 � $�� �	
��
�����	
 ��� ĉ(ω, x, z) ���	 ��� �	
�������	
� #�	� ������
���	

�	����	
� x′ > x� ���� ���� ��� �	� ������	
� �� �	 �%���	
� $���� �	
�������	
� ���
��� �� �� ��� ���&��� �	����	
� ĉ���(ω, x, z) ����� ��� ����������'� �� �(β(l)) > 0
���	��
� �	 �(� ����)��*

ĉ(ω, x, z) =ĉ���(ω, x, z) + ĉ���(ω, x, z) �����+�

=

∫ x

x′=0

ĵx′(ω)
∑
l≥0

A(l)e
−iβ(l)(x−x′)θ (x− x′) dx′ �����,�

+

∫ ∞

x′=x

ĵx′(ω)
∑
l≥0

A(l)e
−iβ(l)(x−x′)θ (x′ − x) dx′ ���� -�

����� θ (x− x′) ������� �(β(l)) < 0 �
 θ (x′ − x) ������� �(β(l)) > 0� .	��/��� �� ����
�� ����	
�� ���&��� �	����	
 �	
�������	
� ��� 
��������� �� �	����� �	 ��� #	����
�	����	
 �	
�������	
� �
 ���� 
	� �� �	
����� �
 ��� #	��	��
�� .�
��� �
 	��� �	
������� ��� �	
�������	
 	# ��� ������
���	
 �	 ��� �	
��
�����	
 ���
�� �� �	����	
 x�
���	��
� �	 θ(x− x′) 	
�� ������
���	
 �	����	
� x′ < x �	
�������� ������
�
� ��� �����
�
�������	
 ����� �
 �(� �����!�� 0�� ��
���	
 �� ��/� � ������� ������
���	
 �	�
��� ��
x′ = 0� ĵx′<0(ω) = 0� ����� ������
� ��� �	��� �
�������	
 ������

1# ĵx′(ω) = ĵx′(ω)θ(x1 − x′) ���� x1 < x� �� ���� ĉ(ω, x, z) � ���� �	����	
� 2��������
����� ���� �� ������
���	
 �� x′ > x� ����� �� ��� �� ���� ĉ(ω, x, z) �
 	
��� �	����	
 �
 ����
�����

1� �� ���	���
� �	 
	�� ���� ��� �	
��
�����	
 ��� �� � ��
��� #�
���	
 	# ��� �
��� ����
$�� �
��� ��� ������� ������ ��� �	����	
 	# c(t, x, z)� 3�
�� c(t, x, z) ���� �������� ���

	
 j(t, x′)� ���� ���
� ���� �# j(t, x′) ��� � ������
� �	�
� �
 ����� ���
 c(t, x, z) ��� ���
���� ������
� �	�
�� ��
�� 
	 �
����� ������� �	
��
�����	
 ���������	
 �%���
� #�	� '��	
��� ���
 ������� $���� �# j(t, x′) = j(t, x′)θ(t−t0)� ���
 ���	 c(t, x, z) = c(t, x, z)θ(t−t0)�
$�� ��������� ��
 �� ������� ���
 #�	� ��� �%���
���� �(����	
*

c(t+ dt, x, z) = c(t, x, z) + dt
∂c

∂t
���� ��

����� ∂c
∂t

	
�� ���
� 	
 ������� ���/���/�� 	# c(t, x, z) �� ���� t ���� �(�� ���4�� ����!�
�
 ����)��� 5	��	/���

−D
∂c(t, x, z)

∂z |z=0

= j(t, x) ���� ��

 !



�� ������	
������ �������� �� ���� ��������

����� ����	
 ���� c(t, x, z) ��� ������	 �� j(t′, x′) ��� t′ ≤ t� �� ����� ����	
 c(t, x, z)
������ ������ �� ��� ������ �� j(t′, x′) �t′ > t�
 � ���� ����� �� �� ���	���� ��� ���
	�	����
���� ���� �� ��	� � ������� �������� t = t0 ���	�	 ��� j(t, x

′)
 ���� j(t < t0, x
′) = 0∀x′


��� �� ���	���� �	� c(t < t0, x, z) = 0∀(x, z)
 ����
 c = cb ����������� ���	�������
����� �� �� � ����� ���� �� ���	� �� ����� ��� 	���� c(t, x, z) �	 ��� ��������
 �������
j(t, x′) ��� �� �������� ��� t ≥ t0� ��� ����� � 	� ������ ��� ���� ���� ������	 ��
��� ������ ����
 ��� ���� ����	��� ������� kh
 ��� ���������	 u0 ��� λ ��� ��� 	�!� ��
��� ��	����� ����
 ��� ������������� "�� �� �������� �� ����� ��������� ����������
������ ��� ��	����� ���� ���� ���������� ���� � ������ ���� ���������� �� j(t, x′)� ����
 ��
t0 → −∞ ��� ��� 	�	��� �	 ���	������ �� ����	 t ≥ 0
 ���� c(t, x, z) ��� �� �		���� ��
�� �������� �� ��	� �� � �������� ����� #�� j(t, x′)� $��	 	�������� �	 �		���� �� ���� ���
����������� ���	�������	� %������
 �	� ��� ���� �� ���	� �	 ��	������ �� ��� �&�'()�
��� *�	� �������	 � �����	������� ������� �� ĵx′(ω)�
�� 	���� �	� �� ����� ���� � 	����� �������� �� j(t, x′) ���� j(t, x′) = j(t, x′)θ(x′−x0)

���	 ��� ���� ���� c(t, x, z) = 0 ��� x < x0� +� ����!���� ��,�	���
 ���� �������������
��� �� ����	������ �����	� ��� #�� ��������� �e�u0 � ���������		
 	���� ��,�	��� �	 ���
� ����� �� ���� 	���� ���� 	���	
 ��� 	����� ������ x < x0 �� ����� ���� �	 ����	������

�� �� ���� 	�� ��� �� ��� ����� D

u0
� 1 ���� �(�(��� $��������
 ����� ������ ���� 	����

��	�����	 ����	��������� �� ��� #�� �� ������ ���� ���� � ����� ���� ����	���������
�� ��,�	���� $��	 �	 ��� ���	�� ��� �� ������ ������������	 ���� x′ > x �� ��� �&�'()��
-� �� ���� �	������ )�'� ������� � 	���� ������� ��� ��� ����� #�� j(t, x′)
 ���� �	

�������� �� ��	����� ��� ����������� 	���� ��� ���� ���	 ��� � ��	�� ���� �����������
�� ��� �&�'()��

./



�� ������� 	
��  ����
 ��
���

�������� �	 ��� ��
� ����
�����

�������

�� ���� ���	�
� � 	�
� �
��
� ��� B(η̃) ��� �
 �
���
�� ���
� �� ���� �
����� �� ��� �


���� ���� ��
 ��������� B′(η̃0)
!
= 0 �
��� �� η̃0 = V(l) ∈ R− �l ∈ N� l ≥ 0� ��� |η̃∗| → ∞

�� �� ��
 ���
 ��� ζ → ∞� ���� �� ���� ����� �
������ � 	��������� 
������� �� �����

���
� ���� �
�
����
� ��
 ��������� β(l) ��� B
′(η̃0)

!
= 0 ���� 
����
� �� �� ����
 ��
 ���
����


�� ��� !� ��� z = 0� ��
�
���
� ��
 �
���� ������
� �� �����"��� ��
 	�
� �
��
� �
��� ��
�� 
���� �������� �� ��
 #$% ��� ��
 %#$%�

���� ����� 	��
�� �����
�� ������ η̃ = 0

�� ���� �
����� 
 �
���
 � 	�
� �
��
� 
�	������ ������ η̃ = 0� &
 ����� �� ��
 ��'
�
�����

�������

B′′(η̃) = η̃B(η̃) �(�)�

��� ��
 ��
 �		�����

B(η̃) =
∑
n≥0

cnη̃
n. �(���

&
 �����
 ���� cn<0 = 0� ��
� 
 
�	
�� η̃ �� �
 ����� ��
 ������ �� ����
��
��
 rc ������
η̃ = 0 �� ��
 	�
� �
��
�� &����� ���� ������ ��
 	�
� �
��
� �
	�
�
��� �� ����������
�������� ���� �� ��'
�
������
 ��� ����
� �� ���
�� ��
 �
�������
� �� ��
 �������� ��

������
� �� �
����
 ��'
�
�������� ��
 	�
� �
��
�� �� ��� �
 ���� ���� ��
 ������ ��
����
��
��
 �� ��*���
� rc = ∞� +�'
�
�������� ��
���

B′(η̃) =
∑
n≥1

ncnη̃
n−1 �(�(�

B′′(η̃) =
∑
n≥2

n(n− 1)cnη̃
n−2. �(�!�

,���� 
�� �(�)� ��� 	
�������� � ���	������ �� ��
-��
��� �
�

� 
�� �(�!� ���

B′′(η̃) = η̃B(η̃) =
∑
n′≥0

cn′ η̃n
′+1 �(�.�

/ 



�� ������� 	
��  ����
 ��
��� �������� �	 ��� ��
� ����
����� �������

������ ��� 	
��
��� �
�����
������� ������� �
��������� �	 c0 ��� c1 ��� �
�������� ���
��
��� ���� ���
 ���������

(n = 2, n′ = −1) : 2 · c2 = c−1 = 0

(n = 3, n′ = 0) : c0 = 3 · 2 · c3
(n = 4, n′ = 1) : c1 = 4 · 3 · c4
(n = 5, n′ = 2) : c2 = 5 · 4 · c5
(n = 6, n′ = 3) : c3 = 6 · 5 · c6
(n = 7, n′ = 4) : c4 = 7 · 6 · c7.

 � ��� �� ���� ����

c3n = c0
∏

1≤m≤n

1

3m(3m− 1)
= c0

(
1

9

)n
1

n!

∏
1≤m≤n

1

m− 1
3

�!"#�

c3n+1 = c1
∏

1≤m≤n

1

3m(3m+ 1)
= c0

(
1

9

)n
1

n!

∏
1≤m≤n

1

m+ 1
3

�!"$�

c3n+2 = 0 �!"%�

���� ∏
1≤m≤n

1

3m(3m− 1)
= 1 	
� n = 0 �!"&�

∏
1≤m≤n

1

3m(3m+ 1)
= 1 	
� n = 0 �!"'��

�
 �
������� ��(��� ��� ����
��� c0 ��� c1" )����	
��

B(η̃) =
∑
n≥0

(
c3nη̃

3n + c3n+1η̃
3n+1
)
. �!"''�

*��� ��� ��
����� 
	 ��� Γ 	�����
�

Γ(x+ 1) = xΓ(x) �!"'+�

	
� x ∈ R� �� ��� �����

Γ

(
n+ 1± 1

3

)
=
∏

1≤m≤n

m± 1

3

(
±1

3

)
Γ

(
±1

3

)
. �!"'!�

)��� ������
� ���
 �
��� 	
� n = 0"  ������� ���
 �," �!"''� ������

B(η̃) = c1
∑
n≥0

[(
η̃3

9

)n
1

n!

(
Φ

−1
3
Γ
(−1

3

)
Γ
(
n+ 1− 1

3

) + η̃
1
3
Γ
(
1
3

)
Γ
(
n+ 1 + 1

3

)
)]

�!"'��

���� Φ = c0
c1

" -���� ��� �
��� ������ 
	 ��� �.�
������� 	�����
� e
η̃3

3 �
�/���� ���
�������
�� �� � 0�1
���� 	
� ��� �
��� ������ 
	 B(η̃) 	
� ���������� ���� n�∣∣∣∣ η̃33

∣∣∣∣
n
1

n!

∣∣∣∣∣Φ −1
3
Γ
(−1

3

)
Γ
(
n+ 1− 1

3

) + η̃
1
3
Γ
(
1
3

)
Γ
(
n+ 1 + 1

3

)
∣∣∣∣∣ <
∣∣∣∣ η̃33
∣∣∣∣
n
1

n!
. �!"'2�

$�



���� �����	 
�	�� �������� �	���� η̃∗

���� ����� ��	 n > n′
 ���	� n′ < ∞ �����
 ����� an =

∣∣∣∣Φ − 1
3
Γ(− 1

3)
Γ(n+1− 1

3)
+ η̃

1
3
Γ( 1

3)
Γ(n+1+ 1

3)

∣∣∣∣ �� � ��	�

�������� ��	 ���	� ����� ��� ��� η̃ ��� Φ� ����	���� �� ��� ����	��� �����	���� ����

��� ���	 !"
 ��� ����	 ��	��� ��	 B(η̃) �����	��� �#�������� ��� ����� ��� �����	����� 	�����
�� ��� ���������� �������� �� �������
 ���� ���� ������� ��	 B(η̃)$ rc = ∞� ���	���	� B(η̃)
	��	������ �� �������� �������� �� C�

%���� �� ��� &��� ���� ��� ����	 ��	��� �����	��� �#��������
 �� ��� ����� ����
 ��	'
	��������� �� �� 	��		�������� �� ��	��$

B(η̃) = c1Φ
∑
n≥0

(
η̃3

9

)n
1

n!

−1
3
Γ
(−1

3

)
Γ
(
n+ 1− 1

3

) + c1
∑
n≥0

(
η̃3

9

)n

η̃
1

n!

1
3
Γ
(
1
3

)
Γ
(
n+ 1 + 1

3

) . ()�!*+

,� ��� � Φ #� ����	���� ��� #�����	� ��������� B(η̃∗)
!
= 0$

Φ =
Γ
(
1
3

)
Γ
(−1

3

) η̃∗
∑

n≥0

(
η̃3∗
9

)n
1
n!

1

Γ(n+1+ 1
3)∑

n≥0

(
η̃3∗
9

)n
1
n!

1

Γ(n+1− 1
3)

()�!-+

���� Φ = Φ(η̃∗) �� � �������� �� η̃∗ ��� ���	���	� �� β� ��	����� ��.�	��������� �� ��� ()�!*+
����� �� ��� ����	 ��	��� ��	 B′(η̃)$

B′(η̃) = c1Φ
∑
n≥0

(
η̃3

9

)n
1

η̃

3n

n!

−1
3
Γ
(−1

3

)
Γ
(
n+ 1− 1

3

) + c1
∑
n≥0

(
η̃3

9

)n
3n+ 1

n!

1
3
Γ
(
1
3

)
Γ
(
n+ 1 + 1

3

) . ()�!/+

��� ��������� B′(η̃0)
!
= 0 ��� ����	���� ��� ()�!-+ ��	 Φ ������ ����� �� ��� ��	������ ����

����	����� η̃0$

η̃∗

∑
n≥0

(
η̃3∗
9

)n
1
n!

1

Γ(n+1+ 1
3)∑

n≥0

(
η̃3∗
9

)n
1
n!

1

Γ(n+1− 1
3)

= η̃0

∑
n≥0

(
η̃30
9

)n
3n+1
n!

1

Γ(n+1+ 1
3)∑

n≥0

(
η̃30
9

)n
3n
n!

1

Γ(n+1− 1
3)

. ()�!0+

���� �����	 
�	�� �������� �	���� η̃∗
,� ���� ��� ��	��	� � �����	 ��	��� �������� �	���� η̃∗
 ����� �� �� ����	��� ��	 �����
ζ
 ���� ��	 ��� ���� 1����� %���� �� &��� ���� B(η̃) �� �������� �� C
 ���� �����	 ��	���
�������� �	���� η̃ ��		������� �� �� �#�������� �����	���� ����	 ��	��� �	���� ���� �����
��� 	��	������ ��� ���� �������� �������� B(η̃)� ���	���	� ���� ��� �����	 ��	��� ��� #�
��.�	�������� ��	����� �� �#���� ��� ��	���������

,� ���	� #� ����#������� � 	���	���� ��	 ��� ��	�������� �� B(η̃)
 ���	� B(η̃) ��� B′(η̃)
�	� �	����� �� ��&����� �	�� B′′(η̃) = η̃B(η̃) �� �#���� ��	 k ≥ 3$

B(k)(η̃) = η̃B(k−2)(η̃) + (k − 2)B(k−3)(η̃). ()�2 +

��	 k = 3 ���� �� ��	���� #�
B(3)(η̃) = η̃B′(η̃) +B(η̃).

-!



�� ������� 	
��  ����
 ��
��� �������� �	 ��� ��
� ����
����� �������

�� �������	�
	��� �� ����� �� ��	
��

B(k+1)(η̃) = η̃B(k−1)(η̃) +B(k−2)(η̃) + (k − 2)B(k−2)(η̃)

= η̃B((k+1)−2)(η̃) + ((k + 1)− 2)B((k+1)−3)(η̃)

����� ������ �� �����

��� �
���� ������ ���
����� 
����� η̃∗ �� ����� ��

B(η̃) =
∑
n≥0

1

n!
B(n)(η̃∗) (η̃ − η̃∗)

n. �����

 �� 	� 	�� �����
�� �����	��� �� 
���!�

B(η̃∗) = 0. �����

 ������	�
	��� �" �� ����� ������

B′(η̃) =
∑
n≥0

n

n!
B(n)(η̃∗) (η̃ − η̃∗)

n−1 �����

=
∑
n≥0

n+ 1

(n+ 1)!
B(n+1)(η̃∗) (η̃ − η̃∗)

n . ���#�

$�		���

B′(η̃) =
∑
k≥0

akk (η̃ − η̃∗)
n ���%�


�� ���"��!��� 
 ��!�
����� �" ���&����	� ��	� �� ���#� ������ k = n+ 1 
�� 	���'

ak =
1

k!
B(k)(η̃∗). ���(�

)� ��	 a0 = 0* a1 = B′(η̃∗)* a2 =
1
2
B′′(η̃∗) =

1
2
η̃∗B(η̃∗) = 0* ��	� a1 ����� ��+���� )�	�

�� ����� �� 	����"��� ��	 	�� ���������'

ak =
1

(k − 1)k
(ak−3 + η̃∗ak−2) "�� k ≥ 3. ���,�

��� -��	 	��!� �" 	�� ���
������ 
�� ����� ��'

B(η̃) = B′(η̃∗) (η̃ − η̃∗)
(
1 +

1

6
η̃∗ (η̃ − η̃∗)

2 +
1

12
(η̃ − η̃∗)

3 +
1

120
η̃2∗ (η̃ − η̃∗)

4 + · · ·
)
���.�

B′(η̃) = B′(η̃∗)
(
1 +

1

2
η̃∗ (η̃ − η̃∗)

2 +
1

3
(η̃ − η̃∗)

3 +
1

24
η̃2∗ (η̃ − η̃∗)

4 + · · ·
)
. ���/�

,�



���� �������	
���	 �� η̃0 ��� ζ → ∞

���� �������	
���	 �� η̃0 ��� ζ → ∞
�� ���� �����	� 
� 
��� ��	
 ���� ��� �	���	�� η̃0 �������� ��	� B′ (η̃0) = 0 �	 �	� ������ 	�
�	��� ����������� �� ζ → ∞� �� �� �	��
	���� ���� ���� ����� 
��� �� ������ �������������
	� �	��� �������	�� ��� 	� �	��� ���������� ��� �� ������	�� ����� �	� ��� �	���� �	� 
����
ζ → ∞ �������� �� � �	��������� 
� 
��� �� ���� �	 
����

η̃0 = V(l) ������


��� V(l) ∈ C ��� η̃0 = η̃0(ω, β)� ���� �����	� �� ��� ��� �� �	���� �	� β �	 	����� ��
� ������	� �	� ��� �	��� ��������� �	���	�� β(l) �	 B′ (η̃0) = 0� ��������� 	� V(l)� !	�
�	�
��� �	���	�� 
��� x > x′ �� ��� ���� ��	
� �� �����	� "�# ���� 	��� �	���	�� ��$�����
�(βl) < 0 ���� �	 �� �	�������� �	� ��� ������ ������ 	� ��� �	���	� ��� �"�%&'�� ��� �����
	� ���� �����	� �� ������	�� ��� 
	�(��� �	��� �	� ��� �	������ 	� )*+ ��� +)*+�
,� ����� ���� �	� ζ → ∞ ��� �	���	�� β(l) ������ $����� ���� �� ���������� �������� �	�

��� !+ ����� �� ����� ��� ������� 	� �������� 	� ��� ��-��	� ���	�� �� ��$������ �����
���� �	����� ������ �� �������� �� ��������� ��-�������� ���� �� � ������� � ������
���� ������������� �� ��� ����	��� ����������� ∂c(t,x,z)

∂t |���� = − 1
τ
c(t, x, z) 	� ∂c(t,x,z)

∂t |���� =

−αzc(t, x, z)� ζ → ∞ ��������� ��� ����������� 	� ��� !+ ���������	� �� ��� )*+ 	�
+)*+ ���������	� 	� ��� ������� �	�������	� �	 ���� � ������� ���	 �	� ��� )*+ ���
+)*+� β(l) ��� �� ������ �	 ������ $�����
�� ��	�� ���	 �� �	��� ���� �	� ω → ∞ ��� ���������	� ����� z∗ = z∗(ω) 	� ��� ����

��	$�� �� �	������� �� ��� ������� ����	� ���� 	� � ����	��� 	��������	� 	� ��� ���� . 
���-���� �	���� 	� ��� �	���	��� ������	�� z∗ < ζ� ���� ��� ���� 	� ζ ���	��� �������$����
�	� ��� ���������	� 	� ��� �	���	�� ���� ��� �	���	� �� �	� ������� �� ζ → ∞� ���� ��
�������� �	���������	� 
� �	������ ���� � ��������	� �	 ��� ��-���� ������ �	� ����� ω�

���� ������� ���������� ��� �� ζ� 1

τ
	� α ���	�� �������$����� ��� ���	 �� ���������

�� ��� �	���	�� 	������� ��	� ζ → ∞� �� 	���� 
	���/ ��� ���������	� 	� ��� �	���	�
�� ��� ��-���� ������ �� ����������� 	� ��� �	��� ����� ��� �	��� ���������� ���	��
����������� �� kh ���	��� ��� ���� �������� ���	������ ��������� �� ��� �������� �	���� �	�
��� �����	���� ���� �ω = 0� ��� th = D

k2h
��� �	�����	����� � ������ ����� ���� th = tζ =

ζ2

D

�	� ��� !+� th ∝ τ p �0 < p ≤ 1� �	� ��� )*+� th ∝ 1
αp �0 < p ≤ 1� �	� ��� +)*+� ���

��-���� ������ �� ������� �� ωth � 1� ������	�� ��� ��������	� ω → ∞ �� ��������� �	
��� ��������	� ζ → ∞ 	� ��� !+� 
���� �� ��� �� ��������� �	 1

τ
→ ∞ �	� ��� )*+ 	�

α → ∞ �	� ��� +)*+�
!�	� ��� �"�&"� ��� ��� �"�&0� 
� ��� η̃∗ �	� ��� !+ �	� ζ → ∞/

η̃∗ → −iβ
1
3

(
λ

D

) 1
3

ζ �	� ζ → ∞ ����%�

���
|η̃∗| ∼ ζ �	� ζ → ∞. ����"�

���	����� �	 ��� �"�&'� ��� ��� �"�&1� ��� ���� ������� �	 ��� )*+� !	� ��� +)*+ 
�
	����� ��	� ��� �"�#�� ��� ��� �"�#"�

η̃∗ →
(
α + iβλ

D

) 1
3

ζ �	� ζ → ∞ ������

0�
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 ��
��� �������� �	 ��� ��
� ����
����� �������

����

|η̃∗| ∼ ζ ��� ζ → ∞. �	
	��

����� ��� ��� ������ �� ��� |η̃∗| → ∞ ��� ζ → ∞


��� �������� ���� ���� �� ���� �� ������ �� ��
 �	
	�� �� �� �������� ��� ���� ���� ��
��
 �	
 !� ��� |η̃∗| → ∞
 "��

f(η̃∗) = η̃∗

∑
n≥0

(
η̃3∗
9

)n
1
n!

1

Γ(n+1+ 1
3)∑

n≥0

(
η̃3∗
9

)n
1
n!

1

Γ(n+1− 1
3)

�	
	#�

���

f1(η̃∗) =
∑
n≥0

(
η̃3∗
9

)n
1

n!

1

Γ
(
n+ 1 + 1

3

) �	
	$�

f2(η̃∗) =
∑
n≥0

(
η̃3∗
9

)n
1

n!

1

Γ
(
n+ 1− 1

3

) �	
	%�

f(η̃∗) = η̃∗
f1(η̃∗)
f2(η̃∗)

. �	
	&�

'� ��� ���� ��������� �� ������� 	
 � f1(η̃∗) ��� f2(η̃∗) ���� �� �(��������� ������ �� �
��)������ �
�
 f1(η̃∗) ��� f2(η̃∗) �������� ����������
 ����� �� an� n ∈ N� ������� ���
�������� ����� �� �� ������ �� f1(η̃∗) �� f2(η̃∗)�

an = f
(n)
1/2(|η̃∗|), �	
	!�

��������� �� ��� ����� ���� � n′ ∈ N ��� q ∈ R� 0 ≤ q < 1 �(��� ����� ���� ��� ��� n > n′ ���
�������� an

a′n
< q �� ���*����
 "�� η̃∗ �� *(��
 ���� �� ���+��� �� ��� �������� (an)n∈N ��

�������� ���� ��� ��� n ��� ����� �� an ��������� ���� ���������� n �� ���� �� ��� ���������

��
∣∣∣ η̃3∗9 ∣∣∣n ��������� ���� ��� ��������� �� n!Γ

(
n+ 1± 1

3

)

 ,��� ��� ����� |η̃∗|� ����� ���� ��

� n0 ����� ���� ��� n > n0 ��� ����� �� an ������ ���������� ���� ���������� n
 ��� �����
an0 ���� �� ������ ��� �������� ���� �� ��� ���������
 -� ��������� ��� �������� ����
an0 �� ��� ����������� ��� � ��(�����

an0 > an0+1 �	
���

an0 > an0−1. �	
� �

���� ������ ��� ��� ����������

(n+ 1)

(
n+ 1± 1

3

)
≥ |η̃∗|3

9
�	
�.�

n

(
n± 1

3

)
≤ |η̃∗|3

9
. �	
�	�

%�



���� �������	
���	 �� η̃0 ��� ζ → ∞

����� ��� �		
����� �� ����� n ��� ����� |η̃∗|� ��	 ����	 ��

− 7

6
+

1

3
|η̃∗|

3
2 +

1

24

1

|η̃∗|
3
2

≤ n0 ≤ −1

6
+

1

3
|η̃∗|

3
2 +

1

24

1

|η̃∗|
3
2

��� Γ

(
n+ 1 +

1

3

)
������

− 5

6
+

1

3
|η̃∗|

3
2 +

1

24

1

|η̃∗|
3
2

≤ n0 ≤ 1

6
+

1

3
|η̃∗|

3
2 +

1

24

1

|η̃∗|
3
2

��� Γ

(
n+ 1− 1

3

)
. ������

�	 ������� ���� ���� ��� f
(n)
1/2(|η̃∗|) �� ����	� n0 ���

n0 =
1

3
|η̃∗|

3
2 − 1∓ 1

6
������

	
�� ���� ∣∣∣∣ η̃3∗9
∣∣∣∣ =
(
n0 + 1± 1

6

)2

. ������

����
	� ��� 	
 	�!
��� �����������	 ���� ��� ��� �������� �	 ���� �	 ��� ��� �������"
���� �� �� ��� �������# �	���
	� an ��� n0 ��� �������� ��� ���������� �� 	
�����
����� ��#� $� ���� ���� n0 /∈ N� 	��� ��� ��%���� �� n0 &���	  # ���# 1

3
 ������

�������� ��� ����������� �
� �� ��� ����� n0 �	 � � ���� �� ������ �
� �� � ���
	��	�� ���� ���� ���� ����	 ��&� �� ������ �	����� �� n0� ��
	 n = n0 + Δ� Δ ∈ Z�
'�	 	 ��		 �� 	��� ��� (���� �
����� �����	 ��� ��%���� �� ��� ���
��# ��	� ��� ����
�
� ��	� '�� (���� �
����� �	��� ���  � �����������  # )�����*	 ����
�� ���� ���
��	� ���� ��� ���� �
� ��	� $� ��� 	��� ���� ��� ����� |η̃∗| ��� 	���	 �� �������� ���
���������� ��� ����������  # �� ���� 	
� ���� 	 ��� ������� ���� n = 0� '�������� ��
���� �� � 	��
�� ���� n = 0 �� �&��
��� ��� ���� 	
��  
� �� ������ ���+ �� �,������	
Δ = n− n0� '�� ����� ���� 	 �����
��� ����� # ��	 �� �-
���� �� ��� �����������	
�� ��� ���	����� ���� ��� �
��� 	
�	�
)��� �� ��� �����	��� � ���  ���&�� �� f(η̃∗) ��� ����� |η̃∗|� �� ��� �		
�� n0 � 1 ��

 � ����� ���
�� � ����� ��  � ������� �� 
	� ��� )����� ����
��� 	�� .�+/01 �� .2��/01�(n
e

)n √
2πn < n! <

(n
e

)n √
2πne

1
12n . ����3�

2�� 	
4�����# ����� n ��� �����&� �����  �����	 	���� ���
��� 	
�� ���� �� ��# ������"
���� n! ∼

(
n
e

)n √
2πn�

n! ≈
(n
e

)n √
2πn. ����5�

�	�� ��	 ������������ �� ��� � �� �� ������6� an0 ���� ��� � 	��
�� 	���	 ��� ���	���
������	 �� ��� ����

an
an0

. ����/�

2�� ��� �������� ���	�������	 �� ��� �  ��&���

z = |η̃∗| ����0�

��� ���� ��� �������� �����������	 ��� δ
n
� 1� δ ∈ R7

(
1± δ

n

)n′

≈ e±δ n′
n e−

δ2

2
n′
n2 . ����8�

��



�� ������� 	
��  ����
 ��
��� �������� �	 ��� ��
� ����
����� �������

���� ��� �	 �		� 
�� ln
(
1± δ

n

)n′
= n′ ln

(
1± δ

n

) ≈ ±δ n′
n
− δ2

2
n′
n2 ����	 ln (1± ε) ≈ ±ε− ε2

2
�

��� n′ = n ���� ��	��� (
1± δ

n

)n

≈ e±δe−
δ2

2n . ������

�� ��	 ��	 �	������� �	 �	�

(
1± δ

n

)δ′

≈ e±
δ′δ
n e−

δ′δ2
2n2 ������

�� 
�� δ′ = δ (
1± δ

n

)δ

≈ e±
δ2

n e−
δ3

2n2 . ������

��	�

an =
1

n!

1

Γ
(
n+ 1± 1

3

) (z3
9

)n

������

=
1(

n
e

)n √
2πn

1(
n± 1

3

e

)n± 1
3
√
2π
(
n± 1

3

)
(
z3

9

)n

������

=
1

2π

1

n

( e
n

)2n± 1
3 1(

1± 1
3n

)n+ 1
2
± 1

3

(
z3

9

)n

������

≈ 1

2π

1

n

( e
n

)2n± 1
3 e∓

1
3(

1± 1
3n

) 1
2
± 1

3

e
1

18n

(
z3

9

)n

������

��	�	 	 � ����!� ��� "�	� �� ��	 ���� ��	#� $�����	���� 	 � ������% �	 �		 ���� 
�� n = n0

an0 ∼
1

n0

e2n0 . ����&�

'	 ��� ��� 
������(	 an0 % ��	����� 
�� ��	 �	����)	 ���	���

an
an0

≈ n
2n0+1± 1

3
0

n2n+1± 1
3

e2(n−n0)

(
1± 1

3n0

1± 1
3n

) 1
2
± 1

3 (
z3

9

)n−n0

����*�

��	�	 e
1

18n ≈ 1 ��� "�	�� +�����"���� Δ = n − n0% Δ ∈ Z ��� ���"��� |Δ| � n0% ��	
����	� 	 "����� �	���

an
an0

≈ n
2n0+1± 1

3
0

(n0 +Δ)2(n0+Δ)+1± 1
3

e2Δ

(
1± 1

3n0

1± 1
3(n0+Δ)

) 1
2
± 1

3 (
z3

9

)Δ

����!�

≈ 1

n2Δ
0

(
1 + Δ

n0

)2(n0+Δ)+1± 1
3

e2Δ
1± (1

2
± 1

3

)
1

3n0

1± (1
2
± 1

3

)
1

3n0

1
1+ Δ

n0

(
n0 + 1± 1

6

)2Δ

������

��



���� �������	
���	 �� η̃0 ��� ζ → ∞

����� ��� ���	
� �� ���� ���� ���� 1
1+ε

≈ 1 − ε ��� ��� �� Δ
n0

� 1 �� ��� �� ��� ����
1±( 1

2
± 1

3)
1

3n0

1±( 1
2
± 1

3)
1

3n0

1

1+ Δ
n0

= 1 +O
(

Δ
n2
0

)
≈ 1� ���� ��� ������ ��� ����	� ���

(
1 + 1

n0

)2Δ
≈ 1 + 2 Δ

n0

��� Δ
n0

� 1 �� ������

an
an0

≈ e
−Δ2

n0 e
Δ3

n2
0

(
1 + 2

Δ

n0

)
����	�

≈ e
−Δ2

n0 ������

����� ��� ������������ ∼ O
(

Δ
n0

)
��� ∼ O

(
Δ3

n2
0

)
���� ���� ��������� �� ��� ����� ����

 ��! �� � �������� ����
Δ3

n2
0

� 1. ������

 �� ��� ���� an
an0

������ � "����� ����������� ���� � #$$����� ������ Δ = 0� ��

��%�� ��� �����

Δ ∈
[
−
√
k · n0,

√
k · n0

]
����
�

� ��� ����� �$! ����� k = k(n0)! k ∈ R+ $�# ���� � $��� ���������� �� n0� &� �����
��� ��� �����'�$����� �� ��$��� �����! �� � �������� ���� ��� ����� n0 � 1

|Δ|3
n2
0

≤
(√

k · n0

)3
n2
0

� 1 ����(�

���
1 ≤ k � n

1
3
0 . ����)�

�� ��� K =
√
k · n0 �� ��� ���������� *����

K3

n2
0

� 1 ���
+�

��� ����� n0! ���
K

n0

� 1 ���
,�

����� �� ��$��- ���� ��� ����� �$ �� ��� ������� ����!

Si,1/2 =

n0+K∑
r=n0−K

an ≈ an0

K∑
r=−K

e
− r2

n0 ���
��

���# ��.�� �� ��� ������ an0 ��� ��� ��$������ ��� ��� ����$������! ��� �� ��� ������#
��.����� ������ �� ��� ��$����� ����' n0�
 �� ����� �$ ����� �� ��� ����!

Sa1,1/2 =

n0−K−1∑
r=0

ar ���
��

Sa2,1/2 =
∞∑

r=n0+K+1

ar ���
	�
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Sa,1/2 = Sa1,1/2 + Sa2,1/2. �����	


�� ��� ���� �� �� ����� ���� ��� ����� ��� Si,1/2 ���� ������ ���� ��� ����� ��� Sa,1/2

��� ���� n0 ��� ���� ��������� ��� ������ ��� �� ����������� �� ��� ����� ����

���������� �� �	� 
���� �� ��� �	� �������� �����

�� ���� �������� Sa2,1/2� ���� n ≥ n0 +K + 1 ��� ���� � � ���!�	 �� ��

an+1

an
=

1
(n+1)!

(
z3

9

)n+1
1

Γ(n+2± 1
3)

1
n!

(
z3

9

)n 1

Γ(n+1± 1
3)

����"	

=
1

n+ 1

1

n+ 1± 1
3

(
z3

9

)n

�����	

≈ 1

n+ 1

1

n+ 1± 1
3

(
n0 + 1± 1

6

)2

����#	

≤ 1

n0 +K + 2

1

n0 +K + 2± 1
3

(
n0 + 1± 1

6

)2

����$	

≤ n0 + 2

n0 +K + 2

n0 + 1± 1
6

n0 +K + 2± 1
3

���#%	

≤ (n0 + 2)2

(n0 + 2 +K)2
���#&	

=
1(

1 + K
n0+2

)2 < 1. ���#'	

(� ��� ���� ����
(
n0 + 1± 1

6

)
(n0 +K + 2) ≤ (n0 + 2)

(
n0 +K + 2± 1

3

)
� �����(−1± 1

6

)
(n0 +K + 2) ≤ (n0 + 2)

(±1
3

)
��� ����

(−1± 1
6

) (
1 + K

n0+2

)
≤ ±1

3
� )���� ����

ν = 1(
1+ K

n0+2

)2 �� ����������� �� n ��� an+1 ≤ νan� �� ������

an ≤ νn−n0−K−1an0+K+1. ���#�	

���� �*�� ��� ��� ����� ��� Sa2,1/2

Sa2,1/2 =
∞∑

n=n0+K+1

an ���#!	

≤ an0+K+1

∞∑
n=n0+K+1

νn−n0−K−1 ���#�	

= an0+K+1

∞∑
n=0

νn ���#"	

= an0+K+1
1

1− ν
. ���#�	

�#



���� �������	
���	 �� η̃0 ��� ζ → ∞

����� ��� 	
���� (1 + ε)2 ≈ 1 + 2ε ��� 1
1+ε

≈ 1− ε� ν ��� �� ������������ ��

0 ≤ ν ≈ 1− 2
K

n0 + 2
< 1 	
���

��� �� ���� ������
1

1− ν
≈ 1

2

n0 + 2

K
≈ 1

2

√
n0√
k
. 	
���

����� ��� ���� !��� ���� 	
�"# ��� 	
�"�

an0+K+1 ≤ e
−K2

n0 an0 = e−kan0 ≤ an0 , 	
��$

!� ��� ��� ��������

Sa2,1/2 =
∞∑

n=n0+K+1

an ≤ 1

2
an0e

−k

√
n0√
k
. 	
���

%� ��! �������� Sa1,1/2� &��� n ≤ n0 −K − 1 ��� !��� ��� 	
�'� !� ��� �����������
�� (�� Sa2,1/2

an
an+1

≈ (n+ 1)
(
n+ 1± 1

3

)
(n0 + 1± 1

6
)2

	
��)

≈ (n0 −K)
(
n0 −K ± 1

3

)
(
n0 + 1± 1

6

)2 	
��


≤ (n0 + 1−K)2

n2
0

=

(
1− K − 1

n0

)2

< 1. 	
��'

*����� ν ′ =
(
1− K−1

n0

)2
< 1 �� ����������� �( n ��� an ≤ ν ′an+1� &���

an ≤ an0−K−1ν
′n0−K−1−n 	
��#

��� �� ���� ������

Sa1,1/2 =

n0−K−1∑
n=0

an 	
��"

≤ an0−K−1ν
′n0−K−1

n0−K−1∑
n=0

ν ′−n 	
���

≤ an0−K−1ν
′n0−K−1

∞∑
n=0

ν ′−n 	
���

= an0−K−1ν
′n0−K−1 1

1− ν ′ 	
���

≤ an0−K−1
1

1− ν ′ 	
��$$

��



�� ������� 	
��  ����
 ��
��� �������� �	 ��� ��
� ����
����� �������

����� ν ′n0−K−1 < 1 ��� ���� 	��
� ν ′ ��� �� ���������
 ��

ν ′ ≈ 1− 2
K − 1

n0

�������

��
 �����
1

1− ν ′ ≈
1

2

n0

K − 1
≈ 1

2

√
n0√
k
. �������

�� ����

an0−K−1 ≤ e
−K2

n0 an0 = e−kan0 ≤ an0 �������

��
 ���������� �������	��� �� ��� Sa2,1/2� �� ������

Sa1,1/2 =

n0−K−1∑
n=0

an ≤ 1

2
an0e

−k

√
n0√
k
. ����� �

!�������� ���	���� �� ���� ��� ��������� ���������� ��� ��� �	��� �	�"

Sa,1/2 = Sa1,1/2 + Sa2,1/2 ≤ an0e
−k

√
n0√
k
. �����#�

$��� ���	�� ����� ���� ��� �	��� �	� 
���
� �� ��� �	���� �� �������� ����� ∝ √
n0

�������	���� �� ��� �	� ��
 ���� ��� ����� ����� �� ��� ��	�
����� �� ��� ����� �	�

������ ��� e−k ��������� $�	�� �

��
� ����� �� n = 0 ���� ���� ������ ��%	���� �� ���
���������� ��� ��� �	��� �	�� ����� ���&��� ���� �������� 
�'������� ������� ��
���� ���
�� ���������� ����� (	���&�� �� 	�� n /∈ N ��� ��� �������������

���������� �� �	� 
���� �� ��� �	� ������� ������

�� ���� ��� ����������� ��� ����� �	�

Si,1/2 =

n0+K∑
r=n0−K

an ≈ an0

K∑
r=−K

e
− r2

n0 �����)�

��
 �����* ����
K∑

r=−K

e
− r2

n0 = 2
K∑
r=0

e
− r2

n0 − 1. �����+�

,�������� �� ��� �����
∑K

r=0 e
− r2

n0 =
∑K

r=0 e
− r2

n0Δr ���� Δr = 1� -� ������� r′ = r√
n0

��

��� Δr′ = Δr√
n0

= 1√
n0

���� Δr′ → 0 ��� n0 → ∞� $��������� ��� �	�
∑K

r=0 e
− r2

n0 ��� ��

���������
 �� �� �������� ��� ����� n0 �� �������"

K∑
r=0

e
− r2

n0 ≈ √
n0

∫ K√
n0

0

e−r′2dr′ =
√
n0

∫ √
k

0

e−r′2dr′. �����.�

/���� k ≥ 1 �� ����

√
n0

∫ √
k

0

e−r′2dr′ ≥ √
n0

∫ 1

0

e−r′2dr′. �����0�

.�



���� �������	
���	 �� η̃0 ��� ζ → ∞

∫ 1

0
e−r′2dr′ ��� �� �����	
��� ��
� ��� ��������� ����� �����
�� ���� ��+����� �� ��
� ���

����	���
�
��∫ 1

0

e−r′2dr′ =
∫ 1

−∞
e−r′2dr′ −

∫ ∞

0

e−r′2dr′ ≈ √
π (0.9207− 0.5) ≈ 0.7457 ≈ 3

4
. �������

��������� �� ��

Si,1/2 ≥ an0

(
3

2

√
n0 − 1

)
≈ an0

3

2

√
n0. �������

 �	���
� 
���� ��� ����� ��	 �
����

Si,1/2

Sa,1/2

≥
3
2

√
n0

e−k
√
n0√
k

=
3

2

√
kek. �����!�

"� ��� ���� ������ 
� �� ������ k �� n0 
� � ��� ���� �#� ���$%� 
� ��� &
������� ���
�����'
	��
��� ��	�
� &��
�� (� ��� ���
����
��

k = f · n
1
6
0 �������

�
�� � �������� f � ���� �#� �����!� �
&���� �
�� 
������
� n0� 
��� ��� 
���� ��	 
������)

��� ��	
����� �&�� ��� ����� ��	�

���������� �� �	� 
���� �� ��� �	� ������� �����

*�� ���&
��� ���
	��
��� �� ��� 
���� ��� ����� ��	� ���� ����� �� ��� �������� ���
���
(� ��� ����
��� ��� ��	���' ���
�� 
�

η̃∗ = zeiϕ∗ �����+�

�
�� ϕ∗ ∈ [0, 2π)� ,�� S̃ ������ ��� ��	� ����� �� ��� ��	���' ���
�� ���

ãn = f
(n)
1/2 (η̃∗) . �����-�

.
��� ∣∣∣∣∣
∑
n

ãn

∣∣∣∣∣ ≤
∑
n

|ãn| =
∑
n

an �����$�

��� ���
	��
�� �� ��� ����� ��	 ��� ��� �������� ���
�� ��� �� ����
���

∣∣∣S̃a,1/2

∣∣∣ ≤ an0e
−k

√
n0√
k
. �����/�

���������� �� �	� ����� �� ��� �	� ������� �����

��� ��� ����� 	
� �� ���� ���

an
an0

=

∣∣∣∣ ãnãn0

∣∣∣∣ ≈ e
−Δ2

n0 �������

��



�� ������� 	
��  ����
 ��
��� �������� �	 ��� ��
� ����
����� �������

���� Δ = n − n0� �� ��� ϕ (ãn0) = ϕ0 + 3n0ϕ∗ ���� ϕ0 ∈ [0, 2π) 	
� ϕ0 �= 0 �� n0 �= N�
��
 ϕ(ãn) = ϕ0 + 3nϕ∗ ��
�� n − n0 ∈ Z� �� ϕ∗ = 0 ���
 	��� ϕ0 = 0 ��
�� η̃∗ ∈ R 	
�
ãn0 ∈ R �
 ���� �	��� �� �	
 �����

S̃i,1/2 =

n0+K∑
n=n0−K

ãn = ãn0

n0+K∑
n=n0−K

ãn
ãn0

�������

= ãn0

n0+K∑
n=n0−K

an
an0

ei3ϕ∗(n−n0) �������

≈ ãn0

K∑
r=−K

e
− r2

n0 ei3rϕ∗ �������

= ãn0

K∑
r=−K

e
− r2

n0 cos (3rϕ∗) �������

= ãn0

(
2

K∑
r=0

e
− r2

n0 cos (3rϕ∗)− 1

)
�������

����� ��� ��	��
	�� �	�� �	
����� �� � ������
� ��� �������� �� ��� �!� ���� ��� ���

�!
����
 sin (3rϕ∗)"
∑K

r=−K e
− r2

n0 sin (3rϕ∗) = 0�

�
 ��� �������
�" ��� �!�
∑K

r=−K e
− r2

n0 cos (3rϕ∗) ���� �� ����!���� ��� ϕ∗ �= 0� �� 
���

��	� ��� ����� rw �� ��� �!
����
 h(r) = e
− r2

n0 �
���	��� 	�
√
n0" rw =

√
n0

2
∼

√
n0� #��

�!����
� ��� �!�" e
− r2

n0 �� �	����� 	� �$!�����	
��� �������!��� ���
�� r 	
� ��� �	�����
	�� �������� �� cos (3rϕ∗)� %�
�� K =

√
kn0" �
���	��
� n0 ������� �
���	��
� ��� 
!����

�� �	����
� ���
��� #�� k = 1" ��� ����� �� ��� �!
����
 �� �
���	��� �� ��� �	�� � ��
�"
����" ��� �!
����
 �� ��������� ���	���� �� ��� �	����
� ���
�� 	
� ��� �
���	��� 
!���� ��
�	����
� ���
�� �� ��$!���� �� &��� ��� �	
�� �� ��� �	����
� ���
�� ��
��	
� ���	���� ��

��� �!
����
 ��
 ����� �� �	���� !
��� e
− r2

n0 = e−1�� ��������" 	� �	�� �	����
� ���
� ���

��	���
� �� ��� �!
����
 �����	���� %�
�� k �= 1 �!� k = fn
1
6
0 " ��� �	
�� �� �	����
� ���
��

���	���� �� ��� �!
����
 �
���	��� ���
 �
���	��
� n0 ��	����� ��	�� !
��� e−k < e−1�� '��(

����" ���	!�� ��� ��������
� �	�� ∼ n
1
2
0 �� �	���� ��	
 ��� � ��
���
 �	�� �� ��� �	����
�

�	
�� ∼ n
1
6
0 " 	��� 	� ��� �!��� �	����
� ���
�� ��� ��	���
� �� ��� �!
����
 ���� �����	��

	� n0 �
���	���� ��� �� �	����!�	��� ��� �	��" ��
�� r = ±rw 	�� ��� �
)�����
 ���
�� ��
h(r) 	
� ��� r > |rw| h(r) ����
� �� )	���
" ����" |f ′(r)| �����	��� ���� �
���	��
� r� *
 ���
����� �	
�" ��� ������ �!
����
 cos (3rϕ∗) �� 
�� �
)!�
��� �� n0� ��� ��	
�" ��	� ���

��	���
� �� e
− r2

n0 ������� ���
�+�	
��� ��	���� 	� ����	��� �� ��� ��� ��	���
� �� cos (3rϕ∗)
��� �!,���
��� �	��� n0 �����
��
� �
 ϕ∗�" �
����
��
��� �� r ���� +�� ����� ��������" ���
�!� �� ��� �������� �	����� ������� �
����
��
� �� ϕ∗ 	� n0 → ∞� �� ϕ∗ > 0" ��� ������
�!
����
 �	
 ���
�!	��� �� ����	��� �� (−1)r�

-��� ����	���" �� �	
 ��	��
 	� �������� #������" ��� �	����
� �	
�� K ∝ n
1
2
0 n

1
6
0 = n

2
3
0

��	���� ����
� ��� ����� rw ∝ n
1
2
0 �� ��� �!
����
 h(r)� ��������" h(K) = e

−K2

n0 ∝ e−n
1
3
0 →

.�



���� �������	
���	 �� η̃0 ��� ζ → ∞

0 ��� n0 → ∞� �����	
�� � ���� cos (3rϕ∗) = cos (2π r
P
) ��� 2π

P
= 3ϕ∗ ����� ��� �������


����������� ������� 
��� �� ������
��� � ��� ������ ϕ∗ > 0� ���� 0 < P < ∞� ��� ���
��

���� �����	�������� � ������ P ∈ Q� ���� ����� ������ q ∈ N ����� ���� q �� ���
���

��� ������
 ������ ����� � �����	 �� cos (2π r

P
)� ���� q

P
∈ N� �� P ∈ N� ���� q = P � ��

��� ����� q �� ��	����	��� �� n0�

 � ���������� n0� ��� ������ �� �����	� ����� r ∈ [0, K] ���������� ��� ����� �����	

���� r ∼ K ��� �� ������
���� !��"��� ����� h(r) 	�������� ∼ e−n
1
3
0 � ��� ������������ ��

��� ���
∑K

r=−K h(r) cos (2π r
P
) ��� �� ���
����	 �� n0 �� ������ ��#�����
� 
����� ���������

� ��� ����������� �� ��� ����� ����
��� �����	�� �� �� ����������� �� �� �	$�����
�����	� %� 	���
� �����	& ��� �� �"�� ������ �� ����
��� ������ ������  � ��
������ n0

� ��� �����"� ���� ��� ���� ��'�

g(r) = h(r)− h(r + 1) = e
− r2

n0

(
1− e

− 2r+1
n0

)
%(�)*+&

������� ��	����	��� �� r ����� � �����	���	 	���
� �����	� �� ��� ���� � ,��� ����

r � K ∼ n
2
3
0 � ����

2r+1
n0

� 2n
− 1

3
0 � 1� ����������

g(r) ≈ e
− r2

n0
2r + 1

n0

%(�)*-&

��	

g′(r) ≈ 2

n0

e
− r2

n0

(
1− r

n0

(2r + 1)

)
%(�)*.&

��� g′(r) � 4

n
2
3
0

����� e
− r2

n0 ≤ 1 ��	 r � n
2
3
0 � !����� �� ���������� n0� ��� "�������� ��

g(r) ����� ��� 	���
� �����	 ��� �� 	�������	 ��
� ��� ��"�� ����	���� /��� ���� ���
������� �� g(r) �� ��"�� �� r′ 	�,��	 �� g′(r′) = 0� 
��	��� �� r′ ≈ rw ��� g(rw) ≈
e−

1
2

√
2
n0
%�� �� � �������� �� g(r → 0) → 1

n0
< g(rw) ��	 g(r → ∞) → 0 < g(rw)&� ����

���� ����� ���� ��� ���
∑K

r=−K h(r) cos (2π r
P
) �� 	�������	 �� ������������� ��� r ∼ rw

��	 ������������� ��� r ∼ K ��� �� ���
����	�

0�� �� r0 = Nq� r0 ≥ 0 �� ��� ,��� ����
��� ����� �� � �����	� �� ��"� cos (ϕ0 + 2π r0
P
) =

1 ��	

r0+q−1∑
r=r0

cos (ϕ0 + 2π
r

P
) =

q−1∑
s=0

cos (ϕ0 + 2π
s

P
) %(�)*1&

=
1

2

(
q−1∑
s=0

eiϕ0ei2π
s
P +

q−1∑
s=0

e−iϕ0e−i2π s
P

)
%(�)*2&

=
1

2

(
eiϕ0

1− ei2π
q
P

1− ei2π
1
P

+ e−iϕ0
1− e−i2π q

P

1− e−i2π 1
P

)
%(�)*3&

= 0. %(�)(4&

2(



�� ������� 	
��  ����
 ��
��� �������� �	 ��� ��
� ����
����� �������

��������� �� ��	�

q−1∑
s=0

s cos (as) = �
(

q−1∑
s=0

seias

)

����

= �
(

q−1∑
s=0

−i
∂

∂a
eias

)

�����

= �
(
−i

∂

∂a

q−1∑
s=0

eias

)

�����

= �
(
−i

∂

∂a

1− eiaq

1− eia

)

�����

= �
(−qe−iaq (1− eia) + eia (1− eiaq)

(1− eia)2

)
. 
�����

��		��� a = 2π
P

� �� ��	���

q−1∑
s=0

s cos (as) = �
(
−q

1

1− ei2π
1
P

)
= −q

2
. 
�����

��� �� �������� 	�� ���
∑r0+q−1

r=r0
e
− r2

n0 cos
(
2π r−r0

P

)
���� ��� ������ r ∈ [r0, r0+ q−1] ���

�� ������ 	��	 g(r) ≈ δ �� ����	��	 ��	��� 	�� ���� � ������ r ∈ [r0, r0 + 2q − 1]�� !����
	�� �������� ���� 	�� �� ��	���

r0+q−1∑
r=r0

e
− r2

n0 cos
(
2π

r

P

)
≈

q−1∑
s=0

(
e
− r20

n0 − sδ

)
cos
(
2π

s

P

)

���"�

= −δ

q−1∑
s=0

s cos
(
2π

s

P

)
= δ

q

2
. 
���#�

$% �� �������� ��	 ���� � �������� �� ���� r0 ∈ 2N� &� 	�� �	��� ���� �� ��	

r0+2q−1∑
r=r0

e
− r2

n0 (−1)r =

2q−1∑
s=0

e
− (r0+s)2

n0 (−1)s 
���'�

≈ δq. 
���(�

)��� ����� 	��	 %�� ��*����	 +  ���� n0�

r0+2q−1∑
r=r0

e
− r2

n0 cos
(
2π

r

P

)
≈

r0+2q−1∑
r=r0

e
− r2

n0 (−1)r 
����

� e
−

r20
n0 − e

−
(r0+s)2

n0 = e
−

r20
n0

(
1− e

−
2r0s

n0 e
− s2

n0

)
� ����� s � r0 � n0� �� 	
���� e

−
r20
n0 − e

−
(r0+s)2

n0 ≈

s · 2r0
n0

e
−

r20
n0 ≈ s · δ�

#�



���� �������	
���	 �� η̃0 ��� ζ → ∞

��� ����� �	�� �

���� �� ��� ����� 
������ ��� ������ �	� ����������� �� �� �����
����
���� 
����� ��� �� ��������� �� ���
���� �� �	� ���
���� ����� ����� 
������� �� ������
������ �	� ��
������ �����

lim
n0→∞

K∑
r=0

e
− r2

n0 cos (3rϕ∗) =
K∑
r=0

e
− r2

n0 (−1)r. �������

�� P = 2π
3ϕ∗

∈ R \ Q� P ��� �� �

��������� �� �������� ������ �� �� ��������� 
���� 
����� !���� ��	 � �������� ����� ������� �� P � �	� 
��"��� ��������� ��� �� ��
������
#	������� �� ����� �	�� �$� ������� ���� �

���� ��� �	� ���� P ∈ R \Q�

�� �	� ���������� �	� ����� ��
∑K

r=0 e
− r2

n0 cos (3rϕ∗) ��� �	� ���
��� ������ �ϕ∗ > 0� ����

�� ���
���� �� �	� ���� ��� ���� �	� �

���������� ��� ����� n0�
∑K

r=0 e
− r2

n0 cos (3rϕ∗) ≈∑K
r=0 e

− r2

n0 (−1)r�

%� ���� �	� ���� �� ��� K �K ∈ 2N+ 1� �� ����������� #	��

s1 =
K∑
r=0

e
− r2

n0 (−1)r �������

=

K−1
2∑

r=0

(
e
− (2r)2

n0 − e
− (2r+1)2

n0

)
�������

=

K−1
2∑

r=0

e
− (2r)2

n0

(
1− e

− (4r+1)
n0

)
�����&�

≈
K−1

2∑
r=0

e
− (2r)2

n0
4r + 1

n0

�����'�

=
1

n0

K−1
2∑

r=0

e
− 4r2

n0 Δr +
4

n0

K−1
2∑

r=0

e
− 4r2

n0 rΔr. �����(�

)� 	�"� ��� e
−(4r+1)

n0 ≈ 1 − 4r+1
n0

����� r
n0

≤ K
n0

= f
1
2n

− 5
12

0 � 1 ��� Δr = 1� *� ��������

���������� r′ = r 2√
n0

�� ��� Δr′ = Δr 2√
n0

� �������� �� ��
���� �	� �� �� �� �������� ���

����� n0+

s1 ≈ 1

2
√
n0

∫ K−1√
n0

0

e−r′2dr′ +
∫ K−1√

n0

0

r′e−r′2dr′. �����,�

-����� �	�� K−1√
n0

=
√
k − 1√

n0
≈ √

k ≥ 1 �� ��� �������� s1 ��

s1 ≥ 1

2
√
n0

∫ 1

0

e−r′2dr′ +
∫ K−1√

n0

0

r′e−r′2dr′. �����.�

%� 
��"������ �� 	�"�
∫ 1

0
e−r′2dr′ ≈ 3

4
������ ��������� *� ���������� u = r′2 �� ������

,&
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e−

r
2

n
0
��

�
co
s
(3
rϕ

∗)
��
�
�
��

��
��

��
��

�
��
�
�
��
�
�
��

e−
r
2

n
0
·c
os

(3
rϕ

∗)
��
��

��
��

��
��

��
�

n
0
1
=

10
0
��
��
��

��
�
n
0
2
=

10
00

��
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���� �������	
���	 �� η̃0 ��� ζ → ∞

∫ b

a
r′e−r′2dr′ = 1

2

∫ b2

a2
e−udu = −1

2

(
e−b2 − e−a2

)
� ������

s1 ≥ 1

2
√
n0

∫ 1

0

e−r′2dr′ +
∫ K−1√

n0

0

r′e−r′2dr′ ���	
��

≈ 3

8

1√
n0

+
1

2

(
1− e

−
(

K−1√
n0

)2
)

���	
	�

≈ 3

8

1√
n0

+
1

2

(
1− e−k

)
. ���	
�

��� ��� ���� �� ���� K �K ∈ 2N�� �� ���� ���� �� ��������� �� ��� ���	����

s2 =
K∑
r=0

e
− r2

n0 (−1)r ���	
��

= s1 + e
−K2

n0 = s1 + e−k. ���	
��

 ��������

s2 ≥ 3

8

1√
n0

+
1

2

(
1 + e−k

)
. ���	

�

!� ��� ��� ��""����� ���������� ��� ��� ����� �#�$

∣∣∣S̃i,1/2

∣∣∣ ≥ an0

∣∣∣∣34 1√
n0

± e−k

∣∣∣∣ . ���	
%�

&��� ���� ��� �#'�����"� "���� n0� ��� �#� ��"" �� (�������( �� ���
1√
n0
����� ����� k ∼ n

1
6
0 �

����� e−k ���� �)��������""� �� *����  ��������

∣∣∣S̃i,1/2

∣∣∣ ≥ an0

(
3

4

1√
n0

− e−k

)
. ���	
+�

�������

,�������� ����� ��( �#��� �#�� �� ��� ����"�) ������ ���"(�∣∣∣S̃i,1/2

∣∣∣∣∣∣S̃a,1/2

∣∣∣ ≥
an0

(
3
4

1√
n0

− e−k
)

an0e
−k

√
n0√
k

���	
-�

=
3

4

1

n0

√
kek −

√
k√
n0

���	
.�

≈ 3

4

1

n0

√
kek ���	%��

�����
√
k√
n0

∼ n
− 5

12
0 �  ��������� ��� n0 → ∞� ��� ����� �#� �)��������""� (�������� ���� ���

�#��� �#��  ��� �"�� ���"��� ��� ��� ���		� �� ���� ϕ∗ = 0� ������ �"" �#����#��� ����������
���"� ��(����(���"� �� ϕ∗�  �� (�������� �� ��� ����� �#� /#���0�� ��� ��(#����� �� ���

-+



�� ������� 	
��  ����
 ��
��� �������� �	 ��� ��
� ����
����� �������

������ �� �����	
�� 	�� �������	
�� 
� 
�� 
���� �� 
�� ����� �� 
� �����
��	
� 
��
	����
�
�� ���	�����
��������� 
�

S̃i,1/2 ≈ ãn0

K∑
r=−K

e
− r2

n0 ei3rϕ∗ �������

�� ���� 
�	
 
�� ��������� �� 
�� ����� �� ��� 
�� �����	
�� 	�� �������	
�� ������
������ 
� 
�� ��������� �� 
�� �����	
��� 
��� ãn0 �� 
� 
�� ��������� �� n0 ��
� n0,1

��� 
�� �����	
�� 	�� n0,2 ��� 
�� �������	
��� ��
 ãn0,1 ����
� 
�� �����	
��� 
��� ��

�� �����	
�� 	�� ãn0,2 
�� �����	
��� 
��� �� 
�� �������	
��� 
��

S̃i,1 ≈ ãn0,1

K∑
r=−K

e
− r2

n0,1 ei3rϕ∗ �������

S̃i,2 ≈ ãn0,2

K∑
r=−K

e
− r2

n0,2 ei3rϕ∗ . �������

 �
� 
�	
 ϕ∗,1 = ϕ∗,2 = ϕ∗ ��� �����	
�� 	�� �������	
�� 	�� 
�	
 e
− r2

n0±δ ≈ e
− r2

n0

(
1∓ δ

n0

)
=

e
− r2

n0 e
± δr2

n2
0 ≈ e

− r2

n0 � ��
 ��
���

n̄0 =
1

3
|η̃∗|

3
2 − 1 �����!�

n0,1 =
1

3
|η̃∗|

3
2 − 1− 1

6
= n̄0 − 1

6
�����"�

n0,2 =
1

3
|η̃∗|

3
2 − 1 +

1

6
= n̄0 +

1

6
�������

	�������� 
� �#� ���!!�� $��� �� ������� ��������	
���� ����� 
�	
 ��� %	��� |η̃∗| �� ��

f1(η̃∗)
f2(η̃∗)

≈ ãn0,1

ãn0,2

�����&�

=

(
η̃3∗
9

)n0,1

(
η̃3∗
9

)n0,2

n0,2!

n0,1!

Γ
(
n0,2 + 1− 1

3

)
Γ
(
n0,1 + 1 + 1

3

) �����'�

=

(
η̃3∗
9

)− 1
3
(
n̄0 +

1
6

)
!(

n̄0 − 1
6

)
!

Γ
(
n̄0 + 1− 1

6

)
Γ
(
n̄0 + 1 + 1

6

) �����(�

�����
(
n̄0 +

1
6

)
! = Γ

(
n̄0 + 1 + 1

6

)
	��

(
n̄0 − 1

6

)
! = Γ

(
n̄0 + 1− 1

6

)
� $�������� �� ��
	��

f1(η̃∗)
f2(η̃∗)

≈
(
η̃3∗
9

)− 1
3

= 3
2
3
1

η̃∗
. ����&)�

$��� *�	%%� ���%�� 
�� �����
	�
 ���%
 ��#� ����'��

lim
|η̃∗|→∞

f(η̃∗) = 3
2
3 ����&��

''



���� �������	
���	 �� η̃0 ��� ζ → ∞

�� ���� ��	 
�	��

η̃0

∑
n≥0

(
η̃30
9

)n
3n+1
n!

1

Γ(n+1+ 1
3)∑

n≥0

(
η̃30
9

)n
3n
n!

1

Γ(n+1− 1
3)

!
= 3

2
3 
�	����

���� ����� �� ��� ����������� ���� ��� ζ → ∞ ��� ����� ��� η̃0 ������ ������ �� ��� �����
���������� ��� �� ������ � ������� ������ 

η̃0 = V(l) ∈ C. 
�	����

��� ����� l ∈ N! l ≥ 0 ��������� ���� ����� ��� ������� ��������� ��� ��	 
�	����	 "�
�������# ��� ������ �� η̃0 ����� � $���� ������ �� �����! � ���������� �� η̃0 �� �������� ����
��� �� ������ �����������	 %�� ���#�

∣∣V(l)

∣∣ �� �������� ���������� ���� �� ������� �� ��� ����
�������	 &� ���� ����� ���� ���� V(l) ∈ R− ��� ���� ����������� ������� ��� ������������
�� ��� ����� ���������	 '��� ���������! ��� ������ ���$����# |η̃∗| → ∞! ��	 
�	���� �(��� �
����������� �� ��������� ��� ��������� β(l) ���� ��� ��������� η̃0 = V(l)! ����� �� ���� �������
���� ��� �������� ���������� B′(η̃0) = 0 ��� B (η̃∗) = 0! ���� ��� �� ��	 
�	��	

)





�� ������� 	
�� � ���
�������� �	

��� ��
� ����
����� �������

�� ���� ���	�
� �
 �� ���
 ���
 �
���� ���� ��
 ���
� �� �� �		���������� �� ��
 ����
���
�
���� 
������� ∂2B

∂η̃2
= η̃ · B(η̃) ���� ��
 �������� ��������� B(η̃∗) = 0� �� �� �


����� ���� �� ���
 |ζ| → ∞ ��
 �		���������� �
���
� �
��
� ��
 ���
� |η̃| �
���
��

�
 ���
 ����� ���� η̃0 → V(l) ∈ C �l ≥ 0�l ∈ N� ����� ���� ��
 ��������� B
′
(η̃0)

!
= 0 ��

|ζ| → ∞ ��

 �
�����  � �� �� �� �
 ����� ���� η̃0 → V(l) ∈ R− ��
������  � ��� !�"�"� ���
���
����� ��
 #��� ������� ���
�� V(l) �� �
 �
�
����
�� �
�����$��� ����

∣∣V(l)

∣∣ �����
���� l� %���
 ���
����� �� �
���
� �
����� �� �
�
����
 ������� ���
�� ��� ���
 l� ����

��� �� ��
 ��
� �� �
�
����
 V(l) ��� ���
 l ���� ���
����� η̃0 = V(l) �� ��
 �		�������


�������� ������
� ��� B
′
(η̃) ��� �
������� B

′
(V(l))

!
= 0� �� �� �
 �
�
�
� ���� V(l) ≈

−
[
3
2
π
(
k + 1

4

) ] 2
3
� ������ ��� �� 
�	������ �� ĉ(ω, x, z = 0) ��� ��
 %�����
 &
�
�� '��


�%&'� ��� ��
 '���#
� %�����
 &
�
�� '��
 �'%&'� �	 �� ���� ������� ���
�� �����
�
���
� �	
��#��� ��	������ ��� ���� ������� �� ��
 �������� �� ��
 �
�� �����
� ��
� �
��
��
 ��
� ��	�� 	��������

(� ��
 ���
� ���� �
 �� ��
 ��
 �		���������� �� B(η̃) �� 	�
	��
 �� �		���������� ��
��
 )�� '��
 �)'� �� ��
 �����
�� ��
��
��� �
���
 ��
�
 ��
 �
�� 
������
 	���
��
��� ���� ��
 �
����
�
�� ��������
� β1 ��� β2 ��
 �������
� �� ��
 �����
�� ���

	����
�
� ζ� �� �� �
 	����
� ��� ���� �
�� ��
 �����
�� �
���
 ��
 ������� �
�����

����* |η̃0| ≈
∣∣∣π2 u0

λ|ζ|

∣∣∣ 23 � +��� �
��� ���� ��
 ���
� |ζ| �
���
�� �
��
 ��
 �
��
� ��


��
�� u(z) ���
 �� ��#
� �� ��
 ���
� ��
 �������
 ���� ��
 �������
 ��
��
��� �
���

�
���
� ���� �� �
���
� ��� |ζ| → ∞� ��
 ���
� |η̃0| �
��� ������ ��
 �		���������� 
����
��� B(η̃) �� ��
 �����
�� �
���
 ��������
� �� |η̃| ������ +��� ���� ��� ��
 �
�������� ��

��
 ������� �		�������
 �
����� ��� ��
 �
�
��������� �� β ���� ��
 ��������� B
′
(η̃0)

!
= 0*

tanh
(

2
3

(
η̃

3
2
0 − η̃

3
2∗
))

≈ 4η̃
3
2
0 � ����
����� |ζ| �� ����
����� ω �
��� �		�������� ��
 �������


�
���
� %���
 ��� ��
 )'� λ|ζ|
u0

� 1 �� �
����
� ��
 �� ��
 �����	���� �� � ��
�� u(z) ���
�
��
 ��� ���	����
 ���������� �� ��
 �������
 �
���
 ��� �
 �����	���
� �� ����
����� ω
�� ωtζ � 1 ��
�
 tζ = tζ(ζ, λ, u0) �
���
� ��
 �����
�� �
�� 
������
 ���
 �� ��
 )'� ��
��
 ���
 ���
	
��
�� �������
 �
���
� ���
�
�� �
 ,��� ���� η̃0 = V(l) ��� V(0) ∝ −1�
+�
�
���
 ��
 )' �		���������� ��
�,� ���� ��
 ���������� ���� ��
 �����
�� �� ��

�������
 �
���
 ��
� |η̃0| �
��
��
� ��� �		�����
� 1�

-.
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���� ������	
��	� ��� ��� �	�� �	�����	�� �����	�

�� ���� ��		 
���	� �� ����������� ��� ��� ���� 
���������	 ��������

∂2B

∂η̃2
= η̃ · B(η̃) �����

���� ��� ����
��� ���
�����
B(η̃∗) = 0. ��� �

�� � �������! ���� �� ��� ��� ������

B±(η̃) = A0,± · e±iS±(η̃) ���"�

����� A0,± �� � �������� ��
 S±(η̃) �� �� ��������� ��������� #���

B
′
±(η̃) = ±iS

′
±(η̃)B±(η̃) �����

��


B
′′
±(η̃) =

[
± iS

′′
±(η̃)−

(
S

′
±(η̃)

)2 ]
B±(η̃) ���$�

!
= η̃B±(η̃). ���%�

&� ��		���

± iS
′′
±(η̃)−

(
S

′
±(η̃)

)2
= η̃ . ���'�

(�� ���
R±(η̃) = S

′
±(η̃). ���)�

#���
R2

±(η̃) = ±iR
′
±(η̃)− η̃ . ���*�

#��� �� � ��� 	����� 
���������	 �������� �� ��� +������ ���� ,�� ���� 
����	� �� ��	���!

���������	 ��������� �� ���� ��� ��� -.��/�0� �� ������ �� �� ��������� ������	��
��	����� �� ���� ������!������ 
���������	 ��������

R±p(η̃) = i
√
η̃ ± i

4η̃
. ����/�
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|η̃∗| → ∞ ��� %���� ��

B±,∞(η̃) =

{
B+(η̃) = A+η̃

− 1
4 e

2
3
η̃
3
2 ��� �(η̃

3
2∗ ) < 0 �� ζ → −∞

B−(η̃) = A−η̃
− 1

4 e−
2
3
η̃
3
2 ��� �(η̃

3
2∗ ) > 0 �� ζ → ∞


���'�

��� ��� ��	� �� ���	 	������ ��� �������� B±(η̃) ���� �� �	�� �� ������ B±,∞(η̃) ��� 	�&������
h±(η̃) �� R±(η̃) ��� �	�� ��	���� �� h±,∞(η̃) �� R±,∞(η̃)� h±(η̃) ����	 ����

h±(η̃) =
i

2
√
η̃


���(�

��� R±(η̃) ����&�	

R±(η̃) =

⎧⎨
⎩R+(η̃) = −i

√
η̃ + i

4η̃
��� �(η̃

3
2∗ ) < 0 �� ζ → −∞

R−(η̃) = −i
√
η̃ − i

4η̃
��� �(η̃

3
2∗ ) > 0 �� ζ → ∞.


��)�

#�� ���������� �� R±(η̃) ����	

B
′
±(η̃) =

⎧⎨
⎩
B

′
+(η̃) = B+(η̃)

(
−1

4
η̃−1 + η̃

1
2

)
��� �(η̃

3
2∗ ) < 0 �� ζ → −∞

B
′
−(η̃) = B−(η̃)

(
−1

4
η̃−1 − η̃

1
2

)
��� �(η̃

3
2∗ ) > 0 �� ζ → ∞


��*�

#�� ����� ���& ��� ��� ����� �&����� �� B±(η̃) �	 %���� ��

δB±(η̃) =

∣∣∣∣ 5

16η̃2
h2
±(η̃)

∣∣∣∣ = 5
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1

|η̃3| 
��+�

����� &���	� ���� ��� ��	����� ����� ��� η̃0 = V(l) ��� |ζ| → ∞ ����&�	 5
64

· 1
|V

(l)
|3 �

#�� �������� �� ��� ����� �&����� ����� ��� η̃0 = V(l) 	���	 ���� ��� ����� �&����� �	

	������� �� �����&��� �����	 �� V(l) ��� 	�,������� ���%� l ≥ 0 �� ��� ��������� B
′
(V(l))

!
= 0

("



�� ������� 	
�� � ���
�������� �	 ��� ��
� ����
����� �������

����� �������	

� �� 	� ����� ��	� |V(l)| ���� ������
� ��������� ��� l� 	� 
�	�� ��� ��	



l� �� ����
� �� ����� ��	� ��� ��
����� B(η̃) �������� �� 	 ������������� �� ��� ��
������
B±(η̃)� ��� ��� ������� �� ��������	���� �� V(l) ��� ������������� �� ���������� �� ���

��������� �(V(l)) < 0 	�� �(V(l))
!
= 0 ����� V(l) ∈ R− ���� ������� ����� �� ��������� ��

��� ����� ��� ��������� B
′
(η̃) = 0 �� ���� 	
��� �� ±iB±(η̃)S

′
±(η̃) = ±iB±(η̃)R±(η̃) = 0�

!�� η̃0 = −v ��� v > 0� "�� �������������

B(η̃) = B−(η̃) + iB+(η̃) ����#�

���
�� ��� ���� 	�� �
B

′
(η̃) = −iB−(η̃)R−(η̃)− B+(η̃)R+(η̃). ������

$ 	
�	���� ��	
 	�� ��	���	�� �	�� �� B
′
(−v) ��� A+ = A− = A �� ����� (−1)

1
4 = ei

π
4 �

(−1)
5
4 = −ei

π
4 	�� (−1)

3
2 = −i ���� ��	�

�(B′
(−v)) = 0 ������

�(B′
(−v)) = 2Av

1
4 sin

(
2

3
v

3
2 − π

4

)
+

1

2
Av−

5
4 cos

(
2

3
v

3
2 − π

4

)
����%�

"��� ��	�� ��	� B
′
(η̃) �	&�� ��	
  	
��� �� ��� ���	�� � ��	
 	'�� 	�� ��	� ��� ���	�� �

��	
 ����� B
′
(−v) = 0 	�� ��(��� �� ��� ���	����

tan

(
2

3
v

3
2 − π

4

)
= −1

4
v−

3
2 ����)�

��	� �	� ��
������ v ∈ R>0� "��� ���	���� �	� �� ��
 �� �������	

� ����� 	 *����+
,	����� ������� �� ��	�����  	
�� ��� ��� ����	���� ��� �	� ��� 	� �����	�� ����
����
���� 	� 	����'��	���� ��� 
	��� v� -���� �� v ������� ��.�����
� 
	���� ��� ����)� �	� ��
������ 	�

sin

(
2

3
v

3
2 − π

4

)
≈ 0 ����/�

���� ��
������ 	�� �� �� ��

2

3
v

3
2 − π

4
= kπ ����0�

vk =
[3
2
π

(
k +

1

4

)] 2
3
. ���%1�

2�����

V(l) ≈ −
[3
2
π

(
l +

1

4

)] 2
3

������

��	 
�������� ��	�� l�

���� �������	
�� �� 	�� �
�� ����� ������
��	
��

�� ��� �		��� 
����� �� ���� �
� ��� ���	��������� ��	 B±(η̃) �� ��	��� � ����������
�������� �������� β(u0, λ, ζ) ��	 ��� � �� ��� ��	!����� �	������ 	������ "� �	�
��� ��

#$



���� �������	
�� �� 	�� �
�� ����� ������
��	
��

���� �� ����	 
���� �� 	�� �� �	 ����� �������� 	�� ������	�� �������
�	��� ���� ��
���� 	� ������� 
������
��	 ��	� �	 ��� ���� ������ ��� �
��� ������� �����������
��� �����	��� 	��	 ��	��
���� 	�� ���������� � 	�� 
������
��	 ����	�	��� β1 �����

	��� ����� � ������ �� ��������������� ��� β2 ����	��� ��
���� ��� ����	 � ������ ��
��������������� �� 	�� ���	 ����
�	��� u0 ��� λ ��� �� 	�� 
���� ����
�	�� ζ �� �����
����� ��

B
′
(η̃0)

!
= 0. �!�"#�

$� ���	���	 	� 	�� %&� ����� η̃0 → V ∈ R− �����	� ��
 ��� �!�"#�' 	��� �� ��	 ��������� 	��
���� �� 	�� �� ����� ��� ζ ��� 	������� |η̃∗| ��
��� (��	� �����	 �� � �������� 	�����	���
	� 	�� ��)����� ����
�� $������� �� 	�� �������� ������ �� 	�� %&� �� �	��	 ��

B(η̃) = B−(η̃) + iB+(η̃). �!�"*�

����� �� �	��� 	�� �����
 	� ������ ζ > 0 ��� ζ < 0 	� B−(η̃) �� B+(η̃)� $� !�# 	�� ���
����
��	 ��� ������ ����� 	�� �����	��� |ζ| → ∞� ���� ����������� 	� 	�� 	�����	��� �
	�� �� 	� 	�� ��)����� ����
�� %���� �� 	�� %&� �� ����	 ����	��� �� ��������� ���� ��
	�� ��)����� ����
� ��� 	�� ��)����� ����	��� ����� ����������	 � ��� 
����' 	���� �� ��
���� 	� �������	� � ��)����� �������
�	��� �� 	�� ��� �������� �� ��� ��	����	�� �� ��
�������
�	��� � 	�� �� ���� 	�� 	�������	 ����
��
%���� B±(η̃) �� ���� �� �������
�	��� �	 �����	 �� �����	�� 	��	 	�� ���������	��� ��
B(η̃) ��
���� ����	���� �� 	�� ��
���	� �������� ����� ��	���� 	�������	 ��� ��)�����
����
�� $� ����� 	� ��	��
��� ����� ������
��	 	� ������ �� �������
�	��� �� 	�� 	�����
���	 ����
�' �� �		�
�	 	� 
���
��� |h±(η̃)|� ���� ���	����� ��� ���� ���� ��(���� �� 	��
������
��	 ������ �� 	�� ��)����� ����
� �� !�#� �� ����
����� 	��� 	��+ �� ���� ��
�
�����	� ���������� 
���� 	�����	���� 	� 	�� 	�������	 ��� ��)����� �������� ����
��� ,
����	 �������� �� ���� �������� �� ���	��� -�.�.�.�

������ ����	 
��������� �������� �������� ������

$� 	��
� � 	�� �� 	�� ��)����� �������� ����
� �� ��	����� �� ����� ω �� ����� ζ� $�
	��� ���� 	�� ���	 ����
�	��� u0 ��� λ ��� ������ ��	��
���� �� ��)����� ��	���	 �
���	
� 	��������� ������ z∗ < ζ� ������� 	�� 
���� ����
�	�� ζ ����
�� �������(���	� /�		���
ζ → ∞ ����� 	�� ����� ���	��� ������ z > 0 �� �����	����� ��)������ %���� 	�� %&�

���� �� ��	����� �� �����	��� 	�� 	�����	��� ζ → ∞ ��� �� ��
��	�������� ��	��������
	�� 	�������	 ����
�	�� 1

τ
' �	 �� ����� 	��	 �� ��� %&��� �������� �� 	�� ��)����� ����
��

��� 	�� %&� 	�� ��)����� ����
� �� ������� �� ����� ω �� �
��� 1
τ
� ��� �
����� 1

τ
	�� ������

	�� ������� 	�
� τ ��	���� 	�������	 �������� ��������� ������ ����� ��)����� �� 	�+���
������
/�		��� ω → ∞ �� 	�� �	��� ���� 
���� 	� ����	�� 	�� 	�
� �� ��� � ���
����

�������	��� 	� ����� tζ ∝ ζ2

D
� /�	 t∗ �� 	�� 	�
� �	 	�+�� �� 	�� ���	 ������	��	��� ���(��

	� ��	��� � ���	� � z∗ �	�� ����	��	��� ���	�� ��' ���������	��' 	�� 	�
� �	 	�+�� �� 	��
���(�� 	� ����� 	�� ���	� z = z∗� 0�)����� ��������� � 	�� ���	 ���(�� �� (����� �	����� ��
	��������� ��� � 	�������	 �������� ����	 �� 	�� %&� �� �� �������� 	�� ���+ �	 z ≥ ζ ��
	�� ���� %���� ���	 �� 	�������	�� 
��� 
��� � ����	�� �� 	��������� 	��� �� ��)�����'

����� ���������� ��	� 
� ��
� ����
� �� ��� ��� ��� ���
	 ��� �� ��� �����
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�� ������� 	
�� � ���
�������� �	 ��� ��
� ����
����� �������

������������� 	��
����� ��� �����
 �� � ��� ����� ���� ����� ��
 �� ��� ����� �������

��������� �����
����	 ��� ���� ����
��� ����� ��� ��	��� ����� ��� �������� �� ��� ����
������������� 
����� ���� ��� ���� ����
��� ����� ��������� �� 	��� �� z∗� ����� z∗ ��


��������
 �� 
�������� �����
��	 �� ������� � z∗ ∝ √
t∗ ��
 ���� t∗ = z2∗

D
� �����
����	

��� ��� ��� ωtζ � 1 ���������� ��	��� �� ��� ζ = z∗ ��
 tζ = t∗� ���� ��� ���� ���!��
������� ��� ��"���� �������� 
���� �� 
������
 �� ����������� #�� ���
����� ��� ���

������ ��	��� ��� �� �"������
 �� ωtζ � 1 �� ����� ���� ��� 
���� z∗(ω) ���� ��� ����
���!�� ������� 
����	 � ���� ������������ �� ��� ������
 �� ζ ��� ���� ��� �� ��� �����������
���$������ ���� z∗(ω) � ζ� #�������� ���������� ��� �� ������ �� ��� ��������� �� ��� ����
����
��� ������ �"�������	 ��� �� ���� ���� �������	 ���� ��� 
������ ���$����� ��	����
%��������� z∗ � ζ ���
� ��� ��� ω� #�������� �� ��� 
������ ��	��� ���� ��� ��� &��
���������� �� � ��
�� ��� ��	��!����� ����� β(ω, u0, λ, ζ) → β(ω, u0, λ) ��� ��� ��� #���
���������
� �� ��� ���������� ���� ��� 
������ ���$����� ��	��� �� ��
��'��
����
����
���� ��� ��
��� ���� ���
 �� ��� ���� 
���������� β(ω, u0, λ)�

(� ��� ��������	� z∗,���� 
������ ��� ��"���� �������� ����������� 
���� �� ��� ����
���!�� �� ��� ��������� ���$����� ��	��� ��
�� ��� ���
����� �� � ��������� ����	������
����� ���� &�" ��
 ��� � ������������� !��
 �� �$��������� ���� 
��� ��� ����	� �� x

�������� ��� ����� )� ���� �� ����� �� ������� *�+� ���� �$��������� ���
����� �� ���!���

��� ��,������� ���	� x� (� ������� -�+�+ �� ���� �� ������ ���� ��
�� ����� �������� z∗,����
������� ��
����
��� �� u0 ��
 λ� (� ���� �� ��� ��� z∗,���� ∝ ζ� �� ���� �� ��� �.�

z∗,���� ∝ (Dτ)
1
2 ��
 �� ���� �� ��� ��.� z∗,���� ∝ (D

α

) 1
3 ���� ������� /�0 � ����� ��� ���

�.� �� �� ������
 ���� z∗,���� �� ��� ��
�� �� ��� ���!�� 	����
 �� 
������� ������� ���
���������� 
������� �"����	� ����� ����� ����� ���� �� ����	� ���� 
������� τ � ���
��� ������ u(z) ��
�� �� ���
 �� �� ��$����
 ����

z∗,����
l∗

∝ λz∗,����
u0

� 1 ���� ��� 
���� ��
��� ������ ����
��� ������ l∗ ∝ u0

λ
� #�������� ��� ����������� �� ��
�� � ���������� �� ���


������ ��	��� �� ���������	 z∗,���� �� ������
 �� ��� ��$�������� �� � ������ u(z) ��
���
) ���������� �� ���������	 ω� ������� �� ��� ������� ���� ������������

���� ��� ��
�� 
���������� �$������� �� ��� �� 
�
���
 ���� �� ��� 
������ ��	���

η̃0,���� =
η0,���

(−β2λ2D)
1
3

=
iω − iβu0 + β2D

(−β2λ2D)
1
3

�1�01 

���
� ��� ��� ��
���� (� ��� ���'
������ ��	���� η̃0 ���� �������� ��� ��������� ��
��
���������� �� ���� �� ��� �.� � 1

τ
 ��
 ��.� �α ����� ����� ��� ���� �� ��� 
����������

�$������� �.� ��
 ��.� ��� ��
����
��� �� ζ ����� ��� ����
��� ���
����� �� z = ζ ��
������
 �� ��!����� ζ → ∞� (� ���� �� ��� ��� ��� ��
�� ��������� �� 	��� �� � ����
���
���
����� �� z = ζ ≤ ∞ ��
 �� ��������� ��� ��������
 �� η̃0� (� �� ����
 ���� ���� |ζ| → ∞
�� ������� η̃0 = V(l) ∈ R− ��� ��� ω ��������� 2�2 ��
 3�4�4 � ����� ���
� ���������� ����
���� ��� ��������� �� ��� 
������ ��	��� �� ��� �.� ��
 ��.�� #��� ���
����� ����
�
��� ��������� β(u0, λ, p) ���� p = 1

τ
��� ��� �.� ��
 p = α ��� ��� ��.�� #�� ���� ����

�� ��� 
������ ��	��� ��� ��
��� ��� �� �� �
������� ���
� �� ��� ���������� ���� ��� ���

������ ��	��� �� ��� ��

η̃0,���� ∈ R− �1�03 

���� ���
� ��� ��� � ���������� ���� ζ < ∞� #��� �������� �� ���
 �� 
�������� ��� �������
���� �� (−1)

1
3 ��������	 �� ��� 
���������� �� �$� �1�01 ���� ���� ������� 4�2 ��� ����


������ �� ��� ��� ����� ����� ��������	 ������ η̃ ��� ����������
 � ��� ���� ������� ��

+55



���� �������	
�� �� 	�� �
�� ����� ������
��	
��

�������� 	
� 	�����	��� ��� ���� ω ��� ��� 	
� ������������� ��������� �� β(u0, λ,
1
τ
) ����

	
� ��� ����� ������ ��� �������� ���� 	
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 �� ������ ω �� ���� ϕ (β) ∈ [3
2
π, 2π

)
��� ���� ϕ

(
(−β2)

1
3

)
∈ [0, 1

3
π
)
����� ��� ������� ���� ����	� �� 2π ��� 	���������

��� ϕ
(
(−1)

1
3β

2
3

)
∈ [0, 1

3
π
)
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�� � �����	�

����� �����$������	 �
 ω � u2
0

4D
�	� α � 1

(4|V(l)|) 3
2

u3
0

D2 ����� ��	 �� ������� �� �� 
��(����


�� ��� ��������	� ��	������� �����	 ���� �������
'� 	�� ���� �� ��� ���� 
�� ω = 0� ���� 
�� ��� �������	� ������� /� ��� ���	 �����	��

�������� 
�� �����������) �����	� �� ��	 ������ β1 = 0� ���� β = iβ2 �	 ���� ����� '�
��� λ > 0 �	� 1

τ
= 0 ����� �� �	 ����(���� �	� 	�	 ���������� )�� �������������) �����

���������	 
�� ���  !�� �	� �����	 
�� ��� 
������ �������	 ���	 	������	�� �
 ��� β2D
���� 0����(�����	" ω = 0 �	� 1

τ
= 0� �	� ���� −β2 = β2

2 "

β2,(l)u0 ≈ V(l)

∣∣β2,(l)

∣∣ 23 (λ2D
) 1

3 . �����

 �	�� β2 < 0 ���� �������� ���� V(l) ∈ R−� 1�	��� �� ����� V(l) ∈ R−� �� ���� �� �	���� ��
����� ���� ��� �����$����� β �$��	���	� �����	�� 
��� ��� ���� ���� �� β1 → 0 
�� ω → 0
�	� β2 < 0 �	�)� �
 V(l) ∈ R−� -�� β �$��	���	� ���� �� ������ ����� �	 ���� ��������
2) �����	� ��� ����� �� ��� ����� �
 ����� �	� �	��� ��� ���������	 V(l) ∈ R−� ����

)�����"

β2,(l) ≈ V 3
(l)

λ2D

u3
0

. �����

1�	��� ����� �� � ��	��������	 �� β2 ���	 �
 1
τ
= 0� ����� ��	 �� �	�������� �� ��� �����	�

��3����� ��	��������	 �� β2 �	��� ������	��) ��	�����	� ω = 0�� -� �����	 ������ �����

���



�� ������� 	
� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

������������	
 ��� β2D ��� ����	 �� �� ���	������� �������� ��� ����������� ��������	
��� ��� ��� �� ��� ��� ��� ��������� �����
 ��	� ����� ��� ����! 
 	��"	 ���� ω = 0
�����	����	 �� ∂c

∂t
= 0
 ���� ��� ω = 0 � ������������� #��� ���� �	 ��������� 	��������� ���

��� 	������ ����������	 (x, z) �	 ��	������� $	 ��� �� 	��� ��� ��� 	������� ��� ����%� 
 �
��������� 	��������� ������������� #��� ��� ���� �� �������� �	 � �������� �� � ���������
	��������� ����� &�'� (� ����� "���	
 ��� ω = 0
 ĉ(ω, x, z) ��)�	 ��� ��	���	� �� �� �����
&�' ����� ���	���� ��� ��� ���	 t ∈ (−∞,∞)� *�"�)��
 	���� ĵ(ω, x′ < 0) = 0
 ���
������������� #��� "��� 	��" � 	������ ��	�� ������ ���� x � x′
 "���� ĉ(ω, x, z) �	 ��� ���
���	���� ����� x� +��� ��� x � x′ "��� ��� 	������� ����� ���	���� "��� ��	���� �� x� $	
"��� �� ������
 ��� �� ��� �'�	����� �� �� ��	�� ������
 ��� ����	�)� ������������ 	��"	 �
���������� �� λ� ,�� ������	�� 	���� &�"
 ����	��� �����	 ��� ������)� ������� �� ��
������	�� )���� �� β2�

,�� ��� ���	���������	 �� ���	 	������ "� ��� �		�� ���� ��� �'���	��� �� β2 ��� ���
��� "��� ���	�	� �� �� ���	� ��� �����"��� ���	-

β2,(l) ∝ a0
−1

τu0

+ a1
V 3
(l)λ

2D

u3
0

�%��. 

"��� ���	����	 a0, a1 ∈ R+� /�� ����	�)� ������������ ∝ λ2D
u3
0

�� ������� ����� )����	

���� ��� ��������� "��� ��� ��������� ������������ ∝ 1
τu0

�
$���������� �� ��� ���
 "� ��" ���	���� ��� �%�� ��� ��� ���� �� ω = 0� 0����

���������� �� ��� β2D ��� "� ��� ��� ��� ���"��� 	�������

β2,(l)u0 ≈ V(l)D
1
3

(
α− β2,(l)λ

) 2
3 �%��1 

�	��� β1 = 0 ������ 2��� ���� ��� β2,(l) < 0 �� �����"	 α − β2,(l)λ > 0 �� α ≥ 0� 3�

	��	�������� β̃2,(l) = α− β2,(l)λ > 0 
 ��� ������ �������� ����	 ����

β̃2,(l) ≈ α− V(l)
λ

u0

D
1
3 β̃

2
3

2,(l). �%��% 

������� ��� ��������� �������� α = 0
 "� ������

β2,(l) ≈ V 3
(l)

λ2D

u3
0

. �%��4 

������� ��� ���	���������	 �� ���	 	������ ��������� ��� ����
 "� ��� �������� ���� ���
�'���	��� �� β2 ��� ��� ���� "��� ���	�	� �� �� ���	� ��� �����"��� ���	-

β2,(l) ∝ b0
V(l) (α

2D)
1
3

u0

+ b1
V 3
(l)λ

2D

u3
0

. �%��� 

"��� ���	����	 b0, b1 ∈ R+�
5� ��)� ����� ���� ��� ��� ��� ����
 �� λ = 0 ����� �	 ��� ��� 	������� ��� �(β(l)) < 0

��� ��� �(β(l)) > 0
 ��	�����)���
 ��� � ��)�� V(l)
 l ≥ 0� /��	 ������	 �� ��� �'��� 	��������
,�� ��� ���"��� 	������� "� ��)� 	��� ���� ��� β2D ��� �� ��� ��#���� ��������	 ��	� �%�� 
��� �%�� ��� �� ���������� /�� �����'����� ��������	 ����� �'����� ��� 	�������
 "����

���



���� �����	
������ �� �
 ����
� �� ������	 ��������

�� �� �������	�
��� 
� 
�� ������ ����
���� �� ���� 
��� �����
���
�� 
��� �������	�
���
�� 
�� ������� ���� � ω = 0 ��� 1

τ
= 0 �� α = 0 ��
 ��
� λ �= 0 ��� ���� ���� 
��


����� 
���� �� ��
 ��� ����
���� �������� �� ����	� 
��
 �� ������� 
�� �������	�
����
� ���� ����� ��� ����� ���� ����
�� ��� ����
��� ��
� �(β(l)) < 0 �� �������
 ������ � 
��
����	�
��� ω u0 λ 1

τ
�� α� ���� ���� �� 
�� ����
 ����
���� 
��� ������ ����� �
�������


�� �������	�
���� ����� ��
 �� ������ ! 
���� �� ��
 ��� ���������� ����
��� ��� ����
���
����� l 
��� ��������� �
 �� � ����� 1�

�� ��� ��	 
� ����
��
��
� 
�� ����	�
��� � ����
�� ��� ����
��� �� �����
���
��� 
��
��"����� ����	� �� 	���� � 
�� #$% ������� 
��
 ��
� ����� ����	�
��� ω u0 ��� 1

τ

��&����� ωτ � 1 �� ��
��� ����
��� ������� �� λ �� ��������� ��	 0� '�� 
��� ������� 
����� �� ��� ����� �� ���
� 
�� �������	�
� ����
��� ��

− iβ(l)u0 + iω +
1

τ
=
(−β2λ2D

) 1
3 . ����(�

��� ��
� ��� ���)*�

− iβ(l)u0 + iω +
1

τ
= −V(l)β

2
3

(
λ2D

) 1
3 . ����+�

'�� λ = 0 
�� ����
��� 
� 
��� ����
��� �� ����� �� ��� ���)�� '�� λ �= 0 
�� ����
��� ���

�� �
���
���

az + b = cz
2
3 . ����,�

-�
 y �� � ����
��� 
� 
��� ����
���� '�� ���
��� ����
��� x 
�� �������� �����
��� 	��

����.

x+ b
a

y + b
a

=

(
x

y

) 2
3

. ������

/� ��

��� x
1
3 = qx y

1
3 = qy ���

(
x
y

) 1
3
= q = qx

qy
�� ��
���

q2(q − 1) =
b

ay
(q − 1)(q + 1). ������

����� ��� 
���� ����
���� 
� 
��� ����
���� '�� q �= 1 ���� x �= y 
�� ��� ����
���� ���
����� ��

qx,1/2 = qy
b±
√
b2 + 4bay

2ay
. ����0�

�� ��
� 
��
 �� ��
�������� qz = z
1
3 ��� �����
��� ��� ����,� ��

aq3z − cq2z + b = 0 ����*�

� ����
��� 
� ��� ����,� �� ��������� ���� � ����
��� 
� ��� ����*� ��
 
�� ������� �� ���������
��
 
���� ��� ����
��� � 
���� ����� ��� ����*� 	�� ��� ��� ����
���� ��� �� ���� 
�
����1 ���
��� 
���� ��� ����
���� 
� ��� ����,� ����� �� ��
��� � �����
��� �� 
��� ��

���
��� qz = reiϕ �ϕ ∈ [0, 2π)� ��� z = r3eiψ ��
� ψ = 3ϕ−n · 2π ����� ψ
!∈ [0, 2π)� ���� 

q3z = z ��
 
� 	�1� q2z = z
2
3  n = 0 	��
 ���� ���� 
�� �������� �����
��� 	��
 �� ��&����.

ϕ <
2π

3
. ������

��0



�� ������� 	
� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

�� ��� ��� y = β(l) ��	 qy = y
1
3 �
�� ϕqy ∈ [π, 2

3
π
)
�
�� β(l) ∈ [3

2
π, 2π

)
� �
�� λ


� �������	 �� �� ���� �� 0� λ � 0� ��� �����
�� β(l) �� �� ������
����	 �� β(l) ≈ ω
u0
�

�� �����
�� ��� ������ �
�� ��� ��� !�� �� �� 
	���
"� a = −iu0� b = iω + 1
τ
��	

c = −V(l) (λ
2D)

1
3 � #�����
�� 
��� ��� ��� $� ��	 ��
�� iω + 1

τ
≈ iω �
��	�%

qx,1/2 = −1

2

(
1± i

√
3
)( ω

u0

) 1
3

= −e±iπ
3

(
ω

u0

) 1
3

. ��� &�

'�
� ����� ���� ϕ (qx,1) =
4
3
π ��	 ϕ (qx,2) =

2
3
π� �� ��� ��	
�
�� ��� ��� �� 
� ��� "��(���	�

)���� �� ��� �����
�� ������� 
� ��� 	
*��
+� ���
�� �� λ �� ��������� λ = 0 → λ > 0	

�� ������������ �� ���� ���� ��� �� ������������ ��������� ���� ωτ = 1 �� ��� �����

���� �������� ������	 
��� ��� �������� ��	 ��	�� �� �� ����� ���� y = β(l) =
ω
u0

(
1− i 1

ωτ

)
=

ω
u0
(1 − i) = ω

u0

√
2ei

7
4
π	 ��������� qy =

(
ω
u0

√
2
) 1

3
ei

7
12

π ��� qy
y
=
(

ω
u0

√
2
)− 2

3
ei

5
6
π	 ���� ���

����� ������ W = iω + 1
τ
= iω(1− i) = ω

√
2ei

π
4 �� ���

qx,1/2 =
qy
y

W ±
√
W 2 − 4iu0Wy

−2iu0

��	!"�

=

(
ω

u0

√
2

)− 2
3

ei
5
6
πW ±

√
2ω2ei

π
2 − 8iω2

−2iu0

��	!#�

=

(
ω

u0

√
2

)− 2
3

ei
5
6
π 1± i

√
3

−2iu0

ω
√
2ei

π
4 ��	!$�

=

(
ω

u0

√
2

) 1
3

ei
5
6
πei

π
4 ei

π
2 e±iπ

3 ��	%&�

=

(
ω

u0

√
2

) 1
3

ei(
19
12

± 1
3) ��	%'�

��� ���� ϕ(qx,1) =
11
6
π ��� ϕ(qx,2) =

5
4
π	 ��������� ��� ��������� ��	 ��	!�� �� ��� ���(����

�������� ���� �� ��� �������� ������� ��� ωτ = 1 �� λ �� ��������� λ = 0 → λ > 0	
�� �� � ����� ��������� ��� ����������� �� ��� ��������� ������� �� ��� ��)��� � ������

��� ��� �� ������������ ��������� ���� �� ��� ��������� ������ ��� ��� *+, �� λ ���������
���� 0	 - ���� ������� �� � ����� �� �� �� �� ����� ��� β �.������� ��� ��� *+, ���
,*+, ��� ���� ���� ��� �� �.�������	 /��� ��� ��� ����� �������������� �������� ����
���	 ��	'� ��� ��	!� �� � �.����� ��� �������� β(l) ���� �(β(l)) < 0 ��� � �� �� V(l)� l ≥ 0 ���
���� ���  ����� �� ��� ��������� ω� u0� λ�

1
τ
�� α	

���� β �����	
��	 �� ��� ������ ������� �����


��� ��� ��������� ��	 ��	'� ��� ��� *+,� �� ������� �� �.��� �������� ��� β(l) = β1,(l) +
iβ2,(l) ��� �� ���� ��	 -� ��� ���� ������������ �� ��� ���� ������� �	'� �� ��� �� �.�����
���� ����� �� �.����� ��� ��������� �������� �������� ��� ��� ������� �������� ���� �(β) <
0	 0� ������� q(l) = β

1
3

(l)� ��	 ��	'� ����� ����

iω +
1

τ
− iq3(l)u0 + q6(l)D = −V(l)q

2
(l)

(
λ2D

) 1
3 . ��	%!�

''1



���� β �����	
��	 �� ��� ������ ������� �����

���� ������ ��	� ��
 ������� β(l) �	 �
 ���	�
� �� ������ 	 �������	� 
��	��� ��
����� ���
�� �
��
���� ��
 β2

(l)D �
�� �
���
� 
�� ����� �� 	 ����� 
��	��� ����� �	 �


����
� 
�	���� ���	��
� ! � "��
�
�� ���
 	 ������� ������	 ��� ��	���� 
��	���� 
�����
���	��
� # � �
 	�
 	��
 �� ���	� 	 ���
 �
�	��
� 	�������	���� $
 ����
 
�� ���% 	�

(
iω +

1

τ
− iβ(l)u0 + β2

(l)D

)3

= −V 3
(l)β

2
(l)λ

2D ����� 

����� �
	�� �� ��
 
��	��� �� ����� ���
�

0 = ����& 

β6
(l)D

3 + β5
(l)

(−3iu0D
2
)
+ β4

(l)

(−3u2
0D + 3WD2

)
+ β3

(l)

(
iu3

0 − 6iu0WD
)
+

β2
(l)

(
V 3
(l)λ

2D + 3W 2D − 3Wu2
0

)
+ β(l)

(−3iW 2u0

)
+W 3

����

W = iω +
1

τ
. ����� 

#� 
��
���� �
��� ∝ D2 �
 ���	� 	 ��	���� 
��	��� � β(l)

0 = ����' 

β4
(l)

(−3u2
0D
)
+ β3

(l)

(
iu3

0 − 6iu0WD
)
+

β2
(l)

(
V 3
(l)λ

2D + 3W 2D − 3Wu2
0

)
+ β(l)

(−3iW 2u0

)
+W 3

��� ���	��(
� �� −3u2
0D�

0 = ����) 

β4
(l) + β3

(l)

(
−1

3
i
u0

D
+ 2i

W

u0

)
+

β2
(l)

(
−1

3
V 3
(l)

λ2

u2
0

− W 2

u2
0

+
W

D

)
+ β(l)

(
i
W 2

Du0

)
− 1

3

W 3

Du2
0

����� ���� �
 ��
 �	��� ��� ��
 ����
��
� β 
��	����� ���
 ��	� ���� �
���� �� ���	�
�
	���� �� � 
�� ����� ∣∣iω − iβ(l)u0

∣∣� ∣∣β2
(l)D
∣∣ ����* 

�� ��
�� ���� �
	� ��	�(
iω +

1

τ
− iβ(l)u0 + β2

(l)D

)3

≈
(
iω +

1

τ
− iβ(l)

)3

+ 3β2
(l)D

(
iω +

1

τ
− iβ(l)

)2

����+ 

����� ����
����� �� ��
 	�������	��� (x+ ε)3 ≈ x3 + 3x2ε� ��	� �	 	��� �
 ��
���
�
�
	� 	������ ��
 
��	��� �� (x+ ε)3 	��
� ��
 ��
	� �
�� � ε�

��
 �
����� �	����	���� ��� ��
 β 
��	���� ���� �� �
 �	���
� ��� 
��������� ����� ����
��
���� ���
 �� �� �	���	��� 	 	���������� ����
���
� ��
 �
�� �� ��
 ,�����
� !��
��	
-���
� .	���	 �	� ��
� �� �
���
 ��
 ����	������ ��� �	����	��� 
������ ��
 ��������
���� ��
� ��
 �������
� � ����� ��
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%%�



�� ������� 	
� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

� ��� ��� ��	�
	������ �	�
��	� ������
�� ��� ω� u0� λ� τ �α ��� ��� ������ V(l) ���
�
��� �� ����� �� ��������� ��� 	������ �������
���� ��� �� �� ��	� �� �����������
��� ���	���� �����

� ��� ����
	�� ��� ��� �	
���� �� �
����� ��
����� � �������� �� ������� � ��� 
���

� ���� ��� ������������ � � !�� ����� �� 	�� ���� �������� �� ����	�� (1+ε)
1
n ≈

1 + ε
n
� "���� n = 2 �� n = 3 ��� |ε| � 1� #� |ε| � 1 � ��� �����
� �	� ����� �����

���� ��� ��$�� ���� ����
��� #� ����� �� ����� �������� ���� ��� ���� (1 + ε)
1
n �

����	�� ���� ���� �� �� �������%�� �� ������� ��� ����� ���� ���� �� �� �����������
��� ��� �
���� ��� ������ ���� � ��$��� ��� ������ ���� �� z = reiϕ "��� ϕ ∈ [0, 2π)

� 
�������� � z
1
n = r

1
n ei

ϕ
n �

� ��� ���� �� 1 ��� −1 ��� ��!��� � ��		�"&

1
1
3 = 1 �'�()�

(−1)
1
3 = −1

1
1
2 = 1

(−1)
1
2 = i

� ��
� ���� �� ��� ���� (±a + b)
1
n "��� a ∈ C� b ∈ C� |a| � |b| ��� n ∈ {2, 3} ���

������������ � (±a + b)
1
n ≈ (±1)

1
na

1
n

(
1± b

a

) 1
n ≈ (±1)

1
na

1
n

(
1± 1

n
b
a

)
� ��� a

1
n ���

������ ���� � 
��� (±1)
1
n � ���	
���� ��������� �� ��� �'�()��

� ��� ������� ���� �� ��� ��
� ����	� ������������� �	
���� �� ��� �
����� ��
�����
� ����� � ��� ���������� ���� ��� λ → 0� λ ≥ 0 ��� �	
���� ��� �'�*� � �����������
����� �� � �������� ���� ����� � �����	 ��� �� ���		 �	�
��	� �	
���� �� ����� ���
"��� �(β(l)) < 0 �� ��� �
����� ��
����� ��� �		 λ ≥ 0� ��	 ��� �	
���� ��� ��"
��� ������� ��������� ��� λ → 0�

��� ��� ��� "� �
�� ��� ��		�"��� ������
�� �� ��� ���������&

|W | = 1
1



u0 = 0.1
�



λ = 100
1


.

+� ��" �
��� ��� β �������� ���
∣∣V(l)

∣∣ ∼ 1 ���
∣∣V(l)

∣∣ ∼ 10 ��� "�		 ����� ��� �����,
������� �������� ��� ��� �
��
	��� ��� ��-
��� ������� .� ��� ��� �� ��� ������� ��
�������� ���

∣∣V(l)

∣∣� 10 � ������

//*



���� β �����	
��	 �� ��� ������ ������� �����

������ β ����	
��	 ��
∣∣V(l)

∣∣ ∼ 1

��� �������	
 ����������	� �� �����

P =

(
W

u0

) 1
3

=

(
iω + 1

τ

u0

) 1
3

������

M =

(
λ2D

u3
0

) 1
3

Q =
u0

D
.

��� β ����	���	 ��
∣∣V(l)

∣∣ ∼ 1 �� 
���	 ���

β(l) ≈ ������

− iP 3 + iV(l)MP 2 − 2

3
iV 2

(l)M
2P +

1

3
iV 3

(l)M
3

− 10

81
iV 4

(l)

M4

P
+

7

243
iV 5

(l)

M5

P 2
− 22

6561
iV 7

(l)

M7

P 4
+

49

39366
iV 8

(l)

M8

P 5

− 14i
P 6

Q
+

28

3
iV(l)

MP 5

Q
− 5

6
iV 2

(l)

M2P 4

Q
+ 2iV 3

(l)

M3P 3

Q
− 52

27
iV 4

(l)

M4P 2

Q
− 13

81
iV 5

(l)

M5P

Q

+
280

2187
iV 7

(l)

M7

PQ
+

49

6561
iV 8

(l)

M8

P 2Q
+O(

1

P 3Q
). ������

�� ��� �� � ∝ 1
Pn ! n ≥ 1! �� �� ������� ���� ���� ����	���	 "�	 �	�� �� ����� �� |W | > 0�

#�	"� �� ����"� 1
τ
> 0! ���� "�	�����	 �� ���$�����

%��� ���� ��� 	� ��" ����"��� �	 ��� β ����	���	� �� ���&�"� �� ��� ������ ����
	�� ��
��� ��� ���� u0! λ! τ �� ��� ����	���	� ����� ��� ��� ������ ���� �	� ��� �����	

�� ���� �� ��� ����� ����	���	 �� ��� �""��	
 �'��� �	� "���" ����� (�����!
��� β ����	���	  �� ���
���� ��� ����	��	
 �	 ��� ��� �� ����� ����	���	 �� ���
�""��	
 ����� ����! ��� ����	���	 �	�� ����� ��� ��	"���� ����	��	"� �� β �	 ���
 ���� ��� ���� �� � 
���	 ��� �� ��� ��� �������

������ ��	
�������	
 �	 V(l)

#�	"� �� ����"� ���� �� ω → 0 ���� β1,(l) → 0! �� "�	 ��� �� ��� �� 1
3
iV 3

(l)M
3 �	

�'� ������ ���� V(l)

!∈ R� #�	"� �� ����"� ���� β2,(l) < 0 �	����	��	��� �� W ! V(l)

!∈ R− ��

�'����� )�"���� V(l) �� ��$	�� �� �������	� �� �'� ����*��! ��� "�	�����	 V(l)

!∈ R− �����

��  ���� �	����	��	� ������ �� V(l)� +�����
� ��� "�	�����	 V(l)

!∈ R− ��� ���	 �	����

�� ��� #,( �� ������
∣∣V(l)

∣∣ ∼ 1! �	 ��� �������	
 �� �'��� V(l)

!∈ R− �� ��� #,( �	�
(#,( �	� �� ��� l �	� ���� �� ��� β ����	���	�! ���� ���� ��$	����	 ����� ��  ��	�	
���
�������

+ 	� ��"�� �����"� �� �'� ����*�� ���	
 ��� "� ���� ��
� -%. /"����! ����
��� �	$	��� ����� �� ����"�� �� � $	��� �� ! ����� �� ��� �������	
 ������ �� V(l)! ��$	��

��*



�� ������� 	
� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

�� ��� ���� ���	�
� ������� ����� �� ��� ���	���� �����������

V0 ≈ −1.0188 ������

V1 ≈ −3.2482

V2 ≈ −4.8201

V3 ≈ −6.1633

V4 ≈ −7.3722

V5 ≈ −8.4885

V6 ≈ −9.5354

V7 ≈ −10.5277

V8 ≈ −11.4751

V9 ≈ −12.3856.

-6

-4

-2

0

2

4

6

-12 -10 -8 -6 -4 -2 0

��	�� ����� �	������� ������������� �� V(l)� ��� �	������ η̃0

∑
n≥0

(
η̃30
9

)n
3n+1
n!

1

Γ(n+1+1
3)∑

n≥0

(
η̃30
9

)n
3n
n!

1

Γ(n+1− 1
3)

− 3
2
3

�� ������
 ������ η̃0 ∈ R−�  ����
�� �� �!� �"��#$�� ��� ���	�� �� V(l) ���
����������%�
 �� ��� %���� �� ��� ������
 �	�������

&� ��� ����� ���
 '� ���� ���'� �� ������� �� ���� (���
 �� ��� ���
����� V(l) ∈ R−�
��� �����'�� �����)������� ���
� ��� ���� l ���� �!� ���*����

V(l) ≈ −
[3
2
π

(
l +

1

4

)] 2
3

������

��+



���� β �����	
��	 �� ��� ������ ������� �����

����� �����	 
�� �������� ���������
� �����	 V l�1
(l) ��� V(l)�

V l�1
0 ≈ −1.1155

V l�1
1 ≈ −3.2616

V l�1
2 ≈ −4.8263

V l�1
3 ≈ −6.1671

V l�1
4 ≈ −7.3749

V l�1
5 ≈ −8.4905

V l�1
6 ≈ −9.5371

V l�1
7 ≈ −10.5290

V l�1
8 ≈ −11.4762

V l�1
9 ≈ −12.3857.

�������	� 	���	� 
��
 V l�1
(l) �����	 ���� �������
 ��
� 
�� �������� �����	� �������

��� l < 10� ��� l ≥ 10 �
 �	 
�������� ��	
���� 
� �	� ��� ��� �! 
� ��
����� 
�� �����	 ��
V(l)� "�� ���� �������
 �� ��	� #� �
�����
�� �	 � ��
 
�����	 
�� ������
� �� 
�� 
��
���������	 �	�� ��� 
�� ��
�����
�� �� V(l)�

$� �
� 
��
 
�� ����
�� V(l) ∈ R �� #� ������� ���� 
�� ���������
� 
��
 
��
	���
�� ��� 
�� ����
��
�� ���� � 
�� 
��� ����� ��	
 #� �����

c(t, x, z) ∈ R. ��� %!

"��� ��
�� ������� 
��	������ c(t, x, z)� 
�� 	���
�� � 
�� �������� ������ ĉ(ω, x, z)
��	
 #� &����
���

ĉ(ω, x, z) =

∫ ∞

−∞
e−iωtc(t, x, z)dt ��� '!

ĉ∗(−ω, x, z) =

∫ ∞

−∞
ei(−ω)tc∗(t, x, z)dt

=

∫ ∞

−∞
e−iωtc(t, x, z)dt = ĉ(ω, x, z)

	��� c∗(t, x, z) = c(t, x, z) �� (e−ia)
∗
= eia ��� a ∈ R���� ĉ(ω, x, z) �� ��� #� &����
���

��� ��� a ∈ R ��� a∗ = a �� �	
���

eia = 1 + ia− 1

2
a2 − i

1

6
a3 + · · ·

e−ia = 1− ia− 1

2
a2 + i

1

6
a3 + · · ·

=
(
eia
)∗

.

��
 z ∈ C 	� � ������ ���	��� ���� �� �� ���
� z = reiϕ� ϕ ∈ [0, 2π) ���� ���� r, ϕ ∈ R� z∗ =
re−iϕ = rei(2π−ϕ)� ��
 q ∈ R+� ���� z±q = r±qe±iψ ��
� ψ = qϕ ��� 2π ��� (z±q)

∗
= r±qe∓iψ� ��


�� �
��� ����� (z∗)
±q

= r±q
(
e−iϕ

)±q !
= r±qe∓iζ � ����� ζ = qϕ ��� 2π = ψ ��� (z∗)

±q
= r±qe∓iψ�

����
(z∗)

±q
=
(
z±q
)∗

. ������

(()



�� ������� 	
� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

�� ��� ����� e−iβ(l)(x−x′) 	�� 
������	�� ��� ��	��(
e−iβ(l)(ω)(x−x′)

)
= eiβ

∗
(l)

(ω)(x−x′) !
= e−iβ(l)(−ω)(x−x′) ������

��

β∗
(l)(ω)

!
= −β(l)(−ω). ������

�����

(zq)∗ = (z∗)q ������

��� z ∈ C� �� ���	�� ���� ��� ��	���� ����� �� ��� ������

β∗
(l)(ω) = i (P ∗(ω))3 − iV ∗

(l)M (P ∗(ω))2 +
2

3
i
(
V ∗
(l)

)2
M2 (P ∗(ω))− 1

3
i
(
V ∗
(l)

)3
M3

������

!
= −β(l)(−ω) = iP (−ω)3 − iV(l)MP (−ω)2 +

2

3
iV 2

(l)M
2P (−ω)− 1

3
iV 3

(l)M
3.

��� � P (−ω) = P (ω)∗� �� �� ��!��"� ��	� ��� ������  	� ���# �� �"�$����� ��

V(l) ∈ R. ����%�

�"�� �� �	� ���� ����� ��	� ��� ��� �&' V(l) ∈ R �� 	  �����"�� � �� ��� 
������ ��# ��
ĉ(ω, x, z)�

(� 	��"�� V(l) ∈ R− ����"���"� ��� ���� �� ���� ������� ���� )	��� "�	��# 	��� ��� ���
'�&'�

������ β ����	
��	 ��
∣∣V(l)

∣∣ ∼ 1� ����
��� ������

*� ���� �� ���� �� ���� �)� ��# ��� �+)	����� ��� β(l) �� ��� ������ ����
∣∣V(l)

∣∣ ∼ 1 ��� ���
��,"��!� ������ �����

ωτ � 1. ������

(� ���� �	!�

P = i
1
3

(
ω

u0

) 1
3
(
1− i

1

ωτ

) 1
3

������

≈ i
1
3

(
ω

u0

) 1
3
(
1− 1

3
i
1

ωτ

)
.

��� eiz� z ∈ C �� ���	

eiz = 1 + iz − 1

2
z2 − i

1

6
z3 + · · ·

(
eiz
)∗

= 1− iz∗ − 1

2
z∗

2 + i
1

6
z∗

3 + · · ·
= e−iz∗

.

���



���� β �����	
��	 �� ��� ������ ������� �����

����� P 3 = i ω
u0
+ 1

τu0
� �� ��� 	�� 
��
 
�� ������ ω ������
 ���
����
��� 
� 
�� ���������

���
 β2,(l) �	 ��� �� �� 
�� 
��� iV(l)MP 2� �� ��
� 
��
 �� 
� i = ei
π
2 
�� ���������

����
��� ���	�

i
n
3 = (in)

1
3 ������

��� −4 < n < 4� ��� ��		���� ���
	 ��� i
1
3 ��� ����� ��

i
1
3 ∈
{
ei

1
6
π, ei

5
6
π, ei

3
2
π
}

���� �

=

{√
3

2
+

1

2
i,−

√
3

2
+

1

2
i,−i

}

�� 
�� ��		���� ���
	 ��� i
2
3 ��� �� ���

�� �	

i
2
3 ∈
{
ei

1
3
π, ei

5
3
π,−1

}
����!�

=

{
1

2
+

√
3

2
i,
1

2
−

√
3

2
i,−1

}
.

�� ��"���� 
��
 
�� ��������� ���
 �� iV(l)MP 2 �� ����
��� �� 
�� ���� ���
 ��	�
����
�(iV(l)MP 2) < 0� �(iV(l)MP 2) ≥ 0� �� ���� 
� ��#� 	��� 
��
 β1,(l) ≥ 0 �� β2,(l) < 0
��������
 �� 
�� 	����$� ������	 �� ������
��	 ω� τ � u0� λ� ����� V(l) < 0� 
��	 ����
���
��� ���� �� ���$��� ��

i
2
3 = ei

1
3
π =

1

2
+

√
3

2
i ����%�

�� 
��������

i
1
3 = ei

1
6
π =

√
3

2
+

1

2
i ����&�

����� 
�� ����
 ���
 �� i
n
3 � n ∈ Z �	 
�#���
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�� ������� 	
� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

���������	 �
 �� ����� 
�� ωτ � 1 �������

β1,(l) ≈ �����

ω

u0

−
√
3

2

(
ω

u0

) 2
3

(
1− 2

√
3

9

1

ωτ

)
V(l)

(
λ2D

u3
0

) 1
3

+
1

3

(
ω

u0

) 1
3

(
1−

√
3

3

1

ωτ

)
V 2
(l)

(
λ2D

u3
0

) 2
3

− 5

81

(
ω

u0

)− 1
3

(
1−

√
3

3

1

ωτ

)
V 4
(l)

(
λ2D

u3
0

) 4
3

+
7
√
3

486

(
ω

u0

)− 2
3

(
1− 2

√
3

9

1

ωτ

)
V 5
(l)

(
λ2D

u3
0

) 5
3

+ · · ·
β2,(l) ≈ �����

− 1

τu0

+
1

2

(
ω

u0

) 2
3

(
1 +

2
√
3

3

1

ωτ

)
V(l)

(
λ2D

u3
0

) 1
3

−
√
3

3

(
ω

u0

) 1
3

(
1 +

√
3

9

1

ωτ

)
V 2
(l)

(
λ2D

u3
0

) 2
3

+
1

3
V 3
(l)

(
λ2D

u3
0

)

− 5
√
3

81

(
ω

u0

)− 1
3

(
1 +

√
3

9

1

ωτ

)
V 4
(l)

(
λ2D

u3
0

) 4
3

+
7

486

(
ω

u0

)− 2
3

(
1 +

2
√
3

3

1

ωτ

)
V 5
(l)

(
λ2D

u3
0

) 5
3

+ · · ·

�� �� ������� ���� 
�� ����� ω� β(l) ����� ���� ����!���� β1,(l) ∼ ω �	� β2,(l) ∼ ω
2
3 

������ β ����	
��	 ��
∣∣V(l)

∣∣ ∼ 1� �������	� ������

�	 ���� ��!���	 "� "��� � �!�
� ��� �# �	���	 
�� β(l) �	 �� ����� "���
∣∣V(l)

∣∣ ∼ 1 
�� ���
�������	� ������ "����

ωτ � 1. ���$�

%� ���	 ����

P n =

(
1

τu0

)n
3

(1 + iωτ)
n
3 �����

≈
(

1

τu0

)n
3 (

1 + i
n

3
ωτ
)


�� n ∈ Z

���



���� β �����	
��	 �� ��� ������ ������� �����

���������	 �
 �� ����� 
�� ωτ � 1 �������

β1,(l) ≈ �����

ω

u0

(
1− 2

3
(τu0)

1
3 V(l)

(
λ2D

u3
0

) 1
3

+
2

9
(τu0)

2
3 V 2

(l)

(
λ2D

u3
0

) 2
3

− 10

243
(τu0)

4
3 V 4

(l)

(
λ2D

u3
0

) 4
3

+
14

729
(τu0)

5
3 V 5

(l)

(
λ2D

u3
0

) 5
3

+ · · ·
)

β2,(l) ≈ �����

− 1

τu0

+
1

(τu0)
2
3

V(l)

(
λ2D

u3
0

) 1
3

− 2

3

1

(τu0)
1
3

V 2
(l)

(
λ2D

u3
0

) 2
3

+
1

3
V 3
(l)

(
λ2D

u3
0

)

− 10

81
(τu0)

1
3 V 4

(l)

(
λ2D

u3
0

) 4
3

+
7

243
(τu0)

2
3 V 5

(l)

(
λ2D

u3
0

) 5
3

+ · · ·

�� �� ������� ���� β(l) ������� ���� β1,(l) ∼ ω �	� β2,(l) ≤ − 1
τu0

+ 1
3
V 3
(l)

λ2D
u3
0

�� ω → 0

������ ������	 
������� �� � ���������� �� ���������� ����	���

���	� ��� � ! �� �	 �"�#$��% &� '����
� ��� �$$���(� �
 #�����	� �������	� ���� �"(��	��
�� (�	��	����% 	�	)���(�����( ��*���	���� �������	� +� �������	� ���� �"(��	�� ���	�� ���
(�	������� � ���(���� �	� ���(�����( $��(��� �	 �$�(� �	� ��#�% �� �� 	�� ������� ���� ���
����� �
 (�	��	���� #����� ����� �� ��	����� ������� �� ��� ���	 ���(����� �	 (��$��� ,%
���� ��� ��*���	���� �������	� ���� �	 (��$��� � ���(���� ��� �������� (�	(�	������	 -���
c̄ .�� �	������	��� /�&�% �	��#��� �������	� ���� � ����� 	�#��� �
 �����0����	� �
 ���
(�	(�	������	 -��� �	��� ���	��(�� ���	���� (�	�����	� ��� �� �� $��
��#�� �	 ����� ��
�����	 c̄

+((����	� �� ��� (�	��	���� � ! #���� ���� ��,�1� �	� ������% ��� �#$������ �
 ���
(�	(�	������	 -��� �	 ��� �������	� ����#� 
�� ωτ � 1% |ĉ(ω, x, z)|% �� ��#�	���� �� ���
(�	��������	 ∝ e

− 1
τu0

x

�� ����� 1

τ
% �	� (�	�����	��� �� �	��$�	��	� �
 l �	� ω 2����
���%

���� c(t, x, z) &��� ���� ���� ��$�	��	(�

3� (�	-	� ��� 
����&�	� (�	���������	� �	 z = 0% &���� u(z = 0) = u0 �	 � ��#$��-��
#���� &� 	����(� ����0�	��� �	� �����(�� ��*����	 �	� ����#�% ���� �������	� ������ ���(�
�$ �� ��� ���
�(� �	� ��� ��� �	�� ����(� 
�� ���� �"(��	�� &��� ��� ���� + ���� ����(�
���� �� ��#���	���� �	 y ����(���	 �� ����#�� �� ���� &���� $����(��� ���� ��� ��(���� ��
x = 0 3� ���(� ������ $����(��� ���� ����� ��� $������	 x = 0 �� ��#� t = 0 2��� #���
��#���	������ &��� ��� ���
� ����(��� u0 �	��� � �������	� �"(��	�� ���	� �((��� 2��	%
��� (�	(�	������	 �� ���� y (�����	��� �� ��$��(�� �� ���� &���� &��� � ���� (�	(�	������	
����� �
 0����� ��	(� ��� �"(��	�� ���	�� ��� ����#�� �� �� �
 ���(�����( 	�����% ��� ��#��
tj �	� $������	� yj ��� ��	��# 4��� ���� xj �� ����	 �� tj ������� xj = u0 · tj 5�
��
�� �������	 Δc = c− c����


,�6



�� ������� 	
� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

��������� ��	�� 
�� y ����
�	�� �� 	�
��� �	� 
�� �������� 	���
��
�	� �
 �	��
�	� xj

��� 
��� tj

c̄j = c̄j(tj, xj) =
1

L

L−1∑
l=0

c(tj, xj, yl) · Ij(yl) ������

�����

Ij(yl) =

{
0 �� l ≤ j

1 �� l > j.
������

�� �� ������ xj < x′
j �� j < j′� 
��� c̄j �� �
��
�� �	�	
	������ ��������� ��
� ���������

j� �������� 
��
 ��� 
	 �	�	�����
� c(tj, xj, yl) = c0� ������

c̄j = c0

(
1− j + 1

L

)
. ���� �

!���� c̄j ��� ���	�
����
��� �
 xj� "	� ����� j
L
� 1� ���� �	� ����� L� c̄j �� �� ����	#���
��

�� � 	�
���	�� ���
�	�

c̄j ≈ c0e
− j+1

L . ����$�

!�� 	�
���	�� �	��� �����
� �	� 
�� 	���
��
�	� ������ �
 �	��
�	� xj ��� 
��� tj

cj = c0e
− xj

τu0 . ����%�

&	������� �'�� ���� � ��� ����%� ������ 
�� 	���
�	�

j + 1

L
!
=

xj

τu0

����(�

	�

xj = τu0
j + 1

L
. ����)�

!��� �� �� ��
�����
�� �� �	��	��* !�� ������� ���
��� ��
�� ���� �� �#����� ����

	���� �� ����� �� Δx�� = τu0

L
� "	� +#�� u0� Δx�� ��	��� ������� �� τ �������� 	�

�� L ��������� !��� �� ����	������ ���� 
�� ��	������
� �	� �� �#����� ����
 ��������
�� τ �������� 	� �� L ��� 
��� 
�� 	�������� ���� ��������� "	� ��,���
�� ����� L�

�� 
�����
�	� 
	 � 	�
���	�� �	��� ������
�	� ��	��� ������ "�	� τu0 = LΔx��� ��
�������� τ 	��� �� ��
�������� ���� L �� -�	�� ��� Δx�� �� 	����������

!���� �#������� 	�������
�	�� ��	�� 
��
 	�
���	�� �	������ �� �� �	����� ��
�

�� ������
�	� 	� �����
� 
�������
 �#����� ����
�� ��
�� ���������� �
 ��� ���� �#.
��	�
��� 
��
 ��������
�	� �� �	�	����	�� �� y ����
�	� ��� 
��
 
�� ������� �
 ��/����
 y
		�����
�� 
�����	�� 	�����	�� 
	 ��/����
 �����0�
�	�� 	� 
�� 	���
��
�	� +��� �����
����
��� �	������ 	���
�	��� !���� ��������� ��	�� y �� �� ��
�����
�� �� ��������
��������� �������� �� ��������� 	�
���	�� 	���
��
�	� +��� 
��
 �� �� �������� ��
	�
���	�� ��/����
��� �'��
�	���

%(1



���� β �����	
��	 �� ��� ������ ������� �����

������ β ����	
��	 ��
∣∣V(l)

∣∣ ∼ 10

���� ��� �����	����
�� �� ������� ��� β �������
� �
�
∣∣V(l)

∣∣ ∼ 10 �� ��	�� ���

β(l) ≈ ������

iV 3
(l)M

3 − 3iP 3 + 3iM−3V −3
(l) P

6

+ 6i
V 3
(l)M

3P 3

Q
− 24i

P 6

Q
+ 48i

V −3
(l) M

−3P 9

Q
− 27i

V −6
(l) M

−6P 12

Q

+ 18i
P 9

Q2
− 9i

V −3
(l) M

−3P 12

Q2
− 27i

V −6
(l) M

−6P 15

Q2
.

�
����� �
� ���� ��� ��������� ���� ������

β1,(l) ≈ ������

3
ω

u0

[
1− 2

1

τu0

V −3
(l)

(
λ2D

u3
0

)−1

+
D

u0

{
− 2V 3

(l)

(
λ2D

u3
0

)
+ 16

1

τu0

+

(
16

(
ω

u0

)2

− 48

(
1

τu0

)2
)
V −3
(l)

(
λ2D

u3
0

)−1

+ 36

(
−
(
ω

u0

)2
1

τu0

+

(
1

τu0

)3
)
V −6
(l)

(
λ2D

u3
0

)−2 }]

+O

((
D

u0

)2
)

β2,(l) ≈ ���� �

− 3
1

τu0

+ V 3
(l)

(
λ2D

u3
0

)
+ 3

((
1

τu0

)2

−
(
ω

u0

)2
)
V −3
(l)

(
λ2D

u3
0

)−1

+ 3
D

u0

{
2

1

τu0

V 3
(l)

(
λ2D

u3
0

)
+ 8

((
ω

u0

)2

−
(

1

τu0

)2
)

+

(
16

(
1

τu0

)3

− 48

(
ω

u0

)2
1

τu0

)
V −3
(l)

(
λ2D

u3
0

)−1

+ 9

(
−
(
ω

u0

)4

+ 6

(
ω

u0

)2(
1

τu0

)2

−
(

1

τu0

)4
)
V −6
(l)

(
λ2D

u3
0

)−2 }

+O

((
D

u0

)2
)
.

!�� �������
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�� ������� 	
� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

������ ��� ��	
�
��� ���
���

��������� 	� 
�� ������ 	�
 ������
 �
�����
 ����	��� �� 	�
 ���	
� �	 ����	��� x ���� �
����� ��� ����	 �	 ����	��� x′ ������	� �� � ��� �� 
����
�	����� �
������ 	
���∑

l≥0

A(l),ze
−iβ(l)(x−x′). �����

 
 ��! ������
� 	�
 �
��	�"
 !
���	 �� � ���	��#�	��� ��� 	�
 ����	��� ���
� l + 1 !�	�
�
��
�	 	� 	�
 ���	��#�	��� �� l$

r(l) =

∣∣∣∣e−iβ(l+1)(x−x′)

e−iβ(l)(x−x′)

∣∣∣∣ = eβ2,(l+1)(x−x′)

eβ2,(l)(x−x′) . �����

%�	
 	��	 β2,(l) < 0 ��� ��� l ≥ 0 ��� ��������� 	� 
��� ����� ��� �����$
∣∣V(l)

∣∣ ����
��
�
!�	� l� &�
�
���
 �	 �� �#"���� #� 
��� ��'��$ ��''� ��� ���'�$ 	��	

∣∣β2,(l)

∣∣ ����
��
� !�	�
l�  
 �
	 ��� r(l)

r(l) = e(β2,(l+1)−β2,(l))(x−x′). ���(�

��� #� �
������� r(l)
!
= e−3 !
 �#	��� 	�
 �
����	��� ���	���
 Δx�����

Δx�����,(l) =
3

β2,(l) − β2,(l+1)

. ���)�

&�
 �����
� 	�
 ��*
�
��
 β2,(l) − β2,(l+1) ≥ 0 #
���
�$ 	�
 ����
� 	�
 �
����	��� ���	���

Δx�����,(l)� %�	
 	��	 �� �����


3

β2,(l) − β2,(m)

< Δx�����,(l) �����

��� m > l + 1�
+�� x − x′ � Δx�����,(0)$ ��
� �	 � ��,��
�	�� ����
 ���	���
 �!�� ���� 	�
 �
�	 ����	
����	��� x′$ ���� 	�
 �
����� ����	��� ���
� l = 0 �

�� 	� #
 ������
�
� �� 	�
 
����
�	���
��� �� 
�� ������ 	� �
����#
 	�
 ���	
� �
�����
 !�	� ��,��
�	 ��
������� &�
 ������ !���
#
 ����
� �
���
� �� 	��� ���
� -
�
�����$ �� ��� � ��"
� l′ 	�
 �����	��� x−x′ � Δx�����,(l′) ��
���.��
�$ 	
��� !�	� l > l′ ��� #
 �
��
�	
� �� 	�
 
����
�	��� ��� ��� � .��	 ���������	���
��������� 	� 
�� ������ /� �� ���	���	 x → x′$ ��
� !�
� ����������� 	�
 �
�	 ����	
����	��� x′$ �� ����
����� ���#
� �� ����	��� ���
�� �

�� 	� #
 ������
�
� ��� �� ������	

�
�����	��� �� 	�
 ���	
� �
�����
�
 
 ��� 
���
�� 	��� ����
 ���� ������
���� 
�� ������� +�� ����� x− x′ 	�
 
���
�����

1

d̂

∂ d̂

∂x
=

∑
l≥0 −iβ(l)A(l),ze

−iβ(l)(x−x′)∑
l≥0 A(l),ze

−iβ(l)(x−x′) �����

�� �#"������ ��	 ���
�
��
�	 �� x �� z� 0"
� 	�
 �	���	��
 �� 	�
 x ��� z �
�
��
��

�����
� ����� x$ ����
 ��� ����
 x− x′ 	�
 �
��
� ��� #
 �
���
� 	� 	�
 .��	 ����	��� ���
�$
�
����#
� #� �� �������� 
����
�	��� �
�
��
��
� &�
 
���
����� 
�� ����� 	�
� #
���
�

1

d̂

∂ d̂

∂x
→ −iβ(0) ��� x− x′ → ∞ ���1�

��'



���� β �����	
��	 �� ��� ������ ������� �����

��� ������	�� �
��� 	
� �	 �� ���������� 	� x ��� z� �
� �	 ��� ���� ���� ��� �
���� 	�
�	�
�	� 	����� �	 �� �	������� ���
��� �	 � ���� �
���� �� x− x′ ��	��� �� ��� ���
��
���� d̂ � ��� ������� � �������� �� � ���� �
� �� �	�� �� x > x′�  �����	�� �� ���
��
����

∂d̂

∂x
= ĵ

∂

∂x

(∑
l≥0

A(l),ze
−iβ(l)(x−x′)

)
= ĵ
∑
l≥0

∂

∂x

(
A(l),ze

−iβ(l)(x−x′)
)

�!����

�	����
"� ��� �	��	��� �� �� �	 ���
�� � β �#����	� �	� ����� l ���

∣∣V(l)

∣∣� 1�

������ β ����	
��	 ��
∣∣V(l)

∣∣� 1

"� ��� ����	� �� ��� ���
�� ��� β �#����	� �	� ��� $%& � ����
∣∣V(l)

∣∣ � 1� '� ���
���� ���
����� ��� �	�
�	� 	����� ���	�� ����(��� �	� �������� ��� �	��������	� ����
��	�� �	 ��� ��
� )
# �	��	��  �� � �����
����� ��� ���� �	� ��� 	���� �	�
�	�� ����
��� �	��	� x 
�����	�� ��
����	�� ��� �	� ��� ����� �	�
�	� ���� x � ��	�� �	 ���
��
����	� �	���� x1� *	� x � x1 �	��(��� ��� �	��������	� ���� ��� �� ��������
���
������ �� 	��� � ����� �
���� 	� �	�
�	� 	������
+�	�� �	 �� ��
� )
# �	��	�� �	�,	���� �-
�(� ������	����	� �-���� � x �����	�

���	�� (���� ��� �(���
���� �	����� 	(�� �	�,	���� ������	����	� �� ��� ���� (��	���
u0�  �� β �#����	�� �	�

∣∣V(l)

∣∣ ∼ 1 ���
∣∣V(l)

∣∣ ∼ 10 ����� �!�.��� �!�.!� ��� �!�/!�� ��	��
����

β1,(l) =
ω

u��
�!��!�

��� u�� ≤ u0 ��� u�� → u0 �	� ����� ω� $��� β1,(l) �������� ��� �(	�
�	� 	� ��� �����
����� ��	�� x� u�� ��� �� ���������� �� ��� �-���(� ��	����	� ������	�� (��	���� $���
�	� λ �= 0� u(z) < u0 �	� z > 0� ��� ���� u�� ��� ���	 �� �)
����� �� ������ ��� z > 0�
��� �-���(� (��	��� u�� ��� �� ������� ���� u0� u�� < u0�
"� �	�,	���� ������	�� � �	������ �� �-
�	�� u�� ��� �� �	������ �� ��� �-
�(�

�#����	� ������  �
�� �	�
∣∣V(l)

∣∣� 1 �� �#���� u�� � u0 ��� ������	��

β1,(l) � ω

u0

. �!��.�

0� �	
���� ��� �	�
�	�� ��	
�� ����� ��������� ���
����� ���� ��	����	� ������	�� �
��
�� ��
���

β1,(l) ≥ 0 �!��/�

��� ������ �	����(��	� �
�� �	��
β2,(l) < 0 �!����

���� ���	 ��	�� �	 ��� ��
� )
# �	��	� ���� � ������	���� (��������� 0� (��� ��	�� ���
������� ��� ��	�� �	 ��� ��
� )
# �	��	�� (������ ���� ������	�� ��� �� �	������ ��
�-
�	� ��� ��� ����� 	� ��� ����� ��	�� x ��� �� ���������� 	� �
��
���� �-�����  �
��
β2,(l) ��� �� ���������� 	� τ �	� ����� l�

� �� x ∝ √
Dt ��� ��� �	
�� �� � 
	��	�� ������ 	� �����
� ���� ∂x

∂t
∝ 1

2

√
D
t
= 1

2
D
x
� ���� ��� �����	��


	��	�� ������	�� ���� 
	������ �� x → 0 �� t → 0�

��/



�� ������� 	
� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

�� ������ 	
 
������
� ��� ��� ��
�
 
�
��� �
 ��� ����	�
 � ���
 ������
� ���� ��

����� ��� �������� �
��� �� ��
 �
�� �
������ ����
 ���� �������� ���
�� 	
���
 �
�����	�

��� ��
 �
��������� �� ��
 ����
������� ����� ��
�
�

���� 
��� � �! � �� � �!"� �� �� ����	�
 ��� ���
∣∣V(l)

∣∣ ∼ 10� β1,(l) 	
���
� ���
�
��
�� ��
V(l) #�
�
�

∣∣β2,(l)

∣∣ ����
�
� � ∣∣V(l)

∣∣ ����
�
�� $�
�
���
 #
 �� ����
 ��� ��� ��%��
����
���


∣∣V(l)

∣∣ ∣∣∣∣β1,(l)

β2,(l)

∣∣∣∣� 1 � �&'�

������ (��
��
�� ����

∣∣β(l)

∣∣ ����
�
� #��� l� ���

∣∣−iβ(l)u0 + β2
(l)D
∣∣� ∣∣∣∣iω +

1

τ

∣∣∣∣ � �')�

#��� 	
 ���*��
�� $�
�
���
 
�� � �++� �� 	
 ��������
� 	�

(−iβ(l)u0 + β2
(l)D
)3

+ 3

(
iω +

1

τ

)(−iβ(l)u0 + β2
(l)D
)2 ≈ −V 3

(l)β
2
(l)λ

2D � �',�

��

V 3
(l)D ≈ −β(l)

λ2

(−iu0 + β(l)D
)3 − 3

(
iω + 1

τ

)
λ2

(−iu0 + β(l)D
)2

. � �'-�

.� ��	���������
z = −iu0 + β(l)D � �'+�

#
 �	���

z4 + z3iu0 + 3z2
(
iω +

1

τ

)
D + V 3

(l)λ
2D2 ≈ 0. � �'/�

���
����� β(l) = β1,(l) + iβ2,(l) ���� ��
 �
*������ �� z ��
���

z = i
(
β2,(l)D − u0

)(
1− i

β1,(l)D

β2,(l)D − u0

)
. � �' �

0��
 ��� ����
 β2,(l) < 0�
∣∣β2,(l)D − u0

∣∣ ≥ max
(∣∣β2,(l)D

∣∣ , u0

)
� 1
 ��# ����


∣∣∣β1,(l)

β2,(l)

∣∣∣� 1

�� ��
�
���
 ���
β1,(l)D∣∣β2,(l)D − u0

∣∣ � 1. � �'"�

����������� ��
 �
� ���
� ������� r 	�

r = β2,(l)D − u0 ≤ 0 � �'!�

#
 �� #���

z = ir + β1,(l)D � �'&�

�� ��
 ��
 �����#��� ������������2

z2 ≈ −r2 + 2iβ1,(l)Dr � �''�

z3 ≈ −ir3 − 3β1,(l)Dr2

z4 ≈ r4 − 4iβ1,(l)Dr3.

,-&



���� β �����	
��	 �� ��� ������ ������� �����

��������� �	��� 
������
����� ���� ��� ������ ������

0 ≈ �������

r4 + r3
(
u0 − 4iβ1,(l)D

)
+ r2

(
−3

(
iω +

1

τ

)
D − 3iβ1,(l)u0D

)

+ r

(
6i

(
iω +

1

τ

)
β1,(l)D

2

)
+ V 3

(l)λ
2D2.

�	� ���
���� ��� �	� ��
���
�� �
�� ��
�� 
� �������

r3
(−4β1,(l)D

)
+ r2

(−3ωD − 3β1,(l)u0D
)
+ r

(
6
1

τ
β1,(l)D

2

)
≈ 0. �������

��� r �= 0 
 ��
��
�� ���
���� ���	 �	� ���������

r1/2 = −3ωD + 3β1,(l)u0D

8β1,(l)D

⎛
⎝1±

√√√√1 +
96β2

1,(l)D
3 1
τ(

3ωD + 3β1,(l)u0D
)2
⎞
⎠ �����!�

�� �"�
����� #�� � r < 0 �� ��������$ �	� ��
���"�� �������� �� ��%�� "�

r = −3ωD + 3β1,(l)u0D

8β1,(l)D

⎛
⎝1 +

√√√√1 +
96β2

1,(l)D
3 1
τ(

3ωD + 3β1,(l)u0D
)2
⎞
⎠ �����&�

#�� � 96β2
1,(l)D

3 1
τ
� (

3ωD + 3β1,(l)u0D
)2

�	� ����  
� "� 
������
��� "�

√√√√1 +
96β2

1,(l)D
3 1
τ(

3ωD + 3β1,(l)u0D
)2 ≈ 1 +

48β2
1,(l)D

3 1
τ(

3ωD + 3β1,(l)u0D
)2 . �������

�	��

r ≈ −3

4

1

β1,(l)

(
ω + β1,(l)u0

)− 2
β1,(l)

ω + β1,(l)u0

D

τ
�������

≈ −3

4

1

β1,(l)

(
ω + β1,(l)u0

)
. �����'�

�	�� 
������
���� 
��� 	���� ��� ω → 0� ���� �	� ������
� ��(������ �� r$ ��� ����)�$ 

���
���� "������ β2,(l) 
�� β1,(l) �� �"�
����*

β2,(l) ≈ 1

4

u0

D
− 3

4

ω

β1,(l)D
. �����)�

��� �	� ��
� �
�� �� ��� ������� �� �"�
��

r4 + r3u0 + r2
(
−3

D

τ

)
+ r
(−6ωβ1,(l)D

2
)
+ V 3

(l)λ
2D2 ≈ 0. �����+�

�!�



�� ������� 	
� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

�� �� ������ 	
�	
∣∣β2,(l)

∣∣ �������� ��	
 l� 	
�� ���� |r| ���� ������� ��	
 l ��� ������ �����
|r| � 1� �
�� �� ���� �� ���� ���� ��� �������� �� 
�� ���� ��������� �� ������ β1,(l)

	� ����� ����� ��� ��� � l� ���� ��� ω > 0� |r| ��
�!�� ��"� |r| ∼ 1
β1,(l)

� #
�� ��������� 

���� 	
� ������ ����� ��	����	��� r4 �� ��� �����$�� �� ��� 	
�	 β2,(l) ∝ V
3
4

(l) ��� ��� � l�

�
������� �� �� �� ��	 ����� 	���� ∝ r2D
τ
��� ∝ rβ1,(l)D

2 ��� ��� ��� ���	 ∝ V 3
(l)λ

2D2


� ��� ������� �
��� r4 ∝ V 3
(l)D

4� �����
�� ����� ������
	��
��� ������

r4 + r3u0 + V 3
(l)λ

2D2 ≈ 0. ������

������
�� ��� ���� � ��! �����
���
�� ξ =
ω+β1,(l)u0

β1,(l)
≥ 0 �
��!� ��� �����
� �����
��

ξ4 − ξ3
4

3
u0 +

256

81
λ2D2V 3

(l) ≈ 0. ������

"��� ����
�� ��
� �����
��� �#� ����� ���� �� �� !
��
���
���!�

���� �

$�� (
λ2D2

∣∣V(l)

∣∣3
u4
0

) 1
3

� 1

4
������

��� ���� �����! �����
�� #
�� ξ ≥ 0 
� �
��� ��

ξ ≈ 4

3
u0

(
1 +

(
λD

u2
0

) 4
3 ∣∣V(l)

∣∣2) . ����%�

&
���
β1,(l) =

ω

ξ − u0

����'�

��! �� ��� ����(� #� ����
�

β1,(l) ≈ 3
ω

u0 + 4u0

(
λD
u2
0

) 4
3 ∣∣V(l)

∣∣2 ����)�

β2,(l) ≈ −u0

D

∣∣V(l)

∣∣2(λD
u2
0

) 4
3

. ������

���� �

$�� (
λ2D2

∣∣V(l)

∣∣3
u4
0

) 1
2

� 1 ���� �

��� ���� �����! �����
�� #
�� ξ ≥ 0 
� �
��� ��

ξ ≈ 4

3

√
λD
∣∣V(l)

∣∣ 34 + 1

3
u0 +

1

8

u2
0√

λD
∣∣V(l)

∣∣ 34 +
1

192

u4
0

(λD)
3
2

∣∣V(l)

∣∣ 94 . ����(�

�'�



���� β �����	
��	 �� ��� ������ ������� �����

���� ������ 	�� �
��	�
�� 
� β(l)

β1,(l) ≈ ω

4
3

√
λD
∣∣V(l)

∣∣ 34 − 2
3
u0 +

1
8

u2
0√

λD|V(l)| 34
+ 1

192

u4
0

(λD)
3
2 |V(l)| 94

�������

≈ ω

4
3

√
λD
∣∣V(l)

∣∣ 34 − 2
3
u0

�������

β2,(l) ≈ −
√

λ

D

∣∣V(l)

∣∣ 34 + 3

4

u0

D
− 3

32

u2
0

D
√
λD
∣∣V(l)

∣∣ 34 − 1

256

u4
0

D (λD)
3
2

∣∣V(l)

∣∣ 94 �������

≈ −
√

λ

D

∣∣V(l)

∣∣ 34 + 3

4

u0

D
. �������

����� ����
����	�
�� ��
� 	��	 β1,(l) → 0 �� β1,(l) ∼
1

|V(l)| 34

� ����� l ��� β2,(l) ∼ V

3
4

(l)�

β1,(l) ∝ ω� β2,(l) �� ����������	 
 ω�
��� ������	�
� ���	���� �� �� �� !�

Δx�����,(l) =
3

β2,(l) − β2,(l+1)

=

√
D

λ

3

V
3
4

(l) − V
3
4

(l+1)

. �������

"
��������� 	�� ����
����	�
� 
 V(l) 
� ����� l� �#� �$�%�� ���

V(l) − V(l+1) ≈ 2

3

(
3

2
π

) 2
3

l−
1
3 �����&�

V
3
4

(l) − V
3
4

(l+1) ≈
1

2

(
3

2
π

) 1
2

l−
1
2


� ����� l � 1� 	��� ������

Δx�����,(l) = 6

(
2

3π

) 1
2

√
D

λ
l
1
2 ∼ l

1
2 . �����$�

����� 
� ���������� l 	�� ������	�
� ���	���� ���
 ���������� ' 
� � �� �� x − x′ 	��
��� 
 ���
���	���� �� �#� ����$�� ����
	 !� �!
�	�� 
� �
�� l′� 	��� ���
����� 	
 	��
��������
� 
� 	�� ������	�
� ���	���� 
� ����� l� �	 �� �
	 �
���!�� 	
 �!
�	 	�� ������ 
�
l > l′� (
�� ��� �� 	��� ���� 	�� ����
���� !���� 
� 	�� ������	�
� ���	���� ��� 	
 !�
��	����� 	
 �
������ ���
 	�� �
�)����	� A(l)� 	��	 ��������	 � *��
 ��#������ �����
�� �	
���� �� ��	������ !� �
���!�� 	
 �!
�	 	�� ������ 
� ��)����	�� ����� l′� � 	�� �
�	��!�	�
�


∑

l>l′ A(l)e
−iβ(l)(x−x′) 	
 ĉ(ω, x, z) ��� !� ������	���

������ ����	�
�� �����
�	�
�� �� β ���
∣∣V(l)

∣∣� 1

'� 	��� ���	�
� �� ���� 
�	���� ��
�	�� � ��� 
 �
� 	
 ��	������ β(l+1) �	���	� ��� 
� �����
l� � β(l) �� +�
��� ��� �
�������	�
�� ��� !���� 
� �#� ������ ,� ���	�

V(l+1) = V(l) + δV(l) �������

�&�



�� ������� 	
� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

���

β(l+1) = β(l) + δβ(l) �����	


��� ����� ���� ��� ������������� β �������� δβ(l) �������∣∣∣∣δβ(l)

β(l)

∣∣∣∣� 1. ������


���� ��� �� ���� �� �������� ��� � �� �����!
 ��� �����"
 ��� �������

δβ(l) ≈
√

λ

D

1

2

(
3

2
π

) 1
2

l−
1
2 ∼ l−

1
2 �����#


�����$ δβ(l) → 0 ��� l → ∞$ �������

β(l) ≈ β2,(l) ≈ −
√

λ

D

∣∣V(l)

∣∣ 34 + 3

4

u0

D
∼

√
λ

D

√
3

2
πl ∼

√
l �����%


�����$
∣∣β(l)

∣∣ ∼ √
l ��� ����� l�

&� ����� � � ����
 ��� l + 1 ��

(V(l) + δV(l))
(−(β(l) + δβ(l))

2λ2D
) 1

3 = iω +
1

τ
− i(β(l) + δβ(l))u0 + (β(l) + δβ(l))

2D ����"!


'���� (β(l) + δβ(l))
2 ≈ β2

(l) + 2δβ(l)β(l) (�����

(V(l) + δV(l))
(−β2

(l)λ
2D
) 1

3

(
1 + 2

δβ(l)

β(l)

) 1
3

≈ iω+
1

τ
− iβ(l)u0 + β2

(l)D− iδβ(l)u0 +2δβ(l)β(l)D.

����"�


)����*������
(
1 + 2

δβ(l)

β(l)

) 1
3 ≈ 1 + 2

3

δβ(l)

β(l)
��� �*�������� ��� �������� � � ����
 ��� l ��+��

(−β2
(l)λ

2D
) 1

3

(
δV(l)

(
1 +

2

3

δβ(l)

β(l)

)
+ V(l)

2

3

δβ(l)

β(l)

)
≈ −iδβ(l)u0 + 2δβ(l)β(l)D ����"�


(−β2
(l)λ

2D
) 1

3 δV(l) +
(−β2

(l)λ
2D
) 1

3
(
V(l) + δV(l)

) 2
3

δβ(l)

β(l)

≈ δβ(l)

(−iu0 + 2β(l)D
)
. ����""


���������

δβ(l) ≈ δV(l)

(
−β2

(l)λ
2D
) 1

3

(−iu0 + 2β(l)D
)− 2

3
V(l+1)

(
−β2

(l)
λ2D

) 1
3

β(l)

����",


= δV(l)

−β
2
3

(l) (λ
2D)

1
3

(−iu0 + 2β(l)D
)
+ 2

3
V(l+1)

(λ2D)
1
3

β
1
3
(l)

.

�"�



���� β �����	
��	 �� ��� ������ ������� �����

������� ���	
�
������

��� ��� ��	��
�� �����	
���
�� �� β(l) ���	 ��� ����	����� u0� λ� τ ��� �
��� ω ��� V(l)� �
�������������� 	����� ���
�� �� � �����
�� f : C → C 
� ����� ��� �����
�� f �����
�� �����	
��� ���	 ��� ���� ������ ���� ���	 ���� ���!" ��� ���!! � �
��� 
� ��� ����

�������� ���� ��� ���� #��� ��� ��� ����
�� ��� �(β(l)) < 0� $� � �����
�� ���� β
(m=0)
(l)

��� ��� 
�����
��� � ���� �� ����
��� ���	 � β �%����
�� �� ���	 ��� 
�����
�� 	����� ���
���� l ��� �� ����� ��� �����
�� f = f(β) ��� 
�� ���
���
�� f ′ = f ′(β) ��� ��� &�' ���
�
��� �(

f(β) = iω +
1

τ
− iβu0 + β2D + V

(
λ2D

) 1
3 β

2
3 ����!� 

f ′(β) = −iu0 + 2βD +
2

3
V
(
λ2D

) 1
3 β− 1

3 ����!) 

����� V = V(l) ��� β = β(l) ��� ���� ������
���� ��� ��� �"�)* ��� ���� ����� ���
�������������� 	�����

β(m+1) = β(m) − f
(
β(m)

)
f ′ (β(m))

����!+ 

���� 
�����
��( (
��� � ������ ���� ��� β� ���� �������
�� �� ��� �� ��� ����� �� f(β)�

f(β)
!
= 0. ����!, 

&
��� 
� ��� �� �%������ ���� f(β) ��� ��( ��� ���� �
�� �(β(l)) < 0� � �����
�� ����
�����
�� ���	 � β �%����
�� ����
��� � ���	
�
�� ���
� ��� ��� 
�����
�� ���
��� ��� ���
���
�����

-��� 	��� �� ��.�� 
� ����� ����� ϕ′ ��� ��/��� �
��
� ��� ����� ϕ′ ∈ [−π, π)� �����
�
��� ϕ ∈ [0, 2π)�

ϕ(β) ∈
[
3

2
π, 2π

)
=̂ϕ′(β) ∈

[
−1

2
π, 0

)
����!0 

��� ����
ϕ(β) = ϕ′(β) + 2π. ����*1 

2��� ��.
�� � ���
� ���� �� β� ��
� ��� �� �� ��.�� 
��� ������� 
� ����� �� ����
� ���
��	� ��	��% ��	���� 3�����

ϕ(β
2
3 ) = ϕ′(β

2
3 ) +

4

3
π ����*� 

��� �
	
��(

ϕ(β− 1
3 ) = ϕ′(β− 1

3 ) +
4

3
π ≡ ϕ′(β− 1

3 )− 2

3
	�� 2π. ����*" 

��
� ����� ���� ��� ϕ′� � �������
�� ������ ei
4
3
π ��� �� �� ���
���

f(β) = iω +
1

τ
− iβu0 + β2D + V

(
λ2D

) 1
3 β

2
3 ei

4
3
π ����*! 

f ′(β) = −iu0 + 2βD +
2

3
V
(
λ2D

) 1
3 β− 1

3 ei
4
3
π. ����** 

�!!
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� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

���� �����	� β 
���	���	 ��� ��� ������ ������

�����

�� ���� �����	� 
� 
��� ����� � ��� 	� �	����� ���� ���	
 ��� ������ ���� 
���	�� ���	�����
��	�� ����������	� 	� u0 	 τ ��� λ �	� ��� ���������� ���������� β1,(0) ��� β2,(0) �	
��� �	����	� 	�� l = 0� �� �� ���� ���� �	� 	�� ���������� 	� β(0) 	��� �
	 ��������
��� �� ���������� ��� �	 ��� ������� 	� ��� �	������ λ 
��� ��
��� �� 	�� 	� ��� �
	
��������� ����� ����� ��	��� ���������� 	� β(0) �� � ������� �������� ω ��� ��
�	�������� �������� ���� λ� u0 ��� τ �� ����������� 	� ω� 	 	�� ������� �u0 	 τ 
�� !�	
� ���	����� 	 ��	��� �	�����	� �� ����������� ���� ���	
� ��� ����������	� 	�
��� ���� �������� "� 
��� ���� ��	
 �	
 �	 ��������� ��	��� �	�����	� ���� ���	
� ���
����������	� 	� ��� ���� �������� �	���������� �	� 	�� ���������� �� 	�� ��������
ω� �� ��	��� �� �������#�� ���� ��� ��������	� l = 0 ��� �� ������ $� �	�� �� β1,(l) ≥ ω

u0

�� ���%����� ��� �	����� ����� ���	 �	 l > 0� &	
���� �� �� ��� ���� ��	
� ���� �'�()  �
�	 ���� x− x′� β(0) ��� �� ��������� ������� �� ��� ������� ������� 	� ��� ����� ������
��� ��� ����� �	�*�����+

β1,(0) = −�
(
1

d̂

∂ d̂

∂x

)
= −�

⎛
⎝∂ ln

(
d̂
)

∂x

⎞
⎠ = −

∂ϕ
(
d̂
)

∂x

β2,(0) = �
(
1

d̂

∂ d̂

∂x

)
= �
⎛
⎝∂ ln

(
d̂
)

∂x

⎞
⎠ =

∂ ln
(∣∣∣d̂∣∣∣)
∂x

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

�	 x− x′ � 0 �'�,-' 


��� d̂ �� � �		� ���	������	� �	 ĉ �� ��� ����� ���	� �� � ��*������� ���� ��������

�
�� �	� ��� ����������	� ���� ��� ����� ������ ��� ���� ���������� �� ϕ
(
d̂
)
� ����

��	
� ���� ��� �	����	� 	�� l = 0 �� 	� ������� ������� �	 ��� �����������

�� ��� �	��	
��� 
� 
��� �	 ������ V �	 V(l)� β �	 β(l)� β1 �	 β1,(l) ��� β2 �	 β2,(l)�
.	 ��� ���������� �	��������	�� �� �� ������� ���� u0 �� !�	
�� ���� τ ��� λ �� ������
�� ��!�	
��� "� ���� ��� �	��������	�� 	� ��� �'�)) ��� ���� �� �	���� �	 ��� ���
�������� ���+

1

τ
+ iω − iβu0 + β2D =

(
1

τ
+ β2u0 +

(
β2
1 − β2

2

)
D

)
+ i (ω − β1u0 + 2β1β2) . �'�,-/ 

0������

A =

(
1

τ
+ β2u0 +

(
β2
1 − β2

2

)
D

)
�'�,-1 

B = (ω − β1u0 + 2β1β2D) ≤ 0 �'�,-( 

������

(
1

τ
+ iω − iβu0 + β2D

)3

= (A+ iB)3 =
(
A3 − 3AB2

)
+ i
(
3A2B − B3

)
. �'�,-2 

,)-



���� �����	� β 
���	���	 ��� ��� ������ ������ �����

�� ���� ������	 β1 =
ω
u��

≥ ω
u0

�
	 ���� ω−β1u0 ≤ 0� ���� �� �������	 ��� ����� �������

��	��� l �� ��
 �� ���
 ���� ��� β ����
���
� �� ��� ���� ������
� �
 ��� ����� ��
	 �
����

− V 3β2λ2D = −V 3
(
β2
1 − β2

2

)
λ2D + i

(−V 32β1β2λ
2D
)

�������

�
	 ��������� � ��� ��� �� � �����
� ���� � � ���!!�

A3 − 3AB2 = −V 3λ2D
(
β2
1 − β2

2

)
�������

3A2B − B3 = −V 3λ2D2β1β2. �����"�

#�� ��� ������
� ��
��	������
� ω �� ������	 �� �� 
�
$%���� ω > 0��� &��� ���� B ��
������	 �� �� '
�
� A �� ������	 �� �
'
�
� (� ���� ���
� � 
���

1

τ
= A− β2u0 −

(
β2
1 − β2

2

)
D �����!�

λ2 =
A (A2 − 3B2)

−V 3D (β2
1 − β2

2)
=

B (3A2 − B2)

−V 3D2β1β2

. �����)�

�� ���� ��� �� 	������
� A �
	 ��������� �����
��� λ2 ���� ��� � �����
�� *��� ����� ���
����� � �����
 �
 A

A3 (−2β1β2) + A2
(
3B
(
β2
1 − β2

2

))
+ A

(
6B2β1β2

)− B3
(
β2
1 − β2

2

)
= 0. �������

+���	�
� �, (−2β1β2) �
	 �����
�

F =
1

2

β2
1 − β2

2

β1β2

=
1

2

β1

β2

− 1

2

β2

β1

�����-�

a = −3BF �����.�

b = −3B2 �����/�

c = B3F �����0�

,���	�
A3 + aA2 + bA+ c = 0. ����-��

1���������
�

C = A+
a

3
����-��

���	� �� ��� � �����

C3 + Cp+ q = 0 ����-"�

���

p = b− a2

3
= −3B2

(
1 + F 2

)
����-!�

q =
2

27
a3 − ab

3
+ c = −2B3F

(
1 + F 2

)
. ����-)�

�� ���� ��� β ��	
����� ���� ������ 
�� ������ � � ������ ��
� ��� ��
�� l� β1,(l) → 0 � ω → 0�

������������ A → 1
τ
+ β2,(l)u0 − β2

2,(l)D 
�� B → 0� ����� ���� ��� �� ��� ��� ��
� �
���� ���
����

���
�� �
���� A3 = V 3
(l)λ

2Dβ2
2,(l)� ��  
�� u0 �
� !����� � � ���� ��� 	������ �� �������� ����� λ


�� τ ���� ��� ��
�������� �� β(0) �����

�!�
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� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

����
W = B2

(
1 + F 2

) ≥ 0 ����	�


p �� q ��� �� ������� ��

p = −3W ����		


q = −2BFW. ����	�


��� ���������� D��� = q2 + 4
27
p3 ���� ��� �����
 �������

D��� = −4B2W 2 ≤ 0. ����	�


���� ���� ��� ωτ � 1 �� ��� ���� ���� β1 ∝ ω
u0
�� β2 < 0 ����� ���	�
 �� �����

�

��������� F ∼ −1
2
β2

β1
� B ∼ 2β1β2D �� W ∼ B2F 2 ∼ β4

2D
2 �� ω → 0�  ����� D��� ∼

−4β2
1β

10
2 D6 → 0 �� q = −BFW ∼ β6

2D
3 > 0 ��� ω → 0�

�� ����� �� ���!��� � ��� ���� D��� < 0 "��� �� ����� ���" #�"�� ������ ��� ����
D��� = 0 ���� q �= 0 ������ �� ω = 0 �� "��� �� ��� ���" #�"�� ������ ��� �� ����� ��� �
��"��!"����$ �� 2�
�� ������

u =

(
BFW +

1

2

√
−4B2W 2

) 1
3

����	%


v =

(
BFW − 1

2

√
−4B2W 2

) 1
3

�����&


�� ����
√−4B2W 2 = −iBW ����� W ≥ 0� B ≤ 0���

u = (BW )
1
3 (F − i)

1
3 ������


v = (BW )
1
3 (F + i)

1
3 . ������


'�� ϕ1, ϕ2 ∈ [0, 2π)� �� �����

(F − i) =
√
1 + F 2eiϕ1 �����(


(F + i) =
√
1 + F 2eiϕ2 �����)


���� 1 + F 2 = W
B2 �� ����

√
1 + F 2 =

√
W

|B| � *���� �� ������ B ≤ 0 ��� ���"" l� ����

B = − |B|� �������+ �� ��� ���(�
 �� ������(
BW

√
1 + F 2

) 1
3
= −

(
|B|W

√
1 + F 2

) 1
3
= −

√
W. ������


�� �����#� ���� �$ ���� ���	�
� ���	�
� ���	�
 �� ���		
 �� ��� �����	
�

F < 0 ��� β1 > β2 �� ������ ��� "��+� ω� ���� F ∼ −ω
1
3 �����	


F = 0 ��� β1 = β2 �� ������ ��� � �!���,� ω = ω0 ������


F > 0 ��� β1 < β2 �� ������ ��� ���"" ω� ���� F ∼
1

ω
. ������


��� ��� �����	�
 ��� ��� C ��� 
�� ���
 �
 ��� �	�
 ��
√−4B2W 2 = �	�
(BW ) · iBW �	
�� ���
�	
�

��� �	�
 �
�� 	
������
��� u �
 v� ��� �����	�
 ��� ������� 	� 	
���	�
� �
�� ��������	�
 �� u �

v �������� ���

�(	



���� �����	� β 
���	���	 ��� ��� ������ ������ �����

�� � ���� ���� �	� 
����� �� ϕ1 ��� ϕ2 ��� �������� ϕ1 �� ���������� �� F ��

F < 0� F � −∞ → 0 ����������� �� ϕ1� π → 3

2
π� ���� ϕ1 ∈

(
π,

3

2
π

)
�������

F = 0� ϕ1 =
3

2
π ����� �

F > 0� F � 0 → ∞ ����������� �� ϕ1�
3

2
π → 2π� ���� ϕ1 ∈

(
3

2
π, 2π

)
. �������

!��� �	�� ϕ1 �� ����������� �� F ���� ��� −∞ ��∞� "���������# arctan (−F−1) ∈ [−π
2
π
2

)
�

�	� ����$��# ���������� �� F �� �����

F < 0� F � −∞ → 0 ����������� �� arctan
(−F−1

)
� 0 → 1

2
π� ���� �����%�

arctan
(−F−1

) ∈ (0, 1
2
π

)
F = 0� arctan

(−F−1
)
������������� �����&�

F > 0� F � 0 → ∞ ����������� �� arctan
(−F−1

)
� − 1

2
π → 0� ���� �����'�

arctan
(−F−1

) ∈ (−1

2
π, 0

)
.

arctan (−F−1) 	�� � ������������� �� F = 0� (	� �������������� �	�$� �	�� ϕ1 ���
arctan (−F−1) ��� ��������� �� ����$��

F < 0� ϕ1 = − arctan
(
F−1
)
+ π �������

F > 0� ϕ1 = − arctan
(
F−1
)
+ 2π. �����)�

(	��� ���������� �� �������� �� F = 0 $��	 ϕ1(F = 0) = 3
2
π�

ϕ2 �� ���������� �� F ��

F < 0� F � −∞ → 0 ����������� �� ϕ2� π → 1

2
π� ���� ϕ2 ∈

(
1

2
π, π

)
�������

F = 0� ϕ2 =
1

2
π �������

F > 0� F � 0 → ∞ ����������� �� ϕ2�
1

2
π → 0� ���� ϕ2 ∈

(
0,

1

2
π

)
. �������

!��� �	�� ϕ2 �� ����������� �� F ���� ��� −∞ �� ∞� "���������# arctan (F−1) ∈ [−π
2
π
2

)
�

�	� ����$��# ���������� �� F �� �����

F < 0� F � −∞ → 0 ����������� �� arctan
(
F−1
)
� 0 → −1

2
π� ���� ����� �

arctan
(
F−1
) ∈ (−1

2
π, 0

)
F = 0� arctan

(
F−1
)
������������� �������

F > 0� F � 0 → ∞ ����������� �� arctan
(
F−1
)
�
1

2
π → 0� ���� �����%�

arctan
(
F−1
) ∈ (0, 1

2
π

)
.

�&�
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��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

arctan (F−1) ��� � ������	��
�	� �	 F = 0� �� ���������	���� ����� 	��	 ϕ2 ��� arctan (F−1)
��� ������	�� �� ��������

F < 0� ϕ2 = arctan
(
F−1
)
+ π �������

F > 0� ϕ2 = arctan
(
F−1
)
. �������

���� ���	��
�	� �� ���	���� �	 F = 0 ��	� ϕ2(F = 0) = 1
2
π�

��	� 	��	 ϕ1 ��� ϕ2 ��� ��	������� 
� 	� � �
�	���� �� 2π� ����� ���� ������ �����	��	
���� 	�� �
��� ���	 �� 	� ��� !� 	�������� ��"� ��� 	�� ���
	��� C1 = u1 + v1

u1 = −
√
Wei

1
3
(ϕ1+2πr) �������

v1 = −
√
Wei

1
3
(ϕ2+2πs) �����#�

��	� r, s ∈ {0, 1, 2}� $���� ϕ1 �� ��%
���� 	� �� ���	��
�
� �	 F = 0� r �� 	�� ���� ��� F < 0
��� F > 0� ��� �����&�
��� ��� ϕ2 ��� s� '��� 	�� �����	���

u1v1
!
= −1

3
p = W �����(�

�	 ��� �� �������� 	��	 ��� F > 0 ��� F < 0� r = 1 ��� s = 1 �
�	 ����� �� ���
	����

C1 = u1 + v1 �����)�

C2 = u1e
i 2
3
π + v1e

−i 2
3
π �������

C3 = u1e
−i 2

3
π + v1e

i 2
3
π ���*++�

��� 	��� &�"�� ��

C1 = −2
√
W cos

(
arctan (F−1)

3
+ π

)

C2 = −2
√
W cos

(
arctan (F−1)

3
+

1

3
π

)

C3 = −2
√
W cos

(
arctan (F−1)

3
+

5

3
π

)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
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��� F < 0 ���*+��

C1 = −2
√
W cos

(
arctan (F−1)

3
+

2

3
π

)

C2 = −2
√
W cos

(
arctan (F−1)

3

)

C3 = −2
√
W cos

(
arctan (F−1)

3
+

4

3
π

)
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��� F ≥ 0. ���*+*�

��	� 	��	 �� ���	 	�� ���
	���� ��� ���	��
�
� �	 F = 0� ����� arctan (F−1) → 1
2
π ��� F → 0�

F > 0 ��� arctan (F−1) → −1
2
π ��� F → 0� F < 0� ,� �-���	�� 	���� ��� 	���� ��.����	

���� ���
	���� ��� ω > 0� '�� ω = 0 �� ��	��� F → +∞ ��� 	�
� C1 = C3 �= C2� ���� 	��
���� ���
	���� ��	� ��� �� 	��� ��"��& � �
�	������	� �� 2� ��������� �� ω �� ��������� ����
0� C1 ��� C3 ��"��&�� /� ���
���& 	��	 C2 �� 	�� ������	 ���
	���� � �����	�� ���� ��&

��)



���� �����	� β 
���	���	 ��� ��� ������ ������ �����

��� �� ��� ����	�
�� �� �
��� C1 � C3 ��� ω = 0 
� ���
���� �� �	��	���� ���������
� �����
�� ���� 
� 	�����
��� �� ��� β ������
��� �� ��� ���� ��	�
��� C2 	�� �� ��
���
�� 
����
�� ��� ������
��� ����
��� �� 1

τ
��� λ2 
��� ��� β ������
���� �
���
�� � ���

��������� 
� ����
�� �����
���
�� ���� �� 	���� ��
� 	�� ���� �� �	�
���� ����
	�����
�� 
� 
� ������ �� ���� ���� ���� C2 ����� ������
������� ��� 	��	� �������� 1

τ
���

λ2 
� ��� �
�� β1 ��� β2� �� ����
��� ��� � β ������
���
�� 
� ����	��� ����

∂ 1
τ

∂ω
= 0 � �!"#�

∂λ2

∂ω
= 0 � �!"$�


� ��� ������ ���� 	���
����
�� 	�� �� ���
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�� �� ��� �����
�� C = C2

C =
√
WQ � �!" �

�
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Q =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
−2 cos

(
arctan (F−1)

3
+ 1

3
π

)
�� F < 0

−2 cos

(
arctan (F−1)

3

)
�� F ≥ 0.

� �!"(�

%
�	� arctan (F−1) ∈ (−1
2
π, 0
)
�� F < 0 ��� arctan (F−1) ∈ [0, 1

2
π
)
�� F ≥ 0 �� ���

arctan (F−1)
3

+ 1
3
π ∈ (1

6
π, 1

3
π
)
�� F < 0 ���

arctan (F−1)
3

∈ [0, 1
6
π
)
�� F ≥ 0� )�
� �
����

Q ∈
{(−√

3,−1
)

�� F < 0[−2,−√
3
)

�� F ≥ 0
� �!"*�

�
�� Q → −1 �� F → −∞� Q → −√
3 �� F → 0 ��� Q → −2 �� F → ∞� ��
	� ���
�

����� ��� 	���
��
�� �� F = 0�
+�
�� �,�� � �- #�� � �- $� ��� � �-(-� ��� B < 0� 
��� B = − |B|� �
���� �� 1

τ
��� λ2.

1

τ
=

√
WQ+ (ω − β1u0)F − β2u0

!≥ 0 � �!"/�

λ2 = − B3

2V 3β1β2D

((
3Q2 − 1

)
+ 3F 2

(
1 +Q2

)− 6FQ
√
1 + F 2

) !≥ 0. � �!"0�

1��� ���� ��� ,����
�
�� V � β1� β2� B� F � W ��� Q ������ �� ��� �����
�� ��� l� 2� ����
�� ω−β1,(l)u0 < 0 
� ��������� ��� ���� ������ �� 1

τ
��� λ2 ������ �� ����
��� �� �
3����

l� 4�� �,�� � �!"/� ��� � �!"0� 
� 
� ���
���� ���� 1
τ
��� � �
��� ����
	
� u0 ��������	��

������ ��� ��������	� 
� ���5�
��� �� λ2� )������ �� ��� �,� � �!"/� �� ����
� ��
������
�� �� u0� 
� 	��� 1

τ
��� 6����� 7� ��� �����

F̄ =
1

2

β2
1 + β2

2

β1β2

≤ 0 � �!-"�

-#0
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F̄ 2 =
1

4

(β2
1 + β2

2)
2

β2
1β

2
2

= 1 + F 2. ������

�� ����� √
W = −B

√
1 + F 2 = BF̄ ������

�� ��
���

u0 = −
1
τ
− ω

(
F + F̄Q

)− 2β1β2DF̄Q

β2 + β1

(
F + F̄Q

) !≥ 0. ������

��
� 
��
 
�� ������� ��� u0 ���
���� 
�� ���
 ������	�
� ����
��
 �� ��
��� D� ��	�� ��
 ! ���
�� "�������� �
 �� ��
 #������� 
� #������ ��� #�����
�� ��
������
���� �� #�$�� ���
����� ����� %����� 
�� �#�
��� ��� 
��#���� ������
��� ���� 
� �� &�����
 ���� Q < −1 ��� F̄ ≤ 0 �
 �������

F + F̄Q ≥ F − F̄ =
|β2|
β1

. ����'�

%����� ��� 
�� ��������
�� �� �(� ������ �� ��	�

β2 + β1

(
F + F̄Q

) ≥ β2 + |β2| = 0. �����

 ���� �� ��� �$#��
 F̄ < 0� ���� F + F̄Q > |β2|
β1

��� 
��� β2 + β1

(
F + F̄Q

)
> 0 ���

�� �������� )����(���
��� �� �� ��(���� u0

!≥ 0 ��� τ
!≥ 0� �� ��
��� ���� �(� �������

F + F̄Q > 0 ��� F̄Q > −F̄ > 0 ������ −2β1β2DF̄Q ≥ 0�

0 ≤ 1

τ
− 2β1β2DF̄Q ≤ ω(F + F̄Q). ����*�
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�� ������� 1
τ
�� ��� ��	�� β1 ��� β2� 
�� ������ u0 �������� + ��$����

��� u0 �� ��
����� ��� 1
τ
= 0� )���������� λ� �(� ���,-� ����� 
��
 ���� λ2 ��������� �
���
��

����
���� �� 1
τ
���������� "��� ����� ����� 
�� ���#��
� u0 ��#������� �� ���
����� �� B�

B ≤ 0 ���������� �� u0 ��������� �β1u0 = ω u0

u��
≥ ω� ��� 
��� ���� B3� + ��$���� �� λ

��� ��	�� β1 ��� β2 �� ������� ��� 1
τ
= 0�

.�� u0 �
 �� �$#��
�� 
��

∂u0

∂ω
= 0. ����/�

!� ����� 
� ��
������ u0 ���� λ2 �� 0��
 �����& 
��
 �� �(� ���,-�

− B3

2V 3β1β2D
≥ 0 ����1�

��� ����� λ2
!≥ 0� ����

((
3Q2 − 1

)
+ 3F 2

(
1 +Q2

)− 6FQ
√
1 + F 2

) !≥ 0. ����-�

�',



���� β �����	
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����� 1
1
3 = 1 ��� λ ≥ 0 �	���

λ
2
3(

(3Q2 − 1) + 3F 2 (1 +Q2)− 6FQ
√
1 + F 2

) 1
3

∈ R≥0 
����

��� (
− B3

2V 3β1β2D

) 1
3

=
B

(2D)
1
3 V β

1
3
1 |β2|

1
3

∈ R≥0. 
����

���� ��	���

u0 =
ω

β1

+ 2β2D − (2λ2D |β2|)
1
3 V

β
2
3
1

(
(3Q2 − 1) + 3F 2 (1 +Q2)− 6FQ

√
1 + F 2

) 1
3


���

����

− (2λ2D |β2|)
1
3 V

β
2
3
1

(
(3Q2 − 1) + 3F 2 (1 +Q2)− 6FQ

√
1 + F 2

) 1
3

∈ R≥0 
����

��� β2D ≤ 0� ���	 ���� ω
β1

= u��(λ) ≤ u0�
�	 ��	 ��� ���	 �� �	�	����	 ��� ��� ����� �� �����	�	�� ���� � �	�����	�� β �� !��	

��	 ����� ��	 �� ��"	�#

� $� u0 �� ��"	� 1
τ

�� �	�	����	� �� 	%� 
���&� λ2 �� 	%� 
���'��
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���'��

� $� λ �� ��"	� (��� u0 �� �	�	����	� �� 	%� 
��� ��	� 1
τ

�� �	�	����	� �� 	%� 
���&��

$� ��� �	����	�	��� β ��� β′ ��� ��� ��)	�	�� ��	%�	�!�	� ω ��� ω′ �	�	 �"������	 ��	
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1

τ
(ω, β, u0)

!
=

1

τ
(ω′, β′, u0) 
��*�

��

u0

(
ω, β,

1

τ

)
!
= u0

(
ω′, β′,

1

τ

)

����

!���� �	 ��	� �� �	�	����	 ��	 �	������� �����	�	� u0 �� 1
τ
�
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β̃(l) = α + iβ(l)λ ��	

��

���� ��	 ��	
� ����

V(l)β̃
2
3

(l)D
1
3 = iω + u0

α

λ
− α2

λ2
D + β̃(l)

(
−u0

λ
+ 2α

D

λ2

)
− β̃2

(l)

D

λ2
. ��	

��

����������

q(l) = β̃
1
3

(l) ��	

��

������ �� ������� �� ����� ����� �� q(l)

V(l)q
2
(l)D

1
3 = iω + u0

α

λ
− α2

λ2
D + q3(l)

(
−u0

λ
+ 2α

D

λ2

)
− q6(l)

D

λ2
. ��	
���

�� ���������� ��� β2
(l)D ��� �� ��	 ��	
�! � ���� ������� �� ����

V(l)q
2
(l)D

1
3 = iω + u0

α

λ
− q3(l)

u0

λ
. ��	
�"�
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V 3
(l)

(
α + iβ(l)λ

)2
D =

(
iω − iβ(l)u0 + β2

(l)D
)3

. ��	
�
�

(��� ������ �� ������� �� ����� ����� �� β(l)'

0 = ��	
���

β6
(l)D

3 + β5
(l)

(−3iu0D
2
)
+ β4

(l)

(−3u2
0D + 3iωD2

)
+ β3

(l)

(
iu3

0 + 6ωu0D
)

+ β2
(l)

(−3iωu2
0 − 3ω2D + V 3

(l)λ
2D
)
+ β(l)

(
3iω2u0 − 2iV 3

(l)αλD
)
+
(−iω3 − V 3

(l)α
2D
)
.

)��������� ��� � ∝ D3 ��� ∝ D2 ��� ��%����� ��� �� ������ ������� �� −3u2
0D ������

��� ������ �������

0 = ��	
�*�

β4
(l) + β3

(l)

(
−i

1

3
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D
− 2

ω

u0

)
+ β2

(l)

(
i
ω

D
+

ω2

u2
0

− 1

3
V 3
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0

)

+ β(l)

(
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+

2

3
iV 3
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αλ
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+

(
i
1

3
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+
1

3
V 3
(l)

α2

u2
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������ β ����	
��	 ��
∣∣V(l)

∣∣ ∼ 1− 10� �������	� ������

��� ��� �����	
���� ����
�� �� ��� ������� ������
�� �� ������� �� ��� ����
�� ����
�����
��� ��� ���������� ��� ��������

ω ∼ 1
1

�

u0 ∼ 0.1
�

�

λ ∼ 10
1

�

α ∼ 104
1

�· �∣∣V(l)

∣∣ ∼ 1 → 10.
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�� �� ��� ���!"�� ��� ���� V(l)
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2
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α
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1
3
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ω

α
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1
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� �
*�� ()

β1,(l) ≈ �������
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+ · · ·
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�
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∣∣ ∼ 1 → 10.

 � �����
ωt∗ ∼

ω

α
2
3D

1
3

∼ 88.8


���� ��� ����
�� �
 !��������� �� ��� �
���
�� ���
�� �� ��� "#$"� %�� �	����
��
�	������� &' ��� ���
�� ����� 
� �
��� &'

β1,(l) ≈ �����(�

ω

u0

−
√
3

2
V(l)

(
ω

u0

) 2
3
(
λ2D

u3
0

) 1
3

+
1

8
V 2
(l)

(
ω

u0

) 1
3
(
λ2D

u3
0

) 2
3

−
√
3

2
V(l)
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+
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∣∣ ∼ ∣∣V(l)

∣∣3 ������� ∣∣β1,(l)

∣∣ ∼ ∣∣V(l)
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∣∣V(l)

∣∣
∣∣∣∣β1,(l)

β2,(l)
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���� �� ���%����� ��������� ��� 	
���� ��� �� �&&��'������ ��

(−iβ(l)u0 + β2
(l)D
)3

+ 3iω
(−iβ(l)u0 + β2

(l)D
)2 ≈ V 3

(l)

(
α + iβ(l)λ

)2
D 	
��#(

��

V 3
(l)D ≈ β3

(l)

(−iu0 + β(l)D
)3 − 3iωβ2

(l)

(−iu0 + β(l)D
)2

(
α + iβ(l)λ

)2 . 	
��#�

)������� ����
α

|β|λ � 1 	
��#�

��� ����� l" �� ��� �&&��'�����

1(
α + iβ(l)λ

)2 =
1

−β2
(l)λ

2

1(
1 + α

iβ(l)λ

)2 ≈
1− 2 α

iβ(l)λ

−β2
(l)λ

2
	
��##

*�������� ���� ��� 	
��#( ������

V 3
(l)λ

2D ≈ 	
��#


− β(l)

(−iu0 + β(l)D
)3 − 2i

α

λ

(−iu0 + β(l)D
)3 − 3iω

(−iu0 + β(l)D
)2

+ 6
αω

λ

1

β(l)

(−iu0 + β(l)D
)2

.

*� ��� ��������� ��� ���� ∝ 1
β(l)

(−iu0 + β(l)D
)2
���� �� ���������" ����

V 3
(l)λ

2D ≈ −β(l)

(−iu0 + β(l)D
)3 − 2i

α

λ

(−iu0 + β(l)D
)3 − 3iω

(−iu0 + β(l)D
)2

. 	
��#�

+�����������
z = −iu0 + β(l)D 	
��#,

�� ������

z4 + iz3u0

(
1 +

2αD

u0λ

)
+ 3iz2ωD + V 3

(l)λ
2D2 ≈ 0. 	
��#-

*����������

ũ0 = u0

(
1 +

2αD

λu0

)
≥ 0 	
��#�

(#




�� ������� 	
� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

������
z4 + iz3ũ0 + 3iz2ωD + V 3

(l)λ
2D2 ≈ 0. ��	
���

� ���� ���� ��	 ��	
��� �� ����� �� ��	 ��	���� �� 1
τ
= 0 ��� u0 �� �������� �� ũ0	 ������

���� ��� �������� ������������ ��� ����� ��� �� ������� �	
	! ��� ���� ��� �� ��������	
"��������� 

r = β2,(l)D − u0 ≤ 0, ��	
�#�

�����$�%���� 

zn = (ir)n
(
1− i

β1,(l)D

r

)n

≈ (ir)n
(
1− in

β1,(l)D

r

)
. ��	
�
�

��� n ∈ {2, 3, 4}	 ��� �������� ���� ��	 ��	
��� ������ ��� ��������� ����� ���������� ����
���� ��� �%� ����� ����	 &��% ��� ���� ���� � ������� �������� �� ��������

r4 + r3ũ0 − 6rωβ1,(l)D
2 + V 3

(l)λ
2D2 ≈ 0 ��	
�'�

��� ��� �%� ����� ���� ����� ��

− 4r3β1,(l)D − 3r2(β1,(l)Dũ0 + ωD) ≈ 0. ��	
���

&��% ��� ������ �������� �� ������� ��� r �= 0

r ≈ −3

4

(
ũ0 +

ω

β1,(l)

)
. ��	
���

��� �� r+u0

D
= β2,(l) � �������� ������� β2,(l) ��� β1,(l) �� ��������(

β2,(l) =
u0

D
− 3

4

1

D

(
ũ0 +

ω

β1,(l)

)
��	
�)�

=
1

4

u0

D
− 3

2

α

λ
− 3

4

ω

β1,(l)D
��	
�*�

����� ��� ��� ������ �$�������� ��� ��+������ �� ũ0 ��� ��������	
,� ��� ��%� �������� ���� ��� ���% ��	 ��	#�!� �� ��	 ��	#���� �� ��� �� ���� ��� ���%

∝ β1,(l)D
2 �� ��	 ��	
�'�	 -��� ��	 ��	
��� �� ��	 ��	
�'� ��� ����������� ξ =

ω+β1,(l)ũ0

β1,(l)
≥ 0

������

ξ4 − ξ3
4

3
ũ0 +

256

81
λ2D2V 3

(l) ≈ 0. ��	
�!�

��� �������� �� ���� �������� ������� ��
λ2D2|V(l)|3

u4
0

	

���� �

&�� (
λ2D2

∣∣V(l)

∣∣3
u4
0

) 1
3

� 1

4
��	
���

#�)



���� β �����	
��	 �� ��� ���
��� ������ ������� �����

��� ���� �����	 
������ ���� ξ ≥ 0 �
 ���� ��

ξ ≈ 4

3
ũ0

(
1 +

(
λD

ũ2
0

) 4
3 ∣∣V(l)

∣∣2) . �������

����
β1,(l) =

ω

ξ − ũ0

�������

�� �����

β1,(l) ≈ 3
ω

ũ0 + 4ũ0

(
λD
ũ2
0

) 4
3 ∣∣V(l)

∣∣2 �������

β2,(l) ≈ −2
α

λ
− ũ

− 5
3

0 λ
4
3D

1
3

∣∣V(l)

∣∣2 . �������

��� 
����������� ũq
0 ����	 �� �����!�����	 "�� q ∈ R ��

ũq
0 ≈ uq

0 + 2quq−1
0

αD

λ
. �����#�

���� �

��� (
λ2D2

∣∣V(l)

∣∣3
u4
0

) 1
2

� 1 �������

��� ���� �����	 
������ ���� ξ ≥ 0 �
 ���� ��

ξ ≈ 4

3

√
λD
∣∣V(l)

∣∣ 34 + 1

3
ũ0 +

1

8

ũ2
0√

λD
∣∣V(l)

∣∣ 34 +
1

192

ũ4
0

(λD)
3
2

∣∣V(l)

∣∣ 94 . �������

$�
������� ��� 
������ �� ��� ��
� ��� ���	�� ����
 ����	


β1,(l) ≈ 3

2

ω

−ũ0 + 2(λD)
1
2

∣∣V(l)

∣∣ 34 �����%�

=
3

2

ω

−u0 − 2αD
λ

+ 2(λD)
1
2

∣∣V(l)

∣∣ 34
β2,(l) ≈ 3

4

u0

D
− 1

2

α

λ
−
√

λ

D

∣∣V(l)

∣∣ 34 . �����&�

'�(� "�� ��� )$* ���
� �����!������
 
��� ���� β1,(l) → 0 �
 β1,(l) ∼
1

|V(l)| 34
"�� ����� l

�	 β2,(l) ∼ V
3
4

(l)� β1,(l) ∝ ω β2,(l) �
 �	���	�� �" ω� +�� ����!���� 	�
���� "�� ����� l �

��� 
��� �
 "�� ��� )$* ����

Δx�����,(l) = 6

(
2

3π

) 1
2

√
D

λ
l
1
2 ∼ l

1
2 . �����,�

+��
 "�� �����
�� l ��� ����!���� 	�
���� ��
� �����
�
�

�#%



�� ������� 	
� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

������ ������	
� ������	��	� �� β ���
∣∣V(l)

∣∣� 1

�� ���� �����	� 
� 
��� ��	��� ��	�� ��� ������ �	� ��� ��������� �����������	� 	� β(l) �	�
����� l� ��� �	���������	�� ��� ����� 	� ��� ������ ��� ����	���� �	� ��� �� �� �!!�������
�	� ���  �� �� 
���� "���� ��� ���� �	����	� �� �� �����	� ����#$ 
� ��� 
����

iω − i(β(l) + δβ(l))u0 + (β(l) + δβ(l))
2D =

(
(α + i(β(l) + δβ(l))λ)

2D
) 1

3 (V(l) + δV(l)) ����%&�

"���� ��� �!!�	'�����	��

(β(l) + δβ(l))
2 ≈ β2

(l) + 2β(l)δβ(l) ����%(�

(α + i(β(l) + δβ(l))λ)
2 ≈ (α + iβ(l)λ)

2

(
1 + 2i

λ

α + iβ(l)λ
δβ(l)

)
����%��

�����

iω − iβ(l)u0 + β(l)D + δβ(l)

(−iu0 + 2β(l)D
) ≈ ����%)�

(
(α + iβ(l)λ)

2D
) 1

3

(
1 + 2i

λ

α + iβ(l)λ
δβ(l)

) 1
3

(V(l) + δV(l)).

�!!�	'������� (1 + ε)
1
3 ≈ 1 + 1

3
ε ��� �	����� ��� ������	� �	� δβ(l) �����

δβ(l) ≈ δV(l)

(α + iβ(l)λ)
2
3D

1
3

−iu0 + 2β(l)D − 2
3
iV(l+1)

λD
1
3

(α+iβ(l)λ)
1
3

����%*�


���� �� 
�� ���� ��� 	� ��� ���%���

������ �������	
�
�	

��������� 	� 	
� ��� ��� 	
� ��������� ��	������	��� �� β(l) ���� 	
� ������	��� u0� λ�
α ��� ����� ω ��� V(l)� � ���	�����
��� ��	
�� �� ����� ���� ��� ��� ! ��� �"	���� ���
	
� ����	��� f(β) : C → C� �
��� ���	 ���#����� �(β) < 0 �
��� "� ��	�������� ��� �	�
������	��� f ′(β)$

f(β) = iω − iβu0 + β2D − V D
1
3 (α + iβλ)

2
3 ��� %�!

f ′(β) = −iu0 + 2βD − 2

3
iV λD

1
3 (α + iβλ)−

1
3 ��� %&!

�
��� 	
� ����	��� ��� � �%�! 
�� "��� ����� �� � �	��	��� ����� β(m=0)� � ����� �"	�����
���� � β �'������� ��� 	
� ��� �� ���� 	
� �	���	��� ��������� ��� ����� l ��� "� �����
����� ϕ(α + iβλ) ∈ [0, 1

2
π
]
� �� ��������	�	��� ������ ���������� 	
� ��#��	��� ����� ���

	
� �
��� ����� ������ �
�� 	�(��� ��"�� ���	��

)*+



���� ������� β 	
������� ��� ��� ������ ������� ������� �����

���� ������� β 	
������� ��� ��� ������ �������

������� �����

����� ��� �	
� ��� ��� ��� 
�	
 �� ������ �������� � ��������� �� ���� ����
u0 � ������ ���� �� u0 ��� β1,(l)� β2,(l)� �������� ��� ������������� �� λ ��� α ���
�������� 	���� ����� �� ������ ��� ���� �� ��� ������ �� ��� ����� �� ��� �����������
!�� ���������� � ��� ������� ����� ����� l � ������� �� ��� ��������"�
�� ���� � ������" �#� $%��& � $�#� $��'%&&

V (α + iβλ)
2
3D

1
3 = iω − iβu0 + β2D $%��''&

��� ������ ���� α − β2λ ≥ 0 ��� β1λ ≥ 0 ��� β2 ≤ 0 ��� β1 ≥ 0� �� ���� ����
λ = 0 ��� α = 0 �� ��� ����� ����������� � (��� ���� α− β2λ > 0 ���� ����� ���� ��
������ �� ��� ��������"� �����

α + iβλ = (α− β2λ) + i(β1λ) $%��')&

��� ���� ����

ϕ (α + iβλ) ∈
[
0,

1

2
π

)
. $%��'*&

(���

ϕ
(
(α + iβλ)

2
3

)
∈
[
0,

1

3
π

)
$%��)+&

ϕ
(
V (α + iβλ)

2
3

)
∈
[
π,

4

3
π

)
$%��),&

����� V(l) ∈ R− �� ���� (�� ��� ����

Q1 = �(iω − iβu0 + β2D
)
= β2u0 +

(
β2
1 − β2

2

)
D

!
< 0 $%��)�&

Q2 = �(iω − iβu0 + β2D
)
= ω − β1u0 + 2β1β2D

!≤ 0 $%��)�&

����
Q = Q1 + iQ2 = iω − iβu0 + β2D. $%��)-&

.��� ���� ��� Q2 ≤ 0 ���� ����������� �� ��� ������� ����� l� ���� ω − β1u0 ≤ 0 � ���
��#������ ��������� � ��� ���� 2β1β2D ≤ 0 ����� Q2 ≤ 0 �� ��� ω − β1u0 > 0� .���
���� ��� ω = 0 �� ������ β1 = 0� β2 < 0� ���� Q2 = 0� /� ����� ����� ��� ���������� ��
��� ������ ��� ���������� ��� ��� l ≥ 0�
����� u0 � ����� �� �� ������ Q1 ��� Q2 ��� ��������� #��������� �� ��0��

ϕQ̃ = arctan

(
Q2

Q1

)
≥ 0 $%��)%&

���

ϕQ = ϕ(Q) ∈
[
π,

4

3
π

)
. $%��)1&

,-*



�� ������� 	
� ��� ��	��� ������� �
��� ��� ��� �
����� ��	��� ������� �
���

����� ���	 �
(
V (α + iβλ)

2
3

)
≤ 0
 �� 	����� ����

�
(
V (α + iβλ)

2
3

)
→ 0− ⇒ ϕQ → π. �������

������� Q2 = �
(
V (α + iβλ)

2
3

)

 �� �	��	�� �	� �

(
V (α + iβλ)

2
3

)
→ 0− ����

Q2 → 0− ⇒ ϕQ̃ → 0+. �������

��������


�
(
V (α + iβλ)

2
3

)
< 0 ⇒ ϕQ > π �������

��� �����
Q2 < 0 ⇒ ϕQ̃ > 0. �������

 ���� �	��������	�� ��	� ����
ϕQ = ϕQ̃ + π �����!�

��� �����	�

ϕQ̃ ∈
[
0,

1

3
π

)
. �������

"� ��� ������#� ��� ��������� $��������� �� �	��	��%

Q = |Q| eiϕQ �����&�

= |Q| ei(ϕQ̃+π) �����'�

|Q| =
√
(β2u0 + (β2

1 − β2
2)D)

2
+ (ω − β1u0 + 2β1β2D)2 �������

ϕQ̃ = arctan

(
ω − β1u0 + 2β1β2D

β2u0 + (β2
1 − β2

2)D

)
∈
[
0,

1

3
π

)
. �����(�

"� ��� �	� �������� α ��� λ �	�

V (α + iβλ)
2
3 D

1
3 = Q. �������

 ��� ������

(α + iβλ)
2
3 = − 1

|V |D 1
3

|Q| eiϕQ �������

α + iβλ = (−1)
3
2

1

|V | 32 D 1
2

|Q| 32 ei 32ϕQ . �������

����� α + iβλ ∈ [0, 1
2
π
)
��� 3

2
ϕQ ∈ [3

2
π, 2π

)

 �� �	��	�� ����

(−1)
3
2

!
=
(
(−1)3

) 1
2 = (−1)

1
2 = i = ei

1
2
π. ���&���

������� 3
2
ϕQ̃ ∈ [0, 1

2
π
)

 ��� �	��	���) �����	� �	���%

1

2
π +

3

2
ϕQ = 2π +

3

2
ϕQ̃ ≡ 3

2
ϕQ̃ �	� 2π. ���&�!�

!��



���� ������� β 	
������� ��� ��� ������ ������� ������� �����

��������� �� �	
 �����

α + iβλ =
1

|V | 32 D 1
2

|Q| 32 ei 32ϕQ̃ . ������

���	�	��
� ��� ��	� 	
� ��	��
	�� �	�� ������

α− β2λ =
1

|V | 32 D 1
2

|Q| 32 cos
(
3

2
ϕQ̃

)
������

β1λ =
1

|V | 32 D 1
2

|Q| 32 sin
(
3

2
ϕQ̃

)
������

	
� �� ���� �����
� ��� λ ���
 ��� α �� ���	�


λ =
1

|V | 32 D 1
2

1

β1

|Q| 32 sin
(
3

2
ϕQ̃

)
������

α =
1

|V | 32 D 1
2

|Q| 32
(
β2

β1

sin

(
3

2
ϕQ̃

)
+ cos

(
3

2
ϕQ̃

))
. ����!�

"� α 	
� λ ���� #
��
 ���
 �� ��	�$��
� β u0 �	
 �� ���	�
�� ���� �%� ���&&�� '������ 
���� �� 
�� ��� ���	� �%$	���
 ��
�� #
������� �� ��$� %$	
������ �� 
����� �����	� ��� λ
	
� α ��� #
������� �� ����� %$	
������ 	�� �$(���
�� "
 ��
��	�� �� ��� �)* α 	
� u0

	�� 
�� ��

����� �� 	 ��
�	� ����
��
��� ��
�� 	
 �+������ �+�������
 ��� u0 �� 
�� 
�����
�$���%$�
��� 
� �$����� 	������� 	�� �	�� �� ������ �$�� 	 ���$���

��
�� 	�� ���	���
� $��� ��� ��� �
����� �������
	���
 �� λ 	
� α ���� β 	�� ��	� �	�$�� ���
%$���� �%$	���
� �
 ���� ������
 �	
 �� $��� 	� ����$�	� ��� ��� 
$�����	� �������
�	���
�
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�

�� ���� ���	�
� �
���� ���
� �� ��
 �� �		���������� 
�� ������� �� �
 �
���
�� ��
�������� �� ��
 � � ��� �� �! �� "
�
�� η̃0 /∈ R−� #�
�
$��
! ��
 ��
��% �
�
�	
� $��
��
 � � �� ��� �		����
 $�� ��
 ��� &��
�
�! ����
 � ���
� ����
 ��
 ���
 ��'����

������" ���
! ��� $�� ��
 �� η̃0 ∈ R− ���� �� ��
 ��'����
 �
"��
� �� ��� �

� $���� ����
��� $�� ω = 0 ��
 �� $�(� η̃0 ∈ R−! ��� ���� �
����� ��
�)� �$ ω "���� �� ω > 0 ���
 ��
��
 �����
�� �
"��
�
*� ��� �

� �������
�! ��
 �� �		���������� �� ��% ���� �� ��
 �����
�� �
"��
 $��

��� ω� ���
��
�!
λζ

u0

� 1 �+���

�� �
����
�� ζ ≥ 0 �� �����
� ��� $�� β ≈ iβ2 ��� η0 ≈ β2u0 �� ��� �

� �����! ���� ��
���� ���
 � (��� ���
� �		���������� %�
��

η̃
3
2∗ = η̃

3
2
0

(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

≈ 1− 3

2

λζ

u0

�+�,�

��� ����

η̃
3
2
0 − η̃

3
2∗ ≈ 3

2

λζ

u0

η̃
3
2
0 �+�-�

����� ��� η̃
3
2
0 �
 ���
 �

� ���� �(η̃

3
2
0 ) < 0 ��� �(η̃

3
2
0 ) ≤ 0 �� ��
 �����
�� �
"��
 $��

��� ω! ����

ϕ
(
η̃

3
2
0

)
∈
(
π,

3

2
π

]
. �+���

.����" ����

ϕ
(
η̃

3
2
0

)
/ π → 3

2
π ⇔ ϕ

(
η̃
− 3

2
0

)
/ π → 1

2
π �+�0�

��� �% �		���������" 
�� �������

2
λζ

u0

η̃
3
2
0 ≈ 4

3

(
η̃

3
2
0 − η̃

3
2∗
)

!
= ∓(2n+ 1)iπ +

1

2
η̃
− 3

2
0 �+�+�

�� ��� �
 ��$
��
�! ���� ��% �% −(2n+1)iπ ��
 
������� ��� �
 $�(
�� #��� �
��� ����
��
 
������� ���
� ������
������ �� ��
 $�����" �
��� ��

4

3

(
η̃

3
2
0 − η̃

3
2∗
)
= −iπ(2n+ 1) +

1

2
η̃
− 3

2
0 �+�1�

�0-



�� ������� 	
� ��� ��� �
��� ����
������
�

���� n ∈ N� ���� n ≥ 0� �	
�����
� ��� �����	
 ��� �������

η̃
3
2∗ = η̃

3
2
0

(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

, �����

�
� �
����
� �
�	 ��� ����� ������

8

3
η̃30

(
1−
(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

)
= −2iπ(2n+ 1)η̃

3
2
0 + 1. �����

�
 	�� �	 ���� ϕ (−β2) ∈ [0, 2π)� �� 	����� ����

ϕ
(
β2
)
= 2ϕ(β)− 2π ���� �

ϕ
(−β2

)
= (2ϕ(β) + π)− 4π = 2ϕ(β)− 3π ∈ [0, π) , ������

�
� ����!	� �� ����
� ���"� 		��� �� 	����


((−β2
) 1

3

) 3
2

=
(−β2

) 1
2 ∈
[
0,

1

2
π

)
. ����#�

$	� ��%��
� (−β2
) 1

2 !
= (−1)

1
2β ����&�

�� !	��	��

(−1)
1
2 = i ������

��
"� ϕ(β) ∈ [3
2
π, 2π

)
� $	� ���� ������ �
� ������ �� 	����


(−1)
3
2 =
(
(−1)

1
2

)3
= −i ����'�

���"� "	��(	
�� �	 ��� ���"� 		� 	! −1 ��
"� ϕ
(
(−1)

3
2

)
= 3

2
π� �� ��� ���
 ��	�
 ����

(−β2)
1
3 = −β

2
3 � ��%�

((−β2
) 1

3

) 3
2

=
(
−β

2
3

) 3
2
= (−1) · (−1)

3
2β = iβ. ������

)�� (���	%� "	
�������	
� ��	� ���� �� "�
 ����

η̃
3
2
0 =

η
3
2
0

iβλD
1
2

. ������

*%���(���
� ��� ����� ���� −β2λ2D� ������

8

3
η30

(
1−
(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

)
= 2π(2n+ 1)η

3
2
0 βλD

1
2 − β2λ2D. ������

�'�



�� ��� �����	�
 ��� ��

(
1 + iβλζ

η0

) 3
2
�� ��� �������� �� ��� ��
������ 
����� �� �����

���� β1 =
ω
u0

· a ���� a ≥ 0 ��	 β2 < 0 ��
 ω → 0� ����� ��
 ω = 0� �� ���� β = iβ2 ��	

η0 ≈ β2u0 ���� ���������� ��� β2D ��
 �� η0� ���
���
��(
i
βλζ

η0

)
|ω=0

≈ −λζ

u0

∈ R− ������

��	 (
1 + i

βλζ

η0

)
|ω=0

≈ 1− λζ

u0

∈ R+ ���� �

����� λζ
u0

� 1 �� �����	� �� ����
��� ����
(
1 + iβλζ

η0

)
|ω=0

�� �������	 	�
����� �� ���

	������������ �� ��� ����� ����� 	�!������ 	���� [0, 2π) ��	 ��� ����
�
������� �� ��� 
���(
1 + iβλζ

η0

) 3
2
	����	� �� ��� �������
 �� ��� ������
� ��
� �� iβλζ

η0
��
 ���� ω > 0� ��

���
���
� ����������� ��� 	�
������� �� i β
η0

���� 
������ �� ω �� ω = 0"(
∂i β

η0

∂ω

)
|ω=0

= i
1

η20 |ω=0

(
η0
∂β

∂ω
− β

∂η0
∂ω

)
|ω=0

������

= i
1

η20 |ω=0

(
η0

a

u0

− iβ (1− a)

)
|ω=0

������

= i
β2

β2
2u

2
0

. ����#�

���� ����� ���� ��
 ω ≥ 0�

�
(
1 + i

βλζ

η0

)
> 0 ����$�

�
(
1 + i

βλζ

η0

)
≤ 0 ����%�

������

����

�
(
1 + i

βλζ

η0

)
= 0 ⇔ ω = 0. ����&�

�����

ϕ

(
1 + i

βλζ

η0

)
=

{
0 ��
 ω = 0

2π − ε ��
 ω > 0
����'�

���� ε > 0� (� �� 	�!��
1

3
2 = 1 ������

��	 �)���� ���������� �� ω = 0� �� �� ��� ��*� ��� 	�
��� 
��� ��
(
1 + iβλζ

η0

) 3
2
��
 ω > 0�

��� 
����


ϕ

((
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

)
=

3

2

[
ϕ

(
1 + i

βλζ

η0

)
+ 2π

]
= 6π − 3

2
ε ≡ 2π − 3

2
ε �	 2π. ���# �

�%%



�� ������� 	
� ��� ��� �
��� ����
������
�

����� 0 ≡ 2π ��� 2π	 
� ��� ��������� ���������� �� ω = 0 �ε = 0� �� �������� ��������	

� ��� ��������� ���� �� �������������

(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

≈ 1 + i
βλζ

η0
+ · · · ������

�� ��������	 ����� ��� ω → 0	 �� �� � ���� ������ �� ��!��� �� ���� ����	

1 + i
βλζ

η0
→ 1− λζ

u0

> 0. ����"�

#��� ��� ��� �� ��������� �� �� ���� �� �� ϕ′ ∈ [−π, π)	 !� !����  ��

ϕ′
(
1 + i

βλζ

η0

)
= −ε ������

ϕ′
((

1 + i
βλζ

η0

) 3
2

)
= −3

2
ε. ����$�

%����	 �� ���������� �� �� ����
(
1 + iβλζ

η0

) 3
2
��� �������
�� ��� 
�� ���� �� �� ���������

��������
&�'�� �� �(���� ���� �� 1 + iβλζ

η0
	 ���� �� �
��� ���������  ����

ϕ

((
1 + i

βλζ

η0

) 1
2

)
=

1

2

[
ϕ

(
1 + i

βλζ

η0

)
+ 2π

]
= 2π − 1

2
ε. ����)�

&������� ���� ��� �� �(���� ����	 �� ���� ��������� ������ ���������� ��� ω = 0 �� ε = 0
��� �� �������� �������
�� !��

ϕ′
((

1 + i
βλζ

η0

) 1
2

)
= −1

2
ε. ������

*� �����' ��� η0 ��� 
� !������

η0 = i(ω − β1u0) + β2u0 + β2D ≈ iω(1− a) + β2u0 ����+�

�� �� ���
����� �� ���� ����� a ≥ 1 ��� ����� ���

�(η0) < 0 ����,�

�(η0) ≤ 0 ����-�

!�� �(η0) = 0 ��� �(η0) < 0 ��� ω = 0� %����	 ��� ����� ω �� �� ���
����� �� ���	

ϕ(η0) = π + δ ���$.�

!�� δ ≥ 0� &�'�� �� ������ ����	 !� �
����

ϕ(η
3
2
0 ) =

3

2
π +

3

2
δ. ���$��

�)�



���� β �����	
��	 �� ��� �
�� ����� �����
���
��

�� ��� ����� �	
�� �� ��	� �� ϕ′ ∈ [−π, π)� ���� ���� ���� ��� δ ≥ 0

ϕ′ (η0) = −π + δ ������

ϕ′
(
η

3
2
0

)
= −3

2
π +

3

2
δ ≡ 1

2
π +

3

2
δ �� 2π. ������

��������� �	 ���� ���� � ���������	 ������ ��

eiπ = −1 ������

��� �� �� �	������� ���� ���� � � ���!"� ���	� �	��

8

3
η30

(
1−
(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

)
= −2π(2n+ 1)η

3
2
0 βλD

1
2 − β2λ2D. ����#�

$��� ���� ��� ��� � ���� ���� �� η0 �� �����	 ��� ϕ

ϕ(η
1
2
0 ) =

1

2
π +

1

2
δ ������

�	 ��� ϕ′

ϕ′
(
η

1
2
0

)
= −1

2
π +

1

2
δ, ����%�

�� ���� �	 ���� ���� � ���������	 ������ �� eiπ = −1 ��� �� �� �������

���� β �����	
��	 �� ��� �
�� ����� �����
���
��

�	 ���� ������	� β �&��	���	� ��� ��� '( ��� ����� �	 ���
� n ���� ��  �����

������ β �����	
��	 �� ����� n

�	 ���� �� �����	 � β �&��	���	 ��� ��� '( ��� ����� n � 0� �� ����� �� ��� �������	
� � ���"%��

η̃
3
2∗ = η̃

3
2
0

(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

. ����"�

�	 ������ ���� ∣∣∣∣βλζη0

∣∣∣∣� 1. ����)�

'�� ω = 0 �� ��� ���	 ����	 ���� β ≈ iβ2 �	 η0 ≈ β2u0� ���� ���� iβλζ
η0

≈ −λζ
u0
� ���������

��� ���������	
∣∣∣βλζη0

∣∣∣� 1 �� *������ �� ��� �� ������	� �� � ��	��� u(z) ������ �����	 ���

������� ���	��� ������ ��� ����� u(z = ζ) = u0 − λζ > 0 ���� �� ������ ����
�	 ��� ���+���� ������	 �� ��+� ��
��� ���� � � ���"%� ��	 �� �����&����� �� � ������

������ �&��	���	� ������� +������	
 ����� ��	��	���� �� ω = 0� ,�������	
 � ���� ����
�&��	���	 ���� ��(

1 + i
βλζ

η0

) 3
2

≈ 1 +
3

2

(
i
βλζ

η0

)
+

3

8

(
i
βλζ

η0

)2

− 1

16

(
i
βλζ

η0

)3

+O

((
i
βλζ

η0

)4
)

���#-�

!#%



�� ������� 	
� ��� ��� �
��� ����
������
�

��� ���� (
1−
(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

)
≈
(
−3

2
i
βλζ

η0
+

3

8

β2λ2ζ2

η20
− 1

16
i
β3λ3ζ3

η30

)
. �	
��

��������� ���� ������ ���� ��
 �	
�� ������

− 4iη20ζ + η0βλζ
2 − 1

6
iβ2λ2ζ3 + βλD = 2π(2n+ 1)η

3
2
0 D

1
2 . �	
��

�������� ���� ����� ����� �� ��� ��������

0 = �	
��

η40
(
16ζ2

)
+ η30

(
8iβλζ3 + 4π2(2n+ 1)2D

)
+ η20

(
1

3
β2λ2ζ4 + 8iβλζD

)

+ η0

(
1

3
iβ3λ3ζ5 − 2β2λ2ζ2D

)
+

(
β4λ4ζ6 +

1

3
iβ3λ3ζ3D − β2λ2D2

)
.

�� ��� ���
η0 ≈ iω − iβu0 �	
��

�� ���������� ��� β2D ������������
  ��� ������ !�� β

β ≈ ω

u0

+ i
η0
u0

�	
��

��� !�� β2 ��� β3

β2 =

(
ω

u0

)2

+ 2i
ω

u0

− η20
u2
0

�	
�	

β3 =

(
ω

u0

)3

+ 3i

(
ω

u0

)2
η0
u0

− 3
ω

u0

(
η0
u0

)2

− i

(
η0
u0

)3

. �	
�"

��������� ����� �##��$�%������ !�� β ���� ��
 �	
�� ��&�� ��� ������� ��������

0 = �	
��

η40

(
1

36

λ4ζ6

u4
0

+
1

3

λ3ζ5

u3
0

− 1

3

λ2ζ4

u2
0

+ 16ζ2 − 8
λζ3

u0

)
+

η30

(
4Dπ2(2n+ 1)2 − 1

9
i
ωλ4ζ6

u4
0

+
1

3

λ3ζ3D

u3
0

− i
ωλ3ζ5

u3
0

+

2
λ2ζ2D

u2
0

+
2

3
i
ωλ2ζ4

u2
0

− 8
λζD

u0

+ 8i
ωλζ3

u0

)
+

η20

(
−1

6

ω2λ4ζ6

u4
0

− i
ωλ3ζ3D

u3
0

− ω2λ3ζ5

u3
0

+
λ2D2

u2
0

− 4i
ωλ2ζ2D

u2
0

+
1

3

ω2λ2ζ4

u2
0

+ 8i
ωλζD

u0

)
+

η0

(
1

9
i
ω3λ4ζ6

u4
0

− ω2λ3ζ3D

u3
0

+
1

3
i
ω3λ3ζ5

u3
0

− 2i
ωλ2D2

u2
0

− 2
ω2λ2ζ2D

u2
0

)
+(

1

36

ω4λ4ζ6

u4
0

+
1

3
i
ω3λ3ζ3D

u3
0

− ω2λ2D2

u2
0

)
. �	
�'

���



���� β �����	
��	 �� ��� �
�� ����� �����
���
��

�� �� ������ 	
�	 ��� 	
� ����	��� �� ζ 	
� ��	���	��� ζ2 ∼ D · 1� 
����� �	 �������
������� 	
�	 	
� 	���� ∝ η10 ��� ∝ η00 ��� �� 	
� ����� O (D2)� ��������� ��� 	
��� 	����

��� �� ω ���������� �� �	 ����	 O(ω)� ����� 	
� �� ���������	��� �� ���� ����� �����
	� 	
� 	�������	 ������ ω ��� �� ������� 	� �� ������ ω ∼ 0� �
������� �� 	
� ��������
���� 	���� ∝ η20, η

3
0, η

4
0 ��� ����������� ��� ω = 0� η0 ������� η0 ≈ β2u0 < 0� ���� η0 �= 0

��� ω � 0� �
��� � ������	�� ����	��� ��������

0 ≈ � � !"

η20

(
1

36

λ4ζ6

u4
0

+
1

3

λ3ζ5

u3
0

− 1

3

λ2ζ4

u2
0

+ 16ζ2 − 8
λζ3

u0

)
+

η0

(
4Dπ2(2n+ 1)2 − 1

9
i
ωλ4ζ6

u4
0

+
1

3

λ3ζ3D

u3
0

− i
ωλ3ζ5

u3
0

+

2
λ2ζ2D

u2
0

+
2

3
i
ωλ2ζ4

u2
0

− 8
λζD

u0

+ 8i
ωλζ3

u0

)
+(

−1

6

ω2λ4ζ6

u4
0

− i
ωλ3ζ3D

u3
0

− ω2λ3ζ5

u3
0

+
λ2D2

u2
0

− 4i
ωλ2ζ2D

u2
0

+
1

3

ω2λ2ζ4

u2
0

+ 8i
ωλζD

u0

)

�
��� ����	���� η0 ��� ���������	�� �� 	���	�� 16D2π4(2n + 1)4 �� 	
� ������ 	���
�����	
 	
� ������ ���	� ����

√
x+ ε ≈ √

x+ 1
2

ε√
x
� #
����� 	
� ����	��� ��� �
��
 β1 ≥ 0

��� β2 < 0 ��� ���������	�� 1

1+a0
λζ
u0

+a1
(

λζ
u0

)2
+···

≈ 1− a0
λζ
u0

− a1

(
λζ
u0

)2
+ · · · ������$

β1,(n) ≈ ω

u0

[
1 +Q

(
1

2
− 2

1

N

)
+Q2

(
7

24
+

1

N

)
� � %"

+ Q3

(
− 1

32
+

7

12

1

N

)
+Q4

(
− 55

1152
+

1

12

1

N

)]

β2,(n) ≈ D

u0ζ2

[
− 1

4
N +Q

(
1

2
− 1

8
N

)
+Q2

(
1

8
− 1

192
N

)
� � &"

+ Q3

(
7

96
+

1

192
N

)
+Q4

(
− 3

128
+

1

2304
N

)]

+
1

3

ω2ζ2

Du0

Q2

N

[
1− 1

4
Q− 7

4
Q2

]
� � '"

��	


Q =
λζ

u0

� 1 � � ("

���
N = π2(2n+ 1)2. � � )"

�
�� ��������� �
���� 	
�	 β1,(n) ≥ ω
u0

��� β2,(n) < 0 ��� ��� n ≥ 0� �
� ���������� ��
β1,(n) ��� β2,(n) �� λ �� ���*� ����� λ ������ ���� �� ������ ����� 	��� ∝ O(Q)� �
���
Q � 1 �� ���������

�
� ω ���������� �� 	
� ����	��� β2,(n) �� ���������� 	� 
��� ��� ���� ω� ����� 	
��
����� ����� 	
�	 β2,(n) ��	���	��� ������ ����� 	
�� +����� �
�� �
��� ���� 	
�	 	
�

� ������ ��� ���	
��� ������ ���� ��� 
	�������� ���� ω� ������
�� ω ����
� ���� ��� �������� ������

%),



�� ������� 	
� ��� ��� �
��� ����
������
�

������������	 
�� ��� � �� �	�� ����� �	 ��� �������	� ������� �� ��	� �� ��� ω ����	��	�
����� ��� 	���������� ���� 
�� ����� ω � 0� ���� ���� ��� ω ����	��	� ����� �
 β2,(n) ���
���������� �� Q2� �	������	� ���� ��� ω ����	��	�� ���� 	�� ����� �	�� ω2 ∼ Q2 ��� ���
������� ζ2 ∼ D · 1��� �� ��� �������� ������� ��� �������� �
 ��� �������	 ��	 �� �������

��� ��� �������� ������	� ���� �
 ��� � �� �� ��� �	���������� ����� ������	 �������	�
�	� �������� ������� 	� ���!���� ����� 
�� ��� � �� ��������� �����	 ���� �������
"� � ���� 	��� �� ��	���	 ���� �� �� �������� �� ����� ��� � ������� 
�� λ = 0� ��	��

�� �� 	�� �������� �� ���� ��	������	� 
��� ���� �������	 ��	���	�	� ��� ����� �
 �	 �����
� 
�� λ �= 0� ���� �������	 ���� 	�� �� �����	��� �����	 ���� �������

������ β ����	
��	
 �� ����� n

#	 ��� 
������	�� � β ����	���	 
�� ����� n � 1 ���� �� �������� "������	� �� �!�� �$�$%�
�	� �$�$&�� β1 ������� ��	���	� ���� ������� �� n 
�� �	������	� n� ������� β2 �	�������
!������������ ���� n� "� ��� ���	 ��������� 
�� ��� � �� ��� �������	 
�� ����� n ��
�������� �� �������� ��� �������	 ����	���� ������� �����	 ����� �� ��� �	��� '�� �������	�
(� ������ β1 → 0 �	� β1

β2
→ 0 
�� ����� n� ��	�� |β| ���� �	������ ���� n� ��� β2D

��	��������	 �	 η0 ��	 	�� �� 	�������� �	� ����� )����
��� |η̃0| ��	 �� �������� ��
�	������ ���� n �� |η̃0| ∼

∣∣∣β 4
3
2

∣∣∣� "������	� �� �!� �*�+,�� ��� ����� �
 ��� � ������������	

������� �������� ��� ������ |η̃0|� ����� 
�� �	������	� n ��� � ������������	 �� ��������

�� �������� ��������� ��� ����
∣∣∣βλζη0

∣∣∣ ���� �������� �� ∣∣∣βλζη0

∣∣∣ ∼ ∣∣∣ 1β2

∣∣∣ 
�� ����� n� )����
��� ��
���� �� ��-���	� �� �� � .��� ����� )����� ������ ����	���	 
�� ������������	 �
 ��� ����(
1 + iβλζ

η0

) 3
2
� /��	� �!� �$�%0�� �� ���	 .	�

− 4iη
1
2
0 ζ ≈ 2π(2n+ 1)D

3
2 − βλD

η
3
2
0

. �$�$$�

��	��
β

η
3
2
0

∼
1

β2
2

→ 0 
�� n → ∞, �$�$1�

��� 
������	� ������������	 �� 2����.��3

− 4iη
1
2
0 ζ ≈ 2π(2n+ 1)D

3
2 . �$�$0�

�!����	� ������

η0 ≈ − D

4ζ2
π2(2n+ 1)2 �$�$+�

�	� �� �	�����	� η0 = iω − iβu0 + β2D� � !�������� �!�����	 �� �����	��3

β2 − iβ
u0

D
+ i

ω

D
+

1

4

1

ζ2
π2(2n+ 1)2 = 0. �$�14�

���� ��� � 	����
�� 	��� ���������
 �� �	� �
��� ��� �
� �	������� ��� �	� �������� ���	�
�� ����
t∗(ω) ������� � t∗(ω) ∝ 1

ω
� ��
�� �	� �������� ��
�������
 ����	 z∗(ω) ����
� �
 ω � z∗(ω) ∝√

Dt∗(ω) ∝
√

D
ω
� �� 	���� ������� ���	 �
�����
� ω� ���
�
� �	�� �	� �������� ����
�� �	�� 	���

������ �� ������
 ������ ������ ��� �����
���� �	������� β2,(n) 	���� ������� �
∣∣β2,(n)

∣∣ 	����
�
������ � ω �
������

%$4



���� β �����	
��	 �� ��� �
�� ����� �����
���
��

�� ��� ��� �����	�
�� ����

π2(2n+ 1)2 � u2
0

ζ2

D2
� 4

ω

D
ζ2 �����

��
�� 
� �������� ������� ��� ������ ����� n� �
��� ζ2 ∼ D · 1� ��� ���� ����
���� ������
���� ��� ���  !� ��
�" ���� ��� ���� ��� ����� 
� ��� ��� 
� ��� #��$%� ������� ��&����
'		��(
���
�" ��� ������ ���� �� ��� �����
�� �� ��� ���)� ��
�"

√
x+ ε ≈ √

x + 1
2

ε√
x

�
����

β ≈ i
1

2

u0

D
± i

1

2

1

ζ
π(2n+ 1)± i

1

4

(
u2
0

D2
+ 4i

ω

D

)
ζ

1

π(2n+ 1)
. ���#�

��� 	���
����� ����*��� �����
�� ��� �� ������ β2 ≤ 0� 
���

β1 ≈ ωζ

D

1

π(2n+ 1)
≥ 0 ���+�

β2 ≈ 1

2

u0

D
− 1

2

1

ζ
π(2n+ 1)− 1

4

u2
0ζ

D2

1

π(2n+ 1)
< 0. ���$�

����� β1 → 0� β2 ∼ 2n+ 1� β ∼ 2n+ 1� η0 ∼ (2n+ 1)2 ��� η̃0 ∼ (2n+ 1)
4
3 ��� n → ∞� ��

�(	������ ,��� ���� β1 ∝ ω� ������� β2 
� 
���	������ �� ω�

������ ����	�
�� �����
�	�
�� �� β ��� �	��� n

 ��� ��� ���+� ��� ��� ���$� �� ��� ����

δβ = β(n+1) − β(n) ≈ beta2,(n+1) − β2,(n) = −π
1

ζ
, ���-�


���� δβ ������� �������� �
�� ���	��� �� n� ����∣∣∣∣δββ
∣∣∣∣→ 0 ��� n → ∞. �����

��� ����(��
�� �
������ ���� ������� �������� �
�� ���	��� �� n�

Δx�����,n =
3

β2,(n) − β2,(n+1)

≈ 3ζ

π
. �����

�� ������ ���� �� .��� β(n) ��� n� 
���� ��� ���%� 
� ���������  �� n+1� β(n+1) = β(n)+ δβ

� ������
��� 
�����
*��� ���� ��� �����
��

8

3
η30,(n+1)

(
1−
(
1 + i

β(n+1)λζ

η0,(n+1)

) 3
2

)
−2π(2n+3)η

3
2

0,(n+1)β(n+1)λD
1
2 +β2

(n+1)λ
2D = 0. ���%�

�� ���� ���� ��� � �����
�� f(β(n+1)) = f(β(n) + δβ)� �� ��� 	������ � ���� ����� ������
���
�� �(	���
�� �� ����
�

f(β(n+1)) ≈ f(β(n)) +
∂f(β)

∂β |β=β(n)

δβ. ���/�

���



�� ������� 	
� ��� ��� �
��� ����
������
�

������� �� �	
 ��
�� �� ���������� ���� �	
 ��
��� �� �������� ��� β(n)� ���� ������

δβ = ��
���

4πη
3
2
0 βλD

1
2

8η20

(
1−
(
1 + iβλζ

η0

) 3
2

)
(−iu0 + 2βD)− 4iη20λζ

(
1 + iβλζ

η0

) 1
2
(
1− β

η0
(−iu0 + 2βD)

)
· · ·

1

· · · − 2π(2n+ 3)η
1
2
0 λD

1
2

(
η0 +

3
2
β (−iu0 + 2βD)

)
+ 2βλ2D

�����
∂η0
∂β

= −iu0 + 2βD ��
���

��� ���� ���� ��� β(n) ��� ���� ������� �� β
  � ��� ��������� ��!��� �� ��� ����� �����
�� [−π, π)� ����

δβ = ��
�"�

4πη
3
2
0 βλD

1
2

8η20

(
1−
(
1 + iβλζ

η0

) 3
2

)
(−iu0 + 2βD)− 4iη20λζ

(
1 + iβλζ

η0

) 1
2
(
1− β

η0
(−iu0 + 2βD)

)
· · ·

1

· · ·+ 2π(2n+ 3)η
1
2
0 λD

1
2

(
η0 +

3
2
β (−iu0 + 2βD)

)
+ 2βλ2D

.

������ ����	�	
����


#�� �����!������� �� β(n) ���! ��$�� u0� λ� ζ� ω ��� n� �	
 ��
��� �� ����
  
�
� ��� ���������
β(n) ��� ��$�� �� ��� ����� ��

f(β) =
8

3
η30

(
1−
(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

)
− 2π(2n+ 1)η

3
2
0 βλD

1
2 + β2λ2D ��
�%�

� &�����'(������ !����� �� ���� �� �����!��� ��� ������ �����
 )�� ����$���$� f ′(β)
�� f(β) �� ��$�� ��

f ′(β) =8η20

(
1−
(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

)
(−iu0 + 2βD) ��
�*�

− 4iη20λζ

(
1 + i

βλζ

η0

) 1
2
(
1− β

η0
(−iu0 + 2βD)

)

− 2π(2n+ 1)η
1
2
0 λD

1
2

(
η0 +

3

2
β (−iu0 + 2βD)

)
+ 2βλ2D.

 � +������� �� ��� ,(- ��� -,(-� ����� !�� �� ��$���� ����� ���� β2 ≤ 0
  � �����
�� ������+� ��� ��!��� �� �������� ���������� �++������ �� ��� β ���������� ��� �!��� n�

��"



���� �����	� β 
���	���	 ��� ��� ���� ����� ������������

���� ������ 	
� ������ �� �������

β1,(n) ≥ ω

u0

������

β2,(n) ≤ −1

4

D

u0ζ2
π2(2n+ 1)2 ������

��� �	���� n ��� ����������
� 	�� ����
 �� ���� ������ 	
� ���� �� !�� �� ��� 
�"�����
#������� ����� 	 ���� ��	���
� �	��� β(m=0) �� �����	� $�� ����	��� ��
�����
�� �� ��� �	
���
���� β(n)� %����$��� $�� �"	�� n ��� β �&#	
���
 ���� ������ 	
� ������ �� ���� �� ������ ���
������� ���� �$ ��� ��	���� ���	���
 ��� ������ ��	� �� ������ �&	���� ���
� ��	#��� '� %��
������ �$ ��� ��	���� ���	���
 �� (
	��� ���� 	� 	 ��	���
� �	��� $�� ��� )����
*+	#���

"����� $�� (
��
� ��� ����� �$ ��� ������� ��� �	��� n ��� ����	���� 	##��	�� ��� ����,� ��
�����
 �� �����"�
� 	
 ����"	�� $�� β(n+1) �	��� �
 ��� -
��
 �	��� �$ β(n)� %��� ����"	��
�� ���
 �������� ���� 	� 	 ��	���
� �	��� $�� ��� )����
*+	#���
 "������ %�� ����	���

���� �� ���
 ��(
�� 	�

β(m+1) = β(m) − f
(
β(m)

)
f ′ (β(m))

������

)��� ��	� �$ ��� ��(
����
 ��"	�
 �$ ��� #�	�� 	
��� �� [−π, π) ���


f(β) =
8

3
η30

(
1−
(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

)
+ 2π(2n+ 1)η

3
2
0 βλD

1
2 + β2λ2D ������

f ′(β) =8η20

(
1−
(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

)
(−iu0 + 2βD) ����.�

− 4iη20λζ

(
1 + i

βλζ

η0

) 1
2
(
1− β

η0
(−iu0 + 2βD)

)

+ 2π(2n+ 1)η
1
2
0 λD

1
2

(
η0 +

3

2
β (−iu0 + 2βD)

)
+ 2βλ2D.

���� �����	� β 
���	���	 ��� ��� ���� �����

������������

/
 	�������" ���� �� ������� �
 ���� ������
 ��	� �	
 �� ���� �� 
�"����	��� �����"�
� ���
#	�	"����� λ 	
� ζ $��" -
��
 β ����� "�	������ 	
� u0� /� 	 #����������� 	 ��	���
�
�	��� $�� ζ "��� �� ����
� 0� �	
 �� ������� $��" ���� ������ 	
� ������ $�� 	�����	�� �"	��
n �� �������
� ��	� �� �	
 �����

β1,(n) ≈ ω

u0

(
1 +Q

(
1

2
− 2

N

))
���.,�

β2,(n) ≈ −1

4
N

D

u0ζ2

(
1 +Q

(
1

2
− 2

N

))
. ���.��

���



�� ������� 	
� ��� ��� �
��� ����
������
�

��������	 1 +Q
(
1
2
− 2

N

)
= β1,(n)

u0

ω
���
�� 
� �����������
� 
 � �������	 ����� ζ(0)�

ζ(0) ≈ 1

2
π(2n+ 1)

√
D

ω

√
−β1,(n)

β2,(n)

. ������

���� ��� �
�����
����	 ����� λ(0) ��� �� ���������� �
� ��� �������� ������
��  ������	

λ(0) ≈ u0

ζ(0)

β1,(n)u0

ω
− 1

1
2
− 2 1

π2(2n+1)2

. ����!�

��� ������ ζ(0) ��� λ(0) ��� �� ���� �� � ����"� ������� ��� �������
� �
����	�� �
����
��������� ����������� #� �� ������� ���� ����� �� ���� � � ���� 
 ���� ������ ���������� ζ
��� λ ���� ����� ��� 	���� ������ 
� β ��� u0� $���� ����� ��� �����
�� �
����% ������
��������� ����� ���� ���
 ����� ��� 	���� ������� ��� ��&���� ���� �� �
 ����� ��� �������
�
�
 	��� ��� ������ �����
'� � �������	 �
��� ��� ���()� �� ��������� ��

8

3
η30

(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

=
8

3
η30 − 2π(2n+ 1)η

3
2
0 βλD

1
2 + β2λ2D. ����*�

$������	 ��� ������	 q = λζ  �����

(
1 + i

β

η0
q

)3

= ����+�

λ4

(
9

64
η−6
0 β4D2

)
− λ3

(
9

32
2π(2n+ 1)η

− 9
2

0 β3D
3
2

)

+λ2

(
3

4
η−3
0 β2D

(
1 +

3

16
4π2(2n+ 1)2

))
− λ

(
3

4
2π(2n+ 1)η

− 3
2

0 βD
1
2

)
+ 1.

,
���	 ���� η0 �� ����������� 
 λ ��� β �� � 	���� �
����% ������� �� ���
�� ��� �����
���� ��� �
������ ���� ������� �
 λ � ��� �
����% �
������� A� B� C� D ��� X �� 
��
���

A = A1 + iA2 =
9

64
η−6
0 β4D2

B = B1 + iB2 = − 9

32
2π(2n+ 1)η

− 9
2

0 β3D
3
2

C = C1 + iC2 =
3

4
η−3
0 β2D

(
1 +

3

16
4π2(2n+ 1)2

)

D = D1 + iD2 = −3

4
2π(2n+ 1)η

− 3
2

0 βD
1
2

X = X1 + iX2 = i
β

η0
.

# ��� ��-����
� �
���� 
 ��� ����� ��	�� �� ��
��� �
 �� [−π, π)� ���� ��� ��-����
�� 

B ��� D ���� ������� ��	�� ����� ��� ��	� 
 ��� ����� �
�������	 η0 ���� ��
"�� ����
���

(�*



���� �����	� β 
���	���	 ��� ��� ���� ����� ������������

��������� �� �	
 ��
�� ��� �� �� ���������

B = B1 + iB2 =
9

32
2π(2n+ 1)η

− 9
2

0 β3D
3
2

D = D1 + iD2 =
3

4
2π(2n+ 1)η

− 3
2

0 βD
1
2 .

����� ����� ����������� �	
 ��
�� �������

(1 +X · q)3 = λ4A+ λ3B + λ2C + λD + 1. ��
��

�����

(1 + (X1 + iX2) q)
3 = q3

(
X1

(
X2

1 − 3X2
2

))
+ 3q2

(
X2

1 −X2
2

)
+ 3qX1 + 1 ��
��

+ i
[
q3
(
X2

(
3X2

1 −X2
2

))
+ 6q2X1X2 + 3qX2

]
��������� �	
 ��
�� ���� ���� ��� �������� ����  ����� �!� �	"������ #�� ��� �!� "�$��!��
λ ��� ζ
 %�� λ �= 0� ��� �	"����� �������� #�� ��� ���� ���� �����

ζ · 3X1 + ζ2λ · 3 (X2
1 −X2

2

)
+ ζ3λ2 ·X1

(
X2

1 − 3X2
2

)
= D1 +λ ·C1 +λ2 ·B1 +λ3 ·A1 ��
&�

��� ��� �	"����� #�� ��� �������� ���� �� ����� � 

ζ · 3X2 + ζ2λ · 6X1X2 + ζ3λ2 ·X2

(
3X2

1 −X2
2

)
= D2 + λ · C2 + λ2 · B2 + λ3 · A2. ��
�

'�������� ��� �!� �	"������ �	�
 ��
&� ��� ��
� �� ��������� ��� λ3 �����  ����� �
	"������� �	"����� �� λ�

rλ2 + sλ+ t = 0 ��
())�

!���

r = ζ3v1 + v2 ��
()(�

s = ζ2w1 + w2 ��
()*�

t = ζy1 + y2 ��
()+�

���

v1 = −X2

(
3X2

1 −X2
2

)
A1 +X1

(
X2

1 − 3X2
2

)
A2 ��
(),�

v2 = A1B2 − A2B1 ��
()��

w1 = −6X1X2A1 + 3
(
X2

1 −X2
2

)
A2 ��
()��

w2 = A1C2 − A2C1 ��
()��

y1 = −3X2A1 + 3X1A2 ��
()&�

y2 = A1D2 − A2D1. ��
()�

-�� ���"����� �� �	
 ��
())� ��� ����� � 

λ1/2 =
−s±√

s2 − 4rt

2r
. ��
(()�

(��



�� ������� 	
� ��� ��� �
��� ����
������
�

���� ���� A1 ��� A2 	����
� � ��	��� D2 ��� ��������� ��� r� s ��� t ��� �
�	� λ1/2 
� ����
�� �� ���	�
��� �� ����� �����
�
��� ��� ��	��� D2 	�� �� ��
����� ��� �� ��� ������� ��
��� ��	���� ����	�
�� 
� ��� �� ������������ ��� �����
	� ������	����

�� ��� ������ � � ��! 
�����
�� ���� ��� λ(ζ) ��������� �� ��� 	������ 
�����
�� ����
�� ζ 
� �
���� ���� ���� λ(ζ) ∈ C� "� ����� �� ����
� �� 
�����
�� ������ ��� ζ� � ��!���#
$������ ������ 	�� �� ����� �� ��� ���%% !� ��&��

f(ζ) = ������ 

−D2 − λC2 − λ2B2 − λ3A2

+ ζ · 3X2 + ζ2λ · 6X1X2 + ζ3λ2 ·X2

(
3X2

1 −X2
2

)
!���� λ = λ(ζ)� '�� ��������� ζ 
� � ����
�� �� ��� �����
��

f(ζ) = 0. �����( 

'�� ���
���
�� f ′(ζ) 
� �
��� ��

f ′(ζ) = �����) 

− ∂λ

∂ζ
· C2 − 2λ

∂λ

∂ζ
· B2 − 3λ2∂λ

∂ζ
· A2

+ 3X2 + ζλ · 12X1X2 + ζ2λ2 · 3X2

(
3X2

1 −X2
2

)
+ ζ2

∂λ

∂ζ
· 6X1X2 + ζ3λ

∂λ

∂ζ
· 2X2

(
3X2

1 −X2
2

)
.

'�� ���
���
�� �� λ(ζ) !
�� �����	� �� ζ 
� �
��� �� ���� ������  

∂λ

∂ζ
= �����* 

− s′(ζ)
2r(ζ)

+
s(ζ)

2r(ζ)2
r′(ζ)

±
[
2s(ζ)s′(ζ)− 4r′(ζ)t(ζ)− 4r(ζ)t′(ζ)

4r(ζ)
√
s(ζ)2 − 4r(ζ)t(ζ)

− r′(ζ)
2r(ζ)2

√
s(ζ)2 − 4r(ζ)t(ζ)

]
.

+� 
�����
�� ���� �� ��� ��!���#$������ 
�����
�� 
� �
��� ��

ζ(n+1) = ζ(n) − f
(
ζ(n)
)

f ′ (ζ(n))
. �����, 

���� ���� ����� � ��! ���� ��� ζ ��� ���� 	�	������ ��� ��� 	���������
�� ��! ���� ���
λ(ζ) ��� �� �� ������
���� 
� ����� �� &- f(ζ) ��� f ′(ζ) ��� ��� ��-� 
�����
�� �����

'�� ���
#��� 
�����
�� ���	����� 	�� �� ���	�
��� �� ���!�.

�� /�	���� ζ(0) �� ��� ���%( �

(� /����� ����� ζ
(0)
s ∈ R+ 
� ��� �
	
�
�� �� ζ(0) �� �����
�� ������

)� 0�� ��	� �����
�� ���� ζ
(0)
s � ��� ���������� ����� ��� ��������� ��������� ��� ���

�
�� + ��� − 
� ��� ������ �

���



���� �����	� β 
���	���	 ��� ��� ���� ����� ������������

�� ��� ��� 	
����� ��
� ζ �� ��� 	����� ����� ��������� λ(ζ) ���� ��� �������� ����
��� λ(ζ) ∈ C �� ���������

��  �������� ζ(λ) ∈ C �! ��� ������� �� 
�� |ζ| �� �(ζ) �� ������ ��� ��
�� �
����
��� ζ ��� ��� ��"� �������� ����� ���� ��� �! �����	��� ζ ∈ R� 	��������	� ��  ��
�
ζ ∈ R �� ��� ���
��� � ��� #�
�� �� ��� ��� "�� �! 	������� �� 	�����" ��
��
�������� �� ��� 	�
��� �� ��� ���������

�� $� ��� 	���� �� ζ �
���� ��� ��� �������� ���� �� ����%  ���������� ���� ��� 	
�����
�������� �� �� �� %��� ���� &� '����%��� 	�����
� %��� ���� �

&� (��	) ��
∣∣∣�(λ)
�(λ)

∣∣∣ �� ����%  ��*��� ���������� �� �(λ) > 0 �� �� ��� ����+� �� �
�*�����


���� ��� ����� ��
�� ��� β �� u0 �� ��� ���������� ��
�� ��� λ� ζ� $� �� 	���������
�� �
�*����� ���� ���� �� ���������� '����%��� 	�����
� %��� ���� , �� ���� -�

$� β� λ �� ζ �� ����� �� u0 �� 
�)��%�� ���� �� ��� ����+� %� ��*�� g(u0) �

g(u0) =
8

3
η30

(
1−
(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

)
− 2π(2n+ 1)η

3
2
0 βλD

1
2 + β2λ2D �������

%��� η0 = η0(u0)� .�� ������� u0 ��  ���� ��

g(u0) = 0 �����&�

%��	� 	� �� ���������� �! 
��� ��  ��%���/0����� ������� 1! 	����������

∂η0
∂u0

= −iβ �����+�

��� ��������� g′(u0) �� ����� �!

g′(u0) = −8iη20β

(
1−
(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

)
+ 4η0β

2

(
1 + i

βλζ

η0

) 1
2

λζ + 3iπ(2n+ 1)η
1
2
0 β

2λD
1
2 .

�����2�

3�  ������� ��
� u
(0)
0 � ��� �����%��� ������� ������� ���� ��� ������ ��� ���� n 	� ��


���4

u
(0)
0 ≈

ω +
√
ω2 + 4β1λζω

(
1
2
− 2

N

)
2β1

≈ ω

β1

+ λζ

(
1

2
− 2

N

)
≥ ω

β1

����-��

%���� 1
2
− 2

N
≥ 0 ∀n ≥ 0 �� β1λζ

ω
� 1 �� ���� 
����

���  ���� ���� ��*������ ����� �� [−π, π)� g(u0) �� g′(u0) ��� �

g(u0) =
8

3
η30

(
1−
(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

)
+ 2π(2n+ 1)η

3
2
0 βλD

1
2 + β2λ2D ����-��

g′(u0) = −8iη20β

(
1−
(
1 + i

βλζ

η0

) 3
2

)
+ 4η0β

2

(
1 + i

βλζ

η0

) 1
2

λζ − 3iπ(2n+ 1)η
1
2
0 β

2λD
1
2 .
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��&





�� ����� �	�
 ���	���

�� ���� ���	�
� �
 �� �	
���� ��
 ��	�� �
�� ��� jh(t, x
′) = jx′(t) �
�� ������� ��� ���

�
�	��� �����
� ��������� ĵh(ω, x
′) = ĵx′(ω) �� ��
� �� 
�� ����� � ��� ��
 �
����
�
��

��������� ��� ��!
���"��
 ��
 ����
��
��
� ��� ��
 �
�� ����
�������� #
�� $%�	&'( ���
��� ��
 #��� ���
 ��
� � ���
� ������
� ��
� ��"�� �� �
�� �����
� ��
 ������" ���
�������)
� ��
 	�����	
 	��	
���
� �� ��
 ��	�� ��� jh(t, x

′)* �� ������
�
� �� ��
 ������"+

� jh(t, x
′) �� ������� 	
������ �� ���
 ������� � �
�	��� ,�������� ���� �
��� ���� ��

	���� �� ���
 �� ������"����
� �� ��
�
 �� �� �������" 	���� t0 ����* ���� jh(t < t0, x
′) =

0� -� � ����
��
��
* ��
 ����
�������� #
� c(t, x, z) �� 	
������ �� ���
 ��� � x′ ���
��� �� �
�	��� ,�������* ��
�* ��
�
 �� �� �
�	��� ���
� ������� -����"� ���� ��
�� ��
������ �����	����* �� 	������
 �� ��� ,
 ��#
� �
* �� ��
 ���������� ��
�
�� ��
 ���
� ������
 �� ��������
� ,� �
!
�� 	
���� ���
� �� ��
 ��	�� ��� 	���� ��
�������" �
������" �� ���"
 �
��
��
 ���� ��
 �. ���
��� ��
 ��
� ���� ��� ��

���,
� �� �
����
� ����������� ���
� ��� ,
 
������
� ,� ��
 ���
 �� ��/
� � ���
�
	���
 �� ���!
 ������ ��
 ����	���� ��
� �� ��
 �. ���
��* ����� �,!����� �
	
���
�� u0�

� jh(t, x
′) ��� � �	���� ,������� �� x0* ���� ���� jh(t, x

′ < x0) = 0� �� ��
 ������"*
x0 = 0 �� �
�� ���� �
���* ���� ��
 ����
�������� #
�* �����"� 	
������ �� ���
*
����� � �	���� ���
� �
"����

� ��
 ��	�� ��� jh(t, x
′) �� �����
� �� ,
 ����0�/
 ���� � �������" !
����� vs* �����

��� ,
 
�	�
��
� ,� ��
 ������" �	����0�
�	��� �
�����+ jh(t, x) = jx′=0

(
t− x′

vs

)
�

-� � #��� ��
	* ��
 ����
��
��
� �� � ����0�/
 ��	�� ��� �� ��
 ����
�������� #
� �� ,

��!
���"��
�� 1�,�
��
���* ��
 
�	
���
��� ���������� �� ��
 ��	�� ��� ��� ��
 �
����
0
�
��� �
�
����� �� �������� � ����0�/
 ���
 ��
 �������
��

���� �����	
�� ���� ����

2� � ����0�/
 ��	�� ��� �
 ���
������ ��
 ������" �
�����

jh(t, x
′) = jh

(
t− Δx′

vs
, x′ −Δx′

)
� ���

��* ,� �
����" Δx′ = x′*

jh(t, x
′) = jh

(
t− x′

vs
, x′ = 0

)
= j0

(
t− x′

vs

)
. � ���

�'3



�� ����� �	�
 ���	���

���� �����	 
��
 
�� ������ �
 �� ���
�� ����
��� x′ �� ������ �� ��� 
���� �� 
��

��� ���������� �� 
�� ������ �
 
�� ����
��� x′ = 0	 ��
� ������ � 
������ ����� − x′

vs

��
 ������� �� 
�� �������� ������
� vs ��� 
�� ����
��� x′� ���� ��� �� �������� ��
�������
��� ��
� � δ ���
���
���	

jh(t, x
′) = j0

(
t− x′

vs

)
= j0(t) ∗t δ

(
t− x′

vs

)
. �����

�������� 
� 
�� �������
��� 
����� ��  ���� 
�������
��� �	 �� ��
���

ĵh(ω, x
′) = ĵx′(ω) = ĵ0(ω)e

−i ω
vs

x′
. ���!"�

���  ���� 
�������� ������ �
 x′ �� ����� �� 
�� ����� ����
��  ���� 
������ �� ĵ0(ω)
�
 x′ = 0� � ����� �� 
�� ����#��$� ������ �
 
�� ����
��� x′ = 0 ����� �� �� �����
��� ����

��� ����� 
�� x′ �������
�	 ���
������ 
�� ��%����� �� &�� ������� �����
�� �� �
� ����

��� �� ���� �� ����
��� x′ ����
��� ��
� ����
��
 ������
� vs� ���� �����	 
��
 �
 � �����

��� t′	 
�� ��
�� 
������ ������ �� j0(t) �� t > t′ �� ����
�� �� ���
��� ����
���� x′ < 0
�� 
�� 
���� ��� ���� ����� �� �����
�� �� ��� ��!�  � ������� ���
 &����	 
�� �����

� �� ������ �	� 
��������� �	������ �� ���� ���� �	�� ���� �	� ��������� �� �	� ������ ��������� ���
�	� ������� ��������� �� �������

f(t) = 1 ⇒ f̂(ω) =

∫
e−iωtdt = 2πδ(ω) �����

���
�

f(t) =
1

2π

∫
eiωt2πδ(ω)dω = 1. �����

��� ���

h(t) = f(t) ∗t g(t) =
∫

f(t′)g(t− t′)dt′ �����

���	

f(t′) =
1

2π

∫
eiω

′t′ f̂(ω′)dω′ �����

g(t− t′) =
1

2π

∫
eiω

′′(t−t′)ĝ(ω′′)dω′′. �����

�	��

ĥ(ω) =
1

4π2

∫
dte−iωt

(∫
dt′
(∫

dω′eiω
′t′ f̂(ω′)

)
·
(∫

dω′′eiω
′′(t−t′)f̂(ω′′)

))
�����

=
1

4π2

∫
dt′
((∫

dω′eiω
′t′ f̂(ω′)

)
·
(∫

dω′′

(
e−iω′′t′ ĝ(ω′′)

∫
dteit(ω

′′−ω)

)))
��� !�

=
1

2π

∫
dt′
((∫

dω′eiω
′t′ f̂(ω′)

)
·
(∫

dω′′e−iω′′t′ ĝ(ω′′)δ(ω′′ − ω)

))
���  �

=
1

2π
ĝ(ω)

∫
dω′

(
f̂(ω′)

∫
dt′eit

′(ω′−ω)

)
��� "�

= ĝ(ω)

∫
dω′f̂(ω′)δ(ω − ω′) ��� #�

= ĝ(ω)f̂(ω). ��� ��

!�'



���� �����	
�� ���� ����

���� �����	���� ���
 � ������	 ������� 	����� 
� ��� ����� ���� �� �������� ����
����		�� ��

���� �
���� ��� ������	 ����� 
� ��� ���� ��� ���� ��� ������	 ����� 
� ��� 	���� ��	��
�����	���� ���
 ��� ����
��	 �����	 j0(t) ���� ��� �
���� ������
�� ĵ0(ω)�

����� ����� ����  
��	 �
� ���� �	�� !������ ��
� ��� "��� �
� ��
 �
���� �� ���� t0 <
t1� #�� "	��$ �
	
� ���"
	�%�� ���� �����	�� "	� �
	
� ������� �����	�� 
����
�
	
�� ���� �����	� 
� ��� ���� �� ������ ��� �		������
� ���� x ∈ [0,Δxs]�

��������� ��� &���'( ���
 ��� &)��'�( �		
�� �
� �
������� ��� ���������
� 
*�� x′� +�
���
�� x0 = 0 ��� x1 > x0 �� ��� ���� �

�������� 
� ��� �		������
� ����� !�������� ��
��� ���� �
��	� �
� x′ < x0 ��� x′ > x1� ��� ����� ������ �� ��
��� �
 "� ����	��� ��
�
	���� �		������
�� #���� "� ���	������ ��� "��$���� �
	��
� �
����"��
��

ĉ(ω, x, z) =
∑
l≥0

A(l)e
−iβ(l)x

∫ min (x,x1)

x′=0

ĵ0(ω)e
i(β(l)− ω

vs
)x′

dx′ &���,(

=
∑
l≥0

−i
A(l)

β(l) − ω
vs

e−iβ(l)xĵ0(ω)
(
ei(β(l)− ω

vs
)min (x,x1) − 1

)
. &����(

�� min (x, x1) = x� �� ��� ��� 
���� �
	��
�� �
� min (x, x1) = x1 �� 
"���� ��� �����
�
	��
�� �� ��� "� ����� ���� ��� �
	��
� �
� ��� �
���������
� ��	� ĉ(ω, x, z) ���� 	�����
�
� ��� ���� �� ĵ0(ω)� �����

c(t, x, z) = j0(t) ∗t h(t, x, z) &���-(

���



�� ����� �	�
 ���	���

���� � ���	
��� �����
� h(t, x, z) ������ ��

ĥ(ω, x, z) = −i
∑
l≥0

A(l)

β(l) − ω
vs

e−iβ(l)x
(
ei(β(l)− ω

vs
)min (x,x1) − 1

)
. ������

���

ĉ(ω, x, z) = ĵ0(ω) · ĥ(ω, x, z). ������

���� ��� �	����� ĉ(ω, x, z) 
��� ��� �
�������
�� �
� ����������� �
� ����� ĵ0(ω) �= 0�
��� 
���� �
���
� ��� �� ������� ��

ĉ��(ω, x, z) = −iĵ0(ω)
∑
l≥0

A(l)

β(l) − ω
vs

(
e−i ω

vs
x − e−iβ(l)x

)
������

��� ��� ����� �
���
� ����� ��

ĉ��(ω, x, z) = −iĵ0(ω)
∑
l≥0

A(l)

β(l) − ω
vs

e−iβ(l)x
(
ei(β(l)− ω

vs
)x1 − 1

)
. ������

 ����
� ��� ������ ��
�� ���� ��� 
���� �
���
� �
������ 
� � �	��	
����
� 
� � 	��
	���� ����
� e−i ω

vs
x ��� � �������! ���� e−iβ(l)x� ���� ��	������� ��� �������
������ �� �


��� �	����� �
����� 
� ��� ��	� "#� $� x � Δx�����,(0) =
3

β2,(0)−β2,(1)
���� �%�&���� ��� ������

��� �� ������� ��

ĉ��(ω, x, z) ≈ −iĵ0(ω)
∑
l≥0

A(l)

β(l) − ω
vs

e−i ω
vs

x + iĵ0(ω)
A(0)

β(0) − ω
vs

e−iβ(0)x ����'�

����� ���� ���


ĉ��(ω, x, z) ≈ −iĵ0(ω)
∑
l≥0

A(l)

β(l)

+ iĵ0(ω)
A(0)

β(0)

e−iβ(0)x ������

��	 
���������� 
����
��
��� vs → ∞� ��	 ����
���� ��	�� x � 0 �
�
∣∣e−iβ(0)x

∣∣ �∣∣∣e−i ω
vs

x
∣∣∣ = 1� 
���

∣∣β2,(0)x
∣∣� 1� ��� ������ ��� �� �	
�� ��

ĉ��(ω, x, z) ≈ −iĵ0(ω)e
−i ω

vs
x
∑
l≥0

A(l)

β(l) − ω
vs

��	 x � 0 ������

��
�� ������ �� �� � � ����� ����	 e−i ω
vs

x� �� ����
�� ������� ��
���	� �
� 	�����
� x�  �
� ������ �� �� ���
�
�	
�� ��� ��	��! ������ �� 
��� ��� "�# ���	
�� ��
����� � z = 0 ��! �� ��� "�# 	�����		�! � �� ���$� ��	 vs → ∞ �� �� ��	
%����
��� "�#�� 
� x !
	��
�� 	���
��
&���	!
����� ��	 x− x1 � Δx�����,(0)� �� !���� ����
�� ��� ������ ��� �� �	
�� ��

ĉ��(ω, x, z) ≈ −iĵ0(ω)
A(0)

β(0) − ω
vs

(
e−iβ(0)(x−x1)e−i ω

vs
x1 − e−iβ(0)x

)
����'�

���



���� �����	
���� �� �� ��
������ ����� ���� ��� �� �����
����

����� ����	 ���


ĉ��(ω, x, z) ≈ −iĵ0(ω)
A(0)

β(0)

e−iβ(0)x
(
eiβ(0)x1 − 1

)
�����

�
� ��	�������
�	 ����������
�� vs → ∞ �
� 	��������� ����� x1 ����
∣∣eiβ(0)x1

∣∣ � 1� ���
����� 	
����
� �� ����� ��� �� ������� �	

ĉ��(ω, x, z) ≈ −iĵ0(ω)
∑
l≥0

A(l)

β(l) − ω
vs

e−iβ(l)(x−x1)e−i ω
vs

x1 �
� x1 � 0. �����

�� x1 �	 ���� 	����� x1 ∼ 0� ��� vs → ∞� ��� ����������
� ������ x′ ∈ [x0 = 0, x1] 
����	
��������� ��	�������
�	� ������ ���
����� �
 ��� 	��� �
�����
�� ��	
 ����	 ���� ��� ����
�	 ����������� �
�
����
�	��� �� ����� ��� �� ������� �	

ĉ��(ω, x, z) ≈ ĵ0(ω)x1

∑
l≥0

A(l)e
−iβ(l)x �
� x1 ∼ 0 ��� vs → ∞. ��� �

!��	 ��	� �
���	"
��	 �
 ����������
� ���� � ���� ���� ��� �
�
����
�	 ��	�� ���� 
�
����� x1 #���� ��� ���� ��������� ������ ���	 ���	�	 ���� ���� ������� �	��� � ����
��	��� �� ��� � ���� �� �	�� �
 ��	����� ��� 	����� �� ��� ����� ����
� #���� jh(t, x

′) =

jh

(
t− x

vs
, 0
)

→ jh(t, 0) �
� vs → ∞� �
� ����� vs ��� $�% &��� ��
�� x′ ∈ [0, x1] ��� ��

�
�	������ �
�
����
�	 ��� �	 ����� �� ��� $�% 	����� �� x′ = 0 �� ���� ��	����� �� ����
��
 ���"
��� ������ '	��� ��� ��"� �
���� ��� ��"������ �����	 ��� �� ��
���� 
� �	
����� �
�	���� ��� ��
�� x′ (
������ � ���� �
������
� ������
� f(t) ��� �� ����
������
���� ���	 ��	�������
�	�� 
� ��� "
	���
�	 x′ ∈ [0, x1] ��� ������� ��&��	 ����� 	"�������
�
�
����
�	 ���� ��"������� !��	� �
� ����� vs� ��� ��"� �
��� ��� �� ��"����� �� �
���� �
������
� ������
� ����
�� ��
������ ��� 	��� �
�����
� ������ ��� ����������
� ����
x′ ∈ [0, x1]

���� �����	
���� �� �� ��
������ ����� ���� ��� ��

�����
����

�� 
���� �
 ��	����� ��� ��"�� $�% �	�� �
� ��� ���	�������	� � ���� �
������
� ������
�
f(t) ��	 �
 �� ����
����� �� �
����	� �
 � 	���)��*� ��"�� $�%� ��� ���� �
������
� ���	

� ��� "
	���
�	 x′ ∈ [x0, x1] ��	�������
�	��� ����
�� ����� !�� ��	������ ��"�� $�% ���
�� ��
���� 
� �� ��� ��"� �
���� �"
� ����� � ���� �
������
� �	 	�"����"
	�� !��	
��� ��"�� $�% ��� �� ������� �	

jh(t, x
′) = j0

(
t− x′

vs

)
· f(t). ��+,�

�� �	 ��� �
�� 
� ���	 	����
� �
 ������ ��� �
�	������
�	 
� f(t) ��� 
� j0(t)� 	��� ���� ���
��	������ ��"�� $�% jh(t, x

′) ���&��	 ��� 	��� �
�����
�� ��

jh(t, x
′) = j0

(
t− x′

vs

)
· f(t) !

= j0

(
t− x′

vs

)
. ��+-�

-�+



�� ����� �	�
 ���	���

��� ��� ���	
������� ��� ��
������ �
������ ���� �� ����� �� � ������� ����� 	���������
�	 ��	 ���� �	�
		� �� ��� ������
	 	������� � 	�������� ���
� �
� ��� �� �	����� �� �

���� �����  �������� ��� ������ �� ��� ��
������ �
������ ���	 �� ������	� �	 � 	������
	�!
���� �� ���� ���
�	� �� ���� �� ������ � 	�������� ���
� �
�� "����
	��� �� �������� ���
����	��� �� ��� ���
�������� ���� �� Δxs = x1 − x0 < ∞ �� �� �������� �	����� 	�����	
�� ������ ���� Δxw < ∞ 
��� � ���������
	 	����� �������
�� � ��
������ ������ �	
���������� ���� ��� 	��� �������� �� �� ���
�	 ����� �	 ���� �	 �� ���� �� ��� �	����� 	�����
�	 ������ ������ ��� ���
�������� ���� #	�� $�� %�&'� (
� �� ��� ���������� ��������� ���
�	����� 	�����	 ��� ������� ����������� �� ��� ���� �� ��� ��
������ �
������ ���	
�� ������� �� �����  ��	 ���	 �� ��� ������� �� � ����������� 	������� �	����� #��	��'
���� ���� �� ����������� 	���� ���$�� �� ���� Δxw� )� ��� ������� �	����� �� ��� ����
�	 ����� �� Δxp� ���� � ��
������ ��� ���� �� ������� ��

Δxp ≥ Δxs +Δxw. #%�*+'

,�� Δxr = Δxp −Δxs −Δxw
���  ���� �� �������� ��� ���� ��� �� ��� ���$�� ���� x′ = x0

�� ���� t = 0� ��� �	����� Δxp ���	
�� ����� �������� x′ ��� �� ������� ���� �����
�����������	� -��� ���� ��� 	�����	 �� ��	�����	 x′ < x0 �����	��� �� ��� �
�
�� 	�����	
�� x′ = x0� ���� ��� ���� �	 ���� ���� � �������� vs ����� ��	����� x

′�

&� x′ = x0.  �� �	����� ���$�� �����	 ��� ���
�������� �����

+� x′ = Δxs.  �� ���� ��� �� ��� ���$�� �����	 ��� ���
�������� �����

*� x′ = Δxs +Δxw.  �� ����� ��� �� ��� ���$�� �����	 ��� ���
�������� �����

/� x′ = Δxs +Δxw +Δxr.  �� ���� ���$�� �����	 ��� ���
�������� �����

0� ���	� ���	��������	 �� ������	 ����� ���� ���� ������ Δxr� �� 	����� ������� ���� ���
���������
	 �������
� �	 ��
� ������ ��� ���
�������� �����  �������� ��� ��
������	
���� �� �� ��	������ �� ��� ���� 	��� �����	������ �� Δxr #	�� $�� %�&'1 (
���� Δxs+Δxw

�� ��
������ ��� ���
��  ��	 ����	 ���� ���
���� ���� ��� ��
������	 �� x′ = x0 +
n ·Δxp ��� ��������� )� ���� �� ������ � ������ ������� 	����� �� x

′ = 0� ��� ��
������

�
������ 	����� �� tn = n · Δxp

vs
���	 �� �� ������� ���� N ≥ 1� ����

f

(
n · Δxp

vs

)
!
= f

(
(n+N) · Δxp

vs

)
. #%�**'

-��� ���� ��� ����� vs #vs → ∞'� ��� 	����� �� x′ ��� �� ���	���� �	 ������ �� ���� ����
��	���� �� x′ = 0� jh(t, x

′) = j0(t)�  ��	 ��	� ����	� ���� ��� �
� $�� ��� �� �		
�� ��
�� ���������
	 ������ ��� ���
�������� �����  �������� ��� ���� ���� ������	 �����
!
��� �� ��� ������� �� �	����� 	����� ���$��	 �����	� � �	�������� 
	��� � ��
������
�
������ �	 ������ 	
��� ��� ���	 ��	��  �� ��
������ �
������ �	 ���� ��� 	
�2��� �� ���
���	��������	 ��	
����� ���� ��� 	��� ���������

�� �� ������	
 � ����� ���� ��� � ����� ������ ����� ������� x0 ��� x1 ��� �������	 vs� ����� Δxr
 ��
����� ���� ��� �� ����� �� �� �� ������ ���� x = x1 �� x = x0 ������ ������������ �� ������������
������ �� ����� �� ������� �� ������ ��� ���� ���� �� �� ������ �������	 �� ��� ������ ��� vs ���
��� �� ���� � �������� x′ �� ����������� ��� ��� �� ��������� �����	 ��� �� ��������� �� ��������
�� �� ������� ������

&%/



���� �����	
���
�� ����	�

���� �����	
���
�� ����	�

������� ��	 
��� ��������� ��� 
���	��� ���� ������ �� c(t, x, z)� cn(x, z) ���� tn = nΔt�
�	� ����������� �� �� ����������� ��� ��		�����
���� ������� ���������� ��
 
���	���
���	��	 �	�����	�������

������ �����	
������ ������� ��� ��	���� �������

����	��������� ��� ��� ���������	 ������� ����	���������

��� 
���	��� ���	��	 �	�����	������ �� � 
���	�����
 ����� fn� n ∈ [0, N − 1]� �� 
����
 ��

f̂u =
N−1∑
n=0

fne
−i2π un

N ���� !

��	 u ∈ [0, N − 1]� ��� ����	�� ���	��	 �	�����	������ �� ���� ����� ��

fn =
1

2π

N−1∑
u=0

f̂ue
i2π un

N . ����"!

#� �	
�	 �� �$�	��� ��� 
���	��� ���	��	 �	�����	������ �%��! �� ��	�� �� ��� ����������
���	��	 �	�����	������ ���!� �� �	�� ���� ��� ���������� �������� f(t) �� ��� 	���� t ∈
[0, T ) ���� T = NΔt� ���� ��		�����
� �� � ������������ �� f(t) �� � ���
�� ��������
w(t) ���� �� 
����
 ��

w(t) = Θ(t)Θ(T − t) ����&!

����

Θ(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0 ��	 t < 0
1
2
��	 t = 0

1 ��	 t > 0.

�����!

����

f1(t) = f(t)w(t) ����'!

f̂1(ω) =
(
f̂ ∗ω ŵ

)
(ω) ����(!

���	� ��� ���������� ����	�� �� ���	��	 �	�����	������ ��� ���� ���
� ��	 ŵ(ω) ���
�������

ŵ(ω) =
2

ω
sin

(
ωT

2

)
e−iωT

2 . ��� )!

��� ��
�� �� ��� ����	� ��$���� �� ˆ̃w(ω) = 2
ω
sin
(
ωT
2

)
�� ����� �� Δω = 4π

T
�� ��



��	����� �� T ���	����� ����� ���� ŵ(ω = 0) = T !� ��	 w(t) = 1� �� ������ ŵ(ω) = δ(ω)�

��� �� ������ 	
�� ��� �	��	
 �������	��� 	�� ������� ���� xk = kΔx� ������� ���� ��

 ��� �� ���������

�����

�� ��������� ���� ��� �����	
 �	�� ˆ̃w(ω)
!
= 0� ���� ωT

2 ∈ {−π, π}� ���� ��	� ˆ̃w′(ω) < 0 ��� |ω| > 0� ω → 0

	�� ��	� ˆ̃w′(ω) = 0 �� tan
(
ωT
2

) − ωT
2 = 0� ����� �	� ��
� �� ��
�

�� ��� ω = 0 ��

∣∣ωT
2

∣∣ > π �����

tan′ (x) = 1
cos2 (x) > 1 ��� x ∈ (0, π

2

)
	�� tan (x) ≤ 0 ��� x ∈ (π2 , π]�

*�"



�� ����� �	�
 ���	���

�� � ���� ����	 f1(t) 
� ������ ����� ����
���� �� ��� �
�� 
������� Δt�

f2(t) =
∑
n∈Z

f1(t)δ(t− nΔt) =
∑
n∈Z

f(t)w(t)δ(t− nΔt) ������

f̂2(ω) =
∑
l∈Z

f̂1(ω) ∗ω δ

(
ω − 2πl

Δt

)
=
∑
l∈Z

(
f̂ ∗ω ŵ

)(
ω − 2πl

Δt

)
������

����� ∫
e−iωt

∑
n∈Z

δ(t− nΔt) =
∑
n∈Z

e−iωnΔt =
∑
l∈Z

δ

(
ω − 2πl

Δt

)
������

��� ���� ���� ���� ���� �� �� ����
��
 ��
�� �� f(t) �
�� w(t)	 �
����� ���� �� !������
�"
n  �� �� �
�
�� ��

n ∈ [0, N − 1]. ������

#
����"	 ��� �
��$�
�
��	 
� ���
%� ��&��� � f2(t) 
� ���
�
 ���" ��������

f3(t) =
∑
k∈Z

f2(t) ∗t δ(t− kT ) ����'�

f̂3(ω) =
∑
u∈Z

f̂2(ω)δ

(
ω − 2πu

T

)
=
∑
u∈Z

∑
l∈Z

(
f̂ ∗ω ŵ

)( 2πu

NΔt
− 2πl

Δt

)
δ

(
ω − 2πu

T

)
����(�

)� ���� ���� ��  �� ��
�� f̂2(ω) ��

f̂2(ω) =

∫ T

0

N−1∑
n=0

e−iωtf(t)δ(t− nΔt)dt ������

=
N−1∑
n=0

∫ T

0

e−iωnΔtf(nΔt)δ(t− nΔt)dt ����*�

=
N−1∑
n=0

e−iωnΔtf(nΔt) ����+�

�� ��������� f̂3(ω) �� ����

f̂3(ω) =
∑
u∈Z

f̂2(ω)δ

(
ω − 2πu

T

)
���',�

=
∑
u∈Z

N−1∑
n=0

e−i2π un
N f(nΔt)δ

(
ω − 2πu

T

)
���'��

=
N−1∑
n=0

f(nΔt)
∑
u∈Z

e−i2π un
N δ

(
ω − 2πu

T

)
. ���'��

-�� ���� �
�� �����	 ���� �" �
�
�
�!

u ∈ [0, N − 1] ���'��

��(



���� �����	
���
�� ����	�

��� �������� ���	
��� ����� ��� 	������� �� ���
��� fn = f(nΔt) ��� n ∈ [0, N − 1]� ��
��
���

f̂3(ω) =
N−1∑
n=0

e−i2π un
N fn ������

���

ω = ωu =
2πu

T
������

��� u ∈ [0, N − 1]� ����������

f̂3(ω) = ���(cn) = f̂u. ���� �

!��"��� �
 �#� ���� �

f̂3(ω) =
N−1∑
u=0

∑
l∈Z

(
f̂ ∗ω ŵ

)( 2πu

NΔt
− 2πl

Δt

)
δ

(
ω − 2πu

T

)
������

������ 
��
 
�� ��� ����� 
� ������� �� �
�	
��� �� 
� 	�����
��� ��
� 
�� ������

�������$ �� 
�� ������ ��	
��� w(t)� %�������� 
�� ��������
��� �� ����
�� ���	
��
�����
 ��	
�� 2πl

Δt
� �� � 	����#��	� �� ��$����� �� 
�� 
�$� ��$���� 	���� 
�� �		����	�

�� &������� �'�	
�� & �(	���
 	����
��� 
� ������
 &������� �'�	
� �� 
� ��$�
 
�� �������
�

�� 
�� ���	
�$ ��
(
f̂ ∗ω ŵ

)
(ω) 
� |ω| < πl

Δt
�)�#��
*+������ ��$����� 
�����$�� ����

(
f̂ ∗ω ŵ

)
(|ω| ≥ πl

Δt
) = 0. ����,�

������ ���� �	�
����� ����������

&		������ 
� �#�� ���-.� ��� ������ �� 	�� ���
� 
�� ��� ĉu ��

ĉu = ĉ3(ω) =
∑
l∈Z

N−1∑
u=0

(
ĵ0 · ĥ ∗ω ŵ

)( 2πu

NΔt
− 2πl

Δt

)
δ

(
ω − 2πu

T

)
. ����/�

+��	� cn �� 
�� $�����$��
 ������� ĉu 	�� �� ��
����� �� � ���	��
� ������ 
�������$�
���
�� cn� ��� ��������	� �� ĉu �� 
�� ���
��� 	�������
� x �� ����� �� β ��� 	�� �� ��
�����
��
��
 "�������� �� ĵ0(ω)�

!�
 j0(t) �� ��
��$���� ������ �� � 
�$� $����
��� ��	
��� f(t)� ����

j0(t) = Jf(t) ��� .�

���
ĵ0(ω) = Jf̂(ω) ��� 0�

��
� � 	���
��
 ���
 12 J 
��
 �� $����
�� �� f(t) ∈ [0, 1]� ���� ����� J �� ��

"���� ���	� 
�� ����� ���
 12 �������� ������
��� �� 
�� ��
�	� ��� 
�� �
$������� ��

�� ��� 
� 
�� ��
�� ����	�� 3������� f(t) �� "���� ��� 
�� f̂u 	�� �� 	��	��
��� 4�
����� 
� ��
��$��� J � �� ��5��

ˆ̃cu = ĵuĥu = ĵ3(ω)ĥ3(ω) ��� -�

0��



�� ����� �	�
 ���	���

����� ��� �� �	�

�� ��

ˆ̃cu =
∑
l∈Z

N−1∑
u=0

[(
ĵ0 ∗ω ŵ

)
·
(
ĥ ∗ω ŵ

)]( 2πu

nΔt
− 2πl

Δt

)
δ

(
ω − 2πu

T

)
. �����

�����	���� ����� 
��
 ĉu = ˆ̃cu� �� ĵ0ĥ ∗ω ŵ =
(
ĵ0 ∗ω ŵ

)
·
(
ĥ ∗ω ŵ

)
� ���� �����
��� ��

�������� �� w(t) = 1 ��	 ��� t ∈ R� �� ��� ���� ������ ��	 �������
�� ��	 � T � 
�� !��	��	

	�����	� �� 
�� ������ ����
���� ŵ(ω)� ������� ��		���	 ��� 
��	���	� ĉu ≈ ˆ̃cu

�� ����
��	 ��	 � T = NΔt�

J =
ˆ̃cu

ĥuf̂u
≈ ĉu

ĥuf̂u
. ���"�

#� 
���	� �� $��� ĥ(ω) ��
 ��
 ĥu� %�&��	�� ����� Δt �� ����
��� 
� ��	 � T = NΔt ������
'�	� ��	 �N�� ����� 
� �� ���	���� �� 
�� ����
 '��
�	 2πl

Δt

��
 �� 	���'��
 ��	 
�� ����	����
���

�� ����
�� ����
	�� (� �
 �� ������� 
��
 ��� 
� 
�� ����
�� �����
 �� ���	 � ���
����� �� 
��
����
	��� ĥ(ω) ������ ��	 �������
�� ��	 � ω� ������� �)��
� �	� ���������� �� ���	����� 
Δt� *�

�� ωu = 2πu

T
� �� ��
��� ��	 ��	 � T ��� ����� Δt

ĥu ≈
N−1∑
u=0

ĥ(ωu)δ(ω − ωu) ���+�

��� 
���

J ≈ ĉu

ĥ(ωu)f̂u
. �����

ĉu ��� �� �����	��� f̂u ��� �� �������
�� ��� ��
�	 ��
�	����
��� �� β �	�� 
�� ���
���
����'��	 �� ĉu� ĥ(ωu) ��� �� �������
�� �	�� �&� ��,-��

���� ����� 	
�� �
��
����

!�	 ������
�� �����	����
�� 
�	�� ��)�	��
 ��������
��� 
�����&��� �.��
�

� � ����	 ���� 
��
 �� ���� �������� ��	��� �� y ��	��
��� ����� ���� 
�� x ��	��
���
��
� �vs||�u0 ��� vs < ∞� ��� �	���� �� x ��	��
��� �� ������� 
� �� /�������� ���
����	 ���� ��	��������� ����� � 	� ��� x ∈ [0, x1] ����	� 	������� 
� x = 0� 0������� 
�� vs� � �����	 �� ��.��� vsΔt

Δx
�� ��
 �� 
�� ���
�	 �� 
�� �	���� ��	 ��� � 	���	��� 


��� Δt� ���	� Δx �� 
�� ���
� �� � ��.��� (� 
�� ���
� �� 
�� /������� �	���� ��
�������
�� ������ 
�� ����	 ���� ��� �� 
	��
�� �� δ1������� !�	 �������
�� ��	 �
x1� �� x1�
�
����	� ������
	�
��� ���� �� 
�� ����
 	� ��� ��	��� ����� �� ��� 
���
��������
��� 
�����&�� �� �������	�� ���
�������

� �� ��������
��� ��

�	� ��
� �� 	��
�� ���	 ���
�	��
 �� 
�� ��
�	 ��	���� �� ��
��1
������ ����� �� �� �	� ��	����� 
� 
�� x ��� y ��	��
���� ��� ����
�� x ���	����
��
�	� x ∈ [0, x1]� ��� ��������
��� ���� �� �������	�� ���� ������ �� x ��� y ��	��1

���� (
� ��	��
��� ��� �� 
��� �
 �� �� � δ1������ ����	 ���� 
��
 �� ���� ������ ��

� ����� T ���� 	��
� ������ ��������
 �
 ��� �����
�� ��	��
� ��
�� Δωu = ωu+1 − ωu = 2π
T
�

,2



���� ����� 	
�� �
��
����

y���������	 
��		�	� ��� vs = ∞ ���	� x� ����	� ���
 ����	���� ����
 �� � ��	��	��
��
 ������	����	 ��� � 
�����	��� ��	��	������	 ���� �����	� �	 ��� �	
�� �����	 ���

�����	��� ����� x1�

� ��� ���
�����	� ���� �	������ ����	 ���
 ���
�
 ���� ���	 ������� �� � ��
�����
������	����	 ����	���� ���� 	� 
�����	��� ��	��	������	 ���� �	 ��� �	
�� �����	
��	 ����� � δ�
����� ��
�� ��	� ���� �
 ������	���
 �	 y ��������	 
��	
 ���	� ���
x ������	��� ��ex||�u0||�vs ��� ��� 
��		�	� �������� vs� !	�� �� ��
����� ��
����	
 xk�
��� ��
�� �	��� �
 	�� 
������� ����	 �	 �	������ [xk, x

′
k]� ��� ���� �� �	 ������	����	

�����	 �
 �

���� �� �� �� ��� ����� �� ��� ���� �� � ��"��� x′
k−xk = Δx� #	�������	�

���� �	������
 x′ ∈ [xk, x
′
k] ��� k = 0 �� k = kx ��� x > x′

kx
��� x < xkx+1� ��� �$�%& 

�����
 ��� ��� ����� 
������	 ��	 	�������	� ���'��� 
������	 ��	��������	
(

ĉ��(ω, x, z) = �$�&$ 

∑
l≥0

A(l)e
−iβ(l)x

kx∑
k=0

∫ x′
k

xk

ĵ0(ω)e
i(β(l)− ω

vs
)x′

dx′Θ(x− x′
k) = �$�&) 

− iĵ0(ω)
∑
l≥0

A(l)

β(l) − ω
vs

e−iβ(l)xΘ(x− x′
kx)

kx∑
k=0

(
ei(β(l)− ω

vs
)x′

k − ei(β(l)− ω
vs
)xk

)
= �$�&* 

− iĵ0(ω)Θ(x− x′
kx)

kx∑
k=0

∑
l≥0

A(l)

β(l) − ω
vs

e−iβ(l)(x−x′
k)e−i ω

vs
x′
k

(
1− e−i(β(l)− ω

vs
)(x′

k−xk)
)
≈

�$�$+ 

ĵ0(ω)Θ(x− x′
kx)

kx∑
k=0

(x′
k − xk)

∑
l≥0

A(l)e
−iβ(l)(x−x′

k)e−i ω
vs

x′
k = �$�$% 

ĵ0(ω)ΔxΘ(x− x′
kx)

kx∑
k=0

∑
l≥0

A(l)e
−iβ(l)(x−x′

k)e−i ω
vs

x′
k �$�$, 

���� e−i(β(l)− ω
vs
)(x′

k−xk) ≈ 1− i
(
β(l) − ω

vs

)
Δx �
 �
�� ��� 
���� x′

k − xk = Δx� #	

��� ������	� � �

���� ���� xk+1−x′
k �
 
�����	��� ����� �� 	������ ��� ��	��������	


�� �������
 ������	����	 �	������
� ����

ĉ��(ω, x, z) ≈ ĵ0(ω)ΔxΘ(x− x′
kx)
∑
l≥0

A(l)e
−iβ(l)(x−x′

kx
)e−i ω

vs
x′
kx . �$�$- 

.�� vs → ∞� ��� �$�$- ���	
 �	�� ��� �$�,* �

.�� ��� ������	����	 ����	����
� � ���� ���������	 ��	����	 f(t) ��	
�
��	� �� ��������
�	/�0 ���������	
 �
 �������(

f(t) =
∑
r∈Z

Θ

(
t− (r + 1)

T��
2

)
Θ((r + 1)T�� − t). �$�$1 

���� T�� �
 ��� ���� ��� �	� �	/�0 ������ �	� R = T
T��

∈ N �
 ��� 	����� �� �	/�0 ������

����	� �	� ����� 
����	��� 2���� �	 �	/�0 ������ 
����
 ��� ��� ����������� �	 ���� ���

%$*



�� ����� �	�
 ���	���

����� �� ���	�
 �� ����� �� �	 ��������� ������ �
����
 �� ��� ���������	� ��	
����	�� �	
��
�� �� ������ ��� ���	 ��	
����	 �� ������ ���� ��� �	��� ��
������	� ����� �� ���������
�� ��� ���	 ���� Tp =

Δxp

vs
�Δxp = Δxs +Δxw +Δxr ���� Δxs ��� ���	 ���
 ��	��� Δxw

��� ��
�� �� ��� ������ Δxr = vsTr ��� ��������	� ����	
 
����	���
T��
2

Tp
= S ∈ N� ���	

��� 	����� �� ���	� ��� ����� �����	�� �� ����	 �� T
Tp

= 2RS ���� ��� ���
��� RS ��

�	
���	
�	� �� T���
 � 	�� ��� �� 
������	� ĵ0,u ��� ��� ���� �� � δ!�����
 ����� ��	� ���� ��
�� xw = 0� "�
������	� ���� ������	����	 ��� 	� ������	� ���	� �	 ���� �� ��	 ����� ��� ��� ��	��	����
������	����	 ���	�� �� x′ = 0

j0(t) = Jf(t)
∑
q∈Z

δ(t− qTp) �#�#$�

= J
∑
r∈Z

Θ

(
t− (r + 1)

T��

2

)
Θ((r + 1)T�� − t)

∑
q∈Z

δ(t− qTp) �#�#%�

����� ����� ���� j0(t) �� �����
�� ���� �����
 T��� &�	�� ��� ���	 ��	
����	 �� ������
 ��

�� �������
 ��� ���	�� �� �	 ��������� �������	 x′ ∈ [x0, x1] �� ����	 �� jh(t, x
′) = j0

(
t− x′

vs

)
�

 � 	�� ������ j0(t) �� ��������� n �� ��� ����� ���� Δt �����	 �	� ����� �����	�� ����
n ∈ [0, N − 1]� �� vsΔt > Δx ���	 ���� ���	 �	� ��'�� �� ������	���
 
���	� ��� ���� ���	
Δt� (�	�����	��� ��� ���������	 �� ��� ����� ���	�� �� ĵu ���� �� ����� ���	 �	� ��'��� )�
��� ���	 ����	 ��� �����'������	 ĉu ≈ ˆ̃cu �� �	�� ����
 ��� ��*���	��� ����� Δt ����� ��
������
 �� ���
 ��� ��� �������	� ��	��
������	��
&�����	� �� ��� �#�#%� ����
�

j0,n = J
R−1∑
r=0

Θ

(
nΔt− (r + 1)

T��

2

)
Θ((r + 1)T�� − nΔt)

2RS−1∑
q=0

δ(nΔt− qTp). �#�##�

 � ������ ���� T��
2Δt

∈ N �	
 Tp

Δt
∈ N� �� ������� N

2R
∈ N �	
 N

2RS
∈ N� ���	

j0,n = J
R−1∑
r=0

Θ

(
nΔt− (r + 1)

N

2R
Δt

)
Θ

(
(r + 1)

N

R
Δt− nΔt

) 2RS−1∑
q=0

δ

(
nΔt− q

N

2RS
Δt

)
�#�#+�

�	
 �	����

j0,n = J

R−1∑
r=0

Θ

(
n− (r + 1)

N

2R

)
Θ

(
(r + 1)

N

R
− n

) 2RS−1∑
q=0

δ

(
n− q

N

2RS

)
�#�#,�

���� δ(m) = 1 ⇔ m = 0 �	
 ��� n ∈ [0, N − 1]�  � 	��� ���� 
�� �� ��� ���	 �δ!�����

����� ��	�� ��� ��'�� �� x′ = 0 �� ������	���
 �	�� ����� Tp

Δt
= N

2RS
������ �	 �	�����
����

������ ��� ���	�� �� 0� ���� ���	� ���� 
���	� �	� �	��� ��
������	 �����
 ��� ��'�� ��
������	���
 T��

Tp
= 2S ������ ��������� �� �	���
��� �	 �	��� ��
������	 ��	����	

f̃p =
R−1∑
r=0

Θ(p− rS)Θ (2rS − p). �#�+-�

.+-



���� ����� 	
�� �
��
����

���� R ����� 	
���� ��� 	
���� ���
 2SΔt� ���� p ∈ [0, 2RS − 1]� j0,n � ������
�
���� f̃p �� ����������� N

2RS
�
�� �
��

� ��
 
����
 �� f̃p� ���
 ���� 2RS · N

2RS
= N � ��

�
�
����
 ��
 ��� �� f̃p� �
 ��� �
���� ���� f̃p � 	
������ ���� 2S�

f̃p+2S = f̃p. � �!"#

$
 ����
 ��
 ��� �

ˆ̃fq =
2RS−1∑
p=0

e−i2π pq
2RS f̃p � �!%#

��� q ∈ [0, 2RS−1]� p ��� �
 �����
� � p = r ·2S+m ���� r ∈ [0, R−1] ��� m ∈ [0, 2S−1]�
&�
����� ��� ������ ���� f̃p = f̃m ��
'�

ˆ̃fq =
R−1∑
r=0

e−i2π rq
R

2S−1∑
m=0

e−i2π mq
2RS f̃m. � �!(#

)���
R−1∑
r=0

e−i2π rq
R =

1− e−i2πq

1− e−i2π q
R

=

{
0� ��� q /∈ Z ·R
R� ��� q ∈ Z ·R � �!*#

����� ��''�� ���� ��
 ��'
 �� �
 '+,�	���'� -
	
����� q ∈ [0, 2RS − 1]� �
 ������

ˆ̃fq = R
2S−1∑
r=0

δ(q − r ·R)
2S−1∑
m=0

e−i2π mq
2RS f̃m � �!.#

= R

2S−1∑
r=0

δ(q − r ·R)
2S−1∑
m=0

e−i2πmr
2S f̃m � �!/#

= R

2S−1∑
r=0

δ(q − r ·R) ˆ̃f•,r � �! #

��
�
 ˆ̃f•,r �
���
 ��
 ��� �� ��
 	
������ �
��
' �� f̃p� ���� ˆ̃fq ��'� �� ������������
��� q = r ·R� r ∈ [0, 2S − 1]� ��
 ������������ ��� �
 ���
�	�
�
� � ��
 R0��'� �
	
������

�� ��
 ��� �� ��
 	
������ �
��
' ˆ̃f•,r� ��� ��
 ��� �� ��
 	
������ �
��
' �
 ������

ˆ̃f•,r =
2S−1∑
m=0

e−i2πmr
2S f̃m =

2S−1∑
m=S

e−i2πmr
2S = e−iπr 1− e−i2π r

2

1− e−i2π r
2
S
. � �!!#

��
 	��
 ������ e−iπr ��'� ������ �� �� ����� 	
���� ���� �� ��
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r
S
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 �
�

ˆ̃f•,r =
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S� ��� r = 0

0� ��� r ∈ 2Z
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πr
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sin ( πr
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��� r ∈ (2Z+ 1).

� �!3#

"!"



�� ����� �	�
 ���	���

�� �� ����� �	
��� ��
�	� �� �� ���	��	��	� ˆ̃f•,r ����� �	���	
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S� ��
 r = 0
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 r ∈ 2Z

−i ei
πr
2S

sin ( πr
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��
 r ∈ (2Z+ 1).
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� 	 !"� �� f̃p ��� �	 	#�
		� �
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⎧⎨
⎩

RS� ��
 q = 0

R
∑S−1

r=0 δ(q − (2r + 1)R)i ei
πq
2RS

sin ( πq
2RS )

� 	�	�
����$�

"�
 q = (2r + 1)R ��� 2r+1
2S

� 1� ��	�� r � S� ��	 ������ � 	 ��������% ���
�#������� ��


� 	 ������
∣∣∣ ˆ̃fq∣∣∣&

∣∣∣ ˆ̃fq∣∣∣ = R

sin
(

π(2r+1)
2S

) ≈ 2RS

π(2r + 1)
< RS. ����'�

"�
 ���
	���%  �
����� q = (2r + 1)R� � 	 ��%�����	
∣∣∣ ˆ̃fq∣∣∣ �	�
	�	 ∝ 1

2r+1
� (��	 � ��

RS = 1
2

T
Tp

� � 	 ����� ����	
 �� ���	 �	� Δt� �� � �� � ��#	� �� � 	 ������������ �
	� �

 	��	�� ���	 ���	�	��	���� �� Too ��� � � ���	�	��	���� �� R = T
Too

� � 	 ��	
 � ���� 	�
�� ��
��%  ��� �� � 	 	��	��	 ���	 T �� �)	
�%	� RS � ���	�	��	�� �� Too ��� R� ���	 ��
Too � ���
	�	�� R �	�
	�	 ��� Too

Tp
= 2S ���
	�	� �� � �� 2RS = T

Tp
= T

Too
· Too

Tp
= R ·2S
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N ������

= J

2RS−1∑
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f̃pe
−i2π up

2RS ������

= J
2RS−1∑
p=0

f̃pe
−i2π qp

2RS ������

= J ˆ̃fq ������

��
 q ≡ u ��� 2RS� ���� ������ ���� ĵ0,u �� ��
����� ���� 2RS ��� ���� ��� ��
�����

 �
��� �� !�	�� "� J ˆ̃fq� q ∈ [0, 2RS − 1]� #� ����
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��� ��� ��
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�� ��		��� M = N
R
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�( 	�
	 �� 	� 	��

���������	� �� j0,n  R ��*�� ������� �� ����	� M = N
R
'�

j0,n+M = j0,n  +�,,'


 ������
��  ��	 ��	 �-����	' �����	��� ��� ĵ0,u �= 0 ��� 	�
	

u = r ·R  +�.$$'

��	� r ∈ [0,M − 1]� /� 	� ���  +�0$' �� 
����� 	�
	 
���

ĉu = 0 �� u �= r ·R.  +�.$.'
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��� �������� 	�� ���������	� �� j0,n �� 	�
�������� 	� cn ����� �� �	
�	��� ����	 �� 	���
��� j0(t) �� 
������ ���� cn+M = cn� 2������� ��� �����
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ĉrR =
N−1∑
n=0

e−i2π rRn
N cn =

N−1∑
n=0

e−i2π rn
M cn  +�.$0'


�� �� ��		��� n = kM + m ��	� k ∈ [0, R − 1] 
�� m ∈ [0,M − 1]  ��	�4 (R − 1)M +
(M − 1) = N − 1'� 	��� ������

ĉrR =
R−1∑
k=0

M−1∑
m=0

e−i2πr kM+m
M ckM+m =

R−1∑
k=0

M−1∑
m=0

e−i2π rm
M ckM+m.  +�.$5'

6�		���

ĉrR,k =
M−1∑
m=0

e−i2π rm
M ckM+m  +�.$7'

���  +�.$5' �
� �� ��	�����	�� 
� 	�� �� ���� 	�� /3� �� 	�� �������
� �������� ��*��
���������

ĉrR =
R−1∑
k=0

ĉrR,k.  +�.$8'
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��� ��	���������	 �� ��� ����	 ��	���� ����� � ��� ����	 ��	��� �� ����	��� ����	 � ������
��
��� �� ������ �� ���������� ���� ���� �� � ��	��� ������� ����� ���� ����	� �� ��� ���	��
� ���
��
 � ��� 	��� �������	����� �����
 �� ��� ���� ���� �� ����
������ �� y ��	������� !� ������ ���� ��� ���������� �����

������� ��� ����	� ��� � �������� x ������ ��� ����	��� � ��� ����	� ���� � ���� "#�$%
�� z = 0 ���� 
	������� ��	
�	 ���� ��� ������� 
	������ � ��� ���� ����� ���� ���	�
�� � ��� �� ��� ������
 � ��� ���� ��	��� ������ ��� #�$ ���� ��� z = 0 ����� ������
��� #�$ ����
 � ����	�� �	�&������ ���� ��� �����	 ������� �� ��� ����	� ��������� ���
��������� �� �������� �� �
� '�( ����
 � y = 0 ������ !� �������	 � ����� (x, y = 0, z = 0)
������ ��� ����	� #�$� )�	��
 ��� �	����� ��	��� � � ������ ����	 ��	����� �� ��� ��	����
��� �������
�� � ��� ���� ���� ������ �� ��� �������� x� ���������
 ��
����� ��� ��������
����
������ ���� 	������ �� z = 0� ���	��	� ������������ δx ∈ [−δx���, δx���] � ���
�������	����� ���� ����	� �� �����	�� �� � ��	����� �	�&������ ��	���������	 �� ��� x�y
������ �	 ����� δx = 0 �	 ��� ������ � ��� ���� ������� ��� ������������ δx �	� ����	������
������	������ ������� �������� ��� ��
����� ������ ��	��
 ��� �	����� ��	���� *������	
��� ���������
 ���� ������� ��� ������ ����� (x, y = 0, z = 0) ��� ��� ����	� ��� ��� ψ′ ��
��� ��
�� ���� 	������ �� ��� z �����  �� h �� ��� ���
�� ����� ��� x ���� � ��� ����	�������
����� ������� ��� ���������
 ���� ��� ��� ���� ��	���� ����� δx = h tan (ψ′)� ���	��	�

�����������	 
�� ���������� �� ��� ����
�� ��� �� �
��� �� ��	�������

+,-



���� �����	
�	 � ���
��� ��������

������ ��	�
 ���������� ��� �� ���������� �� ������ ���� �� ������ ������ ����� �������

��� � ����� �� δx ���� ������� �� 0 ������ ���� ��� � ����� �� h ��� ��� ��!������ ��
��� ��!� "���
��� ��#����� ��� ��� ����� ψ �� ��� ������ ���� ���� ������� �� ��� z ���� ���

��#����� $�� ��!� "���% ��� ���������� !���� δx ��� ��� ������ �� �����

e−iβ(x−δx) + e−iβ(x+δx) = e−iβx
(
eiβδx + e−iβδx

)
= 2e−iβx cos (βδx) ≈ 2e−iβx. &��'()*

+��� ������ �� β = β(l) ��� �� ���� ��� ����� ������� ������ l� �����,���� % ����������

�� �����-� �!������� �� ��� .���
∑R−1

k=0 ckM+m �� ��� �������� x% ����� ����� ��� ����/
������� ���  ��� � ���� ������������� ��� ��� ������� !��� �� ��� ������������� "��� �
�����,������ ��� ���� �� ��� ��% ���� MΔt �� ��� � ������ �� ��� ��-��� ������ ��� ����
�!������� ���� �� � ����������� ������-���� ������� �� ��� ������ �� � ��!� �������
�� ����� -� �����.��% ���� -��� �0���� �� ��-��� ��!�����% ���������� �� ��� ����� ���/

�������� ��� !����� ����������% ����� ����������� � +�� ���������� �� ��-��� �!�������
��� ��� �������������� �� ��� ����� !����� ��� ��� ��.�� ���� ������� ���������� �� ���
������������� "��� ������ % ���������� �� ��-��� �!������� �� ����� ���������� �0����
��� �������% ���� β �������� ��� ������� ����� !����� u(z)� ����� u(z) �� ����������� ��
x ��� ��� ������� ���������� δx��� �� �������� �� -� ���% �� ��� -� �����% ���� u(z)
��� -� ���������� ����- - ��-��� �!�������% ��� �� ��� �������� �� ���������� �0�����

')�
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����

�	� �	���� ��������� ��	� �	� �	��� 
����� ��� �	� �������
��� �� 
�� �	��� �����
�
�
������� ζ�τ�α� λ 
�� u0� �� �	� ������ � ��� �� 
����� �	
� � � 
��
��
����� ��
��� �	� ���
� ����� ��� �
�
 ��
��
��� � ����� �� ���
� 
�� �	��� �
�
������� ��� �	�
������� �� ��� 	
�� 
 ��� 
� 
�� �	��� �����
��� ������� ��
�
� ������ ������� ����

 ��
�!� � ���� "�#� �	� ����� ������ �	� x ��
���
�� ����� $
��� �
���� �%������
����� � �	� ��������& 
�� �	� ���
� ������

������ ��� ��	
�
�
	� ���
��

�� 	
� ���� �	��� � �%� $'�()& �	
� ��� ��*������ �
��� x ��	� 
� �����
��� �����
��	 
 ��
�!� � ���� "�#� �	� ����� ������� ��
��� ����� 
 ��������
��� ���� �	
� �
��
���
�� ��	 ������� �� x� �#���� ��� 
 �	
�� �
���� ∝ e−i ω

vs
x ��� �� ���
��� �����
���

�������� ���� �	� ��
�� ��� 
 	���������� �����
��� ���� ��	 vs → ∞ $���
��
�����
�����
���& 
�� ∂c

∂t
= 0 $�	�	 ��%���� jh(t) = J ∀t&� �	� ��
��� �	
� �	��� 
�� ��

��
�
� ��������
��� ��
����� � x ������� 
�� �	�� �� �+����� 	��,���
� ��
������ ��
	�
� ������� -�
� �	
� � �������� �� �	� ����
�� �
� ���� �� ��
�������� �����
���� �	�
�	
�� �� �	� ��
���
�� z ������ �� �	� ��������
��� ���� ��� �	� ./0 � ��������� ��
�	� �������� �	
� 	�
� "�# �������� �� �	� ����
��� �����
� 	�
� "�# �	����	 �	� ������
��� �� �+���� 
�� z ���������� ��������� ���
� �
�� 
�� � �%������ 
� �
�	 ������
�� �	� z ������� �	��� �	� ������ �	
�� � ��� ���
�� ��� �	� �0 �� �	� ��	�� 	
��� ��
��������� ���
� �
�� ���������� �� z �#���� -����� �	� �%������ ������� ������� ��
�	� ��������� �	
� �������� 	�
� "�# 
� z = 0� �+���� 	�
� "�# �	����	 �	� ������ 
��
��
� �
�� �� �	� ��� 
� z = ζ 
�� �%�
�� ��� 
 ���
� ������ ������ 1��� �	
� 
�������
�� �%� $'�()&� ∂c

∂t
= 0 � ���� �������� �

� jh(t, x
′) = jh(t) ∀x′ ∈ [0, x1]� ���� �� vs → ∞ $	���������� �����
���&

� jh(t) = J = �����(t) $��
���
�� �����
���&

� x � 0�

234



�� ���� ����	��
��

����� ��� ����	
���� �
��	
� 
� ��� �
��������	
� ��� 	� 
���	��� �� ����	�� ∂c
∂t

= 0 	� ���
����	� �	������	� �����	
� �
� ���� �������� ����� ����� ��� �������� ��	�� 	� ���	 ���� �

����	�� ω = 0 	� ��� �
�����
��	�� !
��	�� ������
�"�� �	������	� �����	
� ����� ������
��� ����#���
!
� � ����$	%� 	���� &�' ĵh(ω, x)� �����	
� ��� ����(� �������� ���� �� ��� ��	��

ĉ��(ω, x, z) ≈ ĵh(ω, x)
ˆ̃h(ω, z) �
� x � 0 �)���

�	��
ˆ̃h(ω, z) = −i

∑
l≥0

A(l),z

β(l) − ω
vs

�)���

���
ĵh(ω, x) = ĵ0(ω)e

−i ω
vs . �)�*�

+� �	"�$����� ��	� �����

c��(t, x, z) ≈ jh(t, x) ∗t h̃(t, z) �
� x � 0. �)���

+�����	�� ��� ���
"�
�	�	
� ĉ(ω, x, z) = ĵh(ω, x)
ˆ̃h(ω, z) 	��
 ��� ����#� �	���

iωĵh
ˆ̃h = Dˆ̃h

∂2ĵh

∂x2 +D
∂2ˆ̃h

∂z2
ĵh − (u0 − λz)ˆ̃h

∂ĵh
∂x

− 1

τ
ˆ̃hĵh �)�(�

��� �� ∂ ĵh
∂x

= −i ω
vs
ĵh�

∂2ĵh
∂x2 = −ω2

v2s
ĵh ��	� ���� �
 �� ,	��$%	�� �	������	� �����	
� �
� ˆ̃h-

ˆ̃h

(
iω +D

ω2

v2s
− (u0 − λz)i

ω

vs
+

1

τ

)
= D

∂2ˆ̃h

∂z2
. �)�.�

��	� ��
��� ���� �
� vs → ∞ ��� ����	
���� �
��	
� ˆ̃h(ω, z) ��� ���� ĉ��(ω, z) ��� c��(t, z)
���
"� 	���������� 
� λ� /����� ���
��	�� �
 ��� ����(��

∑
l≥0

A(l),z

β(l)

= �
���(λ). �)���

0� �
����� �� 
"	��	�� ��� 1
τ
���"� ��� ��"� ����
�	�� ���	�� �
� ��� !1-

ˆ̃h

(
iω +D

ω2

v2s
− (u0 − λz)i

ω

vs

)
= D

∂2ˆ̃h

∂z2
. �)�)�

!
� ��� 1231� �� 
���	�

ˆ̃h

(
iω +D

ω2

v2s
− (u0 − λz)i

ω

vs
+ αz

)
= D

∂2ˆ̃h

∂z2
. �)�4�

!
� vs → ∞ ��� �
��	
� ĉ��(ω, z) ���
"�� 	���������� 
� λ� /
�� ��� ��� �	������	�
�����	
� ����	�� 	�� ,	��$%	�� ��������� ��� ������
�� �
 �
��� �
�" �
��	
� ��� �� ���	 ��
�
� ��� ���		��	�" ���	
�� +� ��� �

�	��� �� ������
�� �
��������� 
� ��� !1 ��� 231�

�4#
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����

������� �	 �
������� ��� ����� ��� ������ ���� ��� ��������� ������� ��� ����� �����
�� ��� ����� ���� ��� �� ���
�� 	�� vs → ∞� ��� ��� ��  � ���� �����

iωˆ̃h = D
∂2ˆ̃h

∂z2
���!"�

��� 	�� ��� ��� (
iω +

1

τ

)
ˆ̃h = D

∂2ˆ̃h

∂z2
. ���!!�

#�� ������$ ��������� ������� �	 ������ ����� � z � 	���$ �����%��� �$ ��� �������$
��������

−D
∂ ˆ̃h

∂z |z=0

!
= 1 ���!&�

���
ˆ̃h(z = ζ) = 0 ���!'�

 �� ζ → ∞ 	�� ��� ���� #�� ��� � ���� ���(������ �	 λ� ��� x ��������$ ������������
(��)�� ������ ��(��� �� ��� ������������ )���  ��� ��� ����� ������ *��$ ��� �����+
��% ������� x�� � 0� �	���  ��� � ��������$ ������������ )��� ��� 	��%��� ����%��
�%������ ��� ������ λ� #�� �����  �� �� �������� ������
���� ��� x ��������$ ������� � ���(������ �	 λ ��� u0 	�� ��%�������� ���%������

���$ ��� %���� (���%����� ��%��$ τ �� ζ� ��� �� �����%��� 	��% �� ,�
���������  �
������$ ��%%��-� ��� %��� %(������ ������� 	���� �� 	��% ��� ��������� ��������
���� ���!"� ��� ���!!�� �� ������ �� ����� ���� 	�� ��� ����� �� ������ ������� ��� ��
�
�� 	�� ��� x ��������$ ������������ )���� ���� ��� ��������� �.������ ���� ��(����
�� z�
/� ����� �$ ��� ������� 	�� ��� ��� ,��� ���� 	�� λ > 0�  �  ��� ���� �� ���
�

�� �((��.%���� 	�� ��� �� ���� � 
���  ��� ��� ��������� ���%� ���$� ��� ��� λ
���(������ �������% ������  �  �� �� ���� �� ���
� �� �.��� ������� 	�� ��� ���
���� ���� � �������� �� ��� ����
� ���%� ��� �� ���������� #�� �((�����

ˆ̃h = c0e
√

i ω
D
z + c1e

−
√

i ω
D
z ���!0�

����� ��
ˆ̃h = c̃0 sinh

(√
i
ω

D
(z − ζ)

)
���!1�

�	���  ��2�� � ��� �������$ ������� ˆ̃h(ζ) = 0� 3.(����� ��� 4�. �������$ �������
).�� c̃0 = − 1

D
1√
i ω
D

1

cosh (
√

i ω
D
ζ)
��� $����

ˆ̃h = − 1

D

1√
i ω
D

sinh
(√

i ω
D
(z − ζ)

)
cosh

(√
i ω
D
ζ
) . ���!��

5����������$�

ĉ(ω, z) = −ĵ0(ω)
1√
iωD

sinh
(√

i ω
D
(z − ζ)

)
cosh

(√
i ω
D
ζ
) ���!��

!6!
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����� vs → ∞ ��� ���� 	
 
�	�� ĵh(ω, x) = ĵ0(ω)� ���� ���� ����� �� ������ �� �� ��

	�� ������
∑

l≥0

A(l),z

β(l)
�
� 	�� ���

∑
l≥0

A(l),z

β(l)

= −
√
i√

ωD

sinh
(√

i ω
D
(z − ζ)

)
cosh

(√
i ω
D
ζ
) ������

����� �
� β(l) 	�� ����
�� �	� ������
 �
� 	�� �� �����	�� !� �� �
� A(l),z ��� ����"#�
��$� 	
 �� ����	���
�
� 	�� �
%%
��� �� ���� 	��	

√
i ω
D
�� ��$� �& 	�� �����	 �

	� 	��� ϕ

(√
i ω
D

)
= π

4

�� �(√i ω
D

)
> 0 �� �(√i ω

D

) ≥ 0� �
� z ∼ ζ �� 
�	�� �
� 	�� 	����%�	 ���� � ��	�√
ω
D
ζ � 1 �� �& sinh

(√
i ω
D
(z − ζ)

)→√
i ω
D
(z − ζ) �� cosh

(√
i ω
D
ζ
)→ 1�

ĉ(ω, z) = −ĵ0(ω)
ζ

D

(
1− z

ζ

)
. ����'�

(��� ��
�� 	��	 �
� �	�	�
��& �%%� ��	�
 j(t) = J �� ���� ĵ(ω) = Jδ(ω)� � %���� z
��
�%� �
� �� (�� ���	��	�
 ���	� z∗� � 	�� 	����%�	 �������& ���� � �� ��$� �&

z∗ = ζ. ����)�

�
� 	�� ��*���$� ���� � ��	�
√

ω
D
ζ � 1 �� 
�	�� sinh

(√
i ω
D
(z − ζ)

)→ −e−
√

i ω
D
(z−ζ) ���

	
 z − ζ < 0 �� cosh
(√

i ω
D
ζ
)→ e

√
i ω
D
ζ � 	���

ĉ(ω, z) ≈ ĵ0(ω)
1√
iωD

e−
√

i ω
D
z = ĵ0(ω)

1√
iωD

e−
√

ω
2D

(1+i)z. ����"�

(��  
��%�� �� ��$� �&

|ĉ(ω, z)| ≈
∣∣∣ĵ0(ω)∣∣∣ 1√
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ĉ(ω = 0, z = 0). �����

���
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|ĉ(ω, z)| ≈
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�� vs < ∞ ��� ������	" ��&�� ���� ����	� �	 u0 
	� λ� *�	�� ��� ������	� �

�����
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��� u0 
	� λ 
� �	����	��	� �� ��� ������	
���	 ������ � ��� ��
�����	�
�������	# ���$ �
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��� ��� ��� ���
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��	� �	� 
� �
��� �� ��� ������� �� �� �� ���� ���

�!����!��� �� ω ��� ���	�
�� ����
��� ��  �	������
�
�� e−i ω

vs
x − e−iβ(l)x ��� ��� ���	�
��

��!�� l � ���� � x 
� �	��
!� ��� ��	
�
��
	" ���
��� #�� ���� x ��� ���" e−iβ(l)x ��
����
��� �� ���	�
�� ��!��� 
���  ����
�
�� �� ��� ��	
�
��
	" ���
�� ���	�� $���� ��� ���	�
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�
�
��� �� ��� ����%�� #�� ω > 0 $
��
� ��� �	��	���� ����	���� ���
"� �ωτ < 1� ��� "�!	�	�
�� ��� ���������
�� &��! 
� ��� ����� ���
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*�� #�	� �� ��� /	���� 0����!
�� �� ��� /	���� 1���$� .�!�� �/1.��
��� ���&��� ��� �$� !
2����� ��	�� �� λ �λ = 0 �! λ = 2001

�
� �� ���$�� ���

���
!	� ��"����� ��� ��� �	"��
�� �
"	��
�� �� ��� /1. 	��! �� ���!	��
��� ���� ��) ω = 0.3071

�
 τ = 2� u0 = 0.1�

�
� x �����	�
�� 
� δx = 1.0 · 10−4"�

3
�! �! ��$ !
����
�� ���� 
�����
�� x�

��� ����� !
����� x�� 
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�	��� �"���� ��� ����� λ �! ���������!
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� $�  ����� ���
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4���
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� �
"��
&�! �� ��	"
��  ������� ����
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���� ���
+���� !
2	�
�� 
� ��������!� ��� �	�� $��� 
� ��	"�! �� ����� �����
���
���� ���� ���� ���� z = zb ���� /1.) �	��	���� ������� ������ ���	��
�� ���
�!
����
$
�� ���
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��� "�
"	" ���&�� !���� zb ∝

√
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������ ��� ����	��
���� ���� � ����
� ���� �������� ��� u(z) = (u0 − λz)Θ(u(z)) ≥ 0
�� 
���	� 
� ��� ��
��� �
������� ����
��
������� 
��
�� ��� ��������
� ���� ��������
u(z)� � ��	� ������� ����� ������� ������� ��� x�z��
��� ��� ���� �
�� �� �����
�� ��
���
�
�� ������������� �� �����
�� ����� ��
� ���� ���� ���� 
 ��	���
��� ��
����
�� ���

��
��� ��������
���� ������ ���� 
� ����� ���
���� ������ ��� ����	��
���� ������ ������
�� �� 
���	� ��
� x1 �� �
��� ������� ���� ��
� 
� x���
����
�� ��������
���� ��� �
�
���	� 
� ��� ��
���� ������� ��� x > x1� � ����� �	������
� x�z ���� ��� |ĉ(ω, x, z)|
������������ ��� �����	 �������� �� 
 �
�	���� ����� ��
� ��� ���� ��� ����� ω �� �����
�� ��� !�"�

#����� !�"�$ %�
� &�������
���� '����� |ĉ(ω, x, z)| ��� 
 (�	��� )���
�� %�
� #��� �� ���
*���
�� �������� �� ��� *���
�� +����
� )��� �*+)�� (�� �
�
	����� ���
��� ��	����
� ��	��
���� �� ��� *+) ��� �� ������ ��� ���� 
��$ ω = 0.3071

�
�

τ = 2�� λ = 2001
�
� u0 = 0.1�

�
� x ���������� �� δx = 1.0 · 10−4	� z ���������� ��

δz = 5.0 · 10−5	� ,�� 
� ��� �������� 
���� �����
���� x�

,� ��
�� �� ���������� ��� ��
-������ �� 
 ��
��� �
������ 
� �� z = 0 
� ��������
x = 0 
� ��	� t = 0 ���� !�.�� #�� ���� �
������ �� ���
�� ��� ��� z ������
��

z(t) = vz · t �!�/0�

��� ��� ���� �������	��
�� �	��� 
� ����
��	�� ����
���	� 
�
∂c(x,z)

∂t
= 0 ��	 � (x, z)� ��� ��� ���	 �

���� ����� ����	
�� ��� ���
�� ��� ����� dV �	���� � ���
�
�� (x, z) �
��
� � �
�� 
���	�� dt ����

�� ��	�� � �	�	���
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���	
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� � �����	�� �������� 
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���
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∂ |ĉ(ω,x,z)|
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� ���

�	
�� ��� ��� �� 	������

��	 ����
���� �	�� 
��
���
�� 	��
��� ��� x � x��� ��� ����
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∂ |c(t,x,z)|
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���� ���� ���� ���	���	� �����	� ����
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������ ��	�
 ��������� �� ������ ���������

��� ��� ��� ����� ��������
u(t) = u0 − λz(t) = u0 − λvz · t. ������

��� ���������� �������� �� ����� �� �dx = u(t)dt�

x(t) =

∫ x(t)

0

dx =

∫ t

0

u(t)dt = u0 · t− 1

2
λvz · t2 ���� �

��

x(z) =
u0

vz
z − 1

2

λz

vz
z. ���!"�

#� � ���$��� ������ �������� ��� ����� %��� &��� �������� λ �'���� � ������������ �� −λvz�
���( ��� ��������� u(z) ≥ 0 �� �����&�) ���� � ������ �������� ������� ��� (�'�(�( ��*������

x���) �� u(z)
!
= 0 ��� ��� %��� ��(�) ���� ���

z��� =
u0

λ
. ���!+�

���� ���� �����&� ���( ∂x
∂z

!
= 0� ��� (�'�(�( ��*������ x��� �� ����� ��

x��� =
1

2

u0

λ

u0

vz
���!,�

&��� x(z) ≤ x���� -���� vz ������ �� ����������) x��� ����(�� �(�����) ��� ������ λ
u0

����(���
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����

��� ������ �	
�� �� �� ������� �� ���� � ���	���� �� x0 = 0� �� ���� ��	����� ��� ����
λ = 0� � ������ 
������� ��
������ �� x = 0 �	�� �	 ��
�� ����� �����	 �	 z ��������	� ����
� ����� �����	 ��	���	�	� 	� ������ 
��������� �	� ������ �������	� ��	�� λ = 0� ����� �� 	�
�������� ����� �� ������ ���� ������	� z ������	����� ����� 
�������� ��
������ �� x(t) = u0t ��
���� t ��� ����� �� ��� ���� ����� �����	� �� ��� ����� �����	 ������� ���	� x� ���� �	�
���� ������ 
�������� ��� ����� ���� �� ���� ���� ��� ����� �����	 �	� 
������ �������	
�	 z ��������	� ������� ��������� � ���� 
����� ������ ���� ����� ��� 
������ �� 	����
����� ������ 
�������� ������� ��� ���	���� ����� �� ��� ���!� �� ����� x� ���	������ �	
x ������	��� ��	��	������	 ���� ��� ������� ���� ���� �	 �"��������� ����� ������	 �	
��
��� �������
�� �	� ����	 ���� �� ������ 
�������� �� ��� ���! �� ��������

#�� λ > 0� ��� �����������	 �� ������ 
�������� ��� �	������	� z ����� �� � ��������	 ������
������� x �� ���
���� �� ��� ���� λ = 0� #�� z > z���� � ������	��� z 
����� ����� �����
�������� ��� ��	�����	 z��� =

u0

λ
<

√
Dτ �� z��� < ζ ���� ������ ���� �� ��������� �� �� �����

���	 ���� ��� �����
���	 �� � ��	��� u(z) 
����� �����	 ��� ���� ���	���� ����� �������
�	����� $����� ��� ���	 %�������&� ��� ��������	 �� ������ 
�������� ��� λ > 0 ����� ��
����� �����������	 �� ������� x �� ���
���� �� ��� ���� λ = 0� ����� ����������� ������

�������� �� z > 0 ��	������� �� ��� ��������	 �� ��� z 
����� ����� ��	 ��	��"��	���
�� ���
����� �� ������� x �������� ����� ��� �������� ���� $������& ���	�
��� �'���	�� ��
������� x �� �	������� �	� ��� �
����� �"��������� �����	 �� ������� ������� $x�� �������&� ���
������ u0

λ
������� $��� ����	 u0( ��� ������ λ �������&� )��� ���� ���
���� ������	�����

�� �������� *	 ��� ����� �����	� ��� ���� ����� ����� �� � ������ ���
�	� �� ��� ����
��	��	������	� ��	�� ��	!�	� ������ 
�������� ���� ���� ��
������ �� x ≤ x1� ���������� ��
������� x �� ���
���� �� λ = 0�

*	������� ������ �� λ
u0

������ ��������� ���� �� �	 �	��	��� ����� ��� |β2|� #�� λ = 0 ��
�����	 ���� η̃0 = V(l)

β2D − iβu0 + iω +
1

τ
= 0 $+�,-&

����� ������ ��� ��� ������� �������	 ����� � ������ ������ �
�	���	 �� ��� �"���� ����√
1 + ε ≈ 1 + 1

2
ε− 1

8
ε2 $ε � 1� ε ∝ D&

β ≈
(
ω

u0

+ 2
D

u0

ω

u0

1

τu0

)
+ i

(
− 1

τu0

+
D

u0

(
ω

u0

)2

− D

u0

(
1

τu0

)2
)
. $+�,.&

���� ����� �	 ��� �	� ��	�� ���� β ������� �	��
�	��	� �� l ��� λ → 0� /	 ��� �����
��	�� ��� �������	 ��	��������	 �� β2 ��� ����� ω ������� 	��������� ���� ���
��� �� ���
�������	� ��	��������	

β2,���

β2,��	


≈
D
u0

(
1

τu0

)2
1

τu0

=
D

u0

1

τu0

� 1. $+�,0&

1�	������	� λ > 0� ��� β �
�	���	 ��� ��� �������	� ������ �� ����	 �� �"� $0�,,&� 2����
β = β(l) ��
�	�� �	 l �	� ��� �������	 ��	��������	 �� β2 �� 	�� 	��������� �	� ����(

β2,���

β2,��	


≈ ∣∣V(l)

∣∣
(

D
u0

(
1

τu0

)2) 1
3 (

λ
u0

) 2
3

1
τu0

=
∣∣V(l)

∣∣ (D

u0

) 1
3

(τu0)
1
3

(
λ

u0

) 2
3
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����� ����	�
 ����	� 	� ������ �� �����	� ��� 	����� �� ��� D
u0
���� �� �� ��
�	�

�
�	� �	��
(

λ
u0

) 2
3
�

��� �	�	���� �������� �� ��� ��
��	� ĉ(ω, x, z) � l 	 ��� 	

��	��	� ���	� �����
���	�� �� 	 ��� ����� ���	� ��� x � x1 �
��� �� ��� 	

��	��	� ������� x1� ��
�� ����	����� �� ������� ������	� �
� ��� λ > 0� ��� ����	��
� 
���� �	������
x ≥ xl0 � x1 ���� ��� 	

��	��	� ������� x1 	 ��� ����� ���	�� 	� ��� ��� ����
���� ��� ��
��	� �� �� ������	����� ��

 �� ��	� �
� ��� 
���	� ��
��	� ����� l = 0�
  	���������	� ���
� ��� ���� ��� ����	��
� 
���� x ≥ xl0 � ��� ������� �� ���
��	� ��
��� z ����
� ���� �� �	�	����
� ����� � λ �� ����� !� �� �� ������� ���� xl0

������� ���

�� ��� 
����� λ
u0
� �	�� ��� ����� ������� 	� ���������� �� ���

�� x�

������ ��� ��	
� �����

 � 	� ��� ��� ����� ��� ��������	� ��
� 	 ��� �"�	
	��	�� ���	� ���� �� �������	
�
����	 	������	� ����� λ �� u0 �� 	� ��������� �� ��	���
� ��� ���� �#�
���	�� ���
���� ���	� ����	�� ��� x ����	���� �	��
 	� � ��������	�	� �� 	� �	#� �� � ���	�� �#��
��
��	� ������ l ≥ 0� ���� ���� �� ������� ��� ���

 l� ��� ����� ���	� ���� �� ��#�
����� �����	��	�� �� 	� ��������� ����� ��� ��������� ������	��	�� ��� x ≥ xl0 � 	� 	�
����	�
� �� �����	�� ��� �	��
 �� $��� ��� 
���	� ��
��	� ����� l = 0� ��	� ����� ����
β1,(0) �� β2,(0) �� �� �	����
� ��������� ��	�� �

��� � ���	���	� �� ��� ����������
ζ/τ/α� u0� λ �� ��	� ��� 	#���� β �����	�� �����	��� 	 ����	� %�& �'()�� ����	� %�%
�)'()� �� ����	� *�+ ��)�� )����#��� �� ��� ��� �	������� ��	��� 	 ����	� +�,�+�
� ����	
�� ����
	� �� ��� ������ �	��
 	� ���������� ���������� 	� 	� ������� ����
���	��	� �������� �� ��� ������ ��	�	���� ���� ��� ������� z = 0 �� ���� ���� ��� ������
�	��
 �� �� ����	���� �� ��� �������	��
 ��������	� ��
� � ��� ������� c(t, x, z = 0)�
��	� �������� ��
���� ��� �������	� ����� �� ���	��	� 	 ��� ��#�
���� ���� �� ���
������-� ���	�	#	�� ���� ! ����� ��� ������ ������� ���	��	� �����	� ���� �	.����
����� 
����� �
��� �� ��� �������� ��� � ���	#� ������������ �������� ����� ��� �������
����������� 	� 	������� �	�� ������� �� ��� ��
/ ������������ ��� ������� ����������� �	


�� 
����� ��� ��� ����������� 	�	����� �� ��� �������  ����	� ������	�

� 	�����	�
�������	� �� ���	��	� �	�� 	�����	� z� ��	� ���� ���� ��� ����� 	�������� �� ��
	����
�� � ����	
�� ������ ����
 �� �� �	�	����
� ������� �� �#�
���	� ���������� ����
����	�� ��� 	

��	��	� ����� ���� ���� ��� ����������� ����	�� �
��� �� ��� �������
������� 0��� �	� ����	#� ���� ����� ��� ��
������� ��� �������/ �� ��	� ��� �����
���	� 	�� ���� ��� �	��
 �� �	�� ���	� ��� �� ���

 �� ���� � ��	���	� 	� ������ ����
�

��� �� �	���	�	��� ������ �
�� �� �	�� �	��
��  � �	

 �� �	�������� � ��������
������� 	� ����� ���� ���
�	�� ��� �	�	
��	�� �� ��� �	��
� �
�� ��� y �	����	�� ��	�� ���
�������� �� �� ����������� 1�	�� 	� ������� �� �� � ����	��	��
 �� � ������� �.����
���� 
���� �� �	.����
� �	������� �	��
� �� �	.���� y �����	����� 2
� 	� ��� �	��
� ��
�	.���� y �����	���� ��� � �	#� x �����	��� ��� ����	��
� �	�	
��� ��� �#������ �	��

��#����	� �#�� ��� y �	����	�� �� ��� x �����	��� 	� ���� ��� ������� ���� �#�
���	��
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�� ���� �����	� ��� ��
���
�� ����� �	� �������� � ���� �������� �� �������
� �����
��������� ����� �� �� �����
 ��
����
����� 	� ��� ���	������ �	
��� �	� ��� 
���������	�
	� β(l) ��	� ��� �������� �
 �	� ��� 
���������	� 	� ��� �������� ��	� β(l)� ���
�	����� �������� �	� ��� ��
���
�� �	
�� ��� �	 �� ���
� ��� ��	����� �� ����
����������
 �� ��� �������� �	������� �����	����� ��� ������

����� ��� ��	��� 
�����

 � ��	!� �� �����	� "�#� ��� $�� �������� 	� ��� ����� %�� 	��� �� ������� � �����������
ω = (2r + 1) 2π

T��
�	� r ∈ N� &	���������� ���� ��	 ������ �	 ��� $�� �������� 	� ���

�	��������	� '��
 (��� ��� ("�)*++� $��	����

ω���� =
2π

T��
=

2π

T

T

T��
=

2π

T
R, (,�-"+

������� �� �	��
 � 	

 ��������� 	� ��� ��� ��������� ω����� .���� ��� ������� ������
�∣∣∣ĵu∣∣∣ !��� u = (2r+1) T
T��

= (2r+1)R� R = T
T��
� 
������� !��� ��������� r� 	��� ��� �������

!��� ������ ����� � r = 0� ���� �	� ω = ω����� �� �	���
���
 �	� 
� ������	�� �	��
��� �	� ��� R  
�/����� ��� ��������� ω���� �� 	�����
0 ������ ������� ���	���
�	�� �1������ ��� ����� R > 1 �����
��� ������� ���	����� ��������� ω��� ��	�
��� �	 ��� ������� ���	��� ��

ω��� = 2ω��� (,�-,+

!���

ω��� =
2π

T
(,�-2+

!���� T = NΔt 
��	��� ��� ������ 	� ��� ���� ��������� ����� �	� ��� ������� ����
��������� ω�����

ω���� ≥ ω��� (,�"*+

���
� �	 �� ���'���
� ����

T�� ≤ T

2
. (,�"3+

T ��  ������ ���� ���� ��	����� 	� ��� ���� (
����	� 	� ���� ��������+ !�����
T�� ��  ������ ���� ���� ��	����� 	� ��� ���� ������ (
����	� 	� ����	
�� 4�����+� ��
��� ���� ����� j(t) �� �����
 � ��� ���� ����� nΔt� !� 	���� ��� 
������� �����
jn� 5���	�����  
������� �	����� �����	����	� ($��+ ����
� ĵu !��� ������� �� ���
�������� �	� u = (2r + 1)R = (2r + 1) N

N��

�  ��	�
��� �	 ��� ("�)*+� ��	 ��� 
�������
�	��������	� �������� ĉu �� ������� �	� u = (2r + 1)R = (2r + 1)� .���� !� �� ��	
!���� R = T

T��
= N

N��

�
 ω���� = Rω���� ��� ����������� ���	����� �	 ��� ��
�� u ��
�� ��������
 � ωu = uω��� = (2r + 1)Rω��� = (2r + 1)ω����� ����� ��� ������� 	� ���
���� �������� �� ������
 � ��������� (2r+1)R 	� ��� ������� ���� ��������� ω����
�	�����	�
��� �	 	

 ��������� 	� ��� ��� ��������� ω����� ���� ��	!� ��� ω��� �� ���
������ ���� ��������� �	�����	�
��� �	 ��� ���� ���� T !����� ω���� �� ��� ������
���� ��������� �	�����	�
��� �	 ��� ���� ���� T���

)*6



�� ���� ����	��
��

�� ��� ����	� �	�
���� ν = 1
Δt
���� �	��� 	���� ������� ��� N �� ���� �� R = N

N��

�	�
���� ���� ��� �	��	 ���� ��� �����	�� �� ��� ����	��������� ����	 ������ ���� ��� ������
���� ��	������ �� Δt�� ���� � ��������� �� T ��� T��� T = NΔt ��� T�� = N��Δt� ��
������� T

T��
= N

N��

= R� ���� T�� = N��

N
T � ����� T�� ��� �� �� ������� � ��� ���� ����� ��

T �  ��	���	�� ����	� ��� ����	 �	�
���� ���� �� �� ������� ����	������ ��� ��� �	���
	��� ν ��� �� �������	�� ��� ����	�� ����� �	�
����� !��� ���� �� ���	���� �� ν ���� ���
�������	�� ���� � 	�������� �� ��� ����	� �����	����� ���� T��� �� T��� � Δt��� "�����	�
��� ������	 ������� ��	 ��� �����	����� ����� ����	 �������	����� ����� �� �� ���	�����
�� Δt �� ���	������ �� �	��	 �� ��������� � �������� ����	 ���� ������ ��� ����� �����
#� ��� �������	 � ��	������� �$%�� ��������� ����	 ������ ���� ������������ �������

����� �� �	�� ������� ���� �vs = ∞� ������������� �������������� #� ������� �������� ��
��� ����� ����	 ������ ��� ��	���� ����	���� ��� ���������� &��	��	  	�����	������� #�
�� �	���

j(t) = Θ

(
t− 1

2
T��

)
Θ(T�� − t) ∗t

∑
n∈Z

δ(t− nToo) �'�()�

������� ��� &��	��	  	�����	�

ĵ(ω) =

∫ T��

T��
2

e−iωtdt
∑
u∈Z

δ

(
ω − 2πu

T��

)
�'�(*�

=
2

ω
e−i 3

4
ωT�� sin

(
ωT��

4

)∑
u∈Z

δ

(
ω − 2πu

T��

)
. �'�(+�

 ��� ����� ���� ��� ��	 ωu = 2π u
T��

����,�	� ���	��� �	� ����� �� ��� �����	��� -����

ωu
T��
4

= π
2
u� �� ������

ĵ(ωu) =

{
0� �� u ∈ 2Z
T��
πu

e−i 3
2
πu� �� u ∈ 2Z+ 1.

�'�(.�

&�	 ω = 0 �� ������ � ��� 	��� �� �� �/"�������

ĵ(ω = 0) =
T��

2
�'�(0�

���� ��� 1�� �����	���� ���	 ��� ����	��� ��	����
2�� �� ��� ��	������� �� j(t) ��� �����	�� ������� ����	��� ���� ��� ���� �	�
����

ω���	 = ωu = 2π
T��

��� ���	��� �� ��� �����	�� �	� ����� �� ��� ��������� �� ��� ����
�	�
����� 3������� ��� ������ ��������� �	��� ����	��� �	���	������ �� �	�
�����∣∣∣ĵ(ω)|ω∈(2Z+1)ω����

∣∣∣ = 2

ω
. �'�((�

 ��	���	�� �� �	��	 �� ������,� ��� ��������������� 	����� ��� ��� ���� �	�
���� �� �����
4���� ω = (2r + 1)ω���	� ���� ����� ω = ω���	 ��� r = 0� "����� ���� u = (2r + 1)R ��
������� u = R� ���� ĵu(r=0) = ĵR�

�� � �������	
 	� T��� �	�� ���
 � �������� 	� ��� ���
���	�
	��� ����	 S
N

�� ��������
� ��� ���
� S� �����

N ∝ √
S �	� �	���	
 ��� ��	�	
 
	���� ���� S

N
∝ √

S� �	� ��� ���������
� ����� �
��� �	
��������	
�

T��� = 2.5�� ��� ��� �	� � Δt�

)5+



���� ���� ���	
���� �	�������

��� ��� ���	
������	� 	����� ��	� ����
�����	 ��� ������ ��� ��� ���� 	���� ����������
���	 �	 ������� �� ������	��� R �� � ������ �� 2m� m ∈ N� ����� N �	 ���� ����� ���	
����	 � ������	� �� N�� ��� ��������� � ������	� �� T���

��� ������	��� ���� 	����	 ��� ����	����� ����
���� ω∗ ������� �
��
���� ��� ���
	��
����
���� ������ ������	�	�  � ����� �� ��� ��� ����	����� ����
���� ������ ��� ���	
��!
���� ����
�����	� ��� 	�	��� ����
���� ν ��	 �� �� ������	��� ���	 ��	
��	 �� ������	�� Δt
��� ���	��
����� 	������ T ��� T��� �� ��� 	��� ��
�	 �� R�

 � ��� ����� ���� �� � ����� �������� ������ ��� ���
�������� ������� T����� �	 ������ ����
��� ��!������ ���� �� ��� ��	��� T���� ≥ T��

2
� ������	��� �� T�� ����	 �
����� ��� �������

���
�������� ����	
�� ���� �� ��� ����� ��������� ���������� ��� 	���� ��������
�� ����
�������� ��� ����� ������ ��� ��
	 ��� 	����� ������
�� �� ��� ����� �������� ��� ������
	������� "��� ���� ��� ����� T�� ��� ����� T����� ��� ��������
�� ��� ����� 	��
������� ���
	���� ���
�������� ������	 #���� ���� ��	����� ��	�� ����	$� 	��������� T�� ���� ���� ��� �
	��������� ����� �� ��� 	����� ������
�� ��� ��� 	���� 	
����� ����� ��������	 u0� ���������
� ���� �� 	����� ������
�� ���� ������	��� R ���� ������ 	��� 
� �� 	���� ���� 	����	
���� �� ������� %��� ������	��� ν �
� �� ������	��� ω∗ �� ������ ���� 	����	� ��� 	������
	����� ������
��	 ���� ������ ��������� ���� 	������ ����� ����	 �� ��� ���
�������� ������
T���� �
� �� ������ u0 ��� ���� �������� �
��
���� �������� �����		�	 ���� ���	��
�����
	�������� ��	��� �������� 	�����	� ��
	 �� ���	 ��	�� ���
���� T�� ���	 ��� ���	�������� �
�
��� 	����� ������
���

&	 � ���	��
����� ��� 	���� ���� 	����	 ���������� ��	�� ����� 	��
�� �� ���	������ ���
����� R� ������	 ��� 	���� R ��� ��	�� ����� 	��
�� �� ������� �� ����� �� ������ ��������
�����	 ��
���������� ���
	�� �
�����	 �� ��	���� z ���������� ��� ����� ���� 	����	 ��
��� ����� ����� ��� ��	�� ����� 	��
�� ���������� ���� ����������� �� R� �� ������	�� �	
�������� �� 	������ ���� 	����	 �� ��	
�� �� ����
��� 	�����!��!���	� ������

��������	 
���	����

��� ��� �'(� ��� ���� ���
����� ��������� ��	 ���� ������� �� ���
����� 	�������� ����
��������� �� � �
������� 	��
������� ��� �
������� 	��
������ ��	 ���� ����������� ��
	��� ��� #)�*+$ �� ����������� ��� ����������� ��
����� ��� 	���� �
� ����� ���� �������	
δt� ����� �� ��� �����	 ��� ��������� �� ��� #)�*+$� ����� ������ ��	 ��� ���	�������
��� ���
����� ������� ��	 ������� �� ���������� 	�������� 	��
����	 ��� � �
���� ��
���������	 ��� �������� ��
�	 ��� T�� #R = T

T��
= 1 ��	 ����$� & �������� ��	�
		��� ��

�������������� �		
�	 ���������� ��� �
������� 	��
������ �	 �������� & ���� ���������
������� ��� ���	�� ��������� ��
�	 u0� λ� τ ��� ��� �
������� 	��
������ ��� ��� �����!
����	 �������� ���� ��� ���
����� ��������� ��	 ��
��� ��� ���� ���������� 	���	 ���
������� �������������� �� ��� ���
����� ������� #����������$ �� ��� ��� ���� ��� ���
���������		 �� ��� �������� ������ ��� ����
��	 ��� ��� �'( #���������$ �� ��� ������

 � ��� ���������� ĉ(ω, x, y) ������	 ��� ���	
������ 	������

������ ���������� �� ��� ����� 
������

��� ����� 	��
���� �	 ���������� 	
�� ���� ��	 ����!	���� ��
�	 ��� ������������ �� ��� ����
������������� ����� & ��	����� ��
���� ����	��������� #,��$ �	 ������� �� ��� ����������
����� 	��
�����

)-.
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� �

	 
�	��
���	� 	� �� �������� ����� ��	� ��	���
 ��� 
���	� ��������� 	� ������� y� ���
��������� ��	
��� �������
 ��� ����������� �� ��� ��������	���� 
���	� �� y ��������� ��	�
�
 ������� �� �� ��� ����������
 �������	����� ��� 
���	�

κ1(ω, x) =

∣∣∣∣∣
J−1∑
j=0

ĉ(ω, x, yj)

|ĉ(ω, x, yj)|

∣∣∣∣∣ ≤ 1 ������

�
 	 
�� �� ����� ������
 �� ��� ������� ��	��� ω 	� x 	�� 
����
� �� �� �
����� �
������	��
 	� ������ �� �	���
 	���

���� �� 	�	 ��	��	����� ��������� �� �
 ��

���� ��
!���� ��� �	����� �� κ1 !����� ��
 "���� �"������ ��	�� 	


κ1,max = max
(ω,x)

κ1(ω, x). ����#�

� �	����
δκ = 10−5 ����$�

�
 	� �� ��� �	����� �	���� �������

κmax = κ1,max + δκ. ����%�

��� ��������� ��	
��� �
 ���� �"�� 	


κ(ω, x) =

∣∣∣∣log
(
1− κ1(ω, x)

κmax

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣log
(
1− κ1(ω, x)

κ1,max + δκ

)∣∣∣∣ . ����&�

��� ����	�� 	���� !��� ��
���� �� ��� �	����� ��������� �	��� !����� 	� ��	�� 
�'�����
	������
 ��� 	 ��

���� ������� �	
�� ���� ��	� �
 ��� ��������� 	����� !��� ��� y 	��
� ����
��� ����������	� �� ��� x 	��
 �� ��� ���� ���	� ���� �������� �eu0 � (��� ��	� ��� ���

����	�� � ��	
���� κ1(ω,x)
κ1,max+δκ

≤ κ1,max

κ1,max+δκ
≤ 1

1+δκ
< 1 	� κ1(ω,x)

κ1,max+δκ
≥ 0� ���
� 0 <

1− κ1(ω,x)
κ1,max+δκ

≤ 1 	�
∣∣∣log (1− κ1(ω,x)

κ1,max+δκ

)∣∣∣ ≥ 0 !���
∣∣∣log (1− κ1(ω,x)

κ1,max+δκ

)∣∣∣ = 0� �� κ1(ω,x)
κ1,max+δκ

=

0� ��� �	����� ��

���� �	��� �
 ����� ��
∣∣∣log (1− κ1(ω,x)

κ1,max+δκ

)∣∣∣ ≤ ∣∣log (1− 1
1+δκ

)∣∣ =

|log (δκ)− log (1 + δκ)| ≈ |log (δκ)− δκ| = 5 + 10−5 ≈ 5�
��� ��������� ��	
��� κ(ω, x) �
 ����	�� !��� 	 
����"� ����� κlim ≥ 0� )����

log
(
1− κ1(ω,x)

κ1,max+δκ

)
≤ 0� �� �����!
 ����∣∣∣∣log

(
1− κ1(ω, x)

κ1,max + δκ

)∣∣∣∣ !≥ κlim ����*�

��	�

log

(
1− κ1(ω, x)

κ1,max + δκ

)
!≤ −κlim ����+�

��

1− κ1(ω, x)

κ1,max + δκ
≤ 10−κlim . ����,�

-�����
κ1(ω, x) ≥

(
1− 10−κlim

)
(κ1,max + δκ) ≈ (1− 10−κlim

)
κ1,max. ����.�

&$.



���� ���� ���	
���� �	�������

������ ����	�
 �����	��

����������	
� ��� ������ ����������� ����� �������� �� ������		
 �������� �	��� ��� y
����������

ˆ̄c(ω, x) =
1

L

L−1∑
l=0

ĉ(ω, x, yl). ������

�� ��� ��		������ ��� �������� �����	 ˆ̄c(ω, x) �� ������� �
 ĉ(ω, x)�  � ��� ���� ���������
�� ������� !�"�!� ��� ��������� ��������� �� � ��������
 ������������ ��� ����� � ����������
�#$ ����	 �	������ �����	���� �� ���������� � �������� ��� ����������	 ��������
 		 ��������� ���	������ ����� ��� �� ����� �������� ��� ���	��� �� ��� ���� ��������


ω�����

������ ����	���	�� �� β(0) ���� �� �
��� �	���


 %��� ����������� �� β0 �� ��������� ����� ��� ��	�&�� ����
 �����	�  �������� ��
��� �!��'�� ��� �����	 ��� �� ��������� �
 ��� 	������ ����� �&��������	 ∝ e−iβ(0)(x−x0)� ��
��� �������� x− x0 = �x0 = 0� �� ��� 	���� ����� �������� �� ��(�����	
 	����� β(0) �� ����
���������� �
 � %� �� �� �&��������	 �������� �� ��� ��	�&�� �����	�
)�� x0 = 0 �� ��� 	���� ����� �������� ��� xe ��� 	������ ������	� x �������� �� ��� ����


������ ���� ��� ���� ���	������� *�� %� �� ��������� ��� x′ ∈ [x��, xe] ���� x0 ≤ x�� ≤
xe − Δx��� Δx�� �� ��� ������� x ����� �������� ��� ��� %�� �� ����� �� ��������� ��
�������� ��	�� ��� x��� ���� �� %& ��� %� ������� x

′ �� ������		
 ��������� ���� xe −Δx���
�� ���� x′� � 	���� ������� %� �� β2,(0)x + b �� ln (|ĉ(ω, x)|) ���� x ∈ [x′, xe] �� ���������
�� ������ ��� %� �����

σ2
x′ =

∑
i∈{k∈N:xk∈[x′,xe]}

(
β2,(0)xi + b− ln (|ĉ(ω, xi)|)

)2 · 1κ(ω,xi)≥κlim∑
i∈{k∈N:xk∈[x′,xe]} 1κ(ω,xi)≥κlim

������

����� ��� ��������� �������� 1���	 ���	����� �� 1� �� ��� �&�������� �� ����� ��������� �� 
��	��
0� +����� ��	
 �����	 ��	��� ��� ����������� ����� ��������� �� ��
��� � 	���� κlim� x�� ��
��%��� �� ��� x �������� ���� ��� ������� %� ������

x�� = x

(
min

x′∈[x0,xe−Δx��]

(
σ2
x′
))

. ����,�

�� ����� �� �������� �� �� �������� ���� ������ ��� %� ����� [x��, xe]� � ������� ������
N�� = xe−x��

Δx
�Δx- ����	��� ������ �� �����	 ��	��� ���� ��������� ��
��� ��� ��%���

	����� κ(ω, x) ≥ κlim� �� ����	��	�� �� �� �&������� ���� ��� �����	 �� ��	�&�� ������ [x��, xe]�
���� ���� �� �� .����%�� �� ��	
 ��� ��� 	������ ��	����� ����� l = 0 ��� ��� %��
β1,(0) �� �������� �
 � 	���� ������� %� �� � 	����� �������� β1,(0)x + a �� ��� ��������

arg (ĉ(ω, x)) ��� x ∈ [x��, xe]� ����� ϕ(ω, x) = arg (ĉ(ω, x)) ∈ [−π, π)� ��� ��������������� ��
ϕ(ω, x) ��������� �� ��� ���������� −π ��� π ���� �� �� ������� ����� �� ���������� ��� %��
β2,(0) �� �������� �
 � 	���� ������� %� �� � 	����� �������� β2,(0)x+a �� s(ω, x) = ln (|ĉ(ω, x)|)
��� x ∈ [x��, xe]� �� ����� �� �������� � �������� x ��� ��� %�� ��� ��������� ��	�� ���� �&����
��� ��%��� 	���� κ(ω, x) ≥ κlim�
�� %��� ��! ��� ��/ ��� �������� ��������� �����	 �������� ���� ��� ����� �����	 ��� (ĉ)

��� ��� ���	����� �����	 ln (|ĉ|) ��� ����� ��� � ���		 ���� ������ v
�� = 1.5�
�
��� ���

"'�



�� ���� ����	��
��

� ������ ���	 
���	� v���� = 3.9�

�
� ���� � ��������	 
����
 �� ����� �� �� ������ ���	


���	� �� ��
� 
����� ��� �� 
���� ��������� ω = 2ω��� �R = 2� �
 
����������� 	�
�����	
�
 �������	 �� �� ��
� 
����� ��� �� ������ ��������� ω = 16ω��� �R = 16�� ��
 �

���������	 �� �� ������� ��������� ������  �� �� 
������ ���	 
���	� 	�
������� �� ��
��
� 
����� �
 ����������� �� ����� �
�	 ��� �� ���
� 
�����
 �� ��� �� β 	������������
�� �� ����������� �����!�	� ������ �
 �������	� �� ���� �������� ��� �� �����
����������
 ��� �� �!������	 �� �� ������ ��� "�! �� 
������ ����������
 ���� #�$��
�� �� �����
 ������%�	 �� �� ���
� 
�����
 ��
� σ2

1 ��� ϕ(ω, x) ��	 σ2
2 ��� s(ω, x)�

σ2
1 =

∑
i∈{k∈N:xk∈[x��,xe]}

(
β1,(0)xi + a− ϕ(ω, xi)

)2 · 1κ(ω,xi)≥κlim∑
i∈{k∈N:xk∈[x��,xe]} 1κ(ω,xi)≥κlim

σ2
2 =

∑
i∈{k∈N:xk∈[x��,xe]}

(
β2,(0)xi + c− s(ω, xi)

)2 · 1κ(ω,xi)≥κlim∑
i∈{k∈N:xk∈[x��,xe]} 1κ(ω,xi)≥κlim

,

�����
��� �� ���� 
�����	 	��������
 ������� �� ������ �������� ��� �� ������%�	
���������
 β1,(0) �� β2,(0) ��	 �� ���
������� ��������
 ϕ(ω, x) �� s(ω, x)� ��
� �����

��� ����
����	 ���� �����
 ��� �� ���������
 β1,(0) �� β2,(0) ��

σβ1/2,(0)
=

2σ1/2

xe − x	

, �&�'(�


�� ��� &�#�

������ ����	
	��� ����
���� �����
	���	��

 ��� �� ��� ���
���	 ���������
 β1,(0) ��	 β2,(0) ��� ���������
 ��� �� 	��������	 �
���
�� �����
� β �!���
���
 �)*+, 
������ -�.� +)*+, 
������ -�-�  +, 
������ /�$�� ��������
� 	������ ����� �
 �� �� �
�	 ��� �� ��
�	��� ����������  �� �� )*+� �� 	������
��������� ��� �� ��
�� ������������ ��� �� +)*+ ��	  +� u0 �
 �� �� ��
�� �
 ��
	������ ��������� 	�� �� �� 
�������� �� �� �����
� β �!���
���
�  �� �!������ u0 ≈ ω

β1,(0)

��� �� �
�	 �
 � 	������ ����� ��� u0� ���� σu0 = u0

σβ1,(0)

β1,(0)
��	 λ = λ(β1,(0), β2,(0), u0)� σλ

�
 	����	 �


σλ = max
β1=β1,(0)+nσβ1,(0)

β2=β2,(0)+mσβ2,(0)

n,m∈{−1,0,1}

(λ(β1, β2, u0))− min
β1=β1,(0)+nσβ1,(0)

β2=β2,(0)+mσβ2,(0)

n,m∈{−1,0,1}

(λ(β1, β2, u0)) �&�'0�

��	 
�������� �� ����������� �� �� ���������� ��������� �
 ���������	�

������ ������ ������

1� ��	�� �� �! ��� ���� ���������
 ���� �� ���
������� �� β1,(0) ��	 β2,(0)� � ���	
���	����� �
 �� �� �����	���	� 2� ���� �� ��������� �����	��� 3�����! ����	4�

� 5��� β1,(0) ��	 β2,(0) �!�	� �
 ���
���	 �� 
������ &�$�6�

$(&
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1.
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R
=
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R
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16
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x
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���� ���� ���	
���� �	�������

������ ��	�
 ��������� �� ��� ����� σ ��� ������� ��������� σβ1/2,(0)
�

� ������ �� ��������� ���� �� ������� ���� u0�  ��� ��������� � ����� δu0� ��� ���
!"#! �� �!� u0 �� ��$����� �� %� ��� ������ ����������

� ��� ���� ����� �� u0� ��������� ��� � � ������� ���������� %� ��� ������ β �&��'
����

� ��� ���� ��������� ������� �������� β(l) ��� l ∈ [0, L− 1] ���� ��� ����� ����������
(L �� �%����� ���� ��������� ��� ����&���� �������� ��� %��� )� ��� ���� ��������
��� ����� �� ����� ������� �$������ ��� �� %� ������ %� � �������� ���������
���� � *� ��'#����� ������
 ��� ��� "#! (��� �$� (+�,))


iω +
1

τ
− iβ(l)u0 + β2

(l)D + β
2
3

(l)λ
2
3D

1
3V(l) = 0. (��-.)

��� ��� !"#! (��� �$� (+�.))


iω − iβ(l)u0 + β2
(l)D −

((
α + iβ(l)λ

)2
D
) 1

3
V(l) = 0. (��-/)

��� ��� �!
 �$� (0�,�) �� �$� (0�1+)� �� �%��� � ������� ����� ��� ��� *� ��'
#����� ������� ��� β �&����� ��� ��� ���������� ����� �� %� �����

� 2������� A(l),z=0 ��� l ∈ [0, L − 1]� "�� �$� (.�,1-) ��� ��� �!� �$� (.�,+,) ��� ���
"#!� �$� (.�,+/) ��� ��� !"#!�

� 2������� ��� 3� ������ ĉ��(ω, x) %���� � �$� (	�	/)  ��� kx = 0 �� xkx = x0 = 0


ĉ��(ω, x) = ĵ0(ω)Δx
∑
l≥0

A(l)e
−iβ(l)x (��-1)

.,,



�� ���� ����	��
��

��� �� ���	� 
� 	
��� � x ∈ [Δxl, xe]� ����� Δxl �����
�� ��� �
�
��� �
������ ��
� ���� ���� ���� ��� ����� 
���� ���
�
�� � ��� ��� ��� ��� �� �����
��� ��� �������
����� ĵ0(ω)Δx ∈ C 
� ������� �� ��� ���� ��������� ��� �
�
��� �����
�� �����
����
���� L� 
� ���
��� ���� ��� �������
�� �
������ ������ 
� ��� ��� !" ��� ����
��� ����
�
���#

Δx�����,(L) =
3

β2,(L) − β2,(L+1)

< Δxl � �$�"

Δx�����,(L−1) =
3

β2,(L−1) − β2,(L)

≥ Δxl. � �$%"

��
� ������ ���� ��� �����
�� ����� L + 1 
� ��	�
	
�� �
��
� ��� �� ���	�� �������
��
� ���� ��� ����� �� L� ��� ���	�� Δxl� ��� ������� L �������
��� ��� ������
���
�� �� ��� �� �����
�� ĉ��(ω, x)� ��� ����� ��������� �����
�
�� β(l)

��� A(l) ��� l ∈ [0, L] ��� ���� ��� ���� ���� ��� ��� ��� ��������� �� ��� ���������
��
�� ��� ������� ������ �� �����
�� �� ŷ(x) = p · f(x) �
�� ��� ������� ���������
p ∈ C ��� ��� ����� ������� ������ �����
�� �� x� f(x) ∈ C� &���� p = ĵ0(ω)Δx
��� f(x) =

∑
l≥0 A(l)e

−iβ(l)x� &� ��� ������
�	� ��� ���� ���� 
� ������� � � �����
��


���� 1� ��� 
��	
���� ���� � � �����
�� 
���� 2� '� ��� ��
�� ŷ1(x) = C̃1�p ���
ŷ2(x) = C̃2�p �
�� C̃1, C̃2 ∈ R1×2�

C̃1 =
(
f1(x) −f2(x)

)
� �$("

���
C̃2 =

(
f2(x) f1(x)

)
. � �$ "

��� ��������� ������ �p 
� 	
��� �

�p =

(
p1
p2

)
. � �$$"

)� ������
�	 ��� ����
����� ���������� �� x � N �
������ ������������ j ∈ [0, N−
1] �� 	
��� ������ �� xj� �� �����	� ����������� ��� ����� ������ �� ����� xj 
�
�������� 
��� �� ���
� ��� ����� �������

�̂y1 =
(
�f1 −�f2

)
�p � �*!!"

���
�̂y2 =

(
�f2 �f1

)
�p � �*!*"

�
�� �̂y1, �̂y2, �f1, �f2 ∈ RN×1� ����� C1, C2 ∈ RN×2 �
��

C1 =
(
�f1 −�f2

)
� �*!+"

���
C2 =

(
�f2 �f1

)
. � �*!,"

� �� ����� Δx ��� ĵ0(ω) �	
 ����� 
��
�� ��	 ��
 �
�� ���
	 �
�� ��� J � �� ���� ��
	
��	
 �
 �����
�� ��

�
�
	���
 ���� �������� J ∈ R �� ��
 �
��� ����	
� ��� ��
�
	� �� �	�
	 �� ������� ��	 ������	���
� ��

��
 ���
	 ��
��	�� �	 ��
 ���
	 ���
 ����� ��
 �����
�
 
��	
����� ĵ0(ω)Δx ∈ C �� �	
��
� �� �������

+*+



���� ���� ���	
���� �	�������

��� ���������	
 ���
�� ���� �� ��	
�� �� �y1 �	� �y2 ��
� �y1, �y2 ∈ RN × 1� ���
��� �� 
 ��	����� 
�� ��������	

w(p1, p2) =
N−1∑
j=0

[
(ŷ1,j − y1,j)

2 + (ŷ2,j − y2,j)
2] �������

=
(
�̂y1 − C1�p

)� (
�̂y1 − C1�p

)
+
(
�̂y2 − C2�p

)� (
�̂y2 − C2�p

)
!
= ��	�

= �y�1 �y1 + �p�C�
1 C1�p− 2�p�C�

1 �y1 + �y�2 �y2 + �p�C�
2 C2�p− 2�p�C�

2 �y2

����� �y�1,2C1,2�p = �p�C�
1,2�y1,2 =

(
�y�1,2C1,2�p

)�
�� ���� ��	�� �y�1,2C1,2�p ∈ R�  ��	� 
��

�	��
�	� ∂w
∂p1

!
= 0 �	� ∂w

∂p2

!
= 0! 
�� �����
�	� ����
�	� ��	 �� ���������� �	�

��������� ��
2
(
C�

1 C1 + C�
2 C2

)
�p��� = 2C�

1 �y1 + 2C�
2 �y2. �����"�

#�	��
(
C�

1 C1 + C�
2 C2

) ∈ R2×2 �� � ���� ������! �����
��� �$���� ��
���! �
� �	�����
��
��� ����
� �%&���'(�� )�	��! 
�� ������
�� ���
� �p��� ��	�����	� w(p1, p2) �����

�p��� =
(
C�

1 C1 + C�
2 C2

)−1 (
C�

1 �y1 + C�
2 �y2
)

�����*�

��� ����
 �$����� +
 �
�����
�	 ������� �� ��� �����	
�� �	 %,-�"(�

� .�
����	� 
�� +
 ���� σ2 �� 
�� �$����� �����
�	� ��
���	 
�� +
 /�	�
�	 ĉ��(ω, x)
�	� 
�� �������� ���	�� ĉ����(ω, x) /����	� � ��	��� ����
 �$����� +
 
 +� ĵ0(ω)Δx0

σ2
(u0,λ,p)

=

∑
i∈{k∈N:xk∈[xe,Δxl]} |ĉ��(ω, xi)− ĉ����(ω, xi)|2 · 1κ(ω,xi)≥κlim∑

i∈{k∈N:xk∈[xe,Δxl]} 1κ(ω,xi)≥κlim

�����1�

��
� p = ζ /� 
�� &�! p = τ /� 
�� #2� �	� p = α /� 
�� �#2�0

� 3��� 
�� ������
�� 
����� (u0, λ, p) ��
� ��	���� +
 ���� σ2
(u0,λ,p)

� ���� �����4
�
�� 
����� �������	
� 
�� �����
 / 
�� ��
�+� ��
�� �	� �� ���� �� �	��
 
 
��
�����$��	
 ������
�	 �
��� 5	 ������� ��
�+� ��
 /� v	��
 = 1.5�

�
�� ���	 �	

+�� ��� /� �����
��
�	� &� 
�� +��� ����� / β(0) 
�� +	�� ������
�	 �����
 �� �4

��	�� �� 
�� #2� ���� ��� ����� &� 
�� ��
�+� ��
 ���	! λ �� ������! u0 �	�
τ ��� ��
����	�� �� 
�� �	����� β ����	��	�

� � ��
����	� �	���
��	
��� /� 
�� ������
���! σu0 ! σλ! σp /�� σ = σ(u0,λ,p)! +��
 �
�		��
�	 ��
���	 σ �	� σβ(0)

��� 
 �� ��
��������� 6� �	
�����
 σ �� 
�� �	���4

��	
� / 
�� ���� /�	�
�	 ĉ��(ω, x) �	� ���
�

σ2 =
∣∣∣ĵ0(ω)Δx

∣∣∣2 L−1∑
l=0

∣∣∣∣∣∂
(
A(l)e

−iβ(l)x
)

∂β(l)

∣∣∣∣∣
2

σ2
β(l)

. �������

&� 
�� #2� �� �
��	 /�� �$� �'��"�� /� ����� l ≤ L− 1 ����� /� ��7���	
�� �����
Δxl�0

A(l),z=0 ≈ − 1(
λ
D

) 1
3

1

V(l)

β
4
3

(l)

−1
3
V(l)β

2
3

(l) (λ
2D)

1
3 + iω + 1

τ

�����8�

'�9
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���� ���� ���	
���� �	�������

�����

∂A(l),z=0

∂β(l)

=
2

3

A(l),z=0

β(l)

⎛
⎜⎝2− 1

1− 3
iω+ 1

τ

V(l)(λ
2D)

1
3
β
− 2

3

(l)

⎞
⎟⎠ ���		
�

��

∂
(
A(l)e

−iβ(l)x
)

∂β(l)

= A(l),z=0e
−iβ(l)x

⎛
⎜⎝2

3

1

β(l)

⎛
⎜⎝2− 1

1− 3
iω+ 1

τ

V(l)(λ
2D)

1
3
β
− 2

3

(l)

⎞
⎟⎠− ix

⎞
⎟⎠ . ���			�

���� x ≥ Δxl� ��� ��������� ����� Δxl �� �� �����������∣∣∣∣∣∂
(
A(l)e

−iβ(l)x
)

∂β(l)

∣∣∣∣∣
2

≈ ∣∣A(l)

∣∣2 x2e2β2,(l)x ���		��

��

σ2 ≈
∣∣∣ĵ0(ω)Δx

∣∣∣2 x2

L−1∑
l=0

∣∣A(l)

∣∣2 e2β2,(l)xσ2
β(l)

. ���		 �

���� ������ ���� σβ(l)
!������ ������� ��� ����� x� " ����� �� �!��� ��� ���������

��� l = 0� σβ(0)
� �� �� ��� �����#���#� ���������� ���� ��� ����� ��������� σ2 ���

���������� �� l = 0���

σ2 ≈
∣∣∣ĵ0(ω)Δx

∣∣∣2 x2
∣∣A(0)

∣∣2 e2β2,(0)xσβ(0)
(x)2. ���		$�

���� !�

σ2
β(0)

(x) ≈ σ2

∣∣A(0)

∣∣2∣∣∣ĵ0(ω)Δx
∣∣∣2

1

x2e2β2,(0)x
���		%�

σ2
β(0)

����� ������ � x� ��������� �� ��&� σ2 �� ��� '������������ �#������ ����(

������� �#�� ��� &� �����

σ2 ≈
∣∣∣ĵ0(ω)Δx

∣∣∣2 ∣∣A(0)

∣∣2 σ2
β(0)

1

xe −Δxl

∑
i∈{k∈N:xk∈[Δxl,xe]}

x2
i e

2β2,(0)xi ���		)�

����� ������ ��� ��� ������ ��������� σ2
β(0)

σ2
β(0)

≈σ2 1∣∣∣ĵ0(ω)Δx
∣∣∣2

1∣∣A(0)

∣∣2 · ���		��

xe −Δxl

e2β2,(0)xe

(
1

4β3
2,(0)

− xe

2β2
2,(0)

+ x2
e

2β2,(0)

)
− e2β2,(0)Δxl

(
1

4β3
2,(0)

− Δxl

2β2
2,(0)

+
Δx2

l

2β2,(0)

) .
�� ���������	��
 ��� ������������ ���� �� ����������� ����� ��� ��	��	�� �������� ������ l� ���� σβ(l)

= σβ(0)
�

σ2 ≈
∣∣∣ĵ0(ω)Δx

∣∣∣2 x2σβ(0)
(x)2

1

L

L−1∑
l=0

∣∣A(l)

∣∣2 e2β2,(l)x. �������

�	$
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������ σ2
β(0)
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 σ2
β1,(0)

��� σ2
β2,(0)
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�����
 
��
σ2
β1,(0)

β2
1,(0)

!
=

σ2
β2,(0)

β2
2,(0)

�������

���	 �	�� �� σ2
β(0)

= σ2
β1,(0)

+ σ2
β2,(0)

��� β2
(0) = β2

1,(0) + β2
2,(0) �� �������

σ2
β1,(0)

= σ2
β(0)

β2
1,(0)

β2
(0)

�������

���

σ2
β2,(0)

= σ2
β(0)

β2
2,(0)

β2
(0)

. �������

 	
 ���
������
� �� �	
 !���
�
� �
 �
"�
� �� �	
 ��#���� �
������� �!��
�������� �� β�

σq = max
β1=β1,(0)+nσβ1,(0)

β2=β2,(0)+mσβ2,(0)

n,m∈{−1,0,1}

(λ(β1, β2, q̃))− min
β1=β1,(0)+nσβ1,(0)

β2=β2,(0)+mσβ2,(0)

n,m∈{−1,0,1}

(λ(β1, β2, q̃)) �������

�	

 q ��� q̃ �
 !���
�
 !��� �� �	
 ���
�
 β 
#!�������� ���	 q, q̃ ∈ {u0, λ, p}�
� $��
 	����� �
�
���
� �	
 !���
�
� (u0, λ, p) ��� �	
 �
���
�
��� �� β1,(0)

��� β2,(0)� �� ��� �
 �	
�%
� �� �� ��� &����"
� �� �����
 � 
��#
� ������ �� x ≥ x��

�� ����������� �	
 
��#����� �������
 Δx�����,(0)� '�

x�� ≥ Δx�����,(0), �����(�

�	
� �	
 �
���
�
��� β1,(0) ��� β2,(0) ��� �
 ����
�� ��	
���
 � ��
����� �� �	

!���
�
 �
�
�������� 	�� �� �
 !
���
��

'� ��
 �� ��
�� �� !��
������� ����
� !
������� �
���
�
��� �� β1,(0) ��� β2,(0)

�
���� �� 
��#����� �� ��� 
��	
��� �	
 �
���
� ����
� �� β1,(0) ��� β2,(0) �
 ���
� ��� ��

��	 �������� ��
!� ��
� �� 
��	 !�� �� β(0) ����
�� � �
��"# 
��������� �� !
���
�� '� ��
���
�!�
� �� "�� �	��
 ����
� β(0)� �� �	��	 �	
 ������� "� 
� �� ��� �
��"# ��
������
�� ������
��  	
�
 ����
� �
 �	
� ��
� �� � ������� !���� �� �	
 ����
��
�� ��� �
�	��
��

 �
�����  	�� !��
��
 ���� �
 
�

� �� �� )�
��"# �
��	* �� �	
 ����������

������ ���� 	
���

'� ��
 �� ��!��
 �	
 !���
�
 �
�
�������� �� �	
 �
��"# �
�	�� ��� ����
 �	

!���
�
 
��������� ���� � ������ �������� � ��
 ������ �!!���	 �� 
���
�� ��
�	�� !�!��
� � ���
� !���� �� !���
�
 �!��
 �� ���
� ����� ��� !������� ��� �	���
� ��
��
����� �� �
�
����� "� 
�� +���
 �������� ����� ����� ����
�
 !����� �� !���
�

�!��
� �	
 �!!���	 �� ����
� ��� �
�	��� '� �������� �� �	
 ��������� ��
!�,

�  �%
 �	
 !���� (u0, λ, p) �� !���
�
 �!��
 �� ������
� ��� �	
 �
��"# �
�	���

��-



���� ���� ���	
���� �	�������

� ������ ��� ��	�
���	 ��� ���� ��� ������� ���	�
���� ���� λ ��� δλ�

� ��� ���	�
���� �� ��� ��� 	������� ��	�
���	� �	� ������ ����� ���� ���� ����� �
��
���	 ��	������ �� β(0)� �� δλ� ����∣∣∣∣∂β(0)

∂λ

∣∣∣∣ δλ !
=

∣∣∣∣∂β(0)

∂u0

∣∣∣∣ δu0 �������∣∣∣∣∂β(0)

∂λ

∣∣∣∣ δλ !
=

∣∣∣∣∂β(0)

∂p

∣∣∣∣ δp ����� �

��� �����

δu0 =

√√√√√√
(

∂β1,(0)

∂λ

)2
+
(

∂β2,(0)

∂λ

)2
(

∂β1,(0)

∂u0

)2
+
(

∂β2,(0)

∂u0

)2 δλ �����!�

δp =

√√√√√√
(

∂β1,(0)

∂λ

)2
+
(

∂β2,(0)

∂λ

)2
(

∂β1,(0)

∂p

)2
+
(

∂β2,(0)

∂p

)2 δλ �����"�

β(0)(u0, λ, p) �� ����	
���� ���	�#�
����� $� ��� β �#�������� �� ��� ��		���������

�����

� %�	 ��� �����$�� ��	�
���	 ��
$�������� (u0 + kδu0, λ + lδλ, p +mδp) ���� k, l,m ∈
{−1, 0, 1}� ����	
��� β(l)(u0, λ, p) ��
�	������ ����� $� � &�����'(������ ���	������
$� ������� ��� ������ �)������� ���	 ��� *(+, �)� ���-��� ��	 ��� +*(+, �)� ���-.��
��	 ��� %+, �)� �!���� �	 �)� �!�� ��� ����� ��� β �#�������� �� ��	��� � ���	���� ������
%	�
 β(l) ����	
��� A(l),z=0 ��� ��� 
���
�
 ��
$�	 �� �������� �	��	� L 	�)��	��
��	 ��� � �������� ĉ��(ω, x) ���� ��� �����		
 �� � ���� �����	 �� �����	� ������� ���
����� ����� ������� �� �� �� ��� ������� ����� ĵ0(ω)Δx �� �������� ��� �� �����
��� ���� ��������� �������� ���� ��� ��� !"		�

� #�� ��������� ���� ��� ��� ��� �������� �� ��� $��� ������ �� ��������� �%
��� �������� %�����$ ��� ������ �� ������ &� ��� �������� �� ����� �� $��� ���
δλ = δu0 = δp = 0
 ��� ��� ��������� ���� �� �� ���$�� ��� ��� ������� δλ
�� �������� &� ��� ������� δλ ����� ����' � �������� �����
 ��� $��� �������� ��
��������

� #�� ����������� ��� ��� ���������� σu0 
 σλ
 σp ��� ���������� ���� ��� ��� �� �����
σ � ��� ���� '�% �� ��� ��� ������ ������ ���� ���� ���  �	
 ��� (!	 �� ��� ( 	
�� ��� ��� ((		� )��� ���� ��� ����������� ��� �� $��� �% ��� $��� $�����������
δλ
 δu0
 δp�

� #�� ���������� �� ����� ����������� �� ��������� �% ��� $��� ������ ��� ��*
������� ��� ��������� ������� +��� ��� ���������� ������ �� �������� �� ω
 ���
���� '�� ����� ������� ��� ��������� ������� ������� ���� ��� ���$� ��������
���%,�� �� ����� ���� ���������� ω����
 ��� �����$�� �� $��� �� ������� ����� ��
��������% ��� ���� ��������� �� '�� ����� ��������

( "
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 ���
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��� ��� ��	���������
��� ��	�����	 ����� �
��	� ��� ��
��� �� �����	�
�������� �� ���� � ��
��� ������� ������� ��� ������ ����
 �� ����
�� �
 ����
��� ��	�����	 �
��� ���
 ��� 	���
� 
� ���	����
� 
� ��� ��
��� �������� ���� ���� ���
���������� �	� ����
 ��� 	��� ��� ��	�����	 ����� ���
 ��� �������� ������	 ���
�	
���	� �� ���� ���� �
 �� 
������ ��	�����	 ���	������
� ��	
��� ����� 
� ������	
� ��
��� �� �����	� ������� ������ �� ������	 ��� ��
��� �� �����	� �	
���� ��� ��
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"
	 ��� �#$ �� "$ �� ��� �� ����%�� ������	 ��� ��	�����	� �	� �
�������� ����
��� ��������
� 
� � �����	 u(z) = u0 − λz �
�� ������ ��� ���� �
���	 �� �	� &�
��� ���� ��
�� �
	 ��� �#$� ���� ��� �����	���
� ���� 
� ��� �	
��� �� ��� ��	������
	����� ωτ � 1 �� ����� � z∗ =

√
Dτ � "
	 ��� �'����� 	����� ωτ � 1� �� ���� �
��

z∗(ω) =
√

D
2ω
� �����

√
D
2ω

<
√
Dτ �
	 ω > 1

τ
� �� �
��
�� ���� ��������� 
� ��� 	������

z∗ ≤ √
Dτ �
��� (�� zν = u0

λ
�� � �����	� �
	 ��� ����
�� �
���	 �� �	 ����%���� 
�

�
������ �	�����	 )���	� u0 ∝ u∗ �� ������*� + �
�	�� �
����
� �
	 ��� ������ 
� ���
�����	 u(z) �
�� �� ��� ���� �
���	 �� �	 �� ����� � 

z∗
zν

< 1. ),�-.,*
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√
Dτ
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τu0

>
λ2D

u3
0

, ),�-01*

���� ��� �����	 u(z) �
�� �� ���� �
	 ��� �	��������� ω ≥ 0� !���	���� ���	� ������ �
������� �	������ ω���� ���� ���� z∗

zν
< 1 �
	 ω > ω���� ω��� �� ���� � ��� �
����
�√

D
2ω���

!
= u0

λ
�  ������

ω��� =
Dλ2

2u2
0
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√
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	 ω > D
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√
D
2ω
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��� ��� ������	�
�� ����� 
� ��� �
��
�� ���
��� 
� 
� ����� 
����������� 
��� ω��� =
Dλ2

2u2
0
�

	� ��� ��� ���� ��
ζ
u0

λ

< 1, �������

���� ��� 	�����
�� �� 	 �
��	� u(z) ������ 
� �	�
�  
��
� ��� ��	� !���	�" �	"�� ��� 	��
ω ≥ 0� ����� 
�� ω > ω��� �	� �� !� #������
�� ��� �
��	� u(z)����� 
� ��� �	�
� ��� ��� ��!���� ���
��� 
�	�� ��$��#��  
�� ω���� >

ω��� �	�� �� !� ��� ��� ���
	!�� �	�	����� ������
�	�
��� %� �
�#���� 
� ��#�
�� &�'� ���
�
����  
�� ������ 	��� 	 �
��
�#	��  	�� ���� ������ ��	�
�� �� �����
��	��� �
��	�� 	�
��	�� ω����� �� ��
� #	��� ��	�� !	�� ���$��#
�� #	���� !� ��� 	�" ����� �#� ��	� ���
#���
�
�� ω���� > ω���  
�� �����" !� �������� (� ��� ����� �	��� 
� ����� �� �
�
�
)� ���

��	#� �� %�
	�
�� ���#�� �##��
��  ��� �
�� ��� *+, ��$� �&�'&��� ��� ���$��#" ���
��� �	�	 ��	�	�
�� ����� �����

ω���� � π

Δt
. �������

-" ω���� =
2π
T��

= 2π R
NΔt


� ����� � ��	� ��� ��!�� �� ��.�� #"#��� ��� ��$��#�� R� �����
!� �
�
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R � N

2
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�	
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�� �	� !��� ���
��� 	���	�"� ��	� ������
�	�
�� �� λ 
� ��� ����
!�� 
� ��� ��	�
	� �$
�
!0
�
� ���
��� �� 
� 
�����	�� �� ����	�
)� ��	� ��� ��� ������
�	�
�� �� kh 
� ��� ��	�
	�
�$
�
!�
� ���
�� ���� ��� +� �� ���� 1�� ����� �� ��� �#	�0�
1� ���#��	� 
��� 23
ĵ0(ω) 
� ��$
����  ���� vs → ∞  	� 	����� ���� �$�� ������ 	�� ���'4��� �� ����� ��
��
�
�	�� ��� #����
!�
�� �� ��� ��	� 
��� 23 ���#��� �� ��� ���$��#" �������� ��
��� #��#����	�
�� �
��	� 0  �
#� 
� 	 �����$
�
�� ��� ������
�	�
�� �� ��� 	���
��� �	��0

�� �� ��� �"���� 0� 	 �
�
�
�� �� ��� *+, �
��	� ĉu !" ��� *+, �
��	� ĵ0,u ����� �� !�
���������� ��	�
�� �� �
�#���
)	�
�� 
���� 	� �
�#���� 
� ��#�
�� &����� 5����	�"� ��� ���0
�
�
�	�" ������
�	�
�� �� β(0) ���� ��� ���0�$
�
!�
� ���#	"� ���
�� 	���� ��� ���	3	�
��
�
��	�#�� 	� �3���
��� !" ��� �	�	 ��	�	�
�� 	����
��� �
�#���� 
� ��� ����
�� ��#�
���
���� ��� ��$
�� 1�� ����� 	!�� ��� ���#��� �� ��� 
��� 23� 	� #	� !� ���� ����
�$� ����'&��  ���� ��� x ��������#� �� ��� �
��	� 
� #���	
��� 
� ��� �	#��� e−iβ(l)x� ,�
������� ��� ��	�� �$	��� �� �� ��� ����� ��#�
�� ĉ(ω, x, z = 0) �� ��	������� �	�	 
�
��� #����3� �� ��� !��	�3 �� ��� ��
� ������� 
� #	�� �� 	 �#	�0�
1� 
��� ��	� 23 ���
���#��� ĵ0(ω) #	� !� ���	��� 	� 	� �1�� � 	�� ����
�� ����� 
���������� ����	#���
��$� �&��&�� ��	� 
� ������
��� !" ��� ��� ,��� �#���	
��
�� �##��
�� ���� ��� ��#���
�"
�� 	� �3	#� 1�� ����� �� ��� 
��� 23 ���#��� ĵ0(ω) �� �� 	 �	�� �	�� J�� 	�� ��
����
!" �	�	 ��	�	�
�� 
� ��� ���0�$
�
!�
� ���
��� ��������� 
� #����	�� �� ��� 	���
���
�	��
�� 	����	#�  ���� ��� ��� ������
�	�
�� �� kh ��� #������� ���$��#" �	��� ����
��� ��!���� �� ��� �
��
�� ���
�� 
� ������� 	�� �1�� � �	�	������ #	� !� ������
���
��� �	#� �
��	� ���$��#" ω 
��
�
�	��"� ��� 
�#��	�
�� ��� 	�	
�	!�� ��	�
��
#�� ,�
� 
� ��
�	��
#�	� 
�����	�#� 
� ��� ��	������� ���$��#
�� #���	
���  
��
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 �������� ��������
 �������� �
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�� ��
 �������
 �� �������
���� ������� ����� �� ��
 ����
����� �� �
��
��
� �� !
���
"� 
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� ��� 
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 ��
�� ��	�� 
����
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��	 ��� ������ �� ��

�
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� �� *"� $(- ��� ��
 /�
�� ��� 0�� �1���� 
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����
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�
�

)�� ����������� � CO2 ������
� ���
� 
����� �� � ���
�
� �� �� λL = 10.8μ ��� ��
��
.�
 �+ ��
�� �� �
������
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��

� 3− 5μ� .�
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	 	�� ��������
	���� �� ��
�	�� �

���� ��� 	� 	�� ��
�� ���	� �� 	�� �
��� ������ �� x �����	���� �� ������	�
	��� ���� 	�
	
�� �	
	���
� ��	� ������	 	� x �
� ����� ���	�
�� 	�� ��
�������	 ����
� �� 
�
���� �����
��� ���� !� 	�
	 ��������� 	�� ���
��� ����
� ��� 	��� �
��� ����� 
�� ��
�"��#� �������
	����
��� ��
�������	 ��	�� �� �#�	���� �� ��� $�%� &�
�������	� ���� ������	�� ����� ���
�
�
	�� ��	���	 ����
�� ���� '� 
�	����
� ��
�� �
� 
��������� ���� 	�
	 	�� ���� ��	��
�
� �����	��

��� ��
�������	 ��	�� 
�� 	�� ��
��
	��� ��������� �
�� ���� ��������� �� ��
�	�� (�
�	 ������ �� ��	��� 	�
	 ����� �
���
�� 	�� ����
� ��� ������	� �� 
 ���
 ������� �� ����"
������� ������	�
	��� ���� �
� ���� 
�� ���������	� 
� ��
��
	��� ����� 	�� 
����	���
�
����� 
����
�� �� ��	 ��������� ���������� 	�� ��
��
	��� ��������� ��������� �� ���"
	��� (�) �� 
�������

���� �����	
�����

*�� �
�� ���� ����� ��		���� ��������� ��	� �
�� ����������� ω���� =
2π
T
R 
�� R = T

T��
∈

{1, 2, 4, 8, 16, 32, 64} �
�� ���� ��������� *�� �
�� R� 	�� ��������� �������� ����� ����"
	��
� �����	���� 
�� 
�
��
���� ���������� �� 	� 14 ��
�� ��������� ��� ���� ����� ��		���
���� ��
��
	���

*�� �����
���� ���� ������ 	��������� �����
��� 
�� 	�������� τ �+,&! 
�� ζ �*&! ��"
���
�� 
�� α �&+,&! �����
���� ���� ��
�� 	�
	 	�� �������� ω∗ ���������� 	�� 	�
���	���
��	���� 	�������	 
�� ��-����� ������ �����
���� ��	� ω∗ ∼ 1

τ
��� 	�� +,& 
�� ω∗ ∼ D

ζ2

��� 	�� *&� �� ����� 	� �
�� 	�� 	�
���	��� �������� ��	��� 	�� �
��� �� ��
�������	
������������ ω∗ ∈ [ω����(R = 1), ω����(R = 64)]� 	�� ��	�� �������� ν ���
�� ��
�� �
	�!
�� �����
���� ����� Δt 
�� 	��� T = NΔt 
�� �����
��� ��� �����
���� ���� ������� +���� R
�� ��	 
-��	�� � 	�� 
�
�	��� �� Δt� �	 ������� 	�
	 ω���� =

2π
T
R �����
��� 
� Δt �����
����

�
��� .�$ ���	� 	�� ���� ������� �
	�� 
�� 	�� ������������� ���
	��� �� ��� ��
�� ��������
���	
����� N = 2048 ��
���� ��� �
���� ��� 	�� ���� ����� 
�� 	
#�� ���� /0��$12�

*�� �
�� ���� ����� �����	���� 
���
��� �
���� ��� 	�� �
�
��	��� ū0� λ̄� τ̄ /ζ̄/ᾱ 
�� 	����
�����	
��	��� σū0 � σλ̄� στ̄/σζ̄/σᾱ 
�� ��	������� ���� 	�� ��
��
	��� �����	� �� 	�� ��
��
��������� ��������� 	� 	��� ���� ����� �����	���� 3� ��
�� �������� �� 
�
���� ��� 
	
�	� �
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 ��4����	� �
��� ����
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	�� �� 	�� ���
 �������

5��� ������� *������� �6�! 5��� +���� +�	�� *������� ���
	��� ��
v���� �	

�
! ν = 1

Δt
�6�! ��
�� +������� ��!

5 1.5 24.0 85.3
7 2.2 30.0 68.3
9 2.8 40.0 51.2
12 3.9 50.0 41.0
16 5.1 60.0 34.1
22 6.7 100.0 20.5
29 8.5 120.0 17.1
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j=0

qj
rj
· 1rj<rj,���∑J−1

j=0
1
rj
· 1rj<rj,���

, �.#/"

�#
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�
� ����
� ���	 � �
����� 
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∂qj
σqj
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�.#+"

=
1∑J−1
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1
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√√√√J−1∑
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�� ������� 	
�� �� ���������� �	 �����
����� ����

�� ��� ������ �	
��� rj �	 �� �� 1� rj = 1� �� ��� ����� 	�� σqj = σq ��� 	�� j� ���� σq̄ =
1√
J
σq ����� ������� �� ��� ����� ��� ��������� �� rj �	 ���� �������� σq̄,��� ��
���� ���

��
���	���� �� ��� ����	��� 	���	�� �	��� �� 	 ��
�	��
	��� ���������� �	���� �	��	���
q� 	���� �	���� ���
���� J ���� 	 �	���� ����������� ��	� ����� 	 ��	������� �� q�
 � ��� ����� �	��� 	� ��
���	���� ��	��� 
	� �� ����	��� ���� ��� 	���	��� ��	��	��


����	���� �� ��� �	�	����� �	��� ���� ��� 	���	��� !�� ��������� ��	��� σq̄,���� � ��� ��
����	�� ��� 
	������� �� ��� �	�	����� �	��� 	����� ����� 	���	�� q̄� ���
� � 	����
�� 	�������	�� ��� ���� �	�	����� �	���"

σq̄,���� =

√√√√√
∑J−1

j=0
(qj−q̄)2

rj
· 1rj<rj,���∑J−1

j=0
1
rj
· 1rj<rj,���

. ���#�

$��� ��	� ��� ��	��� � ��� ����	��� �� �	���� �� ��� ��	���� ����� � ���� ��� �����
�
����� ��� ω����� �������� rj < rj,��� 	���� ��	��	����� �� ����� � 	 �%
���� ������ �� �	����
	����� σq̄,���� ����� 	� ����	�� ��� ����� �	��	�
�� 	������� ��� 
����	���� �����������
���
���� ��� ��� �	���� ���
� �	� ��� �� &�����
�� ����� �� ��� ���������	�� ��� ���	� ��
���	���� σq̄ �� 	 ���������� �	�	����� �	���

q̄� �� � ������ 	 ��� ��	��	��
	��� 	���� ��
���	����� σq̄,��� 	�� σq̄,�����

σq̄ =
√

σ2
q̄,��� + σ2

q̄,����. ���'�

!�� ����� �	� �� ��� ��������� ����� 
�������� �� ��� σq̄�

���� �����	
� ��� �	���

������ ����	
��	�	�

(����� ��� ��� x)t ��	�� ��� �	
� ���� ���� 
�������� ���� ��� ��*�+ �������	����
������ ����� R = 1�� ��	� 	�� ���
��� ��������� !�� ��	�� �����	��� 	�� 
�	�	
����,�� ��
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���� � �	�� ������ �� ��� �	���)������	� ����������� �� ��	� �� ��� ���� ���	
�� ��	� �
������� ���� 	� �-)
	���	� .	
� ��	�� �����
� �	 ���� �	��	��� 	���	��� 	���� ��� y
����
����� / 
	� �� ���� ����� 	�� ��� �	�� ����� �������� �������	���� 0��� �������
���� ��� ������� ����� ��	�� ������ ��� �	�� ������� � �������	��� ����� �
��� ��	����
 ��� ��� �	��� ������� ��� ���� 	�� ����� �	�� ������� � ��� ��� ��	��	����� !�� ��
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	�
�	��� ���� ��� �+�
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���� �����	
� ��� �	���

������� ���	 �
��� ����������� ���� 	��� �� ��������� � �������� ����� �� � ����� ��������
�	�� �� �� ���������� �� �	� ������� 
���
��� �� ����� �������� �	�� �� �	���	� �� ��
������
����� �� �	� ������ ��� ������� �	���� �	�� ����� �������� ��
��� ���	 �	� ����
�	� ������� 	��������� ��������� ������� �� ��������� ��������� �� ������� �� 	��� �� �	�
x�t �
���� �	�� ������� 
���
��� �� �������� �� �	� ����� �������� �	� ������� 	���������
��������� ������� ��������� ������� �� ��������� ���	 ������ ���������� �� �
����� �� �	�
�������� �	��� ���� �	� 
����� �������� 
�� �� ��������� ���� �������� 
�� �� ��������
�� �������� t ��� �������� x ���������  � ��
 �	�� ����� �� ������� ��������� ����� �	� t
�������� ������ �	� ����� ����� ��������� ���	 ��	 ������ ��
������� �� � �������

!	� ��������� �� ������� �� "��� #�$ ��� #�%� �	��� �	� ���&����� �� � 	����� �����
������� �� �	� ������ z = 0 �'������ �� ������� 
���
��� ��� ����� ���&�� �� �����
�� �	��� ()��������� ����*� +���� �	� t �'�� �	� ��������� ���������� �� � ����������
�������� (��� ���&�� �� �����*� ��� �	�	 �	� ������� ���,���� �� -������ �	������  � �	����
�� ����� �	�� ������ ������ ��� � ����� �����'�
����� �� ������ ���� �	���� ��� ���� �����
����� ��� �
��� �
�������� r �� �
����� �� �	� ���������	 λ� r � λ� �	����� �	� �	���
�� �	� ������� 
���
��� ���
�� ����������� ��� �	����� ����� ����� (��� ./0123*� 4������

���
��� ����� ���� �� �	� x�z������� ������� �� �	� ���&����� �� �	� ����� �������5�
�������� ���� �	� x �'��� !	�� ���&����� ��	���� ���������� ���	 ��
� t� 6����� ����� �	�
���&����� �� �	� ������� ����� �� ��� ������� ("�� #�$*� �	� �	��� �������� �� Δϕ > 0 ��
��
� ����� �� Δt > 0� ���� ω = Δϕ

Δt
� 6����� ����� �	� x �'�� �� ������� t� �	� ���� "���

���� 	�� � ���� �����	 �� λ� ����������� �� �	� ��� ������� u0� ���� ��� ������� ������ ��

��� ���	 u0 (������������� �� ������� 
���
��� �� ���*� ��� � ���� �� Δx > 0� �	� �	���
�������� �� −δϕ (δϕ > 0� 
����� �� �	� ���� ���	 ������ �� x = 0*� ���� k = δϕ

Δx
� Δx ���

Δt ��� ������� �� �	� ����� �������� u0 = Δx
Δt

� !	������� u0 = δϕ
Δϕ

ω
k
= δϕ

Δϕ
v�� ���	 �	�

�	��� ������� ��� �	� ����������� ��� (u0 = 0 ��� ϕ(t, x) = ωt−kx*� v�� = ω
k
��  � u0 = v���

�	�� δϕ = Δϕ� 6����� ����� �	� t �'�� (����� ��������� �������� ����� ��������*� �	� �	���

	����� �� Δϕ + δϕ ���	�� Δt� �	�� ω′ = Δϕ+δϕ
Δt

��� ω′ = ω + ku0 = ω
(
1 + δϕ

Δϕ

)
> ω�

7���� ω′ �� �	� -������ �	����� ���,���� ������� �� � ������� ���������  � u0 = v��� �	�
-������ �	����� ���,���� ω′ ���
�� ω′ = 2ω�

!	��� ������������� 
�� �� ��

������ �� ϕ(t, x) = ω′t − kx + ϕ0� !	�� Δϕ =
ϕ(Δt,Δx) − ϕ(t = 0, x = 0) = ω′Δt − kΔx ��� ���� ω = Δϕ

Δt
�� ������ ω′ = ω + k · u0�

+������������ −δϕ = ϕ(Δt = 0,Δx) − ϕ(t = 0, x = 0) = −kΔx < 0� �	�� k = δϕ
Δx

> 0

(δϕ > 0*� �������� δϕ+Δϕ = ϕ(Δt,Δx = 0)− ϕ(x = 0, t = 0) = ω′Δt� 	��� ω′ = δϕ+Δϕ
Δt

�

!	� �	��� ������� ��� �	� ��������� ��� (u0 �= 0* ���
�� v′�� = ω′
k
= v�� + u0�

 � "�� #�$ ���� �	� ���� �� ������� ������� �	��� ϕ0 ������� �	����	 (x = 0, t = 0) ��
��������  � "�� #�% �	� ��������� �� �� �������� �� "�� #�$ ��� ϕ0 =

π
2
� 	������ �	� �������

���&������� ���&���� �� �	� x �'�� ��� ������ 7����� �	� ���� �� ������� ������� �	���
������ �� ������������ 8�	 ��
� � ������� ���&����� ��������� �� ������ �	� t��'��� �� ��
����
�� �� �� ����
������ ������� �� � ���� �� 	��� ����������� �� �	� ������ �������
�� �	� x�t �������� �
���� !	��� ����� ��� ����� �� ��� �� �	� ����	�  � �� �� ���� �	��
�� ������� �	��� ������� 
���
��� ��� ����� ��� �������� ������� ���	 ��� ���������� ���
�	�� 	��	 ������� ���
� !	���� ���&������� �� ������� �������� �
� ���� �����	�� �� ����

� ��� ϕ(t, x) = ωt− kx� ���� ��� ��	
� ������� �����
 	 ���	��� ������� x 	�� t 
���� ��	� ϕ(t, x) =

��
�(t)� �������� ∂ϕ(t,x)
∂t

!
= 0 ��� ����� ∂x

∂t
= v�� = ω

k
����
�
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���� ���� ��������� ��� ��������� ��� �����
�� ���� ��
����� ����
�� �����
��� ���� ����� �� � ��
����� �� ��� �����
� ���� 
��
��������� ����� � ����
����
�����
���� �� ����� ��
����� ����� ���� ��� ����
�� ���
� �������� ���
� �� ����
����
�� ������ ��� ���� ���
� ����� �� ��� ������ ������� 	� ������� �������� �� ����
��� ������
�� ��� ����� ���
�� ��� ���� �� �������� ������� �������� x ��� ��
������� t� ���� �����
�� ��
�������� ����
����� ����� ��� t ���� ���� �� ������ �������� ��� ����� ���� �� ���
������� �������� �� ��� ������ �� T = 4Δt ���� ω = π

2
1
Δt

� !���� ��� t ���� ��� �����
���� �� ��
������ ��� �� ��� "���� �#�
� �� T ′ ≈ 3.5Δt < T  ���� ω′ ≈ 4π

7
1
Δt

= 8π
7
ω > ω

���� δϕ
Δϕ

≈ 1
7
� $������� ��� ������������ %�� &�' �� %�� &�( ��� v���� = 6.7�

�
����� ���� ��

������� �������� ��� ��������� ����
���� �� ���� ���
�� �� ��� x�t ����� 
�� �� ���������
)��� ��� ������
��� �� ��� ���
� ����
����� ����� ��� t ���� ��� ���� ����� T 
�� ��

���������� ������ ���� �

���� ��� "���� �#�
� ���� ������� ���� ��� ����������� ��
��� ������� �������� �� ��� ������ )��� ��� ��������� �������� ω = 2π

T
=
√
gk tanh (kH)

�g ������������� �

��������� k = 2π
λ

���� ������ H ����� ����� ��� ������� ����� �����
���� ������ λ ��� ���� ���� c = ω

k

�� �� 
��
������ ���� *+$,-.�� 	� 
�� �� ����

���� %�� &�/ ���� ��� ������ ���� ����� ��� ����� ���� T ′ ��� � ������� �������� �� � %���
������� x = 0 ��
������� 0��� 
���������� ��� ������ ����� ��� t ���� �� ��� x�t ����� ���
������ ������� ����� ���� T ′ �� ������� �� 
������ �� ��� ����� ���� T ��� � ���
���
����� ����
�� �1��������� ������ ���� �� ��� �� ��� ��
� ���� ���� ������
���� 
������������
�� � %��� ������� ��� ���� ������� �� ��#����� ����� ����
��� ��� ���������� !� ��� ����
����� ���� ��� "���� ����� �� ������� ω = ω′ − k · u0 < ω′ ������� ���� T > T ′ ��

��� ���� ��������� ����
���� ��� 2�� ����
���� ��� �� ������� ���
� �� ���%���� �� ����
%��� ��� 2�� %��� ��� ���� ������ �� ��� ����� 3��
� ���� T ��
������ ���� ���� ����
�� ���� u0� 4� ��� ��������� �������� �� ���� ���� ������� ���� ��� ���������� λ ��
������
���� ��
������� ���� ����� 5��� ���� ��� � ������� �������� ��� ��������� �������� �����
���� ω′ = 2π

T ′ =
√

gk tanh (kH) + ku0�
	� �� ������� ���� �� ��� �����
� �� ����� ��� ����� ����
��� u0 
����� �� ����������

������� ����� �� ��������� ��
������ )�� ��� ����� �� ��� �������� ���������� ���
������
��� �� ��� 2�� ������ ��� ����� ω���	 �� �������� ��� ������� ��������� �� ��� ����
���
����� �� ��
���� 6�7�

������ ����	
� ���
����

	� ���� �� ��� �������� ������� �� ����2� ������ �� ��� ����� �� ������� ���������� 0� %���
���� ���� ������� �������� ����� ��
� �� ��� x�z ����� 	� ��� ��������� �� ���� 
�������
��� ����
���� �� z = 0 ���� ���� ��� ���������� �� x ����
���� �� ����� ���� �

����� 	�
�� ������� ���� ��� ������ �� y ����
���� �� 
������� ���� �� ��� ����� t ��� ��� ��������
x ����� �� �� ���� ����� ����� ��� y 
���������� ��������� ������ ��������� ����� y ��
�������� !� ��� ���� ���
����� �� ��
���� 6�7 ��� ������� ��������� ������
��� �� ��� ����
2�� j0(t) ���� ��� ��8�# ����� ���� Too �� �������� 3��� ������ �� ��8�# ����������
�� ��� ���� 2�� �� 
���������� ��� ��������� �� ��� ������������ ������ �� ������� �� ��
���� ����� ��� �������� ������ x = 0�

	� ��� ��������� �� ������ ���� ������� �������� �� ���������� �� ��� 2�� ���� ���
������� 
������ 
������ ���� ����
��� u0 �� ������� x ����
����� ���� ����� ���� ��� ����
�� ��� ������� 
������ �� ��� x�t ����� ��� ��� ������� �� ��
� ����� ���� � ���� Δt

Δx
= 1

u0
�

''9
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 ���� ��������� �� ������� ������ �������� �� � x�t �����

���
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�� �� ���������� �	 �����
����� ����

������ ��	�
 ����������� �� �� x�t ����� ��� �������� ������ �������� ��� ����� �����

��������� �� ����� � ������ ����� ������ 2N+1
2

π �� �� ������ �� ����� ��

�� x�t �����! "���� �� ����� �� Δt
Δx

= 1
u0

�

		#



���� �����	
� ��� �	���

������ ��	�
 x�t ����� ��� ���������� ���� ������ ��� ���� �� ������

�� ��� ��� ���������� �� ��� �������� vx0(t) �� �������� x = x0 �� �� ����� ���� t� ���
���� ������� �� ���� ���� �� �� ����� ���� t ��� �������� x = x0 �� ��� !� "��� ��������� ��
�� ����� ���#��������� $� � ���#������ �� ���������� ��� ��%����� �� ��������� ������!�� !�
�� ��!���� ������ ����� ��� �� � ��������� �� ��� �� ���������� �������� ������ � �����
�������� ��������& ��� ������������� ��%����� �� ��������� �� ������ �� !� ���������� ���
�� �������!��� '�� ��� ��!���� ���#������ ���� !� ���� �� ������ ��� ��%����� �� ���������
������!�� !� � �������� ���������� ���� �� ��!���� ������& ���� � ���#������ ��� ��� ����������
��!���� ���#������ ������!� �� ����� ����� �� x������� ��� ��� ��!���� ����� �� � ���������
���#������ xr(t) ������� x = x0 �� ��� t = t0 !� ����� !� ϕ0& ����& ��� �������� �� ��� "���
�������� ���������� ���� ���� ���#������ (��� ��!���� ���#������) �� ����� !�

xr(t) = x0 + u0(t− t0) + r sin (ϕ0 + ω(t− t0)). (��*)

r ������� ��� ��!���� ������� ��� ϕ0 �= 0 ��� �������� �������� �� ���� ���#������ ���� !�
�� ����� ��� x0 �� ��� t0� �� �� ������ ��� "��� �������� ������� �������� x0 �� ��� t0
!� p0& �� ��� ����� ��� ��!���� ���#������ ��

xp0(t) = x0 + u0(t− (t0 + δt0)) + r sin (ϕ0 + ω(t− t0) + (ω′ − ω)δt0) (��+)

= x0 + u0(t− (t0 + δt0)) + r sin (ϕ0 + ω(t− t0)− kδx0) (���)

���� δx0 = −u0δt0 (��� ,�� ��-)� �� ��%����

xp0(t0)
!
= x0 (��./)

��� �!���� ��� ���������

− δx0 = u0δt0
!
= r sin (ϕ0 − kδx0). (��..)

00�
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������ ��	�
 ����������� �� ����������� �� ������� ������ ��� xp0(t) ��� xr(t)�

���



���� �����	
� ��� �	���

�����
|δx0| = u0 |δt0| ≤ r. ���	
�

� ϕ0 = 0� �� ������ δt0 = δx0 = 0 ��� xp0(t) = xr(t)� �� ���� ���� ��� ������ �������� ��
��� ���� �������� ���� ����������� ������ �� ��������� ���� ������� �� ������� ��������
�������� �� !"#$�

r

λ
� 1. ���	%�

���� ����� �� ��� ����������� ����

k |δx0| ≤ rk = 2π
r

λ
� 1. ���	&�

���� ����� ���� �� �� ��� ���� �� �������� ��� ���������� '���� ���� � xp0(t) ���� ���'���
�� xr(t)

��� ���� ���� �� ��� �����

xp0(t) ≈ x0 + u0(t− (t0 + δt0)) + r sin (ϕ0 + ω(t− t0)). ���	(�

)����� ��� '������� � � '������� pk ������� '������� x0 �� � ����� ���� tk > t0 ��� ��
�''��*������ �+

xpk(t) ≈ x0 + u0(t− (tk + δtk)) + r sin (ϕ0 + ω(t− tk) + ω′(tk − t0)). ���	,�

��� �������+ � '������� pk �� x ��������� �� '������� x0 �� �� ���� tk �� ����� �+ ��� ���'����
���������� � ��� ������� ���-�����+ xpk(t)�

vpk(tk) =
∂xpk(t)

∂t |t=tk

≈ u0 + rω cos (ϕ0 + ω′(tk − t0)). ���	.�

� �� ��� t0 = 0 ��� tk = kToo� �� ��� ����� vpk = vk ≈ u0 + rω cos (ϕ0 + kω′Too)�
� ω′Too �= 2π ���� ����� �*���� � �������� ������� ������ K ∈ N� K > 0� ����� ����
ω′KToo ≈ N2π� �' �� � ��/��� '�������� �� Too

T ′ ∈ Q ��� ������� ω′KToo = N2π �*����+��
0�������� �� ��� �%�	
.�� �� ��� ���� �� K > 0

1

K

K−1∑
k=0

vk = u0 ���	#�

����� ������������ ��� '�����'�� � ������� ����������
�� ��� ���� �� ��1� ���� ������� ��� ��+ ���������� ��� �������� ����� �� ������� �����

��������� �� �� � ������ ��� '������� �� ������� ��� ������� �������+ �������+� �� '�����'��
���+ ��� �'����� ���� � � ��������� ��� ��� ����� �� ������� ��� �� ����������� 2�������+�
��� ���� ����� ����� ��'���� �� ��� ����� ������� �������+� 0 ��������� �� ����������3�� �+ ���
���'������� �� ���� ������������� ���� ����� �� �� ��4����� ��� ��� ����������� �� �����
�� �� ����������� � � ��������� ���� ���� ������������� c(t, x) ����� ���� �������+ v� ���
�������� ����������� ��� '������� �� ��4����� '����� �� ���� ����� c(t, x) = c

(
t− x

v
, x = 0

)
=

c0
(
t− x

v

)
= c0(t) ∗t δ

(
t− x

v

)
����� c0(t) ������� ��� ������������� �� '������� x = 0�

5�������� � ���'���� 6������ �������� �� ��� ������ �� ���� '������� x +����� ĉ(ω, x) =
ĉ0(ω)e

−iω x
v � �������� ��������� �������+ ���������� ���� ��������� ��� �'����� '���� ���'�

�� sin (α+ ε) ≈ sin (α) + ε cos (α) ≈ sin (α) ��� ε � 1 ��� α �= Z · π�


%	



�� ������� 	
�� �� ���������� �	 �����
����� ����

��� � ����	 ���
��	� ω� �� ���� �������	 x ��� �����	�� �	 �	�������� ������� v ����� ����
	�� ���	�� ���� ������ ���	 ���� �� �������� � � 	�	���	��� ������� ����� ����� � �������
��!���	��� ������� ���������	� �� � �������	 x �� ��������� � �������	�	� ��� �����
�������� �� � "� � �����
������� ����� 	���� �� �� � ����� ��� ����� ������	� �	 �������
��������	� #��� ��!����	 �����$�	��� �	� ��������� �� ���� �� �������� �������	� ���� � ���	��
���� �� � 	������ �������� �� ������� ���� ��	��	������	 ��� �	������	� x > 0 �������	����	
�� x = 0� �	� ���� ������� ��� ��
����� ��	��	������	 ������	� �	 ��� ��������	� %�� �����
��	� ������ ���	 �������	� ���� � ���	�� ����� �� ��� ������� ������� 	���������� ���
������	� �� �������� ����� � ��!����	�

"� ��� ���	 ���������� ��� ���&�������� �� ������� ��	���� ��� �������� ��	�� �	 ��� x�t
������ '�� ������� ������ �� ��!���	� ���&�������� ��� ����������� �� �� � ������� � ���
��	� �� ��	���	� ������� ����� ������ ������ �	 ���� (�) �	� (�*� '�� ����� �� ��� �������
����� ��������	��	� �� ��� ����� ����� ����	�� �	 ��� ���� �� ����� ��� ��	� �	��������
x = 0� �� ��� ����� �� ϕ0 ��� �	 �	���������	 �� (x = 0, t = t0)� ���	 ��� ����� ������� ϕ1 =
ϕ0+ω′(t1− t0) ��� �	 �	���������	 �� (x = 0, t = t1)� +� ������� ��� ������� ����� ��!���	��
�� � �������	 x ������	 ���� t0 + Δt �	� ���� t1 + Δt �� ���� ����	 � Δϕ = ω′(t1 − t0)�
�	 ��� (�, ��� ��������	 �� �-������ ��� Δϕ = π� .� ��� tk = kToo ��� k ≥ 0� k ∈ N �	�
Δϕ = ω′Too� .� ������ ���� ω′Too /∈ N · 2π� "� �	 � ����� �� 	�� ��	����� �	 �������
��	��� �� � �������� p0 ���� �� �������� �� x = −r �� ���� t = t0� '�� ���&����� �� ���
������� ��	��� ���� �� ������ xo,p0(t) �	 ��� �������	�� �������	� xo,p0(t0) = −r� '�� �������

���&����� xp0(t) �	� ��� ������� ��	��� ���&����� xo,p0(t) ��� ������� � 1
T

∫ t+T

t
xp0(t

′)dt′ =
xo,p0

(
t+ 1

2
T
)

��� ���� T = 2π
ω
� �	 ����� �� �	���� � 	�	��������	�� ������ ����� ������� ��� ��

���� �	���	�� �� ���� � ���� �������� ���� �	 ������� ��	��� �� z = 0 	���� �� �� ��������
�� ��� �������	 xo,p0(t)� +�������� ���� � �������� ���� ��������	� �� �	 ������� ��	���
������� �� [xo,p0(t)− r, xo,p0(t)+ r]� �	 ��� (�, ��� ������� ���&�������� xp′0(t) �	� xp′′0 (t) ����
xo,p′0(t) = xo,p0(t) − r �	� xo,p′′0 (t) = xo,p0(t) + r ��� ����	� '�� ������� ������ �	������
��	���� ������	 ��� ���&�������� xo,p0(t) �	� xo,p′0(t)� xo,p′′0 (t)� ������������ ���� � �����
��!���	�� �	 ������ ��������	 �� kr� '�� ������� ����� �� xo,p0(t)� ϕp0 � ������ ����	�� �	 ���
���� �� ����� ��� ��������	 �� ��	�������� '�� �����������	 ��� (�/ ����� ���� ��� �������	
xo,p0(t) �� ������� � � ���� �������� �	����	��	� �� t� k �	� r�

"� ��� ���	 ������ ������� ��� ������� ������ 	���� �� ������ r
λ
� 1� %��� ��� (�, ��

������� �����	� ���� ��� ��0���	�� ����� r� ���� ������� ���&����� xp0(t)� xp′0(t)� xp′′0 (t)�
��� � ���� �	� �	���������	 ���	� ���� ��� t�� �� �x = 0�� '�� �	���������	 ���	� �� ��������
����� �� ��� �	���������	 ���	� �� ��� ��������	��	� ���&����� xo,p0(t)� xo,p′0(t)� xo,p′′0 (t)� ����
��� t � ��� 1�������� ��� ����� r ��� ����� ���&�������� ��� ����� �������� ������ ����$�	���
�����	�� �� ����	 � r� �	� ��� �� ���� ����� ��!���	�� kr ������� ������ '��� ���	��
���� ��� ���� ��������� ���������� ���� �	 �� ��� ���&�������� [xo,p′0(t), xo,p′′0 (t)] ������ ����
�	 �������� �	� ���� ������� ������� ����� �	� �������� �� ������� ���� ��� ���� ���������
�	������� ��� t � �� �� ������� ����� �	� ������� ������ �	� ���� �� ��	 ��������� �� �������
���� ��� ���� � ������� ������	����	 ������ �������	���� �	�� �	� �� � ������� ������ '����
����������	�� ���� ��� ����� ��� ����� r� &����� ��� �������� �� ���������	� ��� ��	���������	�
�� ��� ��	���� ������� ���&����� xp0(t) �� ��� ��	������� ���&����� ���� �	 ��� �������	��

��� ��� �����	�
 xp0
(t) = xo,p0

(t) + sin(ϕ0 + ωt) ��� xo,p0
(t) = x0 + u0t�

���� ���� �����	�� ���� z > 0 �z = 0 ������ �� ���������		� ����		���� ���� ������� 	���	� ��� �����
�� � z = 0

*2*
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������ ��	�
 ������� �� �� ������� ������ �� ����� ��������� ���������� ���� ������� ����
���� �� ��������� ≤ r�

������� ��� �� ��� �!������� ����!"���� �� r �� ������� ��� ���������� �� ��� �������
���#������ ���� ���"��� �� ��� ���#������ �� ��� ������� ������ ���� xo,p0(t) ≈ xp0(t)� $����� 
∂xo,p0 (t)

∂t
= u0 ��������� ��� %�� ������� �������

∂xp0 (t)

∂t
= v(t) ��������� ��� ������� �������

���� 1
T

∫ t+T

t
v(t′)dt′ = u0� &��� ����� ���� ��� ������'������ �� ��� ������� ���#������ ����

��� ���#������ �� ��� ������� ������ ��� ���� ���� �""��(�!������ )� ����*� �� ��� "�(�� �����
����� ��+����� ������� ��������� ���� �� ��+����� ������� ���� ��� ���������� !�� �(����
��� ������ "�(���� &�������� �� "�(�� ����� ��� ��������� �������������� ��� ���� �� ��
�""��(�!������

���������
∂xp0 (t)

∂t
�� x = x1 ��� x = x2 > x1 �� !���� �� ����������� �� ���������� 

������ ��+����� ������� ����� t̄2 ≈ t̄1 +
x2−x1

u0
���� xo,p0(t̄1) ≈ xp0(t̄1) = x1 ��� xo,p0(t̄2) ≈

xp0(t̄2) = x2� &�������� ��� ������� "���� ������� �� Δψ = ω(t̄2 − t̄1) ������� x2 ��� x1

ψ0(x2) = ψ0(x1)+ω(t̄2− t̄1)� $��� ψk(x) ������� ��� ������� "���� �� ��� ���#������ xo,pk(t)
�� "������� x� ,� ��� �������� � %��� "������� pk ���������� ���� �� ������� ������ �����
���#������ �� ���� �� xo,pk(t) ��� xo,pk(t = tk) = −r� )� ������� ���� xo,pk(t = tk + t̄1) = x1

��� xo,pk(t = tk+ t̄2) = x2� )� ω′Too /∈ N ·2π ��� ������� "����� �� x1 ��� x2 �� !������� ��
��!�� tk+ t̄1 �� tk+ t̄2 ���� �� ��+����� ���! ��� !������!���� �� ��!�� t0+ t̄1 �� t0+ t̄2� ,�
����!� ψk′(x) �= ψk′′(x) ��� 0 ≤ k′, k′′ ≤ k� -��� ���� ��� �� ��� "���������� �� ��� ��"�� %�(
j0(t) ���� Too ��� ��+����� k ��� ���#�������� xo,pk(t) ��� � ��!���� ����!������� �������� )�
"��������� ���� ��� ��� ���� ���#��� ������ �� �� ���"���� �� �� �� �+�"���� �� ����!�������
.��� �� �!��� r ��� %��� "�������� ��������� ��� t �(�� �� �""��(�!����� ��� ��!� ��!� ��
�� ����� ������� �������/ ��������� �� ��� ��'������ �� xo,pk(t) ��� ��!� �� ������������ ��
��� ���#������ ������� �� tk �� ����"������ �� k0� 1���� ��+����� ��� ��������� �(������
��� ���� � �������� �� ����� ��!� ���� ����� ��������������� ���������� !����� ��� ����
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���� �����	
� ��� �	���

������������� 	�
���	 ���	����� �� x1 �� x2 �� ��� ����� ��� �������� k ������ ���� �	
���������� �� ��� ����� �������� �� ��� ������� ������	� ����� �	 ����������� �� ��� �������
���	�� ��� �� ��� ��	�����	 x1 �� x2� ����� ��� ���	������ ��� 	�
��� 	����
��	 ���	����

�� � 	������ 
��� ����� �� ��� ��	�����	 x1 �� x2 ��� ��������� ���� �������� �� ���
������ ������� ��������� �� � ������ �������� ������	 ������ ��� ��������� ���� �� ��� �����
����
 ��� ������ ����
������ ����� ��	 	�
��� ����������� �� ���	 ����� �	 ������� �� ���
������ �������� ����	 ����		 	������ �����	 ����
 ��� ����
������ ����� ��� 	�
��� �	 ������
���� ���	� �����	 �������
 �� � 	������ 	�
��� ������� ������
 ��� 	�
��� ����������� �� ��
��������� ����� ��������������� �� �����
 � ��� 	�
���	 ck(x1, tk + t̄1) ��� ck(x2, tk + t̄2)�
��� ��������� ������� 	�	 ���� �������� ������� ���	�	� �� 	������
 �� ������� ���	�	 �	
	 ������� 
������ ���!���	 	 ������� ���� 	������
 �����	 tk ���� 	 ������� 	����
���	� ���������	�� ��� ���	���� ���	� ��������� Δψ ������� x1 ��� x2 "	� ����	 �� �
	������ 	������� ���� ������� ���	�	� ���������

K−1∑
k=0

ck(x2, tk + t̄2) = C(x2, t̄2) = f

(
x2 − x1

u0

)K−1∑
k=0

ck(x1, tk + t̄1) = f

(
x2 − x1

u0

)
C(x1, t̄1)

�#�$#�

����� f
(

x2−x1

u0

)
�	 � ������� ��	������
 ��� ����� �� ���	��� ��� ������� ������
��

%��� ���� ck(x2, tk + t̄2) �= f
(

x2−x1

u0

)
ck(x1, tk + t̄1) �� �� ��� ���	� 	���� Δψ� ����� �� ��

��� �������� ������� ���������	 ���� ���� �� �������� 	�
���	 �	������
� �� x1 ��� x2�
&� ��� ������ ���� �� ���	���������	 ��� ��� ������� �� '�� ��������	 xo,pk(t) ����
xo,pk(t = tk) = −r� �� 
�������(����� �� ��� ���	���� ������� ���"�������	 ���� ��� x1

�� ����	 t̄′1 + tk ���� t̄′1 �= t̄1 ��� x2 �� ����	 t̄
′
2 + tk� t̄

′
2 �= t̄2 ���� t̄′2 ≈ t̄′1 +

x2−x1

u0
� t̄′1

�	 ���� ��	������� �� ��� ��	����� ��������� �������
 ���� � ���"������ xo,p′k(t) �� � ���)

����� p′k �	� ���	�� ���� ����������	 ��	 ����������� ��	���� �� xo,p′k(t
(k)′) = 0 �� 	���

���� t(k)
′ ∈ tk + [0, Too) ��� ���� �����	 xo,p′k(t̄

′
1 + tk) = x1� *����� t̄

′
1

!∈
[
x1

u0
, x1

u0
+ Too

)
�

+� �� ����������� �� ��� ���� '� j0(t) ��� �� �� ��� ��!������� ��� � �������� 	��)

����
 �� ���	� 	����� ��� �������� ��� t̄′1 ��� �� 	������ �� �������	 �� Too� ���� t̄′1
!∈[

x1

u0
+ Z1Too,

x1

u0
+ (Z1 + 1)Too

)
��� Z1 ∈ Z� ,��������� t̄′2

!≈ t̄′1 +
x2−x1

u0
+ ΔZ1,2Too ����

ΔZ1,2 ∈ Z ��� Z2 = Z1 +ΔZ1,2� Z2 ∈ Z� -��	�!������ ��� 	������� �����	 �� �!� �#�$#�
���� �� �� 	������ �� Z1� Z2� ��	���������� ����� ���	 ��� ��'���� ��� ��	��	 C(x1, t̄

′
1)�

C(x2, t̄
′
2)� .�������
 �� �!� �#�$#� ��� �� �� ��� 
�������(����� ��	�		��� �� 	�� ����

	������	 C(x, t) ��� C(x′, t′) �� ��	�����	 x ��� x′� x > x′� ��� ���������� �� �� ���

������
� ������ f
(

x−x′
u0

)
� �� ��� ���� �� t = t′+ x−x′

u0
� ���� C(x, t) = f

(
x−x′
u0

)
C(x′, t′)� ,����

��� ������� ������	 ��)���� ���� u0� ��� 	������ C(x, t) ��	� ����	 ���� u0� �����

C(x, t) = f

(
x− x′

u0

)
C

(
x′, t− x− x′

u0

)
= f

(
x− x′

u0

)[
C(x′, t) ∗t δ

(
t− x− x′

u0

)]
.

�#�/0�
1� �� ��� �� ���� ��� ���	������ ��� ������ �� ��� �������� vk(t̄1, x1) �� ��� �������

���"������ �� �������� pk �� ��	����� x1 ��� ���� t = tk + t̄1 �� ��� 	�
��� �� � �����
�� ��	����� x1� vk ������	 � �������� ��������� �� x ���������� �� vk(t̄1, x1) �= u0� ���
������������� ck(x1, tk + t̄1) ���������	 �� ��� 	�
��� �� 	������ �����	 ������ ��� ������
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�� ������� 	
�� �� ���������� �	 �����
����� ����

����������� ��	�
 ��������� ��� ��� 	��� ���� ��� ����� �� ��� ����� ���� ����� ���
������� x1 � �	����� � 	��� �� �� ������������� ����� ������������ �� ������ �������
������ �� ��� ������ �������� ��� x ���������� �� x1
 ��� �� ��� �������� �������������
�������� ����� ��� ���� �
�
 �� x ���������� �� ������ ��� ��� �������� ����� c̃k(x1, tk + t̄1)
�� ������� x1 ���� � ����	������ ������ ��� ����������� ��	� tI ��� ��	��� �	��� ��	���
r ∈ N�� c̃k(x1, tk + t̄1) �= ck(x1, tk + t̄1) �ck(x1, tk + t̄1)� ������������� �� ������� x1

�� ��	� t̄1�
  � ��� ��� k � k′ ����� ��� ���� ck′(x2, t
′
k + t̄2) = f

(
x2−x1

u0

)
· ck(x1, tk + t̄1)

�t̄2 ≈ t̄1+
x2−x1

u0
�� ���� �� ��� �� ��	�� ���� ��� c̃k′(x2, t

′
k+ t̄2) ≈ f

(
x2−x1

u0

)
· c̃k(x1, tk+ t̄1)


!�� ���� ���� ��� �� ��� ������ ������������� �������� �� x ���������� ��� ���������

ck′(x2, t
′
k + t̄2) = f

(
x2−x1

u0

)
· ck(x1, tk + t̄1) ��� ���� �� ���"���� �� ϕk(t̄1, x1) = ϕk′(t̄2, x2) ���

��� ������� ������ ��� ���� vk(t̄1, x1) = vk′(t̄2, x2)� 	�
 ������
� pk ��� pk′ ��
 ��
�
���
k �= k′� � x2 − x1 /∈ N · u0T � ���� � �����
� �� ���� �
�
������ ���
 ��
 
���
��
 ��
� k′ ��� ��
 �
��
� ����
��
� ��� �
 ��
���
� � � �����
�
 ������� �� ����
 ����

��� ����
�� ���������� � �
�����
�� ��
 ����
� �� ��
 �������� �
����� ���
� ������
��
������

K−1∑
k=0

c̃k′(x2, tk′ + t̄2) = C̃(x2, t̄2) = f

(
x2 − x1

u0

)K−1∑
k=0

c̃k(x1, tk + t̄1) = f

(
x2 − x1

u0

)
C̃(x1, t̄1).

��� !"
	���� � ����� �
����� �� ������
� �� 
#� ���!�" � �����
� ���
� ������ ��
������ ��
�
��$�� ��� ������� ��
 ���
������� �� ��
 ���
�� ����� �� �
�
��� ������ �
��
�� ��
 ��
������ ���
�
���

%��
 ���� � � �
#��
� ���� KToo

T ′ ≈ L ∈ N ��� K �= L �T ′ = 2π
ω′ "� �
� �� ������
�


������� �� ����
 ����
 � �����
�� &�
 �� ��
 ��������
 �� ���
� ���������� ��
 ������

����
� ��� k ��
 k = 2l� l ≥ 0� l ∈ N� '� � lK ∈ N � ����� ��� K = 2lK � ��
� ����
 ����

������� � ������������ �����
�
��� ��� ��� ����
� k ∈ K · 2N� '� ��
 �������
 ����
� ��� l
��
 ��
� �� l ∈ [0, L − 1]� � � ���� �� ��������
 �� ��$
 L �� ����
 �� ������
 � ���
�
�� ����(
 ��
 �����
 �� ���
 lK ∈ [0, L− 1]�

'� ������ �
 
�����(
� ���� ���� ��
 ��
���� �����
������ �
�
 �
�����
� �� �����
������ ��� r ��� �� ���
� ���������� ��
� �� �
������ ��)�� �
#�
��
�� *�� ����
�
��� ��

�� ��
 ��������� �� ����� r ��� ��� ���� ��� ���
� +��
�
�� ��
� ���� ��
 ��,

��(����� �
���� �� ������ ���
�
�� �� ���
� ������
� ������ �� ������ �
��
� �����
��� ��
 -�� �

� �� �
 #�
����
��
'� ���
� �� �
 ���
 �� ��
��
������ .���
 ������ ��
������ ���
 �������� ��� ������
���
�
�� ������ �
 ���������
� ���
��� ��� ��
 ��
�
���� 
#������ ��� ��
 ����
����,
��� /
�� c(t, x, z)�

� tk + t̄1 ∈ [rΔt, (r + 1)Δt) ���� Δt ����� ��� �	
�� ��
	� ��	� tI ≤ Δt
�� �� ϕk(t̄1, x1) �= ϕk′(t̄2, x2) ���� ��� ����
�� ck(x1, tk + t̄1) 
�� ck′(x2, t

′
k + t̄2) 
�� �����
��� �� �
�������

�� �����
� ������� ��
� �� ��� �
�� 
 ����
��� �� x2 − x1 
� ��� ��	�� �� ����
� ���
���� t̄1 
�� t̄2�

��� �� ��� 
���	�� ��������
���� ��
����� �� x ��������� ��� ��� ��������
���� �
��� ��� ���� ����
ck′ (x2,t

′

k+t̄2)
ck(x1,tk+t̄1)

�= f
(

x2−x1

u0

)
 ���� ��� �
��� �
���� ������ �� ����
���� �� ��� �
���� f

(
x2−x1

u0

)
�

��� �� �� ������� ��
� 
 K ∈ N ������ ��� ����� KToo

T ′
≈ L ∈ N ����� �
�� ��
� �
���� ��	��� 	
� ��
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 �
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�� ���������� ������� �� �� ��� ���
� ������� lK ∈ N
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�
�� λ 
� ���� 	� ����
�� 	�� ����� �	���� u∗� 
��� �
������ ��� 	�� ���	� !�� 	������ 	�� �
����� ��������
�� )(��&*+ � ���	� ������
�� �������� 
� ���� 	� ��	��
�� 	�� 	�	�� ���	�


�!�� �	 �
�����	 �
�� ������� 
��� 	�� �� �� 	�� ���	� !�� 	������ 	�� �
�����
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� 	�� �	�	
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u∗ �� ��	��
��	
�� �� λ ��� u∗,����� ��
�� ���	� �������.

� u∗(λ) ������� 	�� ���	� !�� 	������ 	�� �
����� �������� ������ ������� 	��
���	� ������
�� �	��� ������� 	�� 	�	�� ���	� !�� ��� 	�� �
��  ���
	� 	�� ��	�� ����� u∗,������

/01



�� ������� 	
�� �� ���������� �	 �����
����� ����

� ��� ���������	
 �� u∗ ���� 
�� ����	
�� ���	��	� ��
��� ������ ���
����� �����
���� ������� ������� 
�� ���������	
 �� λ̄ ������ �������� ����	� 
�� ��	
�� �� 
��
��
�� ������� �	 y �����
��	�

� ��� ���������	
 �� u∗ ���� ����	
�� ���	��	� �� �	����	��	
 �� �	� �	������	�
������ ���� �� ������	
 ��� 
�� ���������	
 �� u∗ � λ� ����� ����	�� �
��	��� �	

�� ���� 
�����	�� ������

���� �����	� 
�� ���������� ����	 �����
��

�	 
�� �������	� 
�� �����
� ��� 
�� ������
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u0

1.5 �� 6.47± 0.55 5.45 1.19 1.19± 0.04 0.18
2.2 �� 8.19± 0.62 2.16± 0.05 0.26
2.8 �� 12.25± 0.97 10.54 1.16 3.00± 0.06 0.25
3.9 �� 15.96± 0.84 4.22± 0.09 0.26
5.1 ��� 24.85± 1.91 17.36 1.43 6.30± 0.15 0.25
6.7 ��� 38.09± 4.93 22.76 1.67 10.78± 0.29 0.28
8.5 ��� 51.13± 10.49 16.35± 0.58 0.32
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�	���� ������� ��� ����� ω �	
�� ���� ��� ������
� �� ��� �������� ������� ��� ω � ω∗�
���� �
 ��� �������� ������� 	�� ������ ������ ���
����� ���� �����	���
 ����� � ����
�� ������� ������� 	 ����� �� 	�������	�� 	� 	 ����
 ��
� ������ *� ������ ���� ���� 
��
���+ ��� ��� �� 	�������	���
 ����� �� �	��� �
�� ��� ������
���� �
 ��� ������
� �������
,
�����
	����� 	� �	���� ��
� ������ ���� �	�� ���� ����	���
� �	���� 	�� ������
���� 
���
�� � �����
 ��� �� ����	� 	���	��
�� ���������� ��� ��	�� ������
�� �	
�� �� ��������
-������
� �� ��	���� .� ��� ��	
�����
 ������
�� ω∗ ��� ��� '(� �� ����
 � ω∗ ∼ 1

τ
� ���

��� �� � ω∗ ∼ D
ζ2
� ��� �	���� ��� ω∗ 	� �	����	��� ���� τ 	
� ζ 	�� �������� �
 ��� !�/0�

τ 	
� ζ ���������� �	�� ��
 �	����	��� ���
� 	�� 	�� ������
���� ��� �
� ��
� �����
��
�����
 �� � �������
� 	
 �
������	� ��	������
� � ��� �
����� �� ��� ���	���� ������
)
 ��� !�/0 ��� ��������
��
� ������
�� �
��� u∗ = ω∗

ω1
���� ωu = 2π

NΔt
u ���� u = R 1�
��

	�� ������
���� 	�� ����2 �� ����
� ��� �
����	�
���� �	�� ��
 �	����	��� � σu

u
= 2

σζ

ζ

��� ��� �� 	
� � σu

u
= στ

τ
��� ��� '(�� )� u∗ < 1 ���� ����� ��	
� ��	� ��� ��	
�����


������
�� �� ��	���� ��	
 ��� ��	������
� ������
�� �	
��� )� u∗ > 64 ��� ��	������
�
������
�� �	
�� ����� � ��	���� ��	
 ��� ��	
�����
 ������
��� )� �	
 � ���
 ��	� �	����
��� u∗ 	�� ������	���	��� ������ ��� ��� �� ��	
 ��� ��� '(�� ��� ��� ������ ��
� ������
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�� ������� 	
�� �� ���������� �	 �����
����� ����

u∗ ≈ 1 ��� ��� ��	
 ���� �������� ��� ����������� ��� ������� ��� ��������� ������� ���������
�� ��� �� �������� ���� ��� ��� λ ������������ �� v���� = 1.5�

�
�� ��� ��	
 �� �������� ω

���������� ��� �� �������
 ��� ��� ����  ����� ����������� ��!���� ������ �� ���������
�� ��	"� #������� ���� ���� ���� ������� �� ��� 	��	
 ��� ����������� ���$��� ��	 ���
	��	 ����� �� ���������� %�� ��� %	 �� v���� = 1.5�

�

 ��� ���� ��� u∗ �� ���$��� 4 ���

8
 ���� ���� �� ��� ����������� ����������� ���������� �� ��� ��������� ������
 $���� ���
%	 ������������� �� �����
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*� ��� ���+ ��� ����� λ̄ $��� �������� ���� ����� ��� ��� ����� ������� u∗ =
√
λν
 $���

ν = η
ρ

��� ��� ����� η = 1002.0 · 10−6 ��

�·� 
 ρ = 998.2 ��

�3 
 ν = 1.004 · 10−6�2

�
��� $����

�� � ����������� �� 20◦, ��� � �������� �� 1����	� ��� ������������� ��� ���������� �����
����� �����������
 �������� σu∗

u∗
= 1

2
σλ

λ
� #� ��������� �����
 ��� ��������� ����� �������

u∗,
�
� ��� ��� ����� �������� ��-�� �� �������� �� � �������� ��������� ������  ���
./���01" ��� ����� $���� ��� �����

��� ����� �������� ���� ��� ����������� �� λ ��� ����� �� �� ������������ ������ ����
��� ��������� �����
 �������� u∗ � u∗,
�
� �� ��������� ��� ��������� ������ �� ���������
�� ����������� ������ �� ����������� �!���� ������ ����� ����� �� �� � ���������� ��!�������

%�� ����� $��� ������
 ��� ��	 ��� 	��	 ����� ������������ ������ ����� ��� u∗ ��
�������� �� ��� %	� 2�������
 ��	 ��� 	��	 ����������� ���������� �� ��$ $��� ������
��� ����� ��������� ����� ��� λ
 �� ����������� �� ��� ��������� ������ �� ��� ������ ���
���������� ��� ���������� *������������
 ��� ����� ��� u∗ �� ��� ��	 ���$ � �������������
���� ��$��� ������� ����� �� � $��� ����� �� v���� = 5.1�

�
� ���� ����� �� ����������� ��

�� ���������� ���� � ����������� ������ �� ��� ��������� ��������� �� ��� -�$ ������ ������
���� $��� ����� ��� ���� ��� ��	 ���� ������� �� �������� ����� ��� ���������� ���

�������� ����	 
�� ������������	��������������������������������������
�������
 �	 ������ ���
 !�"�
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�� ������� 	
�� �� ���������� �	 �����
����� ����

���� ����� �	��
 ���� ��
	���� �λ� ���� ��
	���� ��	������ ����	
v���� ��

�
� u∗ � ��

�
� ��
����� u∗,�	�
� � ��� � u∗

u∗,�����
1.5 �� 0.65± 0.12 0.20± 0.03 3.25
2.2 �� 0.77± 0.11 0.31± 0.02 2.48
2.8 �� 0.90± 0.16 0.40± 0.02 2.25
3.9 �� 1.49± 0.09 0.53± 0.03 2.81
5.1 ��� 1.34± 0.29 0.74± 0.04 1.81
6.7 ��� 1.81± 0.33 1.19± 0.06 1.52
8.5 ��� 2.64± 0.54 1.77± 0.10 1.49

���
� ����� �	���� 	� 	! ���� ��
	���� u∗ � ��
��
���� !	� λ "��� u∗,�	�
� !	� � �	#
������ ��
�����$ %��	��� �&�	�'()��

��� ������ ���� !	 ��� � �	�����	� � ��� ��  ��� �	 $�*� �	� �� 	���
� *�
�� ��

	" "���  ���� � +! ��� �� *�
�� !	 u∗ �� �,���	
���� �	 
�$� "���  ���� - ���� .�
"�

 ��� ��� *�
�� ����� ��� ��� ���	�  ��� �	 �� �� � "���  ���� �	��� v���� ≈ 4�

�
-

"��� �	�� 	! ��� �	��
 ���
� �	�*�����$ *�
�� � ��� � �� ���	����� "��� ��� x#t
���$�  �	"� �� .$� ���- "��� "�*� !	����	�  ��� �	 �� ��$
�$��
� !	 ��� ����  ��

� �
"���  ���� ��� � �
��
� *� ��
� !	 ��� ���� 
�$� � "���  ���� �

+� ���
� ��� ��� ���	 ���"��� *�
�� 	! u∗ 	������� !	� ��� �"	 ��/���� ���	���� ��

� ���� +� � ������� ���� ��� ���	 ����� � !	 ����� ��$ "���  ���� � �	  ��

 "���
 ���� � ���	 	! u∗

u∗,�����
≈ 1 "	�
� �� �,������� ����� �� 
�$� "���  ���� � 
�$� !����	�

	! ��� �	��
 �	������ 0�, ��� �� �  ���� �	 ���� ��� "�*� ������
- � �  �� ��
� ����
��� ���	 u∗

u∗,�����
����� � � +�  ��� - � �! ��� *�
�� 	! u∗(λ) "��  ��!��� �� � �	� ����

!���	 "��� � ���� �	 ��� �!����� *�
�� u∗,�	�
��
+�  �	�
� �� ����� �1��- ���� ��� �*�
����	� �
$	���� ��� ������ ��� �	��
  	
���	� !	

��� ��� ��*� ���� ����2�� �$��� � � �������
  ���
���	�� �	 ��� �������
  ���
���	�-
��� 	�$���
 ��/������
 �3����	� �3� �4�45� �
	�$ "��� ��� �	����� �	�����	� !	 ��� ����
0�, ��  	
*�� �������

� !	  �6�����
�  ��

 ����  ��� � % �	 �� �������� ��*� ����
!	���- �� � �  ���� ���� �	��- ��� ��*�
	���  	
���	� � "�

 � ��� �*�
����	� �
$	����
�	$���� "��� �� ���
��������	� �� �	����

�	�	*�- !	 v���� = 1.5�

�
- �

 ���� �	��
 �	������ �� ���� �������	� 	! u∗- "����

��/� �� � !���	 	! ��	�� 3 "��� ��� �!����� *�
�� u∗,�	�
�� +� � ���	���� �	 �	�� ����
�

 ���� �	��
 �� ����������� 	! ���� 	���� 7 �����

� !	 ��� ��- � �	��
���
� ��/����
���	��� !	 	�������$ ��� β �,��� �	� β(u0, λ, ζ) ��� ��� ��*� � �,��� �	� λ(β)- u0(β)-
ζ(β) �� ���� � �� � �	����� �	 ��� ����

��� � !��� ��������- ���� ��� ��*����	� 	! u∗ !	� ��� �!����� *�
�� u∗,�	�
� �� ��� �	
��� ���
 �/��� - �	��
 �����3����� 	 ��� ������ ���� �� ������� �

���� �	���� �	��
 �����3����� - �� �� �
���� ���� �����	��� ���� ��� ����������	�
	! λ  ��� �	 ������  �	�$
� 	� ��� ��	 �� �	��
� �	  ��

 "���  ���� - ��� �� $�*� 
��� �	 � �
�� ��
� � �
� 	! �

 �	��
 � 8��- �	� �����$ ���  �� ������
 ��*����	� !	� ���
�!����� *�
�� - ��� �� �	� �	�  ��� �	 �� � ��
� ���3���� �	��
 �����- �	*���� ���
�	������ ��
�����$ ����	� � �� ���� 9� ��� 	��� ����-  ���� ��� �� �������� "���
� ���� �	 ��� �	������ ��
�����$ ����	� ���	��  ��

�- ��� ���3���� 	! ��� ���
 ��� �	 ���	*� !	 ����� ��$ "���  ���� � ��� �� ��� ��� �	�� �� ��  	��  �� �
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���� �����	� 
�� ���������� ����	 �����
��

���������� 	
� � ������� � �
��� �������� ������� �
� �������� ��������� ������ ���
��������� ������ ����
 ������ ���
 ��������� ������ ����� �������� �
� �������� ������ 	
�
�� � ����� � ��������! ����
 ����������� ��������� ������������ �� �
� 
��� � �
����
�����
"�� �� �
� ����������� ������ �# ��������� � �
���� ������! �
�� ���������� ���� 
���� �#���
��������� ����� �
� 
���������� ������� y ����������� 	
�� ������� ��������� �������


�� ���� ������� �$����� ��#��� �������� �
� ������ �� �� �! ���
���
 �� 
�� ���
���� ������� �
�� �
�� �� �������� %��� �
�� �
� ��������� �������
 �� ��� ������� �� �
�
��������� ����������! ����� �� ����������� ������ 
��� ���� ������������ �
����

&������������! �
� �� ���� ��� ���� �� ����� ������ �������! ���
���
 �� �������� �
��������� 
��� � �
���� ���� �
�� ��������� ���
 ����
 ��� �� �
�� �
���� �� � ����������
������� �
� � ������ �# � ��� ��� '�������! ������� #�� ����� ��� ����� ���� ������ ��
������ �� �
� � ��� �� �
�� �� �
� ��� &� ����� �� ���������� �
� �������������
�# λ! �� ����� �
���#��� �� �# ��������� �� ������� ���� �������� ������! ����������� #��
�
� ��� ��� ������ ���� ����� �������

	
� #�������� ���� �������� ���� ������ �
�� ����� ���������� �� �
� ��������� �# u∗(λ)(

� &����$������ �# ��������� ������! ��������� �� ���������� �# u∗ ��� �� �
� ������ �����
���������� �# ��������� λ�

� )���� �# ���*����
����� ������ ���
���
 �
� ��������� � �
���� ��������� �� �������
��� �# ����������� ������� 	� ������� ����������� ���� #�� ����� ����� ����������!
������� ��������� �� y ��������� ��� ���#������ 	
�� ���� ��� ��� ������� �� �
��������� �����������

� 	
� � ������� �# � ������� �������� ����� ���������� �
� 
��� �������� ����� ��
������� ������������� �# ���� ���� #��������� + ������ ���� �# �
� ���#��� ,��
�������� u0 �
����
 �
� �������� ����� �� �������! u(z) = u0 − λz� 	
� �����������
�$������� #�� 
��� ��������� ��� ��� ������� �� � ��������� ���� ���#����

� -
�� � ���� ���� #����! ������� ��������� 
�� �� �� ���#����� ����� �� ���� ����*
������! �������� �
� ��������� ���������� �� �
� ����� ����������� #��$�������� 	
�
������� ��������� �������� �� ����� �� � ������ ������������� �# �
� ������� ��������
��� �
� ���#��� ,�� ��������! �
��
 �� ���� ����� #�� ����� ��������� ������

� 	
� ������������� �# λ ������ �������! �
����� u∗,����� �� �������� �� � ��������
��������� ���
�� �./��012� �� � ���������� ��� ��������� �������� ������ &� ./��012
�
� ���� ���� 
�� ���� �������� ��� �� ��� #���� �
�� �
� ���� ���� �� ��� 
���*
������� ���� �
� ���#��� ���� �# �
� ����3���� �
����� ��� �
�� �
���#��� �������
,���������� �# �
� �
��� ������ ��� �� � �������

� + ������ ���������� �# λ �� �
� ������������ �# β(0)� &# β(0) ������ �� ��������
���������� �����
 �� �
� ���� �� ������ ��� �� ������� ��
������ �� ������� ������ ��
����� �����! � ������������ ������������� �# λ �������� ����� �� �� ��4���� �� ���������
�
��
�� �
� ����������� ������ �� ���� ��! �� ���������� ���������� ��� ����� #���
��������� β(0) �# � ���*���� �� �������
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� �� ���������� 
� �
��� 	������	��� 
� β(0)� �
� �
�������� ���� ��
	 � ��	������
��	�����
� ��� ������ ��� ��� 	���
� ���� ���� ��
��� �
 �
��� �
������ �����
�
�������� ���� ������� �
 �
��� ��� �
� ���� ����������� �� 	���� 
� ��� ��	������
��	�����
��

� �
� 	
����� ��� ���������
� ����� 
� ����� �������
� ��� �
� ���� �
��������� ���
������ ����� �������
� �� ����	�� �
 �� ���
���� �� ��� ������� ���������

� �
� 	
����� ��� ���������
� ����� 
� ��� �������
� �������� �� ��� ��	��� ��� �
�
���� �
��������� ���� ��� 
���� 
� ��� �������
� ��
	 �� ����� ����� ������ 
� �� �����
��	�������� �� �
� ����� ���
 ���
���� ��� ��	��� ����� �� ����������� �� �	����
��
	 ��� ����� ��������

� !������	��� ���� �� �
� �
������� �
� �
������� ������� ���
	
�������� �� y ������
��
� 
� ��� ����� ���������� ���� 	�� ���� �� � ��� �� ����� ���� �������
� ��� "
�
�������
� ��� �
� ������ �������� ���� � ����� �������� 	�� �����
 �� ����� ���
��	�����
� ����������� ���� ������� ���
�� ��� ����	�����
� ���
�� ��� ��	�
���
����	�����
� ����
�� ������� 
� ��� �
����
� �� y �������
� �� ����� � �������� ���
���� ��� ����	�����
� ����� �
������ ��� ��������� 	������	��� ���� �
������ 
� �
���� ����
� ����	�����
� ���
� �� x �������
�� ���� ���� � ����� �������� �� ����	��
����� 
��� ����� � ��
�� �������� �
� ����� ��� ����� ��������� ��� �� ����	�� �
 ��
�
�������

� #� ���
������ 	����� 
� ��������� ����
� ���� �� ���� �
���������� �
� ��� 	
����

� �� ��� ��������
� ��
��	� ��� ������
����� �
� ��� ��	������ ��	�����
�� �� ���
���� ��
�� ���� ��� ����
 u∗

u∗,�����
�
��� $������% �� ��������� �� ���� � �
������

����
�� &��� �

��� �
� ���� � ����
�� ��� '���� 

� ���
������ 
� ��� ��������
��
 ����	����� u0 ��� kh ���� ��������� ���� ��
��� �� ����� ���
 ���
���� (����
����	���� �����	�����
� �� ����� 
� ��� 	������	��� 
� β(0) = β1,(0) + iβ2,(0)� �
�
������
� ��
	 ����� �
 m �� ��'����� �
� ���	����� ������
�� �� �� �������� ���� ���
������� ���
����
� �� ��
� �� � ����
� 
� ��� ������ 
�����

� ��� ��������� ������ ���� �
� u∗,����� ��� ���
������

������� ��	 �
� ��	������ ��	�����	�

�� ��� )�*+ �
 )�*,� ��� ������� �
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������ ��	
�� ��� ������� �������� kh ��� ��� �� �� ���� ���� ������� �� ��� ������
����� �� �� �� ��� �� �� � �����  � !"��	
# � ��������� �����
$���� �� �����  �� ��  ��� �%�����&  �� ������������ �� ������ �� � ��� ��'
�� ��()� ��� ��������� �� ���  ��� ������� ����������� �� %��� ���
*��� ����� �����������

������ ������������� � �� ��������� �� ��� ��������� *������ ��� ���� ��  ���� �����
� �+���� ���% ������ ����� ���%& � %������� �%���� ������  ��� �� ��� ��� *�
���� �� �����%��� kh� ��� ��* ����%������ ������+�� �� ��������� �� !"��	
#� ���� ���
%�����%��� �� ���� �  ��������� �� �,�� ���% ������ ��� �%�� *��� ������ ���
��������� ����� �� ��%��� �� *��� ��� �� ����� *����� ����� ������� ��� ����� *���
������  ���������� ����%��� �� ��� ��� �� *��� ��� ��������� �� �� ������ �� ���
������ *��� ����� ��*����& ��� ��� ���� � ����� ���% ���� ������ ������ ������
���������%��� ��� ��� ������� �������� kh& *���� �����  � �-������  � ��� ���������
���� ��� �� ��� �������� .�� �� �� ��� ������� ���� �� *��� ��/������� ����  ��
���+������� ��  � ���� ��� �������� � ���� *��� ������� �����& ��� ��0����� ���+�����
����%� �� ��������& ������� ��� ��� ��������� ���+����� ω∗ �������� ��� ���������
*��� ������� ����� ��� ��� ������ ��%����� τ �� ζ �� ����  � �����%���� ���� �� �����
�� ��� ��� ����� ����%�& ��� ���� ��� �� ��� ������� %,�� ��� �����%������ �� kh ���%
��� ���� ������ ����������� ��/���� � ����� *��� �������

1� �� ����*����� ��� ��� ��������� �� ��%����� *��� ��� ��* ����%������ ������+��
��� �����2����� �%���� ������� ������� �� ��  ��� ����� �� ������� 3�	�	& ��� %�������
�%���� ������ ������ �  �������� %���� ����������� �� �� ��� ����� ����� ��� ���
�����%������ �� kh� 4������& ��%���� ����%���� ��� �� ������� �� ��� ���� ������
�����2����� ������� �� ��� %���� ������� ���% ��� %������& %���� ����������� �����
��� β1,(0) �� β2,(0)& ����� ��%����� ��� ��  � ����%���� ���� �� ����  � ������ ��� ��
��� ����� ��%�����& 2�����  %���� �������� �� ��� %�����%��� �� ��� ��� �������
���� ��  � 2-��� ��� ��%���� ����� ��� ����%�% ��  �������� �� 2� %������

5'�
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���� ����� v���� �
�

�
	 kh 
� � ��

�
	 kh ��� � ��

�
	 kh �
 � ��

�
	

1.5 �5 ��	 68.76± 14.89 40.77± 5.03 54.46± 3.65 �5 ��	
2.2 �7 ��	 90.07± 16.10 58.45± 17.73 67.40± 3.60 �6.3 ��	

76.16± 3.11 �7.9 ��	
2.8 �9 ��	 93.56± 22.49 66.87± 18.14 76.16± 3.11 �7.9 ��	

92.34± 3.75 �10 ��	
3.9 �12 ��	 98.23± 6.14 136.39± 60.44 115.45± 4.94 �12.6 ��	
5.1 �16 ��	 279.84± 89.89 207.09± 7.37 �15.8 ��	
6.7 �22 ��	 460.04± 116.69 366.00± 10.31 �19.9 ��	

517.31± 16.96 �25.1 ��	
8.5 �29 ��	 482.54± 108.02 517.31± 16.96 �25.1 ��	

702.63± 36.02 �31.5 ��	

����� ����� ���� �������� �������� kh �� ��
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��� � � 
� ��� ��� ��� !�"����� �� ���#

������ $��� ���" %&'�()*� � � +��'� �� ����,��� ��������� � � -��� .��������
���/'����� ��������� ���� ���'�� � � -��� .�������� ���/'���� ��������� ��
� � 0��� ���'"� ��� ������ �� �� �1��� "��� �� �+��������

���� ����� kh 
� � ��
�
	 kh ��� � ��

�
	 〈kh〉 � ��� 	 kh �
 � ��

�
	

v���� �
�

�
	

1.5 �5 ��	 68.76± 14.89 40.77± 5.03 54.77± 7.86 54.46± 3.65
2.2 �7 ��	 90.07± 16.10 58.45± 17.73 74.26± 11.97 71.23± 2.44
2.8 �9 ��	 93.56± 22.49 66.87± 18.14 80.22± 14.45 84.64± 2.46
3.9 �12 ��	 98.23± 6.14 136.39± 60.44 117.31± 30.38 110.12± 3.90
5.1 �16 ��	 279.84± 89.89 279.84± 89.89 214.84± 7.03
6.7 �22 ��	 460.04± 116.69 460.04± 116.69 427.11± 9.20
8.5 �29 ��	 482.54± 108.02 482.54± 108.02 630.24± 22.93

����� ��2�� 3+���.�� ���� �������� �������� 〈kh〉 = kh,��+kh,���
2

�� ��

�
���" 
� ��� ���4

!�"����� �� 5������� 6����������� ��������� $��� ���" %&'�()*� � � +��'� ��
����,��� ��������� � � -��� .�������� ���/'�����
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���� ����� v���� ��
�
	 ū0 
� � ��

�
	 ū0 ���� � ��

�
	 ū0 ��� � ��

�
	

1.5 6.47± 0.55 7.02± 0.46 6.51± 0.38
2.2 8.19± 0.62 10.83± 1.42 10.89± 1.83
2.8 12.25± 0.97 14.51± 2.20 15.60± 2.46
3.9 15.96± 0.84 21.68± 2.09 19.52± 3.57
5.1 28.89± 13.82 24.85± 1.91
6.7 43.28± 3.87 38.09± 4.93
8.5 56.21± 13.95 51.13± 10.49

���� ����� ����������� ���� ��� ������� 
��� ������� ū0 ��
��

�
��� �!� ��"����� �������

���� ����� v���� ��
�
	 λ̄ 
� � �

�
	 λ̄ ���� � �

�
	 λ̄ ��� � �

�
	

1.5 41.97± 15.12 36.44± 11.98 38.58± 24.28
2.2 58.70± 17.41 157.97± 41.69 182.64± 34.54
2.8 80.28± 27.81 227.84± 71.13 333.23± 146.91
3.9 222.60± 27.91 344.58± 107.77 447.73± 203.25
5.1 538.22± 186.29 179.27± 78.65
6.7 1218.81± 316.14 328.00± 119.36
8.5 1391.94± 581.33 691.99± 285.54

���� ��#�� ����������� ���� ��� 
��� ������� $������� λ̄ �� �

�
��� �!� ��"����� �������

%� ����� ��& � ������ �������������	� �� �!� ��������� ���� ����������' �!� ���� '��������
���(���� �� �!� '�������� ���(���� ���� ��� �!� ������������ �� �!� ���� ��'��� ���
���������� �����)��* �!� ���� ���� ��� 
� ��� ��� ���� �)���'��� +������������ ���
�!� �)���'�� )����� ��� ��� �!� ������������ ��������� )����� ���� �������� ����' �����
�����'�����	��� %� ��� �� ���� �!�� �� ����� ����� �!� �)���'�� ���� ,�� )�� ���� �!�
��������� ����� !�� ��� �� ���� �� � !��� �!�� �!� 
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%� ������ ��� �� ��./* �!� �������� ���������� ��� �������0���

�� ��� ��� ���� ��	
�� (x1, y1) �
� (x2, y2) �� 	��
 �
� ��� x1 ≤ x ≤ x2� ���
 �� �	
��� 	
��������	�


y(x) 	� 	��
 �� y = y1(x2−x)+y2(x−x1)
x2−x1

� �� σy1
�
� σy2

��� ��� �
�����	
�	�� ��� y1 �
� y2� �������	�����

���
 �� ����� �������	�
 σy 	� 	��
 �� σy = 1
x2−x1

√
((x2 − x)σy1)

2
+ ((x− x1)σy2)

2
�

��� ��� y = 1
2 (y1 + y2)� ���
 �� ����� �������	�
� σy = 1

2

√
σ2
y1

+ σ2
y2
�

1&.



�� ������� 	
�� �� ���������� �	 �����
����� ����

���� ����� v���� ��
�
	 u∗,w 
� � ��

�
	 u∗,w ���� � ��

�
	 u∗,w ��� � ��

�
	

1.5 0.65± 0.12 0.61± 0.10 0.62± 0.20
2.2 0.77± 0.11 1.26± 0.17 1.35± 0.13
2.8 0.90± 0.16 1.51± 0.24 1.83± 0.40
3.9 1.49± 0.09 1.86± 0.29 2.12± 0.48
5.1 2.32± 0.40 1.34± 0.29
6.7 3.50± 0.45 1.81± 0.33
8.5 3.74± 0.78 2.64± 0.54

���� ����� ����������� ���� ��� ��� ����� ����� ����� ������� u∗,w �� ��

�
��� ��� ���!

������ �������

���� ����� v���� ��
�
	 ζ 
� �μ�	 α ���� � 1

��·�	 τ ��� ��	
1.5 748.74± 162.10 0.38± 0.23 11.15± 2.75
2.2 571.57± 102.16 1.40± 0.54 5.43± 3.29
2.8 550.21± 132.27 2.45± 0.87 4.14± 2.25
3.9 524.06± 32.73 16.43± 11.15 1.00± 0.88
5.1 78.47± 28.55 0.24± 0.15
6.7 290.11± 82.96 0.09± 0.04
8.5 411.16± 181.74 0.08± 0.04

���� ����� �������� "��������� ��� ��� ��#����� ������� ζ �� μ� �
�	$ α �� 1
��·�

�����	$ τ �� � ����	�

���� ����� v���� ��
�
	 kh 
� � ��

�
	 kh ��� � ��

�
	

1.5 68.76± 14.89 40.77± 5.03
2.2 90.07± 16.10 58.45± 17.73
2.8 93.56± 22.49 66.87± 18.14
3.9 98.23± 6.14 136.39± 60.44
5.1 279.84± 89.89
6.7 460.04± 116.69
8.5 482.54± 108.02

���� ��%&�� '��� ������� ������� kh �� ��

�
��� ��� 
� ��� ����

()(



���� �����	� 
�� ���������� ������ �����
��

���� �����	� 
�� ���������� ������ �����
��

�� ������� 	
� ������ ��� ��� ���������� ���������� ���� ���� ��������� ���� ���� ���
������ �� �������� ��� ��� ��� ��� ���� �� ��� �������� ���� ������ ��� ���� ����
 ������
 !�� ��������� ������ ���� ��������� ���������� �� ����� ���� ��������
�� ��������� ��� ��������� ����� ���� ����� ������� �������� ����������
 "� � ������ ���
��� ���� ������ ��� �������� �������� ����� ��� ��� ����� �������� u∗,w ���� �����#������
������ �� �������� �� ��������� ����� ���� � ������� ��������� ��������
 $������� ��
�� �%������ ���� ��� ������� ��������� ������ ��� ������ ������� ����� �� �������
���� ��� ����� ������� �� ��� ����� ���� �� ������� �� ��� ������� ��������� ���
������ &������� ���� �� ��� ������� ������ ��� ������ ������ ��� ���� �������'
 !��
��������� �� ��� ������ ���� �� ��� �������� ���� ���� � ����� ��������� �� ����������
���������� �� ������ ����� ��� ���� ��������� ������ �
�
 ���� ��� ����� ��� �� ��� ������
��� � ��(����� �� �������� ���������� �� ����� ���� ������� ��������� ����������

�� ���� ������� �� ���� ������ ��� ������ ��� ���������� ��� �������� ��������� �����

�� �������� ������������ ��� ������������ ���������� �� ����� ��� ������ ��������� ��
� ���������� �������������
 "� � ����� ���� ��� ��������� ���������� ���� �� ���� ��������
��� ��� ��������� ������ ��� �� ����������� �� � ���� ������� ��� ����������� ����
�� �������� ��� � ���� ��������� ��������� �������������


������ ����	
	�	
� �����	�

)� ����� �� ���������� ��� ������ �� �� �%������� ����������� �������� ��� ��� ����������
u0� λ ��� τ �� ��� ��� ��� ��� ��� ���������� λ ��� z∗ �� ��� ��


���

!�� ����������� �������� �� ��������� �� ���� ���� ��������� ����� ���������� �������
���� ��� ��� �� ������ �� �� ��� ���
 *� �� ������� ���������� ��� ����� �� ��+�,
������� ��������� �� � ���������� �� ���� �� ������ �� �� R = T

T��
= 64
 !�� ���

���������� ���-

u0 = 0.4
�

�
;λ = 100

1

�
; τ = 0.05�;

Δx = 1��% ≈ 786μ�; ν =
1

Δt
= 100$.;R = 64; u = R;N = 2048;

ω���� = 2π
u

NΔt
≈ 19.63

1

�
;ωτ ≈ 0.98.

!�� �������� �� �� ��������� β(0) ���� u0� λ� τ ��� ��� ��� ��� ���� �� ���� ������ β1,(0)

�� β2,(0) �� /������ ��� �� ��� ���������� u0 �� τ ��������
 !�� ��������� ��� ����������
&��� �� ����� �� λ' ����� ����� ������ ���� ������� �� ��� �������� ������
 !�� ���������
�� β1,(0) �� β2,(0) ��� ���� �� �������� �� ��� ��������� �� λ ��� ��� ����� ��������� ���
/��� ��������
 "�� ����������� ��� ��������� ���� ��� ������� ��������� �� �������� �
0
��� �
1

!�� ������ ���� ������� β1,(0) ��� ����� �� #�
 	
23
 !�� #��� ��� ����������� �� #%��

u0� ��� ������ ��� �� #%�� τ 
 �� �� ������ ���� ��� � ��������� �� β1,(0) �� ���� 10%

0�1



�� ������� 	
�� �� ���������� �	 �����
����� ����

�� ���� u0� τ ��	
�� ���� 20% ���	��� λ ��	
�� ���� 400%� �
��� u0 
� ���� ��������
��� ��	
��
� � β1,(0) �
	����� �	�������� 
�� � ��	
��
� � λ ���� ���� ��� ����� � �������
ωτ ≈ 1 �	 ��� ����� ��	�!���	� � "�� �������
� �	 β1,(0) ���� ���� ��� λ ����������


� ����
��� 
� ���	���
�� � ��� �
��
(

λ2D
u3
0

)n
3
� n ∈ Z� #�� � ��� �!������� � ��� �����
��

D ∼ 10−7� ��� β1,(0) ���������� � λ 
� ��	� ���� �	 �!��� λ ∼ 102 ��� 
� ��	� ��� λ
���������� � β1,(0) 
� ��	� ��	��� $������ λ ��	
��� ��� τ ����� � ������ 
� 	��	 �
���� u0 ��� β2,(0) ��������

%� τ 
� ���� ���� ����	 	� 
� ��� &��' � ��� ��	
��
� � β1,(0) 
� ���
� 
�� � ��	
��
� �
u0 ��� λ� "�� ��	
��
� � λ 
� �
!
��� �
��� λ ≥ 0� "�� ��	
��
� � u0 
� ���� 20%�

(���� β2,(0) 
� ��	
��� "�� 	������ �	� ���� 
� ��� &��)� *��
�� ��� �	�� 	� �		������
� ������� u0� ��� ���	 	� � ������� τ � %� τ !�� ������� ��� ��	
��
� � β2,(0) 
�
�
��	
����� ������� � ��	
��
� � τ ����� 10% ��� λ ����� 4% � ��
�� �����
�� ���
	����	 �!��� ��	
��
� � λ ���� ���� ��� ����+  � *�� �	 β2,(0) ��� ��	�!���	 λ ���	�


� ���	���
�� � ��� �
��
(

λ2D
u3
0

)n
3
� n ∈ Z� "���� 
� τ 
� ���� ����� ��� ��	
��
� � β2,(0)

�	�������� 
�� � ��	�� ��	
��
� � λ ����� 600% � "�� ��	
��
� � u0 ����� 12% 

� 	���
	�� � ���� β1,(0) ������� ��� ������ � λ� ,� ��	�� ����� 
�����
���
��
���� �� ��� ��
�� ��� 
���	�� β ������
�� �	 ��� �-. �����
� ��/ � $�� ��	����
�	! ��
� ���!��� 
� ���!�� ��
�� ���� λ 
� ��� ��	�!���	 !�� ����
�
�� � 
�����	���
!����	�!���� � β(0) ����	�
�� ��� �-.�

��

"�� ����
�
�
�� ������
� 
� ��	�	!�� �� ��
�� �!� ��	�!���	 ������ ���
��	�� ���
���
���� ��� 0. 
� ����!�� � �� ��������� �
��� ��� �� ���	�
!��
� �	 ��� ��	������
�	������� 	��
!� 
� ���
������ R = 1 
� ������

u0 = 0.1
!

�
;λ = 10

1

�
; ζ = 5.0 · 10−4!;

Δx = 1�
� ≈ 786μ!; ν =
1

Δt
= 2412;R = 1;u = R;N = 2048;

ω���� = 2π
u

NΔt
≈ 0.074

1

�
;

√
ω
ζ2

D
≈ 0.35.

"�� ���	��� 
� � ����	!
�� β(0) �	! u0� λ� ζ �	 ��� 0. ��� ���� � ��	� �
���	 β1,(0) 	
β2,(0) �� ����
�� u0 �������� "�� 	�!�
�
�� �� ��	�!���	� ζ ��� λ ����������� ������
�
�� 	������ � ��� 	
�
��� ��
��� "�� ��	
��
� � β1,(0) 	 β2,(0) ��� ���� �� �!��	��
� ��� ��	
��
� � ζ ��� λ� *�� ��������
�� �	� ��	�	!�� ��
�� ��� �	!���� �	������� 
�
����
�� ��� ��� ��+� "�� 	������ �	! ��	�
�� β1,(0) �	� ���� 
� ��� &��&� * ��	
��
� �
β1,(0) �� 10% ����� � � ��	
��
� � ζ �� ���� 4% �����	 	� ��� � λ �� ���� 450%
����	 	� � 3�	�
�� β2,(0) ����� � ��� 	������ ���
���� 
� ��� &�+4� * ��	
��
� � β2,(0) ��
10% ����� � � ��	
��
� � ζ �� ���� 6% �����	 	� ��� � λ �� ���� 5% ����	 	� �
"���� λ 	����� !��� !	� ����
�
�� � ��	
��
�� � β1,(0) ���� � ��	
��
�� � β2,(0)�

+�5
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���� �����	� 
�� ���������� ������ �����
��

R ∂λ
∂u0 |u0=u0,���

∂α
∂u0 |u0=u0,���

8 1.2 · 103 1.4 · 103
64 4.1 · 103 5.6 · 104

����� �����	 
������ �������� ��� ������ �����

����

�� ��� 
��
 �� ���� ������ ����� ���� u0 �� ��� ������  ������� !���" β(0) �� #���
$������� ��� u0 �� ������� ����%� � %� �� ���� ��� �� ��$�  ���� �� u0" ��� $���������%
 ����� �� λ ��� α �� $��$������ ����% ��� �� ��� β ���������� �� ��$���� &�&� ��� ����
����� �� �%� ��'� �� �������� ��� � �������� �� � ���������� ��(���$� �� v���� = 2.2�

�

��� R = T
T��

= 8 )ν = 30*+,� ��� ���� �� �%� ��'' $�������� �� � ���������� ��

v���� = 2.2�
�
��� R = T

T��
= 64� - %����$�� � �������� .����� ���  ����� �� ��� %�������

∂λ
∂u0 |u0=u0,���

��� ∂α
∂u0 |u0=u0,���

�� ��� �� ������ ������� )$���������% �� u0 = u0,���,

�� ������ �� ����� ����� -  ������� �� u0 ����� �� � ����� �� β1,(0) ��� β2,(0) ���$� ���� ��
�� $���������� �. � ����� �� λ ��� α� !� ��� ��������% �� ������ ���� α �� ���������
�����. �. β2,(0) ��� λ �. β1,(0) �� ���  �$����. �� ��� �������� ��(���$. �%���� ���$�
α �� ��������� �. β2,(0) �����." �� ���� ��� ��/���$� ��� ������������ �� λ ��� β1,(0)�

�. ��� $���� ��� �� $�� ����
∣∣∂β2

∂α

∣∣ = ∣∣∣∂β2

∂u0

∂u0

∂α

∣∣∣� -� ��� ���� �������"
∣∣∂u0

∂α

∣∣ ��$�����
�� ��$�����% ω� 
��� � �� ����$� ����

∣∣∂β2

∂α

∣∣ ��$����� �� ��$�����% ω� ���� ���

���� $����������� �� $�� ��#� �� ��������� ����� ��� ���� �� ��
∣∣∣∂β2

∂u0

∣∣∣ ���� ω� 0�

$�� ��$��� �������. �� λ �. �����%
∣∣∂β1

∂λ

∣∣ = ∣∣∣∂β1

∂u0

∂u0

∂λ

∣∣∣� -� ��� ���� �������"
∣∣∂u0

∂λ

∣∣
��$����� �� ��$�����% ω� !� ���� �� ���$����� �� ��� ���� ���%���" ���� �� $�� ����$�∣∣∂β1

∂λ

∣∣ �� ��$���� �� ��$�����% ω ������ ��� ��������� ������� �������� ��� ��1��� �

�%���� !� ������� ����
∣∣∣∂β1

∂u0

∣∣∣ ����� �� ��$���� �� ��$�����% ω� !� ��$�" �� �� ������ ����

u0,��� �� �����������. ��� ���� �� R = 8 ��� R = 64" �� ���

∣∣∣∣∂β1

∂u0 |u0=u0,���

∣∣∣∣ ∼ ω
u2
0,���

∝ ω�

�������"

∣∣∣∣∂β1

∂u0 |u0=u0,���

∣∣∣∣ �����������. ��$����� �. � ��$�� 8 �� � ��������� ��� R = 8 ��

R = 64� ���$�
∣∣∣∂u0

∂λ |u0=u0,���

∣∣∣ ��$����� �. ����� 1
3
" ��� � �$����������� �.

∣∣∣∣∂β1

∂u0 |u0=u0,���

∣∣∣∣
�� ��$� ����� �� �� ��$���� ��

∣∣∣∂β1

∂λ |u0=u0,���

∣∣∣" �� ����$����
������	
� �
 �������	 ��	��	
�� �	���	�

���$� �� �������� �� ��� 
��
 �� ��� x ��������. � �(�������� �%��� ��� ���� %� ��
)��� �(� )2��,," $�����. �� �����$�� ������� ������� kh ��� α �� � �������� *��� �" ���
$������% ��� β ���������� �� ��� 
��
 )��$���� &�3, �� ����� �� ��� ��
 )��$���� &�',
���� ��� ����$��� �� $�� �������. � ������� ������� t∗ ��� α	

t∗ =
1

α
2
3D

1
3

. )��'',

'&�
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��! u0 �� ����� "����#��� $�� !�� ������%��! � v���� = 2.2�
�
��! R = 8�
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� u0 � ����� !��"��� #��  � ������$�� �� v���� = 2.2�
�
� R = 64�
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�� ������� 	
�� �� ���������� �	 �����
����� ����

�� ����� z∗ =
√
Dt∗ ��	 kh = z∗

t∗
= D

z∗
=
√

D
t∗

� �����

z∗ =
(
D

α

) 1
3

������

kh = α
1
3D

2
3 . ������

����� ����� ��������� ��	 t∗ = τ ��� ��� ���� 
� ��� ��� �� 
���� ��� ���	��� ����� ���
��� �������� ��	 	� ���!� β �"#������� ��� ��� ��� ��	 ���� �� ����� �� �	����$��
#���������� %�� ��� �������� β �"#������ �� ��� ��� 
� �����

β1,(0) ≈ ω

u0

(
1− 2

3
V(0)

(
Du0

k2
h

) 1
3
(
λ2D

u3
0

) 1
3

+ · · ·
)

β2,(0) ≈ − k2
h

Du0

+ V(0)

(
k2
h

Du0

) 2
3
(
λ2D

u3
0

) 1
3

+ · · · .

&�� �������� β �"#������ �� ��� ���� ���	�

β1,(0) ≈ ω

u0

(
1− 2

3
V(0)

(
Du0

k2
h

) 1
2
(
λ2D

u3
0

) 1
2

+ · · ·
)

β2,(0) ≈ k2
h

Du0

V(0) − 2

3
V 2
(0)

(
k2
h

Du0

) 1
2
(
λ2D

u3
0

) 1
2

+ · · · .

��������� 
� ����� ��� ��� 	� ���!� β �"#������ �� ��� ���

β1,(0) ≈ ω

u0

−
√
3

2
V(0)

(
ω

u0

) 2
3
(
λ2D

u3
0

) 1
3

+ · · ·

β2,(0) ≈ − k2
h

Du0

+
1

2
V(0)

(
ω

u0

) 2
3
(
λ2D

u3
0

) 1
3

+ · · ·

��	 ��� ��� 	� ���!� β �"#������ �� ��� ����

β1,(0) ≈ ω

u0

−
√
3

2
V(0)

(
ω

u0

) 2
3
(
λ2D

u3
0

) 1
3

+ · · ·

β2,(0) ≈ 1

2
V(0)

k2
h

Du0

+
1

2
V(0)

(
ω

u0

) 2
3
(
λ2D

u3
0

) 1
3

+ · · · .

&���� �"#������� ���
 ���� ∂β1

∂λ
�� $������� 
��� ���#�$� �� ω ��� ��� �������� ������

�� ��$������ 
��� ω �����	� ��� �������� ������� '�
�!��� ��� ������!� 
����� �� ��� λ

	�#��	��� �����

(
ω
u0

) 2
3
(

λ2D

u30

) 1
3

ω
u0

� 	�$������ ∼ ω− 1
3 �

%�� ��� �����
��� 	��$������� 
� ��� ��� #�������� !����� ��!�� �� ���� ��(�� %�� kh ���
�����#�����	 �������$� !����� �� ���� ��) ��� ���	� λ �� $��$�����	 ���� ��� !����� ��� u∗
������	 ���� � �������� ����$� �##���$� ����� ����� &����� �� �##�� ����� ��� λ ��
������	� %�� ����� 
��	 �#��	� ��� !���� �� λ �� �������	 ���� ��� !��$��� $������ ��

�*�



���� �����	� 
�� ���������� ������ �����
��

����� ������ �	�
���� u0 λ kh[
�

�

]
[��]

[
��

�

] [
1
�

] [
��

�

]
1.5 24.0 6.0 4.0 55.0
2.2 30.0 8.0 10.0 71.0
2.8 40.0 11.0 16.0 85.0
3.9 50.0 16.0 28.0 110.0
5.1 60.0 25.0 55.0 215.0
6.7 100.0 40.0 142.0 427.0
8.5 120.0 60.0 313.0 630.0

����� ������ ������ ��	�����	 �������

������� �� ���	��� ���� ����	 ������  � !	�� ���� ���� "�	 β2,(0) �� �� �	��� �����������
�" ��� ��	������ ��	�����	 ��� ���� �" kh# ��� "����$��% �������� ����� �� �� "��!����
��	���% �� ��� β �&�������� "�	 ��� �'( ��� (�'( �� ��� ��)����� 	�%����

k2
h

Du0

� F

(
ω

u0

) 2
3
(
λ2D

u3
0

) 1
3

*���+,

$��� F = 1
2

∣∣V(0)

∣∣ ≈ 1
2
"�	 ��� �'( ��� F = 1 "�	 ��� (�'(� -���% ω∗ = 1

t∗
=

k2h
D
# zν = u0

λ

��� z∗ = D
kh
# $� ������

ω � ω∗
zν
z∗
F− 3

2 *���.,

$��	� zν
z∗

� 1 �� ������� �� ���� �" ��� �����	 u(z) ����� �� /����!��� ���	�"�	�# ���
�������� "�	 ��� ��)����� "	�
���� 	�%��� "����$��% "	�� ��� β �&�������� ������

ω � ωL = F− 3
2ω∗

zν
z∗

> ω∗ *���0,

�� ���	��� �� ��� �������� ω � ω∗ "����$��% "	�� ��� ������	����� �" ��� ������� �
��1
���	��� 	�%��� *������ 2����,� ωL = F− 3

2ω∗ zνz∗ $��� �� ����� ��� ����� "	�
���� �� ���
"����$��%� -���% ��� ������ �� ����� ����# ��� ����� "	�
������ ωL ��� ����� "	�
����
������ uL �� �� �������� "�	 ��� $��� ����� *��� ����� ���3,�

uL =
ωL

ω	
��(R = 1)
=

F− 3
2ω∗ zνz∗
2πν
N

. *���2,

4��� ���� ���� ��� λ ������ �����	�� "	�� ��� ������ ������ �	� ������	 ���� ��� λ
������ ���� "�	 ��������� �" uL# ��� "	�
���� ������ ��������� � ��$�	 �����# ����# "�	 ���
��%��	 $��� ������ ��� ������ "�	 uL �� �������� "	�� �����	�� λ ������ $���� �����
��	%�	� 5��	���� ���6��# "�	 R � u∗ ��� ������ �� �� ��� ��	������ "	�
���� 	�%���# "�	
R � uL ��� ������ �� �� ��� ��)����� "	�
���� 	�%���� ��	 ����	������� ������ �" R#
��� ������ �� $����� � �	�������� ���$��� ��	������ ��� ��)����� 	�%���� ��$���	# ���
��)����� β �&�������� ���� ��	���� "�	 R � u∗�
7 ����� ����������� ������ ���	������ �� ��� ��)����� "	�
���� 	�%��� ��� �$� �	�������
��	����# ��� ���	������ ����� �� �� ����������� �" ��� ��	������ ��	�����	# $��� ��

�.3



�� ������� 	
�� �� ���������� �	 �����
����� ����

����� u∗ uL ��� uL ����[
�
�

]
1.5 2.2 102.0 36.0
2.2 3.0 93.0 33.0
2.8 3.2 102.0 36.0
3.9 4.3 147.0 52.0
5.1 13.6 727.0 257.0
6.7 32.1 2118.0 749.0
8.5 58.2 3861.0 1365.0

����	 
���� ����� ��	��	���	� ��������	� ���� ����	 
����

������	�  	� �	������� ��� R � uL� �	�����!" �#	 �	���� ���� ������	� ���� �#	 ���
��� �#	 ���� $�� ��! ��#	� ���	� �  ������	 ��� �#	 	����	 ��	��	��! ���%	& �		� �� �	
���	��#��%	���	� ����	 uL �� ��'	�	�� ��� �#	 ��� ��� ���� �� ��� ��� �	 ��(��	�� ��
�	����	 R � uL� �#�� �	���" �#�� ��� R � uL �#	�	 ��%#� ����� �	 ��'	�	��	� �� �#	 �!��	�
�	���� ���� �	�)		� ���	��" ���	� �� �#	 �)� �	������%  ����	�	�� u0 ��� λ� �#��" ���	
���	� ���	 	��	��	 �� ���! ������	� ��� �	�! ���%	 ��	��	���	� ω" )#	�	 �#	  �	�	��	�
��'����	 β 	* ������� �	���	 ������� ����	 �#	 �  ��*������� �� �#	 ���%���� 	������� ��
��*�# ���	� �! �  ��!������ �� �����# ���	� �� ���%	� #���� $�#� �	� +&�

���� ����	 
�� �� ��� �	  �	����	� �#�� �#	 ��� )��� ��� �	��# �#	 ��'����	 ��	��	��!
�	%��	 R > uL ��� �#	 �	����	�	�� ��	��	���	�" ��� 	�	� ��� ����� )��� � 		��� �#	
���� �� �#	 ��#	� #��� ��� �	��# �#	 ��'����	 ��	��	��! �	%��	 )��#�� �#	 �	����	�	��
��	��	��! ���%	 ��� �#	 �#�		 �����	�� )��� � 		��� ,�'	�	���! � �-	�" �#	 ��� ��� ���!
�	 �  ��	� �� �	����	�	�� ���� �� )��� � 		�� )#	�	 �#	 ��� �� 	* 	��	� �� �	 ��
��	����	 ���	�� �#	 ���� ��! �	 �  ��	� �� �#	 �����	�� )��� � 		�� ��� R = 64
���#��%# �� ��%#� ��� �! �� ��	����	 ���	�" ����	 �#	 ��'����	 ��	��	��! �	%��	 ��� �	
�	�����	� ���	� ���	 	��	���!�

.���% R ≥ 32 ��� �#	 ���%	� )��� � 		�� ��	 �� ������� ��	��%��%" R � u∗ )��� �����! #���"
��	�" �	����	�	��� )��� ��-	  ���	 ������	 �#	 ������	�� �	%��	� �#�� ��-	� �	�	���������
�� �#	 ������	��	  ����	�	� �� 	������	���! �� kh ��(���� �	������% �� ���������	 ����	��

/	 ��) �	���� �#�� �� �� �������%	��� �� �	����	 kh )��#�� �#	 ������	�� ��	��	��!
�	%��	 ��� λ ������	 �� ��� ��� �#��  �� ��	 )	 ��� ��� ��	 �#	 �� ��� �� �#	 λ �	 	��	��
�	�� �� �#	 β 	* ������ ��� �#	 ������	�� �	%��	 ��� ������	 �#	 ������	�� �	%��	 ���
ω � ω∗� ��� �#	 ��� )	 �	��	 �#	 �����)��% �	����	� ��� �#	 ������	�� �	%��	 $M1 ���
β1" M2 ��� β2&�

M1,��	
��� =

2
3

(
Du0

k2h

) 1
3
(

λ2D
u3
0

) 1
3

1

M2,��	
��� =

(
k2h
Du0

) 2
3
(

λ2D
u3
0

) 1
3

k2h
Du0

=
3

2
M1,��	
���.

�01



���� �����	� 
�� ���������� ������ �����
��

����� M1,����	
�� M1,��	
�� M2,����	
�� M2,��	
��[
�
�

]
10−2 10−2 10−2 10−2

1.5 10.5 6.3 15.7 36.5
2.2 13.5 8.1 20.2 48.8
2.8 13.2 8.0 19.8 45.9
3.9 12.6 7.6 18.9 43.8
5.1 9.4 5.6 14.1 32.6
6.7 8.2 4.9 12.2 28.4
8.5 8.1 4.9 12.2 28.3

����� ���	�
 ������� ������ �� ������ ����� � β ��������� ��� ��� ����

��� ��� � !��� ����� "� ��#��

M1,��	
�� =

√
3
2

(
ω
u0

) 2
3
(

λ2D
u3
0

) 1
3

ω
u0

M2,��	
�� =

1
2

(
ω
u0

) 2
3
(

λ2D
u3
0

) 1
3

k2h
Du0

.

������$% ��� ��� ���� "� ��#�� ��� ��� �!��!���� �����

M1,����	�
�� =

2
3

(
Du0

k2h

) 1
2
(

λ2D
u3
0

) 1
2

1

M2,����	�
�� =

2
3

(
k2h
Du0

) 1
2
(

λ2D
u3
0

) 1
2

k2h
Du0

= M1,����	�
��

��� ��� ��� � !��� �����

M1,��	�
�� =

√
3
2

(
ω
u0

) 2
3
(

λ2D
u3
0

) 1
3

ω
u0

M2,��	�
�� =

1
2

(
ω
u0

) 2
3
(

λ2D
u3
0

) 1
3

1
2

k2h
Du0

.

M2 &������� ��� ������ λ ��������� ���� � β2 "�� ��� ������ ���� &����&���'�� �$

kh� ����� ����!��� &�� �� ����!���� !��� ��� ���!�� � ����� ���(� ��� ω = 10ω∗% ���
���!��� ��� ��������� � ������ ���	 ��� ���)�

��� ��� ���% ��� ������� "���� �� ��� λ &�����!��� ��&������ � β1 "��� ������ ���

�!��!���� �����% "������ � ������$ �&������ ��� ��� ����� ��� ������ ω ��"����% M1 "��

��&����� ∼ ω− 1
3 � ��� ���� ������% M1 < 0.15% ���% β1 ���� ���$ &����� ����� ���������

���!� λ ����!���!� ��� "���� ���*!��&$ ������ +�������� M2% � ���#&��� �&����� &��

(,)



�� ������� 	
�� �� ���������� �	 �����
����� ����

����� M1,����	
��
 M1,��	
��
 M2,����	
��
 M2,��	
��
[
�
�

]
10−2 10−2 10−2 10−2

1.5 4.2 6.3 4.2 73.0
2.2 6.0 8.1 6.0 93.7
2.8 5.9 8.0 5.9 91.9
3.9 5.5 7.6 5.5 87.5
5.1 3.5 5.6 3.5 65.2
6.7 2.9 4.9 2.9 56.8
8.5 2.8 4.9 2.8 56.6

����� ���	�
 ������� ������ �� ������ ����� � β ��������� ��� ��� �����

�� �������� ���� ������ ��� � �� ���� ���! ��"# ������ ��� �"����� � ���� ����� �"��
��� ��� ���� ���� ��� ��� ���� $������% ��� ω ≤ ω∗% ��� kh "����� ��� �� β2 ��������
��� ���� ������ �� M2 < 1� ���� ��� � �� ���� �����% ��� &��� M1 ≈ M2% ������
���� ����% β1 ��� β2 �����������# "����� ��� ���� ��� �� �� ��������� ��� � λ� ��"�
M1 � 0.15 ��� M2 � 0.20 ���� ��� � �� ���� �����% λ "�� �� ���� ��� ���� � ����
��� � �� ���� �����% ���� M2 �"������ � ���������#� ����% ��� ���&"��� ���������
��� � λ � "������� � β2� ��� "������� ������� M2,����	
��
 ��� M2,��	
��
 � �� �� ��
�� ������� ��� ��� ����� '����! ����#% � ��� ��� ���� ���� ���� ���! ��� ������%
λ "� �� �� ���� ��� ���� ������#  ��� ��� ���� ���� �# ��� ��� ��� �������� ���(
! ��"�� ω � ω∗�
)� β2 ���# "������ ����� ��������� ��� � λ% ����������� �� λ ���� ���� ������ ����
��� �� ��"" ���� ��� ����� �� ����� * "� ������ +�� ���� ������ ���� "���� �� ���
� �� ���� �����% � � ��������� ���� �� "������ λ � ����� �� ��� �� * "� �����% ���
��� ������� ��  �� λ �� ��� ����&� �������� ��� � ���� ���� �������� ��� ��� ����
���� ��� ��� ���� $������% " ������# �� ������ β �������� ��� ��� ���� ��� λ �� ���
,���� ��������� � ��������� ���������% � ��� �������� ���� ���� ��� ��� ���� ���
�� ����� �� ��� ������� ��� ������ ����� ��� �- ��� ���! ��"# ����� � ���"��� �#
��� ���� ������ ���! ��"�� .����� ���/0�
1� "� ���% ��"� ���# β2 "������ ��������� ��� � kh � ���� ��� � �� ���� �����% �
��"���� ���� �2" �� �� �������� kh ��� �"������ ω �� ��� ���� ������ �� ��������(
��� �� λ ��"���� ���� �������� ���������% "���� �� ��� �- ��� ���! ��"# �����% ���
� �� ���"� ��������� ����� �� �� "��������� �� ��� ��� * "� ���� �� kh�
��"� u0 � "������� � ��# ������ ���� �� β1 ��� β2 ���������� �� ��� ���! ��"# �����%
����� ��� �� �� �� ��������� ω ����� ��� �� ������������

�����������

+��� ��� ����� � "����������� �� ���� ��� �������� "��"� ����


� λ � ������ �� ��� ����&� ������� ��� ���� ������ ���! ��"�� "���� �� ��� � �� ����
����� .��� ��� ��� ��3���# �� ���� ������ ���! ��"��0 � ����� �� "������ ���
* "� ����� �� λ ��� �� ����� ������� ��� ���� ��������% � λ � "����� �� ����&�
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���� ��� ��� "�� �� �������� ��� ������� �����% ���� " ������# ���� ������ ����

455



���� �����	� 
�� ���������� ������ �����
��

������ �� ���	
���� �������
		� �	��� �� ��� �
��
	��� ����� 
��� ��� �����
����
�� �� ������ β �������� � ���	��	� ��� λ �� ��� ����� ��������� ���� ����
��� ��� � !����	� ��� ���� ��
	� "		 ��� ��� ������� #� ��� ��� ���������
����	 ���$
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� '�� ���� �(� δλ �� ��� ����"� �����	� ����� �� �� �
)����	� ���		 � ����� �� ��
��	� �� ����	�� "� ����
�� ����� *� � ��� ���	 �� ��� ����"� ������ �� �������� �
��������� �
�	� ���� � ���� ��� ��������� ����� �� ��� �	���	 "� ����
�� ���
�
� ��������� ������ '�� ��� ������ � �
������ �� 	��� ��� ���������� �� ��� �	���	
���
�� '�� ����
������ ���� ���� ���	
���� ���� �� ����� �� ��� #� ��� ���
���� ��������� ���		�� δλ�

� ���� λ � ��
���� ��	�� �� λ ≥ 0� ��� �������� �� λ �� +
��
����� �� β(0) ��
����� ���������� ��� ����� ��� 	���� ��	
�� �� λ� '������� ��� ��� �����
�	� 
���
�������� �� ���	
�� ��	
�� ��� ��	���� 
���������� σλ

λ
≥ 1� ��� ������� ��	
� ���

λ ��� �� ������ ����������		� ������� ��	
�� 	����� ���� ��� ��
� ��	
�� *� �����
�� ����� �� 
������ ��	
� ��� λ� � �&����� �������� �������� ��� �� �� �������
,� � "��� ����� ��� ��	�
	���� �� ��� ��������� 
���������� σp� p ∈ {λ, u0, τ, ζ} �
�	����� �� �������� �� ������ -��� '�� ���
� "� ����� σ2 � ���� �� ��� �
����
�$
���� �������� ������� ��� �����	 ����	 �
����� ĉ������

���� ��� ��� ����
������
�
����� ĉ�	
�.

σ2 =

∑
i∈{k∈N:xk∈[xe,Δxl]} |ĉ������(popt, xi)− ĉ�	
�(xi)|2 · 1κ(ω,xi)≥κlim∑

i∈{k∈N:xk∈[xe,Δxl]} 1κ(ω,xi)≥κlim

�-�/- 

σp � ������� �� ������ �
� ��� ��������� p ���� ��� ����	 �
����� ĉ��(p)� 
��	
��� �
���� �$
���� �������� ������� ��� ����	 �
����� ĉ��(p) ��� ��� ����(��
����	 �
����� ĉ������(p���) �$
�	� σ2� *���� σp � ��"��� ��

σ2
p = max (|p1 − p���| , |p2 − p���|) �-�01 

����� p1 ��� p2 ��� ��"��� �� ��� �������

σ2 !
=

∑
i∈{k∈N:xk∈[xe,Δxl]}

∣∣ĉ������(popt, xi)− ĉ��(p1/2, xi)
∣∣2 · 1κ(ω,xi)≥κlim∑

i∈{k∈N:xk∈[xe,Δxl]} 1κ(ω,xi)≥κlim

. �-�02 

��� �������		� p1
!≥ p��� ��� p2

!
< p���� *� ��� ���� ��
�� ��� ��� ��� ���� ��� p =

λ� ��� 
��������� ��	���� ����� rλ,↑ =
σλ,↑
λ

��� σλ,↑ = |p1 − p���| ���$
���	� �������
rλ,↑ ≥ 1� ������� ��� ��������� ��	���� ����� rλ,↓ =

σλ,↓
λ

��� σλ,↓ = |p0 − p���|
����	� �
	"		� rλ,↓ < 1� '�� ���� ������� �������� �������� ��� 	����� λ� *� �����
�� ��� ��������� �&���� �� �
	��� ��� ������� ��	
� λ̄� ��� 
��������� �� λ �
��"��� ��

σλ = λ · rλ,↓ �-�0/ 
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ĉ�� ≈ ĵ0Δx
∑
l≥0

A(l)e
−iβ(l)(x−x1). ���  �

�� 	���� �� �� ����� ��������� 
� 
� 	�� ����
��� �� �
������! 
��� 
������������ �� ���
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��� ��������� �����
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� 	���� �� ��#�
��� �� �����
�� β1,(0)! β2,(0) ��� ���
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����� ����

���� ���� ��� 	�
����� ����� ��� ���	������� ���	 �� �� ������� �� 	�����
 �	�����	
���� ��� 
�	�� ����� ��	����� ���� ��� 
����� ���� ��� ��
������� �	����� ���� �������� ����
	������ ��� β �����	��� �� ��� �� ��� l = 0 �� ωτ � 1 ������
��� ������� ��� ���!!���
��� ��
������� �	����� ��	 ��� ������ "��� ������	��� ω� ��� ��	 ��� 	����
 ���
����
�����	�� #� ��� �$�	�%� ������ ωτ � 1 ���� ���!&��� ��"�%��� ��� ��
������� �	����� ��

����	�	 ∼ ω− 2
3 "�����	 ��� 	����
 ���
���� �����	�	 ����������

' ∼ e−ω

2
3 x� (��	 ����	

���� �� 	��

 "�� 	���	 "����
∣∣β2,(0)

∣∣ �	 	��

� ��� �����	� ���	�����
��' �� β(0) �	 
���
��� �' ��� �	����� �� ��� ���� 
�	�� ����� ��	����� �� �' ��� ����� ������'� )�� 
�����
"�� 	���	 �� ��� ����� ���� ��� ��
������� �	����� Δx�����,(0) ��' ������ 
����� ����
��� 	����
 �	����� "����� "���� ����� �	 � 	�*�����
' 
���� 	����
�������	� ������ (��	 �		��
������	 �%�� ���� 	�%��� ���� � "���� "�%� +�
 	��	 ��� �	 ���� ������
 �%������� ��	 ��
�� ��,�� ���� �������� -	 � ���	������� ��� �	��
� ��	� ����������	 ω���� ������ 
�����
���	��� ��� ����� ���"��� ��
������� �	����� �� 	����
 �	����� �� ���" ����%����
'�

(�� ���%���	 ���	��������	 	��" ���� �	 
��� �	 �� �	 ��� ��		��
� �� �������� β(l) ���

���������
' ���� ��� ���	������� ��������� �� �	 ���%����
� �� �	� ��� ����+� �� ���
�����	 �� ������� ��� ��������

' ���	� ������
 ���	������� �� β(0) �� ���%� � ��
���
�
��������� %�
�� �	��������� 	����+��

' "��� ��,��� ���� ������� ��� 	����� 	��	���%��' ��
λ �� β(0) �
�	� �� ��� �����
��� �������

(�� ����+� �� ��� �����	 ������� �� +� ��� �
���
 +� ���	��� ������� ��	�
����
���� �� ��������� �� � ���
 �������� �� ���	������� ���� #� �	 �		��� ���� ��� �
���

+� ����� ������� �	 ��
��� �� ��� ������
 ��������� ���
�� #� �� �
���
 +� ����� �������
���	�	 �� ��� �
���
 +� ����� ������� �	 ��� ������ ������ 	�%���
 ��������� ���
�	 (u0, λ, p)

�� �� � +� ����� 	���
�� �� ��� �
���
 �������� ���� �� �	 ��		��
� �� ���%���� �� ���
"���� ��������� ���
�� #� �	 ��
��%� ���� ���	 ��	, ��� �� ������.� �' �	��� �	 ���'
	������ �����	 ��� ��� +� �	 ��		��
� 	���� �������%�
' ��� �������
��' ��� �� ��������' ��
��������� ���
�	 �����	�������� ��� ���	������� �������� 	���
 �����	� �' ������	���
��� ���%� 
����� �� +�� (��	 ����������� ������	 �*��
� �� ��
+

 "��� ����������	 ��

���� R� ���� ��'�� ��� �����
��� ��������' ������ ����
� /�01�� ��� ���� ����� �� ��
������
 �%������� �� ������ "�� 	���	� 	���� ����� |β2| ������	�	 �	�� β �����	���	 ���
�� ��  �� � ������� �� �� ���	������
' ��� 	����
 �� ���	� ����� 	�����

' �����	�	
���� ����
'� �����+��

' �� 
���� "�� 	���	 "���� ������
 �%������� ������	 %���
�

�
	� kh ������	�	 �� ���	������
' |β2| ∝ k2h
Du0

������	�	 �������

'� ����� ��� 
���� kh
��� 	'	��� �	 �
�	� �� ��� �����
��� ������ �
	� ��� 
���� R� |β2| �	 ������� �' ��� kh
������� ����� (��������� ���� 
�	�� ��"�� �	 ������� �� ������	��� ����������	 �� ��
������	��� "�� 	���	 �� ���� �� ,��� 	���
� ��� ������ �� +� �����	 "��� � �������
	����
 �� ���	� ������
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������ �����
√
ω ζ2

D
� 1� �� ��� ����� ���� ��� �� ��� ��	
 �� �������� ��� ���		 ����

������ ���� �����	���� ���� ��� ����� �� �� ��� �������� ����� ����	����� ���� ���������
��� � ��������	 ������ ��� �	����������� �����	����� ��� �� ��		 ��� �� �������� ��
 ����
���� � ����� ���� ��	� ������ ���� ���  �! �� ��� �� ��������� ���� ��� ���� ���
 ����������
����� �������� �� � ���� ����� �� v���� = 2.8�

�
� "�������� �� � ������������ �������� ���

�� ��		 ��	
 �� ���	��� ��� v���� = 1.5�
�
��� v���� = 2.2�

�
� ��� ���� ���		 ���� �������

�������� ��� �����	��� ������ ���� �� ���		 ����������� �	����
� "��� ��� �� ���� ����
���  �#$ ��� ���	�  �%$� ����� ��� ���������� ��������
 ���� u∗ ��� ��� ��� �&� ���
��&� �� ����� �������� ���� ���� ���� ���	�  �%! �� ���������� "�� ���� ��� ��� ��
��� �������� �
 ������������� ��	
 ����������� ���� ���� ��������
 ���� u = R = 1�
����� ��� �� ��� ��	
 �� ���	��� �� ��� �����	��� ������� ��� ����������� �� λ ��		 ��
�� 	������ ��	����	��
 '��� ���������� ��� �&� ��� ��&� ��� ���	��  �%( ���  �%)*� +�
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������  �#$�, -��������
 �� "��������� ��������
 �� .��� ����� v���� ��� ��� ����	� ���
�&� ��� ��&�� &�������� ���� ��/�� ���� ���	�  �%!�

�� �����	� ���� ��� ��� �� ��� ��� ���		��� ���� ����� v���� = 1.5�
�
� ��� �����	��� ������

�� ��� ��������� ������ ��� ����������� ���� 'u∗ < 1*� ��� ��� ��� ������ ���� �����
v���� = 2.2�

�
��� ������� u∗ ≈ 1.5� ���� u = R = 1 �� �	����
 �� ��� �������
 �� ���

�����	��� ������� "�������� ��	
 ���� ���� u = R = 1 ���� ���� ���� ��� ���	������� 0�
� ������������ ��	
 ��� ����������� ��������� ��� ����	��	� ��� ���������� ������� ����
���������� �� ���
 	������� ����� �� �� ������������ �������		
 ��� � ������ ������� λ̄ �� ���
��������� ��������� λ� ��������� �	������ �� ���������� ���� ��	� ����	�� �� ����� ���		
���� ������� ��� ���������� �� ��� ����� �����	 ��� ����������	
 ��� �������
 �� ���������
���������� '�������		
 �� λ* ���	� �� �������� �
 ������	 ���������� "�� ������������� ��
��� ����� �����	 ���� ���������� ���� ����� �� ����� ��� ����������� ���� �� ��� ���
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�� ������� 	
�� �� ���������� �	 �����
����� ����

���� ����� �	��
 u∗ �	��
 u∗ ��� u∗

v���� �
�
�

1.5 5 ��� �� 0.82± 0.82 ���� 7.07± 1.47 ���
2.2 7 ��� �� 1.50± 1.50 ���� 9.02± 2.28 ���
2.8 9 ��� � � ���� 9.10± 2.29 ���
3.9 12 ��� � � � � ���
5.1 16 ��� ��� 31.17± 12.22 � � ����
6.7 22 ��� ��� 47.81± 6.74 � � ����
8.5 29 ��� ��� 51.75± 17.19 � � ����

���
� ����� �!��"��! �!�#$��%& '���( u∗ �	! )�*�!��+ ���� �����"�

",�

�"+ -��� "����" $"�� �	! +.� �� "�� /0� ���1��
2	""��
� �$+$!� ,	��
��0 +�"3" 

� )�4�
	�,��+ 	� �� �(�%+ "	
$+�	� �	! +.� �� 	! �,�!	4�,��+ 	� +.� ���!	(�,�+�	�
+	 �
"	 %	,�!�"� � �!�#$��%& !��0� ��&	�� +.� +$!�$
��+ !�0�,��

� '�4�!"� β �(���"�	� �	! +.� �,�!	4�� "	
$+�	� -�+. λ �" 3�	-� ��!�,�+�!�

��%	,,����+�	�" �	! �$+$!� ,��"$!�,��+" 

� ���$%+�	� 	� "&"+�, �!�#$��%& ν �	! ",�

 -��� "����"5 "$%. +.�+ ω���	(R = 1)
�" "�+$�+�� -�+.�� +$!�$
��+ �!�#$��%& !�0�,�� 2!���!��
& �
"	 	!��+�
 �4�!�0��0 �"
�	""��
�5 ���� ω���	(R > 1) �" "�+$�+�� -�+.�� +.� +$!�$
��+ �!�#$��%& !�0�,�� �	!

�!0� R5 �+ ".	$
� �� %	�"���!�� +	 ��%!��"� 
�"�! �	-�!�

� 6�"�! -�+. 
�!0� �(+��"�	� �� &���!�%+�	� �!���!��
& �(�
	�+��0 +.� �,�0� �		+�!��+
�(+��"�	�� ��� .	,	0���	$" "�0��
 �
	�0 y���!�%+�	�
��� �.�" "$��	!+" "��+��
 �4�!�
�0��0 �!�	! +	 �4�
$�+�	� -.�%. �� +$!� �" �""��+��
 �	! 
�4�
��0 +.� "+�+�"+�%�
 ��+$!�
	� +$!�$
��+ ,��"$!�,��+ ��+� 	� �,�	!+��%� �"��%��

& �+ 
�!0�! -��� "����"� 
��

� ��%	!� ,$
+��
� ,��"$!�,��+ "�#$��%�" $���! +.� "�,� -��� "���� %	���+�	�" ���
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 "+�+�"+�%" �	! ��+� �4�
$�+�	��

���
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�+� "	
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"	 � "	
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��� �� �� ��� ���� ��� ��� ����� ������ ��	� ������� "�������� ���
#$� �� �	� ������ �� v���� = 5.1�
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�������	� �� ����� �
�� ���� �	� ����
����	� ���
�	��� ���� ����
�	�� �	����� R = 32
�	� R = 64 ��� 
���� �� � ���
�� ���������� �� ����	 ������� ������� ���� ���
���	�
����
����	� ���
�	��� 
	��� ����� ����������	�� ��� ���	�����	 ����
�	�� �	��� u∗ ���
���
����� ��� ���  �%&� �� �� ������ ���� u∗ ����� ���� v����� �� ��������� "�� ��
��
��	�� ���� u∗ = 30 �� u∗ = 50� "��� ���	�� ���� ��� 
��� ����
�	�� �	����� R = 32
�	� R = 64 ��� ������ ����	� ��� �
��
�	� ������� "�������� �������	����	 �� τ �	�
kh ������� �	������	�� �	���
����� '�	���
�	�� ��� ��� ����
����	� �� kh �� ��
�
�� �� ����	���� �� ���
�� ��� ������ ����
�	�� ν �
� �� �	������ ��� ���	 �� �������
����
�	�� �	����� R �� �	��� ������ �������	� �����	 ��� �
��
�	� ����
�	�� ��	�� ���
�
�
�� ����
����	��� ��� ��� �������	����	 �� λ �	 ��� ����� ��	�� ����
�	���� ����	� ���
�
��
�	� ������ ��� ��������� ��������� �	 �	������ �	 ���� ����� �� ���� ��	� ������
��
� ��������� �	(
�	�� ��� �	���� ����
����	� �� β(0) �� ��������	� ��� ����� ������	
��������	 �����	�� �	� ���	� �����	��� )������� ��� ����� ��	� ������ �����

∣∣β2,(0)

∣∣
�	������� �	� ��� ���	� �����
�� ����� ������ �	 x ��������	� �	 �	������ �� ���� �����
��	 �	������ ��� ���	� �����	�� �	� �
����� ���
����	 ���
��	��� �� �	���������	� ����
����� �	�� ��� �� �� ��� ���� �
	����	 �� ��� ����
����	� �
	����	� ��	��� �	 ����� ��
�� ��� �� ������ ��� ��*
���� ������ ��	���	�� �����	 ��� #$� ��
���	� ����
����	��
�� ���� ��	� ������ +��� ����� ��� #$� �� 	�� �	 ����
��� ����, ��
� �	���������
���
�	��� �� ���� ����
�	���� ν� �
�� ���� ��� ω���	(R) ��� �
-���	�� ���� R +������
�������	�, ��� ��*
���� ������ �� �������� "��	� ��� #$� ��
� �� 
��� �� ���
���
����� ����� .� ��
���� 	� �	��������	 ���
� τ �� kh ��	 �� �����	��� �
� �
� �� ���
������ ������� ��
���	 ��� ��� ��*
���� ������ �� ���
� �� ������� �� �������	� ���
(�� ���������� u0 �	� λ� �� ���
� �� �����/�� ���� ����
����	�� �� ���� ����
�	��
�	����� u = R ���
��� �	 �	������	� �� ��� 	
���� �� ������ N �����	 �	 ����� ���
�	��

�� k · δx��

〈ĉ〉 =
K−1∑
k=0

∑
l≥0

A(l)e
−iβ(l)(x−kδx)

=
∑
l≥0

A(l)e
−iβ(l)x

K−1∑
k=0

eiβ(l)kδx

=
∑
l≥0

A(l) · ε(l)e−iβ(l)x

=
∑
l≥0

Ã(l)e
−iβ(l)x

���� ��	
� ���� 	�� A(l) �� �������� ��� β(l) ������ ��������
�� ��� ����� �������	 
�� 	� ������������ �	 ��� �������� �������	� ��� �������� ���� ��	��� ��
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�� ������� � x �������	 �	 ����	���� ��� ����� ����� �����
���
��� ������	 	� ��� �������� ���� � y �������	� ���� �	 �� �������  ������� 	 ��� x ����
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���� ��������� 
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������ ����� ��� ��� ��������� �����	�� ��������� ��� ����������
��������� ω���� ����� �� ��������� ν� ������� ��� ������� ������ ��������� ω��� = 2πν

N

�������� ����	���� ��������� ω��� = 2ω��� ��������� �� ������� ��������  ���� ����
�� �� ��!�� ���� ������� �� kh � �� �� �	������� ���� ��������� ������� ������ �� ���
x ��������� ����� �� ��� ������������ ������ ����������� �� ��� ��������� ������ ���
������ �� ��������� ��� ��������� ��������� ω∗��
"������������� ��� ������ ����������#

� $��������� �� ���������� �� �	�� ������  ��� ����% � ��� &"� � ����� ��
������ ����������� �������� ��� �����  ��� �����

� "�������� �� ���� ��������� ν ��� ������  ��� ���� � ���� ��� &"� � ���������%
��� ���� ω����(R > 1) � �������  ����� ��������� ��������� ������ ��� R � 1
�������� �	��������� '�� � � ����������� ��� �� �������� ������������� �� τ �� ���
&"��

� (������ �� ν ��� ���� ���������� ���� �� ��� �����	� ������ ��� ������ � ���
��	�� � �������� ���������� �� λ�

� (������ �� R = T
T��

��� ������  ��� ���� ��� �� ������� �	�������� '�� ��� �������
�� ����������� �� ��� ������ �� ����� N �� �	��� 
������ ����� �)*'��

� (������ �� ���� �� �� �� ������  ��� �����

� (������ �� ���� ��������� ν ��� ����  ��� ���� � ���� ��� &"� � �����������%
��� ���� ω����(R > 1) � �������  ����� �����	� ��������� ������ ��� ��� R � 1
�������� �	���������

� +���  ��� ����� �,������ �� �-��������� ����������� �,�������� ��� ����� ���������
�,������� ��� ���������� ����� ����� y-���������� '�� ������ ������ �	�������
����� �� �	��������  ���� �� ���� � ������� ��� ��	����� ��� ��������� ������ ��
��������� ���������� ���� ��� ���������� ��������� �� ������  ��� ������

� "����� �������� ���������� ������� ����� ��� ���  ��� ���� ��������� ���
��� ���� ��������� ������ �� ����� �� ���	��� ��������� ������� ��� ���� �	���������
.� ������ ������� ��� ���������� ������� �� ����� R � 1 ��� �� ������� �	��������

����

*�� ��� �&"� � �������� ���-������� ������� ����� ������� ������ �	������� � ���������
��������� ��������� ��� �����	� ������ � �	�������� /� �	��% ��� ��	��� β �,������
��������  ����� ��� ���� ������� 0�0� ������� u0 � ��� !�� � ���������� $����������
�� �� ��� ���� ������ �� �� λ � ��� ����1, 	�������� (� � ����� ��� � ��� �����
���� �� ������ �	�������� ����� ��	� ���� �������� ��� λ ��� ��� ���������� ���� 
��� �����	� ������� &���� ��� �&"� � ���� �� ��� �������� �� � �������� ���������
��������� �,������ ����  ��� �����% �� � ������� ��� ��� ��� *� ��� ��� &"� ����������
��� ������ �� ���������� �� ��� ���� �,������ �����	
� '�������� �� � ������ ���� ���

��� �� ��� �����	�
� ����
�� ��� �
������ ���� ����� ��  ����� 	� ∼ χzp� ��� p → ∞ ��� �� ���	�

�� ����
�� ������ ��� p → 0 ��� ��� ���	� �� �����������
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���� ����� �	��
 ���� ��
	���� �������� ���� ����	 ��
� ��
	���� ����	
��
	����

v���� �
�

�
� u0 � ��

�
� u0,��� � ��

�
� u0

u0,���
U � ��

�
� U

u0

1.5 �� 3.99± 2.81 5.45 0.73 1.19± 0.04 0.30
1.5 ���� 6.27± 0.07 5.45 1.15 1.19± 0.04 0.19
2.2 �� 10.35± 7.38 � � 2.16± 0.05 0.21
2.2 ���� 8.29± 0.06 � � 2.16± 0.05 0.26
2.8 ���� 11.64± 0.27 10.54 1.10 3.00± 0.06 0.26
3.9 � � � � 4.22± 0.09 �
5.1 ��� 25.46± 6.19 17.36 1.47 6.30± 0.15 0.25
6.7 ��� 40.08± 5.25 22.76 1.76 10.78± 0.29 0.27
8.5 ��� 60.08± 4.26 � � 16.35± 0.58 0.27

�	
�� ����� ��	�������� �	�	 ��� ����� �������� u0 	�� ��������� �	���� 
�  !���"# ���
u0,��� 	�� 
�  $�%�"# ��� U �

α = 0��		� ����� 	� ��	�� &��� �%���� 	��� kh �� ��	��' �(�� ��� �	�)� R ��*������� �	��
+� %����� &��, ,�), ��)�	� �� ����� �	��� 	�� 	(	��	
��� -���) �	�)� R ����� �� �,� ��.���(�
���/����� ��)���' �,� ���	0	���� ����	��� �/� �1�23� �����	��� &��, �����	���) ���/�����
��/� �1�452��� ��)��,�� &��, �,� ��%����� ��
��	� 	(��	)��) ��������� ��� �	�)� R' �,� �����	�
��	�������� �� β(0) &��� �����/������ 
� /���� 	����	��' �����	���) �,� %��
	
����� ��� �,�
��
��/���� %	�	����� �%	�� ����	���� �� ���(��)� �� �,� )��
	� +� ����� �������� �����
β1,(0) 	�� β2,(0) ,	���� ����	�� ������	���� 	
��� kh' 
	���	��� ���� �,� �&� %	�	������ u0

	�� λ ���� �� 
� �����	��� ���� �,� �&� ��	�������� /�	�������� 6��� �,	� �,� %	�	�����
������	���� ��� ū0' σū0 ' �� ����(�� ���� �,� +� ������ �,� ��	������ ��

σū0

ū0
�	� ���� %	���� 
�

	����
���� �� 	 ��	�� +� ����� ������' ����� ��� λ̄ 	�� k̄h �,� �	�� 	%%��	�, ��� ����������)
�,��� ������	������ �� %������ 	�� �,��� ���	��(� ������ 	�� ��� ��%%������ �� 	 ���%	�	
��
�	���� &��, ���%��� �� �	�	 �� ��,�� ������� �,� ��	��� �� �	�,�� �,	� 	� �	�)� ���/�������
����� �� �,� ��.���(� ��)���' �,� ������
����� ω

u0
�����	���)�� �����	��� β1,(0) ������	����

�����	��� 
� ω
1
3 �' �%���+�	��� ��� ��	�� (	���� �� λ 	� ��� ��	�� &��� �%����� �,� ������	����

	
��� λ �� 	����� �0�����(��� ����	���� �� β2,(0) 	� �,��� ���/�������� �,��' 	���	�� 	 ��	��
(	��	���� �� u0 ��	�� �� 	 ��*������� �	�)� 7����	���� �� β1,(0) �� ��%������ �,� �������
+� ����� ��/� ��4���

������� ��	 �
� ���� 	�����	 �������� k̄h

8� �	
�� ��2 	�� +)� �4 �	�	 ��� �,� ��	����� (������� k̄h 	�� %��������� �,� ���	��(�
������ ��� �,� �� 	�� (��� �	�)� �����	���) 	)	�� �,� ��& ���
�� �� ��	�������� %�����
��� �,� 	(��	)� (	���� �,� �� ����� �� ����������	�� �,� ��	����� (������� 	� ���%	���
�� �,� ��������� �	�	� �,�� 	��� ��	�� �� (	���� �� u∗ ��	���� �,	� �,� ��������� (	����
��	
�� ��9�' 	� u∗ ∝ ω∗ = 1

t∗
=

k2h
D

� :�&�(��' �	�� ,	� �� 
� �	;�� &,�� ���%	���) �	�	�

���� �������� �		��
�� �� ����� ����� ��� ��� ��� ��� ���	��
 ��� 
������� ����� ��� R = 32 ��
 R = 64 ��
��� ����� �������� ���
 ����
� ����
 ��� ��� ���� ���������� � !��������� ���� ��
 ��� 	����� ��
�����	����
 ��
 ���	� ��� ������� �������
 ���� ��� ���� 	����� �� 	��������" ��
�� ��
����
���
���������� �� ����������� ����� kh 	���
 �� �������
 �

4�
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������ ��	
�� ��������� �� ����� �������� ū0 �� ���� ���� v���� ��� ��� ������ ���
��� ��� ����� ��� ���� ��������� ��  ������ ���� �� U !"#�$%&' ���
u0 !"(��$%&'�

)�� ��������� ���� ��*� +��� �+������ ��� �� �*�������� �� � ������ �� ��� ������
����� ��� ��� ���� �� ��� � ��� ,��� ���� ���� �� #������� �� ��� +��� ���,� ���� ���
 ������ ��� ��-������ ���� ��� ��� �� ��������� �� ���-������� +����� ��� ���+�����
���� �� )��������� ��� ���� ����� �� kh +� ��� �� ����� +� +����� !�� ��� ���-����'�
)�� ���� ���� �� ��� ����� ���� ��� �� �*������ ��� kh ,��� ������ �� ��������� ����
!���� ���+�� ,����� ����� +���'� ������� ���� �� *����� u∗ ������ ���� ��� ��������� *�����
!��+�� ��$.'� ����� ���� ��� ��� ���� �� � ��� ,��� ����� ��������� �� R = 32 ���
R = 64 ,���� ��� ���� �� ����� �� ��� ��/���*� ���-����� ���� �� kh ������ +� ����� ����
�����+��� )���  �������� ������ ���� �� ��� ������*� �������������

σk̄h

k̄h
+���� �����0������ ������

�� �� ���� �� ��� ��������� ����� �����*��� �� �������� +��,��� kh ��� α ���� � ���������
��� ��� !kh = α

1
3D

2
3 ' �����,��� ��� �� ������ �� ��� β �1������ ,��� ���� �� ��� ���

�� �*����+��� ���� ��� ��� +��� *���0�� +� ��� ���� �������� �� ��� ������ �-����+��� 
������� ��� ��� ��� ��� ������*� ������ +��� � � ������ 2� ����� ,��� ��� ���������
*����� ��*���� ���� kh �� �*������ ���� ��� ���� ��� *����� ��� ��� �� ���+�� ,����� �����
����������� ������ �1��� ��� ��� ������� ,��� ����� ��� �� ��+���� �*�������� ���-�������
+����� ��� ���+����� ���� � ��*� +��� ���� ��� ��� ���� ����� ������� ��� ��� ����
3�,�*��� τ ��� ���� +� �����+��  ������� ,����� ��� ���+����� ���� � ,����  ���� ����
�� +����� �*����� *����� ��� �1���� ��� ��*������� ��� ��� ��������� ����� 4� ��� +���
���,� �� ������� 5�6 !��� �-� !5�	$.''� � �������� �� kh !�������� �� τ' ���������� �� ��
�������� �� u0 ��� λ� ��*���� β(0) �� ���� 01��� )�� +����� ���������� ,��� ��������� ����
��� ��� ������� ,��� ���� ����� ��*� �,� �������� �������� ��� ���  ���� +��� �  ���
���-���� �� ������ ,��� ������ ��������� ��� ���������� ���-����� ����1 u∗ ��������� ,���
,��� ���� !��� 0�� ��	.' !�������� ��� ����� ���-����� ν �� ���� ���������� ��� ��+�� ��$'�
���������� ���� ���� �� ��� ������� ,��� ���� ��� ������� �� ��� ���+����� ���� � ��� ����
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���� �����	� 
�� ���������� ������ �����
��

���� ����� �	��
 kh � ��
�
� kh �� � ��

�
�

v���� ��
�
�

1.5 �5 ��� �� 33.48± 27.96 54.46± 3.65
1.5 �5 ��� ��� 98.22± 10.24 54.46± 3.65
2.2 �7 ��� �� 50.60± 38.89 71.23± 2.44
2.2 �7 ��� ��� 124.05± 15.69 71.23± 2.44
2.8 �9 ��� ��� 143.85± 18.07 84.64± 2.46
3.9 �12 ��� � � 110.12± 3.90
5.1 �16 ��� �� 326.10± 63.92 214.84± 7.03
6.7 �22 ��� �� 521.38± 36.73 427.11± 9.20
8.5 �29 ��� �� 594.21± 98.67 630.24± 22.93

���
� ������ ���� �������� ��
	 ��! kh �� ��

�
��	" ��# �� ��� ���# $	"����� �	

%�����
! &�����	
���� ������ � '��� ��	" ()*��+,� �-� .�
*� �� ��� /���
���� ���� �-� 0��� 1������	� ���2*�� !�

�	� �-� *��� ���2*�� ! ����3�� u = R = 32 ��� u = R = 64# τ  �� �� "���*��� ���� ��
�-�� 0��� ������

������� ��	 �
� �
��	 ��	��� ������� ū∗

����

!# "���*��"��� ���*
�� �	� �-� 0���� ����� �-��� ������ .�
	 ��! ū∗ ��� ��������� ��
���
� ���� ��� 41� ��56� '��� 	������� ��	" �-� ��� �� �"�

 0��� ������ �*11���# �-��
�-� �	��
 "	"���*" 7*3  	"�
���
! ������ �! �-� .�� 	*�  -����
# �� �3�� ���� ���-��
�-��� *� ����������# �-� "���*��� .�
*��  	�� ��� 0�

 0��- �-� ������� � .�
*�� ��	��
 "	�
"���*" 7*3 "���*��� �! � "	"���*" ��
�� � ����	� -�� �-� �� !��
�� �!���"��� �

!
�"�

�� .�
*�� 0��-  	"�����
� ��
���.� ���	�� ���	*�� 30%� 0-� -  �� �� ������*��� �	
�-� ��.��� �������.��! 	� �-� ����"���� λ ��� �-� ������ �������� �� ��� � �-� �� ����	3��
"���	� �� 	�
! ���
� ��
� �	� �-� �*��*
��� ��1�"�# �� �	

	0� �-�� �-� ����"���� λ "�! �	�
�� 0�

 "���*���
�� �	��	.��# �� -�� ���� ��� *����# "���*��"��� ���� �	� �"�

 0���
������ ��� �-� �"�

��� ���� ���2*�� ��� ��� �
����! �
�1-�
! ��!	�� �-� �*��*
��� ��1�"��
�-����	��# �-� �� "�! !��
� ������ .�
*�� �	� λ� �-� ��� 	� �-� 	�-�� -��� �� ���
���
 
	�� �	 �-� ��8*��.� ���2*�� ! ��1�"� 0-��� λ  �� �� "���*��� "	�� ��
���
! �-�� �� �-�
�*��*
��� ��1�"�� 9�����	��

!# �-��� ��� �	  	� ���� ��	*� �-� ���
� ���
��! 	� �-� ���
�� �-� "	��
 ����������� ��8*��.� ��1�"� ��� � �� �� �  	"�
��� "	��
 ��� �����1 �-� ������
���2*�� ! ���1��

&�  	"�����	� �	 ���
� ��5# �

 .�
*�� �	� u∗ 	������� ��	" �-� �� �� -�1- 0��� ������
��� �"�

�� �-�� �-� ������� � ���� u∗,	
	��# �� �3�� ���� '��� �*11���# �-�� �� 
��1� 0���
������ 	�
! -�
� 	� �-� "	"���*" 7*3 ������ �! �-� .�� 	*�  -����
� ��/��1 ���	 �  	*��
�-�� �� �-� �-��� 
��1��� 0��� ������ � 0�.� 4�
� -�� �����
��-�� �* - �-�� ���� 	� �-�
"	"���*" ��7*3 �� �*��
��� �! �-� 0�.�  -����
# �-� �� ����� 	� u∗

u∗,�����
��	" ��	*��

	�� �� �"�

 0��� ������ �	 ��	*�� 0.5 �� 
��1�� 0��� ������ �� ����	���
�� 9
�-	*1-
"���*��"��� ���2*�� ��� ��� �� ������1
! ���*����  
	�� �	 �-� �*��*
��� ��1�"� 	� �-�
�� �� 
��1�� 0��� ������ ����
� ���5�# �-� ��
���.� ���	�� �	� λ �� ����� ��	" ��	*� 50%
�� v���� = 5.1�

�
�	 ��
	0 10% �� v���� = 8.5�

�
� :	����
! �-��  �� �� ������*��� �	 �-�

;��
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������ ��	��
 ��� �������� ������� kh ��� �� ��� ��� ��� ����� ���� ����� ���
��� ������� ��  !��"#$ �� ��������� %������ ��� ��������� ��� ��%� ����
�������� ���������� � &��� �� '��� ����� ����������

���������� ���(���� �� �� ��� ��� ����� '��� �������

������� �� 	
������� ����

��� ������ ��� λ̄ ��� ����� �� ���� ��	)� �� ������ ��� τ̄ ��� ζ̄0 �� ���� ��	"�

������ ����� ��� ����� u(z) �����

���& �� %����� �� ū0� λ̄ ��� �� ��������� ����&���� ζ̄� τ̄ ��� ᾱ� �� %������ �� ��
����&���� �� � ������ u(z) &���� *u(z) = u0 − λz+ ��� �� �������� ��������� � ���,
��� -�	�-� .���� ����� ��"/� ��	) ��� ��	"� z∗ = ζ ��� �� �� *������� ���(�����

����&�+� z∗ =
√
Dτ ��� �� ��� *������� ���(����� ����&�+� z∗ =

√
Dt∗ =

(
D
α

) 1
3 ���

�� ���� *������� ����&�+� zν = u0

λ
��� ����� ���������� *σ√

Dτ = 1
2
στ

τ

√
Dτ �σ

(D
α )

1
3
=

1
3
σα

α

(
D
α

) 1
3 �σzν =

√(
σu0

u0

)2
+
(
σλ

λ

)2
zν � σ z∗

zν
=

√(
σz∗
z∗

)2
+
(

σzν

zν

)2
z∗
zν

+� ��� ������ ���� ��		�

0�� � �� ����� ������������ �� ���� �� z∗
zν

'�� �� '��� ����� v���� �� �� ���������
������� ��'�%��� ��� ��� v���� �� �������� z∗

zν
� 1 ���&� � �� '��� ���1����� ���� ��

����&���� �� � ������ u(z) &���� �� 2���1���

���������

�� � ���������� � ����&�� ������� �� � ������� �������� �� &������&�� ��(������
��������� � '��� ����� ��� ���(����� ����� ��� �%������� '�� � ������ &���� *��������
��� ��� �� ����+ �� � %��� �����(����� ��� �������� ����&��� ���&����� ���� �������

	-	



���� �����	� 
�� ���������� ������ �����
��

���� ����� �	��
 ���� ��
	���� �λ� ���� ��
	���� ��	������ ����	
v���� �

�

�
� u∗ � ��� � ��
����� u∗,�	�
� � ��� �

u∗
u∗,�����

1.5 �� 0.13± 0.05 0.20± 0.03 0.65
1.5 ���� 0.23± 0.07 0.20± 0.03 1.15
2.2 �� 0.18± 0.06 0.31± 0.02 0.58
2.2 ���� 0.26± 0.10 0.31± 0.02 0.84
2.8 ���� 0.45± 0.08 0.40± 0.02 1.13
3.9 � � 0.53± 0.03 �
5.1 ��� 0.37± 0.18 0.74± 0.04 0.50
6.7 ��� 0.64± 0.16 1.19± 0.06 0.54
8.5 ��� 0.89± 0.08 1.77± 0.10 0.50

���
� ������  	����!	� 	" ���� ��
	���� u∗ �!  �
��
���� "	� λ #��� u∗,�	�
� "	� �
�	������ ��
�����$ %��	��� �&�	��'(��
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REF u*

SRM u*

MSRM u*

FM u*

��$�� ��)*�� ���� ��
	���� "	 ��� ��+ ��� ��� ����� ��"����� ���� u∗,�	�
� "	�
&�	��'(�

���� ����� v���� �
�

�
� λ̄ �� � �

�
� λ̄ ��� � �

�
� λ̄ ���� � �

�
�

1.5 1.57± 1.26 � 5.16± 2.99
2.2 3.18± 2.26 � 6.93± 5.59
2.8 � � 20.33± 6.84
3.9 � � �
5.1 � 13.52± 13.50 �
6.7 � 40.41± 19.88 �
8.5 � 79.61± 13.63 �

���
� ��,*�� ���!������ -��� "	 �
	# ��
	���� .������ λ̄ �� �

�
"	 ��� ��+ ��� ���

�����

,/)



�� ������� 	
�� �� ���������� �	 �����
����� ����

���� ����� v���� �
�

�
	 ζ̄ 
� �μ�	 τ̄ �� ��	 ᾱ ��� � 1

� �
	

1.5 1538± 1284 � 999± 311
2.2 1017± 782 � 2001± 759
2.8 � � 3120± 1176
3.9 � � �
5.1 � 0.174± 0.068 �
6.7 � 0.068± 0.010 �
8.5 � 0.052± 0.017 �

����� ������ ��������� ���������� ��� ���  �!����� ������� ζ̄ �� μ� �
�	" τ̄ �� � ���	
��� ᾱ �� 1

� �
����	�

���� ����� ����� z∗ �10−3�	 zν �10
−3�	 z∗

zν

v���� �
�

�
	

1.5 
� 1.54± 1.28 25.42± 27.14 0.061± 0.082
1.5 ��� 0.52± 0.05 12.15± 15.28 0.043± 0.054
2.2 
� 1.02± 0.78 32.55± 32.77 0.031± 0.040
2.2 ��� 0.41± 0.05 11.96± 12.96 0.035± 0.038
2.8 ��� 0.36± 0.04 5.73± 13.42 0.063± 0.147
3.9 � � � �
5.1 �� 0.16± 0.03 18.83± 19.35 0.008± 0.009
6.7 �� 0.10± 0.01 9.92± 5.05 0.010± 0.005
8.5 �� 0.09± 0.01 7.55± 1.40 0.011± 0.003

����� ������ #������$ ������� z∗
zν
��� %��������� �� &����� u(z) ���'���

�()



���� �����	� 
�� ���������� ������ �����
��

�����������	 �
 ��� 
�� ��������� �������� λ ������ ��� ����� 
� ��������� ������������
�
�����
� 
� u∗ ���� ��� �
��� ����� ������ ���
���	 u∗,����� ��
 � 
���� ���������
����
��� ��
��������� ���� u∗ ����� ��������� ������� �� �
������ �
 ��� ��������
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���� �� ��� �� ����� ��� ��� ����� ����
���� ���	��  � ����
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��� ��	��� ���� �� ���� ����
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������ ����
����� ��� ����� ��� �
����� �� ������������� ��� �� ��������
� ������ �������� "�������� � ���� 	������ �� ������������� ��
�� �����������
���� �� ������ ������� ��� ��� ��������� ������������� �� ���� ���� �����

� �� ����� �� �� ���� �� 
� ��� �#$� ��� ������������� �� ��� ��������� λ ����
�� ��� �
��
���� ��	��� %����� ������ ��� ����
���� ���	� �� ��� 
�� ���
������&�
��� ������ β �������� ���� �� �� ��������� ��� λ � ��� '���� ���������� "���
�� � ������ �� 
� λ � ��� ������ �������� ����� � � ������
���� �� ������� ���
(
��
����� �� λ �
� �� �� ���������� ��������� � �������� ������� α ��� kh ����
�� �� ��������� �� ����� �� ������� ��� ���� ������� �������� ���� ��� �
��
�����
��������� �� ��� �#$��
)��������	 � ���������� �� ��� ������ β �������� ���� λ � '���� ����������
��� %*�+& ��� ���� ��� ��������� ��
��
�� �� ��� ��
����� �� ���� ���' ��'�

(α + C1)
2 = C2 (u0 + C3)

3 %,-�,&

���� C1, C2, C3 ∈ C ��� α, u0 ∈ R� #��������	 ��� ���� ��� ���	����� ���� ����� ���
���������� ��
����� �� ��� ��� 
�'���� α ��� u0� "�� ���������� �� β ��� λ �
��������� ������ C1 �� C3 %λ � ��������� �� C1&� �� ��� ����� 1 ������ ��� ���� ����
�� � ������� �
���� ��� ����� 2 �� ���	����� ����� ��� ������ ���� ��� ���� ����
�� ��� ��
�����

(α + C1,1)
2 − C2

1,2 = %,-�+&

C2,1(u0 + C3,1)
3 − 3C2,2C3,2(u0 + C3,1)

2 − 3C2,1C
2
3,2(u0 + C3,1) + 3C2,2C

2
3,2

��� ��� ���	����� ���� �����

2C1,2(α + C1,1) = %,-�.&

C2,2(u0 + C3,1)
3 + 3C2,1C3,2(u0 + C3,1)

2 − 3C2,2C
2
3,2(u0 + C3,1)− 3C2,1C

3
3,2.

"�� ���� �� �� ��
����� �� ���� ����� �� u0 + C3,1 ∈ R� ����� 	�������� ������ ��
����� �������� "�������� � �
������� �������� �� �� �� ����� �� ��������� ���
���� �� ��� ��
������ "��� ���� ���� �� �� ������� ���� ��� %*�+& �� ����� �� ��
����� �� ���� �������� ��� ��
� ��
���� ��� u0�

��� ���������� ��� %*�,& ��� ���� ��� �����������	 ��������� ���������� ��� ���
#$� � (

1

τ
+D1u0 +D2

)
= D3 %,-�/&
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τ
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�� ������
��
���� ��� 
��
��� ���� ���� ��� ��� ���� ��� ���
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τ
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�� ���� ��� 
��
��� ��� ����

D1,2u0 +D2,2 = D3,2. ���� �

!� �������

u0 =
D3,2 −D2,2

D1,2

����"�

��
1

τ
= D3,1 −D2,1 −D1,1u0 = D3,1 −D2,1 − D1,1

D1,2
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����� ��������	�
������ ���� �� ���� ���
	��� �� ���
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τ ṗ(τ)dτ � ��
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�� �� ��� ����������� ��������
���� "��� 
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� �����
� �����!
���� ��� ��� ���������� ��������� �� T (t) �� ��� ����
���� �
��� �
������ %���� ���
��
�  �� 
������ �� ��� �
��� ����
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��� ��� ��������� �����!
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��
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������ ������� ��� ��������� ����
��� ������ �
� �� 
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�� �� ������	�� ������������

� �� ��
��
���� ���
���� �� �
��� �� ��� 
���	������ ��
� ��� ����
� �� ��� #$ �
	��

����������� �� ��� ��
� ������������ �� ��� ����
�� z = 0� )�� �� 
 �	
�� ������
����
����� ζp � z∗ '�	
�� 
� ��	�
��� �� ��� ��
� �����
�� �
��� ���������( �� ��� #$ �
!
��
���� �� ��� �
	��
 �
�� �
��� ���� ������������ �� ��� ��������� ���"����� ���������
��� �
	��
 �������� �
��
���� �	����� ���	 ����� �
���� z � ζp ����� �� 
���
��� 
��
���	� ��� �
	��
 ����
�� ���	 ����� ��� ��������
� ������������� �� �������� ������
�
���� �� ������������� 
�� 	���� *������� ��� ������������ �� ��� �
	��
 ����
�
�����
��� ���������
��� ���� �����
���� z� ��� �	�
�� �� �
�
	���� �����	��
����
������ �� ��������
��� 
�� ��������� ���� �� ������
��� #� ��� ���
� ������� ����� ��
����	��
���� ������ 
�� 	���� ��� ��������
���� ���"�� �
� �� ���"�� ∂c

∂z |z=0
= 0� �� �
�!
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� ���� ������	 
���������� ������� ��������	 �� ��� ���������� �� ��� ����������� ����
����� ���� ������������� ������ ���� ������� �� ��� ��� ���� ������������ ���	 �������
��� ��� ����� �� �� ������� ����� �� ���� ����������	 ����	 �� ��� ������� �������
����� �� ��� �������������  ��� ��� ����� �� �!
������ �� � ���
�� ���� �!������
����� �� ��� ���� ����	 ���� ����  ��� ��������� ������� ��� ���� �� ������ ����
���������� ��� ���������	 �� ����� �� ������ ��������� ���������� ������� β1

��� β2� "��� �� ��������� �� ��� ������� �������� �� ����� 
�������� ���� �� ����

��� ��� �������� �� ���� ������ ���� ����������	 ���� � ������ ����� �� ��#��

������ ����� ��� ����� �������� $�� ������ ���� �
����	 ��� ������� 
����� ����
��������� ��� ������ ���� ���������� ��� ������� �� ������ ���� ���
���� 
�����
���� ��� �������� ���������� ����� ��� ������� 
������ $�� ����������� �� ����
���� �
���� �� �� ��������� ��������� �� �������� ��� ����� �� ��#�� 
������� �� ���
��� �� 
������ �������� ������ ����� �������� $����� ��������������	 ��� 
����� ������
�� ��� ��#�� �������	 N��Δt ����� ��� ��������	 ����	 ��� ������� ������ NΔt
����� �� ���������	 ���� �� ���������� N � ����� ��� ����������� ������ ��������� ���
������� ���� ���������� ��������	 ��� ����� ����������� ���� %! ����� �� ���������
&���� �� ���������� ����� 
����' �� ���� � �(����� ������ �� ����� ����� �� ���� ����
�����������

�������� �� ���� �� �� ��������� �� ���� ������� ����� �������� �������� ����
��� ���� ����������	 �� ����� �� �������� ����������� $�� ����� ���� �
����	 ��� $�
�

��!������� ����� �� �� ��� ���� ������� �� ��� ����� ������� )������	 �����
��� ���������� �������� ω∗ ���� ��� ������� �� ��� ������� ������ �� ����� ��� ���
���� �
����	 ���� ����� ���� ���������� ��� �� ��� ��� ���� ���������	 �������� ��
� ����� ���� �������� �� ����������� $�� ������ ���� �
���� �� �� ������� ���������	
���� ���� ���� ���������� ��� �� ���	 ����� ������ �����������

� "�� ���������� �� λ =
u2∗,w
ν

������ ��� ��� ������������� �� ��� ����� ����� �����
������ �������� u∗,w ��� ��� ��� ��� ������� %! �������� ��� ����� �������	
jm,������� = ρwu

2
∗,w = νλρw� "�� ����� ������� %! jm,����	 ��������� ���� ���

����� ���� ��� �� ��������� ���� �� ���� � ������� ��������� ������� "��� ���
������� %! ����� ���� ��� ���� ������� ��� �� ��������� �� jm,
��� = jm,����	 −
jm,�������� $�� ����� ���� �
����	 jm,����	 ≈ jm,������� �� �!
�����	 ������� ��� ������
���� �
���� jm,����	 > jm,������� ����� �� �� �����
* 
���������� ��� ��� �� �������� �� �� ������� ��� ���������� ����� ����� �� ���
��������� λ 
�������� ���� ���������� ���� �� ��
������ ��� ��������� ������	
������ ����������� �� ��� ����� �� ��� ��������� ������ ��� �� ������� ����������
����� �������

� ��������� � ��� ������ ���������
�� ����������� �������� ��� ���� ������
��
���� ���������� ��� ����� ������ �������������� &vs → ∞' ������ ��� ��������� ��
� ����� "������ ��� ����� ���� �� ��� ���� ������� �� � ���� �� �� � ����������
���
� ���� ���������� ��� ����������� ����
���� �� ��� ����� ������� +� ���� �
�

�����	 ��� ����������� �� ��� ����������� ������ �� y ��������� ��� �� ��
�����
&,-./01'� "�� ������ ������
�� ������ ���� ������ ��� ���� �� �

���� �� ��� ��� ���
��������� ������� ���������� "��������	 ���� �������� ���� ���� ��� �����������
�������� ����� �� �������� �� ��� ����� ������	 �� ����� �� 2��� ��� ��
��� �� ���
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��� ������	 �
� ������

�������� 	���
����� �� �	� ��������� �������������� ����� �	��� �� � ������������
����� ��
���� �� ������� �������� �� ��������� ζ ���� �� τ ����� ���� �� ������
���� ������
 �������	 �� �	� ����������� ��
���� �	��  ���� 
��� �	� ���������� ��
������� �	��� ���������� �� ���������� ���� �	� ���� ��
���  ��	 ������ ��������
���� � ��!����� �������	 ��� ��� �	� ���� ���
� �������� ��� �	�� ����� �	� ����
������������� ����������� ��� �	� ���� �	�� �� �������� ��� �������� ����� �	��� ��
�� �������� ��� ��� �	� ���������� ��������� α ��� �	� 	��� �������� ������� kh�

"��� �� �	� ����������� ��
���  	��� ��� �#�$%� ������� �� ��� ����	��� � ��� �#�$&�
�� �'����������� �������� �� �������� �	�� �� ����� ��� ��(������ ���
� x)

ĉ��(ω, x, z) ≈ ĵ0(ω) ·
(
d0 + d1e

−iβ(0)·(x−x0)
)

�*+�,�

��� x−x0 � Δx�����,(0)� d0 ��� d1 ��� �� �������� � -����
 �	�� �������� �� ��������
���� ���� �� �	� ����� ��
���� .� �	� ����� ��
 x0 = 0 �� �������� ��� � ���������
	�����
 �����  ��	 �� ��/�! ����������� ���� ĵ(ω) ≈ Jδ(ω)� � ��������� ���������
	��� ������������� ������������ �� ��������� �	�� ���� ������� ��� ��(������ ���
�
��/�! ������ �����  	�� �	� ������� ������������ �� �	� ������������� ���-�� ����
��� �	��
� �� ����  ��	 ����� �	��� ω ��� �� ��� �� ω = 0� �	��

c��(x, z) ≈ J
(
d0 + d1e

−iβ(0)(ω=0)·(x−x0)
)
. �*+�*+�

.� �	� ��� β �	� �'������� ��� �	� ��� �� �	� ��������� ��
���� ���� ��� ωτ � 1� ��
�������� ��� ω = 0 �� ���� �	�� � ��� �%�00� �� ����� �

β2,(0) ≈ − 1

τu0

�*+�**�

�� λ2D
u3
0

� 1
τu0

�� �������� 1�����

c��(x, z) ≈ J
(
d0 + d1e

− 1
τu0

·(x−x0)
)
. �*+�*$�

�	�� �������� ����� ���� �� ���� �� ��������� τ ��� � ���� ��������  	��� �	� �������
������� -��� ��� �� ������� �� �� ���������� ����
 �	� �������� ����������� ��
���
 ��	��� ������� ��������������� .� λ2D

u2
0

� 1
τ
�� ��� ���-����� �	� ���������� ����� ��

τ  ��� �� ������� 2� 	�� ���� �	� �� λ ������ ��� ��� �� ���������� ������� �	�
����������� ��
����

� �	� ������������ �� �	� ������ ��� ���������� ���	��� ���������  ��	�� �	�� �	����
�� ��� ������� �� ��������� ������������� �	�������� ���� ���� ���� ����� ��������
����� ��� �� ���������� ���� ��
 ��� � ������������� ��������� ��� �������� 	�
	�
�������� ����������� �� 3� ����������� �	��� �� �� ���������� �������������
 ��	 �	� 	��� �������� ������� ���� �	� ���� ���� ���� �	�� �� �� �������� �	�� ��� ���
�������� ��� ���4��� �� �	� ���� ������������� ����������� ���� �	� ����������� ��
λ �	�  ���������� �	��� ������ ������� ��� �� �����������  	��	 ����� ���������� ��
�	� �������� ����������5����� �� �	� 	��� �������� ������� �� ����� �� �������������
�����������
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�� ����� �� �	
�� �	������

�� ���� ���	�
�� �	 �� ������ ��������	 ��	 ��	�� ��� � ������� �� � ����
 
	��		
�������� 	������� �� ��	 ����

ax3 + bx2 + cx+ d = 0 �����

���� a, b, c, d ∈ C ��
 a �= 0� ��	 ����	
��	 �� ��� 
	�����	
 �� � +!�"�

���� �����	�
 ����

#�$�
��� �� a ��
 ������������ y = x+ b
3a
��$	�

y3 + py + q = 0 ���%�

����

p =
3ac− b2

3a2
���&�

q =
2

27

b3

a3
− 1

3

bc

a2
+

d

a
. ���'�

���	����� ��	 ������
y = u+ v ���(�

��	
�
u3 + v3 + (3uv + p)(u+ v) + q = 0. ���)�

*�	 ��� �� ��+ ��	 ���	� 	������� �� �� �	����	

u3 + v3 = −q ���,�

uv = −p

3
. ���-�

��	�	 ��	 ��� 	�������� ��� ��� ��.����� u ��
 v� /	������ v = − p
3u
	�
� �� ��	

�����
����� 	������� �� u

u6 + qu3 − p3

27
= 0. ���0�

1�$��� ��$	� ��� u3 ��
 v3

u3
1/2 = −q

2
± 1

2

√
q2 +

4

27
p3 ����!�

v31/2 = −q − u3
1/2 = −q

2
∓ 1

2

√
q2 +

4

27
p3 ������

%0(



�� ����� �� �	
�� �	������

��� ����� 	
����� ���� � �������
��� 	� ��� ���

u3 = −q

2
+

1

2

√
q2 +

4

27
p3 ������

v3 = −q

2
− 1

2

√
q2 +

4

27
p3 ������

���
�� ���� u3v3 = − 1
27
p3 ��� u3 + v3 = −q�

� u1 ��� v1 ��� ����� � u
3 ��� v3� 
���

u1 =

(
−1

2
q +

1

2

√
q2 +

4

27
p3

) 1
3

������

v1 =

(
−1

2
q − 1

2

√
q2 +

4

27
p3

) 1
3

������

	
�� u1v1 = −p
3
� ���� ��� �����
�� �� y = u+ v 
� �
��� ��

y1 = u1 + v1 =

(
−1

2
q +

1

2

√
q2 +

4

27
p3

) 1
3

+

(
−1

2
q − 1

2

√
q2 +

4

27
p3

) 1
3

. ������

 �� �� ��� �!�
��
�
� � ��� ���
� ����� ��� "���
��� �����
��� �� u ��� v ��� �
��� ��

u ∈
{
u1, e

i 2π
3 u1, e

i 4π
3 u1

}
����#�

v ∈
{
v1, e

i 2π
3 v1, e

i 4π
3 v1

}
. ����$�

%
��� uv
!
= −p

3
!��� �� ��&���� ��� ������� u1v1 = −p

3
� ��� "���
��� �����
��� ��� ��

����	�'

u2 = u1e
i 2π

3 ����(�

v2 = v1e
i 4π

3 ����)�

y2 = u2 + v2 ������

���

u3 = u1e
i 4π

3 ������

v3 = v1e
i 2π

3 ������

y3 = u3 + v3. ������

*�� �����
��� x1/2/3 ��� ����
��� ��

x1/2/3 = y1/2/3 − b

3a
. ������

+��� ���� ei
2π
3 ��� ei

4π
3 ��� ��!"��, ���-������ � ���� ������

(
ei

2π
3

)∗
= e−i 2π

3 = ei
4π
3 ���(

ei
4π
3

)∗
= e−i 4π

3 = ei
2π
3 � �������� ei

2π
3 + e

4π
3 = −1 ∈ R�

�(�
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�� ��� �����	�
 p, q ∈ R ��	 �
� ����
����	 �� �� �����
 �� 
��� 
���� �� �� ��������

y3 + py + q = 0. ������

�� �� ����
 ��� ��
� �
� �� ���� �
�� 
��� ��
��� ��� �� �� ���������� �� �� ��������
f(y) = y3 + py+ q �� �� �������� ��� ��
� �� �� ����� ��� ��
� �� y �� 
����� �
�� −∞ ��
∞ ����� f(y) → ±∞ ��
 y → ±∞� �� ���
�	��� �� 	���
������ D

D = q2 +
4

27
p3 ����!�

��	 ���� ��� ��
 D = 0 ��	 p = q = 0 ��
� �� ���� �� 
��� �������� y = 0 ��� �����"������

3� #�
 D = 0 ��� ��� q �= 0 ��� 
��� ��  ���� �� y1 = 2
(−q

2

) 1
3 ��� u1 = v1 =

(−q
2

) 1
3 �

$�
���
� y2 = y3 = − (−q
2

) 1
3 � ��� ��
� �
� ��� 
��� 
����� ��� �� ��� �� �����"������

2� ��� ����� D �= 0 ��� 	���	�
 �� � ����� ��� �	 	�� ����	��� f(y)�
f(y) ��� �� 	� 	�� ��� ��	����� 	�������� 	�� ������ �� ����� 
����
� �� 	�� ������

��
 ����	��� �� 	�� ��� ��	����� ��� 	�� 
�����	���� �� ��	

f ′(y) = 3y2 + p ���� !

f ′′(y) = 6y. ����"!

��� �������� �� ��� ����
 ����� ����	���� ��� ����� �������� �� #�� ��$� ���� f ′′(y) �	
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y

p=200

p=0

p=-200

������ ��$�% ����� &���� ����	����� '�����	�� p �� ��
���	�
� q = 400�

�� ���� 	��	 f(y) ��� � 	������ ����	 �	 y = 0 ��
 	��	 � ��� ��	���� �	 y < 0 ���������
�
	� � �������� �� ��	���� �	 y > 0 	� � �������� ��� ��	���� ����	���� ��� ����� ��

y1/2 = ±
√

−p

3
. ���()!

�"*



�� ����� �� �	
�� �	������

��� p > 0 �� ���� ��	��
�
� �� p = 0 ��� ���� � f ′(y) �	 y = 0 �� ������ ����	� ��� ��
p < 0 	�� ��	��
� ����	� �� ��	� 	��	 �� p ≥ 0 	���� �� ���� ��� ���� ���	 � f(y) ���
	�� ��	��
����	 ����
�� D ≥ 0� � p = q = 0 	��� D = 0 ��� 	�� ���� ���	 �	 y = 0 ��
� 
��	������	� 3� � p > 0 	��� D > 0 ��� 	�� ������������� ���� ���	 �� � 
��	������	� 1�
� p < 0� y1 ����������� 	� � 
���
�
� y2 	� � 
���
�
� ��� ���	��� ������ �	 	�� 	��
���� ��	��
� ��� ����� ��

f(y1) = − 2√
27

(−p)
3
2 + q � �!"�

f(y2) =
2√
27

(−p)
3
2 + q. � �!#�

�� ��

���� 	�� ��	��
����	 D ����
��

� D < 0 � f(y1) < 0 ��� f(y2) > 0� ���� ����������� 	� 	���� ���� ���	��

� D = 0 � f(y1) = 0 ��� f(y2) = 2q �� f(y2) = 0 ��� f(y1) = 2q�  � ��� ���� ������
	��� ����� 	� ��� ���� ���	 � 
��	������	� 3 � q = 0 �� 	� 	�� ���� ���	� �� q �= 0� ���
� ����� ��� 
��	������	� 2�

� D > 0 � f(y1) > 0 ��� f(y2) < 0� ���� ����������� 	� ��� ���� ���	�

���� �����	 �
 ����� ���� �����

�� ��	� 	��	 ��� 	� 	�� �
�����	� � 	�� ����� ���	� �	 �� ��	 �

����	��� ����� ����� �
	�� ���	� ���	� �� 1

1
3 ������ �� ���� ��	� (−1)

1
3 � ��� �������� ���	� ���

1
1
3 ∈
{
1, ei

2π
3 , ei

4π
3

}
� �!!�

(−1)
1
3 ∈
{
ei

π
3 ,−1, ei

5π
3

}
. � �!$�

�� ��
 	� ��� 1
1
3 = 1 ��� ���� 	� ������ ����� � 	�� ���	� �� (−1)

1
3 ��� 	� �� ������

�� ����� 	� �� ��
��	���� ��	� 	�� �����	�� ����	��� ��	 � �� �%��	��� � 	���� ������ ���
	��� ������� ��	 p = q = 1� ���� D > 0� ���� 	���� �� ��� ���� ���	� &������ D = 1+ 4

27
> 1

�� ��� ���	�

u1 =

(
−1

2
+

1

2
D

) 1
3

= 1
1
3 · r1 !

= r1 � �!'�

v1 =

(
−1

2
− 1

2
D

) 1
3

= (−1)
1
3 · r2 � �!(�

��	� r1, r2 ∈ R+� � �� ��	 y1 = u1 + v1 �� 	�� ���� ����	���� y1 ∈ R� 	��� �	 �� ������� 	��	
(−1)

1
3 = −1 ��� 	� �� ������� �������� ���� �� ���� � ��
���� ���)����	� � 	�� �����

�%��	��� �� ���

1
1
3 = 1 � �!*�

(−1)
1
3 = −1. � �!+�

#,+



���� �����	 �
 ����� ���� �����

��� ��� ������	
� ����� ����� �� ��� ��� ���
	�	�


1
1
2 = 1 ������

(−1)
1
2 = i. ������

���





�� ����� �� �	
��� ��	
�����

��� ����� ��	 ��� ��
���� �� � ���	��� ������� �	� �	������ � ���� ������� �� ���
������� ���	 ������	���� �� �� ��� ��	�

β4 + p0β
3 + p1β

2 + p2β + p3 = 0. �����

�� ������ �� �� ��
�� ���� ���	��� ������� ��� � �	����� �� ��� ����	���� ��������(
β2 + q0β + q1

) · (β2 + r0β + r1
)
= 0 �����

β4 + β3(r0 + q0) + β2(r1 + q1 + r0q0) + β(r0q1 + r1q0) + r1q1 = 0. �����

�� ������� p0, p1, p2, p3 �	� ����� q0, q1, r0, r1 �	� ��  � ����	����� !����	��� �� ���"#
����� $��
��

r0 + q0 = p0 ���%�

r1 + q1 + r0q0 = p1 ���&�

r0q1 + r1q0 = p2 ���'�

r1q1 = p3. ���(�

�� ��)� ũ  $
ũ = r0q0. ���*�

��� ���� ��� ���%�
r0(p0 − r0) = ũ, ���+�

���� ��� ���&�
q1 = p1 − r1 − ũ. ����,�

-��	��� ��� ����,� ��� ��� ���(� �����

r21 − r1(p1 − ũ) + p3 = 0. ������

���� �

��� �� ���	��� r1 � ��	�� �� .�� ��������� �� ũ/

r1 =
1

2
(p1 − ũ)± 1

2

√
(p1 − ũ)2 − 4p3 ������

�� ���� ��� ����,�� �
�� q1 ��  � ���	����� � ��	�� �� ũ

q1 =
1

2
(p1 − ũ)∓ 1

2

√
(p1 − ũ)2 − 4p3. ������

�� �������� ���	��
� 
�� �� ���� �� �������������	������	���
������	��
������������� �� � ������
��� ��� 

�,�



�� ����� �� �	
��� ��	
�����

���������� 	
 ����� r0 ���� 
�� �����

r0 =
1

2
p0 ± 1

2

√
p20 − 4ũ ������

��� q0 ���� 
�� �����

q0 =
1

2
p0 ∓ 1

2

√
p20 − 4ũ. ������

�
 �
�
���
 �
��
 	���� ���� �� �
�
�����

r0 =
1

2
p0 + s · 1

2

√
p20 − 4ũ ���� �

q0 =
1

2
p0 − s · 1

2

√
p20 − 4ũ ����!�

r1 =
1

2
(p1 − ũ) +

1

2

√
(p1 − ũ)2 − 4p3 ����"�

q1 =
1

2
(p1 − ũ)− 1

2

√
(p1 − ũ)2 − 4p3 ������

	�� s ∈ {−1,+1}� ���#
 �
 �
���$
 ���� �
	

� r0, q0 ��� r1, q1 ���� ��� � �
 �%
��
&�
 �� s2 = 1� �
 #�� �
��
 r0 	�� r1 �� ����'����� 
�� ����� 	�� r0 ��� �����#���

�� ��� �� q0 #�� �
 �
'��#
 ����� 
�� ������ �
 �����

p1r0 − p2 = r1(2r0 − p0) + r0ũ ���()�

��� �� 2r0 − p0 �= 0

r1 =
r0 (p1 − ũ)− p2

2r0 − p0
. ���(��

�� �
'��#��� r1 ��� r0 �� 
�� ���(�� 	�� �
 �
�' �� 
��� ����� ��� ������ ��
 ������
����
��#���� �
 
������� ��� q0 ��� q1*

q1 =
q0 (p1 − ũ)− p2

2q0 − p0
. ���((�

&�
 �� �� 
��� ����� ��� ���"�� p20−4ũ = (r0−q0)
2 ��� ��������� �� 
��� ����� ��� ���!��

(p1 − ũ)2 − 4p3 = (p1 − q1)
2� +���� ���� 
��� ����� ��� ����"� � �����	�

r1 − q1
!
=

√
(r1 − q1)

2. ���(,�

-� �
�
����
√

(r1 − q1)
2 = ±(r1 − q1)� .
 ψ = ϕ(r1 − q1) ∈ [0, 2π)� +�
� ϕ(q1 − r1) =

ψ + π ��� 2π� ��
� ψ ≥ π ⇒ ψ + π ��� 2π < π� ψ < π ⇒ ψ + π ��� 2π > π� /
�#
�
�0��� �
 ���
# ������ 
�� ���(,� ��'��
� �
 �����	��� #��$
����*

ϕ(r1 − q1) < π. ���(��

1��� 
��� ����� ��� ���� � � �����	�

r0 − q0
!
= s

√
(r0 − q0)

2. ���(��

��
��� z = reiϕ ���� ϕ ∈ [0, 2π)� ��� 	�
��� 
��� � z �� ��	�
����	 �� z

1
n = r

1
n ei

1
n
ϕ
�

,)(



�� �� ������	
ϕ(r0 − q0) < π 
����

���� �� �������
s = +1. 
����

���� ���� ���� �� ���������� ���� ��� 
����� ����������� r1(2r0 − p0) = r1 · s
√

(r0 − q0)2

��� r0 (p1 − ũ)− p2 = r0

(
2r1 −

√
(r1 − q1)2

)
− p2 = r0(r1+ q1)− r0q1− r1q0 = r1(r0− q0)�

�� ��� ������ ���� 
����� �� 
����� ���� ��� 
���� �� � ����

r0q1 + r1q0 =
1

2
p0 (p1 − ũ)− s

1

2

√
p20 − 4ũ

√
(p1 − ũ)2 − 4p3 
��!�

���  	 ���� ��� ����������� ��"����� ���� �������� ũ ���� p0, p1, p2, p3#

− s
1

2

√
p20 − 4ũ

√
(p1 − ũ)2 − 4p3 = p2 − 1

2
p0 (p1 − ũ) . 
����

$�"����� ��� ������� ���%� 	�����

ũ3 − 2p1ũ
2 +
(
p0p2 + p21 − 4p3

)
ũ+
(
p22 + p20p3 − p0p1p2

) !
= 0. 
��&'�

��������� ��� �� ��� ����� ���"����� �� ��� 
��&'� ���� ���� 
����� �� 
����� ��� ���(��� ���
�"������� ��"������ �� ��� 
��� )����	 	����� ��� ��"� ���"����� ��� β#

β1/2 =
1

2

(
−q0 ±

√
q20 − 4q1

)

��&��

β3/4 =
1

2

(
−r0 ±

√
r20 − 4r1

)
. 
��&�

*�� ���"����� �� ��� 
��&'� ���  � �����%���� �+����	 "���� ������� ,� -��

v0 = −2p1 
��&&�

v1 = p0p2 + p21 − 4p3 
��&.�

v2 = p22 + p20p3 − p0p1p2. 
��&/�

*���� ����

ũ = u+
2

3
p1 
��&��

��� 
��&'� �"��� ����
u3 + d0u+ d1 = 0 
��&��

����

d0 = v1 − 1

3
v20 
��&!�

d1 =
2

27
v30 −

1

3
v0v1 + v2. 
��&��

, ���"���� �� ��� 
��&�� �� ��(��  	

u =

⎛
⎝−1

2
d1 +

√(
d1
2

)2

+

(
d0
3

)3
⎞
⎠

1
3

+

⎛
⎝−1

2
d1 −

√(
d1
2

)2

+

(
d0
3

)3
⎞
⎠

1
3

. 
��.'�

�� ��"��  � ����0�� ���� ��� ����� ����� �� ���"����� ��� u �� ��� 
��&�� ���� �� ��� ��%�
���"���� ��� {β1, β2, β3, β4}�

&'&





�� �������	 
���� ��� �	 �	����

���� 
�����

��� ����� �	 
 ������� ����������� ������ �	 
 δ �
��� ��������
���� ����� 
� t = 0 
	���

 ���� t � ����� �� Δz ∼

√
Dt� ��� �
� �� ��� �� ������ ��� ���������
� ���
���� 	��

c(t, �x) ��� ���� !"
dc(t, �x)

dt
= DΔc(t, �x)

���� ��� �����
� ��������� c(t = 0, �x) = c0(�x)� #	��� 
 $������ ��
�	���
���� �� �
�� ����

��� ��
�	���
���� �
�� (�x,�k)% �� ���
�� ��� �����
�� ���������
� ���
����

dĉ(t,�k)

dt
= −D�k2ĉ(t,�k)

���� ��� �������
ĉ(t,�k) = ĉ0(�k)e

−�k2Dt.

$������ �
�& ��
�	���
���� �����

c(t, �x) = c0(�x) ∗�x 1

(4πDt)
3
2

e−
�x2

4Dt .

'��� �� �
 ��� ��
�

1

(2π)3

∫
ei
�k�xe−

�k2Dtd3k

=
1

(2π)3

3∏
j=1

∫
eikjxje−k2jDtdkj

���� ∫
eikjxje−k2jDtdkj

=2

∫ ∞

0

cos (kjxj)e
−k2jDtdkj

=

√
π

Dt
e−

x2j
4Dt

����� ��� �
���� ������
� �
� �� ���&�� �� �� �(+�)!� *� ��� �������� �� ���
��

c(t, z) = c0(z) ∗z 1

2
√
πDt

e−
z2

4Dt

����� ��� ��
� 	�� c0(z) = δ(z)% ��� ����� �	 ��� ������ � ����� �� zw = 2
√
Dt�

+� 
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