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Beitrag zur Theorie der verallgemeinerten #'-Algebren

Von

M. LEINERT

In dieser Arbeit werden der Begriff der verallgemeinerten #1-Algebra, wie ihn
H. LeprIiN in [5] gegeben hat, und einige der dort ausgesprochenen Sétze verall-

gemeinert.
Ist G eine lokal kompakte Gruppe, &/ eine Banach-Algebra, und sind

IV = {Tx}xEG wmmel 1P = {P:G,:l/}a:,yEG

gewisse mellbare Familien von Automorphismen bzw. beschriankten Operatoren von
&, so besteht die hier beschriebene verallgemeinerte #1-Algebra £ (G, o/ ; T, P)
wie in [5] aus dem Banach-Raum Z1((, /) aller Haarintegrierbaren Funktionen
auf G mit Werten in .o/, versehen mit einer verallgemeinerten Faltung

(f éixpg) (=R oy Sy oidy
s G

als Produkt. Der Unterschied zu [5] liegt darin, daf die Voraussetzungen iiber 7'
und P abgeschwicht sind: man verzichtet auf die Beziehung

sz = Tx Ty:
z, y € G, und statt der Identitdten
18 5o D= JBs (@), @5 JEs o = 12 (@)

z, ye@, a, be o, fordert man — zur Abkirzung sei 1%,y = 1)1 T T;hx_l de-

finiert —
1 @l = 1B o(@b), @0 1B glo = 185w Wi 0@ o)

Die Bedingung (1.5) aus [5] wird in der Form
BB L =R
x, Y, z € G, beibehalten.

Durch diese Erweiterung des Begriffs der verallgemeinerten #1-Algebra erreicht
man, daB in Satz 1 von [5] auf die Kommutativitit des Normalteilers H verzichtet
werden kann. Die Algebra £ (6, oZ; T, P) stellt einen Spezialfall von [4], § 2 dar,
wenn man dort die Voraussetzung, daB die Gruppe G kommutativ ist, weglaBt. Mit

der Definition
alz, Ypb = Py, yTyaa-b
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fiir , y € G, a, b e o/, sind die Bedingungen 1)—4) von [4], p. 56 erfiillt. Dagegen
scheint es, daB der Begriff der verallgemeinerten #1-Algebra sich nicht vollig dem
der ,,cross-sectional algebra‘ von J. M. G. FELL in [3] unterordnet, obwohl es fir
das Beispiel der Gruppenalgebra & (G/H, £1(H); T, P) zutrifft!).

Die Arbeit gliedert sich in vier Abschnitte, welche die Definition der verallge-
meinerten #1-Algebra (I), etwas tiber Involution in verallgemeinerten #1-Algebren
(IT), das Beispiel der’ Gruppenalgebra ¥ (G[H, 1 (H); T, P) (III) und den Isomor-
phiesatz £1(G) ~ Z (G/H, X' (H); T, P) (IV) enthalten.

Bezeichnungen. Ist o7 eine Banach-Algebra, so bedeute % (.7) die Algebra aller
beschrankten Operatoren von 7. Fir 4 € #(s/) sei | 4| die Norm von 4, I be-
zeichne die identische Abbildung von .27. Ist .27 eine involutive Banach-Algebra und
Be % (<), so wird B®° und B* wie in [5] definiert, ebenso .2/%. Auch zum Begriff
der meBbaren Familie vgl. [5].

I. Sei @ eine lokal kompakte Gruppe, 27 eine Banach-Algebra. 7' = {1%4},cq sei
eine beztiglich des Haar-Mafles auf ¢ meBbare Familie isometrischer Automorphismen
von .o7/. Wir definieren Automorphismen 7%, 5 von .27 durch die Gleichung

P e Bl o
Offenbar ist 7' genau dann eine Darstellung, wenn 7% , = I fur alle z, y € G.

Definition. Hine beziiglich des Haar-Mafles auf G x G mefbare Familie

P= {Px, y}x,ye&’

mut Werten in % (7)) heifst mefSbares Faktorensystem von G beziiglich T mit Werten in
</ (oder kurz: Faktorensystem ), wenn | Py, | = 1 fir alle x, y € G und die folgenden
Bedingungen erfillt sind:

(E8) 18 00010 = B @) 5 @00 dB ol = JB o T il )
(1.2) B P L R
fir alle a, b € o7 und alle x, y, z € G.

Falls 7' eine stetige Darstellung ist, stimmt diese Definition des Faktorensystems
mit der in [5] gegebenen tberein.

- Ist P = {P,,,} ein Faktorensystem, so folgt aus (1.1), daB P, 4, .oZ? fiir alle

z,y € G. Wenn P, eindeutig bestimmt ist, z. B. wenn Bedingung (N) aus [5] erfiillt

ist, gilt

(1.3) By =B v

Besitzt Py, , mehrere Adjungierte, so wollen wir unter diesen nur den Operator
(Py,y Tz, y)° mit P¥, bezeichnen. Damit gilt (1.3) allgemein. Wir nennen ein Fak-

1) Inzwischen ist eine Arbeit von R.C. Bussy und H.A.Syita [8] erschienen. Der dort de-
finierte Begriff der verallgemeinerten #1-Algebra ist analog zu dem in dieser Arbeit gegebenen.

2) Man beachte, da die zweite Gleichung die erste impliziert, falls Bedingung (N) aus [5]
erfallt ist.

38%*
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torensystem P = {Py, 4} unitdr, wenn Py, = P!, fir alle z, ye@ und P, , =
= 125 o= W elle el

Mit Hilfe eines Faktorensystems kénnen wir wie in [5] fiir Funktionen aus (@, .7)
eine verallgemeinerte Faltung TX@JXJ durch die Formel

(f %X 9) (@) = [ Poyys Ty f(xy) - g (y=2) dy
qe,72 G
erkléren.

Satz 1. L1(G, o) wird mit XX als Produkt zw einer Banach-Algebra.
7P

Beweis. Wir definieren eine Abbildung =: &/ X G X G X &/ — o/, die jedem
Quadrupel (a, z, y, b), a, b € 7, x, y € G, ein Element a{x, y>b € o/ zuordnet, durch
die Formel ‘

At W0 = 18 iy Iy 015 B

Die Behauptung folgt aus [4], (2.1), wenn wir zeigen konnen, dal} die Abbildung 7
die Bedingungen 1)—4) von [4], p. 56 erfullt. 1) und 4) sind klar. 3) ergibt sich mit
Hilfe von [5], p. 260 und [4], (1.2), widhrend 2) aus (1.1) und (1.2) folgt:

(@<x, y>b)<xy,2)¢ = Puy, e Tys (Py,y Ty-1a:b) - c =
DL S LT ntise Tl o @ =
= Py e Py o T Tyna- Tpib-c =
— Py e By o Ly, o Loy T il c —
— Pz Ly By o T b o = aa, yz) (b<y, 2) c) -

Die in Satz 1 definierte Banach-Algebra wollen wir mit % (G, o7; T', P) oder kurz
& bezeichnen.

II. Sei P = {Py, y}syce ein Faktorensystem, und seien alle Py , invertierbar.
Dann gilt entsprechend zu Satz 8 in [5]

Satz 2. Die Familie { P, 1 44} zcq 15t fiir jedes a € G mefbar beziiglich des Haar-Mafes
auf @.

Der Beweis verlauft wie in [5], bis auf die Tatsache, dal man an einer Stelle,
anstatt mit 7', zu transformieren, nur von rechts mit 7', multipliziert. Das ge-
schieht, um das Auftreten von T;L zu vermeiden, weil die Familie {7,'},. wohl
nicht meBbar zu sein braucht. Sie ist iibrigens meBbar, wenn das Faktorensystem
unitér ist.

Fiir den Rest dieses Abschnitts sei .o/ eine involutive Banach-Algebra, alle Auto-
morphismen 77, seien mit der Involution * vertauschbar, und fiir das Eins-Element e
der Gruppe G gelte T, = I.

Analog zu Satz 7 in [5] erhalten wir

Satz 3. Ist K = {K},cq eine beziiglich des Haar-Mafes auf G mefpbare Familie
isometrischer invertierbarer Operatoren von </ mit der Higenschaft

(2818) K0 b KGN G b= (alD)
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fir alle a, be .o/, xe @, und gilt auferdem

2.2) Rl s e
und
(2.3) e e B LR LK ) — Py ()

fiir alle x, y € G, a, b € o, so lift sich in L (G, ; T, P) durch die Formel
@) = A @) 1 Ky Topr f(x71)*
eine Involution f— f* definieren.

Der Beweis verliuft im wesentlichen wie in [5]. Fir die Identitit (f X';X e
= @ @ f* verwendet man zusétzlich die Beziehungen

(2.4) a- Pm’yb = x,y(ab)
und
(2.5) K @ I S0 = e, we IS o =G (),

welche aus den Eigenschaften (1.1) und (2.1) folgen.
Entsprechend zu Satz 9 in [5] gilt

- Natz 4. Ist P = {Py y},  cq ein unitires Faktorensystem und definiert man
Ky = Py,
so erfiillt K = {Kg},cq die Voraussetzungen von Satz 3. In & wird also durch
f* (@) = A (@)t Py Tos f @)
kanonisch eine Involution definiert.

Beweis. Aus (1.1) folgen die Relationen (2.1). Da das Faktorensystem unitar ist
und 7', , = T4,y gilt, erhdlt man aus (1.3) die Beziehung

(2.6) =P T

Substituiert man @ — y=1, 2z —y~1 in (1.2) und multipliziert dann von rechts mit
Ty, so ergibt sich wegen P, ; = P , = I die Gleichung

(2.7) e e

Aus (2.6) und (2.7) erhélt man (2.2) unter Bertcksichtigung von (P, ,1)° = P,
durch Ausrechnen. Die Bedingung (2.3) lautet nach Vereinfachung mit Hilfe von
(2.6):

e e P R b)) — B (b))

Durch die Substitutionen @ — vy, y — 41, z — a1 bzw. 2 — (zy)~! in (1.2) gewinnt
man zwei Gleichungen. Lost man die erste nach P, ,,y-1 auf und setzt in die zweite
ein, so ergibt sich nach Multiplikation von links mit P} )+ und Transformation
mit 7T, die Gleichung

Bl LML S aTE Sz e L
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Seien a, b € .27. Mit Hilfe von (2.6), (2.4) und (1.1) erhalten wir aus der letzten Glei-
chung:
By by e T RE ey o P S TR o T Pt e T (G
S o AR R U R i N B e L 1
R il P S b

vyt

Das ist aber wegen (2.7) gerade Bedingung (2.3). Nach Satz 2 ist die Familie
{Pxfl’z}xe(; meBbar, also auch die Familie {P;. ,},.q, wie man leicht nachpriift.
Wegen B0 — P 0 und | PL = P, | ailt | PR = 1L 20 oS
die Operatoren Px,y isometrisch und damit auch die Operatoren K, = Py ,, wo-
mit Satz 4 bewiesen ist.

III. Sei G eine lokal kompakte Gruppe, H ein abgeschlossener Normalteiler von G,
fe LL(H) mit [f(£)dé+0. Fir z € @ definieren wir 6 (x) durch die Gleichung
i

[f€)dE = (@) [fxtEx)dE.

bzg H
Die so definierte Funktion ¢ ist ein stetiger Homomorphismus von ¢ in die multi-
plikative Gruppe der positiven reellen Zahlen (vgl. [2], p. 22).

Es existiere ein meBbarer Schnitt ¢ von G = (/H in . Wie in [5] definiert man

fir z, y € G: ]

y(z,y) = o) to@) Lolxy),
und fir he L1(H), E€H:

(Pgyh) (&) =h(y (@, 9)),
(T3h) (€) = (@) D h(o(z)éo@)).

Wir wollen nun zeigen, daf die Familie P = {P; ;}; ;¢ ein meBbares Faktoren-

system von e beziiglich T' = {T;};.y mit Werten in £1(H) ist. Offenbar gilt P; .
T; e % (¥ (H)), und die Abbildungen sind isometrisch. Die Operatoren 7; sind
auBerdem Automorphismen. Man verifiziert (1.1) und (1.2) durch Ausrechnen oder
geeignetes Umformen, was wir fiir die zweite Gleichung von (1.1) durchfiihren wollen :

fir a, be LL(H), EcH gilt
a Xg P;;b) (&) =If{a(§19)(P. b) (0-1)dd = [a(ED)b(y (x,y) D) dd =

IH

— [0y (2. 9) aEdy(x,9)bd 1) d) =
VL

= [o(y (@ y) aly (@ y) Ly @y Edy (2,y)b@ 1) dd.
'

Eine Nebenrechnung zeigt, dab 7' ; gegeben ist durch
(Ts,5h) (6) = O (y (@, ) by (@, §) 1 &y (2, 9)) 5
und so erhalten wir

(@ X% Pz,5) (6) = [ (P4, Ts,50) E8)b(971)dD = (P, Ti,5a X2 b) (€)
H
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Nun bleibt noch die MeBbarkeit von 7' und P zu zeigen. Sei h € £1(H), & € H und
2 € G. Man definiert Funktionen ¢A und 2% durch

(ch) () =h(n), (A%)(n) =h(@1na)

fir 7 € H. Bei festem h e £1(H) sind & — ¢h und x +— h% stetige Abbildungen von
H bzw. G nach #1(H) (vgl. [2], p. 22/p. 10), woraus die MeBbarkeit der Familien
P und 7 folgt. P ist also ein meBbares Faktorensystem von G beziiglich 7' mit
Werten in £1(H).

Nach Satz 1 konnen wir die Algebra 3(@, ZL1(H); T, P) bilden, welche wir auch
kurz mit # (o) bezeichnen wollen, da 7' und P durch den Schnitt ¢ bestimmt sind.
% (0) besitzt eine kanonische Involution: Zunéchst rechnet man aus, da 7'; = 7';
fiir alle ¢ € G und daB das Faktorensystem {P; y} unitér ist. Dabei setzt man, um
Ps ; = Pi,, = I zu erhalten, o(¢) = e voraus, was durch Abinderung erreicht wer-
den kann, ohne die MeBbarkeit zu storen. Dann gilt auch 7'¢ = I, man kann also
Satz 4 anwenden: % (o) ist eine involutive Banach-Algebra, wenn man die Involution
durch .

f* (@) = A@) 1 Pgs g T f (a-1)*
definiert.

IV. Satz 5. Ser G eine lokal kompakte Gruppe, H ein abgeschlossener Normalteiler
von G, und o ein mefbarer Schnitt von G/H in G. Dann sind L1(G) und Z (o) als
mwolutive Banach-Algebren iwsometrisch isomorph.

Beweis. Die Abbildung 2': Z1(G) - £ (o), die definiert wird durch
(Z1) (@) () = f (o () §)
fir fe $1(G), xeG|H, &€ H, ist nach [4], §7 ein isometrischer linearer Isomor-

phismus. Die Gleichung X' (f £z g) = 2'f @ 2g 1aBt sich dhnlich wie in [5], p. 265

beweisen, so dafl nur noch (Xf)* = Z’(f*) zu zeigen bleibt. In der folgenden Rech-
nung bezeichnen Ag, A¢ und Ay die Modularfunktionen auf G, G = G/H und H;
der Querstrich iiber einer komplexen Zahl bedeute ihr Konjugiertes. Zu Beginn der
Rechnung verwenden wir P, T, = P;L T, was aus (2.6) folgt.

il

(Z1* @) €) = [Aa(D) Pras T7 (ZH G E) =
%

= (o oo @) (S e=11* (0@ Dty (el 2f Lo (@-1))=
= dg@1) (0@ 1) (Zf) @ )* (o (@) o (@) =
= Ag(@ ) 6(0(@ 1) dr(o(@) & o (@ 1)t
“EH @) (e@ ) e te(@)) =
= dg(@) 6(o (@) dr (o @) € 0@ 1))1f(ELo@)D).

Nun gilt aber Ag (1) = Ag(n) fir 1€ H und Ag(y) = (o @)L) dg(o (@) fir §e G



600 M. LeiNerT ARCH. MATH.

(vgl. [2], p. 61), so dall wir erhalten:
(ZH* @) (€) = (o (@) ) de(o (1) (o (zL)) -
Aglo@)Eo (@)1 f(E Lo (@)L) =

= Ae(0@) €)1 f((0(@)€)™) =
= f*(o(@)8) =
— )

Damit ist Satz 5 bewiesen.
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