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■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥ ✇✐r ❆t♦♠s♣❡❦tr❡♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ ❑♦♥③❡♣t❡♥ ❞❡r ◆❡t✲
③✇❡r❦t❤❡♦r✐❡✳ ❲✐r ❡r③❡✉❣❡♥ ❡✐♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡s s♣❡❦tr♦s❦♦♣✐s❝❤❡s ◆❡t③✇❡r❦ ❛✉s ❙♣❡❦✲
tr❛❧❞❛t❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ✇✐r ❩✉stä♥❞❡ ❛❧s ❑♥♦t❡♥ ✉♥❞ ♦♣t✐s❝❤❡ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ❛❧s ❑❛♥t❡♥
❞❡✜♥✐❡r❡♥✳ ❲✐r ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss s♣❡❦tr♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ◆❡t③✇❡r❦❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r P❛r✐tät ✐♥
❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❜✐♣❛rt✐t s✐♥❞✳ ▼✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❈♦♠♠✉♥✐t② ❉❡t❡❝t✐♦♥

✜♥❞❡♥ ✇✐r ●r✉♣♣❡♥ ✈♦♥ ❑♥♦t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡♥ ✐❞❡♥t✐s❝❤❡ ◗✉❛♥t❡♥③❛❤❧❡♥ ③✉❣❡♦r❞♥❡t
✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ■♥ ❚❤♦r✐✉♠ ■■ ③❡✐❣❡♥ s✐❝❤ ✇❡✐t❡r❡ ❍✐❡r❛r❝❤✐❡❡❜❡♥❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛❧s
❈❧✉st❡r ✐♥ ❞❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡♥ ✇✐❡❞❡r✜♥❞❡♥✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞✐❡s❡r ❈❧✉st❡r
❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ❩✉stä♥❞❡ ❡✐♥❡ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♥ ❘❡s✉❧t❛t❡♥
❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ✇✐r ❡✐♥❡ ▼❡t❤♦❞❡✱ ✉♠ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡r ❩✉stä♥❞❡ ✈♦r❤❡r③✉s❛❣❡♥✳
❋ür ❚❤♦r✐✉♠ ■■ ❜❡st✐♠♠❡♥ ✇✐r s♦ ❞✐❡ r✐❝❤t✐❣❡ P❛r✐tät ✐♥ 100% ✉♥❞ ❞❛s r✐❝❤t✐❣❡
J ✐♥ 95% ❞❡r ❋ä❧❧❡✳
❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ▲✐♥❦ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐r❞ ❛♥❣❡✇❛♥❞t✱ ✉♠ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ✈♦r❤❡r③✉s❛❣❡♥✳
❲✐r t❡st❡♥ ❞✐❡ ❙tr✉❝t✉r❛❧ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✉♥❞ ❞❛s ◆❡st❡❞ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❇❧♦❝❦

▼♦❞❡❧ ✉♥❞ ✇❡rt❡♥ s✐❡ ❞✉r❝❤ ③✉❢ä❧❧✐❣❡s ❊♥t❢❡r♥❡♥ ✈♦♥ ❑❛♥t❡♥ ❛✉s✳ ▼✐t❤✐❧❢❡
❞❡r ❙tr✉❝t✉r❛❧ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ❦ö♥♥❡♥ ❥❡ ♥❛❝❤ ❆t♦♠ 20% ❜✐s 40% ❞❡r
Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡r ❋❡❤❧❡rq✉♦t❡ ✇✐❡❞❡r❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐r ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ❡✐♥❡
♥❡✉❡ ▼❡t❤♦❞❡✱ ✉♠ ❞✐❡ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ③✉ ❜✐s❧❛♥❣ ♥✐❝❤t ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥ ❛♥❤❛♥❞
✐❤r❡r ❡r✇❛rt❡t❡♥ q✉❛♥t❡♥♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦r❤❡r③✉s❛❣❡♥✳

❆ ◆❡t✇♦r❦ ❆♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❆t♦♠✐❝ ❙♣❡❝tr❛✿

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛t♦♠✐❝ s♣❡❝tr❛ ✉s✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr♦✲
s❝♦♣✐❝ ❞❛t❛ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ✐s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❡♥❡r❣②
❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❧✐♥❦s ✇✐t❤ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s
❛r❡ ❛❧♠♦st ❜✐♣❛rt✐t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛s❝r✐❜❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r✐t② s②♠♠❡tr②✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ❝♦♠♠✉✲
♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❢♦✉♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳ ❋♦r t❤♦r✐✉♠ ■■ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡s ♦❢
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r♠ ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s✳ ❲❡ t❡st
t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ♣r❡❞✐❝t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧ st❛t❡s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r t❤♦r✐✉♠ ■■ ♣❛r✐t② ❛♥❞ J ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇✐t❤
100% ❛♥❞ 95% ❛❝❝✉r❛❝② r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❲❡ s❤♦✇ t❤❛t ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✉s✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♠❡t❤♦❞s ♦❢
❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❲❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤✐s ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r♦♣♦✉t ❛♥❞ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠ 20% t♦ 40% ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ ❢❡✇
❡rr♦rs ✉s✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❝❛♥
♣r❡❞✐❝t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ♥❡✇ st❛t❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥✳
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❛ ♥♦✈❡❧✱ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❛t♦♠✐❝

s♣❡❝tr❛✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ s❤❡❞ ❛ ♥❡✇ ❧✐❣❤t ♦♥ s♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥s ✐♥ s♣❡❝✲

tr♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ♥❡t✇♦r❦s ❛s ❛ t♦♦❧ ❢♦r ❛♥❛❧②③✐♥❣ s✉❝❤

s②st❡♠s✳

❆t♦♠✐❝ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ✐♥ ♠❛♥② ❛r❡❛s ♦❢ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ❝❤❡♠✐str②✱ ❛s

t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✜♥❣❡r♣r✐♥t ♦❢ ❛t♦♠s ❛♥❞ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ❛♥❛❧②③❡

t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❈♦✇❛♥ ❬✶✾✽✶❪✮✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❝✉rr❡♥t ✐♥t❡r❡st

✐♥ s♣❡❝tr❛ ✐s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤♦r✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ P❡✐❦ ❛♥❞ ❚❛♠♠ ❬✷✵✵✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r

t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝❧♦❝❦✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①❝✐t❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r tr❛♥s✐t✐♦♥✱

❍❡rr❡r❛✲❙❛♥❝❤♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝

st❛t❡s✳ ❚♦ ✜♥❞ s✉❝❤ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤♦r✐✉♠ ✐s

♥❡❡❞❡❞✱ ❛♥❞ ❘❡❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ ♠❡❛s✉r❡❞ ♠❛♥② tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤♦r✐✉♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤

❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❝✉rr❡♥t t❤❡♦r② t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡s❡

s♣❡❝tr❛ t♦ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❛ s✐♠♣❧❡ q✉❡st✐♦♥ ❧✐❦❡

✏❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ st❛t❡s ✐♥ t❤♦r✐✉♠ ■■❄✑

✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♥s✇❡r ✭s❡❡ ❘❡❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✮✳

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❤❡♥❝❡

❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡s❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② ♠❛t❝❤✐♥❣

❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❦♥♦✇♥ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✭s❡❡

❘❡❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✮✳ ❋♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡

✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❜② t❤❡ ❘✐t③ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ st❛t❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜②

tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❈♦✇❛♥ ❬✶✾✽✶❪✮✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❞✐✛❡r

❜② ♠❛♥② ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❧② ❢❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡

r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❢♦r

✇❤✐❝❤ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ❡✳❣✳✱ ✐♥ t❤❡ t❡①t❜♦♦❦ ❜②

❇r❛♥s❞❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❞❛t❛ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ❡♥❡r❣②

❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡✳

❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ❛ ●r♦tr✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✭s❡❡

✜❣✉r❡ ✶✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳ ◆❡t✇♦r❦s ❝♦♥s✐st

✻



♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ st❛t❡s✮ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❦s

✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥s✮✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ◆❡✇♠❛♥ ❬✷✵✵✸❪✳ ❚❤✐s

str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈sás③ár ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✳

❖✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r② ❤❛s ❡✈♦❧✈❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ❛♥❛❧②③❡

❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s②st❡♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦s ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✭s❡❡ ◆❡✇♠❛♥ ❬✷✵✵✸❪✮✳ ❱❛r✐♦✉s

❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♣❛tt❡r♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ ✭s❡❡ ❡✳❣✳✱ t❤❡ t❡①t❜♦♦❦s ❜② ◆❡✇♠❛♥ ❬✷✵✶✵❪

❛♥❞ ❇❛r❛❜ás✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✮✳ Pr♦♠✐♥❡♥t ❡①❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s✱

s✉❝❤ ❛s ❝❡❧❧ ❜✐♦❧♦❣②✱ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡✱ s♦❝✐♦❧♦❣② ❡t❝✳

❖♥❡ q✉❡st✐♦♥ t❤❛t ❤❛s s♣❛r❦❡❞ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s ✐s✿ ✏❲❤❛t ❛r❡ ❣r♦✉♣s

♦❢ s✐♠✐❧❛r ♥♦❞❡s❄✑✳ ●✐r✈❛♥ ❛♥❞ ◆❡✇♠❛♥ ❬✷✵✵✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐t②

❞❡t❡❝t✐♦♥ t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥✱ ❛ ❣r❡❛t ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡s❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡✈✐❡✇❡❞ ❜② ❋♦rt✉♥❛t♦

❬✷✵✶✵❪✱ ✇❤♦ ❛❧s♦ ❣❛✈❡ ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ t♦♣✐❝ ❋♦rt✉♥❛t♦ ❛♥❞ ❍r✐❝ ❬✷✵✶✻❪✳

❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡

❛❧s♦ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❜❧♦❝❦ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤

✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② P❡✐①♦t♦ ❬✷✵✶✼❪ ❛♥❞ ❆❜❜❡ ❬✷✵✶✼❪✳

❆♥♦t❤❡r q✉❡st✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❣r❡❛t ❞❡t❛✐❧✱ ✐s✿ ✏❍♦✇ ❝❛♥ t❤❡ ❞❛t❛

❜❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♥❡✇ ❧✐♥❦s❄✑✳ ▲ü ❛♥❞ ❩❤♦✉ ❬✷✵✶✶❪ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦♥

❜❛s✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦

t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ▲ü ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪ ❛♥❞ ●✉✐♠❡rà ❛♥❞ ❙❛❧❡s✲P❛r❞♦

❬✷✵✵✾❪✳ ❚❤✐s q✉❡st✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❦s ❢♦r ♥❡✇ ♥♦❞❡s✳

▲✐❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ r❡✈✐❡✇❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇

✶s

✷s

✸s
✷p

✸p ✸d

✭❛✮ ●r♦t✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠

1s

2s

3s 2p

3p

3d

✭❜✮ ❈♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❈♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ●r♦t✐❛♥ ❞✐❛❣r❛♠ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ✭r✐❣❤t✮✳

✼



♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ❍r✐❝ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❜❧♦❝❦

♠♦❞❡❧✳

❉❡s♣✐t❡ ❛❧❧ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♥② s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ r❡s❡❛r❝❤ ❛♣♣❧②✐♥❣

♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r② t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s ✐s s♣❛rs❡✳ ❍❛❧✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣❤❛s❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇♦s❡✲❍✉❜❜❛r❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♥❡t✇♦r❦

✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡❀ ❑✉❧✈❡❧✐s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ q✉❛♥t✉♠ tr❛♥s✲

♣♦rt ♦♥ tr❡❡ ❧✐❦❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆s ♠♦st ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞♦♥❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝s

❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞♦ ♥♦t tr② t♦ ❣❛✐♥ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ♣❤②s✐❝s ❜❛s❡❞

♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❜✉t ♠❡r❡❧② ✉s❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

s②st❡♠✳

❲❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇ ♦❢ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❣❛✐♥ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ❛ s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥

♥❡t✇♦r❦ s❝✐❡♥❝❡✳ ❱❛❧❞❡③ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✼❪ ✉s❡❞ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r② t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠

♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇♦s❡✲❍✉❜❜❛r❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ t❤❡ ♣❛r✲

t✐❝❧❡s ❛s t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡✐r ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧✐♥❦s✳

❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t s❡✈❡r❛❧✱ t②♣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s s❤♦✇ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r

❛t t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♣❡❝tr❛ ❜② ❈sás③ár ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✳

❚❤❡② ♠❛❞❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❛✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥s✐❣❤ts

✐♥t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♣❡❝tr❛✱ ❜✉t ♦♥❧② ✇❡❛❦ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✇❡r❡ ❞r❛✇♥✳ ■♥st❡❛❞ t❤❡② ❢♦❝✉s❡❞

♦♥ ✉s✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ❛s ❛ t♦♦❧ t♦ ✜♥❞ ❛ ❝♦rr❡❝t ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♥❞

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❞❛t❛✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❞♦ ❛♥ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠

❛t♦♠✐❝ s♣❡❝tr❛✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛t♦♠✐❝ s♣❡❝tr❛✿

• ❲❤❛t ❛r❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s❄

• ❍♦✇ ❞♦ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s r❡❧❛t❡ t♦ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s❄

• ❲❤✐❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♥❡✇ st❛t❡s ❝♦✉❧❞ t❤❡②

✐♥❝❧✉❞❡❄

❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❣♦ ❢❛r ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞♦♥❡ ❜② ❈sás③ár ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✱ ✇❤♦

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❝❡♥tr❛❧✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r✐t② ✭s❡❡ ❈❧❛✉s❡t ❡t ❛❧✳

❬✷✵✵✹❪✮ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ t❤❛t t❤✐s ❝♦♠♠✉♥✐t②

❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❞✐s❛ss♦rt❛t✐✈❡

str✉❝t✉r❡✳

✽



■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❤②✲

❞r♦❣❡♥✱ ❤❡❧✐✉♠✱ ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠✳ ❍②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠ ❛r❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡st t✇♦ ❛t♦♠s

❛♥❞ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤✉s t❤❡② ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t s②st❡♠s ❢♦r ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣

t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜✐❛s✳ ■r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ ■■ ❛r❡

❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t♦ t❤❛t✿ ❚❤❡✐r ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐s ✇❛② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❜✉t ♠✉❝❤

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡s❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❛t♦♠s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤

♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r② ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♦✛❡r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥s✐❣❤ts✳

❚❤❡ t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s

✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡♥ ✇❡ ♣r❡❞✐❝t ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ st❛t❡s ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳ ❲❡ ✇✐❧❧

st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✷✳✶✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❤♦✇ t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡

t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣❛r✐t② s②♠♠❡tr②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❢✉rt❤❡r str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱

❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❋♦r ❤❡❧✐✉♠✱ ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠

t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✉♠

♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❋♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s

❢♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❚♦ ❝❧♦s❡ t❤❡ ✜rst

❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♦❢

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st❛t❡s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡

s♣❡❝tr✉♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ st❛rt ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❧✐♥❦

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❦♥♦✇♥ st❛t❡s✳ ❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ✐♥

s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♥❡✇ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡

♣r♦♣♦s❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✇✐❧❧ ❜❡ t❡st❡❞ ❜② ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♥❡✇ st❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❛t♦♠✳

❋♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ st❛t❡s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇❡r❡ ❛❧s♦ t❡st❡❞ ❛❣❛✐♥st

✈❛r✐♦✉s ♦t❤❡r r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❲✐t❤ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❩❛❝❤❛r② ❦❛r❛t❡ ❝❧✉❜ ✭s❡❡ ❩❛❝❤❛r② ❬✶✾✼✼❪✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♦♥❧② ✸✹ ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞

♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❡❧❧ ♦♥ ❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦s t❡st❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t✲

❢♦r✇❛r❞❧② ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❡st✐♥❣ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❤❛s ❧❡❛❞ t♦

✐♥❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ r❡s✉❧ts✱ ❛s ✐t s❡❡♠s t♦ ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ❢♦r ❤②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞ ✐r♦♥✱ ❜✉t ♣♦♦r❧② ❢♦r

❤❡❧✐✉♠✱ ❝❛r❜♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❈✳ ❡❧❡❣❛♥s✳

❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s t❤❛t ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✜♥❡r s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠

♥✉♠❜❡rs ♣❛r✐t② ❛♥❞ J ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ✐r♦♥✳ ❍❡r❡✱ ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛

r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ t❡r♠ s②♠❜♦❧ ✇❛s ❢♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♥✜r♠❡❞

❢♦r t❤♦r✐✉♠ ■■✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s s❤♦✇ ❛ ❧❡ss ❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡✱ s♦♠❡t✐♠❡s

✾



s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥t♦ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❡sts ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♣s t♦

t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❡❝tr✉♠ ✇❡r❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r t✇♦ st❡♣s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❝♦♠♣❛❝t❧② ✐♥ t❤❡

❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳

✶✵



✷ ❋r♦♠ ◆❡t✇♦r❦ Pr♦♣❡rt✐❡s t♦ ◗✉❛♥t✉♠

▼❡❝❤❛♥✐❝s

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❡♠♣❧♦② ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ ✜rst

t✇♦ q✉❡st✐♦♥s ♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✿ ✏❲❤❛t ❛r❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r

♣r♦♣❡rt✐❡s❄✑ ❛♥❞ ✏❍♦✇ ❞♦ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s r❡❧❛t❡ t♦ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s❄✑✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞

❣r♦✉♣s ♦❢ s✐♠✐❧❛r st❛t❡s ✕ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✕ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡✐r

q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ s✐♠✐❧❛r✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② s✐♠✐❧❛r q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ q✉❛♥t✉♠

♥✉♠❜❡rs✳ ◗✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t❤❛t ❝♦♠♠✉t❡

✇✐t❤ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❋♦r ❤②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠✱ t❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♣❛r✐t②✱ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧

❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ L✱ t❤❡ s♣✐♥ S ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ J ❀ ❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞

t❤♦r✐✉♠ ♦♥❧② ♣❛r✐t② ❛♥❞ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳

❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✱

♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ✇❡❧❧✱ s✉❝❤

❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤♦r✐✉♠✳

❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛r❡ str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✉♠

♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ t❤❛t ❢♦r t❤♦r✐✉♠ ■■✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s

✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s✳ ■t ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st❛t❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②

✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♦t❤❡r st❛t❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱

♥♦t ❡✈❡r② st❛t❡ ♦❢ t❤♦r✐✉♠ ■■ ❤❛s ❛ ❦♥♦✇♥ ✈❛❧✉❡ J ✱ t❤✉s ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦

❛ss✐❣♥ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✳

❋✐rst✱ ❛ ✇❛② t♦ ♠❛♣ s♣❡❝tr❛ ♦♥t♦ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ◆❡①t✱

t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ♥❡t✇♦r❦ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❛ss✐❣♥

❛ ♣❛r✐t② t♦ ❡❛❝❤ st❛t❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡

✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ♦❢ s✐♠✐❧❛r st❛t❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡s❡

❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ s❡t ✐♥t♦ r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛♥❞ ❢♦r

❤❡❧✐✉♠ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛♥❞

q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳ ❋♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡

✶✶



q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s✱ ✇❤❡r❡ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡♥❡r❣②

❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡

q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st❛t❡s✳

✷✳✶ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ◆❡t✇♦r❦s ❢r♦♠ ❙♣❡❝tr❛

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ s♦♠❡ ❜❛s✐❝s t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❜❡

❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ st❛rt ❜② ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦s t♦ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛✳

❚❤❡♥✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛ t♦ ❛ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ ❛❞❞✐✲

t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ✇❡✐❣❤ts✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦✈❡r

t❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❞❛t❛ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s✳

✷✳✶✳✶ ◆❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ▲✐♥❡❛r ❆❧❣❡❜r❛

❆ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦♦❦

❜② ❄✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❛♥❞ st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛

♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ♥❡t✇♦r❦s t♦ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦

tr❛♥s❢❡r ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❝♦♥❝❡♣ts ❧✐❦❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦♥t♦ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞

t❤❡♥ ❛t♦♠✐❝ s♣❡❝tr❛✳ ■t ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❡♥❛❜❧❡ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts✳

❆ s✐♠♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦♥❧② ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❧✐♥❦s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡

s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① A ✐s ❛ n× n s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐①✱

✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts aij ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

aij =







1 ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♥❦ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♥♦❞❡s ✐ ❛♥❞ ❥

0 ❡❧s❡
✭✷✳✶✮

❊❛❝❤ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡

❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ❝❛♣t✉r❡ ♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞

t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ✐ts ♦✇♥ ✜❡❧❞ ❝❛❧❧❡❞ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤✐s ✜❡❧❞

❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❈❤✉♥❣ ❛♥❞ ●r❛❤❛♠ ❬✶✾✾✼❪ ❛♥❞ ❈✈❡t❦♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪✳

❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✱

❧✐♥❦s ❛♥❞ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✺✱ ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷✳

❚♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥❡ ❝❛♥ ❣♦ ❢r♦♠ ❛ s✐♠♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦

t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✕ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✇❡✐❣❤ts ✕ t♦

t❤❡ ❧✐♥❦s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ w(i, j)✳ ❚❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝②

✶✷



♠❛tr✐① t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♠❛tr✐① W✿

wij =







w(i, j) ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♥❦ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♥♦❞❡s ✐ ❛♥❞ ❥

0 ❡❧s❡
✭✷✳✷✮

❋r♦♠ ❤❡r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❛ ③❡r♦ ✇❡✐❣❤t s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥t ❧✐♥❦✱

❛♥❞ ❧♦✇ ✇❡✐❣❤ts s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♥❦s✳

✷✳✶✳✷ ◆❡t✇♦r❦ ❈r❡❛t✐♦♥

❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ ❛ s♣❡❝tr✉♠ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❈sás③ár

❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ✐s s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳ ■♥ ✐ts ❡ss❡♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ●r♦t✐❛♥

❞✐❛❣r❛♠ ✇✐t❤♦✉t ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②

❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✱ ❛♥❞ t✇♦ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❧✐♥❦✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ st❛t❡s✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❤✐s ✇❛② ✐s ❝❛❧❧❡❞

s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❝♦❞❡ ❢✉rt❤❡r str✉❝t✉r❡✱ ❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆s

❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ s✉❝❤ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ✭♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡❞✱ s②♠✲

♠❡tr✐❝✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ ✇✐t❤ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

st❛t❡s✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐① s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s② t♦ ❛❝❝❡ss ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts s❤♦✉❧❞

✈❛♥✐s❤ ❢♦r ♥♦♥✲❡①✐st❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❇r❛♥s❞❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✳

❈sás③ár ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s✉❝❤ ❛ ♠❛tr✐①✳

❆s t❤❡s❡ ❞♦ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t

♠❛tr✐①✿ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠❛tr✐① ~D✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐① ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r

~r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ st❛t❡s✿ ~D = e~r✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛♣t✉r❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t

t❤❡ str✉❝t✉r❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈✲

❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❊✐♥st❡✐♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

Aik✳ ■♥ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡s❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

AE1
ik =

ω3
ik

πε0c3h̄
i〈~ǫ ~D〉k ✭✷✳✸✮

~ε ✐s t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❇r❛♥s❞❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✳

❚❤✉s t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② Aik ❛♥❞

✶✸



✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λik ❛s Dik ∝ AE1
ik · λ3

ik✳ ❆♥❞ t❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ Aik · λ3
ik ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t✳ ❚❤❡

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛❝t♦r λ3
ik ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

str♦♥❣❡r ❢♦r s❤♦rt ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❆s λ ✐s ✜♥✐t❡ ❢♦r ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠❛tr✐①

❡❧❡♠❡♥t ❤❛s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt② t♦ ✈❛♥✐s❤ ❢♦r ❤❛r❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡

✇❡✐❣❤t ❝❤♦✐❝❡ Aik · λ3
ik ❤❛s t❤❡ ❛❞❞❡❞ ❜❡♥❡✜t t❤❛t ❛❧s♦ ♥♦♥✲❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❣❡t ❛

s♠❛❧❧ ✇❡✐❣❤t ❛ss✐❣♥❡❞✳

✷✳✶✳✸ ❉❛t❛

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ❛ s❤♦rt s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t

t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✱ ❛s s♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡

♥❡t✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞❛t❛✳

❋♦r ❤②❞r♦❣❡♥✱ ❛ ♣✉r❡❧② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❛t❛s❡t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②

❏✐tr✐❦ ❛♥❞ ❇✉♥❣❡ ❬✷✵✵✹❪✳ ❚❤✐s ❞❛t❛s❡t ❝♦♥t❛✐♥s ✷✽✾ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞

✶✺ ✽✵✵ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❆s ❤②❞r♦❣❡♥ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ t❤✐s ❞❛t❛s❡t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♦✉r

♠❡t❤♦❞s ❛❣❛✐♥st ♥❛t✉r❡ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❆❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡✱ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞

♦❝t✉♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❜✉t ♦♥❧② ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ str♦♥❣❡st ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❜❡

❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ st❛t❡s t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ ❤✐❣❤

❛♥❞ ❧♦✇ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛✿ ❋♦r l < 4 ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷✵ st❛t❡s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ l ❛♥❞ j✱ ❢♦r l ≥ 4 ♦♥❧② ✸ st❛t❡s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♦❢ l ❛♥❞ j✳ ❚❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ s♦♠❡ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ✐r♦♥✱ t❤♦r✐✉♠ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ◆■❙❚

❞❛t❛❜❛s❡ ❑r❛♠✐❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✽❪✳ ❋♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ ■■ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞

♦♥❧② ❜② ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❘✐t③ ♠❡t❤♦❞ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❢r♦♠ t❤❡s❡ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②✳

❲✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✽✹✻ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❛r♦✉♥❞ ✶✵ ✵✵✵ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞

✺✶✻ ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ ❛r♦✉♥❞ ✻ ✺✵✵ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤♦r✐✉♠✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ✐r♦♥✲

st❛t❡s ❛♥❞ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ t❤♦r✐✉♠✲st❛t❡s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✱ t❤✉s ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❢✉rt❤❡r q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ q✉❛♥t✉♠

♥✉♠❜❡rs ❜❡②♦♥❞ ♣❛r✐t② ❛♥❞ J s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣♦♦❞ ❣✉❡ss ❛♥❞ ♥♦t ❛s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧

tr✉t❤✳

❚❤❡ ❤❡❧✐✉♠ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✱ ♦✈❡r❛❧❧

✇✐t❤ ✶✾✶ ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ✷ ✸✵✵ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❢♦r ❘✐t③

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✜tt❡❞ t♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r st❛t❡s ✇✐t❤ 2 ≤ L ≤ 6 ❛♥❞ n ≤ 10

✭n ≤ 9 ❢♦r L = 7✮ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✐♥❣❧❡t✲tr✐♣❧❡t tr❛♥s✐t✐♦♥s

✶✹



❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ t❤❡ ❤❡❧✐✉♠ ♥❡t✇♦r❦ ♦✛❡rs

t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♥♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛

s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜✐❛s✳ ■t ✇✐❧❧ ❥✉st ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♥❣❧❡t ❛♥❞ tr✐♣❧❡t

❢♦r ❧❛r❣❡ L✳

❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧ ✇❡ t❤✉s ❤❛✈❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❛t❛ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❛t♦♠s ❛s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s②st❡♠s

❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❛t♦♠s✳ ❇♦t❤ s❡ts ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❜✐❛s ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡

♦❢ ❞❛t❛✿ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❛t❛s❡ts ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝✉t♦✛s ♦♥ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s ❛♥❞

tr❛♥s✐t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞s ❝❡rt❛✐♥

✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ st❛t❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳

✶✺



✷✳✷ ❲❡✐❣❤ts ❛♥❞ ❇✐♣❛rt✐✈✐t② ✕ ■❞❡♥t✐❢②✐♥❣ P❛r✐t②

❢r♦♠ ◆❡t✇♦r❦ ❙tr✉❝t✉r❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r✐t② ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛

♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt② ❝❛❧❧❡❞ ❜✐♣❛rt✐✈✐t②✳ ❆ ❜✐♣❛rt✐t❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ t②♣❡s

♦❢ ♥♦❞❡s A ❛♥❞ B ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ ❝♦♥♥❡❝ts ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ t②♣❡ A t♦ ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ t②♣❡ B✳

❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r✐t②✱ ❛s ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♣❛r✐t② ♦❢ t❤❡

st❛t❡✳

❚❤✐s ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❛ ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧

♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✉♥❞❡r

r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t ✐t ♦✛❡rs ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦♦❧ t♦ ✉♥❝♦✈❡r t❤❡ ♣❛r✐t②✳

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❛rt✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ❤②❞r♦❣❡♥✱

❤❡❧✐✉♠ ❛♥❞ ✐r♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ t②♣❡s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✜♥❞ ♣❛r✐t② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣r♦✈❡♥ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s✉❝❝❡ss❢✉❧

✉♥❞❡r r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✷✳✷✳✶ ❲❡✐❣❤t ❆♥❛❧②s✐s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❛ ❤✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❞r❛✇♥✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✷✳✶✱ ✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✸ ❢♦r ❤②❞r♦❣❡♥✱ ❤❡❧✐✉♠ ❛♥❞ ✐r♦♥

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t❤♦r✐✉♠ ♦♥❧② ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ s♦ t❤♦r✐✉♠ ✇✐❧❧ ♥♦t

❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s✳

❋♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛t♦♠s ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ tr❛♥s✐✲

t✐♦♥s✿ ❊❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭❊✶✮ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✇❡✐❣❤t✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞

❜② ❡❧❡❝tr✐❝ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✭❊✷✮ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✭▼✶✮✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛❜♦✉t

❡q✉❛❧ ✇❡✐❣❤ts✳ ❊❧❡❝tr✐❝ ♦❝t✉♣♦❧❡ ✭❊✸✮ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✭▼✷✮ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡

✇❡❛❦❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❡❛❦❡st tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❡r❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦❝t✉♣♦❧❡ ✭▼✸✮ tr❛♥✲

s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛t♦♠s✱ ❜✉t ✐t ✐s str♦♥❣❡st ❢♦r ❛t♦♠s

✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♥✉❝❧❡❛r ❝❤❛r❣❡ ❧✐❦❡ ✐r♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ❢♦r t❤♦r✐✉♠✱

✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ♥✉❝❧❡❛r ❝❤❛r❣❡✱ ♦♥❧② ❊✶ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡❛❦s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

tr❛♥s✐t✐♦♥ t②♣❡s✳ ❋♦r s♦♠❡ ❊✶ tr❛♥s✐t✐♦♥s Aik ∗ λ3
ik ✐s ❛s ❧♦✇ ❛s 1× 109 nm3s−1✱

✇❤❡r❡❛s ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❊✷ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ Aik ∗λ3
ik ✉♣ t♦ 1× 1011 nm3s−1✳ ❋♦r ❤❡❧✐✉♠

t❤✐s ♦✈❡r❧❛♣ ✐s ❛ ❧♦t s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ ❢♦r ✐r♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛❧♠♦st ♥♦ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❋♦r t❤❡s❡ t✇♦

✶✻
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❲❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜② tr❛♥s✐t✐♦♥ t②♣❡✳ ❍❡r❡ ❊ ❛♥❞ ▼
❛r❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝❀ ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ ❞✐♣♦❧❡✱ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞ ♦❝t✉♣♦❧❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
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✭❜✮ ❲❡ ❝✉t ❧✐♥❦s ❜② ❛s❝❡♥❞✐♥❣
✇❡✐❣❤t ✉♥t✐❧ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❜✐✲
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✭❞✮ ❆❧❧ ❧✐♥❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ t✇♦
❣r♦✉♣s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❛❣❛✐♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❙❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❛t♦♠s ♥♦t ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞✱ s♦ ✐t ♠✐❣❤t ✇❡❧❧ ❜❡ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣

♦❢ t❤❡s❡ ♣❡❛❦s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧❛r❣❡r✱ ✐❢ ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❚❤✉s ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ t②♣❡s✿ E1 > (E2,M1) >

(E3,M2) > M3✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡❛❦s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

tr❛♥s✐t✐♦♥ t②♣❡s✳

✷✳✷✳✷ ❋✐♥❞✐♥❣ P❛r✐t②

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥❞✉❝❡❞

❜② t❤❡ ♣❛r✐t②✳ ❋♦r t❤✐s ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❜✐♣❛rt✐✈✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❖♥

t♦♣ ♦❢ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❛t ❢♦r ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❜✐♣❛rt✐t❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡

♥❡t✇♦r❦ ✐♥t♦ t❤❡ t✇♦ s✉❜s❡ts A ❛♥❞ B ✐s ✉♥✐q✉❡✳

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❡♥❢♦r❝❡ t❤❛t ❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥

✷✵



♦❢ t❤❡ t②♣❡s ❊✶✱ ▼✷ ♦r ❊✸ ❝♦♥♥❡❝ts t✇♦ ❧✐♥❦s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ♦♥❧②

t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❜✐♣❛rt✐t❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡ts A ❛♥❞

B s♣❧✐t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜② ♣❛r✐t②✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ❜② ❈sás③ár ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ❢♦r

♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ❊✶ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛❧✇❛②s

❜✐♣❛rt✐t❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❡❛❝❤ ▼✶✱ ❊✷ ♦r ▼✸ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝♦♥♥❡❝ts t✇♦ st❛t❡s ♦❢ ❡q✉❛❧

♣❛r✐t②✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❞❡str♦② t❤❡

❜✐♣❛rt✐✈✐t②✿ ❲✐t❤♦✉t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ A ❛♥❞ B ✐s ✉♥✐q✉❡✱ ❜✉t ❛❢t❡r

❛❞❞✐♥❣ t❤✐s ❧✐♥❦ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❧✐♥❦ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣s✳

❚❤❡ t❛s❦ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ♣❛r✐t② ✐s t❤✉s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❜✐♣❛rt✐t❡ ♥❡t✇♦r❦

t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❊✶✱ ▼✷ ❛♥❞ ❊✸ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✿

✶✳ ■s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜✐♣❛rt✐t❡❄

• ❨❡s✿ ●♦ t♦ st❡♣ ✹✦

• ◆♦✿ ❙♦rt t❤❡ ❧✐♥❦s ❜② ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡✦ ✭✷✳✹❛✮

✷✳ ❋✐♥❞ t❤❡ ❧✐♥❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ✇❡✐❣❤t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❞✐s❝♦♥✲

♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ ✐t✳ ✭✷✳✹❜✮

✸✳ ■s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜✐♣❛rt✐t❡❄

• ❨❡s✿ ❈♦♥t✐♥✉❡✦

• ◆♦✿ ●♦ ❜❛❝❦ t♦ st❡♣ ✷✦

✹✳ ❋✐♥❞ t❤❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ s✉❜s❡ts A ❛♥❞ B✦ ✭✷✳✹❝✮

✺✳ ❆❞❞ ❛❧❧ ❧✐♥❦s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ A ❛♥❞ B✦ ✭✷✳✹❞✮

❚❤❡ s✉❜s❡ts A ❛♥❞ B ♥♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞ ♣❛r✐t②✳ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✇❤✐❝❤

♦♥❡ ✐s ❡✈❡♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✐s ♦❞❞✱ ♦♥❡ st❛t❡ ❤❛s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❦♥♦✇♥ ♣❛r✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❧❧ ♣❛r✐t② ❝❤❛♥❣✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭❊✶✱

▼✷ ♦r ❊✸✮ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❙✐♥❝❡ ▼✷ ❛♥❞ ❊✸ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❡❛❦❡r

t❤❛♥ ❊✶ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✱ t❤❡ ❊✶ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ✜♥❞✐♥❣

s❡♣❛r❛t❡ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❤✐st♦❣r❛♠✳

❲❡ ♥♦✇ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s✱ ✐❢ ❢♦r ❛♥② ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥t♦ t✇♦

s❡ts t❤❡ str♦♥❣❡st ❧✐♥❦ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ s❡ts ✐s ❛♥ ❊✶✱ ▼✷ ♦r ❊✸ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡

t✇♦ ❜✐♣❛rt✐t❡ s✉❜s❡ts A ❛♥❞ B ✇✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞ ♣❛r✐t②✳

✷✶



Pr♦♦❢ ✿ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❡ str♦♥❣❡st ❧✐♥❦s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t✇♦ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ♥❡✈❡r r❡✲

♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣❛r✐t② ❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■❢ ❛❧❧ ❜✉t t❤❡s❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ t❤❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ s❡ts ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❣✐✈❡♥

❜② ♣❛r✐t②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦s ❝❛♥♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤✐s✱ ❛s t❤❡② ✇✐❧❧ ❡✐t❤❡r ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡

❜✐♣❛rt✐t❡ s❡ts ♦r ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ s❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♣❛r✐t②✳ ■♥ st❡♣

✺ ❛❧❧ ❧✐♥❦s t❤❛t ❝❤❛♥❣❡ ♣❛r✐t② ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❜❛❝❦✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧ ❊✶✱ ▼✷ ❛♥❞ ❊✸ ❧✐♥❦s ❛r❡

♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

q✳❡✳❞✳

❚❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ str♦♥❣❡st ❧✐♥❦ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛♥② ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐s

❛♥ ❊✶ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❛ ♣❤②s✐❝s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶

❡✈❡♥ ❢♦r ❤②❞r♦❣❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ t❤♦✉s❛♥❞ ❊✶ tr❛♥s✐t✐♦♥s str♦♥❣❡r t❤❛♥ ❛♥② ♦t❤❡r

tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ s♣❛♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ t❤✉s ❛♥② ♣❛rt✐t✐♦♥

♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s

❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ❢❛✐❧ ✐s ✐❢ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦❞❡ ❞✉❡ t♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♥t❡r❡st ♥♦ ❊✶

tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡rr♦r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤✐s

♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦❞❡✱ s♦ t❤✐s ✐s ❛ ♠✐♥♦r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳

✷✳✷✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t

tr❛♥s✐t✐♦♥ t②♣❡s✿

E1 > (E2,M1) > (E3,M2) > M3 ✭✷✳✹✮

❚❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s ❜r♦❦❡♥ ❜② ❛♥ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ❤✐s✲

t♦❣r❛♠s✳

❚❤❡ ♣❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❜✐♣❛rt✐t❡ s✉❜s❡ts

♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✐❢ ✇❡❛❦ ❧✐♥❦s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ✇❛② ♥♦t ♦♥❧② t❤❡

t✇♦ ♣❛r✐t② s✉❜s❡ts✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ t②♣❡s ❊✶✱ ▼✷ ❛♥❞ ❊✸

❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s t❛s❦ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡

❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ♦✛❡rs ❛ ♥❡✇ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦♥ ❜✐♣❛rt✐✈✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ✐t

s❤♦✇s ❤♦✇ s✐♠♣❧❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❤♦✇

t♦ ✉s❡ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡

❛♥❞ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛❜♦✉t s♣❡❝tr❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✷✷



✷✳✸ ❈♦♠♠✉♥✐t② ❉❡t❡❝t✐♦♥ ✕ ◆❡t✇♦r❦ ❙tr✉❝t✉r❡

♠❡❡ts ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❛r✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r✐t②

❝❤❛♥❣✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts✳ ■♥

t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛s❦✿ ✏❈❛♥ ✇❡ ✜♥❞ ❢✉rt❤❡r ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❤♦✇

❛r❡ t❤❡② r❡❧❛t❡❞ t♦ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s❄✑ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧

✉s❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛r❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤

s✐♠✐❧❛r q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳

❋✐rst t❤❡ ♥❡st❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❜❧♦❝❦ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜♥❞ ❝♦♠✲

♠✉♥✐t✐❡s ✐♥ ❛ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛t♦♠s ❤❡❧✐✉♠✱

✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ ✜rst q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡♥ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳ ❋r♦♠ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦♥✇❛r❞s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥②♠♦r❡✱ ❛s t❤❡② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞

✇✐t❤♦✉t t❤❡♠✳

✷✳✸✳✶ ❚❤❡ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❇❧♦❝❦ ▼♦❞❡❧

▼♦st ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧♦♦❦ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❧✐♥❦s

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✭❛ss♦rt❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡✮✳ ❚❤✐s str❛t❡❣② ✐s ♥♦t ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❤❡r❡✱

❛s s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❜✐♣❛rt✐t❡ ❛♥❞ ❛ss♦rt❛t✐✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇♦✉❧❞

❤❛✈❡ t♦ ♠✐① t❤❡ t✇♦ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ t❤✉s ✜♥❞ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ♠✐①❡❞ ♣❛r✐t✐❡s✳ ❚❤✐s

♠❛❦❡s ❧✐tt❧❡ s❡♥s❡ ❢r♦♠ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐t②

❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✜♥❞ ❞✐s❛ss♦rt❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡

♥❡t✇♦r❦✳

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❜❧♦❝❦ ♠♦❞❡❧ ✭❙❇▼✮✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡♣t❤ ❜② P❡✐①♦t♦ ❬✷✵✶✼❪✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ♥♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞

t♦❣❡t❤❡r✱ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡

t②♣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥♦❞❡s✳ ❍❡r❡ ✐s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✿ ❈♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ♥♦❞❡s l✱ m ❛♥❞ n ✇✐t❤ ♦♥❡

❧✐♥❦ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ l ❛♥❞ n ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ m ❛♥❞ n✳ ❚❤❡ t②♣❡s ❝♦✉❧❞ ♥♦✇

❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛s✿ l,m → A ❛♥❞ n → B ✇✐t❤ t❤❡ r✉❧❡ t❤❛t ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢ t②♣❡ A ❝♦♥♥❡❝t

t♦ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢ t②♣❡ B ❛♥❞ ♥♦ ♦t❤❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡

❙❇▼ ❛❧s♦ s❡❡♠s ❧✐❦❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✱ ❛s t❤❡s❡

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t②♣❡s ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥
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r✉❧❡s✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❙❇▼ ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ✇❛②

t❤❛t ♥♦t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❣❡ts ✐ts ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t②♣❡✱ ❜✉t st✐❧❧ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ r❡❝♦♥✲

str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢r♦♠ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✉s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❛t

str✉❝t✉r❡ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ♥♦✐s❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦t ❛❧❧ ❧✐♥❦s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✮✱ ❛♥❞

✇❤❛t str✉❝t✉r❡ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥

❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ st❛t✐st✐❝s ✇✐t❤ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♣r✐♦rs✳ ❆ s❡t ♦❢ ❝♦♠♠✉✲

♥✐t✐❡s ✐s ❛ ❣♦♦❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ ✐❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜✐ts ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡

s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✕ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✕ ✐s s❤♦rt✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ s❤♦rt❡♥ t❤❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ ❛s ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐♥❦ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛r❡ r✉❧❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤✉s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st s❡t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✱ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡

♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t st❛t✐st✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ P❡✐①♦t♦ ❬✷✵✶✼❪✳

❚❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❛ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ❜✉t ❛s ♦♥❧②

s♠❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ✶✵✵ t♦ ✶ ✵✵✵ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r✳ ❋✉rt❤❡r✲

♠♦r❡✱ t❤❡ ❙❇▼ ❤❛s ♣r♦❜❧❡♠s ✜♥❞✐♥❣ s♠❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛s t❤❡② ❛r❡ ♠✐s✐♥t❡r♣r❡t❡❞

❛s ♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝✲

t✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡st❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❜❧♦❝❦ ♠♦❞❡❧ ✭◆❙❇▼✮✳ ❚❤✐s ❤✐❡r❛r❝❤② ❝❛♥ ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞

❛t t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✿ ❖♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s s♣❧✐t

✐♥t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡ ♣❛r✐t②✳ ■♥ ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

✐s t❤❡♥ ❛❧s♦ s♣❧✐t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ J ✐♥t♦ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s t❤❛t ♥♦✇ ❤❛✈❡ s❛♠❡ ♣❛r✐t② ❛♥❞

s❛♠❡ J ✳ ■♥ ❛ ❧❛st st❡♣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦✇ s♣❧✐t ❜② L ❛s ✇❡❧❧✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝♦♠✲

♠✉♥✐t✐❡s ✇✐t❤ s❛♠❡ ♣❛r✐t②✱ J ❛♥❞ L ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ✐♥s❡rt✐♦♥ ♦❢

❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❧♦✇❡rs t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ❢r♦♠ O(
√
N) t♦ O(lnN)

❢♦r N ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❇▼ ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❈❧❛✉s❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪

❛♥❞ P❡✐①♦t♦ ❬✷✵✶✽❛❪✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡s❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ✉♥✇❡✐❣❤t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✿ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st

❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❣r❛♣❤✲t♦♦❧ ❜② P❡✐①♦t♦ ❬✷✵✶✽❜❪ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❡❴♥❡st❡❞❴❜❧♦❝❦♠♦❞❡❧❴❞❧ ✉s❡s ❛ ▼❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✳ ❆s t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s

st♦❝❤❛st✐❝✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❛s r✉♥ ✶✵✵ t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ✇✐t❤ t❤❡ s❤♦rt❡st ❞❡s❝r✐♣✲

t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋♦r ❤❡❧✐✉♠ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦✉♥❞ t❤❡

s❛♠❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❛♥② t✐♠❡s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤✐s ✐s ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❋♦r

t❤❡ ♦t❤❡r ❛t♦♠s✱ ❡❛❝❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ♦♥❝❡✱ s♦ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r ✶✵✵ r✉♥s

✷✹



✇❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳

■♥ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✏❚♦ s❛♠♣❧❡ ♦r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡✑ ✐♥ P❡✐①♦t♦ ❬✷✵✶✼❪ ✐t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✇❤❡t❤❡r

t❤❡ ❜❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♠♦❞❡❧ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✇❡✐❣❤t❡❞

✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❆s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r

t❤✐s✳ ■♥ ❧❛t❡r s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ s❛♠♣❧❡❞

✐♥st❡❛❞ ✇✐t❤ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳

❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❙❇▼ ✐s ❛ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t ❛ss♦rt❛t✐✈❡

❛♥❞ ❞✐s❛ss♦rt❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❡ ♥❡st❡❞ ✈❡rs✐♦♥

✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ✜♥❞s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤②✳

✷✳✸✳✷ ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✷✳✺✱ ✷✳✻ ❛♥❞ ✷✳✼✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❣r❛♣❤✱

t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡

q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ st②❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❋♦r ❤❡❧✐✉♠

t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥❧② ❡♥❝♦❞❡s t❤❡ ❧♦✇❡st ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✱

✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤♦r✐✉♠ ❛♥❞ ✐r♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥✿ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧❡✈❡❧ ✕

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛r✐t② s♣❧✐tt✐♥❣ ✕ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❢t✲r✐❣❤t s❡♣❛r❛t✐♦♥✱

t❤❡ ❧♦✇❡st ❧❡✈❡❧ ❛r❡ t❤❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ ✭❢♦r ✐r♦♥ t✇♦ ❛♥❞ ❢♦r

t❤♦r✐✉♠ ♦♥❡✮ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❣r♦✉♣s t❤❛t ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦❣❡t❤❡r✳ ❋✉r✲

t❤❡r t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠ t♦ t♦♣ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r

♠♦♠❡♥t✉♠ J ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❋♦r ❤❡❧✐✉♠ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t❡r♠ s②♠❜♦❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥

t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ ♦♥❧② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♣❛r✐t② ❛♥❞ J

❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇♥✱ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤

t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳

❍❡❧✐✉♠

■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✺ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ s♣❛❝✐❛❧ ❣r♦✉♣s ❝♦rr❡❧❛t❡ ❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡

❝♦❧♦rs ❛♥❞ t❤❡ s②♠❜♦❧s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r

♠♦♠❡♥t✉♠ L ❛♥❞ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ J ✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ L ≤ 2

t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛❧s♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s S ✐s ❢♦✉♥❞

❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ L > 2 t❤❡ t♦t❛❧ s♣✐♥ ✐s ♥♦t ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡

❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ s✐♥❣❧❡t ❛♥❞ t❤❡

✷✺



❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❍❡❧✐✉♠ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♠❡♠❜❡rs❤✐♣❀ ❛♥❞
❝♦❧♦r✱ s②♠❜♦❧ ❛♥❞ s❤❛♣❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs

✷✻



tr✐♣❧❡t st❛t❡s ✇✐t❤ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❡q✉❛❧ L ❛♥❞ J ✭❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ sq✉❛r❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✮ ❛r❡

❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s t❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❤❡❧✐✉♠ ♥❡t✇♦r❦ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ✷✳✶ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r L ≥ 2 ❛❧❧ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s✐♥❣❧❡t✲

tr✐♣❧❡t ❧✐♥❡s ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡s❡

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❛s ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s ♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇❡❛❦❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡t tr✐♣❧❡t s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ✐♥✈✐s✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢♦✉♥❞✳

❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ♥♦❞❡s ✭❞♦✉❜❧② ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢✉rt❤❡r

❛♥❛❧②s✐s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❧✐❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✐♦♥✐③❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s t②♣✐❝❛❧❧② ♥♦t

❢♦✉♥❞ ✐♥ ♥❛t✉r❡✳

❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ J ≥ 5✱ L ❛♥❞ J ❛r❡ ♠✐①❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❞✉❡ t♦

t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ◆❙❇▼✿ ❋♦r ❤❡❧✐✉♠ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ❧❡ss t❤❛♥ ❛r♦✉♥❞ ln 191 ≈ 5

♥♦❞❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✉♠

♥✉♠❜❡rs t❤❡ ◆❙❇▼ st✐❧❧ ✜♥❞s✳ ❆❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❡✈❡♥ ❛❜♦✈❡ t❤✐s ❧✐♠✐t ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧②

♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r✐t②✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ t✇♦ ♣❛r✐t✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❜✐♣❛rt✐t❡

s❡ts ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t str✉❝t✉r❛❧ ❢❡❛t✉r❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤❡r❡ ❛r❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❜r❡❛❦ t❤❡ L str✉❝t✉r❡✱ ❜✉t ❤❛✈❡ s❛♠❡ J ✭3G5 ❛♥❞
3I5✮✱

❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t J ❜✉t ❡q✉❛❧ L ✭1I6,
3I6 ❛♥❞

3I7✮✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s

t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ L ❛♥❞ J ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❛♥❞ ✇✐t❤ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳

■r♦♥

❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✐r♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✳ ❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡st

❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛r✐t②✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ♣❛r✐t②

❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❡✈❡♥ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ♣❛r✐t② ✐s ♣✉t ❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st

❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ♦r❞❡r✳ ❆s t❤❡r❡ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ♥♦ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✱

t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ t❤❡ ♣❛r✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

t❤❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛❧♠♦st ❜✐♣❛rt✐t❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❜✐♣❛rt✐t❡ str✉❝t✉r❡

✐s ❡❛s② t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ t❤✉s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ❢✉rt❤❡r

❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ♥♦❞❡ ❤❛s ✇r♦♥❣❧② ❛ss✐❣♥❡❞ ♣❛r✐t②✳ ❚❤✉s ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t

✇❡✐❣❤ts t❤❡ ♣❛r✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❛ss✐❣♥❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ J ✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ❦♥♦✇♥

❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❛t♦♠s✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❝♦✈❡rs ❜♦t❤ ❦♥♦✇♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✿

♣❛r✐t② ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ∆J ≤ 1✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♣❛r✐t② t❤❡r❡ ❛r❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❏ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤

✷✼



❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ■r♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❝♦❧♦rs ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ J ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t②
❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦❞❡s ❛r❡ ❢r♦♠ j = 0 t♦ j = 9✿ ♦r❛♥❣❡✱ ❜❧✉❡✱ ❝②❛♥✱
❧✐❣❤t r❡❞✱ ❜r✐❣❤t ❣r❡❡♥✱ ❞❛r❦ ❣r❡❡♥✱ ❜r♦✇♥✱ r❡❞✱ ♣✉r♣❧❡✱ ②❡❧❧♦✇✳ ❚❤❡ ❢♦✉r
❧❡✈❡❧ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ♣r♦①✐♠✐t②✿ ❧❡❢t✲r✐❣❤t ✐s ♠♦st ❝r♦ss✲❣r❛✐♥❡❞✱
s♠❛❧❧ ❝❧✉st❡rs ❛r❡ t❤❡ ✜♥❡st ❧❡✈❡❧✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜②
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❝❧✉st❡rs✳ ▲❡❢t✲r✐❣❤t ✐s ❛❧s♦ ❡✈❡♥✲♦❞❞✳

✷✽



❝♦♥t❛✐♥ s✐♥❣❧❡ st❛t❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t J ✳

❋♦r ♠❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ st❛t❡s ♦♥❧② ❢❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ◆❙❇▼ ❤❛s t♦

✇♦r❦ ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❧❡❛❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❡rr♦rs✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✇s str✉❝t✉r❡ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ♣❛r✐t② ❛♥❞ J ✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ ✜✈❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇✐t❤ ❜r✐❣❤t ❣r❡❡♥ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ✭❡✈❡♥✱ J = 4✮✳

❚❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦♥ ❤✐❣❤❡r ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧s ❛s

✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❢✉rt❤❡r s♣❧✐tt✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣

❜② J ✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

t✇♦ st❛t❡s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦r ♥♦t✳

❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ♠♦r❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t t❤❛♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝r❡❛t❡❞

❜② t❤❡ ∆J ≤ 1 s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡♥

♥♦❞❡s ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♣s ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧✳ ❙✐♠♣❧❡r str✉❝t✉r❡ ✐s

r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧s✱ s♦ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡

❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♠❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♣✐❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ❛t t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤♦r✐✉♠ ■■✳

❍❡r❡✱ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡s ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

❲❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t s✉❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❣r❡❡♥ ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ♦r❛♥❣❡ ♥♦❞❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❛❧❧ ✐♥

♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✱ ♣✉r♣❧❡ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇ ♥♦❞❡s ❞♦ ♥♦t ❣❡t t❤❡✐r

♦✇♥ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛t ❛❧❧✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✜♥✐t❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤✐s

r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s

❦♥♦✇♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t J ✳

❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦♥♦✇♥ st❛t❡s ✐s ❛❧s♦ ❛ ❧✐❦❡❧② ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧ ✐s ❢♦✉♥❞ ❢♦r J ✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t✱ ✐❢ ♠♦r❡

st❛t❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r J ✱ ♠♦r❡ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧s✳ ■❢ ✐♥st❡❛❞ ❧❡ss ❞❛t❛ ✐s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ♦♥❡ J t❤❛♥ ❢♦r t❤❡

♦t❤❡rs✱ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤✐s J ✳ ❖♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❤✐❡r❛r❝❤②

❧❡✈❡❧s ♥♦❞❡s ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ J ♠✐❣❤t ❜❡ s♦rt❡❞ t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ J ✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ♦r❛♥❣❡ J = 0 ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♦rt❡❞ t♦ t❤❡ ❜❧✉❡ J = 1 ♥♦❞❡s✳

❖♥❡ ♦❜✈✐♦✉s ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛

❧♦t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t Js ✭❧❡❢t✱ t❤✐r❞ ❢r♦♠ ❜♦tt♦♠✮✳ ❆❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♠✉♥✐t② ❤❛✈❡ ✈❡r②

❢❡✇ ❧✐♥❦s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❣r❡❡

❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❜✉✐❧❞ ✐♥t♦ t❤❡ ◆❙❇▼✱ ✇❤✐❝❤ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❢❛✐❧s ❤❡r❡✳ ◆♦ s✐♠♣❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥

❢♦r t❤✐s ✇❛s ❢♦✉♥❞✳

✷✾



❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ❛❧❧ ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✱ t❤❛t t❤❡② ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡

❞❛t❛ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣❤✐❧♦s♦♣❤②✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✇❛s ♠♦r❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r✳

❚❤♦✉❣❤ t❤✐s ✐s ♣r♦❜❛❜❧② tr✉❡✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♣✐♥❣ ❢♦✉♥❞ ✐s

❡✈❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ◆❙❇▼ ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t t❤❡ ❜❡st ❣r♦✉♣✐♥❣✱ s✐♥❝❡ ✐♥ ✶✵✵ tr✐❡s

t❤✐s ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡ ✇❛s ♦♥❧② ❢♦✉♥❞ ♦♥❝❡✳ ❋✉rt❤❡r ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛s❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❙❇▼ ❥✉st ❢❛✐❧s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s

❛r❡ ♥♦t st❛t✐st✐❝❛❧✱ ❜✉t ❝❛✉s❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱

✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣st ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛✳

❚❤♦r✐✉♠ ■■

■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ t❤❡ t❤♦r✐✉♠ s♣❡❝tr✉♠ ✐s s❤♦✇♥✳ ■t ❧♦♦❦s s✐♠✐❧❛r t♦ ✐r♦♥ ✐♥ t❤❛t t❤❡

❤✐❣❤❡st ♦r❞❡r s♣❧✐tt✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ♣❡r❢❡❝t❧② t♦ ♣❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ♦r❞❡rs ❝♦rr❡❧❛t❡

✇✐t❤ J ✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ✐r♦♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇❡r ❡rr♦rs✱

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ✭❡✈❡♥ ♣❛r✐t②✮✱ ❛♥❞ t❤❡ J s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ❝❧❡❛r❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ J ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧ ❢❛✐❧s ❢♦r ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇

J ✱ ✇❤❡r❡ ❧❡ss st❛t❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳

❏✉st ❧✐❦❡ ❢♦r ✐r♦♥✱ t❤❡ ❧♦✇❡st ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✐♥❞✉❝❡ ❛ ✜♥❡r s♣❧✐tt✐♥❣

t❤❛♥ ♣❛r✐t② ❛♥❞ J ✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❧❡❢t✱ ♦r❛♥❣❡ ❣r♦✉♣ ✭❡✈❡♥✱ J = 3/2✮ ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦

t❤r❡❡ s❡♣❛r❛t❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳ ❏✉st ❧✐❦❡ ❢♦r ✐r♦♥ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t

t❤❡r❡ ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥

s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳

❆ ❢✉rt❤❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦r✐✉♠ ❛♥❞ ✐r♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱

✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ❖❢ t❤❡ ✶✵✵ t✐♠❡s t❤❡ ◆❙❇▼

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s r✉♥✱ ❢♦r t❤♦r✐✉♠ ✻✸ s✐♠✐❧❛r❧② ❧✐❦❡❧② ✭r❡❧❛t✐✈❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ < exp(5) ≈
150✮ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rt✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡s❡ ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛ss✐❣♥♠❡♥t

♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ J ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝♦♠♠✉♥✐t②

str✉❝t✉r❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✐r♦♥ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ exp(5) t✐♠❡s ❛s ❧✐❦❡❧② ❛s t❤❡ ❜❡st ✜t ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐s

✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❤❛r❞ t♦

✜♥❞ ❢♦r ❜♦t❤ ❛t♦♠s✱ t❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤✐s ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳ ❋♦r

t❤♦r✐✉♠ s♦♠❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ❤❛r❞ t♦ ❛ss✐❣♥ t♦ ❛ J ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ✐r♦♥ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s s❡t ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠

✐s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t♦♦ ♠❛♥② ♥♦❞❡s✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✇✐t❤ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ s♣❧✐tt✐♥❣

♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥t♦ ❣r♦✉♣s ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐s s♣❧✐tt✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs

✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✿ ♣❛r✐t②✱ L ❛♥❞ J ✐♥ ❤❡❧✐✉♠✱ ❛♥❞ ♣❛r✐t② ❛♥❞

✸✵



❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❚❤♦r✐✉♠ ■■ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❝♦❧♦rs ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ J ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣
❝♦♠♠✉♥✐t② ❤✐❡r❛r❝❤②✳ ❈♦❧♦r ❝♦❞❡✿ J ❢r♦♠ ✶✴✷ t♦ ✶✺✴✷ ✿ r❡❞✱ ♦r❛♥❣❡✱
②❡❧❧♦✇✱ ❣r❡❡♥✱ ❝②❛♥✱ ❜❧✉❡✱ ♣✉r♣❧❡✱ ♠❛❣❡♥t❛❀ ♠✐①❡❞ ❝♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦
✉♥❦♥♦✇♥ J ✳ ❚❤r❡❡ ❧❡✈❡❧ ❤✐❡r❛r❝❤② ❣✐✈❡♥ ❜②✿ ❧❡❢t✲r✐❣❤t❀ ❜✐❣ ❣r♦✉♣s❀ ❝❧♦s❡
❝❧✉st❡rs✳ ▲❡❢t✲r✐❣❤t ✐s ❛❧s♦ ❡✈❡♥✲♦❞❞
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J ✐♥ ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ ■■✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦✉♥❞ t❤✐s ✇❛② ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥

❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ◆❙❇▼ ♦r s②st❡♠❛t✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❧✐❦❡ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t S ❢♦r L ≥ 2 ✐♥ ❤❡❧✐✉♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠

♥✉♠❜❡rs ✐s ❢♦✉♥❞✿ t❤❡ ♣❛r✐t② s❡❡♠s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ t❤❛♥ J ✭❛♥❞

L✮✳ ❋♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ ■■ ❛ ✜♥❡r s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❛♥ t❤❡ ❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ✐s

❢♦✉♥❞✳

✷✳✸✳✸ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❛❞❥✉st❡❞ r❛♥❞ ✐♥❞❡① ✭❆❘■✮ ✇✐❧❧

❜❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❆❘■ ✐s ❛ ♥✉♠❜❡r s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦

♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ■t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❍✉❜❡rt ❛♥❞ ❆r❛❜✐❡ ❬✶✾✽✺❪✳ ■t ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥

❛ ✇❛② s✉❝❤ t❤❛t ❛♥ ❆❘■ ♦❢ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♣❛rt✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥ ❆❘■

♦❢ ③❡r♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ r❛♥❞♦♠ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ◆❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♠❡❛♥ ❧❡ss ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s

t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t✇♦ r❛♥❞♦♠ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❆❘■ ✐s ❢✉rt❤❡r s②♠♠❡tr✐❝ ✉♥❞❡r t❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣❛rt✐t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢

♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣ ✐♥ ♦♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣ ✐♥ t❤❡

♦t❤❡r ♣❛rt✐t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✳

◆♦✇ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ◆❙❇▼ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❦♥♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ■❢ ♦♥❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ✐s ♥♦t

❦♥♦✇♥ ❢♦r ❛❧❧ st❛t❡s ✕ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r s♦♠❡ t❤♦r✐✉♠ st❛t❡s ✕ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ st❛t❡

✐s ❢♦r t❤✐s q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❘■ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

❲❤❡♥ t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❜✐t❛❧s

✭n ❛♥❞ l✮ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧

❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥t♦ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❛

❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❜✉t ♥♦t ❢♦r ❛t♦♠s

❧✐❦❡ ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ❛♥❞ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦♥❡ st❛t❡✳ ■♥ t❤❡ ◆■❙❚

❞❛t❛❜❛s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r

r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧s♦

t❤❡ t❡r♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤♦r✐✉♠ ■■ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛s✿

43% 6d2(3F )7s 4F 3/2

27% 6d7s2 2D3/2

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ✉s✉❛❧❧② ❛s t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♦♥❡✱ ❜✉t
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❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ t❤♦r✐✉♠ ■■ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐t ✐s✿ 6d7s2✳ ❋r♦♠ t❤✐s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❥✉st t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♦r❜✐t❛❧s✿ ❋♦r t❤❡ 43% ❝♦♠♣♦♥❡♥t

✐♥ t❤❡ t❤♦r✐✉♠ ■■ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ 6d27s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 6d7s2

✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ t❤♦r✐✉♠ ■■ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ❋♦r ✐r♦♥ ❛ t❡r♠ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ ♠❛♥♦r ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❡r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ s♦♠❡t✐♠❡s ❜② jj✲

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ❜② LS✲❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❢♦r t❡r♠ ❛♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

st❡♠ ❢r♦♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐t ✐s ❢✉rt❤❡r ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇ ❛❝❝✉r❛t❡

t❤❡② ❛r❡✳ ❖✈❡r❛❧❧ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❢♦r ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝❛♥♥♦t ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧❧② ♠✐rr♦r t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s✳

❆❜♦✈❡ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ ♣❛r✐t② ❛♥❞ ❛❧❧ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

✐s ❛❧♠♦st tr✉❡ ❢♦r ❤❡❧✐✉♠ ❛s ✇❡❧❧✳ ❍❡♥❝❡✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧s ❝❛♥

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❥✉st ♦♥❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ ❜✉t t❤❡② ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ♦♥❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r✐t② ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ✜rst ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧

♦❢ t❤♦r✐✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ J ✱ ❜✉t t♦ ♣❛r✐t②✲J ✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❧② t❤❡s❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡

❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♦♥❡ ♣❛r✐t②✿ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♣❛r✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧s✳

❍❡❧✐✉♠

❚❤❡ ❆❘■ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♣s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ✐s

s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✽✳ ❚✇♦ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧s ❤❛✈❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥

♣❤②s✐❝s✿ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡st ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♣❛r✐t② ✭ARI = 0.8✮✱ t❤❡ ❧♦✇❡st

❧❡✈❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❡✐t❤❡r LJ ♦r SLJ ✭t❤❡ t❡r♠❀ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ARI = 0.8✮✳ ❋♦r t❤❡

♣❛r✐t②✱ ♦♥❧② t❤❡ ❣r♦✉♣ 1S0 ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ♦❞❞ ♣❛r✐t② ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s

❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❝♦rr❡❝t❧②✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st ❧❡✈❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ s♣✐♥ ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞

❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ♦❢ s♣✐♥ ❛♥❞ ♣❛r✐t② ✇✐t❤ ❧❡✈❡❧

t❤r❡❡ ✭❛♥❞ t✇♦✮ ❛r❡ ❤❡r❡ ❥✉st ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r✐t② s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s

❜♦t❤ ❆❘■s s❤r✐♥❦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣✉r❡ ♣❛r✐t② s♣❧✐tt✐♥❣✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❤✐❡r❛r❝❤② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t

q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❛t ♥♦t ❡✈❡r② ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧ ❤❛s ❛ ❝❧❡❛r ♣❤②s✐✲

❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ❆❜♦✈❡ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ✇❛s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❡❛s✐❡st str✉❝t✉r❡

✐s ❢♦✉♥❞ ✜rst✱ ❛♥❞ t❤❡♥ st❡♣ ❜② st❡♣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✉♥❝♦✈❡r❡❞✳ ❋♦r ❤❡❧✐✉♠ ✐t

✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r J ♦r L ✐s t❤❡ ♠♦r❡ ♣r♦♠✐♥❡♥t str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥

✜❣✉r❡ ✷✳✽ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❢♦r ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
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❧❡✈❡❧s✳

■r♦♥

❏✉st ❧✐❦❡ ❢♦r ❤❡❧✐✉♠✱ t✇♦ ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧s ♦❢ ✐r♦♥ ❤❛✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠

♥✉♠❜❡rs✿ ❚❤❡ ♣❛r✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧❡✈❡❧ ✸ ✇✐t❤ ❛♥ ❆❘■ ♦❢ ✶✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♣❛r✐t②✲J ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧❡✈❡❧ ✶ ✭ARI ≈ 0.65✮✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ ✜❣✉r❡ ✷✳✻

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ J ✈❛r✐❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ J ✱ ✇❤✐❝❤

❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 0.65✳

❆❧❧ ❢✉rt❤❡r ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ t❤❛t ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧❡❛❞ t♦ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r

t❤❛♥ r❛♥❞♦♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✭ARI < 0.3 ❢♦r ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✮✳ ❚❤✉s✱ s✐♠✐❧❛r t♦

❤❡❧✐✉♠✱ ❧❡✈❡❧ ✷ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ♥♦ ♦❜✈✐♦✉s q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✳

❋♦r ❧❡✈❡❧ ✵✱ ♥♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❚❤❡ ❜❡st ✜t ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ J ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤✐s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

✜ts ❜❡tt❡r t♦ ❧❡✈❡❧ ✶ t❤❛♥ t♦ ❧❡✈❡❧ ✵✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡

s♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡

q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♦♥❧② ❢♦r ❢❡✇ ❡❧❡❝tr♦♥ s②st❡♠s✳

❚❤♦r✐✉♠ ■■

❋♦r t❤♦r✐✉♠ ❢♦r ♠♦st st❛t❡s ♦♥❧② ♣❛r✐t②✱ J ❛♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ◆■❙❚

❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✭LSJ ❢♦r t❤♦r✐✉♠✮ ✐s ♦♥❧② ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❛ ❢❡✇ st❛t❡s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s

❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ L ❛♥❞ S ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✐r♦♥ t❤❡② ❝❛♥

❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❜❛❞ ✜t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s t❤♦✉❣❤✱ ❛s t❤♦r✐✉♠ ■■ ❤❛s ♠♦r❡

❡❧❡❝tr♦♥s t❤❛♥ ✐r♦♥✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❛r❡✿

✶✳ P❛r✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ♣❡r❢❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧✳

✷✳ J✲♣❛r✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇❡❧❧ t♦ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧ ✶ ✭ARI ≃ 0.7✮✳

✸✳ ❍✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧ ✵ ❤❛s ♥♦ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ❛ss✐❣♥❡❞✳

❆s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✼✱ ❢♦r ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ J ✱ J ✐s ♦♥❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇❡st

❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r✐t②✲J t♦ ❧❡✈❡❧ ✶ ✐s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r

t❤❛♥ t❤❛t t♦ ❧❡✈❡❧ ✵ ✭ARI ≈ 0.7 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ARI ≈ 0.5✮✳ ❋♦r t❤♦r✐✉♠ ✐t ❝❛♥

❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❧❡✈❡❧ ✵ ✐s t❤❡ ❜❡st ✜t ❢♦r J✲❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ◆❙❇▼ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❚❤❡ ❆❘■ ❢♦r t❤♦r✐✉♠ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ◆❙❇▼ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤s✳
❝♦♥❢✳✿ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❀ ♣❛r✳✿ ♣❛r✐t②✳

✷✳✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞

t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s✐♠✐❧❛r st❛t❡s✳ ❊♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ◆❙❇▼ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦r

♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦✉t✲♦❢✲t❤❡✲❜♦①✱ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s t❤❛t ❝♦rr❡❧❛t❡ str♦♥❣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇♥

q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡s❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ L✱ J ❛♥❞ S ❢♦r ❤❡❧✐✉♠

❛♥❞ t❤❡ ♣❛r✐t② ❛♥❞ J ❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❛rt✐❢❛❝ts ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❤♦✐❝❡

❛r❡ ❢♦✉♥❞✳ ❖♥❧② ❢❡✇ st❛t❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ J ♦r L✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡

❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❞♦ ♥♦t ❝❛♣t✉r❡ ❛❧❧ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❢♦r t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r

❤❡❧✐✉♠ t❤❡ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ s✐♥❣❧❡t ❛♥❞ tr✐♣❧❡t✳

❚♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❤❡r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡t✲tr✐♣❧❡t ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❤❡❧✐✉♠ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts

♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❆ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✇❛② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦

✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ✇❡✐❣❤t ❝✉t♦✛ t❤❛t ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝✉t ♠♦st ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

s✐♥❣❧❡t ❛♥❞ tr✐♣❧❡t✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤✐s str✉❝t✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛❣❛✐♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧

s✉❝❤ ❛ ✇❡✐❣❤t t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❛r❜✐tr❛r② t❤♦✉❣❤✱ s♦ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❧✐❦❡

❛ ✇❡✐❣❤t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❇▼ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❈❧❛✉s❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪ ❛♥❞ P❡✐①♦t♦

❬✷✵✶✽❛❪ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t✉♥❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛t♦♠s ❝♦✉❧❞

❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❖♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❧♦♦❦ ❢♦r ❞✐s❛ss♦rt❛t✐✈❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛s

♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲❛❝❦♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✽❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ t✉r♥s ♦✉t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡
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♦❢ ❤❡❧✐✉♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ◆❙❇▼✱ ❜✉t ✐t ♣❡r❢♦r♠s ✇♦rs❡ ❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠✳ ❍❡r❡✱

❢✉rt❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢✉rt❤❡r str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥

❛❜♦✉t ❛t♦♠s✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs

❤❛✈❡ ♥♦ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s ❛♥❞ t❤❡s❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t str✉❝t✉r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✜♥❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐t②

s♣❧✐tt✐♥❣s ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✐❞❡✳

❋♦r ❜♦t❤ ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♣❛r✐t②

❛♥❞ J ✱ ❛ ✜♥❡r s♣❧✐tt✐♥❣ ✇❛s ❢♦✉♥❞✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛

t❤❛t ✐s ♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡s❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳ ❆s t❤❡ ◆❙❇▼ ✐s t✉♥❡❞ t♦ ♦♥❧② ✜♥❞

st❛t✐st✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✱ ✐t ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s

❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② st❛t✐st✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❝❛♥

❤❛✈❡ t✇♦ ❝❛✉s❡s✿ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛rt✐❢❛❝ts ♦r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛r❡ ♥♦t tr❡❛t✐♥❣ ❛❧❧ ❧✐♥❡s ❡q✉❛❧❧②✱ ❜✉t ✉s✉❛❧❧② ❢♦❝✉s

♦♥ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❤②s✐❝s

♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❛t♦♠s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤✉s ❢❛r ✉♥❦♥♦✇♥ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❛t♦♠✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳

❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦✛❡rs ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ✉♥❝♦✈❡r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡

s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ❛t♦♠s ❧✐❦❡ ❤❡❧✐✉♠✱ ✇❤❡r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧②

❛❧❧ ❦♥♦✇♥ str✉❝t✉r❡ ✇❛s r❡❝♦✈❡r❡❞✳ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡① ❛t♦♠s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❦♥♦✇♥

str✉❝t✉r❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳
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✷✳✹ ❋✉rt❤❡r ❙tr✉❝t✉r❡ ✉s✐♥❣ ❊♥❡r❣✐❡s

■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦ ♦❜✈✐♦✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡

t♦ ♦♥❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✱ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢

t❤❡ st❛t❡s ✇✐❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡♥❡r❣✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡

❞♦♥❡ ❛t t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤♦r✐✉♠ ■■ ✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❛ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦❢ st❛t❡s ✐♥

t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞♦♠❛✐♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱

❛s s♦♠❡ str✉❝t✉r❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s t♦

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❡♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞

❞✐s❝✉ss ✇❤❡t❤❡r ✇❡ ✜♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛rt✐❢❛❝t ♦r ♣❤②s✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡✳

✷✳✹✳✶ ❙tr✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❊♥❡r❣②

■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡ ✐ts ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st ✐ts ❡♥❡r❣②✳ ■t ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✵ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❢♦r♠ ❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ✶
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✷✿ ❊♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ♣❧♦tt❡❞ ❜② ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦rs ❡♥❝♦❞❡ J ✳ ❆♥
① ✐♥❞✐❝❛t❡s ♦❞❞ ♣❛r✐t②✳

❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳ ▼♦st ❧❡✈❡❧ ✵ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦♥❡ ❡♥❡r❣② ❝❧✉st❡r✱ ❜✉t s♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ✵ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❝♦♥t❛✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

❝❧✉st❡rs✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❝♦♠♠✉♥✐t② ✵✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❞✐st✐♥❝t✐✈❡

❡♥❡r❣② ❝❧✉st❡rs✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 5000 cm−1 t♦ 25 000 cm−1 ❛♥❞ ❢r♦♠ 50 000 cm−1 t♦

65 000 cm−1✳

❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ r♦✉❣❤❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✶ ❣r♦✉♣s ❛t ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢

❛❜♦✉t 25 000 cm−1 ❛♥❞ 45 000 cm−1✳ ❖♥❧② ✐♥ ❛ ❢❡✇ ❝❛s❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡

s❛♠❡ r❛♥❣❡ ❢♦r♠ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ ✶ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷ t❤✐s ✐s tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦

t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r✐t②✲J ❣r♦✉♣s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ✶ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✵✱ ✶ ❛♥❞ ✶✽ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② t♦ t❤❡ ❧❡❢t✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧

✵ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇✐t❤ s❛♠❡ ♣❛r✐t② ❛♥❞ J ❤❛✈❡ ♥♦ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞♦♠❛✐♥ ❡①❝❡♣t

❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st❛t❡s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢

t❤❡ t❤♦r✐✉♠ ■■ s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢✉❧❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♣❛r✐t②

✹✵



❛♥❞ J ✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ st❛t❡s ❛t ❝❡rt❛✐♥ ❡♥❡r❣✐❡s✿

❉✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛❧ ♣❛r✐t② ❛♥❞ J ❝♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡s ✇✐t❤

❛❧♠♦st ♥♦ ♦✈❡r❧❛♣✳ ❚❤❡s❡ ❝✉ts ❤❛♣♣❡♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❢♦r ❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r✐t②✲J

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✿ 25 000 cm−1 ❛♥❞ 45 000 cm−1 ❢♦r ❛❧❧ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♠♦st ♦❞❞ st❛t❡s✳ ❚❤✉s✱

t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♦♠❡ ❡✛❡❝t t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♥♦❞❡s ❤❛✈✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

✇✐t❤ ❧✐❣❤t ❛❧s♦ ❤❛✈✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❙♦♠❡ ♦❞❞ ♣❛r✐t② ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❡st✐♦♥s✿

✶✳ ❲❤② ❞♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣✐❡s❄

✷✳ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❝❧✉st❡rs ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②❄

❚❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❜② ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐❢ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ♣❤②s✐❝s

♦r t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛ ❢✉rt❤❡r t❡st t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤✐s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳

✷✳✹✳✷ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ❉✐✛❡r❡♥t ❈♦♠♠✉♥✐t✐❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤✐s str✉❝t✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t❤❡

❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵ ✐t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜❡tt❡r ❜② t❤❡ ③❡r♦t❤ ❤✐❡r❛r❝❤② ❧❡✈❡❧ t❤❛♥ ❜② t❤❡ ✜rst ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s

❧♦✇✱ ❜✉t ❛s ♦♥❧② ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦♥❧② ❛ r♦✉❣❤

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸ t❤❡ t✇♦ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t❡ ♦❢ t❤♦r✐✉♠

■■✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡ ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❝♦❧♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ♣❛rt ✐s

t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♥♦t ❝♦✈❡r❡❞ ❜② t❤❡ ◆■❙❚ ❞❛t❛✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❛r✐t② ❛♥❞ J ✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡s ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ✐♥

t❤❡ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ✇❤✐t❡ ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤❡ st❛t❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳

❋✐rst✱ t❤✐s ❣r❛♣❤ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ ❣♦♦❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ st❛t❡✱ ❛s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❤❛✈❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳

❉❡s♣✐t❡ t❤❛t✱ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❝❛♥

❜❡ s❡❡♥✳ ❚❛❦❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ t♦♣ r✐❣❤t ❣r♦✉♣ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥

❝♦♠♠✉♥✐t② ✶✸ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦ ❣r❡❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ ❝♦♠♠✉✲

♥✐t② ✹ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ♣✉r♣❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ ♠❛♥② ♦t❤❡r

❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ t♦♣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✶✺ ✈❡rs✉s ❝♦♠♠✉♥✐t② ✸ ❛♥❞ ✶✼✱

❝♦♠♠✉♥✐t② ✶✷ ✈❡rs✉s ❝♦♠♠✉♥✐t② ✷ ❛♥❞ ✷✾ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ ❜♦tt♦♠
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✸✿ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ t❤♦r✐✉♠ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ t♦♣
❣r♦✉♣s ❤❛✈❡ ♦❞❞ ♣❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❣r♦✉♣s ❤❛✈❡ ❡✈❡♥ ♣❛r✐t②✳ ❚❤❡
❢✉rt❤❡r s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s r✐❣❤t t♦ ❧❡❢t ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ J ✳ ❚❤❡ ❝✐r❝❧❡ ❝♦❧♦r ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t②
♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ ♣✐❡ ❝❤❛rts ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝✐r❝❧❡ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r ❝♦❧♦rs ❞♦ ♥♦t ♠❡❛♥ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

✹✷



❣r♦✉♣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ r✐❣❤t✱ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✷✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞

❜❧✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s ❣r♦✉♣ ✸✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ②❡❧❧♦✇✲❣r❡❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥t♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t t❤♦✉❣❤✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛❧s♦ s♦♠❡ ♦❢

t❤❡ st❛t❡s ✐♥ ❣r♦✉♣ ✶✸ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s s♦♠❡ st❛t❡s ✐♥ ❣r♦✉♣ ✹✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t Js t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡

❢♦✉♥❞ ❛♥❞ s♣❧✐t ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛❧❧ t♦♣ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ♥❛♠❡❞

❛❜♦✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥t♦ ♣✉r♣❧❡ ❛♥❞ ❣r❡❡♥✳

❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ r❡s✉❧ts ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♣❛r✐t② ❛♥❞

J ✱ t❤❡r❡ ✐s ❢✉rt❤❡r ♣❤②s✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ st❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

✇✐t❤ ❧✐❣❤t✳ ❚❤✐s ♣❤②s✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t st❛t❡s

✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡♠ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r s♣❡❝tr❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s

❢✉rt❤❡r str✉❝t✉r❡ ✐s t❤❡♥ ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ◆❙❇▼✳ ❆s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡✱ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

❝♦♠♠✉♥✐t② ❢♦r♠ ❝❧✉st❡rs✳

✷✳✹✳✸ ❈♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❈♦♠♠✉♥✐t②

◆❡①t✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡✐r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✲❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ss✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡ ◆■❙❚ ✐s ✉s❡❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❝❧✉st❡rs ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❝♦♠✲

♠✉♥✐t②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st❛t❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹✳ ❚❤❡ x✲❛①✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❜②

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣②✱ t❤❡ ❝♦❧♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥

t❤❡ ◆■❙❚ ❞❛t❛❜❛s❡✳

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ st❛t❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ t❤❡

❜♦tt♦♠ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ ❝❧✉st❡r✿ ❚❤❡ t♦♣ ❝❧✉st❡r ❝♦♥t❛✐♥s st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ 7p✲♦r❜✐t❛❧✳ ❆s

t❤✐s ✐s ❛ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ♦r❜✐t❛❧✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♦r❜✐t❛❧ t♦ t❤❡ st❛t❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦

❛ ❥✉♠♣ ✐♥ ❡♥❡r❣②✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❝♦♠♠✉♥✐t② ✵ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✹❛✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② st❛t❡s

❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s 5f6d7s ❛♥❞ 5f6d2✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② st❛t❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② 5f 27p ❛♥❞ 5f7p2✳

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❢✉rt❤❡r s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝❧✉st❡r

✈❛r② ❛s ✇❡❧❧✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸✱ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❢♦r ♦♥❡ st❛t❡✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ s✇✐t❝❤

❢r♦♠ ♦♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤✉s ❡✈❡♥ ❢♦r s✐♠✐❧❛r st❛t❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠✐♥❛♥t

✹✸
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✭❞✮ ❈♦♠♠✉♥✐t② ✷✵

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✹✿ ❙t❛t❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡✐r ❡♥❡r❣✐❡s✳
❈♦❧♦rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳

✹✹
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✺✿ ❚❤♦r✐✉♠ ■■ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳

✷✳✹✳✹ ❊♥❡r❣② ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s

◆♦✇ ✇❡ t✉r♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❡♥❡r❣② r❡❧❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡✿ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥✲

✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✉❧❞ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❜✐❛s ❝❛✉s❡❞

❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡s ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❢✉rt❤❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧

str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤♦r✐✉♠ ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✺✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❤❛s

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡✿ ❖♥❡ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ ❢❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s r❛♥❣❡s ❢r♦♠ 1700 cm−1

t♦ 16 000 cm−1 ❛♥❞ ♦♥❡ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ ♠❛♥② tr❛♥s✐t✐♦♥s r❛♥❣❡s ❢r♦♠ 16 000 cm−1 t♦

36 000 cm−1✳ ❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ❢♦r t❤♦r✐✉♠ ♥❡❡❞ t♦

❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❘❡❞♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✿ ❉✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✱ ♦✈❡r❛❧❧ s♣❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❢r♦♠ 1700 cm−1 t♦ 36 000 cm−1 ❚❤❡

s❤❛r♣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ❛r♦✉♥❞ 15 000 cm−1 ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜② ▲♦✈✐s

❛♥❞ P❡♣❡ ❬✷✵✵✼❪✱ ✇❤♦ ♠❡❛s✉r❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ 14 500 cm−1 ❛♥❞ 26 000 cm−1✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛t ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✉s✉❛❧❧② ❧♦♦❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❖♥❡

❝❧✉st❡r r❛♥❣❡s ❢r♦♠ 25 000 cm−1 t♦ 45 000 cm−1✱ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r ❧✐❡s ❛❜♦✈❡ 45 000 cm−1

❛♥❞ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r ❧✐❡s ❜❡♥❡❛t❤ 25 000 cm−1✳ ❚❤✐s r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿ ◆♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❣r♦✉♣s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞

t♦ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞ ❡♥❡r❣② ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✉s✉❛❧❧② ❢❛❧❧ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
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16 000 cm−1 t♦ 36 000 cm−1✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t♦♣✲t♦♣✱ ♠✐❞✲♠✐❞ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠✲❜♦tt♦♠

❢❛❧❧ ✐♥t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ 1700 cm−1 t♦ 16 000 cm−1✳ ❚♦♣✲❜♦tt♦♠ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✭❛❧♠♦st✮

♥❡✈❡r ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❜❡②♦♥❞ ♣❛r✐t② ❛♥❞ J ✐s ♥♦t ♥❡❝✲

❡ss❛r✐❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s✱ ❜✉t ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ ♣✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❛rt✐❢❛❝t✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❤✐st♦❣r❛♠ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐t②

✈❡rs✉s ❡♥❡r❣② ❞✐❛❣r❛♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❍❡r❡ ❛ s✐♠✐❧❛r str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥ ❢♦r ♠❛♥② ❡❧❡♠❡♥ts ❧✐❦❡ t❤♦r✐✉♠ ■ ✭✜❣✉r❡ ❆✳✷✮✱ ❜✉t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❛

s✐♠✐❧❛r❧② str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝❧✉st❡rs

❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛rt✐❢❛❝t✳

❋✉rt❤❡r t❡sts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡❢♦r❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❖♥❡ s✉❝❤

t❡st ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❧❡t✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ s❡❡ ❤♦✇ t❤✐s ❝❤❛♥❣❡s t❤❡

❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❣❡t s♠❛❧❧❡r✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠✲

♠✉♥✐t✐❡s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡② ❛r❡ ❧✐❦❡❧② ❛ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝s✳

✷✳✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ◆❙❇▼ ♥♦t ♦♥❧② ✜♥❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡

♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣❛r✐t② ❛♥❞ J ✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❢✉rt❤❡r s♣❧✐t t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

t❤❡✐r ❡♥❡r❣②✳ ❚❤✐s s♣❧✐tt✐♥❣ ❜② ❡♥❡r❣② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s r♦✉❣❤❧② t♦ ❛ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r✲

❡♥t ❣r♦✉♣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❝♦♥t❛✐♥

❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❛❧s♦ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ tr❛♥✲

s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦st❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ 16 000 cm−1 ❛♥❞ 36 000 cm−1

✭278 nm t♦ 625 nm✮✳

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛rt✐❢❛❝t ♦r ❛❝t✉❛❧ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥♥♦t

❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡❧②✱ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❢♦r ❜♦t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡

❤❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❣r♦✉♣s t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s✐③❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♣❡❛❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s

♣r♦❜❛❜❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✜ts r♦✉❣❤❧② s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ♦♥❡

❣r♦✉♣ t♦ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥ ❡♥❡r❣② ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞ s♦♠❡

❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤✐s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ✐s

❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t

t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤♦r✐✉♠ ■ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦r✐✉♠ ■■✱ ❜✉t t❤❡

✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❤✐st♦❣r❛♠ ❧♦♦❦s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝♦♥❝❧✉s✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r

✹✻



t❡sts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t s♦♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❤❛✈❡ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞♦✲

♠❛✐♥✳ ❚❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs ❞✐✛❡r ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣②

♥♦❞❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ 7p ♦r❜✐t❛❧s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s ❞♦✳ ❆s t❤✐s

♦r❜✐t❛❧ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣②✱ ✐t ❝❛✉s❡s ❛ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥t♦ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤✐s ❝❛♥

❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r s❡♣❛r❛t❡ t❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❜② ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❤❛s

❛ 7p ♣❛rt ♦r ✇❤❡t❤❡r ✐t ❤❛s ♥♦t✳

❲❡ ❤❛✈❡ t❤✉s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜❡②♦♥❞ ♣❛r✐t② ❛♥❞

J ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ♣❛r✐t② ❛♥❞ J ❛t t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢

❛❜♦✉t 25 000 cm−1 ❛♥❞ 45 000 cm−1✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s s♣❧✐tt✐♥❣ ❛❧s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s♦♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛❧s♦ ❤❛✈❡

♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✐♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② 7p st❛t❡✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥

t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st❛t❡s

✉s✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ s❝✐❡♥❝❡✳
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✷✳✺ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ ◗✉❛♥t✉♠ ◆✉♠❜❡rs ❢r♦♠ ◆❡t✇♦r❦

❙tr✉❝t✉r❡

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✹ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♥♦❞❡s t❤❛t ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r q✉❛♥t✉♠

♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♥♦✇ ✇❛♥t t♦ t❛❦❡ t❤✐s

♦♥❡ st❡♣ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ❣♦ ❢r♦♠ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡♠✳ ❚♦ s❡❡

t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛♥♦t❤❡r ❧♦♦❦ ❛t ✜❣✉r❡ ✷✳✼✳ ❍❡r❡ ♠❛♥②

♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦❧♦r❡❞ ❞❛r❦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r J ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡✈❡♥ ❢❡✇❡r ❦♥♦✇♥

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ❜❡tt❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤♦r✐✉♠ ■■ ✭❛♥❞

♠❛②❜❡ ❡✈❡♥ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♥❡✇ ❡♥❡r❣② st❛t❡s✮✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡

✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st❛t❡s✳

❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r♦♣♦s❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡s❡

✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ ❢♦r ❤②❞r♦❣❡♥✱ ❤❡❧✐✉♠✱ ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ ■■✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡tt✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ st❛t❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✱

❣✐✈❡♥ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r st❛t❡s✳

✷✳✺✳✶ ▼❡t❤♦❞s

●r♦✉♣s

❋✐rst✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ◆❙❇▼ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■♥

s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ t❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s q✉❛♥t✉♠

♥✉♠❜❡rs✳ ❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❝❤❡♠❡✿

✶✳ ❋✐♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧✐♥❦ str✉❝t✉r❡ ✭✈✐❛ ◆❙❇▼✮

✷✳ ❈❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦❞❡

✸✳ ❋♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛❞❞ ♦♥❡ ✈♦t❡ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ q✉❛♥t✉♠

♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s

✹✳ ❘❡♣❡❛t st❡♣s ✶ t♦ ✸ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t t❤❡ ✈♦t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡

❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s

✺✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈♦t❡s ❛r❡ t❤❡ ❣✉❡ss ❢♦r t❤✐s ♥♦❞❡

❚❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢r♦♠ ❛ ❇❛②❡s✐❛♥ st❛t✐st✐❝s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇

P❡✐①♦t♦ ❬✷✵✶✼❪✱ ❛s ✇❡ ♠✐❣❤t ❡♥❝♦✉♥t❡r ❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝♦♠♠✉✲

♥✐t② str✉❝t✉r❡ ♣r♦♣♦s❡s ♦♥❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ ❜✉t ♠❛♥② ♦t❤❡rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t

♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤✉s ♦✈❡r❛❧❧ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧②✳

✹✽



❊♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ●r♦✉♣s

■♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ◆❙❇▼ ❝♦♥t❛✐♥

❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s r❡s✉❧t ✐s t❤❛t

t❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜②

t❤❡ r❡s✉❧t t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜❣r♦✉♣s t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts

♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ♥♦✇ t♦ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

✶✳ ❋✐♥❞ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡ ✭❛s r❛♥❦❡❞ ❜② ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✮

✷✳ ❙♣❧✐t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜✲

❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s

✸✳ ❉♦ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ✈♦t✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✭s✉❜✲✮❝♦♠♠✉♥✐t② ♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♥♦❞❡ t♦

❛ss✐❣♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs

❲✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❛♠♣❧❡❞ r❡❛s♦♥❛❜❧②✱ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞s

❦♥♦✇♥ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s s♣❧✐t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✉s ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❧♦♦❦ ❛t t❤❡

❜❡st ♣r♦♣♦s❡❞ ❣r♦✉♣✳

❊✐❣❡♥✈❡❝t♦rs

◆❡①t ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■t ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥❞✐♥❣

t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✮ ❛r❡ ❛ ❣♦♦❞

✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❈❤✉♥❣ ❛♥❞ ●r❛❤❛♠

❬✶✾✾✼❪✮✳

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❡❛❝❤ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①

❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡✐❣❡♥✲

✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ✇❛② ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❛ ❢❡❛t✉r❡

✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs

❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤✐s ♥♦❞❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r✱ t❤❡②

❛r❡ s❝❛❧❡❞ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦r ~u(i)

♦❢ ♥♦❞❡ i ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

u
(i)
j = λ2

jv
(j)
i ✭✷✳✺✮

λj ✐s t❤❡ jt❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛♥❞ v
(j)
i ✐s t❤❡ it❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ jt❤ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r✳

✹✾



◆❡①t✱ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ dij ♦❢ t✇♦ ♥♦❞❡s i ❛♥❞ j ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢❡❛t✉r❡ ✈❡❝t♦rs✿

dij = |~u(i) − ~u(j)| ✭✷✳✻✮

❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② sij ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥♦❞❡s ✐s ♥♦✇ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

sij = exp

(

d2ij
8 · nd(i)2

)

✭✷✳✼✮

nd(i) ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ i t♦ ❤✐s ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ✐♥ ❢❡❛t✉r❡ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡

s♣❡❝✐✜❝ s❝❛❧✐♥❣s ✭sq✉❛r✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ✉s✐♥❣ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❝✉t♦✛ ✇✐t❤ 2 ∗ nd(i) ❛s
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✮ ❛r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② s❤♦✇✐♥❣ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ t❡sts✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

✐s ♥♦✇ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❝♦r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

score(n∗, i) =
∑

nodes j

sijδ(n
∗, nj) ✭✷✳✽✮

n∗ ✐s t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❝♦r❡✱ nj ✐s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡

q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ❢♦r ♥♦❞❡ j ❛♥❞ δ(n∗, nj) ✐s ✶ ❢♦r n∗ = nj ❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✷✳✺✳✷ ❘❡s✉❧ts

◆❡①t✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ✇❤✐❝❤

✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❲❡ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ❞❡❧❡t❡

t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦❞❡✱ ♣r❡❞✐❝t ✐t ❛❣❛✐♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡

❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳

❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ❝❛♥ ❜❡

❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✷✳✶✻✱ ✷✳✶✼✱ ✷✳✶✽ ❛♥❞ ✷✳✶✾✳

▲❡t ✉s ✜rst ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭❧❛❜❡❧❡❞ ✏❣r♦✉♣s✑ ✐♥ t❤❡ ✜❣✲

✉r❡s✮✳ ❋♦r ♣❛r✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s✐♠♣❧❡st s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇♦r❦s ♣❡r❢❡❝t❧②✳

❚❤❡ s❛♠❡ ✐s tr✉❡ ❢♦r L ✐♥ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠✳ ❋♦r ❤②❞r♦❣❡♥✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ J

❛♥❞ t❡r♠ ✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❤❛r❞✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❛t ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡

t❡r♠ ✭✸ ♥♦❞❡s ❢♦r ❧❛r❣❡ L✮ ❛r❡ t♦♦ s♠❛❧❧ ❢♦r t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡

❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✭L ❛♥❞ J ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡

t❡r♠ ❢♦r ❤②❞r♦❣❡♥✮✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❛❧②③❡❞ ✭❤❡❧✐✉♠✱ ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠✮ J

❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❡r② ✇❡❧❧✳

❋♦r ❤❡❧✐✉♠✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞

✺✵
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✻✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡s ✐♥ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♠❡t❤♦❞✳

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡r♠ ❛r❡ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ✜♥❞

t❤❡ s♣✐♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳

❋♦r ✐r♦♥ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ t❡r♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛t ❛❧❧ ✭❛❜♦✉t ✶✵✪✮✱ ❜✉t t❤❡

❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s s♦♠❡✇❤❛t ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡ ✭❛❜♦✉t ✺✵✪✮✳ ❋♦r t❤♦r✐✉♠ t❤❡ t❡r♠

✐s ♥♦t ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❡ ✜♥❞

s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✐r♦♥ ❛❜♦✉t ✺✵✪ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

♥♦r t❡r♠ ❛r❡ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞ t❤❡② ❛r❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st❛t❡ ✉♣ t♦ s♦♠❡

❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥❧② ✈❡r② ❧✐tt❧❡✳

❚❤❡ ♦♥❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡✿ ❋♦r ❤②❞r♦❣❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❡r♠

❛♥❞ J ❞r♦♣s ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✻✺✪ t♦ ❛❜♦✉t ✺✺✪✱ ❛♥❞ ❢♦r ✐r♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢

t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ r♦✉❣❤❧② ✻✵✪ ❛♥❞ ❢♦r t❡r♠ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ✸✵✪✳ ❆s ❢♦r

❤②❞r♦❣❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ ❥✉st ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❘②❞❜❡r❣ ❢♦r♠✉❧❛✱ ♥♦ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s❤♦✉❧❞

❛♣♣❡❛r ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡♥❡r❣② ♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ✇♦r❦✳ ❋♦r ✐r♦♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞

t❡r♠ ❝♦rr❡❧❛t❡ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣②✱ t❤✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❜② ❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❛❝❝✉r❛❝②✳
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❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ❛❧♠♦st

♣❡r❢❡❝t❧② ❢♦r ❤②❞r♦❣❡♥✳ ❋♦r ❤❡❧✐✉♠✱ s✐♠✐❧❛r ❛s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✱ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡

✇❤❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ s♣✐♥✳ ❋♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡r♠ ❛r❡ ♥♦t ♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡✱ ❢♦r ✐r♦♥ ❜♦t❤ ❜❡✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ✷✵✪ ✐♥

❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤♦r✐✉♠ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ✐♥ ✹✵✪ ♦❢ t❤❡

❝❛s❡s✳ P❛r✐t② ❛♥❞ J ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇❡❧❧ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳

✷✳✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❖✈❡r❛❧❧ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ✇✐t❤ s❧✐❣❤t❧② ❞✐❢✲

❢❡r❡♥t str❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡❧② ✭♣❛r✐t② ❛♥❞ J ✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s L ❛♥❞ t❡r♠ ❢♦r ❤②❞r♦❣❡♥

❛♥❞ ❤❡❧✐✉♠✮ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥

s♣❡❝tr✉♠ ✭✈❡r② ❢❡✇ st❛t❡s ✇✐t❤ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✮ ♠❛❦❡s ✐t ❤❛r❞ t♦ ♣r❡✲

❞✐❝t J ✕ ❛♥❞ t❤✉s t❡r♠ ✕ ✈✐❛ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✱ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s

✇♦✉❧❞ ❢❛❧❧ ✉♥❞❡r t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♠❡t❤♦❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞

s❡❡♠s t♦ ♥♦t ❝❛r❡ ❛❜♦✉t t❤✐s ❛s ♠✉❝❤✱ ❛s ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❧② ♦♥ ✜♥❞✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳

❋✐♥❞✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ✭t❡r♠ ❛♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r

✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠✮ ✇♦r❦s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇♦rs❡✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇♦r❦s

❛❧s♦ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ ❛♥❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts✱ ❡♥❡r❣✐❡s

s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❤❛✈❡

❛ ❧❛r❣❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ st❛t❡s✬ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❢❛✐❧ ❤❡r❡

❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ❚♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛r❡

♥♦t ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡✐r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤❛t

❡❛❝❤ st❛t❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r

t❤❡s❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❤❛✈❡ ❧❡ss ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡✱ ❜✉t ♠♦r❡

✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛❝② ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❡♥❡r❣✐❡s✳

❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❦♥♦✇♥ s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛♥❞ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✇❡❧❧✱ ❛♥❞ ❛❧❧ ♠❡t❤✲

♦❞s s❤♦✇ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦

s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛r❡ ❤❛r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t✱ ❜✉t ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦

s♦♠❡ ❡①t❡♥❞ ✐❢ t❤❡ st❛t❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♦❢ s✐♥❣❧❡ st❛t❡s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳

✺✹



✸ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ ❚r❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ▲❡✈❡❧s

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ q✉❛♥✲

t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ ♣r❡❞✐❝t

♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧

❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s

s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷

♥❡✇ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ♣r♦❜❧❡♠✱ ♦♥❧② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ♥❡✇ ❧❡✈❡❧s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳

❆s ✐♥ ❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ t❤❡♦r②✱ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❞✐s♣r♦✈❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦r ✜♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐ts ✐♥

✇❤✐❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s ✈❛❧✐❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦❡❞

❛❣❛✐♥st ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱ t❤✉s ✜♥❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇♦r❦ ❜❡st ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡s✳ ❋♦r

t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ❣♦✲t♦✲♣r♦♣❡rt② t♦ ♣r❡❞✐❝t ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡② ❛r❡ ❡❛s② t♦ ♠❡❛s✉r❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛❧❧ t❤❛t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐s t❛❦❡ ❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢

t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♣❡❛❦s ✐♥ t❤❛t ♣✐❝t✉r❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱

t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❡❛❦ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦r ♥♦t✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❧❛s❡r s❡t✉♣s ✕

❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡

❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ✇❡r❡ ♥♦t ❛ss✐❣♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❜✉t ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

t♦ ❛ t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ r❡❧❛t❡s q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs t♦ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✱ ♦r t❤❡② ✇❡r❡ ❞✐r❡❝t❧②

✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳

Pr❡❞✐❝t✐♥❣ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ st❛t❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡✿ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ✉s❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛s ❛ ✜♥❣❡r♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤❛✈❡ ❛s ♠✉❝❤

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❜♦✉t s❛✐❞ s♣❡❝tr✉♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ tr❛♥✲

s✐t✐♦♥s ✐s ❡❛s②✱ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✐s ❛ t❡❞✐♦✉s t❛s❦✳

❍❡r❡✱ ❛ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤✐s ❡✛♦rt s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✿ ❛

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐♥❡s ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥

♦r❞❡r ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ t❤✉s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲❡①✐st❡♥t

❧✐♥❡s ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ st❛t❡s ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❜❡ ✉s❡❞

♥♦t ♦♥❧② ❛s ❛ ✜♥❣❡r♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❡①tr❛❝t ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡

✺✺



❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡✳

❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ❛s ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❛♥❞ t❤✉s ❡♥t❛♥❣❧❡❞

♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤✉s ♥❡✇✱ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥

t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♠✐❣❤t s❤✐♥❡✳

✸✳✶ ▲✐♥❦ Pr❡❞✐❝t✐♦♥

❋✐rst ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❦♥♦✇♥ st❛t❡s✳

❚❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s t♦ ❛ ✇❡❧❧ ❛♥❛❧②③❡❞ q✉❡st✐♦♥ ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r②✿ ✏❚❤❡ ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠✑✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s✿ ✏❈❛♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t ❢✉rt❤❡r ❡①✐st✐♥❣ ❧✐♥❦s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦❄✑ ■t ✐s t♦♣✐❝ ♦❢ ♦♥❣♦✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤✳

❙♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ ✈❡r② ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✿ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞✐♥❣ ♥❡✇

♣r♦❞✉❝ts ✐♥ ♦♥❧✐♥❡ s❤♦♣♣✐♥❣ ♣♦rt❛❧s ♦r ♣r♦♣♦s✐♥❣ ♥❡✇ ❢r✐❡♥❞s ✐♥ s♦❝✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡

❜♦t❤ ❞♦♥❡ ❜② ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ▼❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤

t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❛ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡

❧✐♥❦s ❜② t❤❡✐r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡✳

❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✇❡❛❦✲

♥❡ss❡s✳ ❆ r❡✈✐❡✇ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ▲ü ❛♥❞ ❩❤♦✉ ❬✷✵✶✶❪✳ ▼❛♥② ♠❡t❤♦❞s ✉s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧

str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛s t❤✐s s❝❛❧❡s ✇❡❧❧ t♦ ❧❛r❣❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❤♦✇❡✈❡r

❛❧s♦ ♠❛♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❢♦❝✉s

♦♥ t❤❡ ❧❛tt❡r t②♣❡✱ ❛s ✐t ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❡

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ♥♦t ❛ ♠❛❥♦r ❝♦♥❝❡r♥ ❢♦r t❤❡s❡ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ✉♣ t♦ ❛

❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ♥♦❞❡s✳

❆s ♥♦ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r♦♣♦✉t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❤❡♠❡ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡

✸✳✶✿ ❋✐rst s♦♠❡ ❧✐♥❦s ✭r❡❞✮ ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶❛✮✳

❚❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶❜✮✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛

r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❧✐♥❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✭✜❣✉r❡s ✸✳✶❝

❛♥❞ ✸✳✶❞✮✳ ▲✐♥❦s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶❛ ❛r❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s tr✉❡ ❧✐♥❦s ♦r ❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ❧✐♥❦s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❢❛❧s❡ ❧✐♥❦s✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛ s❤♦rt s✉♠♠❛r② ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦✲

r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❏✉❧✐❛♥ ❍❡✐ss ❛♥❞ ❆r♠✐♥ ❑❡❦✐➣✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣❧❡❛s❡

r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♠❛st❡r✬s t❤❡s✐s ♦❢ ❏✉❧✐❛♥ ❍❡✐ss✳

✺✻



✸✳✶✳✶ ▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥

❋✐rst✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❢♦r ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✿ ❚❤❡ ♥❡st❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❜❧♦❝❦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞

t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ♣❧❡❛s❡

r❡❢❡r t♦ t❤❡ t❤❡s✐s ♦❢ ❏✉❧✐❛♥ ❍❡✐ss✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❡ ❘❡❝❡✐✈❡r ❖♣❡r❛t✐♥❣ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❝✉r✈❡ ✭❘❖❈

❝✉r✈❡✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✭❍❛♥❧❡② ❛♥❞ ▼❝◆❡✐❧ ❬✶✾✽✷❪✮✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ✜❣✉r❡

✸✳✶❞✿ ❚❤❡ ❧✐♥❦s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r ♦❢ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤

♣r❡❞✐❝t❡❞ ❧✐♥❦✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❝♦rr❡❝t ❧✐♥❦s ✇✐t❤ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❧❛r❣❡r t❤❛♥

t❤✐s ❧✐♥❦ ✭tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t❡✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ y✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢

r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐♥❝♦rr❡❝t ❧✐♥❦s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t❡✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

x✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿ ❊❛❝❤ tr✉❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ st❡♣

✉♣ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❢❛❧s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦♥❡ st❡♣ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ✭✵✱ ✵✮ ❛♥❞ ❣♦✐♥❣

t♦ ✭✶✱ ✶✮✳ ❚❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❛ ♣❡r❢❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

✇❤❡r❡❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❘❖❈ ❝✉r✈❡✿ y = x

❚❤❡ ❢✉rt❤❡r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞✿

• ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐s t❤❡ ❤✐❞❞❡♥✱ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡

❞r♦♣♦✉t s❝❡♥❛r✐♦ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❛❧s♦ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜❡❢♦r❡ ❞r♦♣♦✉t✳

• ❆ tr✉❡ ❧✐♥❦ ✐s ❛ ✭♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ❧✐♥❦ t❤❛t ❡①✐sts ❧✐♥❦ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳

• ❆ ❢❛❧s❡ ❧✐♥❦ ✐s ❛ ✭♣♦t❡♥t✐❛❧✮ ❧✐♥❦ t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳

◆❡st❡❞ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❇❧♦❝❦ ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ◆❙❇▼ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■t ❝❛♥

❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② P❡✐①♦t♦ ❬✷✵✶✼❪ ❛♥❞

r❡❢❡r❡♥❝❡s t❤❡r❡✐♥❀ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❤♦✇ ✐t ✇❛s ✉s❡❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①

❇✳ ❚❤❡ ◆❙❇▼ ♣❛rt✐t✐♦♥s t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥t♦ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❝♦♠✲

♠✉♥✐t✐❡s A ❛♥❞ B ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧✐♥❦s eAB ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s✳ ❚❤✐s

♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pAB ❣✐✈❡♥ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞

❡❞❣❡s ♦✈❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡❞❣❡s✳ pAB ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥② t✇♦

♥♦❞❡s n1 ❛♥❞ n2 ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s A ❛♥❞ B r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠✲

♠✉♥✐t② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛ ❧✐♥❦ n1 ❛♥❞ n2✳

❚❤❡ ♥❛ï✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ pAB ❢♦r t❤✐s ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❢✉rt❤❡r ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢

✺✼



1

2

3

45

✭❛✮ ❚r✉❡ ♥❡t✇♦r❦ ✭❜❡❢♦r❡ ❞r♦♣♦✉t✮

1

2

3

45

✭❜✮ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡

1 4

2 4

1 2

3 5

2 3

✭❝✮ ❊❞❣❡s s♦rt❡❞ ❜② ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❋❛❧s❡ P♦s✐t✐✈❡ ❘❛t❡

❚
r✉
❡
P
♦s
✐t
✐✈
❡
❘
❛t
❡

1

1

✭❞✮ ❘❖❈ ✐s ♣❧♦tt❡❞

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❇❧✉❡♣r✐♥t ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣♦✉t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✿ ✸✳✶❛ s❤♦✇s
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❦s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❞❛t❛
✇❤✐❝❤ ✐s ❞r♦♣♣❡❞ ♦✉t✳ ✸✳✶❜ ❛♥❞ ✸✳✶❝ s❤♦✇ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❋♦r ❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡❞❣❡s ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ s♦rt❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❛t ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ■♥ ✸✳✶❞ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❖❈ ✐s s❤♦✇♥✿
●♦✐♥❣ ❢r♦♠ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐♥❦s ✐♥ ✸✳✶❝✱ ❡❛❝❤ tr✉❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
tr❛♥s❧❛t❡s t♦ ♦♥❡ st❡♣ ✉♣ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❢❛❧s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ st❡♣ r✐❣❤t✳

✺✽



t❤❡ t✇♦ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡

❞♦♥❡ ❜② ❡①❛❝t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❋♦r

❡❛❝❤ ❧✐♥❦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡①✐st❡♥❝❡ ✐s ❛❝q✉✐r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❛t❡r ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✸✳✷ t♦ ✸✳✹✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤r❡❡

❛t♦♠s ❛❧♠♦st ❛❧❧ tr✉❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ 80% ♦❢ t❤❡ ❢❛❧s❡ ❧✐♥❦s✳ ❋♦r ❤❡❧✐✉♠

t❤❡ ❧✐♥❡ r✐s❡s ❛❧♠♦st ❞✐❛❣♦♥❛❧❧② ❢r♦♠ ✭✵✱ ✵✮ t♦ ✭✵✳✷✱ ✶✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ 20%

❢❛❧s❡ ❛♥❞ ❛❧❧ tr✉❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ r❛♥❦❡❞ ✇✐t❤ ♥♦ ❝❧❡❛r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ tr✉❡ ❧✐♥❦s✳

❋♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ st❛rts ♦✛ ✈❡r② st❡❡♣ ❛♥❞ t❤❡♥ ✢❛tt❡♥s ♦✉t✳ ❚❤✐s

✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❝♦♥tr❛r② t♦ ❤❡❧✐✉♠ ❤❡r❡ t❤❡ tr✉❡ ❧✐♥❦s r❛♥❦ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛ ❧♦t ❤✐❣❤❡r

t❤❛♥ t❤❡ ❢❛❧s❡ ❧✐♥❦s✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤♦r✐✉♠ ❛♥❞ ✐r♦♥ ✕

❛♥❞ t♦ ❛ ❧❡ss❡r ❡①t❡♥t t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❤❡❧✐✉♠ ❛s ✇❡❧❧ ✕ ✐s ✈❡r② st❡❡♣ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳

❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ r❛♥❦✐♥❣ ❧✐♥❦s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ◆❙❇▼ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t♦ ❣✉✐❞❡ ❢✉rt❤❡r

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ r❛♥❦✐♥❣ ❧✐♥❦s ♠❛♥② tr❛♥s✐t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳

❚❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✉s❡❞ ❢♦r

❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳

✸✳✶✳✷ ❙tr✉❝t✉r❛❧ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞

◆❡①t t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭❙P▼✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ▲ü ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪

✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛s s❤♦✇♥

✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ♥♦

q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥st❡❛❞✱

❛ r❛♥❞♦♠ ❞r♦♣♦✉t ✭✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞r♦♣♦✉t ♠❡t❤♦❞✮ ✐s ✉s❡❞ t♦

❞♦ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❙♣❧✐t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t♦ t✇♦ s❡ts✿ 10% ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱

t❤❡ ♦t❤❡r 90% ❛r❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❧✐♥❦s✳

✷✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ✐♥t♦ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

∆A ❛♥❞ ❛ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛rt AR✳

✸✳ ❉✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ A
R

✺✾



✹✳ ❉♦ ❛ ✜rst ♦r❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ∆A ❛s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢

A
R t♦ ✜♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ∆λi t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λi ♦❢ AR

✺✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ Ã =
∑

i(λi +∆λi)~vi~v
T
i

✻✳ ❘❡♣❡❛t ✶ t♦ ✺ ♠❛♥② t✐♠❡s ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ Ã ♦✈❡r ❛❧❧ r❡♣❡t✐t✐♦♥s

✼✳ ❚❤❡ ❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ Ã ❛ss✐❣♥ ❛ r❛♥❦✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐♥❦s

❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s✿ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①

❝❛♣t✉r❡ ♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t str✉❝t✉r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤✉s t❤❡② s❤♦✉❧❞ ♦♥❧②

✉♥❞❡r❣♦ ♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❧✐♥❦s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✕ ✉♥❧❡ss t❤❡ ♠✐ss✐♥❣

❧✐♥❦s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡② ❛r❡ ❤❛r❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t✳

❆❣❛✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❘❖❈ ❝✉r✈❡s ✭✜❣✉r❡s ✸✳✷ t♦

✸✳✹✮✳ ❋♦r ❤❡❧✐✉♠ t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ♣❡r❢❡❝t✿ ❚❤❡ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t❡ ✭❚P❘✮

r✐s❡s t♦ ❛❜♦✉t 40% ✇✐t❤ ❛ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t❡ ✭❋P❘✮ ♦❢ ❛❧♠♦st ✵✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❢❛❧s❡

♣♦s✐t✐✈❡ r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ♦♥❧② t♦ ❛❜♦✉t 3% ❢♦r ❛ tr✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t❡ ❛❜♦✈❡ 90%✳ ❚❤✐s

♠❡❛♥s t❤❛t 40% ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❛❣❛✐♥ ❛❧♠♦st ✇✐t❤♦✉t ❡rr♦rs✱ ❛♥❞ 3% ♦❢

t❤❡ ❢❛❧s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤✐♥ 90% ♦❢ t❤❡ tr✉❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❋♦r ✐r♦♥ st✐❧❧ t❤❡ ❚P❘ st✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ r♦✉❣❤❧② 40% ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✱ ❜✉t t❤❡ ❋P❘

✐♥❝r❡❛s❡s t♦ 5% ❢♦r ❛ ❚P❘ ♦❢ 90%✳ ❆❢t❡r t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ st❛❣♥❛t❡s ❛t ❛❜♦✉t 95%

❚P❘✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s ♣♦♦r❧② ❛t r❡❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st 5% ♦❢

tr✉❡ ❧✐♥❦s✿ ❆ r❛♥❞♦♠ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥

t♦ ✭✶✱ ✶✮✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝✉r✈❡ ❤✐ts 95% ❚P❘ t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤✐s

❞✐❛❣♦♥❛❧✱ t❤✉s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠s ✇♦rs❡ t❤❛♥ r❛♥❞♦♠ ❤❡r❡✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t

s♦♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❤❛r❞ t♦ ✜♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙P▼✳

❋♦r t❤♦r✐✉♠ t❤❡ ✜rst ❥✉♠♣ ♦❢ t❤❡ ❚P❘ ❣♦❡s ♦♥❧② t♦ ❛❜♦✉t 20%✳ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦s ❝❛♥

❜❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❡rr♦r✱ ❛♥❞ ❛❢t❡r✇❛r❞ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✢❛tt❡♥s ♦✉t ❡❛r❧✐❡r t❤❛♥ ❢♦r

✐r♦♥✿ ❚❤❡ ❋P❘ r✐s❡s ❛❜♦✈❡ 10% ❢♦r ❛ ❚P❘ ♦❢ ❛❜♦✉t 90%✳ ❆t s♦♠❡ ♣♦✐♥t t❤❡ ❝✉r✈❡

❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✢❛t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ tr✉❡ ❧✐♥❦ ❢♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ 30%

❛♥❞ 85% ❋P❘✳

✸✳✶✳✸ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥

❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❜❛s❡❞ ❙P▼ ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐st✐❝s ❜❛s❡❞ ◆❙❇▼ ✇♦r❦ ✇❡❧❧

❢♦r ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ✜rst ♦❢ ❛❧❧ ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♥❞✐❝❛t♦r t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛♥❞

t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ◆❙❇▼ ❛r❡ ❣♦♦❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤

❝♦♥✜r♠s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ◆❙❇▼ ✇♦r❦s ❜❡st ❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠✱
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❚❤♦r✐✉♠ ■■ ❘❖❈ ❝✉r✈❡s ❢♦r ◆❙❇▼ ❛♥❞ ❙P▼ ✇✐t❤ ❛ 10% ❞r♦♣♦✉t✳

t❤❡ ❙P▼ ✇♦r❦s ❜❡st ❢♦r ❤❡❧✐✉♠✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ✇❡❛❦♥❡ss❡s ♦❢ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s✿ ❚❤❡ ◆❙❇▼ ♥❡❡❞s ❛ ❧♦t ♦❢ ❞❛t❛ t♦ ✜♥❞ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡✳ ■❢ t❤✐s ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠✱ ✐t ❞♦❡s ✈❡r②

✇❡❧❧ ❛t ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ✐t ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❙P▼ ✇♦r❦s ✇✐t❤

❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ st❛t✐st✐❝❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ❤❡r❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t

t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞ ✇❡❧❧ ❜② ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛❞❞❡r✲

❧✐❦❡ LJ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❤❡❧✐✉♠ ✭s♦♠❡t✐♠❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ S✮ t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ t❤❡

❝❛s❡✳ ❋♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✐s t❤✉s ❧❡ss

❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❙P▼✳

❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❡ ❙P▼ ✇♦r❦s ♣♦♦r❧② ❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ ■■✳ ❊✈❡♥ ❢♦r

✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ ■■ t❤❡ ❙P▼ ♣❡r❢♦r♠s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ◆❙❇▼ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡

♠♦st ❧✐❦❡❧② ❧✐♥❦s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜②

t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ◆❙❇▼ t♦

❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣

q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❢♦r ❤❡❧✐✉♠

q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛❧♠♦st ❡♥t✐r❡❧② ✉s✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡

◆❙❇▼ ♣❡r❢♦r♠s s❧✐❣❤t❧② ✇♦rs❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡ ◆❙❇▼ ♦♣❡r❛t❡s ❜❡tt❡r ❢♦r

t❤❡ ❛t♦♠s ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ ■■✳ ❋♦r t❤❡s❡ ❛t♦♠s✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♣❡r❢♦r♠ ♣♦♦r❧② ❛t
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♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡❧❧ ❢♦r ❧✐♥❦

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❛t♦♠s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❛r❡ ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r

t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

❋♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ t❤❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✿ ❚❤❡

◆❙❇▼ ✜♥❞s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❢❡✇ ❡rr♦rs✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❙P▼

✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ♣❡r❝❡♥ts ♦❢ ❧✐♥❦s✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛

♥❡✇ ❧✐♥❡ s❡❡♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ✇❤✐❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐t ❜❡❧♦♥❣s t♦♦ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t

✐s ✐♥ s♦♠❡ st❡❧❧❛r s♣❡❝tr✉♠✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ◆❙❇▼ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r

t✇♦ st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✐❢ t❤❡ ❙P▼ ❛ss✐❣♥s ❛ ❧♦✇ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

❧❛st ♣❡r❝❡♥ts ♦♥❧② r❡❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✳

❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❙P▼ ✐s t❤❡ ✈❡r② st❡❡♣ s❧♦♣❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤

t❤❡ ◆❙❇▼ ❤❛s ❛ st❡❡♣ s❧♦♣❡ ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡ ❙P▼ ❝❧❡❛r❧② ❞♦❡s ❜❡tt❡r ❛t t❤❡ st❛rt ❢♦r

❛❧❧ ❛t♦♠s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦s ✇❤✐❝❤ ❣❡t ❛

❤✐❣❤ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡♠ ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②

✐♠♣♦rt❛♥t ✐❢ ♥❡✇ ❧✐♥❦s s❤❛❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❍❡r❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧✐♥❦s

✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✇✐❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ s♦ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ s❧♦♣❡ ❛t t❤❡

st❛rt ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳

✸✳✶✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❙♦ ❢❛r ♦♥❧② ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r♦♣♦✉t ♦❢ 10% ❧✐♥❦s ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛✈❡s t♦ q✉❡st✐♦♥s

♦♣❡♥✿ ✏❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ 10% ♠✐ss✐♥❣ ❧✐♥❦s❄✑ ❛♥❞ ✏❲❤❛t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r

❛ ♥♦♥✲r❛♥❞♦♠ ❞r♦♣♦✉t❄✑ ❇♦t❤ q✉❡st✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥s✉r❛♥❝❡

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❜✐❛s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② 10% r❛♥❞♦♠ ❞r♦♣♦✉t✳ ■♥ ❤✐s t❤❡s✐s✱

❏✉❧✐❛♥ ❍❡✐ss ❛♥s✇❡rs t❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s st✐❧❧ ✇♦r❦ ✇❡❧❧

❢♦r ❛ ❧❛r❣❡r ❞r♦♣♦✉t ❢r❛❝t✐♦♥✳

■t s❤♦✉❧❞ ♥♦✇ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s st✐❧❧ ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦✳

❲❤✐❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ✐s ♥♦t ❞❡❝✐❞❡❞ r❛♥❞♦♠❧②✱ ❜✉t

str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐♥❡s✳ ❉✐✛❡r❡♥t

♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ♦♥❧② ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡s ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛♥

✐♥t❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❆s t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡ ❜r♦❛❞❡♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② t❤r❡s❤♦❧❞

❞❡❝r❡❛s❡s✱ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡

s♣❡❝tr✉♠ ❛❞✈❛♥❝❡s✳ ■t ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ✇❤❡t❤❡r ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r♦♣♦✉t✱ ✇❤✐❝❤ tr❡❛ts ❛❧❧

❧✐♥❦s ❡q✉❛❧❧②✱ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤✐s✳ ❚♦ t❛❦❡ t❤❡ ❜✐❛s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡

❜❡st t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦r ✉s❡ ❤✐st♦r✐❝ ❞❛t❛s❡ts ❛♥❞ tr②

✻✸



t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♥♦✇ ❦♥♦✇♥ ❧✐♥❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡r❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ❜❡

♠♦r❡ ❝♦♥✜❞❡♥t❧② ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ t♦ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❜✐❛s ❛❧s♦ ❝r❡❛t❡s ❛♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠✿ ❋♦r ❝♦♠♣❧❡① ❛t♦♠s t❤❡

❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❦♥♦✇♥✳ ▼❛♥② tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞ ❛s ❢❛❧s❡

♣♦s✐t✐✈❡s ♠✐❣❤t ❛❝t✉❛❧❧② ❛♣♣❡❛r ✐♥ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❥✉st ♥♦t ♠❡❛s✉r❡❞ ②❡t✳ ❚❤✐s

❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ t✇♦ ✇❛②s✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧✐❦❡❧② ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡s✉❧t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡

✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❡

q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ q✉❛❧✐t②✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ♦♥

t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ❛s ❡✐t❤❡r ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ st❡❡♣❡r ✭✜rst s❝❡♥❛r✐♦✮✱ ♦r ♠❛❦✐♥❣

t❤❡ ❡♥❞ st❡❡♣❡r ✭s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦✮✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♥❡❡❞s t♦

❜❡ ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ❤❡❧✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ❤❡❧✐✉♠ ✐s ❛ ❣♦♦❞

❜❡♥❝❤♠❛r❦✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❤❡❧✐✉♠ ✐s ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ✐r♦♥ ♦r

t❤♦r✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡✛❡❝t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❛s② ✇❛② ♦❢

❣❡tt✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❛t♦♠s✳ ❍❡r❡ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ✐♠♣r♦✈❡

♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐s t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❛❧❧ ❧✐♥❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛♥❞ s♦ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞

♦r ❢❛❧s✐✜❡❞✳

❆♥♦t❤❡r ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❡❧♣ t❛❝❦❧❡ t❤❡

❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ t❤❡

❞✐♣♦❧❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❛ ❣♦♦❞ ✇❡✐❣❤t ❝❤♦✐❝❡✳ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱

✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞✿ ❚❤❡ ✇❛✈❡✲

❧❡♥❣t❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐♣♦❧❡

♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ ❤❛r❞

♣r♦❜❧❡♠✱ ❜✉t s♦♠❡ st❡♣s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ❜② P❡✐①♦t♦ ❬✷✵✶✽❛❪✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞

❛❧s♦ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ❥✉st

❤❛✈❡ ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✇❡✐❣❤t ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r ❛ ❜✐♥❛r②

❝❤♦✐❝❡✿ str♦♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❡❛❦ ♦♥❡s ❛r❡ ♥♦t✱ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ str♦♥❣

❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ t♦ ✇❡❛❦ ✐s ❛r❜✐tr❛r②✳ ❋♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❧✐❦❡

✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st❧② str♦♥❣ tr❛♥s✐✲

t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❤❡❧✐✉♠ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✇❤❡r❡

t♦ ❞r❛✇ t❤❡ ❧✐♥❡s ✐s ❧❡ss ❝❧❡❛r t♦ ❛♥s✇❡r✿ ❙❤♦✉❧❞ ❛❧❧ s✐♥❣❧❡t✲tr✐♣❧❡t tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦r ♥♦t❄

❈♦♥tr❛r② t♦ ♠♦st ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ◆❙❇▼ ❛♥❞

❙P▼ ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ❛ ❝❧❡❛r ✏❨❡s✑ ♦r ✏◆♦✑ ❢♦r ❛♥② tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❜✉t ♦♥❧② ❛ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss

❧✐❦❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❧♦t ❤❛r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✳ ❯s✉❛❧❧②
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t❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❡❛r ❝✉t ♦♥ ✇❤❛t ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❘❖❈ ❝✉r✈❡

❛♥❞ ✇❤❛t ✐s ❛ ❜❛❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ◆❙❇▼ ❛ss✐❣♥s ❛❝t✉❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s

✭✇✐t❤♦✉t ❛❜s♦❧✉t❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✮✱ ❤❡♥❝❡ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢

t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❙P▼ ♦♥❧②

❛ss✐❣♥s ❛ s❝♦r❡ t♦ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✐✳❡✳ t✇✐❝❡

❛s ❤✐❣❤ ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t✇✐❝❡ ❛s ❧✐❦❡❧②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

s✉❜❥❡❝t✐✈❡✳

❆♥♦t❤❡r st❡♣ t♦✇❛r❞s ❜❡tt❡r ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞

s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❛✐❧♦r❡❞ t♦ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❙♦ ❢❛r✱ ♦♥❧② ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡

✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♦✉r ♥❡t✇♦r❦ s✉❝❤ ❛s ❜✐♣❛rt✐✈✐t②✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛

❥♦✐♥t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❜♦✉t q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♥❡✇ ❧✐♥❦s✳ ❚❤❡ ◆❙❇▼

❛❧r❡❛❞② ❣♦❡s ✐♥t♦ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t✉♥❡❞ t♦ t❤✐s

t②♣❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♠✐❣❤t ♦✛❡r ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❛t♦♠✐❝

s②st❡♠s✳ ❆ ✜rst st❡♣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ◆❙❇▼ ❛♥❞ t❤❡ ❙P▼✱ t♦ ♣r♦✜t ❢r♦♠

❜♦t❤✬ str❡♥❣t❤s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝❤❡❝❦ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②

❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✳

❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ✕ ◆❙❇▼ ❛♥❞ ❙P▼ ✕ ✇♦r❦ ✈❡r② ✇❡❧❧ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ❧✐♥❦s✱

❜✉t t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ s♦♠❡ s♣❛❝❡ ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ♦♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ✇❡

❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡✐r ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ✕ ✐♥❢❡rr❡❞

❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✕ ❛r❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s

❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✉✐❞❡

❢✉t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❣r❡❛t❧② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✛♦rt✳
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✸✳✷ ◆♦❞❡ Pr❡❞✐❝t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇ ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♥❡✇

tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♥❡✇ st❛t❡s ❜②

♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❤❛r❞ t♦ t❛❝❦❧❡ ✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

✐♥ ♣❤②s✐❝s✱ ❛s ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇✐t❤ ♠❛♥②

str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s t❛❝❦❧❡❞ ❜②

❙❛❢r♦♥♦✈❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ ❢♦r t❤♦r✐✉♠ ■■■✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♦♥❧② t✇♦ ♦✉t❡r ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❜✉t ❢♦r

t❤♦r✐✉♠ ■■ ♦♥❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ♥♦ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

str❡♥❣t❤s ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡

♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡t✇♦r❦ s❝✐❡♥❝❡✳

❋✐♥❞✐♥❣ ♥❡✇ st❛t❡s ✐s ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st✿ ◆❡✇ st❛t❡s ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛ ❞❡❡♣❡r ✐♥s✐❣❤t

✐♥t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✱ ❛♥❞ t❤❡② ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱

♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r s✉❝❤ st❛t❡s ✐s

t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♥❡✇ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② st❛t❡s ✐♥ t❤♦r✐✉♠ ✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ st❛t❡s ❝♦✉❧❞

❝♦✉♣❧❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❧②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ♥❛rr♦✇ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞

t❤✉s ❜❡ ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❛ ♥✉❝❧❡❛r ❛t♦♠✐❝ ❝❧♦❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡

❝✉rr❡♥t ❛t♦♠✐❝ ❝❧♦❝❦s ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭P❡✐❦ ❛♥❞ ❚❛♠♠ ❬✷✵✵✸❪✱

❍❡rr❡r❛✲❙❛♥❝❤♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✮✳

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ ❡①tr❛❝t ❛❧❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♥❡✇ st❛t❡ ❢r♦♠

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❡r❡❧② ❛❞❞r❡ss t❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠✿ ✏❲❤✐❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞♦

t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡s ❤❛✈❡❄✑ ❆♥s✇❡r✐♥❣ t❤✐s q✉❡st✐♦♥ ✇✐❧❧ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇

st❛t❡s❀ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ✇❛② t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤♦s❡ ❧✐❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚r❛♥s❧❛t❡❞

✐♥t♦ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r② ✇❡ ❛s❦✿ ✏❈❛♥ t❤❡ ❧✐♥❦s ♦❢ ♥❡✇ ♥♦❞❡s ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞❄✑

✸✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❇❡❝❛✉s❡ ❞✐r❡❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡s ✐s ♠✐ss✐♥❣✱ ✐t ✐s

❤❛r❞ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡✐r ❧✐♥❦s✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡

❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛s t❤❡ ❝♦❧❞ st❛rt ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s ❜② ❙♦♥ ❬✷✵✶✻❪✱ ▲✐❦❛

❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ ❛♥❞ ❲❡✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✼❪✳ ❚❤❡r❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❈♦♥s✐❞❡r

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ✉s❡rs ♦❢ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ s❤♦♣♣✐♥❣ ♣♦rt❛❧ ❧✐❦❡ ❆♠❛③♦♥✳ ❚❤❡

♥♦❞❡s ❛r❡ t❤❡ ✉s❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❦ ✐s ❛❞❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉s❡r u ❛♥❞ t❤❡

♣r♦❞✉❝t p ✐❢ u ❜✉②s p✳ ◆♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♥❡✇ ✉s❡r ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ s❤♦♣♣✐♥❣ ♣♦rt❛❧ ♦r ❛ ♥❡✇

♣r♦❞✉❝t ❜❡✐♥❣ ♦✛❡r❡❞✳ ■t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝ts ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞

t♦ t❤❡ ♥❡✇ ✉s❡r ♦r t♦ ✇❤♦♠ ❛ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝t ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✳ ❚❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ❛r❡
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❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♥❡✇ ✉s❡r ❝♦❧❞ st❛rt ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❞✉❝t ❝♦❧❞ st❛rt ♣r♦❜❧❡♠

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❯s✉❛❧❧② r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥❀ ❜✉t ❛s ✇❛s s❡❡♥

✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ st❛♥❞❛r❞ ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♥❡❡❞s ❧✐♥❦s ❢♦r t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❆ ❢✉rt❤❡r

❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦❧❞ st❛rt ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦❧❞

st❛rt ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ❛ ❢❡✇ ❧✐♥❦s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡s✳

❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦❧❞ st❛rt ♣r♦❜❧❡♠ ❧✐tt❧❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

■♥ ❛ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇ ❙♦♥ ❬✷✵✶✻❪ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ❝♦❧❞

st❛rt ♣r♦❜❧❡♠✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦❧❞ st❛rt ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ ✉s✐♥❣

♦♥❧② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐♥❦s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s✐♥❣ ♠❡t❛ ❞❛t❛ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦❡❞ ❜❡st

✇❡r❡ t❤❡ ♦♥❡s ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❧✐♥❦s✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❛❦✐♥❣ ❛✇❛② t❤❡s❡

❢❡✇ ❧✐♥❦s✱ ❛s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ♦✉r s❝❡♥❛r✐♦✱ ♠❛❦❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤❛r❞❡r✳

❚❤❡ ✉s✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦❧❞ st❛rt ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❡t❛ ❞❛t❛

t♦ ✜♥❞ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❦s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

❧✐♥❦s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣✳ Pr❡❞✐❝t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✉s❡rs ♦r ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r

❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭s❡❡ ❲❡✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✼❪✮ ♦r ❜② tr❛❞✐t✐♦♥❛❧

❝❧✉st❡r✐♥❣✳ ❆ r❡❧❡✈❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s ❛♥❞ ❛t♦♠s ✐s t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❆s ✉s✉❛❧❧② ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❧✐♥❦s ❛♥❞ t❡♥s ♦❢ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢

♥♦❞❡s ❛r❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

t❤❛t ✐s ✉s❡❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛s ❢❛st ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ❜❡st ✉s❡ ♦❢ t❤❡

❡♥♦r♠♦✉s ❞❛t❛ ❛♠♦✉♥t✳ ❚❤✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♠❡s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ✇❡ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❛ ❢❡✇ t❤♦✉s❛♥❞

❧✐♥❦s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ✉s❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛♥❞

t❤❡ ◆❙❇▼✳ ▼❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❝♦♥tr❛st ♥❡❡❞ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❞❛t❛

❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s ♥♦t ✜t t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♥♦❞❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❜② ❑✐♠ ❛♥❞ ▲❡s❦♦✈❡❝ ❬✷✵✶✶❪✱

❊②❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪ ❛♥❞ ❍r✐❝ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✳ ❑✐♠ ❛♥❞ ▲❡s❦♦✈❡❝ ❬✷✵✶✶❪ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛ ♣♦✇❡r ♦❢ ✷✱ ❊②❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡

❧✐♥❦s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❇♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥✈❛❧✐❞

❢♦r s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❍r✐❝ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❢✉rt❤❡r ✉s❡ ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡

♠❡t❛ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ✐s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✱ ❜✉t t❤❡r❡

✐s ♥♦ s✐♠♣❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦❢ ❤✐s r❡s✉❧ts ❛♥❞ r❡❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r②

❝♦❞❡ ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤✉s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣✲

❡rt✐❡s ♦❢ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♠❛❞❡ ❜②
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✉s✐♥❣ ♠❡t❛ ❞❛t❛ ❢♦r r❡❝♦♠♠❡♥❞❡r s②st❡♠s✱ ❛s ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ s♦♠❡ ♣r✐♦r

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s t♦ ♣r❡❞✐❝t✳ ❆s s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s t②♣✐❝❛❧❧② ♦♥❧② ❤❛✈❡

❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ♥♦❞❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ♠❡t❤♦❞s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ str✉❝t✉r❡ ❧✐❦❡ t❤❡

◆❙❇▼ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡s❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡♥ t♦ ✇♦r❦ ✇❡❧❧ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳

✸✳✷✳✷ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❧✐♥❦s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ◆❙❇▼ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇

♥♦❞❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❋♦r t❤♦r✐✉♠ ■■ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✷✳✸ ❛♥❞ ✷✳✹ ✐t ✇❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t t❤❡

❝♦♠♠✉♥✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐❢ J ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡

s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✷✳✼ ❛♥❞ ✷✳✶✸✿ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣❛r✐t② ✭♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮ ❛♥❞

J r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✶ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❛♥❞ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❧s♦ ❣✉❡ss t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧❡✈❡❧ ✵ ❝♦♠♠✉♥✐t②✳

◆♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛r❣✉❡ ✇❤② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ J ♣❛✐rs s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧

❛r❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♦r❜✐t❛❧s ❢♦r t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡s❡ ❛r❡ ❥✉st ❛❧❧ ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤♦r✐✉♠ ■■ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥

❛❝❝❡ss t❤❡ ♦r❜✐t❛❧s 7s✱ 7p✱ 6d✱ 5f ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❝❛♥ ♥♦✇ ♦❝❝✉♣② ❛♥②

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ♦r❜✐t❛❧s✱ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥str✐❝t✐♦♥ ✐s✿ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s

♣❡r s✲♦r❜✐t❛❧✱ s✐① ♣❡r p✲♦r❜✐t❛❧ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡✿ 7s7p6d✳

❲✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r J

❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✿ J ∈ {|L − S|, . . . , L + S}✳ ❋♦r 7s7p6d t❤✐s ❧❡❛❞s t♦✿ S ∈ {1/2, 3/2}✱
L ∈ {1, 2, 3} ❛♥❞ J ∈ {1/2, . . . , 9/2}✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r J ❛♥❞

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳

❋♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ J t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ❩❛❧✉❜❛s ❛♥❞ ❈♦r❧✐ss ❬✶✾✼✹❪❀ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

✇❡r❡ ❞♦♥❡ ❜② ❙❛❢r♦♥♦✈❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤ ♣✉r❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ ❜✉t ✐t ❛❧s♦ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②

♦❢ ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✉❜s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✳ ❆s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡

✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✐ts ❜❛s✐s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛✐r ♦❢ ❞♦♠✐♥❛♥t

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ J ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❡ss❡❞ t♦ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡

s✉❜s♣❛❝❡ ✐ts❡❧❢✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s

✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❡ss❡❞✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ♣❡r❢❡❝t✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❣✐✈❡

❛ ❝❧❡❛r ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♥❡✇ ♥♦❞❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ✕ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ ♦♥❧②

❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❣✉❡ss❡❞ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❞❞❡❞ ♥♦❞❡

t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♦❢ t❤✐s ♥♦❞❡ ✐s ❦♥♦✇♥✳
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❆ str❛✐❣❤t ❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡s ✐s✿ ❯s❡ t❤❡s❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❢♦r ◆❙❇▼ ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ◆❙❇▼ ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❛♥❞ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ■t ❝❛♥ ❜❡

✐♠❛❣✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❆ ♥❡✇ ♥♦❞❡ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐t② A s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡

❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛s t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐t② A✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✲

✐♥❣ t♦ ♥♦❞❡ ❞❡❣r❡❡s ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧✐♥❦s ❛r❡ t❛❦❡♥

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡s ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱

t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦✇ ❤❛r❞ ❝♦❞❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r♦♣♦✉t ✐s ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t q✉❛❧✐t②

✐s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ❘❖❈ ❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s ❛r❡ t❛❦❡♥✿

✶✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ♥❡t✇♦r❦ ✭t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜❡❢♦r❡

❞r♦♣♦✉t✮ ✐s ✐♥❢❡rr❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❙❇▼✳

✷✳ ✶✵✪ ♦❢ ♥♦❞❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡✐r ❡❞❣❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡

♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡s✳

✸✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧✐♥❦ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡ ❛ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s ❝❛❧❝✉✲

❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❙❇▼✳

✹✳ ❚❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧✐♥❦s ❛r❡ s♦rt❡❞ ❜② ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤

♥❡t✇♦r❦✳

✺✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳

❚❤❡s❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✸✳✺ ✭❤❡❧✐✉♠✮✱ ✸✳✻ ✭✐r♦♥✮ ❛♥❞ ✸✳✼ ✭t❤♦✲

r✐✉♠✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇♦r❦s ✇❡❧❧✿ ■♥ ❤❡❧✐✉♠✱ t❤❡ tr✉❡

♣♦s✐t✐✈❡ r❛t❡ ✭❚P❘✮ r✐s❡s t♦ ❛❜♦✉t 85% ❢♦r ❛♥ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❛t❡ ✭❋P❘✮ ♦❢ 5%✳ ❋♦r

✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ✇♦rs❡✿ ❋♦r ❛♥ ❋P❘ ♦❢ 10%✱ t❤❡ ❚P❘ ✐s ❛t

80% ✭✐r♦♥✮ ❛♥❞ 85% ✭t❤♦r✐✉♠✮✳ ❆t t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ st❛rts t♦

❞❡❝r❡❛s❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ r❛♥❦✐♥❣ ❜❡②♦♥❞ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ r❛♥❞♦♠✳

❚❤✐s ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❢♦✉♥❞❡❞ ✐♥ s♣❡❝✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ t❤✉s ❝❛♥♥♦t ❜❡

♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ◆❙❇▼✳
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◆❡①t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs t♦ ♣r❡❞✐❝t ♥❡✇ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ s✉❝❝❡ss✲

❢✉❧❧② t♦ ♣r❡❞✐❝t q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ✭s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✮ ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭✸✳✶✮✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s

t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❣♦♦❞ ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥

♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♥❡✇ ♥♦❞❡s✱ ✐t ✐s ✜rst ❛♥❛❧②③❡❞

❤♦✇ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝❤❛♥❣❡s ✇❤❡♥ ♥♦❞❡s ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡

✢✐♣♣❡❞ ❛r♦✉♥❞ t♦ ❛❞❞ ♠✐ss✐♥❣ ♥♦❞❡s ❛❣❛✐♥✳ ❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐①

❈ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①✿

✶✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s s❝❛❧❡ ✇✐t❤ ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡✳

✷✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞

✭✉♣ t♦ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✮✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ❚❤❡

♥❡✇ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦❧❞ ♦♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡

❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✭❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✇❤♦✬s ❛❜s♦❧✉t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧❛r❣❡✮ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ♥♦❞❡s

s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❜② ♠✉❝❤✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛tr✐① ❢r♦♠ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲

✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡✿

A =
∑

i

λi~vi~v
T
i ✭✸✳✶✮

❍❡r❡ t❤❡ λi ❛♥❞ ~vi ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t

❝❤❛♥❣❡s ♦❢ s♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①✿

❋♦r λi = 0✱ ~vi ❤❛s ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❛t ❛❧❧✳ ❚❤✉s✱ ♦♥❧② ❛ ♠✐♥♦r ❡rr♦r ✇✐❧❧

❜❡ ♠❛❞❡ ✐❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❧❡❢t r♦✉❣❤❧② ❝♦♥st❛♥t ❛s ✇❡❧❧✳

❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞

❛❜♦✉t ✐ts s♣❡❝tr✉♠✿ ✏❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ♥❡✇

♥♦❞❡s❄✑ ❛♥❞ ✏❲❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs❄✑

❚♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡✿ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢

t❤❡ ✭❧❛r❣❡✮ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✷✳✺ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦❞❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs

❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡s s❤♦✉❧❞ r❡s❡♠❜❧❡ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣✳

❚♦ ❛♥s✇❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ q✉❡st✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ s♠❛❧❧✳

❆s t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s s❝❛❧❡ ✇✐t❤ ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡✱ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t

✼✵



❛♠♦♥❣ t❤♦s❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✲

✐♠❛t❡❧② s❡t t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ ♦♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳

❲❡ t❤✉s ♣r♦♣♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ❉✐❛❣♦♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①✳

✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①✱ ❛❞❞ ❛s ♠❛♥② ♥❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡s✳

✸✳ ❊❛❝❤ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤❛s ✐ts ✈❛❧✉❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❛✮ ❋✐♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

❜✮ ❚❛❦❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♥❡✇

❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

✹✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✇❡ ❝❛♥ tr❛♥s❢♦r♠

t❤✐s ❜❛❝❦ t♦ ❛ ♠❛tr✐① Ã ❛s✿

Ã =
∑

i

λi~̃vi~̃v
T
i ✭✸✳✷✮

λi ❛r❡ t❤❡ ♦❧❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ~̃vi ❛r❡ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs

✺✳ Ã ✐s ♥♦✇ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ ✐ts ❡♥tr✐❡s ❣✐✈❡

❛ s❝♦r❡ t♦ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦✳

■♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❈✳✷ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤✐s ❢✉❧✜❧❧s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐❢②✐♥❣

t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦✈❡♥

❡❛s✐❧②✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♠❛tr✐① ❛s ✇❡❧❧✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t

❝❛r❡ ✇❤✐❝❤ ♠❛tr✐① ■ ❣✐✈❡ ✐t t♦ ♠♦❞✐❢② ✕ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐t ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ r♦✇

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s L = D−A ✇✐t❤ D ❜❡✐♥❣

t❤❡ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦❞❡ ❞❡❣r❡❡s ♦♥ ✐ts ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤❡ ❧✐♥❦ s❝♦r❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ −L̃✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜♦t❤ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❛♥❞ ▲❛♣❧❛❝❡ ♠❛tr✐① ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡s ✸✳✺✱ ✸✳✻

❛♥❞ ✸✳✼✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❡❡♥ t❤❛t ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❛♥❞ ▲❛♣❧❛❝❡ ②✐❡❧❞ t❤❡ s❛♠❡

r❡s✉❧t✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❛tr✐❝❡s

❡♥❝♦❞❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ s♦ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤② t❤✐s s❤♦✉❧❞

❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇❡r❡

❝❤❛♥❣❡❞✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛♥ ❡❛s② r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❛♥❞ ▲❛♣❧❛❝❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❍❡❧✐✉♠ ❘❖❈ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❛ 10%
❞r♦♣♦✉t✳

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ❜② ❢❛r t❤❡ ❜❡st ♦♥ ❤❡❧✐✉♠✿ ❋♦r ❛ ❋P❘ ♦❢ 5%✱ ❛❧♠♦st

❛❧❧ tr✉❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✭99% ❚P❘✮✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ❤❡❧✐✉♠ ♥❡t✇♦r❦

✐s ✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✐ts ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳ ❋♦r ✐r♦♥ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❣♦ ❞♦✇♥ t♦ 90% ❚P❘ ❛t

5% ❋P❘ ❛♥❞ ❢♦r t❤♦r✐✉♠ 95% ❚P❘ ❛t 10% ❋P❘✳ ❆t t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡s

❤❛✈❡ ❛ ❦✐♥❦ ❛♥❞ ❢♦r ❧✐♥❦s ✇✐t❤ ❧♦✇ s❝♦r❡s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s r♦✉❣❤❧② r❛♥❞♦♠✳

❋♦r ❤❡❧✐✉♠ ❛♥❞ ✐r♦♥ t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ❛❧♠♦st ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ y✲❛①✐s ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳

❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ s❝♦r✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

❛r❡ ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❛s t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡

✉s❡❞ ❛s ❣✉❡ss❡s ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ❧✐♥❦s ❛♥❞ t❤❡s❡ ❣✉❡ss❡s ❛r❡ ♠♦st❧② ❝♦rr❡❝t✳ ❋♦r t❤♦r✐✉♠

t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ❝❧❡❛r❧② ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ s❧♦♣❡ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❜✉t ❛s t❤✐s s❧♦♣❡ ✐s

❧❛r❣❡✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❣♦♦❞✳

✸✳✷✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥

❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ♦❢ ❛ st❛t❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♣r❡❞✐❝t ✐ts

tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ ❛ ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐✳❡✳ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s

✇✐t❤ ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛❧r❡❛❞② ②✐❡❧❞s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② ❝❛♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ■r♦♥ ❘❖❈ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❛ 10%
❞r♦♣♦✉t✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❚❤♦r✐✉♠ ■■ ❘❖❈ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ❛
10% ❞r♦♣♦✉t✳
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❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐❢✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡✱ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs

❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❍❡r❡✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡

❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ♦r t❤❡ ♦♥❡s ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♠❛tr✐① ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❋♦r ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ✕ t❤❡ ◆❙❇▼ ❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♠❡t❤♦❞ ✕ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

s❡♣❛r❛t❡s ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✿ ❛ st❡❡♣ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ✢❛t ♣❛rt ✐♥ t❤❡

❡♥❞✳ ❋♦r t❤❡ ◆❙❇▼ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛rts ✐s s❧♦✇✱ ✇❤❡r❡❛s

❢♦r t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉❞❞❡♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❦✐♥❦ ✐♥ t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♠❡t❤♦❞✱ ❢♦r ❤❡❧✐✉♠ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛❧❧ tr✉❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛t

5% ❋P❘✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ◆❙❇▼ ♠❡t❤♦❞ t❤❡s❡ ❛r❡ ♦♥❧② 80% t♦ 90%✳ ❋♦r ■r♦♥

✇✐t❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♠❡t❤♦❞ ∼ 90% ♦❢ tr✉❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛t ∼ 5% ❋P❘✱ ❢♦r

t❤♦r✐✉♠ ■■ t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ r✐s❡s t♦ ∼ 95% ❚P❘ ❛t ∼ 10% ❋P❘✳ ■♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝❛s❡s

t❤❡ ❣r♦✉♣ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇♦rs❡✳

❚❤✉s ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②✿ ❚❤❡

✐♥✐t✐❛❧ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡ ✐s st❡❡♣❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❧✐♥❦s ❛r❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡

❘❖❈ ❝✉r✈❡ ✢❛tt❡♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t✇♦ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s✱ ❛s t❤❡② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t

❛ ❤✐❣❤❡r ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❧✐♥❦s ✭❧✐♥❦s ✇✐t❤ ✈❡r② ❤✐❣❤ s❝♦r❡✮ ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

❛❝t✉❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ ❜✐❣❣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♠♦st❧② ❢❛❧s❡

❧✐♥❦s ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳

❋♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ ❛t♦♠s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✕ ♠♦st ♥♦t❛❜❧② ❢♦r ✐r♦♥ ✕ t❤❡ ❘❖❈ ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡

❣r♦✉♣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♠❡t❤♦❞s ✐♥t❡rs❡❝t✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡ X✪

♠♦❞t ❧✐❦❡❧② ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❢♦r ✐r♦♥ X > 50✱ ❢♦r ❤❡❧✐✉♠ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠

X > 80✮✱ t❤❡ ◆❙❇▼ ✜♥❞s ♠♦r❡ tr✉❡ ❧✐♥❦s t❤❛♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♠❡t❤♦❞❀ ♠♦r❡

♣r❡❝✐s❡❧② ❛t ❛♥ ❋P❘ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ X✱ ❜✉t s✐♥❝❡ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧✐♥❦s ❛r❡ ❢❛❧s❡ t❤✐s

✐s ❛ ♠✐♥♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢❡✇ ❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦s ❛t s✉❝❤ ❛ ❤✐❣❤ ❋P❘ ♥❡❡❞ t♦

❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s♦ t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡ ✇✐t❤ ♥♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r

❢❡❛t✉r❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢

❙P▼ ❛♥❞ ◆❙❇▼✱ ❜✉t ❛t ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❋P❘✳

✸✳✷✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ❢♦r ♥♦❞❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❢♦r ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡

♠❛✐♥ ❡rr♦r s♦✉r❝❡ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❞❛t❛ ❞r♦♣♦✉t✳ ❉r♦♣♣✐♥❣ ♦✉t ♥♦❞❡s ❛t

r❛♥❞♦♠ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉♥r❡❛❧✐st✐❝✱ ❛s ✉s✉❛❧❧② ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s ♦r J ♦r

♦t❤❡r ❡①tr❡♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ✇❤❡r❡❛s ♥♦❞❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛r❡

✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✳ ❲✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r♦♣♦✉t ♥♦t❤✐♥❣ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣

❞r♦♣♣❡❞✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ t♦t❛❧❧② ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❆s
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✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❢✉t✉r❡

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦r ✉s❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t♦ t♦❞❛②✬s ❞❛t❛s❡t✳

❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡✬s ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s ✈❡r② str♦♥❣✳

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇✐t❤

t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t✱ s♦ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡rr♦rs ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛r❡

❛ss✐❣♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳ ■t r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐❢ t❤✐s ❤❛s ♣♦s✐✲

t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s✱ ❛s ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ♥♦❞❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❝❧♦s❡r

t♦ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❆s t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡

♦♥❧② ♣❛rt❧② ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥

t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡s✱ t❤❡ ❡①❛❝t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♣❡r ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s ❤❛r❞ t♦ ❣✉❡ss✱ ❜✉t ❛

r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳

❘❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❡rr♦r ✐s t❤❡ ❡rr♦r ♠❛❞❡ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡

❞r♦♣♦✉t✳ ■♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤♦✉❣❤✱ s♦

t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞

✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❜✉t ❛ ❜❡tt❡r ♠❡t❤♦❞ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ r✉♥

t❤❡ ◆❙❇▼ ❛❢t❡r ♥♦❞❡ ❞r♦♣♦✉t ❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❞ t❤❡ ♥♦❞❡s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉✐❞❡ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r②

t♦ ❛❧s♦ ❛ss✐❣♥ ❡♥❡r❣✐❡s t♦ t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ❦♥♦✇ ♥♦ ♣r♦♠✐s✐♥❣

❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦

✉s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣②✲❝♦♠♠✉♥✐t②✲r❡❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ♦r t♦ ❣✉❡ss ❡♥❡r❣✐❡s ❢r♦♠ t❤❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❇✉t t❤✐s ♥❛✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s

❛ ✈❡r② ❡①❛❝t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❣✉✐❞❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t

♠✐❣❤t ❜❡ ❜❡st ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❛❢r♦♥♦✈❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ ❢♦r t❤♦r✐✉♠✮ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡

❛❧❧♦✇❡❞✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ✇❛② t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♥♦❞❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♥♦❞❡s ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❜❡st

✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ❧✐♥❦s q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ ✐♥ ♠❛❦✐♥❣ ❢❡✇ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣

✐s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ♦r t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ♠❛tr✐①✳

❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ s♦ ❢❛r ✉♥♠❡❛s✉r❡❞

st❛t❡s✳ ❙♣❡❛❦✐♥❣ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥t❡①t✿ ❲❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♣❛✐rs ♦❢ st❛t❡s

t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦♥✲✈❛♥✐s❤✐♥❣✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛

t♦♦❧ ✐♥ ❛ ❜✐❣❣❡r ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❤❛t ❡♥❛❜❧❡s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢

✼✺



❝♦♠♣❧❡① ❛t♦♠✐❝ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❛♥❞ t❤❡✐r tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

✼✻



✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛t♦♠✐❝ s♣❡❝tr❛ ✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤

❡♥❛❜❧❡❞ ✉s t♦ ✜♥❞ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♠❛❦❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡

♥❡t✇♦r❦✳ ❊st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❡t❤♦❞s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦s ✇❡r❡

s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤✐s ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r str✉❝t✉r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s

✇❡r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣❛r✐t② ✇❛s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❜✐♣❛rt✐✈✐t② ❛♥❞

❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❡ts ♦❢ st❛t❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r✐t② ❛♥❞ t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ✇♦r❦ ✉♥❞❡r r❡❛s♦♥❛❜❧❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❈♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❢✉rt❤❡r ❣r♦✉♣s

♦❢ s✐♠✐❧❛r st❛t❡s✳ ❲❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ t❤❛t ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ❛❧❧ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡

✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❤❡❧✐✉♠✱

t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ L ❛♥❞ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r

♠♦♠❡♥t✉♠ J ❀ ❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ t❤❡② ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ♣❛r✐t② ❛♥❞ J ✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛❧s♦

t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs t❤❛t ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛♥❞ t❤✉s s❤♦✉❧❞ ❜❡

✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❋♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠✱ ❛ s♠❛❧❧❡r s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

str✉❝t✉r❡✱ ❛s ❢♦r ♦♥❡ s❡t ♦❢ ♣❛r✐t② ❛♥❞ J ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞✳ ❋♦r

t❤♦r✐✉♠✱ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❧✉st❡rs ✐♥ t❤❡

❡♥❡r❣② ❞♦♠❛✐♥✿ ❡❛❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❢♦r♠s ❡✐t❤❡r ♦♥❡ ♦r t✇♦ ❝❧✉st❡rs ♦❢ st❛t❡s ✇✐t❤

s✐♠✐❧❛r ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ st❛t❡s✳ ❋♦r

❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s t❤❛t s❡♣❛r❛t❡ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧✉st❡rs✱ t❤❡ st❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❝❧✉st❡r

❤❛✈❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ 7p✲♦r❜✐t❛❧✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❝❧✉st❡r

❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ 7p✲♦r❜✐t❛❧s✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ♣❛r✐t② ❛♥❞ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❢♦r

s✐♥❣❧❡ ✉♥❦♥♦✇♥ st❛t❡s ✐♥ ✐r♦♥ ♦r t❤♦r✐✉♠✳ ❚❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ ❤❡❧✐✉♠

❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦r ❤❡❧✐✉♠✱ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❢♦r t❤✐s

♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✇❤❡♥
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t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ ❛r❡ ✉s❡❞✳

■♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❞✐r❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡

s♣❡❝tr✉♠✳ ❋✐rst✱ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❦♥♦✇♥ st❛t❡s ✇❡r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s

✜♥❞ ❛ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✐♥❦s ❛❣♥♦st✐❝ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡✳ ❍❡r❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✿ t❤❡ ◆❙❇▼ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❙P▼ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡s❡

♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r♦♣♦✉t ♦❢ ❦♥♦✇♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t ✇❛s

s❤♦✇♥ t❤❛t ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ✇♦r❦ ✇❡❧❧✳ ❋♦r ❤❡❧✐✉♠✱ t❤❡ ❙P▼ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤❡r❡❛s

❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ ❜♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❡♥❣t❤✿ ❚❤❡ ❙P▼ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♠❛❦❡s

♠♦r❡ ❝♦rr❡❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ◆❙❇▼ ✐s ❢❛st❡r ❛t r❡❝♦✈❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❞❡❧❡t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ♥❡✇ st❛t❡s✳

❍❡r❡✱ ❛ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✇❛s ❛ss✉♠❡❞✳ ■t ✇❛s

s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡s✳ ❚❤❡s❡

♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❛❣❛✐♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❞r♦♣♦✉t ❛♥❞ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t

♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❧✐♥❦s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ▲❡ss t❤❛♥ 10% ♦❢

t❤❡ ❧✐♥❦s t♦ t❤❡ ❞❡❧❡t❡❞ ♥♦❞❡s ✇❡r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡❞✐s❝♦✈❡r✳

❋♦r t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♠✉❝❤ s♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❆s ♥❡t✇♦r❦

s❝✐❡♥❝❡ ✐s ❛ ❞❛t❛ ❜❛s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ❧❡❛❞s t♦ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✐❢ ♠♦r❡ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ◆❙❇▼✿ ❆s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ s❝❛❧❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡

♣♦t❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❢♦✉♥❞ ❣r♦✇s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✐③❡✳ ■❢ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡

❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛t✉r❡✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ✐❢ ❧✐tt❧❡ ❞❛t❛ ✐s

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♦♥❧② ❢❡✇ ❢❡❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❆s t❤❡r❡ ✐s ♠✉❝❤ ❞❛t❛ ❦♥♦✇♥

❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛t♦♠s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s s❤♦✇ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡s❡ ❛t♦♠s✳

■t ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r ❤♦✇ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

✐♥❞✉❝❡❞ ❜✐❛s t❤❛t ♦♥❧② ❝❡rt❛✐♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡

❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ ♠✐❣❤t

❛❧s♦ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤✐s ❞❛t❛ ❝❤♦✐❝❡✳

❋♦r ❧✐♥❦ ❛♥❞ ♥♦❞❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ♦♥❧② r❛♥❞♦♠ ❞r♦♣♦✉ts ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦

t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ❛❝t✉❛❧ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✇❤❡♥ ♥❡✇ t♦♦❧s ❜❡❝♦♠❡

❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♥❡✇ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♥❡✇ st❛t❡s ❛r❡

❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛t ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣✐❡s✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♥♦

❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛❣❛✐♥st s②st❡♠❛t✐❝ ❞❛t❛ s❡❧❡❝t✐♦♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❛t❛ s❡❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧②

♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢

✼✽



t❤✐s ❞❛t❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳

❚♦ t❡st t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦❞❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝

s❝❡♥❛r✐♦✱ ❤✐st♦r✐❝ ❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ ❜❡tt❡r ✇♦✉❧❞

❜❡ t♦ ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦✇ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t♦

❢✉t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❙♦ ❢❛r✱ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❛r❡ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t ❛❣♥♦st✐❝ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ◆❙❇▼ ♦♥❧② ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛♥❞

t❤❡ ❙P▼ ♦♥❧② ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❛ ❣♦♦❞ ❢❡❛t✉r❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳

❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♦♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✉s❡ t❤❡

❜✐♣❛rt✐t❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❜❡tt❡r ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳

❆♥♦t❤❡r st❡♣ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡

s♣❡❝✐✜❝ ❛t♦♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ Aik ∗ λ3
ik ❛s ❛ ✇❡✐❣❤t✳ ■t

✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ t♦ ❛ ✇❡✐❣❤t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤

❛ss✐❣♥s ❣✉❡ss❡❞ ✇❡✐❣❤ts t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❧✐♥❦s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦

❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ✐ts r❡s✉❧ts✳

■t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡s❡ t♦

❛❞❞ ❡♥❡r❣✐❡s t♦ t❤❡ st❛t❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♥♦❞❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❞♦♥❡

❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥♦❞❡ ✇❡✐❣❤ts✱ ♦r ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛t♦♠✐❝ ♣❤②s✐❝s✳

❙♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♥❡t✇♦r❦✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤

✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ❣r♦✉♥❞ tr✉t❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧❛✇s ♦❢ ♥❛t✉r❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ s②st❡♠ ❢♦r ♥❡t✇♦r❦

♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ♠❡t❤♦❞s ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❜✐♣❛rt✐t❡ ♥❡t✇♦r❦s✱

✇❤❡r❡ ✐t ❝♦✉❧❞ t❛❦❡ t❤❡ r♦❧❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❢❛♠♦✉s ❦❛r❛t❡ ❝❧✉❜ ♦❢ ❩❛❝❤❛r② ❬✶✾✼✼❪ ❤❛s

❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐t② ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡✐❣❤t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛s ❛❧❧ ❧✐♥❦s ❛♥❞ ✇❡✐❣❤ts ❛r❡ ❦♥♦✇♥✳

■❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣s ❢♦✉♥❞ ❢♦r ✐r♦♥ ❛♥❞ t❤♦r✐✉♠ ■■ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥

❛t♦♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ♠✐❣❤t t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ st❛t❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤

✇♦✉❧❞ ❤❡❧♣ t♦ ✜♥❞ ♥❡✇ ✇❡❛❦ s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ✐♥ t✉r♥

❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❜❡tt❡r✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡

q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✳ ❙✉❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❜❡tt❡r

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ❜♦✉♥❞ t♦ ❛t♦♠✐❝ s♣❡❝tr❛✱ ❜✉t ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❧❧ ❞✐s❝r❡t❡ s♣❡❝tr❛✳ Pr✐♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♥❞

✼✾



♥✉❝❧❡❛r s♣❡❝tr❛✳ ▼✉❝❤ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡s❡ s♣❡❝tr❛ ❛♥❞ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣❛r✐t② ❛❧❜❡✐t ❛❧s♦ ♠❛♥② ✉♥✐q✉❡ ❢❡❛t✉r❡s✳

❆❧❧ ✐♥ ❛❧❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥❡t✇♦r❦ s❝✐❡♥❝❡ ❛s ❛ ♥❡✇ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t♦

❛♥❛❧②③❡ ❛t♦♠✐❝ s♣❡❝tr❛✳ ❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❛♣♣❧② ♠❡t❤♦❞s ❢r♦♠ ♥❡t✇♦r❦

s❝✐❡♥❝❡ ♦♥t♦ ♥✉❝❧❡❛r s♣❡❝tr❛✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s✐♠✐❧❛r

st❛t❡s ❛♥❞ r❡❧❛t❡ t❤❡s❡ t♦ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡rs ✇✐t❤♦✉t ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡♠

❛s ♣❤②s✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ❲❡ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❛❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤✲

♦❞s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞ ❛❣❛✐♥st

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❢✉rt❤❡r ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❢♦r ♥❡✇

tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❞❡❛s ❤♦✇ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ♥❡✇ st❛t❡s

✇❡r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
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❆♣♣❡♥❞✐①

✽✶



❆ ❊♥❡r❣✐❡s

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ✐s ❣✐✈❡♥✳

❚❤✐s ❢✉rt❤❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥

✷✳✹ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛rt✐❢❛❝ts ♦r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝s✳

❆✳✶ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ♦♥❡ ●r♦✉♣ t♦ t❤❡ ❊♥t✐r❡ ❙♣❡❝tr✉♠

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦✱ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ♣❛tt❡r♥ ❝♦♥♥❡❝ts ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣②

s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❧♦t ❤♦✇ t❤❡ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡r❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥

✐♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞✳

❋♦r ❣r♦✉♣ ✵ ✇❡ ✜♥❞ t✇♦ ❝❧✉st❡rs ❛♥❞ ❢♦r ❣r♦✉♣ ✻ ♦♥❡ ❝❧✉st❡r✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❧❡❛r

str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ ❝❧✉st❡rs✳

❆✳✷ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❖t❤❡r ❊❧❡♠❡♥ts

❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦❢ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t♦ t❡st

✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤♦r✐✉♠ ■■ ✇❛s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ♦r ♥♦t✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❧✐❦❡ t❤♦r✐✉♠ ■ s❤♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣②
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✭❜✮ ●r♦✉♣ ✻

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❚❤❡ ❣r♦✉♣s ✵ ❛♥❞ ✻ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❚❤+ s♣❡❝tr✉♠✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❊♥❡r❣✐❡s ❛♥❞ ❈♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✐♥ ❚❤ ■

❝❧✉st❡rs ❛s t❤♦r✐✉♠ ■■✱ ♦t❤❡rs ❧✐❦❡ ✐r♦♥ ■ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤✐s str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡r❡ ❛❧✇❛②s

s❡❡♠s t♦ ❜❡ s♦♠❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②✱ ❜✉t ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ♣r♦♠✐♥❡♥t

❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠s✳ ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥❡r❣② str✉❝t✉r❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ❜❧♦❝❦s ❧✐❦❡ t❤❡

♦♥❡ ♦❢ t❤♦r✐✉♠ ■■ ✐s ♥♦t ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ❛t♦♠s✱ ❜✉t ♣❡❛❦s ❛t ❝❡rt❛✐♥ ❡♥❡r❣✐❡s ❝❛♥

st✐❧❧ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ 25 000 cm−1 t♦ 50 000 cm−1 ❢♦r ♠❛♥❣❛♥❡s❡ ■■✮✳
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❇ ◆❡st❡❞ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❇❧♦❝❦ ▼♦❞❡❧

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ ◆❙❇▼ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ❚❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ P❡✐①♦t♦ ❬✷✵✶✼❪✱ ❜✉t s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡

❤❡r❡ ❞✉❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✽✷ ✐♥ P❡✐①♦t♦ ❬✷✵✶✼❪ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞

♥❡t✇♦r❦ A
O ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❡❞❣❡ s❡t δA ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

P (δA|AO) =
PδA(δA|AO + δA)

∑

b
PG(A

O + δA|b)P (b)

P (AO)
✭❇✳✶✮

❍❡r❡✱ b ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ PδA ✐s

t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ❛♥❞ PG ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡

♥❡t✇♦r❦s ❣✐✈❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦✉❣❤t ✐♥t♦ ❛ ❢♦r♠ t❤❛t

✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❜② s♦♠❡ ❇❛②❡s✐❛♥ st❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ♦♠✐tt✐♥❣ P (AO

❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ P❡✐①♦t♦ ❬✷✵✶✼❪✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✿ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐✲

❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ e ❜❡✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✇❤❛t ❡❧s❡ ✐s ♣❛rt

♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ ❡❞❣❡ s❡ts δA ⊃ e✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s

✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡✱ ♦♥❧② δA = e ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ b ✐♥ P❡✐①♦t♦ ❬✷✵✶✼❪ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐s

♣r♦♣♦s❡❞✳ ■t s❡❡♠s t❤♦✉❣❤ ❛s ✐❢ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ P (b|AO) ♥❡❡❞s

t♦ ♠✉❝❤ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝♦♠♠✉♥✐t②

str✉❝t✉r❡s b ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡✐r ❡①❛❝t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✳

❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

✶✳ ❋✐♥❞ ❛ ❧✐❦❡❧② ❝♦♠♠✉♥✐t② str✉❝t✉r❡ b ✉s✐♥❣ P❡✐①♦t♦ ❬✷✵✶✽❜❪

✷✳ ❉✐❞ ✇❡ ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥s✐❞❡r b✿

❛✮ ❨❡s✿ ●♦ ❜❛❝❦ t♦ st❡♣ ✶✦

❜✮ ◆♦✿ ❈♦♥t✐♥✉❡✦

✸✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡♥tr♦♣② S

✽✽



✹✳ ■s t❤❡ ❡♥tr♦♣② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤✐❣❤❡st ❛❧r❡❛❞② ❢♦✉♥❞ ❡♥tr♦♣② Smax + 5

❛✮ ❨❡s✿ ●♦ ❜❛❝❦ t♦ st❡♣ ✶✦

❜✮ ◆♦✿ ❈♦♥t✐♥✉❡✦

✺✳ ❈❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ p(e) ❢♦r ❡✈❡r② ❧✐♥❦ e✳

✻✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ❛❞❞ p(e) · exp(−(S − S0)) t♦ ✐ts t♦t❛❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ptot(e)✱ ✇❤❡r❡

S0 ✐s s♦♠❡ ♦✛s❡t✳

◆♦✇✱ ✉♣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r✱ ptot(e) s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❝t

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ P (e) ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ❧✐♥❦ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ◆❙❇▼✳
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❈ ◆♦❞❡ Pr❡❞✐❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤

r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡✐r ✉s❡ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♥❡✇ ♥♦❞❡s✳

❈✳✶ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ◆♦❞❡ ❘❡♠♦✈❛❧ ♦♥ t❤❡ ❙♣❡❝tr✉♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ ♥♦❞❡s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞

❛t r❛♥❞♦♠ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ t♦ ✐ts ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs

❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❞❡♣t❤ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✳

❋♦r s♣❡❝✐❛❧ ❣r❛♣❤s ✭r❛♥❞♦♠ ❣r❛♣❤s✱ r❡❣✉❧❛r ❣r❛♣❤s✱ s❝❛❧❡✲❢r❡❡ ❣r❛♣❤s✱ ✳✳✳✮ ♠❛♥②

r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞✳ ❋✉rt❤❡r✱ ♠❛♥② ❣❡♥❡r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡t

✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❡✐t❤❡r t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦r t♦ ♣r♦♣❡rt✐❡s

♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥❝②✱ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥✳ ❆♥

❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❛t ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ❜✐♣❛rt✐t❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❡✈❡r② ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ λ ♦❢ t❤❡

❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① −λ ✐s ♣❛rt ♦❢ ✐ts s♣❡❝tr✉♠ ❛s ✇❡❧❧✳ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❣r❛♣❤

t❤❡♦r② ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❈❤✉♥❣ ❛♥❞ ●r❛❤❛♠ ❬✶✾✾✼❪ ❛♥❞ ❈✈❡t❦♦✈✐➣ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪✳

❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❞✉❡ t♦ r❛♥❞♦♠ ♥♦❞❡ r❡♠♦✈❛❧✱ t❤❡

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❡✐t❤❡r ✭♦r ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡

✐♥ ❛ tr✐✈✐❛❧ ♠❛♥♦r✮✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞♦ t❤❛t

❛t t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤♦r✐✉♠ ■■ ♥❡t✇♦r❦✱ ❜✉t t❤❡ r❡s✉❧ts ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r

s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ s♦♠❡ ❢✉rt❤❡r ♥❡t✇♦r❦s✳

❈✳✶✳✶ ❆♥❛❧②s✐s

❋✐rst✱ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡

❈✳✶ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✿ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✱ ✐t ❥✉st ❣❡ts sq✉❡❡③❡❞

❜② t❤❡ ♥♦❞❡ r❡♠♦✈❛❧✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛r❣❡st ❛♥❞ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡② ❣❡t

♣✉s❤❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s ❝❧♦s❡❧②

❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡✳ ◆♦❞❡ r❡♠♦✈❛❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡❣r❡❡✱
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Old eigenvalues
New eigenvalues

❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t❤♦r✐✉♠ ■■ ❣r❛♣❤ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r
r❡♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦❣r❛♠
❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡❞✱ ❜✉t ✐ts ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ❈✳✷✿ ❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡st t❤r❡❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✉♥❞❡r r❛♥❞♦♠ ♥♦❞❡ r❡♠♦✈❛❧✳
❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇❤❛t s❝❛❧✐♥❣ ❜② t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦❞❡s ✇♦✉❧❞
❧♦♦❦ ❧✐❦❡✳

s♦ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ s❤♦✉❧❞ s❤r✐♥❦✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ ❤❡r❡ t❤❛t ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭s❡♠✐✲❝✐r❝❧❡✱ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ●❛✉ss✐❛♥✱ ✳✳✳✮ s❡❡♠s t♦ ✜t t❤✐s

❞❡❣r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

■♥ ✜❣✉r❡ ❈✳✷ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ✉♣ t♦ 40% ♥♦❞❡ r❡♠♦✈❛❧ t❤❡ ❜✐❣ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s s❝❛❧❡

✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡♠♦✈❡❞ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ❛s t❤❡

♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢♦r ❜✐♣❛rt✐t❡ ♥❡t✇♦r❦s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♥❡s✳ ❋♦r

t❤♦r✐✉♠ ■■ ♦♥❧② ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❜✐♣❛rt✐t❡❀

t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❞✉❡ t♦ ♥♦❞❡ r❡♠♦✈❛❧✳ ❙✉❝❤ s❝❛❧✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t

❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡ s❝♦r❡s✳

◆♦✇ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❝❤❛♥❣❡ ✉♣♦♥ ♥♦❞❡ r❡♠♦✈❛❧✳

❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r

♥♦❞❡ r❡♠♦✈❛❧✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❈✳✸✳ ❚♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ♣❧♦t ❝♦♥s✐❞❡r✿ ■❢ t❤❡

♥♦❞❡s ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✇❡r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❡t❡❞ ♥♦❞❡s✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ❞✉❡ t♦ ♥♦r✲

♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❧❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❡r❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❛❧r❡❛❞②

✾✷



0.20 0.15 0.10 0.05 0.00 0.05

Component before node removal

0.05

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

C
o
m

p
o
n
e
n
t 

a
ft

e
r 

n
o
d
e
 r

e
m

o
v
a
l

✭❛✮ ▲❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r
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✭❜✮ ❙❡❝♦♥❞ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r
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✭❝✮ ❙♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r
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✭❞✮ ❙❡❝♦♥❞ s♠❛❧❧❡st ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r

❋✐❣✉r❡ ❈✳✸✿ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ s♦♠❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r r❡✲
♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s✳ ❖♥❧② t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❦❡♣t ♥♦❞❡s
❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❇♦t❤ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❧♦tt❡❞ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts ❤❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ ♦♥❡✳ ❚❤❡② ❛❧❧ ❧✐❡ r♦✉❣❤❧② ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ s♦ t❤❡
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♠♦st❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
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t❛❦❡♥ ❝❛r❡ ♦❢✳ ❚❤✉s ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇♦✉❧❞ ❥✉st ❧✐❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ❚❤✐s

❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝❛♥ ❤❛✈❡ s❧♦♣❡ ±1 ❛s t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ✐s ✉♥❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❛♥❞ t❤✉s ❛ s✐❣♥ ✢✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❤❛s ♥♦ ♠❡❛♥✐♥❣✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❈✳✸ ✇❡ ❝❛♥

s❡❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❋♦r t❤❡ s♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✲

✈❡❝t♦rs t❤❡ s❧♦♣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s s❧✐❣❤t❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❆ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢

t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts

s❡❡♠ t♦ ✢✉❝t✉❛t❡ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥s

❢♦r s✉❝❤ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① st✐❧❧ ♥❡❡❞s

t♦ ❝♦♥s✐st ♦❢ ③❡r♦s ❛♥❞ ♦♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡♥s✉r❡❞ ✐❢ ❛❧❧ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts st❛②

t❤❡ s❛♠❡✳ ❋✉rt❤❡r ❛❧❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧✱ s♦ r❡♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡ ♥♦❞❡ s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛

s❧✐❣❤t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❜❡②♦♥❞ ❝✉tt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t t❤❡

✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s❡❡♠ ❛❜♦✉t ❡q✉❛❧❧② ❧❛r❣❡✱ s♦

♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♠✐♥♦r ✐♠♣❛❝t✳

❋♦r ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ ③❡r♦ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r

❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❝❧❡❛r✱ ❛s t❤❡ s♣❛❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❞❡❝r❡❛s❡✳ ❚❤❛t ♠❡❛♥s

✇❤❛t ♠✐❣❤t ❜❡ t❤❡ ✜❢t❤ ❧❛r❣❡st ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♠✐❣❤t ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ s✐①t❤ ❧❛r❣❡st

❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ❛r❣✉❡❞ ✐♥ ✸✳✷ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❡✐❣❡♥✲

✈❛❧✉❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ✐s ♠✐♥♦r✱ s♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

t❤❡♠ ❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛ ❜✐❣ ❞❡❛❧✳

❈✳✶✳✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t r❛♥❞♦♠ ♥♦❞❡ r❡♠♦✈❛❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡

s♣❡❝tr✉♠✿ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s s❝❛❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❜✉t t❤❡ ❣❡♥✲

❡r❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡✲s♣❡❝tr✉♠ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s r❡♠❛✐♥ ♠♦st❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✉♣ t♦ ♥♦❞❡ r❡♠♦✈❛❧✳

❋♦r ❜♦t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

♦❜s❡r✈❡❞✳

❈✳✷ ❍♦✇ t❤❡ ❊✐❣❡♥✈❡❝t♦r ▼❡t❤♦❞ ▼♦❞✐✜❡s t❤❡

❙♣❡❝tr✉♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ ♥♦❞❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥

❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❋✐rst s♦♠❡ ♥❛♠✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s✿ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥

✾✹



♦❢ ♥♦❞❡s t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ p✳ ❚❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ❜❡❢♦r❡ ❛❞❞✐♥❣ ♥❡✇ ♥♦❞❡s ✇✐❧❧

❜❡ ❝❛❧❧❡❞ A ✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λi ❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ~vi✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ♠❛tr✐① ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐s

❝❛❧❧❡❞ Ã ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞ ~̃vi✳ ❚❤❡s❡

❛r❡ ♥♦t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ Ã✱ ❛s t❤❡ ✈❡❝t♦rs ~̃vi ❛r❡ ♥♦t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳

❲✐t❤ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ εij = ~̃vi · ~̃vj ❢♦r i 6= j ✇❡ ✜♥❞✿

Ã~̃vi =

(

∑

j

λj~̃vj~̃v
T
j

)

~̃vi ✭❈✳✶✮

≈ (1 + p)λi~̃vi +
∑

j 6=i

λjεij~̃vj ✭❈✳✷✮

❍❡r❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ ~̃vi ·~̃vi ≈ 1+p✱ ❛s ❡❛❝❤ sq✉❛r❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡q✉❛❧❧②

❧❛r❣❡✳

❋✉rt❤❡r εij s❤♦✉❧❞ ❜❡ s♠❛❧❧✱ ❛s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❝❛❧❛r

♣r♦❞✉❝t s❤♦✉❧❞ r♦✉❣❤❧② ❛✈❡r❛❣❡ ♦✉t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s ~̃vi ❛r❡ ❛❧♠♦st ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ Ã✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ tr✉❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ Ã s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧♠♦st ~̃vi✱

✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✇❡ ❤❛❞✳

❙❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s s❝❛❧❡ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r ♣❧✉s s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐s

♥♦t ❛s ❡❛s② ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ❛r❣✉♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t
∑

i ε
2 ❛♥❞

∑

i,j ε
3 ❛r❡ s♠❛❧❧ ❢♦r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥❞✐❝❡s ❢♦r ε✳ ε s❤♦✉❧❞ s❝❛❧❡ ❧✐❦❡

√

p
N
✱

❛♥❞ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡❛❝❤ s✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛

♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤
√
N ✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s s❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ❞❡✈✐❛t❡ ❧✐tt❧❡ ✭O

(

1√
N

)

✮ ❢r♦♠

❛ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦r✳ ❍❡r❡✱ ✐t s❤❛❧❧ s✉✣❝❡ t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇♦r❦s ✇❡❧❧

❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ ♥❡✇ ♥♦❞❡s✳

✾✺



❉ ▲✐sts

❉✳✶ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✶✳✶ ◆❡t✇♦r❦ ❝r❡❛t✐♦♥ s❦❡t❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✶ ❲❡✐❣❤t ❤✐st♦❣r❛♠ ❤②❞r♦❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼

✷✳✷ ❲❡✐❣❤t ❤✐st♦❣r❛♠ ❤❡❧✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✷✳✸ ❲❡✐❣❤t ❤✐st♦❣r❛♠ ✐r♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✹ ❙❦❡t❝❤ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❞✐♣♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷✳✺ ❍❡❧✐✉♠ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✷✳✻ ■r♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✼ ❚❤♦r✐✉♠ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✽ ❆❘■ ❤❡❧✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹

✷✳✾ ❆❘■ ✐r♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✷✳✶✵ ❆❘■ t❤♦r✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷✳✶✶ ❈♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛❣❛✐♥st ❡♥❡r❣✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✷✳✶✷ ❈♦♠♠✉♥✐t✐❡s ❛❣❛✐♥st ❡♥❡r❣✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✷✳✶✸ ❚❤♦r✐✉♠ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
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https://graph-tool.skewed.de/
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✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈✐❛ ♠✉t✉❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦s✳ P❤②s✐❝❛❧

r❡✈✐❡✇ ❧❡tt❡rs✱ ✶✶✾✭✷✷✮✿✷✷✺✸✵✶✱ ✷✵✶✼✳

❏✳ ❲❡✐✱ ❏✳ ❍❡✱ ❑✳ ❈❤❡♥✱ ❨✳ ❩❤♦✉✱ ❛♥❞ ❩✳ ❚❛♥❣✳ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ✜❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❡♣

❧❡❛r♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❢♦r ❝♦❧❞ st❛rt ✐t❡♠s✳ ❊①♣❡rt ❙②st✳ ❆♣♣❧✳✱

✻✾✿✶✸✸✾✕✶✸✺✶✱ ✷✵✶✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❡s✇❛✳✷✵✶✻✳✵✾✳✵✹✵✳

❲✳ ❩❛❝❤❛r②✳ ❆♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦♥✢✐❝t ❛♥❞ ✜ss✐♦♥ ✐♥ s♠❛❧❧ ❣r♦✉♣s✳

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❛♥t❤r♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤✱ ✸✸✭✹✮✿✹✺✷✕✹✼✸✱ ✶✾✼✼✳

❘✳ ❩❛❧✉❜❛s ❛♥❞ ❈✳ ❍✳ ❈♦r❧✐ss✳ ❊♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♣❡❝✲

tr✉♠ ♦❢ t❤✭t❤ ✐✐✮✳ ❏✳ ❘❡s✳ ◆❇❙ ❆✳✱ ✼✽✭✷✮✿✶✻✸✕✷✹✻✱ ✶✾✼✹✳
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❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❡✈❡r②♦♥❡ ✇❤♦ ❤❡❧♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞

✇✐t❤♦✉t ✇❤♦♠ t❤✐s t❤❡s✐s ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆ ✜rst t❤❛♥❦ ②♦✉ ❣♦❡s

t♦ ▼❛tt❤✐❛s ❲❡✐❞❡♠ü❧❧❡r✱ ✇❤♦ s✉♣❡r✈✐s❡❞ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♠❛♥② ❤❡❧♣❢✉❧

✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ❛t♦♠✐❝ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳

❆ ❜✐❣ t❤❛♥❦s ❣♦❡s ❢✉rt❤❡r t♦ ❏✉❧✐❛♥ ❍❡✐ss ❛♥❞ ❆r♠✐♥ ❑❡❦✐➣✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ♣❛rt ♦❢

♠✉❝❤ r❡s❡❛r❝❤ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ▼❛♥② ❤❡❧♣❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇✐t❤

t❤❡♠ st✐♠✉❧❛t❡❞ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♠❛♥② ❝r✉❝✐❛❧ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥

❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡♠✳

❋✉rt❤❡r ■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ▼✐❝❤❛❡❧ ●❡rt③✱ ❙❡❜❛st✐❛♥ ▲❛❝❦♥❡r ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❆♥❞r❡❛s

❙♣✐t③ ❢♦r ♠❛♥② ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡② ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r②

❡①♣❡rt✐s❡ ❛❜♦✉t ♥❡t✇♦r❦ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ♥❡t✇♦r❦ s❝✐❡♥❝❡✳

■ ❢✉rt❤❡r ✇❛♥t t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ▼❛tt❤✐❛s ❲❡✐❞❡♠ü❧❧❡r✱

✇✐t❤ ✇❤♦♠ ♠❛♥② ❢r✉✐t❢✉❧ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✇❡r❡ ❞♦♥❡✳ ❙♣❡❝✐❛❧ t❤❛♥❦s ❣♦❡s ❤❡r❡ t♦ ❇❡♥✲

❥❛♠✐♥ ❈❧❛ÿ❡♥ ❛♥❞ ❑❧❛✉s ❑❛❞❡s ✇❤♦ ✇❡r❡ ❛❧✇❛②s ♦♣❡♥ t♦ ❧✐st❡♥ t♦ ♥❡✇ ✐❞❡❛s ❛♥❞

❣✐✈❡ t❤❡✐r ♦♣✐♥✐♦♥✳

▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ■ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ❏✉❧✐❛♥ ❍❡✐ss✱ ❑❧❛✉s ❑❛❞❡s ❛♥❞ ◆❛♥❞✐t❛

❘❛♠❛♥✱ ✇❤♦ ♣r♦♦❢r❡❛❞ t❤✐s t❤❡s✐s✳
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❛❧s ❞✐❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ◗✉❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ❜❡♥✉t③t ❤❛❜❡✳
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