
❉✐ss❡rt❛t✐♦♥

s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡

❈♦♠❜✐♥❡❞ ❋❛❝✉❧t✐❡s ♦❢ ◆❛t✉r❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s

♦❢ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ●❡r♠❛♥②

❢♦r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢

❉♦❝t♦r ♦❢ ◆❛t✉r❛❧ ❙❝✐❡♥❝❡s

P✉t ❢♦r✇❛r❞ ❜②

▼✳ ❙❝✳ ❆♥❞r❡❛s ❙❝❤❛❧❧❡r

❜♦r♥ ✐♥✿ ❇❛❞ ▼❡r❣❡♥t❤❡✐♠

❖r❛❧ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥✿ ✷✷✳✵✼✳✷✵✷✶





■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛②

♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ✐♥ ❣❧❛ss❡s

❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❘❡❢❡r❡❡s✿ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❈❤r✐st✐❛♥ ❊♥ss

Pr♦❢✳ ❉r✳ ❍❡✐♥③ ❍♦r♥❡r





❊✐♥✢✉ss ✈♦♥ ❑❡r♥♠♦♠❡♥t❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❩❡r❢❛❧❧ ✈♦♥

❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s❡❝❤♦s ✐♥ ●❧äs❡r♥ ❜❡✐ t✐❡❢❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥

❉✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ✉♥t❡rs✉❝❤t ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ✈♦♥ ❑❡r♥♠♦♠❡♥t❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❩❡r❢❛❧❧ ✈♦♥ ❞✐❡❧❡❦✲
tr✐s❝❤❡♥ ❩✇❡✐♣✉❧s♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s❡❝❤♦s ✐♥ ●❧äs❡r♥ ❜❡✐ t✐❡❢❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥
③✇ö❧❢ Pr♦❜❡♥✳ ❊✐♥✐❣❡ ❞❡r Pr♦❜❡♥✱ ❞✐❡ ❆t♦♠❡ ♠✐t ❑❡r♥♠♦♠❡♥t❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥✱ ③❡✐❣❡♥
❡✐♥❡♥ s❡❤r s❝❤♥❡❧❧❡♥ ❩❡r❢❛❧❧ ❞❡r ❊❝❤❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❡✐ ❦✉r③❡♥ P✉❧s❛❜stä♥❞❡♥✱ ❞❡r ❡✐♥❡r
❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❑❡r♥♠♦♠❡♥t❡♥ ③✉❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❊✐♥ ❞❡t❛✐❧✐❡rt❡r
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❛❧❧❡r ❩❡r❢❛❧❧s❦✉r✈❡♥ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ◗✉❛❞r✉♣♦❧❦♦♣♣❡❧❦♦♥✲
st❛♥t❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❚✉♥♥❡❧❜❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡r ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞❡ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❡✐♥❡♥ st❛r❦❡♥
❇❡✐tr❛❣ ❡✐♥❡r ❛✉❢ ❑❡r♥♠♦♠❡♥t❡♥ ❜❛s✐❡r❡♥❞❡♥ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐st✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡
❩❡❡♠❛♥❛✉❢s♣❛❧t✉♥❣ ✐♠ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞ ❦♦♥♥t❡ ❢ür ❞❛s ●❧❛s ❍❨✲✶✱ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❞❡r ❊r✲
✇❛rt✉♥❣✱ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❦❡r♥♠♦♠❡♥t❜❛s✐❡rt❡♥ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❩❡r❢❛❧❧ ❞❡r ❊❝❤♦✲
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❡rr✐♥❣❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞❡♥ s❝❤♥❡❧✲
❧❡♥ ❩❡r❢❛❧❧ ❞❡r ❊❝❤♦❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❡✐ ❦❧❡✐♥❡♥ P✉❧s❛❜stä♥❞❡♥ ♥✐❝❤t ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ✇❛s ❛✉❢
❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s♠❡❝❤❛♥✐s♠✉s✱ ✈❡r✉rs❛❝❤t ❞✉r❝❤ ❑❡r♥♠♦♠❡♥t❡✱ ❤✐♥✇❡✐st✳
❩✉r ✇❡✐t❡r❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡s s❝❤♥❡❧❧❡♥ ❩❡r❢❛❧❧s ❜❡✐ ❦❧❡✐♥❡♥ P✉❧s❛❜stä♥❞❡♥ ✇✉r✲
❞❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❡✐♥ ♥❡✉❡r ❆✉❢❜❛✉✱ ❜❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ♠✐❦r♦str✉❦t✉r✐❡rt❡♥
s✉♣r❛❧❡✐t❡♥❞❡♥ ♣❧❛♥❛r❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥✱ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❉✐❡s ❡r♠ö❣❧✐❝❤t❡ ③✉♠ ❡rst❡♥ ▼❛❧
P✉❧s❛❜stä♥❞❡ ♥❛❤❡ ❞❡s t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ▲✐♠✐ts ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❣❛✉ÿ❢ör♠✐❣❡♥
❆❜✢❛❝❤❡♥s ❞❡r ❊❝❤♦❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♠ ●❧❛s ◆✲❇❑✼✱ ✇✐❡ ✈♦♥ ❞❡r s♣❡❦tr❛❧❡♥ ❉✐✛✉s✐♦♥
✈♦r❤❡r❣❡s❛❣t✳

■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛②

♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ✐♥ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
t✇♦✲♣✉❧s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ✐♥ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇❡❧✈❡ s❛♠✲
♣❧❡s✳ ❙❡✈❡r❛❧ s❛♠♣❧❡s✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✱ s❤♦✇ ❛ ✈❡r② ❢❛st
❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t s❤♦rt t✐♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ♥✉❝❧❡❛r
♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s s❤♦✇s✱ t❤❛t
t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥
✐s t❤❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞
r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❣❧❛ss ❍❨✲✶✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❩❡❡♠❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
❝✉rr❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r st✉❞② t❤❡ ❞❡❝❛② ❛t ✈❡r② s❤♦rt ♣✉❧s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❛ ♥♦✈❡❧ s❡t✉♣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❧❛♥❛r ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣
r❡s♦♥❛t♦rs✱ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t ❛♥❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲
♦✛ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ◆✲❇❑✼ ❣❧❛ss✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r②✳





❈♦♥t❡♥ts

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ✺

✷✳✶ ❇❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❧❛ss❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✷✳✷ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✷✳✶ ■♥♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✷✳✷ ❖r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✸ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✶✼

✸✳✶ ❚❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
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✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆❧t❤♦✉❣❤ ♠❛♥② ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦❧✐❞s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ❝r②st❛❧s✱ ♠♦st ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❡✈❡r②❞❛② ❧✐❢❡ ❛r❡ ❢❛r ❢r♦♠
❛ ♣❡r❢❡❝t ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ♠❛♥② ❡✈❡♥ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s✉❜st❛♥❝❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s
♦r ❣❧❛ss❡s✳ ■♥ s♦♠❡ ✜❡❧❞s✱ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✉♥✐♥t❡♥❞❡❞ ❡✛❡❝ts✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ s♦❧✐❞✲st❛t❡ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡✲
r✐❛❧ ✐♥ ❛ q✉❜✐t ❝❛✉s❡s ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡rs
❬❙✐♠✵✹✱ ▼❛r✵✺✱ ❙❝❤✶✾❪✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝r②st❛❧s✱ ❣❧❛ss❡s ❡①❤✐❜✐t ♦♥❧② ❛ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜✐♥❞✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡
♦r❞❡r ❧❡❛❞s ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r
❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ s♦♠❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛t
❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❣❧❛ss❡s s❤♦✇❡❞
✉♥❡①♣❡❝t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❬❩❡❧✼✶❪ ✇❤✐❝❤ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❉❡❜②❡ ♠♦❞❡❧
✈❛❧✐❞ ❢♦r ❝r②st❛❧s✳ ❋✉rt❤❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦t❤❡r ❣❧❛ss❡s
✐♥ ❬❙t❡✼✸✱ ▲❛s✼✺✱ ❙t❡✼✻❪ ❧❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✐♥ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❧✐❦❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✱ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s ❜❡❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ♦❢ ❣❧❛ss❡s✬✱ ❡✈♦❧✈❡❞✳
❆ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s ❣✐✈❡♥✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✱ ❜② ❆♥❞❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬❆♥❞✼✷❪ ❛♥❞ P❤✐❧❧✐♣s ❬P❤✐✼✷❪ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✲
✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦✇ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s
s♦❧✐❞s ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡♠ ✇✐t❤ ❛t♦♠s ♦r ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣♦♣✉❧❛t❡ t✇♦
❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r✳ ❆t ❧♦✇ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛t♦♠s ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
t✉♥♥❡❧✐♥❣✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣✉r❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛❦❡ ❛♥② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❣❧❛ss✱ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❛♥❞ t❤❡
t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❬▲❛s✼✺❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢✉rt❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
❬❋r❡✶✻✱ ❲♦❤✵✶❛✱ ▲✉❝✶✻❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡✲❜✉r♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ✐♥ ❬❆r♥✼✺❪✱ s✐♥❝❡ ✐t t❛❦❡s ♥♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❡①✐❝✐t❛t✐♦♥s✱
❝❛❧❧❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r② ❬❑❧❛✻✷✱ ❍✉✼✹✱ ❇❧❛✼✼❪✳ ❖✈❡r t✐♠❡✱
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❬❇✉r✾✽✱ ❊sq✾✽❪ ❛♥❞ ❛ s✉❜✲s②st❡♠
♦❢ ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❬❇✉r✶✸✱ ❋✐❝✶✸❪✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♦❢t❡♥ ❜❡
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❜② ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

✶



✷ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝✲
tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❬❙tr✾✽❪ ✇❛s ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡❞ ♥❡✇ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳ ❆❧s♦ ✐♥ s✉❜✲
s❡q✉❡♥t ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s✱ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❛s ✈✐s✐❜❧❡ ❬▲✉❞✵✷✱ ▲✉❞✵✸❪✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ ♥♦t ❡✈❡r② s❛♠♣❧❡ s❤♦✇❡❞ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ ✐ts ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣❡❛❧❡❞ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ♦❢ ❣❧❛ss❡s✳ ■t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❞❡♣❡♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡✐r ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝✲
t✉r❡ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞✐❡s ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡ ❡✛❡❝t ✇❛s ❡①♣❧♦✐t❡❞✱ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s
❝❛✉s❡❞ ❜② ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❜❡✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②s✲
t❡♠s ❬❇r❛✵✹❜✱ ◆❛❣✵✹❪✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s ❬❲ür✵✷✱ ❲ür✵✹✱ P❛r✵✹❪ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✇❡❧❧✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ t❤❡♦r② r❡s✉❧t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❜✉t ❛❧s♦ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝
❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❬❇❛③✵✼✱ ❇❛③✵✽❪✳ ❚❤❡s❡ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s r❡✲
✈❡❛❧❡❞ t❤❛t t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✉s✉❛❧❧② tr❡❛t❡❞ ❛s t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠s✱ ❛r❡
❛❝t✉❛❧❧② ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠s ✐❢ t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✳
❇❡s✐❞❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣
♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ ❛ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❡①✲
♣❡❝t❡❞ ❬❊♥s✵✷❛✱ ▲✉❞✵✸❪✳ ❙✐♥❝❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡
♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡❞ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❛ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♥❣ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
❬▲✉❝✶✻❪✳ ❚❤❡r❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲♣❤♦♥♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❜❡✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛♥t
❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✳

❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ❛r❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②
st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t✇❡❧✈❡ ❣❧❛ss❡s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❝♦✈❡r ❛
❜r♦❛❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❧❛ss t②♣❡s✱ ❧✐❦❡ ♦r❣❛♥✐❝ ❛♥❞ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♦✉♥ts ❛♥❞ ❦✐♥❞s ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❛t♦♠s✳ ■♥ ♦✉r st✉❞② t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❝♦✈❡rs ❛ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ③❡r♦ ❛♥❞ ✹✵ ❛t✳✪
❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✵✷ ❜❛r♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✸✳✻ ❜❛r♥✳ ❚❤✉s t❤❡
s❡❧❡❝t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❛ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts
❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳
❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✬ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❛t♦♠s✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❲❤❡t❤❡r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❢❛st r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚♦ ❡♥❛❜❧❡
s✉❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛ ♥♦✈❡❧ r❡s♦♥❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
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❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
■♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❛♠✐♥❡❞ ❣❧❛ss t②♣❡s ✇✐t❤✐♥
t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦①✐❞❡ ❣❧❛ss❡s ❛♥❞ t❤❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❝❤❛♣t❡r ✸ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❦♥♦✇♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳
❈❤❛♣t❡r ✹ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛t ✜rst ❛ s❤♦rt ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥✱
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s❛♠♣❧❡s ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts
❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✺✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ♦❢ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞✳
■♥ ❝❤❛♣t❡r ✻✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❆t ✜rst✱ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥s t♦
❡♥s✉r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
❚❤❡ ♥♦✈❡❧ r❡s♦♥❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✜rst t❡st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳
■♥ ❝❤❛♣t❡r ✽ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❧♦♦❦ ♦♥
❢✉t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥✳
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❲❤❡♥ t❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ❣❧❛ss✱ ♠♦st ♣❡♦♣❧❡ ✇✐❧❧ t❤✐♥❦ ♦❢ ✇✐♥❞♦✇ ❣❧❛ss ♦r ❞r✐♥❦✐♥❣ ❣❧❛ss❡s✱
♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❡✈❡r②❞❛② ❧✐❢❡✳ ❇✉t t❤❡ s✉❜st❛♥❝❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❣❧❛ss❡s ♦r ❛♠♦r✲
♣❤♦✉s s♦❧✐❞s✱ ❜♦t❤ t❡r♠s ❛r❡ ✉s❡❞ s②♥♦♥②♠♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❝♦♥t❛✐♥s s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ♠❛t❡r✐❛❧s s✉❝❤ ❛s ♠❡t❛❧❧✐❝ ♦r ♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s✳
❚❤✐s t❤❡s✐s ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s✱ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐❝ ♦♥❡s✳ ❋♦r
✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❛t❛✱ ✐t ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❛s✐❝ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❧❛ss❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ r♦✉❣❤ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s t♦♣✐❝ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❱♦❣✾✷✱ ❙❝❤✾✶❪✳

✷✳✶ ❇❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❧❛ss❡s

▼♦st ❣❧❛ss❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ❜② r❛♣✐❞❧② ❝♦♦❧✐♥❣ t❤❡✐r ♠❡❧t✳ ❊①❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✈❛♣♦✉r✲❞❡♣♦s✐t❡❞ ❣❧❛ss❡s ❛♥❞ s♦♠❡ ♦r❣❛♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❲❤❡♥ ❛ ♠❡❧t ✐s ❝♦♦❧❡❞ s❧♦✇❧②✱
✐ts ✈♦❧✉♠❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ♠❡❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tm✱
❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ st❛rts✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✜rst ♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ❥✉♠♣
✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ♠❡❧t ✐s ❝♦♦❧❡❞ r❛♣✐❞❧②✱ s♦❧✐❞✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r ❛t Tm✱ ✐♥st❡❛❞ ✈✐tr✐✜❝❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛t ❛ ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tg ✭❢♦r ♠♦st ❣❧❛ss❡s ❛♣♣❧✐❡s✿
Tg ≃ 2/3Tm ❬❍✉♥✽✼❪✮✳ ■♥ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣✐❝t✉r❡ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❧t ❛r❡ r❡❛r✲
r❛♥❣✐♥❣ ✈❡r② ❢❛st✱ ♦♥ ♣✐❝♦s❡❝♦♥❞ t✐♠❡s❝❛❧❡ ❬❘♦②✶✺❪✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❛❧✇❛②s

V
o

lu
m

e
 V

Temperature T

Crystal

Glass

M
elt

TTg m

Supercooled

melt

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉st❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉r✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐③❛✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐tr✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♦♥❡✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
♠❡❧t✳ Tm ♠❛r❦s t❤❡ ❝r②st❛❧❧❛t✐♦♥ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧t ❛♥❞ Tg t❤❡ ❣❧❛ss
tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠
❬❍✉♥✶✶❪✳

✺
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✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■❢ t❤❡ ♠❡❧t ✐s ❝♦♦❧❡❞✱ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r
❛♥❞ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts st❛rt t♦ r❡✲
❛rr❛♥❣❡ ✐♥ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ✇❛② ❛t t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ st❛②s
✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ✐s t♦♦ ❢❛st✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❧t
❝❛♥♥♦t ❛rr❛♥❣❡ ✐♥ ❛♥ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛♥♥❡r ❛♥❞ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♣♣❡♥ ❛t Tm✳
❚❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡t❛st❛❜❧❡✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❝❛❧❧❡❞ s✉♣❡r❝♦♦❧❡❞ ♠❡❧t✳ ■♥
t❤✐s st❛t❡ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡s ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❞❡✜♥❡❞ ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢
1013 Poise ❬❙❝❤✾✶❪✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵✵ s ❬❘♦②✶✺❪✱
t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s♦❧✐❞✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t s♦❧✐❞ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛❝❝❡s✲
s✐❜❧❡ t✐♠❡s❝❛❧❡s ♥♦ r❡t✉r♥ t♦ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳✶ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ r❡❛s♦♥
✇❤② ❣❧❛ss❡s ❛r❡ s♦♠❡t✐♠❡s ❝❛❧❧❡❞ ❢r♦③❡♥ ❧✐q✉✐❞s✳ ■♥ t❤❡ ❱✴❚ ❞✐❛❣r❛♠✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✷✳✶✱ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡❛ ❛t Tg ❛♥❞ ♥♦t ❛s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤❛s❡
tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❲❤❡t❤❡r ❛ ♠❡❧t ❞❡✈❡❧♦♣s ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♦r ❛ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡ ✉♣♦♥
❝♦♦❧✐♥❣ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❧t ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ r❛t❡✳ ❋♦r
❣♦♦❞ ❣❧❛ss ❢♦r♠❡rs 10−6 K/s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝t✉r❡✱ ❜✉t ❢♦r
❜❛❞ ♦♥❡s ❝♦♦❧✐♥❣ r❛t❡s ✉♣ t♦ 106 K/s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❬❍✉♥✶✶❪✳

❚❤❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ s♦❧✐❞s✱ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ❣❧❛ss✱ ❞✐✛❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s✳ ❖♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❧❛r❣❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝♦✉♥t❡r✲
♣❛rt✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❜♦t❤ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡♥s✐t✐❡s ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❝♦♥s✐st
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ♦❢ ❜♦t❤ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❋♦r ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❝r②st❛❧ ✐t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s ❜✉✐❧t✲✉♣ ♦❢
✉♥✐t ❝❡❧❧s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② ❛t♦♠ ❤❛s ✐ts ❡①❝❧✉s✐✈❡ ♣❧❛❝❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞
❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ✐❞❡❛❧ ❛♠♦r♣❤♦✉s
s♦❧✐❞ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
♥♦ ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ♦r❞❡r✳ ■♥ r❡❛❧✐t② ✐t ✐s ✈❡r② ❤❛r❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♦❢ ✈❡r② ❤✐❣❤
q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♦r❞❡r
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Glass
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Coordination Shells

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❝r②s✲
t❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♦r♣❤♦✉s
s♦❧✐❞✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ s❤♦✇s ❞✐st✐♥❝t ❧✐♥❡s✱
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐ts s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r✲
❞❡r✳ ❚❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ s❤♦✇s
❜r♦❛❞ ♠❛①✐♠❛ ❥✉st ❛t s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡s✱ ✐♥✲
❞✐❝❛t✐♥❣ s❤♦rt ❜✉t ♥♦ ❧♦♥❣❡ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✳
❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬❍✉✶✺❪✳

✶❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❘♦②✶✺❪ ✶✵✲✶✵✵ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳



✷✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ✼

❞❡✜♥❡❞ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ❜② t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜✐♥❞✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✳
❆ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ s♦❧✐❞s ✐s t❤❡
s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ g (r)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ♥✉♠❜❡r
❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ r t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛t♦♠✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ t❤❡ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡
❝r②st❛❧ s❤♦✇s ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ❞❡❧t❛ ♣❡❛❦ ❧✐❦❡ ♠❛①✐♠❛ ✉♣ t♦ ❧❛r❣❡ ❞✐s✲
t❛♥❝❡s r✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧t❛ ♣❡❛❦ ❧✐❦❡ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ✈✐tr❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ s❤♦✇s ❜r♦❛❞
♠❛①✐♠❛ ❛t s♠❛❧❧ r✳ ❚♦✇❛r❞s ❧❛r❣❡r r t❤❡② s♠❡❛r ♦✉t ✈❡r② ❢❛st s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❛✐r
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❛t✉r❛t❡s ❛t ♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t s♦♠❡ s❤♦rt ❜✉t ♥♦ ❧♦♥❣
r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✷✳✷ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s

❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❛❧❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s✳ ❚❤❡②
❝❛♥ ❜❡ r♦✉❣❤❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❜✐❣ ❣r♦✉♣s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ♦r❣❛♥✐❝
❣❧❛ss❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦✈❛❧❡♥t❧② ❜♦✉♥❞ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐s ❣r♦✉♣ ❝❛♥
❜❡ ❢✉rt❤❡r ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡r ❣❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❛r❡ ♠♦♥♦♠❡r✐❝
♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ r❡♣❡❛t✐♥❣ s✉❜✉♥✐ts✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣
♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛r❡ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤♦s❡ ❜❛s❡❞
♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦①✐❞❡s ❛♥❞ t❤♦s❡ ✇✐t❤♦✉t ♦①②❣❡♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs✱ ✐♥♦r❣❛♥✐❝
❣❧❛ss❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✜rst✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s ♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

Dielectric glasses

Organic glasses Inorganic glasses

Molecular glasses Polymer glasses Oxide glassesNon-oxide glasses

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s ❡①❛♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✷✳✷✳✶ ■♥♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s

◆♦t ♦♥❧② t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❣❧❛ss ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❞✐✣❝✉❧t t❛s❦✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
❞❡t❛✐❧s✳✷ ❖♥❝❡ ❛ ❣❧❛ss ✐s ♠❛❞❡✱ ✐t ✐s ❛♥♦t❤❡r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦r r❛t❤❡r t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ✐ts ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣✉✐❞✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t ❣❧❛ss ✐s ❛
❢r♦③❡♥ ❧✐q✉✐❞✳ ❚❤✉s ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ♠❡❧t✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡
s♦❧✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r②st❛❧

✷❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ❡①❛❝t ♠✐①✐♥❣ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ r❛t❡✳



✽ ✷✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s

❛♥❞ tr② t♦ ❞r❛✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ✶✾✸✷ ❜② ❩❛❝❤❛r✐❛s❡♥ t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❥✉❞❣❡ t❤❡ ❣❧❛ss ❢♦r♠✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ♦❢
♦①✐❞❡s ❛♥❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❧❛ss❡s ❬❩❛❝✸✷❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❖①✐❞❡ ❣❧❛ss❡s

❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❵❘❛♥❞♦♠ ◆❡t✇♦r❦ ❚❤❡♦r②✬ ❜② ❩❛❝❤❛r✐❛s❡♥ ❬❩❛❝✸✷❪ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❣❧❛ss
❢♦r♠✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛t t❤✐s t✐♠❡ ❦♥♦✇♥ ♦①✐❞❡ ❣❧❛ss❡s ❛♥❞ ✇❛s ✉s❡❞ ❜② ❲❛rr❡♥
t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡ ❤✐s ❳✲r❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬❲❛r✹✶❪✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛t♦♠s ✐♥ ❣❧❛ss❡s ❛♥❞ ❝r②st❛❧s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r❝❡s✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝r②st❛❧s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ❣❧❛ss❡s✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s t❤❡♦r② ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦①✐❞❡s ❆x❖y ❛r❡ r❛♥❞♦♠ t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ♦①②❣❡♥ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❛r♦✉♥❞ ❛♥ ❛t♦♠ ❆✳ ❘❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r s✉❝❤
str✉❝t✉r❡s ❛r❡✿ ❖♥❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♥♦ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❛t♦♠s ❆✱ t❤❡ ❝♦✲
♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠ ❆ ♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♣♦❧②❤❡❞r❛ s❤❛r❡ ♦♥❧②
❝♦r♥❡rs ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❋♦r t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♥♦t ❧❡ss t❤❛♥ t❤r❡❡ ❝♦r♥❡rs
♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♠✉st ❜❡ s❤❛r❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❆2❖3 ♦①✐❞❡s✱
❢♦r♠✐♥❣ ♦①②❣❡♥ tr✐❛♥❣❧❡s ❛r♦✉♥❞ ❛t♦♠ ❆✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❆❖2 ❛♥❞ ❆2❖5 ♦①✐❞❡s✱ ❢♦r♠✐♥❣
t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛r♦✉♥❞ ❛t♦♠ ❆✱ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❢♦r♠ ❣❧❛ss❡s✳ ■♥ t❤♦s❡ ❣❧❛ss❡s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ✈❛r✐❡s ✐♥ r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ ❧✐♠✐ts✱ s✉❝❤ t❤❛t ❥✉st ❛ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ✐s
♣r❡s❡♥t✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② t❤❡ ♥❡❛r❡st ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ✇❛②
t♦ ❡♥❛❜❧❡ s❤♦rt ❛♥❞ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣✳

Si O Si O

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛♠♦r♣❤♦✉s
✭r✐❣❤t✮ ❙✐❖2✳ ❖♥❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡tr❛❤❡❞❡r ✐s ❧②✐♥❣ ❛❜♦✈❡ ♦r ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♣❧❛✐♥ ♦❢
♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s s❤♦✇ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r♦♥✳ ❙❦❡t❝❤ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❬❩❛❝✸✷✱
❱♦❣✾✷❪✳



✷✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ✾

❋♦r ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❙✐❖2 t❤❡ ❜❛s✐❝ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧❡ ✐s t❤❡ [❙✐❖4] t❡tr❛❤❡✲
❞r❛✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❙✐4+ ❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❡ ❛♥❞ ❢♦✉r ❖2− ❛♥✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡rs✳
■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ s♣❡❛❦ ♦❢ ✐♦♥s ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦♣❡r ✐♦♥✐❝ ❜♦♥❞✳
■♥ r❡❛❧✐t② ❡❛❝❤ ❜♦♥❞ ✐s ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❛ ❝♦✈❛❧❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ✐♦♥✐❝ ❜♦♥❞✳ ❚❤❡ ♠✐① ♦❢ ❛
❞✐r❡❝t❡❞ ✭❝♦✈❛❧❡♥t✮ ❛♥❞ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ✭✐♦♥✐❝✮ ❜♦♥❞ ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ❣❧❛ss ♥❡t✇♦r❦s✳
❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❙✐❖2 ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳ ❖♥❡ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐s ❧②✐♥❣ ❛❜♦✈❡ ♦r ❜❡❧♦✇
t❤❡ ♣❧❛✐♥ ♦❢ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ r✐♥❣s ♦❢ s✐① t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛r❡ ✈✐s✐✲
❜❧❡ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ r✐♥❣s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ♦❝❝✉r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❩❛❝❤❛r✐❛s❡♥✬s t❤❡♦r② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠
❛❧❦❛❧✐ ♦r ❛❧❦❛❧✐♥❡ ❡❛rt❤ ♦①✐❞❡s✮ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝t✉r❡✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢♦r♠ ❛ st❛❜❧❡ ❣❧❛ss✱ t❤❡ ❛❞❞❡❞ ❝❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s
❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❣❡ t♦ ❛✈♦✐❞ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛t✐♦♥s ❢♦r♠✐♥❣
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t ✈❛r✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❣❧❛ss ❢♦r♠✐♥❣
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❜✐♥❛r② ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❣❧❛ss ❢♦r♠❡rs✱ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✇✐t❤ ❩❛❝❤❛r✐❛s❡♥✬s t❤❡♦r② ❬❱♦❣✾✷❪✳

❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ t❤❡♦r②✱ ❉✐❡t③❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ❛❧s♦ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
❛❝t✉❛❧ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❬❱♦❣✾✷✱ ❙❝❤✾✶❪✳ ❋♦r ♦①✐❞❡
❣❧❛ss❡s t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ F ♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐♦♥✱ t❤❡ ❖2− ✐♦♥✱
✐s r❡❧❡✈❛♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❈♦✉❧♦♠❜✬s ❧❛✇✳ ❖♠✐tt✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❢❛❝t♦rs✱ ✐t ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②

F =
Z

a2
, ✭✷✳✶✮

✇✐t❤ t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ Z ♦❢ t❤❡ ❝❛t✐♦♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ✐♦♥s a = r❈❛t✐♦♥ + r❖2− ✐♥ ➴✳ r✐ ✐s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐♦♥
❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s s❧✐❣❤t❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❈◆✳ ❚❤❡ ❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✿ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r♠❡r✱ ♠♦❞✐✜❡r ❛♥❞
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦①✐❞❡s✳
❚②♣✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r♠❡rs ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡② ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ✐♦♥✐❝ r❛✲
❞✐✉s ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✸ ♦r ✹✳ ❚❤❡✐r ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ✈❛r② ❢r♦♠ ✶ ❬❙❝❤✾✶❪ ♦r
✶✳✹ ❬❱♦❣✾✷❪ t♦ ✷✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛❧r❡❛❞②

◆❡t✇♦r❦ ❢♦r♠❡r

❱❛❧❡♥❝❡ ■♦♥✐❝ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❈❛t✐♦♥ ♦①②❣❡♥ ❋✐❡❧❞ str❡♥❣t❤
❊❧❡♠❡♥t ♦❢ ✐♦♥ r❛❞✐✉s ♥✉♠❜❡r ❞✐st❛♥❝❡ a ❛t ❖2− ✐♦♥
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❇ ✸ ✵✳✷✺ ✸ ✶✳✸✻ ✶✳✻✷
✹ ✶✳✹✹ ✶✳✹✺

❙✐ ✹ ✵✳✸✾ ✹ ✶✳✻✵ ✶✳✺✻
P ✺ ✵✳✸✹ ✹ ✶✳✺✺ ✷✳✵✽

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ▲✐st ♦❢ ❝❛t✐♦♥s t❤❛t tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② s❡r✈❡ ❛s ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r♠❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✜❡❧❞
str❡♥❣t❤s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉✐❡t③❡❧✳ ❚❤❡ s❤♦✇♥ ❞❛t❛ ✐s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❬❙❝❤✾✶❪✳



✶✵ ✷✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s

◆❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡r

❱❛❧❡♥❝❡ ■♦♥✐❝ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❈❛t✐♦♥ ♦①②❣❡♥ ❋✐❡❧❞ str❡♥❣t❤
❊❧❡♠❡♥t ♦❢ ✐♦♥ r❛❞✐✉s ♥✉♠❜❡r ❞✐st❛♥❝❡ a ❛t ❖2− ✐♦♥
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❑ ✶ ✶✳✸✸ ✽ ✷✳✼✻ ✵✳✶✸
◆❛ ✶ ✵✳✾✽ ✻ ✷✳✸✵ ✵✳✶✾

✽ ✷✳✹✷ ✵✳✶✼
❇❛ ✷ ✶✳✹✸ ✽ ✷✳✽✻ ✵✳✷✹
❈❛ ✷ ✶✳✵✻ ✻ ✷✳✸✽ ✵✳✸✺

✽ ✷✳✹✽ ✵✳✸✸
P❜ ✷ ✶✳✸✷ ✻ ✷✳✻✹ ✭✵✳✸✹✮

✽ ✷✳✼✹ ✭✵✳✸✷✮

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ▲✐st ♦❢ ❝❛t✐♦♥s t❤❛t s❡r✈❡ ❛s ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❉✐❡t③❡❧✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ❛r❡ r❛✐s❡❞ ❜② ✷✵✪ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❧② ♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❡✛❡❝ts
♦♥ t❤❡ ❛♥✐♦♥s ❬❙❝❤✾✶❪✳ ❚❤❡ s❤♦✇♥ ❞❛t❛ ✐s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❬❙❝❤✾✶❪✳

✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ❡❛s② t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ s❡t ♦❢ r✉❧❡s ❢♦r ❣❧❛ss ❝❤❡♠✐str② ♦r
t♦ ❣✐✈❡ ❛ ✜①❡❞ r♦❧❡ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡
✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ❛r❡ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①t❡♥t✳ ■♥ ❛ ❣❧❛ss✱ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r♠❡rs ❜✉✐❧❞
t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✐❧✐❝♦♥✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s
t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ [❙✐❖4] t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛♥❞ ❢♦r ❜♦r♦♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ❛ [❇❖3]

❣r♦✉♣✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡r✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❡①✲
❛♠♣❧❡s✱ ❢r❡q✉❡♥t❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❣❧❛ss❡s✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ❚❤❡s❡ ✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛
❝♦♠♣❛r❛❜❧② ❧❛r❣❡ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛r❣❡✳ ❯s✉❛❧❧②✱ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡r ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♦r✲
❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ ✻ ❛♥❞ t❤❡✐r ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✶ ❛♥❞
✵✳✹ ❬❱♦❣✾✷❪ ♦r ♥♦t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✵✳✸✺ ❬❙❝❤✾✶❪✳ ■❢ s✉❝❤ ♦①✐❞❡s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❛ s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss

Si

O Na

Al

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t✲
✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡rs ❛♥❞ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦①✐❞❡s
✐♥t♦ ❛ s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♥❡t✲
✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡rs ❤❛✈❡ ❜r♦❦❡♥ t❤❡ ♦①②❣❡♥
❜♦♥❞s ❛♥❞ ❛r❡ s✐tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤♦❧❡s ♦❢
t❤❡ ❣❧❛ss ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦①✲
✐❞❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ str❡♥❣t❤❡♥s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬❙❝❤✾✶❪



✷✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ✶✶

♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡② s♣❧✐t ✉♣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❜r✐❞❣✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ❜♦♥❞s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ s✐❧✲
✐❝♦♥ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♦①②❣❡♥ ♦❢ t❤❡ ♦①✐❞❡ ✐s t❛❦❡♥ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
s✐❧✐❝♦♥ ❛t♦♠s✱ s✉❝❤ t❤❛t t✇♦ ♥♦♥✲❜r✐❞❣✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ❛r✐s❡✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡r
❝❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤♦❧❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ s✐❧✐❝❛t❡
❣❧❛ss ✇✐t❤ ❛❞❞❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡rs✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❧②✐♥❣ ❧♦♦s❡❧② ✐♥
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❜✉t ✐s ✇❡❛❦❧② ✐♦♥✐❝❛❧❧② ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ♥♦♥✲❜r✐❞❣✐♥❣
♦①②❣❡♥✳ ❇② ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ❜r✐❞❣✐♥❣ ❜♦♥❞s✱ t❤❡ ✐♥s❡rt❡❞ ❝❛t✐♦♥s ❧♦♦s❡♥ ✉♣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ ♠❛♥② ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❧♦✇❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②
✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❣✐✈❡ ✐♥s✐❣❤ts
✐♥t♦ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦①✐❞❡s✳ ❆ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝❛t✐♦♥s ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✸✳ ❚❤❡✐r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ ✹ ❛♥❞ ✻ ❛♥❞

■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❖①✐❞❡s

❱❛❧❡♥❝❡ ■♦♥✐❝ ❈♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❈❛t✐♦♥ ♦①②❣❡♥ ❋✐❡❧❞ str❡♥❣t❤
❊❧❡♠❡♥t ♦❢ ✐♦♥ r❛❞✐✉s ♥✉♠❜❡r ❞✐st❛♥❝❡ a ❛t ❖2− ✐♦♥
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❍♦ ✸b ✶✳✵✹b ✻b ✷✳✹✹ ✵✳✺✵
✸b ✶✳✶✻b ✽b ✷✳✺✻ ✵✳✹✻

❩♥ ✷ ✵✳✽✸ ✹ ✷✳✵✸ ✭✵✳✺✾✮
✻ ✷✳✶✺ ✭✵✳✺✷✮

❚❛ ✸b ✵✳✽✻b ✻b ✷✳✷✻ ✵✳✺✾
✹b ✵✳✽✷b ✻b ✷✳✷✷ ✵✳✽✶
✺b ✵✳✼✽b ✻b ✷✳✶✽ ✶✳✵✺
✺b ✵✳✽✽b ✽b ✷✳✷✽ ✵✳✾✻

❙❜ ✺ ✵✳✻✸ ✹ ✶✳✽✹ ✭✶✳✼✻✮
✸ ✵✳✾✵ ✻ ✷✳✷✷ ✭✵✳✼✸✮

❩r ✹ ✵✳✽✼ ✻ ✷✳✶✾ ✵✳✽✹
✽ ✷✳✷✽ ✵✳✼✼

❚✐ ✹ ✵✳✻✹ ✻ ✶✳✾✻ ✭✶✳✷✺✮
✸ ✵✳✻✾ ✻ ✷✳✵✶ ✭✵✳✽✾✮

❆❧ ✸ ✵✳✺✼ ✹ ✶✳✼✻ ✵✳✾✼
✻ ✶✳✽✾ ✵✳✽✹

◆❜ ✺b ✵✳✻✷b ✹b ✷✳✵✷ ✶✳✷✸
✵✳✼✽b ✻b ✷✳✶✽ ✶✳✵✺
✵✳✽✽b ✽b ✷✳✷✽ ✵✳✾✻

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ▲✐st ♦❢ ❝❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦①✐❞❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❉✐❡t③❡❧✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ♣❛r❡♥t❤❡s❡s ❛r❡ r❛✐s❡❞ ❜② ✷✵✪ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❤✐❣❤❧② ♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ❡✛❡❝ts
♦♥ t❤❡ ❛♥✐♦♥s ❬❙❝❤✾✶❪✳ ❚❤❡ s❤♦✇♥ ❞❛t❛ ✐s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❬❙❝❤✾✶❪✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ s✉♣❡rs❝r✐♣t ❜ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❲❡❜❪ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ❖2− r❛❞✐✉s ♦❢ ✶✳✹ ➴b✳



✶✷ ✷✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s

t❤❡✐r ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✐s t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵✳✺ t♦ ✶ ❬❱♦❣✾✷❪ ♦r ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✸✺ ❛♥❞ ✶ ❬❙❝❤✾✶❪✳
❯♥❧✐❦❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r♠❡rs✱ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦①✐❞❡s ❛❧♦♥❡ ❞♦ ♥♦t ✈✐tr✐❢②✱ ♥♦r ❞♦ t❤❡② ❜❡❤❛✈❡
❧✐❦❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡rs✳ ❲❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣❧❛ss ♠❛tr✐① t❤❡② ❝❛♥
❛❝t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss✱
t❤❡② ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜r❡❛❦ ❜♦♥❞s ❛♥❞ ❛❝t ❛s ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡rs ♦r t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ✐♥t♦
t❤❡ ❣❧❛ss ♠❛tr✐① ❛♥❞ str❡♥❣t❤❡♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ❆❧2❖3✳ ■❢
t❤✐s ♦①✐❞❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ❛ ♣✉r❡ ❙✐❖2 ❣❧❛ss t❤❡ ❆❧3+ ✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✐♥ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✻ ❛♥❞
❛❝ts ❛s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♦t❤❡r ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡rs✱ s✉❝❤ ❛s s♦❞✐✉♠✱
❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss✱ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ✐♦♥ ❝❛♥ ❣♦ ✐♥t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✹✳ ❚❤❡r❡❜②
t❤❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❧3+ ✐♦♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥❡t✇♦r❦
♠♦❞✐✜❡r ✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❧❛ss ♠❛tr✐①
❛♥❞ ❝❧♦s❡ t❤❡ ♥♦♥✲❜r✐❞❣✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ❜♦♥❞s ❜r♦❦❡♥ ❜② ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡r✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss
str❡♥❣t❤❡♥s t❤❡ ❣❧❛ss ♥❡t✇♦r❦ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✮✳

❚❤❡ r✉❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ s❡r✈❡ ❛s ❣❡♥❡r❛❧ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❢♦r t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ♦①✐❞❡ ❣❧❛ss❡s✳ ❚❤❡② ❛❧❧♦✇ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ r♦✉❣❤ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠❛♥②
❣❧❛ss❡s✳ ■♥ ✷✵✶✶ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss ✇❛s r❡s♦❧✈❡❞ ❢♦r
t❤❡ ✜rst t✐♠❡✳ ▲✐❝❤t❡♥st❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬▲✐❝✶✷❪ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ t✇♦
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐❧✐❝❛ ❜✐❧❛②❡r✱ ❣r♦✇♥ ♦♥ ❘✉✭✵✵✶✮✱ ✉s✐♥❣ s❝❛♥♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✳
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛t♦♠s ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❩❛❝❤❛r✐❛s❡♥✬s r❛♥❞♦♠ ♥❡t✇♦r❦
♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣❧❛ss ✐s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ [❙✐❖4] t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❚❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ r✐♥❣ s✐③❡s ✐♥ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝t✉r❡ ✈❛r✐❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✹ ❛♥❞ ✾ s✐❧✐❝♦♥ ❛t♦♠s✱
♠♦st r✐♥❣s ❤❛❞ ❛ s✐③❡ ♦❢ ✻✳ ■♥ ✷✵✶✷✱ ❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬❍✉❛✶✷❪ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts
❜② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ♦❢ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss ♦♥ ❣r❛♣❤❡♥❡✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ s❤♦✇s t❤❡ t❛❦❡♥ ♣✐❝t✉r❡ ❢r♦♠ t❤✐s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r✐♥❣s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❩❛❝❤❛r✐❛s❡♥ t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
❝❧❡❛r❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥ s✉❝❤ ❣❧❛ss❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❬❍✉❛✶✸❪✱ ♦❢✲
❢❡r✐♥❣ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✇❛② t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✈✐tr✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ r❡✈❡rs❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣
♦❢ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❳✲r❛② ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❞❛t❛ ♦❢ ✈✐tr❡♦✉s ❙✐❖2 ❬❑♦❤✵✺❪ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r✐♥❣ s✐③❡s ✇❛s ❢♦✉♥❞

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss ♦♥
❣r❛♣❤❡♥❡✳ ❚❤❡ r✐♥❣s ♦❢ [❙✐❖4] t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ♦❢
❩❛❝❤❛r✐❛s❡♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳ P✐❝t✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❍✉❛✶✷❪



✷✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ✶✸

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ r✐♥❣ s✐③❡s ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ✸ ❛♥❞ ✶✵✱
❜✉t t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡ ✐s ❛❧s♦ ✻✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s✉♣♣♦rt t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛s ❞♦ ♥♦t ❛❧✇❛②s
♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r✐❣❤t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❣❧❛ss ♠✐①t✉r❡s✳

◆♦♥✲♦①✐❞❡ ❣❧❛ss❡s

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♦①✐❞❡ ❣❧❛ss❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♦t❤❡r ❜✐❣ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ❤❛❧✐❞❡ ❣❧❛ss❡s✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❤❛❧♦❣❡♥ ✭❋✱ ❈❧✱ ❇r✱✳✳✳✮ ❛s ❛♥✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡
❣❧❛ss❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐①t❤ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ t❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
❡①❝❧✉❞✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ✭❙✱ ❙❡✱ ❚❡✱✳✳✳✮ ❛s ❛♥✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲♦①✐❞❡ ❣❧❛ss ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❛rs❡♥✐❝ tr✐s✉❧✜❞❡ ✭❆s2❙3✮ ❛♥❞ t❤✉s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❣r♦✉♣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ❣❧❛ss❡s ❛r❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞
❥✉st t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ s❛✐❞ t❤❛t t❤❡ ❣❧❛ss ❢♦r♠✐♥❣ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡s ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛t♦♠✐❝ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❛♥✐♦♥ ❬❙❝❤✾✶❪✳ ❆rs❡♥✐❝ tr✐s✉❧✜❞❡ ✐s s✉❝❤ ❛ ❣♦♦❞ ❣❧❛ss
❢♦r♠❡r t❤❛t ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❬❨❛♥✽✻❪✳ ❚❤❡
❣✉✐❞✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❢r♦♠ ❩❛❝❤❛r✐❛s❡♥ ❛♥❞ ❉✐❡t③❡❧✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡
♦①✐❞❡ ❣❧❛ss❡s✱ ❛❧s♦ ❤♦❧❞ ❢♦r ❣❧❛ss❡s ✇✐t❤ ❛ ❝❤❛❧❝♦♥❡ ♦r ❛ ❤❛❧✐❞❡ ❛s ❛♥✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ♦❢ ❉✐❡t③❡❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♥✐♦♥✳
❋♦r ❛rs❡♥✐❝ tr✐s✉❧✜❞❡ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❆s3+ ❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❙2− ❛♥✐♦♥ ✐s ✶✳✽✽✱ ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❣♦♦❞ ❣❧❛ss ❢♦r♠✐♥❣ ❛❜✐❧✐t②✳✷ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
❛❝t✉❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜✐♥❞✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝r②st❛❧ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜♦♥❞ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❞✐s♦r❞❡r❡❞
str✉❝t✉r❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✐s ❛ [❆s❙3] ❣r♦✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❧② ♥❡t✇♦r❦❡❞✳ ❆tt❡♠♣ts t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❆s2❙3

✈✐❛ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❇r❛✾✶❪✳

✷✳✷✳✷ ❖r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s

❖r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥✲❜❛s❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ s♠❛❧❧
♠♦❧❡❝✉❧❡s t♦ ❧❛r❣❡ ♣♦❧②♠❡rs✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♦r t❤❡ r❡♣❡❛t✐♥❣
✉♥✐ts ♦❢ ♣♦❧②♠❡rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ♦r❣❛♥✐❝ ❝❤❡♠✐str②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❡t②
♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛ s✐♠♣❧❡ r✉❧❡ ❢♦r
t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ ❛ s♦❧✐❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ❛s♣❡❝ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r
❛❧❧ ♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦♦❦s ❬❙❝❤✵✺✱
❍✉♥✶✶✱ ❙t❛✶✺❪✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♣♣❧② t♦ s♠❛❧❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
❛♥❞ ♣♦❧②♠❡rs✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♦♥❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣s ✇❤❡r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥
t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ t❡r♠ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣❧❛ss ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s t❤❛t ❛r❡
♥♦t ♣♦❧②♠❡rs✳

✷❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❲❡❜❪



✶✹ ✷✳ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s

❚❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s ❞✐✛❡rs ♥♦t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❢r♦♠ ✐♥♦r❣❛♥✐❝
s♦❧✐❞s ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ✇❛② t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s ❞✐s❝✉ss❡❞
✇✐t❤✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡r✱ ❛r❡ ❜♦✉♥❞ ❜②
♠✐①❡❞ ❜♦♥❞s ✭❝♦✈❛❧❡♥t ❛♥❞ ✐♦♥✐❝✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦✈❛❧❡♥t ♣❛rt ♦❢t❡♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦✈❛❧❡♥t s♦❧✐❞s✳ ■♥ ♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s t❤❡ ❛t♦♠s t❤❛t
❜✉✐❧❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦r ♣♦❧②♠❡rs ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈✐❛ ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞s✱ t♦♦ ✭✐♥tr❛♠♦❧❡❝✲
✉❧❛r ❢♦r❝❡s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡rs ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛r❡ ♥♦t
❤♦❧❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞s ❜✉t ❜② ✈❛r✐♦✉s ✇❡❛❦❡r ❢♦r❝❡s ✭✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♦❧✐❞s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s
❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ s♦♠❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s ✐s ✉s✉❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ ❢♦r ♦r❣❛♥✐❝ ♦♥❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛r❡ ✈❡r②
✇❡❛❦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦♥❡s✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥❞✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❢✉❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥
❞✐s❝✉ss✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s ❛r❡✿

❼ ❱❛♥✲❞❡r✲❲❛❛❧s ❢♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥

✕ t✇♦ ♥♦♥✲♣♦❧❛r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱

✕ t✇♦ ♣♦❧❛r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱

✕ ❛ ♣♦❧❛r ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲♣♦❧❛r ♠♦❧❡❝✉❧❡✳

❚❤❡s❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♦❢ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲
♣♦❧❛r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❼ ❈♦✉❧♦♠❜ ❢♦r❝❡s✱ ✐❢ ❜♦t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❝❤❛r❣❡❞ ✭✐♦♥✐❝ ❜♦♥❞✮✳

❼ ❍②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s✱ ✐❢ ❛ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ ✐s ❝♦✈❛❧❡♥t❧② ❜♦✉♥❞ t♦ ❛ str♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥❡❣✲
❛t✐✈❡ ❛t♦♠ ✭❖✱ ❋✱ ✳✳✳✮ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❚❤❡ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ✐s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❈♦✉❧♦♠❜
r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ♥❡✉tr❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇✐t❤ ✜❧❧❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ▲❡♥♥❛r❞✲❏♦♥❡s✲♣♦t❡♥t✐❛❧✳

■❢ ❛♥ ♦r❣❛♥✐❝ ♠❡❧t ✐s ❝♦♦❧❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts tr② t♦ ❛rr❛♥❣❡ t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧②
❢❛✈♦r❛❜❧❡ st❛t❡ ✭❝r②st❛❧❧✐♥❡ str✉❝t✉r❡✮✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♦❧✐♥❣ r❛t❡s✱ t❤✐s st❛t❡
❝❛♥♥♦t ❢✉❧❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❧t ✈✐tr✐✜❡s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ♠❡❧ts✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
❛❧s♦ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❡❧t ✐s ✈✐tr✐❢②✐♥❣ ❡✈❡♥ ❛t s♠❛❧❧❡st ❝♦♦❧✐♥❣ r❛t❡s✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡
❛r❡ ❧❛r❣❡ ♣♦❧②♠❡rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s♣❛t✐❛❧
♦❜st❛❝❧❡ ♣r❡✈❡♥t ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❤♦✇ ❛ ♣♦❧②♠❡r ❣❧❛ss
❝♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✼✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛
❦✐♥❞ ♦❢ st❛t✐❝ ❜✉♥❞❧❡✳
❆♥♦t❤❡r ♣❡❝✉❧✐❛r✐t② ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s ✐s t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜② ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧
r❡❛❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❢♦r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❣❧❛ss ❛r❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t❤❡r♠♦s❡tt✐♥❣ ♣♦❧②♠❡rs✳



✷✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ✶✺

❚❤♦s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ♠❛❞❡ ❜② ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡s✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❤❛r❞❡♥❡r✳ ❲❤❡♥
t❤❡r♠♦s❡tt✐♥❣ ♣♦❧②♠❡rs ❛r❡ ❤❡❛t❡❞✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ ❧✐q✉✐❞ ❛❣❛✐♥✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡
❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

R1

R2

R3

Repeating unit of the polymer

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧②♠❡r ❣❧❛ss✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦❧②♠❡r ❝❤❛✐♥s
❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❝❛r❜♦♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ❛♥❞ ♣♦ss❜✐❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ s✐❞❡❣r♦✉♣s ❘i✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬❙❝❤✶✼❪✳





✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❣❧❛ss❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥s ❛❞❞r❡ss s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦♥ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧
❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤♦s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❵st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✬✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳
❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱
✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ❜❡❤✐♥❞ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❖❝❝✉rr✐♥❣ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳

✸✳✶ ❚❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❧♦♥❣ r❛♥❣ ♦r❞❡r ✐♥ ❣❧❛ss❡s ✇❡❧❧ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ ❧✐❦❡ t❤❡
❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t
♦❢ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ✐ts ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛
❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❬❍✉♥✶✶❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♣❤♦♥♦♥s
s❤♦✉❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ❢♦r ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s ❛t ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❛s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② c(T ) ∝ dQ/dT ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤❡❛t dQ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❜② dT ✳ ■t ✐s t❤✉s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛❜❧❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧
❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✳ ❋♦r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❛t ❧♦✇
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♣❤♦♥♦♥s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❉❡❜②❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ s♦❧✐❞ ✇✐t❤ ❛ ♠♦♥♦❛t♦♠✐❝ ❜❛s✐s ❬❉❡❜✶✷❪✳ ■t ❤♦❧❞s✿

cphonon(T ) ∝ T 3 ✭✸✳✶✮

■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ✈✐tr❡♦✉s s✐❧✐❝♦♥
❞✐♦①✐❞❡ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ T 3 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✈❡r② ✇❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣❧❛ss ✐s s❤♦✇✐♥❣ ❛ T 1.3 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞
❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❛r❣❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
❛♥♦t❤❡r ❡①❝✐t❛❜❧❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♣❤♦♥♦♥s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥
❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s♦ t❤❛t c = cphonon + cadditional✳

❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② κ ✐♥ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s♦❧✐❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♣❤♦♥♦♥s ❛♥❞ ❝❛♥
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❤♦♥♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝ ❣❛s
t❤❡♦r② ✈✐❛

κphonon(T ) =
1

3
cphonon(T )vsl(T ). ✭✸✳✷✮

✶✼



✶✽ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
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crystalline SiO2

vitreous SiO2
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1.3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② κ ♦❢ ✈✐tr❡♦✉s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡
SiO2 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬❩❡❧✼✶❪✳
❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s s❛♠✲
♣❧❡ ✐s s♠❛❧❧❡r ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
r❛♥❣❡ ❛♥❞ s❤♦✇s ❛ T 2 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥st❡❛❞
♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ T 3 ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✐♥✲
❞✐❝❛t✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❡♥t❡rs✳

■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ vs r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❤♦♥♦♥s ❛♥❞ l

t❤❡✐r ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤✳ ❚❤✉s ❜② st✉❞②✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ s♦❧✐❞s ✐♥s✐❣❤ts
✐♥t♦ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ l✱ ❛r❡ ❣❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♠♦r♣❤♦✉s SiO2 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❚❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝✉r✈❡ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ t♦ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❡①t✐♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❯♠❦❧❛♣♣ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤
❛♥❞ t❤✉s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❆t ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳
❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥
❢r❡❡ ♣❛t❤ ❜❡❝♦♠✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦r ✐♥t❡r♥❛❧ ❞❡❢❡❝ts ✭❈❛s✐♠✐r r❡❣✐♠❡✮ ❛♥❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷
✐t ❢♦❧❧♦✇s κphonon(T ) ∝ cphonon(T ) ∝ T 3✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ✈✐tr❡♦✉s SiO2 ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❞✐st✐♥❝t❧②
❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❛♥❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
✐t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞r♦♣s ✇✐t❤ ❛♥ ♣❧❛t❡❛✉ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✶✵❑✳ ❚❤✐s ♣❧❛t❡❛✉ ✐s ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✢❛tt❡♥✐♥❣ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ s✐③❡ ♦r ♣✉r✐t②✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ♦r✐❣✐♥ ❢♦r t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶❑ ✐s st✐❧❧ ♠❛tt❡r ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❬❍✉♥✶✶❪✳ ❋♦r ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐t ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥✱ t❤❛t κphonon ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ❛❜♦✉t T 2✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❈❛s✐♠✐r r❡❣✐♠❡ ❝❛♥♥♦t
❜❡ r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❡♥t❡rs ♠✉st ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥s✳
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❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ✈✐tr❡♦✉s s✐❧✐❝♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ ❛r❡ ♥♦t
s♣❡❝✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❛❧❧ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❧♦✇ ❛❜♦✉t ✸❑ ❬❙❝❤✶✽❛❪✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧
s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②
✭r✐❣❤t✮ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐❝ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝s ✐s s❤♦✇♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ♥❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ ❛❜♦✉t ♦♥❡ ♦r❞❡r
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s str✐❦✐♥❣ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❧❛ss❡s✱
❧✐❦❡ ❛❝♦✉st✐❝ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✱ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❧❡❞ t♦ t❤❡ ♦❢t❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✬✉♥✐✈❡rs❛❧✐t②
♦❢ ❣❧❛ss❡s✬ ❬❇❡r✽✽✱ ▲❡❣✾✶✱ P♦❤✵✷✱ ❙❝❤✶✽❛❪✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱ ✐t s❤♦✉❧❞
❛❧r❡❛❞② ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ ❧♦✇✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❧❛ss❡s
❛r❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧✱ ❝♦♠♣❛r❡ ❡✳❣✳ ❬❉r❛✼✼✱ ❆♥❞✽✻✱ ▲✉❞✵✸✱ ◆❛❣✵✹✱ ▲✉❝✶✻❪ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉rt❤❡r
❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳
❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
t❤❡ ♣❡❝✉❧✐❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ❝r②st❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❍✉♥✶✶❪✳

■t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
✐s ❛♥ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝❛✉s❡ ❢♦r
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❝r②st❛❧s ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❡❞ t♦
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❬❆♥❞✼✷✱ P❤✐✼✷❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

.01 0.1 1

Temperature [K]

10
-9

10
-8

10
-7

10
-6

10
-5

S
p

e
c
if
ic

h
e

a
t

c
[J

/(
g

K
)]

vitreous SiO2

crystalline SiO2

GeO2

PMMA

Se

∝T
3

0.1 1 10 100

Temperature [K]

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

T
h
e
rm

a
l
c
o
n
d
u
c
ti
v
it
y

κ
[W

/(
c
m

K
)]

SiO2

B2O3

GeO2

PMMA

Se

As2S3

CaK(NO3)3

∝T
2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✭r✐❣❤t✮ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❛♠♦r♣❤♦✉s
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s♦❧✐❞s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬❩❡❧✼✶✱ ❙t❡✼✸✱ ▲❛s✼✺✱ ❙t❡✼✻❪✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦✉rs❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳



✷✵ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

✸✳✷ ❙t❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧

❉✉❡ t♦ t❤❡✐r ❧♦✇❡r ❞❡♥s✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✱ ❣❧❛ss❡s ❛r❡
❧❡ss ❞❡♥s❡❧② ♣❛❝❦❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ ❚❤✐s ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡
❡♥❛❜❧❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠s ♦r ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛t♦♠s t♦ ♦❝❝✉♣② s❡✈❡r❛❧ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❛❧♠♦st
❡q✉❛❧ s✐t❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛t♦♠s ♦r ❣r♦✉♣s ♦❢ ❛t♦♠s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡r♠❛❧❧②
❛❝t✐✈❛t❡❞ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❜❛rr✐❡r✱ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s
♠♦✈❡♠❡♥t ❛r❡ ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r ❛♠♦r♣❤♦✉s SiO2 ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ✇✐t❤ ❝♦❧♦r❡❞ ❝✐r❝❧❡s✳
❆s s❤♦✇♥✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝❛♥ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❥✉st ♦♥❡ ❛t♦♠ ♦r ❛ ✇❤♦❧❡
❣r♦✉♣ ♦❢ ❛t♦♠s✳ ■♥ ❛ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠s
✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✷✮ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❛❧s♦ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s✳ ■t ✐s ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡✱ t❤❛t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ♥❡t✇♦r❦✱ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡rs ✐♥
t❤❡✐r ❣❛♣s✱ ❞❛♥❣❧✐♥❣ ❜♦♥❞s ✭❡✳❣✳ ♥♦♥✲❜r✐❞❣✐♥❣ ♦①②❣❡♥✮ ♦r ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ t❤❡♠ t✉♥♥❡❧✳
❚❤❡s❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ✭s❡❝t✐♦♥
✸✳✶✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❛❝t ❛s ✐♠♠♦❜✐❧❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❡♥t❡rs ❢♦r ♣❤♦♥♦♥s✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❣❧❛ss❡s✳
❆♥❞❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬❆♥❞✼✷❪ ❛♥❞ P❤✐❧❧✐♣s ❬P❤✐✼✷❪✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡s❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❛t♦♠s ❛♥❞ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s
❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❡❧❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡
s♦❧✐❞✱ t❤❡ ❡①❛❝t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡♠❛✐♥s ✉s✉❛❧❧② ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✐t ✐s ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳ ❯♥t✐❧ t♦❞❛②✱ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s
✐♥ ♠♦st ❣❧❛ss❡s ✉♥❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❇❛③✵✽✱ ❇❛r✶✸❪✳

Si O

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐tr❡♦✉s SiO2 ✇✐t❤ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r✲
❡♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜②
r❡❞ ❛♥❞ ❜❧✉❡ ❢♦r ♦①②❣❡♥ ❛♥❞ ♦r❛♥❣❡ ❛♥❞
❣r❡❡♥ ❢♦r s✐❧✐❝♦♥✳ ❙❦❡t❝❤ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
❬❩❛❝✸✷✱ ❍✉♥✶✶✱ ▲✉❝✶✻❪✳



✸✳✷✳ ❙t❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✷✶

✸✳✷✳✶ ❚✇♦✲❧❡✈❡❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠

■♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❆♥❞❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳ ❛♥❞ P❤✐❧❧✐♣s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ❛t t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❛t♦♠ ♦r ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛t♦♠s✱ ❤❡r❡✐♥❛❢t❡r
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ♠❛ss m✱ ❛s ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧
✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧s Vharm✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ d
✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣
♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ r♦t❛t✐♦♥ ♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r ♦❢ ❤❡✐❣❤t V ✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❞✐✛❡r ✐♥ ❡♥❡r❣② ❜② t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ∆✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② t❛❦❡s t❤❡
❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❛♥❞s❝❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ❞♦
♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✇✐t❤ ❛
❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❤♦rt❧② ❛❢t❡r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣
♠♦❞❡❧ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❡✳❣✳ ❬●♦❧✼✸✱ ❍✉♥✼✷✱ ❍✉♥✼✸✱ P✐❝✼✹❪✱
s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t✇♦✲❧❡✈❡❧
s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s✳
❚♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s

E
(n)
harm,a = ~Ω

(
n+

1

2

)
+∆; E

(n)
harm,b = ~Ω

(
n+

1

2

)
✭✸✳✸✮

✇✐t❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝② ❬●r♦✶✽❪

Ω =

√
k

m
=

√
(∂2Vharm(x)/∂x2)x=x0

m
. ✭✸✳✹✮

hΩ

2Δ

d

m

VE
n

e
rg

y

Configuration space

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ♠❛ss m ✐♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡
✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ∆✱
❜❛rr✐❡r ❤❡✐❣❤t V ❛♥❞ ③❡r♦ ♣♦✐♥t ❡♥❡r❣②
~Ω/2✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ d ✐♥ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❛♣❛rt ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❊♥s✶✵❪✳



✷✷ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ③❡r♦ ♣♦✐♥t ❡♥❡r❣② ♦❢ E(0)
harm = ~Ω/2 ❢♦r t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡

✐♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ✇❡❧❧s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❡①❝✐t❛❜❧❡ ❧❡✈❡❧ ✐s
∆Eharm = ~Ω✳ ■♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❙✐❖2✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞✱ ❢♦r ❛ r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t❡✱ t❤❛t t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛♥ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠✱ ✇❤✐❝❤ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ✇❡❧❧s
✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛❜♦✉t 1013 t♦ 1014❍③ ❬❑ä♥✾✹❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡
∆Eharm ✐s ❛❜♦✉t ∆Eharm/kB ≈ 102 to 103 K✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❤❡❛✈✐❡r✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝② ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✮✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❡①✐t❡❞ st❛t❡ ✐s st✐❧❧ ❧❛r❣❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ ✶❑✱ ✐t ✐s ❥✉st✐✜❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② t❤❡ ❣r♦✉♥❞
st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡❧❧s ✇❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s E ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡
✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

❚✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞
❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ✇❡❧❧ ❛r❡ ψa ❛♥❞ ψb✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■❢ t❤❡ t✇♦ ✇❡❧❧s ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ✇❡❧❧s st✐❧❧ ❤❛s ❛ ✜♥✐t❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ t✉♥♥❡❧
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛rr✐❡r✳ ❚❤✉s✱ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ψa ❛♥❞ ψb ❛r❡ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♥s❛t③ ❢♦r
t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠

Ψ = αψa + βψb α, β ∈ R. ✭✸✳✺✮

❚♦ ❣❡t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ĤΨ = EΨ

✐s s♦❧✈❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❘✐t③ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ♦♥❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡
✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❊♥s✶✵❪ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

E =

∫
Ψ ∗ĤΨ d3x∫
Ψ ∗Ψ d3x

=
α2Haa + β2Hbb + 2αβHab

α2 + β2 + 2αβS
✭✸✳✻✮

✇✐t❤ Haa =
∫
ψ∗
aĤψa d

3x ❛♥❞ Hbb =
∫
ψ∗
bĤψb d

3x ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥✲
♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ✇❡❧❧s✱ Hab =

∫
ψ∗
aĤψb d

3x =
∫
ψ∗
bĤψa d

3x r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ S =

∫
ψ∗
aψb =

∫
ψ∗
bψa ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞

✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ E ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ α ❛♥❞ β ✭∂E/∂α = 0✱ ∂E/∂β = 0✮✳
❇② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ③❡r♦ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♠✐♥✐♠❛✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✲
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡❧❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② Haa = ~Ω+∆/2 ❛♥❞ Hbb = ~Ω−∆/2✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ✇❡❛❦✱ s♦ t❤❛t
S ≈ 0✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Ee,g =
1

2

(
~Ω ±

√
∆2 +∆2

0

)
✭✸✳✼✮

✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣

E = Ee − Eg =
√
∆2 +∆2

0. ✭✸✳✽✮

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡∆0 ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ t✉♥♥❡❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❲❑❇ ♠❡t❤♦❞✶

∆0 ≈ ~Ωe−λ. ✭✸✳✾✮
✶❛❢t❡r❲❡♥t③❡❧✱ ❑r❛♠❡rs✱ ❛♥❞ ❇r✐❧❧♦✉✐♥



✸✳✷✳ ❙t❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✷✸

❚❤❡ t✉♥♥❡❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② Ω ❛♥❞ t❤❡ t✉♥♥❡❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② e−λ✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ t✉♥♥❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r λ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢
t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ λ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

λ ≈ d

2~

√
2mV . ✭✸✳✶✵✮

❚❤✉s t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✱ ❝❛♥
❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ E✳
❋♦r ❢✉rt❤❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐t ✐s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ s✇✐t❝❤ t♦ t❤❡ ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❘❡❞❡✜♥✐♥❣
t❤❡ ③❡r♦ ❡♥❡r❣② ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ Eg ❛♥❞ t❤❡ ❡①✐t❡❞ st❛t❡ Ee✱ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡❧❧s (ψa, ψb) ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

Ĥ0 =
1

2

(
∆ −∆0

−∆0 −∆

)
. ✭✸✳✶✶✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✽ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ (Ψg, Ψe)

Ĥ0 =
1

2

(
E 0

0 −E

)
. ✭✸✳✶✷✮

❚❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ∆ = 0 ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s②♠♠❡tr✐❝
✭❣r♦✉♥❞ st❛t❡✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ✭❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✮ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡s ✇❡❧❧s✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤
∆,∆0 6= 0 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳

E

Δ

E
n

e
rg

y

Configuration space

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥✲
st❛t❡s ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤
∆,∆0 6= 0✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r♦✉♥❞
st❛t❡ Ψg ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❡①❝✐t❡❞
st❛t❡ Ψe ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② E✳
❙❝❤❡♠❡ ✐♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ ❬P❤✐✽✶❪✳

✸✳✷✳✷ ❖❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠s

❋♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s Ψg ❛♥❞ Ψe ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ N
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ E t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✳ ❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② t♦ ③❡r♦



✷✹ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

✭Eg = 0✮ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❡♥❡r❣② ❛s E ✭Ee = E✮✱ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛
s✐♥❣❧❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Z =
2∑

i=1

e
− Ei

kBT = 1 + e
− E

kBT ✭✸✳✶✸✮

✇✐t❤ t❤❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t kB✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐❝r♦ st❛t❡s

pg =
1

Z
e
− Eg

kBT =
1

1 + e
− E

kBT

and pe =
1

Z
e
− Ee

kBT =
e
− E

kBT

1 + e
− E

kBT

✭✸✳✶✹✮

❛♥❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

∆p = pg − pe =
1− e

− E
kBT

1 + e
− E

kBT

=
e

E
kBT

−1

e
E

kBT + 1
= tanh

(
E

2kBT

)
. ✭✸✳✶✺✮

❋♦r ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ N ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❛❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣
E✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆N ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s

∆N = N tanh

(
E

2kBT

)
. ✭✸✳✶✻✮

✸✳✷✳✸ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s

❯♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦♥❧② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ✇❡r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s t❤❡ ❛❝t✉❛❧
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ V ✱ d✱ ∆ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛ss
m ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❧❛ss❡s ❛❧❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞
t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t❛❦❡s t❤✐s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② ❛♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ P (λ,∆)

♦❢ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ∆ ❛♥❞ λ (V, d,m)

P (∆, λ) d∆ dλ = P0 d∆ dλ. ✭✸✳✶✼✮

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r P0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐ts ❣❧❛ss
tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬❍✉♥✽✼❪✱ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ ❛ ✢❛t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐❣❤t s❡❡♠ ❛r❜✐tr❛r②✱ ❜✉t ✐t s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❧❛ss❡s ✭s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✶✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❝♦♠♣❛r❡ ❬❩✐♠✽✶✱ ❊sq✾✽❪✳

❋♦r t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ✐t ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐♥ t❡r♠s ♦❢ ∆ ❛♥❞ E✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❏❛❝♦❜✐ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ♠❛❦✐♥❣
✉s❡ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✽ ❛♥❞ ✸✳✾ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s

P (∆,E) d∆ dE = P (∆, λ)

∣∣∣∣
∂λ

∂E

∣∣∣∣ d∆ dE = P0
E

E2 −∆2
d∆ dE. ✭✸✳✶✽✮



✸✳✷✳ ❙t❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✷✺

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② E ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❧❡ss ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r q = ∆/E ❛s

P (q, E) dq dE = P (∆,E)

∣∣∣∣
∂∆

∂q

∣∣∣∣ dq dE = P0
1

1− q2
dq dE. ✭✸✳✶✾✮

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ P (q, E) ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②✱ ❜✉t ✜①❡❞
❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ E ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r q✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ ❡♥❡r❣②
s♣❧✐tt✐♥❣✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ (q = ∆/E → ±1) t❤❛♥ s②♠♠❡tr✐❝ (q = ∆/E → 0)

t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss✳ ❚❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❤✐❣❤❧②

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Asymmetry parameter q

10
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P

q
max-q

max

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ P (q, E) ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r②✱
❜✉t ✜①❡❞ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ E✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r q ❛s ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r P0 ✇❛s s❡t t♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✐♥✲
❞✐❝❛t❡❞ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t ±qmax ♣r❡✲
✈❡♥t ♥♦♥ ✐♥t❡❣r❛❜❧❡ s✐♥❣✉❧❛r✐t✐❡s✳

❛s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r② t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②s✲
t❡♠s ✐♥ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ❛♥❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✇❤❡♥
✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r P (q, E) ❛ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ±qmax ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✷✳ ❚❤❡s❡ ✐♥t❡✲
❣r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐ts ❛r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧
t✉♥♥❡❧ s♣❧✐tt✐♥❣✸ ∆min

0 ✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ t✉♥♥❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡r λmax✱ ♣r❡s❡♥t
✐♥ ❡✈❡r② ❣❧❛ss s❛♠♣❧❡✳ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r λ ♠❛② ♥♦t ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧
♣♦t❡♥t✐❛❧s✱ ❜✉t ❛s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡❧❧s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ r❡s♣♦♥s❡
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ r❡❛❧ s②st❡♠s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡♥❞ s♠♦♦t❤❧②
❛♥❞ ♥♦t ❛❜r✉♣t❧② ❬❊♥s✶✵❪✳

✸✳✷✳✹ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ✭❡❧❡❝tr✐❝✮ ✜❡❧❞s

❙✐♥❝❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞ ❛✛❡❝t t❤❡ s♦❧✐❞✬s ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❝♦♠✲
♣❛r❡ ✸✳✶✮✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ♥♦ ✐s♦❧❛t❡❞ s②st❡♠s ✇✐t❤✐♥ ❛ s♦❧✐❞✳

✷❋♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥❧② t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ∆ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ q

✐s r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ♥♦t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r✐❣❤t ♦r ❧❡❢t ✇❡❧❧ ✐s ❛t ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ❧❛t❡r✱

❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛s
∫ qmax

−qmax
= 2

∫ qmax

0
✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣

t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
✸❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬▲✉❝✶✻❪✱ ∆min

0 ≈ 1/1000 · Tm✱ ✇❤❡r❡ Tm r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✉s❡❞

✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡✳



✷✻ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❋♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ♦r r❛t❤❡r ♣❤♦♥♦♥s ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡✳ ❆❧❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡
❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♣❤♦♥♦♥s✳

■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s t♦ t❤❡ str❛✐♥
✜❡❧❞ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❋♦r
t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞s✱ r❛t❤❡r ♣❤♦t♦♥s✱ ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡✳ ❋♦r t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t❤❛t t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛rr✐❡s ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s
❝❛✉s❡❞ ❜② ✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ❢♦r ❛♥ OH− ✐♦♥✱ ♦r ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❞✐♣♦❧❛r ✉♥✐t ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② t❤❡ SiO4 t❡tr❛❤❡❞r♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐rr❡❣✉❧❛r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❛ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛ss
❬❙❝❤✼✻❪✳ ❯s✉❛❧❧② ♦♥❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ ❛ s♦❧✐❞ ❝❛rr✐❡s ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t
❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤✐s ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬❙❝❤✼✺❪✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ♣r♦❜❡❞ ✇✐t❤
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s ❛ s✉❜✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦❜❡❞ ✇✐t❤ ❛❝♦✉st✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

◗✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞
❝❛♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✜rst
♦r❞❡r ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t♦t❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞✐st✉r❜❡❞
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❜② Ĥ = Ĥ0 + Ĥpert✱ ✇✐t❤ Ĥ0 ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✶✱ ❛♥❞
t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

Ĥpert =
1

2

(
δ∆ −δ∆0

−δ∆0 −δ∆

)
✭✸✳✷✵✮

✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s (ψa, ψb)✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬P❤✐✽✶❪✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✇❡❛❦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ∆✱ ❜✉t t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ δ∆0 ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦

Ĥpert ≈
1

2

(
δ∆ 0

0 −δ∆

)
. ✭✸✳✷✶✮

❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ❞♦❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭m, V, d✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ t✉♥♥❡❧
s♣❧✐tt✐♥❣ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✾ ❛♥❞ ✸✳✶✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝❛♥ ✈❛r② ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣②
s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ t♦

E =
√
(∆+ δ∆)2 +∆2

0. ✭✸✳✷✷✮

❚❤✐s ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ✇✐t❤ str❛✐♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❬●r❛✶✷✱ ▲✐s✶✺✱ ❙❛r✶✻✱
▲✐s✶✾❪ ❛♥❞ s✉♣♣♦rts ❛❜♦✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
❆ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ (Ψg, Ψe) r❡s✉❧ts ✐♥✹

Ĥpert ≈
1

2E

(
∆ ∆0

∆0 −∆

)
δ∆. ✭✸✳✷✸✮

✹❯s✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Ĥpert = Ĥpert · TΨψ ✇✐t❤ TΨψ = 1
E

(
∆ ∆0

−∆0 ∆

)



✸✳✷✳ ❙t❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✷✼

❯s✐♥❣ t❤❡ P❛✉❧✐ ♠❛tr✐③❡s✺✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠
✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ĥ = Ĥ0 + Ĥpert ≈
1

2

(
E +

∆

E
δ∆

)
σ̂z +

1

2

∆0

E
δ∆σ̂x. ✭✸✳✷✹✮

❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡
❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛s ❛ s♣✐♥ ✶✴✷ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ t❤❛t ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠ ❜②

δE =
∆

E
δ∆. ✭✸✳✷✺✮

❚❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✸✳✷✹ ✭σ̂x✲t❡r♠✮ ❝❛✉s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ∆0/E ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②
t❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✭∆→ 0 ⇒ ∆0 → E✮✳

■❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ~F = ~F0 cos (ωeft) ❛♥❞ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s
s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② δ∆ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✈❛r✐❡s ❧✐♥❡❛r❧②
✇✐t❤ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ❬❊♥s✶✵❪

δ∆ = 2δ~p · ~F , ✭✸✳✷✻✮

δ~p ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡
❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ωef ✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❡①♣♦s❡❞ t♦ s✉❝❤ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

H = H0 +Hpert ≈
1

2

(
E 0

0 −E

)
+

1

E

(
∆ ∆0

∆0 −∆

)
δ~p

︸ ︷︷ ︸
P̂

· ~F0 cos(ωeft), ✭✸✳✷✼✮

✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♦r ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r P̂ ❬❊sq✾✽❪✳

❙♣✐♥ ✶✴✷ ❛♥❛❧♦❣② ✲ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♥❛❧♦❣② ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ s♣✐♥ ✶✴✷
♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❇❧♦❝❤
s♣❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝r❡t❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ ❬❍✉♥✼✻✱ ❏ä❝✼✻✱ ❊sq✾✽❪✳

❯♥❧✐❦❡ ❛ s♣✐♥ ✶✴✷ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t♦ ❜❡❝♦♠❡
❛ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
❤❛s ♥♦ r❡❛❧ s♣✐♥✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ t❡r♠ ✬♣s❡✉❞♦ s♣✐♥✬ ✐s ✉s❡❞ ❬❊♥s✶✵❪✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

✺σ̂x =

(
0 1

1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i

i 0

)
, σ̂z =

(
1 0

0 −1

)
, ~̂σ = (σ̂x, σ̂y, σ̂z)



✷✽ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ s♣✐♥ ~S = 1/2 ❛♥❞ ❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛t✐♦ γgy ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~B(t) =
~B0 + ~B′(t) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ĥs = −~γgy
(
~B(t) · ~S

)
= −~γgy

(
~B0 · ~S

)
− ~γgy

(
~B′(t) · ~S

)
. ✭✸✳✷✽✮

~B0 r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③ ✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ~B′(t) ❛♥
❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♣❡rt✉r❜✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥✳ ❲✐t❤ ~S = 1/2~σ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s
t♦

Ĥs = −~γgy
2
Bzσ̂z −

~γgy
2

(
B′

x(t)σ̂x +B′
y(t)σ̂y +B′

z(t)σ̂z
)
. ✭✸✳✷✾✮

❘❡✇r✐t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✼ t♦

Ĥ ≈ E

2
σ̂z +

1

E
δ~p · ~F0 cos(ωeft) (∆0σ̂x +∆σ̂z) ✭✸✳✸✵✮

❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

−~γgy ~B0 = (0, 0, E)

−~γgy ~B′(t) = 2
E
δ~p · ~F0 cos(ωeft) (∆0, 0, ∆) .

✭✸✳✸✶✮

❚❤✐s ❢♦r♠❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡
❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛s ❛ s♣✐♥ ✶✴✷ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❜② ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥
① ✲ ❛♥❞ ③ ✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s♣✐♥✱ t❤❡ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ③ ✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛
▲❛r♠♦r ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ③ ✲❛①✐s ✉♥❧❡ss t❤❡ s♣✐♥ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r ❛♥t✐✲♣❛r❛❧❧❡❧
t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ✇❛② t♦
s❤♦✇ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ ♦❢t❡♥ ❛ s♣✐♥ ✶✴✷ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡❞ ❜② ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ❡✳❣✳ ❬❍❛❤✺✵✱ ▲ös✺✼✱ ❋✉❦✽✶✱ ❊♥s✶✵✱ ❋✐❝✶✸❪✳
❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣✐♥ ✈❡❝t♦r ♦♥ ❛ ✉♥✐t s♣❤❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ❛ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥
✈❡❝t♦r ~R ♣r❡❝❡ss✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ③ ✲❛①✐s ✐s s❤♦✇♥✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣② ♦❢ t❤❡ s♣✐♥
✶✴✷ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❞❡r✐✈❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ st❛t❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣②
Ψe ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♣✐♥✲✉♣ st❛t❡ ✐♥ t❤❡ s♣✐♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡
♣✐❝t✉r❡ ❬❏ä❝✼✻❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ Ψg ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s♣✐♥✲❞♦✇♥ st❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ 〈σ̂z〉 ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❡♥❡r❣②
st❛t❡ Ψe✳ ❚r❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ ♣✐❝t✉r❡✱ ❛ ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥ ✈❡❝t♦r ~R ♣♦✐♥t✐♥❣
❞♦✇♥✇❛r❞s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥ ✐ts ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ Ψg ❛♥❞ ❛ ✈❡❝t♦r ♣♦✐♥t✐♥❣
✉♣✇❛r❞s ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥ ✐ts ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ Ψe✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✽✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ Ψe ❛♥❞ Ψg✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✱ ❛ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t
♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❛ ♣✉r❡ st❛t❡ Ψg ♦r Ψe✱
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ~R ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ③ ✲
❛①✐s ✐s t❤✉s ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ❛s ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡✳ ■❢ s✉❝❤ ❛ ❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ♣❤❛s❡ ❜② ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢



✸✳✷✳ ❙t❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✷✾

x

z

y

RΨg

Ψe

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② st❛t❡ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②s✲
t❡♠✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥ ~R

♣r❡❝❡ss✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ③ ✲❛①✐s✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝✲
t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ 〈σ̂z〉 ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♦❝❝✉♣❛✲
t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ st❛t❡ Ψe ✇❤❡r❡❛s 〈σ̂y〉
❛♥❞ 〈σ̂x〉 ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■❧❧✉str❛✲
t✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❋✐❝✶✸❪✳

t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② s②st❡♠ ❝❛rr✐❡s ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s 〈σ̂x〉 ❛♥❞ 〈σ̂y〉✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠✲
♠❡tr✐❝ Ψg ❛♥❞ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ Ψe ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✸✳✶✷

Ψ = c1(t)Ψg + c2(t)Ψe ✭✸✳✸✷✮

✇✐t❤ |c1(t)|2+ |c2(t)|2 = 1✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥t♦
❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥

ĤΨ = i~
∂Ψ

∂t
✭✸✳✸✸✮

♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s♣✐♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✱
✇❤✐❝❤ ✐s r♦t❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ③ ✲❛①✐s ✭Ψ 7→ Ψ rot, Ĥ 7→
Ĥrot✮✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬❇r❛✵✹❛✱ ❇❛③✵✽✱ ❍❛❛✶✽❛❪✱ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ r♦t❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ωef ✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
ωef t♦ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r

e−i
Ĥ

rot
pertt

~ ∝ e−i
ΩRt

2
σ̂x = ✶̂ cos

(
ΩRt

2

)
− iσ̂x sin

(
ΩRt

2

)
, ✭✸✳✸✹✮

✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ✶̂ ❛♥❞ t❤❡ ❘❛❜✐ ❢r❡q✉❡♥❝②

ΩR =
δ~p ~F0

~

(
∆0

E

)
. ✭✸✳✸✺✮

❚❤✐s ♣r♦♣❛❣❛t♦r ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥ ✈❡❝t♦r ~Rrot ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ① ✲
❛①✐s ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❘❛❜✐ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥



✸✵ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧t❡r✲
♥❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✬s ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡
t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ t❤❡ ∆0/E ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ✭∆→ 0 ⇒ ∆0 → E✮ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛s②♠♠❡tr✐❝
♦♥❡s✳
■❢ ♥♦ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡
r♦t❛t✐♥❣ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r

e−i
Ĥ

rot
0 t

~ ∝ ei
ωdt

2
σ̂z ✭✸✳✸✻✮

✇✐t❤ ωd = ωef − ωts ❛♥❞ ωts = E/~ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❋♦r
ωef = ωts✱ t❤❡ ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥ ✈❡❝t♦r ❦❡❡♣s ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡✳ ❋♦r ωef 6= ωts✱
t❤❡ ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥ ✈❡❝t♦r ♣r❡❝❡ss❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ωd ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ③ ✲❛①✐s✳

✸✳✸ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ t✇♦✲♣✉❧s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦

❊❝❤♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② ❍❛❤♥ ✐♥ ✶✾✺✵ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t
❡✛❡❝t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ♦❢ ♣r♦t♦♥s ❛♥❞ ✢♦✉r✐♥❡ ✐♥ ❧✐q✉✐❞s ❬❍❛❤✺✵❪✳ ❍❡
❝❛❧❧❡❞ t❤✐s ❡✛❡❝t ✬❙♣✐♥✲❡❝❤♦✬✳ ■t ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦t♦♥ ❡❝❤♦ ✐♥
❛ r✉❜② ❝r②st❛❧ ✐♥ ✶✾✻✹ ❬❑✉r✻✹✱ ❆❜❡✻✻❪✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❤♦♥♦♥ ❡❝❤♦ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✶✾✼✻
❜② ●♦❧❞✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❛ ❢✉s❡❞ s✐❧✐❝❛ ❣❧❛s ❬●♦❧✼✻✱ ●r❛✼✾❪✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s②st❡♠s ✭♣r♦t♦♥✴ ✢✉♦r✐♥❡ s♣✐♥s✱ ❞✐♣♦❧❡s ✐♥ r✉❜② ❝r②st❛❧✱
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✮ ❛r❡ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡❤✐♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s
t❤❡ s❛♠❡✳ ❆♥ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ t❤✉s ❛♥ ❡❝❤♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
♣r♦❜❡s ♥♦ s✐♥❣❧❡ s②st❡♠s ❜✉t ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡♠✳ ■♥ ❛♥ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ♦r r❛t❤❡r t❤❡ s②st❡♠s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛r❡ ❡①♣♦s❡❞
t♦ ❛ s♣❡❝✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉❧s❡s✳ ❲✐t❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t②✱ ❝❛❧❧❡❞ ❡❝❤♦✱ ❛♣♣❡❛rs✳ ❚♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t
❡✛❡❝t ❧✐❦❡ t❤❡ ❡❝❤♦✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ s②st❡♠s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧②
❧♦♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ♦♥ ❡✳❣✳ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦r ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s
✐♥ s♦❧✐❞s ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞s✳

■♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s✱ ❛s ✐♥ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐s ❞❡str♦②❡❞ ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✱ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝❛♥✱ ❛♠♦♥❣st
♦t❤❡rs✱ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ♣❤♦♥♦♥s✳ ■❢ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣✱ ✐t ❝❛♥ ♣r❡✲
✈❡♥t t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t ❡✛❡❝ts✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤✐s✱ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❣❧❛ss
s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s
❛♥❞ t❤✉s ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❛t ❜❛t❤✳ ❆♥♦t❤❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❝❤♦❡s ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✻ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱
s✉❝❤ t❤❛t kBT < E ✭✇✐t❤ E ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s✮✳



✸✳✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ t✇♦✲♣✉❧s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦ ✸✶
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t = 0

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s
t❤❡s✐s✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡s ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❝❛❧❧❡❞ π✴✷ ❛♥❞ π ♣✉❧s❡✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ12✳ ■♥ r❡❞ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡s
♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐s
s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ t✐♠❡ st❛♠♣s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ π/2 − π t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ❍❛❤♥ ♦r s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡❝❤♦✱ ✐s
✉s❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❣❧❛ss s❛♠♣❧❡ ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ t✇♦
❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡s ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ωef ✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
t✐♠❡ τ12✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s t❤❛t ❝❛rr② ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞
t❤❛t ❤❛✈❡ ❛♥ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ E ≈ ~ωef ❛r❡ r❡s♦♥❛♥t❧② ❡①❝✐t❡❞✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧② ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛❢t❡r t✇✐❝❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ12✱
❝❛❧❧❡❞ ❡❝❤♦✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤❡
r❡❝t❛♥❣❧❡s ✐♥ t❤✐s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ♣✉❧s❡s✳ ■♥ r❡❞ t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛r❡
✈✐s✐❜❧❡✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✜rst ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤ ❞✐❛❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

✸✳✸✳✶ P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✲ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✱ ♦✛❡rs ❛♥ ❡❛s② ❝♦♠♣r❡✲
❤❡♥s✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤✉s ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ♥♦t ❛❝t✉❛❧ s♣✐♥s✳ ❚❤✐s ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❡♠♣❤❛s✐③❡❞
❛t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❇❛③✵✽✱ ❊♥s✶✵✱ ❋✐❝✶✸❪✳
❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✿

❼ ❆❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❘❛❜✐ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ① ✲❛①✐s ❜② ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳



✸✷ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❼ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✸✳✹✳

❼ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✮ ✐s r♦t❛t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ωef ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ③ ✲❛①✐s✱ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ ❛♥❞
t❤❡ t❤❡r❡✐♥ s❤♦✇♥ t✐♠❡st❛♠♣s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱
✐t ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❣r♦✉♥❞
st❛t❡ Ψg ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ Ψe ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✷✱ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✮✳
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s t❤❛t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦
❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② s♠❛❧❧ ❜❧✉❡ ❛rr♦✇s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✵✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦ r❡❞ ❛rr♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭❂ s✉♠✴ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✮✳ ❚❤✐s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② s✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦ ✐s ❛
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt② ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ ❧♦t ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡✳

Pr✐♦r t♦ t❤❡ ✜rst ♣✉❧s❡ ✭✬❆✬ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ ❛♥❞ ✸✳✶✵✮ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ❛r❡ ✐♥ t❤❡✐r ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ Ψg✳ ❚❤✉s✱ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞
t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♦♥❡ ♣♦✐♥t ❞♦✇♥✇❛r❞s ✐♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦❤❡r❡♥t
♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛r❜✐tr❛r② ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r
❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ③❡r♦✳
❚❤❡ ✜rst ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡ ✭π/2 ♣✉❧s❡✮ ❛t t❤❡ t✐♠❡ t = 0 ❢♦r❝❡s ❛ ❝♦❤❡r❡♥t
t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
✭ωef✮✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ♠✐①✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡
❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✬s ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥✴ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ Ψg ❛♥❞ Ψe ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧s✳ ❚❤✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛
♥♦♥✲③❡r♦ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ t❤✉s ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❡♠❡r❣❡s✳ ❲✐t❤ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ π/2 ♣✉❧s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
♣✉❧s❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤
s♣❤❡r❡ ♣✐❝t✉r❡✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡✲
q✉❡♥t ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ① ✲❛①✐s ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✹✮✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥
✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡
s❛♠♣❧❡✳ ❚♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡
π/2 ♣✉❧s❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐s ✾✵➦✳ ❚❤✐s st❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ st❛t❡
✬❇✬ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ ❛♥❞ ✸✳✶✵✳ ❚❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ③ ✲❛①✐s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✐s ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡
❞✉❡ t♦ ✐ts ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✳
❆❢t❡r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛✱ t❤❡ ❢♦r❝❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❡♥❞s ❛♥❞ t❤❡② ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωi

ts = Ei/~✱
❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ Φi

1 = ωi
tst✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ π/2 ♣✉❧s❡ ✐s ✈❡r② s❤♦rt ✭≈ 100− 200 ♥s✮ ✐ts



✸✳✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ t✇♦✲♣✉❧s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦ ✸✸
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡s ✐♥ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
st❛❣❡s ♦❢ ❡❝❤♦ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧s ✬❆✬ t♦ ✬❍✬ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ st❛♠♣s s❤♦✇♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✸✳✾✳ ❚❤❡ t❤✐❝❦ r❡❞ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
✭s✉♠✴ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦✈❡r ❛❧❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✮ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐♥ ❜❧✉❡ ❛rr♦✇s s❤♦✇ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡
♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ st❛❣❡s ❛r❡✿ ✬❆✬ t = 0✱ ❛❧❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♣r✐♦r t♦ t❤❡ ✜rst ♣✉❧s❡❀ ✬❇✬ ❛❢t❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
π/2 ♣✉❧s❡❀ ✬❈✬ ❢r❡❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡❝❛②❀ ✬❉✬ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ①②✲♣❧❛♥❡ r✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ π ♣✉❧s❡❀ ✬❊✬ r✐❣❤t ❛❢t❡r t❤❡ π ♣✉❧s❡❀ ✬❋✬
❝♦♠♠♦♥ ♣❤❛s❡ ✐s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ r❡st♦r❡❞❀ ✬●✬ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡❝❤♦❀ ✬❍✬ ❧♦ss ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♣❤❛s❡
❛❢t❡r t❤❡ ❡❝❤♦✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❊♥s✶✵✱ ❋✐❝✶✸❪

❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❜r♦❛❞ ❛♥❞ ♥♦t ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ♦♥❧② t✉♥♥❡❧✲
✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❡①❛❝t❧② E = ~ωef ❛r❡ r❡s♦♥❛♥t❧② ❡①❝✐t❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤♦s❡ ✇✐t❤✐♥ ❛
❝❡rt❛✐♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❛r♦✉♥❞ E✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ❣❡t ♦✉t ♦❢ st❡♣ ❛♥❞ t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞❡❝❛②s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❤❛s❡
♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❧♦st✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✬❢r❡❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡✲
❝❛②✬ ✭t✐♠❡ st❛♠♣ ✬❈✬✮✳ ■♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ ✬❈✬ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❛♥❞
❝♦✉♥t❡r❝❧♦❝❦✇✐s❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
ωi
d = ωef −ωi

ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ③ ✲❛①✐s✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥ ✈❡❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ①②✲♣❧❛♥❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts s❤r✐♥❦s ❛♥❞
✜♥❛❧❧② ❞✐s❛♣♣❡❛rs✳
❚✐♠❡ st❛♠♣ ✬❉✬ s❤♦✇s t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s Φi

1 = ωi
tsτ12 ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝✉r✲

r❡♥t ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛r❜✐tr❛r② s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❛❜❧❡✳
■♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ ✬❉✬ t❤✐s ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥ ✈❡❝t♦rs
♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ①②✲♣❧❛♥❡✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡✱ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡



✸✹ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

τ12✱ ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ♣❤❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✶✽✵➦ ♦r π✳ ■♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ s❤♦✇♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✸✳✾✱ t❤✐s ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ♣✉❧s❡ t✇✐❝❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ π/2 ♣✉❧s❡✳ ❇② t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ π ♣✉❧s❡ ✭t✐♠❡ st❛♠♣ ✬❊✬✮✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♣✉❧s❡✱
t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❡✈♦❧✈❡ ❢r❡❡❧② ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ♣❤❛s❡
Φi
2 = ωi

ts(t − τ12)✳ ■♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ ✬❊✬ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡ ❝❛✉s❡s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✜rst ♣✉❧s❡ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ① ✲❛①✐s ❜②
✶✽✵➦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ♠♦t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωi

d ❛❢t❡r✲
✇❛r❞s✱ t❤✐s r♦t❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳
❇② t❤❡ t✐♠❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ✬❋✬✱ ♥❡❛r❧② ♦♥❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ12 ♣❛ss❡❞ ❛❢t❡r t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✳ ❚❤✉s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ∆Φi = Φi

1 −Φi
2 ❞❡❝❧✐♥❡ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦s❝✐❧✲

❧❛t✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ❣r❛❞✉❛❧❧② ❛❞❛♣t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❡✈♦❧✈❡s✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡ t = 2τ12 ✭t✐♠❡ st❛♠♣ ✬●✬✮ Φi

1 = Φi
2 ❤♦❧❞s ❛♥❞ t❤❡

♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ✐♥ ♣❤❛s❡ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ r❡❝♦✈❡r②
♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ✬s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡❝❤♦✬✳
■♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ ✬❋✬ t❤✐s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧ ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ✲②✲❞✐r❡❝t✐♦♥
✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ s♣❤❡r❡ ✬●✬ ❛❧❧ ♣s❡✉❞♦
s♣✐♥s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❣❛✐♥✱ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳
❆❢t❡r t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❝❤♦ ♦❝❝✉rr❡❞ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧♦♦s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r
❢r❡❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ♣❤❛s❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛
✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭t✐♠❡ st❛♠♣ ✬❍✬✮✳ ■♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ ✬❍✬ t❤✐s ✐s
✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥ ✈❡❝t♦rs s✐♠✐❧❛r t♦ ✬❈✬ ❛♥❞ ✬❉✬✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ✲②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✸✳✸✳✷ ◗✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✲ P❛t❤ ❞✐❛❣r❛♠ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ✐♥ ❛ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs✱ ❡✳❣✳ ❬❉✉r✽✾✱ ●✉r✾✵✱ ❇r❛✵✹❛✱ ❇❛③✵✽✱ ❍❛❛✶✽❛❪✳ ❚❤✐s
♣❛r❛❣r❛♣❤ ❣✐✈❡s ❛ s❤♦rt ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♣❛t❤ ❞✐❛❣r❛♠
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜② P❛rs❤✐♥ ✐♥ ✷✵✵✹ ❬P❛r✵✹❪✳ ❚❤❡s❡ ❞✐❛❣r❛♠s
❛r❡ ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞
❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤♦ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲
❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ ❛s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✱ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❤❡❧♣❢✉❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦rt❧② ❛❞❞r❡ss❡❞✳
❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♣✉❧s❡s ♦❢ s❛♠❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤
F0 ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s t1 ❛♥❞ t2 ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣✉❧s❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉❧s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τI✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡
τII✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✶ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡ r❛♥❣❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ■t ✐s ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t
t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s t1 ❛♥❞ t2 ❛r❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τI s✉❝❤
t❤❛t t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❞❡❧t❛✲❧✐❦❡ ♣✉❧s❡s✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡



✸✳✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ t✇♦✲♣✉❧s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦ ✸✺

 

1. delta-like pulse 2. delta-like pulse

t

t t1 2

t = 0

F0
2

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ t1 ❛♥❞ t2✱ ♣✉❧s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τI ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ τII ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s t1
❛♥❞ t2 ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❞❡❧t❛✲❧✐❦❡ ♣✉❧s❡s✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬❙❝❤✶✻❛❪

♣r❡❝❡ss✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛♥❞ st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t✐❡s
❢♦r t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉t❧✐♥❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❍❛❛✶✽❛❪✳

❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❛r❜✐tr❛r② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧②
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✈✐❛ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▲✐❦❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✱ ✐t ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ ✉s❡ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ r♦t❛t✐♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✭ωef✮✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② Ψ rot(t)✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣✉❧s❡ ❜②

Uef(t) ∝ ✶̂ cos

(
ΩRt

2

)
− iσ̂x sin

(
ΩRt

2

)
✭✸✳✸✼✮

✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✹✮ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣✉❧s❡s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

Unf(t) ∝ ei
ωdt

2
σ̂z ✭✸✳✸✽✮

✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✻✮✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡ t = 0✱ r✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ♣✉❧s❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ✐♥ ✐ts ❣r♦✉♥❞ st❛t❡

Ψ rot(0) =

(
crot2 (0)

crot1 (0)

)
=

(
0

1

)
. ✭✸✳✸✾✮

❚❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r Uef t♦ Ψ rot(0)✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts crot1 ❛♥❞ crot2 ✐♥

c1(t1)
rot = −i sin

(
ΩRt1
2

)

c2(t1)
rot = cos

(
ΩRt1
2

)
.

✭✸✳✹✵✮

■♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ τI ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣✉❧s❡s t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s ❢r❡❡❧②✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦r Unf r❡s✉❧ts ✐♥

crot1 (t1 + τI) = −i sin
(
ΩRt1
2

)
ei

ωdτI
2

crot2 (t1 + τI) = cos
(
ΩRt1
2

)
e−i

ωdτI
2 .

✭✸✳✹✶✮



✸✻ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡ ♦❢ ❞✉r❛t✐♦♥ t2 ❧❡❛❞s t♦

crot1 (tsp) = −i sin
(
ΩRt1
2

)
cos

(
ΩRt2
2

)
ei

ωdτI
2 − i cos

(
ΩRt1
2

)
sin

(
ΩRt2
2

)
e−i

ωdτI
2

crot2 (tsp) = cos
(
ΩRt1
2

)
cos

(
ΩRt2
2

)
e−i

ωdτI
2 − sin

(
ΩRt1
2

)
sin

(
ΩR

2

)
ei

ωdτI
2

✭✸✳✹✷✮

✇✐t❤ tsp = t1+τI+ t2✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♣✉❧s❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s ❢r❡❡❧② ❛❣❛✐♥✳ ❚❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛t t❤❡ t✐♠❡ te = t1 + τI + t2 + τII ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

crot1 (te) =− i sin

(
ΩRt1
2

)
cos

(
ΩRt2
2

)
ei

ωd(τI+τII)

2

︸ ︷︷ ︸
a

− i cos

(
ΩRt1
2

)
sin

(
ΩRt2
2

)
e−i

ωd(τI−τII)

2

︸ ︷︷ ︸
b

crot2 (te) = cos

(
ΩRt1
2

)
cos

(
ΩRt2
2

)
e−i

ωd(τI+τII)

2

︸ ︷︷ ︸
c

− sin

(
ΩRt1
2

)
sin

(
ΩRt2
2

)
ei

ωd(τI−τII)

2

︸ ︷︷ ︸
d

. ✭✸✳✹✸✮

❚❤❡ ❜r❛❝❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛❜❡❧s ✬❛✬ t♦ ✬❞✬ ❛r❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r ❢♦r t❤❡ ♣❛t❤ ❞✐❛❣r❛♠ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❛t t❤❡ t✐♠❡ t = te t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✼✱ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳
❇❡❢♦r❡❤❛♥❞ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳
■t ❢♦❧❧♦✇s

〈P̂ rot〉 ∝ ∆0

E
〈σ̂x〉

︸ ︷︷ ︸
Px

− ∆0

E
〈σ̂y〉

︸ ︷︷ ︸
Py

+
∆

E
〈σ̂z〉

︸ ︷︷ ︸
Pz

✭✸✳✹✹✮

✇✐t❤ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ Px,y,z ✐♥ t❤❡ ①✱ ② ❛♥❞ ③ ✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥

Px =
∆0

E
sin (ΩRt1) cos

2

(
ΩRt2
2

)
sin (ωd(τI + τII))︸ ︷︷ ︸

Phase

+
∆0

E
sin (ΩRt1) sin

2

(
ΩRt2
2

)
sin (ωd(τI − τII))︸ ︷︷ ︸

Phase

✭✸✳✹✺✮

+
∆0

E
cos (ΩRt1) sin (ΩRt2) sin (ωdτII)︸ ︷︷ ︸

Phase



✸✳✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ t✇♦✲♣✉❧s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦ ✸✼

Py =
∆0

E
sin (ΩRt1) cos

2

(
ΩRt2
2

)
cos (ωd(τI + τII))︸ ︷︷ ︸

Phase

− ∆0

E
sin (ΩRt1) sin

2

(
ΩRt2
2

)
cos (ωd(τI − τII))︸ ︷︷ ︸

Phase

✭✸✳✹✻✮

+
∆0

E
cos (ΩRt1) sin (ΩRt2) cos (ωdτII)︸ ︷︷ ︸

Phase

Pz =
∆

E


sin (ΩRt1) sin (ΩRt2) cos (ωdτI)︸ ︷︷ ︸

Phase

− cos (ΩRt1) cos (ΩRt2)


 . ✭✸✳✹✼✮

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❧t❛✲❧✐❦❡ ♣✉❧s❡s t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦❧❧❡❝ts ✐ts ♣❤❛s❡ ♦♥❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡
t✐♠❡s τI,II✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ✐♥
❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✺ t♦ ✸✳✹✼ ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ❜② ❜r❛❝❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ✐t ✐s
❦♥♦✇♥✱ t❤❛t t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ♥❡❡❞ t♦ ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ t♦ ❢♦r♠ ❛♥
❡❝❤♦✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ωd t❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✇❤❡♥ ❡❛❝❤ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦❧❧❡❝ts t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ ❜❡❢♦r❡
❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✳ ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✺
t♦ ✸✳✹✼✱ ❥✉st t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ Px ❛♥❞ Py ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ③❡r♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ωd✱ ✇❤✐❝❤
✐s s②♥♦♥②♠♦✉s t♦ t❤❡ ❛❢♦r❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇❤❡♥ τI = τII ✇❤✐❝❤
✐s ✇❤② t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♣♣❡❛rs ❛❢t❡r t✇✐❝❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τI✳ ❆t t❤✐s t✐♠❡ ♦♥❧② t❤❡
Py t❡r♠ r❡♠❛✐♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ Py ✐s t❤❡ ♦♥❡
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤♦✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s t❤❡ t❡r♠s ♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡
s✉♣♣r❡ss❡❞✳ ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ②✐❡❧❞s

ΩRt1 =
π

2
and ΩRt2 = π. ✭✸✳✹✽✮

❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ s✉❝❤ ♣✉❧s❡s ❛❧❧ t❡r♠s ❡①❝❡♣t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ♦❢ Py ✈❛♥✐s❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ❢♦r ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥ ❛ ❣❧❛ss
❤♦❧❞s

〈P̂ rot〉 ∝ ∆0

E
sin (ΩRt1) sin

2

(
ΩRt2
2

)

︸ ︷︷ ︸
∝Amplitude AEcho,ts

cos (ωd (τI − τII))︸ ︷︷ ︸
Phase

. ✭✸✳✹✾✮

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♣❛rt ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✭AEcho,ts✮ ❛♥❞ ❛ ♣❛rt r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝❛♥
t❤✉s ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ✉♣ ♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦✈❡r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s
♦❢ ∆0✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥ ✶✴✷ ♣✐❝t✉r❡
❛♥❞ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✽✱ t❤❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ Pz ❜❡❝♦♠❡s ③❡r♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ❜② ✾✵➦ ❛♥❞ ✶✽✵➦✳
❆t t❤❡ t✐♠❡ 2τI✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♣♣❡❛rs✳



✸✽ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✽✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛❜✐ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✺✱
✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ π/2 − π ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ♦♥❧② ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❜② t2 = 2t1 ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s F0 ❢♦r t❤❡ t✇♦
♣✉❧s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❛❧t❡r❡❞ ❘❛❜✐ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ♦r ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ π/2 − π ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡
♣✉❧s❡ ✐s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛rt✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ t2 = 2t1✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ sin (x) ≈ x ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✾✮ ❛t t❤❡
t✐♠❡ τII = τI ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ t♦

AEcho,ts ∝
∆0

E
(ΩRt1)

3 ∝
(
∆0

E

)4 (
δ~p ~F0t1

)3

. ✭✸✳✺✵✮

❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✬s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✬✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❝❤♦
✐s ❛ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❛ F 3

0

❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s✱ ✇❤❡♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t
✜①❡❞ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ t1 ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ F0✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ t31 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❛t
❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❡✳❣✳ ❬❙❝❤✼✽✱ ❇❡r✼✾❪ ❢♦r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ♦r
❬●r❛✼✾❪ ❢♦r ♣❤♦♥♦♥ ❡❝❤♦❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ s✐♠✐❧❛r r❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❛❧✐❞✳ ❲❤❡♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ t❤❡ π/2−π ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✺ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✼✮ ♠❛② ♥♦t ✈❛♥✐s❤✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
ωd ✐♥ ❛ ❣❧❛ss ✇❤✐❝❤ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤♦s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛✈❡r❛❣❡
♦✉t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❥✉st t❤❡ t❡r♠ s❤♦✇♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✾✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ωd ❛t
t❤❡ t✐♠❡ τI = τII✱ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳
❆♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✵✱ ✐s t❤❡ (∆0/E)4 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ■t
s❤♦✇s t❤❛t s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♠♦r❡ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳

P❛t❤ ❞✐❛❣r❛♠ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥

■♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✸ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r t❡r♠s ❛t t❤❡ t✐♠❡ te ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✳ ❊❛❝❤ t❡r♠ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛
♣♦ss✐❜❧❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ t♦ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✼ ❛♥❞ ✸✳✸✽ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r
t❡r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✿

❼ sin
(
ΩRti
2

)
✿ ❖✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ ❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡s✳

❼ cos
(
ΩRti
2

)
✿ ❖♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♥♦

♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❡♥❡r❣② st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡s✳

❼ e±i
ωd
2
(τI±τII)✿ P❤❛s❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ τI

❛♥❞ τII✳



✸✳✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ t✇♦✲♣✉❧s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦ ✸✾

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❡r♠ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ✬❛✬ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✸ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠✐①✐♥❣ ✉♣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ♥♦ ♠✐①✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♦♥❡✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✬❜✬ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♥♦ ♠✐①✐♥❣ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❛ ♠✐①✐♥❣ ✉♣
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✳ ❚❡r♠ ✬❝✬ st❛♥❞s ❢♦r ♥♦ ♠✐①✐♥❣ ❛t ❛❧❧ ❛♥❞ t❡r♠ ✬❞✬ s❤♦✇s ❛
♠✐①✐♥❣ ✉♣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❞♦✇♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✳ ❚❤✐s ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝❛♥ ♥✐❝❡❧② ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❛ ♣❛t❤ ❞✐❛❣r❛♠✳ ■♥ ✷✵✵✹ P❛rs❤✐♥ ❬P❛r✵✹❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t
❡①♣❧✐❝✐t❧② ✉s✐♥❣ ❛ r♦t❛t✐♥❣ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡
t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❣❡t ❜❛s✐❝ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t✐❡s ✭❡✳❣✳ AEcho,TS ∝ F 3

0 ✮
❛♥❞ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣❛t❤
❞✐❛❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❉❡t❛✐❧❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧✐❦❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ r❡q✉✐r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛s t❤❡② ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ❡✳❣✳ ✐♥ ❬●✉r✾✵❪✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✷ t❤❡ ♣❛t❤ ❞✐❛❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✸ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧
❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡s ❛ ❢r❡❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❬❇❛③✵✽❪✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠
❛t t✐♠❡s t > τI ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✈✐❛

Ψpath(t > τI) =
∑

i

πi(t > τI) ✭✸✳✺✶✮

✇❤❡r❡ ✐ r❡❢❡rs t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♣❛t❤s ❛♥❞ πi ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛t❤ ✭✬❛✬ t♦
✬❞✬✮✳ ■❢ ♣❛t❤ ✐ ❡♥❞s ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ πi ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ |Ψg〉✳ ■❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❡♥❞s ✐♥
t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✱ ✐t ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ |Ψe〉✳ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r

〈P̂ 〉 = 〈Ψpath|P̂ |Ψpath〉 =
∑

i,j

〈πi|P̂ |πj〉. ✭✸✳✺✷✮

■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛
s✉♠ ♦✈❡r ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❤s✳ ❋r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❛
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❤❛s t♦ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ t♦

t

E

E

c

d

b

a

1. Pulse 2. Pulse



Ee

Eg

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ P❛t❤ ❞✐❛❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉r t❡r♠s ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✸✳ ❊❛❝❤ ♣❛t❤
r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ t♦ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❆
✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❧❡✈❡❧ ♠✐①✐♥❣✳ ❆ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❢r❡❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬❙❝❤✶✻❛❪



✹✵ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡
♣❛t❤ ♣❛✐rs ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s bd∗ ❛♥❞ db∗ ❛r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤♦✳ ❆❧❧ ♦t❤❡rs ❝♦♥t❛✐♥ ♣❤❛s❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t
✈❛♥✐s❤ ❛t τII = τI ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ωd✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✸✳✹✺ t♦ ✸✳✹✼✳ ■♥
✜❣✉r❡ ✸✳✶✸ t❤❡ ♣❛t❤ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ db∗ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤✐s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✷✮✳ ❚❤❡ ❛r❡❛
❜❡❧♦✇ ❛ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❞✐❛❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♣❤❛s❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛t❤ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
♣❛t❤ ♣❛✐r ✐s ♠❛r❦❡❞ ❜② ΦI,II ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ΦI ❛♥❞ ΦII ❛r❡ ❡q✉❛❧❧②
❧❛r❣❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✇✐❧❧ ✈❛♥✐s❤ ❛t t = 2τI✳ ❲❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛t❤ ♣❛✐r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s bd∗ ❛♥❞ db∗✱ t❤❡ s❛♠❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❛s ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✾ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ❞✐❛❣r❛♠ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡
✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ✐♥ ❛ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s
t❤❡ r✉❧❡s ❬P❛r✵✹❪✿

❼ ❚♦ ❡❛❝❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧❡✈❡❧ ❦ t♦ ❧❡✈❡❧ ❧✱ ❛ ❢❛❝t♦r
(−iF0,(1,2))αlk ✐s ❛s❝r✐❜❡❞✳ F0,(1,2) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ~F0,(1) ‖ ~F0,(2)✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦rs αlk ❛r❡ t❤❡ ♦✛✲
❞✐❛❣♦♥❛❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ αlk = (~e·δ~p)∆0/E✱ ✇✐t❤ ~e ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ~F0 = F0~e✳ ■t ❤♦❧❞s αlk = α∗

kl✳ ■t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t αlk ✐s ❞❡✜♥❡❞
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❘❛❜✐ ❢r❡q✉❡♥❝② ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✺✮ ❥✉st ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤✉s αlk ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛ss✉♠✐♥❣ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ s❤♦rt ♣✉❧s❡s✳

❼ ❚♦ ❡❛❝❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❢r❡❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠✱ ❛ ❢❛❝t♦r e−iElt/~ ✐s ❛s❝r✐❜❡❞✳ El r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤♦s❡ r✉❧❡s t♦ t❤❡ ♣❛t❤ ♣❛✐r s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✸ r❡s✉❧ts ✐♥

〈P̂ 〉(t > τI) ∝ (−iF0,(1))αeg · e−iEe
~

τI · (−iF0,(2))αge · e−i
Eg
~

(t−τI)

︸ ︷︷ ︸
Path d

×
[
e−i

Eg
~

τI · (−iF0,(2))αeg · e−iEe
~

(t−τI)
]∗

︸ ︷︷ ︸
Path b∗

αeg︸︷︷︸
Echo

+ c.c. ✭✸✳✺✸✮

= −iF0,(1)F
2
0,[2]|αeg|2|αge|2ei

(Ee−Eg)

~
(t−τI)−i

(Ee−Eg)

~
τI + c.c.

= −iF0,(1)F
2
0,(2)|αeg|2|αge|2︸ ︷︷ ︸

∝ Aecho,TS

ei
E
~
(t−2τI)︸ ︷︷ ︸

∝ Phase

+c.c..
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t

E

E

d

b

1. Pulse 2. Pulse



Ee

Eg

EchoΦI ΦII
αeg αeg αegαge

t = 0

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ♣❛✐rs ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤♦✳ ❚❤❡ ❛r❡❛s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ΦI,II r❡♣rs❡♥t t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛t❤✳ ❚❤❡ αeg,ge ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳

❚❤❡ c.c. ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♣❛t❤ ♣❛✐r bd∗✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ✇❡❧❧ t♦ ❣❡t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ✐♥
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✾ ❛♥❞ ✸✳✺✵✳
❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ F0,(1) = F0,(2) = F0 t❤❡ ❝✉❜✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐s ✈✐s✐❜❧❡
❛♥❞ t❤❡ (∆0/E)4 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ α2 ❢❛❝t♦rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡
❢❛❝t♦r ❜❡❝♦♠❡s ♦♥❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡ t = 2τI✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ E✳ ❚❤✐s s❤♦✇s✱ t❤❛t t❤❡ ♣❛t❤
❞✐❛❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦✳
■t ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❤❡❧♣❢✉❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✹✳✸✳✸✳

■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧

❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ t❤❡ t✇♦ ♣✉❧s❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❡r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❞❡❧t❛✲❧✐❦❡ ♣✉❧s❡s
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛❧❝✉✲
❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ♣r❡❝❡ss ❛❧r❡❛❞② ❞✉r✐♥❣ t❤❡
♣✉❧s❡s✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡✱ ❜✉t ✐t ❛✛❡❝ts t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❛❧s♦ ❛❧t❡r❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛❧r❡❛❞② ❛❝t✐♥❣ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♣✉❧s❡
❛♥❞ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s
❛❧s♦ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ❡①❛❝t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ r❡s♦♥❛t♦r✱ ❡✳❣✳ ✐ts r✐s❡ ❛♥❞ ❢❛❧❧ t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱
✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡
❛ s❧✐❣❤t s②st❡♠❛t✐❝ ♦✛s❡t ✐s ❡①♣❡❝t❛❜❧❡✳

❆♥♦t❤❡r ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡s ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
✇✐t❤ E = ~ωef ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤♦s❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥❡r❣② r❛♥❣❡ ❛r♦✉♥❞ E
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t = 230 ns

t = 80 ns

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❆❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ r❡❝t❛♥❣✉✲
❧❛r ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ✽✵ ♥s ❛♥❞
✷✸✵ ♥s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♥❛rr♦✇❡r ❢♦r ❧♦♥❣❡r
♣✉❧s❡s✳

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r❡❝❡ss✐♦♥
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωi

d = ωef − ωi
ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛♥ ❡❝❤♦✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

❬P❛r✵✹❪ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

∆E =
~

tj
⇔ ∆f =

1

2πtj
(j = 1, 2). ✭✸✳✺✹✮

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ s❤♦rt❡r t❤❡ ♣✉❧s❡✱ t❤❡ ❜r♦❛❞❡r ✐ts s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡
♠♦r❡ ✇✐❞❡❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❤✐❣❤❡r ❛r❡ t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ωi

d✳
❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❢❛st❡r ❞❡✲ ❛♥❞ r❡✲♣❤❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞
t❤✉s t♦ ❛ ♥❛rr♦✇❡r ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧② ❤♦❧❞s✱ t❤❡ ❜r♦❛❞❡r t❤❡ ♣✉❧s❡✱ t❤❡ ❜r♦❛❞❡r
t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ✐s
✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✹ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✻

♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣✉❧s❡s ✇✐t❤ ❞✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ✽✵ ♥s ❛♥❞ ✷✸✵ ♥s✳
■♥ ❛ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ ♣✉❧s❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❤♦rt ❞✉❡ t♦ t❤❡ r✐s❡
❛♥❞ ❢❛❧❧ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐s ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣♦rt❛♥t ✇❤❡♥ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤♦ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥
✹✳✸✳✸✳

✸✳✹ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s

❯♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♥s ❛♥❞ ♣❤♦♥♦♥s ✇❡r❡
♦♥❧② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❝❤♦

✻❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❋✉❦✽✶❪ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣✉❧s❡ ♦❢ ❞✉r❛t✐♦♥

tpulse✱ st❛rt✐♥❣ ❛t t = −tpulse/2 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

F (f) =
2

tpulse

tpulse/2∫

0

cos (2πf) dt =
sin (πftpulse)

πftpulse
. ✭✸✳✺✺✮



✸✳✹✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✹✸

s✐❣♥❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✈❡r② ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥ ✶✴✷ ❛♥❛❧♦❣②✱ ❇❧♦❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❇❧♦❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣✐♥ ✶✴✷ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s
T1 ❛♥❞ T2 t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❬❇❧♦✹✻❪✳ ❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
✐♥t♦ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ r♦t❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ω✱ ❛♥❞ tr❛♥s❧❛t✐♥❣ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ ✐t ❤♦❧❞s ❬❊♥s✾✺❪

dŜx(t)

dt
= − 1

T2
Ŝx(t)− (ω − ωts) Ŝy(t)

dŜy(t)

dt
= (ω − ωts) Ŝx(t)−

1

T2
Ŝy(t)−ΩRŜz(t) ✭✸✳✺✻✮

dŜz(t)

dt
= ΩRŜy(t)−

1

T1

(
Ŝz − Sth

z

)

✇✐t❤ t❤❡ ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥ ♦♣❡r❛t♦rs✼ Ŝx,y,z ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✲
✉❧❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ Sth

z ✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ T1 ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ t✐♠❡ ❛♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ s♣✐♥s ♥❡❡❞s t♦ r❡t✉r♥ t♦ ✐ts t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛❢t❡r ❛ ♣❡rt✉r✲
❜❛t✐♦♥✳ T2 ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss❡s
❞❡str♦②✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥
❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣r♦❝❡ss
❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ③ ✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆
tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥✢✉❡♥❝❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s♣✐♥s ✐♥ t❤❡ ①②✲♣❧❛♥❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ T2✳ T1 ❝❛♥
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❜② t❤r❡❡✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦❡s ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ st✐♠✉❧❛t❡❞
❡❝❤♦✮✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ t✇♦ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥
✭tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✮✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ❛r❡ s❤♦rt❧② ❛❞❞r❡ss❡❞✳

✸✳✹✳✶ ❖♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✮ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s
t❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛t ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T < 2K ❬❊sq✾✽❪✱ ✇❤❡♥
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s kBT . E✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❛t ❜❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ✈✐❛ s✐♥❣❧❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❤♦♥♦♥s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✸✳✶✺✳
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t T1 ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❬❏ä❝✼✻❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❬❊♥s✶✵❪ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣

✼Ŝx = 1
2
σ̂x, Ŝy = 1

2
σ̂y, Ŝz =

1
2
σ̂z



✹✹ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

Absorption Emission

W Wge eg

h h
E

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✬♦♥❡ ♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss✬✳
❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈✲
❡❧s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② s✐♥❣❧❡ t❤❡r♠❛❧ ♣❤♦♥♦♥s
♦❢ ❡♥❡r❣② E = ~ω✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❊♥s✶✵❪✳

s②st❡♠ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❧❡✈❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r Weg ✭❛♥❞ Wge✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❋❡r♠✐✬s
❣♦❧❞❡♥ r✉❧❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜②
t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦♥♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ~ω = E ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②

Wge =
2π

~
|〈Ψe|Ĥpert|Ψg〉|2D(E)f(E)δ(~ω = E). ✭✸✳✺✼✮

Ĥpert r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✸✱ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ t♦ ♣❤♦♥♦♥s ✇✐t❤ δ∆ = 2γẽ✳ ❚❤❡ t❡♥s♦r✐❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧
γ ❛♥❞ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ẽ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ D(E) ✐s t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥s ✐♥
t❤❡ ❉❡❜②❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ f(E) t❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
r❛t❡ T−1

1 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② T−1
1 = Wge + Weg✳ ❲❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ Weg t❤❡ ❇♦s❡✲❊✐♥st❡✐♥

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(E) ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② [1 + f(E)] t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
❡♠✐tt❡❞ ♣❤♦♥♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ t♦t❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

T−1
1 =

(
γ2l
v5l

+ 2
γ2t
v5t

)(
∆0

E

)2 E3

2πρ~4
coth

(
E

2kBT

)
✭✸✳✺✽✮

✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ s♦✉♥❞ v ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ρ✳ ❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣ts ✬❧✬ ❛♥❞ ✬t✬ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ♣❤♦♥♦♥ ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❋♦r ❛ ✜①❡❞ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣
E✱ t❤❡ (∆0/E)2 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✭∆ → 0 ⇒ ∆0/E → 1✮✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ coth (E/2kBT) ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ r✐s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r E ≤ kBT t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ coth (E/2kBT) ≈ T ❤♦❧❞s✱
s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡

T−1
1 ∝ T ✭✸✳✺✾✮

✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳
❆ ❞❡❝❛② ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② T1 ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❧❛✇ e−t/T1 ✇✐t❤ t = 2τ12✳ ❚❤✉s ❜②
r❡✇r✐t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✽ t♦

T−1
1 = T−1

1,min(E)

(
∆0

E

)2

, ✭✸✳✻✵✮

t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✜①❡❞ E ❛♥❞
∆0 t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

W1Phonon(2τ12) = e−2τ12T
−1
1,min(E)(∆0

E )
2

. ✭✸✳✻✶✮



✸✳✹✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✹✺

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ T−1
1,min ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝ ❞♦✉❜❧❡✲✇❡❧❧

♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇✐t❤ ∆ = 0 ❛♥❞ ∆0 = E ❬❊sq✾✽❪✳
❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❣❧❛ss s❛♠♣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✶ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ❚❤✉s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐♠♣❧❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧
❞❡❝❛② ✐♥ ❛ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ❞❡❝❛② ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼

✸✳✹✳✷ ❙♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥

❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ T−1
2 ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐s ✐♥

❣❡♥❡r❛❧ ❣✐✈❡♥ ❜② ❬P❤✐✽✶❪
1

T2
=

1

2T1
+

1

TΦ
, ✭✸✳✻✷✮

✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❡♠♦r② t✐♠❡ TΦ✳ ◆♦t ♦♥❧② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♣r❡❝❡s✲
s✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ①②✲♣❧❛♥❡ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❇✉t ❛❧s♦ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② T1✱
❝❛✉s❡ ✈✐❛ ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛ ❧♦ss ♦❢ ♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❝❡s✲
s✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧②✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❡♠♦r② t✐♠❡ TΦ✱ ❞♦♠✐♥❛t❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ T2 ≈ TΦ ❛♣♣❧✐❡s✳

❚❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ♠♦t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
♣❤❛s❡ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡✐❣❡♥❢r❡✲
q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤✉s ❜② ✐ts ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❆❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞
❜② ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ∆ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
✜❡❧❞✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥ ❛♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ♥♦ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ✐s ♣r❡s❡♥t✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
❛ t❤❡r♠❛❧ ♣❤♦♥♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡♥❡r❣② ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ T1
♣r♦❝❡ss✳ ❆ ❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ ♠❡❞✐❛t❡❞ ✈✐❛ ✈✐r✲
t✉❛❧ ♣❤♦♥♦♥s✱ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✶✾✼✺ ❜② ❆r♥♦❧❞ ❛♥❞ ❍✉♥❦❧✐♥❣❡r ❬❆r♥✼✺❪ ❞✉r✐♥❣
❛ ❤♦❧❡✲❜✉r♥✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❚❤❡② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛ str♦♥❣ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❡ ✐♥ t❤❡
❛❝♦✉st✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❧✐♥❡✇✐❞t❤✳
❆ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤❡♦r② ✇❛s
✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r s♣✐♥ ❡❝❤♦❡s ❜② ❬❑❧❛✻✷❪ ❛♥❞ ❧❛t❡r tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❡❝❤♦❡s ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s ❜② ❬❇❧❛✼✼❪✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ 0 < E/kB ≈ 1K ✐s ❛❜♦✉t 1017

t♦ 1018 ♣❡r ❝✉❜✐❝ ❝❡♥t✐♠❡t❡r ❬❊♥s✶✵❪✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ r❡s♦♥❛♥t❧② ❡①❝✐t❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 1012 ♣❡r ❝✉❜✐❝ ❝❡♥t✐♠❡t❡r ❬P❤✐✽✶❪✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥♦♥✲❡①❝✐t❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡
✐s s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❡✈❡r②



✹✻ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

A

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✻✿ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❆ r❡s♦♥❛♥t❧② ❡①✲
❝✐t❡❞ A✲s②st❡♠ ✭❜❧✉❡✮ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜②
♥♦♥✲❡①❝✐t❡❞ B✲s②st❡♠s ✭r❡❞✮✳ ❚❤❡ s♣r✐♥❣s
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ str❛✐♥
✜❡❧❞✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❊sq✾✽❪✳

❡①❝✐t❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✱ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛sA✲s②st❡♠✱ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧
♥♦♥✲❡①❝✐t❡❞ ♦♥❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ B✲s②st❡♠s✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✻✳ ❚❤❡ A✲s②st❡♠ ✭❜❧✉❡✮ ✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✈✐❛ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜②
t❤❡ s♣r✐♥❣s✮ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ B s②st❡♠s ✭r❡❞✮✳ ■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ B✲s②st❡♠s ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts ❡♥❡r❣② st❛t❡s✱ ✈✐❛ ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦r ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❤♦♥♦♥✱ t❤❡
str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✐♥ ✐ts ♣r♦①✐♠✐t② ✐s ❛❧t❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜②
❛ ♥❡❛r❜②A✲s②st❡♠ ❛♥❞ ❝❛✉s❡s ❛ s❤✐❢t ♦❢ ✐ts ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②∆ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ ✐ts ❡♥❡r❣②
s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐ts ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝② ωts ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡ A✲s②st❡♠ ❧♦s❡s ♣❤❛s❡
❝♦❤❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r r❡s♦♥❛♥t❧② ❡①❝✐t❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦❧❧❡❝t
t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ A✲s②st❡♠ ❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r
❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❊sq✾✽❪✱ t✇♦
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✶✵ ♥♠ ❛❧t❡r ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✬s ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❜②
❛❜♦✉t 20mK ≈̂ 0.4GHz✽✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r
tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ B✲s②st❡♠s ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝❛②s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s❤♦rt ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ♠❛✐♥❧②
❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❇❧❛✼✼❪✳ ▲✐❦❡ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ s♣✐♥ ✶✴✷ ❛♥❛❧♦❣② ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢
t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥s i ❛♥❞ j ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ĥspin↔spin =
∑

i>j

UijŜ
i
zŜ

j
z ✭✸✳✻✸✮

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡♥❡r❣② Uij ❞❡✜♥❡❞ ❛s

Uij = Cij

(
∆

E

)

i

(
∆

E

)

j

1

r3ij
. ✭✸✳✻✹✮

Cij r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ♦♥ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ γ ❛t s✐t❡ i ❛♥❞ j✳ ■♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❛❧✉❡

✽❋♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ❤♦❧❞s Eint =
γ2

ρv2
1
r3 ✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s

❢♦r t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② v ❛♥❞ ❞❡♥s✐t② ρ✳ ❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ γ ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶ ❡❱ ❬❊sq✾✽❪✳



✸✳✹✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✹✼

❢♦r γ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞✳ rij ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥ i ❛♥❞ j✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥
♦❢ t❤❡ A✲s②st❡♠ i s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② B✲s②st❡♠s j ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s (Ψg, Ψe) ✐s t❤✉s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ĥi
eff = Ei

eff Ŝ
i
z ✭✸✳✻✺✮

✇✐t❤
Ei

eff = Ei +
∑

i 6=j

UijŜ
j
z . ✭✸✳✻✻✮

■❢ Ŝj
z ✐s t✐♠❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r ❛❧❧ B✲s②st❡♠s ✭∂Ŝj

z/∂t = 0✮ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ t✐♠❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ Ei ♦❢ t❤❡ A✲s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ ✭t✐♠❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✮ s❤✐❢t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ Ei✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞ ✐s ❛ ✇✐❞❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳ ■❢ Ŝj

z ✐s t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭∂Ŝj
z/∂t 6= 0✮ t❤❡ s♣✐♥

✢✐♣s ♦❢ t❤❡ B✲s②st❡♠s ❝❛✉s❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ Ei
eff(t) ♦❢ t❤❡ A✲s②st❡♠

✇✐t❤ t✐♠❡✳ ■t ✇✐❧❧ ❞r✐❢t ❛✇❛② ❢r♦♠ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ Ei
eff(0) = ~ω0 t♦ Ei

eff(t) = ~ω ✐♥
t❤❡ t✐♠❡ t✳
■♥ ❛ ❧❡♥❣t❤② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❇❧❛✼✼❪✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ♦♥t♦ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■♥
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❦❡r♥❡❧ D(ω − ω0, t)✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❛t Ei

eff = ~ω ❛t t✐♠❡ t✱ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚❤❡r❡❜② ✐t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t B✲
s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥ ✢✐♣
s♦✲❝❛❧❧❡❞ t❤❡r♠❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ E ≈ kBT ✳ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ t♦♦ ❧❛r❣❡ ❡♥❡r❣②
s♣❧✐tt✐♥❣ ❛r❡ ❢r♦③❡♥ ✐♥ t❤❡✐r ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❧② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s t❤❛t
✇❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦❞❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✢✐♣s ✉♥t✐❧ t❤❡ t✐♠❡ t ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ✢✐♣s ♦❢ t❤❡ B✲s②st❡♠s ✐s t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ ❧✐♠✐t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ12 ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
s❤♦rt❡st T1 ♦❢ t❤❡ B✲s②st❡♠s ✭τ12 ≪ TB

1,min✮✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥
❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

WspecDiff,st(2τ12) = e
−
(

2τ12
T2

)2

= e−mst(T,
∆
E
)τ212 ✭✸✳✻✼✮

✇✐t❤
mst(T,

∆

E
) =

∆

E
m(T ) ∝ ∆

E
T 4 ✭✸✳✻✽✮

❬❇❧❛✼✼✱ ❊♥s✾✻❜✱ ❋✐❝✶✸❪✳ ❚❤❡ ∆/E ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ m s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ∆ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝❛②s
❢❛st ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❙②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤∆→ 0

❛r❡ ❛❧♠♦st ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ str♦♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
mst ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ♣❤♦♥♦♥s ✇✐t❤ r✐s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❚❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❡♠♦r② t✐♠❡ TΦ ≈ T2 s❤♦✇s ❛

T2 ∝ T−2 ✭✸✳✻✾✮

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❬❇❧❛✼✼✱ ❊♥s✾✻❜❪✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ ❢♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ❞♦✇♥ t♦ ❛❜♦✉t ✶✸♠❑ ❬❊♥s✾✻❛❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢



✹✽ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ❇❑✼ ❝❛♥ ❜❡
✇❡❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥
❬❊♥s✾✻❜❪✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✼✱ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❡❝❤♦ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳
❉✉r✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s st✉❞✐❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛②
♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❛ s✉♠♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✲
✐♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t ●❛✉ss✐❛♥ ❧✐❦❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞s s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✇❛s ✜rst ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss
❙✉♣r❛s✐❧ ■ ❬❊♥s✾✻❜❪✳

❊st✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ B✲s②st❡♠s TB
1,min ✈❛r②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❛❝♦✉s✲

t✐❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ B✲s②st❡♠s TB
1,min ✐♥ ✈✐tr❡♦✉s s✐❧✐❝❛ ❛t

✶✵♠❑ ✐s ❛❜♦✉t ✺♠s✱ ❜✉t ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ②✐❡❧❞❡❞ s✐❣♥✐✜✲
❝❛♥t❧② s❤♦rt❡r t✐♠❡s ❬❊♥s✵✷❜❪✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ TB

1,min ✐♥ ❬❇❧❛✼✼❪ ②✐❡❧❞s ✾✾➭s ❛t
✷✵♠❑ ❢♦r t❤❡r♠❛❧ B✲s②st❡♠s✳ ❚♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢
t❤❡r♠❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❞❡❝r❡❛s❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ T−3 ❬❇❧❛✼✼✱ ❊sq✾✽❪✳✾ ❍♦✇❡✈❡r✱
♠♦st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦❢ ✶✵♠❑ ❛♥❞ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ 2τ12 < 100 ➭s✳ ❚❤✉s t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ ❧✐♠✐t
s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

■♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t✐♠❡ r❡❣✐♠❡✱ ❛❢t❡r t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ ❧✐♠✐t✱ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢❛❧❧s
♠♦r❡ s❧♦✇❧②✳ ■t ❤♦❧❞s

WspecDiff,it(2τ12) = e
− 2τ12

T2 = e−
3√πmit(T )∆

E
TB
1,min(T )τ12 ✭✸✳✼✵✮

❬❇❧❛✼✼✱ ❍✉✼✹✱ ❊♥s✾✻❜❪✳ ■♥ t❤✐s ❧✐♠✐t t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❡♠♦r② t✐♠❡ T2 s❤♦✇s ❛ T−1 ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ❬❊♥s✾✻❜❪✳ ❆♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❜✉t ✐s ♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ ❤❡r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✉s❡❞
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡
s❤♦rt t✐♠❡ ❧✐♠✐t✱ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② t❤❡ ❞❡❝❛②s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧
❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦✈❡r t❤❡

✾❚❤❡ T−3 ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✽ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❛ss✉♠♣✲

t✐♦♥ E ≈ ∆0 ≈ kBT ✳ ❙❡tt✐♥❣ E ≈ ∆0 ✭⇒ ∆ ≈ 0✮ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ 1/∆2
0 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ T1 ✇❤❡r❡❜②

t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✢✐♣ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t❧② ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✮ ❬❊sq✾✽❪✳



✸✳✹✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✹✾
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Spectral diffusion

Combination

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✼✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ12 ❢♦r ❛♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❢♦❧❧✇✐♥❣
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✸✳✷✳✸✳ ■♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥❧② t❤❡ ♦♥❡✲
♣❤♦♥♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥
t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ ❧✐♠✐t ♦r ❜♦t❤ ✇❡r❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡
❡❝❤♦ ❞❡❝❛②✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
T1,min ♦❢ ✷✷✵➭s ❛♥❞ m = 10 · 109 1/s2 ⇒
T2,min =

√
4m−1 = 20 ➭s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠♦✲

t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❋✐❝✶✸❪
❢♦r t❤❡ ❣❧❛ss ◆✲❇❑✼✳

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

A(τ12) ∝
∫
AEcho,tsP (E, q)W1PhononWspecDiff,stdq ✭✸✳✼✶✮

= A0

1∫

0

√
1− q2

4 1

1− q2
e−2τ12T

−1
1 (T−1

1,min,q)e−mqτ212dq

■♥ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ∆0/E =
√
1− q2 ✇❛s ✉s❡❞ t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r A0 ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ q ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ■♥ t❤❡
❝✉r✈❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s❡t t♦ ♦♥❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥♦ ♠❛①✐♠❛❧
✈❛❧✉❡ ❢♦r q ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❢♦r
q → 1✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✶✵✳
❋♦r t❤❡ ✉s❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❝❛♣t✐♦♥✮ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ❞❡❝❛②✳

✸✳✹✳✸ ❋✉rt❤❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❤❡r❡ ❧✐st❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❡✐t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t ❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♥♦t
r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♦r t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥t♦ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✇❡❛❦ ❛t t❤❡ ✉s❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♠♦r❡ ❛♥ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❋♦r
❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤ts r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ◆♦t❡✱ t❤❛t t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡
❝♦♠♣❧❡t❡✳

✶✵❲♦❧❢r❛♠ ❘❡s❡❛r❝❤ ■♥❝✳✱ ❚❤❡ ❲♦❧❢r❛♠ ❈❡♥tr❡✱ ▲♦✇❡r ❘♦❛❞✱ ▲♦♥❣ ❍❛♥❜♦r♦✉❣❤ ❖①❢♦r❞s❤✐r❡

❖❳✷✾ ✽❋❉✱ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠



✺✵ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

❙♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s

❯s✐♥❣ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ t❤❡ A✲s②st❡♠ ❝❛♥ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s✉r✲
r♦✉♥❞✐♥❣ B✲s②st❡♠s✱ ✐❢ t❤❡② ❝❛rr② ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ ✈✐❛ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢
✈✐rt✉❛❧ ♣❤♦♥♦♥s ❬❊sq✾✽❪✳ ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ B✲s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ A✲s②st❡♠ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ A✲s②st❡♠s ❡♥❡r❣②
s♣❧✐tt✐♥❣ E ❛♥❞ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ωts✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧②✱ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝❛rr②✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝
❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛r❡ ❛ s✉❜✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❛❧❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❬❊sq✾✽❪ t♦ t❤❡ ❡❧❛st✐❝
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ T2 ✇❤❡♥
✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❛ s❡t✳

❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ♣❤♦♥♦♥s

■♥ ❬❇✉r✶✸❪ ❛♥❞ ❬❋✐❝✶✸❪ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❛t ❧❛r❣❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ◆✲❇❑✼ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ s✉❜✲❡♥s❡♠❜❧❡
♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ✈❡r② ✇❡❛❦
❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ♣❤♦♥♦♥s✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤✐s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ γ✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ●❛✉ss✐❛♥ ❧✐❦❡ ✇✐t❤
❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ t❛❦❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭x→ 0✮ ❛♥❞ t❤✉s ✈❡r② ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ♣❤♦♥♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❆ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✽✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s t♦ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✭❡✳❣✳ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥
✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✮✱ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✮ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✮✳ ❲✐t❤♦✉t t❤✐s t❤❡♦r② ❛ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✉❜✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ✇❡❛❦❧②
✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡ ❛t ✈❡r②
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✽✿ P❧♦t ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ F (x) ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ x = |γi|/γ0 ✇✐t❤ γ0 ❜❡✐♥❣
t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ ✬st❛♥❞❛r❞✬
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t s❤♦✇s t❤❡
s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x s❡♠✐✲
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧②✳ P❧♦t t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❋✐❝✶✸❪✳



✸✳✹✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✺✶

❧❛r❣❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ♥♦t
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳

❉✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s

❚❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❡s♦♥❛♥t t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❇❧❛✼✼❪ ❛♥❞
❬❋✐❝✶✸❪✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ♦♥❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❡①❝✐t❡❞ ♦r ❞❡❡①❝✐t❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
st❛t❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ♥❡❛r❜② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✈✐❛ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣❤♦♥♦♥✳ ❆
s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✾✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✾✿ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❡s♦♥❛♥t t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
✈✐❛ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡
s♣r✐♥❣✮✳ ❖♥❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡s
✐ts st❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦r ❞❡❡①✲
❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛✲
t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✈✐❛ ❛ ✈✐rt✉❛❧
♣❤♦♥♦♥✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ i ❛♥❞
j ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ĥflip−flop,ij = KijŜ
i
xŜ

j
x with Kij ∝

1

r3ij
✭✸✳✼✷✮

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t Kij s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✹✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❞❡♥s✐t② ♦❢ r❡s♦♥❛♥t t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧♦✇✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✐s ✈❡r② ✇❡❛❦✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ r❡s♦♥❛♥t s②st❡♠s ✐♥ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶➭♠✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✶✴r3ij
❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t Kij t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳

❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐t ✇❛s ❛r❣✉❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❡s♦♥❛♥t t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧② s♠❛❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛♥t ♣❛✐rs ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❧❡✈❛♥t ❛t ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❇✉r✾✽❪✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❝♦✉♣❧❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ ✐♥ ❞❡❢❡❝t
s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦❢ s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✉s✐♥❣ ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ q✉❜✐t ❬▲✐s✶✺❪✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛ s❤♦rt ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥t♦
t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ❣✐✈❡♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❊sq✾✽❪✳

■♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡♦r② t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡✱ ❛s ✐♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r②✱
♥♦ ❧♦♥❣❡r tr❡❛t❡❞ ❛s ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣



✺✷ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

s②st❡♠ i ❛♥❞ j ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✸ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❡♥❡r❣②

Uij = ±U0

r3ij
. ✭✸✳✼✸✮

❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ U0 ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❢♦r ❛❧❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭str❛✐♥ ♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✳
■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t✇♦ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✶ ❛♥❞
✷✱ ❝❛♥ ❢♦r♠ ❛ r❡s♦♥❛♥t ♣❛✐r ✐♥ ❛ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✢✐♣✲✢♦♣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✶✶ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✿

❼ ❚❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞
❢♦r ♦♥❡ ❝♦❤❡r❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛✐r ✭∆0,pair < ~T−1

1 ✮✳ ■❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ❞❡❝❛②s ❡❛r❧✐❡r t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❞❡str♦②❡❞✳

❼ ❲✐t❤✐♥ ❛ ❝✉t♦✛ r❛❞✐✉s Rc ❛r♦✉♥❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✶ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t✉♥✲
♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✭t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✷✮ ❡①✐sts ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✐t ❝❛♥ ❝♦✉♣❧❡ r❡s♦♥❛♥t❧②✳
❋♦r t❤❡r♠❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✭E,∆0 ≈ kBT ✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s
♣r♦❝❡ss✱ ✐t ❤♦❧❞s

Rc ∝
1

T
. ✭✸✳✼✹✮

❚❤✉s t❤❡ ❝✉t♦✛ r❛❞✐✉s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦t❤❡r t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠
✇✐t❤✐♥ Rc ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ P0U0✱ ✇✐t❤ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❞❡♥s✐t② P0 ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥
✸✳✷✳✸✳ ❙✐♥❝❡ P0U0 ≈ 10−3 ≪ 1 ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ ❦♥♦✇♥ ❣❧❛ss❡s ❬❇✉r✾✽❪✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t♦ ✜♥❞ ❛ r❡s♦♥❛♥t ♣❛rt♥❡r ✐s ✈❡r② ❧♦✇✳ ❚❤✉s ❡✈❡r② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡s ❛t
♠♦st ✐♥ ♦♥❡ ♣❛✐r✳
❆ ❢♦r♠❡❞ r❡s♦♥❛♥t ♣❛✐r ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ✬♥❡✇✬ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr②
❡♥❡r❣② ∆pair ❛♥❞ t✉♥♥❡❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ∆0,pair✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❛✐rs ②✐❡❧❞s

Ppair(∆pair, ∆0,pair) ≈ (P0kBT )(P0U0)
1

∆2
0,pair

. ✭✸✳✼✺✮

❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ str♦♥❣❡r s✐♥❣✉❧❛r✐t② ❢♦r s♠❛❧❧ t✉♥♥❡❧ s♣❧✐tt✐♥❣s t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✶✷✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ❢♦r ∆0,pair < kBT (P0U0) t♦ ❛
❧❛r❣❡r ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ✢✐♣✲✢♦♣ ♣❛✐rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐s♦❧❛t❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳

✶✶❋❧✐♣✲✢♦♣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ ✐ts ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡

✐♥ ✐ts ❡①❝✐t❡❞✳ ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ❧❡❛❞s t♦ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣②

✐s t❤❡r❡❜② tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈✐❛ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣❤♦♥♦♥ ♦r ♣❤♦t♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡

✜❣✉r❡ ✸✳✶✾✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣❛✐r ❤❛s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ s♣✐♥s✱ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s | ↑↑ 〉✱
| ↑↓ 〉✱ | ↓↑ 〉✱ | ↓↓ 〉✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧s | ↑↑ 〉 ❛♥❞ | ↓↓ 〉 ❛r❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✢✐♣✲✢♦♣

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭| ↑↓ 〉✱ | ↓↑ 〉✮ ❛♥❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② t♦ t❤❡♠✳
✶✷❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✼ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ t♦✿

P (∆,∆0) =
P0

∆0



✸✳✹✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✺✸

❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛t ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❧♦✇✲❡♥❡r❣② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ✢✐♣✲
✢♦♣ ♣❛✐rs✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡✐r ❤✐❣❤ ❞❡♥s✐t②✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐s♦❧❛t❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱
❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛✐rs✳
■♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ t❤❡ ♣❛✐rs ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❡✛❡❝t✐✈❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❜❡❢♦r❡ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✸ ❛♥❞ ✸✳✼✸✮✳
❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛♥t
♣❛✐rs✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❧✉st❡rs✱ ✇❤♦s❡ ♦❝❝✉r❛♥❝❡ ❡♥❛❜❧❡s ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳

❼ ❚❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❛✐rs ∆0,pair ✐s s♠❛❧❧❡r ♦r ❡q✉❛❧ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ♣❛✐rs ∆∗✳

❼ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs R∗ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝✉t♦✛ r❛❞✐✉s Rc✳

❋r♦♠ t❤❡ ❧❛st r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞
❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ t♦ ❜❡

T∗ ≈
1

kB

√
v3~3

U0

(P0U0) ✭✸✳✼✻✮

✇✐t❤ t❤❡ s♦✉♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② v✳

❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧
r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✱ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ r❡s♦♥❛♥t ♣❛✐rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜r❡❛❦✐♥❣ ❛♥❞ r❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛✐rs
❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✭✐❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝❛rr② ❡❧❡❝tr✐❝
❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✮ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ A✲s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡
s❝❛❧❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ♣❤♦♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭∝ TB

1,min✮ ❜✉t
❜② ❞✐✛✉s✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤✉s t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧
r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ T2,pair ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

1

T pair
2

≈ ∆∗
~

∝ kBT (P0U0)
2

~
= bT with b ≈ 106

1

sK
. ✭✸✳✼✼✮

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s ❧✐♥❡❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝
♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✾✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❛t ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡s t❤❡ ❞❡✲♣❤❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ A✲s②st❡♠s ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❧✉st❡rs ❛✛❡❝t t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❧✉st❡r ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s
❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ A✲s②st❡♠s✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥t♦ t❤❡ ❞❡✲♣❤❛s✐♥❣ t❤❡s❡
r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❛❧s♦ st✐♠✉❧❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ A✲s②st❡♠s✳ ❋♦r t❤❡r♠❛❧
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐t ❤♦❧❞s

1

T pair
1,th

≈ 10kBT

~
(P0U0)

3. ✭✸✳✼✽✮



✺✹ ✸✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s

A

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✵✿ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s
♦♥t♦ ❛♥ A✲s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s ✐❧❧✉s✲
tr❛t❡ r❡s♦♥❛♥t ♣❛✐rs ❛♥❞ t❤❡ s♣r✐♥❣s t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
❛♥❞ r❡s♦♥❛♥t ♣❛✐rs✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
❬❊sq✾✽❪✳

❚❤✐s ❧✐♥❡❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞♦♠✐♥❛t❡s ❛t ✈❡r② ❧♦✇
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ t❤❡r♠❛❧
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✽✮✳

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❧✉st❡r ♦❢ r❡s♦♥❛♥t ♣❛✐rs ♦♥t♦ ❛♥ A✲s②st❡♠✱ ❡①❝✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡❝❤♦
s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✵✳

■♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ◆✲
❇❑✼ ✉♣ t♦ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ T−1

2 ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❛❜♦✉t ✷✽♠❑ ❢r♦♠ T−1
2 ∝ T 2✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦

s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r②✱ t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞
t♦ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤♦s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❞❡❝❛② ❝❛♥ ❜❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❬❇✉r✶✸✱ ❋✐❝✶✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞♦✇♥ t♦ ❡✈❡♥ ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
✭T < 7.5♠❑✮ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❛t ❛♥♦t❤❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ ❝♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s s❤♦rt❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❬❋✐❝✶✸❪✳



✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡

♠♦♠❡♥ts

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ t♦
❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✐s ❝♦♥✈❡②❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❋✐rst ❛ ❜r✐❡❢
♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦✲
♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐s ❣✐✈❡♥✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s
❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② s❝❛❧❡s✳ ■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡
t✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❛♥❞
❜❡t✇❡❡♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✹✳✶ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ❣❧❛ss❡s

■♥ ✶✾✾✽✱ ❬❙tr✾✽❪ r❡♣♦rt❡❞ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ❆❧❜❛s✐ ✭❇❛❖✲Al2O3✲SiO2✮ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✺✳✽✹♠❑
❛♥❞ ✵✳✼✷♠❑ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✉♣ t♦ ✶✵➭❚✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤✐s ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛s ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts ♥♦ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ q✉❛rt③ ❣❧❛ss ❙✉♣r❛s✐❧ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❣❧❛ss❡s
✉♣ t♦ ✻❚ ❬❘❡✐✽✻❪✱ ✾❚ ❬❲✐❡✽✼❪ ❛♥❞ ✷✵❚ ❬P❡♥✾✺❪ s✉♣♣♦rt❡❞ t❤✐s ♣♦st✉❧❛t❡ ❞♦✇♥ t♦
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ ✹♠❑ ❬❲✐❡✽✼❪ ❛♥❞ ✶✻♠❑ ❬P❡♥✾✺❪✳ ▲❛t❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ♣✉❜❧✐s❤❡❞
✐♥ ❬❙tr✵✵❪✱ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ❆❧❜❛s✐ ✐s ♥♦t ❧✐♠✲
✐t❡❞ t♦ s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛♥❞ ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡② ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ❇❛❖✲Al2O3✲SiO2✳
❚♦♣✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤
t✐♠❡✳ ❇♦tt♦♠✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢
✶✳✽✺♠❑✳ P❧♦t t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❙tr✾✽❪✳

✺✺



✺✻ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ✉♣ t♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵✵♠❚ ❛♥❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ ❝✐r❝❛ ✽✵♠❑✳
❆❢t❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝
❣❧❛ss❡s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ ✐t ✇❛s q✉✐❝❦❧② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ❣❧❛ss❡s ❛♥❞
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ■♥ ❬❲♦❤✵✶❜❪ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ◆✲❇❑✼ ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ❛♥❞ ❬▲✉❞✵✷❪ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❆❧❜❛s✐✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❉✉r❛♥ ❡①❤✐❜✐t❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❬▲✉❞✵✸❪✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✶✳ ❆t s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛t ❧❛r❣❡r ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ t❡♥❞ t♦
❧❡✈❡❧ ♦✛✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ s❤♦✇s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥
❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥✲
♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛❧s♦ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝t ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱
s✐♥❝❡ ✐♥ ❡❝❤♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥❧② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❬❊♥s✵✷❜❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
♦♥ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s ❇❑✼✱ ❉✉r❛♥ ❛♥❞
❆❧❜❛s✐ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛rt③
❣❧❛ss ❙✉♣r❛s✐❧ ■✳ ❉❛t❛ ✜rst ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥
❬▲✉❞✵✸❪✳ ❋♦r t❤❡ s❤♦✇♥ ♣❧♦t t❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s
❞✐❣✐t✐③❡❞ ❢r♦♠ ❬❇❛③✵✽❪✳

■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✈❛r✐♦✉s t❤❡♦r✐❡s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❙❤♦rt
s✉♠♠❛r✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡♦r✐❡s ❝❛♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❲♦❤✵✶❜✱ ▲✉❞✵✸❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❣❧❛ss❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡♦r②✱
❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❲ür✵✷❪✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✐s s❤♦rt❧② s✉♠✲
♠❛r✐③❡❞✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳

❆ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝❛rr② ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦♥❧② ♦♥❡ ❛t♦♠ ✐s

✶❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❆✳ ❋❧❡✐s❝❤♠❛♥♥✱ t❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬▲✉❞✵✸❪ ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤✐❢t❡❞ ❛♥❞ s❝❛❧❡❞ ❢♦r

❛ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝t✳ ❋♦r ❧❛t❡r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t❤❡ ✉♥s❤✐❢t❡❞ ❞❛t❛ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬❇❛③✵✽❪✳



✹✳✶✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ❣❧❛ss❡s ✺✼

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❝♦✉♣❧❡s t♦ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛t♦♠ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞
♥❡❛r❜② ❝❤❛r❣❡s✳ ❚❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡s ❛ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✬s ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ st❛t❡s✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥ ❛t♦♠ ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ✜♥❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ✐ts t✇♦ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✐♥t♦ t✇♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ts ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡✳ ■♥ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ t✇♦ ✇❡❧❧s ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✉s✉❛❧❧② ❞✐✛❡r ✐♥ s✐③❡ ❛♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ st❛t❡
♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡
✇✐t❤ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ■❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❧✐❢ts ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s ❛♥❞ s❤✐❢ts t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ✜♥❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✬s
❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠✐①✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❧❡✈❡❧s ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡❝❤♦
s❡q✉❡♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t♦r② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❆t ❧❛r❣❡r ✜❡❧❞s
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛❧✐❣♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡
♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦♥ t✇♦✲❧❡✈❡❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠ ✐s r❡❝♦✈❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s❛t✉r❛t❡s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡
❢❛❝t✱ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ t❤r❡❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s ◆✲❇❑✼✱ ❉✉r❛♥ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐✱ ✇❤✐❝❤
s❤♦✇ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❝♦♥t❛✐♥ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛rr② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ❲❤❡r❡❛s ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ✐s ❢r❡❡ ❢r♦♠ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts✳

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✇❡r❡
♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❬❇r❛✵✹❜❪ ❛♥❞ ❬◆❛❣✵✹❪✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✵✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ❞❡✉t❡r❛t❡❞ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✽✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ ●❧②❝❡r♦❧✲❞✵ ❛♥❞ ●❧②❝❡r♦❧✲❞✽✳ ❚❤❡
❝✉r✈❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦❢ ✶✸✳✹♠❑✱ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢
✸✳✺ ➭s ❛♥❞ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
♦❢ ✶●❍③✳ ❉❛t❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬◆❛❣✵✹❪✳



✺✽ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
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Glycerol-d0, 21.2 mK

Glycerol-d8, 21.2 mK

Glycerol-d8, 13.4 mK

Glycerol-d8, 13.4 mK

B = 46 mT

B = 0 mT

B = 0 mT
B = 0 mT

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡ ♦❢ ❞❡✉t❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ❣❧②❝✲
❡r♦❧ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞s✳ ❉❛t❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬◆❛❣✵✹❪✳

❜② t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ✐s♦t♦♣❡ ❞❡✉t❡r✐✉♠✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
✜❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❆s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts s❤♦✇s ❛ str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ❣❧②❝❡r♦❧
s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡❧② ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✽ ❝✉r✈❡
❛t ❤✐❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r②✱ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳ ❚❤✐s ✐s♦t♦♣❡ ❡✛❡❝t
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧✱ s✐♥❝❡ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ t②♣❡ ♦❢
❛t♦♠ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥♦t❤❡r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐♣ ❛r♦✉♥❞ ✵♠❚ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢
❣❧②❝❡r♦❧✲❞✵ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥
♥✉❝❧❡✐✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦rt❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❡✛❡❝t✱ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❣❧②❝❡r♦❧✲
❞✽✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✵✳ ❚❤✐s ❜❡❛t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣r❡ss❡❞
❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✮✳ ❆♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥
❢♦r t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✮✳

❆❜♦✈❡ ♦✉t❧✐♥❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♥❡❡❞s t♦
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❝t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❣❧❛ss❡s ❛t ❧♦✇
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❆ ❝❧♦s❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
♦♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❚❤❡ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s✱ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡s✱ ❛r❡ ❝♦♥✈❡②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✷ ◆✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ✐s ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡✈✐❡✇s ❬❙♠✐✼✶✱ ❙✉✐✵✻❪✳ ◆✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ ❛
s♣✐♥ I > 1/2 ❤❛✈❡ ♥♦t ♦♥❧② ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜✉t ❛❧s♦ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ q✉❛❞r✉✲



✹✳✷✳ ◆✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✺✾

Δ

F

+

+

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
❛ ♣r♦❧❛t❡ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦✲
♠❡♥t ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛✲
❞✐❡♥t ~∇~F ✳ ❚❤❡ t✇♦ ♦♣♣♦s❡❞ ❞✐♣♦❧❡s ♣r❡✲
❝❡ss ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ✜❡❧❞
❣r❛❞✐❡♥t✳

♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡✉s ❤❛s ♥♦t ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❝❤❛r❣❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦✲
♠❡♥t ◗ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✈✐❛

eQ =

∫
ρn

(
3z2n − r2n

)
dr3. ✭✹✳✶✮

❍❡r❡ ρn r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝❤❛r❣❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ dr3✱ e t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
❝❤❛r❣❡✱ zn t❤❡ ❛①✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛①✐❛❧ s②♠♠❡tr②✱ ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥✱ ❛♥❞ rn ❞❡♣✐❝ts t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❋♦r ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ ■
≤ 1/2 ❤♦❧❞s zn = rn✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❤❛s ♥♦ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r
♠♦♠❡♥t✳ ❋♦r t❤♦s❡ ♥♦t ❜❡✐♥❣ s♣❤❡r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ t❤❡ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ♣r♦❧❛t❡
♦r ♦❜❧❛t❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❯s✉❛❧❧②✱ ◗ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❜❛r♥✿ 1 barn =̂ 10−24 cm2✳
■♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t
❝❛♥ ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞ ❜② t✇♦ ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧ ❞✐♣♦❧❡s ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✮✳ ■❢ ❛ ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ ❛
♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐s ❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❛ s♦❧✐❞✱ ❛t ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ✜❡❧❞s ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ ❝✉❜✐❝ ✐♦♥✐❝ ❝r②st❛❧✮ ♦r ❛t ✇❤✐❝❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ✐s ♣r❡s❡♥t✱ ♥♦ ✐♠♣❛❝t ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜❡❧❞
✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ t❤❡ t♦rq✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✬❞✐♣♦❧❡s✬ ✇✐❧❧
❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜✉t ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡t ❡✛❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐♥ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t t❤❡ t♦rq✉❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ✬❞✐♣♦❧❡s✬ ❞✐✛❡rs ❛♥❞
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ t♦rq✉❡✳ ❚❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ t♦rq✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❣r❛❞✐❡♥t✱ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣r❡❝❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✳
❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t r❡s✉❧ts
✐♥ ❛ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝❛❧❧❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦r r❡s♦♥❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ~∇~F ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧
❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❱✱

~∇~F = − ∂2V

∂rj∂rk

∣∣∣∣
nucleus

=: Vjk ✭✹✳✷✮

✇✐t❤ {ri} = {x, y, z}✳ ❇② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡t ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❛①❡s✱ ❦♥♦✇♥ ❛s
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ~∇~F = Vxx + Vyy + Vzz✳



✻✵ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

■❢ ❢✉rt❤❡r |Vzz| ≥ |Vxx| ≥ |Vyy| ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
♥✉❝❧❡✉s ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ∆V = 0 ❤♦❧❞s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

eq := Vzz ✭✹✳✸✮

η :=
Vxx − Vyy

Vzz
. ✭✹✳✹✮

❡q ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❞❡✜♥❡s ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥✳ ❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r η ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡
♥✉♠❜❡r✱ 0 ≤ η ≤ 1✱ ❛♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✬s ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠
❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s②♠♠❡tr②✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t
❝❛♥ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②
t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❬❆❜r✻✶❪

ĤQ =
e2qQ

4I(2I − 1)

[
3Î2z − I(I + 1) +

1

2
η(Î2+ + Î2−)

]
. ✭✹✳✺✮

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ■ ✐s t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ Îz t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r
♦❢ t❤❡ ③ ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ❛♥❞ Î± = Îx ± iÎy✱ ✇✐t❤ Îx✱ Îy ❜❡✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥
♦♣❡r❛t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ① ✲ ❛♥❞ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t

CQ =
e2qQ

h
, ✭✹✳✻✮

✇❤❡r❡ ❤ ✐s P❧❛♥❝❦✬s ❝♦♥st❛♥t✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❢❛❝t♦r η ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥✉❝❧❡✉s ♦r ♥✉❝❧❡✐✳ ❚❤✐s ✐s
✇❤② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧ s❝✐❡♥❝❡ t♦ st✉❞② t❤❡ str✉❝✲
t✉r❡ ♦❢ ♠❛tt❡r✳ ❋♦r ❢✉rt❤❡r r❡❛❞✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❣❧❛ss str✉❝t✉r❡s ❬❱♦❣✾✷✱ ❙❝❤✾✶❪ ❛r❡
r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛①✐❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✭η = 0✮ t❤❡ q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ Îz ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛♥t✉♠
♥✉♠❜❡rs m = −I, −I + 1, ..., I − 1, I✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ 2I + 1 ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✳ ❋♦r t❤❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ ♠ ✐s ❛ ❣♦♦❞ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ r✉❧❡s ∆m = 0,±1 ❛r❡ ✈❛❧✐❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s

νm,m±1 = νQ|(2m± 1)| with |m|, |m± 1| ≤ I ✭✹✳✼✮

✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② νQ

νQ =
3CQ

4I(2I − 1)
. ✭✹✳✽✮



✹✳✷✳ ◆✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✻✶

❋♦r η 6= 0 t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❢♦r I = 1 ❛♥❞ I = 3/2✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

I = 1 : ν0 =
2

3
ηνQ; ν± = νQ(1±

η

3
) ✭✹✳✾✮

I =
3

2
: ν = 2νQ(1 +

η2

3
)
1
2 . ✭✹✳✶✵✮

❋♦r ♦t❤❡r ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠♦r❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s t❤❛♥ ♦♥❧② ∆m = 0,±1 ❛r❡
❛❧❧♦✇❡❞✱ ❜✉t ♠❛♥② ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ P♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢♦r I = 5/2, 7/2, 9/2

❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❙✉✐✵✻❪✳

■♥ t❛❜❧❡ ❆✳✶ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts CQ ❛♥❞ s♣❧✐tt✐♥❣s νQ ❛r❡
❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ✐s♦t♦♣❡s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st✉❞✐❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧
✐s ❛❧✇❛②s ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥✲
✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣
s✐t✉❛t✐♦♥ ♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❧❡❛❞ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤✉s ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝✲
t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛r②✐♥❣ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧②
❜r♦❛❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ❛
❝r②st❛❧❧✐♥❡ st❛t❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✐s♦t♦♣❡s ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ❤♦✇ t❤❡②
❛r❡ ❡①❛❝t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❧❛ss ♠❛tr✐① ✭❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
♦①✐❞❡s ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮✳ ❚❤✉s ✐❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
♠❛t❡r✐❛❧ ❛s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐t ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ ❞r❛✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t
t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢♦r t❤♦s❡ s❛♠♣❧❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❧✐st❡❞ ✈❛❧✉❡s ❝♦♥✈❡② ❛♥
♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✐♥♦r❣❛♥✐❝
❣❧❛ss❡s✱ ♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦♥❡s✳ ■♥ t❤♦s❡ s❛♠♣❧❡s t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡
✉s✉❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳

✹✳✷✳✶ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝ts

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢
❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❡①✐sts ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭◆▼❘✮✱ ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ st✉❞② tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦r r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♣✉r❡ ♦r ③❡r♦✲✜❡❧❞ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭◆◗❘✮✳
■❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✐t ❝♦✉♣❧❡s t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❩❡❡♠❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧✐❢ts ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s ❛♥❞ s❤✐❢ts t❤❡
♥✉❝❧❡❛r ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
❬❆❜r✻✶❪

ĤZee = −γgy~ ~B~̂I, ✭✹✳✶✶✮



✻✷ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

E

m = -1/2

m = +1/2

m = -3/2

m = +3/2

B = 0 increasing B

EQ

EZee

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s♣❧✐tt✐♥❣
♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ s♣✐♥ I = 3/2 ❛♥❞ η = 0✳

✇✐t❤ t❤❡ ❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛t✐♦ γgy✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✈❡❝t♦r ~B ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥

♦♣❡r❛t♦r ~̂I✳ ❚❤❡ ❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ t❛❜❧❡ ❆✳✶✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡
❩❡❡♠❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ s♠❛❧❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦r✱ ✐❢ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
❩❡❡♠❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤✐♥ ❛ s♦❧✐❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✐♥t❡r♥❛❧
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♥❡❛r❜② ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ♦t❤❡r ❛t♦♠s ♦r t❤❡ ♦✇♥
❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧✳ ❚❤♦s❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② str♦♥❣ ❢♦r ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ ❛t♦♠s ❛♥❞ ❝❛♥
❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

✹✳✸ ❚✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t✇♦✲♣✉❧s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❣❡♥✲
❡r❛❧ t❤❡♦r② ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡
t❤❡② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥♦t❤❡r ❡✛❡❝t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❛t♦♠s✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❞✐♣♦❧❡ ❡✛❡❝t✱ ✐s s❤♦rt❧② ❛❞❞r❡ss❡❞✳

✹✳✸✳✶ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s

❚❤❡ t❤❡♦r② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❬❲ür✵✷❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ t❤❛t ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝❛rr✐❡s ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
r❡s✉❧ts ❛r❡ ❧❛t❡r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♣❡r t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡✳
❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❲ür✵✹✱ P❛r✵✹❪✳



✹✳✸✳ ❚✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✻✸

P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥

❇❡❢♦r❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ❛ s❤♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①✲
♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐s
❣✐✈❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❲ür✵✷✱ ❲ür✵✹✱ ◆❛❣✵✹✱ ❇❛③✵✽✱ ❇❛r✶✸❪✳
❆s s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ~∇~F eff

l,r ✐♥
t❤❡ t✇♦ ✇❡❧❧s ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ❜② t❤❡
❜✐♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✉s✉❛❧❧② ❞✐✛❡r ✐♥ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡ ♥✉❝❧❡✉s t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛✉s❡s ❛ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧
s②st❡♠ ✐♥t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✮✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t②♣❡ ♦❢
t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✭r♦t❛t✐♦♥✱ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✮✱ t❤✐s ✜♥❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✬s
❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❝❛✉s❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ∆ 6= 0 s❤♦✇♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✹✳✼✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇❡❧❧ ✐♥ ✐ts
❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ✇❡❧❧ ✐♥ ✐ts ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞ t✉♥♥❡❧✲
✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✇✐❧❧ ❛t ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡
❧♦❝❛t❡❞ ♠❛✐♥❧② ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ ✐ts ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts
✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ✇❡❧❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡✬s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ✐s ✐♥ t❤❡
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇❡❧❧✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐❧❧
♠❛✐♥❧② ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤✐s ✇❡❧❧ ✭❡✳❣✳ ~∇~Fr✮✳
■❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❡①❝✐t❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡ ♦❢ ❛♥ ❡❝❤♦
s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ✐ts ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ♦❝❝✉rs✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ r♦t❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡

Θ
T

Δ

FrΔ

Fl
eff

eff

Δ

Fr

Δ

Fl

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t ✐♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡
r♦t❛t✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦✲
t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ ΘT✳ ❚❤❡
s♠❛❧❧ ❜❧❛❝❦ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ q✉❛♥t✐✲
③❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡
s♠❛❧❧ ❛rr♦✇s ❧❛❜❡❧❡❞ ~∇~F(r,l) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡ r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡ ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ~∇~F eff

(r,l)

❛r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ❡①♣❡r✐✲
❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ~∇~F(r) ❛♥❞ ~∇~F(l)

✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✇❡❧❧✳



✻✹ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

E

m = ±1/2

m = ±3/2

m = ±1/2

m = ±3/2

EQ

TS alone TS + Nuclear moment

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❧❡✈❡❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✭❚❙✮ ✇✐t❤ ❛ ♥✉✲
❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦❢ I = 3/2 ❛♥❞ η = 0✳ ❚❤❡ t✇♦✲
❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ E ✐s
tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐t✲
t✐♥❣ EQ = hνI=3/2✳

✐s ❧✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ♠❛✐♥❧② ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ✇❡❧❧✳ ❚❤✉s
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ❝❤❛♥❣❡s✳
❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐ts r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ T−1

1 ✐s ❛t
❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②
ωts ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❡❝❤♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭ωts ≈ ωef ∝ 1GHz✮
❬❙③❡✼✺❪✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉r❡ st❛t❡ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ❤❛♣♣❡♥s✳ ❚❤✐s ♠✐①✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♣✉❧s❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✳ ❋♦r t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ r♦t❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✮✱ s✐♥❝❡ ❛ ♣✉r❡
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❣r❛❞✐❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s✳
■❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s s②♠♠❡tr✐❝❛❧✱ ∆ = 0✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ✇❡❧❧ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ❡①✲
❝✐t❡❞ st❛t❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ❡q✉❛❧❧② ♦❢t❡♥ ❛♥❞ ✐ts q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡✐r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉r❡
st❛t❡ ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ♥♦ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ♦❝❝✉rs✳

■♥ s❤♦rt✱ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❛s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ r♦t❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥
❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t s❡❡♥ ❜② t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❤✉s
t♦ ❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❧❡✈❡❧s ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳
❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐❡❧❡❝✲
tr✐❝ ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s
❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ r♦t❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡✐r
t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡ t✇♦ ✇❡❧❧s ✐s ❥✉st
❝❛❧❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✳

◗✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬P❛r✵✹✱ ❲ür✵✹✱ ❇r❛✵✹❛❪✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤♦s❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♠♦t✐✈❛t❡s



✹✳✸✳ ❚✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✻✺

t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠✱ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜② ❛ ♥❡✇ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❚❤✐s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❤❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t ✇✐t❤ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❤❛♥❣❡s✱ ❜✉t ♠❛②❜❡
❛❧s♦ ✐ts str❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ✇❡❧❧s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts
CQ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

Ĥres = Ĥ0 ⊗ ✶̂Q +

(
1 0

0 0

)
⊗ ĤQr +

(
0 0

0 1

)
⊗ ĤQl. ✭✹✳✶✷✮

❍❡r❡ Ĥ0 ✐s t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✇❡❧❧s (ψa, ψb) ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✶✱ ĤQr,l t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥
✹✳✺ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❛♥❞ ❧❡❢t ✇❡❧❧✱ ✶̂Q t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥
❛♥❞ ⊗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ♣r♦❞✉❝t✳ ■❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ r♦t❛r②
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❥✉st t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❛r✐❡s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❣r❛❞✐❡♥t✬s s♦✉r❝❡✱ ♦♥❧② t❤❡ ❢❛❝t♦r CQ ♦❢ ĤQ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❙✐♥❝❡ CQ ✐s ❛ s❝❛❧❛r ♣r❡❢❛❝t♦r
♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ĤQr,l t❤❡② ❛r❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛❜❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♥❞ ♥♦ ♠✐①✐♥❣ ♦❢
♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ❤❛♣♣❡♥s ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳
❚♦ ❣❡t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✐❣❡♥st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ Ĥres ❤❛s t♦
❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤✐s ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t str❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥st❛♥t ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡❧❧s✱ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❝❛♥✲
♥♦t ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❢r♦♠ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦♥❧②
❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡
❢✉rt❤❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛♥❞ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❧❛t❡r ❜❡ ❛❞❞❡❞ ❡✳❣✳ ❜② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇✐❞t❤
♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡✳

■♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♣✐❝t✉r❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ t✇♦ ✇❡❧❧s
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♦♥❧② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡✱ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜②
t❤❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ΘT = 2Θ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣ ✹✳✼
❛♥❞ ✹✳✾✮✳
❋♦r t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐s ❝❤❛♥❣❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t
✭x, y, z s②st❡♠s✮ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ③ ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ✈❡❝t♦r ❛❧♦♥❣ t❤❡
❤❛❧✈✐♥❣ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❡❝t♦rs ✭x̃, ỹ, z̃ s②st❡♠✮✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s r♦t❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡ ±Θ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✳ ❚❤✉s ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ✇❡❧❧
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ Îz ♦♥ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ ✭x̃, ỹ, z̃✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❝♦♠♣❛r❡ ❛❧s♦
❬❆❜r✻✶❪✮

Îz (Θ) = Îz̃ cos (Θ) + Îx̃ sin (Θ) . ✭✹✳✶✸✮

❋♦r t❤❡ ❧❡❢t ✇❡❧❧ Θ ❤❛s t♦ ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② −Θ✳ ■❢ ❢✉rt❤❡r η = 0 ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ ❡q✉❛t✐♦♥



✻✻ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

Δ

F

Δ

F rl

Θ-Θ

z

x

Iz~

Iz,1Iz,2

~

~

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t ✐♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ ♦r✐✲
❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❛rr♦✇s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ③ ✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ Îz,z̃✳ ■❧✲
❧✉str❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❇r❛✵✹❛✱ ❇❛③✵✽❪✳

✹✳✶✷ s✐♠♣❧✐✜❡s t♦

Ĥres = Ĥ0 ⊗ ✶̂Q︸ ︷︷ ︸
Tunneling system alone

+

(
1 0

0 0

)
⊗ Ĥ ′

Q(Θ)

︸ ︷︷ ︸
Quadrupole interaction right well

+

(
0 0

0 1

)
⊗ Ĥ ′

Q(−Θ)
︸ ︷︷ ︸

Quadrupole interaction left well

✭✹✳✶✹✮
✇✐t❤ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

Ĥ ′
Q (Θ) =

e2qQ

4I(2I − 1)

[
3
(
Îz̃ cos (Θ) + Îx̃ sin (Θ)

)2

− I(I + 1)

]
. ✭✹✳✶✺✮

❚❤❡ ♦♥❧② ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r t❤✐s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛r❡ t❤❡ q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t CQ ❛♥❞ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❛♥❣❧❡ Θ✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ❜② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s
✉s✉❛❧❧② ❛ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✭❝♦♠✲
♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮ ❛♥❞ ♠❛② ❛❧❧♦✇ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
❬❇r❛✵✹❛✱ ❇❛③✵✽✱ ❇❛r✶✸❪✳ ❆ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② st❛t❡s ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ Θ ❢♦r ❛
s②st❡♠ ✇✐t❤ I = 1 ❛♥❞ η = 0 ✈✐❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❇r❛✵✹❛✱ ❇❛③✵✽❪✳

❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐s s❤♦rt❧②
❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❬❲ür✵✹✱ P❛r✵✹❪ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ✐♥ ❬❇r❛✵✹❛❪✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✈❡r✈✐❡✇
✐s ❣✐✈❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤♦s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ■❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛t♦♠s
✇❤✐❝❤ ❝❛rr② ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✺ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞
❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s S ♥✉❝❧❡❛r



✹✳✸✳ ❚✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✻✼

q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts Q1 t♦ QS✱ ✐t ❤♦❧❞s

Ĥres = Ĥ0 ⊗ ✶̂Q1 ⊗ ✶̂Q2 ⊗ ...︸ ︷︷ ︸
Tunneling system alone

✭✹✳✶✻✮

+

(
1 0

0 0

)
⊗ ĤQ1(Θ1)⊗ ✶̂Q2 ⊗ ....+

(
0 0

0 1

)
⊗ ĤQ1(−Θ1)⊗ ✶̂Q2 ⊗ ...

︸ ︷︷ ︸
Quadrupole moment Q1

+

(
1 0

0 0

)
⊗ ✶̂Q1 ⊗ ĤQ2(Θ2)⊗ ...+

(
0 0

0 1

)
⊗ ✶̂Q1 ⊗ ĤQ2(−Θ2)⊗ ...

︸ ︷︷ ︸
Quadrupole moment Q2

+ ...︸︷︷︸
Quadrupole moment Q3 to QS

+
∑

i,j

(
1 0

0 1

)
⊗ ÎQi,Qj.

︸ ︷︷ ︸
Interactions between nuclear spins

■♥ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❣r❛❞✐❡♥t ❛t t❤❡ t✇♦ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛t♦♠s✱ ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts✱ ♦♥❧② ❞✐✛❡r ✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❝❧♦s❡ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ΘT = 2Θ✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ❤♦✇ ❡①❛❝t❧② t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ❡✈❡r② ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❛♥❣❧❡ Θ1,2,..✳ ❆t ♣r❡s❡♥t t❤✐s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❛ ❝♦♠♠♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✐s
❛ss✉♠❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ÎQi,Qj ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
♠♦♠❡♥ts✳ ❯s✉❛❧❧② t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❬❲ür✵✹✱ ❇r❛✵✹❛❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ ❛
❤✐❣❤ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❛t♦♠s ✐♥ ❛ ❣❧❛ss t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♠❛② ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ✈❛❧✐❞✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ÎQi,Qj

❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ Ĥres ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ s✐♥❝❡ ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡①❛❝t str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞✱

E

EQ

TS alone

EQ

EQ

TS + 1 Nucl. TS + 2 Nucl.

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✭❚❙✮
❛❧♦♥❡✱ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦
♦♥❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ♦❢ I = 1, η = 0 ❛♥❞
♦❢ ♦♥❡ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t✇♦ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞✳ ❋♦r I = 1 ❛♥❞ η = 0

t❤❡ ❧❡✈❡❧s m = ±1 ❛r❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳ ■❧❧✉s✲
tr❛t✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❇r❛✵✹❛❪✳



✻✽ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❢ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s✱ ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♦r❣❛♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s
✇✐t❤ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ❛r❡ ♠♦r❡ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❇r❛✵✹❛✱ ❇❛③✵✼✱ ❇❛③✵✽✱ ❇❛r✶✸❪✮✳
❚❤❡ ❡♥❡r❣② st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✱ ❛r❡ ❛❣❛✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ Ĥres✳
❚❤❡ ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛ ❢♦r ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t✇♦ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦❢ I = 1

❛♥❞ η = 0 ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❛♥❣❧❡s Θ ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s♣✐♥s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✳ ❋♦r t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s✱
❛s②♠♠❡tr② ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤✐s s❝❤❡♠❛ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳

✹✳✸✳✷ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s

✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

■❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✐t ❝♦✉♣❧❡s t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❩❡❡♠❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s
♦✉t❧✐♥❡❞✱ ♠❛✐♥❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬❇r❛✵✹❛✱ ❲ür✵✹✱ P❛r✵✹❪✳ ❚❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ ❛♥
❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞ ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ♦r✐❡♥t❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥ ❛r❜✐✲
tr❛r② ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
✜❣✉r❡ ✹✳✶✶✳ ■♥ t❤❡ ✭x̃, ỹ, z̃✮ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥
✹✳✶✶ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ t♦ ❬❇r❛✵✹❛❪

ĤZee = −γgy~B
[
Îz̃ cos (δ) + Îx̃ sin (δ) cos (ϕ) + Îỹ sin (δ) sin (ϕ)

]
. ✭✹✳✶✼✮

Δ

F

Δ

F rl

Θ
-Θ

z

x

Iz~

~

~

y~

φ



B

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✲
✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐✲
❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✭x̃, ỹ, z̃✮✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞
♦♥ ❬❇r❛✵✹❛✱ ❇❛③✵✽❪✳



✹✳✸✳ ❚✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✻✾

❇❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✹✱ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❛t♦♠ ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②

Ĥres = Ĥ0 ⊗ ✶̂Q +

(
1 0

0 0

)
⊗ Ĥ ′

Q(Θ) +

(
0 0

0 1

)
⊗ Ĥ ′

Q(−Θ)
︸ ︷︷ ︸

Tunneling system with one nuclear quadrupole moment

+

(
1 0

0 1

)
⊗ ĤZee.

︸ ︷︷ ︸
Add. mag. field

✭✹✳✶✽✮
❚♦ ❣❡t t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞
♣r❡✈✐♦✉s❧②✳
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❢r♦♠ ❛ ♣✉r❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ ❝❛✉s❡❞ ❜②
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦❢ I = 3/2✱ t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧
s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❩❡❡♠❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✳

❯♣ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t ✇❛s ❛ss✉♠❡❞✱ t❤❛t t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ EZee ≪ EQ✳ ■♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳
❚❤✐s ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✸✳✸ ❚✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠

Pr❡✈✐♦✉s❧② ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❜② ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t t♦ ❛ t✉♥♥❡❧✲
✐♥❣ s②st❡♠s ✐ts t✇♦ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥t♦ ❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡✳ ❚❤❡r❡❜② ❡✈❡r② ❡♥❡r❣②
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ s♣❧✐ts ✉♣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ st❛t❡s ♦❢ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❛t♦♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ❝♦♥✲
s✐sts ♦❢ t✇♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ts ♦❢ 2I + 1 st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ E ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✮✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ ♠♦r❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s ♣❤❛s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❇❡❢♦r❡
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❡✛❡❝ts ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛r❡ s❤♦rt❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞✳

❆ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣

E

EQ

TS alone TS + Nucl.

m = -1/2
m = +1/2

m = -3/2
m = +3/2

E

m = -1/2
m = +1/2

m = -3/2
m = +3/2

Add. B

Zee

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡✈❡❧
s❝❤❡♠❛ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✭❚❙✮ ❛❧♦♥❡✱
t❤❡ s❛♠❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛
♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ✇✐t❤ I = 3/2 ❛♥❞ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ B✳



✼✵ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

❛♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ t❤❡ ♣❛t❤ ❞✐❛❣r❛♠s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛t♦♠ ❝❛rr②✐♥❣ ❛ s♣✐♥ ♦❢ I = 1 ♦r I = 3/2 ❛♥❞ η = 0 ✇✐t❤♦✉t
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✉s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ s♣❧✐ts ✉♣ ✐♥t♦ t✇♦ ❧❡✈❡❧s ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ EQ = hνI=1,3/2✱
s✉❝❤ t❤❛t ✜♥❛❧❧② ❛ ❢♦✉r✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ t❤♦s❡
❧❡✈❡❧s ❛r❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ❢♦✉r r❡❧❡✈❛♥t ♣❛t❤ ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❤❛s❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❆s ❛ r❡♠✐♥❞❡r✱
❡✈❡r② ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥ ❛ ♣❛t❤ ❞✐❛❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r ♦❢ e−iEit/~ ✇✐t❤ t❤❡
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✈❡❞ ♣❛t❤ Ei ❛♥❞ ❡✈❡r② ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❡♥❡r❣②
❧❡✈❡❧s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✳
❚❤❡ ❛r❡❛ ❜❡❧♦✇ ❛ ♣❛t❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♣❤❛s❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ ♣❛t❤s✳ ■♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ■♥ ❛ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ♦♥❧② ♣❛t❤ ♣❛✐rs
t❤❛t ❝♦❧❧❡❝t❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ t = 2τ12✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡ss✐♦♥
❢r❡q✉❡♥❝② ωd✱ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✐t
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ❛❧s♦ ♣❛t❤ ♣❛✐rs ✇✐t❤ ✜♥✐t❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❡①✐st ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✬s ❡♥❡r❣②
s♣❧✐tt✐♥❣ E ❛♥❞ t❤✉s ωd✳ ❚❤❡② ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ EQ ❛♥❞
t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ12✳ ■♥ ❛♥ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ ♣❛t❤ ♣❛✐rs ✇✐t❤ ∆Φ = 0

❛❧✇❛②s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣❛✐rs ✇✐t❤∆Φ 6= 0

E

t

E

E
Q

 12 12

Echo

Ф = [ E     -  E    ] / h = 012 12

E

t

E

 12 12

Echo

Ф = [( E + E  )   - ( E + E  )   ] / h = 01212Q Q

E = 0 E = 0

E

t

E

 12 12

Echo

Ф = [( E + E  )   - E    ] / h = E     / h 
1212Q Q

E = 0

12

E

t

E

 12 12

Echo

Ф = [( E + 2E  )   - E    ] / h = 2E     / h 
1212Q Q

E = 0

12

E
Q

E
Q

E
Q

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ♣❛t❤ ♣❛✐rs✱ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ✐♥ ❛
❢♦✉r✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❛t❤s ∆Φ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
♣❤❛s❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❣r❡❡♥✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬❙❝❤✶✻❛❪✳



✹✳✸✳ ❚✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✼✶

❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡✐r ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ 2π✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ♦s❝✐❧❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
EQ/~ = ωQ ❛♥❞ 2EQ/~ = 2ωQ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t
✐s ❝❛❧❧❡❞ ✬q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✬ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳

❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
✐♥ ❬P❛r✵✹❪✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤✐s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛
❣❡♥❡r❛❧ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✹✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤ ❞✐❛❣r❛♠ r✉❧❡s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤♦s❡ r✉❧❡s t♦ t❤❡ s❤♦✇♥ ♣❛t❤ ♣❛✐r ❣✐✈❡s t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r P̂ ✐s t❤❡r❡❜② ❡①♣❛♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥✳

〈P 〉PathPair(t > τ12) = 〈π|j,1〉,|j,2〉|P̂ |π|j,1〉,|k,1〉〉 ✭✹✳✶✾✮

∝ 1√
N
(−iF0,(1))α

21
ij · e−i

Ei2
~

τ12 · (−iF0,(2))α
12
ki · e−i

Ek1
~

(t−τ12)

︸ ︷︷ ︸
Red (solid line) path

× 1√
N

[
e−i

Ej1
~

τ12 · (−iF0,(2))α
21
jj · e−i

Ej2
~

(t−τ12)
]∗

︸ ︷︷ ︸
Blue (dashed line) path

· α12
kj︸︷︷︸

Echo

= − i

N
F0,(1)F

2
0,(2)α

21
ij α

12
ki

(
α21
jj

)∗
α12
kj

︸ ︷︷ ︸
∝ Amplitude

× ei
(Ej2−Ek1)

~
(t−τ12)−i

(Ei2−Ej1)

~
τ12

︸ ︷︷ ︸
∝ Phase

❚❤❡ ❢❛❝t♦r 1/
√
N✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲❧❡✈❡❧s N = 2I + 1✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ♠✉❧t✐♣❧❡t ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♠✉❧t✐♣❧❡t
✐s ❡♠♣t② ❜❡❢♦r❡ t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❯s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ts ❛r❡
s❤✐❢t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② E✱ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ t♦ Ej2 = E+Ej1

❛♥❞ Ei2 = E + Ei1 ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✵ tr❛♥s❢♦r♠s t♦

〈P 〉PathPair(t > τ12) ∝ − i

N
F0,(1)F

2
0,(2)α

21
ij α

12
kiα

∗21
jj α

12
kj

︸ ︷︷ ︸
∝ Amplitude

✭✹✳✷✵✮

× ei
E
~
(t−2τ12)+i

(Ej1−Ek1)

~
(t−τ12)−i

(Ei1−Ej1)

~
τ12 .︸ ︷︷ ︸

∝ Phase

❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤r❡❡ t❡r♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣
♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐s ❛❧✇❛②s ③❡r♦ ❛t t = 2τ12✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ t✇♦✲❧❡✈❡❧
s②st❡♠✳ ❋❛❝t♦r t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✉❜✲❧❡✈❡❧s
✭Ej1−Ek1✮ ❛♥❞ ✭Ei1−Ej1✮✱ ❜✉t ♥♦t ♦♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✬s ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❚❤❡s❡



✼✷ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

t

E

E

1. Pulse 2. Pulse

12

Q,tot

Echo

α
ij

α
jj

t = 0

E
E

|i,1>

|j,1>

|k,1>

|i,2>

|j,2>

|k,2>

21 21α
ki
12 α

kj
12

E

Q,(ji)E
Q,(kj)E

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✿ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ♣❛✐rs ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥③❡r♦ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s
t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❊❛❝❤ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② |m,n〉 ✇✐t❤
m r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡ ❛♥❞ n t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡t✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ts
❛r❡ s❤✐❢t❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ E ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬P❛r✵✹❪✳

❢❛❝t♦rs ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ∆Φ 6= 0 ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✳ ❙✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤ ♣❛✐rs ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ❛s

〈P 〉(2τ12) ∝ − i

N
F0,(1)F

2
0,(2)

∑

i,k

ei(Ei−Ek)τ12

∣∣∣∣∣
∑

j

α12
ij α

∗12
kj eiEjτ12

∣∣∣∣∣

2

✭✹✳✷✶✮

❬P❛r✵✹❪✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥③❡r♦ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦rs ❛t t = 2τ12✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ♦s❝✐❧❧❛t❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝②
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐❝❡s i, j, k
r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✶ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲❧❡✈❡❧s N ✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ✐♥ ❛ t✇♦✲❧❡✈❡❧
s②st❡♠✱ t❤❡ ❡❝❤♦ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ❛❧s♦ s❤♦✇s ❛ F 3

0 ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞
✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✭❛ss✉♠✐♥❣ ❜♦t❤ ♣✉❧s❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✜❡❧❞
str❡♥❣t❤ F0,(1) = F0,(2) = F0✮✳ ❚❤❡ (∆0/E)4 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ s❡❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✵ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ |αα|2 ❢❛❝t♦r ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
s❡❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✷ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✳

❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✶ ❢♦r t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡s ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❬P❛r✵✹❪✿

❼ ❚♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q✉❛❧❧② ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ❧♦✇❡r ♠✉❧t✐♣❧❡t ✭♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡
1/N ❢❛❝t♦r✮ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠✉st ❜❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②
s♣❧✐tt✐♥❣ E ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✭T ≪ E✮ ❛♥❞ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐t✲
t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ♠✉❧t✐♣❧❡t ✭T ≫ EQ,tot✮✳ ■❢ EQ,tot ≪ E✱ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡



✹✳✸✳ ❚✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✼✸

✉s✉❛❧❧② ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ T ≪ E ✐s ♥♦t
♠❡t t❤❡r♠❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❼ ■♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠✉❧t✐♣❧❡ts
♠✐① ❡q✉❛❧❧② ✇❡❧❧ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡✳
❚❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ❛r❡
s✐♠✐❧❛r✳ ■❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ✭~/tpulse✮ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ✐s ♠✉❝❤ ❜r♦❛❞❡r t❤❛♥ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ■❢ ♥♦t✱ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s α ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s
♠❡t✱ t❤❡ ♣✉❧s❡s ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s❤♦rt EQ,tottpulse/~ ≪ 1

✭❝♦♠♣❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✺✳
❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ωef = E/~ ❛♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥ tpulse ❤❛s ❛ s♣❡❝tr❛❧
✇✐❞t❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡t EQ,tot/~✳ ❚❤✉s ♥♦
❝♦♠♣❧❡t❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ♦❝❝✉rs✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❧✉❡
♣❛t❤✳ ■♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤✐s ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ♥♦ ♦r ❛ ♠♦❞✐✜❡❞
q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬❇r❛✵✹❛❪ ✐♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ♠❡t❛✲
✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡✳

E

E

Q,totE

spectral width

of excitation

pulse

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
♣❛t❤s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤
♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧
s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ωef = E/~ ❛♥❞ ❞✉r❛t✐♦♥ tpulse ❤❛s
❛ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ EQ,tot/~✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts
✐♥ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
st❛t❡s✳

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❍❛♠✐❧✲
t♦♥✐❛♥ ✭❡✳❣✳ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✹✮ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✐❣❡♥st❛t❡s
❛♥❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts
α ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
♣✉❧s❡ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✼✮ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❡✐❣❡♥st❛t❡s✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❬P❛r✵✹❪ ✭❢♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✮ ❛♥❞
❬❇r❛✵✹❛✱ ❇❛③✵✽❪ ✭❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ I = 1✮ ❛r❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞✳

❋♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡



✼✹ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

♠♦♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❞❡✜♥❡❞ ∆0 ❛♥❞ ∆✱ ❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢

〈P 〉(2τ12) ∝
(
∆0

E

)4
[
1− 64

N

∑

n,m>n

b2nm sin4

(
EQ(nm)τ12

2~

)]

︸ ︷︷ ︸
=:Amod(2τ12)

✭✹✳✷✷✮

✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❬P❛r✵✹❪✳ EQ(nm) ✐s t❤❡r❡❜② t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❧❡✈❡❧ n ❛♥❞
m ❛♥❞

bnm ∝ α(12)
nm ∝ ∆

E

1

EQ(nm)

. ✭✹✳✷✸✮

❚❤❡ t❡r♠ Amod ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✬s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ12✳ ❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✬s ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s EQ(nm)✳ ❚❤❡ ∆2 ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✷✱ ✇❤✐❝❤ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ b2nm✱ s❤♦✇s t❤❛t ❥✉st ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠s
✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t
t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ (∆0/E)4 ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✳ ❚❤✉s ✐♥ ❛♥ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♠♦r❡ s②♠♠❡t✲
r✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♠♦r❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❛s②♠♠❡tr②
❡♥❡r❣②✱ ❜✉t ❜② t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡s✐❞❡s ❛ ✜♥✐t❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❛❧s♦ ❛ s✐③❛❜❧❡
t✉♥♥❡❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ∆0✳ ❚♦ ❣❡t t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✷✱ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ∆0

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s s✉❣❣❡st t❤❛t ✐♥ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞ ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛ ❜❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥✲
♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ❞❡❝❛②❡❞✳ ❆s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞
❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥
♣r♦❝❡ss ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼✮✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❡❝❤♦ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts s❤♦✇s ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
t✐♠❡✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❞❡❝r❡❛s❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r✳ ❆t ❧❛r❣❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❥✉st t❤❡ s②♠✲
♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s r❡♠❛✐♥ ❛♥❞ ♥♦ ❜❡❛t✐♥❣ ✐s ✈✐s✐❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♣✐❝t✉r❡
✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦rr❡❝t ✐ts ❧✐♠✐ts ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
■t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ♠♦st s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛❧s♦ ❡①❤✐❜✐t t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤♦✉t ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ❛ ❣❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
s❤♦✇s ❛❧✇❛②s ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦r❞✐♥❛r② ❡❝❤♦ ❞❡❝❛② ❛♥❞ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞
❜② q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✳
❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❥✉st ♦♥❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛t♦♠s ❝❛rr②✲
✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ❡✈❡r② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥s ♠❛①✐♠❛❧ ♦♥❡
♦❢ t❤❡s❡ ❛t♦♠s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❣r❛❞✐❡♥ts ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞ ✈❛r② ❞✉❡ t♦ t❤❡



✹✳✸✳ ❚✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✼✺

❞✐s♦r❞❡r❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts CQ ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✳
❉✉r✐♥❣ ❛♥ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❡ t✉♥✲
♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t s❤♦✇ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡✐r ♥✉❝❧❡❛r s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❲❤❡♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜❡❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥t❡r❢❡r❡ ❛♥❞ ❛ r❡s✉❧t✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳
❆t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠
❜❡❛t✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛t❡✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ q✉❛♥t✉♠
❜❡❛t✐♥❣s ❞✐✈❡r❣❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ s❤♦✇s ♥♦ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ❛t ❧❛r❣❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❇✉t t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥✲
t❡r❢❡r✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣s✳ ❍♦✇ ❢❛st t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❞✐✈❡r❣❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❖❢t❡♥ t❤✐s ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡
❢r❡q✉❡♥❝② ✭❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❘✉❜✼✹❪ ❢♦r 75❆s✮✳
❚❤❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✱ ♥❛♠❡❧②
t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
s♣❧✐tt✐♥❣✱ ❝❛✉s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡
❛s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❜② r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✮
❝❛✉s❡s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
t♦t❛❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❝❛✉s❡s ❛ s♠❡❛r✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❜❡❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♣t❤ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ♦✈❡r✲
❛❧❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✻ ❛♥❞
✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❇r❛✵✹❛❪ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ✐♥ ❬❇❛③✵✽❪✳ ❚♦ t❛❦❡
t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✭❡✳❣✳ ●❛✉ss✐❛♥✮ ❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬❲ür✵✹❪ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ ❬❇r❛✵✹❛❪
❛♥❞ ❬❇❛③✵✽❪✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s ✐♥t♦
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✻✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢
t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡
q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✺ ✭❣✐✈❡♥ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮ ❛♥❞ ❛ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✶✵✪✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢
❛s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s t❤❡ s❡❝♦♥❞
t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❢♦r t❤❡ ❡❝❤♦ ♠♦❞✉❧❛✲
t✐♦♥ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✹✮ ✐s ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r e−

τ12/T1 ✳ P❧♦t ❝r❡❛t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❇❛③✵✽❪✳



✼✻ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

❛❝❝♦✉♥t ✐s ✈✐❛ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ■♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉s✉❛❧❧② ❜♦t❤ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ■♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❞♦♠✐♥❛t❡✳

❙♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ I = 1 ❛♥❞ η = 0

❋♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ❛t♦♠ ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r
s♣✐♥ I = 1 ❛♥❞ η = 0✱ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✈✐❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
t❤❡♦r② ❬❇r❛✵✹❛✱ ❇❛③✵✽❪✳ ❆ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❥✉st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s
s♣❧✐ts✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♦❢ t❤❡ st❛t❡s m = ±1✱ ✉♣ ✐♥ ❛ ❢♦✉r✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡
❧♦✇❡r ❛♥❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❞♦✉❜❧❡t ❤❛s ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ EQ✳ P♦ss✐❜❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
✜❣✉r❡ ✹✳✶✸✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ∆Φ ✐♥ t❤✐s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠ ✇✐t❤ ❞❡✜♥❡❞ ∆ r❡s✉❧ts ✐♥

Amod,I=1 (2τ12) = 1− 16

3

(
∆

E
sin(2Θ)

)2

sin4

(
EQτ12
2~

)
. ✭✹✳✷✹✮

❚❤❡ s✉❜tr❛❤❡♥❞ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ∆2 ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ Θ✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✷✳ ❋♦r Θ = 0✱ t❤❡ ♠♦❞✉✲
❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❘❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ sin4

(
EQτ12
2~

)
❢❛❝t♦r t♦ 1/8(3 −

4 cos(EQτ12/~) + cos(2EQτ12/~)) t❤❡ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s EQ/~ ❛♥❞ 2EQ/~ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳

P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts

❋♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣❧❡ ♠♦♠❡♥ts t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✻✱ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞✳
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✶✳

■❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥s S ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✇✐t❤ ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✐③❡s ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬❲ür✵✹✱ ❇r❛✵✹❛✱ ❇❛③✵✽❪

Amod,res (2τ12) =
S∏

i=1

Amod,i (2τ12) . ✭✹✳✷✺✮

■❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥s S ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❣r❛❞✐❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s❛♠❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ Θ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✱ ✐t ❤♦❧❞s

Amod,res (2τ12) ∝ (Amod (2τ12))
S . ✭✹✳✷✻✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t♦ ❛ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s s❡✈❡r❛❧ ✐s♦t♦♣❡s
❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳



✹✳✸✳ ❚✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✼✼

❋✐rst✱ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ s②st❡♠
t♦ s②st❡♠ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳
❚❤✉s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t
✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✐s♦t♦♣❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡✈❡♥
❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❉✉r✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ✬s✉♠♠❡❞ ✉♣✬✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❜❡❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❛t♦♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡✐r tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡
❞❡str✉❝t✐✈❡❧② ❛❧r❡❛❞② ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ s❤♦✇s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♥♦ ❜❡❛t✐♥❣
❜✉t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡str✉❝t✐✈❡❧② ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ♣❛rts ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣s✳

❊❝❤♦ ✐♥ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✽ ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✶✳
❯s✉❛❧❧② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❡❝❤♦ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ t♦ s❡❡
✐❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱
t❤❡ ❡❝❤♦ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✜①❡❞ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤
✐s ✈❛r✐❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✇❤❡♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❬P❛r✵✹✱ ❇r❛✵✹❛❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱
✐t ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ r❡❝❛♣ t❤❡ ✬❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✬ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✇❤❡♥ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞

EQ(nm)

(
~B
)

︸ ︷︷ ︸
Total quadrupole splitting

= EZee

(
~B
)

︸ ︷︷ ︸
Zeeman splitting

+ E0
Q(nm).︸ ︷︷ ︸

Quadrupole splitting caused by el. field gradient

✭✹✳✷✼✮

❚❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② EQ(nm) ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣ EZee ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ E0

Q(nm) ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❩❡❡✲
♠❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐ts ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳
❆t s♠❛❧❧ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s✱ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ❥✉st ❛ s♠❛❧❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
t♦ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ E0

Q(nm)✱ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ✐s
♠❛✐♥❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤❡ s❤✐❢t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢
t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ❜② t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐❢t✐♥❣ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✭♣❛t❤s✮ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s



✼✽ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ∆Φ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ ♣❛✐rs✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞
❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ❢♦r ❡✈❡r② t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦♥ ❛
♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ✐s♦t♦♣❡s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱
t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ✐t ❛✈❡r❛❣❡s ♦✉t
❧✐❦❡ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✮✳ ■❢
t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ❣❧❛ss ✇✐t❤ ❞❡✜♥❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣✱
s✉❝❤ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐s ✈✐s✐❜❧❡✱ t❤❡ ❜❡❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②
✇✐❧❧ ❝❤❛♥❣❡ s✐♥❝❡ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s EQ(nm) ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✭❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ❞❡✉t❡r❛t❡❞ ❣❧②❝❡r♦❧ ❬❇r❛✵✹❛❪✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ q✉❛♥t✉♠
❜❡❛t✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ❛❧t❡r❡❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❜r♦❛❞ ❞✐str✐❜✉✲
t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡
♦r✐❡♥t❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❝❛✉s✐♥❣ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t
❩❡❡♠❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ❢♦r ❡✈❡r② s②st❡♠✳ ■♥ t♦t❛❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❩❡❡♠❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣s ❧♦♦❦ ❧✐❦❡
❛ ❜r♦❛❞❡♥❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ■❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✜①❡❞ ♣✉❧s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s ∆Φ ❝❛✉s❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳
❆t ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ E0

Q(nm)✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ EQ(nm) ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r bnm ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✷ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ 1/EQ(nm)✱ bnm r❡❞✉❝❡s ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ Amod ∝ 1/B2✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r B → ∞ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤♦✉t ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❬P❛r✵✹❪✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ✐s ♠❛✐♥❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ✐♥ ❜♦t❤ ✇❡❧❧s ♦❢ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s m ✈❛♥✐s❤❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❛❧s♦ bnm ∝ α

(12)
nm ✮✳

✹✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧✲
❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❇❛s❡❞
♦♥ t❤♦s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ❛s ❢♦r ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ I = 1

❛♥❞ η = 0✱ ✐s ❢♦r s②st❡♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s ♦r ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✈❡r②
❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥s❛t③ ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ❬❇❛③✵✽❪✱
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✱ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠ ✇✐t❤ I = 1✱ η = 0 ❛♥❞ ✜①❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s
t❤❡s✐s ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✼✾

P②t❤♦♥✷✳
❇② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ❊❛❝❤ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡
❤❛s ❛♥ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ E ± σE✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σE t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t
♥♦t ♦♥❧② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ E = ~ωef ❛r❡ ❡①❝✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡s
❜✉t ❛❧s♦ s♦♠❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛♥❣❡ ❛r♦✉♥❞ E✳ ❍❡r❡ E = 1●❍③ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳
❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ∆min

0 t❛❦❡s ❝❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡
❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❋r❡✷✶❪✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ E, ∆, ∆0✱ ♥✉❝❧❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡✈❡r② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳
❚❤♦s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡✿

❼ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❱❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥
I = 1 ❛♥❞ I = 7/2 ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❼ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ❝❛♥
❜❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ σQ

❼ ❆ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ΘT ✐♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ΘT ±∆Θ✳

❼ ❚❤❡ ❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡✳

❼ ❆♥ ❛♥❣❧❡ δ✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✵➦ ❛♥❞ ✶✽✵➦✱ ❛♥❞ ϕ✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✵➦ ❛♥❞ ✸✻✵➦✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✳

■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❡✐t❤❡r ❛ ✜①❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s s✉♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦r ❛ ✜①❡❞ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳
❋♦r ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✽ ✐s ❝r❡✲
❛t❡❞ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ✈✐❛

T = 〈Eigenvectors|
(
Ĥpert ⊗ ✶̂Q

)
|Eigenvectors〉 =

(
T 11 T 21

T 12 T 22

)
✭✹✳✷✽✮

✇✐t❤ Ĥpert ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✶ ✭❛♥❞ ✸✳✷✻✮ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❡ ✈❛❧✉❡s δp ❛♥❞ F ❛r❡ s❡t t♦ ♦♥❡✳ ❚❤❡
♠❛tr✐❝❡s T ij ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✳
❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ♦♥❧② t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts
❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② T 21 = T 12✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐①
❡❧❡♠❡♥ts ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❬❇r❛✵✹❛❪ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ t❤❛t ♥♦ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞✳
❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✶✳ ❚❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

✷✇✇✇✳♣②t❤♦♥✳♦r❣



✽✵ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♥♦ ❞❡❝❛② ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❥✉st t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♥♦ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r η ❛♥❞ ❥✉st ♦♥❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦✲
♠❡♥t ♣❡r t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ η 6= 0 ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts
♣❡r t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✻✮ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s✱ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ✐s♦t♦♣❡s ✐s
st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ▼♦st ❧✐❦❡❧② t❤❡r❡ ✐s ❛
❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛✲
t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
♠❛②❜❡ ❝❛✉s❡ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ ❜② ❝❤❛♥❝❡✳ ❖r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣
♦❢ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❜❡tt❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ■t ✐s ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ■♥ ❞❡✉t❡r❛t❡❞ ❣❧②❝❡r♦❧ ✐t ✇❛s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❜② ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❬❇❛③✵✽✱ ❇❛r✶✸❪✳
❋♦r ❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s 1/(2πtpulse) ✭tpulse = 230 ns → ∆f ≈ 0.7MHz✱ tpulse = 80 ns → ∆f ≈
2MHz✮ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❤❛s t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ❜r♦❛❞❡r t❤❛♥ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡t ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❖♥❧② t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Asymmetry parameter q

0

200

400

600

800

A
m

o
u
n
t

o
f

tu
n
n
e
lli

n
g

s
y
s
te

m
s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✼✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✷✺✵✵✵
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽ ❛♥❞ ❆✳✶✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②s✲
t❡♠s ❛r❡ E = 1GHz✱ σE = 10MHz ❛♥❞
∆min

0 = 0.15GHz✳ ❆ ✜t ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✾✮✱ s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞✱ ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✳
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Glycerol-d5

Simul. quadrupole model

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✽✿ ▼❡❛s✉r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✺ ❛t τ12 = 8 ➭s ❛♥❞
T = 12♠❑ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ❬❇❛③✵✽❪✳ ❚❤❡ ❣r❡② ❞❛t❛
♣♦✐♥ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❜❧❛❝❦
♦♥❡s ❛t x = 0✳ ■♥ r❡❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥✳



✹✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✽✶

♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ❛s ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✶✮✳ ❚❤❡ ✐s♦t♦♣❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛✈❡ ❧❛r❣❡r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s ✭❝♦♠♣❛r❡
t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t1 = 230 ♥s t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❛t❛✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞
t♦ ❛ss✐❣♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✛❡❝ts t♦ ♥✉❝❧❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❋♦r s❛♠♣❧❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇❡❧❧✳ ❆s ❛♥
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✺ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❬❇❛③✵✽❪ ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✳ ❇❡s✐❞❡s ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ✵♠❚✱
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❛t❛ ✈❡r② ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼ ❛♥❞ ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ■♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ t✉♥♥❡❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ∆min

0 ✐s s❡t t♦ ✵✳✶✺●❍③
❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ E = 1●❍③✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠ s❝❛❧❡s ❛s (∆0/E)4 ✭❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✷✮ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤
❛ s♠❛❧❧ t✉♥♥❡❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✶✷✹✳✺ ❦❍③ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ t✉♥♥❡❧ ❛♥❣❧❡ ✐s
ΘT = 16➦✱ ❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❇❛③✵✽❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② ♦♥❡ ♥✉❝❧❡❛r
♠♦♠❡♥t ♣❡r t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ t♦
t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ✜✈❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✻✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
✉♣♣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡t ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ❛t♦♠ ✇✐t❤ I = 1 ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✷✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ❢♦r ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✺ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✶✳

✹✳✹✳✶ ■♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✜♥❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✬s ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣②
♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❇❛③✵✼✱ ❇❛③✵✽❪✳ ❚❤✐s
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✾✳ ■❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛

Θ
T

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✾✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ♥✉✲
❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❞♦✉✲
❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳ ❚❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡r❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs
❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ♥✉❝❧❡✐ ❝❤❛♥❣❡✳ ■❧❧✉s✲
tr❛t✐♦♥ ❝r❡❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❇❛③✵✽❪✳



✽✷ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

r♦t❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉❝❧❡✐ r♦t❛t❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥s ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛t
❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❬❙③❡✼✺❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡
❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❧❡❛❞s
t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛✉s❡s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠✐①✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ◆♦t ♦♥❧② t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❆❧s♦ ♥❡❛r❜② ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❛✛❡❝ts t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♦♥❡s✳
❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝❛✉s❡ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣
❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ❛♥ ❛t♦♠ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t
❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✭❡✳❣✳ 1H✮ t❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥♥♦t ♦♥❧②
♠♦❞✐❢② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
❝❛rr②✐♥❣ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡s ♦❢ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ❣❧❛ss❡s ✇✐t❤♦✉t ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ❆s
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❣❧②❝❡r♦❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳
❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ n ❞✐♣♦❧❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬❇❛③✵✼❪

Ĥd =
1

2

n∑

j=1

n∑

k=1

[
~µj · ~µk

r3jk
− 3 (~µj · ~rjk) (~µk · ~rjk)

r5jk

]
✭✹✳✷✾✮

✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ rjk ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐♣♦❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ~µj✳ ■♥ t❛❜❧❡ ❆✳✷
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❧✐st❡❞✳ ■♥
❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ✉s✉❛❧❧② ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ❡✛❡❝t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡s ✭r❡✲
❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ♦r ♥♦t✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞✐♣♦❧❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s r❛♣✐❞❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦♥❧② t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉rs ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts ❢❛r ❛♣❛rt ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s✲
❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥
♥♦♥✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳
❋♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳
❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❋♦r ♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s ✇✐t❤ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♠♦❧❡❝✲
✉❧❛r str✉❝t✉r❡ ❛ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❧✐❦❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❞❡✉t❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ❣❧②❝❡r♦❧
❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❬❇❛③✵✼✱ ❇❛③✵✽✱ ❋✐❝✵✾❪✳ ❲✐t❤♦✉t ❞❡t❛✐❧❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ♣✉r❡❧② ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳

■❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣ s❤✐❢ts t❤❡ ❡♥❡r❣②
❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❧✐❢ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s✳ ❚❤✐s ❛✛❡❝ts t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ t✐♠❡



✹✳✺✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✽✸

❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✭♦r ♣❛t❤ ♣❛r✐s✮ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠✬s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛
s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s✉♣♣r❡ss ❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s
❛s ✐♥ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦r ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❜✉t ♥♦t ♠❛①✐♠❛❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t✇♦ ❛♥❞ t❤r❡❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❞✐♣♦❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❇❛③✵✽❪✳
❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦✲
♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✉s✉✲
❛❧❧② str♦♥❣❡r✳ ■♥ ❞❡✉t❡r❛t❡❞ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✺ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞ ❞✐♣♦❧❡✲
❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✳ ❲❤❡r❡❛s
t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♣ t♦ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ r♦✉❣❧② ✻✵♠❚✱ t❤❡
❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞
t❤❡✐r ❛❜♦✉t s✐① t✐♠❡s ❧❛r❣❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✉t❡r♦♥✮ ✈❛♥✐s❤❡s
❛t ❛❜♦✉t ✺♠❚✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬❋✐❝✵✾❪✳

✹✳✺ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦✲

♠❡♥ts

◆✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✱ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ s♦❧✐❞✱ ❛r❡ ✐♥ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡✐r s✉r✲
r♦✉♥❞✐♥❣s✳ ❚❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛✉s❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛② t♦ ♠♦t✐✈❛t❡ t❤❡s❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✱ ❛♥❛❧♦✲
❣♦✉s t♦ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ ✈✐❛ t❤❡ ❇❧♦❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥s ❬❇❧♦✹✻❪✳ ❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ♦r
s♣✐♥✲❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ T1✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛ t❤❡r♠❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜② t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢
❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ t❡r♠ ❧❛tt✐❝❡ t❤❡r❡❜② ❝♦♠♣r✐s❡s ❛❧❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭s♦❧✐❞✱ ✢✉✐❞ ♦r ❣❛s✮ ❬▲ös✺✼❪✳ ❚❤❡
tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t✐♠❡ T2✱ ❞❡♣✐❝ts ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛♥
❡♥❡r❣② ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♣✐♥ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡② r❛t❤❡r ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ❞❡✜♥✐♥❣
t❤❡ q✉❛♥t✐③❛t✐♦♥ ❛①✐s✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s✱ ✈✐s✐❜❧❡ ❛s q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✱ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳
❚❤❛t t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝
❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐tr❡♦✉s st❛t❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❚❤✐s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✳
❚❤❡ s♦ ❢❛r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r s✉❝❤ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❛❧❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣ s♣✐♥ ❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦
s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬❙③❡✼✺❪✱ t❤❡ s♣✐♥✲❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ 11B ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s B2O3 ❛♥❞ 23Na ✐♥ ✈✐tr❡♦✉s (Na2O)0.3(SiO2)0.7 ✇❛s
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶❑ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✉t❡s✳ ❚❤✐s ✐s
♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡s s❤♦rt❡r
t❤❛♥ ✷✵✵➭s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡



✽✹ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✱ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦❢ ♠✐s❝❡❧❧❛♥❡♦✉s ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇❡❞ ❛♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ♦♥
❞✐✛❡r❡♥t ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣✳ ❚❤❡② ✜♥❛❧❧② ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss r❡❧❡✈❛♥t ✐♥
❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✸✳

✹✳✺✳✶ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts

❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣s
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s ❛t ❧♦✇ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ✈❡r② ❧♦♥❣ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞
❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞ ❝❛♥ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ s❤♦✇ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❢♦r♠ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵✳ ■♥ t❤✐s ♣❧♦t✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢ ❛❧❧ ❝✉r✈❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❥✉st t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ✈❛r✐❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❡ s❛♠❡
✈♦r ❛❧❧ ❝✉r✈❡s ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦
❧✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞❡❝❛② ✇✐t❤ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦♥❧②
t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞❡❝❛② ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ♦♥❧② ❛ q✉❛♥✲
t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❜❡❛t✐♥❣ ❞❡✲♣❤❛s❡s
q✉✐❝❦❧② ❞✉❡ t♦ ❛ ❜r♦❛❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s ❛♥❞ t❤✉s ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❛t✲
✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❞✉❝❡❞ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛t s♠❛❧❧❡st ♣✉❧s❡ s❡♣✲
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TS decayed

quantum beating
de-phasing quantum beating
destructive quantum beating

Upper envelope of a decay with
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✵✿ P♦ss✐❜❧❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✲
✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r s❛♠♣❧❡s
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳
❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡
♦❢ ❛ ❞❡❝❛② ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✳ ❚❤❡
r❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠
❜❡❛t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❜✉t ✐t ❞❡✲♣❤❛s❡s
❞✉❡ t♦ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐t✲
t✐♥❣s✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥
♦❢ ❞❡str✉❝✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡rr✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✲
✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛❧✲
r❡❛❞② ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t✳



✹✳✺✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✽✺

❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛ ♣✉r❡❧② ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣s ✐s
♣r❡s❡♥t✳ ❚❤✉s t❤✐s ❝✉r✈❡ s❤♦✇s ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❞✉❝❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❆t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡ ✭♠❛r❦❡❞ ❜② t❤❡
❛rr♦✇✮✱ ❛❧❧ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❞❡❝❛②❡❞ ❜② r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✭♠❛✐♥❧②
s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✮ ❛♥❞ ❥✉st t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♦♥❡s r❡♠❛✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♥✉✲
❝❧❡❛r st❛t❡s ❛♥❞ t❤✉s q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❝✉r✈❡s s❤♦✇
t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥ts
t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r
❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❜❧❛❝❦
♦♥❡✳ ❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✳ ■♥
t❤✐s ♣❧♦t ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ✇❡❧❧✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ r❡❛❧✐t② ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣r❡♣❛r❡ ❛ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ♥✉❝❧❡❛r
♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ s❤♦✇s ❛ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✱ ✐t ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r t❤❡
r❡❞ ♦r ❜❧❛❝❦ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t ✭❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❬❇❛③✵✽❪ ❢♦r ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥
♦♥ ❞❡✉t❡r❛t❡❞ ❣❧②❝❡r♦❧✮✳ ■❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t ❛
❜❡❛t✐♥❣ ✐s ❡①♣❡❝t❛❜❧❡✱ ❜✉t ♥♦ ❜❡❛t✐♥❣ ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡
✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■❢ t❤✐s ❝✉r✈❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐t ❧♦♦❦s
❧✐❦❡ ❛ ❧❡ss ❢❛st ❞❡❝❛② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❝✉r✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛ s✐♠✐❧❛r s❛♠♣❧❡ s❤♦✇✐♥❣ ❛
❜❡❛t✐♥❣✳

❚✉r♥✐♥❣ t♦ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡✉t❡r❛t❡❞
❣❧②❝❡r♦❧ ❝♦✉❧❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✇❡❧❧ ❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ✐♥✲
t❡r♠❡❞✐❛t❡ t✐♠❡ r❛♥❣❡✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s
✇❛s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦r ♥♦t ❬❇r❛✵✹❛✱ ❇❛③✵✽❪✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ s✉♣♣♦rts t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✜①❡❞ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣
❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❛t✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ❆❧❜❛s✐ ✭❇❛❖✲Al2O3✲SiO2✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s s❡✈❡r❛❧ ✐s♦✲
t♦♣❡s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ s❤♦✇❡❞ ♥♦ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❞❡❝❛②
❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡✐t❤❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♥♦r ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ♠✉❝❤ ❢❛st❡r ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠
s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✶✮ ❬❊♥s✵✷❛❪✳ ❚❤✐s ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♣♦✐♥ts
t♦✇❛r❞s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ s♣❡❝✲
tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❈♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❝❛♥ ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧❧②
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❬❊♥s✵✷❛❪✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝❛✉s❡❞ ❜②
t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡✐r ❜r♦❛❞
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s✳ ■♥ ❬▲✉❞✵✷❪ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❝♦♥st❛♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✷✸✵♠❚✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♣r❡✈❡♥ts ❛
♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ❛♥❞ t❤✉s ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛✲
t✐♦♥ t✐♠❡s ✭t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❧✉❡ t♦ t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥
❆❧❜❛s✐ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s❤♦✇❡❞ ♥♦ ♦r ❥✉st ❛ ♠✐♥♦r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛②
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✷✸✵♠❚ ✐s
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Pulse separation time τ12 [µs]

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✶✿ ❉❡❝❛② ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡
❡❝❤♦ ♦❢ ❆❧❜❛s✐ ✭❇❛❖✲Al2O3✲SiO2✮ ❛s
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✱
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ fef = 1●❍③
❛♥❞ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✻♠❑✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞
❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r②✳ P❧♦t
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❊♥s✵✷❛❪✳

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ ❆❧❜❛s✐ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s r❡✲
❝♦✈❡r❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❛s ♣r♦❜❛❜❧② t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛ ♠✐①✐♥❣
♦❢ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ❛♥❞ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ♠❛②❜❡ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❢❛st❡r ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ st✉❞✐❡s ♦♥ s❡✈✲
❡r❛❧ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s ❬▲✉❞✵✸❪✳ ❆❧s♦ ❤❡r❡ ❛♥ ❤✐t❤❡rt♦ ✉♥❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r❡❛s♦♥✳

❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❣❧❛ss❡s
❝❛♥♥♦t ♦♥❧② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ t❤❡ ✜rst
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ❣❧❛ss❡s ✇❛s ✐♥ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✉s✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱
❝❛✉s❡❞ ❜② ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✱ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✲
❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t✇♦ ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♥✉✲
❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❬▲✉❝✶✻❪✳ ❚❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❛♥✐❢❡sts ✐ts❡❧❢ ✐♥
❛ ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ Tmin ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✲
♦♥❛♥t ✢❛♥❦ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❧② ♣❤♦♥♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
s❤✐❢ts ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② Tmin ∝ ν1/3 ✭❝♦♠✲
♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ❆✳✺✮✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ✈❛r✐♦✉s
s❛♠♣❧❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✷✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❍❨✲✶✱ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ◆✲❇❑✼ ❛r❡ ♠✉❧✲
t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ ✜rst ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥t❛✐♥ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❧❛r❣❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ◆✲❇❑✼ ❝♦♥t❛✐♥s
❛❧s♦ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✱ ❜✉t t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② s♠❛❧❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✷✿ ▼✐♥✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
Tmin ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❍❡r❛s✐❧ ✭❞❛r❦ r❡❞✮✱ ◆✲❇❑✼ ✭r❡❞✮✱
◆✲❑❩❋❙✶✶ ✭❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ✭❧✐❣❤t ❜❧✉❡✮
✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❡①✲
♣❡❝t❡❞ ν

1/3 ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦♥✲
st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
❛♥❞ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞
❜② s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✳ P❧♦t t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬▲✉❝✶✻❪✳

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ❍❡r❛s✐❧ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ q✉❛rt③ ❣❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❥✉st ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ❣❧❛ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✭❛♥❞ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❧❛r❣❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✮✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧❡❛r ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❤♦✇s✱ t❤❛t ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛❝t✉❛❧❧② ❛✛❡❝t t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

■t t♦♦❦ ✶✹ ②❡❛rs ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
♦♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣r♦♦❢ t❤❛t ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s t❤✐s t❤❡s✐s
st✉❞✐❡s ✈❛r✐♦✉s ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ t♦ ❧❛r❣❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
❛♥❞ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ✐s ❛❧s♦ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s
s♦❧✐❞s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❛r❡
❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤
✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬▲✉❝✶✻❪ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

✹✳✺✳✷ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s

❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥✲❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ✐s♦t♦♣❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡❞
✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭◆▼❘✮ ♦r ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✭◆◗❘✮
t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡
✐s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✳ ■❢ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s
♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ s✉♣♣♦s❡❞ ❝❛✉s❡ ✐s ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t
❡✈❡r② ✐s♦t♦♣❡ ❝❛rr②✐♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ✐s ♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♥❣ ✐♥ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣



✽✽ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♠♦r✲
♣❤♦✉s s♦❧✐❞ ♦❢ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② XY2 ♦r
X2Y3 ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❳ ✐s ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ♥✉✲
❝❧❡❛r s♣✐♥✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ❛rr♦✇✳
■♥ s♦❧✐❞s ♦❢ t❤✐s st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ❡✈❡r② t✉♥✲
♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❡✐t❤❡r ❝♦♥t❛✐♥s ♦r ✐s ❝♦♥✲
♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t✱ ❜✉t ♥♦t ❡✈✲
❡r② ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ✐s ✬s❡❡✐♥❣✬ ❛ t✉♥♥❡❧✲
✐♥❣ s②st❡♠✳

s②st❡♠ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✸✮✳ ❏✉st ❛s ♥♦t ❡✈❡r② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥s ❛
♥✉❝❧❡✐ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐s♦t♦♣❡✸✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛
♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ❜❡✐♥❣ ❛❝t✉❛❧❧② ♣❛rt ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❡✈❡♥ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦r ❞❡✲❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t
❜❡✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s t❤❡♥ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❣❧❛ss ❜② s♣✐♥✲s♣✐♥
❞✐✛✉s✐♦♥✳ ■♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡✐ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ✈❡r② ❢❛st ♦r t❛❦❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② ❧♦♥❣ t✐♠❡
❬❙❛♥✽✼✱ ❇❏✽✽❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❛t ❧❡❛❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
✭✐♥ ♠❛♥② ❣❧❛ss❡s t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❞♦♠✐♥❛t❡ ❜❡❧♦✇ ❛❜♦✉t ✶✵✵❑ ❬❇❏✽✽❪✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ q✉❛❞r✉♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✐s ❛❞❞r❡ss❡❞✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡✐ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♠❛❞❡ ✐♥ ✶✾✹✽ ❜② ❇❧♦❡♠❜❡r❣❡♥✳ ❍❡ r❡♣♦rt❡❞
❛ r❡❞✉❝❡❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✉t❡r♦♥s ✭I = 1✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦t♦♥s
✭I = 1/2✮ ✐♥ ♣❛rt❧② ❞❡✉t❡r❛t❡❞ ✇❛t❡r ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡✉t❡r♦♥
✐s s♠❛❧❧❡r ❬❇❧♦✹✽❪✳ ■♥ ❬P♦✉✺✵❪ s✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s♦❧✐❞s✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② t❤❡♦r✐❡s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬❑r❛✺✹❪ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
♦❢ ♥✉❝❧❡✐ ❞✉❡ t♦ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ✐♦♥✐❝ ❝r②st❛❧s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ✐♥ ❬❇❛②✺✶❪ ❛
♠♦❞❡❧ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝r②st❛❧s ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❆ ❧✐st ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❲♦❡✻✸❪✳
❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡s❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥✉❝❧❡✉s✱ ✇❤✐❝❤
❤❛s ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t
❛r♦✉♥❞ ✐ts tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② st✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡

✸❆♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❛r❡ s♦❧✐❞s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❥✉st ♦♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇✐t❤ ❛ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ♦❢ XY2 ♦r X2Y3

✇❤❡r❡ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡s ❝❛rr✐❡s ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ■♥ t❤♦s❡ s♦❧✐❞s ❡✈❡r②

t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛t♦♠ ✇✐t❤ ❛♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t✳ ❇✉t ♥♦t ❡✈❡r②

♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ✇✐❧❧ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❜❡ ♣❛rt ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳



✹✳✺✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✽✾

✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ❜❡ ❛ ♣❤♦♥♦♥✱ ❛ r❡♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s✐❞❡✲❣r♦✉♣
♦r ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ s♦❧✐❞ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❛❜❧❡ t❤❛t ❛♠♦r♣❤♦✉s
s♦❧✐❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ s❤♦✇ ❛ r❡✲
❞✉❝❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s s❤♦✇ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉✲
❝❧❡❛r s♣✐♥✲❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡✐r ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❚❤✐s ✇❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ◆◗❘ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ♦♥ ✈✐tr❡♦✉s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ As2S3 ❬❘✉❜✼✹❪ ❛♥❞✱ ❛s ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✐♥ ◆▼❘
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡s 11B ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ B2O3 ❛♥❞ 23Na ✐♥
✈✐tr❡♦✉s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ (Na2O)0.3(SiO2)0.7 ❬❙③❡✼✺❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤♦s❡ ◆▼❘ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✹✳ ■t ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❛t ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
✭≈ 1❑ t♦ ✶✵✵❑✮ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥✲❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s
T1 ∝ T−1.3✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ✐♥ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s♦❧✐❞s T1 ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s T−n

✇✐t❤ n ❜❡t✇❡❡♥ ✺ ❛♥❞ ✾ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡✉s✲♣❤♦♥♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬❇❏✽✽❪✳
❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥✲❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ 29Si ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s (Na2O)0.3(SiO2)0.7 ✇❛s
♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❬❙③❡✼✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s♦t♦♣❡ s❤♦✇s ♥♦ ❞r❛st✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❙✐♥❝❡ 11B ❛s ✇❡❧❧ ❛s 23Na ❛r❡ ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐♥
❝♦♥tr❛st t♦ 29Si✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦❢ I = 1/2✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❥✉st ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s st❛t❡ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ❬❙③❡✼✺❪✳ ■❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
❜② ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ s♦❧✐❞s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ 29Si ❛♥❞ 23Na r❡❧❛①❛t✐♦♥
t✐♠❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛t✐♦s ❛♥❞ s♣✐♥ ❢❛❝t♦rs
❬❙③❡✼✺❪✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝
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B - amorphous
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B - crystalline
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Na - amorphous
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Na - crystalline
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Si - amorphous

B O2 3

2 0.3
(Na  O)    (Si O  )2 0.7

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✹✿ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r 11B

✭I = 3/2✮ ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡
B2O3 ❛♥❞ 23Na ✭I = 3/2✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
29Si ✭I = 1/2✮ ✐♥ ✈✐tr❡♦✉s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡
(Na2O)0.3(SiO2)0.7✳ ❋♦r 23Na ✐♥ t❤❡ ❝r②s✲
t❛❧❧✐♥❡ st❛t❡ ❛♥❞ 29Si ✐♥ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s
st❛t❡ ♦♥❧② ❧♦✇❡r ❧✐♠✐ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❉❛t❛
❢r♦♠ ❬❙③❡✼✺❪✳



✾✵ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

✐♠♣✉r✐t② ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❜s♦r❜❡❞ ✇❛t❡r ❝♦♥t❡♥t ♦♥ t❤❡ s♣✐♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♠♦r✲
♣❤♦✉s B2O3 s❤♦✇❡❞ ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❬❘✉❜✼✺❪✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❛♠♦✉♥ts ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss (B2O3)x(CaF2)1−x s❤♦✇❡❞ ❛❧s♦ ♦♥❧②
s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ T1 t✐♠❡ ♦❢ 11B ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥ ✉♥❞♦♣❡❞ s❛♠♣❧❡ ❬❙❛♥✽✼❪✳

❚❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ 29Si ✐♥ ❛♠♦r✲
♣❤♦✉s (Na2O)0.3(SiO2)0.7 ✐♥ ❬❙③❡✼✺❪ ♠✐❣❤t s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s
t❤❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ ❣❧❛ss❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✲
✐♦r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✢✉♦r✐♥❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡
♦❢ t❤❡ 19F ✐s♦t♦♣❡ ✭I = 1/2✮✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛s
t❤❡ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭❛❜♦✉t ✶❑ t♦ ✶✵✵❑✮
❬❙❛♥✽✼✱ ❇❏✽✽✱ ❊st✾✶❪✳ ❆♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♠♣✉r✐t✐❡s
♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ 19F ✐♥ ✈✐tr❡♦✉s (B2O3)x(CaF2)1−x r❡✈❡❛❧❡❞ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡✱
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝❛s❡ ❬❙❛♥✽✼❪✳ ❆ st✉❞② ♦❢ t❤❡ 1H ✭I = 1/2✮ ❛♥❞ 2H ✭I = 1✮
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss❡s LiCl · 7H2O ❛♥❞ LiCl · 7D2O s❤♦✇❡❞ s✐♠✐❧❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✭T1 ≈ T−1.3✮ ❢♦r ❜♦t❤ ✐s♦t♦♣❡s ❬❇❏✽✽❪✳
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡❞✉❝❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦❢ I = 1/2

✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❛r ✜❡❧❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡✐✳
❚❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts t❤❛t
❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤❡✐r t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❝r❡❛t❡ ✈❛r②✐♥❣ ❞✐♣♦❧❛r ✜❡❧❞s
❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ❬❙❛♥✽✼❪✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✇♦r❦ ✐❢
t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ♥❡❛r❜② ♥✉❝❧❡✐ ✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥t r❡st✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ 19F ❛♥❞
1H✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡s ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ♦❝❝✉r ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♥❛t✉r❛❧
❛❜✉♥❞❛♥❝❡✱ t♦ 29Si✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ ❧♦✇
♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡✐ ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞
♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❧✐st❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡
❆✳✷✳
❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐♣♦❧❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✲
✐♦r ♦❢ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ ❣❧❛ss❡s ❛s ♠✉❝❤ ❛s t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢
✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✺✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ❝✉r✈❡s ✐s s✐♠✐❧❛r ❛♥❞ ✐t ❤♦❧❞s

T−1
1 ∝ T 1+α with 0 . α . 1 ✭✹✳✸✵✮

❬❊st✾✶❪✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ✇✐t❤ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❘✉❜✼✺❪✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡
❞♦♠✐♥❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ r❡❧❛①❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s
❛r❡ ❘❛♠❛♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t✇♦ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② ✐♥t♦ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ♦r ♣❤♦♥♦♥ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ ✐t ❣✐✈❡s ♦♥❧② ❛ ♠✐♥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ T1✳ ❚❤❡ t✇♦ r❡❧❡✈❛♥t t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❢♦r t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥



✹✳✺✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✾✶
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Temperature T [K]

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

T
1

-1
[s

-1
]

(a)
133

Cs (7/2)

(b)
23

Na (3/2)

(c)
6
Li (1)

(d)
7
Li (3/2)

(e)
19

F (1/2)

(f)
23

Na (3/2)

(g)
11

B (3/2)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✺✿ ◆✉❝❧❡❛r s♣✐♥✲❧❛tt✐❝❡ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ r❛t❡s ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
♥✉❝❧❡✐ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❜r❛❝❦❡ts✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s✱
♥✉❝❧❡❛r ♣r♦❜❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▲❛r✲
♠♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡✿
✭❛✮ ❬Cs2O · 3SiO2❪ 133Cs ✲ ✷✸✳✻▼❍③❀
✭❜✮ ❬Na2O · 3SiO2❪ 23Na ✲ ✹✼✳✻▼❍③❀
✭❝✮ ❬Li2O · 3B2O3❪ 6Li ✲ ✷✻✳✸▼❍③❀
✭❞✮ ❬Li2O · 3B2O3❪ 7Li ✲ ✶✵✹▼❍③❀ ✭❡✮

❬0.1Li2F2 0.9Li2O · 3B2O3❪ 19F ✲ ✾✹▼❍③❀
✭❢✮ ❬Na2O ·GeO2❪ 23Na ✲ ✹✼✳✻▼❍③❀
✭❣✮ ❬B2O3❪ 11B ✲ ✶✽✳✹▼❍③❀✳ ❉❛t❛ ❢r♦♠
❬❇❏✽✽❪✳

♦✈❡r❧❛♣ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜②
❜♦t❤ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
s✐♥❣❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ ❛ ♣❤♦♥♦♥ ♦r t✇♦ ♣❤♦♥♦♥s ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ T1 ✐s ✇❡❛❦ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭T < 100K✮ ❢♦r t❤❡ st✉❞✐❡❞
♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ T1 ∝ T−4 ❛♥❞ T−7 ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ T1 ∝
T−1 ❢♦r t❤❡ t✇♦ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ♣r♦❝❡ss ❬❘✉❜✼✺❪✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜②
❬❇❏✽✽❪ ❛♥❞ ❬❊st✾✶❪ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡✐r ◆▼❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧s♦ t❤❡
❞✐♣♦❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❊st✾✶❪✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

T−1
1 = ξ

∆max∫

0

Vmax∫

0

d∆dV
P (∆, V )

cosh2
(

∆
2kBT

) τ

1 + ω2
Lτ

2
✭✹✳✸✶✮

✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s P (∆, V ) ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ∆ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛rr✐❡r ❤❡✐❣❤t V ✱ t❤❡ ▲❛r♠♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ωL✱ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ∆max ❛♥❞ ❜❛rr✐❡r ❤❡✐❣❤t Vmax✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ
❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ♥✉❝❧❡✉s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ξ✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐t ❤♦❧❞s✿

Quadrupolar coupling : ξ ∝ Q2 〈[∆(~∇~F )]2〉 [❘✉❜✼✺] ✭✹✳✸✷✮

Dipolar coupling : ξ ∝
γ2gy,1γ

2
gy,2

r6
I(I + 1) [❙❛♥✽✼, ❑✐♠✼✼] ✭✹✳✸✸✮

✇✐t❤ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t Q✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t
〈[∆(~∇~F )]2〉✱ t❤❡ ❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛t✐♦ γgy,i ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛♥
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ r✳ ❲❤❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✶ ✐s ✜tt❡❞ t♦ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤
ξ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r❛t❡ τ−1 ✐s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✽✮ ❛♥❞
❜② t❤❡r♠❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❬❊st✾✶❪✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❤♦♥♦♥



✾✷ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ τ/(1+ω2
Lτ

2) ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❢✉❧✜❧❧ ωLτ = 1✳ ❋♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ Vmax/kB ❛♥❞ ∆max/kB✱
❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✶ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ t♦ T−1

1 ∝ T 1+αω−β
L s♦ t❤❛t t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❢r♦♠

❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✵ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❬❇❏✽✽✱ ❊st✾✶❪✳ ❚❤❡ ω−β
L ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ 0.6 . β . 1

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ◆▼❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❢♦r
❛ ❤✐❣❤❡r ▲❛r♠♦r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❬❇❏✽✽❪
❛♥❞ ❬❊st✾✶❪✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✷ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉❝❧❡✐
✇✐t❤ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t s❤♦✉❧❞ r♦✉❣❤❧② ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡✐r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts sq✉❛r❡❞✱ ✐❢ t❤❡② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ s✐♠✐❧❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts✳
❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬❊st✾✶❪ ❢♦r 7Li ❛♥❞ 23Na ✐♥ ✢✉♦r♦③✐r❝♦♥❛t❡ ❣❧❛ss❡s
✈❛❧✐❞❛t✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r②✳

❙✐♥❝❡ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❤❛s ❛❧s♦ ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦✲
♠❡♥t ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✈✐❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❛r ❛♥❞ ❞✐♣♦❧❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥
❣❡♥❡r❛❧ ❜♦t❤ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❝❝✉r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡✉s ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t
♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✉s✉❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡✳ ❋♦r ❛ ❝♦✈❛❧❡♥t❧② ❜♦✉♥❞ ♥✉❝❧❡✉s t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛t❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❬❲♦❡✻✸❪✱ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣② ♦❢
35Cl✱ ❝♦✈❛❧❡♥t❧② ❜♦✉♥❞ t♦ ❝❛r❜♦♥✱ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ 104 t♦ 105 t✐♠❡s t❤❛t ♦❢ ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ T1 ❛r❡ ♣r♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ sq✉❛r❡s ♦❢ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥❡r❣✐❡s ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✹✳✸✷ ❛♥❞
✹✳✸✸✮ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ 108 t♦ 1010 t✐♠❡s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✶ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ◆▼❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❜♦t❤ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤♦✉t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡✉s ✇✐t❤ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♣r❡❝❡ss❡s ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ t❤✉s ωL ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ωQ✳

✹✳✺✳✸ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❞✉❡ t♦ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦✲

♠❡♥ts

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ✇❛s ❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❍❨✲✶ ❛♥❞ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❬▲✉❝✶✻❪✳ ❇♦t❤ ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮ ❛♥❞ s❤♦✇ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦♥✲♣❤♦♥♦♥✐❝
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✜①❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tmin ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✬s r❡❛❧ ♣❛rt ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②
✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✷✮✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❞♦♠✐♥❛♥t ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❤❡♥



✹✳✺✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✾✸

t❤❡ ♣❤♦♥♦♥✐❝ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s
✭∝ T 3✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡✛❡❝t ✐s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
✈✐❛ ♣❤♦♥♦♥s ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss ❍❨✲✶✱ ✐t ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞
t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡✐✳
❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡

T−1
NQR = T−1

c,0
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∆0

E
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E

2kBT

)(
1− e(−

T
2δT )

a)
✭✹✳✸✹✮

❬▲✉❝✶✻❪✳ ❚❤✐s r❛t❡ ❞✐❡s ♦✉t t♦✇❛r❞s ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡①❛❝t t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ✐s ✉s❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ♣✉r❡❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢♦r a = 1 ♦r ●❛✉ss✐❛♥ ❢♦r a = 2✳ ❚❤❡ coth (E/(2kBT ))

❢❛❝t♦r t❛❦❡s t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✬s ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞
t❤❡ ❢❛❝t♦r (∆0/E)2 ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♠❡
♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t t✉♥♥❡❧✐♥❣✳ ❚❤❡ r❛t❡ T−1

c,0 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ν1/3

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♠✐♥✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✷
✭T−1

c,0 = 2π · 138 ❦❍③ ❢♦r ❍❨✲✶✮✳ ■♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❍❨✲✶✱
t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ❞❡❝r❡❛s❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛t ❛❜♦✉t ✶✺♠❑✳ ■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤✐s
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠ ❛t♦♠s ✐♥ t❤✐s
❣❧❛ss✳ ❚♦ ♠♦❞❡❧ t❤✐s ❞②✐♥❣ ♦✉t✱ δT ✇❛s s❡t t♦ ✶✵♠❑ ❛♥❞ a t♦ ✸✳✺✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞❡✲
♣❡♥❞s ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ♦♥ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣✱ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♠♣✉r✐t✐❡s✱
t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ♦r t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡✐✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞♦♠✐✲
♥❛♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦r t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s str♦♥❣❧② s❛♠♣❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ■♥
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❛❧✐❣♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t
❝❛✉s❡❞ ❜② t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛ r❡❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤♦♥♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r
✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✻ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ T−1

NQR ❢♦r ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❡♥❡r❣②
s♣❧✐tt✐♥❣ E ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✳ ■♥ t❤❡
❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s T−1

c,0 ✐s s❡t t♦ 2π · 138 ❦❍③ ❛♥❞ δT t♦ ✶✺♠❑✳ ■♥ t❤❡ r❡❞ ♦♥❡s T−1
c,0 ✐s s❡t

t♦ 2π · 1.38 ❦❍③ ❛♥❞ δT t♦ ✷♠❑✳ ❋♦r t❤❡ ❜❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❞ ❝❛s❡✱ ∆0/kB = 15♠❑ ❛♥❞
t♦ ✸✺♠❑ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ δT t❤❡ ❞②✐♥❣ ♦✉t ♦❢
t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ st❛rts ❛t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉
r❡❣✐♦♥✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞②✐♥❣ ♦✉t ❜❡❣✐♥s✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛t❡ T−1

c,0 ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠✬s t✉♥♥❡❧ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ (∆0/E)2 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ T−1

NQR t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡ss ✐s ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✭∆ → 0 ⇒ ∆0/E → 1✮✳ ❚❤❡
r✐s✐♥❣ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ t♦✇❛r❞s ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ coth (E/2kBT)✳ ❋♦r
E < kBT ✱ t❤❡ coth(E/2kBT) ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② T ✳
■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣✱ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❞✉❡ t♦ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✹✱ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝



✾✹ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
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] ∆0/kB=15 mK, δT=15 mK

∆0/kB=35 mK, δT=15 mK

∆0/kB=15 mK, δT=2 mK

∆0/kB=35 mK, δT=2 mK

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✻✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ T−1

NQR ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✹ ❢♦r ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤
✜①❡❞ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ E/kB = 50♠❑ ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥t t✉♥♥❡❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ∆0/kB✳ ❋♦r t❤❡
❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s T−1

c,0 ✐s 2π·138 ❦❍③ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡
r❡❞ ❝✉r✈❡s 2π · 1.38 ❦❍③✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
a ✐s s❡t t♦ ✷✳

t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ❣r❛✲
❞✐❡♥t s❡❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐s ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦♥❧② ❢♦r t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ∆✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❬▲✉❝✶✻❪✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛❧s♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡
❝♦✉rs❡ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ♣♦❧②♠❡r ❣❧❛ss ❋❘✲✶✷✷P ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹ ❢♦r
❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✮ ❬❙❝❤✶✽❝❪✳ ❚❤✐s s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❜r♦♠✐♥❡ ✐♥ ❛ ❇r✲❈ ❜♦♥❞ ✇✐t❤
❛♥ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ❛❜♦✉t 250MHz ≈ 12mK✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ✢❛♥❦
✐♥ t❤❡s❡ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ♥♦♥✲s❤✐❢t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✭❡❧❛st✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❞✐❡❧❡❝tr✐❝
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛♥♥♦t ❜❡
❝❧❡❛r❧② s❡❡♥✳

❆ss✉♠✐♥❣ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
t♦ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

WNQR(2τ12) = e−2τ12T
−1
NQR(E,q). ✭✹✳✸✺✮

❚❤❡r❡❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ∆0/E =
√
1− q2 ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦

❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✺✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✼✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱
t❤❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤
t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❢♦r ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝✉r✈❡ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❛❧❧ t❤r❡❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲
♦✛ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②
s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥✳

■♥ ❬▲❡r✽✽❪ ♣❤♦♥♦♥ ❡❝❤♦❡s ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ✶✵ t♦ ✺✵✵▼❍③ ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥
❛❧✉♠✐♥♦s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss❡s ✭(SiO2)x(Al2O3)y✮ ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝
Ho3+ ✐♦♥s ✭I = 7/2✮ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❞♦✇♥ t♦ ✶✵♠❑✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥✲



✹✳✺✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✾✺
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Quadrupole relaxation

Spec. diff. + One-phonon

Combination

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✼✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ12 ❢♦r ❛♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛t ❛ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r❛✲
❜✐❧✐t② t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦
t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s
❢♦r ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼✳ ❋♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs T−1

c,0 =

2π · 138 ❦❍③✱ a = 3 ❛♥❞ δT = 0.01❑ ❛r❡
✉s❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬▲✉❝✶✻❪✳

❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✺✪ ❛♥❞ ✶✵✳✶✪✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛ ❤♦❧♠✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✳✶✪ ❡①❤✐❜✐ts ❛ s♣✐♥ ❣❧❛ss ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡❧♦✇ ❛❜♦✉t ✵✳✺❑✳ ■♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ❤♦❧♠✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ t❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠ ✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❛rt❧② r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♥♦♥✲
♠❛❣♥❡t✐❝ La3+ ✐♦♥s ✭I = 7/2✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❣♦♦❞ ❣❧❛ss ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t ✜①❡❞ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ✶✳✺✪ s❛♠♣❧❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ s❛t✉r❛t❡s ❛t ❛❜♦✉t ✸❚✳ ❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s T1 ❛♥❞ T2 r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡
T1 ✐s ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ SiO2 ❣❧❛ss ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ ❛♣♣❧✐❡❞ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✉♣
t♦ ❝✐r❝❛ ✸❚ ❛♥❞ s❛t✉r❛t❡s ❛❢t❡r✇❛r❞s✱ ❜✉t st❛②s s♠❛❧❧❡r ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ SiO2✳
❚❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ γ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s r❡✲
♠❛✐♥ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ T2 ✐s ❛❧s♦ ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r t❤❛♥ ✐♥ SiO2

❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ T2 ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ st❛t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ❦✐♥❦ ✐♥
t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝❛② ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✐s
s❤✐❢t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡
❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉✲
s✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❆♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ T1
❛♥❞ T2 ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✶✳✺✪ ❤♦❧♠✐✉♠ r❡✈❡❛❧s ❢♦r ❜♦t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛ T−1

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s♣❡❝✲
tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r② ❛ T−2 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r T2 ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✾✮✳
❆t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤✐s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
✇❛s ♥♦t ②❡t ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❥✉st t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞
♠❛❣♥❡t♦✲❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❞❛t❛✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐t ✐s s♣❡❝✉❧❛t❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡
s♦♠❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛t ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡❧❛① t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②s✲
t❡♠s ❞✐r❡❝t❧②✳



✾✻ ✹✳ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts

❑♥♦✇✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ♥✉✲
❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥❞
❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✇✐t❤♦✉t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳ ❯♥❞❡r ❝♦♥✲
s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✈✐❛ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❛r❡ ❡❛rt❤ ✐♦♥s
✭❛♥❞ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥♦s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss✮✱ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ T1 ❛♥❞ T2 ♦♥
t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ r❡♣❧❛❝❡✲
♠❡♥t ♦❢ ❤♦❧♠✐✉♠ ✇✐t❤ ❧❛♥t❤❛♥✉♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛rr✐❡s ❛ ❧❛r❣❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ t♦♦✳
❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ T1 ✇✐t❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ✇❡❧❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts t❡♥❞ t♦ ♦r✐❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ T2 s❤♦✇s ❛❧♠♦st ♥♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❤❛s
t♦ ❡①✐st ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ♠❛②❜❡ ❛❧s♦ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ✈❡r② s❤♦rt ♣❤❛s❡ ♠❡♠♦r② t✐♠❡ TΦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ T1 r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s
❧♦♥❣ ✇✐t❤ r✐s✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✷✮✳ ❚❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡
❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞✲
❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✼✳ ❋♦r E < kBT ✱ t❤❡ coth(E/2kBT)

❢❛❝t♦r ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✹ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② T ✳ ❚❤✉s ❛ ❧✐♥❡❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s T > E/kB✳

❆❧s♦ ✐♥ ❬❋✐❝✶✸❪ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❍❡r❡
t❤r❡❡✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✷✵✵♠❚ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ❣❧❛ss ◆✲❇❑✼✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ s❤♦✇❡❞ ❛ s❧✐❣❤t❧②
s♠❛❧❧❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛t ❧❛r❣❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
✇✐t❤♦✉t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ s❤♦✇❡❞ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡
✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❝❝✉❛r❝②✳ ❙✐♥❝❡ t❤r❡❡✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦❡s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
T1 ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❬▲❡r✽✽❪✳

❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬P♦❧✵✺❪✳
❚❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠s ✐♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✱ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡s T−1

1

❛♥❞ T−1
2 s❤♦✇ ❛ ❧✐♥❡❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❬▲❡r✽✽❪ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬▲✉❝✶✻❪✳ ❙✐♥❝❡ s❡❝t✐♦♥
✹✳✺✳✷ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢
r❡s♦♥❛♥t ♣❛✐rs ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣❧❛② ♦♥❧② ❛ ♠✐♥♦r r♦❧❡ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ ❢✉rt❤❡r✳



✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ s❡t✉♣s ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❆t ✜rst✱ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳
❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝s t♦ ❡①❝✐t❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳
❚❤✐s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐ts ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳ ❚❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❛s✱ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs✱ ❛❧r❡❛❞②
✉s❡❞ ✐♥ ❬❇r❛✵✹❛✱ ❇❛③✵✽✱ ❋✐❝✶✸✱ ❲♦❧✶✹✱ ❙❝❤✶✻❛❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r
♣❛rt✐❛❧❧② ❜✉✐❧❞s ✉♣♦♥ t❤❡✐r t❤❡s❡s✳

✺✳✶ ❈r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ♠✉st ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ♠✉st ❜❡ ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t
❞❡str♦② t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t♦♦ ❢❛st✳
■♥ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ t♦ ❡①❝✐t❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
❞✉r✐♥❣ ❛♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❤❛❞ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛❜♦✉t ✶●❍③✳ ❚❤✉s t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
✐♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❛r♦✉♥❞ ✶●❍③ ❛r❡ r❡s♦♥❛♥t❧② ❡①❝✐t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ E ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② kB · 50mK✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡
s❛♠♣❧❡s ♠✉st ❜❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦st❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s ❛❜♦✉t ✶✵♠❑✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐③❛❜❧❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st✉❞✲
✐❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❢❡✇ t❤❡r♠❛❧ ♣❤♦♥♦♥s t❤❛t ❝❛✉s❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡s❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛ 3❍❡✴4❍❡✲❞✐❧✉t✐♦♥
r❡❢r✐❣❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❝r②♦st❛ts ✐s ♥♦t ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱
s✐♥❝❡ ✐t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♥❞ s✉❜❥❡❝t t♦ ♠❛♥② ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❊♥s✶✵✱ P♦❜✵✼❪✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ 3❍❡✴4❍❡✲
❞✐❧✉t✐♦♥ ❝r②♦st❛t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❜✉✐❧t✲✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛r❡ s❤♦✇♥✳
❚❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦t ✐s s✐t✉❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ s✉♣❡r ✐♥s✉❧❛t❡❞ ❞❡✇❛r ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❧✐q✉✐❞ 4❍❡✱
t❤✉s ❤❛✈✐♥❣ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✳✷❑✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✶❑ ♣♦t ✐s ❛❜♦✉t
✶✳✸❑ ❛♥❞ t❤❡ st✐❧❧ r❡❛❝❤❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵✳✼❑✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞
❛t t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r ❛♥❞ ✐s ✐♥ t❤❡ ✉s❡❞ ❝r②♦st❛t ❛❜♦✉t ✻♠❑✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐ts❡❧❢
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✮ ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥t♦ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ t✉r♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❆❧❧ ♣❛rts

✾✼



✾✽ ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s

Coaxial cables

Heat sinks

Attenuator

Continuous 

heat exchanger

Step 

heat exchanger

Resonator

Magnet

Experimental

platform

Amplifier

1K pot

Still

Vacuum pot

Radiation 

shield

Mixing chamber

Resistance heater

4K flange

Carbon

thermometer

Input Output

>>

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ 3❍❡✴4❍❡✲❞✐❧✉t✐♦♥ r❡❢r✐❣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜✉✐❧t ✐♥t♦ t❤❡ ❝r②♦st❛t✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬❲♦❧✶✹✱ ❙❝❤✶✻❛❪✳

♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ✶❑ ♣♦t✱ t❤❡ st✐❧❧✱ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐ts❡❧❢
❝♦♥s✐st ♦❢ ❣♦❧❞✲♣❧❛t❡❞ ❝♦♣♣❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♣♣❡r ❤❛s ❡✈❡♥ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛ ❝♦♠♣❛✲
r❛❜❧② ❤✐❣❤ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❣♦❧❞ ♣❧❛t✐♥❣ ♣r❡✈❡♥ts ♦①✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥s✉r❡s ❛
❣♦♦❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ s❤✐❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ s✉rr♦✉♥❞s t❤❡ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡r✱
t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❧❛②❡rs ❛♥❞ ❤❛s
t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡r ❧❛②❡r ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❝♦♣♣❡r ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛ ❣♦♦❞ t❤❡r♠❛❧
❝♦♥t❛❝t t♦ t❤❡ st✐❧❧✳ ❚❤✉s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s✐t✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ❞♦
♥♦t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t❤❡ ✹✳✷❑ ✬✇❛r♠✬ t❤❡r♠❛❧ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦t ❜✉t ♦♥❧② t❤❡
✵✳✼❑ ❢r♦♠ t❤❡ st✐❧❧ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❤❡❛t ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡
r❛❞✐❛t✐♦♥ s❤✐❡❧❞ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❧❡❛❞✳ ▲❡❛❞ ❜❡❝♦♠❡s s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳
❚❤✐s ♣r♦t❡❝ts t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❤✐❡❧❞ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s t❤❛t
❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦r ❤❡❛t t❤❡ ❝r②♦st❛t ❜② ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ r❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞
❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤♦s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✱ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♣❧❛t❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❝r②♦st❛t✱ s❡✈❡r❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ t♦ ❡♥s✉r❡ ❣♦♦❞ ❡①♣❡r✲



✺✳✶✳ ❈r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✾✾

✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ✐s t❤❡r❡❜② ❛ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❞✐st✉r❜❡❞
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡✈❡♥t✐♦♥ ♦❢
❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡rt✉r❜s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❝❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ t♦ ❛♥ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ ✺✵Ω✳ ❚❤❡ r♦♦♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝r②♦st❛t ❜② ✢❡①✐❜❧❡
❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡s✳ ❆t t❤❡ ❧✐❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡✇❛r t❤❡② ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞
t♦ s❡♠✐✲r✐❣✐❞ ❝♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡s✳ ❖♥ t❤❡✐r ✇❛② ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r t❤❡ ❝❛❜❧❡s ♣❛ss
t❤❡ ❧✐q✉✐❞ 4❍❡ r❡s❡r✈♦✐r ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡ ❝❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♦❧❡❞ t♦ ❧✐q✉✐❞ ❤❡✲
❧✐✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❢❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣♦t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✹✳✷❑ ❝♦❧❞ ❝❛❜❧❡s
❛r❡ st✐❧❧ t♦ ✇❛r♠ ❢♦r ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❛t ♠✐❧❧✐❦❡❧✈✐♥
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❤❡❛t ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❝❛❜❧❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❢✉rt❤❡r✳ ❋♦r
t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤❡❛t s✐♥❦s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❝♦♦❧✐♥❣ st❡♣s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r②♦✲
st❛t✳ ❚❤❡② ❣r❛❞✉❛❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❤❡❛t ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❜❧❡s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♦❧✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♦❧✐♥❣ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t✳ ❚❤❡s❡ ❤❡❛t s✐♥❦s ❛r❡
✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ②❡❧❧♦✇ r❡❝t❛♥❣❧❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶ ❛♥❞ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✶❑ ♣♦t✱ t❤❡ st✐❧❧
❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❤❡❛t ❡①❝❤❛♥❣❡rs✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ ❣♦❧❞✲♣❧❛t❡❞ ❝♦♣♣❡r ❜♦① t❤❛t
❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❛♣♣❤✐r❡ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ s♣✉tt❡r❡❞ ♥✐♦❜✐✉♠ ❧✐♥❡s ♦♥ t♦♣✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦str✐♣s
❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ t♦ ❛♥ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ ✺✵Ω t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❣♦♦❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s✳
❲❤❡♥ ❛ ❝♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✈✐❛ t❤❡ ❙▼❆ ❝♦♥♥❡❝t♦r t♦ ❛ ❤❡❛t s✐♥❦✱ t❤❡ ♦✉t❡r
❝♦♥❞✉❝t♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❝♦♣♣❡r ❜♦①✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✐♥♥❡r ❝♦♥❞✉❝t♦r ♦❢
t❤❡ ❙▼❆ ❝♦♥♥❡❝t♦r ✐s s♦❧❞❡r❡❞ t♦ t❤❡ ♥✐♦❜✐✉♠ ♠✐❝r♦str✐♣✳ ❚❤❡ s❛♣♣❤✐r❡ s✉❜str❛t❡
✐♥s✉❧❛t❡s t❤❡ ✐♥♥❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t❡r ❝♦♥❞✉❝t♦r ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❣♦♦❞ t❤❡r♠❛❧
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡ ❤❡❛t ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥♥❡r ❝♦♥❞✉❝t♦r t♦ t❤❡ ❝♦♣✲
♣❡r ❜♦①✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❤❡❛t s✐♥❦ ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝r②♦st❛t ✇❤❡r❡ ❡♥♦✉❣❤
❝♦♦❧✐♥❣ ♣♦✇❡r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ ❤❡❛t ❧♦❛❞ ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ♦✉t❡r ❛♥❞ ✐♥♥❡r ❝♦♥❞✉❝t♦r ✐s
r❡❞✉❝❡❞✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t✱ t❤❡ ❝❛❜❧❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✶❑ ♣♦t ❛r❡ ♠❛❞❡ ❢r♦♠ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣
♠❛t❡r✐❛❧s ❬❋✐❝✶✸❪✳ ❚❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ ❧♦ss tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❧♦✇ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②
✐♥ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✲
✐♥❣ ♠✐❝r♦✲❢❛❜r✐❝❛t❡❞ r❡s♦♥❛t♦rs✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝♦♥❞✉❝t♦r ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❤❡❛t ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝❛❜❧❡s ✐s ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❛❧r❡❛❞②
t❛❦❡♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts st✐❧❧ t♦ ❧❛r❣❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛t ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❬P♦❧✶✼❪✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡ t❤❡ ❧❛st ✷✵ ❝♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✇❡r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ✈❡r② t❤✐♥
s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s❡♠✐✲r✐❣✐❞ ❝♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡s ♠❛❞❡ ♦❢ ♥✐♦❜✐✉♠✲t✐t❛♥✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡
s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❜❡❧♦✇ ❛❜♦✉t ✾❑✳ ❚❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r✱ ✉s❡❞ ✉♣ t♦ t❤✐s
♣♦✐♥t✱ ✐s ♥♦t ❛s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ❤❡❛t ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❝❛❜❧❡s s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t
❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✺✳✷✳✶✮✳
❖♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❧✐♥❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✷✵ ❞❇ ❛tt❡♥✉❛t♦r ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ st✐❧❧
✭❣r❡❡♥ ❜♦① ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✳ ❚❤✐s ❛tt❡♥✉❛t♦r ❞❛♠♣s t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ s✐❣♥❛❧✱ ❜✉t ♠♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t❧② t❤❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r
♥♦✐s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t♦r✳ ❇② t❤✐s ♠❡❛♥s ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❜② t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t♦r ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤❡r ✐♥♣✉t ♣♦✇❡r✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t♦r st❛②s ❝♦❧❞ ✐t
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✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♣♣❡r r♦❞ t♦ t❤❡ st✐❧❧✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❝❛❜❧❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧♦✇✲♥♦✐s❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ✭♦r❛♥❣❡ ❜♦① ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✳ ❚❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❧✐♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❞✐st✉r❜ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
t❤❡ ❝♦❧❞ ❛♠♣❧✐✜❡r ❛♥❞ ♥♦t ❜② t❤❡ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❚♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r
✐s s✐t✉❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❝♦✐❧ ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ ♥✐♦❜✐✉♠✲t✐t❛♥✐✉♠ ✇✐r❡ ✇♦✉♥❞
❛r♦✉♥❞ ❛ st❛✐♥❧❡ss st❡❡❧ ❝②❧✐♥❞❡r ✭✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✳ ❚❤✐s ❝♦✐❧ ❡♥❛❜❧❡s
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✉♣ t♦ ✷✸✵♠❚✳
❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛t ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡
❝r②♦st❛t ❤❛s ❛ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤r❡❡ ♣❛rts✳ ❚❤❡
t❤❡r♠♦♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✱ ❛ r❡s✐st❛♥❝❡ ❤❡❛t❡r
❛♥❞ ❛ P■❉✲❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤❡ t❤❡r♠♦♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛t❡r ❛r❡ ♠♦✉♥t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐①✐♥❣
❝❤❛♠❜❡r ✭s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞ ❛♥❞ ❜❡✐❣❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❣♦❧❞✲♣❧❛t❡❞ ❝♦♣♣❡r✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ✈❡r② ❣♦♦❞✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡
t❤❡r♠♦♠❡t❡r ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ P■❉✲❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐♥
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s♦❢t✇❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t ❣❡ts t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡
❝✉rr❡♥t ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❤❡❛t❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ st❛❜❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆❧❧ ❝❛❜❧❡s
♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡❛❞♦✉t ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡t❡r ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t❡r ♣♦✇❡r
❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡ ♣❛ss✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❤❡❛t s✐♥❦s ♦♥ t❤❡✐r ✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s t♦ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r✳ ❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts ❛ ♣❛r❛s✐t✐❝ ❤❡❛t ✐♥♣✉t✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♠✐t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡❛❝❤❛❜❧❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t✳

✺✳✶✳✶ ❚❤❡r♠♦♠❡tr②

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡r♠♦♠❡t❡rs✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r②
t❤❡r♠♦♠❡t❡rs✳ Pr✐♠❛r② t❤❡r♠♦♠❡t❡rs ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s
❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❑♥♦✇♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s ♦❢
t❤✐s ❝❧❛ss ❛r❡ ✜① ♣♦✐♥t ❛♥❞ ♥♦✐s❡ t❤❡r♠♦♠❡t❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ t❤❡r♠♦♠❡t❡rs ♦❢t❡♥
♣r♦✈✐❞❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ❞✐s❝r❡t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣♦✐♥ts ♦r t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❡❛s② t♦ ✉s❡✳ ❚♦ ♠❡❛✲
s✉r❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ s❡❝♦♥❞❛r② t❤❡r♠♦♠❡t❡rs ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐❦❡ t❤❡ r❡✲
s✐st❛♥❝❡ ♦r t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡①❛❝t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❞❡✈✐❝❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡② ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st
♣r✐♠❛r② t❤❡r♠♦♠❡t❡rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳
❚❤❡ t❤❡r♠♦♠❡t❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❛ ❝❛r❜♦♥ r❡s✐st♦r ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣s
t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② t❤❡r♠♦♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s t❤❡r♠♦♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡✲
❧♦✇ ❛❜♦✉t ✶❑✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤
❣r♦✇s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❢❛❧❧✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥ ♦✈❡r❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❤❡r✲
♠♦♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✇r♦♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ✈♦❧t❛❣❡ ✐s



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✶✵✶

❛❞❛♣t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ❆❈ r❡s✐st❛♥❝❡ ❜r✐❞❣❡ ❆❱❙✲✹✼✵✳

✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♣♦❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s✳ ❆t ✜rst✱ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛r❡
❞✐s❝✉ss❡❞✳

✺✳✷✳✶ ❘❡s♦♥❛t♦r

❚❤❡ s❛♠♣❧❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝✳ ❚❤✉s s♣❡❝✐❛❧
r❡s♦♥❛t♦r ❞❡s✐❣♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ❛❜♦✉t ✶●❍③✳ ❚❤❡ r❡s♦✲
♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛ LC r❡s♦♥❛t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ωres = 1/

√
LC✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛t

❛❜♦✉t ✶●❍③ ✈❡r② s♠❛❧❧ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡s L ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡s C ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡
t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ r❡s♦♥❛t♦rs ❢✉❧✜❧❧ t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✐ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡s
❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❦✐♥❞✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ❛r❡ ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤✐s r❡s♦♥❛t♦r ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇♥ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛❞❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♠❛♥❞s ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❧❛♥❛r ♠✐❝r♦✲❢❛❜r✐❝❛t❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦rs ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳

❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳
❚❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❤♦❧❧♦✇ ❝②❧✐♥❞❡r t❤❛t ✐s ❝❧♦s❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ❖♥ t♦♣
t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐s ❝❧♦s❡❞ ❜② ❛ ❧✐❞ ✇✐t❤ ❛ r♦❞ ✐♥ ✐ts ❝❡♥t❡r✳ ❚❤✉s ❛ ❝❛✈✐t② ✐s ❝r❡❛t❡❞
✇❤❡r❡ st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣✳ ■♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞ st❛t❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣❛♣ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
❤❡✐❣❤t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
s❛♠♣❧❡ t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐s ♣❧❛❝❡❞✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s
❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ ✈✐❛ ♦♥❡ s✐♥❣❡ s❝r❡✇✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥✬s ❤❡✐❣❤t ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ s♦❧❡♥♦✐❞✱
♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s str♦♥❣❡st ❛♥❞ ♠♦st ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✐s
❛s t❤✐❝❦ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ❣♦♦❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝ts ❛s t❤❡r♠❛❧ ❜❛t❤✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✐t ✐s ❛s t❤✐♥
❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛✉s❡ ❥✉st s♠❛❧❧ ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❜② ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❞✐❛♠❡t❡r ✐s t❤✉s ✺♠♠ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ✷✾♠♠✳ ❚❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛r❡✿ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❧♦✇ ❝②❧✐♥❞❡r ❝✐r❝❛ ✹✷✳✺♠♠✱ ✐♥♥❡r
❞✐❛♠❡t❡r ✶✽♠♠ ❛♥❞ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ r♦❞✿ ✽♠♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 1/4 ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✬s ✇❛✈❡ ❧❡♥❣t❤ λ✱ t❤✐s r❡s♦♥❛t♦r
✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ λ/4 r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ♦①②❣❡♥ ❢r❡❡ ❣♦❧❞✲♣❧❛t❡❞
❝♦♣♣❡r ✭t❤❡ ❣✐❧❞✐♥❣ ✐s ♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ❚❤❡ ❝♦♣♣❡r ❡♥s✉r❡s ❛ ❣♦♦❞ t❤❡r♠❛❧

✵❆❱❙✲✹✼✱ ❘❱✲❊❧❡❦tr♦♥✐✐❦❦❛ ❖② P✐❝♦✇❛tt✱ ❱❡r♦♠✐❡❤❡♥t✐❡ ✶✹✱ ❋■✲✵✶✺✶✵ ❱❛♥t❛❛✱ ❋✐♥❧❛♥❞



✶✵✷ ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s

Input Output

Lid

 
Coupling

loops

Cavity

 
Sample

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❈r♦ss s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞
r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡ ❣✐❧❞✐♥❣
✐s ♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ❞r❛✇✐♥❣✳

❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❣✐❧❞✐♥❣ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❝♦♣♣❡r ❢r♦♠ ♦①✐❞❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❜❛❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❛ ❜❛❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥t❛❝t
t♦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❜❛t❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡❛t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐❞
❛♥❞ t❤❡ ❤♦❧❧♦✇ ❝②❧✐♥❞❡r ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ♦s❝✐❧❧❛t❡s✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❚▼✲♠♦❞❡ ❬❍✐❧❪ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ✐♥
t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❤❛s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r♦❞ ❛♥❞
t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❧♦✇ ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s ❣❛♣ ❝❛♥✱ ✐♥ t❤❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❛ LC
r❡s♦♥❛t♦r✱ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ r✉♥s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r ✇❛❧❧s ❛♥❞ ✐s ❧❛r❣❡st ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤✉s t❤❡ r♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❤♦❧❧♦✇
❝②❧✐♥❞❡r r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥❞✉❝t❛♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s str♦♥❣❡st ❛♥❞ ♠♦st
❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❛♣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐s ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ t❤❡r❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❬❇r❛✵✹❛❪✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♣ ✐s ♠✉❝❤
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ r♦❞✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❛♥❞ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ✜r♠❧② ♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r t♦❣❡t❤❡r✱
✇❤✐❧❡ ✜①✐♥❣ t❤❡ ❧✐❞ ✇✐t❤ s✐① s❝r❡✇s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♦❢ ✈❛❝✉✉♠ ❣r❡❛s❡✶ ✐s
♣✉t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ♦❢ s✐♠✐❧❛r
r❡s♦♥❛t♦rs ❛r❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✵✳✹✺ ❬❊♥s✾✶❪ t♦ ✵✳✼ ❬❲❡✐✾✺❪✳
■♥ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦r t❤❡ t♦t❛❧ ✜❡❧❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠
♠❛①✐♠❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡♥❡r❣② t♦ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞r❛✇♥ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡s ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡
str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❞♦✉t ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ❞♦♥❡
✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ✈✐❛ t✇♦ ❧♦♦♣s✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ ❧♦♦♣s ❛r❡ s✐t✉❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ str♦♥❣❡st ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ❧♦♦♣s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜②

✶❇❛②s✐❧♦♥❡ ♣❛st❡ ✲ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ●❊ ❇❛②❡r ❙✐❧✐❝♦♥❡s



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✶✵✸

Maximal magnetic fieldMaximal electric field

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛①✐♠✉♠
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭r✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✜❡❧❞
✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞r❛✇♥ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡s ❤❛✈❡ ♥♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s✐♥❝❡
t❤❡② ❛r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣✳

❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥♥❡r ❛♥❞ ♦✉t❡r ❝♦♥❞✉❝t♦r ♦❢ t❤❡ s❡♠✐✲r✐❣✐❞ ❝❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥t❡r t❤❡
❧✐❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ❚❡✢♦♥ ✐♥s✉❧❛t❡❞ ❤♦❧❡s✱ ✇✐t❤ ❛ s✐❧✈❡r✲❝♦❛t❡❞ ❝♦♣♣❡r ✇✐r❡✳ ❚❤✐s ✇❛② ❛
❝♦✐❧ ✇✐t❤ ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ✇✐♥❞✐♥❣ ✐s ❝r❡❛t❡❞✳ ❚❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✈❛r✐❡❞
❡✐t❤❡r ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧♦♦♣ ♦r ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧♦♦♣ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡s✳ ■♥ t❤❡ ✉s❡❞ r❡s♦♥❛t♦r t❤❡ ❧♦♦♣ ♦♥ t❤❡
♦✉t♣✉t s✐❞❡ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❞❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦✉t ❧♦♦♣ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ❧♦♦♣ ❤❛s ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✺➦ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡s✳ ❇♦t❤
❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ s✐③❡ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛s ♠✉❝❤ s✐❣♥❛❧ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ♦✉t ❛♥❞ t❤✉s ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥♣✉t
s✐❞❡ ✐s ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳
❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❡❛❝❤ r❡s♦♥❛t♦r ✐s t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r Qres✱

Qres ∝
energy stored in resonator

energy dissipated per oscillation cycle
. ✭✺✳✶✮

■t ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ ♠✉❝❤ ♦❢ t❤❡ st♦r❡❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❞✐ss✐♣❛t❡s ♣❡r ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥
❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡s♦♥❛t♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤
✈❛r② ✐♥ str❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥
❧♦ss❡s✱ ♦❤♠✐❝ ❧♦ss❡s ♦r ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❤❡♥ t❤❡
q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r Qres ♦❢ ❛ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧
s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡s♦♥❛t♦r Qres ❛♥❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ Qext✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r t♦ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ s✉❝❤ t❤❛t Q−1 = Q−1

res + Q−1
ext✳ ❋♦r t❤❡

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❥✉st t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r Q ✐s
r❡❧❡✈❛♥t✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜②



✶✵✹ ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s

t❤❡ ♦❤♠✐❝ ❧♦ss❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ Q ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② ❝❛♥
❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② t✇✐st✐♥❣ t❤❡ ✐♥♣✉t ❧♦♦♣ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❧✐♥❡s✶✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❬❙❝❤✶✻❛❪ ❛t ❧✐q✉✐❞ ♥✐tr♦❣❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s s❤♦✇❡❞ ♦♥❧② ❛
♠✐♥♦r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✇✐st✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳
❚❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❇r✲❉●❊❇❆ ❛t ❛
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✼✳✺♠❑ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② fres ❛♥❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❤❛❧❢ ♠❛①✐♠✉♠
∆f ✱ Q = fres/∆f✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t②
❢❛❝t♦r ✐s ✜tt✐♥❣ ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡ ❛s ✐t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✳ ❚❤❡
✜tt❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✐s ❛ ▲♦r❡♥t③✐❛♥ ✇✐t❤ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥
❜②

L(f) = A
Q√

(f 2 − f 2
res)

2 Q2 + f 2f 2
res

+
(
c0 + c1f + c2f

2
)
. ✭✺✳✷✮

❚❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✜t ✐s ❛❜♦✉t ✶✶✷✷▼❍③ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t②
❢❛❝t♦r ✶✼✽✳ ■♥ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ♦♥ ✈❛r✐♦✉s
s❛♠♣❧❡s t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❛s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜♦✉t 800MHz ❛♥❞ 1.4GHz✳ ❚❤❡ Q
❢❛❝t♦r ✇❛s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✵ ❛♥❞ ✷✵✵✳ ■❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❝②❝❧❡s✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝r②♦st❛t ✐s ✇❛r♠❡❞ ✉♣ t♦ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡
❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❝❛♥ s❧✐❣❤t❧② s❤✐❢t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❝❛✉s❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❧✐❞ ♦♥t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t❤❡
r❡s♦♥❛t♦r ♦r ❜② s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t t❤❡r♠❛❧ str❡ss ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦❧ ❞♦✇♥ ♣r♦❝❡ss✳

❉✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ Q ❢❛❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② fres ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❛tt❛❝❦ ♦r r✐s❡✴ r✐♥❣✲❞♦✇♥ ♦r ❢❛❧❧ t✐♠❡ tat ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t τres ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦✇ ❢❛st t❤❡ st♦r❡❞
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fres = 1121.58MHz

Q = 178

Br-DGEBA

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡
r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❇r✲
❉●❊❇❆ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢
✼✳✺♠❑✳ ❚❤❡ ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ▲♦r❡♥t③ ✜t ②✐❡❧❞s
❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✶✶✷✶✳✺✽▼❍③
❛♥❞ ❛ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢ ✶✼✽✳

✶✹❚❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r s❤♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❧♦♦♣ ♣r♦❥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

❧✐♥❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡♥ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ♣❡r ❝②❝❧❡✳



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✶✵✺

❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❞❡❝❛②s t♦ ✶✴❡ ♦r r✐s❡s t♦ (1− 1/e) ❛❢t❡r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❡①❝✐t❛t✐♦♥✳
❚❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬❍✐❧❪

τres =
Q

2πfres
. ✭✺✳✸✮

❋♦r t❤❡ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s ❤❛❞ ✉s✉❛❧❧②
❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✸✵ ♥s ❢♦r t❤❡ π/2 ♣✉❧s❡ ❛♥❞ ✹✻✵ ♥s ❢♦r t❤❡ π ♣✉❧s❡✳ ❚❤✉s t❤❡ ❛tt❛❝❦ t✐♠❡
♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② s❤♦rt✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝✐t❡❞
q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ ❡♥♦✉❣❤ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡s✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ ❛ s❤♦rt ❛tt❛❝❦ t✐♠❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧✳ ❋♦r ❛ q✉❛❧✐t②
❢❛❝t♦r ♦❢ ✷✵✵ ❛♥❞ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✶●❍③ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t
τres ✐s ❛❜♦✉t ✸✵ ♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

✺✳✷✳✷ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s

❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❞♦✉t ♦❢ t✇♦✲♣✉❧s❡ ♣♦❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✳ ❙✐♠♣❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝✐r❝✉✐tr② ❝♦♥s✐sts ♦❢
t✇♦ s✉❜ ❝✐r❝✉✐ts✳ ■♥ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ♦♥❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❞♦✉t
♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ■♥ t❤❡ r❡❞ ♣❛rt t❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s♦♥❛t♦r✬s r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❜❡❧♦✇ t❤❡ s✇✐t❝❤❡s✱
❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❜♦t❤ ❝✐r❝✉✐tr✐❡s✱ ❛r❡ ✉s❡❞ ❜② ❜♦t❤✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✉s❡❞
❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛r❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s s❤♦rt❧②
❛❞❞r❡ss❡❞✳

❚❤❡ ❝✐r❝✉✐tr② ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s✱ ♦♥❡
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r r❡❝♦r❞✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ t❤♦s❡ ❢♦r t❤❡ r❡❛❞♦✉t✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡❝♦r❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❞❛t❛ ❛r❡✿

❼ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ✭❘♦❤❞❡ ✫ ❙❝❤✇❛r③ ❙▼❍ ❛♥❞ ❙▼❚✵✻✷✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s s❡t t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s✲
♦♥❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦ ✶✸ ❞❇♠✳

❼ ❚❤❡ ✸ ❞❇ ♣♦✇❡r s♣❧✐tt❡r s♣❧✐ts t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ✐♥t♦ t✇♦
♣❛rts✳ ❖♥❡ ✐s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜r❛♥❝❤✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣❛rt ✐s ❣✉✐❞❡❞✱ ✈✐❛ ❛
♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡r ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧✱ t♦ t❤❡ ♠✐①❡r ✐♥ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ❜r❛♥❝❤✳

❼ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ✭❙t❛♥❢♦r❞ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙②st❡♠s ■◆❈✱ ▼♦❞❡❧ ❉●✺✸✺✸✮✱ ✐♥
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❤♦♠❡♠❛❞❡ ♣✉❧s❡ ❞✐str✐❜✉t♦r ✭♥♦t ❞r❛✇♥✮✱ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②

✷❘❤♦❞❡ ✉♥❞ ❙❝❤✇❛r③✱ ▼ü❤❧❞♦r❢str❛ss❡ ✶✺✱ ✽✶✻✼✶ ▼ü♥❝❤❡♥✱ ●❡r♠❛♥②
✸❙t❛♥❢♦r❞ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙②st❡♠s✱ ✶✷✾✵✲❉ ❘❡❛♠✇♦♦❞ ❆✈❡✳✱ ❙✉♥♥②✈❛❧❡✱ ❈❆ ✾✹✵✽✾✱ ❯❙❆



✶✵✻ ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s

Signal generator

AD-Card

Network

analyzer

Switch

control

Current

source

Φ

50 Ω

Pulse

generator
-5 dB

0,..., -70 dB

-20/ -40 dB

-20 dB +20 dB

+36.5 dB

+20 dB +20 dB

Power splitter

Phase shifter

Mixer

Circulator

Magnet

Resonator

Cryostat

Trigger

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t✇♦✲♣✉❧s❡
❡❝❤♦❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜❧✉❡ ❜♦① ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝r②♦st❛t✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r
♣❛rts ❛r❡ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❞r❛✇♥ ✐♥ ♦r❛♥❣❡ ❛r❡ r❡♠♦t❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜②
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❝✐r❝✉✐tr② ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❞♦✉t ♦❢
t✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦❡s✳ ■♥ r❡❞✱ t❤❡ ♣❛rt ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s s❤♦✇♥✳

❝♦♥tr♦❧s t❤❡ t✇♦ s✇✐t❝❤❡s ✭▼■❚❊◗ ❙✶✶✸❇◆❯✶✹✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❚▲
♣✉❧s❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐s s❡♥t t♦ t❤❡ s✇✐t❝❤❡s✳ ❚❤❡
✺ ❞❇ ❛tt❡♥✉❛t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✇✐t❝❤❡s ♣r❡✈❡♥ts ❛♥ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠✐ss✲♠❛t❝❤
❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❧❡❛❦ r❛t❡✳ ❚❤❡ ❧❡❛❦ r❛t❡ ♦❢ ❜♦t❤ s✇✐t❝❤❡s t♦❣❡t❤❡r ✐s
❧❡ss t❤❛♥ ✽✵ ❞❇ ❬❋✐❝✶✸❪✳

❼ ❚❤❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ❛tt❡♥✉❛t♦r✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ s✇✐t❝❤❡s✱ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✜❡❧❞
str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✈✐❝❡
t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✱
t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ F 3

0 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✵✳
✹▲✸❍❛rr✐s ◆❛r❞❛✲▼■❚❊◗✱ ✹✸✺ ▼♦r❡❧❛♥❞ ❘♦❛❞✱ ❍❛✉♣♣❛✉❣❡✱ ◆❨ ✶✶✼✽✽✱ ❯❙❆



✺✳✷✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✶✵✼

❼ ❚❤❡ ✷✵ ❞❇ ❛tt❡♥✉❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❝r②♦st❛t ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳ ■t ❛tt❡♥✉❛t❡s ♥♦✐s❡ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♥♦✐s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❛♥
✐ts❡❧❢✳ ❚❤✐s ♥♦✐s❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❼ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞ ❡❝❤♦✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r
❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ❜r❛♥❝❤✳

❼ ❚❤❡ ❧♦✇ ♥♦✐s❡ ✷✵ ❞❇ ❍❊▼❚ ❛♠♣❧✐✜❡r ✭❑✉❤♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ●♠❜❍✱ ▲◆❆ ✶✵✷✵
❆✲❈♦♦❧✺✮ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❡❧✐✉♠ ❜❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t ❛♠♣❧✐✜❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❧❡❛✈✐♥❣
t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② ✈♦❧t❛❣❡ ❜② ✶✺ ❞❇ t♦ ✷✵ ❞❇ ❬❇❛③✵✽✱
❋✐❝✶✸❪✳ ❙✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✐t ♣r♦t❡❝ts t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠
♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❼ ❚❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t♦r ✭❆❡rt❡❝❤ ■♥❞✉str✐❡s ❆✹❈✲✾✵✶✶✲▼✮ ♣r♦t❡❝ts t❤❡ ❧♦✇ ♥♦✐s❡ ❛♠✲
♣❧✐✜❡r ❢r♦♠ s✐❣♥❛❧s tr②✐♥❣ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❝r②♦st❛t ❜❛❝❦✇❛r❞s ❜② ❞✐✈❡rt✐♥❣ t❤❡♠
♦♥t♦ ❛ ✺✵❖❤♠ r❡s✐st❛♥❝❡✳

❼ ❚❤❡ ✸✻✳✺ ❞❇ ❛♠♣❧✐✜❡r ✭❑✉❤♥❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ▲❙✲❇❛♥❞ ❙✉♣❡r ▲♦✇ ◆♦✐s❡ ❇r♦❛❞✲
❜❛♥❞ ❆♠♣❧✐✜❡r✺✮ ✐s ❛ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② s✉✐t❛❜❧❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡
r❡❛❞♦✉t s✐❣♥❛❧ ♦♥❝❡ ♠♦r❡✳

❼ ❇② t❤❡♠✐①❡r ✭▼■❚❊◗ ❉▼✵✵✺✷▲❆✷✹✮ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
s✐❣♥❛❧ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ ❥✉st t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢r❡❡
✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡❝❛② ❛♥❞ t❤❡ ❡❝❤♦ r❡♠❛✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ t❤❡
♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝r②♦st❛t ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞✳ ❚❤✐s ✐s
s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤✲
s♣❤❡r❡ ♣✐❝t✉r❡✳

❼ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡r ✭♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜② ❆❚▼✻✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s✉✐t❛❜❧❡ ♠✐①✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ♠✐①❡r s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ■♥ ❛
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s
♠❛①✐♠❛❧✳

❼ ❚❤❡ t✇♦ ✷✵ ❞❇ ❛♠♣❧✐✜❡rs ✭❈♦♠❧✐♥❡❛r ❈♦r♣♦r❛t✐♦♥ ❈▲❈✶✵✵ ❱✐❞❡♦ ❆♠♣❧✐✜❡r✼✮
❛♠♣❧✐❢② t❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐①❡r ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❛r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❜② t❤❡
❆❉✲❈❛r❞✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡✐t❤❡r ✉s❡ ♦♥❡ ♦r ❜♦t❤ ❛♠♣❧✐✜❡rs✳

❼ ❚❤❡ ❆❉✲❝❛r❞ ✭●❛●❡ ❈♦♠♣✉❙❝♦♣❡ ✶✹✷✵✵✽✮ ❞✐❣✐t✐③❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ ✷✵✵▼❙✴s✳
❚❤❡ ❞✐❣✐t✐③❡❞ ❞❛t❛ ✐s t❤❡♥ s❛✈❡❞ ❛♥❞ ♣r❡✲❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♠✲
♣✉t❡r✳

✺❑❯❍◆❊ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ●♠❜❍✱ ❙❝❤❡✐❜❡♥❛❝❦❡r ✸✱ ✾✺✶✽✵ ❇❡r❣✱ ●❡r♠❛♥②
✻▲✸❍❛rr✐s ◆❛r❞❛✲❆❚▼✱ ✹✾ ❘✐❞❡r ❆✈❡✱ P❛t❝❤♦❣✉❡✱ ◆❨ ✶✶✼✼✷✲✸✾✶✺✱ ❯❙❆
✼❈♦♠❧✐♥❡❛r ❈♦r♣♦r❛t✐♦♥✱ ❋♦rt ❈♦❧❧✐♥s✱ ❈♦❧♦r❛❞♦ ✽✵✺✷✺✱ ❯❙❆ ✲ ♠❡❛♥✇❤✐❧❡ ♣❛rt ♦❢ ❚❡①❛s ■♥str✉✲

♠❡♥ts
✽❉②♥❛♠✐❝❙✐❣♥❛❧s ▲▲❈✱ ✾✵✵ ◆✳ ❙t❛t❡ ❙tr❡❡t✱ ▲♦❝❦♣♦rt✱ ■▲ ✻✵✹✹✶✱ ❯❙❆



✶✵✽ ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s

■❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✱ t❤❡ t✇♦ s✇✐t❝❤❡s ✭❆❣✐✲
❧❡♥t ◆✶✽✶✵❯▲✾✮✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ s✇✐t❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ✭❆r❞✉✐♥♦ ❯♥♦ ♠✐❝r♦✲❝♦♥tr♦❧❧❡r✶✵✮✱
s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❝❤♦ ❝✐r❝✉✐tr② t♦ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②③❡r ❝✐r❝✉✐tr②✳ ❚❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡
❝✐r❝✉✐t ✐♥❝❧✉❞❡s ❛❧s♦ t❤❡ ✷✵ ❞❇ ❛tt❡♥✉❛t♦r ❛♥❞ ❍❊▼❚ ❛♠♣❧✐✜❡r ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥s✐❞❡
t❤❡ ❝r②♦st❛t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛t♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ✷✵ ❞❇ ♦r ✹✵ ❞❇ ❛tt❡♥✉❛t♦r

✐s ♣❧❛❝❡❞ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②③❡r ✭❍❡✇❧❡tt P❛❝❦❛r❞ ✽✼✺✷❆✶✶✮ t♦ ♣r❡✲
✈❡♥t ❛ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜② ❛ t♦♦ ❤✐❣❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣
♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②③❡r ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✲✷✵ ❞❇♠
❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②③❡r ❛❧❧♦✇s ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉♣ t♦ ✶✳✸●❍③✳ ❖♥❡
s❛♠♣❧❡✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
♦❢ ❛❜♦✉t ✶✳✹●❍③✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❧♦❝❦✲✐♥
❛♠♣❧✐✜❡r ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②③❡r✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❡t✉♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❆r♥✶✾❪
❛♥❞ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❬▲✉❝✶✻❪ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❣✐❣❛❤❡rt③ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✬s r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❛❢t❡r ❡✈❡r② ❝♦♦❧❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞♦♥❡
❛❢t❡r ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t ❞✉r✐♥❣ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝②❝❧❡✱ s✐♥❝❡
t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❆❧❧ ♣❛rts ♠❡♥t✐♦♥❡❞ s♦ ❢❛r ❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ t♦ ❛♥ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ ✺✵Ω t♦ ❡♥s✉r❡ ❣♦♦❞
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✉s❡❞ ❛tt❡♥✉❛t♦rs✱ t❤❡ ❝❛❜❧❡s ❝❛✉s❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝✐❜❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ♦♥
t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧✳

❋♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦✉r❝❡ ✭❑❡✐t❤❧❡②
✷✻✵✶ ❙②st❡♠ ❙♦✉r❝❡▼❡t❡r✶✷✮ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❡♥❞ ❛ ❞❡✜♥❡❞ ❝✉rr❡♥t I t♦ t❤❡ ❤♦♠❡♠❛❞❡
❝♦✐❧✱ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

B = k · I with k = 0.229
mT

A
. ✭✺✳✹✮

❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡s ❞r❛✇♥ ✐♥ ♦r❛♥❣❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✺ ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦t❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✈✐❛ ❛ ●P■❇ ♦r ❯❙❇
✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❆❉✲❈❛r❞ ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ♠❛✐♥❜♦❛r❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❝♦♠♣✉t❡r✳ ❋♦r t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❛✐♥❧② ❛ s♦❢t✇❛r❡ ❜✉♥❞❧❡✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❬❙❝❤✶✻❛❪✱ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦rt❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❆✳✸✳

✺✳✸ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

❉❡s♣✐t❡ ❛❧❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✱ t❤❛t ❛r❡ ♠❛❞❡ t♦ ❡♥s✉r❡ st❛❜❧❡ ❛♥❞ r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡✈❡r② ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ✈❛r✐♦✉s st❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❞

✾♠❡❛♥✇❤✐❧❡ ❑❡②s✐❣❤t✱ ✶✹✵✵ ❋♦✉♥t❛✐♥❣r♦✈❡ P❛r❦✇❛②✱ ❙❛♥t❛ ❘♦s❛✱ ❈❆ ✾✺✹✵✸✲✶✼✸✽✱ ❯❙❆
✶✵✇✇✇✳❛r❞✉✐♥♦✳❝❝
✶✶❍❡✇❧❡tt✲P❛❝❦❛r❞ ❈♦♠♣❛♥②✱ ✸✵✵✵ ❍❛♥♦✈❡r ❙tr❡❡t✱ P❛❧♦ ❆❧t♦✱ ❈❆ ✾✹✸✵✹✲✶✶✽✺✱ ❯❙❆
✶✷♠❡❛♥✇❤✐❧❡ ❚❡❦tr♦♥✐① ■♥❝✳✱ ✶✹✶✺✵ ❙❲ ❑❛r❧ ❇r❛✉♥ ❉r✐✈❡✱ P✳❖✳ ❇♦① ✺✵✵ ❇❡❛✈❡rt♦♥✱ ❖❘ ✾✼✵✼✼✱

❯❙❆



✺✳✸✳ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✶✵✾

s②st❡♠❛t✐❝ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② t❛❦✐♥❣ ❛❞❡q✉❛t❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✱ t❤❡✐r ✐♠✲
♣❛❝t ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ❛♥❞
✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋♦r t❤❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t❤r❡❡ t♦♣✐❝s✿ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳

✺✳✸✳✶ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ st❛❜✐❧✐t②

❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱
❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✉s ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢
t❤❡ ❝r②♦st❛t ❝❛✉s❡ ✇r♦♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❡rr♦r s♦✉r❝❡ ✐s t❤❡ r❡❛❞♦✉t ♦❢
t❤❡ ❝❛r❜♦♥ t❤❡r♠♦♠❡t❡r t❤❛t r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ ❝r②♦st❛t✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥
✺✳✶✳✶✮✳ ❆t ✶✵♠❑ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡r♠♦♠❡t❡r ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✺✵ ❦Ω✳ ❚❤✉s
t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❛❞♦✉t t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥
❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✉♥✐♥t❡♥❞❡❞ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ r❡s✐st❛♥❝❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❧❡✈❛♥t ❛t ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❛♥❞
t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡t❡r ✐s s♠❛❧❧✳ ❍❡♥❝❡ ❛ s♠❛❧❧ ❤❡❛t ✐♥♣✉t ❝❛♥ ❣❡♥✲
❡r❛t❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡❛t ✐♥♣✉t
❛t ❛ ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ ❣❧❛ss❡s ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♥❞❡r s✉❝❤ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛♥
✐♥❝♦rr❡❝t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t②✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t t❤✐s ♣❛r❛s✐t✐❝ ❤❡❛t✐♥❣✱ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ✈♦❧t❛❣❡s ♦❢
t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡t❡r ❛r❡ ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ r❡s✐st❛♥❝❡ ✐s ✈❡r② ✇❡❧❧ t❤❡r✲
♠❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ❝❤❛♠❜❡r ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ r❡❛❞♦✉t
✈♦❧t❛❣❡s ❝❛✉s❡ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r❡s✐st❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦❢ t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦✉♥t❡r❛❝t s✉❜s❡q✉❡♥t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t❡r
❝✉rr❡♥t✱ t❤❡ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ♣r♦♣❡r❧②✳
❲✐t❤ t❤❡ ✉s❡❞ s❡tt✐♥❣ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛t ✶✵♠❑ ✉s✉❛❧❧②
❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✷✪✳ ❆t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ s♣r❡❛❞ ✐s ❛ ❜✐t ❜✐❣❣❡r✱ ❜✉t ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇
✶✪✳
❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ st♦♣♣❡❞ ✐❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t
✢✉❝t✉❛t❡s t♦♦ ♠✉❝❤✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❡t t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❜❡❢♦r❡ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■❢ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞
✈❛❧✉❡ ✭❡✳❣✳ ✶✪ ❛t ✶✵♠❑✮ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❛✉s❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❝r②♦st❛t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ r❛♥❣❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✉t❡s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡
t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s t❤❡ ❝r②♦st❛t✳ ❆ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s
❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r s❛♠♣❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝r②♦st❛t✬s
t❤❡r♠♦♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ♠♦st ♦❜✈✐♦✉s ❛r❡ ❛ ❤❡❛t✐♥❣ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡
t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ ❤✐❣❤ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡r♠❛❧✐③❡❞ ❝❛❜❧❡s✳ ■❢ t❤✐s ❤❡❛t
✐♥♣✉t ✐s s♠❛❧❧✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❛ ❣r❛❞✉❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t✬s ❤❡❛t❡r
❝✉rr❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛t❡❞ s❛♠♣❧❡ t❛❦❡s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♥❡❝❡ss❛r②



✶✶✵ ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s

t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ❝r②♦st❛t✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞
t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡t❡r ♣r♦♠♦t❡s t❤✐s ❡✛❡❝t s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡❛t ❛t t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❤❛s
t♦ ❤❡❛t ✉♣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠ t♦ ❜❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡t❡r✳
❚♦ ♣r❡✈❡♥t s✉❝❤ ❛♥ ❡✛❡❝t ✐♥ ❞❡❝❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❛❞❥✉st t❤❡
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ✇❛r♠ ❝❛❜❧❡s
❝❛♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s✳ ■❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ ✉s❡❞ ❤❡❛t s✐♥❦✐♥❣ ✐s
s✉✣❝✐❡♥t✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✼ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ◆✲❇❑✼ ♠❡❛s✉r❡❞
✐♥ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❢❛❜r✐❝❛t❡❞ s❡t✉♣ ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ♣r♦✈✐♥❣
t❤❡ ❣♦♦❞ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡s✳ ❇♦t❤ r❡s♦♥❛t♦rs ✇❡r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡
❝❛❜❧❡s✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦✲❢❛❜r✐❝❛t❡❞ s❡t✉♣ t❤❡ ❝❛❜❧❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡
s❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r t❤❡ ❝❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧♦♦♣s ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❆ ❤❡❛t ✐♥♣✉t ✈✐❛ t❤❡ ❝❛❜❧❡s s❤♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦✛s❡ts ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ❛s ✐t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ♠✐❝r♦✲❢❛❜r✐❝❛t❡❞ r❡s♦♥❛t♦rs ❜❡❢♦r❡ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡s ✇❡r❡ r❡♣❧❛❝❡❞
❬P♦❧✶✼❪✳
❋✉rt❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❝❛✉s❡ ♥♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦✈❡r
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❜✉t ♦♥❧② ❞✉r✐♥❣ ❛ s❤♦rt t✐♠❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❛✉s❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜②
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉♦♥ ❬❋✐❝✶✸❪ ♦r r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ❞❡❝❛②s ♥❡❛r❜②✳ ❚❤✐s ♠❛♥✐❢❡sts
✐ts❡❧❢ ✐♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦✈❡r t❤❡s❡ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡✳

✺✳✸✳✷ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥s

❆s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✹✱ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦✉♣❧❡s ♥♦t ♦♥❧② t♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ❜✉t ❛❧s♦
t♦ ❡❧❛st✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❧❡❛❞ t♦ ❛
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✬s ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤✉s ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ E

✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✷✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥ ❛♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② ✐ts ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣✱ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ E ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✱ s✐♠✐❧❛r
t♦ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ■♥ ❬❋✐❝✵✼❪ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❜② 10−3➴ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r t✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦❡s
✇✐t❤ ❛ ♣✉❧s❡✲s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✺➭s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r✱
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② tr❛♥s❢❡rr❡❞ ✈✐❛ t❤❡ r♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
❝❛✈✐t② t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ❝❛✉s❡s ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡
❝r②♦st❛t✳ ❙♦♠❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r♦✉t✐♥❡✱ s♦♠❡
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t✳
❚❤❡ ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✉s❡❞ s❡t✉♣ ✐s t❤❡ r❡✜❧❧✐♥❣ ♦❢ ❧✐q✉✐❞
4He ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡✇❛r ❛♥❞ t❤❡ r❡✜❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t✬s ✶❑✲♣♦t✳ ❇♦t❤ ♣r♦❝❡ss❡s ❤❛♣♣❡♥
✐♥ ❛ r❡❣✉❧❛r t❡r♠ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝r②♦st❛t ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡
❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❞❡✇❛r ❤❛s t♦ ❜❡ r❡✜❧❧❡❞ ❛t ❧❡❛st ❡✈❡r② ✹✽ ❤♦✉rs✳ ❚❤❡ ✶❑✲
♣♦t ✐s ✜❧❧❡❞ ❢♦r ✸✵ ♠✐♥✉t❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ❝❧♦s❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ r❡s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡
♣♦t ✐s ❡♠♣t② ❛❣❛✐♥✳ ■♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝②❝❧❡ t❤❡ ❝❧♦s✐♥❣ ❧❛st❡❞ ❢r♦♠
❛❜♦✉t ✷✵ ♠✐♥✉t❡s t♦ s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉rs✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻ st❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥
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N-KZFS11, 25 mK

N-BK7, 10 mK

FR-122P, 7 mK

Refilling dewar

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r t✐♠❡✳
❆❧❧ ❞❛t❛ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t1 = 230 ♥s✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
t✐♠❡ τ12 ✇❛s ❢♦r ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ◆✲❇❑✼
✺ ➭s ❛♥❞ ❢♦r ❋❘✲✶✷✷P ✷➭s✳ ❚❤❡ ❛tt❡♥✉❛✲
t✐♦♥ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛♣✲
t✐♦♥✳ ❊✈❡r② ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✐s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r
✶✺✵✵✵ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞
✶✵✵✵✵ ❢♦r ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❋❘✲✶✷✷P✳

✈❛r✐♦✉s s❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳ ■♥ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞
✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t s❡tt✐♥❣s ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ t♦ ❞❡t❡❝t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ❋❘✲✶✷✷P s❤♦✇s ❛ s♠❛❧❧ ❞r✐❢t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞s ❧❛r❣❡r
✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡❧✐✉♠ r❡✜❧❧✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡
❞❡✇❛r ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❋❘✲✶✷✷P ❛♥❞ ◆✲❇❑✼✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t ✇❛s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡ r❡✜❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❤❛s ❛ str♦♥❣❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❋❘✲✶✷✷P✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❋❘✲✶✷✷P ✐s ❛ ♣♦❧②♠❡r ❛♥❞ t❤✉s
s♦❢t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ◆✲❇❑✼✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s
♥♦t r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r ◆✲❇❑✼✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r
✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬❙❝❤✶✻❛❪ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r
✐s ♥♦t ②❡t ❦♥♦✇♥✱ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t ❛❢t❡r r❡✜❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❞❡✇❛r ❛❧❧ ❝❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✇❛r ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❧✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠✳ ❚❤❡ ❝♦❧❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♠❛②❜❡ ❝❛✉s❡s ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s
✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ■❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝♦✉♣❧❡ ❧❡ss ❣♦♦❞
t♦ ❛ ❤❛r❞ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ♣♦❧②♠❡r✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
❝❛♥ ♠❛②❜❡ ♦✈❡r❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② ♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❞❡str♦②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ r❡✜❧❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡✇❛r ❞♦❡s ♥♦t ❞✐st✉r❜ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ❞❡❝❛②✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❛✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡✜❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✸
❤♦✉rs✳ ❆❢t❡r t❤✐s t✐♠❡ t❤❡ ❤❡❧✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ❞❡✇❛r ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛❜♦✉t ✼✺✪ ❛♥❞ st❛❜❧❡
♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✶❑✲♣♦t r❡✜❧❧✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡
s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✳ ■♥ ❬❙❝❤✶✻❛❪ ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✶❑✲♣♦t✬s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥t♦ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❛t ❤❡❧✐✉♠ ❧❡✈❡❧s ✐♥ t❤❡ ❞❡✇❛r ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✷✵✪ t❤❡ r❡✜❧❧✐♥❣
♦❢ t❤❡ ✶❑✲♣♦t ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡ ❞❡✇❛r ✐s r❡✜❧❧❡❞
❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❞r♦♣s ❜❡❧♦✇ ✷✵✪ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❛✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜❧❧✐♥❣
♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ✶❑✲♣♦t ✭✸✵ ♠✐♥✉t❡s✮ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✺ ♠✐♥✉t❡s✳

❆♥♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✱ ♣r❡s❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ♦r✐❣✐♥s ❢r♦♠
t❤❡ ♣✉♠♣s t❤❛t ❝✐r❝✉❧❛t❡ t❤❡ 3He/4He ♠✐① ❛♥❞ ♣✉♠♣ t❤❡ ✶❑✲♣♦t✳ ❚❤❡s❡ ♣✉♠♣s



✶✶✷ ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❛♥❞ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ♣✐♣❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣❛s✳ ❚♦
r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ♣✉♠♣s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡♠❡♥t
✉♥❞❡r t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✈✐❛ t❤❡ ❤❡❧✐✉♠ r❡s❡r✈❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✇❛r✱
❛♥ ❡①❤❛✉st s✐❧❡♥❝❡r ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡✇❛r✬s ❡①❤❛✉st ♣✐♣❡ ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❧✐✉♠
r❡❝♦✈❡r②✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡s ♦r ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ❝❛♥ ❝♦✉♣❧❡ t♦
t❤❡ ❝r②♦st❛t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ♠✐❝r♦✲
❢❛❜r✐❝❛t❡❞ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ ❛ s♣❡❛❦❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❧♦✇✲❢r❡q✉❡♥❝② ✇❛✈❡s ✭❛❜♦✉t ✶✵✵❍③ t♦ ✷✺✵❍③✮ ❝♦✉♣❧❡ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝❛✉s❡ ❛
r❡❞✉❝❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❍✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✉♣ t♦ ✶✺ ❦❍③ s❤♦✇❡❞ ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❚❤✐s
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t ❛ s✐❧❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r st❛❜❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✲
♦♥❛t♦r ❧❡❛❞s t♦ ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❛ ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t ♥❡❛r t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❋♦r
❛ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts t❤✐s ❡✛❡❝t ✇♦✉❧❞ ❤❛r❞❧② ❜❡ ❞❡✲
t❡❝t❛❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t♦♦✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
r❡s♦♥❛t♦r ✐s ❛❧✇❛②s ♠♦✉♥t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝r②♦st❛t✱ s✉❝❤ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡①✐st ✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♥♦ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ■♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❛♠♣❧❡s ♥♦ ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t
✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

✺✳✸✳✸ ❙t❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❡t✉♣

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡✐r ♥♦✐s❡✱ ✉s❡❞ t♦ ❡①❝✐t❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ❛♥❞ r❡❛❞♦✉t t❤❡ ❡❝❤♦ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s✳
❇❡s✐❞❡s ❛ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❞❡✈✐❝❡s ❛❧s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❧✐♠✐t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❛❝✲
❝✉r❛❝②✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❝❛♥ ❡♥t❡r t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✈✐❛
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧♦♦♣s ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✬s ❝❛♣❛❝✲
✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ❜✐❛s s❤✐❢ts t❤❡ ❛s②♠♠❡tr②
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❞✐♣♦❧❡ ♠♦✲
♠❡♥ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✷ ❛♥❞ ✸✳✷✻✮✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝❛♥ ❧♦s❡ t❤❡✐r ♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ s✐♠✐❧❛r t♦ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r②✳
❖♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✱ ♥♦✐s❡ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐✜❡r✳
❖♥ t❤❡ ✐♥♣✉t s✐❞❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
❝♦❧❞ ❛tt❡♥✉❛t♦r✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝r②♦st❛t✳ ❆♥ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬❋✐❝✶✸❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❛ ✺✵Ω
r❡s✐st♦r ✇❛s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t✇♦ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♠♣❧✐✜❡rs ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜r❛♥❝❤ ✇✐t❤♦✉t ❜❡✐♥❣ ♣✉❧s❡❞✳ ❚❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❡❝❤♦ ❜❡❝❛♠❡ ♠♦r❡ ♥♦✐s②✱ ❜✉t
t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡ ♣r❡❝❛✉t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝✲
t✐♦♥ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐ts❡❧❢ ❛❝ts ❛s s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝②



✺✳✸✳ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✶✶✸

10
2

10
3

10
4

10
5

Number of measurements N

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

S
ta

n
d

a
rd

d
e

v
ia

ti
o

n
[V

]
+/- 5V, 2 Amp.

+/- 500mV, 2 Amp.

+/- 500mV, 1 Amp.

+/- 100mV, 1 Amp.

N
-0.5

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♥♦✐s❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡s✐❞❡ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧
✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❡r✲
❛❣❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛♣t✐♦♥ t❤❡
✜rst ✈❛❧✉❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✉s❡❞ s❡♥s✐t✐✈✐t②
♦❢ t❤❡ ❆❉✲❝❛r❞ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ r❡❢❡rs t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♠♣❧✐✜❡rs ❛❢t❡r t❤❡ ♠✐①❡r✳
P❧♦t t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❙❝❤✶✻❛❪✳

✜❧t❡r ❜② s✉♣♣r❡ss✐♥❣ ♥♦✐s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❊✈❡r② s✐♥❣❧❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❡❝❤♦ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ♥♦✐s❡✳ ❚♦✇❛r❞s ❧❛r❣❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s
♦r ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ ❡❝❤♦ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❞✐s✲
t✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦✐s❡✳ ■❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ♣✉r❡❧② st❛t✐st✐❝❛❧✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞
❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♠❛♥② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦r✲
t✐♦♥❛❧ t♦ 1/

√
N ✇✐t❤ N ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❉✉❡ t♦ s②st❡♠❛t✐❝ ♥♦✐s❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ❧❡✈❡❧✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬❙❝❤✶✻❛❪ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡t✉♣✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼✳ ❋♦r ❛❧❧ s❤♦✇♥ ❝❛s❡s t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ 1/

√
N ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♠❡❛s✉r❡✲

♠❡♥ts✳ ❋♦r ❧❛r❣❡ N ✱ t❤❡ s②st❡♠❛t✐❝ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♣r❡✈❛✐❧s✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ s②st❡♠❛t✐❝
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❆❉✲❈❛r❞✳ ■♥ ♠♦st ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✱ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❜♦t❤ ❛♠♣❧✐✜❡rs ❛♥❞ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ±500♠❱ ✇❛s ✉s❡❞✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❞❛t❛ q✉❛❧✐t② ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧
❤✉♥❞r❡❞ t❤♦✉s❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❇❡s✐❞❡s ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❛♥❣❡✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❛❞❞s ❛♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② t♦ t❤❡ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❆♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ s✐③❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡
r❛t✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ❆✳✸ ❛♥❞ ✜❣✉r❡
❆✳✹✮✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❝❝❡♣t❡❞ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ ✺✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦
♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢
t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ ❛ ✺➭s ✇✐♥❞♦✇ ❢❛r ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡
❡❝❤♦✳ ❋♦r ❛ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✺✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ ❛❜♦✉t
✷✵✪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ♦♥❧② r❡❛❝❤❡❞ ❛t t❤❡ ❧❛r❣❡st ♠❡❛s✉r❡❞ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s✳

❆ ❢✉rt❤❡r ✐ss✉❡ ✐s t❤❡ ❧♦♥❣ t✐♠❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦✱



✶✶✹ ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs✱ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥t♦ ❞❡❝❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s♦✲❝❛❧❧❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❝❤♦❡s
❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✜①❡❞ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ❞✉r✐♥❣ ❞❡❝❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❝❤♦
✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ❡❝❤♦✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭✉s✉❛❧❧② τ12 = 2 ➭s ♦r
✺➭s✮ s♦ t❤❛t ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❣♦♦❞ s✐❣♥❛❧ t♦
♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✽✱ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♠❡❛s✉r❡❞
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❝❤♦❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ◆✲❑❩❋❙✶✶✱ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆s2❙3 ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ ❡❝❤♦❡s s❤♦✇ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ s♠❛❧❧ t❡♥❞❡♥❝② t♦✇❛r❞s ❧❛r❣❡r ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t✐♠❡✳ ❋♦r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡ ❧❛r❣❡st ♦✈❡r❛❧❧ ❞r✐❢t ✇❛s ❛❜♦✉t
✷✳✺✪ ♣❡r ✶✵ ❤♦✉rs✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❛♥❞ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s ❡✳❣✳ ❬❘ü❞✵✽✱ ❇❛③✵✽✱ ❋✐❝✶✸✱ ❲♦❧✶✹✱ ❙❝❤✶✻❛❪✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st
❞r✐❢t r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬❋✐❝✶✸❪ ✐s ❛❜♦✉t ✼✪ ✐♥ ✶✵ ❤♦✉rs✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ❞r✐❢ts ✐s ♥♦t
❢✉❧❧② ❝❧❛r✐✜❡❞✳ ❙✐♥❝❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❝❤♦❡s ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✛❡❝ts ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛✉s❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❆♥ ♦❜✈✐♦✉s ❝❛✉s❡ ✐s t❤❛t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♥♦t ✇❡❧❧ t❤❡r♠❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r✐s✐♥❣
❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t
❝❛♥ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ♥♦t ❡❛s✐❧② r✉❧❡❞ ♦✉t✱ ✐t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✳
❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ❧♦♥❣ t✐♠❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❝✐r✲
❝✉✐tr②✳ ■♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞♦♥❡ ✐♥ ❬❇❛③✵✽❪ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣✉❧s❡ ✇❛s s❡♥t
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝✐r❝✉✐tr② ❛❢t❡r ❡✈❡r② ❡❝❤♦✳ ❚❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣✉❧s❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝r②♦st❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤✉s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❞r✐❢ts ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝ s❡t✉♣✳ ❆ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣✉❧s❡ ♦✈❡r t✐♠❡ s❤♦✇❡❞ ❛ ❞r✐❢t t♦✇❛r❞s
❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ❛s ✇❡❧❧✳ ❊①tr❛♣♦❧❛t❡❞ t♦ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ✶✵ ❤♦✉rs t❤❡ ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣✉❧s❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❛❜♦✉t ✷✳✽✪✳ ❋♦r t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛
s✐♠✐❧❛r ✐♥❝r❡❛s❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞r✐❢t
✐s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡rs ✐♥ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ❜r❛♥❝❤ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡rs ♦r ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧✐❡s ♦❢ t❤❡s❡
❞❡✈✐❝❡s✳ ❆ ❢✉rt❤❡r r❡❛s♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✈❛r②✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r② ♦r t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ❤❡❧✐✉♠ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡
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N-KZFS11, 10.1 mK

N-BK7, 10 mK

As2S3, 10 mK

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❉❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦✈❡r t✐♠❡
❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❝❤♦❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡s ◆✲❑❩❋❙✶✶✱ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆s2❙3
❛t ❛ ❝r②♦st❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑ ❛♥❞
✶✵✳✶♠❑✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❛s
✷ ➭s ❢♦r ❆s2❙3 ❛♥❞ ✺ ➭s ❢♦r ◆✲❑❩❋❙✶✶
❛♥❞ ◆✲❇❑✼✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣❡r ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ❛r❡ ✼✺✵
❢♦r ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ✺✵✵✵✵ ❢♦r
❆s2❙3✳



✺✳✸✳ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡rr♦r s♦✉r❝❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✶✶✺

❞❡✇❛r✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❝❛❜❧❡s ❣♦✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ r❡s❡r✈♦✐r
❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐✜❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛st ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② s❤♦✉❧❞
r❛t❤❡r ❧❡❛❞ t♦ s♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❚❤❡ ❞r✐❢t r❛t❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬❇❛③✵✽❪ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤
t❤❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■❢
t❤❡ ❞r✐❢t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣✉r❡❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr✐❝ ❛rt✐❢❛❝ts✱ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❝♦rr❡❝t❡❞✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❦♥♦✇♥ ❞r✐❢t r❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❝❤♦❡s ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ st❛♠♣s
♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ s❤✐❢t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ■❢ ❛❧s♦
s♦♠❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✱ ❧✐❦❡ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❤❡❛t r❡❧❡❛s❡s✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇♦✉❧❞ s❧✐❣❤t❧② ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ t✐♠❡✳ ●✐✈❡♥
t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢ts ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝❧❛r✐✜❡❞✱ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ s❤♦✇♥ ✐♥
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛r❡ ♥♦t ❝♦rr❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞r✐❢t ❡♥t❡rs ❛s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❤❛♥❣❡s ❜② s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❞❡❝❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤✐s ❡rr♦r ❛✛❡❝ts t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥❧②
♠❛r❣✐♥❛❧❧②✳ ❋♦r ❢✉t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ✉s❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ ♣✉❧s❡ ❛s ✇❡❧❧✱ t♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞r✐❢ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❡t✉♣ ❛♥❞ t❤❡
s❛♠♣❧❡✳

❆ ❧❛st ♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛r❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②
s✐❣♥❛❧s t❤❛t ❝♦✉♣❧❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝✐r❝✉✐tr②✳ ❚❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❜② ♠♦❜✐❧❡ ♣❤♦♥❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✳ ■❢ t❤❡s❡ ❞✐st✉r❜❡❞ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥❝♦r✲
♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣✱ t❤❡② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t t❤✐s✱ ❛ ❢❛st
❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❡r❡❜② ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞❡❧❡t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s❧♦✇s ❞♦✇♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ♦✛ ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ✭❡✳❣✳
✷✵✵✵✵✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❡rr♦r ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❞✐st✉r❜❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐st✉r❜❡❞ ❜② ❛ ❤✐❣❤ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝✐r❝✉✐tr②
✭s❤♦✇♥ ✐♥ ❣r❛②✮ ❛♥❞ ❛ r❡❣✉❧❛r ❡❝❤♦ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ✭s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞✮✳ P❧♦t t❛❦❡♥ ❢r♦♠
❬❙❝❤✶✻❛❪✳



✶✶✻ ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s

✺✳✹ ❙❛♠♣❧❡s

■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡
❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✈❛r✐♦✉s ❣❧❛ss❡s ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❡①❛♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ❞❛t❛✱ ♦❜t❛✐♥❡❞
✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❢✉rt❤❡r ❣❧❛ss❡s✱ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞✳ ❆❧❧ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❣❧❛ss❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r♦✉❣❤❧② ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❡①❛♠✲
✐♥❡❞ ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥s s❛♠♣❧❡s✱ ✇✐t❤♦✉t ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
✉♣ t♦ s❛♠♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛rr② ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤✉s t❤✐s s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s
✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛②
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛t ✜rst t❤❡
s❛♠♣❧❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤♦s❡
❣❧❛ss❡s ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❜❛❝❤❡❧♦r ❛♥❞ ♠❛st❡r st✉❞❡♥ts✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s
t❤❡ ❣❧❛ss❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦rt❧② ❛❞❞r❡ss❡❞✳

Dielectric glasses

Organic glasses Inorganic glasses

Molecular glasses Polymer glasses Oxide glassesNon-oxide glasses

Glycerol

As  S2 3 B  O2 3

Suprasil I

N-BK7

Albasi

N-KZFS11

HY-1

PVCBr-DGEBA

FR-122P

Metafluor aniline

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✺✳✹✳✶ ▼❡❛s✉r❡❞ s❛♠♣❧❡s

◆✲❇❑✼

❚❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ◆✲❇❑✼ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❣❧❛ss✱ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♠♣❛♥② ❙❝❤♦tt✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
❡✳❣✳ ❬❆r♥✼✺✱ ❲♦❤✵✶❛✱ ▲✉❝✶✻✱ ❋r❡✶✻✱ ❆✉❡✶✾✱ ❑ör✶✾❪✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧s♦ ✈❛r✐♦✉s ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❬▲✉❞✵✸✱ ❋✐❝✶✸✱ ❇✉r✶✸✱ ❲♦❧✶✹✱ ❙❝❤✶✻❛❪✱

✶❙❝❤♦tt ❆●✱ ❍❛tt❡♥❜❡r❣str✳ ✶✵✱ ✺✺✶✷✷ ▼❛✐♥③✱ ●❡r♠❛♥②



✺✳✹✳ ❙❛♠♣❧❡s ✶✶✼

✐t ✐s ❛❧s♦ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞ r❡s♦♥❛t♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✼✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✇❛s ❛ ❞✐s❝ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠✲
❡t❡r ♦❢ ✶✵♠♠ ❛♥❞ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✵✳✺♠♠✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞
r❡s♦♥❛t♦rs ✇❡r❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✇✐t❤ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶♠♠ ❛♥❞ ✵✳✷♠♠✳ ❚❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ◆✲❇❑✼✱ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❬❙❝❤✶✻❛❪✳
■♥ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑
✇❛s ❛❜♦✉t ✾✺✵▼❍③ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✺✵✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❣❧❛ss ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ✇r✐tt❡♥ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❛ s✐❣✲
♥✐✜❝❛♥t ♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ t❤❛t ❝❛rr② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡
❆✳✶✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱ t❤❡ ❣❧❛ss ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❜✉✐❧❞ ❜② t❤❡ s✐❧✐❝♦♥✱
❜♦r♦♥✱ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s♦❞✐✉♠✱ ♣♦t❛ss✐✉♠ ❛♥❞ ❜❛r✐✉♠ ❤❛✈❡
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡rs✳

◆✲❇❑✼

❙✐❖2 ◆❛2❖ ❇2❖3 ❑2❖ ❇❛❖ ❆❧2❖3

▼♦❧❛r ♣❡r❝❡♥t ✼✹✳✽ ✶✵✳✶ ✾✳✻ ✹✳✼ ✵✳✼✻ ✵✳✵✸

❙✐ ◆❛ ❇ ❑ ❇❛ ❆❧ ❖
❆t♦♠✐❝ ♣❡r❝❡♥t ✷✹✳✾ ✻✳✽ ✸✳✽ ✸✳✶ ✵✳✸✽ ✵✳✵✶ ✻✵✳✾

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❇❑✼ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬▲✉❞✵✸❪✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ✇r✐tt❡♥ ❛t♦♠s
❤❛✈❡ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ t❤❛t ❝❛rr② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳

◆✲❑❩❋❙✶✶

❚❤❡ ❣❧❛ss ◆✲❑❩❋❙✶✶ ✐s ❛ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ❛♥❞ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜② ❙❝❤♦tt✶✳ ▼❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ❢r♦♠ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t♦ ✈❡r②
❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡r ✐♥ ❬❉ä❤✶✵✱ ❲❡s✶✺✱ ❙❝❤✶✻❜✱ ▲✉❝✶✻✱
❆✉❡✶✾❪✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❬▲✉❝✶✻❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❧❛r❣❡ ♥✉✲
❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛t
❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✷✳ ❇❡s✐❞❡s ✈❛r✲
✐♦✉s ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❜♦✉t ✶✳✺ ❛t✳✪
t❛♥t❛❧✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛rr✐❡s ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✸✳✶✹ ❜❛r♥✳ ■♥ t❤❡
❡♥t✐r❡t② ♦❢ ❛❧❧ st✉❞✐❡❞ s❛♠♣❧❡s ◆✲❑❩❋❙✶✶ ✐s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❍❨✲✶✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐✈❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t
❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✇❛s ❛ sq✉❛r❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✶✳✺♠♠ ❛♥❞ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢
✵✳✺♠♠✳ ❆t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✇❛s
❛❜♦✉t ✽✼✶▼❍③ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✷✵✽✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶
s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❬❚s✉✶✼❪✳
❚❤❡ ❣❧❛ss ♠❛tr✐① ♦❢ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❛❧s♦ ❜✉✐❧❞ ❜② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦
❢♦r♠❡rs s✐❧✐❝♦♥✱ ❜♦r♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦①②❣❡♥✳ ❙♦❞✐✉♠ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦
♠♦❞✐✜❡r✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦①✐❞❡s✳ ❚❤✉s t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❡❛s②



✶✶✽ ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s

t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡✳ ❉✐✛❡r❡♥t st✉❞✐❡s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♥✐♦❜✐✉♠ ❛♥❞ t❛♥t❛❧✉♠ ❢♦r♠ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡❧②
❝❤❛r❣❡❞ ❬✭◆❜✴❚❛✮❖6❪− ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛♥❞ ❛❝t ❛s ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r♠❡r ✐♥ ❛ ❣❧❛ss✱ ✐❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡rs ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢ ✶ ✭❧✐❦❡ s♦❞✐✉♠✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r
t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❬❱❡r✾✹❪✳

◆✲❑❩❋❙✶✶

❙✐❖2 ◆❛2❖ ❇2❖3 ❩r❖2 ❚❛2❖5 ◆❜2❖5 ❩♥❖
▼♦❧❛r ♣❡r❝❡♥t ✹✵ ✶✻ ✷✺ ✶✷✳✻ ✺✳✶ ✵✳✸ ✵✳✽

❙✐ ◆❛ ❇ ❩r ❚❛ ◆❜ ❩♥ ❖
❆t♦♠✐❝ ♣❡r❝❡♥t ✶✸ ✶✶ ✾✳✽ ✹✳✷ ✶✳✺ ✵✳✶ ✵✳✹ ✻✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬▲✉❝✶✻❪✳ ❚❤❡ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s
❤❛✈❡ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ±10✪✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ✇r✐tt❡♥ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥❛t✉r❛❧
❛❜✉♥❞❛♥❝❡ t❤❛t ❝❛rr② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳

❍❨✲✶

❚❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ❍❨✲✶ ✐s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡❞ ❜② ❍♦②❛ ❖♣t✐❝s✷✳ ■ts ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ✐♥ ❬❍❛✉✶✺✱ ❇♦❧✶✺✱ ❩❡✐✶✺✱ ▲✉❝✶✻❪✳ ❋✐rst ❞✐✲
❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❬❲♦❧✶✹❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❍❨✲✶
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✸✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❜♦✉t ✵✳✺ ❛t✳✪ ❤♦❧♠✐✉♠ ✇❤✐❝❤ ❝❛rr✐❡s ❛ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✸✳✺✽ ❜❛r♥✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢
❬▲✉❝✶✻❪✱ ❍❨✲✶ s❤♦✇❡❞ ❜❡s✐❞❡s ◆✲❑❩❋❙✶✶✱ t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦✲
♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❆s✐❞❡
t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❤♦❧♠✐✉♠ ❤❛s ❛❧s♦ ❛ str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t
❛♥❞ s♣✐♥ ♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❍❨✲✶ ❡✈❡♥ st✐❝❦s t♦ str♦♥❣ ♠❛❣♥❡ts ❬❘❡✐❪✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✇❛s ❛ sq✉❛r❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❞❣❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✷♠♠
❛♥❞ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✵✳✺♠♠✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑ ✇❛s ❛❜♦✉t ✾✺✷▼❍③ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✷✷✹✳ ❆❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢
❍❨✲✶✱ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❬❙✐♥✶✻❜✱ ❚s✉✶✼❪✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ♠❛tr✐①✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✐t
❤❛s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡r ❛♥❞ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❧♦♦s❡❧② ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❤♦❧♠✐✉♠
♦①✐❞❡ ❣❧❛ss ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❢r♦♠ ❍♦2❖3 ✐♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❬❲❡✐✽✺✱ ❆❧❧✵✼❪✳ ▼❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❬◆❡✐✶✺✱ ❉❡❧✶✺❪ s❤♦✇❡❞ ❛❧s♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♦♥ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❍❨✲✶ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ◆✲❇❑✼ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✽✵❑ t♦ ✸✺✵❑✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✐s s✐♠✐❧❛r✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ❤♦❧♠✐✉♠✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❤♦❧♠✐✉♠ ✐♦♥s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ s✉♣♣♦rts t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❤♦❧♠✐✉♠ ❛❝ts
❛s ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡r ✐♥ ❍❨✲✶✳

✷❍❖❨❆ ❈❛♥❞❡♦ ♦♣tr♦♥✐❝s ❝♦r♣♦r❛t✐♦♥✱ ✸✲✺✲✷✹ ❍✐❦❛✇❛✲❝❤♦✱ ❚♦❞❛✲s❤✐✱ ❙❛✐t❛♠❛ ✸✸✺✲✵✵✷✼✱ ❏❛♣❛♥



✺✳✹✳ ❙❛♠♣❧❡s ✶✶✾

❍❨✲✶

❙✐❖2 ◆❛2❖ ❇2❖3 ❇❛❖ ❍♦2❖3 ❙❜2❖3

▼♦❧❛r ♣❡r❝❡♥t ✼✹ ✶✽ ✸✳✽ ✸✳✹ ✶✳✷ ✵✳✶

❙✐ ◆❛ ❇❛ ❍♦ ❇ ❙❜ ❖
❆t♦♠✐❝ ♣❡r❝❡♥t ✷✺ ✶✷ ✶✳✼ ✵✳✺ ✶✳✺ ✵✳✵✸ ✻✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❍❨✲✶ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬▲✉❝✶✻❪✳ ❚❤❡ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡
❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ±2✪✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ✇r✐tt❡♥ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥❛t✉r❛❧
❛❜✉♥❞❛♥❝❡ t❤❛t ❝❛rr② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳

❆s2❙3

❚❤❡ ❝❤❛❧❝♦❣❡♥✐❞❡ ❣❧❛ss ❆s2❙3 ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❙❝❤♦tt✶✳ ❯s✉❛❧❧② t❤✐s
♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ✐♥❢r❛r❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ✐ts ❣♦♦❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥
t❤✐s ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡✳ ■ts ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛t ✶✾✼ ➦❈ ❬❙❝❤✶✽❜❪ ❛♥❞ t❤✉s
❝❧❡❛r❧② ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦①✐❞❡ ❣❧❛ss❡s ◆✲❇❑✼✱ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛❜♦✈❡ ✺✵✵ ➦❈ ❬❙❝❤✵✼✱ ❙❝❤✶✹✱ ❍♦②✶✻❪✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❬❏❛❝✾✷✱ ▼ü♥✶✾✱ ▼ü❧✶✾✱ ❇❧✐✷✵❪✳
❋♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❣❧❛ss❡s
t❤✐s s❛♠♣❧❡ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞✳ ❉✉❡ t♦ ✐ts st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ✹✵ ❛t✳✪ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❛rs❡♥✐❝ ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ✺✳✹✮ ❛♥❞ ❡✈❡r② t❤✐♥❦❛❜❧❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❡✐t❤❡r
❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛rs❡♥✐❝ ❛t♦♠ ♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ✐t✳ ❚❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢
❛rs❡♥✐❝ ✐♥ ❆s2❙3 ✐s ❛❧s♦ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳
❚❤❡ ✉s❡❞ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❛ ❞✐s❝ ✇✐t❤ ❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✶✵♠♠ ❛♥❞ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✸♠♠✳
❚❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑ ✇❛s ❛❜♦✉t
✶✹✵✸▼❍③ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✷✶✷✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s
✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❬❆r♥✶✾❪✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❆s2❙3 ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳

❆s2❙3

❙ ❆s

❆t♦♠✐❝ ♣❡r❝❡♥t ✻✵ ✹✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❆s2❙3✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ✇r✐tt❡♥ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ t❤❛t ❝❛rr② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳

P♦❧②✭✈✐♥②❧ ❝❤❧♦r✐❞❡✮ ✲ P❱❈

❚❤❡ t❤❡r♠♦♣❧❛st✐❝ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♣♦❧②♠❡r ♣♦❧②✭✈✐♥②❧ ❝❤❧♦r✐❞❡✮ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢
♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ✉♥✐t ♦❢ P❱❈ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶✳ ■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝❛r❜♦♥ ❜❛❝❦❜♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ ❝❤❧♦r✐♥❡ ❛t♦♠ ❛t ❡✈❡r② s❡❝♦♥❞
❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠✳ ❚❤✉s ✶✴✻ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ✐s♦t♦♣❡s



✶✷✵ ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s

CC

ClH

H H
n

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡
r❡♣❡t✐t✐✈❡ ✉♥✐t ♦❢ P❱❈✳

♦❢ ❝❤❧♦r✐♥❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ✺✳✺✮✳ ❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱
✇❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ●♦♦❞❢❡❧❧♦✇✸✳
❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❬❙✐♥✶✻❛✱ ❙❝❤✶✼✱ ❆✉❡✶✾✱ ❙ä✉✷✶❪ ❛♥❞ t❤❡
t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❬❙tr✶✽❪✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❛
❞✐s❝ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✶✵♠♠ ❛♥❞ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✵✳✸✽♠♠✳ ❆t ✶✵♠❑ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡
❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✇❛s ❛❜♦✉t ✶✶✻✵▼❍③ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✽✵✳ ❚❤❡
str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳

P❱❈

❍ ❈ ❈❧

❆t♦♠✐❝ ♣❡r❝❡♥t ✺✵ ✸✸✳✸✸ ✶✻✳✻✼

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ P❱❈✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ✇r✐tt❡♥ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ t❤❛t ❝❛rr② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳

❋❘✲✶✷✷P

❚❤❡ ♣♦❧②♠❡r ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❞❡ ♥❛♠❡ ❋❘✲✶✷✷P ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ■❈▲✹ ❛♥❞
✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❛s ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ✢❛♠❡ r❡t❛r❞❛♥t✳ ■ts str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✺✳✶✷✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❜r♦♠✐♥❡ ✐s♦t♦♣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥
♣r❡s❡♥t ✐♥ s✉❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♠❛❦❡s ✐t ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❋♦r
❋❘✲✶✷✷P t❤❡ ❜r♦♠✐♥❡ ❝♦♥t❡♥t ❜② ✇❡✐❣❤t ✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ✻✷✳✺✪ ❬■❝❧❪✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
❛❜♦✉t ✶✶ ❛t✳✪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✻✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t q✉❛❞r✉♣♦❧❡
s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✐t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ♦t❤❡r
♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜r♦♠✐♥❡ ✐s ❝♦✈❛❧❡♥t❧② ❜♦✉♥❞ t♦ ❛ ❝❛r❜♦♥ ❛t♦♠✳ ❋♦r ♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss❡s
t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ✐s♦t♦♣❡s ♦❢ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❛t ❝❛rr② ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♥❛t✉r❛❧
❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳
❚❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ■❈▲✱ ✇❛s ❛ ♣♦✇❞❡r ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛ ❞✐s❝ ✇✐t❤

✸●♦♦❞❢❡❧❧♦✇ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ▲t❞✱ ❊r♠✐♥❡ ❇✉s✐♥❡ss P❛r❦✱ ❍✉♥t✐♥❣❞♦♥✱ ❊♥❣❧❛♥❞
✹■❈▲ ■♥❞✉str✐❛❧ Pr♦❞✉❝ts✱ ❑r♦✐t③❡r ❙t✳ ✶✷✱ ❇❡❡r ❙❤❡✈❛ ✽✹✶✵✶✱ ■sr❛❡❧



✺✳✹✳ ❙❛♠♣❧❡s ✶✷✶

❋❘✲✶✷✷P

❍ ❈ ❇r

❆t♦♠✐❝ ♣❡r❝❡♥t ✺✵ ✸✾✳✶ ✶✵✳✾

❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❋❘✲✶✷✷P ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t x = 2 ❛♥❞ y = z = 5

✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ✇r✐tt❡♥ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡
t❤❛t ❝❛rr② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳

❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✶✵♠♠ ❛♥❞ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✵✳✻✺♠♠ ✇❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥
✐♥ ❬❙❝❤✶✽❝❪✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ❛t ✶✵♠❑ ✇❛s
❝✐r❝❛ ✶✷✻✻▼❍③ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❛❜♦✉t ✶✸✵✳
❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❬❍❡r✶✼✱ ❙❝❤✶✽❝❪ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞
t❤❡ ❣❧❛ss② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡
♣♦❧②♠❡r ❋❘✲✶✷✷P✳ P✐❝t✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠
❬■❝❧❪✳

❇r✲❉●❊❇❆

❚❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❇r✲❉●❊❇❆ ✭❇✐s♣❤❡♥♦❧ ❆ ❞✐❣❧②❝✐❞②❧ ❡t❤❡r✱ ❜r♦♠✐♥❛t❡❞✮ ✐s ❛ ❜r♦♠✐✲
♥❛t❡❞ ❡♣♦①② r❡s✐♥ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ✢❛♠❡ r❡t❛r❞❛♥t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
♣r✐♥t❡❞ ❝✐r❝✉✐t ❜♦❛r❞s✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✺✳✶✸✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❋❘✲✶✷✷P✱ ♦♥❧② t❤❡ ❜r♦♠✐♥❡ ❛t♦♠s ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ✐s♦t♦♣❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦♥♦♠❡r ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❜r♦♠✐♥❡
❝♦♥t❡♥t ❜② ✇❡✐❣❤t ✐s ✹✽✪ ❬❙✐❣❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❜♦✉t ✶✶ ❛t✳✪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✼✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s
♥♦t ❦♥♦✇♥✱ ❜✉t s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♦t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❛ ❇r✲❈ ❜♦♥❞✳

❇r✲❉●❊❇❆

❍ ❈ ❇r ❖
❆t♦♠✐❝ ♣❡r❝❡♥t ✸✼✳✽ ✹✷✳✽ ✶✶✳✷ ✽✳✷

❚❛❜❧❡ ✺✳✼✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❇r✲❉●❊❇❆ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r♠✉❧❛ C42H37Br11O8

❬❙✐❣❪✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ✇r✐tt❡♥ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ t❤❛t
❝❛rr② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳



✶✷✷ ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✇❛s ❛ ♣♦✇❞❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❙✐❣♠❛ ❆❧❞r✐❝❤✺✳ ❚❤❡ ♣♦✇❞❡r
✇❛s ❝❛r❡❢✉❧❧② ♠♦❧t❡♥ ✭♠❡❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✺✺ ✲ ✺✻ ➦❈ ❬❙✐❣❪✮ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣✉t ✐♥t♦ t❤❡
r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❤❡❛t❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛✲
t✐♦♥ ❡♥s✉r❡❞ ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
❚❤❡ ❡①❛❝t t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ ❜✉t ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜♦✉t
✵✳✺♠♠✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✼✳✺♠❑ ✇❛s ❛❜♦✉t ✶✶✷✷▼❤③
❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✶✼✻✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❇r✲❉●❊❇❆ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❬❍❛❛✶✽❜❪✳
❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❣❧❛ss② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ✇❡r❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❬❆ÿ✶✽✱ ❲❡r✶✽✱ ❙❝❤✶✽❝❪✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r
✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❬▲♦✇✶✾❪✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡
♣♦❧②♠❡r ❇r✲❉●❊❇❆✳ P✐❝t✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠
❬❙✐❣❪✳

✺✳✹✳✷ ❋✉rt❤❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ s❛♠♣❧❡s

❇2❖3

❉✉❡ t♦ ✐ts st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②✱ t❤❡ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss ❇2❖3 ❝♦♥t❛✐♥s ✹✵ ❛t✳✪ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
❝❛rr②✐♥❣ ❜♦r♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ✺✳✽✮✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❆s2❙3✱ ❡✈❡r② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❡✐t❤❡r ❝♦♥t❛✐♥s ♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❜♦r♦♥ ❛t♦♠✳
❚❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬▲✉❞✵✵❪✳

❇2❖3

❖ ❇

❆t♦♠✐❝ ♣❡r❝❡♥t ✻✵ ✹✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✽✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❇2❖3✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ✇r✐tt❡♥ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ t❤❛t ❝❛rr② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳

❙✉♣r❛s✐❧ ■

❚❤❡ q✉❛rt③ ❣❧❛ss ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❜♦✉t ✶✷✵✵ ♣♣♠ ❖❍− ✐♦♥s✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡
✶✷✵✵♣♠ ❖❍− ✐♦♥s✱ ✐ts ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✾✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡

✺❙✐❣♠❛✲❆❧❞r✐❝❤ ❈❤❡♠✐❡ ●♠❜❍✱ ❊s❝❤❡♥str❛ss❡ ✺✱ ✽✷✵✷✹ ❚❛✉❢❦✐r❝❤❡♥✱ ●❡r♠❛♥②



✺✳✹✳ ❙❛♠♣❧❡s ✶✷✸

17❖✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡✱ ♥♦ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ❛ ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ s❛♠♣❧❡✳
❚❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❊♥s✾✻❛✱ ▲✉❞✵✸❪✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✈✐tr❡♦✉s ❙✐❖2 ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳

❙✉♣r❛s✐❧

❙✐ ❖
❆t♦♠✐❝ ♣❡r❝❡♥t ✸✸✳✸✸ ✻✻✳✻✼

❚❛❜❧❡ ✺✳✾✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❙✉♣r❛s✐❧✳

❆❧❜❛s✐

❚❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ❆❧❜❛s✐ ♦r ❇❆❙ ✭❛✲❇❛❖✲❆❧2❖3✲❙✐❖2✮ ❝♦♥t❛✐♥s s❡✈❡r❛❧ ✐s♦✲
t♦♣❡s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ✺✳✶✵✮✳ ❚❤❡ ❣❧❛ss ♥❡t✇♦r❦
✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❜✉✐❧❞ ❜② t❤❡ s✐❧✐❝♦♥✱ ❜♦r♦♥ ❛♥❞ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛t♦♠s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♦①②✲
❣❡♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ✐s♦t♦♣❡s ❛❝t ❛s ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡rs✳
❚❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✻ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬▲✉❞✵✷✱ ❆r❝✶✸❪✳ ❋✉rt❤❡r t✇♦✲ ❛♥❞ t❤r❡❡✲
♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❬❆❤r✶✸❪✳

❆❧❜❛s✐

❙✐❖2 ◆❛2❖ ❇2❖3 ❑2❖ ❇❛❖ ❆❧2❖3

▼♦❧❛r ♣❡r❝❡♥t ✼✷✳✼ ✵✳✷✽ ✵✳✼✷ ✵✳✵✻✹ ✶✼ ✽✳✽

❙✐ ◆❛ ❇ ❑ ❇❛ ❆❧ ❖
❆t♦♠✐❝ ♣❡r❝❡♥t ✷✹✳✷ ✵✳✶✾ ✵✳✷✾ ✵✳✵✹ ✽✳✵✺ ✸✳✺✷ ✻✷✳✼✾

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✵✿ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❜❛s✐ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬▲✉❞✵✸❪✳ ❚❤❡ ❜♦❧❞ ✇r✐tt❡♥ ❛t♦♠s
❤❛✈❡ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ t❤❛t ❝❛rr② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳

●❧②❝❡r♦❧

●❧②❝❡r♦❧ ❛❧❧♦✇s ❛ ❞❡✜♥❡❞ ❞❡✉t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❛ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✈✐❛ t❤❡
✐s♦t♦♣❡ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❣❧②❝❡r♦❧ ✉♣ t♦ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✼ ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹✳ ■♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞❡✉t❡r❛t✐♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s
✉♣ t♦ ✺✼✪ ♦❢ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛rr② ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✭❣❧②❝❡r♦❧✲❞✽✮✳ ❚❤❡
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s ❬❇❛③✵✽❪ ❛♥❞ ❜✉✐❧❞ t❤✉s ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣❧❛ss✳
❚❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✵ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶✶✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❇r❛✵✹❛✱ ◆❛❣✵✹❪✳ ❋✉rt❤❡r
❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ✐♥ ❬❇❛③✵✼✱ ❇❛③✵✽✱ ❋✐❝✵✼✱ ❋✐❝✵✾❪✳



✶✷✹ ✺✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❣❧②❝✲
❡r♦❧✱ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✸✱ ✲❞✺ ❛♥❞ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✼✳
P✐❝t✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❇❛③✵✽❪✳

●❧②❝❡r♦❧✲❞✵

❍ ❈ ❖
❆t♦♠✐❝ ♣❡r❝❡♥t ✷✶✳✹ ✺✼✳✷ ✷✶✳✹

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✶✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ●❧②❝❡r♦❧✲❞✵

▼❡t❛✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡

❚❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡ ❢♦r♠s ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣❧❛ss ❜❡❧♦✇ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t
✶✼✸❑ ❬❇r❛✵✹❛❪✳ ■t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❡ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠ ♣❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛rr✐❡s ❛ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❜♦✉t ✼ ❛t✳✪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ♠❡t❛✢♦✉r ❛♥✐❧✐♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶✷✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻ ✐s t❛❦❡♥
❢r♦♠ ❬❇r❛✵✹❛❪✳ ▼♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢
♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡✳ P✐❝t✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠
❬❇r❛✵✹❛❪✳

♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡

❍ ❈ ◆ ❋
❆t♦♠✐❝ ♣❡r❝❡♥t ✹✷✳✾ ✹✷✳✾ ✼✳✶ ✼✳✶

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✷✿ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r♠✉❧❛ FC5H4NH2✳
❚❤❡ ❜♦❧❞ ✇r✐tt❡♥ ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ t❤❛t ❝❛rr②
♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳



✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛✲
t♦r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❡❝❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛r❡
❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✻✳✶ ❉❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❝❤♦
s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ s✉❜tr❛❝t❡❞✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ❛♥ ❡❝❤♦
s❡q✉❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ P❱❈ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❡❝❤♦ ❛❢t❡r t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ✐s ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ ♥♦♥❝♦♥st❛♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ❝❛✉s❡❞ ❜②
t❤❡ r✐♥❣✲❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❋♦r ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s
❧❛r❣❡r ♦r ❡q✉❛❧ ✷✵➭s✱ t❤❡ r✐♥❣✲❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♦✈❡r ❛♥❞ t❤❡ ❡❝❤♦ ❧✐❡s ♦♥ ❛ ✢❛t ❜❛s❡❧✐♥❡✳ ❚❤✉s ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤
τ12 ≥ 20 ➭s ❛♥ ♦✛s❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s s✉✣❝✐❡♥t✳ ❋♦r ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
✷✵➭s✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❧② ❛♥❞ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧❧ st❡♣s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
t✐♠❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❋♦r ❡✈❡r② ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❛ ♣✉❧s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ τEcho12 + ∆τ ✳ ❯s✉❛❧❧② ∆τ ✐s s❡t t♦ ✺✵➭s ♦r ✸✵✵➭s✳ ❚❤✐s ❧❛r❣❡
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♣♣❡❛rs ❢❛r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✳
❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆τ ❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ✸✵✵➭s t♦
✺✵➭s✱ s✐♥❝❡ ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t ✺✵➭s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❛✈❡❞ ❞❛t❛ ✐s ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s ❛❢t❡r✇❛r❞s
s❤✐❢t❡❞ ✐♥ t✐♠❡ ❜② −∆τ ✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡s ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♥❞
t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡q✉❡♥❝❡
✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ ♣♦✐♥t✇✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❜② ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■♥
❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ❛♥ ♦✛s❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❛♥ ❛r❡❛ ❢❛r
❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ♣✉❧s❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡❝❤♦ ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♥ ❛ ✺➭s ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

✶✷✺
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Background τ12 = 52µs

Echo sequence τ12 = 2µs

PVC, 10 mK

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❊❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥
P❱❈ ✇✐t❤ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✷➭s
✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡✲
q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✺✷➭s
✭r❡❞✮✳ ❇♦t❤ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ ✺✵✵✵
s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
t❤❡ ❡❝❤♦ ❧✐❡s ♦♥ ❛ ♥♦♥❝♦♥st❛♥t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳

2 4 6 8 10

Time [µs]

-0.01

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

S
ig

n
a

l
[V

]

Corr. echo sequence

Background fit

PVC, 10 mK

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❊❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ t❤❡ ✜t
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭r❡❞✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛♥ ♦✛s❡t ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥✳

✈❛❧✉❡ ✐s s✉❜tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❢♦r t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✷✵➭s t♦ ✷✺➭s✮✳ ❚❤✐s ♦✛s❡t
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❤❛s ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦❢ y = 0✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢
t❤❡ t✇♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ st❡♣s✱ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✱ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❜❧❛❝❦ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡
✐s ✢❛t ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ y = 0 ❛t ❧❛r❣❡ t✐♠❡s✱ ❜✉t s❤♦rt❧② ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ t❤❡
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡①❤✐❜✐ts st✐❧❧ ❛ s❧♦♣❡✳ ❚❤✐s s❧♦♣❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧❧②
s❤❛♣❡❞ ♣✉❧s❡s ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❝♦rr❡❝t✳
❉✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❝❛✉s❡ t❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❞❡❝❛②❡❞ ❛t t❤❡
t✐♠❡ τEcho12 + ∆τ ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡rs ✐♥ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
s❛t✉r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡s✱ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t✐♠❡ t♦ r❡❝♦✈❡r ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡q✉❡♥❝❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ ❛ t❤✐r❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ st❡♣✳ ■♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧✱ ❡✐t❤❡r ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

fexp(t) = ae−b((t−t0)) + c ✭✻✳✶✮

✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs a✱ b✱ c ❛♥❞ t0 ♦r ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡

fline(t) = a · t+ b ✭✻✳✷✮

✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs a ❛♥❞ b ✐s ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳ ❋♦r t❤❡ ✜t ♦♥❧② t❤❡ t✐♠❡
✐♥t❡r✈❛❧s ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ✜tt❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧



✻✳✶✳ ❉❛t❛ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✶✷✼

3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 6.0

Time [µs]

-0.01

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06
S

ig
n

a
l
[V

]

Echo signal

IEA

PVC, 10 mK

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❡❝❤♦
s✐❣♥❛❧ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛♥❞ ✇✐♥❞♦✇ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡ ✭■❊❆✮ ✭r❡❞✮✳

❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳ ❚❤❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❡❝❤♦ ♦♥ ❛ ✢❛t
❜❛s❡❧✐♥❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ♣r❡s❡♥t ❛❢t❡r t❤❡
s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡①✐sts ♦♥❧② ❞✐r❡❝t❧② ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✱
t❤❡ t❤✐r❞ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② ✉♣ t♦ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
t✐♠❡ ♦❢ ✷✵➭s✳ ■♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡tt✐♥❣s✱ t❤❡ t❤✐r❞
st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ✺➭s t♦ ✶✵➭s✳

❆❢t❡r t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ✉s❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s q✉❛♥t✐t②✱ t❤❡ st❛rt ❛♥❞ ❡♥❞
♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❡②❡✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ r❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❚❤❡♥ ❡✈❡r② ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤✐s t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡
t✐♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts
❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆❉✲❝❛r❞✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ s❛♠♣❧✐♥❣ r❛t❡ ✇❛s ✷✵✵▼❙✴s
✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣♦✐♥t ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✵✳✵✵✺➭s✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞
❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡✱ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ t❤❡ ❡❝❤♦✱ ✐s ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡❞✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ st❡♣
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦✳

❚❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♦✛s❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡✳ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❢✉rt❤❡r st❡♣s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❤❛♥❞ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❝❤❡❝❦ t❤❡
❞❛t❛ q✉❛❧✐t②✱ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜t ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇
❢♦r t❤❡ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐s
❛❧s♦ ❝❛♣❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✇✐s❡
❛♥❞ ♦✛s❡t ❝♦rr❡❝t❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡❝✐❞❡❞ ❤♦✇ ♠❛♥② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡
❛✈❡r❛❣❡❞ ❛t ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ❆✳✸✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
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t❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❞r✐❢ts ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
♦r t❤❡ ❡❝❤♦ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❥✉st ❝❛❧❧❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡✳ ❆❧❧ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❜❛❝❤❡❧♦r ❛♥❞ ♠❛st❡r st✉✲
❞❡♥ts ❬❚s✉✶✼✱ ❙✐♥✶✻❜✱ ❆r♥✶✾✱ ❍❛❛✶✽❜❪ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✮ ♦r ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ ❬❙❝❤✶✻❛❪ ✇❡r❡ r❡✲❛♥❛❧②③❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐♠♣r♦✈❡❞✳
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❇❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✉♣ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s s❤♦rt❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
❆✳✸✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❆t ✜rst✱ t❤❡
t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ r❛t❡ ✐s
s❤♦rt❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✻✳✷✳✶ ❚❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ st❛❜❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧✳ ❆s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s
✉s❡❞ ✐♥ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✉❛❧❧② ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✐r❡❝t❧②✱ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡r❡❜② ✉s✉❛❧❧②
t❤❡ t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ q✉❛♥t✐t②✱ ❤❡r❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛ ❧❛r❣❡r ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱
s✐♥❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❧❡ss ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳
■♥ ✜❣✉r❡s ✻✳✹ ❛♥❞ ✻✳✺ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❆s2❙3 ❛♥❞ P❱❈ ❛r❡ s❤♦✇♥
❛s ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥ ❜♦t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ st❡♣s ❛♥❞ t❤❡ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✈❡r② ✇❡❧❧✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❝r②♦st❛t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✉❛❧❧② ♥❡❡❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡
s✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♥❡❡❞s t✐♠❡ t♦ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r
♠♦st ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ s✉❝❤ t❤❛t ♠❛♥② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥
✻✳✹✳✶✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❆s2❙3 ♥❡❡❞❡❞ ✽✵✵✵✵ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♣❡r ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❡❛❝❤✳ ❉✉❡ t♦ ❧✐♠✐t❡❞ ♦✈❡r❛❧❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡ ✐t ✇❛s ❤❡♥❝❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ s✉❝❤ ❞❡t❛✐❧✳
❋♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✐t ✇❛s s♦♠❡t✐♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♠♣s ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ♠❡❛✲
s✉r✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❝r②♦st❛t✳
❚❤✐s ✇❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r P❱❈✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✺✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡
❤✐❣❤ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ st❡♣s ✐♥ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❚❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❆s2❙3 ❜❡t✇❡❡♥ ✷✺♠❑ ❛♥❞
❛❜♦✉t ✼✳✺♠❑✳ ❚❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❞❡✲
♣✐❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ②✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s ❛r❡
❛ ❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡ ❡②❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✇❡❧❧✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✈❡r② s❛♠❧❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② ❧❛r❣❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❚❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ P❱❈ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✵♠❑ ❛♥❞
❛❜♦✉t ✽♠❑✳ ❚❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞
♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ②✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥
t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡r♠❛❧✐③❡s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❢❛st✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② s❛♠♣❧❡s ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦r ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ▼❍③
r❛♥❣❡✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❤❛✈❡ ❧♦♥❣
t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❍❨✲✶✱ ◆✲❑❩❋❙✶✶✱ ❇r✲❉●❊❇❆
❛♥❞ ❋❘✲✶✷✷P✳ ❋♦r t❤❡ t✇♦ ❧❛st ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞
❜r♦♠✐♥❡ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❛❜♦✉t ✷✺✵▼❍③✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❜♦✉t ✶✷♠❑✳ ■♥ ✜❣✉r❡
✻✳✼ t✇♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ st❡♣s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❋❘✲✶✷✷P ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡r♠❛❧✐③❡s ❢❛st ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✵♠❑✳ ❇✉t ❛❢t❡r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s
❧♦✇❡r❡❞ t♦ ✶✵♠❑✱ ❛ ❞r✐❢t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ✢❛tt❡♥s ❛❢t❡r ❛❜♦✉t ✽✵
❤♦✉rs✳

❚❤❡ ❧♦♥❣ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s✳ ■♥ ❬P♦❜✵✼❪ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❜② ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t I✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦r✐❡♥t ✐ts❡❧❢ ✐♥ 2I + 1 ✇❛②s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱
❝❛❧❧❡❞ ❙❝❤♦tt❦② ❛♥♦♠❛❧②✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ✐s
t❤❡ ❧❛r❣❡r✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ I✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣❧✐tt✐♥❣ ∆E ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
✐s♦t♦♣❡✳ ■♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ I t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❝❝✉rs ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜♦✉t
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ▼♦❧❛r ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② C ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝♦♥st❛♥t R ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ kBT/∆E

❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s I✳ ∆E r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜❧❡✈❡❧s ♦❢
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐s♦t♦♣❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❩❡❡♠❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜② t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ EQ✳
P✐❝t✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬P♦❜✵✼❪✳

0.4∆E/kB ❛♥❞ 1.2∆E/kB✳ ❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❙❝❤♦tt❦② ❛♥♦♠❛❧② ❛♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✻ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s I✳
❲✐t❤♦✉t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡s ✇✐t❤ I = 1/2 s❤♦✇ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t②✳
❆t♦♠s ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✭I ≥ 1✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①❤✐❜✐t ❛ ♥✉❝❧❡❛r s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❚❤✉s t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② s❛♠❡ t❤❡♦r② ❛s ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣
∆E ❜② t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❤❡❛t
❝❛♣❛❝✐t② ♦❝❝✉rs ✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬❲♦❤✵✶❛❪ ♦♥
◆✲❇❑✼✳

❚❤❡ ❜r♦♠✐♥❡ ❛t♦♠s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❇r✲❉●❊❇❆ ❛♥❞ ❋❘✲✶✷✷P ✭❛❜♦✉t ✶✶ ❛t✳✪✮ ❤❛✈❡ ❛
♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦❢ ✸✴✷✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✷♠❑ t♦
❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛t ✶✵♠❑ ❝❛✉s✐♥❣ ❧♦♥❣
t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠ ❛♥❞ t❛♥t❛❧✉♠ ❛t♦♠s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❍❨✲✶ ❛♥❞
◆✲❑❩❋❙✶✶ ❤❛✈❡ ❛ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ♦❢ ✼✴✷✳ ❚❤❡✐r ♥✉❝❧❡❛r s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❡①❛❝t❧②✱
❜✉t ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐♥ ❬▲✉❝✶✻❪ s❤♦✇❡❞ ❛ str♦♥❣
✐♥❝r❡❛s❡ ❛t ❛❜♦✉t ✶✺♠❑ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r s❛♠✲
♣❧❡s✱ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡s✐s✱ s❤♦✇❡❞ ♥♦ ❧❛r❣❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r
♠♦♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤♦s❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ✉s✉❛❧❧② ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s s♠❛❧❧❡r ♦r ❡q✉❛❧ ✸✴✷
❛♥❞ t❤❡✐r ♥✉❝❧❡❛r s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ❞✐st✐♥❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✵♠❑✳
❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❣♦♦❞ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r
s♣✐♥ ♦r s♣❧✐tt✐♥❣✱ t❤❡② ✇❡r❡ ❦❡♣t ❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r s❡✈✲
❡r❛❧ ❞❛②s✱ ✉♣ t♦ ❛ ✇❡❡❦✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞r✐❢t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s ♥♦t ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✮✳ ❖♥❧② ❛❢t❡r✇❛r❞s t❤❡
❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❛♥t✐♠❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛✲
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❚❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❋❘✲✶✷✷P✳ ❚❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ②✲❛①✐s
❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤❡
✐♥❧❛② s❤♦✇s t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉r✐♥❣ ❛
s♠❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ st❡♣✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡r♠❛❧✐③❡❞✳

t♦r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❆ ❧❛r❣❡ ❞r✐❢t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✇♦✉❧❞ ❝❛✉s❡ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ♥♦ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ✇❡r❡
♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✬ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✇❛s s✉✣❝✐❡♥t ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✹✮✳ ▼❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❍❨✲✶✱ ◆✲❑❩❋❙✶✶✱ ❇r✲❉●❊❇❆ ❛♥❞ ❋❘✲✶✷✷P
✐♥ ❛ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ♦r ✐♥ ❛ ▼❍③✲r❡s♦♥❛t♦r ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r t❤❡r♠❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣
r❡s✉❧t❡❞ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✉s✉❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✺✵ ❤♦✉rs
❬❍❛✉✶✺✱ ❲❡s✶✺✱ ❩❡✐✶✺✱ ❙❝❤✶✻❜✱ ❲❡r✶✽❪✳

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱
✈❡r② t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡t❤❡r ❛ s❛♠♣❧❡ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② ❜② ❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆♥
❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ t❡st ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥❧❛② ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐s t❤✉s t❤❡r♠❛❧✐③❡❞✳

❉❡s♣✐t❡ ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐t ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ t❤❛t t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♦✛s❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝r②♦st❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛❧✇❛②s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❝r②♦st❛t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t♦ ♠♦♥✐✲
t♦r ✐ts ❛❝t✉❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❝r②♦st❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❬❙tr✶✽❪ ❛♥❞ ❬▲♦✇✶✾❪✳
■♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❤❡r♠♦♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡
❝r②♦st❛t t❤❡r♠♦♠❡t❡r ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✱ ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥✲❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣✐❡❝❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✽✮✳ ❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦t❤❡r r❡s♦♥❛t♦rs ✉s❡❞ ❢♦r ❡❝❤♦ ❛♥❞ ♦t❤❡r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳ ❇② ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡t❡r ♦❢ t❤❡
❝r②♦st❛t ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡
❝r②♦st❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✇❛s ❡♥s✉r❡❞ ❜② s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡t❡r
r❡❛❞♦✉t t❤❛t t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡t❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❝❛♥ ♦♥❧② t❤❡r♠❛❧✐③❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
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Thermometer

Sample

Thermalization

rod

❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❙❡t✉♣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❝✲
t✉❛❧ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s❛♠✲
♣❧❡✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝♦♣♣❡r ❜❧♦❝❦s ❛r❡ ♣r❡ss❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② t✇♦ t❤r❡❛❞❡❞ r♦❞s ♠❛❞❡
❢r♦♠ ❜r❛ss✳ ❚❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ r♦❞✱
♠❛❞❡ ❢r♦♠ s✐❧✈❡r ❝♦❛t❡❞ ❝♦♣♣❡r✱ ❡♥s✉r❡s
❛ ❣♦♦❞ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♣♣❡r ❜❧♦❝❦
❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

s❛♠♣❧❡s✱ ❛ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠♦♠❡t❡r ✐s s②♥♦♥②♠♦✉s ✇✐t❤ ❛ ♣❤♦♥♦♥✐❝ t❤❡r✲
♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳
❯♣ t♦ ♥♦✇ t❤r❡❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡r❡❜② ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❤♦✇♥
t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♣♦❧②✭✈✐♥②❧ ❛❝❡t❛t❡✮ ❞♦❡s ♥♦t t❤❡r♠❛❧✐③❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s
t❤❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬P♦❧✶✼✱ ❙❝❤✶✼❪✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s P❱❈ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
❇r✲❉●❊❇❆ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝r②♦st❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❡❧❧✳

✻✳✷✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡

❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✉♥✐♥t❡♥❞❡❞ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❊✈❡r② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡ ❧❡❛❞s t♦
❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❜❡ ❡♥♦✉❣❤
t✐♠❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❝❛♥
r❡✲t❤❡r♠❛❧✐③❡✳ ■❢ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ✐s t♦♦ ❤✐❣❤✱ t❤❡ t✐♥② ❤❡❛t ✐♥♣✉ts ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❛♥❞
❧❡❛❞ t♦ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣
t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ r❡❧❛t✐✈❡
t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
❛t ❧❛r❣❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❇♦t❤ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♦❢ ✶✵♠❑✱ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t1 = 230 ♥s
❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✷➭s✳



✻✳✷✳ Pr❡♣❛r❛t♦r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✶✸✸
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣
t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♣❧♦tt❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛t
❧❛r❣❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r t❤❡ ❛t✲
t❡♥✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❧❛r❣❡r t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❛
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✼✳✷♠❑✱ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥
♦❢ t1 = 230 ♥s ❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡
♦❢ ✺ ➭s✳

❚♦ ♣r❡✈❡♥t t❤✐s ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐♥ ❞❡❝❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝②❝❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡❛s✉r✐♥❣ r❛t❡✱ ❜✉t t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s✐♥❣❧❡ t✇♦✲♣✉❧s❡
s❡q✉❡♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐ts❡❧❢ ♥❡❡❞s s♦♠❡ t✐♠❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♠♣✉t❡r✱ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠❡❛s✉r✐♥❣ r❛t❡✳ ❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠ ❧♦♥❣ t♦ s❤♦rt✱ t♦
❛✈♦✐❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❜② ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝ts t❤❛t ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♦❝❝✉r ❛t s❤♦rt ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡s✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✾ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ P❱❈ ❛♥❞ ❆s2❙3 ❛r❡ s❤♦✇♥✳
■♥ t❤✐s ♣❧♦t t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉
r❡❣✐♦♥ ❛t ❧❛r❣❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r✲
✐♥❣ r❛t❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❆s2❙3 ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ♦♥❧② ✺✵✵✵ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✇❡r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞✱ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤✳ ❆ ❤❡❛t✐♥❣ ♠✐❣❤t ♦❝❝✉r
❢♦r ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✼✺♠s✳ ❋♦r P❱❈ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧②
s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ ❛ ✇❡❛❦ ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❢♦r ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡s ❜❡❧♦✇ ✺✵♠s✳ ❲❤❡t❤❡r
❛♥❞ ✇❤❡♥ ❛ ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❝❝✉rs ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ♦♥
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛t t❤✐s
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦r ❧❡ss ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❢♦r ❇r✲❉●❊❇❆✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✭✷✸ ❞❇✮ ♥♦ ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s
✈✐s✐❜❧❡✱ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❆♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
t♦ ✶✼ ❞❇ ❝❛✉s❡s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜② ❛❜♦✉t ✶✵✪ ❢♦r s❤♦rt ✇❛✐t✐♥❣
t✐♠❡s✳ ■❢ ♦♥❧② ✶✶ ❞❇ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉♣ t♦ ✸✺✪ ❛♥❞ ❛
❤❡❛t✐♥❣ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t ❛t ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✹✵✵♠s✳

■♥ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛
✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ✶✵✵♠s✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣



✶✸✹ ✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

r❛t❡ ♦❢ ✶✵❍③✳ ❚❤❡ ❛❝t✉❛❧ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ✇❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✉s✉❛❧❧② ✐♥
t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✼ t♦ ✽❍③✳

✻✳✷✳✸ P✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ t31 ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✵✮✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ◆✲❇❑✼ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❜② ❦❡❡♣✐♥❣
❛❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✜①❡❞✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

AEcho(t1) = atb1 → log(AEcho(t1)) = b log(t1) + log(a) ✭✻✳✸✮

✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs a ❛♥❞ b ✐s ❛❢t❡r✇❛r❞s ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ✐♥ ❛ ❞♦✉❜❧❡
❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♣❧♦t✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✶ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞ ✜t r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥✳ ■♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❢✉❧✜❧❧❡❞ ♦r ♥♦t✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜②
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❧t❛ ❧✐❦❡ ♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✸✳✸✳✷ ❛♥❞ ❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✮✳
■♥ ❛ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ ♣✉❧s❡s ❤❛✈❡ ❛ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤✳ ❚❤✉s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡s t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❞♦ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡❝❡ss ❛♥❞ r❡❧❛①✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦
s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✱ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❧♦♥❣❡❞ t✇♦✲
♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ❛s t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ12 ✭❝♦♠♣❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss❡s ❛❧s♦ ❛❝t ✐♥ t❤✐s ♦✈❡r❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t✐♠❡✱ ♠♦r❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✉♥❞❡r❣♦ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ❧❛r❣❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❡❝♦♠❡s s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥
t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t
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τ12 = 30µs, 10 mK

∝ t
3.02±0.08

τ12 = 5µs, 10 mK

∝ t
2.86±0.03

τ12 = 6µs, ≈ 40 mK

∝ t
1.98±0.06
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥
◆✲❇❑✼ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s
❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛t ✹✵♠❑
✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞
r❡s♦♥❛t♦r ❉ ❬❍❛❛✶✽❛❪ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✮✳



✻✳✷✳ Pr❡♣❛r❛t♦r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✶✸✺

r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐♥ ◆✲❇❑✼ ✐s s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✶✳
❙✐♥❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ ✐ts str♦♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t ✹✵♠❑ s❤♦✇s t❤❡ str♦♥❣❡st ❞❡✈✐❛t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t31 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❆t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s♣❡❝✲
tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦✇❡r✳ ❋♦r ❧❛r❣❡r ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❧✐❦❡ ✸✵➭s✱ t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤
❧❛r❣❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱
❛❧r❡❛❞② ❞❡❝❛②❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t31 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳
❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ t31 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲
♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤✐s
✇♦✉❧❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt ♦❢
t❤❡ ✜rst ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ t♦ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳

■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✷ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ✐s
s❤♦✇♥✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ❜r♦❛❞❡r✳ ❚❤❡
s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦ ❧❛r❣❡r t✐♠❡s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡①t❡♥s✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❚❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s ✐s ❜r♦❛❞❡r✱
t❤❡ s❤♦rt❡r t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ❞❡✲♣❤❛s✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✲
✐♥❣ s②st❡♠s ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ♣✉❧s❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡✲ ❛♥❞ ❞❡✲♣❤❛s✐♥❣ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✬ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣s✳ ❆ ❜r♦❛❞ ❡♥❡r❣② s♣❡❝tr✉♠
r❡s✉❧ts t❤✉s ✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣s E ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ❊❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑ ❛♥❞ ❛
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✺➭s✳ ❚❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✻✳✶✶✳

✶❇❡s✐❞❡s s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r

q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ ◆✲❇❑✼ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣✲

t❡r ❛♥❞ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t31
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ t❤✐s ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✳



✶✸✻ ✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

s②st❡♠s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❢❛st ❞❡✲ ❛♥❞ r❡✲♣❤❛s✐♥❣✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥❛rr♦✇ ❡❝❤♦✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ ♣✐❝t✉r❡✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡r✲
st♦♦❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞
♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✱ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✬s ❘❛❜✐
❢r❡q✉❡♥❝② s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻✮✳ ❚❤✉s✱ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣❡r ♣✉❧s❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡①❝✐t❡❞ st❛t❡ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✇❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥❝r❡❛s❡s
♠♦r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ s❤♦rt ♣✉❧s❡✳ ■♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❧❛r❣❡r
r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥ ✈❡❝t♦rs ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ① ✲❛①✐s ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡①✲
♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ♣✉❧s❡
❜❡❝♦♠❡s t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❜❡❝♦♠❡ ✬♦✈❡r❡①❝✐t❡❞✬ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝ s❤♦✉❧❞❡rs ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❤❡✐❣❤t✳

✻✳✷✳✹ ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

❇❡s✐❞❡s t❤❡ t31 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❛❧s♦ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ s❤♦✇ ❛ F 3
0 ♣r♦♣♦r✲

t✐♦♥❛❧✐t②✱ ✇✐t❤ F0 ❜❡✐♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✸✳✺✵ ❛♥❞ ✹✳✷✶✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦✈❡r t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❜② ❛ ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✳ ❚❤✉s ♥❡✐t❤❡r t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s✱ ♥♦r t❤❡✐r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❞✐st♦rt t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s ❝❤❡❝❦❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② s❛♠♣❧❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♠❛❧❧
❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈❛r✐❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ❛tt❡♥✉❛t♦r
✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐tr②✳ ❚♦ ♣r❡✈❡♥t ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❜② ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜②
❤✐❣❤ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ s♠❛❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s
✭❤✐❣❤ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✮ t♦ ❤✐❣❤ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ✭s♠❛❧❧ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✮✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳ ❆ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t1 = 230 ♥s ✇❛s ✉s❡❞✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡
❞❡❝❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❛s s❡t t♦ ✷➭s s✉❝❤ t❤❛t ❛ s♠❛❧❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❣♦♦❞ ❞❛t❛ q✉❛❧✐t②✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✳
❙♦♠❡ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇ ❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s✳
❚❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t t❤♦s❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ❛♥❞ t❤❡
❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t ✐s s❤✐❢t❡❞ ✐♥ ②✲
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t
❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❞♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳
◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ t❤❡
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥
t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✇❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❤❛❞ ❞✐✛❡r❡♥t
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10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

E
c
h
o

a
m

p
lit

u
d

e
A

[a
.u

.]

Br-DGEBA
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As2S3

N-BK7

PVC

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡
s❛♠♣❧❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡
s❡tt✐♥❣s ❛r❡✿ t1 = 230 ♥s✱ τ12 = 2 ➭s✱
7mK ≤ T ≤ 10.1mK✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s
❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦✲
♥❡ss❡s ❛♥❞ s❤✐❢t❡❞ ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❜❡t✲
t❡r ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ F 3

0 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥✲
❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✸ ❞❇✳

t❤✐❝❦♥❡ss❡s✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ❛tt❡♥✉✲
❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❦♥♦✇♥ s❛♠♣❧❡ t❤✐❝❦♥❡ss❡s ❛❧❧♦✇ ❛ r♦✉❣❤ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❡❧❞
str❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤✉s ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ① ✲❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✳
❚❤❡r❡❜② ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❧❛t❡ ❝❛♣❛❝✐t♦r✱ t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❣❛♣
♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❛♥❞ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ r♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡
t❤✐❝❦♥❡ss✳
❚❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✱ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✱ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ s✐♥❝❡
t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡s ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r
♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❆ r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✸ ❞❇
❛t t❤❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ❛tt❡♥✉❛t♦r✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵✵❱✴♠✳ ■♥
✜❣✉r❡ ✻✳✶✸ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ♦❢ ◆✲❇❑✼ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✸ ❞❇ ❛t t❤❡
❛❞❥✉st❛❜❧❡ ❛tt❡♥✉❛t♦r ✐s ♠❛r❦❡❞ ❜② ❛♥ ❛rr♦✇✳
❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

AEcho(F0) = aF 3
0 → log(AEcho(F0)) = 3 log(F0) + log(a) ✭✻✳✹✮

✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡r a ✐s ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✳ ■t
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② s❛♠♣❧❡ ❛t s♠❛❧❧
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s✳ ❚❤✐s ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t s❤♦✇s ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ✇❡❧❧
t❤❡r♠❛❧✐③❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛t s♠❛❧❧ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s✱
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉s✉❛❧❧② t❛❦❡s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❞❛②✱ ❛♥❞
✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❞❛②s ❢♦r s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥st❛♥ts✳ ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞r✐❢t ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ♥♦♥✲❛❞❡q✉❛t❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✱
✇♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛✉s❡ ❛ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳

❚❤❡ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ΩRt1 ∝
δ~p~F0∆0t1/E ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✾ ❛♥❞ ✸✳✺✵✮✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①✲
tr❛❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ❢r♦♠



✶✸✽ ✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸ t❤❡ ❡①❛❝t ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❡♥s❡♠❜❧❡✬s ❛✈❡r❛❣❡❞ ∆0/E✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r
t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝②❝❧❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s
❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✬s ❛✈❡r❛❣❡❞ ∆0/E ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✷✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ∆0/E

❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡✳ ❉✉❡ t♦ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣
t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❙②♠♠❡tr✐❝ t✉♥✲
♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s r❡❧❛① ✈✐❛ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✮✳ ❆s②♠♠❡tr✐❝
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② r❡❧❛①❡❞ ❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥t❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦
❛t ❧❛r❣❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✬s
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆0/E ✐s ❧❛r❣❡r✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡
s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ s❤✐❢ts t♦ s♠❛❧❧❡r ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ❛t ❧❛r❣❡r ♣✉❧s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳

❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤✐s ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ◆✲
❇❑✼ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝②❝❧❡✳
❚❤✉s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❞♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣❛♣ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✇❡r❡ ❡q✉❛❧ ❢♦r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧
✇❛s t❤❡ s❛♠❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✹ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❛t❛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ✜t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✹ t♦ t❤❡
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N-BK7

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ♦♥ ◆✲❇❑✼ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❡♣✲
❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✇❛s
✷✸✵ ♥s ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✶✵♠❑ ❛♥❞
✼✵♠❑✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞
F 3
0 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❆❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡

♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝②❝❧❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ♦♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡
✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
str❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳

✷■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t δ~p ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡

t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳
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❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ✐s s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡
s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❊✈❡♥ ❛t ✼✵♠❑✱ ✇❤❡r❡ s♣❡❝tr❛❧
❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② str♦♥❣❡r✱ ♥♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱
❛t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ■♥ ✜❣✉r❡
✻✳✶✺✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ∆ t♦ t❤❡
❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r q = ∆/E ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s τ12✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼✶ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ q✳ ❚❤❡ ❛r❡❛ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t t❤✐s ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ ❧✐♠✐t ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✸✳
❆t ✶✵♠❑ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s T1,min = 220 ➭s ❛♥❞m = 10·109 ✶✴s2✳
❋♦r t❤❡ ❝✉r✈❡ ❛t ✼✵♠❑ ✐t ✐s T1,min = 60 ➭s ❛♥❞m = 2660·109 ✶✴s2✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✼✵♠❑
✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❬❋✐❝✶✸❪ ❛♥❞ t❤♦s❡ ❢♦r ✶✵♠❑ ❛r❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❛t ✼✳✺♠❑ ❛♥❞ ✶✺♠❑✹✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❡✈❡♥ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♣✉❧❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
(∆0/E)4 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡
t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✭❧❛r❣❡ q ✈❛❧✉❡s✮ ❞❡❝❛② ❞✉❡ t♦ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳
❚❤✉s t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡❞✉❝❡s ✈❡r② ❢❛st✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✺ t❤✐s
❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡s t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧ q ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ②✲❛①✐s ✐♥t❡r❝❡♣t ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✼ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧♦t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❛ s❡♠✐✲❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣r♦♥♦✉♥❝✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡✳ ❚❤❡
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10 mK, 25µs
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10 mK, 100µs

70 mK, 2µs
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛✲
r❛♠❡t❡r q = ∆/E t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❛rr♦✇s ❛t t❤❡ ① ✲❛①✐s
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ q ✈❛❧✉❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ❢♦r
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②s✲
t❡♠s✳

✸❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❜❛s❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ♣r♦✲

♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ ◆✲❇❑✼ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✷✮ ❛♥❞ t❤✉s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳
✹❋♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛ r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t✳
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∆0/E

change 

of

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ∆0/E ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r q = ∆/E✳ ■t
❤♦❧❞s ∆0/E =

√
1− q2✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ❛t

t❤❡ ① ✲❛①✐s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ q ✈❛❧✉❡s
✇❡✐❣❤t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❡❝❤♦ ❢♦r t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
✜❣✉r❡ ✻✳✶✺✳

s♠❛❧❧ ❛rr♦✇s ❛t t❤❡ ① ✲❛①✐s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✺ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ q ✈❛❧✉❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣✲♦✛ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ q ✈❛❧✉❡ s❤✐❢ts t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧❡r q✳ ❆ s♠❛❧❧ ❛✈❡r❛❣❡❞
q ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✇✐t❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② ♠♦r❡ s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s
✈❛❧✐❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ΩRt1✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✹ ♦♥❧② t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡✬s
♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆0/E ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢ ΩR✮ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s ✐s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t
♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻✱ ∆0/E ✐s
♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r q✳ ■t ❤♦❧❞s ∆0/E =

√
1− q2✳ ❚❤❡

❛rr♦✇s ♦♥ t❤❡ ① ✲❛①✐s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ q ✈❛❧✉❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✺✳ ■♥ t❤✐s
♣❧♦t ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆0/E ❝❤❛♥❣❡s ♦♥❧② ❛ ❧✐tt❧❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ q ✈❛❧✉❡
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t♦t❛❧ ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✵✳✸✺ t♦ ✵✳✵✵✼✺✳ ■♥ ♥✉♠❜❡rs✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆0/E ❝❤❛♥❣❡s
❢r♦♠ ✐ts s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ✵✳✾✸✼ t♦ ❛❜♦✉t ✶✳ ❚r❛♥s❧❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ♣r♦❜❡❞ ❛t ❛ ♣✉❧s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✵✵➭s t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛t ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ t❤❛t ✐s ✾✸✳✼✪ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ❛t ✷➭s✳
❚❤✐s r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s❤♦✇s✱ t❤❛t t❤✐s s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢
t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✻✳✶✹✳ ❊✈❡♥ ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
t❤❡ ♦♥s❡t ✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t♦ r❡s♦❧✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❡t✉♣✳ ❚❤❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡
❛tt❡♥✉❛t♦r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s ❝❛♥
❜❡ ✈❛r✐❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧❧② ✐♥ st❡♣s ♦❢ ✶ ❞❇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
str❡♥❣t❤ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✷✪✳ ❚❤✉s✱ t♦ st✉❞② t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡
r♦✉❣❤ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❡t✉♣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♥♦t ❜❡



✻✳✷✳ Pr❡♣❛r❛t♦r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✶✹✶

❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
(∆0/E)4✱ ❡✈❡♥ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❞♦ ♥♦t s❤✐❢t
t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡s ✇❡✐❣❤t❡❞ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ q s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ t♦ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s t❤❛♥ t❤❡
✶✵♠❑ ❛♥❞ ✷➭s ❝✉r✈❡✳ ■❢ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s
❡♥❛❜❧❡s ❛ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦
t❤❡ ❡❝❤♦✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ❡♥❛❜❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡✳

■❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡
❞✉r❛t✐♦♥s t1✱ t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❤✐❢ts ❞✉❡ t♦ ✐ts ΩRt1 ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ t♦ s♠❛❧❧❡r ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r
✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❬❙❝❤✶✻❛❪ ✐♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ◆✲❇❑✼✳

❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✭r❡❞✉❝❡❞ ❛t✲
t❡♥✉❛t✐♦♥✮ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✼✳ ❚❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✇✐❞t❤ ❢♦r ❛❧❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♦♥❧② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✳ ❚❤❡
r✐❣❤t ✢❛♥❦ ♠❛② ❡①❤✐❜✐t ❛ s♠❛❧❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❢♦r ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❡❝❤♦❡s ✇❤✐❝❤ ✐s
❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ r✐♥❣✲❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡ ❡❝❤♦❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡
✇✐❞t❤ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ st❛②❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr✉♠
♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s✳ ❖♥❧② t❤❡ ❘❛❜✐ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞
✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✱ ✇❛s ✈❛r✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✭s♠❛❧❧ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✮ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡❡♠s ♠♦r❡ ♥❛rr♦✇✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦✬s ✢❛♥❦s ✐♥ t❤❡ ♥♦✐s❡✳ ■❢ ❛ s♠❛❧❧ ❡❝❤♦ ✐s
s❝❛❧❡❞ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ♦♥❡✱ t❤❡✐r ✇✐❞t❤s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ■♥ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡ ♣✐❝✲
t✉r❡✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ r❡❞✉❝❡❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✼✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ t1 ❛♥❞
t❤✉s t❤❡ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣s❡✉❞♦ s♣✐♥ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ r♦t❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ① ✲❛①✐s
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ ❊❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥
◆✲❇❑✼ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t
❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑✱ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛✲
t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✷ ➭s ❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢
✷✸✵ ♥s✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✹✳



✶✹✷ ✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

st❛②s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤
❝❛✉s❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❘❛❜✐ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤✉s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞
✭❞❡❣r❡❡✴t✐♠❡✮ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ① ✲❛①✐s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥
✐s ❧❛r❣❡r ❛❢t❡r t❤❡ s❛♠❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ✜❡❧❞
str❡♥❣t❤ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❣❡t ✬♦✈❡r❡①❝✐t❡❞✬ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ✐s ❞✐st♦rt❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✽ ❞❇✳

✻✳✸ ❘❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❚❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs✳ ❚❤❡r❡❜② ♠♦st s❛♠♣❧❡
✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝②❝❧❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝②❝❧❡s ❛❣r❡❡ ✇❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♠♦st s❛♠♣❧❡s t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝②❝❧❡s ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ♦♥❡
❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✇❛s ♥❡✐t❤❡r ❞✐s♠♦✉♥t❡❞ ♥♦r ❞✐s❛ss❡♠❜❧❡❞✳ ❋♦r
s♦♠❡ s❛♠♣❧❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝②❝❧❡s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs✳
❚❤❡s❡ ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ r❡♣r♦❞✉❝✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ❞❛t❛ s❡ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
s❡t✉♣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ❧♦✇
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ✇❛s r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ r❡✐♥st❛❧❧❡❞ ✭✷✵✶✼✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❜❧❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❧❛st ❤❡❛t s✐♥❦ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✇❡r❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ t♦ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♥✐♦❜✐✉♠✲
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HY-1, 2016

HY-1, 2014

N-KZFS11, 2016

N-KZFS11, 2019

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛✲
t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❍❨✲✶ ✭✶✺♠❑✮ ❛♥❞
◆✲❑❩❋❙✶✶ ✭✷✵✶✻✿ ✶✵✳✶♠❑✱ ✷✵✶✾✿ ✶✵♠❑✮
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ s❡✈❡r❛❧
②❡❛rs✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ s❝❛❧❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❝✲
❝✉r❛❝② t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❣r❡❡s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡
❞❛t❛ ❢r♦♠ ❍❨✲✶ ✷✵✶✹ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❲♦❧✶✹❪✳
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N-BK7, 2015

N-BK7, 2018

N-BK7, 2019

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✿ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛✲
t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ◆✲❇❑✼ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢
✶✵♠❑ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝❛②s ❛r❡ s❝❛❧❡❞ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❝❝✉t❛❝②
t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❛❧✐❣♥ ✈❡r② ✇❡❧❧✳



✻✳✹✳ ❉❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✶✹✸

t✐t❛♥✐✉♠ s❡♠✐✲r✐❣✐❞ ❝♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡s ✭✷✵✶✻✮✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✽ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❍❨✲✶ ❛♥❞ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✱ st♦r❡❞ ✉♥❞❡r ♥♦r♠❛❧
❛♠❜✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ r❡✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❍❨✲✶✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡
✉s❡❞ ✐♥ ✷✵✶✹ ✇❛s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ♣✐❡❝❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ ✷✵✶✻✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s ♥♦t ❛❧✇❛②s t❤❡ s❛♠❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ s❝❛❧❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ ♣❧♦t ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ✐s ❡q✉❛❧✳ ❚❤✉s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❡t✉♣ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t s❤♦✇❡❞ ♥♦ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡s❡
②❡❛rs ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛❜❧❡s ❞♦ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾ s❤♦✇s ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ◆✲❇❑✼ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs✳
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛ s❡ts ❛r❡ s❝❛❧❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❡t✉♣ ❞♦ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝❛②
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r✳

✻✳✹ ❉❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥
♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡ ❞❡❝❛②
❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❞❡❞✉❝❡❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞
s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ t❤❡♦r②✳ ❇❡❢♦r❡ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r✱
t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞✳

✻✳✹✳✶ ❙✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

❆❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♠❛❧❧
❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞✳ ❚♦ ❤❛✈❡ st✐❧❧ ❛ ❧❛r❣❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✇❛s
❝❤♦s❡♥ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✳ ❚❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧s
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✵✳ ❆❧❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✷➭s ❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t1 = 230 ♥s ✭❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡❝❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❛s s✐♠✐❧❛r ✭✶✵♠❑✮ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧s
✈❛r✐❡s ❝❧❡❛r❧②✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ◆✲❇❑✼ ✐s s❝❛❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✵✳✹ t♦ ✜t ✐♥t♦ t❤❡ ♣❧♦t✳
❚❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❆s2❙3 ✐s s❝❛❧❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ✐s ✈✐s✐❜❧❡
❛t ❛❧❧ ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ r❡❛s♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✈❛r②✐♥❣ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ s✐③❡s✳
❙✐♥❝❡ ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ✶✵♠❑ ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ❇r✲❉●❊❇❆ ✇❤✐❝❤ ✇❛s
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✼✳✺♠❑✮ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡❝❤♦
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵✿ ❊❝❤♦ s✐❣♥❛❧s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t
τ12 = 2➭s ❛♥❞ t1 = 230ns✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❥✉st ❢✉❧✲
✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ◆✲❇❑✼ ✐s s❝❛❧❡❞ ❜②
❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✵✳✹ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❆s2❙3 ❜②
✷✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ✼✳✺♠❑ ❢♦r ❇r✲
❉●❊❇❆ ❛♥❞ ✶✵♠❑ ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s✳

❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ12 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

A(τ12) ∝
∫ √

1− q2 sin(ΩRt1)
3

︸ ︷︷ ︸
AEcho,ts, (equation 3.49)

P0

1− q2︸ ︷︷ ︸
P (E,q)

W1PhononWspecDiffWNQRdq. ✭✻✳✺✮

❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❢♦r ❡✈❡r② s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❥✉st ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✭ΩRt1✮ ♦❢ t❤❡ s✐♥❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✺ ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❞❡♥✲
s✐t② ♦❢ st❛t❡s P0 ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝❛rr②✐♥❣ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s r❡♠❛✐♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❡❝❤♦ s✐③❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ◆✲❇❑✼✱ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶✱ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛❧❧
♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❣❧❛ss
♠❛tr✐① ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❜✉✐❧❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛t♦♠s ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t
✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s t♦ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❜②
t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✐s s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ❝♦♥t❛✐♥✱ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ◆✲❇❑✼✱ ❛❧s♦ ❛ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t t❤❛t ❤❛✈❡✱ ❛s ❢❛r ❛s ✐t ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❛❧s♦ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ♠❛② ❝❛✉s❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛st r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✸✮ ❛♥❞
t❤✉s ❛ s♠❛❧❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛❧r❡❛❞② ❛t ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✷➭s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r
s❛♠♣❧❡s s❤♦✇✐♥❣ s♠❛❧❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ♥✉✲
❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts✱ t♦♦✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡❝❤♦ s✐③❡ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ❛♥❞ ❛ ❢❛st r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥
t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡
❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥❞❡❡❞ s❤♦✇ ❛ ❢❛st
❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳
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✻✳✹✳✷ ❉❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✲ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s
✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ◆✲❇❑✼✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚♦
st✉❞② ✇❤❡t❤❡r ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❞❡✲
❝❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✶ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s
♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s ◆✲❇❑✼✱ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ❛r❡ s❤♦✇♥
s❡♠✐✲❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ✶✵♠❑ ❢♦r ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ❛♥❞ ✶✵✳✶♠❑
❢♦r ◆✲❑❩❋❙✶✶✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s❛♠♣❧❡s ❛r❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵♠❑✳ ●✐✈❡♥
t❤❛t t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛r❡ s❛♠♣❧❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝✲
t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✮✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✺➭s ❢♦r ❜❡tt❡r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✺✳ ❚❤✐s ✇❛s t❤❡ s❤♦rt❡st ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛❧❧ s❛♠✲
♣❧❡s✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✶ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶
❞❡❝❛② ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✈❡r② ❢❛st ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞
❝r♦ss ♦✈❡r t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛❜♦✉t ✺ t♦ ✶✵➭s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡❝❛② ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐st✐❝ ✐♥ t❤✐s s❡♠✐✲❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ♣❧♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s s❡❡♠s
t♦ ❜❡ ❧✐♥❡❛r ❛s ✇❡❧❧✱ ❜✉t t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❧❡❛r❧② ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♥❛rr♦✇ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶✱ ◆✲❇❑✼ s❤♦✇s ❛ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❧r❡❛❞② ❛t s❤♦rt
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❝r♦ss ♦✈❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ♦❢ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶
❛t ❛❜♦✉t ✺➭s t♦ ✶✵➭s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❆t
t❤✐s ♣♦✐♥t ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛st
❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛❧r❡❛❞② ❞❡❝❛②❡❞ ❛♥❞
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑ ✭◆✲❇❑✼✱
❍❨✲✶✮ ❛♥❞ ✶✵✳✶♠❑ ✭◆✲❑❩❋❙✶✶✮✳ ❚❤❡
❞❛t❛ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t τ12 = 1.5 ➭s✳ ❚❤❡
❝✉r✈❡ ♦❢ ◆✲❇❑✼ ❝♦♥s✐st ♦❢ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✇❛s s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞
❛♥❞ t1 = 230♥s✳

✺❋♦r ◆✲❇❑✼ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t τ12 = 1.3 ➭s ❛♥❞ ✷ ➭s✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s

✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛t ✶✳✺ ➭s✳



✶✹✻ ✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❛♥♦t❤❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞♦♠✐♥❛t❡s ✇❤✐❝❤ r❡❧❛①❡s t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②s✲
t❡♠s✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ♦❢ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❛❜♦✈❡ ❛❜♦✉t ✶✵➭s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ◆✲❇❑✼✱ ✐♥✲
❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t ❛t t❤✐s t✐♠❡ ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞♦♠✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ♦❢ ❍❨✲✶ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s st✐❧❧
❧❛r❣❡r✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ◆✲❇❑✼ ❛t ✶✵♠❑ ❛♥❞ s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛✲
r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❬❋✐❝✶✸❪✳
❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ✐s s✐♠✐❧❛r✱ ❜✉t t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥t❛✐♥s ✵✳✺ ❛t✳✪
❤♦❧♠✐✉♠ ✭❍❨✲✶✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉✲
❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣❧❛ss
♠❛tr✐① ♦❢ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❛❧s♦ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ◆✲❇❑✼✱ ❜✉t t❤✐s ♠❛✲
t❡r✐❛❧ ❝♦♥t❛✐♥s ✶✳✺ ❛t✳✪ ♦❢ t❛♥t❛❧✉♠ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♦t❤❡r ✐s♦t♦♣❡s t❤❛♥ ◆✲❇❑✼ ✇❤✐❝❤
❝❛rr② ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❛♥t❛❧✉♠ ❝❛rr✐❡s ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ❡①❤✐❜✐ts ♠♦st ❧✐❦❡② ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
s✐♠✐❧❛r ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❍❨✲✶ ❛♥❞ ◆✲❇❑✼✱ ✐t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s t♦ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✐s s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss✱
s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠✐❧❛r❧② ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡s ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❍❨✲✶✻✳ ■♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❬▲✉❝✶✻❪ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✸✮✳ ❚❤✉s
✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ❛t
s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ◆✲❑❩❋❙✶✶✱ ❍❨✲✶ ❛♥❞ ◆✲❇❑✼ ❛r❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts
t❛♥t❛❧✉♠ ✭◆✲❑❩❋❙✶✶✮ ❛♥❞ ❤♦❧♠✐✉♠ ✭❍❨✲✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ❛s ❢❛r ❛s ❦♥♦✇♥ ❛ s✐③❛❜❧❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢❛st r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦✲
♠❡♥t ♦r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ✐t
✐s ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ♥♦r t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t t❤❛t ✐s ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
❚❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛②✱ ✈✐s✐❜❧❡ ♦♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲
✶ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✶✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ t❤❛t ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ ❞❡❝❛② ♦♥ s❤♦rt t✐♠❡s❝❛❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❢t❡r t❤❡
❝r♦ss♦✈❡r ❛t ❛r♦✉♥❞ ✺➭s t♦ ✶✵➭s ♦♥❧② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❛
♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜❡✐♥❣ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ ♦r s✉❝❤ ✇✐t❤♦✉t ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t r❡♠❛✐♥✳ ❚❤❡s❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ t❤❡♥
r❡❧❛①❡❞ ❜② ❛ ❧❡ss str♦♥❣ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❦♥♦✇♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥✮✳ ❚❤❡

✻❙♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐❛t❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s

✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❊♥s✾✻❜❪✮✳ ❇✉t ✐t ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✐♥

t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r✳



✻✳✹✳ ❉❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✶✹✼

♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛st ❞❡❝❛② ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐s ❛❧s♦ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❬▲❡r✽✽❪ ♦♥ ❤♦❧♠✐✉♠ ❞♦♣❡❞ ❛❧✉♠✐♥♦s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss❡s✱ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✹✳✺✳✸✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✜❣✉r❡ ✹✳✹✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❞❡✉t❡r❛t❡❞ ❣❧②❝❡r♦❧ ✐s s❤♦✇♥✱ t❤❡ ❞❡❝❛②s ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✶ ❡①❤✐❜✐t ♥♦ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡s ❢♦r t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡
t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s✱ t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
❛♥❞ t❤❡ ❜❡❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸ t❤❡s❡ ❝❛✉s❡s ❛r❡ s❤♦rt❧② ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡② ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s✳
❆❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✶ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢
t1 = 230 ♥s ❢♦r t❤❡ π✴✷ ♣✉❧s❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✹✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♣❡❝✲
tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ ♦♥❧② ❛❜♦✉t ✵✳✼▼❍③✳ ❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ π ♣✉❧s❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✉r❛t✐♦♥
♦❢ 2t1 ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♥❛rr♦✇✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ◆✲❇❑✼✱ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞
❍❨✲✶ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ❆✳✶✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡s ✐♥ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ✐♥
t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶▼❍③✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s ✐s s✐❣♥✐❢✲
✐❝❛♥t❧② t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ ❝❛✉s❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛
♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ♥♦ ♦r ♦♥❧② ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧❡✈❡❧ ♠✐①✐♥❣ ❝❛♥ ❛r✐s❡✳
❚❤❡ ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s ✐s
♥♦t ❦♥♦✇♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♣❡r t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ■♥ ❛❞✲
❞✐t✐♦♥✱ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s②♠♠❡tr② ❢❛❝t♦rs η ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞
t♦ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♥✉❝❧❡❛r ❧❡✈❡❧s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐t ✐s ❝♦♥✲
❝❡✐✈❛❜❧❡ t❤❛t ❡✈❡r② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
♣✉❧s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤✱ ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛❜❧❡ t♦ ♠✐① ♣❛rts ♦❢
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s s✉❝❤ t❤❛t ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣
❝❛♥ ❛r✐s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛t❛✱ t❤❡r❡ ✐s ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❧r❡❛❞② ❛t
s♠❛❧❧❡st ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤✉s ♥♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐s ✈✐s✐❜❧❡✳
❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♥♦ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡❝❛②❡❞ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✵✮✳
❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✭s✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s♣❧✐tt✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s
♣r❡s❡♥t ✐♥ ◆✲❇❑✼✱ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ t❤❡ ❜❡❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛❧s♦
❤✐❣❤✳ ❊✈❡♥ s✉♣♣♦s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛t❛ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡s❡ ♠❛✲
t❡r✐❛❧s ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❡①❤✐❜✐t ♦♥❧② ❛ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝t✉r❡✱ t❤❡
❛r✐s✐♥❣ ♠♦❞✐✜❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
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t✐♠❡s ❧❛r❣❡r ✶✳✺➭s✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤ ❜❡❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇♦✉❧❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✲
✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝t✉r❡ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s♠❡❛r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✉♠
❜❡❛t✐♥❣ ❛❧r❡❛❞② ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛❢t❡r s♦♠❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s
♦♥❧② ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❞✉❝❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡♠❛✐♥s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❛❧s♦ ❤❛♣♣❡♥s ✐❢ t❤❡ s♣❡❝✲
tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s✳ ❚❤✐s ❝❛s❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✷✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ♦❢
❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡ ❛t♦♠ ✇✐t❤ ❛ s♣✐♥
I = 3/2 ❛♥❞ η = 0✱ ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②s✲
t❡♠s ✐s s✐♠✐❧❛r ✐♥ ❛❧❧ ♣❧♦ts✱ ♦♥❧② t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠ ✶✵✵ ❦❍③ ✐♥ t❤❡
❧❡❢t ♣❧♦t✱ t♦ ✶▼❍③ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ✶✵▼❍③ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡✳ ❚❤❡ ✉s❡❞ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ✶✵✪✳ ❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❡✳❣✳ ❬❘✉❜✼✹❪✳ ❙✐♥❝❡
❡✈❡r② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ♦♥❡ ❛t♦♠ ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱
t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛ ✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✮ ❛♥❞ ❡✈❡r② t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠ ❡①❤✐❜✐ts ♦♥❧② ♦♥❡ ❜❡❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❇✉t ❛s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✷✱ t❤❡
❤✐❣❤ ❜❡❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❝❛✉s❡s t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ t♦
❞✐s❛♣♣❡❛r ❛❧r❡❛❞② ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤✉s ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ✐s♦t♦♣❡s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t
❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ♠❛② ❝❛rr② s❡✈❡r❛❧ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts✱ t❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ q✉❛♥t✉♠
❜❡❛t✐♥❣ t♦ ❞✐s❛♣♣❡❛r ❛❧r❡❛❞② ❛t ✈❡r② s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛
✈❡r② ❢❛st q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❛♥❣❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶▼❍③✱ ✐❢ st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t
❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✳✺➭s✱ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡❝t ✇✐t❤ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✶✳
❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧②
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Eq = 10 MHz
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Eq = 1 MHz
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Eq = 100 kHz
0.90

0.95

1.00

E
c
h

o
a
m

p
lit

u
d
e

A
[a

.u
.]

0.90

0.95

1.00

E
c
h

o
a
m

p
lit

u
d
e

A
[a

.u
.]

Pulse separation time τ12 [µs]Pulse separation time τ12 [µs]
0 0.02 4 6 0.4 0.8

Eq = 10 MHzEq =1 MHz

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ♦♥❡
❛t♦♠ ❝❛rr②✐♥❣ ❛ s♣✐♥ ♦❢ I = 3/2 ❡❛❝❤✳ ❚❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s ❛r❡ ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠ ✶✵✵ ❦❍③
✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ♣❧♦t✱ ✶▼❍③ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ t♦ ✶✵▼❤③ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣✐tt✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝t✉r❡ ✐s s❡t t♦ ✶✵✪✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ✭E = 1●❍③✱ σE = 10▼❤③✱ ∆min

0 = 0.15●❍③✱ ΘT = 18➦✮ ❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡
❤✐❣❤❡r ❜❡❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❢❛st❡r ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣
✭❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ① ✲❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧♦ts✮✳
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❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ ❧✐♠✐ts ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✱ ✐t ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❛t
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✳✺➭s t♦ t❡st ✐❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐s ♦❜✲
s❡r✈❛❜❧❡ ❛t s❤♦rt❡r t✐♠❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❧♦t ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✱ ❛❧r❡❛❞②
❞❡❝❛② ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ❜② t❤❡ ❢❛st r❡❧❛①❛t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳
❆♥♦t❤❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✶ ✐s t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡
❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❛s ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ ❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ✜❣✉r❡
✹✳✷✼ s❤♦✇s t❤❛t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts✱ ❝❛♥ s✉♣♣r❡ss t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡✳ ■♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ t❤❡ str♦♥❣
r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✶✱ ♠❛② s✉♣♣r❡ss t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡❧②
s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛t ✈❡r② s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❋♦r ◆✲❇❑✼ ❛
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐s ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡
❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t s❤♦rt❡r ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ◆✲❇❑✼ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞
♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✷✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✶ s❤♦✇s ❛ ❢❛st ❞❡❝❛② ❢♦r s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡
♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ♠♦st ❧✐❦❡② ❛ ❧❛r❣❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥♦ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳

❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ ♠♦r❡ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ✇✐t❤
❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✸ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✳
❆❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t1 = 230 ♥s ❛♥❞ ❛ ✜❡❧❞
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑ ❡①✲
❝❡♣t ❢♦r ◆✲❑❩❋❙✶✶ ✭✶✵✳✶♠❑✮ ❛♥❞ ❇r✲
❉●❊❇❆ ✭✼✳✺♠❑✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞
❛t τ12 = 1.5 ➭s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ◆✲❇❑✼
❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❣✐♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞
str❡♥❣t❤ ✇❛s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛♥❞ t1 =✷✸✵ ♥s✳



✶✺✵ ✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

str❡♥❣t❤ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ✼✳✺♠❑ ❢♦r
❇r✲❉●❊❇❆✱ ✶✵✳✶♠❑ ❢♦r ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ✶✵♠❑ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡s✳ ❆❧❧ ❞❡✲
❝❛② ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✺➭s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❇r✲❉●❊❇❆ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝❛②
❜❡❤❛✈✐♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❇✉t ✐❢ ✐t ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐t s❤♦✉❧❞ r❛t❤❡r ❧❡❛❞ t♦
❛ ❧❡ss ❢❛st ❞❡❝❛② s✐♥❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣❧♦t ✐t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ t❤❛t ❛❧❧ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s s❤♦✇ ❛ ✈❡r② ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ◆✲❇❑✼ ❛❜♦✈❡ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✺➭s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢
✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛♥ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ♦①✐❞❡ ♦r ♥♦♥✲♦①✐❞❡ ❣❧❛ss ✭s❤♦✇♥ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ s②♠✲
❜♦❧s✮ ♦r ❛♥ ♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦r ♣♦❧②♠❡r ❣❧❛ss ✭❞❡♣✐❝t❡❞ ✇✐t❤ ♦♣❡♥ s②♠❜♦❧s✮✳ ❆❧❧
t❤❡ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ t❤❛t t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡
❦✐♥❞ ♦❢ ❛t♦♠ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥
✺✳✹ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶
t❤❡ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s ✭As2S3✱ ❋❘✲✶✷✷P✱ ❇r✲❉●❊❇❆ ❛♥❞ P❱❈✮ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❦✐♥❞ ♦❢
❛t♦♠ ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳ ❚❤✉s t❤❡ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ♦♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ❦✐♥❞
♦❢ ❛t♦♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ t❤❡s❡ ♠❛✲
t❡r✐❛❧s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ❝❧♦s❡r ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
❆s ❛❧r❡❛❞② ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t s❡❡♠s t♦
❜❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ ✐ts ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡
❢❛st ❞❡❝❛② ❛t s❤♦rt t✐♠❡s✱ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶✱ ✐s ♥♦t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
♦❜✈✐♦✉s ✐s♦t♦♣❡s t❛♥t❛❧✉♠ ❛♥❞ ❤♦❧♠✐✉♠✱ ❜✉t ❜② ❛♥♦t❤❡r ✐s♦t♦♣❡ ✇✐t❤ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ ❣❧❛ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐s♦t♦♣❡s ❛r❡ t♦ ❛ ❧❛r❣❡
❡①t❡♥t ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ◆✲❇❑✼✳ ■♥ ◆✲❇❑✼ t❤❡② ❝❛✉s❡ ♥♦ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡ ❛t s❤♦rt t✐♠❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ◆✲❑❩❋❙✶✶✱ ❍❨✲✶ ❛♥❞ ◆✲❇❑✼ ✐s
s✐♠✐❧❛r t❤❡s❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛t s✐♠✐❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ ❣❧❛ss❡s✳ ❚❤✉s
t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝❛✉s❡❞ ❜②
t❛♥t❛❧✉♠ ❛♥❞ ❤♦❧♠✐✉♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❞✉❡ t♦ ♠✐ss✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ st✉❞✐❡s ♦♥
t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r✉❧❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❛t♦♠s ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡✐r ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✐s
❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ ❣❧❛ss❡s✳
❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ ❛t s♠❛❧❧
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❢♦r t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝ts ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s❛♠♣❧❡s ✐t ✐s
❞✉❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ✐♥tr❛♠♦❧❡❝✉❧❛r ❢♦r❝❡s✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ♦♥❡s✱ ♠♦r❡
❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❧♦♦❦ s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤✉s
❢♦r t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s❛♠♣❧❡s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧②
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝✲
t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❜❡❛t✐♥❣ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❢❛st s♠❡❛r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠
❜❡❛t✐♥❣ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✷✮✳
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛st ❞❡❝❛② ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✸ ❡①♣❧❛✐♥s t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t t❤❡ s♠❛❧❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐✲
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t✉❞❡s✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✵✳ ❇❡s✐❞❡s ❛ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛ s♠❛❧❧
❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s P0 r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧✳ ❋♦r As2S3 t❤✐s ✐s s✉❣❣❡st❡❞ ❜②
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❬▼ü♥✶✾❪✳ ❚❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢
st❛t❡s ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✈❡r② t✐♥② ❡❝❤♦ ♦❢ t❤✐s s❛♠♣❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✵✳ ❚❤❡ ❢❛st r❡❧❛①❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ t❤❡
r❡❛s♦♥ ✇❤② ✐t ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❛t
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✸✵➭s✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡s✱ ❧✐❦❡ ❆s2❙3 ❛♥❞ ❋❘✲✶✷✷P✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t
✶✵➭s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✳✺➭s✱ ♦♥❧② ❜❛s✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞✳ ❉❡✜♥✐t❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t♦
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s t❤❛t ❛❧r❡❛❞② ❞❡❝❛②❡❞ ✉♥t✐❧ τ12 = 1.5 ➭s ✐s
✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤✉s✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝r♦ss❝❤❡❝❦❡❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❛t s♠❛❧❧❡r ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
t✐♠❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✸ ✐t ✐s
♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❛t❛ ❜❡❧♦✇ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✳✺➭s
✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✮✳ ❚❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛t ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
t✐♠❡s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✹ ❜② ❢♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s✳ ■♥ t❤❡
❧❡❢t ♣❧♦t ❢♦✉r ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✱ st❛rt✐♥❣ ❛t ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✵➭s✳
■♥ t❤❡ r✐❣❤t ♣❧♦t t❤❡ s❛♠❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❛r❡ s❤♦✇♥✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❞❛t❛ ❛t ♣✉❧s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✳✺➭s t♦ ✐♠✐t❛t❡ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s
❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✺➭s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡✐r ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r✳
❲✐t❤♦✉t t❤❡ ❞❛t❛ ❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✳✺➭s✱ t❤❡ ✬❢❛st ❞❡❝❛②✬ ✭r❡❞✮
❛♥❞ t❤❡ ✬✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❡❝❛② ✶✬ ✭❣r❡❡♥✮ s❤♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②
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Slow decay

Intermediate decay 1

Intermediate decay 2

Fast decay

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✹✿ ▲❡❢t✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦✉r ❛r❜✐tr❛r② ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s✳ ❘✐❣❤t✿ ❚❤❡
❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ♣❧♦t ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✺➭s✳



✶✺✷ ✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ t❤✐s t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉♣ t♦ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✺➭s✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ✬❢❛st ❞❡❝❛②✬ ❝❛s❡ r❡❧❛① s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢❛st❡r
✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✹ ❧❡❢t✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉♥❞❡r❧✐♥❡s✱ t❤❛t ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✳✺➭s ♦♥❧② ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ t❤✐s t✐♠❡
r❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞r❛✇♥✳ ❲❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r s♠❛❧❧❡r ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

❚r❛♥s❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✸✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞❡✜♥✐t❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡
♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❞❡❝❛②✱ ❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥
✶✳✺➭s✱ ❢❛st ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ◆✲❇❑✼✳ ■♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❢❛st r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ ❛t s❤♦rt t✐♠❡✱ t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡
s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡ ❛t s❤♦rt t✐♠❡s ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛ ❝r♦ss♦✈❡r ❛t s♠❛❧❧❡r
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ str♦♥❣❡r ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s✐♥❝❡ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss
❞❡❝❛② ❢❛st❡r ❛♥❞ ♦t❤❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞♦♠✐♥❛t❡ ❡❛r❧✐❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ st❡❡♣
s❧♦♣❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❤✐❣❤ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤✉s ♣r♦❜❛❜❧② ❛
❧❛r❣❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ■❢ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t✱ t❤❡
❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ♦❢ ◆✲❑❩❋❙✶✶✱ ❍❨✲✶ ❛♥❞ P❱❈ s❤♦✇ t❤❡ str♦♥❣❡st r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ t❤✐♥❦❛❜❧❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ✐s ✈❡r② ✉♥❧✐❦❡❧②✱ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ❆s2❙3 ✐s
s✉❝❤ str♦♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝r♦ss♦✈❡r r❡❣✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ ✶✳✺➭s ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡ ♦♥❧② s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥♦t s♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆❢t❡r ❛❧❧✱ ❆s2❙3 ❝♦♥t❛✐♥s ✹✵ ❛t✳✪ ❛rs❡♥✐❝ ✇✐t❤ ❛
❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥✉❝❧❡❛r s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢
❛❜♦✉t ✼✵▼❍③✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ♦❢ ❆s2❙3 ❝❛✉s❡s t❤❛t ❡✈❡r② t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠ ❡✐t❤❡r ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤
❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝❛✉s❡ ❛ ✈❡r② ❢❛st ❞❡❝❛②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t As2S3

❡①❤✐❜✐ts ❛ ✈❡r② ❢❛st ❞❡❝❛② ❛♥❞ ❛ str♦♥❣ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ ♦❢ ✐ts ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛❧❧ ❜❡❧♦✇ ❛
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✺➭s✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s
s♦❧✐❞s ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✶ ❛♥❞ ✹✳✸✷✮✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱ ❜✉t ♦♥ ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❡♥t❡rs
q✉❛❞r❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ s❛♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❤♦❧❞s ❢♦r
❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ♠❛② ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ t♦ s♦♠❡
❡①t❡♥t ✇❤② t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❨✲✶ ❛♥❞ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ✐s s♦ str♦♥❣✳ ❚❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t ♦❢ ❤♦❧♠✐✉♠ ❛♥❞ t❛♥t❛❧✉♠ ✐s ❛❜♦✉t ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❛t♦♠s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✸✳ ❚❤✉s



✻✳✹✳ ❉❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✶✺✸

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t

As2S3 ❋❘✲✶✷✷P ❇r✲❉●❊❇❆ P❱❈
❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ~∇~F ❬❛✳✉✳❪ ✸✻✻ ✶✼✺✵ ✲ ✷✵✵✵ ✶✼✺✵ ✲ ✷✵✵✵ ✼✾✺

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t s❡❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ~∇~F ∝ CQ/Q ✇❛s ✉s❡❞ ✭❝♦♠♣❛r❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✻✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ❆✳✶✳

t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❛❜♦✉t ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t♦ ❝❛✉s❡ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ str❡♥❣t❤✳ ■❢ t❤❡s❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ P❱❈ ✐s ✐♥❞❡❡❞ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥
❆s2❙3✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ P❱❈ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ✐♥ ❆s2❙3✱ s✐♥❝❡ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❝❤❧♦r✐♥❡ ✐s ❞✐st✐♥❝t❧②
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❛rs❡♥✐❝✳ ❆♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✱ s❡❡♥
❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉❝❧❡✐ ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ s❛♠♣❧❡s✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✶✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✻ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ❆✳✶✳ ❋♦r t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s t❤✐s ❡st✐♠❛t✐♦♥
✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts
✐♥ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ s❤♦✇s✱ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣❡✲
r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❧♦r✐♥❡ ❛t♦♠s ✐s ❛❜♦✉t t✇✐❝❡ ❛s ❧❛r❣❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡
❛rs❡♥✐❝ ❛t♦♠s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❜② ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦✈❡r❝♦♠♣❡♥s❛t❡s t❤❡ s♠❛❧❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t✳ ■❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜r♦♠✐♥❡ ✐♥ ❇r✲❉●❊❇❆ ❛♥❞ ❋❘✲✶✷✷P ✐s ❛s
❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷✺✵▼❍③ ✭t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✮ t❤✐s
✇♦✉❧❞ ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❜r♦♠✐♥❡ ❛t♦♠s ✐♥
t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ s❡❡♥ ❜② ❝❤❧♦r✐♥❡ ✐♥ P❱❈✳ ■❢ t❤❡ str❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ❇r✲❉●❊❇❆ ❛♥❞ ❋❘✲✶✷✷P ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥
P❱❈ ❛♥❞ ❆s2❙3✱ ❛s ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✸✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✳
■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❣❛✐♥✱ t❤❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✸ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❛t ✶✵♠❑ ❛♥❞ ❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✶✳✺➭s✳ ❚♦ ✈❡r✐❢②
❛♥❞ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜❡❧♦✇ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✺➭s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ❢✉rt❤❡r ❞❛t❛✱ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s t❤❡s❡s
❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛♣❡rs✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✳ ❙✐♥❝❡ ❤❡r❡ ❛❧s♦ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ♦❢ s❛♠♣❧❡s
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t
❛r❡ s❤♦✇♥✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥✲
st❛♥t ❛s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ t❡st❡❞✳
❚❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✼✳✺♠❑ ❛♥❞ ✶✺♠❑✳ ❚❤❡
❡①❛❝t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧♦t✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
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m-fluoroaniline, 13.5 mK

Br-DGEBA, 7.5 mK

FR-122P, 10 mK

N-KZFS11, 10.1 mK

HY-1, 10 mK

As2S3, 10 mK

N-BK7, 10 mK

PVC, 10 mK

Suprasil I, 13 mK

B2O3, 15 mK

Albasi, 10 mK

Glycerol-d0, 13.5 mK

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✺✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s s❛♠✲
♣❧❡s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✼✳✺♠❑ ❛♥❞ ✶✺♠❑✳ ❋♦r ❜❡tt❡r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡② ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✷➭s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ✐s
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❊♥s✾✻❜❪✱ ❆❧❜❛s✐ ❢r♦♠ ❬▲✉❞✵✷❪✱ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✵ ❛♥❞ ♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡ ❢r♦♠ ❬❇r❛✵✹❛❪
❛♥❞ ❇2❖3 ❢r♦♠ ❬▲✉❞✵✵❪✳

❞✐✛❡r❡♥❝❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ✐s ✷➭s✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞
❛t t❤✐s ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❆t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❧❛r❣❡r ✷➭s t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r
❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ❝❧✉st❡r
r♦✉❣❤❧② ✐♥ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ❙✉♣r❛s✐❧ ■✳ ❚❤✐s s❛♠♣❧❡ ❛❧s♦ s❤♦✇s
❛ ✈❡r② ❜r♦❛❞ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ✐s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ✈❡r② r❛r❡ ✐s♦t♦♣❡s✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢r❡❡ ♦❢
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥✉✲
❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ♦❢ ◆✲❇❑✼✱ ❆❧❜❛s✐ ❛♥❞ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✵✳ ❚❤❡
✜rst t✇♦ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛s ❢❛r ❛s ❦♥♦✇♥ ♦♥❧② ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧②
s♠❛❧❧ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ●❧②❝❡r♦❧✲❞✵ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♣❛rt ❢r♦♠ tr❛❝❡s
♦❢ r❛r❡❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐s♦t♦♣❡s✱ ♥♦ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛rr② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ■♥
t❤✐s ♣❧♦t t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡ ♦❢ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✵ ✭♦r❞✐♥❛r② ❣❧②❝❡r♦❧✮ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡✉t❡r✲
❛t❡❞ ❣❧②❝❡r♦❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❡✉t❡r❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s ♠❛❦❡s t❤❡ ♣❧♦t
❝♦♥❢✉s✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❇r❛✵✹❛✱ ❇❛③✵✽❪ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡❝❛② ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❞❡✉t❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ❣❧②❝❡r♦❧✳ ❚❤✉s t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ❞❡✉t❡r♦♥ ❛t♦♠s ✐♥ ❞❡✉t❡r❛t❡❞ ❣❧②❝❡r♦❧ ❞♦ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r



✻✳✹✳ ❉❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✶✺✺

str♦♥❣❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❞❡✉t❡r♦♥ ❛t♦♠s ✐♥ ❞❡✉t❡r❛t❡❞ ❣❧②❝❡r♦❧ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✷✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇✐♥❣
❛ ❢❛st ❞❡❝❛② ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✸ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s s♠❛❧❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❣r❛❞✐❡♥t ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✷✮ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡✉t❡r♦♥s ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♠✐✲
♥♦r ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❞❡✉t❡r♦♥ ✐s ✈❡r② t✐♥② s✉❝❤ t❤❛t ❛ ✈❡r②
❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❛✉s❡ ❛ str♦♥❣
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐s ✇✐t❤ t❤✐s s♠❛❧❧ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐ ♥♦ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡ ♦❢ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✵ ✐s
✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② ❛ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♣♦❧❡
❡✛❡❝t ✭❝♦♠♣❛r❡ ❬❇❛③✵✽❪✮✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡ ❧♦♦❦s ❛ ❜✐t st❡❡♣❡r✳ ■♥ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞
❆❧❜❛s✐ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐s s♠❡❛r❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s r❡✲
❞✉❝❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐ s❤♦✇ ❛ ❢❛st❡r ❞❡❝❛② t❤❛♥
❙✉♣r❛s✐❧ ■ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ●❧②❝❡r♦❧✲❞✵ s❤♦✇s ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛st ❞❡❝❛② ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r
❜❡❤❛✈✐♦r✱ t♦♦✳ ❆t ✈❡r② s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛
♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❡ss❡❞ ❢♦r ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✵✱ ❜✉t ♥♦t ❢♦r ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐✳
❲❤❡t❤❡r t❤❡ ❢❛st❡r ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
❙✉♣r❛s✐❧ ■✱ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦r ♦♥❧② ❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ♣❤♦♥♦♥s ❝❛♥♥♦t ❜❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✳ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ ♦❢
t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞s ❛♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡s✐❞❡s ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳
▲❛t❡r✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ s✉❜st❛♥t✐✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥
♣r♦❝❡ss ❜❡✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s✳
❚❤❡ t❤✐r❞ ❣r♦✉♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❆s2❙3✱ ❋❘✲✶✷✷P✱ ❇r✲❉●❊❇❆✱ P❱❈✱ ◆✲
❑❩❋❙✶✶✱ ❍❨✲✶✱ ♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡ ❛♥❞ ❇2❖3 ❛♥❞ s❤♦✇s ❛ ✈❡r② ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❆❧❧ s❛♠♣❧❡s✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r ♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡
❛♥❞ ❇2❖3✱ ❝♦♥t❛✐♥ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✸✳ ❚❤❡ ♥✐tr♦❣❡♥
❛t♦♠s ✐♥ ♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡ ❤❛✈❡✱ ❛s ❢❛r ❛s ❦♥♦✇♥✱ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥st❛♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡✐r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ t♦♦✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐✲
❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠s ✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❜✉t st✐❧❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❧♦r✐♥❡ ❛t♦♠s ✐♥ P❱❈ ♦r t❤❡ ❜r♦♠✐♥❡
❛t♦♠s ✐♥ ❇r✲❉●❊❇❆ ♦r ❋❘✲✶✷✷P ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ✻✳✷✮✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞❡✉t❡r♦♥✱ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠s ✐s ❛❜♦✉t ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r✳
❚❤✉s ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡ ✐♥ ❞❡✉t❡r❛t❡❞ ❣❧②❝❡r♦❧
❛♥❞ ♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡ ❝❛✉s❡s ❛♥ ❛❜♦✉t ✶✵✵ t✐♠❡s✼ str♦♥❣❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠s ✐♥
♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡ ✐s ❛❜♦✉t ✷✳✺ t✐♠❡s str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❞❡✉t❡r✐✉♠ ❛t♦♠s

✼■t ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ t❤❛t ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✷ ❤♦❧❞s ❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s



✶✺✻ ✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✲ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❛❜❧❡ ✻✳✶

♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡ B2O3 ●❧②❝❡r♦❧✲❞✺
❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ~∇~F ❬❛✳✉✳❪ ✶✾✵ ✻✺ ✼✸

❚❛❜❧❡ ✻✳✷✿ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t s❡❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts
♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ~∇~F ∝ CQ/Q ✇❛s ✉s❡❞ ✭❝♦♠♣❛r❡
❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✻✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ❆✳✶✳

✐♥ ❣❧②❝❡r♦❧✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❡❛s✐❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✐❢ ✐ts ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❧❛r❣❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝❛② r❛t❡
♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ ♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥
As2S3✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✭t❤❡ ♦♥❡ ♦❢
❛rs❡♥✐❝ ✐s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♥✐tr♦❣❡♥✮ ♥♦r ❛
❤✐❣❤ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s ❛ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❢♦r ❛ str♦♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❜② t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡
❦✐♥❦ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡ ❜❡❧♦✇ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✷➭s ✐s ❝❛✉s❡❞
❜② ❛ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✷➭s
❬❇r❛✵✹❛❪✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❇2❖3 ❝♦♥t❛✐♥s ✹✵ ❛t✳✪ ♦❢ ❜♦r♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛rr✐❡s ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜♦r♦♥ ❛t♦♠s ✐♥ B2O3 ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡♠ ✐s ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡ s❡❡♥ ❜② t❤❡ ♥✐tr♦❣❡♥ ❛t♦♠s ✐♥ ♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ✻✳✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ ❇2❖3 s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦
❝❛✉s❡ ❛ ❢❛st r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡
✇✐t❤ ◆▼❘ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ 11❇ ✐♥ ❣❧❛ss② ❇2❖3✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✜❣✉r❡
✹✳✷✹✱ ✇❤❡r❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✱ t♦♦✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
t✐♠❡ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶❑✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡
♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✉t❡s ❛♥❞ t❤✉s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡
✻✳✷✺ ❢♦r t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ B2O3✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✸✱
t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ◆▼❘ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛❧❧ ❜♦r♦♥ ♥✉❝❧❡✐
✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s♦❧✐❞✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦t ❡✈❡r② ❜♦r♦♥ ❛t♦♠ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠
t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♣❛rt ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❧♦✇❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ♦❢ B2O3 ❡✈❡r② t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②s✲
t❡♠ ✐♥ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❡✐t❤❡r ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❜♦r♦♥ ❛t♦♠ ♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ♦♥❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜②
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r t❤❡
❜♦r♦♥ ❛t♦♠s ✐♥ ◆▼❘✳
■♥ ❬▲✉❞✵✵❪ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ B2O3 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙✉♣r❛s✐❧ ■
✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡r♠❛❧ ♣❤♦♥♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ s❤♦rt❡r
r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s T1 ❛♥❞ Tφ✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❜❛t❤



✻✳✹✳ ❉❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✶✺✼

✐s✱ ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦♥ s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺ ❛♥❞ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ❬▲✉❝✶✻❪ ❛❧s♦ ♣♦✐♥t
t♦✇❛r❞s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥
✐♥ B2O3✳
■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t ❇2❖3 s❤♦✇s ❛ r❛♣✐❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ◆✲❇❑✼✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦
❝♦♥t❛✐♥s ❛❜♦✉t ✹ ❛t✳✪ ❜♦r♦♥✱ ❞♦❡s ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② ♠❛❥♦r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❜♦r♦♥ ✐♥ ◆✲❇❑✼ ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❡①❛❝t❧②✱
❜✉t s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ B2O3 ♦r P②r❡① ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ♦❢ ♣✉r❡ ❇2❖3 ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✱ t❤❡ ❜♦r♦♥ ❛t♦♠s
✐♥ ❇2❖3 ❝♦✉❧❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡r ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡✐r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❜② ❛ t✉♥♥❡❧✲
✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ◆✲❇❑✼✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✱
t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❜♦r♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ r❡❧❡✈❛♥t
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❇✉t ✐❢ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♠❛✐♥❧② ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ✶✳✺ ❛t✳✪ t❛♥t❛❧✉♠ ✭◆✲❑❩❋❙✶✶✮ ❛♥❞ ✵✳✺ ❛t✳✪ ❤♦❧♠✐✉♠ ✭❍❨✲✶✮✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
❢r❛❝t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❧❡ss ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤✉s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺ ❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ✷➭s
❛♥❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵♠❑✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠s
❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐s✿

❼ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥ I ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠ ✭❡✳❣✳ I = 7/2 ❢♦r ❤♦❧♠✐✉♠ ❛♥❞
t❛♥t❛❧✉♠❀ I = 3/2 ❢♦r ❝❤❧♦r✐♥❡✱ ❜r♦♠✐♥❡✱ ❜♦r♦♥❀ I = 1 ♥✐t♦r❣❡♥✮✳

❼ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛ ♣✉r❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss✱
❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❣❧❛ss ♦r ❛ ♣♦❧②♠❡r ❣❧❛ss✳

❼ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ♠♦st
s❛♠♣❧❡s s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❢❛st ❞❡❝❛② ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱
❇2❖3 ❛♥❞ ♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ✐s ♥♦t ♠❛♥❞❛t♦r②✳

❼ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s✳
❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♣❛rt ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠
❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱ ♦r r❛t❤❡r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳

❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s♦ ❢❛r s❤♦✇❡❞✱ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦✲
♠❡♥ts ✐s ♥❡✐t❤❡r ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡
❛t♦♠s ♥♦r ♦♥ t❤❡✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✻
s❤♦✇s t❤❡ ✐s♦t♦♣❡s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✳ ❚❤❡ ✐s♦t♦♣❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ◆✲
❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐ ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❣r❛② ❢♦r ❜❡tt❡r ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤♦s❡ ✐s♦t♦♣❡s
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Ho165

Ta181

Sb123

Sb121

Nb93 Br79

Br81

As75

Zr91

Zn67

Cl35

Cl37

Ba137

Ba135

Al27

Na23

B11

K41/40

K39

B10

N14

m-fluoroaniline

Br-DGEBA

FR-122P

N-KZFS11

HY-1

As2S3

N-BK7

PVC

B2O3

Albasi

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✻✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡s ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭❝♦♠♣❛r❡
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐s♦t♦♣❡s ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳ ❚❤❡
❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐ ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❣r❛② s✐♥❝❡ t❤❡② ❞♦ ♥♦t s❤♦✇
str♦♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑✳

s❤♦✇❡❞ ♥♦ ♦r ❥✉st ❧✐tt❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡s❡
s❛♠♣❧❡s ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❤❛t ◆✲❇❑✼ s❤♦✇s ♥♦ ❧❛r❣❡ ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❜❡s✐❞❡ t❤❡ ❜♦r♦♥ ❛t♦♠s ❛❧s♦ ❛ s✐③❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ 23◆❛ ❛♥❞
39❑✳ ❆❧❜❛s✐✱ ✇❤❡r❡ ❛❧s♦ ♥♦ ❧❛r❣❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❝♦♥t❛✐♥s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡
❛♠♦✉♥ts ♦❢ 135/137❇❛ ❛♥❞ 27❆❧✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛t♦♠s ✐♥ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐
✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s✱
✇❤✐❝❤ s❤♦✇ ❛ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦♥ s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✱
s♦❞✐✉♠✱ ♣♦t❛ss✐✉♠ ❛♥❞ ❜❛r✐✉♠ ❛❝t ❛s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡r ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t
❣❧❛ss❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ ◆❛+✱ ❑+ ❛♥❞ ❇❛2+ ✐♦♥s ❧② ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❧♦♦s❡❧② ✐♥ t❤❡ ❤♦❧❡s ♦❢
t❤❡ ❣❧❛ss ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✐t ✐s t❤✐♥❦❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♦r ♥♦ ❡❧❡❝✲
tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥♦ ♦r ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ❞✉r✐♥❣ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳
❆❧✉♠✐♥✉♠ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♦①✐❞❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢
♦♥❡ ✐♥ ❆❧❜❛s✐✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❛t ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❛❝ts ❛s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r♠❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
✐t s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❜✉t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ✐♥ ❆❧❜❛s✐ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥st❛♥t ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ ♥♦ ❧❛r❣❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r✐s❡s✳ ■♥ ❛❧❧ ♥♦♥✲♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s t❤❡ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉✲



✻✳✹✳ ❉❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✶✺✾

❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❜♦✉♥❞ ❝♦✈❛❧❡♥t❧② ❛♥❞ t❤✉s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② ❛❧s♦ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❛♥t❛❧✉♠ ❛t♦♠s ✐♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❜♦✉♥❞
❝♦✈❛❧❡♥t❧② s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥
✺✳✹✮✳ ❚❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠ ❛t♦♠s ✐♥ ❍❨✲✶ ❛❝t ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❛s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡r ✭❝♦♠♣❛r❡
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❍❨✲✶ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ◆✲❇❑✼✱ t❤❡ ❢❛st
❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐♥ ❍❨✲✶ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦
t❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠ ❛t♦♠s
✐♥ t❤❡ ❤♦❧❡s ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
❣r❛❞✐❡♥t ✐s ♥♦t ✈❡r② ❧❛r❣❡✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❛❜♦✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ◆❛+✱ ❑+ ❛♥❞
❇❛2+ ✐♦♥s ✐♥ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐✱ ❜✉t t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t ◆◗❘
st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss ❍❨✲✶✳ ■❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠
❛t♦♠s✱ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✈❡r② s♠❛❧❧✱ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❧❛r❣❡✱ ❛s ✐t
✇❛s ❛ss✉♠❡❞ s♦ ❢❛r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❤♦❧♠✐✉♠ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ s♦❞✐✉♠✱ ♣♦t❛ss✐✉♠ ♦r ❜❛r✐✉♠ ❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t
❝♦✉❧❞ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
t✐♠❡s✳
❚❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝❛rr②✐♥❣ ❛t♦♠
✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛t♦♠s t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐♥ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s t❤❡ ❛t♦♠s ❛❝t✐♥❣ ❛s ♥❡t✲
✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡rs ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❧❡ss t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦ ❢❛r ♥♦t ❝❧❛r✐✜❡❞ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❤♦❧♠✐✉♠✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✻ ❛❧s♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡s t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❛ttr✐❜✉t❡ ❛ ❢❛st r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss✱ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❦✐♥❞
♦❢ ❛t♦♠ ✐♥ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧✳ P✉r❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❧✐❦❡ As2S3 ♦r B2O3 ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞s
✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛t♦♠ ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛r❡
♠♦r❡ s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s s❡❡♠s t♦ ❜❡ str♦♥❣❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞
❍❨✲✶ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♣❧✉r❛❧✐t② ♦❢ ✐s♦t♦♣❡s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✳

❯♥t✐❧ ♥♦✇ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s t♦ t❤❡ ❞❡❝❛②
♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷ ✐t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ❢❛st
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ✇✐t❤ ❛
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❝❛✉s❡s ❛ ✈❛r②✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛t ❛ ♥❡❛r❜② ♥✉❝❧❡✉s ✇❤✐❝❤ st✐♠✉✲
❧❛t❡s ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐ts ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧✳ ❆ ❢✉❧❧②
♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ❤❛s ♥♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦✈❛❧❡♥t
❜♦✉♥❞ ❛t♦♠s ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ t❤♦s❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❣❧❛ss ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ✐♥♦r✲



✶✻✵ ✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❣❛♥✐❝ s❛♠♣❧❡s ❡①❤✐❜✐t ♦♥❧② ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ♥♦ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧✳ ❖♥❧② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡r ✐♦♥ ❍♦3+✱ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ❍❨✲✶✱ ❤❛s ❛ ♥♦t ❢✉❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❛❧s♦ ❛ ♣❡r✲
♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡
❡✛❡❝t ✐♥ ❣❧②❝❡r♦❧✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❍❡♥❝❡ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✱ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡ ❛
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❋♦r ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❝❛rr② ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡
❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧ ❤❛s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✱ ✐t ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛② ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ✈❛❧✐❞✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺ ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥
t❛❜❧❡ ✻✳✸✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✱ ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐s♦t♦♣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦st ❛❜✉♥❞❛♥t ✐s♦t♦♣❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② s❛♠♣❧❡✳
■t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤
❝❛rr② ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡s❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s str♦♥❣❧② ✇✐t❤ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✸✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦ ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s
✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞❡❝❛② r❛t❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ 29❙✐ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s (Na2O)0.2(SiO2)0.7 s❤♦✇❡❞ ♥♦
r❡❞✉❝❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s st❛t❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✹✮✳
❆❜♦✉t ❛ ✜❢t❤ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✵ ❝❛rr② ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✱ ❛❧♠♦st
❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❤②❞r♦❣❡♥✳ ■♥ t❤✐s s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ✐♥ ❞❡✉t❡r❛t❡❞ ❣❧②❝❡r♦❧✱ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ❡✛❡❝t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❬❇❛③✵✼✱ ❇❛③✵✽❪✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❡❝❤♦ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜②
t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✱ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡ ❛ s♠❛❧❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞❡✉t❡r❛t❡❞
❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ❣❧②❝❡r♦❧ ✐s s✐♠✐❧❛r ❬❇r❛✵✹❛✱ ❇❛③✵✽❪✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦✲
♠❡♥ts t♦ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡✉t❡r♦♥ ✇✐t❤ ✐ts
s♠❛❧❧ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♠♠❡♥t r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤②❞r♦❣❡♥
❛♥❞ ❞❡✉t❡r♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♦r❣❛♥✐❝ s❛♠♣❧❡s ✭❋❘✲✶✷✷P✱ ♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡✱
❇r✲❉●❊❇❆✱ P❱❈✮✱ As2S3 ❛♥❞ B2O3 ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ❛
♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✱ t♦♦✳ ❚❤✉s t❤❡r❡ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❛ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
s✐♠✐❧❛r t♦ ❣❧②❝❡r♦❧✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✳ ■♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s
♥♦ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✉♠
❜❡❛t✐♥❣ ✐s ❡✐t❤❡r s♠❡❛r❡❞✱ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♦r ✐ts
❢r❡q✉❡♥❝② ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✳
❚❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s ◆✲❇❑✼✱ ❆❧❜❛s✐ ❛♥❞ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❝♦♥t❛✐♥ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤
❝❛rr② ♦♥❧② ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡r ✐♦♥s ✭❡✳❣✳ ◆❛+✱



✻✳✹✳ ❉❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✶✻✶

◆✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s

❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ❆✈❡r❛❣❡❞ ▼♦st
❙❛♠♣❧❡ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✳ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛❜✉♥❞❛♥t

❬❛t✳✪❪ ❬µN❪ ✐s♦t♦♣❡s ❬❛t✳✪❪

❙✉♣r❛s✐❧ ■ ✶✳✺✾ ✵✳✺✼✼ 29Si ✲ ✶✳✻
●❧②❝❡r♦❧✲❞✵ ✷✷✳✵✷ ✷✳✼✸✹ 1H ✲ ✷✶

23Na ✲ ✻✳✽
◆✲❇❑✼ ✶✹✳✾✼ ✶✳✼✾✹ 10B ✲ ✸

39K ✲ ✷✳✾
❆❧❜❛s✐ ✻✳✻✹ ✷✳✹✵✹ 27Al ✲ ✸✳✺✷
As2S3 ✹✵✳✹✻ ✶✳✹✸ 75As ✲ ✹✵

1H ✲ ✸✾✳✽
❋❘✲✶✷✷P ✻✶✳✸✷ ✷✳✻✹✷ 79Br ✲ ✺✳✺

81Br ✲ ✺✳✹
1H ✲ ✹✸

♠✲✢✉♦r♦❛♥✐❧✐♥❡ ✺✼✳✺✸ ✷✳✹✻✷ 14N ✲ ✼
19F ✲ ✼

B2O3 ✹✵✳✵✷ ✷✳✺✶✷
10B ✲ ✸✷
11B ✲ ✽

1H ✲ ✸✾✳✽
❇r✲❉●❊❇❆ ✺✶✳✹✻ ✷✳✻✹✷ 79Br ✲ ✺✳✼

81Br ✲ ✺✳✻
1H ✲ ✺✵

P❱❈ ✼✵ ✷✳✷✶ 35Cl ✲ ✶✷✳✻
37Cl ✲ ✹

23Na ✲ ✶✶
◆✲❑❩❋❙✶✶ ✷✷ ✷✳✸ 10B ✲ ✼

11Br ✲ ✷
23Na ✲ ✶✷

❍❨✲✶ ✶✺✳✺✸ ✷✳✶✺✾ 10B ✲ ✶✳✷
29Si ✲ ✶✳✶✽

❚❛❜❧❡ ✻✳✸✿ ❚❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ❆✳✷✳ ❚❤❡
❣✐✈❡♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐s ✇❡✐❣❤t❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐s♦t♦♣❡s ✐♥
t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ❆✳✷✳

❑+✱ ❇❛2+✮ ✐♥ t❤❡s❡ ❣❧❛ss❡s ❤❛✈❡ ❢✉❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♦r❜✐t❛❧s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❛t♦♠s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡
❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❣❧②❝❡r♦❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s
❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✐s ❞✐st✐♥❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ s❛♠♣❧❡s✱
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ❡✈❡♥ ❧❡ss ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡s❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t



✶✻✷ ✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❣❧❛ss❡s✱ ❍❨✲✶ ❝♦♥t❛✐♥s ✵✳✺ ❛t✳✪ ❤♦❧♠✐✉♠ ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞❧② ❛ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡r✳ ■ts
✐♦♥✱ ❍♦3+✱ ❤❛s ❞✉❡ t♦ ✐ts ♥♦t ❢✉❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ✹❢ ♦r❜✐t❛❧ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✽✳ ❚❤✐s ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❝❛✉s❡s ❧❛r❣❡ ✈❛r②✐♥❣ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛t ♦t❤❡r ♥❡❛r❜② ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s ❛♥❞ ♠❛② ✐♥❞✉❝❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■❢ t❤❡
r❡❧❛①❡❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❛s ✇❡❧❧✳ ■❢ ❤♦❧♠✐✉♠ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✈✐❛ s✉❝❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✐t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠ ❛t♦♠ t✉♥♥❡❧s ♦r t❤❡ ♥❡❛r❜② ♥✉❝❧❡❛r s♣✐♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t
✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠
❛t♦♠s ✐♥ ❍❨✲✶✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❍❨✲✶ ❛t s❤♦rt
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠ ❛t♦♠s✱ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤② ❤♦❧♠✐✉♠ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞✐✜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧s♦
♣r❡s❡♥t ✐♥ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐✳ ❚♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❤♦❧♠✐✉♠ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦❧♠✐✉♠
✐♥ ❍❨✲✶ ❛♥❞ ✐ts ◆◗❘ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ❍❨✲
✶ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
❤♦❧♠✐✉♠ ❛t♦♠s✱ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❞r❛✇ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❤♦❧♠✐✉♠✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧✱ t❤❡ ♥✉✲
❝❧❡❛r s♣✐♥ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♥✉❝❧❡❛r s♣❧✐tt✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❚❤✉s
❤♦❧♠✐✉♠ ❛❧✇❛②s ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳

❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t s❡✈❡r❛❧ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇ ❛ ✈❡r② ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢
t❤❡✐r ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t ✶✵♠❑ ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ❢❛st ❞❡❝❛② ✐s ❛t✲
tr✐❜✉t❡❞ t♦ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛rr② ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬▲✉❝✶✻❪✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❞✐❡s ♦✉t t♦✇❛r❞s ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐s♦t♦♣❡✳ ❆❢t❡r ❛❧❧ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❞✐❡❞ ♦✉t✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
s❤♦✉❧❞✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉✲
s✐♦♥ r❡♠❛✐♥✱ ❜❡ s✐♠✐❧❛r ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣s t♦ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❜❛t❤ ❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉✲
s✐♦♥✳ ❚❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❡st❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡
r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ 3❍❡✴4❍❡✲❞✐❧✉t✐♦♥ r❡❢r✐❣❡r❛t♦r ❢♦r ♠♦st s❛♠♣❧❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥
t❤✐s t❤❡s✐s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❞❡❝❛② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡
❞❡❝❛② ❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡

✽❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✿ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ µN ≈ 5.05·10−27 ❏✴❚✱

t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ µB ≈ 9.27 · 10−24 ❏✴❚
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✼✿ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
✇✐t❤ E/kB = 50♠❑ ❛♥❞ ∆0/kB = 25♠❑✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss
❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥
✜❣✉r❡ ✸✳✶✼✳ ❋♦r t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❜❛s❡❞ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ T−1

c,0 = 10 ❦❍③✱ δT = 1♠❑ ❛♥❞
a = 2 ✐s ❛ss✉♠❡❞✳

s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❢♦r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❡①❡♠♣❧❛r② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡
✻✳✷✼✳ ❚❤❡ ♣❧♦t s❤♦✇s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡s ❝❛✉s❡❞
❜② t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✽✮✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉✲
♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✹✮ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✼ ❛♥❞ ✸✳✻✽✮ ❢♦r
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ E/kB = 50♠❑ ❛♥❞ ❛ t✉♥♥❡❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢
∆0/kB = 25♠❑✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢
t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼✳ ❋♦r
t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡s ❛r❡
✉s❡❞✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ T−1

c,0 = 10 ❦❍③✱ δT = 1♠❑ ❛♥❞ a = 2✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✼ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢❛st ✇✐t❤ r✐s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞✉❡ t♦ ✐ts T 2 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❆t ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐t ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛t s❤♦rt
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡s
t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡ ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤
♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤ T−1

c,0 ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡✱
s✐♥❝❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❤❡✐❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✼✳
❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡
❛ str♦♥❣ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝❛✉s❡s ❛ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛t
s❤♦rt t✐♠❡s✳ ❆t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛
❧❛r❣❡ ❛s②♠♠❡tr② ❞❡❝❛②❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ s②♠♠❡tr✐❝ r❡♠❛✐♥✳ ❚❤❡s❡ ❞❡❝❛② ❛❢t❡r✇❛r❞s
✈✐❛ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❙♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❝❛✉s❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❛t ❧❛r❣❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s
✐s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✽✳ ■♥ t❤✐s ♣❧♦t ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✺♠❑ ❛r❡
s❤♦✇♥✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✱ s✐♥❝❡ ♥♦t ❢♦r ❡✈❡r②
s❛♠♣❧❡ ❛ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✺♠❑ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝❛②
❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✺➭s✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦✉rs❡
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Albasi

25 mK

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✽✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s s❛♠♣❧❡s✳
❚❤❡ ❝✉r✈❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✺♠❑✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡② ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞
❛t ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✺➭s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❊♥s✾✻❜❪ ❛♥❞ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ ❆❧❜❛s✐ ❢r♦♠ ❬❆r❝✶✸❪✳

♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛②s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✽ ❛♥❞ ✻✳✷✺✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❧♦♦❦ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ ✜❣✉r❡
✻✳✷✽✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ✐♥ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✱ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✱ ✐s ❧❡ss ♣r♦✲
♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✽✳ ❚❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✷✺♠❑✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛♥❞ ❧♦✇❡st ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t ❛ ✜①❡❞
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ✐s ❛❧s♦ s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤✐s ❝❛♥✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜❡ s❡❡♥ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❛t
s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧❡r ✇✐❞t❤ s❤♦✇s✱ t❤❛t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡s ❛r❡
♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✺♠❑ t❤❛♥ ❛t ✶✵♠❑✳ ❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠❡❛♥✐♥❣✲
❢✉❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s
❤✐❣❤❡r ❢♦r ❛ str♦♥❣❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ t❤✉s t❤❡
❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ❛ ❢❛st❡r ❞❡❝❛②✳ ❇✉t ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s ✐s ♠✉❝❤
❤✐❣❤❡r ❛t ✷✺♠❑ t❤❛♥ ❛t ✶✵♠❑✱ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡s
t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❞❡❝❛② ♠♦r❡ ❛t ✷✺♠❑ t❤❛♥ ❛t ✶✵♠❑✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❛t
✈❡r② s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐s ♠✐ss✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❞✐✣❝✉❧t✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ❛❜♦✉t ✶✵♠❑ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺ t♦ ✷✺♠❑ ✐♥ ✜❣✉r❡
✻✳✷✽ ✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✱ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❧❛r❣❡ s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇✐♥❣ ❛
✈❡r② ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♥♦ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❡r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡✳ ❇✉t ❢♦r ❇❑✼✾✱ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐✱
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BK7, 46 mK

Suprasil I, 50 mK

Albasi, 55 mK
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✾✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r
❙✉♣r❛s✐❧ ■ ✱ ❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡
♦❢ ❇❑✼ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢
✹✻♠❑✱ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ❛t ✺✵♠❑ ❛♥❞
t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❆❧❜❛s✐ ❛t ✺✺♠❑✳ ❋♦r ❜❡tt❡r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❉❛t❛ ♦❢ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ❛♥❞
❇❑✼ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❊♥s✾✻❜❪✱ ♦❢ ❆❧❜❛s✐ ❢r♦♠
❬❆r❝✶✸❪✳

❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t ✺✵♠❑ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❆t ✶✵♠❑ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✮ t❤❡ ❞❡❝❛②
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❆❧❜❛s✐ ❛♥❞ ◆✲❇❑✼ ❞✐✛❡rs s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢r♦♠ ❙✉♣r❛s✐❧ ■✳ ❆t ✷✺♠❑ ✭✜❣✉r❡
✻✳✷✽✮ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❙✉♣r❛s✐❧ ✐s ❛❧r❡❛❞② s♠❛❧❧❡r ❛♥❞ ❛t ❛❜♦✉t
✺✵♠❑ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❇❑✼✱ ❆❧❜❛s✐ ❛♥❞ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r✱ ❛s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✾✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ r❡s✐❞✉❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
✐♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✭❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝❛♣t✐♦♥✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
❞♦♠✐♥❛♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛t ✺✵♠❑✱ r❛✐s❡s ✇✐t❤ T 2✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛t
❛❜♦✉t ✶✵♠❑✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❆❧❜❛s✐ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✺✺♠❑✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s❤♦✇♥ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ❡①✲
♣❡❝t❡❞ t❤❛t ❆❧❜❛s✐ s❤♦✇s t❤❡ ❢❛st❡st ❞❡❝❛② ♦❢ ✐ts ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡
❤✐❣❤ s✐♠✐❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❇❑✼✱ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐ ❛t ❛❜♦✉t ✺✵♠❑
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡✐r ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❜❛t❤ ❛♥❞ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥
✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ✶✵✵♠❑ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ❆✳✽✮✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ❛♥❞ ❇❑✼ ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ❡q✉❛❧✳
❚❤✉s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺ ❛♥❞ ✻✳✷✽ ✐s ♥♦t ❝❛✉s❡❞
❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ♣❤♦♥♦♥s ❜✉t ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥ ❛❝❝♦r✲
❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❡♠♦r② t✐♠❡
✐♥ ◆✲❇❑✼✱ ❆❧❜❛s✐ ❛♥❞ ❙✉♣r❛s✐❧✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ T−1

2 ✐♥ ◆✲❇❑✼
❬❋✐❝✶✸❪ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐ ❬❆r❝✶✸❪ ②✐❡❧❞❡❞ ❛ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ T 2 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ ❧✐♠✐t ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r② ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✾✮ t♦ ❛ ♠❛②❜❡ ❧✐♥❡❛r
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
✐♥ t❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♠❡ ❝♦✉❧❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡s❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♥♦t ❜❡ ❞❡✲

✾❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❇❑✼ ❛♥❞ ◆✲❇❑✼ ✐s ❡①❝❡♣t ❢♦r ♣r♦❜❛❜❧② s♦♠❡ ✐♠♣✉r✐t✐❡s s✐♠✐❧❛r✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ ❙❝❤♦tt ❆● t❤❡ ✬◆✬ ✐♥ ◆✲❇❑✼ st❛♥❞s ❢♦r ❧❡❛❞ ❛♥❞ ❛rs❡♥✐❝ ❢r❡❡ ❣❧❛ss❡s✳ ❚❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ✉s❡❞

❢♦r r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧t❡♥ ❣❧❛ss✳



✶✻✻ ✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

t❡r♠✐♥❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s
❛♥♦t❤❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❋♦r ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐
t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✸✵♠❑ ❛♥❞ ✹✵♠❑✳ P♦ss✐❜❧❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ♦r ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❡♠♦r② t✐♠❡ T2 ♦❢ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ s❤♦✇s ❛ T−2 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✭❛❜♦✉t ✶✵✵♠❑ t♦ ✶✵♠❑✮ ❬❊♥s✾✻❛❪✳ ❙✐♥❝❡ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ✐s
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐ ❢r❡❡ ♦❢ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱
t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞
❆❧❜❛s✐ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✳

❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬▲✉❝✶✻❪✳ ❲✐t❤
r✐s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s t♦ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥s ❜❡❝♦♠❡s
♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❛♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❇✉t ❛t ❧♦✇
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s ✐s s♠❛❧❧✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❞❡❝❛②✳

✻✳✹✳✸ ❉❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✲ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡♦r②

❚♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢❛st ❞❡❝❛② ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡s
✇✐t❤ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❡①✐st✐♥❣ t❤❡♦r②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧

A(τ12) = Occ

∫
AEcho,tsP (E, q)W1PhononWspecDiff,stWNQRdq ✭✻✳✻✮

= A0Occ

1∫

0

(
1− q2

)
W1PhononWspecDiffWNQRdq.

❚♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❜②
t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s T1 ❛♥❞ T2 ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r A0 ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✻ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T = 0 ❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ τ12 = 0✳
❚❤❡ ❢❛❝t♦r Occ ❣✐✈❡s t❤❡ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✳ ❋♦r ❛ t✇♦✲
❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ✐t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✻✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛t ❛ ✜①❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤✐s ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✻ ✈❛r✐♦✉s ✐ss✉❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ❢❛❝t♦r A0 ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✳ ❚♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❡❝❤♦ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❛t ❞✐✛❡r✲
❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ A0 ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡st
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝②❝❧❡✳ ❋♦r t❤❡ ❞❡✲
s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❛t t❤❡ ♦t❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ A0 ✐s ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡
♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ Occ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ✈❛r✐❡❞ t♦ ❣❡t ❛ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝✉r✈❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✜❣✉r❡
✻✳✷✹✱ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❞❛t❛ ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②



✻✳✹✳ ❉❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✶✻✼

✐♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ A0✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜②
❞❡str✉❝t✐✈❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡s A0✳ ❙✐♥❝❡ A0 ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✱
✐ts ❝♦rr❡❝t♥❡ss ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❛ ❝♦rr❡❝t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡✐r
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ T1Phonon✱ TspecDiff ❛♥❞
TNQR ❝❛♥ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❡❧❧✳ ❉❡❝✐❞✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❛❧✉❡s
❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♥♦t ♠✉❝❤ ❛❜♦✉t t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠ ♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❦♥♦✇♥✱ ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶
❛♥❞ ❍❨✲✶✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ◆✲❇❑✼✳
❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ ♣❤♦♥♦♥s ✐s s✐♠✐❧❛r ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♦①✐❞❡ ❣❧❛ss❡s ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❙✉♣r❛s✐❧ ■✳ ❚❤✉s
❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r♦✉❣❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥s
t♦ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉✲
s✐♦♥ ✐s ✐♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ s✐♠✐❧❛r t♦ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❙✉♣r❛s✐❧ ■✶✵✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✐s ❛❧s♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② s✐♠✐❧❛r ♠✐♥✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✶✶ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢
t❤❡s❡ ❣❧❛ss❡s ❛t ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦✲
♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✷✮✶✷✳ ❙✐♥❝❡ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ✐s ❢r❡❡
❢r♦♠ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ T2 ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞
❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r② ❞♦✇♥ t♦ ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❬❊♥s✾✻❛❪✱ ✐t ✐s ✉s❡❞ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s T1 ❛♥❞ T2✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ T1 = T1Phonon = 125 ➭s ❛♥❞
T2 = TspecDiff = 31.6 ➭s ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ❆✳✾✮✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❙✉♣r❛s✐❧ ■✱ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ T1 ❛♥❞ T2✱ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✸♠❑✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❜✐t
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✶✵♠❑ ♦❢ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦✲
♠❡♥ts ❢♦r ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♥ ❬▲✉❝✶✻❪ t♦ ❜❡ T−1

c,0 = 2π · 5.4 ❦❍③
❢♦r ◆✲❑❩❋❙✶✶ ✭♥♦ ❞②✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ r❛t❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✮ ❛♥❞ T−1

c,0 = 2π · 138 ❦❍③ ❢♦r
❍❨✲✶ ✭✇✐t❤ δT = 10♠❑✮✳
❲✐t❤ t❤❡ ❣✐✈❡♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ r❛t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✻✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✵ ❛♥❞ ✻✳✸✶✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s✱ t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝✉r✈❡s
❞♦ ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡ ❞✐✛❡rs✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❡✐t❤❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✹ ✐s ♥♦t ❛♣✲
♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦r t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❛②✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
♠♦♠❡♥ts✱ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥
✹✳✸✺✮✳ ❆ t❤✐r❞ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ t❤❡s❡ s❛♠✲
♣❧❡s ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✶✵❙♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ♣❤♦♥♦♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡

❞❡♥s✐t② ♦❢ st❛t❡s ✭❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❊♥s✾✻❜❪✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✉♥❧✐❦❡❧②

t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝②

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✵ ❛♥❞ ✻✳✸✶
✶✶❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♦r t✇♦✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss

✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡✳
✶✷❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❍❡r❛s✐❧✱ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ q✉❛rt③ ❣❧❛ss ❛♥❞ t❤✉s s✐♠✐❧❛r t♦

❙✉♣r❛s✐❧ ■✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❖❍− ✐♦♥s✳
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HY-1

1-Phonon, spec.Diff & NQR

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✵✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❍❨✲✶ ✐♥
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✱
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑✳ ❚❤❡
❝✉r✈❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✻
✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳
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N-KZFS11

1-Phonon, spec.Diff & NQR

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✶✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ◆✲
❑❩❋❙✶✶ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛✲
r❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢
✶✵✳✶♠❑✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✻ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t❡①t✳

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡ ✐♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦♦
❧❛r❣❡ t♦ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❛❜❧❡ ❜② ❛ ❧❛r❣❡r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦r t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ◆✲❇❑✼ ♦r ❙✉♣r❛s✐❧ ■✱ ♣♦✐♥ts t♦✇❛r❞s ❛♥♦t❤❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠✳
■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❡✈❡r② ❡✛❡❝t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
✐❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡❛r ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❛
❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡❛r❜② ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ ❛ s♣✐♥
✢✐♣ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❜② ❛t♦♠s ❝❛✉s❡s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❜② t❤❡ ❧❡✈❡❧ s❝❤❡♠❛ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❛❧t❡r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡
❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧♦st✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✵ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✇❡❛❦
✐♥ ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✳ ❆♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s ❍❨✲✶✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥t ♦❢ ❤♦❧♠✐✉♠ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤✐s ❡✛❡❝t✳
❆ ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s✐♠✐❧❛r t♦ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❇✉t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ♥❡❛r❜②
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❜② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♣❤♦♥♦♥s✱ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞✳ ❚❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡✲
♦r② ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✮✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛♥t❧② ❡①❝✐t❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✭A✲s②st❡♠✮ ✐s
s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ♠❛♥② B✲s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❡①❝✐t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■❢
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❛r❜② B✲s②st❡♠s ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts ♥✉✲
❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ ✐♥ ✐ts ♣r♦①✐♠✐t② ✐s ❛❧t❡r❡❞✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞ s❤✐❢ts t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣② ∆ ♦❢ t❤❡ A✲s②st❡♠ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡r❡❜②



✻✳✹✳ ❉❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✶✻✾

✐ts ❡♥❡r❣② s♣❧✐tt✐♥❣ E✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❧♦s❡s ♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r r❡s♦♥❛♥t❧②
❡①❝✐t❡❞ A✲s②st❡♠s✳
Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s t❤❛t s❤♦✇ ❛ ❢❛st ❞❡✲
❝❛② ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t
❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ T1 ❛♥❞ T2 ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞✉❡ t♦ t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱
t❤❡ ❢❛❝t♦r A0 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❞❛t❛ ❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s
τ12 → 0✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥
✈❛r✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝②❝❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ❢❛st❡r ❞❡❝❛② ♦❢ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐ ❝♦♠✲
♣❛r❡❞ t♦ ❙✉♣r❛s✐❧ ■✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✱ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦ss ♦❢ ♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✵ ❛♥❞ ✻✳✸✶ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❧❡ss str♦♥❣✳ ❆s
❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ ❆❧❜❛s✐ ❛♥❞ ◆✲❇❑✼ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ T−2 ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡s✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡ ❧✐♠✐t ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❆t ❛❜♦✉t
✸✵♠❑ t♦ ✹✵♠❑✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② ❝❤❛♥❣❡s✱ ♣r♦❜❛❜❧② t♦ T−1 ❬❋✐❝✶✸✱ ❆r❝✶✸❪✳ ■♥
♣❤♦♥♦♥ ❡❝❤♦❡s ♦♥ ❛❧✉♠✐♥♦s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss❡s ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❤♦❧♠✐✉♠✱ ❛ T−1 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✭❛❜♦✉t ✶✵♠❑ t♦ ✺✵♠❑✮ ❬▲❡r✽✽❪ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✹✳✺✳✸✮✳ ■❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥
◆✲❇❑✼✱ ❆❧❜❛s✐ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥♦s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss❡s ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❤♦❧♠✐✉♠ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱
✐t ♠✉st ❢✉❧✜❧❧ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■t ✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❞❡str♦②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss
❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❋r♦♠ ❛ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s✳
❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❜❛s❡❞ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ■♥ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t ❛❜♦✉t ✸✵♠❑ t♦ ✹✵♠❑✳ ■♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦♥ ❛❧✉♠✐♥♦s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss❡s ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❤♦❧♠✐✉♠ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t
❜❡ r❡❛❝❤❡❞✳ ■❢ t❤❡ ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠ s✐♠✐❧❛r t♦ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ ❜✐t ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ B✲s②st❡♠s ❜❡❝♦♠❡s s✉❝❤ s❤♦rt✱ t❤❛t ♥♦t t❤❡ s❤♦rt
t✐♠❡ ❧✐♠✐t✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t❡❞ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ❛ T−1 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞
✭❝♦♠♣❛r❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼✵✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t✱ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ T−2 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤✲
♦✉t ❛ ❞②✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱
✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡①♣❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ t♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✷✮✳

❚♦ ❣❡t ❛♥ ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✷
s❤♦✇s t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ❛t ❛❜♦✉t ✶✵♠❑ ❛♥❞ ♦♥❡
♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ◆✲❇❑✼ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✼✵♠❑✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t
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N-KZFS11, 10.1 mK

HY-1, 10 mK

N-BK7, 70 mK

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✷✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ◆✲
❑❩❋❙✶✶✱ ❍❨✲✶ ❛♥❞ ◆✲❇❑✼✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛♣✲
t✐♦♥✳ ❋♦r ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② t❤❡ ❞❡✲
❝❛② ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛✲
t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✺ ➭s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ◆✲❇❑✼
✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❋❛s✶✵❪✳

❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✺➭s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❛② r❛t❡ ✐s s✐♠✐❧❛r ❢♦r
t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❛❢t❡r ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✺➭s✳ ❚❤✉s ✐♥ t❤✐s t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✱ t❤❡
str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ❍❨✲✶ ❛♥❞ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ✐s s✐♠✐❧❛r
t♦ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ◆✲❇❑✼ ❛t ✼✵♠❑✳

✻✳✺ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ s❤♦✇s t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ❣❧❛ss❡s ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡✐r ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s ❢❛st ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡s❡ ❣❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s✱
✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐s ♥♦t ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ ❜✉t t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t
t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞✳ ❚❤✐s s❤✐❢t
✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✐❢ t❤❡ ❢❛st r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❝❛✉s❡❞
❜② ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✭s❡❝t✐♦♥
✻✳✺✳✶✮ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✭s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳✷✮✳

✻✳✺✳✶ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

❚♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ✐♥❞❡❡❞ ❝♦♥t❛✐♥ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡



✻✳✺✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✶✼✶

✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♦❢
t❤❡ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉✲
❝❧❡❛r ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❝❛✉s❡s ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❧✐❢ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝✐❡s
✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✷✮✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♦r ❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦❧✲
❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✭❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✷ ♦r ✹✳✶✽✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡
s❤♦✇♥✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺ ❛r❡
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❧♦t✳ ❊✈❡r② ✜❣✉r❡ s❤♦✇s ❛❧s♦ ❇❑✼ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡✳
❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✻✳✸✸✳ ❙✐♥❝❡ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ s❤♦✇s ♥♦ ❞✐♣♦❧❡ ❡✛❡❝t✱
♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦
♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐♣ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✶✺✵♠❚ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❢r♦♠ ❞r✐❢ts ✐♥ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✹ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s s❤♦✇✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ●❧②❝❡r♦❧✲❞✵ ✐s ❢r❡❡ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts✱ ❜✉t s❤♦✇s ❛ str♦♥❣ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤✉s t❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✈✐s✐❜❧❡ ❛t ✈❡r② s♠❛❧❧ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s✳ ❚❤✐s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥
♠♦r❡ ❝❧❡❛r❧② ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❋r♦♠ ❛❜♦✉t ✺♠❚ ♦♥ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❧❡✈❡❧s ♦❢
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✵ ✐s ♣r❡✈❡♥t❡❞✳ ❚❤✉s ❛t ❧❛r❣❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s t❤❡
❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲
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BK7 - 12 mK, 2 µs
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✸✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❙✉♣r❛s✐❧ ■
❛♥❞ ❇❑✼ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ♣✉❧s❡ s❡♣✲
❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛♣t✐♦♥✳ ❚❤❡
❞❛t❛ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❇❛③✵✽❪✳
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Glycerol-d0 - 13.4 mK, 3.5 µs

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✹✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❇❑✼✱ ❆❧✲
❜❛s✐ ❛♥❞ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✵ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
❛♥❞ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡
❝❛♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐ ✐s
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❇❛③✵✽❪✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ●❧②❝❡r♦❧✲
❞✵ ❢r♦♠ ❬◆❛❣✵✹❪✳



✶✼✷ ✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss❡s ❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐ s❤♦✇ ❛ ✈❛r②✐♥❣ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✱ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r
st❛t❡s ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥
✺✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡ ✐s♦t♦♣❡s ✭t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡
❩❡❡♠❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ❛t ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✷✸✵♠❚ ✐s ✐♥ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ♠❡❣❛❤❡rt③ r❛♥❣❡✳
❚❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥
t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ♦❢ s✐♠✐❧❛r s✐③❡✳ ❚❤✐s ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛
♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ ❆❧❜❛s✐ ❛♥❞ ❇❑✼ ❛t ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
✐t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t ❆❧❜❛s✐ ❛♥❞ ❇❑✼ ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❜✉t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦♣♦rt✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❜♦t❤ s❛♠♣❧❡s ✐s s✐♠✐❧❛r ✭❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✮ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛✉s❡s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❧❛r❣❡r ❡✛❡❝t ✐♥ ❆❧❜❛s✐✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♥♦t ❦♥♦✇♥✱ ❜✉t ❜❡✲
s✐❞❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛❧s♦ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ✐s r❡❧❡✈❛♥t ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✮✳
❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ s❛♠♣❧❡s s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❢❛st ❞❡❝❛② ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺
✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✺ ❛♥❞ ✻✳✸✻✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ◆✲❑❩❋❙✶✶✱ ❇r✲❉●❊❇❆ ❛♥❞ ❋❘✲
✶✷✷P✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✺✱ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥
t❤❡✐r ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❇❑✼✳ ❆t s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s✱ t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s r❡❞✉❝❡s ❜② ❛❜♦✉t ✺✪✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❇❑✼✳
❆❢t❡r t❤❛t t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❞r✐❢t ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥❞❡♣❡♥✲
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BK7 - 12 mK, 2 µs

N-KZFS11 - 10 mK, 4 µs ←

Br-DGEBA - 7.5 mK, 5 µs →

FR-122P - 10 mK, 2 µs →

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✺✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❇❑✼✱ ◆✲
❑❩❋❙✶✶✱ ❇r✲❉●❊❇❆ ❛♥❞ ❋❘✲✶✷✷P ✐♥ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇s ✐♥✲
❞✐❝❛t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
s✇❡❡♣✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❇❑✼ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠
❬❇❛③✵✽❪✳
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BK7 - 12 mK, 2 µs

HY-1 - 10 mK, 3 µs ←

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✻✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❇❑✼ ❛♥❞
❍❨✲✶ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ ♣✉❧s❡ s❡♣✲
❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛♣t✐♦♥✳ ❚❤❡
❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ s✇❡❡♣✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ ❇❑✼ ✐s t❛❦❡♥
❢r♦♠ ❬❇❛③✵✽❪✳



✻✳✺✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✶✼✸

❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s✇❡❡♣ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥ t❤❡
✜❣✉r❡ ❝❛♣t✐♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
✐s ♥♦t ❝❛✉s❡❞ ❜② ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜② ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts✱ ❜✉t ❜② t❤❡ ❩❡❡♠❛♥
❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❋❘✲✶✷✷P ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r ❞❛t❛ ♣♦✐♥t✳
❚❤❡ ❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶✱ ❇r✲❉●❊❇❆ ❛♥❞ ❋❘✲
✶✷✷P ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❇❑✼✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣❧✐tt✐♥❣s✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ✐♥ t❤❡s❡ s❛♠✲
♣❧❡s ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❇❑✼ ✭❝♦♠♣❛r❡ t❛❜❧❡ ❆✳✶✮✳ ❚❤✉s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♥♦ ❧❛r❣❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t
✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ❢❛st r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡
s❛♠♣❧❡s ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡r❡❜② ❛ ❧♦t ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝♦♥✲
t❛✐♥✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ❛❧r❡❛❞② ❞❡❝❛②❡❞ ❛♥❞
❝❛♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❛❜❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✉♣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✻ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❍❨✲✶✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✺✱ ❍❨✲✶ s❤♦✇s ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ ✐ts ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♦❢ s✐♠✐❧❛r s✐③❡ t❤❛♥ ✐♥ ❆❧❜❛s✐✳ ▲✐❦❡
❛❧❧ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s✱ ❍❨✲✶ s❤♦✇s ❛ str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛t s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ✇❤✐❝❤ t✉r♥s t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t ❛❜♦✉t ✷✵♠❚✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❆❧❜❛s✐✱ ❍❨✲✶ s❤♦✇s ♥♦ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✺✳✸✱ t❤❡ ❞❡✇❛r ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t ✇❛s r❡✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❧✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ ❛t ❧❡❛st ❡✈❡r② ✹✽ ❤✳
❆❢t❡r t❤❡ r❡✜❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ♣❛✉s❡❞ ❢♦r ✸ ❤✳ ❊✈❡r② st❡♣✱ ✈✐s✐❜❧❡
✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❍❨✲✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ✜❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ t♦ s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t
❧♦✇❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛✉s❡❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♦❧✐♥❣ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤✉s
❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r st❛❜❧❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✸ ❤ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❛❢t❡r t❤❡ ✜❧❧✐♥❣
♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❞❡✇❛r✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡r♠❛❧✐③❡s ❛❣❛✐♥ s✉❝❤ t❤❛t ❛❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ❡❝❤♦
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❍❨✲✶✳ ❚❤✉s ✐t ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧②
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦✉rs❡ ♦❢
t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❍❨✲✶ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥♦s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss❡s ❞♦♣❡❞ ✇✐t❤ ❤♦❧♠✐✉♠ ❬▲❡r✽✽❪✳

❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✇✐t❤ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸ ♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡s ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❤❛❞ ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t1 = 230 ♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst
❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡ ✐s ❛❜♦✉t ✵✳✼▼❍③✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣❧✐tt✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ♥✉✲
❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r✳ ❚❤✉s ♥♦ ❝♦♠♣❧❡t❡
♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ♦❝❝✉rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ♣✉❧s❡
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠✐①✐♥❣



✶✼✹ ✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❧❡✈❡❧s ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✱ ✈❡r② s❤♦rt ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✮✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t✳

✻✳✺✳✷ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r

❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
❧❡✈❡❧s ❜② t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❧❡❞ str❡♥❣t❤ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ♦r✐❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥✱ ❛ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ♦r ❛t ❧❡❛st s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞✳
▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❇r✲❉●❊❇❆✱ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✻✳✸✼✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ♦❢ t❤❡
s❛♠❡ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✺➭s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s ✐s s❤✐❢t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶ s❤♦✇✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✱ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❋♦r ❇r✲❉●❊❇❆ t❤❡ ❞❡✲
❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ❛ s♠❛❧❧ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✳
■♥ t❤✐s ✇✐♥❞♦✇ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋♦r t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ✷✸✵♠❚ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳✶✱
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r s♣❧✐tt✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❩❡❡♠❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❚❤✉s t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞✳
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Br-DGEBA, 0 mT

Br-DGEBA, 230 mT

N-KZFS11, 0 mT

N-KZFS11, 230 mT

HY-1, 0 mT

HY-1, 230 mT

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✼✿ ❉❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❇r✲❉●❊❇❆✱ ◆✲
❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ❍❨✲✶ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t
❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛tr❡ ✇❛s
✼✳✺♠❑ ❢♦r ❇r✲❉●❊❇❆✱ ✶✵✳✶♠❑ ❢♦r ◆✲
❑❩❋❙✶✶ ❛♥❞ ✶✵♠❑ ❢♦r ❍❨✲✶✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡
❞✉r❛t✐♦♥ ✇❛s t1 = 230 ♥s✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛②
❝✉r✈❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠✲
♣❧❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛t ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡
♦❢ ✶✳✺ ➭s✳



✻✳✺✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✶✼✺

❆❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ❆❧❜❛s✐ ✭♥♦t s❤♦✇♥ ✇✐t❤✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✼✮ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✷✸✵♠❚ ❬▲✉❞✵✵❪✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❇r✲❉●❊❇❆ ❛♥❞ ◆✲❑❩❋❙✶✶✱ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❆❧❜❛s✐ ❝❤❛♥❣❡s
♥♦t❛❜❧② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✹✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ❛t ✷✸✵♠❚ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r ❧❡✈❡❧s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤✉s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦✲
t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐s ♥♦t ②❡t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧s♦ t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✇❡❛❦❧②
♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ✐♥ ❆❧❜❛s✐ ❛t ✶✵♠❑✱ ❛s ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✱ ♥♦ str♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❛t ❛❧❧✳ ▼❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦♥ ◆✲❇❑✼ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✷✵✵♠❚
❛❧s♦ s❤♦✇ ♥♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❬❋✐❝✶✸❪✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ❆❧❜❛s✐✳
❋♦r ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ❞❡✉t❡r❛t❡❞ ❣❧②❝❡r♦❧ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♣r❡✲
✈❡♥t ❛ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❧❡✈❡❧s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ ✷✵✵♠❚
✭❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✮✳ ❇② ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
♦❢ s✉✣❝✐❡♥t str❡♥❣t❤ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts✱ ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✽ ✐♥ ✜❣✲
✉r❡ ✹✳✹ ♦r ❬❇r❛✵✹❛✱ ❇❛③✵✽❪✮✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❇r✲❉●❊❇❆✱ ◆✲❑❩❋❙✶✶✱ ◆✲❇❑✼ ❛♥❞ ❆❧❜❛s✐✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❍❨✲✶ s❤♦✇s
❛ ❧❛r❣❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✐ts ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✷✸✵♠❚✱ ❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡
✻✳✸✼✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡✱ s✐♥❝❡ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✻ s❤♦✇❡❞✱ t❤❛t ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢
✷✸✵♠❚ ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ ❝❛✉s❡ ❛ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡ ❢r♦♠ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
♠♦t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❛ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❧s♦ s❤♦✇s✱
t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✻ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r ❧❡✈❡❧s ❛♥❞ ❛ ✈❛r✐❡❞ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r st❛t❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✱ ❜✉t
❛❧s♦ ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r
✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛r❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧ ♦❢ ❤♦❧♠✐✉♠✱
✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❛❝t✉❛❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧♠✐✉♠ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss✱ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢
✷✸✵♠❚ ✐s ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛❧r❡❛❞② s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❛✉s❡ ❛ ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
st❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥
r❛t❡ ❜② ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❛t ❜❡s✐❞❡s t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
❛❧s♦ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ❍❨✲✶ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s✳ ❆ s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❛❧r❡❛❞② s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ♠❛② ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
str♦♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸✻✳

■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥✱ t❤❡
r❡❞✉❝❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ❍❨✲✶ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛②
♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺✱ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
♠♦♠❡♥ts✳ ❚♦ ❣❡t ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈❡✱ t❤❛t t❤❡ ❢❛st
❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✺ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts
❛s ✇❡❧❧✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❛❝❤ t❤❡



✶✼✻ ✻✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t❤r❡❡✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ T1 ♣r♦❝❡ss❡s✱
❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❣❡t ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t
❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐t ✇❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♦❜s❡r✈❡ ❛ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐♥ ◆✲❇❑✼ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱
❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ✇❛s ♥♦t ❛❧t❡r❡❞ ❬❋✐❝✶✸❪✳

✻✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❧❛ss❡s ❛t
❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡✐r ❛t♦♠s r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♥❡✐t❤❡r
t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss❡s
♥♦r t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣♦✐♥t
t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣
♠♦t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
s♦❧✐❞✱ ❛s t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❛ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥
❢♦r ❍❨✲✶✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣
s②st❡♠s ✐s✱ ✐❢ ❡①✐st✐♥❣ ❛t ❛❧❧✱ ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞✳ ❍❨✲✶ ❝♦♥t❛✐♥s ❤♦❧♠✐✉♠ ✇❤✐❝❤
❤❛s ❛ ❧❛r❣❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐ts ❡❧❡❝tr♦♥ s❤❡❧❧✳ ❚❤✉s ❢♦r t❤✐s s❛♠♣❧❡
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❛② ❜❡
str♦♥❣❡r✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥❞❡❡❞
❝♦♥t❛✐♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ❛♥❞
t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t s❤♦rt
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐s ✈❡r② ❧✐❦❡❧②✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r
t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❍❨✲✶ ❜② ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❛
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤❡r❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s
s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❧❛r❣❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦
✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳
❚♦ ❢✉rt❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥
t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r ✶✳✺➭s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ r❡s♦♥❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✳



✼✳ ▼✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦r

t❡❝❤♥✐q✉❡

❚♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✲
✐♥❣ s②st❡♠s✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ✈❡r② s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚♦
❡♥❛❜❧❡ s✉❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞ r❡s♦♥❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇❛s ❞❡✈❡❧✲
♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❆t ✜rst✱
t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s t❤❛t ♣r❡✈❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ✈❡r② s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s
✇✐t❤ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ❛r❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s t❤❡ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐✲
❝❛t❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✜rst r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ◆✲❇❑✼ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✼✳✶ ▼❡❛s✉r✐♥❣ ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s

❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✬s ❞❡❝❛② ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s❛♠♣❧❡s✱ ❞❛t❛ ❛t ✈❡r②
s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧✱ ❛s ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✹✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ✐s
❛❧s♦ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❢♦r ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ t❤❡♦r② t♦ ❧✐♠✐t
t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r A0 ✭s❡❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✻✮✳
■❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛✲
r❛t✐♦♥ t✐♠❡s s♠❛❧❧ t❤❛♥ ✶✳✺➭s✱ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ♦✈❡r❧❛♣✱ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✐t ✐s ✉♣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣ st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✲
t❡r♠✐♥❡ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ❧❛r❣❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ t❤✉s ♥♦t s✉✐t❡❞
❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ s❡♥t
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N-KZFS11, 10.1 mK

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❊❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥
◆✲❑❩❋❙✶✶ ✭❜❧❛❝❦✮ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢
✶✵✳✶♠❑✱ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t1 = 230 ♥s
❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✶➭s✳ ❚❤❡
r✐❣❤t ✢❛♥❦ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❛♥❞ t❤❡
❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ♦✈❡r❧❛♣✳ ■♥ r❡❞ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ t✇♦
♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s s❤♦✇♥✳

✶✼✼



✶✼✽ ✼✳ ▼✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡

✐♥t♦ t❤❡ ❝r②♦st❛t ✭s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣✉❧s❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❝❤♦
s❡q✉❡♥❝❡ ✭s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦✮ ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t❧② ❜r♦❛❞❡r✳ ❆t ❛ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✽❱ t❤❡
❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ✐s ❛❜♦✉t ✸✵✵ ♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❡ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r τres ≈ 30 ♥s ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✮✳ ❚❤✐s
❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✐s ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱
♥❛♠❡❧② t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ✐♥ t❤❡ ❝r②♦st❛t ✭❝♦♠♣❛r❡
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❢r❡❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡❝❛②s ❛❢t❡r t❤❡ ♣✉❧s❡s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧✳
❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ♦♥ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✇❛s ✐♥✈❡s✲
t✐❣❛t❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ✐♥ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝②❝❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐✜❡r t❤❡ ♣✉❧s❡s ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♥❛r✲
r♦✇❡r✱ ❜✉t t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✈❡r② t✐♥②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
r❡❞✉❝❡❞ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐s ♥♦t ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♠♣❧✐✜❡r ❛❢t❡r ✐ts s❛t✉r❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♣✉❧s❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✐s t❤❡
❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✬s r✐♥❣✲❞♦✇♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛❧ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ❜r❛♥❝❤✱
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ r✐♥❣✲❞♦✇♥ ❛❢t❡r t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s✱ ✐s st✐❧❧ s♦ ❧❛r❣❡✱ t❤❛t ❞❡s♣✐t❡ t❤❡
s❤♦rt ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r✱ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦
❝❛✉s❡ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐✜❡r✳
❚❤✉s ♦♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧s ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✇✐t❤
t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✐s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐✜❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✇✐t❤ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡
st✐❧❧ s✐tt✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r✐♥❣✲❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r t❤✐s ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ■♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ r✐♥❣✲❞♦✇♥ ❝❛✉s❡s ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧s
t♦ ❧❛r❣❡r ✈❛❧✉❡s ✇✐t❤ r❡❞✉❝✐♥❣ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s ❧❡❢t ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ♦❢
◆✲❇❑✼ ✐s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ❛❜♦✉t ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✸✸ s♠❛❧❧❡r✳ ❙✐♥❝❡
◆✲❇❑✼ ✐s ❛ s❛♠♣❧❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧✱ ✐t ✐s q✉❡st✐♦♥❛❜❧❡ ✇❤❡t❤❡r s❛♠♣❧❡s
✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❛t ❛❧❧ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐✜❡r
✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✶✮✳
❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡❛❝❤ s♠❛❧❧❡r ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ s♠❛❧❧❡r ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s
♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s✳ ■❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ♠♦r❡ ❜② t❤❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡
❛tt❡♥✉❛t♦r✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡
r✐♥❣✲❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❧❛sts ❧❡ss ❧♦♥❣✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s ❡①❡♠♣❧❛r✐❧② s❤♦✇♥
❢♦r ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ s✐♥❝❡
t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❧❡ss ❢❛st t❤❛♥ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧✱
s✉❝❤ t❤❛t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡rr♦r t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥♦♥✲♣❡r❢❡❝t ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ str♦♥❣❡r
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳
❆❜♦✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❛ ♥❡✇ r❡s♦♥❛t♦r ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❤❛s t♦ ❢✉❧✜❧❧ t✇♦ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ♥❡❡❞s ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✇♦r❦ ✇✐t❤ s♠❛❧❧
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N-KZFS11, 10 mK

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❊❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥
◆✲❑❩❋❙✶✶ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑ ✐♥
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✇❛s t1 = 230 ♥s ❛♥❞
t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✷➭s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛
✐s s❤✐❢t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t✳

✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s t♦ ♣r❡✈❡♥t ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡
r✐♥❣✲❞♦✇♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦♥❛t♦rs t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ♠❡❡t t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡✲
♠❡♥ts ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✼✳✷ ❘❡s♦♥❛t♦r ❞❡s✐❣♥s

❚♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛t s♠❛❧❧❡r ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ t❤❡ ♥❡✇ r❡s♦♥❛t♦r ♥❡❡❞s t♦ ❤❛✈❡ ❛
r❡❞✉❝❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛t✐♦♥ ✺✳✸✱ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ❝❛♥
❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❡✐t❤❡r ❜② ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦r ❜② ❛ ❧♦✇ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r✳ ■♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛❜♦✉t ✶●❍③ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♠♣❛✲
r❛❜✐❧✐t② t♦ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ❛♥❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ❛❞❥✉st❡❞✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r✱ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s
❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❧❛♥❛r ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦rs✳ ❚❤✐s ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❛❞✲
✈❛♥t❛❣❡s✳ ❉✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥✲❤♦✉s❡ ❝❧❡❛♥ r♦♦♠ t❤❡ t✐♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ t♦ t❤❡ r❡❛❞② t♦
r✉♥ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ✈❡r② s❤♦rt✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞
t❤❡r❡✇✐t❤ ✐ts r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥✜✲
❞❡♥❝❡ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❜② t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❙♦♥♥❡t✶✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❞❡s✐❣♥ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ ✈✐❛ ❛
♦♥❡✲❧❛②❡r ❧✐❢t✲♦✛ ♣r♦❝❡ss ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s♣✉tt❡r ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♥✐♦✲
❜✐✉♠✳ ◆✐♦❜✐✉♠ ❜❡❝♦♠❡s s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❧♦✇ ❛❜♦✉t ✾❑✱ ✇❤✐❝❤
♣r❡✈❡♥ts ❛ ❤❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜② ♦❤♠✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡ r❡q✉✐r❡❞
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✬s q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡
❢❡❡❞ ❧✐♥❡✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞ s❡t✉♣ ✐s ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦❜✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞

✶❙♦♥♥❡t ❙♦❢t✇❛r❡ ■♥❝✳ ✶✷✻ ◆ ❙❛❧✐♥❛ ❙t✳✱ ❙②r❛❝✉s❡✱ ◆❨ ✶✸✷✵✷



✶✽✵ ✼✳ ▼✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ str✐♣❧✐♥❡s✳ ❚❤✐s ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ✐♥ ❬P♦❧✶✼✱ ❍❛❛✶✽❛❪ ❛♥❞ t❤♦s❡ s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✼✳✸✳✷ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❬❋r❡✶✻✱ ❑ör✶✾✱ ❋r❡✷✶❪ s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦❜✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
❚♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❛②♦✉t ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s✱
❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ❞❡s✐❣♥s ✇❡r❡ t❡st❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦❧❧♦✇ ❞✐✛❡r❡♥t ✐❞❡❛s✳ ■♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❬P♦❧✶✼✱ ❍❛❛✶✽❛❪✱ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❞❡s✐❣♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✹ ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❉❡✲
s✐❣♥ ❆ ❛♥❞ ❇ ❛r❡ λ/2 r❡s♦♥❛t♦rs ✇✐t❤ ❛ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❞❡s✐❣♥ ❈ ✐s ❛ ❤❛r❞ ❝♦✉♣❧❡❞
λ/4 r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ❉ ✐s ❛ λ/2 r❡s♦♥❛t♦r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❇❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤♦s❡ r❡s♦♥❛t♦r ❞❡s✐❣♥s✱ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✺ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳
❚❤❡ ❞❡s✐❣♥s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✹ ✇❡r❡ t❡st❡❞ ♦♥ ◆✲❇❑✼ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡ r❡❛❞② r❡s♦♥❛t♦r ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧❧②
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s❛♠♣❧❡ ❤♦❧❞❡r ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❞♦✉t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ✈✐❛
❜♦♥❞ ♣❛❞s✳ ❚❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇❛s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ ❝♦♣♣❡r ✇✐r❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❣❧✉❡❞ ✇✐t❤
s✐❧✈❡r ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❣❧✉❡✷ t♦ t❤❡ ❜♦♥❞ ♣❛❞✳ ❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤♦❧❞❡r
s❡❡ ❬P♦❧✶✼✱ ❍❛❛✶✽❛❪✳
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞ r❡s♦♥❛t♦rs ❢♦r ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦rs✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✹✱ ②✐❡❧❞❡❞
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts✳

✶✳ ❆❧❧ ❝♦♥t♦✉rs ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r♦✉♥❞❡❞✳

✷✳ ❆♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛ ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳

■♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❞❡s✐❣♥ ❆ ❛♥❞ ❇ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡
r❡❛❝❤❡❞✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣❛♣ ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r❡✈❡♥t ❛ r❡❛❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✹✮✳ ❉❡s✐❣♥ ❈ ❛♥❞ ❉ t❛❦❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❆ ❛♥❞ ❇ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ t❡st t❤❡ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥
t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱

E
B

εr

ε0
❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❈r♦ss s❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ❛
str✐♣❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ~E

❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ~B✳ P✐❝t✉r❡ ❛❞❛♣t❡❞
❢r♦♠ ❬P♦❧✶✼❪✳

✷▲❡✐ts✐❧❜❡r ❆❈❍❊❙❖◆ ✶✹✶✺✱ P❧❛♥♦ ●♠❜❍✱ ❊r♥st✲❇❡❢♦rt ❙tr✳ ✶✷✱ ❉✲✸✺✺✼✽ ❲❡t③❧❛r



✼✳✷✳ ❘❡s♦♥❛t♦r ❞❡s✐❣♥s ✶✽✶

1 cm

A DCB

Coupling

gap

Bond pad

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❘❡s♦♥❛t♦r ❞❡s✐❣♥s ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s✳

s✐♥❝❡ ✐t ❧❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡st❡❞ r❡s♦♥❛t♦rs t♦ ❧❡ss st❛♥❞✐♥❣ ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛❜❧❡ ♣❛t❤ ❛♥❞ ❛
❧❛r❣❡r ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❲✐t❤ ❛❧❧ ❢♦✉r r❡s♦♥❛t♦r ❞❡s✐❣♥s
✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶✳✺➭s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②
❞❡s✐❣♥ ❈ ❛♥❞ ❉ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦rs ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t
✈❡r② s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ②❡t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥
♣✉❧s❡s✱ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r s✐③❛❜❧❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧s✱ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧② ❧❛r❣❡✳

❚❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡s✐❣♥✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✺✱ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s✳ ❚❤❡
❛❝t✉❛❧ r❡s♦♥❛t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✭■❉❈✮ ✇✐t❤ ❛ ✶✵➭♠ s♣❛❝✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ✜♥❣❡rs ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦♦♣ ❛s ✐♥❞✉❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❝♦✉♣❧❡
t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r t♦ t❤❡ ❢❡❡❞ ❧✐♥❡ ✭t❤❡ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣❛♣ ✐s ✶✵➭♠✮✳ ❚❤❡ ❢❡❡❞
❧✐♥❡ ✐s ♠❛t❝❤❡❞ t♦ ❛♥ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♦❢ ✺✵Ω t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ❣♦♦❞ s✐❣♥❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞
❤❛s ❛ ❜♦♥❞ ♣❛❞ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❝♦r♥❡r✳ ❆❧❧ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ✹✵✵ ♥♠
s♣✉tt❡r❡❞ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ♥✐♦❜✐✉♠ ♦♥ ❛ ✷✵✵➭♠ t❤✐❝❦ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ◆✲❇❑✼✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ s♠❛❧❧
str✉❝t✉r❡ s✐③❡s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✱ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r
❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s♠❛❧❧❡r ✈♦❧t❛❣❡s✳ ❚❤✉s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❡❡❞ ❧✐♥❡ ✐s r❡❛❧✐③❡❞
✐♥ ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✇❛②✱ ♥♦ s♣❛t✐❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥t
❛ r❡❛❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♦❝❝✉r✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❝❤✐♣ ✐s ♠♦✉♥t❡❞
✇✐t❤ ●❊ ✼✵✸✶ ✈❛r♥✐s❤ ✐♥t♦ ❛ ❜♦① ♠❛❞❡ ♦❢ ❖❋❍❈ ❝♦♣♣❡r✳ ❚❤❡ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❜♦①
✐s ❝♦✈❡r❡❞ ✇✐t❤ ♥✐♦❜✐✉♠ t♦ ♦♠✐t ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝ts ❜② ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts✳ ❚❤❡ ❢✉❧❧✲s✉r❢❛❝❡
❣❧✉✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜❛❝❦s✐❞❡ ❝r❡❛t❡s ❛ ❣♦♦❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥t❛❝t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞
t❤❡ ❝r②♦st❛t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ s❤♦rt t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥t❛❝t ✐s r❡❛❧✐③❡❞
❜② ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❜♦♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♠✉❝❤ ♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ s✐❧✈❡r ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣



✶✽✷ ✼✳ ▼✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡

1mm

IDC

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❉❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ❝❤✐♣✳ ❚❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥
✐♥t❡r❞✐❣✐t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t♦r ✭■❉❈✮ ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ✶✵➭♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜♥❣❡rs ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧♦♦♣
❛s ✐♥❞✉❝t♦r✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥❞✉❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❡❞ ❧✐♥❡ ✐s ✶✵➭♠✱ t♦♦✳

❣❧✉❡✱ ✉s❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❜♦♥❞s ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣
s❤✐❡❧❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳
❋♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦♣♣❡r ❜♦① ✐s ♠♦✉♥t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♣❧❛t❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛❞♦✉t ❛♥❞ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s
❛s t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✮✳

✼✳✸ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r✳ ❋✐rst✱
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❧✐❦❡ ✐ts r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞
str❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r✳

✼✳✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❘❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✬s ♣r♦♣❡rt✐❡s ②✐❡❧❞s ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛❜♦✉t
✶✵✻✺▼❍③ ❛♥❞ ❛ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢ ❛❜♦✉t ✹✵✳ ❆t ✶✵♠❑ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ✇❛s ✾✽✶▼❍③ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ❛❜♦✉t ✹✵✳ ❚❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞
r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s♣❛❝✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ✜♥❣❡rs ♦❢ t❤❡ ■❉❈ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳
❚❤❡r❡❜② t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❧♦✇❡r❡❞✳ ❙✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✵➭♠ t♦ ❛❜♦✉t ✼➭♠ ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦
❝❛✉s❡ s✉❝❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② s❤✐❢t✳



✼✳✸✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ✶✽✸

❘❛t❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝②

■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛tt❡♥✲
✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✹✹ ❞❇ ❛t t❤❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ❛tt❡♥✉❛t♦r s❤♦✇❡❞ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r✱ s❤♦✇♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✷✱ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❛♥
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✺✷ ❞❇ ❛♥❞ ❛ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ✶✵✵♠s✳ ❚❤✉s ♥♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣❡✲
t✐t✐♦♥ r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞
❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ❞❡s✐❣♥ ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ♦❢
t❤❡ ♣✉❧s❡s✱ t❤❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣r❡✈❡♥ts ❤❡❛t✐♥❣ ❜② ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts
❛♥❞ t❤❡ ❣♦♦❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥t❛❝t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦♣♣❡r ❜♦①✳

❚❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss ◆✲❇❑✼
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✻✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛❞❛♣ts ✈❡r② ❢❛st
t♦ ❛♥ ❛❧t❡r❡❞ ❝r②♦st❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥t❛❝t ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳

0 1 2 3 4

Time [h]

0.0040

0.0045

0.0050

0.0055

0.0060

0.0065

0.0070

E
c
h

o
a

m
p

lit
u

d
e

A
[µ

V
s
]

5

10

15

20

25

T
e
m

p
e
ra

tu
re

[m
K

]

Echo amplitude

Temperature

N-BK7

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ❚❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ♦♥
◆✲❇❑✼ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✺♠❑ ❛♥❞ ✶✵♠❑✳ ❚❤❡
❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t
②✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳

❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

❚♦ t❡st ✇❤❡t❤❡r t❤❡ s♠❛❧❧ str✉❝t✉r❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ♣r❡✈❡♥t
❛ r❡❛❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✇❛s st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t
❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✹✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s
♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑✱ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✷➭s ❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡
❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✸✵ ♥s✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✼✳ ❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
❡q✉❛t✐♦♥ ✻✳✹ ✐s ✜t t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❞❡✲
♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r
❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑✱ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣✲
❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✷➭s ❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥
♦❢ t1 = 230 ♥s✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡①✲
♣❡❝t❡❞ F 3

0 ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐✲
❝❛t❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛♥ ❛tt❡♥✉❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ✺✷ ❞❇✳

❢✉❧✜❧❧❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✺✷ ❞❇
❛t t❤❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ❛tt❡♥✉❛t♦r ✐s ♠❛r❦❡❞ ❜② ❛♥ ❛rr♦✇✳ ❚❤✐s ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❞❡❝❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✾✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t②
r❡s♦♥❛t♦r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ✐s ✷✸ ❞❇ ❢♦r ◆✲❇❑✼ ✭✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡
t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ ✵✳✺♠♠✮✱ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s ✐s ✷✾ ❞❇ s♠❛❧❧❡r ✐♥
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t✳

▼❡❛s✉r✐♥❣ ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s

❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ✐s ❛❜♦✉t ✻✳✺ ♥s ❛♥❞
t❤✉s ❞✐st✐♥❝t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✸✵ ♥s ♦❢ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡s✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ✈❡r② s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✽ ❛ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s ❛s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡❝❛②
❝✉r✈❡s ✐s s❤♦✇♥ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱
t❤❡ s✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❤❛✈❡ ❛ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✶✽✵➦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡
❥✉st ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❢❡❡❞ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♣✉❧s❡s ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❣✐✈❡ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡
s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ r✐♥❣✲❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡❝❤♦ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ♣❧♦t
✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ r✐♥❣✲❞♦✇♥ ❛❢t❡r t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐s ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✮✳ ❚❤❡ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❛t ❛
s✐❣♥❛❧ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ✵✳✵✺❱ ✐s ♦♥❧② ✻✵ ♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢r❡❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❞❡❝❛②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡♦r② ♠❛✐♥❧② ♣r❡s❡♥t ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ♣✉❧s❡✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡r❡
✐s ❛❧✇❛②s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s✇✐t❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉✐tr② ❝r❡❛t❡ ♥♦
♣❡r❢❡❝t r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣✉❧❡s ✭❝♦♠♣❛r❡ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❛
❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❢t❡r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡ ❤❛s ♥♦
s❧♦♣❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡❝❤♦❡s ❛r❡ ❡✈❡♥ ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ r✐♥❣✲❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣✉❧s❡✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✱
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N-BK7, 10 mK

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❊❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ❛t ❛
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑✱ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥
♦❢ ✷✸✵ ♥s ❛♥❞ ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢
✷ ➭s✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞✳

❜✉t st✐❧❧ ♦✈❡r ❛ ❢❛❝t♦r ♦❢ ✷ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♥❞❡r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ♦♥ ◆✲❇❑✼ ✇✐t❤♦✉t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐✜❡r✳
❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✢❛t ❜❛s❡❧✐♥❡ t❤✐s s❡t✉♣ ✐s ✈❡r② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t s❤♦rt
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞
❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ✇❛s ✵✳✹➭s ❛t ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✸✵ ♥s ❛♥❞ ✵✳✸➭s ❛t ✽✵ ♥s✳
●✐✈❡♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ♦♥❧② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s
❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡❝❛② st✉❞✐❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥t ❝②❝❧❡s✳ ❚❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ❧❛r❣❡ ♣✉❧s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t ❢♦r t❤♦s❡ ❛t s♠❛❧❧ ♦♥❡s✳ ❚♦ ❛❧✐❣♥ ❜♦t❤
❝✉r✈❡s✱ ❝❡rt❛✐♥ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s
✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳✷✮✳

✼✳✸✳✷ ❉❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ❢✉❧✜❧❧s ❛❧❧
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡✱
t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♥♦t ❛❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞
❞❡s✐❣♥✱ ❞❡❝❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❞❡❝❛②
❝✉r✈❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇✐t❤ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✲
✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✾✸✳ ❚❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞
❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ t❤♦s❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ❛❣r❡❡ ✈❡r②
✇❡❧❧✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ s✉✐t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s✳

✸❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❢♦r ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐t ✇❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜t

❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✭st❡♣ ✸ ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✜t ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡r

♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❛s s❤✐❢t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❤♦✇❡❞ ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥

t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ❉❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐✲
t✉❞❡ ♦❢ ◆✲❇❑✼ ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ ✶✵✱
✷✺✱ ✹✵ ❛♥❞ ✼✵♠❑✳ ❚❤❡ ✜❧❧❡❞ s②♠❜♦❧s
✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t
r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ r❤♦♠❜✉s❡s
✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t②
r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❛t ✷✺✱ ✹✵ ❛♥❞ ✼✵♠❑
♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s✲
♦♥❛t♦r ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❇✉r✶✸❪✳

❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t ✈❡r② s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡
❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r② ♦♥ t❤❡
❣❧❛ss ◆✲❇❑✼ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤✐s ❝❧❡❛r❧② ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✼✮✳ ❆t
✷✺♠❑ ❛♥❞ ✹✵♠❑ t❤❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s❧②✳ ❆t ✹✵♠❑ ✐t ♦❝❝✉rs ❛t
s♠❛❧❧❡r ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✷✺♠❑ s✐♥❝❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s str♦♥❣❡r
❛t t❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ✼✵♠❑ t❤❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ ❛♣♣❡❛rs ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❛t ❡✈❡♥ s❤♦rt❡r
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s s✉❝❤ t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇✳
❆t ✶✵♠❑ ♥♦ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛t ❛❧❧✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❞❡❝❛② ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑ ❛♥♦t❤❡r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ ♥♦t
s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❚❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤✲
❛♥✐s♠ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ●❛✉ss✐❛♥✳
❇❛s❡❞ ♦♥ ❝✉rr❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s
✭❝♦♠♣❛r❡ ❬❋✐❝✶✸❪✮ ♦r ❜② ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✭❝♦♠♣❛r❡ t❤✐s
t❤❡s✐s✮✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ s❤♦rt❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ✐s
♠♦r❡ s✉✐t❡❞ ❢♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ s❤♦rt❡r ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❡♥✲
tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐s ❜r♦❛❞❡r✱ ✇❤✐❝❤
❝❛✉s❡s ❛ ❜❡tt❡r ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✉♥✲
♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ ◆✲❇❑✼ ✇✐t❤ ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t1 = 80 ♥s✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷▼❍③ ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✹✮✱ ❛♥ ♦s❝✐❧✲
❧❛t✐♥❣ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛t ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ s❡❡ ✜❣✉r❡
✼✳✶✵✳ ❚❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts
❛t ❧❛r❣❡r ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✇❛s ❛❜♦✉t
✷✺✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ ❡rr♦r ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✹✪✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧ ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵✪ ❛♥❞ t❤✉s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
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N-BK7, 10 mK

Pulse separation time τ12 [µs]

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ❉❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠✲
♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ◆✲❇❑✼ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r ❛t ❛ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✇❛s
t1 = 80♥s✳

❧❛r❣❡r✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜♦r♦♥ ❛t♦♠s ✐♥ ◆✲❇❑✼ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞
t♦ ❜❡ ❛❜♦✉t ✶✳✸▼❍③✳ ❚❤✉s t❤❡ ❜r♦❛❞❡r s♣❡❝tr❛❧ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s ❝❛♥✱
❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠✱ ❝❛✉s❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦r ❛t ❧❡❛st
❧❛r❣❡r ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ ◆✲❇❑✼ s✉❝❤ t❤❛t ❛
q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✵✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❢♦r ❛ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣
✐♥ ◆✲❇❑✼✳ ❚❤❡ ❞✐s❛♣♣❡❛r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❛t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
✶➭s ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❜r♦❛❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠♦r♣❤♦✉s str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t
♥❛t✉r❡s ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✱ ❛♥ ❛r✐s✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ s♠❡❛rs ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ❛♥❞
s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥❧② ❜❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛t ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✭❝♦♠♣❛r❡
✜❣✉r❡ ✻✳✷✷✮✳ ❚♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛
q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❡✈❡♥
r❡❞✉❝❡❞ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r
♣r♦✈❡ t❤❛t t❤✐s r❡s♦♥❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ■♥ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣✉❧s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ✵✳✹➭s ✇❡r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✸✵ ♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧♠♦st
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✭❝♦♠✲
♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✮✳ ❚❤✐s ❡♥❛❜❧❡❞ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛
♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✳
❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❞❡s✐❣♥s ✭✜❣✉r❡ ✼✳✹✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐✜❡r✱ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r s❤♦✇s t❤❡ ❜❡st ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts ✈❡r② ✢❛t ❜❛s❡❧✐♥❡✳
❋♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ s❛♠♣❧❡s✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡❞✱ ❛ ✬✢✐♣ ❝❤✐♣✬ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤✐♥❦❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡
r❡s♦♥❛t♦r ❞❡s✐❣♥ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛ s✉❜str❛t❡ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ♥♦t ♠✉❝❤ s✐❣♥❛❧ ✐♥ ❞✐❡❧❡❝✲
tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❛❢t❡r✇❛r❞s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r



✶✽✽ ✼✳ ▼✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s♦♥❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡

str✉❝t✉r❡ s✉❝❤ t❤❛t ❜♦t❤ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛r❡ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤r♦✉❣❤ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦
❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ❛❧♦♥❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❡❝❤♦ ❞❡❝❛② ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♦♥❡
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♦r❣❛♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❢✉rt❤❡r
r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❧✐t② ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❡❡❞ ❧✐♥❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ❡✐t❤❡r ❜② ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❣❛♣ ♦r ❜② ❛
♠♦❞✐✜❡❞ ❞❡s✐❣♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ✐♥❞✉❝t♦r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ r❡❛❝❤
s❤♦rt❡r ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❢r♦♠ t✇♦ ♣✉❧s❡s
✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ t2 = 2t1✱ t♦ ❛ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧❧② ❧♦♥❣ ♣✉❧s❡s
t1 = t2 ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s F0,2 = 2F0,1✳ ❇② t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡✈❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❧♦✇❡r❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❛❧t❡r❡❞ ♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❛❞❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝✐r❝✉✐tr②✳



✽✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ■♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦♥ ❣❧❛ss❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ❝❛rr②✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛ ❢✉rt❤❡r
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤✐s r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❛s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❣❧❛ss ❬▲✉❝✶✻❪✳
❲✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ t✇♦✲
♣✉❧s❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ✇❛s st✉❞✐❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t
❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❚✇❡❧✈❡ ❣❧❛ss❡s ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ s❡✈❡♥ ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞
✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ❝♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❧❛ss
t②♣❡s✱ ❢r♦♠ ♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡r ❣❧❛ss❡s t♦ ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ♦①✐❞❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♦①✐❞❡
❣❧❛ss❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ❜r♦❛❞ ✈❛r✐❡t② ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✐s♦t♦♣❡s
❝❛rr②✐♥❣ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts✱ ♠❛❦✲
✐♥❣ t❤❡♠ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳

❙❡✈❡r❛❧ ❣❧❛ss❡s ❡①❤✐❜✐t✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ❣❧❛ss✱ ❛♥ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛r② ❢❛st ❞❡❝❛②
♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t
✶✵♠❑✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss❡s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛t♦♠s ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ②✐❡❧❞s t❤❛t ❛❧❧ ❣❧❛ss❡s
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ❧❛r❣❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts s❤♦✇ ❛ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦♥ s❤♦rt t✐♠❡s❝❛❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧s♦ s❡✈❡r❛❧ s❛♠♣❧❡s
✇✐t❤ s♠❛❧❧ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② s♠❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❡①❤✐❜✐t ❛
❢❛st ❞❡❝❛②✳ ❆❧❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r ♣♦✐♥t t♦✇❛r❞s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r
t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳
❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✐s♦t♦♣❡ ✐♥ t❤❡
s♦❧✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❣❧❛ss❡s✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s
♠❛t❡r✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✱ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❡❧✉❞❡s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ♦❢ ❣❧❛ss❡s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ♣②t❤♦♥ ❜❛s❡❞ ❝♦❞❡ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ♥✉✲
❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞✳

❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s s❤♦✇s✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❛t t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
♠♦♠❡♥ts ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ♠♦st ❞♦♠✐♥❛♥t ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t❤❡ ❞❡❝❛② r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r ❛t
s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳

❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡
♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬▲✉❝✶✻❪✳ ❚❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝❛②s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛✲

✶✽✾



✶✾✵ ✽✳ ❙✉♠♠❛r② ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

t✐♦♥ t✐♠❡s t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
♣❤❛s❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❞❡str♦②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❆ ❝♦♥❝❡✐✈❛❜❧❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥♦♥✲r❡s♦♥❛♥t❧② ❡①❝✐t❡❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✱ s✐♠✐❧❛r t♦
s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ t✉♥✲
♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ❝♦♥✲
✜r♠s t❤❛t ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛✉s❡s ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥✲
st❛♥t✱ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✈✐❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✐s ✈❡r② ♣r♦❜❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✱ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ✐s ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ s❛♠♣❧❡s
t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✱ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠✉❧t✐❝♦♠♣♦♥❡♥t ❣❧❛ss ❍❨✲✶ s❤♦✇s ❛❧r❡❛❞②
❛t ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✷✸✵♠❚ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ r❛t❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✐♥ ❍❨✲✶ ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✳

❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛② ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞✳
❚❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r✱ ✉s❡❞ s♦ ❢❛r✱ ✐s ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ❞✉❡ t♦ ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t✱ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ❛❜♦✉t ✶✳✺➭s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
❛ ♥♦✈❡❧ r❡s♦♥❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❧❛♥❛r ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ r❡s✲
♦♥❛t♦rs✱ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s ❛t ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❊ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛r❡ r♦✉♥❞❡❞ ❝♦♥t♦✉rs✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤s ❛t t❤❡
❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐♥ t❤❡s❡ ❛r✲
❡❛s ❞✐st✉r❜ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐♥s✐❣❤t ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦rs ❢♦r
❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❡❝❤♦❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦t❤❡r ♠✐❝r♦❢❛❜r✐❝❛t❡❞ ❞❡s✐❣♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
❬❆✉❡✶✾✱ ❑ör✶✾✱ ❋r❡✷✶❪✳ ■♥ ✜rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧✉♠♣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t r❡s♦♥❛t♦r✱
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✵✳✹➭s ❛t ❛ ♣✉❧s❡ ❞✉✲
r❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✸✵ ♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐♠✐t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡
s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❜② ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ s❤❛♣❡ ❧✐❦❡ ❧❡✈❡❧✐♥❣✲♦✛ ♦❢
t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ◆✲❇❑✼ ❣❧❛ss✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ t❤❡♦r②✳

❚❤❡ ♥♦✈❡❧ r❡s♦♥❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡♥❛❜❧❡s ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛st ❞❡❝❛②
♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t s❤♦rt ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r✲
✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❛♠♣❧❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✱ t❤✐s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❣✐✈❡
✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ♦r❣❛♥✐❝ ❣❧❛ss ❢♦r♠❡rs ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛❧❧♦✇s ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛t♦♠s ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♦t❤❡rs ✇❤✐❝❤
❝❛rr② ❛ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ✭❡✳❣✳ ❜r♦♠✐♥❛t❡❞ ❛♥❞ ✉♥❜r♦♠✐♥❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧✮✳



✶✾✶

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ▼❍③✲r❛♥❣❡ ❛ ❝♦♠✲
♣❧❡t❡ ♠✐①✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❧❡✈❡❧s ✐s ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ✇✐t❤ s❤♦rt❡r ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮✳ ❍❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❞❡t❛✐❧❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡t❡❝t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥
❝❛♥ ❣✐✈❡ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✭s②♠♠❡tr✐❝ ♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝✮ ♠♦st
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❆ s✉✐t❛❜❧❡ s❛♠♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ B2O3✳
❚❤✐s s❛♠♣❧❡ s❤♦✇s ❛ ❢❛st ❞❡❝❛② ❛t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧②
♦♥❡ ❦✐♥❞ ♦❢ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❝❛rr②✐♥❣ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ s♣❧✐tt✐♥❣ ♦❢ ❛❜♦✉t
✶✳✸▼❍③✳
❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ◆◗❘ ❞❛t❛ ❢♦r ♠♦st s❛♠♣❧❡s ✐s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❜② ❛♥ ❝r♦ss ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❬❆✉❡✶✾✱ ❇❧✐✷✵✱ ❙ä✉✷✶❪✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜✐❛s ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❜✐❛s ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
s♣❧✐tt✐♥❣ ❛❣r❡❡✱ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✳ ■❢ ❛ str♦♥❣ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ✈✐❛ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✐s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥♣✉t ✐s ✈✐s✐❜❧❡
✐♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧② ❛❧❧♦✇ ❛ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ str♦♥❣
r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❋✐rst ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ◆✲❑❩❋❙✶✶✱ As2S3 ❛♥❞ P❱❈ s❤♦✇❡❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣
r❡s✉❧ts✳
❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts ❜❛s❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛r❡
t❤r❡❡✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ■♥ ♣❤♦♥♦♥ ❡❝❤♦
❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ T1 ✇❛s ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❬▲❡r✽✽❪✳ ❋♦r t❤♦s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❛t t❤❡
❢❛st ❞❡❝❛② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t✇♦✲♣✉❧s❡ ❡❝❤♦❡s ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥ts✱ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥✳





❆✳ ❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✶ ◆✉❝❧❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s

◆✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐s♦t♦♣❡s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❧✐st❡❞
✐♥ t❛❜❧❡ ❆✳✶✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ✐s ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤♦s❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬▲✉❝✶✻✱ ❆✉❡✶✾❪✳
❖t❤❡r ❢r✉✐t❢✉❧ s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❬❈❤✐✽✽❛✱ ❈❤✐✽✽❜✱ ❈❤✐✽✾❪✳

◆♦t ✐♥ ❡✈❡r② ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ■♥ t❤♦s❡ ❝❛s❡s t❤❡ ♠✐ss✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡q✉❛t✐♦♥
✹✳✼ ❛♥❞ ✹✳✽ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ η = 0✳ ■❢ I > 3/2 ♦♥❧② t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛♥❞ ❧♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❋♦r ∆m = 0, ±1✱ ❛❧❧ ♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡✳ ❋♦r η 6= 0 tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤ ∆m = ±2 ❜❡❝♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❤✐❝❤
❤❛✈❡ ❧❛r❣❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❬❙✉✐✵✻❪✳ ■♥ ❬❙✉✐✵✻❪ ❛r❡ s♦♠❡ ❞✐❛❣r❛♠s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ η ❢♦r I = 5/2, 7/2 ❛♥❞ 9/2✳

❙✐♥❝❡ t❤✐s t❛❜❧❡ ❣✐✈❡s ♦♥❧② ❛ r♦✉❣❤ ♦✈❡r✈✐❡✇ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
❝♦✉♣❧✐♥❣✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧✐st❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡✲
q✉❡♥❝✐❡s ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛r❡ ♥♦t ❣✐✈❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜♦t❤ ✈❛❧✉❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡✳ ❙t❛②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ η = 0 t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t eq✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧❛r❣❡r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t CQ ❛♥❞
t❤✉s t♦ ❤✐❣❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ■♥ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t❡r♠s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❜②
t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐❞s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❛t♦♠s
❛♣♣r♦❛❝❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❇② t❤✐s ♠♦✈❡♠❡♥t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t t❤❛t ❛♥ ❛t♦♠
✇✐t❤ ❛ q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❡①♣❡r✐❡♥❝❡s ✐♥❝r❡❛s❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❣r❛❞✐❡♥t ✐s
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛t♦♠s ❛♥❞ ✐ts ❜✐♥❞✐♥❣✳ ❆ t❤❡♦r② tr❡❛t✐♥❣ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝r②st❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❬❇❛②✺✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s❤✐❢t ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ■♥ ❬❘✉❜✼✹❪ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡
75As r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ As2S3 ✐s ❣✐✈❡♥✳ ■t ❝❤❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✻✾✳✽▼❍③ ❛t
✸✵✵❑ t♦ ✼✵✳✸✽ ❛t ✹✳✷❑✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s✱ t❤❛t t❤♦s❡ s❤✐❢ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❛t♦♠s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣❧❛ss✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞
str✉❝t✉r❡ ✐s ❛❧s♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✶✾✸
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◆✉❝❧❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐s♦t♦♣❡s

◆❛t✉r❛❧ ●②r♦♠❛❣✳ ◗✉❛❞r✉♣✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❚r❛♥s✐t✐♦♥
■s♦t♦♣❡ ❛❜✉♥❞✳ ❙♣✐♥a r❛t✐♦ ♠♦♠❡♥ta ❝♦♥st❛♥t η ❢r❡q✉❡♥❝②✴✐❡s ▼❛t❡r✐❛❧

❬✪❪ ■ γgy ❬▼❍③✴❚❪ Q ❬❜❛r♥❪ CQ ❬▼❍③❪ νQ ❬▼❍③❪
2H ✵✳✵✶✺b ✶ ✻✳✺✹b ✵✳✵✵✷✽✻ ✵✳✷✶✵∗ ✵✳✶c ✵✳✶✺✽c ❖✲2H ✐♥ ●❧②❝❡r♦❧ ✭s♦❧✐❞✮

✵✳✶✻✺∗ < 0.02c ✵✳✶✷✹c ❈✲2H ✐♥ ●❧②❝❡r♦❧ ✭s♦❧✐❞✮
10B ✶✾✳✻b ✸ ✹✳✺✽b ✵✳✵✽✹✺ ✷✳✺✾✹f ✵✳✺✶✺f ✵✳✺✺ ✲ ✶✳✸✼f CaO · B2O3 ✭♣♦❧②❝r②st✳✮

✺✳✺✶e ✵✳✶✷e ✵✳✷✶ ✲ ✶✳✸✽e B2O3 ❣❧❛ss
11B ✽✵✳✹b 3/2 ✶✸✳✻✻b ✵✳✵✹✵✺✾ ✵✳✸✵✵d ✵d ✵✳✶✺∗ BO4 ✐♥ P②r❡① ✭❣❧❛ss✮

✷✳✷ ✲ ✷✳✻✺d ✵✳✷ ✲ ✵✳✽d ✶✳✶ ✲ ✶✳✸✸∗ BO3 ✐♥ P②r❡① ✭❣❧❛ss✮
✷✳✻✹e ✵✳✶✷e ✶✳✸✷e B2O3 ❣❧❛ss

14N ✾✾✳✻b ✶ ✸✳✵✽b ✵✳✵✷✵✹✹ ✸✳✽✾g ✵✳✷✼g ✵✳✺✹ ✲ ✸✳✷✻g ▼❡t❛✢✉♦r ❛♥✐❧✐♥❡
17O ✵✳✵✹✽b 5/2 ✺✳✼✼e ✲✵✳✵✷✺✻ ✷✳✸✺ ✲ ✺✳✵h ✵✳✶ ✲ ✵✳✺✺h ✵✳✸✺ ✲ ✶✳✺∗ ❆❧❦❛❧✐ ❞✐s✐❧✐❝❛t❡ ❣❧❛ss❡s
23Na ✶✵✵b 3/2 ✶✶✳✷✻b ✵✳✶✵✹ ✶✳✼✾ ✲ ✸✳✸i ✵✳✶ ✲ ✶i ✵✳✾ ✲ ✶✳✻✺∗ ❞✐✛✳ ❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ❣❧❛ss❡s
27Al ✶✵✵b 5/2 ✶✶✳✵✾b ✵✳✶✹✻✻ ✸✳✺ ✲ ✹✳✺d ♥✴❛ ✵✳✺✸ ✲ ✶✳✸✺∗ P②r❡① ✭❣❧❛ss✮
33S ✵✳✼✺e 3/2 ✸✳✷✼e ✲✵✳✵✻✼✽ ✲ ✲ ✲ ✲
35Cl ✼✺✳✺b 3/2 ✹✳✶✼b ✲✵✳✵✽✶✼ ✻✺∗ ♥✴❛ ✸✷✳✺j ♣♦✇❞❡r② P❱❈
37Cl ✷✹✳✺b 3/2 ✸✳✹✼b ✲✵✳✵✻✹✹ ✺✶✳✷∗ ♥✴❛ ✷✺✳✻j ♣♦✇❞❡r② P❱❈
39K ✾✸✳✷✻e 3/2 ✶✳✾✾e ✵✳✵✺✽✺ ✵✳✵✷✽ ✲ ✵✳✾✼✽k ✵ ✲ ✶k ✵✳✵✺✻ ✲ ✵✳✾✼✽k ❞✐✛✳ 39❑✲s❛❧ts ✭❝r②st✳✮
40K ✵✳✵✶e ✹ ✷✳✹✼e ✵✳✵✼✸ ✲ ✲ ✲ ✲
41K ✻✳✼✸e 3/2 ✶✳✵✾e ✵✳✵✼✶✶ ✶✳✽✹∗ ♥✴❛ ✵✳✾✷✷p s❛❧t
67Zn ✹✳✶e 5/2 ✷✳✻✻e ✵✳✶✺ ✲ ✲ ✲ ✲
75As ✶✵✵b 3/2 ✼✳✷✾b ✵✳✸✶✹ ✶✶✹ ✲ ✶✶✼l,� ✵✳✶✺ ✲ ✵✳✹✷l,� ✼✵✳✼✺l ❛♠♦r♣❤♦✉s As2S3
79Br ✺✵✳✺b 3/2 ✶✵✳✻✼b ✵✳✸✶✸ ✺✵✽ ✲ ✻✵✹∗ ♥✴❛ ✷✺✹ ✲ ✸✵✷m ❞✐✛✳ ♦r❣❛♥✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞s

✻✶✼ ✲ ✻✹✶n ✵✳✶ ✲ ✵✳✶✻n ✸✵✾ ✲ ✸✷✷n ❞✐✛✳ ❈✲❇r· · ·◆ ❜✐♥❞✐♥❣s
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◆
✉❝❧❡❛r

♣r♦♣❡rt✐❡s
✶✾✺

◆✉❝❧❡❛r ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐s♦t♦♣❡s ✲ ❝♦♥t✐♥✉❡❞

◆❛t✉r❛❧ ●②r♦♠❛❣✳ ◗✉❛❞r✉♣✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❚r❛♥s✐t✐♦♥
■s♦t♦♣❡ ❛❜✉♥❞✳ ❙♣✐♥a r❛t✐♦ ♠♦♠❡♥ta ❝♦♥st❛♥t η ❢r❡q✉❡♥❝②✴✐❡s ▼❛t❡r✐❛❧

❬✪❪ ■ γgy ❬▼❍③✴❚❪ Q ❬❜❛r♥❪ CQ ❬▼❍③❪ ν ❬▼❍③❪
81Br ✹✾✳✺b 3/2 ✶✶✳✺✵b ✵✳✷✻✷ ✺✶✺ ✲ ✺✸✺n ✵✳✶ ✲ ✵✳✶✻n ✷✺✽ ✲ ✷✻✾n ❞✐✛✳ ❈✲❇r· · ·◆ ❜✐♥❞✐♥❣s
91Zr ✶✶✳✷✷e 5/2 ✸✳✾✼e ✲✵✳✶✼✻ ✷✵✳✹✼r ♥✴❛ ✸✳✵✼ ✲ ✻✳✶✹∗ ZrSiO4 ❝r②st❛❧
93Nb ✶✵✵e 9/2 ✶✵✳✹✶e ✲✵✳✸✷ ≈✼✼✳✺t ≈✵✳✸✻t ✺✳✼ ✲ ✶✷✳✽t ◆✐♦❜✐✉♠ ♣❡♥t❛❝❤❧♦r✐❞❡
121Sb ✺✼✳✸e 5/2 ✶✵✳✶✾e ✲✵✳✺✹✸ ✲ ✲ ✲ ✲
123Sb ✹✷✳✼e 7/2 ✺✳✺✷e ✲✵✳✻✾✷ ✲ ✲ ✲ ✲
135Ba ✻✳✺✾e 3/2 ✹✳✷✸e ✵✳✶✻✵ ✶✼✳✶∗ ♥✴❛ ✽✳✺✺q BaCl2O6 · H2O
137Ba ✶✶✳✷✸e 3/2 ✹✳✼✸e ✵✳✷✹✺ ✼ ✲ ✷✺✳✹o ✵ ✲ ✵✳✺o ✸✳✺ ✲ ✶✷✳✼∗ ❞✐✛✳ ❝r②st❛❧s
165Ho ✶✵✵e 7/2 ✽✳✼✸e ✸✳✺✽ ✼✸✻✳✹q ✵q ✺✷✳✻ ✲ ✶✺✼✳✽q HoO4V
181Ta ✾✾✳✾✾e 7/2 ✺✳✵✾e ✸✳✶✼ ✷✻✻s ✵✳✵✺s ✶✾✳✷ ✲ ✺✻✳✾s LiTaO3

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ❚❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜❧❡ ✐s♦t♦♣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❉❛t❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ a ❬❙t♦✶✸❪✱ b ❬❙✉✐✵✻❪✱
c ❬❙❝❤✾✷❪✱ d ❬Pr❛✵✻❪✱ e ❬❈❤✐✽✽❛❪✱ f ❬❇r❛✾✾❪✱ g ❬❇r❛✵✹❛❪✱ h ❬▼❛❡✾✻❪✱ i ❬❳✉❡✾✸❪✱ j ❬❑✐♠✼✼❪✱ k ❬❇❛s✾✶❪✱ l ❬❘✉❜✼✹❪✱ m ❬▲✉❞✺✻❪✱ n ❬❱✐♦✶✽❪✱ o ❬❍❛♠✶✵❪✱
p ❬❈❤✐✽✽❜❪✱ q ❬❈❤✐✽✾❪✱ r ❬❇❛s✾✵❪✱ s ❬❩❤✉✼✽❪✱ t ❬❖❦✉✽✹❪✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ � ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r②st❛❧✳
❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ♦r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ∗ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ η = 0✳ ■❢ ✈❛r✐♦✉s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡
✭❡✳❣✳ I > 3/2✮ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦✇❡st ❛♥❞ ❤✐❣❤❡st ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳ ❋♦r ∆m = 0, ±1 ❛❧❧ ♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡s❡✳



✶✾✻ ❆✳ ❆♣♣❡♥❞✐①

◆✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐s♦t♦♣❡s

◆❛t✉r❛❧ ▼❛❣♥❡t✐❝ ◆❛t✉r❛❧ ▼❛❣♥❡t✐❝
■s♦t♦♣❡ ❛❜✉♥❞✳ ❙♣✐♥ ♠♦♠❡♥t ■s♦t♦♣❡ ❛❜✉♥❞✳ ❙♣✐♥ ♠♦♠❡♥t

❬✪❪ ■ ❬µN❪ ❬✪❪ ■ ❬µN❪
1H ✾✾✳✾✾ 1/2 ✷✳✼✾✸ 39K ✾✸✳✷✻ 3/2 ✵✳✸✾✶
2H ✵✳✵✶ 1 ✵✳✽✺✼ 40K ✵✳✵✶ 4 ✶✳✷✾✽
10B ✽✵✳✶ 3/2 ✷✳✻✽✾ 41K ✻✳✼✸ 3/2 ✶✳✹✺✽
11B ✶✾✳✾ 3 ✶✳✽✵✶ 67Zn ✹✳✶ 5/2 ✵✳✽✼✺
13C ✶✳✵✼ 1/2 ✵✳✼✵✷ 75As ✶✵✵ 3/2 ✶✳✹✸✾
14N ✾✾✳✻✸ 1 ✵✳✹✵✹ 79Br ✺✵✳✻✾ 3/2 ✷✳✶✵✻
15N ✵✳✸✼ 1/2 ✵✳✷✽✸ 81Br ✹✾✳✸✶ 3/2 ✷✳✷✼✶
17O ✵✳✵✹ 5/2 ✶✳✽✾✹ 91Zr ✶✶✳✷✷ 5/2 ✶✳✸✵✹
19F ✶✵✵ 1/2 ✷✳✻✷✾ 93Nb ✶✵✵ 9/2 ✻✳✶✼✶
23Na ✶✵✵ 3/2 ✷✳✷✶✽ 121Sb ✺✼✳✷✶ 5/2 ✸✳✸✻✸
27Al ✶✵✵ 5/2 ✸✳✻✹✷ 123Sb ✹✷✳✼✾ 7/2 ✷✳✺✺
29Si ✹✳✼ 1/2 ✵✳✺✺✺ 135Ba ✻✳✺✾ 3/2 ✵✳✽✸✽
33S ✵✳✼✻ 3/2 ✵✳✻✹✹ 137Ba ✶✶✳✷✸ 3/2 ✵✳✾✸✼
35Cl ✼✺✳✼✽ 3/2 ✵✳✽✷✷ 165Ho ✶✵✵ 7/2 ✹✳✶✼✸
37Cl ✷✹✳✷✷ 3/2 ✵✳✻✽✹ 181Ta ✾✾✳✾✾ 7/2 ✷✳✸✼✶

❚❛❜❧❡ ❆✳✷✿ ❚❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ st❛❜❧❡ ✐s♦t♦♣❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♥✉❝❧❡❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r
t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❆❧❧ ❞❛t❛ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❲❡❜❪✳

❆✳✷ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❧♦ts ❢♦r s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ s❤♦✇s t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣ ♦❢ ❣❧②❝❡r♦❧✲❞✺✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✼✳ ❚❤❡ q✉❛❞r✉♣♦❧❡
s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ✶✷✹✳✺ ❦❍③ ❛♥❞ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ΘT = 16➦ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❇❛③✵✽❪✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧②
♦♥❡ ♥✉❝❧❡❛r ♠♦♠❡♥t ♣❡r t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❛❦❡♥ t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ✜✈❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✽✳
❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r
♠✉❧t✐♣❧❡t ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐t❤ I = 1✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r s❡tt✐♥❣s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❜❡❛t✐♥❣✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦✇♥ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❡❛❝❤✳
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Simul. quadrupole model

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❜❡❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❢♦r ●❧②❝❡r♦❧✲❞✺✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥
✹✳✹✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧t ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡
✇✐t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ✐♥
❬❇❛③✵✽❪✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧❡✈❡❧s ♦❢
t❤❡ ✉♣♣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡t ♦❢ ❛ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ♥✉❝❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t
✇✐t❤ I = 1✳

❆✳✸ ❙♦❢t✇❛r❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡

❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡♠♦t❡ ❝♦♥tr♦❧❧❛❜❧❡ ❞❡✈✐❝❡s ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ▲❛❜✲
❱■❊❲✶✸ ❛♥❞ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬❙❝❤✶✻❛❪✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡s❡ r♦✉t✐♥❡s
✇❡r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♥❡❡❞s✳
❇❡❢♦r❡ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ st❛rts ❛❧❧ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ t❤❛t t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❣❡♥❡r❛t♦r ✐s s❡t t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s✲
♦♥❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②③❡r✳ ❚❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝② s✐❣♥❛❧ ✐s s❡t t♦ ✶✸ ❞❇♠✳ ❚❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s t1 ❛♥❞ t2 ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣✉❧s❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ τ12 ❛r❡ s❡♥t t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s r❛♠♣❡❞ ✉♣
t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡r❡❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦✐❧ ✐s ✈❛r✐❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧ st❡♣s ✇✐t❤
s♠❛❧❧ ❜r❡❛❦s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❤❡❛t ❜② ❡❞❞② ❝✉rr❡♥ts ❛♥❞ t♦ ❣✐✈❡
t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t✐♠❡ t♦ t❤❡r♠❛❧✐③❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❆❉✲❝❛r❞ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ t✐♠❡ ✇✐♥❞♦✇ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡
❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦✳
❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❆❉✲❝❛r❞✳ ■t st❛rts t❤❡ r❡❝♦r❞✲
✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ s❡♥❞s ❛ tr✐❣❣❡r ✐♠♣✉❧s❡ t♦ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❚❤❡ t✇♦ s✇✐t❝❤❡s
❛r❡ ♦♣❡♥❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♠❛♥♥❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡♥
t❤❡ ♣✉❧s❡s ♣❛ss t❤❡ ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ❛tt❡♥✉❛t♦r✱ ✇❤❡r❡ t❤❡✐r ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ✐s r❡❞✉❝❡❞ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❆❢t❡r ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t♦r ✐♥ t❤❡
❝r②♦st❛t t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣

✶✸◆❛t✐♦♥❛❧ ■♥str✉♠❡♥ts✱ ✶✶✺✵✵ ◆✳ ▼♦♣❛❝ ❊①♣✇②✱ ❆✉st✐♥✱ ❚❳ ✼✽✼✺✾✲✸✺✵✹✱ ❯❙❆
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Two-pulse sequence

Echo sequence

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ❙❤❛♣❡ ♦❢ ❛ t②♣❝✐❛❧ ❡❝❤♦ s❡✲
q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r
✺✵✵✵ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
◆✲❇❑✼ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑✳ ❚❤❡
✉s❡❞ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ t1 = 230 ns ❛♥❞
t2 = 460 ns ❛t ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢
τ12 = 2 s✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝t✉❛❧
t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t t❤❡
♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✳

♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ❛❧s♦ ❝♦✉♣❧❡❞ ♦✉t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣✉❧s❡s t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣✲♦✉t ❧♦♦♣✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ❜r❛♥❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡
s❡q✉❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❝❤♦✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡
❧♦✇ ❛♥❞ t❤❡ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞
❜② ♠✐①✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛❞❥✉st❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❡♥✈❡❧♦♣❡s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r
❛♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② r❡❝♦r❞❡❞ ❜② t❤❡ ❆❉✲❝❛r❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ tr✐❣❣❡rs ❛♥♦t❤❡r t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✉s t❤❡
r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss ◆✲❇❑✼ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
❆✳✸✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣✉❧s❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ✐s
❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ r❡❞✳ ❚❤❡ ♦✛s❡t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✸❱ ✐s
❝❛✉s❡❞✱ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs✱ ❜② t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡rs ✐♥ t❤❡ r❡❛❞♦✉t ❜r❛♥❝❤✳ ■♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤✐s ♦✛s❡t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ s✉❜tr❛❝t❡❞ ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✮✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✸ t❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ ✐s s❤✐❢t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♦✛s❡t ❢♦r ❝❧❛r✐t②✳ ❚❤❡
♠❛①✐♠❛❧ s✐❣♥❛❧ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣✉❧s❡s ✐♥ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s s❡t ❜② t❤❡ ❆❉✲❝❛r❞✳
■♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✸✱ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ±0.5❱✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱
t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ❧❡❛❞s ✉s✉❛❧❧② t♦ ❛ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❡rs ✐♥
t❤❡ r❡❛❞♦✉t ❜r❛♥❝❤ ❛t ❛ ✈♦❧t❛❣❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✷❱✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✜❣✉r❡ ❆✳✸ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
r❡❝♦r❞❡❞ ❡♥✈❡❧♦♣❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣✉❧s❡s ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜r♦❛❞❡r
t❤❛♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✐s ♠♦st❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
r✐♥❣✲❞♦✇♥ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ❜✉t ❛❧s♦ ❜② ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❡t✉♣ ❛♥❞
✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲str❛✐❣❤t ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♣✉❧s❡s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜②
s✐♠✐❧❛r ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦♠♣✉t❡r✱ ♠❡♥t✐♦♥❡❞
❛❜♦✈❡✱ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡
✜♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛ ♠♦r❡ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s r♦✉✲
t✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ ♠❛♥② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛t
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✿ ❙✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❛s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡
✭s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧❛❝❦✱ ❧❡❢t ②✲❛①✐s✮ ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
✭s❤♦✇♥ ✐♥ r❡❞✱ r✐❣❤t ②✲❛①✐s✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❛ ❞❡❝❛②
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ◆✲❇❑✼ ❛t ❛
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✵♠❑✳

♦♥❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r❡❞❡✲
✜♥❡❞ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❢♦r t❤❡ ❡❝❤♦ s✐❣♥❛❧✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦
s✐❣♥❛❧ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❢❛r ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♣✉❧s❡s
❛♥❞ t❤❡ ❡❝❤♦ ✭❢♦r t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✸✱ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ✇✐♥❞♦✇ ✐s ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡ ♦❢ ✶✺➭s ❛♥❞ ✷✵➭s✮✳ ❯♥t✐❧ t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ s✐❣♥❛❧
t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ♦r ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s r❡❛❝❤❡❞ ♠♦r❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡s
❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♥❡❡❞❡❞
❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❞❛t❛ q✉❛❧✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ s❛✈❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t✐♠❡✳ ❲✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✲
✐♥❣ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s
❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ❛ s✉✐t❛❜❧❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦
✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✹ t❤✐s ✐s ❡①❡♠♣❧❛r✐❧② s❤♦✇♥ ❢♦r ❛♥ ❡❝❤♦ ❞❡❝❛② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦♥ t❤❡ ❣❧❛ss ◆✲❇❑✼✳ ■♥ ❜❧❛❝❦ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐s s❤♦✇♥ ❛♥❞ ✐♥
r❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✐s s❡t t♦ ✺✵✵✵✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ t♦ ✶✵✵✵✵✵ ❛♥❞
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ t♦ ✼✳ ❆t s♠❛❧❧ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡❛❝❤ ❛ ❣♦♦❞ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦✳ ❲✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❞r♦♣s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts st❛②s ❝♦♥st❛♥t✳ ❆t ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✸✵➭s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✼✳
❚❤✉s ❢✉rt❤❡r ✺✵✵✵ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡r ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s✐❣♥❛❧
t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ✶✵✵✵✵✵ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t
τ12 = 60 ➭s✳ ❋r♦♠ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ❞r♦♣s✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ♥♦ ❛r❜✐tr❛r② ♥✉♠❜❡r✱ ❜✉t ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡❛❝❤❛❜❧❡
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❡t✉♣ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✮✳ ❚❤❡ st❡♣ ✐♥ t❤❡
s✐❣♥❛❧ t♦ ♥♦✐s❡ r❛t✐♦ ✐♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✹ ❛t ❛ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ✷✵➭s ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛
❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✮✳

❆❢t❡r t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡❤✐♥❞ ❡✈❡r② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞ ♦❢



✷✵✵ ❆✳ ❆♣♣❡♥❞✐①

♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝②❝❧❡ ❛r❡ s❤♦rt❧② s✉♠♠❛r✐③❡❞✳

✶✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝②

❆❢t❡r t❤❡ ❝r②♦st❛t ✐s ❝♦♦❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤❛s t❤❡r✲
♠❛❧✐③❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉rs✱ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ♠❡❛s✉r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❛❧②③❡r✳

✷✳ ❆❞❥✉st ♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡r

❚❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧✱ ✉s❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ❡❝❤♦ s❡q✉❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ♠✐①❡r✱ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡r✳ ❚❤✐s ❝❛♥
❡✐t❤❡r ❜❡ ❞♦♥❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ♦r ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ ✐t ❜② ❡②❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s
♠❛①✐♠❛❧✳ ❋♦r t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❜✐tr❛r② ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦♦ ❧❛r❣❡
t♦ ♣r❡✈❡♥t ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❞✐st✉r❜ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲♣✉❧s❡ s❡q✉❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t♦♦ ❤✐❣❤ s✐♥❝❡ t❤✐s
❝❛♥ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝ts✳ ❆ r❛t❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵ ✶✴s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ❣♦♦❞ ✈❛❧✉❡✳ ■❢
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝②❝❧❡✱
❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞✉❡ t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❤❛♥❣❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ❤❛s
t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❛❣❛✐♥✳

✸✳ ❆❞❥✉st ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
❲✐t❤ t❤❡ ✉s❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s❡t✉♣ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ π✴✷ ❛♥❞ t❤❡ π ♣✉❧s❡ ✐s
♥♦t ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✳ ❚❤✉s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✭❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✵✮ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t2 = 2t1✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s ❛❧s♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡s ✉s✉❛❧❧② ❛ ✜①❡❞ ♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ t❤❡ ✜❡❧❞
str❡♥❣t❤ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ♣✉❧s❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ F 3

0 ✳

✹✳ ❘❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡

❆❢t❡r t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♣✉❧s❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❡❧❞ str❡♥❣t❤✮ ❛r❡
❢♦✉♥❞✱ ✐t ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❛s t♦♦ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧❡❞ t♦ ✉♥✐♥t❡♥❞❡❞ ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝ts t❤❛t
✐♥✢✉❡♥❝❡❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡ ❢r♦♠ s♠❛❧❧ t♦ ❧❛r❣❡ r❛t❡s✳ ❆ ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t
❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✳ ■❢ ❛ ❤❡❛t✐♥❣ ❡✛❡❝t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t t❤❡
s❛♠❡ r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ♣❤❛s❡ s❤✐❢t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t♦r✱ t❤❡s❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r r❡♣❡t✐t✐♦♥ r❛t❡✳

✺✳ ❚❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥

❆s ❧❛st st❡♣✱ ❛❢t❡r ❛❧❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐t ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ✇❤❡t❤❡r



❆✳✹✳ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✷✵✶

t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚♦ ❝❤❡❝❦ t❤✐s ❝✐r❝✉♠✲
st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝r②♦st❛t t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ❛t s❡✈❡r❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡r❡❜② ❧❡❛❞s t♦
❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦ ❛❞❛♣t ❛❢✲
t❡r ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❞♦ ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t❤❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦✛s❡t t♦ t❤❡ ❝r②♦st❛t✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡①✐sts✳ ❇✉t ✐❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s❤♦✇s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s t❤❡ ❝r②♦st❛t✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛ t❤❡r♠♦♠❡t❡r ❤❛s t♦ ❜❡ ♠♦✉♥t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡
s❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ♠♦st ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣s✳
❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ✈✐❛ t❤❡ r❡s♦✲
♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛t♦r✳ ❆ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✉s ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡
r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ✐s ✉♥s✉✐t❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥st❛♥t ✐s ❢♦r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❛❜♦✉t
✶●❍③ ❛♥❞ ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ ❛ ♣❧❛t❡❛✉ r❡❣✐♦♥ ✭❝♦♠♣❛r❡ ✜❣✉r❡ ❆✳✺✮ s✉❝❤
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❚❤✉s ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ✉s❡❞ ❛s ✐♥❞✐❝❛t♦r
❢♦r t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳

✻✳ ▼❡❛s✉r❡ ❞❡❝❛② ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

❆❢t❡r ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞✱ t❤❡ ❞❡❝❛②
♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳

❆✳✹ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧

■♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✺ ❛♥❞ ❆✳✻ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ✶✴fres✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦ss tan(δ) ✭❜❡✐♥❣ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ✶✴Q✮ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ s❡❡ ❬▲✉❝✶✻❪✳ ❋♦r t❤❡ t♦♣✐❝s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❛❜♦✉t ✶●❍③
✐s r❡❧❡✈❛♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝✉r✈❡ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♣❧❛t❡❛✉ r❡❣✐♦♥ ❛t ✈❡r② ❧♦✇
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤✉s ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s t❤❡r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡
r❡s♦♥❛♥❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ❆✳✸ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ t❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡
r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦ss tan(δ) s❤♦✇s ❛ ♣❧❛t❡❛✉ ❛s ✇❡❧❧✳ ❚❤❡ r❡❡♥tr❛♥t ❝❛✈✐t② r❡s♦♥❛t♦r ❤❛s
❛ ❤✐❣❤ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧♦ss ❛♥❞ ✐s t❤✉s ♥♦t s✉✐t❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ❧♦ss✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✺✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✶❍③
❛♥❞ ✶●❍③✳ P❧♦t t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬▲✉❝✶✻❪✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✻✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
tan(δ) ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
❜❡t✇❡❡♥ ✶❍③ ❛♥❞ ✶●❍③✳ P❧♦t t❛❦❡♥ ❢r♦♠
❬▲✉❝✶✻❪✳

❆✳✺ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❧♦ts ❢♦r ❝❤❛♣t❡r ✻

❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡

■♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✼ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②∆
t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛r❛♠❡t❡r q = ∆/E

❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s τ12✳ ❋♦r t❤✐s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤❡
✐♥t❡❣r❛❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼✶ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ q✳ ❚❤❡ s❤♦✇♥ ♣❧♦t
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✼✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr② ♣❛✲
r❛♠❡t❡r q = ∆0/E t♦ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛♥❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳



❆✳✺✳ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣❧♦ts ❢♦r ❝❤❛♣t❡r ✻ ✷✵✸

✐s t❤❡ s❡♠✐✲❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✺✳ ■♥ t❤✐s ♣❧♦t t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲
♣❤♦♥♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❜❡tt❡r✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡ t♦✇❛r❞s s♠❛❧❧❡r q
s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❛s②♠♠❡tr② ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡
♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ ♣r♦❝❡ss ❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❡❛✉ r❡❣✐♦♥✳

❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥

■♥ ✜❣✉r❡ ❆✳✽ t❤❡ ❡❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ❛♥❞ ❇❑✼ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✵✵♠❑✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t
t❤❡ ❞❡❝❛② ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛❝❝✉r❛❝② ❡q✉❛❧✳ ❚❤✐s
✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ❡q✉❛❧ str❡♥❣t❤ ♦❢ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s t♦ ♣❤♦♥♦♥s ❛♥❞ t❤❡ str❛✐♥ ✜❡❧❞✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✽✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r ❇❑✼
❛♥❞ ❙✉♣r❛s✐❧ ■✳ ❚❤❡ ❝✉r✈❡ ♦❢ ❇❑✼ ✇❛s
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✾✻♠❑✱ t❤❡
♦♥❡ ♦❢ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ❛t ✶✵✵♠❑✳ ❋♦r ❜❡tt❡r
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡ ❞❡❝❛② ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❉❛t❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬❊♥s✾✻❜❪✳

❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ T1Phonon ❛♥❞ TspecDiff ❢♦r ❙✉♣r❛s✐❧ ■

❋✐❣✉r❡ ❆✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❞❛t❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❙✉♣r❛s✐❧ ■ ❛t ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✸♠❑ ❛♥❞
❛ ❝✉r✈❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♥❡✲♣❤♦♥♦♥ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt t✐♠❡
❧✐♠✐t ✭❝♦♠♣❛r❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼✶✮✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡✿ T1 = T1Phonon =

125 ➭s ❛♥❞ TspecDiff = 31.6 ➭s✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r T2 ≈ TspecDiff ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❊♥s✾✻❜❪✳
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Suprasil I, 13 mK

One-phonon & spec. diffusion

❋✐❣✉r❡ ❆✳✾✿ ❊❝❤♦ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r
❙✉♣r❛s✐❧ ■✳ ❚❤❡ r❡❞ ❝✉r✈❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✼✶✳ ❉❛t❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠
❬❊♥s✾✻❜❪✳
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t✉r❡ ♦❢ ❛ ▼❡t❛❧✲❙✉♣♣♦rt❡❞ ❱✐tr❡♦✉s ❚❤✐♥ ❙✐❧✐❝❛ ❋✐❧♠✱ ❆♥❣❡✇✳ ❈❤❡♠✳ ■♥t✳

❊❞✳✱ ✺✶✱ ✹✵✹✕✹✵✼✱ ✷✵✶✷✳

❬▲✐s✶✺❪ ❏✳ ▲✐s❡♥❢❡❧❞✱ ●✳ ❏✳ ●r❛❜♦✈s❦✐❥✱ ❈✳ ▼ü❧❧❡r✱ ❏✳ ❍✳ ❈♦❧❡✱ ●✳ ❲❡✐ss✱ ❛♥❞ ❆✳ ❱✳
❯st✐♥♦✈✱ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥t t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠s ✐♥
❛♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧✱ ◆❛t✳ ❈♦♠♠✉♥✱ ✻✭✻✶✽✷✮✱ ✷✵✶✺✳

❬▲✐s✶✾❪ ❏✳ ▲✐s❡♥❢❡❧❞✱ ❆✳ ❇✐❧♠❡s✱ ❆✳ ▼❡❣r❛♥t✱ ❘✳ ❇❛r❡♥❞s✱ ❑✳ ❏✳✱ P✳ ❑❧✐♠♦✈✱ ●✳ ❲❡✐ss✱
❏✳ ▼✳ ▼❛rt✐♥✐s✱ ❛♥❞ ❆✳ ❱✳ ❯st✐♥♦✈✱ ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧
❞❡❢❡❝ts ✐♥ tr❛♥s♠♦♥ q✉❜✐ts✱ ♥♣❥ ◗✉❛♥t✉♠ ■♥❢✳✱ ✺✭✶✵✺✮✱ ✷✵✶✾✳

❬▲ös✺✼❪ ❆✳ ▲ös❝❤❡✱ ❑❡r♥✐♥❞✉❦t✐♦♥✱ ❉❡✉ts❝❤❡r ❱❡r❧❛❣ ❞❡r ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥✱ ✭❇❡r❧✐♥✮✱
✶✾✺✼✳

❬▲♦✇✶✾❪ ❆✳ ▲♦✇❛❝❦✱ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡s ❚❤❡r♠❛❧✐s❛t✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❜r♦♠✐❡rt❡♠
❇✐s♣❤❡♥♦❧✲❆✲❉✐❣❧②❝✐❞❡t❤❡r ❜❡✐ t✐❡❢❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥✱ ❇❛❝❤❡❧♦r✬s t❤❡s✐s✱ ❍❡✐✲
❞❡❧❜❡r❣ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✶✾✳

❬▲✉❝✶✻❪ ❆✳ ▲✉❝❦✱ ◆✉❝❧❡❛r s♣✐♥ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ t✉♥♥❡❧✐♥❣ s②st❡♠s
✐♥ ❣❧❛ss❡s✱ ❉♦❝t♦r❛❧ t❤❡s✐s✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✶✻✳



✷✶✷ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬▲✉❞✺✻❪ ●✳ ❲✳ ▲✉❞✇✐❣✱ ❙♦♠❡ ❇r♦♠✐♥❡✱ ■♦❞✐♥❡✱ ❛♥❞ ■♥❞✐✉♠ ◆✉❝❧❡❛r ◗✉❛❞r✉♣♦❧❡
■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❋r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❏✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳✱ ✷✺✭✶✺✾✮✱ ✶✺✾✕✶✼✶✱ ✶✾✺✻✳

❬▲✉❞✵✵❪ ❙✳ ▲✉❞✇✐❣✱ ❈✳ ❊♥ss✱ ❛♥❞ ❙✳ ❍✉♥❦❧✐♥❣❡r✱ ❉❡❝❛② ♦❢ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❡❝❤♦❡s ✐♥
❛♠♦r♣❤♦✉s ❇2❖3 ❛t ✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ P❤②s✐❝❛ ❇✱ ✷✽✹✲✷✽✽✱ ✶✶✸✾✕
✶✶✹✵✱ ✷✵✵✵✳

❬▲✉❞✵✷❪ ❙✳ ▲✉❞✇✐❣✱ ❈✳ ❊♥ss✱ P✳ ❙tr❡❤❧♦✇✱ ❛♥❞ ❙✳ ❍✉♥❦❧✐♥❣❡r✱ ❉✐r❡❝t ❈♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢
▼❛❣♥❡t✐❝ ❋✐❡❧❞s t♦ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ ❙②st❡♠s ✐♥ ●❧❛ss❡s✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✽✽✭✼✮✱
✵✼✺✺✵✶✱ ✷✵✵✷✳

❬▲✉❞✵✸❪ ❙✳ ▲✉❞✇✐❣✱ P✳ ◆❛❣❡❧✱ ❙✳ ❍✉♥❦❧✐♥❣❡r✱ ❛♥❞ ❈✳ ❊♥ss✱ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❋✐❡❧❞ ❉❡♣❡♥❞❡♥t
❈♦❤❡r❡♥t P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❊❝❤♦❡s ✐♥ ●❧❛ss❡s✱ ❏✳ ▲♦✇ ❚❡♠♣✳ P❤②s✳✱ ✶✸✶✭✶✴✷✮✱
✽✾✕✶✶✶✱ ✷✵✵✸✳

❬▼❛❡✾✻❪ ❍✳ ▼❛❡❦❛✇❛✱ P✳ ❋❧♦r✐❛♥✱ ❉✳ ▼❛ss✐♦t✱ ❍✳ ❑✐②♦♥♦✱ ❛♥❞ ▼✳ ◆❛❦❛♠✉r❛✱ ❊✛❡❝t
♦❢ ❆❧❦❛❧✐ ▼❡t❛❧ ❖①✐❞❡ ♦♥ 17❖ ◆▼❘ P❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❙✐✲❖✲❙✐ ❆♥❣❧❡s ♦❢ ❆❧❦❛❧✐
▼❡t❛❧ ❉✐s✐❧✐❝❛t❡ ●❧❛ss❡s✱ ❏✳ P❤②s✳ ❈❤❡♠✳✱ ✶✵✵✭✶✸✮✱ ✺✺✷✺✕✺✺✸✷✱ ✶✾✾✻✳

❬▼❛r✵✺❪ ❏✳ ▼✳ ▼❛rt✐♥✐s✱ ❑✳ ❇✳ ❈♦♦♣❡r✱ ❘✳ ▼❝❉❡r♠♦tt✱ ▼✳ ❙t❡✛❡♥✱ ▼✳ ❆♥s♠❛♥♥✱
❑✳ ❉✳ ❖s❜♦r♥✱ ❑✳ ❈✐❝❛❦✱ ❙✳ ❖❤✱ ❉✳ P✳ P❛♣♣❛s✱ ❘✳ ❲✳ ❙✐♠♠♦♥❞s✱ ❛♥❞ ❈✳ ❈✳
❨✉✱ ❉❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❏♦s❡♣❤s♦♥ ◗✉❜✐ts ❢r♦♠ ❉✐❡❧❡❝tr✐❝ ▲♦ss✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳

▲❡tt✳✱ ✾✺✱ ✷✶✵✺✵✸✱ ✷✵✵✺✳

❬▼ü❧✶✾❪ ❆✳ ▼ü❧❧❡r✱ ❉✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❛♥ ❛♠♦r♣❤❡♠ ❆rs❡♥tr✐s✉❧✜❞ ✐♥ ❡✐♥❡♠
s✉♣r❛❧❡✐t❡♥❞❡♥ ❍♦❝❤❢r❡q✉❡♥③r❡s♦♥❛t♦r ③✇✐s❝❤❡♥ ✶✵♠❑ ✉♥❞ ✽❑✱ ❇❛❝❤❡❧♦r✬s
t❤❡s✐s✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✶✾✳

❬▼ü♥✶✾❪ ▲✳ ▼ü♥❝❤✱ ❉✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❛♥ ❛♠♦r♣❤❡♠ ❆rs❡♥tr✐s✉❧✜❞ ③✇✐s❝❤❡♥
✶✵♠❑ ✉♥❞ ✶✵❑ ✐♠ ▼❍③✲❇❡r❡✐❝❤✱ ❇❛❝❤❡❧♦r✬s t❤❡s✐s✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱
✷✵✶✾✳

❬◆❛❣✵✹❪ P✳ ◆❛❣❡❧✱ ❆✳ ❋❧❡✐s❝❤♠❛♥♥✱ ❙✳ ❍✉♥❦❧✐♥❣❡r✱ ❛♥❞ ❈✳ ❊♥ss✱ ◆♦✈❡❧ ■s♦t♦♣❡ ❊✛❡❝ts
❖❜s❡r✈❡❞ ✐♥ P♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❊❝❤♦ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ●❧❛ss❡s✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱
✾✷✭✷✹✮✱ ✷✹✺✺✶✶✱ ✷✵✵✹✳

❬◆❡✐✶✺❪ ▼✳ ▼✳ ◆❡✐❝③❡r✱ ❉✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ P❡r♠✐tt✐✈✐tät ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ▲❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t
✈♦♥ ❍❨✲✶ ●❧❛s ③✇✐s❝❤❡♥ ✽✵❑ ✉♥❞ ✸✺✵❑✱ ❇❛❝❤❡❧♦r✬s t❤❡s✐s✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣
❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✷✵✶✺✳

❬❖❦✉✽✹❪ ◆✳ ❖❦✉❜♦ ❛♥❞ ❨✳ ❆❜❡✱ 93◆❜ ❛♥❞ 35❈❧ ♥✉❝❧❡❛r q✉❛❞r✉♣♦❧❡ r❡s♦♥❛♥❝❡ ✐♥
t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♥✐♦❜✐✉♠ ♣❡♥t❛❝❤❧♦r✐❞❡✱ P❤②s✳ ▲❡tt✳ ❆✱
✶✵✻❆✭✾✮✱ ✹✸✺✕✹✹✵✱ ✶✾✽✹✳

❬P❛r✵✹❪ ❉✳ P❛rs❤✐♥✱ ❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❊❧❡❝tr✐❝✲❉✐♣♦❧❡ ❊❝❤♦ ✐♥ ●❧❛ss❡s ✐♥ ❛ ▼❛❣✲
♥❡t✐❝ ❋✐❡❧❞✱ ❏✳ ▲♦✇ ❚❡♠♣✳ P❤②s✳✱ ✶✸✼✱ ✷✸✸✕✷✺✵✱ ✷✵✵✹✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✷✶✸

❬P❡♥✾✺❪ ❋✳ ❈✳ P❡♥♥✐♥❣✱ ▼✳ ▼✳ ▼❛✐♦r✱ P✳ ❙tr❡❤❧♦✇✱ ❙✳ ❆✳ ❏✳ ❲✐❡❣❡rs✱ ❍✳ ✈✳ ❑❡♠♣❡♥✱
❛♥❞ ❏✳ ❈✳ ▼❛❛♥✱ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛♣❛❝✐t❛♥❝❡ t❤❡r♠♦♠❡t❡rs ❛t
✈❡r② ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ P❤②s✐❝❛ ❇✱ ✷✶✶✱ ✸✻✸✕✸✻✺✱ ✶✾✾✺✳

❬P❤✐✼✷❪ ❲✳ ❆✳ P❤✐❧❧✐♣s✱ ❚✉♥♥❡❧✐♥❣ st❛t❡s ✐♥ ❛♠♦r♣❤♦✉s s♦❧✐❞s✱ ❏✳ ▲♦✇ ❚❡♠♣✳ P❤②s✳✱
✼✭✸✲✹✮✱ ✸✺✶✕✸✻✵✱ ✶✾✼✷✳

❬P❤✐✽✶❪ ❲✳ ❆✳ P❤✐❧❧✐♣s ✭❊❞✳✮✱ ❆♠♦r♣❤♦✉s ❙♦❧✐❞s✱ ◆✉♠❜❡r ✷✹ ✐♥ ❚♦♣✐❝s ✐♥ ❈✉rr❡♥t
P❤②s✐❝s✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✭❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✮✱ ✶✾✽✶✳

❬P✐❝✼✹❪ ▲✳ P✐❝❤é✱ ❘✳ ▼❛②♥❛r❞✱ ❙✳ ❍✉♥❦❧✐♥❣❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❏ä❝❦❧❡✱ ❆♥♦♠❛❧♦✉s ❙♦✉♥❞
❱❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❱✐tr❡♦✉s ❙✐❧✐❝❛ ❛t ❱❡r② ▲♦✇ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱
✸✷✭✷✺✮✱ ✶✹✷✻✕✶✹✷✾✱ ✶✾✼✹✳

❬P♦❜✵✼❪ ❋✳ P♦❜❡❧❧✱ ▼❛tt❡r ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s ❛t ▲♦✇ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✭❇❡r❧✐♥✱
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