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Modellierung dreidimensionalerStrahlungsfelderim fr ihen Universum

Die vorliegendeArbeit befaltsichmit derModellierungvon dreidimensionaleStrahlungsfelderim
GaswlkenausdemfrithenUniversumwobeiinsbesonderder EinfluR unterschiedlicheYerteilun-
gender Dichte und der Geschwindigkit im Zentrumder Untersuchungtehen SolcheGaswlken
stellenhoch-roterschoben®bjektedar, fiir die in denmeistenFallen nur der Lya Ubegangdes
Wasserstdhtomsvom erstenangergten Niveauzum Grundzustandals einzigeprominenteEmis-
sionslinieim Spektrumbeobachtewird. Da manannimmt,da3dieseWasserstdivolken Vorlaufer
heutigerGalaxiensind, ist die BehandlunglesLya Linientransportg$ir dasVerstindnisvon Entste-
hungund Entwicklungder Galaxienim friihenUniversumvon groRerBedeutungDasbeobachtete
Profil dieserLinie erlaubtRickschlissesonvohl auf die Komplexitat der raumlichenVerteilungund
die KinematikdesinterstellarerGaseslsauchaufdie NaturderPhotonenquelleZur Untersuchung
dieserKonfigurationenwurde ein Code entwiclkelt, der die dreidimensionalefrequenzab&ngige
Strahlungstransportgleichurfdr beliebige nicht-relatiistisch bewegte Medien 16st. Die numeri-
scheBehandlungeiner solchenpartiellenIntegro-Differentialgleichungstellt eine auRerordentlich
anspruchswlle Aufgabedar, dadie Strahlungsintensit von 6 Variablenabhangt,namlich von den
3 Orts-und 2 Richtungswariablensowie von der FrequenzZu ihrer Losungwurdenhochgradigef-
fizienteVerfahrenimplementiertdie die Simulationderobenbeschriebenekomplexen Strahlungs-
transportproblemenit hinreichendeiGenauiglkit erlaubenso daRein quantitatver Vergleich mit
Beobachtungsdatemoglich wird. Wegender GroReder resultierendersleichungssystemeurden
Parallelisierungsund Gitterverfeinerungsstraggen angevandt.

Modelling threedimensionalradiation fieldsin the early universe

The presentvork aimsat the modellingof three-dimensionatadiationfieldsin gascloudsfrom the
early universe,in particularasto the influenceof varying distributions of densityandvelocity. In
obsenationsof high-redshiftgasclouds,theLya transitionfrom thefirst excited enegy level to the
groundstateof the hydrogenatomis usuallyfoundto bethe only prominentemissionline in theen-
tire spectrumlt is awell-known assumptiorthathigh-redshiftechydrogencloudsarethe precursors
of present-dayalaxies.Thus,the investication of the Lya line is of paramounimportancefor the
theoryof galaxyformationandevolution. TheobsenedLya line — or rather to be precisejts profile
— revealsboththe compleity of the spatialdistribution andof the kinematicsof theinterstellargas,
andalsothe natureof the photonsource.ln this thesiswe have developeda codewhich is capable
of solvingthethree-dimensiondtequeng-dependentadiative transferequatiorfor arbitrarily non-
relatvistically moving media.The numericaltreatmentf the associategbartial integro-differential
equationis an extremely challengingtask, sinceradiationintensity dependn 6 variables,name-
ly 3 spacevariables,2 variablesdescribingthe directionof photonpropagtion, andthe frequeng.
With the goal of a quantitatve comparisorwith obserationaldatain mind, the implementatiorof
very efficient methoddor a suficiently accuratesolutionof the complex radiative transferproblems
turnedout to be a necessityThe size of the resultinglinear systemof equationamakesthe useof
parallelizationtechniquesindgrid refinemenstratgiesindispensable.
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Einleitung 1

1 Einleitung

1.1 BedeutungdesmehrdimensionalenStrahlungstransports fur die
Astrophysik

Im Jahrel905gelangSchuste(Schustefd905)erstmalgdie Herleitungeinerallge-
meinenGleichungdie denTransportvon Strahlungdurchein Mediumbeschreibt
unddabeiAbsorptionsundEmissionsdektebetticksichtigtAls ,,Strahlungstrans-
portgleichung*hatdieseGleichungseitdemeinezentraleBedeutundir die quan-
titative InterpretatiorkosmischeObjekte.Bis in die sechzigedahrehineinwurde
dieseGleichungim wesentlichemmit Hilfe von analytischerLdsungererforscht
(Chandrasekhat960; Kourganof 1963).Erstdurchdenauf3erordentlichefort-
schrittin der Leistungshhigkeit elektronischeRechenanlageim denletztenJah-
rengevanndie numerischéBehandlunglesProblemsanBedeutungBis zumheu-
tigen Tag wurden eine ganze Reihe von numerischerVerfahrenentwiclkelt, die
die eindimensional&trahlungstransportgleichuh@sen(Mihalas1978; Kalkofen
1987),so dalRbereitseine Vielzahl detaillierternumerischetJntersuchungesta-
tischerSystemen spharisch-symmetrischeoderplan-parallelerKonfigurationen
vorliegen.Viele dieserCodesverwendereinfacheTechnilen wie die sogenannte
. Accelerated.ambdalteration“ (ALI; fuir eineUbersichtsieheHubney 1989)und
die,,Completelinearization“(CL; Auer & Mihalas1969).Die Beschankungauf
eindimensional&onfigurationerengtjedochdie Wahl der mdglichenastroplysi-
kalischenAnwendungerbetiachtlichein.

Die Beobachtungstechnik der Astronomieist — nachVerbesserunder Sen-
sitivitat in den80er Jahren- gegenwartig vor allem durch eine au3erordentliche
Erhdhungder raumlichenAuflosunggekennzeichnetnebender Plazierungvon
Teleslopenim Weltraumfihrt vor allem die neueGeneratioroptischerGrol3tele-
skope mit rechnegesteuerteraktiven optischenrKomponenterzu einerextremen
VerbesserungnsbesonderdurchdenEinsatzvon Interferometern(SUSI, GI2T,
demrachstVLTI undin absehbareZukunftALMA) kdnnenin zunehmenderiva-
Re Himmelsobjekteraumlich aufgebst werden(siehedazuauchin Robertson&
Tango1994).Dabeistellt sichherausdaliderenGeometrieoft viel komplexer ist,
als man bisherglaubte,und es wurde deutlich, dal Modellierungennicht mehr
ausreichenwelchedie mehrdimensional&trukturund die internenBewegungen
dieserGebietevernachéssigenDiesbelggenz.B. Himmelsaufnahmewon Akkre-
tionsscheiberkollidierendenGalaxien,altenNovae,jungenGalaxienoder Stern-
entstehungsgebietedje mit dem Hubble-Space-@lescopedem ISO Satelliten
oderdem,,New TechnologyTelescope”der ESO gemachtwurden.Insbesonde-
re Beobachtungewmon Sternentstehungsgebietelensogenannten, YoungStellar
Objects”(YSO), wie etwa bipolareReflexionsnebe(z.B. Lenzen1987),bipolaren
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Materieausstimungen(sieheBachiller 1996)und Materiescheibefiz.B. McCau-
ghrean% O’Dell 1996)zeigenzurachsteineAxialsymmetrie Selbstdie Vorganger
dieserYSOs,sternloseadichte Wolkenkerne,erscheinerals lang gestrecktestruk-

turenim Millimeter-Wellenlangenbereicfsiehez.B. Myersetal. 1991).Viele Pla-

netarischeNebel sind ebenélls von bipolarer Struktur mit dem Egg-Nebelals

einender spektakurstenVertreter GenaueréBeobachtungemit hohererraum-
licher Auflosungzeigen,daf3z.B. zirkumstellareMaterie oderauchMolekil- und

diffuse,neutraleWasserstdivolken,sog.HI-Wolken,einesehrinhomogendich-

teverteilungund somit eine auBerskomplexe Struktur aufweisen(Colombet al.

1980; Rosen& Bregman1995; Macchettoet al. 1994; Capettiet al. 1995a,b,c).
Weiterhingehtausvielen Beobachtungeklar henor, da3 Streuprozessberick-

sichtigtwerdenmiissen.

DasProfil einerEmissionslinievird unteranderendurchdie komplexenWin-
kel-undFrequenzkpplungerdervollstandigerwWiedenerteilung,aberauchdurch
makroslopische Geschwindigkitsfelderbestimmt.Die dreidimensionaleéStrah-
lungstransportgleichunigt bei Berlicksichtigungvon Streuungund Dopplerefekt
einepartielle Integro-Differentialgleichungir die invarianteStrahlungsintensit
7 =1I(x,9,v,t) (siecheMihalas& Weibel-Mihalas1984),die von Ort X, Richtung
9, Frequenz undZeitt abhangt:

10 Y 0Z

—(k+0)T+0 / / RIdS'dv +KB. (1)
Rt &

In dieseGleichunggehendie folgendenGrof3enein:

$ : Einheitssphareim R3

9 : Einheitswinlelin &, derdie Ausbreitungsrichtunger
Strahlungcharakterisiert

Lichtgeschwindigkit

vvvv0|co

Geschwindigkitsfeldin Einheitenvon ¢

K =K(X,V Absorptionskefizient
0 =0o(X,V Streuloeffizient
R=R(V,9;v,d Wiedenerteilungsfunktion
B=B(T(x),v Planckfunktion

—
X

Temperaturfeld
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Gl. 1 wird Ublicherweiseunterder Bedingunggelost, daf3die von auRenauf den
Randfallendelntensitit vorgegebenist.

1.2 Methoden zur Losungder mehrdimensionalenStrahlungstrans-
portgleichung

Die Modellierungkomplexer astronomischeKonfigurationerohnevereinfachen-
de Annahmenwie sprarischeSymmetrieoder plan-paralleleNaherung erfordert
die LosungderzweidimensionalerhaufigauchderdreidimensionaleStrahlungs-
transportgleichund:ur die numerischdehandlunglesmehrdimensionale8trah-
lungstransportbegenseitdemEndeder80-erJahresinegrof3eZahlvon Verdffent-
lichungenvor, wobei die verwendeterMethodengrob in 3 Kategorieneingeteilt
werdenkonnen:Monte-Carlo-MethoderDiskrete-Ordinaten-Methodamd Win-
kel-Momenten-MethoderMonte-Carlo-Codesind aul3erstflexibel, da sich das
Konzeptder Verfolgung von Photonenpadtenim Prinzip auf beliebig komple-
xe mehrdimensional&onfigurationeranwenderlafit, wie z.B. beim UV Konti-
nuumstransportSpaansl996), beim optischenund infraroten Kontinuumstrans-
port (Wolf et al. 1999), beim Molekillinientransport(Hogerheijde1998; Juwe-
la 1998; Park & Hong 1998) und bei der ComptonstreuungPozdniakv et al.
1979; Haardt& Maraschil991). Fir Problememit geringerbis mittlerer opti-
scherDicke korvemiert dasMonte-CarloVerfahrensehrschnell.Im Fall groRRer
optischerTiefen wird die Methodejedoch extrem zeitaufwandig, da der Fehler
der Losungnur sehrlangsamabnimmt.Ist N die Zahl der simulierten Photo-
nen, so ist der Fehlerim schlechtesterfrall proportionalzu N~%/2, Allerdings
gibt es Moglichkeiten, das Verfahrenso zu verbesserndald Fehler proportional
N~ erzielt werdenkdnnen(siehe Haber 1970). Firr optischdicke Medien laRt
sichdie Diffusionsraherungnachenfir die die Winkel-Momenten-Methodesehr
gut geeignetsind (sieheYorke et al. 1993; Sonnhalteret al. 1995; Murray et al.
1994). In optischdinnenMedien versagendiese Methoden,da hier die Diffu-
sionsr@aherungnicht mehr giltig ist. Bei der Diskrete-Odinaten-Methodewird
nebendem Ortsraumauch die Ausbreitungsrichtungler Photonendiskretisiert,
wobei der Ordinatenraummoglichst aquidistantaufgeteiltwerdensollte. Fur die
raumlicheDiskretisierung,d.h. die Diskretisierungdes Transportoperatorsyer
denFinite-Differenzen-MethodendergeeigneterCharakteristikrverfahren,wie
die Methodeder kurzenoder langenCharakteristikn, auf strukturiertenGittern
verwendet(sieheauch Stenholmet al. 1991; Dullemond & Turolla 2000). Die
Strukturdesresultierendemumerischerschemasst sehreinfachundfiir homoge-
ne Medienund glatte Datenohnegrof3enSpeicheraufand zu realisieren.Jedoch
eignensich dieseMethodennicht fur den Fall komplexer Geometrienjn denen
kleine Strukturenmit steilen Gradientender Koeffizientenoder der spezifischen
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Intensitit aufgebst werdenmiissen.Die Erzeugungadaptver, d.h. ldsungsange-
palterGitter ist sehrschwierig,wennnicht sogar unmdglich. Als Alternative eig-
nensichFinite-Elemente-MethodeffrEM) sehrgut. Sieverwenderunstrukturier
te Gitter, um die obenbeschriebenekomplexen Geometrienzu approximieren.
Turek (1993) konzipierteeine FEM-Upwind Diskretisierungauf vorverfeinerten
Gittern.Kanscha(1996)stabilisiertdie FE-Diskretisierungnittels Stromliniendif-
fusion, wobeiadaptv verfeinerteund somit problemangepalRi@itter auf der Ba-
siseinesa posterioriFehlerindikatorerzeugtwerden.Trotz ihrer offensichtlichen
VorteilefindenFEM aufgrunddesdeutlichgrof3ererAufwandsbei derProgramm-
entwicklungbei AstronomerbisherkaumAnwendungenDie Diskretisierungder
mehrdimensionale®trahlungstransportgleichurighrt zu einemsehrgrof3enli-
nearenGleichungssystendasnicht mehrdirekt gelbstwerdenkann.Die Losung
erfolgt dahertuiblicherweisedurch ein iteratives Verfahren(siehez.B. Hacklusch
1993).Im astronomischekmfeld wird haufig— in Verbindungmit der Diskrete-
Ordinaten-Methode die sogenanntéA-Iteration” zur Losungdesresultierenden
linearenGleichungssystemgerwendet(siehez.B. Collison & Fix 1991; Efsta-
thiou & Rowan-Robinsor1991).Jedochtretenauchbei der A-lterationwie beim
Monte-Carlo-\érfahrenin optischdicken, streuendemMedienKonvergenzproble-
me auf. Eine der bekanntestetethoden verbessert&ornvergenzratereu erhal-
ten, ist die “Accelerated_ambdalteration” (ALI, siehez.B. Scharmerl981;Ry-
bicki & Hummer1991;Hubney 1989).In der Numerik wird die ALI als Defekt-
korrektunerfahrenmit beinaheBlock-Jacobi-\érkonditionierungbezeichnetsie-
he z.B. Varga 2000). Ein ersterSchrittin Richtungbessere&Korvergenzraterfir
den Probleméll einesstreuendengptischdicken Mediums, ist die Verwendung
einervollstandigenJacobi-\rkonditionierung(sieheTurek 1993).Da der Trans-
portoperatorexplizit invertiertwird, korvergiert dasvorkonditionierteDefektkor-
rektunerfahrenfir transportdominiert€roblemesehrschnell Bei Ausnutzungler
Dreiecksmatrixstruktuder Upwind-DiskretisierundTurek 1993)ist die Inversion
desTransportoperatorsatsachlich extrem giinstig und la3t sich auf eine Vektor
Matrix-Multiplikation zuruckfuhren.Bei der Verwendungder Stromliniendifusi-
onsmethodéKanschatl996)wird jedocheineexaktelnversiondesTransportope-
rators nicht durchgefihrt, da dadurchder Losungsprozeférheblichverlangsamt
wilrde (sieheErgebnissevon Fihrer 1993). Kanschat(1996) verwendeteine an-
gerahertenversionmittelseinesMulti-Grid oderGaul3-SeideSchrittes Die Kon-
vergenzratadesGaul3-SeideVerfahrengeagierthochgradigempfindlichauf eine
ZunahmederKonditionszahbeslinearenGleichungssystem®fieseZunahmeer-
gibt sichausdersukzessienVerfeinerunglesOrtsgittersLeiderversagemlie vor-
konditioniertenDefektkorrektunerfahren- wie auchandere-ixpunktiterationen-
im interessantefall der Streudominanzga die Konditionszahder Iterationsma-
trix zu groBwird. Als Alternative schiagt Turek (1993) eine andereKlassevon
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Losernfur daslineareGleichungssystemor: die Krylovraum-MethodenHierbei

handeltes sich um VariantendesKonjugierte-Gradienten-érfahreng(sieheSaad
2000). DieseKlasseiterativer Loserist hinsichtlich der Eigenwerterteilungdes
Problemswesentlichbessegeeignetals die Fixpunkt-Methodemmit Vorkonditio-

nierung(sieheauchKanschatl996).Urspringlichwurdedie Methodeder konju-

giertenGradienterfur positv definite(symmetrischelProblemeentwickelt. Turek

(1993)und Kanschat(1996) zeigen,dalRsich fur nicht symmetrischesStrahlungs-
transportproblemeie bi-CGSTAB Methodevon van der Vorst (1992) bewahrt.

Der Fehlerwird bedeutendschnellerreduziert,als esbei einer Fixpunktiteration
derFall ist. Allerdings zeigtdasbi-CGSTAB Verfahrenein auRersunregelmafi-

gesKonvergenz\erhalten.

1.3 Ziel dieserArbeit

Das Ziel dieserArbeit ist die UntersuchungdreidimensionaleStrahlungsfelder
fur ein Spektrallinientransportproblein bevegtenMedien,vorzugsweiséur den
Einsatzbei frihenGalaxien.Dies erfordertdie EntwicklungeinesCodes derdie
frequenzabéingigeStrahlungstransportgleichuiit) — zurAchstfiir einestatiorare
Konfiguration— |ost. Die numerischeéBehandlungdiesesProblemsist eineaul3er
ordentlichanspruchswelle Aufgabe,da die Strahlungsintensit von 6 Variablen
abhangt: 3 Orts- und 2 Richtungswariablen,savie der Frequenz.Dabei miissen
hochgradigeffiziente Verfahrenimplementiertwerden,die die Simulationkom-
plexer Strahlungstransportproblenmeit hinreichenderGenauigleit erlauben,so
dafRein quantitatver Vergleich mit Beobachtungsdatemoglich wird. Komplexe
Strahlungstransportprobleneggebensich beispielsweiseywennsteile Gradienten
in derLosungundin denKoefiizientender Strahlungstransportgleichuridy) auf-
tretenoderwenndie Auflosungkleiner Strukturenim Ortsraumerforderlichist.
Die GrofRederresultierendesleichungssystemmachtdabeidie Anwendungvon
Parallelisierungund geeignetetitterverfeinerungsstraggen unerf3lich.

Ein Algorithmuszur Losungder monochromatische8trahlungstransportglei-
chungfir mehrdimensional&onfigurationerwurdebereitsvon G. Kanschaf(sie-
he Kanschatl996) am Institut fiir AngewandteMathematikder Universiit Hei-
delbeg entwiclelt. Der monochromatisch€ode seinerArbeit wurde Ulbernom-
men. Nebender Weiterentwicklungdes Codesist es ein erklartesZiel der vor-
liegendenrArbeit, dasProgrammauf astronomisch&onfigurationeranzuwenden.
Dies geschiehtzurachstfir ein astronomische®bjekt, dasaus Aufnahmendes
Hubble-Space-@lescopeinesinterstellarerNebelsentnommerwurde.Durchdie
Simulation der aufgenommenemBilder sollen die optischenEigenschafterund
moglichstdie dreidimensionalé&eometriederoptischdiinnenunddicken Gebiete
desNebelsermitteltwerden NebenderhochaufdsenderSimulation,besonderan



6 Einleitung

Abbildung1: Die Bilder der linken Spaltezeigendrei farbkodierte Aufnahmerdes
Hubble-Space-@lescopesonverschiedeneny SOsdie voneinemder Zentrlster
ne desOrionnebelsbeleutitet werden. Die rechte Seitestellt zumVergleich die
3D SimulationdesStrahlungsfeld®inesangestrahltenYSOdar, jedot ausunter
schiedlichenBlickrichtungen.

denRandernder Inhomogeniaten,war es dazuwichtig, die Ergebnissegeeignet
zu veranschaulicherso daf3ein unmittelbareVergleich mit denastronomischen
Beobachtungerrmiglicht wird. So zeigt beispielsweisein Uberblick iiber die
Trapez-Rgionim ZentrumdesOrionnebelier helle SterneundeineFille soge-
nannter,, YoungStellarObjects“(sieheBally etal. 1998).,,YoungStellarObjects"”
(YSOs)sindSternan einemsehrfriihenEntwicklungsstadiuntSiesindhaufigein-
gehillt mit ResterndesMaterials,ausdemsie sich gebildethaben Die drei hoch-
aufgebstenFalscharbenbilder(linke Spalteder Abb. 1), durcheineKombination
von Aufnahmendes Hubble-Space-@lescopeerzeugt,stellen solche YSOs dar,
die durcheinender hellenZentralsternalesOrionnebelseleuchtewverden.Die
dreidimensional&imulationeinesangestrahltetY SO in einemstreuendeMedi-
um (rechteSpalteder Abb. 1) liefert vergleichbareBilder. Die berechneteBilder
zeigenein Objekt (eine optischdicke, spharischsymmetrischdnhomogeniat in
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einemansonsterhomogenenpptisch dunnenMedium), jedoch aus verschiede-
nen Blickrichtungen.Es ist deutlich zu erkennen,dafl’ der komplexe Intensitts-
verlaufam Randder simuliertenY SO selbstbei dreidimensionalefRechnungen
scharfaufgebstwird. Damit ist esmoglich, die kometetahnlicheStrukturzu er-
zeugendie auseinemhellen Kopf und einemdunklen Schattenschweibesteht,
wobei der Schweifvom enegiereichenZentralsterrdes Orionnebelsveggerich-
tetist. Auch derscheibernrmige Schatterauf einemder Photosergibt sichin der
Simulation. Es sei betont,daf3 hier ,,nur* ein sehreinfachesModell desmono-
chromatischerstrahlungstransportis einemstreuendeninhomogenerMedium
verwendetwurde.lonisationsfronterund Sternwindmodellesind in diesenRech-
nungennicht beriicksichtigt.DiesesAnwendungsbeispielerdeutlichtjedoch,dal’
dermonochromatisch€odetatsachlichin derLageist, kleine Strukturerund stei-
le Gradienterder Koeffizientender monochromatischeBtrahlungstransportglei-
chungauchin drei Raumdimensionesehrgutaufzubsen.

Die vorliegendeArbeit hat sich zum Ziel gesetztdenKanschat-Codeu er-
weitern,sodal3frequenzablingigeStrahlungstransportproblemat komplexeren
Streumodellerund beliebigenmakroslopischenGeschwindigkitsfeldernberech-
netwerdenkdnnen.Die Starkendesmonochromatische@odeswie z.B. Paralle-
lisierungund adaptive Gitterverfeinerungsollendabeiauchin seinererweiterten
Formim frequenzab#ngigenAlgorithmuszum Tragenkommen EinenUberblick
Uberdie einzelnenErweiterungsschritteesphysikalischeModells liefert die Ta-
belle 1. Die von KanschatsimuliertenAnwendungsille sind hellgrauunterlegt,
wahrenddie in dieserArbeit vorgenommeneirweiterungerdunkelgraumarkiert
sind. Die Eintrageauf denweif3enFeldernverweisenauf zukiinftige Modellent-
wicklungen.

Die behandelterferweiterungenassersichwie folgt charakterisieren(l) Die
Erweiterungaufdaskoharente anisotropestreumodelivurdezurachstausschliel3-
lich zu Demonstrationszweek durchgeiihrt. Eswurdenkeineastroplysikalisch-
enAnwendungersimuliert. (2) Fur die vollstandigeWiedenerteilungwerdendie
klassischeralle von Hummer(sieheHummer1962)verwendetDieseFalle de-
finiereneineVereinfaichungderWiedenerteilungsfunktiorR(x',8'; x,9) in Gl. (1)
undliefern haufigeinesehrguteNaherungllgemeineretreumodellenit wesent-
lich komplexerenWiedenerteilungsfunktionenyelchez.B.in Bommier(1997a,b)
diskutiertwerden.(3) NebenstatischerMedienkdnnennunauchMedienmit be-
liebigennicht-relatvistischenGeschwindigkitsfelderrbiszuetwa 10% derLicht-
geschwindigkit c behandeliverden.Haufigist der Zustandder Materie bekannt,
sodalRdie Temperatu;, Druck- und Geschwindigkitserteilungensowie die che-
mischeZusammensetzundgesMediumsvorgegebensind. Unterder Annahmeei-
neslokalenthermodynamische@leichgevichts (LTE) konnendanndiein Gl. (1)
eingehendeAbsorptions- Streu-und Emissionskefizientenunablangigvon der
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Geometrie | Streuung | Bewegung Thermodyn. | Zeit

1D

plan- keine keine LTE stationar
parallel

1D . kohéarent,

spharisch- sotro

symmetrisch .

2D schne NLTE,

euklidisch (v/c > 10%) | viele Niveaus

3D
euklidisch

allgemeine
Verteilung

partielle
3D Wiederver-
riemannsch | teilung,

isotrop
partielle

Wiederver-
teilung,
anisotrop

Tabelle 1: Eine Modellhierarchie des astrophysikalisben Strahlungstansports.
LTE stehtfirr lokalesthermodynamidtesGleichgewicht und NLTE fur denFall,

daRkein LTE vorliegt. Fir eine Erklarung der unterschiedlichen Graustufender
Kastenin der TabellesieheText.

spezifischemntensititZ berechnetwverden DiesevereinfichteKopplungzwischen
Materie und Strahlungsfeldjilt auchfiir die sogenannt&wei-Niveau-Naherung
einesAtoms ohne LTE, den Fall des,,Non-Local ThermodynamicEgilibrium”
(NLTE). In andererFallenwerdendie KoeffizientendurchdasStrahlungsfelde-
einflut,sodalBNLTE unterBericksichtigungvieler Niveausvorliegt. (4) Bei der
BehandlunglesLinientransportsvird die AnnahmeeinesZwei-Niveau-Atomsm
NLTE (vgl. Mihalas1978)gemachtwaseineinstatiorarenBesetzunglerEnegie-
niveausdesAtomsimpliziert. Die Erweiterungaufinstatiorére Strahlungwird fur
ein einfacheBeispieleinerangerherterplan-parallelerschichtdurchgetihrt.
Nebenderin dieserArbeit vorgenommeneJntersuchungnehrdimensiona-
ler Strahlungsfeldefir ein Spektrallinientransportprobletmei friihen Galaxien,
wurdein denvorhegehenderAbschnittenbereitseine Vielzahl weitererAnwen-
dungsniglichkeitendeserweitertenCodesvorgestellt.
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2 Bescheibung der Finite-Elemente-Methode

In dieserArbeit wird die mehrdimensional&trahlungstransportgleichuf§TG)
mittels der Finite-Elemente-Method@~EM) diskretisiert.Da diesesDiskretisie-
rungs\erfahrenin der Astronomiebislangwenigverwendewird, ist eineausfihr-
liche Einfuhrungin die FEM angebrachtDabeiverwenderwir als Grundlagedas
VorlesungsskriptumNumerischéethoderfur Partielle Differentialgleichungen”
von R. Rannache(sieheRannache2001). Es werdenunter anderemgenerelle
Aspekte wie Existenzund Eindeutigleit derLosung Kornvergenzuntersuchungen,
aberauchVemleichezum Differenzemerfahrendiskutiert.

Die FEM erforderteine bestimmteForm der Differentialgleichungdie so-
genannteschwade Formulierung Zur ErlauterungdiesesBegriffs und der drei
grundlgyendermspekteeinerFEM wird mansichzuréchstausGriindender Uber
sichtlichlkeit auf dasModellproblemder Poisson-Gleichungnit (Dirichletschen)
Nullrandbedingungeheschéanlken:

d0%u  0%u

—Au= —(R—F a—yz)

=f inQ, u=0aufoQ. (2)
DasDefinitionsgebieQ € R? sei ein konvexes Polygongebiebzw. der RanddQ
seiglatt. Die Problemdaterf seienebenélls glatt. Der OperatorA wird Laplace-
Opemator genanntEsseinochbemerkt,daldasModellproblemderPoisson-Glei-
chungim Grenzhll der Diffusionsraherungzur Beschreibing desPhotonentrans-
portsverwendeterdenkann(vgl. Dautray& Lions 1993).

Bei dernumerischerBehandlungeinersolchenelliptischenRandwertaufgbe
(2) mittelsDifferenzemerfahrerbestehtlie Grundideadarin,auftretendeé\bleitun-
gender gesuchterFunktiondurchinformationenan diskretenStellenzu approxi-
mieren,also Ableitungendurchgeeigneteifferenzenquotientenaherungsweise
zuersetzen.

Eine andereVariantezur numerischerBehandlungvon Differentialgleichun-
genbzw Randwertaufgbenwird durchgeeigneteAnsatzefir die gesuchtd_os-
ungsfunktioncharakterisiertDie Kollokationserfahren(siehez.B. GroRmann&
R00s1992) bilden hierflir eine konkreteRealisierungAnstelle der punktweisen
Gultigkeit der Differentialgleichungvird eineuntergewvissenZusatzbedingungen
aguvalenteVariationsaufgbebzw. Variationsgleichungugrundegelagt. Die da-
bei auftretendendurchintegraledefiniertenFunktionaleerfordernjedochdie Ver-
wendungangepaldterunktionendaume umdie Losbarleit dererzeugterufgaben
zusichernGleichzeitigkdnnenauchdie Glattheitswraussetzungesndie Ansatz-
funktionenabgeschwchtwerden,und eslassersich Existenzaussageauchunter
geringereRegularitatderin derDifferentialgleichun@uftretendeirunktionerge-
winnen.
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2.1 AllgemeineProjektionsverfahren

Ausgangspunkfir eine Einfuhrungin die FEM und fur Projektionserfahrenge-
nerellist die variationellebzw. schwacheFormulierungder Randwertaufgbe(2).
Zunachstmussallerdingsder Begriff einer,,klassischent. dsungfur die Dirichlet-
scheNullrandbedingund?) prazisiertwerden.Wir versteherdaruntereine Funk-
tion u € C?(Q) NC(Q), welcheim Innernvon Q der Differentialgleichungund
entlangdesRandegler Randbedingungeriigt. Fernersoll ihr Gradientquadrat-
integrabelsein: |Ju| € L2(Q). L? ist der Lebesgue-Raurder quadratintgrablen
Funktionenund CX ist der Raumder k-mal stetig differenzierbarerFunktionen
(siehez.B. Ciarlet1978;Braessl997).Die Existenzeinerschwachenbzw verall-
gemeinerterh dsungder RandwertaufgbedesLaplace-Operatorist sehrengmit
derMinimierungdesEnegiefunktionals

E() = %/Q|DU|2dx—/qudx—> min. (3)

verkriipft. DiesesFunktionalwirkt aufdemVektorraumV der,,zulassigen‘Funk-
tionen:

V:i={u:Q—R:0eCQ)NC(Q),vpe =000 €L3(Q)}. (4)
Der VektorraunV wird mit dernaiirlichen,,Energie-Norm*
]l :=|Ovllo, veEV (5)

versehenDal3 dieswirklich eine Norm ist, folgt ausden entsprechendeRigen-
schafterderL?-Norm || - || undderPoincaéscheringleichung

lulle < dellDVlla, vEV, (6)

mit dg := diam(Q). In kompakteiSchreibweisést E(v) = 3 ||Du||§ —(f,u) wobei

(L,w) = (U,W)Q:/QU(X)W(X)dX, u,weV (7)

dasSkalarproduktnd

1/2
Joll = llla = ( [ lo60/Pax) ®

die L2-Norm ist. Eskanngezeigtwerden(vgl. Lemmavon Lax-Milgram und den
Beweis dazuin Braess1997; Ciarlet 1978 oderin Brenner& Scott1996), daf3
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E(-) nachuntenbeschankt ist . Seinun (u))nen C V eine,,Minimalfolge* des
FunktionalsE(-), d.h.esgilt:

E(u) — inf E(U) =:1d > —co. 9)
vev

In Rannache(2001)wird gezeigt,dafi(un)nen €ine Caucly-Folge bzgl. der En-
ergie-Normist. DieseCaucly-Folge besitztim allgemeinerkeinenGrenzwertim

normierten(unvollstandigen)RaumV . DurcheineVerwllstandigungvonV erhalt

mandensog.,,Sobolev-Raum* H}(Q). Die Elementevon H3(Q) sind zurchst
als Aquivalenzklassewon Caucly-Folgen (analogwie bei der Konstruktionder
reellenZahlenausdenrationalenydefiniert,lassersichaberwiederals Funktionen
interpretierenSie sind L2-Funktionen derenersteAbleitungen(im Distributions-
sinne)wiederin L? liegen und die in einemabgeschwchtenSinn auf 0Q ver-

schwindenDie Eigenschafteulieser,,Sobolev-Raume“werdenin Adams(1975)
austihrlich diskutiert. Der Grenzwertu € H3(Q) der Folge (Un)nen Wird als die
,,Schvache“oderauch,,variationelle“Ldsungder RandwertaufgbedesLaplace-
Operatorg?2) bezeichnetUberdenVariationsansatz

d ~
&E(u+s¢)|8:0:0 VY eV (10)
erhalt mandie aquivalenteVariationsgleichungStationariatsbedingung)
(Ou,0¢) = (f,0) Vo eV. (11)

Wenndie schwachel dsungu einehdhereRegularitatalsdie H&—Funktionen,viel—
leicht sogar die Regularitat einerklassischer. 6sungbesitzt,sokannpartiell inte-
griertwerdenundwir erhalten

(—Au—f,0)=0 Vo V. (12)

Aus dieserGleichungfolgt, daR—Au = f, d.h. u ist sogar klassische_dsungder
Randwertaufgbe.Damit ist der,,schvache”Losungsberiff vertraglich mit dem
urspiinglichen, klassischen“Der NachweishohererRegularitat der schwachen
Losungu € H&(Q) ist allerdingsschwierigund wir verweisenwiederumauf die
empfohlend.iteraturzur TheoriederpartiellenDifferentialgleichungen.

Die folgendeDiskussionwird in einemetwasabstrakterRahmerdurchgetihrt,
deramobigenBeispielorientiertist und diesesals Sonderéll beinhaltet Seienv
ein Hilbert-Raummit Skalarprodukt-, -)y undzugeldrigerNorm|| - ||v := (-,-)\1/2
unda(:,-) : V xV — R eine beschankte Bilinearform savie I(:) : V — R eine
beschankteLinearform:

[au,w)| <aljufvlwllv, (V)] <Vlullv, v,WeV.
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Mit diesenBezeichnungekannfolgendeallgemeinevariationelleGleichungbe-
trachtetwerden:Bestimmeu € V, sodal}

a(u,) =1(¢p) VeV (13)

Zum Nachweis dalR3dieseAufgabeaucheineLdsungbesitzt,wird postuliert,dal’
die Bilinearforma(-,-) ,,starkkoerzitv* (oder,,positv definit‘) sei,d.h.:

a(u,0) > k[ul3, vev,

mit einer Konstantex > 0. Allgemeinerwird die Bilinearforma(-,-) ,,koerzitv"
(oder,,regular”) genanntwenn

a(u
sup(0-0)
oev [9llv

mit einer Konstanteny > 0. Unter den obigen Voraussetzungebesitzt die va-

riationelle Gleichung(13) eine eindeutigeL dsungu € V, fur welchedie a priori
Abschatzunggilt:

>V|ullv, veV,

a
ullv < 3 v,

mit der,,Dualnorm®(|l{lv« = supgev,oj=1; I (§) |- DieseAbscratzungstammtaus
dem sogenannte.ax-Milgram-Lemma.Ein Beweis diesesLemmasfindet sich
z.B.in Ciarlet(1978)oderBrenner& Scott(1996).

Dasobige Beispielzur Randwertaufgbepalitin diesenRahmenwennV =

H3(Q), 1($) := (f,$) und

a(u,w) := (Ov, Ow)

gesetzwird. Die BeschanktheitdieserForm emibt sich direkt mit Hilfe der Hol-
derscherlngleichung lhre starke Koerzitvitat folgt mit Hilfe der Poincaéschen
Ungleichung:

2
a(u,u) = [|0v]|* = ||ulf{.

EineaufW. Ritz zurickgehend&echnikbasiertauf der naherungsweisehodsung
derVariationsaufgbe(3), indemanstelledeszugrunddiegendenjm Fall der An-
wendungauf DifferentialgleichungestetsunendlichdimensionaledRaumed/, ein
Teilraum

Vh CV
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mit dimVj, < +o gewahlt wird, desserFeinheitdurch einenDiskretisierungspa-
rameterh (z.B. Gitterweite)charakterisierist. Anstelle von (3) sind dannNahe-
rungsbsungenu, € Vy, durchdie Vorschrift

E(Un) = min E(vy) (14)

Uhe

oderaguwvalentdurchdie diskreteVariationsgleichung

a(un,n) = (f,0n) VoneW, (15)

bestimmt.Die naherungsweis8ehandlungvon (3) mittels (14) heil3t Ritzsches
Projektionsverfahren (sieheGroimanr& R00s1992).Die Existenzund Eindeu-
tigkeit derdiskretenLdosunguy, € V;, folgt mit demselbe\rgumentausdemLax-
Milgram-Lemmawie beimkontinuierlichenProblem DieseAnalogieder Schlul3-
weisenvon kontinuierlicherund diskreter(endlichdimensionalergituationist die
charakteristisch&tarke der Projektionsmethodeim Gegensatzu denDifferen-
zerverfahren Die BezeichnundProjektionserfahrenist motiviert durchdie Bezie-
hung

a(u—Un,dn) =0 ¢n €V, (16)

welchemandurchSubtraktionderGleichunger{(11) und(17) erhalt. Siekanngeo-

metrischdahingehendnterpretiertwerden,daRder Fehlere, := u— u, beziglich

desSkalarprodukts(-,-) senkrechfauf demAnsatzraunVj, steht.Diesimpliziert

auchdie sogenanntbesteApproximationseigenschdifir denApproximationsfeh-
ler e, bediglich dernatirlichenEnegienorm|| - || := a(-,-) Y2

= min |lu— .
lenlla = min [lu = alla

Dadie Normen||-[|a und|| - ||v aufV &quwvalentsind,ist die FragenachderKon-
vergenzdesProjektionserfahrens,

llenllv =0 (h—0),

damitzurickgefihrt auf die Frageder Approximierbarleit von Funktionenu € V
durchAnsatzfunktionerpy, € Vj:

inf |jlu— —0 (h—=0).
Jnf lu=only =0 (h—0)

Die endlichdimensional®&ariationsgleichung15) kannjedochauchals Dis-
kretisierungder Variationsgleichung13) betrachtetwerden.Insbesonderenul3
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danndie Bilinearforma(-,-) nicht notwendigals symmetrischvorausgesetawver
den.In diesemFall wird dasauf derdiskretenvariationsgleichung

a(un,on) = (f,0n) VoneW, (17)

basierenddrojektionserfahrenGalerkin-Verfahren genanntWegen der Koer
zitivitatseigenschaftler Bilinearform a(-, -) auf demendlichdimensionalerieil-
raum V;, folgt unmittelbardie Existenzder (eindeutigen)Losungu, € V. Die
Orthogonaliatsbeziehung16) bleibt dabeigultig. Damit wird die ,,Quasi-Beste-
Approximationseigenschaft*

a .
< = _
[1€nlla < - min [[u—fnlla (18)

erschlossenyasdie KorvergenzdesGalerkin-\érfahrenssichert.DieseAbschatz-
ungdesFehlers||ey||a = ||u— up||a Zwischender Losungu desAusgangsproblems
und der Finite-Elemente-bsunguy, wird in der Literatur als dasLemmavon Cea
bezeichnetir einenBeweissiehez.B. Grolmanr& Roo0s(1992).Damitkonzen-
triert sich die Korvergenzuntersuchunguf die Ermittlung von Schrankenfur die
rechteSeiteder Abschatzung,etwa durch Verwendungvon Interpolierenderund
entsprechendefpproximationsaussagen.

Eine noch allgemeinereVariante,bei der Ansatzraumvha‘”saz und Testraum
Ve unterschiedliclyevahltwerden,

ue Vl‘?nsaz : a(uh7¢h) = (f7¢h) vq)h S Vﬁes,

ist dassogenannte,Petra-Galerkin-\érfahren“. Durch geeignetéNahl der An-

satz-und Testfunktionerkonnengezielt zusatzliche Eigenschafterder diskreten
Problemesrzeugtwverden Dieswird vor allemfur die Behandlungsingukr gestr-

ter Problemez.B. bei Kornvektions-Difusions-Aufgben genutzt.

Die BedingungVi, C V sichertdie Ubertragungder auf dem Ausgangsraum
V gultigen Eigenschaftemuchauf denendlichdimensionaleAnsatzraunV;,. Bei
Verletzungder ForderungVy, C V sind weitereProblemezu erwarten(siehez.B.
GroRmann& Roo0s1992).Die Verfahren,die auf Vi, C V und der direktenUber
nahmevon a(-,-) und f fur die diskretenProblemeberuhen heiRenkonforme
Methoden.

Zur praktischerRealisierungdesProjektionserfahrenamuldie zurachstab-
strakteVariationsgleichungl7)im FunktionenraunalgebraisiertverdenD.h.,die
Variationsgleichungnuf3in ein aquivalentesalgebraische&leichungssystemam-
gevandeltwerden.Dazuwird zurﬁchsteineBasis{q)ﬂ),i =1,..,N}, N:=dimW,
von 'V, au_sgeNahIt undfir die zu bestimmendeliskreteL 6sungder Ansatzu, =
z’j\‘zlﬁjq)ﬁ” gemachtWird diesin (17) eingesetztindlalRtmandie Testfunktionen
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dn € W, alle Basisfunktionerdurchlaufenemibt sich ein lineares(algebraisches)
N x N-Gleichungssystem

a0y = (f,01), i=1,..,N,

||Mz

furdenVektorg = (Ej):.\':l derEntwicklungsloeflizienten EinekompakteSchreib-
weisedeslinearenGleichungssystemgefert:

An& = bn. (19)

Dabei sind die KoeflizientenmatrixA, = (a;j)iNj:1 sawie die rechteSeite by, =
(b)Y, durchdie speziellewahl der Basisbestimmt:

=ay o0, bi=(f.0f).

Die Entwicklungskefiizienteng; konnensehrunterschiedlich®edeutundhaben:
Monom-Koefizienteneiner PolynomdarstellungiourierKoeffizienten einer tri-
gonometrischeEntwicklung,KnotenwerteeinerstiickweisepolynomialenFunk-
tion, usw Die EigenschaftederBilinearforma(-,-) Ubertragersichdirekt auf die
zugelidrige Matrix An. Ist a(-,-) symmetrischso auch Ay, und die Koerzitvitat
(bzw. Definitheit)vona(-,-) impliziert die von A, gemaR(Anx,x) > 0,x € RN\ {0}.

2.2 Die FEM als Beispielvon Galerkin-Ansatzraumen

Mit Hilfe einesstiickweisepolynomialenAnsatzeg, finite Elemente*)fur Galer-
kin-Ansatzéaumewird im FolgendereinekonkreteRealisierungiir denobenbe-
schriebeneiRahmendiskutiert. Bei der Wahl der AnsatzaumeV, C V = H(Q)
sawie der Basenzur Aufstellung der Gleichungssystemgl9) sind einige Bedin-
gungerzu beachten:

e Die BerechnunglerMatrixelementes;j = a(q)f]j),q)ﬂ)) sawie diederrechten
Seite(f,9") sollte, billig* sein.

e Aus GrundenderGenauiglkit wird die Problemdimensioin derRegel sehr
grof3sein(N > 100).Die Matrix Ay, solltedahemoglichstdiinnbesetzsein.

e Die Matrix Ay, solltenichtzuschlechkonditioniertsein;akzeptabetindz.B.
beimvorliegenderPoisson-Probleraond (An) ~ O(N) — O(N?), wogegen
concb(An) ~ O(N%) — O(eM) nicht praktikabelware.
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Um dasProblemderApproximationallgemeineGebietezul6senwerdenAn-
satzfunktionerfauch,,Formfunktionen“genanntyerwendetwelchebeziglich ei-
nerZerlegungQ in einfacheTeilgebieteK, sogenanntgZellen®, stiickweisepoly-
nomialsind. GangigeBeispielevon Zellensind Dreiecle oder(kornvexe) Vierecle
in zwei bzw. Tetraedemder (korvexe) Hexaederin drei DimensionenDer Para-
meterh istin diesemFall etwa dermaximaleZelldurchmesser

Der Finite-Elemente-Ansatwird anhandeineseinfachenBeispielsillustriert.
Die Randwertaufgbe(11) seiauf einem(korvexen) polygonalenGebietQ C R?
mit homogenerRandwerterupg = 0 und rechterSeite f € L%(Q) gestellt.Die
zugeldrigeLosungu € H3(Q) ist dannauchim Sobolev-RaumH?(Q) undgeriigt
dera priori Abschatzung

|0%ul| < csllf]l, (20)

wobeics = 1im Falle eineskorvexenGebiets WeiterseieineFolgevon Zerlegun-

gen Ty, = {K} desGebietsQ in abgeschlossenBreiecle K (,, Triangulierung®)

gegebenmit h := max diam(K) — 0. EswerdenfolgendeRegularitatsbedingun-
genandieseTriangulierunggestellt:

i) Strukturegularitat: JezweiDreiecle derZerlegungQ = U{K € T} Uberlappen
sichhdchstensn gemeinsameBckpunkteroderin ganzerSeitenD.h.,sogenann-
te,,hangende’Knotensind hier nichterlaubt.

i) Formregularitat: Alle Dreiecle derTriangulierungerK € Ty, sindvon ahnlicher
GestaltD.h.,fur deninkreisradiugpx undUmkreisradiusk einesjedenDreiecks
K qilt gleichmaRigfur h — 0:

hk
max— < cj.
KeTh Pk

iii) GroRRenegularitat: Alle Dreiecle einer TriangulierungTy, sind von gleicher
GroRenordnungD.h., esgilt gleichmaRigfur h — 0O:

maxhk < ¢ min pg.
KeTh KeTh

Auf denTriangulierungeril}, definierenwir Ansatzaumestiickweiselinearer
Funktionen(, linearefinite Elemente“:VerallgemeinerungdeskKonzeptsinesPo-
lygonzugsauf hohereRaumdimensionen):

Vél) ={un € C(ﬁ)\UmK € Pi(K), K € Th, Ujpq = 0}.

DabeibezeichnetllgemeinP; (K) denVektorraumder Polynomebis zum Grad
r > 0 Uber K. Dadurchsind tatsachlich Teilréumevh(l) C H3(Q) erklart. SeiN
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Abbildung2: Knotenbasisfunktionefiir lineare (links) sowiefir bilineare (rechts)
Ansitze

die Anzahlder,,inneren“Knoten(Dreieckspunktedler TriangulierungJedesyy, €

Vh(l) ist als stiickweiselineare Funktion eindeutigdurch Vorgabe ihrer Funkti-

onswerte(,,Knotenwerte")in den,,inneren“Dreieckspunkter,,Knoten") festge-
legt. In denEckpunktenauf dem GebietsrandQ ist u, = 0 wegender Dirichlet-

Randbedingungn Vh(l) gibt esdahereinenatirliche Basis,die sogenanntg Kno-

tenbasis‘in Analogie zur ,,Lagrange-Basisbei der eindimensionaleib.agrange-
Interpolation. JedenKnotena; wird durchdie Bedingung

Oh(a) =&, j=1,..,N, (21)

eindeutigeineFunktioncl)ih € Vrfl) zugeordnetDamit gilt dannfir jedesuy, € Vrfl)
die Darstellung

o= S Un (a6l
h _;Uh(a«)fbh-

Daraudolgt, daB{q)ﬂ), i=1,..,N} tatsachlichelneBasisvonVh(l) ist. Umgelehrt
laRtsichjederkontinuierlichenFunktionv € C(Q) durchdie Vorschrift
N

Iho = Zlu(ai)q)ﬂ)

eindeutigeine(stickweiselineare),,Interpolierende’nv € Vh(l) zuordnenOffen-
baristInu = vy, firv, € Vrfl).

DieserDiskretisierungsansatzfillt offensichtlichdie obenformuliertenAn-
forderungenan ein brauchbare$alerkin-\erfahren:Im Unterschiedzum allge-
meinenRitz-Verfahrenbesitzerdie Ansatzfunktionerq),(:) beiderFEM einenrela-
tiv kleinenTrager D.h., die Uberlappungler Tragerder Basisfunktionerist gering
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(sieheAbb. 2). Daswird beiderBerechnungler Systemmatrixhaufiggenutzt,in-
demmandieseliberdenTeilelementerK; derZerlegunggetrennermitteltundan-
schlieBendaufaddiert.Dabeitretenbei der FEM im allgemeinerin deneinzelnen
Teilelementemur wenigeNichtnullelementeauf. Man sprichtdannauchdavon,
dalRdie resultierendeSystemmatrixA, diinn besetztsei. DieseNichtnullelemen-
te konnenferner durch Transformationerauf wenige Referenzelementeffektiv
bestimmtwerden.

Fur die Kondition der Matrix A, kannin zwei Dimensionergezeigtwerden,
daR ahnlichwie beider5-Punkte-Diferenzendiskretisierungpnd(A,) = O(h?)
= O(N) gilt. Die asymptotischébschatzungfiir denFehlere, := u— u, ergibt sich
fur dasGalerkin-\erfahrenmit demFinite—EIemente—Raumh(l) durch:

D] = min |0(u—@n)l- 22)

dheV,

Die Frageist also,obesdp, € Vrfl) gibt, sodaB||0(u—¢n)|| =0 (h— 0). Wenn
mannurwei3,dalu € H}(Q) ist, dannkannmannur qualitative Kornvergenzzei-
gen.Viel interessanteware es, die Konvergenzgeschwindigiit in Potenzerder
Gitterweiteh zu kennen Hierzuist abermehrRegularitat der Losungu erforder
lich. FUr den stiickweiselinearenAnsatzkannim Rahmeneiner allgemeineren
Theoriedie folgendelnterpolationsabs@izunggezeigtwerden(siehez.B. Ciarlet
1978;Braessl997):

10(v—1h)|| < cih||T%]|, v e HG(Q)NH(Q). (23)

Unter den bisherformulierten Voraussetzungelal3t sich eine erstequantitatve
Korvergenzaussagilr dasFinite-Elemente-¥rfahrenableiten.

Satz 1: (Korvemgenzsatz)Fur die Galerkin-Appoximation des Modellproblems
(11) mit ,,linearen” finiten Elementergelten unter den obigen Voraussetzungn
die Fehlembsthatzungn

[|0enll
[[enl]

< ceh|fll, (24)
< cegh?||fl, (25)
mit denKonstantert;, cs ausdenUngleichungen(23) und(20).

Beweis:(i) Die AbschatzungdessogenanntenEnegie-Fehlersergibt sichunmit-
telbarausderBest-Approximationsbeziehur{82), der Interpolationsabsdtizung
(23) undderRegularitatsabscétzung(20):

|Denll < 10 u—Inti | < & | T2 < Gieshl] ]
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(i) Zum BeweisderFehlerabscitzungin derL2-Normwird ein sogenanntesDu-
alitatsargument{(,,Aubin-Nitsche-Tick“) verwendetSeiz € H}(Q) die (schva-
che)LosungdesHilfsproblems

—Az=|len|| P eninQ, 2z =0.
Dieseist dannauchin H2(Q), undesgilt die a priori Abschatzung
|22 < esliaz] = cs,

wobeiwiedercs = 1 auf korvexem GebietQ. NachKonstruktionfolgt mit Hilfe
derGalerkin-Orthogonal#t:

lenl = (Cen. 02) = (Cen, 0 (2 152)
< ||l [10 (2~ )| < ahl|Denl| | 2] < cioshi|Cex .

Mit demErgebnis(i) ergibt sichdamitdie gewviinschteAbschatzung.

Die im Beweisvon Satzl verwendeté&schluRweisdiberein Dualitatsagument
ist,,das"zentraleHilfsmittel bei derKonvergenzanalysgon Finite-Elemente-gr-
fahren.DiesesabstrakteArgumententsprichtder allgemeinerRegel, dal3sich die
AnalysederProjektionserfahrenengandie abstraktemilbertraum-Methoderur
BehandlungdeskontinuierlichenProblemsanlehnt.Das zentraleHilfsmittel bei
derUntersuchungon Differenzemerfahrenist daggendas,,(diskrete Maximum-
prinzip®, welchessich mehran denklassischerTechnilen fur partielle Differen-
tialgleichungerorientiert. DieserVemleich ,,Finite-Elemente-Methodg(FEM) —
Finite-Differenzen-MethodéFDM)“ kannanhanddesResultatsson Satz1 noch
etwasweiter gefuhrt werden.Die a priori Fehlerabschtzung(25) fur dasFinite-
Elemente-¥rfahrenist zu vergleichenmit der Abschatzungfir dasDifferenzen-
verfahren(5-Punkte-Diskretisierungnit Shortley-Weller-Randapproximatiomuf
polygonalenGebietensieheRannache2001):

1

> 4d5M4(u)h2 +0(h3), (26)

max|en| <
Q

mit der Schranle My4(u) fur die viertenAbleitungenvon u und demDurchmesser
desgesamteiebietdg := diam(Q). BeideAbschatzungerzeigendieselbeasym-
ptotischeKorvergenzordnungd(h?), was aufgrundder verwendeterDiskretisie-
rungsanatzeauchzu erwartenist. Die Unterschieddiegenzum einenin der Art
derNorm,in derderFehlergemessewird, undzumanderenn derbertigtenRe-
gularitatderapproximierter dsung Beim Differenzererfahrenerhélt manwegen
derVerwendungdesMaximumprinzipspunktweiseAbschatzungenwie sie auch
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der Anwendergernhat. Ein Ingenieurist z.B. an der maximalenAuslenkungei-

nerbelastetemrickenkonstruktioninteressiertDageyenliefert die Hilbert-Raum-
Theoriefur dasFinite-Elemente-¥rfahrenzurachstnur Abschatzungenm qua-
dratischenMittel, was etwa lokale ,,Ausrei3er“an kritischen Stellen nicht aus-
schlief3t.(Dem Briickenbauemgeriigt so etwas nicht, wenn Fehlerspitzeretwa in

kritischenLagerungspunktederBriicke auftreterkdnnen.)Esseijedocherwahnt,
daRunterspeziellerAnnahmerfur dasFinite-Elemente-¥rfahrenFehlerabschtz-
ungenin der Maximumsnormheigeleitetwerdenkdnnen Die in der Abschatzung
(26) gefordertehohe Regularitat der Losungist ein sehrviel schwerwigiende-
rer Nachteilder AnalysedesDifferenzemerfahrensdadieseRegularitatsstufem

allgemeinenauf Polygongebietemund unterrealistischerAnnahmenan die Pro-
blemdatennicht erwartet werdenkann. Es sei noch bemerkt,dal man fur das
Finite-Elemente-®rfahrenmit wesentlichmehrtechnischenufwand,,optimale”
Maximumnorm-Fehlerabsétzungerder Form

max|en| < cMa(u)h?|Inh|
Q

baveisenkann. Allerdings ist auchdie abgeschwchteAnnahmeMz(u) < o im
allgemeinermoch zu restriktv. Fur dasFinite-Elemente-¥rfahrenist auchnoch
unterderMinimalvoraussetzung € H3(Q) wenigstensgjualitative Korvergenzge-
sichert.Sein eigentlicherVorteil, namlich die groReFlexibilit at bei der Approxi-
mationvon kompliziertenGeometrierauf unstrukturierterGitternwird in einem
spaterenAbschnittim Zusammenhangit der Fragenachadaptver Gittersteue-
rung und Fehlerlontrolle fir die Finite-Elemente-Diskretisierunder Strahlungs-
transportgleichungeutlich.
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3 Monochromatischer Strahlungstransport

Die monochromatischémehrdimensionalejptrahlungstransportgleichurigt von

einemandererGleichungstypals daselliptischeModellproblem,welcheswir fur

die Einfuhrungin die FEM im vorhegehendeiKapitel verwendehabenVielmehr
handeltessich bei der STG um einelineareBoltzmann-GleichungDie Erweite-

rungderFEM aufdiesernGleichungstyemibt sichnichtdirektausderAnwendung
derFEM aufdie Poisson-Gleichunglasichdie STGnichtmit einemEnegiemini-

mierungsansatzehandelhaldt.Die Erweiterungerfolgtjedochin einemabstrakten
mathematischeBinne.

3.1 Die klassischeFormulierung

UnserZiel ist zunachstdie Modellierungeinesmehrdimensionale8trahlungsfelds
in einemdiffusen,streuendeMedium. DiesesMedium seivon einemausgedehn-
ten Vakuumumgeben Aus dieserKonfigurationschneidenwir einenkornvexen
Bereichum das zu interessierendé&ebiet herausund nehmenan, dal3 die aus
diesemBereichaustretendestrahlungnicht wieder zuriick gestreutwird. Inner
halb dieseskorvexen GebietsQ c RY (d = 2,3) gilt fur die invariantelntensitt
7(x,9) € Q x S™ die monochromatisch&trahlungstransportgleichung

9-OxZ(%,9) + K(X)Z(x,)
+00)(7(x,9) - /Sd L POL9)T(9)dY) = f(9. (@27)

Die in dieserGleichungvorkommenderGrofiensind:

d : Raumdimension

Einheitsspareim RY

Einheits\ektorin 1 , derdie Ausbreitungsrichtunger
Strahlungcharakterisiert

w
o L

~

Q
~~
=

X

Absorptionskefizient
Streuloefizient
Phasenfunktion
Quellterm

9
2
G
IV IV IV IV

_.,
Ny
o o o o

Fur den (raumlich) zweidimensionalerrall ist St der Einheitskreis,so dal wir
keine,auf zwei Dimensionerreduzierte dreidimensionalefProblemeberechnen
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konnen.Vielmehrist derzweidimensionalé€all zur Code-Entwicklungibersicht-
licher alsder3D Fall. Der Quelltermf (x) = k(x)B(T (x)) entsprichteinerthermi-
schenEmission,wobeiB die Planckfunktionzu einemgegebenerTemperaturfeld
T(x) ist. Die Phasenfunktio(8’,9) istfur dieanisotropeStreuunglefiniertdurch

1
P(®,9) = ——pF,9), 28
(%',9) ) p(d’,9) (28)
Fiir deneinfacherFall derisotropenStreuungst P(3',9) = -, wobeip(S*-1)

s
dasMaRderEinheitsspare 1 ist. Soist p = 2mtfir d = 2 und pu = 4rmtim drei-
dimensionalerall. Fur die Phasenfunktio®(d’,9) nehmenwir folgendeEigen-
schafteran:

e Normiert:

ﬁ[ /Sd P(9,9)d9’ =1 (29)

e Die Umkehrbarlkeit desLichtwegs:
P({#',9) =P(-9,9). (30)
e Die Phasenfunktiomangtnurvom BetragdesStreuwinlelsab:

P({#',9) =P(8,%) (31)
e Enegieerhaltung:

P(9’,9)Z(x,9') do’

!

H " _ 09| (32)
Nimmt manfur die AusbreitungeinefesteRichtungd anund vernachéssigtdie
Streuung(oc = 0), dannwird die STG entlangder Charakteristikeine gevohnli-
cheDifferentialgleichungBetrachtetannunnacheinandealle Richtungen, so
erhalt manein (unendlichespystengenohnlicherDifferentialgleichungerkir je-
dediesemifferentialgleichungewerdenAnfangswertaufallenRandpunktex €
0Q berbtigt, von denenausdie Charakteristikn Richtungd dasGebietQ durch-
quert.Somitliegt esnahe,denRanddQ gemeinsammit der Einheitssphre 71
zu behandelnDieses(2d — 2)-dimensionaleGebietwird mit I := (9Q x S-1)
bezeichneundin 3 Bereicheunterteilt,die von der AusbreitungsrichtungerPho-
tonenabhangen:

- = {(x9)er |9 -n(x) <0},
o = {(x,9) el |9 n(x)=0},
rt = {(x3)er|9d-n-(x) >0},
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wobeinr die AuRennormaleam Randpunktx € dQ bezeichnetl " ist der soge-

nannteAusstrahlungsrandiberdenStrahlungn Richtungd dasGebietQ verlaft.

Dageaenist '~ dersogenannt&instrahlungsrandjberdenStrahlungn Richtung

9 in dasGebietQ eindringt.Damitdie STGeindeutiggeldostwerdenkann,miissen
Randbedingungemorgegebenwerden.Die Modellierungvon Strahlungsfeldern
erfordertdie Vorgabeder Randwerte

Z(x,9) = 9(x,9) aufl . (33)

FallskeineLichtquellenum daszu modellierendésebietexistieren,istg(x,9) = 0.
Zur UibersichtlicherDarstellungwerdenfolgendeOperatorereingefihrt:

TI(x,9) = 9-OZ(x,9),
ST(%,8) = I(x9)— / P(9',9)Z(x,9')d9’,
g-1
A = TIX9) +KX)I(X,3) + 0(X)SZ(x,9).

Daraugesultiertdie abgekirzte SchreibweiselerGl. (27)

aAI(x,9) = f(x) inQx S

3.2 Die schwacheFormulierung

Um die FEM anwenderzu konnenmuf3eineschwacheFormulierungderGl. (27)
verwendetverdenVor derenAufstellungmuf3jedochnochderzur STGnatirliche
Losungsraunhemgeleitetwerden.Dazufiihrt manvereinfaichendeschreibweisen
einundbetrachteanschlieRendenH?!-Sobolevraum.DasL?-Skalarprodukt

CH / / s(x, 9)t(x, )9 dx (34)
Q g1

wird kurz mit (s,t) bezeichnetebensalie L>-Norm
1/2
I8l 2(@xs) = (89) Ay (35)
mit ||s]|.
Wie bereitsim vorherigerKapitel erfautert,enttilt derRaumH? alle Funktio-

nens € L?(Q), die Distributionsableitungeils € L2(Q, RY) besitzeng.h.

HY(Q) :={se L?(Q) | Ose L%(Q,R%)}. (36)
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Die H1-Normist definiertdurch
I8lle) == (IIslla +110s(13) (37)
unddasSkalarproduktautet
C / St (X)dx + / Os(x) Tt (x)dx. (38)
Q Q

DerRaum{Z € L?(Q x " 1)|Z(-,9) € H(Q)} enthalt zwar mdglicheLdsun-
gender STG, jedochnicht alle. Dasliegt daran,dalR3die Losungsfunktiomur die
1. Ableitungnachx in Richtungd besitzermufRund somitauchSpiringeorthogo-
nalzud zulal3t.Die Gl. (27) wird in Dautray& Lions (1993)analysiertundderen
natirliche Losungsraumvird dortanggebenmit:

Vi={Tel2(QxS | 77el?(QxF . (39)

Falls zusatzlichhomogené&/akuum-Randbedingungemgenommemwerdenware
derentsprechendedsungsraum

Vo:={ZeV |Z=0 aufl"}. (40)

Als zugeldrige Norm definiertman

IZIG = 1711 + 172l + | 71|, (41)
wobei
1|12 :://ZZ\S-nr(xﬂdde. (42)
r g1

Die schwacheFormulierungder STG im Innerndeskorvexen Gebietslautet
fur f € L?(Q), k,0 € L*(Q) undP € L2(Q x §-1): sucheT € V, sodaRgilt

a(Z,v) = (A4Z,v)=(TZ,0)+ (KZ,0)+(0SZ,0) (43)
= (f,u) Woel) (xS,
I(x,9) = 9(x,9) auflh=.

Untersuchungerzur Existenzund Eindeutigleit der LosungZ fur dasProblem
a(Z,vu) = (f,v) werdenin Kanschat(1996) und Wild (1999) durchgeiihrt. Auf
ein besondereResultatdieserArbeiten sollte jedochnoch eingegangenwerden.
Wenn dasMedium nicht streuendst, d.h. o(x) = 0, entkoppeltdasProblemzu
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einen Systemvon Korvektionsgleichungemuf Q. Dieser Gleichungstypist hy-
perbolischund esist allgemeinbekanntdaflidie Finite-Elemente-Diskretisierung,
angevandtaufdieseArt von Gleichungenbei nicht glattenLosungern(z.B. in der
Nahevon steilen Gradientenund Unstetigleitsstellen)numerischeOszillationen
verursacherDieseOszillationerwerdendurchdie schlechteStabilitat desVerfah-
rensverursach{vgl. Fihrer1993)und zwar spezielldurchdenTransportoperator
T7=739-0,Z Furdie STGkannhohereStabilitat durchAddition einesDiffusions-
termserreichtwerden.DurchdieseStrungentstehtdanndaselliptischeProblem

—eNT+TI+KI+0ST = f inQx g1 (44)
7 =49 aufl—,

wobei € ein Parameterist, der in der GroRenordnungon der lokalen Gitterwei-
te gewahlt wird, um das Problemnicht unnbtig stark zu verandern,abertrotz-
demeine ausreichend&tabilisierungzu gewahrleisten Der eingetihrte Diffusi-
onstermunterbindetzwar die Oszillationenentlangeiner Charakteristikwirkt je-
dochauchorthogonaldazu(,,crosswindliffusion®). Um dieserEffekt zu unterbin-
den,wird eine StabilisierungdesProblemsmittels der sogenannteistromlinien-
Diffusionfir Finite-Elemente-Methodefs DFEM)durchgefihrt. Bei der SDFEM
gehta(Z,v) in die stabilisierteBilinearform as(Z,v) tiber indemdie Testfunkti-
onu € L?(Q x §-1) ersetztwird durchu’ := v +&7v, mit v €V undd > 0. In
Dautray& Lions (1993)wird gezeigt,daf3die Funktionenuv € V auf denRandrl
fortgesetziverdenkdnnen Diesermbglicht es,die Randbedingungls

(Z,0) - = (9,V) - Yuev (45)

schwachzu formulieren.
Die schwacheFormulierungderstabilisierterSTG mit eingebrachteRandda-
tenlautet:

as(Z,u") = (TZ+KI+0SL,0+8Tv)+ (L) - (46)

= (f,u+37v)+(gu).. VueV
Die zellweise konstanteParameterfunktiord hangt von der lokalen Gitterweite
unddenKoefiizientenk undo ah EsseibemerktdalGl. (43) und(46) aquivalent

sind,d.h.durchdie Stabilisierungvird keinzusatzlicherKonsistenzfehleinduziert
(sieheKanschatl998).Als zugeldrige Norm wird

121R, := |VoTz| + 1z + | VRz) + || von ] (47)

definiert,wobeil+ die orthogonaleProjektionauf dasKkomplementN(a$)+ des
Nullraumsvona$ bezeichnefsieheKanschatl998;Wild 1999).Die ersterbeiden
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Termesind Standardir eine Stabilisierungnmittels einer Stromlinien-Difusions-
Methode Die beidenletztenTermesind die notwendigerErweiterungerhinsicht-
lich Absorptionund Streuungln Kanschat(1998)wurde gezeigt,dafl3die Finite-
Elemente-Diskretisierun@6) in derNorm (47) stabilist.

3.3 Galerkin-Diskr etisierung

Zur numerischerBehandlungder STG wird eine komplette Diskretisierungauf
Q x §-1 vorgenommenwobei von der schwachenFormulierungder STG mit
Stromliniendifusion (sieheGl. (46)) ausggangenwird. Um einenendlichdimen-
sionalenUnterraumvi, desnatirlichenLosungsraumeg derSTG(sieheGl. (39))
zuerhaltenwird im folgendernzurachstdasGebietQ unddanndie Einheitssphre
§'-1 diskretisiert.Danachwird durch Kompositionder beidenDiskretisierungen
die DiskretisierungdesRaumes/ konstruiert(vgl. auchKanschatl996).

DasGebietQ ¢ RY wird fir d = 2 in endlichviele Quadrateundfiir d = 3in
endlichviele Hexaedel(Wurfel) zerlegt. DieseZerlegungdeseuklidischerRaumes
wird mit T2 und die einzelnerTeilgebiete(Quadrateund Wiirfel) werdenmit K
bezeichnetwobeialle D Teilgebietedurchi = {1, ...,D < »} eindeutignumeriert
werden Als MaRfir die GroRedesElementK? gilt seinDurchmesser

diamK® := max dist(x;,y;). (48)

XYi€ KiQ

Die Durchmesseder ElementeK® werdenals Gitterweitenfunktiorh angegeben.
Somitist h € L2(Q) einestiickweisekonstante-unktion,die aufjedemTeilgebiet
K{® € T durchh|ya := diamK{® definiertist. Weitergilt fir alle K2, K{* € T:

UK?=Q und K2nKP=0 firi#j. (49)
i

Wir definierenrdenFunktionenraum
vi={veci@) ‘ Ulko € QHK?), VK2 eT?}. (50)

Q'(K?) bezeichnetlie Mengealler eindimensionaleRolynomediesichalsLine-
arkombinationausProduktenvon Polynomerjeweils vom Hochstgradl darstellen
lassen(siehez.B. Groimanr& R00s1992).Dadie AnzahlderTeilgebieteD < o«
ist, ist auchdimvhQ < oo undesexistierenendlichviele lineareBasisfunktioneny;
vom Typ (21).

Die DiskretisierungdesWinkelraumeserfolgt durchdie ProjektioneinesPo-
lyedersauf die Einheitssphre (sieheAbb. 3). DieseZerIegung‘]l‘Sd_l gerigt un-
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Abbildung3: Triangulierungder Einheitssphre §* (80 bzw 320 Elemente)

abhangig von h(9) € L?(S"-1) der ,,uniform shape“Bedingung,da die Innen-
winkel a dieserProjektiondurch54° < a < 72° beschénkt sind (vgl. Kanschat
1996). Die Elementevon TS werdenmit KFH bezeichnetwobei der Index

i ={1,...,L < o} ist. Auchhiergilt wie beiderZerlegungdeseuklidischerRaum-
es,daRfuralle K™, stj_l e TS gilt:

UKS ="t und kS kS =0 fari£ ], (51)

Als Funktionenrauntiber*-1 wird
VST = {u € LAY | u] gt € PI(KST), WK € TS‘“} (52)

definiert,wobei P" denRaumaller Polynomevom Grad < r bezeichnetEs wer
denalsoauchunstetigeElementibegangezugelassentur denweiterenVerlauf
der Arbeit wahlenwir r = 0, sodaBu|, g1 = C, w1 konstantist. Als Basisfunk-
tionenTr desendlichdimensionaleﬁunktionenraum‘s(hgH wahlenwir stiickweise
konstanteFunktionen Fir T[j|Ki5d—l € PO(KS™) gilt

1, fallsi=j
TE|K?H = 9ij :{ 0 sonst b (53)

Der TragerderkonstanterBasisfunktionererstreckisich alsojeweils nur iberein
Element.
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DurchBildung desTensorproduktederbeidenobeneingeﬂhrtenRaumevhQ
undvhsd_1 erhalt mandenendlichdimensionaleRunktionenraunv, C V:

Vi o= VEeVS (54)
= {uev ‘ 0(-9)| o € QUK VK € T2, u| , €CO(Q),

0(%)) g € PPKS ) WS e
K

Aus denBasen{y;}; von Vi und {m}; vonvhsd_1 setztsichdie Basis{vj; }ij von
Wy, zusammerals

0ij(%,9) = WKITY(9). (55)

Somitlautetdie vollstandigdiskretisierteschwacheFormulierungder Strahlungs-
transportgleichungnit Stromliniendifusion: sucheZ;, € V;,, sodalgilt

a5(Zh,v) = (TZnh+KIp+0SIh,0+8TV)+ (Ih,0),- (56)
= (f,u+07v) Yu € W.

In Wild (1999)wird gezeigt,dal3die in Gl. (46) definierteBilinearform as(-,-)
beziglich derNorm || - ||, ausGl. (47) stetigundkoerzitiv ist. Aus diesemGrund
hatdie Bilinearform dieselberEigenschaftemuf demUnterraumv;, und eskann
diegewohnlicheFE-Korvergenztheoridir elliptischeOperatoremngavendetwver
den,ohnezusatzlicheBedingungerandie Diskretisierungzu stellen.

3.4 Fehlerschatzungund Adaptivitat
3.4.1 Allgemein

Um partielle Differentialgleichungeninsbesonderelie mehrdimensional&TG,
hinreichendyenawmnumerisclzuldsenwerdenoft riesigeSpeicherundRechenka-
pazititenberbtigt. Fir LosungereinergeniinschterGenauiglit ist esdeshalloft
unerBilich,die GroRedesdiskretenProblemszu reduzierenin mancherFallen
ist es moglich, Symmetrienauszunutzerund dadurchdie Dimensiondes Pro-
blemszu verringern.Da viele Problemeaberin ihrer vollen Dimensionberech-
netwerdenmissensuchtmannachanderenMethoden die bei gleicherGenau-
igkeit wenigerSpeicherund Rechenauf@ndberbtigen.Eine Moglichkeit besteht
darin, die Gitterzellenan ,,problematischenTeilgebietenvon Q dichter zu set-
zenals an ,,unproblematischenStellen.Dazumuf3 manfestlegen,was,,proble-
matisch“bedeutetindfeststellenwo sichsolcheTeilgebietebefinden Allgemein
geschiehtdies mittels einesoptimierendenGittersteuerungsprozessekirch den
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moglichst wenige markierte Elementedes Gitters verfeinertwerden,so da3 der
Fehler||€|| := ||Z—Zy|| (in einerbestimmterNorm) in moglichstwenigenVerfei-
nerungsschrittenntereinevorgegebeneloleranzT OL gediickt wird.

Fur Diskretisierungemit aquidistanteGitterweiteerhalt manim allgemeinen
apriori FehlerschtzerderForm||e|| < c(Z)h¥, wobeik die Konsistenzordnungnd
c(Z) einevon h unabléngigeGroReist, die Ublicherweiseson Schranken hdherer
Ableitungender LosungZ abhangt(siehedazudasLemmavon Bramble-Hilbert
z.B.in Braess1997).Solangedie hoherenAbleitungenim gesamterDefinitions-
bereichvon ungefihr gleicherGroRResind, ist die Wahl aquidistanteGitterweiten
angemessetn vielenFallensinddie Ableitungenin ihrer GroRenordnungedoch
lokal sehrverschiederund konnensoar Singularititenaufweisen(vgl. z.B. Gro-
scheet al. 1996).Dieslegt nahe,denFehlerlokal, d.h. auf jedemElementK der
Triangulationeinzelnzu schatzen Dannkannmanvariabelangepal3t&itterweiten
aufentsprechentlexiblen GitternderartrealisierendaRdie lokalenFehler||e||x an
dengewiinschtertellenhinreichendklein oder, falls die Losungim gesamterRe-
chengebieton Interessast, UberallmoglichstgleichgroRwerden.In Anlehnung
andie Vorgehensweisbei Differenzemerfahrenkdonntemansichauf Schatzungen
des,,lokalenDiskretisierungsfehlersbeschéanken. Dies lauft auf die Schatzung
der lokalen Glattheitder unbekannten.dsungausder berechnetemumerischen
Approximationhinaus.Z.B. kannmanversuchenauf einemZellblock auseiner
linearenNaherunggisungZ, durch AnwendungeinesDifferenzenquotientefl,
eineSchatzungdererstenAbleitungvon Z zu gewinnen:

I0ZIjk ~ni = [[OnZnllk, K€ Th. (57)

Auf der Basisdiesesindikatorsng lieRensich dannStratgien zu lokaler Gitter
verfeinerungpder-vergroberungaufstellenistz.B. ny aufeinerZelleK € Ty, Uber
durchschnittlichgrof3,sowird diesein Teilzellenzerlegt. DieseStratgie deradhoc
Gitteranpassungrfordertkeinengrof3enAufwandundfunktioniertin derPraxisin
vielenFallenerstaunlictgut. GrundstzlichtretenjedochfolgendeSchwacherauf:

e Die Auswertungvon Gl. (57) liefert keine Aussageiber die tatsachliche
GroRedesFehlers||e|| = ||Z — Zy||.

¢ Die aufdenlokalenIndikatorennk basierendésitterverfeinerungsstratge
gehtdavon aus,dalRder,,gemesseneFehlerin K auchdort entstanderist
unddurchlokaleVerfeinerungron K reduziertwerdenkann.Diesist jedoch
im allgemeinemichtrichtig, dadabeider Effekt derglobalen,,Fehlerakku-
mulation“ (auch,,pollutioneffect* genanntjernachéssigtwird.

Eine a priori Gitteradaptiorist in der Praxiseherdie Ausnahmeyeil im all-
gemeinemicht bekanntist, ob und wo Singularititenauftreten.In Kombination
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mit einema posterioriFehlerschtzerstellenadaptve Methoderallerdingsflexible
Maoglichkeitenzur Verfugung,Rechenksten(im Sinnevon SpeicherundRechen-
zeitaufwand)zureduziererundzuverlassigd_osungereu berechnerBei derapo-
steriori Gitteradaptiorwird zuerstauf einemgrobenGitter eineNaherungsisung
berechnetDarauswird der Beitrag jedeseinzelnenElementszum Gesamtfehler
gesclatztunddadurchauf notwendigeGitterverfeinerungn bestimmterRegionen
geschlosse(siehez.B. Becker & Rannache001).

Die Fehlerlontrolle bei der GalerkinFEM basierthaufig auf a posterioriFeh-
lersctatzungenin der naiirlichen Enegienormoder der globalenL?-Norm (fiir
eineUbersichtsieheAinsworth & Oden1997 oderVerfiirth 1996).Diesewerden
ausberechenbarelokalenResiduerR(Zy) := (f,¢) —a(Zn, ) derapproximierten
Losunggevonnenund berbtigeninsbesonder&eine Informationiiberdie exakte
Losung.SolcheSchatzungernwerdeniiber Dualitatsagumenteabgeleitet wobei
die ApproximationseigenschaftatesFE-Raumediberlokale Interpolationskn-
stanteneingehenwahrenddie Stabilitat desdualenProblemsgendhnlich durch
eineglobaleStabilitatstonstanteausgedickt wird.

Wir behaltendie BezeichnungemusAbschnitt3.3 bei und fuhrenzusatzlich
nocheinenFehlerschtzern(Zn) := Sk Nk ein.

Wie obenbereitserwahntwird derFehlerschtzeriiberdasResiduundefiniert,
dasdanniiberK geeignetausgavertetwerdenmuf3.Dazubetrachterwir dasPro-
blem(vgl. auchBecker & Rannachet996;Rannachel998;Becker & Rannacher
2001):suchez € V, sodalRgilt

a(w, z) = M(w) Ywevy, (58)

wobeiz die LosungdesdualenProblemdir ein beliebiges=ehlerfunktionabV/ ist.
DiesesProblemkannauchmit Hilfe deradjungierterBilinearforma*(-,-) dage-
stelltwerden:suchez € V, sodal3gilt

a*(z,w) = M(w) VYweV. (59)
Wennmanw = e .= 7 — 7, setzt,gilt
Me) = a'(ze)
= a(ey (60)
= aZ-7In2)
und manerhalt unterAusnutzungder Galerkin-Orthogonalit (vgl. Gl. (16))
M(e) = alez—1z,)
= aZ,z—z,)—a(Zh,z—z) (61)
= (f,z-2z)—a(Znz— ).
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Auf derrechtenSeitesteherjetzt nurnochgegebeneberechenbarederzumindest
absclatzbareGroRen Wir erhaltensomiteinenFehlerschtzer derdasFunktional
M (e) beschankt:

M(e) = M(Z—1In) <n(Zn) < TOL. (62)
Fur einenFehlerschtzersoll gelten,daf?
cn(Zn) < M(e) < con(Zp) O0<ci<co. (63)

Ist nur die zweite Ungleichungerfillt und c; bekanntsokanna/(e) < TOL ga-
rantiertwerdenundderFehlerschtzerheil3tzuverlassig.Ist die ersteUngleichung
erfullt, soheil3tderSchatzereffizient, fallsc, nichtzuklein ist. Diesist wiinschens-
wert,damitkeinezukleinenunddadurctzuaufwendigerGitter berechnetverden.
Im besterfall ist ein Fehlerschtzerasymptotisclexakt,d.h.c;,c, — 1 furh — 0.
Wahrenddie Zuverlassigleit bei der Entwicklung einesSchatzersstandigbeach-
tetwerdenmulf3,ist Effizienz schwierigzu erreichenund wird deshalboft mittels
numerischeExperimenteuntersucht.

JenachdemwelcheFehlerabschtzungunsinteressiertwahlenwir beispiels-
weisefolgendeFehlerfunktionale:

e L2-Norm-Fehler|e|:

M(0) = ||| (9,8) = M (e) = Jel|; (64)

e Enegienormfehler|Cell:

M(9) = [|Ce| ™ (09, 0e) = M (e) = ||Tel; (65)

e Punktfehler:
M () := (o) = M (e) = &(Xo)- (66)

Mit Hilfe von nk kannmanjetzt die neueGitterweitenfunktiorh(n) bestimmen,
odermankanneinfachdiejenigerElementeK mit unerwiinscht,,groiem“Residu-
umsbeitragveiterzerlegen.

Der GitterverfeinerungsprozeBrientiert sich an denlokalen Fehlerindikato-
ren. Eine a posterioriGitteradaptiordurchbuft alsofolgendeProzedurim allge-
meinenmehrich:

¢ |0sedie Aufgabeauf demgegebenerGitter;

¢ bestimmebesserdokale Gitterweitenmit Hilfe dergevonnenerLosung;
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e konstruiereein neuesGitter aufgrundderneuenAnforderungen;
e beendalenAlgorithmus,wenndasAbbruchkriteriumerfillt ist.

Bei der Konstruktioneinesverbesserte®itters darf der Aufwand nicht zu grof3
werden.Deshalbist es problematischdurch die Gitterweitenfunktionh(n), un-

abhangigvon dervorigenTriangulierungdie neuerElementezu bestimmensSind

die Basisund somitauchalle vorherberechneteGroffenwie z.B. die FE-Matrix,

nicht mehrverwendbarEsliegt alsonahe jedesausg&ahlte ElementdurchHin-

zunahmevon wenigenGitterpunktenzu verkleinern.Damit brauchemur lokale
FE-Matrixkoeffizientenberechnetzu werden,dennbeginnendmit einer FE-Basis
Uber dem grobstenGitter kann die Basis Uiber der nachstfeinererzerlegung le-

diglich durchHinzunahmevon lokalen FunktioneniiberdenneuenGitterpunkten
gebildetwerden.Auf dieseWeiseentstehteine Hierarchievon Gittern, wasauch
die Verwendungron Mehmitterverfahrenzur Berechnung/on Zy, beguinstigt(vgl.

z.B. GroBmanr& R00s1992).

3.4.2 Der monochromatischeStrahlungstransport als Anwendungsbeispiel

Die Simulationkomplexer Strahlungsfeldem der Astrophysik erfordertin man-
chenTeilen desRechengebietdsdhereAuflosungalsin andererBereichenDas
Verwendervon hochgradigadaptven Gitternist alsoim numerischerstrahlungs-
transportabsolutnotwendig,da steile Gradienterder Quellfunktionbzw: der Ko-
effizienten,aberauchdie hoheDimensionaliat desProblemsdie numerischeBe-
rechnungunmdglich machernwiirden(vgl. Filhrer& Kanschatl995).Wegender
hohenDimensiondesRechengebietserbtigt manselbstauf Parallelrechnermine
geeigneteMethodezur Fehlerschtzungund Gitteradaptionum hinreichendge-
naueErgebnissezu erzielen(sieheKanschatl998). Dabeiist zu sicherzustellen,
daRdie Fehlegrenzenscharfgenugsind, um numerische~ehlervon Modellfeh-
lernunterscheiderau konnen.

Um unter Verwendungder Galerkin-Orthogonalét einen a posteriori Feh-
lerschatzerzu erhaltenmul3die Diskretisierungwie in Abschnitt3.3durchgeiihrt
werden Fernersolltediesesovohl im Winkel 9 alsauchim Ortvom Galerkin-Typ
sein.Wir bezieherunsim folgendenstetsauf die in Abschnitt3.3 durchgeiihrten
Diskretisierungemindverwenderdie dorteingefihrtenDefinitionen,insbesondere
fur denRaumVv;, sawie fir die ElementeK; unddie TriangulationT},. Jetztwenden
wir dasobeneingefihrtelineareFunktionalM (-) : V — R aufZ bzw. Z,, anund
erhaltenmite:=7 -7,

M(Z) — M (In) = M(e). (67)
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Wie wir bereitsobenangedeutehabenundim folgendensehenwerden,berbti-
genwir dendualenStrahlungstransportoperatdr unddie Losungz deszur STG
dualenProblemspm eineneffizientenFehlerschtzerkonstruierereu konnen Als
rechteSeitedesdualenProblemswvahlenwir dasFehlerfunktionat (e), dasuns
eine Abschatzungin einerbestimmterNorm liefert (vgl. z.B. GI. (64), (65) oder
(66). Der zum Strahlungstransportoperaté@r duale Operator4* besitztdie Dar-
stellung

a(uv) = (4Z,v)
= (Z,4%) (68)
(L,(~T +K+05) V) gugos + (L0)y

DasdualeProblembesitztzum primalenProblemkomplemenire Randbedingun-
gen,d.h.Z=0auflr .

Ausgehendion derallgemeinerfFehlerdarstellungn Gl. (59) erhalterwir mit
(¢,2%2) := M (¢) undunterAusnutzunglerGalerkinOrthogonaliat (e, ¢r,) =0
Von € W

Me) = (42

= (ﬂe,Z—Zh) (69)
= Z (f—ﬂh,Z—Zh)K
KeTH
D L
= dz Z (R(Ih),z—zh) KézXKlsdfl vz, € W, (70)
=1I=1

wobeiR(Zy) := f — 47, dasResiduunbezeichnetWeiterhinkannman
(R(Zh),z— zn) « < [IR(Zn)||k[1Z— zn]lk (71)

absclkatzenund mit denApproximationsabsditzungerdesFE-Raumserhalt man

lz—zllk < Ca [hﬁéz||D>2<Z||KézxKl§—l + hKISd‘l||a‘9z||}<[§>><}<,5d‘1
g ||a§z||K§xKlsd_1] (72)
= Cqi G-

Aufgrund der Superlorvergenzin denAuswertungspunkteder Ordinatendiskre-
tisierungist die Losungder STG stetseine Ordnungin h bessermls die Beitrage
hKl§_1||a,gz||K§,xK|§_1 + hilsd_l||a§z||Ké)xKlsd_1 zum Fehlerschtzer (sieheKanschat
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1996). Der Fehlerwird also systematischiberschtzt, so dalwir einenverein-
fachtenSchatzerverwendender nur die KomponentehignD§z||KngSd_1 ausder
d d |

Ortsdiskretisierungperiicksichtigt.Die lokalenGewichte Gy werdennunzu
Wi = Mol Dillo o1+ (73)

Somitemibt sich mit Hilfe desdualenProblemsund desserLdsungz fir lineare
Ansatzfunktionenm Ort undkonstanteAnsatzfunktionenm Winkel derfolgende
Fehlerschtzer:seienZ, z € V und 7y, z, € Vi, wobeiz, die Galerkin-Naherungder
dualenLdsungz bezeichnetDannkanndasFehlerfunktionat (e) = (e,r,,) mit
rq = A*z abgeschtztwerdendurch

|M(e)] < r](Ih):ZnK
D L
= leI;CdlwdlIIR(Ih)IIKézxKlsd—la (74)

wobei die KonstanteCqy durchlokale Approximationseigenschaftevon V;, be-
stimmtwird. Da die dualeLdsungz nicht analytischverfugbarist, wird sie tbli-
cherweisedurch die FE-Losungz, desdualenProblemsersetzt.Dies hat einen
zweitenLosungsschritterselberstrukturwie beim primalenProblemzur Folge.
Esist klar, daBwegen dieserErsetzungder Fehlerschtzerin GI. (74) im stren-
gensSinnenichtlangerzuverlassigseinkann.Um ||02Z|x abzuschtzenkannman
die Differentialquotienterdurch geeigneteDifferenzenquotienteder Losungz,
ersetzenDies erfordertallerdingsdie Einfihrungeiner nicht berechenbare®i-
cherheitsknstante.SelbstRechnungemit dem einfacheren,auf das Ortsgitter
beschéanktenFehlerschtzerhabengezeigt,dal diesertrotz empirischgewahlter
SicherheitsknstanteguteErgebnissdiefert (sieheKanschatl996).

Fur dreidimensionaléStrahlungstransportproblemst es urvermeidlich, die
GroRedeszu losendendiskretenSystemszu reduzierenWie bereitsdiskutiert,
sind adaptve Methodensehrflexibel und liefern — in Verbindungmit a posteriori
Fehlerschtzernvom Typ (74) — zuwerlassigeund genaue_dsungenlnsbesonde-
re der Genauiglitsaspekist fur die Interpretationvon Beobachtungsdatemit-
tels Simulationsrechnungesehrwichtig, da nur bei ausreichende6Genauigleit
dernumerischd-ehlervon Modellfehlerngetrenntwerdenkann.Ein ersterSchritt
war die Entwicklungvon Gitterverfeinerungsstraggen basierencauf a posteriori
Fehlerschtzernin der globalenEnegie- oderL2-Norm, die lokale Residuerder
berechneteh dsungerenthielten Wennwir dasL?-Fehlerfunktionab¥ (e) = |||
ausGl. (64) alslinke Seitevon Gl. (74) verwendengmibt eine Abschatzungder
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Abbildung 4: Problemskizzdiir die Beobattung einer Punktquelle(rechts) von
einemSatelliten(links) durch ein dazwistienliegendesMedium(mitte).

el<ii= /ynZ
el ZL (75)

Niz = CaCshi [IR(Zn) ||k

wobeiCs nurvon derForm und Grof3evon Q abhangt.Diesea posterioriSchranie
fir denL?-Fehlerfindetmanauchin derLiteratur (siehez.B. Erikssonetal. 1995;
Verfurth 1996). Solche Abschatzungensind fur den Fall inhomogeneiK oeffizi-
entenund insbesonderé&lr steile Gradienterder LosungZ nicht optimal. Jedoch
liefern diesesogenannteh?-Indikatorenn, » eingutesVerfeinerungskriteriumym
dasqualitatve Verhaltender LosungZ tGiberallin Q zu untersuchenin der Astro-
nomie ist man daraninteressierteine gemessenbzw. beobachtetésrolie (z.B.
denStrahlungsflul3nit einemSimulationsegebniszu vergleichen.Der gewichte-
te ResiduensdhizerausGl. (74) wurde genaufir dieseAufgabeentwickelt und
erlaubtgezieltdie a posterioriFehlerlontrolle in einzelnenphysikalischrelevan-
ten GroRRen,sowie die adaptve Erzeugungder hierfur ,,optimalen“Gitter (siehe
Kanschat(1996)).Wie bereitsim vorhegehenderbschnitterwahnt,werdendie
lokalen Gewichte wy im Residuenfehlersétizer(74) durch Bildung von Diffe-

rechtenSeite
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renzenquotienteausder auf demaktuellenGitter numerischberechnetemlualen
Losunggevonnen DieserMehraufwandzur AuswertungderlokalenFehlerindika-
torennk gegerilberbeispielsweiselenL?-Indikatoren(75) sollte sichdurcheinen
Gewinn an Gitterokonomie,d.h. Verfeinerungan den,,problematischenStellen,
bezahltmachen(sieheTabelle3). Die Definition eines,,problematischenTeilge-
bietsfindet sich zu Beginn von Abschnitt3.4.1. Somit erhalt man nicht nur we-
sentlichokonomischereGitter als mit einemglobalenL?-Indikator, sondernauch
erstaunlichgenaueSchranlen fur die tatsachliche Fehlegrof3e (sieheauch Kan-
schat1996). Letzteressollte abernicht iberbevertet werden,da wegen der nur
ungenaubekannterKonstanteCy der angejebeneSchatzwertetwas willk Urlich
ist.

Die Abb. 4 skizzierteinetypischeBeobachtungssituation der Astronomie:
dasbeobachtet@bjekt ist weit entfernt,d.h. beobachtetvird die Strahlungsin-
tensifitin einerRichtungd s Da dasObjektvon einemTeleslop raumlichnicht
aufgebst wird, wird nur der StrahlungsflugemessenDer FluRR entsprichtdem
Mittelwert dermit cosd ops gewichtetenintensitit Z(x, 9 ops) UberdenderErdezu-
gewandtenTeil desRanded 4, WennmandasSimulationsegebnismit denBe-
obachtungervergleichenwill, soist derinteressierend®Vert ausder Rechnung
durchdasAuswertungsfunktional

Mips(T) = / (%, Bop9 9 - Fopetix (76)

I obs

definiert, wobei 9r die Flachennormaleles Randelementesst. Das zu diesem
FunktionalgetbrendedualeProblemist besonderginfach:esentsprichtdempri-

malenProblemohne Quellenim Innern desRechengebietsnd konstanterEin-

strahlungausRichtungder Erdemit Mittelwert 1.

Haufig ist dasbeobachtet@®bjekt keine Punktquelle sonderneine raumlich
ausgedehntPhotonenquelligion. In derBeobachtungstechnikinsbesonderbei
derBeobachtundpoch-roterschobeneGalaxien(sieheKapitel 7) — wird vielfach
die sogenanntéangspaltspektrosipie angavandt. DabeiwerdenLangspaltmas-
kenin denStrahlengngeinesTeleslopsgebrachtum SpektrenausTeilgebieten
desbeobachtete@bjektszu erhalten(vgl. dazuAbb. 15und21). Dasentsprechen-
de Auswertungsfunktionakt durch

Ma(T) = / T(X S obs)9r - DobellX (77)
[ siit

gegebenwobeirl g die FlachedesLangspaltaufdemTeil desRandedezeichnet,
der dem Beobachterzugevandtist. Das zu diesemFunktionalgelrendeduale
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Problemist wie obendefiniert,nur daf3die Einstrahlungnicht iberdengesamten
Rand,sondermur tiberdie Flacherl gj; erfolgt.

DerGittenerfeinerungsprozesmsierencufeinemaposterioriFehlerschtzer
ist folgendermal3earganisiert:.unterderAnnahmeeinergegebeneriehlertoleranz
TOL ist esdasZiel, ein Gitter T}, zu erzeugenaufdem

M@ <n(Zn)= /Y ng(Zn) <TOL (78)
KeTh

gilt. Die lokalen\erfeinerungsindikat@nng sindin Gl. (74) definiert. Nachdem
wir die LosungderSTGaufeinemgrobenStartgittetherechnehabenwendenwir
die sogenannte fixed fraction” Gitterverfeinerungsstragge (siehez.B. Kanschat
1996; Becker & Rannachef001)an: die Zellenwerdennachder Grol3evon ng
sortiertund ein festerAnteil Y (z.B. 30%) der Zellen mit dengrof3tenng wird in
jedemadaptven Schritt verfeinert. Diese Stratgie garantiert,daf3in jedemVer
feinerungszyklugineausreichengroReAnzahlvon Zellenverfeinertwird. Dann
wird aufjedemneuen(undfeineren)Gitter die Losungberechnetind dergesam-
te ProzelRwird schlieB3lichwiederholt,bis die vorgegebeneToleranzerreichtist.
Diese Stratgie ist insbesonderelannzu favorisieren,wennmaneine Rechnung
so genauwie moglich machenmochte.Damit ist gemeint,dal3 die vorgegebene
Toleranzzwar nicht erreichtwird, dermaximaleHauptspeichedesComputerge-
dochbereitsersclopft ist. In diesemFall mul3der Parametery” entsprechenden
verbleibenderspeicherkapazitenbestimmiwerden.

3.5 ResultierendeMatrixstruktur

Bei einerDiskretisierunglermonochromatische8TGmit N Freiheitsgradetent-

sprichtder AnzahlderKnotendesquadratischeittersin 2D bzw. hexaedrischen
Gittersin 3D) in Q und M Ordinatenin S™-1 erhaltenwir ein diskreteslineares
GleichungssysterderForm

Amono- U =f, (79)
mit dem Vektor u, der die spezifischerintensiatenenttalt und f die Werte des
Quellterms.Diese beidenVektorenhabendie Lange (N - M) und Anono ISt eine

(N-M) x (N-M) -Matrix. Wennwir dieim vorigenAbschnittbehandelt@ensor
produktstruktuanwendenhatdie StrahlungstransportmatriXmeno die Form

Amonoz T + K + S (80)
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mit derBlockstruktur

%1 0

T= , (81)
0 M
£1(x) 0

K = , (82)

0 Am(X)

w1161(0) ... wm6Gi(0)

S= : : ; (83)
wm16Gm(o) ... wvmGm(0)

wobeiwy, = P(8y,9y)/M istund) = K + o die OpazititbezeichnetBei Berlick-
sichtigungder DiskretisierungdurchSDFEM sind die EintragederN x N-Blocke
definiertdurch

TR = (U 4 89i- 0,0, 8- 0kLk) (84)
AK(X) = (U] +39;-0kv;, XUK) (85)
&/(0) = (U} +89i-040;,00y), (86)

mit j=1,...,Nundk=1,...,N.

3.6 Iterati ve Losungsmethodaleslinearen Gleichungssystems

DasausderobenbeschriebeneBiskretisierungesultierenddineareGleichungs-
system(79)ist bereitsfiir einemagigeAuflosungm Orts-und Winkelraum(zs 10°
Knoten und 80 Ordinaten)sehrgrol3, diinn besetztund, aufgrunddes Streuinte-
graloperatorsstarkgelkoppelt.In der Astroptysik wird haufig die sogenannté\-
Iterationverwendetum diesesSystemzu |dsen.Wennmandasgesamtaliskrete
Systembetrachtetjst esein Defektlorrektunerfahrenmit Beinahe-Block-Jacobi-
Vorkonditionierung.Durch die VerwendungeinervollstandigenJacobi-\drkondi-
tionierunggelangTurek (1993)ein ersterSchrittin Richtungverbessert&ornver
genzratenDa der Transportoperatoexplizit invertiert wird, korvemgierendiese
Methoderfir transportdominiert®roblemesehrschnell. Nutzt manzusatzlichdie
auseinerUpwind-Diskretisierungesultierend®reiecksmatrixstruktuaus,ist die
Invertierungmit einer VektorMatrix-Multiplikation auf3ersiguinstig. Fur denin-
teressanterfrall der Streudominanzersagerdie Defektkorrektunerfahren(wie
andereFixpunktiterationerauch),dadie KonditionszahUder Iterationsmatrixsehr
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groBwird und die KonvergenzratedieserMethodennur von der Konditionszahl
abhangt.

Die Eigenwerterteilungder StreumatrixS ist starkum bestimmteWerte ge-
hauft, wobeilblicherweiseeinerderEigenwerteNull ist undalle anderemahebei
EinsoderzumindesteutlichvonNull entferntiegen.Auf dieseStrukturerkdnnen
nunKrylov-Raum-Methodewie GMRESundbi-CGSTAB (siehez.B. Sleijpen&
Fokkemal993;vanderVorst 1992)angavendetwerden.Da die Eigenwerteeine
groRRelL ticke zwischenderunterenundderoberenAnhaufungaufweisengeriigen
kleine Polynomgradeyum denlterationsfehlezu verkleinern.Betrachtetmannur
den Streuoperatgrkorvergiert z.B. der GMRES-Algorithmusin zwei Schritten
(sieheKanschatl996).

Derbi-CGSTAB Algorithmusvon vanderVorst(1992)hatsichbereitsin Tu-
rek (1993)fur nicht-symmetrisch&ystemebewahrt. DieseMethodereduziertden
Iterationsfehlewiel schnelleralseineFixpunktiterationzeigtjedochauchein sehr
irregularesKonvergenzierhalten Kanschat(1996) vemgleicht diesenAlgorithmus
mit GMRES, welchesdie einzige Methodefir nicht-symmetrisch&ystemeist,
die denFehlerin jedemSchritttatsachlichreduziert.Dabeistellt sich herausdal’
GMRESTfur moderateéStreuungund furr denFall der Streudominanim Gleichge-
wichtsfall o = X = (k+0) schnellerals dasbi-CGSTAB Verfahrenkorvergiert.
Jedochverwendetdas GMRES Verfahrenfir jedenlterationsschriteinenHilfs-
vektor. Die bi-CGSTAB Methodekommtmit einerfestenAnzahlvon achtHilfs-
vektorenaus.Diesflihrt zu einerdeutlichgeringererSpeicheranforderungo dal®
sich die bi-CGSTAB Methodezur Losungdes monochromatischeStrahlungs-
transportproblemempfiehlt.

3.7 Parallelisierung

Die Bilinearformder schwachenFormulierungder monochromatischeS8TG (43)
enthalt die Summevon zwei OperatorenZ und §, wobei der Transportoperator
T aufdenOrtsraumundder Streuoperators auf denOrdinatenraunwirkt. Somit
kannmanzwischenzwei Parallelisierungsstratgen, einer Gebietszerlgungsme-
thodeundeinerOrdinatenparallelisierungyahlen.
Transportdominiert®roblemeunterscheidesichin einemspezifischerfPunkt
von elliptischenProblemenEs existiert eine ausgepigte Richtungdesinforma-
tionsflussesDieserAspektmufi bei der Entwicklungvon Parallelisierungsstrate-
gien beiiicksichtigtwerden.In Kanschat(2000)wird vorgeschlagendal3Paralle-
lisierungsstratgien fur die STG dasGebietnicht querzur Transportrichtungin-
terteilensollen.Da die Losungder STG auseiner Anzahlvon Transportinversio-
nenfiir endlichviele unterschiedlich®ichtungerbestehtwiirdedie Konstruktion
einereffizientenGebietszerlgungsmethodeinerichtungsabhngigeUnterteilung
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desOrtsraume®2 erfordern Aufgrundderdaraugesultierendeimmenserimple-
mentierungsproblem@vorisierteKanscha(2000)eineOrdinatenparallelisierung.
Diese Stratgjie verteilt den Ordinatenraunt’—! der STG Uberdie Knoteneines
ParallelrechnersiegenderUnstetigleit der Formfunktionerfiir die Ordinatena-
riable,aberauchwegender nicht-lokalenKopplungdesStreuintgrals,handeltes
sichum einereine, nicht-iberlappendé&arallelisierung Der Nachteil dieserPar-
allelisierungsstratge ist, dal3dasStreuintgral alsglobalerOperatorauchglobale
Kommunikationerfordert. Somit erhalt jeder ProzessoDatenvon allen anderen
ProzessorenndschicktgleichzeitigDatenanalle.
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4 Strahlungstransport beivollstandiger Wiederverteilung

4.1 Motivation und physikalischeEigenschaften

In diesemAbschnittwird die Wiedenerteilungvon Photonerm Winkel undin der
Frequenauntersuchtdie von gelundenerAtomenoder Molekillen gestreutwer-
den.DiesbedeutetdaBmansichbeiderModellierungderStrahlungstransportglei-
chungnicht mehrauf eine Frequenzdeschanken kann. Diese Beschéankungauf
eineFrequenzsatunsin Kapitel 3 von derv-Kopplungbefreit, die fir denallge-
meinererFall dervollstandigenWiedenerteilungin einemMehrfrequenz-Modell
mitbericksichtigtwerdenmuf3.

Im folgendenwerdenwir die Natur der Wiedenerteilungim Ruhesystendes
Atoms untersuchenDieseNaherungsetztvoraus,dal3die allgemeineWiedener
teilungsfunktiorR(v',8";v,8) = p(3',9)Y(V',v) durchdie Produktbildungzweier
unablangigerFunktionerbeschriebemverdenkann.Dabeibeschreibtlie Winkel-
phasenfunktiomp(d’,9) die Anderungder Richtungund y(v',v) die Frequenan-
derungeinesPhotonsbei einem StreuprozeREin einlaufended?hotonwird vor
dem Streuprozefdurch seineFrequenzv’ bzw. Enegie hv' (h ist das Planck-
scheWirkungsquantumyund seineRichtungd’ beschriebenDie Frequenzund
RichtungdesauslaufendefPhotonswerdendurchv und$§ damgestellt.Unter der
Annahme,daf} das streuendeMaterial auf atomarerSkalakeine ausgezeichnete
Richtungaufweist,ist dasatomareAbsorptionsprofilp (V') isotrop.¢ ist normiert,
sodaB [© & (V')dv' = 1 gilt. Weiter gibt die Frequenzwiederrteilungsfunktion
Ww(v',v) die Wahrscheinlichkit an, daf3ein Photon,welchesim Frequenzbereich
(V/,v'+dv’) absorbiertvird, in denBereich(v,v+dv) emittiertwird. Dagegenbe-
schreibtdie Winkelphasenfunktiop(d’,8) die Wahrscheinlichkit, daflein Photon
ausdemRaumwinlel d8’ in Richtungd’ in denfestenrRaumwinlel d9 in Richtung
9 gestreutwvird. DieseFunktionensind normiert,sodaRgilt:

//UJ(V',V)dV’dV = 1 und (87)
00
- 1
gi-1 g1

Die PhasenfunktiobeschreibtiblicherweisalipolartigeStreuprozessg@rayleigh-
oder Thomson-Streuung)Jnter der Annahme,dal3 die streuendemtome oder
Molekule zufallig orientiertsind, ist die Phasenfunktiorp(d’,9) = 1 (sieheMi-
halas1978)undwir sprecherallgemeinvonisotroperStreuung.

Mit Hilfe der obendefiniertenFunktionenkann nun die Wahrscheinlichkit
¢ (v')dv'dd’ /4t anggebenwerden,mit der ein Photon(v’,8’) absorbiertwird.
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Weiter kanndie Wahrscheinlichkit y(v’,v)p(d’,9)dvdd /4t anggebenwerden,
mit der ein absorbierte$hoton(v',8") nachdem Streuprozef&ls Photon(v,9)
emittiertwird. Die gemeinsam&Vahrscheinlichkit, daein Photon(v’,3") absor
biertundein Photon(v,9) emittiertwird, ist dasProduktder beidenWahrschein-
lichkeiteng (V' )Ww(v',v)dv'dvp(d’,8)(dd’/4m)(dd /4m). Die Funktionenp(v') und
Y(v',v) missemochgenauegenaueuntersuchtverdenlm folgenderbetrachten
wir die einfachenFalle (vgl. Hummer1962):

(a) Fall I: LinienbreiteNull

(b) Fall II: Strahlungsdmpfungim oberenZustandund Koharenzim Ruhesy-
stemdesAtoms

(c) Fall lll: vollstandigeWiedenerteilungim RuhesystendesAtoms
(d) Fall IV: Wiedenerteilungzwischerzweiverbreiterterzustinden

Die Falle I-lll werdenausfihrlicherdiskutiert,dadie entsprechendeWiedener
teilungsfunktionernin denfolgendenrAnwendungsbeispielemrealisiertwurden.Der
Fall IV wird nurausGrundenderVollstandigleit erwahnt.Die auRerskomplexen
Falle derpartiellenWiedenerteilung(sieheOxenius1986)werdenin dieserArbeit
nichtuntersucht.

(a) Fall I: fur deneinfachstenFall ist die natirliche Linienbreite Null. Dies ist
zwar ein starkidealisierteBild und nicht auf ein realesAtom anwendbarjedoch
liefert die BetrachtungliesesGrenzhlls einetiefereEinsichtin die NaturdesWie-
denerteilungsprozessesB. bei der Berlicksichtigungvon Dopplerefekten(siehe
Mihalas 1978).Es wird angenommengaldasidealisierteAtom zwei unendlich

scharfeZustindebesitzt,zwischendenendie Ubegangestattfinden Es gilt dann
einfach

d(V)dv' = d(v—vo)dV’
PLY) = BV V), (89)

wobeid die Delta-Distritution bezeichnetindvg die FrequenzlesLinienzentrums
ist.

(b) Fall 1I: als nachstedetrachterwir Strahlungsédmpfungmit Koharenzim Sy-
stemdesAtoms. Koharenzbedeutehier, dal3die Zeitablangigleit der Amplitude
zwischendenWellenpaletenbis auf einePhasewerschieling die gleicheist. Das
Atom habeein (unendlich)scharfesGrundnveauund ein hoheresNiveau,dessen
Verbreiterunglurchdie endlicheLebensdaudreimsogenannteBStrahlungszedl
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in denGrundzustandjegebenist. Die Absorptionum die mittlere Ubeigangsfre-
quenzvg wird durchein Lorentz-Profil
, r

(V ) = [2T[(V’ —VO)]2+ (%)2 (90)

beschriebenwobeil = 10’...10° s~! die Dampfungsknstantdst. Wenneskeine
zusatzlichenStrungendesAtomsgibt, wahrendsich dasElektronim hdherenNi-

veaubefindetkommteszu keinerUmgruppierungn denUnternveausidesoberen
EnegiezustandsDie RuckkehrdesAtomsin denGrundzustanerfolgt durchdie
EmissioneinesPhotonsmit exakt derselberEnegie wie fur dessermbsorption.
Somiterhaltenwir fir die Frequenzwiedeerteilungsfunktiorwie im Fall |

Pv',v) =3V —v). (91)

PhysikalischeGegebenheitenin denendiesesModell gultig ist, sind Resonanz-
linien in Medien mit solch geringerDichte, daf3 Kollisionswerbreiterungerver-
nachbBssigbarsind. Ein Beispiel ware die sogenanntd.ya Linie von atomarem
Wasserstdfim interstellarerMedium (vgl. Mihalas1978).

(c) Fall l1I: dasgrundlegendephysikalischeModell, dashier betrachtewird, ist ein
Atom mit einemscharfenunterenNiveauund einemhoherenNiveau,dasdurch
Kollisionen und Strahlungsdmpfungverbreitertist. Die Kollisionen missenso
haufig auftreten,daRalle angergten Elektronenvor der EmissioneinesPhotons
nachdemZufallsprinzipiiberalle UnternveausdesoberenZustandsumgruppiert
werden.Wie bereitsim Fall Il ist dasAbsorptionsprofilein Lorentz-Profil (90),
wobeil hierdie volle Verbreiterund Strahlungsund StoRR\erbreiterungjlesobe-
renNiveausdarstellt.In diesemGrenzhll ist die FrequenzdesemittiertenPhotons
nichtmit derFrequenalesabsorbiertefPhotonskorreliert,d.h.dasemittiertePho-
ton hatkeine,,Erinnerung“andasabsorbiertd’hoton.Die Wahrscheinlichkit fiir
eineEmissionbei einerbeliebigenFrequenist proportionalzur AnzahlderUnter
niveausbei dieserFrequenzaind somit proportionalzum Absorptionsprofil Wenn
vollstandigeWiedenerteilungim SystemdesAtoms angenommenvird, erhalten
wir

rdv
[2m(v —vo) )2+ (5) 2

P(v',v)dv = ¢ (v)dv = , (92)

worausdeutlichwird, daBy(v’,v) von Vv’ unablangigist, und daf3die gemeinsa-
me Wahrscheinlichkit fiir eine Absorptionbei Vv’ und eine nachfolgendd€missi-
on bei v proportionalzu ¢(v')$(v) ist. Die Annahmevon vollstandigerWieder
verteilungstellt fur kollisionswverbreiterteLinien generelleinegute Naherungdar.
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AstroplysikalischeAnwendungsbeispieldiesesModells sind Sternatmospdren
und Gasnebelm frihenUniversum.In Kapitel 7 untersucherwir Protoglaxien
alsSpezialélle solcherGasnebel.

4.2 MathematischeFormulierung

Im vorhegehendembschnitthabenwir gezeigt,daRunterder Annahmevon voll-

standigerWiedenerteilungdie frequenzabingigeWiedenerteilungsfunktiordie
Gestalty(v',v) = ¢(v)d (V') hat,wobeid(v) dasfrequenzabingigeAbsorptions-
bzw. EmissionsprofilbezeichnetFir diese Funktionengilt ¢ € L?(RT x R*),

¢ € LYRT) undy(Vv',v),d(v) > 0. Die Wiedenerteilungsfunktionp(v’, v) ist nor

miert,sodaB f3’ fo" Y(V',v)dv'dv = 1 undsomitauch [’ ¢(v)dv = 1 gilt. Im Ge-
gensatzzur monochromatischeBtrahlungstransportgleichur{@7) ist nebender
spezifischerntensitit der Streu-und Absorptionskefizient sowvie der Quellterm
vom Ort x € Q undderFrequena € R* abhangig.Wennder frequenzabangige
Streuloeflizient o(x,v) = a(x)$(v) in einenortsablangigenund einenfrequenz-
abhangigenAnteil zerlegt wird, lautetdie frequenzabéngigeSTG mit vollstandi-
gerWiedenerteilung

9-0xZ(X,9,V) + X(X,V)Z(X,9,V) —

o(x)/ / RE,V;9,v)Z(x,9',Vv)dd'dv’' = f(x,v), (93)
R+ g1

wobei x(x,v) = K(x,v) + o(x,v) die Opazitt und R(®’,V’;9,v) die allgemeine
WiedenerteilungsfunktionbezeichnenFur den Fall thermischerEmissionwird
derQuelltermaufderrechteSeitevon Gl. (93) zu

f(x,v) =K(X,V)B(x,V), (94)

mit derKirchhoff-Planck-FunktiorB(x, V).

Die WiedenerteilungsfunktiorR(9’,v';9,v) = R(V/,v)P(8',9) beschreibtie
Wabhrscheinlichkit, daein Photon(d’,v’) absorbierundein Photon(d,v) emit-
tiert wird (vgl. Abschnitt4.1) und laRtsichin einenfrequenzablngigenAnteil
R(V',v) undeinenwinkelabliangigenAnteil P(9’,9) zerlegen.Die Phasenfunktion
P(8’,9) ausGl. (28)ist bereitsam Anfangvon Abschnitt3.1ausfihrlich diskutiert
worden.Unter der Annahmevon isotroperStreuung(P(3',9) = 1/(2n(d — 1)))
wird der StreutermausGl. (93) zu

o(x) . o
_mR[ R(v ,V)S]j/l I(x,9',v') d9'adVv/, (95)
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wobeiR(V',v) alswinkelgemittelteWiedenerteilungsfunktion

S5/, _ 1 !\ !
R(V’V)_mg[@[l R(9',V';9,v)d9'dd (96)

bezeichnewird. DieseFunktionist normiert,sodaf}
//Ii(v’,v)dv’dv =1 (97)
00

gilt. Fur die Test-undBeispielrechnungeausKapitel 6 und7 verwenderwir zwei
Grenzhlle: strikte KoharenzundvollstandigeWiedenerteilung(sieheauchFall 11
undFall lll ausAbschnitt4.1).Im erstenFall erhaltenwir

R(V',v) = $(v)3(v — V') (98)
undim letzteren

R(V',v) = 0 (V) (v). (99)

Somitvereinfachtsich der StreutermausGl. (93) fur denFall derkoharenteniso-
tropenStreuungzu
0(X7V) ! ’
———= [ Z(x,9',v)dd 100
el RCCRLE (100)
gi-1

Gl. (100)hatdie gleicheGestaltwie derStreutermdenwir im monochromatischen
Fall (vgl. Gl. (27)) verwendethaben Fur denFall dervollstandigenwiedenertei-
lung werdendie Photonenisotrop im Winkel gestreutjedochzufallig Uberdas
Linienprofil wiedenerteilt. Somiterhaltenwir als Streuterm

S0Y) [y ' V)d9dv
_mo/q)(v )Sd[l I(x,9',v)d9'dv'. (102)

Dawir in unserenTestbeispielestetsisotropeStreuungm Winkel betrachteha-
ben,werdenwir im folgendendie einfachsteForm der Phasenfunktiof(9’,9) =
1/(2r(d — 1)) annehmenEsseijedochunterstrichengallder Codeauchanisotro-
pe Streuphasenfunktionererwenderkann.

Als Randbedingungverdendie sogenannteakuum-Randbedingungeauf
demEinstdmrandr — fur astroplysikalischeProblemevorgegebend.h.

I(x,9,v) =0 aufl xI. (102)
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Um spatereine endlicheDiskretisierungvornehmerzu kdnnen,beschanken wir

die Frequenzerauf ein endlichesintenall: v € | := [a,b], wobeia,b € R*. Das
Intervall muf3so gro3gewahlt werden,daRder Prozelder vollstandigenWieder

verteilunginnerhalbdesintervalls korrekt bericksichtigtwird. Ein Maf3 fur diese
Intervallanpassungst die Gute, mit der die Normierungder Wiedenerteilungs-
funktion undder Absorptionsprofilfunktionnnerhalbdesintenalls

//w(v’,v)dv’dv =1 und /q)(v)dv =1, (103)
I |

erfullt werden.Dawir eineisolierteSpektralliniebetrachtenkdnnenwir die Inter-
vallgrenzpunktea und b jeweils zwischenzwei Linien wahlen,so dal3die Strah-
lungsintensitin denFrequenzema undb gleichderkonstanternntensititderKon-
tinuumsstrahlungst unddie Ableitungenin unmittelbaretJmgetlungderintenall-
grenzerbeliebigklein werden.Somitgilt

Z(x,9,v) =cong fur veab (104)
und
o0vZ(x,9,v) <0 fur velatebtel, (105)

wobei 8,€ > 0 und d klein ist. Dies ist keine Randbedingungglie wir vorgeben
missensonderrsieemgibt sichausderRechnungdaderintegralkern(v’) anden
Intervallgrenzenverschwindet.

4.3 SchwacheFormulierung

Als Losungsraunfiir die STG mit vollstandigetWiedenerteilungkdonnenwir den
RaumV ausAbschnitt3.2 nicht ibernehmendadieserdie zusatzlicheDimension
der Frequenaicht enthalt. Die am Endevon Abschnitt 3.1 eingefihrtenOpera-
toren zur UbersichtlicherDarstellungder monochromatische®TG andernsich
durchdie BeriicksichtigungderFrequenzemicht, dadiesealle v-unablangigsind.
Esistalso

TI(x%9,v) = 9-0,Z(x,9,V) (106)
und
STXO,v) = T(x8,v)— / P(9',9)Z(x,9',V)ds".  (107)
g1
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Dawir im folgendendie vereinfaichendéAnnahmederisotropenStreuungmachen
werden lautetder Streuoperatonun

sz(x,e,v):z(x,a,v)—ml_l) / I(x,9',V)d9. (108)
Sj—l

Fur einekompaktereDarstellungder STG mit vollstandigerWiedenerteilungfih-
renwir nochzusatzlicheinenOperator¥ ein:

FI(X,9,V):=¢(v) <I(x,8,v) - Wl—l)/q)(vl) / I(x,{)"\;/)dﬁldw)
| > (109)

Analog zum natirlichen Losungsraundes monochromatische®trahlungstrans-
portproblemgvgl. (39)) erhaltenwir fiir denfrequenzabiingigenFall alsgeeigne-
tenFunktionenraum

W= {Ie L2Qx S 1x1)|77e LZ(st‘Hxl)}. (110)
Die zugeldrige Norm definierenwir durch

IZIG = IVOTTZIZ g1y + 1 Z7 (111)
+||\/RI”$><S:'*1XI+||\/E¢_I-ILI”%XSJ*1XI'

Die stabilisierteschwacheFormulierunglautetschlieflich:
SucheZ € W, sodal3gilt

cs(Z,0) = (TZ,0+dTV)q, g1, + (KL,V+OTV) o, g1y
+(OFZ,u+3TV) 5, g1, + (Z,0) - (112)

= (f,u+3Tu)5 g1, VUEW.

DerIndex 4 zeigtan,dalRdie SDFEM zur Stabilisierungoenutziwird unddadurch
der Term,,870v" in der Testfunktionauftritt. Die Existenzund Eindeutigleit der
LosungZ in Gl. (112)wird in Wild (1999)gezeigt.

4.4 Diskretisierung

Zunachstprasentieremvir eineGalerkin-DiskretisierunderSTGmit vollstandiger
Wiedenerteilung.Diesist die mathematisclkorrekteVorgehensweiseur Losung
derpartiellenintegro-Differentialgleichunginsbesonderauchim Hinblick aufdie
Herleitungeinesa posterioriFehlerschtzers.
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Die ZerlegungenT® von Q und TS von S™1 ausAbschnitt3.3 konnenbei-
behalterwerden.DasFrequenzinterail | mufRallerdingsnochunterteiltwerden.
Dazubildenwir die ZerlegungT' durchAufteilung desintenvalls| = [a, b] in end-
lich viele ElementeK!, (i = 1,...,M < o), fur die gilt:

UK?:| und  K{iNKj=0  firij. (113)
|
Wir definierenals Funktionenrauniiberl

W = {UGLZ(I) ‘ ulk € PS(K) VKGT'}. (114)

Die Diskretisierungdesintervalls | fihrenwir analogderDiskretisierungderEin-
heitsspireS*—! durch.Diesehaberwir anfangsmoglichstgleichmaRigunterteilt
und habendannauf den TeilgebietenkonstanteBasisfunktionergewvahit. Somit
beschéanken wir unsfur dasintenall | auf eine aquidistantéverteilungder Fre-
quenzsiitzstellenundaufdenPolynomgrads = 0, d.h.u|Ki| =CK.

WegenM < o existierenendlichviele Basisfunktionervon Wh', die wir mit
{piti, i € [1,...,M] bezeichnemund die die Gestaltwie in GI. (53) habenAls dis-
kreten Ansatzraumfur die LosungZ;, der diskretisiertenSTG mit vollstandiger
Wiedenerteilungwahlenwir

Wy = {u ew ‘ Ulke € QLKD) VK® € T2, g € C(Q)
O] st € PUKS ) VKS e TS, (115)
vl € PUK') VK €T }
Als Basisfunktioner{ ik }ijk vonW, erhalterwir

dijk(x,9,v) = Wi (X)15(9) pk(V), (116)

wobei; (x) die BasisfunktionewonVi? und (9) diejenigen/onvhsj_1 sind(vgl.
Abschnitt3.3).
Die diskreteschwacheFormulierungder STG mit vollstandigerWiedenertei-
lung lautet:sucheZy, € W, sodal3gilt
Cs5(Zn,Ln) = (‘TIh, Lh+ GTUh)stﬂ—lm + (KZh, Uh+ 5‘IUh)std_lx|
+(O’,‘fIh,Uh+5TUh)std,1x| + (Ih’Uh)F*xI 117)
= (f,Uh+5‘TUh)QXS,_1XI Yup € Wh.

WegenW, C W ist nachdem Satzvon Lax-Milgram die Bilinearform cs(Zp, un)
stetigundkoerzitv. Mit demLemmavon Cea(siehez.B. GroBmanr& R00s1992)
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erhaltenwir die Existenzund Eindeutigleit einerLosungZ € W, von GI. (117).
Fur EinzelheitersieheauchWild (1999).

EineDiskretisierungsringlichkeit desintegralsiberdasFrequenzspektrurar
gibt sich direkt ausder Anwendungeiner QuadraturformelDie ZerlegungenT<
vonQ undTS'™ von -1 ausAbschnitt3.3kdnnenbeibehalterwerden DasFre-
quenzinterall | = [a,b] muRallerdingsnochunterteiltwerden.Ausgehend/on L
Stitzstellen

= :=[v1,v2,...,v ] C (118)
undzugeftorigenGewichten
W1, Wo, ..., WL (119)

definiererwir ein QuadraturerfahrenQ:
L
Q(Q) = H wi(w) (120)
I=1

fur Integrale f, {(v')dv’ uberl. Der Integrandder frequenzabangigenSTG mit
vollstandigeWiedenerteilungist {(vi) = ¢ (V) fq-1 P(8',9)Z(x,9",v;)dd’. Wenn
wir einenindex ,,k* einfuhren,der die Abhangigleit desKoefizientenoderder
invariantenintensitt vom k-ten Frequenzpunktharakterisierterhaltenwir eine
semi-diskretd-ormulierungder STG mit vollstandigerWiedenerteilung(93):

L
% / r_
e T I;wlq). /sj T w)dd’ = i, (121)

wobeixk = K(X,Vk) + 0 (X, Vi) die Opazititbezeichnetindk,| = 1,...,L. Die Struk-
tur der,,monochromatischerSTGfir jedenFrequenzpunkty ist dieselbewie in
Abschnitt3.3, sodal3die Diskretisierungwie dort beschriebemrrfolgenkann.Der
einzigeUnterschiediegtin einerveranderterQuellfunktionundeinemabgénder
ten Vorfaktor zum Streuintgral. Falls | # k kdbnnendie Termeausder Summein
Gl. (121)aufdierechteSeitegebrachtverdenundalszusatzlichekiinstlicheQuell-
termemit fy zusammengefdtwerdenFur | = k erhalterwir ein Streuintgral ver
gleichbarmit demausAbschnitt3.3, wobeiwir nur nochdie Multiplikation des
Quadratugewichteswy undderProfilfunktion ¢y beticksichtigenmiissen.

4.5 Fehlerschatzer

Zunachstleitenwir einenFehlerschtzeraufderBasisderim vorhegehendemb-
schnittbeschriebene@alerkin-Diskretisierunger STG mit vollstandigeWieder
verteilungher Danachgebenwir einenvereinfachtenFehlerschtzeran,wie dieser
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aufgrunddertatsachlicherDiskretisierungmplementiertst underlauterndie dar
ausresultierendettinschankungerhinsichtlichder Scharfe der Fehlerlontrolle.
BeimFehlerschtzerfur die Galerkin-diskretisiert&TGmit vollstandigeWie-
denerteilungbetrachterwir zusatzlichzum Gebiets-und Winkel-Fehlerauchden
Fehlerin denFrequenzenDie FunktionZ(x,3,v)|, approximiererwir mit stick-
weisekonstanteriFunktionen Wie wir bereitsim Abschnitt3.4fur die monochro-
matischeSTGbeschriebemabenperbtigenwir denzum Strahlungstransportope-
ratormit vollstandigetWiedenerteilungC = 7 + k+ 0 F dualenOperatorC* und
die dualeLdsungz, um eineneffizientenFehlerschtzerkonstruiererzu konnen.
Derzum StrahlungstransportoperatdrdualeOperatorC* besitztdie Darstellung

c(u,uv) = (CZ,v)
= (Z,C) (122)
= (I,(—‘T—I-K-f-o'?) U)stj_1><|+(1—au)r+'

Mit M (d) :=(C*z,¢) und M (Z) — M (Zn) = M (e) erhalterwir denFehlerschtzer
M(e) < n(Zn) = ZnK

D L M
= dz z C||f—CIh||KQ><KSd—1xK|
=1/=1m=1 d = m

2 2
[hKé)HDXZHKé)XKPd_lxK,'n + hKFd_l”a%Z”Ké)XK.Sd_lxK,'ﬂ (123)
2 2
hKlgj—l”aSZ”Ké?xKlS‘—lxKlln+ hKrln”aVZ”Ké)XKlsj_lxKI!n

102l -2, |
Auchdie Differentialquotientefid, z||x und||02z|x miisserwiederumdurchbere-
chenbardifferenzenquotienteder Naherungz, abgeschtztwerden.

Der in Abschnitt3.4 hegeleitetegewichteteResiduensdhizer(vgl. Gl. (74))
erlaubtgezieltdie a posterioriFehlerlontrolle in einzelnenphysikalischrelevan-
ten GroRRen,sowie die adaptve Erzeugungder hierfir ,,optimalen“Gitter (siehe
auchKanschatl998;Wehrseetal. 1999).DieserigoroseFehlerlontrolleeinzelner
MeRgbRen,wie z.B. die Beobachtunginer Punktquelle JaRtsich auchauf den
frequenzabéngigenFall UbertragenNehmenwir wiederumdie typischeBeob-
achtungssituationwie wir siein Abb. 4 skizzierthaben.Da der gewichtete Re-
siduenschtzerden Fehlernur fur eine einzelneMel3gil3e kontrolliert, mufRten
wir beispielsweiseinenFrequenzmittelungsprozéerdasgesamtd.inienprofil
durchfihrenund erhieltendenSpektrallinienfluRFir die typischeBeobachtungs-
situationausAbb. 4, bei der die Strahlungsintensit in einer Richtungd gps Zum
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Beobachtegemessewird undl ops derdemBeobachterugavandteTeil desRan-
desist, waredasentsprechend@uswertungsfunktional

Mo T) = / / T(X,Bops V) - Sopedxdv. (124)
R+ I—obs‘.

Daszu diesemFunktionalgehrendedualeProblementsprichtdemprimalenPro-
blemohneQuellenim InnerndesRechengebietand konstantelEinstrahlungaus
Richtungder Erdemit Mittelwert 1 fur alle Frequenzen.

Wie wir im nachfolgendem\bschnittaustihrenwerden,|osenwir zur Redu-
zierungdesHauptspeicherbedarikzessie L ,,monochromatischeStrahlungs-
transportgleichungevom Typ (121)fur jedendiskretenFrequenzpunkDiesfuhrt
dazu,daRBwir die rechte Seite des Fehlerschtzers(123) nicht mehr berechnen
konnen.Alternatv wendenwir deshalbin jedemdiskretenFrequenzpunkv; ein
Auswertungsfunktional

Mops(Ti) = / T(%, S obs Vi )91 - JopellX (125)

obs

an. Daszu diesemFehlerfunktionalgelbrende,,duale“Problemist rechteinfach
strukturiert:

Movs($) = (9, G'z2)  VoeEW, (126)

wobeiderdualeStrahlungstransportoperatdi bereitsweiter obendefiniertwur-
de.DerlIndex ,,i* charakterisiertlie Abhangigleit desdualenStrahlungstransport-
operatorsundderdualenL 6sungvomi-ten FrequenzpunkiDiesesdualeProblem
entsprichdemPrimalenohneQuellenim InnerendesGebietesind mit konstanter
EinstrahlungausRichtungdesBeobachtersit Mittelwert 1. Als lokale Gitterver-
feinerungsindikatorewerdennundie maximalenokalenindikatoren

N = max{n¢} (127)

der einzelnenFrequenzpunkte; verwendetnf? entsprichtim wesentlicherdem
Indikator desmonochromatischeB8trahlungstransportproblenfggl. denlokalen
Indikatorin Gl. (74) und desserHerleitung)und emibt sich wie folgt, wennden
Fall dervollstandigenWiedenerteilungbetrachtet:

ﬂ&) =|lfi— GIP(:)HK(?xKlsd_lhiézHD>2(Zi||Ké2xK|gd_l' (128)

Somiterhaltenwir eineneinzigenmaximalenFehlerundzwar fur die berechneten
StrahlungstisseandendiskretenFrequenzsitzstellen Esist jedochzu beachten,
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dalwir einenvereinfaichtenlokalen Fehlerindikatorohnedie Frequenzfehlerbei-
trageverwendenso dalReine Aussagdiberdie genaueSchranlke der Fehlegrofie
in deneinzelnerFrequenzpunktenicht mehrscharfist. Die praktischeBedeutung
dermaximaleniokalenindikatorenausGl. (127)liegt nichtin derFehlerlontrolle,
sonderrvielmehrbei derGitterverfeinerungsstratge desOrtsgitters.

4.6 ResultierendeMatrixstruktur und LosungdesGleichungssystems

In derPraxisscheitertderVersuchdasausderDiskretisierungesultierenddinea-
re Gleichungssysterals Ganzesuldsen bereitsbei maRigerAuflosungim Orts-,
Winkel- und Frequenzraunan der GroRedieseSystemsAlternativ teilenwir das
Frequenzinterll in endlichviele diskreteStitzstellenund |6sensukzessie ein
monochromatischeStrahlungstransportproblefiar jedeneinzelnerdiskreterFre-
quenzpunktSomitlosenwir immer nochdasgesamtdineareGleichungssystem,
nur daRsich die GrolRedesim Hauptspeicherzu haltenderSystemserheblichre-
duziert.Die Diskretisierungoleibt dabeivom Galerkin-Typ.

Bei der Diskretisierungder frequenzablngigenSTG mit vollstandigerWie-
denerteilungfir N Freiheitsgradén Q, M Ordinatenin -1 und L Stiitzstellen
im Frequenzinterall | = [a, b] erhalterwir eindiskretedinearesGleichungssystem
derForm

mit demVektor u, der die spezifischenntensiitenenttélt und mit demVektorf,
derdie Quelltermebeinhaltet DiesebeidenVektorenhabendie Lange(N-M-L)
undA poy isteine(N-M- L) x (N - M - L)-Matrix. DiesesGleichungssysterschreibt
sichin Blockform

ATonO 0‘)281 ('OLS]_ Ul fl
mono U» f2
WS Afnono uL fL

Wennwir die in Kapitel 3 behandeltéTensorproduktstruktuverwendenhat die
,,monochromatischeStrahlungstransportmatrir einendiskreterFrequenzpunkt

vk die Form

ATO=T + Ky + S (131)
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mit der Blockstruktur

%1 0
T_ , (132)

0 M
Ra(Xk) 0

Ky = - , (133)

0 R (Xk)

(A)k61(0'k) (,\)((‘51(0]()

S= : - : ; (134)
OOKGM(O'k) (A)kGM(O'k)

wobeiwy =Wk /(21(d — 1)M) ist (vgl. dazuauchdie semi-diskreté&ormulierung
der STG mit vollstandigerWiedenerteilungausGl. (121)). Bei Beriicksichtigung
derDiskretisierunglurchdie SDFEMsinddie EintragederN x N-Blocke definiert
durch

T = (Um+ 89 -UxVm, 9i-OxUn) (135)
AM(Xk) = (Um+ 89 -0xVm, XkUn) (136)
&{"™(0k) = (Um+ 8%i-UxUm, OkUn) , (137)

mitm=1,...Nandn=1,...,N.

Wie bereitszu Beginn diesesAbschnittserwahnt, ist eine vollstandige Be-
handlungdesfrequenzablingigenStrahlungstransportproblenisiit der Tensor
produktstrukturQ x =1 x 1) viel zu , kostspielig*, d.h., daR das resultierende
Gleichungssystenbereitsbei mafiger Auflosungsowohl im Orts- und Winkel-
raum, als auchim Frequenzrauneineviel zu gro3eAnzahl von Freiheitsgraden
aufweist,um auf den heutigenRechnerngelost werdenzu konnen.Eine Paral-
lelisierungsstragie sovohl im Winkel- als auchim Frequenzraunware relativ
einfachzu realisierenjedochwirdenbei einerverninftigen Auflosungvon etwa
80 Strahlrichtungemnd80 FrequenzeMaschinemit 6400Prozessoreheritigt.
WennzusatzlicheinehoheOrtsaufosungerforderlichist — wasfastimmerderFall
ist —, sollte jeder dieser6400 ProzessorefibereinenHauptspeichevon minde-
stens500Mb verfiigen. Eine solcheMaschineist in Deutschlandzur Zeit nicht
verfugbar jedochgibt es am LawrenceLivermoreNational Laboratoryund am
SandiaNationalLaboratoryin denUSA Parallelrechnemit mehrals6500Prozes-
soren.Da wir keinenZugang zu derartgro3enRechnerrhaben missenwir uns
eineAlternative zu dervollstandigenBehandlungrequenzablngigerStrahlungs-
felderuberlegyen.
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Wir betrachterdie L ,,monochromatischerfStrahlungstransportprobleme
A"y =f,  (k=1,..,L) (138)

nacheinandemDie Vektorenuy enthaltendie spezifischerintensiitenund ?k die
Werte des Quelltermsfir die Frequenzervg. DiesebeidenVektorenhabendie
Lange(N-M) undA°isteine(N - M) x (N - M)-Matrix (sieheoben).Die Struk-
tur derMatrix Af’°"ist die gleichewie bereitsin Abschnitt3.5beschriebeifsiehe
oben) DereinzigeUnterschiedestehtarin,daldie Gewichtewy,, = P(3,9y)/M
= 1/(2rn(d — 1)M) (isotropeStreuung)n derkoharenterStreumatrix83) mit den
Quadratugewichten der Frequenzintgration wi und der Linienprofilfunktion ¢y
multipliziert werdenmiissen.Die modifizierte rechte Seite fy enttalt nicht nur
die Beitragevon thermischemQuellenfy, sondernauchdie Summeder Beitrage
Y12k WMy ausder Quadraturformefur dasFrequenzintgral, die nicht auf die
.,aktuelle“Frequenx wirken.

DerLdsungsalgorithmudesgesamterfrequenzabéngigerProblemdiestsich
in Klirzewie:

1. Startemit Z = 0 fur alle Frequenzen.

2. LoseGl. (121)furk=1,...,L.

3. WiederholeSchritt2, bis die Losungkonvemiert.

4. VerfeineredasOrtsgitterundwiederholeSchritt2 und 3.

Die Orts-und Winkeldiskretisierungler Strahlungstransportproblenfigr die ein-
zelnenFrequenzpunktey sowie die Losungderresultierendesleichungssysteme
erfolgt wie wir esim Fall der monochromatischeB8TG beschrieberaben(vgl.
Kapitel 3). Aufgrund der Frequenzkpplung des globalenIntegraloperatorsder
vollstandigenWiedenerteilung erhaltenwir zusatzlich zu dieserinnerenlterati-
onsschleifalesbi-CGSTAB-L tsersineaullerdterationsschleifeZur Losungdes
gesamterProblemsA poyu = f verwenderwir ein Block-Gaufl3-Seidel-stfahren.
Dabeistartenwir beimFrequenzpunkt = 1 undldsensukzessie die ,,monochro-
matischen“Strahlungstransportproblenigs zum letzten Frequenzpunkk = L.
Diesenaul3erenterationsschritwiederholenwir so oft, bis sich die Losungim
Rahmereinervorgegebenemoleranznicht mehrandert.Falls wir denstatioréren
Iterationsschritmit demIndex (i) kennzeichnergrhalterwir folgendel ,,mono-
chromatische'Strahlungstransportprobleme:

Among() — £, 4 Z<w| s+ ka' S, (139)
I< >
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Der Vorteil desobenbeschriebenehdsungserfahrensbestehtdarin, da wir L

,,mmonochromatischelind somit,,kleinere“Strahlungstransportproblemachein-
anderlosenkdnnen.Somit konnenwir eine sehrgute Auflosungbei der Orts-,
Winkel- und Frequenzdiskretisierurgyzielen.
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5 Strahlungstransport in bewegtenMedien

5.1 Motivation und physikalischeEigenschaften

In diesemAbschnittwerdenzwei Falle betrachtetim erstenFall wird Strahlung
von einemrelativ zum BeobachtebewegtenObjektausgesendein zweitenFall
wird StrahlungvoneinemdifferentiellbenvegtenMediumgestreutin beidenFallen
emibt sich eine DopplerVerschieling des Spektrumsund daherkdnnenbeide
Falle gemeinsanbehandeltverden.Sietretenim allgemeinerkombiniertauf und
mussenin vielen astroplysikalischenProblemenmitberiicksichtigtwerden. Als
BeispieleseienrotierendeAkkretionsscheiberkollabierendeoderexpandierende
GalaxienoderProtoglaxienund Superneaegenanntinsbesonderdie Strahlung
von einerrotierenderkkretionsscheib&erdeutlichtdenEffekt desGeschwindig-
keitsfeldsaufdas(Linien-) SpektrumWenndie Scheibevon der Seiteausbetrach-
tetwird, entralt dasSpektrumnebender Informationiiberdie chemischerZusam-
mensetzungdie Temperaturund die Radialgeschwindigkit beZiglich der Erde
auchinformationeniberdie Rotationsgeschwindigdit der Scheibeselbst.Fir den
Fall einereinzelnenSpektralliniewird der Anteil der Linie ausdem Gebietder
Scheibedassich auf den Beobachterzu benegt, zu groRerenFrequenzeriBlau-
verschieling)undderjenigeAnteil ausdemGebiet,dassichvom Beobachteweg
bewegt, zu kleinerenFrequenzerfRotverschieling) hin verschobenDer Doppler
Effekt erzeugtin diesemFall eineVerbreiterungozw. eine AufspaltungderLinie.
Qualitatv laltsich dieserEffekt durcheine Farbkodierungder frequenzintgrier-
ten Intensitits\erteilungbeobachter{siehe Abb. 5). Dabeiwird der frequenzge-
mittelten Intensifit in eine Beobachtungsrichtungntsprechenéhrer Positionim
Spektrum(d.h.relativ vom Linienzentrumzu kiirzerenoderlangererFrequenzen)
ein RGB-Wert zugeordnetDie Farbenrot und blau markierendiejenigenGebie-
te, in denendie obenbeschrieben®ot- bzw. Blauverschieling vorkommt, und
Grun verweistauf die Regionenim Rechengebietin denender DopplerEffekt
zumindesin RichtungdesBeobachter&eine Rolle spielt. In Abb. 5 sind solche
farbcodiertemBilder fir zweirotierendeKonfigurationsbeispielausKapitel 7 dar
gestellt.

Zusatzlichzum DopplerEffekt tritt bei der Beobachtungon bevegtenMedi-
enderEffekt der Aberrationauf (sieheMihalas1978;Mihalas& Weibel-Mihalas
1984).DasPhanomenrder Aberrationspiegelt die Endlichkeit der Lichtgeschwin-
digkeit und die relative trans\ersaleBewegung zwischenBeobachteund Strah-
lungsquellewieder Fur ein Photon,dassichauf geraderLinie mit konstanteiFre-
quenzbewegt, mil3t manim ruhenderBeobachtersystemyelcheswir ab jetzt als
Laborsystenbezeichnemwerden,Beitragevon Aberrationund DopplerVerschie-
bung, die sich von denenin anderenbewegten SystemenunterscheidenDiese
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Anderungen/verdendurcheineLorentz-Transformatiorbeschriebereinerlineare
Transformationdie die BeziehungzwischendenrechtwinkligenRaum-und Zeit-
koordinaterx,y, z,t desLaborsystemsinddenKoordinatenxg, yo, 2o, to desmitbe-
wegten Systemsangibt(siehez.B. Mihalas& Weibel-Mihalas1984).Koeffizien-
ten,die sichaufdasmitbenegte Systenmbeziehenerhaltenim folgendendenindex

110“-

Abbildung 5: Farbkodierte Gestwwindigleitsverteilungn fiir einerotierendeob-
late Konfigumation und einenrotierendenHalo mit drei raumlich ausgdehnten
Photonenquellgbietenaus jeweils zweiverschiedenerBlickrichtungen. Die Far-
bencharakterisieenBereicheim Rethengbiet,die sich vomBeobatter weg (rot)
odersich auf diesernzubewegen (blau).

FureinPhotormit Frequen undRichtungd im Laborsystengeltenfolgende
Beziehungenrzur Frequenag undRichtungdg im mitbewegtenSystem:

Vo = w(l1-9-B)
vV = Wo(l+790-[3)

_ (®-B
dg = m (140)
9 (Bo+B)

(1+90-B)’
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wobeiy = 1/4/1— B2 derLorentzfktorist, ¢ die Lichtgeschwindigkit undu das
Geschwindigkitsfelddarstellt.Zur Abkiirzungwird g = ¢ verwendet.

5.2 MathematischeFormulierung

Ausgehendron derAnnahmedal3fur nicht-relatvistischbewvegte Medienmit Ge-
schwindigleitenbis zu etwa 10% der Lichtgeschwindigkit die Advektions-und
Aberrationsterm@ernachissigtwerdenkonne,gilt

y= 1
V12
Weiter erfolgt die Transformatiorder Koordinaternxg, yo, zg desmitbenvegten Sy-
stemsins Beobachtersystein der Gestalt

~1 und 9 ~ Jo. (141)

X = X(Xo,Vo)
= ¥(Yo,Vo) (142)
z = Z(20,Vo0)

durcheine,,vereinfachte“Lorentztransformation = vo(1+ 3 - 3), wobeiessich

im wesentlicherum eine Galilei-Transformationin Kombinationmit derlinearen
DopplerFormelhandelt.Mit Hilfe der Transformationsformdiir die Frequenzen
im mitbevegtenSystem

\Y
1+9-B

wird im folgendendie mehrdimensional&TG im mitbevegten Systemzurachst
fur ein beliebigesGeschwindigkitsfeld B hemeleitet(vgl. Wehrseet al. 2000).
Dazumissenwir die RichtungsableitunglesDifferentialoperatorsler statischen
monochromatische8TG (vgl. Gl. (27))
0 0 0

S-DX_SXG—X +8y@+820_z (144)
genauemuntersuchenwWegender funktionalenAbhangigleit in denTransformati-
onsgleichunge(il42),geherdie Differentialoperatorefilr dasmitbevegte System
uberin

(143)

Vo ~

0 0 Ovg O
ax ax T ax avo
0 0 Ovg 0O
dy 3y "y avo
90 , 9 00
0z 0z 0z 0vo

(145)
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Die Lorentz-Transformatiorfiir die Frequenim mitbewvegtenSystenm(143)impli-
Ziertnun,dalid

0vVo N 0 \V _ v 0
o~ o (m) = (‘m) ox P (146)
undanalog
Mo o (__ vV )9
oy = ( (1+8-B)2> oy 0P (147)
Mo o (__ vV )9,

gilt. Dem entsprechendransformiertsich auchder Ausdruckfir die Richtungs-
ableitungin Strahlrichtungd-Oy in GI. (27):

5.0, - 8{6%—(1:%@%(8-@6%]
O p AT
ol wrsma® Pa
= a-mx—uﬁ’%s-mx(a-s)%. (149)

Somitlautetdie STGfur nicht-relatvistischbenvegte Medien

0Z
(X7'87V0)+
aVO
Ko(X,V0)Z(X,8,Vo) + 00(X, Vo) SZ(X, 8, Vo) = f(X,vo), (150)

TI(x,9,V0) —W(X,9)Vo

wobei 7 und S die am Endevon Abschnitt3.1 definiertenOperatorersind. Der
frequenzunakdngigeAnteil desVorfaktorsw(x,9) vor demsogenannteBoppler
Termergibt sichaus

1
——— 0O -B) = 5-Ux(9-B) = . 151
(1+8-B)'9 x(3-B) = 90k (3-B) =w(x9) (151)
Als Frequenzbereictvahlenwir ein endlichesintenall | := [a,b] und denRand

diesesintervalls bezeichnerwir mit dl. Die Funktionw(x,9) gibt anjedemOrt
und fur jede Strahlrichtungan, ob dasSpektrumzu kleineren(w(x,3) > 0) oder
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zu groReren(w(x,d) < 0) Frequenzerverschoberwird. Falls dasGeschwindig-
keitsfeldsogewahltist, dalRdie Funktionw(x,9) dasVorzeichenwechseltmissen
wir furw(x,9) > 0 aufdemobererFrequenzinterilrand,alsofiir Z(x, 9, b), einen
Randwertvorgeben Fir w(x,9) < 0 mu3ein Randwertan der unterenintervall-

grenze,also fur Z(x,9,a), vorgegebenwerden.Den Rand, auf dem die Vorga-

be einesWerteserforderlichist, bezeichnerwir mit 3~ ¢ Q x ¥-1 x al. Auch

beZiglich des,,Frequenz-Einstrahlungsrandes” beschanken wir uns auf ho-

mogeneRandwerte Somitlautendie korrektenRandbedingungefur die STGin

bevegtenMedien(151)

I(x,9,v0) = 0 aufl™ xI und (152)
Z(x,9,v0) = 0 aufx". (153)

Wenn man spezielleGeschwindigkitsfelder(wie z.B. makroskopischerKollaps
oder eine Expansion)beticksichtigt, wechseltdie Funktion w(x,3) dasVorzei-
chennicht. Somiterhaltenwir — ahnlichwie beiderBehandlungroninstatioraren
Problemen- eine Anfangswertaufgbe.Abhangigdason, ob w(x, &) positv oder
negativ ist, misserwir amFrequenzpunka oderb einenAnfangswert/orgeben.
Haufigist esfir die numerische.dsung,aberauchfir die analytischdinter

suchungder STGin bevegte Medienvon Vorteil, wenndie Frequenzakingigleit
desgesamteVorfaktorsw(x, 9 )vy desDopplerTermsunterdiickt werdenkann.
Diesgeschiehturchdie Transformatiorg = Invg undwir erhaltenmit

a(h”IVo) _ 1
e Vg (154)
denDopplerTermohnefrequenzabéngigenvorfaktor:
aI(Xa’S:VO) _ aI(XﬂSaVO) _ aI(XfaaEO)
w(X,9)Vo v =w(x,3) 3(nvo) =w(x,3) 8, (155)

Somitemibt sichfur die STG in bewvegten Medien (151) transformiertauf loga-
rithmischeFrequenzen

TI(%,9,80) —W(X,9) —61(2,580 .%0) +

Ko(X,&0) Z(X,3,&0) + 00(X,&0)SZ(X,3,&0) = f(X,&0), (156)
mit denRandwerten

I(x,9,§0) = 0 aufl xI und (157)
I(x,9,8) = 0 aufs . (158)
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Fur den nicht-streuenderirall hat die Gl. (157) dieselbemathematische&truk-
tur wie die mitbewegte Transportgleichungdie von Bascheket al. (1997b)fur
plan-paralleleund spharisch-symmetrisch&onfigurationerverwendetwird. De-
ren Gleichungwurde als Grenzall fur kleine Geschwindigkiten 8 und fir die
Strahlrichtungemu = +1 ausder (spharisch-symmetrischemglativistischenSTG
ausMihalas & Weibel-Mihalas(1984) hemgeleitet. Es sei noch bemerkt,daf3in
der GleichungausBascheket al. (1997b)ein zusatzlicher Absorptionstermbwil
auftritt. DieserTerm kannvermiedernwerden,wennmannicht die spezifischdn-
tensitit |, sondern- wie bei der obigenHerleitung— einerelatvistischinvariante
Intensititverwende(vgl. auchWehrse& Baschekl999).Somitkdnnendie analy-
tischenL6sungerausBascheket al. (1997a,b)Jund Variantendavon fr streuende
Medienunteranderemverwendetverden,um aufwandigenumerischeCodes die
die mehrdimensional&TG losen,zu verifizieren(vgl. Richling et al. 2001).In
Abschnitt6 wird genauerauf denVergleich unterschiedlicheCodesfiir einfache
Geometriereingeggangen.

5.3 SchwacheFormulierung

DerLosungsraunder STGfur bewegte MedienmuRRalle Funktionerenthaltenfur

die sovohl die Richtungsableitung Z(x,9,&o), als auchdie Ableitung nachder
Frequenao0Z(Xx,9,Vq)/0vo = 0Z(X,9,&0) /0o existiert. Zur einfachererHandha-
bungfihrenwir die Operatoreng und A einals

GT(%,9,E) i= wix, 9) L2 %0) (159)
0%
und
HI(X,9,&0) == TL(x,9,&0) — GL(X,9,E0). (160)
Als geeigneter.dsungsraundefinierenwir
X = {Ie L2(Qx S 1x1) | HI e LZ(Qde‘lxI)} (161)

undalszugeldrige Norm

1T = IVOHT G g1 + VKTl 51 (162)
HIVOON TG gr-sst +I1ZIIF 1 + 17113

Zur Stabilisierungkannbeispielsweiseine SDFEMim Orts-Frequenz-Raume-
wahltwerden sodaRdie schwacheFormulierungmit f(x,&o) € L?(Q x |) undmit
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denKoefizientenko(x,&o), 00(X,&0) € L*(Q x I) fur Nullrandbedingungelautet:
SucheT € X, sodal3gilt
ds(Z,0) = (HIL,0+0HV),, g1y,
+(KOI7U+6’7{U)Q><SU—1><I
+(00SZ,0 +8H0) g g1,
+H(Z,0) -y + (L0) 5
= (f,u+03Hv)

(163)

QxSi-1x| VueX.

Die Existenzund Eindeutigleit fur Losungernvon ds(Z,v) kannwiederumiber
denSatzvon Lax-Milgram gezeigtwerden(sieheWild 1999).

5.4 Diskretisierung

Die Diskretisierungder STG fur bewvegte Medienerfolgt ahnlichwie im Fall der
vollstandigenWiedenerteilung(vgl. Abschnitt4.4), sodalwir die dort beschrie-
beneZerlegungT' desFrequenzinteralls | = [a,b] und die Zerlegung T von Q
und TS von S-1 ausAbschnitt 3.3 beibehalterkdnnen.Als Funktionenraum
Uberl definierenwir

Xp:={v el ‘ Uk €PSK) VKeT'}. (164)

DasFrequenzinterall | unterteilerwir wiederumgleichmaBigundwahlenaufden
TeilgebietenkonstanteBasisfunktionend.h. wir beschanken uns auf den Poly-
nomgrads= 0 (U|Ki| = Ck).

WegenM < o existierenendlich viele Basisfunktionervon X, die wir mit
{ti}i,i ={1,..., M} bezeichnemunddie die Gestaltwie in Gl. (53) habenAls dis-
kretenAnsatzraunfir die LosungZy, derdiskretisierterSTG fur bewegte Medien
wahlenwir

Xy = {u e X ‘ Ulke € QLKD) VK € T2, g € CY(Q),
O] s € PUKS ) VKS e T, (165)
vl € PUK') VK € 'Jl"}.
Als Basisfunktioner{{;jk }ijk von X, erhalterwir
Gijk(%,9,V) = Wi ()1 (9) 1k (V), (166)

wobei;(x) die BasisfunktionewonV? und (9) diejeniger\/onvhgH sind(vgl.
Abschnitt3.3).
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Als diskreteschwacheFormulierungder STG fiir bewegte Medienemibt sich
somit:

ds(Zn,up) = (TIh,Uh—f—é’TUh)std,lxl — (gIh,Uh-l-&TUh)std,lxl
—i—(KoIh,Uh—f-é’TUh)stj_lxl + (GOSIh,Uh+6TUh)ngj_1X|
+(Zn,0n) - + (Zn, Un) 5- (167)

= (f,Uh+5TUh)std,lx| Y up € Xp.

Wie wir bereitszu Beginn desAbschnittserwahnthaben erfolgt die Diskreti-
sierungder STG fur bewegte Medienahnlichwie im Fall dervollstandigenWie-
denerteilung(vgl. Abschnitt4.4), nur mit demUnterschieddaRhier kein Integral
UberdasFrequenzspektrurbeticksichtigtwerdenmul3, sondernein zusatzlicher
Ableitungsternbeziglich derFrequenzDie DiskretisierunglieserFrequenzablei-
tungim DopplerTerm(159)erfolgtdurcheinunstetigessalerkin-\erfahren(,,dis-
continousGalerkin“) vom Gradr = 0, kurz DG- bzw. DG(0)-Verfahren.Ublicher
weisewerdendie DG-Verfahrerzur DiskretisierunggevohnlicherDifferentialglei-
chungen(insbesondergon Anfangswertaufgben)verwendetfindenjedochauch
eine Anwendungbei der Zeitdiskretisierungund Gittersteuerungpartieller Diffe-
rentialgleichunger(siehedazu Eriksson& Johnson1987,1991; Erikssonet al.
1985).Trotzdergrundleggendernterschiedém Ansatzvon DG- undDifferenzen-
verfahrenlassersichzwischerbeidenKlassenauchengeBeziehungeffieststellen.
SokanndasDG(0)-Verfahrenim wesentlichemit derimpliziten EulerFormelder
Differenzemerfahrenidentifiziertwerden(sieheBottcher1996).

Ausgehendion L Frequenzsitzstellen

=:=[v1,V2,...,v ] CI (168)

emgibt sichfir die DG(0) DiskretisierungdesDopplerTerms:

0z Tk —Tk-1 .
—W(x,ﬁ)vE — _VWkT)k furw(x,9) <0 (169)
und
aI Ik+1 —Ik .
—W(X,S)VE — _WVKTVK furw(x,9) > 0. (170)

Wie obenbereitserwahnt wurde, kann das DG(0)-Verfahrenmit der impliziten
EulerFormelidentifiziertwerden wobeijedochzu beachterist, dalder Doppler
Term — im Gegensatzzur Diskretisierungeiner Zeitableitung— das Vorzeichen
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wechselnkann. Aus Grindender Einfachheitwahlenwir eine aquidistanteUn-
terteilungdesFrequenzinteralls |, so daf3die Intervallangezwischenzwei auf-
einanderfolgendediskretenFrequenzpunkteAvy = konstantist. Der Index , k"
charakterisiertdie Abhangigleit der Grolienvom k-ten diskretenFrequenzwert.
Mit vk = y(x, 3, Vk) = w(x,9)vk/Avy erhalterwir einesemi-diskretd=ormulierung
der STGfur bevegte Medien

8- OxZk + (Xk + |W|) Zk —

Ok [ ’_ Ti—1 (Vk < 0)

msj/; I(X,'S ,Vk)d'a = fk+ |V|(‘ { Ik+1 (yk > 0) 5 (171)
wobei xkx = K(x,Vk) + 0(x,vk) die Opazitt bezeichnetDie Strukturder,,mono-
chromatischenSTGfir jedenFrequenzpunky ist dieselbewie in Abschnitt3.3,
sodaldie DiskretisierungdesOrts-und Winkelraumswie dort beschriebewrfol-
genkann.Der einzigeUnterschiediegt in einerum zusatzlicheTermeerweiterten
Quellfunktion(ahnlichwie im Fall dervollstandigenWiedenerteilung)undeinem
zusatzlichen, kiinstlichen“Opazititsterm.

5.5 Fehlerschatzer

Die HerleitungeinesmaximalenFehlerindikatorerfolgtahnlichwie wir esbereits
fur denFall der vollstandigenWiedenerteilung(vgl. Abschnitt4.5) beschrieben
habenSomitberbtigenwir zurachstdenzum Strahlungstransportoperatiam be-
wegte Medien?D = 7 + G + K + 05 dualenOperatorD* unddie dualeLdsungz,
um einensolchenvereinfachtenFehlerschtzerkonstruiererzu konnen.Der zum
Strahlungstransportoperatiir bevegte MedienD dualeOperatorD* lautet

ds(Z,uv) =: (DIZ,v)
(Z, Q)*U) (172)
= (L(-T - G+K+0S5) V) g g1y
+(Z,0) 4y + (Z,0) 5

Wie bereitsim vorigen Abschnitt diskutiertwurde, wird fur jedendiskreten
Frequenzpunkein ,,monochromatischesStrahlungstransportproblebetrachtet,
wobei die zusatzliche Frequenzableitundurch ein DG(0)-Verfahrenbericksich-
tigt wird. Somit ist eine rigorose Fehlerlontrolle einer gemitteltenGroRe (wie
z.B. desgesamterSpektrallinienflueshicht mehr mdglich. Wir kdbnnenjedoch
einenvereinfaichtenFehlerindikatordefinierender fur alle L diskretenFrequenz-
punkteeinenmaximalen(Orts-) FehlerdesbeobachteteBtrahlungsfluReis Rich-
tungdesBeobachtersiefert (vgl. Abschnitt4.5). SomitkanndasFehlerfunktional
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M (en) := M (Z—Ip) wie folgt abgeschtztwerden:

Mﬂ$”§n@0=gnn (173)

Nk = max{nﬁ)} bezeichnetlenmaximaleFehlerindikatomller L lokalenFehlet
indikatoren

N = |Ifi — DIV || hE || 02 k. (174)

DerIndex i bzw (i) charakterisiertieni-ten Frequenzpunkt.

5.6 ResultierendeMatrixstruktur und LdsungdesGleichungssystems

Wie wir bereitsfiir denFall dervollstandigenwiedenerteilungaustihrlich disku-
tiert habenjst esmit denvon unsverwendetefRechnermicht moglich dasausder
Diskretisierungresultierenddineare Gleichungssysterals Ganzeszu l6sen.Die
Losungsersuchescheiternbereitsbei maRigerAuflosungim Orts-, Winkel- und
FrequenzrauranderGrofRedieseSystemsAlternativ teilenwir dasFrequenzinter
vall in endlichviele diskreteStitzstellerundldsensukzessie ein,,monochromati-
sches"Strahlungstransportproble¢t71) fur jedeneinzelnendiskretenFrequenz-
punkt.Somitlosenwir immernochdasgesamtdineareGleichungssysternmurdald
sichdie GroRedesim Hauptspeichezu haltenderSystemsrheblichreduziertDie
Diskretisierungoleibt dabeivom Galerkin-Typ.

Bei der DiskretisierungderfrequenzabingigenSTG fur bevegte Medienmit
N Freiheitsgradein Q, M Ordinatenin -1 undL Stiitzstellenim Frequenzinter
vall I = [a,b] erhalterwir ein diskretedinearesGleichungssysterder Form

Apent = f (175)

mit demVektor u, der die spezifischenntensititenenthalt, und mit demVektorf,
derdie Quelltermebeinhaltet DiesebeidenVektorenhabendie Lange(N-M- L),
und Apey ist eine(N-M-L) x (N-M-L)-Matrix. Da wir beliebigeGeschwindig-
keitsfelderbetrachtenwollen, kann der Vorfaktor des DopplerTerms (159) das
Vorzeichenwechselnwaszu einerblock-tridiagonalerStrukturvon Apgy fUhrt:

AT R, 0 ... © U f

B, A> Ry . i Uz f2

o . . .0 : = : . (176)
RL_1 U1 fLo1

uL fL
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Die Blockmatrix Ry enthalt als Eintragediejenigenyx = w(x, 3 )vi/Avg, die auf-
grunddesVorzeichengw(x.9) > 0) im Medium eine Rotverschieling bewirken.
Analog enthalt Bx diejenigenEintrage, die aufgrundeinesnegativen Vorfaktors
w(x,9) im MediumeineBlauverschieling der Photonerbewirken.Wie bereitszu
Beginn desAbschnittsbeschriebenldsenwir ausGrindender Hauptspeicherre-
duzierungnacheinandek ,,monochromatischeStrahlungstransportprobleme

Akuk = (Akm0n0+ Ry + Bk) Uk = fk (177)

mit derrechtenSeite

fx = fk + RkUky 1 + BkUk—1- (178)

Auf derlinken Seitevon Gl. (177) ergebendie Beitrage Ry und By ausder Fre-
guenzdiskretisierungine zustzliche ,,kuinstliche® Absorption (siehedazu auch
Gl. (171)).Auf derrechtenSeitewerdendieseBeitragealseine,,kiinstliche“Quel-
le in f, mitberiicksichtigt.

DerLodsungsalgorithmudesgesamtenfrequenzablngigenProblemsschreibt
sichin Kurzeahnlichwie fur denFall dervollstandigenWiedenerteilung:

1. Startemit Z = 0 fur alle Frequenzen.

2. LoseGl. (17 furk=1,...,L.

3. WiederholeSchritt2, bis die Losungkorvermiert.

4. VerfeineredasOrtsgitterundwiederholeSchritt2 und 3.

Die Orts-und Winkeldiskretisierungler Strahlungstransportproblenfiégr die ein-
zelnenFrequenzpunkt®y sowie die Losungder resultierenderGleichungssyste-
me AUy = fi erfolgt wie im Fall der monochromatischeBTG (vgl. Kapitel 3).
Da in der modifiziertenrechtenSeite f, savohl Beitrage Byuk_1 eingehendie
sich ausder LosungdesvorhegehenderFrequenzschrittesusammensetzea)s
auchTermeRyuk+1, welchedie LosungendesnachstenFrequenzschrittebein-
halten, miissenwir eine au3ereSchleifeum deninnereniterativen Losungspro-
zessder einzelnen,monochromatischerfStrahlungstransportproblenkenstruie-
ren.Zur LosungdesgesamteProblemsApeyu = f verwenderwir ein Block-Gaul3-
Seidel-\érfahren.Dabeistartenwir beim Frequenzpunkk = 1 undldsensukzes-
sive die ,,monochromatischernStrahlungstransportproblentés zum letztenFre-
quenzpunkk = L. Diesenaul3ereriterationsschritviederholerwir sooft, bissich
die Losungim Rahmenreinervorgegebenernmoleranznicht mehrandert.Der Vor-
teil diesesLosungserfahrensbestehtdarin, dalwir L ,,monochromatischetind
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somit,,kleinere” Strahlungstransportproblenmacheinandelbsenkdnnen.Somit
konnenwir einesehrgute Auflosungbei der Orts-, Winkel- und Frequenzdiskreti-
sierungerzielen.

Fur denFall, daRBwir ein Geschwindigkitsfeld gavahlt habenwelcheskein
Vorzeichenwechseder Funktionw(x,3) bewirkt (z.B. Kollaps oder Expansion),
reduziertsichderzeitlicheAufwandzur LosungdesGleichungssystenmerheblich.
Die Strukturder StrahlungstransportmatriXpe,y ist dannblock-bidiagonaldaje
nachVorzeichernvonw(x, ) nureinerderBlockmatrizerBy oderRy vonNull ver-
schiedenetintrageenthalt. Zur LosungdesGleichungssystempeyu = f gerigt
ein einzigerobenbeschriebeneiuleretterationsschritdurchdasFrequenzspek-

trum.
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6 Vergleichezwischen3D Codes

In diesemAbschnittfihrenwir eineReihevon Testbeispielewnlurch,umdie Rich-
tigkeit sovohl des monochromatischeals auch desfrequenzabéngigenStrah-
lungstransport-Codeau tiberpitifen. Bei derVerifizierungeineskompliziertennu-
merischenCodesist es Ublich, dessenErgebnissemit zuverlassigenLdsungen,
die mit anderenMethodenberechnetwurden, zu vergleichen.Diese zuverlassi-
gen Losungenkdnnenbeispielsweisemittels analytischeroder zumindestsemi-
analytischeMethodengenvonnenwerden.Falls keineanalytischerL dsungerexi-
stierenmissernvoneinandeunablangigeCodessogenannt8enchmark-Probleme
losen.Liefern diese,,unterschiedlichenProgrammem Rahmeneiner gewissen
FehlegrenzedieselbenErgebnissekdnnenwir annehmendaR die erzieltenEr-
gebnisseuwerlassigsind.

In Abschnitt4 und5 haberwir gezeigtdalsichdiefrequenzabéngigeVersion
desStrahlungstransportprogramnms wesentlicherauf dasmehriachel 6sendes
monochromatischeRroblemgeduziertSomitist die Verifizierungdesmonochro-
matischerCodesvonentscheidend@Bedeutundir die Richtigkeit dererweiterten
Version.Diesgeschiehin denerstendrei Testbeispielenwobeizurachstqualita-
tiv die Gute der SDFEM mittels einessogenanntensearchlighbeamtest” (vgl.
Kunasz& Auer 1988) durchgetihrt wird. Die quantitatve Uberpiifung erfolgt
durcheinenLodsungsergleichvondreiunablangigenCodedur eineplan-parallele
Schicht.Als letztenTestfiir denmonochromatische@odedientein Vergleichmit
einemanalytischermitteltenStrahlungsflufauseiner stark streuendenspharisch
symmetrischerKonfiguration.Zusatzlich wird dabeinoch der Einflul3 der Win-
keldiskretisierungler Einheitssphre S auf die LosunguntersuchtDie Validie-
rung deserweiterten(frequenzab&ngigen)Codeswird zurachstfiur deneinfach-
stenFall der koharentenjsotropenStreuungin statischerMedien tiberpiift. Als
Referenzbsungkannhierfur ein analytischefResultatherangezogewerden.Fur
die wesentlichkomplizierterenFalle der vollstandigenWiedenerteilungund die
BeriicksichtigungunterschiedlichefGeschwindigkitsfelderexistierenkeine ana-
lytischenLdsungenso dalBwiederumein Vergleich mit einemunablangigen3D
Codeprasentiertvird.

6.1 Verifizierung desmonochromatischenCodes

Fur die folgendendrei Testbeispieleerwenderwir die SDFEMdermonochroma-
tischenStrahlungstransportgleichurif6), wie wir siein Abschnitt3 beschrieben
habenDer einzigeUnterschiedestehin derDefinition desQuellterms

f(X) = k(X)B(T (X)) + &(x), (179)
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welchernebeneiner thermischerQuelle, die von der TemperaturT (x) abhangt,
einezugtzlicheEmissvitate(x) einerPunktquelleodereinesausgedehnteQuell-
gebietsenthalt.

6.1.1 Testl: Searchlight BeamTest

Beim ,,SearchlighBeam Test* handeltes sich um einen Standardteszur Uber
prufungderGutederDiskretisierungdesTransportproblemérgl. Kunasz& Auer
1988).Dabeiwird einschmaletichtstrahluntereinembestimmtenVinkel zuden
Gitterlinienin dasRechengebiagesandtDasMediumsoll ein Vakuumdarstellen,
d.h.derAbsorptionskefizientk = 0, derStreuloefiziento = O undderQuellterm
f = 0. Der Lichtstrahlsollte dasVakuumdurchlauferohnesichkiinstlich— verur
sachtdurcheinenDiskretisierungsfehleodereinezu geringeAufldsung- zu ver
breitern.DiesenEffekt derkinstlicherierbreiterungpezeichnenvir im folgenden
als,,Auffacherung‘desLichtstrahls.Um denTestdurchzufihren,startenwir auf

Stufe  Zmin Niow IN%  ZTrax Nhigh IN % N Nuni
0 -0.0457 35 1.000 0.37 289 289
1 -0.0805 39 1.076 0.32 631 1089
2 -0.0833 38 1.104 1.7 1395 4225
3 -0.0963 34 1.109 7.6 2995 16641
4 -0.1018 36 1.171 14 6312 66049
5 -0.0833 36 1.106 24 13084 263169
6 -0.0833 34 1.080 24 28005 1050625
7 -0.0929 32 1.095 25 57606 4198401
8 -0.0934 29 1.093 23 118179 16785409

Tabelle2: Testl: Fur jede Verfeinerungsstufeind die minimaleIntensi@t Znin,

die relative Anzahlder Knotenmit neggativemintensititswertnq,, die maximale
Intensitit Zmax, die relative Anzahlder Knotenmit Intensiitswertengrof3er als

eins nhigh, die Gesamtzahtler KnotenN und die Anzahlder berbtigten Knoten
Nuni einesglobal verfeinerterGitters, dasdieselbeAuflosunglieferte

einemzweidimensionalenglobal vorverfeinertenGitter mit 16% Zellen, welches
die ZerlegungeinesEinheitsquadratgon x € [—1, 1] undy € [—1, 1] darstellt.So-
mit hatdasGitter zurichstl 72 Knotenunddie AufldsungbetiagtAx = Ay = 0.125.
Der Lichtstrahl mit der Intensifit 7 = 1 tritt am Rand des Rechengebietebei

x = —1 undzwischeny € [-0.875 —0.750 untereinemWinkel von ungefihr45°

ein. Wir berechnemasStrahlungsfeldiir dasAusgangsgitterund 8 weitereadap-
tiv verfeinerteGitter, wobeiin jedemVerfeinerungsschri?5%derZellenmit den
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Abbildung 6: Testl: Intensifitsverteilung(oben)und Gitterstruktur (unten) fur

die Verfeinerungsstufeg, 4 und 8 des,,seachlight beamtest”. JederPunktmar-

kiert die Lage einsKnotens Der Lichtstrahl tritt an der Stellex = —1.0 zwisten
y € [-0.875 —0.750 in dasRehengbietein. Man siehtwie der \erfeinerungsin-
dikator fur einegute Auflosungim Bereich desStrahlrandessomt, so dal3bereits
nach wenigen Verfeinerungsduaritten der Lichtstrahl beim Durchgangdurch das
Vakuumfastkeinekinstliche Verbreiterungmehraufweist.

groRtenL?-Indikatorenn . (sieheGl. (75)) in 4 gleich groReQuadrateunterteilt
werden.

In Abb. 6 ist die Intensitits\erteilungunddie GitterstrukturderVerfeinerungs-
schritte2, 4 und 8 damgestellt.Die minimale ZellgroRedesGitters der Verfeine-
rungsstufe entsprichider ZellgroReeinesglobal verfeinerterGittersmit 642 Zel-
len.Die ,,Auffacherung‘desStrahlsbei dieserStufeist qualitatv vergleichbamit
denErgebnissernonKunasz& Auer(1988),die die MethodederkurzenCharakte-
ristikenverwendethabenDie Stufe8 zeigtdie Intensitits\erteilungeines,,schaf
fen" Lichtstrahlsmit vernachhssigbarer, Auffacherung“DiesesErgebniswird mit
etwa 10° Knotenpunktererzielt, was ungefihr einemhundertsteder Knotenfiir
einglobalverfeinertesGitter mit gleicherAuflosungentsprichtWeiterfallt in Abb.
6 auf, dalBin denerstenVerfeinerungsschritteruréichstim Bereichdesgesamten
Strahls spaterhauptéchlichandenRanderrverfeinertwird. Der Grundfir dieses
VerhaltendesFehlerindikatorerkenntmansehrleicht anhandder Abb. 7, welche
die Intensiits\erteilungauf einemSchnittbeiy = —0.25 fiir verschiedenadapti-
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Abbildung7: Testl: Die Intensititsverteilungauf einemSdnitt durch dasReden-
gebietbeiy = —0.25fur verschiedenadaptiveSdiritte. DasrecteBild vergroRert
denBereich x € [-0.55,—0.45], wobeidie Kreuzedie Lage der Knotenmarkieen.

ve Schrittezeigt.Die rechteSeitedieserAbbildungvergroliertdie linke Flanke des
Lichtstrahlsausdemlinken Bild und die darin enthaltenerkKreuzemarkierendie
KnotenpunkteBis zur Verfeinerungsstuf8 musszurnachstdergesamtestrahlauf-
gelbstwerdend.h.die Intensiatswerteilungnimmtin etwa die rechteckigeGestalt
deranalytischerLdsungan. SchlieRlichwird in denfolgendenStufender aul3erst
steile Abfall auf Z = 0 in denFlanken desStrahlsimmer besseraufgebst. Inner
halbdesStrahlsweit genugvondensteilenFlankenentfernt,miissemunnurnoch
wenigeZellenverfeinertwerden,daderWert Z = 1 bereitssehrgut approximiert
wird. Da die SDFEM eineDiskretisierungzweiter Ordnungist, kommtesim Be-
reich steilerGradienterder Intensitit zu sogenanntetdber und Unterschwingern
(sieheauchAbb. 7). D.h., wir erhaltenfur Testl negative Intensiitenund Werte,
die groRerals 1 sind. Die Tabelle2 liefert einenquantitatven Uberblick iiberdie-
sesVerhalten.Fir alle Verfeinerungsstufemeichendie Uber und Unterschwin-
ger(Zmax undZnin) um etwa 10%vom analytischenWert abh Weiterhinsiehtman,
daflimit zunehmendeAuflosungderAnteil derKnotenpunktemit negativeninten-
sitatennyq, Von 40% auf 30% leicht abnimmt,wohingeyender Anteil der Knoten
mit Wertengrolerals eins nyign kontinuierlichbis zu ~ 25% zunimmt. Die mini-
malenintensititenausTabelle2 weichennicht sostarkvon derexaktenL dsungab,
wie esbeiderparabolischen Upwind-“InterpolationnachKunasz& Auer (1988)
derFall ist. Kunasz& Auer(1988)erhaltenzZm, ~ —0.15sowohl fur globalverfei-
nerteGitter alsauchfrr logarithmischeGitter. Die relatve Anzahlder Knotenmit
negativenIntensititennioy ~ 20%in Kunasz& Auer (1988)ist kleineralsdie ent-
sprechendekiVerteausTabelle2. Diesliegt darandalRderFehlerindikatounddie
Verfeinerungsstragge der SDFEM insbesonder&ellen in Regionenmit steilen
Gradienterbzw. Diskontinuitatenverfeinert.Es werdenalsomit jedemadaptven



Vergleichezwischen3D Codes 73

SchrittZellenin die Gebiete,,gepumpt“,in denendie Intensitit von einsauf null

springt. Aus diesemGrundware essinnvoller, die Gesamttchealler Zellen mit

negativen Intensifitenzu betrachtenDasrechteBild der Abb. 7 verdeutlichtzu-
mindestqualitatv, dal3dieseFlachemit zunehmende¥erfeinerungsstufé&leiner
wird. Esseinochbemerktdal3negative Intensifiteninsbesonderm solcherFallen
zu Problemerfiihren,in denenauchdie mittlere Intensitt J negativ wird, waszu
einerVerfalschungwichtigerphysikalischerGrof3enwie z.B. Temperatufiihrt. Es
reichtnicht aus,in denRegionennegativer IntensititeneinfachZ = 0 alseineun-
tere Grenzezu setztenVielmehrmufteeinegeeigneter®@ehandlunglieserFalle
erfolgen,wasjedocheineaufwendigeCode-Entwicklungwie z.B. dasVerfolgen
von Diskontinuitatenzur Umschaltungzon Methodenzweiterauf ersteOrdnung,
erfordernwirde.Wir verweiserauf sogenanntgshockcapturing“Methoden die
in derLiteraturaustihrlich beschriebemverden(sieheEriksson& Johnsorl993).

6.1.2 Testll: Strahlungsfeld einer plan-parallelen Schicht

Nachdemn Testl die GlutederDiskretisierungdesTransportoperatonsntersucht
wurde, soll in Testll die Streuungmitbericksichtigtwerden.Hierfur berechnen
wir anhandder SDFEMdasStrahlungsfelainer(naherungsweisa)nendlichaus-
gedehntemlan-parallelerSchichtundverleichendie Ergebnissamit deneneiner
(semi-)analytischemMethode dersogenanntepseparableepresentatiomethod”
(SR)ausEfimov etal. (2002),unddenereinesFinite-Differenzen-Code@-D) aus
Stenholmet al. (1991).Beide Codeswerdenkurz in AnhangA und AnhangB.1
beschrieben.

Dieser Test modelliert das Strahlungsfeldeiner plan-parallelenSchicht der
Dicke A mit homogeneDichteverteilung.Weiter nehmenwir Nullrandbedingun-
genauf demEinstdmrandl’ ~ und einenkonstanterQuellterm f = x(1—y) an.
X = K+ o ist die Opazititundy = o/ die Albedo desMediums.Wir berechnen
das Strahlungsfeldir die optischenTiefent = XA = 0.4,2,6,20 und die Albe-
doy=0.020.8,0.98 unduntersuchenlie Winkelablangigleit derentweichenden
spezifischemntensittl (Xp,9) aneinemPunktxy aufdemRandderplan-parallelen
Schicht.

Fur die Berechnungemit derSDFEMapproximieremwir die unendlichausge-
dehnteSchichtdurchein dreidimensionalesgnisotropessitter mit einemSeiten-
verhaltnisvon 100: 100: 1. Ausgehend/on den4® Zellen desStartgittersfiihren
wir bis zu 7 Verfeinerungsschritteurch und untersucherdie ausder Mitte der
Oberficheaustretendéntensitit. Dabeiverwenderwir denVerfeinerungsindika-
tor nk ausGl. (74) fur ein PunktfehlerfunktionaM (e) = e(xo,90) (vgl. Gl. (66)).
D.h., dasGitter wird in jederVerfeinerungsstuféir die an einemPunktxg in ei-
ne bestimmteRichtungdy austretendspezifischdntensitt ,,optimiert”. Ein Sei-
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Abbildung8: Testll: Winkelverteilungder spezifishenintensitt fur verschiedene
optische Tiefent und Albedoy.

terverhaltnis desOrtsgittersvon 100: 100: 1 hat zur Folge, daBwir fur pu> 0.2
verlaBlicheLosungenerhalten,wobei p der Kosinusdes Winkels zwischender
Strahlrichtungdo undderOberfichennormaleander Stellexg ist.

Der FD Codekannebenélls dreidimensionalétrahlungsfeldemodellieren,
wobeiwir hier ein globalesGitter mit 32° ZellenverwendenDasSeitewerhltnis
desOrtsgittersbetiagtwie fur die SDFEM100: 100: 1. Die SOR-Iteratiorfur die
mittlere Intensiit J wird abgebrochenyenndie relative Anderungvon J kleiner
als10~°ist (vgl. AnhangB.1).

Die SRMethode(sieheAnhangA) liefert die Losungin Formvon Funktionen,
die ausunendlicherSummerbestehenDie NaherungdieserunendlicherReihen
durch eine endliche Summeist moglich. Eine sehrgute Ubereinstimmungzwi-
schenderapproximierterund der exaktenSummekannfir einengroRenParame-
terbereichbereitsmit N = 5 erzieltwerden,wobeiN die Anzahlder Summanden
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dergeriaherter-unktionbezeichnetAllerdingsfuhrt die geringeAnzahlder Sum-
manderbeikleinenp zu falscherErgebnissensodalwir fir alle Testrechnungen
N = 10verwendehaben.

Abb. 8 zeigt die Winkelverteilungder an einembestimmtenPunktder plan-
parallelenSchichtaustretendeapezifischenmntensitt fir die drei obenvorgestell-
tenCodesAllgemeinlaR3tsichsagendalRalle ProgramméinnerhalbeinerFehler
schranke) dasgleicheErgebnisliefern. Insbesonderéie Ergebnissedler SDFEM
und der SR Methodestimmenfir alle optischenTiefen und Albedo ausgezeich-
net tberein.Im optischdiinnenFall berbtigt der FE Codezwei bis drei und fur
T = 20 funf Verfeinerungsschrittaym daskorrekte Ergebnisder SR Methodezu
reproduzierenDie AuflosungderVerfeinerungsstufg entsprichtderjenigereines
global verfeinertenGitters mit 128® Zellen. Der FD Codeist nicht in der Lage,
fur groReAlbedo und mit zunehmendeoptischerTiefe die Losungerderanderen
beidenMethodenzu reproduzierenUnter VerwendungeinesfeinerenOrtsgitters
konnendie Ergebnissewar leicht verbessenverden jedochliefert selbstein Git-
ter mit 128 Zellen keine dem FE Codevegleichbarel 6sung.Da sichegestellt
wurde,daRsovohl die Genauiglit desAbbruchkriteriumsm iteratvenLdserdes
linearenGleichungssystem@rgl. AnhangB.1) als auchdie Auflosungder Ordi-
natendiskretisierundesFD Verfahrensineuntegeordnetdrolle spielenmiissen
die sehrgutenErgebnissalesFE Codesauf die Diskretisierungzweiter Ordnung
der Stromliniendifusionsmethodeuriickzufihrensein.Die FD Methodeverwen-
deteineErste-Ordnung-,,Upwind“-Diskretisierung.

Der allgemeineVerlauf der Intensitits\erteilungenin Abb. 8 wird klar, wenn
wir die AnderungderIntensitit! entlangder Strecle ds betrachten:

dZ
4 = X[Z-v3—(1-y)B]. (180)

Die LosungdieserGleichungfur einvorgegebenegd, einekonstantd’lanck-Funk-
tion B = 1 undNullrandbedingungeist

/1
0= [ 0+ 1-y) ep(-v)dr, (181)
wobeidt’ = xdsundp = cosd. Firy ~ 0 wird die Intensitits\erteilungzu
(W) = 1—exp(—1/W), (182)

wasdenAbfall derIntensitit mit zunehmendem im optischdiinnenFall unddie
flacheVerteilungZ(p) = 1 fur groBereoptischeTiefen erklart. Fir y ~ 1 erhalten
wir die Intensitits\erteilung

T/u
T = [ Jep(-T)ar, (183)
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Abbildung9: Testll: Redtsist die Winkelverteilungder spezifishenintensiét fur
groReoptiste Tiefent = 10°,10° und Albedoy = 0.98 aufgetragen. Das linke
Bild zeigtdasentspetendeGitter auf einemSdnitt durch die Sdicht fur die 5.
\erfeinerungsstufe

die von derraumlichenVerteilungder mittlerenintensitit J innerhalbder Schicht
abhangt.Im optischdinnenFall liegt eine (beinahelhomogeneverteilungvon J
vor, sodaf3l () fur alle Werteder AlbedodengleichenVerlaufaufzeigt.Fur hohe
optischeTiefenist J im Zentrumder SchichtgroRerund fallt zu denRandernhin
ah Dafir diesenFall nur Photonerbis zu eineroptischerTiefe U ~ 1 entlangder
Wegstrecle ds zur austretendeintensitt beitragen hat dieseein Maximum bei
u=1.

Nachdensichegestelltwurde,dasder Finite-Elemente-CodkorrekteErgeb-
nisseproduziert,bietetsich diesesTestbeispiehn,um zu tiberpiifen, ob die SD-
FEM auchfir grof3ereoptischenTiefen verninftige Ergebnissdiefert. Die rechte
Seiteder Abb. 9 zeigt die Winkelverteilungder an einembestimmterPunktaus-
tretenderspezifischerintensitt fur die SR Methodeund die SDFEM, wobei die
optischeTiefet = 10°, 10° ist. Die Ergebnisseler SDFEMstimmenmit denjenigen
derSRMethode bisaufeinenFehlervon 2—3%, Uiberein DasGitteraufderlinken
Seitevon Abb. 9 ist ein Schnittdurchdie plan-paralleleSchichtund verdeutlicht
das Verhaltendes Verfeinerungsindikatorgx aus Gl. (74) fur ein Punktfehler
funktional M (e) = e(xo,90) (vgl. Gl. (66)). Ausgehend/on einemsStartgittermit
92 Knotenpunktenist dasGitter ausAbb. 9 dasProduktder 4. Verfeinerungsstu-
fe, wobeiin jedem Schritt 10% der Zellen mit dem grofdtenng verfeinertwer
den.Um die Winkelverteilungder spezifischernntensitt fir die optischenTie-
fent = 10°,10° (vgl. rechtenSeiteder Abb. 9) zu berechnenwerdeninsgesamt
13 bzw. 14 Verfeinerungsschrittduchgetihrt. Dies entsprichteinerKnotenanzahl
von ca. 2.81 x 10 bzw. 2.25 x 10™ fiir ein global verfeinertesGitter. Es sollte
enahntwerdendalldiesesTestbeispieeineshomogenemediumsmit einerglat-
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Tabelle3: Testll: Untersuchungder an einemPunktundin einebestimmteRich-

tung p = 0.705 austetendenspezifishen Intensi@it fur zwei adaptiv verfeinerte
Gitter (DUAL,L2) und ein strukturiertesGitter (GLOBAL). Die optisde Tiefe ist

T = 20unddie Albedobetragty = 0.8.

FE FD
DUAL L2 GLOBAL GLOBAL
N Wert N Wert N N N Wert
125 0427 125 0427 125 0.427 35937 0.576

501 059 579 0525 729 0591 274625 0.616
2213 0.661 2474 0.640 4913 0.642 2146689 0.642
8103 0.672 10935 0.662 35937 0.661
14953 0.674 86903 0.669 274625 0.669

tenLosungstarkidealisiertist. Flir komplexere Problememit beispielsweisstark
schwankendenKoefizientenund inhomogenerQuellgebietemmii3tenzusatzlich
Teilgebietennerhalbder Schichtsehrfein aufgebstwerden.

In Tabelle3 werdendie spezifischerintensititenin einemRandpunkixg und
in eine Richtungpu = 0.705 fur unterschiedlichesitter aufgelistet.Die SDFEM
verwendeiGitter, die auf der Basiseineslokalen Fehlerindikators)x sowvohl fur
ein PunktfehlerfunktionalM (e) = e(xp,90) (DUAL), alsauchfir einenglobalen
L?>—Fehlera (e) = ||e(x,9)|| (L2) erzeugwerden.Zum Vergleichmit denErgeb-
nissendesFD CodeswerdenauchstrukturierteGitter (GLOBAL) verwendetDie
optischeTiefe der Schichtbetiagt 1 = 20 und die Albedoist y = 0.80. Wennwir
zurachstnur die ErgebnissalesFE Codesauf denunterschiedliche®ittern ver-
gleichen,zeigtessich, dalldasL2—Gitter etwa 3.5-mal wenigerKnotenberbtigt,
um die gleichenErgebnissezu erzeugenrals auf dem strukturiertenGitter. Die-
sesVerhaltniswiurdenochviel groReraustllen,wennwir realistischerdé’robleme
(steile Gradientender Koeffizientenoder raumlich kleine Quellgebietebetrach-
tenwirden,die einefeinereOrtsaufbsungerfordernwirden.Wederauf demL2—
Gitter, nochauf demGLOBAL-Gitter kannder semi-analytisch&Vert von 0.675
gutangemhertwerden daderBedarfdenzur Verfugungstehendeiauptspeicher
desverwendeterParallelrechnersibersteigtNur auf demDUAL-Gitter kanndie
semi-analytisché.dsungsehrgut reproduziertwerden,obwohl eineviel geringe
Anzahl von Knotenverwendetwird. Wie bereitsweiter obenerwahnt,ist dieser
Effekt auf dasdemProblemangepal3teitter zuriickzuihren.D.h., die lokalen
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Tabelle4: Testll: Vergleich zwishiendemFE unddemFD Codehinsictlich ihrer

Speitier- und CPU-Anfoderungenfur eineoptist dinne(t = 0.4) undeineopti-

schedicke (1 = 20) plan-panllele Schicht (vgl. Abh 8). Die FE Methodeverwendet
einendual gewichteten(DUAL) Fehlerindikatorfur denVerfeinerungsprzel3.Da

der FD Codekeine adaptiv verfeinertenGitter erzeugn kann,wird ein struktu-

riertes Gitter (GLOBAL) mit 65° Knotenpunkterfiiir T = 0.4 und 129 fir 1 = 20

verwendet.

1=04

FE FD
Prozessoren 1 2 4 8 16 1
RAM [MB] 319 167 90 52 33 13
CPU-Zeit[s] 846.5 371.8 121.4 56.2 48.2 1275.0

=20

FE FD
Prozessoren 1 2 4 8 16 1
RAM [MB] 196 99.6 522 287 151 99
CPU-Zeit[s] 3167.2 1364.2 428.7 207.1 136.1 9878.9

Gawichte wy = h?||027|| ausGl. (74) erzeugerwahrenddesadaptven Prozesses
einGitter, dasdemProblemeinerPunktauswertungngepalist (vgl. linkesBild in
Abb. 9). Beim Vergleichder Ergebnissaler SDFEMmit denendesFE Codesfallt
zuréchstauf, daRdie Losungauf demfeinstenGLOBAL-Gitter mit 129° Knoten
etwa vergleichbarist mit der FE-Losungauf demgroberenGLOBAL—-Gitter mit
178 KnotenpunktenDieserEffekt ist auf die hohereOrdnungder FE Stromlinien-
diffusionsdiskretisierunguriickzufihren.

Wenn dreidimensionaleStrahlungsfeldeberechnetverdensollen, ist neben
derGenauigleit (von beispielsweisd %) ebensdlie bertigte CPU-Zeitvon ent-
scheidendeBedeutungTabelle3 zeigt, dalRnebender Verwendungvon Diskre-
tisierungenhdherer OrdnunginsbesonderenodernenumerischeTechnilen wie
Adaptiitat und problem-angepal3t&itter zu erheblichenLaufzeitverkiirzungen
fuhrenkdnnen.Modernereund somit schnellereiterative Loserund eine effizi-
enteParallelisierungsind zusatzlicheWerkzeugezur Reduzierungzon Rechenka-
pazitten.In Tabelle4 vergleichenwir Speicher und CPU-Bedarffir beidedrei-
dimensionaleCodesin denExtremfallen eineroptischdiinnen(t = 0.4) undeiner
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optischdicken(t = 20) Schicht.Die Albedoist jeweilsy = 0.80.Der FD Codever-
wendetein strukturiertesGitter (GLOBAL) mit 65° Knotenfiir t = 0.4 und 129°
Knotenflr denoptischdicken Fall. Die SDFEM startetauf einemstrukturierten
Gitter mit 5° Knotenunderreichtnachmehrereradaptven Verfeinerungsschritten
einfinalesGitter mit 670 Knotenim optischdiinnenund 4263Knotenim optisch
dicken Fall. Das AbbruchkriteriumdesVerfeinerungsprozesses eine gute Ap-
proximationder semi-analytischeh.6sung.Die Vergleichsrechnungeerfolgten
aufdemPentiumlll 650MHz Parallelrechnedeslinstitutsfir Wissenschaftliches
Rechnerder Universitat Heidelbeg. DieserLinux—Clusterbestehiaus16 Einzel-
knotenmit 1 GB Hauptspeichepro ProzessoWennnur ein einzigerProzessor
verwendetwird, ist der Speicherbedarfies FE Codesungefhr doppeltso grof3
wie derdesFD VerfahrensDies tiberraschrzurachst,dader FD Codewesentlich
mehrGitterpunkteverwendetJedochspeichertder FE Codedie Losungsektoren
fur alle Richtungerab, wohingeyendie FD Methodedie spezifischernntensifiten
fur die einzelnerRichtungeraufaddiert,um dieseSummeals mittlere Intensiétin
der QuellfunktiondesfolgendenSOR-Schrittezu verwenden(vgl. AnhangB.1).
Die in unseremAlgorithmus verwendetemumerischerlechnilen fihrendazu,
daRdie LaufzeitdesFE Codesfir beideExtremflle der optischenTiefe schnel-
ler ist. Unter Ausnutzungder OrdinatenparallelisierundesFE Algorithmuskann
derSpeicherbedatfereitsmit zweiProzessoredemdesFD Codesangepaldver-
den.Generellsiehtman,dafsich der Speicherbedamimgelehrt proportionalzur
Anzahl der Prozessorererhalt. Das gleichekannmanauchbeim Vergleich der
LaufzeitenbeobachtenDieserEffekt tritt im optischdicken Fall besondersleut-
lich henor, so daf3sich die Laufzeit gegerilberder desFD Verfahrensum etwa
zwei GrolRenordnungereduziert.Der FD Algorithmusberitigt ein feineresGit-
ter mit mindesten257 Knotenpunktenum eine ahnlich gute Losungwie das
FE Verfahrenzu erzielen(vgl. Tabelle3), so dal3sich ein deutlich grol3ererUn-
terschiedin den Rechenkapaziteneribt. Kurze Rechenzeifir die Losungei-
nesmonochromatischeBtrahlungstransportproblers ein sehrwichtigesKrite-
rium, da die Erweiterungauf zeit- bzw frequenzabéngigeProblemedie Ldsung
dermonochromatische8TG fir jedendiskretenZeit- bzw. Frequenzpunkerfor-
dert. Somisserbeispielsweisélir die ModellierungeinesLinienprofils etwa 40—
70 monochromatisch®roblemegeldst werden,um eine ausreichendé&requen-
zaufbsungzu gewahrleisten.Das gesamteProblemwird sogar noch kritischer
wenn wir vollstandige Wiedenerteilung oder komplexe Geschwindigkitsfelder
mitbericksichtigenFir dieseFalle mifl3teeine Fixpunktiterationim Frequenzin-
tenall durchgeiihrt werden,was ein mehrfachesL dsender monochromatischen
Strahlungstransportproblemeo diskretemFrequenzpunktur Folge hat.
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6.1.3 Testlll: Strahlungstransport in einemstreuendenHalo

Der letzte TestdesmonochromatischeRE-Strahlungstransport-Codedolgt fur
einekomplexereundsomitrealistischer&onfigurationWir untersuchedasStrah-
lungsfeldin einemstreuenderdalo mit starkschwankendenkKoefizientenk und
0. Ein Haloist eineraumlichweit ausgedehntElille ausGas,die eineodermeh-
rereQuellenumgibt(sieheauchKapitel 7). Die KonfigurationdesTestlll besteht
auseinemdreidimensionald&inheitswirfel (x,y,z € [—1,1]), der eine sptarisch—
symmetrischestark streuendesaswolke (Halo) mit dem Radiusr, = 0.9 entlalt.
Im ZentrumdiesedHalossitzteineraumlichausgedehntspharisch—symmetrische
Strahlungsquellenit einemRadiusrs = 0.125.Der Quellterm(179) enthalt keine
thermischestrahlungsondermureineEmissvitat, die durchanderegphysikalische
Mechanismemenor gerufenwird, unddie aufdaszentraleQuellgebiebeschankt
ist. Wir sindsomitnichtaneinerModellierungderQuelleinteressiertsonderran
denausdemstreuenderHalo entweichendefPhotonenDer Quelltermreduziert
sichauf

[ 1 for r<rs
f(r)_{ 0 for r>rg ’ (184)

wobeir = /X2 +Yy2 + 72 ist. Wir verwenderein Lorentz-Profilfur die radialeVer-
teilungdesExtinktionsloeffizienten

_ [ Xo/(1+1002%)  for r<re
X(r)_{x(rc)/loo for r>rc (185)

wobeidie Konstanteg mittels einervorgegebeneroptischernTiefe 1 = O“x(r)dr
berechnetvird. Somiterreicherwir, dax(r) innerhalbdesHalosvon rs nachr.
um etwa zwei Grolienordnungeabnimmt.

DiesesTestbeispieist nicht zufallig ausg&vahlt, sondernstellt ein einfaches
Modell fur einensogenanntehya Halo dar Der Begriff desLya Halosist eng
verknipft mit der Beobachtungron hoch-roterschobenerfProto-) Galaxienim
frihen Universum(sieheauchvan Ojik et al. 1996, 1997; Steidel et al. 2000),
wasunsdirekt zur Theorieder Galaxienentstehunfgihrt, die bis heutenochnicht
vollstandigverstandeiist. Aus diesemGrundist essehrwichtig, die wenigenBe-
obachtungerausdiesemEntwicklungsstadiunder Galaxienzu verstehenAllge-
mein gehtmandavon aus,dal3sich innerhalbdesHalos dieser(Proto-) Galaxien
UberwiggendneutralerWasserstdfbefindet.Der kalte Wasserstdfwird nun von
derzentralenQuelleangestrahltind die Photonerkdnnenmittels Resonanzstreu-
ung ausdem Halo entweichenEs existierenbereitseine Vielzahl von Beobach-
tungenvon Lya Halos(siehevan Ojik etal. 1996,1997; Steidelet al. 2000)und
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sie zeigen,dal3es sich um diffuse und klumpige Emissionsliniengebiethandelt,
derenraumlicheAusdehnunglie GroRedesRadioemissionsgebietsn mehrals
dasZehnfacheubertrifit. Die beobachtetehya Linienprofile lassenein komple-
xes Geschwindigkitsfeld desHalomaterialsrermuten.Die Auswirkungenunter
schiedlicheiGeschwindigkitsfelderauf dasLinienprofil wollen wir mit Hilfe des
frequenzabingigenFE CodesuntersucheisieheAbschnitt6.2 und Kapitel 7).

Im Testlll werdendie ErgebnisselesFE Codeanit eineranalytischer.dsung
verglichen, um zu zeigen,dalR die SDFEM auch fiir komplexere Konfiguratio-
nenals die im vorherigenAbschnittbeschriebenegeeignetst. Gleichzeitigsol-
len die Anforderungeran die Orts—und Winkelaufbsunguntersuchiverden,um
moglichstgenauel dsungerzu erzielen.Im gesamterRechengebiekdnnenwir
in guter Naherungy ~ o annehmer(der Zwei-Photonen-Zedill verhindert,dald
X = 0 exaktgilt). Fur diesenFall reduziertsichdie nullte Momentengleichunger
Strahlungstransportgleichumgf

_1d
T r2dr

wobeiF; dieradialeKomponentalesStrahlungsflusses

O-F r’F = 4rmf, (186)

F(x) = / 87(x,9)dw (187)
2

ist. Die LosungderGl. (186)lautet

4
T for r<rg

Fr(r):{ an for r>rg’ (188)
32 S

sodaRderFluR auseinerSphareF; (1.0) = 8.18 x 10~3 ist. Der Radiusistr = 1.0
gewahlt,damitderEinheitswilrfel die SprareumschlieRefkannundwir somitdie
numerischeriResultatemit demanalytischeriErgebnisvergleichenkdnnen.Dawir
vorausgesetztaben,daflim Halo alle Photonergestreutwerden(x = o), ist der
entweichend&trahlungsfluRinablangigvon deroptischeriTiefe.

Die numerischemBerechnungestartenauf einemstrukturierterGitter mit 16
Zellen,sodalRdasEmissionsgebieanit rs = 0.125geradesbenaufgebstwird. Der
Gitterverfeinerungsprozedsasiertauf denglobalenL?~IndikatorenausGl. (75).
Die numerischermestswerdenfir die optischenTiefent = 0.1, 1, 10 und Ordina-
ten M = 20,80, 320 durchgetihrt. Aufgrund der Speicherlimitierunglesbenutz-
ten Parallelrechnerdiangt die Anzahl der Verfeinerungsstufesehrkritisch von
der AnzahlderverwendeterOrdinatenM ah In Tabelle5 werdendie Ergebnisse
desuiberalle Richtungergemittelten(ausdemEinheitswirfel austretendertrah-
lungsflussesur unterschiedlich®rdinatenzahlennd optischeTiefenangegeben.
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Tabelle5: Testlll: Strahlungsflufiormiertauf 10~ einesstreudominierterHalos
fur untersciedlicheoptishe Tiefent undOrdinatenzahM sowiefur verschiedene
\erfeinerungsstufen.

T 0.1 1.0 10.0
M 20 80 320 20 80 320 20 80 320

Stufe0 9.48 9.48 9.48 9.48 9.48 9.48 9.48 9.48 9.48
Stufel 8.04 8.04 8.04 8.04 8.04 8.04 8.04 8.04 8.04
Stufe2 8.19 8.19 8.04 8.19 8.22 8.04 8.19 8.19 8.19
Stufe3 8.19 819 - 8.19 819 - 8.20 820 -
Stufe4 8.20 - - 8.20 - - 8.18 8.20 -

DieseGrosseermbglicht einenVergleich mit demanalytischerWert F (1.0). Auf
demsStartgitterwird die Losunguberschitzt, wohingegender ersteVerfeinerungs-
schrittzueinerzukleinenLdsungfuhrt.Im Verfeinerungsschri2 wird dasEmissi-
onsgebietindderHalo ausreichendufgebst,sodal’dergemittelteStrahlungsfluf3
fur die Ordinatenzahle20 und 80 eineAbweichung< 1% vom analytischeWert
haben Dageenberbtigt die Rechnungnmit 320 OrdinateneinenweiterenVerfei-
nerungszyklusum ahnlichgute Ergebnissezu erzielen.Diesesehrgute Uberein-
stimmungmit demanalytischeWertist auf die globaleFlu3erhaltungseigenschaft
desFE Verfahrenszuriickzufihren.Im Gegensatadazuist dasFD Verfahrenaus
demvorhegehendel\bschnittnichtfluRerhaltendsodalwir fur dasgleichePro-
blemmit einerraumlichenAufldésungvergleichbamit Stufe3 einenStrahlungsfluf’
erhaltenderungefihr6% kleinerist alsderanalytischéNert.

Weiter kannmanausTabelle5 ersehendalidie Ortsaufbsungder Verfeine-
rungsstufe2 fur die Rechnungermit optischerTiefe T < 1 und Ordinatenzahl
M > 320 nicht ausreicht,um eine gute Ubereinstimmungnit dem analytischen
Wert zu erzielen.Fur dieseFalle scheintder VerfeinerungsprozeBberwiggend
Zellen ausder auRererHalorggion zu verfeinern.Da wir jedochdie Gro3edes
Emissionsgebietdsennen kdnnenwir dasStartgitterin der Weisevorverfeinern,
dafl3die Quelle ausreichendufgebst wird. Somitwirden2 Verfeinerungsstufen
auchfir dieseFalle geriigen.

Der spharischsymmetrischeTestlll verdeutlicht,danur 20 Ordinatenaus-
reichen,um ausgezeichnetResultatefiir gemittelteGroenwie den Strahlungs-
fluR, der ausdem gesamterRechengebieaustritt, zu erzielen(vgl. Tabelle5).
Fir die Berechnungbrtlich aufgebsterGroRen,wie z.B. den Strahlungsflufaus
einemkleinen Teil des Rechengebietsder die mittlere Intensitt im gesamten
Einheitswilrfel, miR3te eine feinere Winkelaufbsungverwendetwerden.Ersteres
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kdonntemanmit (6rtlich) hochaufgebstenspektroskpischerBeobachtungener-
gleichenundletztereszur Bestimmungeiner Temperaturerteilungverwendenin

7=0.1 nyg = 20 7=10 nyg =20 7=10 nyg =20
10 10 10
102F 102 102 \6
- 10* - 10° - 10* ’
100 ki 1 10} — 10}
10° 10° 10°
0.01 0.10 1.00 10.0C 0.01 0.10 1.00 10.0C 0.01 0.10 1.00 10.00
r r r
7=0.1 ng = 80 =10 ng =80 =10 ng =80
10 10 10
102 102 102 \\
- 10* - 10° o 107
10° 10° 1 10°
10° 10° 10°
0.01 0.10 1.00 10.0C 0.01 0.10 1.00 10.0C 0.01 0.10 1.00 10.00
r r r
7=0.1 ng = 320 7=10 ng = 320 =10 ng = 320
10° 10 10
~
107 10? 10° \
o w e \\ .
10°F B 10°F 1 10°+
10° 10° 10°
0.01 0.10 1.00 10.0C 0.01 0.10 1.00 10.0C 0.01 0.10 1.00 10.00
r r r
7=0.1 ng = 1280 7=10 ng = 1280 7=10 ng = 1280
10 10 10
102 107 . \ 102 \
- 10" - 10* ; - 10
10° 10° 10°
10° 10° 10°
0.01 0.10 1.00 10.0C 0.01 0.10 1.00 10.0C 0.01 0.10 1.00 10.00

Abbildung 10: Testlll: Abhangigleit der mittlerenintensitit J vomAbstand vom
Zentrumfir unteisciedliche optisde Tiefent und OrdinatenzahM. Fir eineln-
terpretationder \erlaufesieheText.

Abb. 10 ist der Verlaufder mittlerenIntensitit J(r) = 1/(4m) [ (r,9)dw fur al-
le Knotenpunkteder 2. VerfeinerungsstufaufgetragenGenerellerwartenwir fir
eineausreichend®inkelaufbbsungeineeinzigeLinie. Tatsachlichbeobachtemvir
jedochin vielen Fallen eine erheblicheAbweichungvon dieserldealgestaltFur
kleine optischeTiefen 1 und eine zu geringeOrdinatenzahkchwankt die mittle-
re Intensititanverschiedene@rtspunktenjedochmit gleicherEntfernungr zum
Zentrum,um mehrals 3 GroRenordnungerieseStreuungst charakteristischir
die diskreteOrdinatenmethodmit ungeriigendeVinkelaufbsungund nimmt mit
zunehmendeOrdinatenzahbh Wie bei steigendeWinkelaufbsung,ist bei zu-
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nehmendepptischerTiefe zu beobachtendall die Abweichungender mittleren
Intensitt J(r) von der Linienverteilungkleiner werden.Dies erklart sich damit,
dafmit derwachsendenptischeriefe die Streuvahrscheinlichkitin deneinzel-
nenOrtspunkterebenélls zunimmt. DieserEffekt korrigiert die ,,Ausrei3er,die
aufdie schlechteOrdinatendiskretisierungurickzufihrensind.

6.2 Validierung desfrequenzablangigenCodes

Aufbauendauf dem Test Il einer streuenderHalokonfigurationdes monochro-
matischenStrahlungstransportprogrammsgerdenwir nun den erweiterten(fre-
gquenzabhngigen)Codetesten.Falls keine makroslopischenGeschwindigkits-
felderexistieren— wir sprechervon einemstatischertHalo — undfalls wir zusatz-
lich koharente jsotropeStreuungannehmenkdnnenwir denfrequenzablngigen
Codeahnlichwie beimTestlll mittelsderanalytischer.dsungausGl. (188)uber
prufen. Berucksichtigernwir jedochvollstandigeWiedenerteilungoderbeliebige
Geschwindigkitsfelder somiissenwir die erweiterteSDFEMmit denErgebnisse
einerLinienversiondesFD Codes(sieheAnhangB.2) vergleichen,um die beiden
dreidimensionale€odeszu testen.

Wir berechnemlasfrequenzabBngigeStrahlungsfeldn bevegtenMedien,in-
demwir die statiorére,nicht-relatvistischeSTGim mitbewvegtenSystem

(T+D+S5+X(%V))I(x,9,v) = f(x,V) (189)

6sen.Der Transportoperato?’, der DopplerOperatorD undder Streuoperatols
werdendefiniertdurch

TI(x,9,v) = I- DXI(X,S,V)

DI(x,3,v) = (x{))v—Zx,{?,v)

00

ST(%,8,v) — //R V9, V)Z(x,,v)d9'dV’.
0 2

Die Opazi&tX(x,v) = K(X,V) + a(x,V) ist die SummedesAbsorptionskefizien-
ten k(x,v) = kK(X)¢(v) und des Streuloefizienteno(x,v) = a(x)¢(v). Die Fre-
quenzabhngigleit dieserKoefizientenist durch die normierteProfilfunktion ¢
gegebenln denfolgendenAnwendungemehmerwir ein DopplerProfil

1 v—vo\?
0) = —=r-e [— ()

(190)
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an, wobei vg die Frequenzdes LinienzentrumsbezeichnetDie DopplerBreite
Avp unddie DopplerGeschwindigkit up werdensownvohl durcheinethermische
Geschwindigkit Lherm als auchdurch eineturbulente Geschwindiglkit vy, be-
stimmt. Somitergibt sichfur die DopplerBreite

Vo Vo 2 2
Avp = ?UD ¢V Utherm T Yturbs (191)

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkit ist. Fur alle folgendenAnwendungerin dieser
Arbeit nehmerwir up = 10~3c ~ 300kms~! an(sieheauchTabelle6). Der Quell-
termist definiertdurch

f(x,v) = K(x,V)B(T (X),V) +&(x,V), (192)

wobeieineausgedehntdermischaind/odereinenicht-thermischéhotonenquel-
le beriicksichtigtwerdenkann.Im Falle einerthermischerStrahlungsquellevird
f mit Hilfe einerTemperaturerteilungT (x) Uberdie Planck-FunktiorB(T(x),v)
berechnetDer DopplerOperator?D beschreibdie makroslopischeDopplerVer-
schiebungder Photonerundwurdeaustihrlichin Kapitel 5 diskutiert.Der Streu-
operatorhangtvon der allgemeinenWiedenerteilungsfunktionR(9’,v’; 8,v) ab,
welchedie Wahrscheinlichkit angibt,dal3bei einemStreuprozel(@in Photonaus
Richtungd’ mit Frequena/’ in Richtungd mit Frequena gestreuwird. Die un-
terschiedlicherStreumodelleverdenaustihrlich in Kapitel 4 diskutiert. In den
folgendenAnwendungsbeispielewerdenwir zwei Grenzflle der Streutheorie
bericksichtigen:strikte Koharenzund die vollstandigeWiedenerteilungim mit-
benvegtenSystemIm erstenGrenzall vereinfachtsichder Streuoperatos zu

o(x,V)

koh. _
SO(x,9,v) = o

/ I(%,9',v)d9". (193)
gi-1
Fur den Fall der vollstandigenWiedenerteilung werdenPhotonendurch Sthl3e

zufallig UberdasLinienprofil wiedenerteilt. Somitvereinfichtsich der Streuope-
rator$ fur dieserzweitenGrenzall zu

SYVT(x,9,v) = / (v / I(x,9',V)do'dv.  (194)
2T[(d ) J.

Es sollte beachtewverden,dal3in beidenGrenzhllen die Annahmederisotropen
Streuungeingegangenist, der FE-CodejedochauchanisotropeStreuphasenfunk-
tionenmodelliererkann.
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Tabelle6: Parameterdie fur alle frequenzabiingigen Testbeispielgelten.

h e O [Is Up Uo nh Ro

1.0 02 10° 0.2 103 -103% 0.2 1.0

6.2.1 Modellbeschreibung

Fur die Testrechnungerur UberpiifungdererweiterterSDFEMbeschankenwir
unsauf sprarischsymmetrisché/erteilungendesOrtsanteilsder Opazit x (x) =
K(X) + o(x). Dawir im nachsterKapitel oblateKonfigurationeruntersuchemvol-
len, fuhrenwir jedocheineallgemeinerd-orm der Opazittswerteilungein:

Xo/(1+4ar?) forr <re
X(X) =14 Xo/(1+ar?) forre<r<ry , (195)
Xo/(1+ar2)/10®  forr >ry

wobeir? = (x/a)?+ (y/b)?+ (z/c)? ist. Somitist fur densprarischsymmetrischen
Falla=b=c= 1. WeiterhinsolltebeachtetverdendalderExtinktionsloefizient
innerhalbdesRadiusder Queller. und auRerhalldesHaloradiusry, konstantist.
Fallsnichtandersaangeebenwird xo mittelsderoptischerTiefeim Linienzentrum

o= " X(1) (Vo) Sgrclx (196)

entlangder Richtungdg, mit der gro3tenoptischenTiefe zwischenr. undry be-
stimmt. Insgesamtvird die raumlicheVerteilungder Opazitit X durchsechsPa-
rameterbeschriebendie Langender Halbachsera, b undc, die Radienr. undry
unddenParameteinr unddie optischeTiefe t. Fur r¢, r, unda verwenderwir die
WerteausTabelle6.

Da wir in ersterLinie den Strahlungstranspoih Resonanzlinierwie z.B. Lya
untersuchenvollen, nehmenwir o(x) = x(x) undk(x) = 0 fur alle folgendenLi-
nienprofilberechnungean. Diese Annahmeerniglicht es uns, nicht-thermische
Quellfunktionenzu verwender(vgl. Gl. 192). Allgemeinbetrachterwir eineoder
mehreraaumlichbegrenzteQuellregionenmit Radiusr s, die ander Stellex; posi-
tioniertsind:

_[ o) for [x—x|<rs
f(x,v)_{ 0 for |x—x|>rs ° (197)
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Die Funktion ¢(v) ist dasin Gl. (190) definierteDopplerProfil. Auch hier gilt

wie bei der Definition der raumlichenOpazittswerteilung,dal3die Quellfunktion
moglichstallgemeingehaltenwird, um komplexere Anwendungsbeispielien fol-

genderKapitel zu beschreibenkir dasspharischsymmetrischdBeispielbetrach-
tenwir eineeinzelneQuellrgyion, die im ZentrumdesRechengebietelsei x = 0

positioniertist.

6.2.2 Makr oskopischeGeschwindigkeitsfelder

Mit Hilfe desFE Codessindwir in derLagebeliebigeGeschwindigkitsfelderzu
bericksichtigen beschéanken unsjedochin denfolgendenAnwendungsbeispie-
len aufzwei einfacheGeschwindigkitsfelderund berechnemlie Funktionw(x,9)
ausdem DopplerTerm (151) analytisch.Bisher hattenwir den Ortswektor mit x
bezeichnetphne diesenVektor explizit anzugebenUm Verwechslungerauszu-
schlieRenbezeichnenvir in diesemAbschnittdenOrtswektormit x = (X, Y, z).

DasersteGeschwindigkitsfeldbeschreibdenspharischsymmetrischerKol-
laps(vg < 0) oderdie spharischsymmetrischéxpansion(ug > 0) und hatsomit
die allgemeineGestalt

Vio = Uo (rri’)' ? (198)

wobeir = |x| = \/X?+ y? + 7% undug die Geschwindigkit beimRadiusrg ist. Die

von diesemGeschwindigkitsfeldabgeleitetev-Funktionlautet

w(x,8) = 2 (r—o)' (3—0 +1)|8r'3x|2>. (199)

C \r r

Als zweitesGeschwindigkitsfeldwahlenwir eineRotationsberegungum die

z-Achse
| y
Urot = Vo (E) Rl( x ) (200)
R 0

wobeiR? = x? + y? der Abstandvon der Rotationsachsist und ug die Geschwin-
digkeit beimAbstandR, bezeichnetMit 9 = (9, 9y, ;) erhalterwir die w-Funk-
tion fur die Rotation

W= ”_CO <@)| (1+1) (Wﬁ 90 +9:9,(¢ _y2)> . (201)

R RS
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0.02

0.00
-4

V-vivy 0(va "W 2
0. D

Abbildung 11: FE LosungeinesLya Linienprofils eines statishben Halos mit
koharenter Streuungfir unteischiedliche optiste TiefenT (sieheLegende).Die
gepunkteterKurvenim linken Bild stellendie ErgebnissedesFD Codesdar. Im
rechtenBild markieendie Kreuzedie analytistienLosungn.

Der Parametel definiertin beidenFallen die Art desGeschwindigkitsfelds,so
daRvj, z.B. fur | = 0.5 denfreien Fall einer kollabierendenGaswolke und fur
| = —1 einetypischeSupernwa-Expansiorsimuliert. Fir die Rotationu,e; erhalten
wir firl = 0.5 denSpezialtll einesKeplerscheGeschwindigkitsfeldsmit derw-
Funktion

w= 2 TRESRI5 [xy(8] —52) + 98,0 )] (202)

(sieheauchBaschel& Wehrse1999).Die Wertefiir vg, ro undRy in allenfolgen-
denAnwendungsbeispieleiindensichin Tabelle6.

6.2.3 EinfachesTestbeispiel

Wir begginnendie UntersuchundrequenzabéingigerStrahlungsfeldemit demein-
fachenTestbeispiekinerspharischsymmetrischei®pazitits\erteilung(195) (a =
b = ¢ = 1) und einereinzelnenQuellrggion um dasZentrumdesRechengebiets
bei x = 0. Fur die Diskretisierungdes Frequenzinterlls in DopplerEinheiten
(Vv —Vvo)/Avp € [—4,6] verwenderwir 41 gleichwerteilte Stiitzstellenund 80 Or-
dinaten.vy = 2.466- 10'°Hz ist die FrequenzlesLya Ubeigangsim Wasserstof-
fatom. Das Startgitterhat 43 Zellen und eine vorverfeinerteQuellregion. Jenach
optischerTiefe werden3—-5adaptve Verfeinerungsschrittauf der Basiseinesma-
ximalen L?-Fehlerindikatorg75) durchgeiihrt. Ein Ortsgitterder Verfeinerungs-
stufe5 enthalt ungefihr 1.5- 10° Knotenpunktewobei die Aufldsungdem eines
strukturierterGittersmit 257 Knotenpunkterentspricht Daseinfachstefrequenz-
abhangigeTestbeispieist ein statisched/1odell mit koharenterisotroperStreuung.
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Abb. 11 zeigt die Lya Linienprofile einessolchenModells fur unterschiedliche
optischeTiefent = 0.1,1,10,100. Die Legendecharakterisiertlie Losungerder
SDFEMfir die unterschiedlichemptischenTiefen, wohingeyendie gepunkteten
Kurvenim linken Bild die Ergebnissaler FD Methode(sieheAnhangB.2) mar
kieren.DasDopplerProfil wird in allen Testrechnungereproduziertpis auf den
Fall T = 100fur die FD Methode.In denvorhegehendembschnittenhabenwir
gezeigtdalidie monochromatischED Methodefiir groReoptischeTiefen(t > 10)
nur sehrlangsanbzw nicht mehrkonvergiert. Da dererweitertefrequenzabéngi-
ge FD Codedasmonochromatisch&D Problemfir jedendiskretenFrequenz-
punkt [8st, Uberrasches nicht, dalR dort die gleichenSchwierigleiten auftreten.
Wennwir dasLinienprofil mit Hilfe deranalytischd_dsung(188) reproduzieren,
erkenntman,dal3die Abweichungerdernumerischerergebnisseler SDFEMnur
sehrklein sind. Insbesonderéir die optischenTiefent = 0.1,1 sind die Kurven
praktischidentisch.Selbstfiir 1 = 100bleibtderFlu3im Linienzentrumbesserls
99% erhalten Ganzim Gegensatzu denErgebnissereserweiterten-D Codes,
welcheim undum dasLinienzentrumAbweichungen- auchbei kleineroptischer
Tiefe—von ca.10%aufweisenlm Fall groRReroptischefTiefen (t = 100)weichen
die Ergebnissaleutlichvon deranalytischer.dsungah

Als nachstedetrachterwir einenkollabierenderHalo mit koharenterStreu-
ung, wobeiwir an Hand dieserKonfigurationdie Effekte der Frequenz&pplung
durch den DopplerTerm verdeutlichenwollen. In Abb. 12 sind berechnetd.i-
nienprofile daigestellt, wobei unterschiedlichéexponenten = 0,0.5,2 desGe-
schwindigleitsfeldsvj, ausGl. (198) beiiicksichtigtwurden.Fur kleine optische
Tiefent = 1 sinddie Linienprofileleichtrotverschobeng.h.zukleinerenDoppler
Einheitenbzw. zukleinerenFrequenzehin verschoberDaT kleinist, durchlaufen
die meistenPhotonerdenHalo direkt, ohnegestreutzu werden.Die Rotverschie-
bung der beobachtetehinienprofile ist schlie3lichauf die Bewegung desHalos
weg vom Beobachter{aufgrunddes Kollaps) zuriickzufihren. Da der Doppler
Term proportionalzum Gradientendes Geschwindigkitsfeldsist (sieheKapitel
5), ist die Rotwerschieling um so ausgepigter je groRerder Exponent ist. Fur
T =10(sieheAbb. 12)sinddie Linienprofilejedochblauverschobeng.h.zugrofRe-
ren DopplerEinheitenbzw. zu hdherenFrequenzemin verschobenDa die opti-
scheTiefe bereitsrelativ grof3ist, entweicherdie meisterPhotonemichtdirektaus
demHalo, sondernwerdengestreutSomitbeobachtemvir nur wenigePhotonen,
diedirektvon derQuellestammensondernvielmehrPhotonendie vom einfallen-
denHalo hinterderQuelle(vom Beobachteausgesehenzuriick gestreutverden.
DiesegestreuteriPhotonerkdnnennundirekt ausdemHalo entweichengdadurch
die Blauverschieling der Halo plotzlich optischdiinn gewordenist. Fur denFall
| = 2ist die Blauverschielingdesbeobachtetehinienprofilswenigerausgepagt,
da der grol3eGradientdes Geschwindigkitsfeldssehrnahean der Quellregion
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Abbildung 12: FE Losungen von Lya Linienprofilen kollabierender Halos mit
koharenterStreuungfir eineoptist dilnne(diinneLinien) undeineoptisthedicke
(dicke Linien) Konfigumation. Die Legendemarkiert die unterschiedlichen Expo-
nenten desverwendeteGestiwindigleitsfeldg(siehedazuaud Text).

im InnerndesHalosbereitseine betiachtlich Rotverschieling der Photonerver-
ursacht.DiesenPhotonererscheintder Halo nun ebenélls optischdiinn und sie
konnendirektzumBeobachteentweichenDer Bereich,in demdieseRotverschie-
bungstattfinderkann,ist sehrklein. Weiteraul3enwenndie gesamt@ptischeTie-
fe wiederzunimmt,werdendie Photonerdurchdenobenbeschriebei®treuprozell
blauverschoben.

VollstandigeWiedenerteilungbewirkt eineviel stakereFrequenzipplungals
die KopplungaufgrunddesDopplerTerms(sieheKapitel 4). Dasist auchdeutlich
andenLinienprofilenin Abb. 13 zuerkennenDaslinke Bild zeigtLya Linienpro-
file einesstatischerHalosfir unterschiedlicit = 0.1, 1,10,100.Die gepunkteten
Linien markierendie FD LosungenMit zunehmendeoptischerTiefe entweichen
die PhotonennmmermehrausdemLinienfliigel. Bereitsfur t > 1 erhaltenwir ein
charakteristischeProfil mit einer Zentraleinsenkungm Linienzentrum.Gleich-
zeitignimmtauchder Abstandzwischendenzwei Maximaunddie Tiefe derZen-
traleinsenkungu. Die FluRBerhaltundetiagtim optischdicken Fall (t = 100) nur
96%,wasjedochaufdie zugeringeAuflosungderFrequenzdiskretisierurmyrick-
zufuihrenist.

DasrechteBild derAbb. 13 zeigtdie berechnetehya Linienprofileeineskol-
labierenderHalosmit vollstandigeWiedenerteilung,wobeiunterschiedlich&x-
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Abbildung 13: FE Losungvon Lya Linienprofilen einesstatisdien (linkes Bild)
und eineskollabierenden(rechtesBild) Halos mit vollstandiger Wiederverteilung
Im statishenFall wird der EinfluRunterschiedlicher optisdhe Tiefen(sieheLegen-
de)aufdasLinienprofil unteisutit. BeimKollaps markiertdie Legendedie unter
schiedlichenExponentemesGestiwindigleitsfelds Die FD Losungnwerdenals
gepunktetd.inien dargestellt.

ponented = 0,0.5,2 desGeschwindigkitsfeldsuj, ausGl. (198) bericksichtigt
wurden.Die optischeTiefe betiagt T = 10. Generellist zu beobachtengdalRdas
Geschwindigkitsfeld die SymmetriedesProfils um dasLinienzentrumzersbrt.
Fur die Exponented = 0 und 0.5 wird dasblaueMaximum gegerilberdemro-
ten verstrkt, was— wie im koharentenFall (sieheoben)— auf die durch einen
Streuproze®lauverschobeneRhotonerzuriickzuiihrenist. Im Falle einesexpan-
dierenderHaloserhaltenwir ein Linienprofil wie in Abb. 13 (rechts),jedocham
Linienzentrumgespigelt. D.h.,dallhundasrote Maximumgegerilberdemblauen
verstrktist. Fur | = 2 ist die SymmetriedesProfils beinahewiederhegestellt.Es
scheintsogar, alsob dasrote Maximum gegerilberdemblauenleicht verstirktist.
DieserEffekt liegt wie im koharenterfall amgroRenGeschwindigkitsgradienten
(sieheoben).Der Vergleichder FE Losungermit denFD Ergebnisserergibt eine
zumindestualitative Ubereinstimmungund sprichtsomit fiir dreidimensionalen
erweitertenCodes.Die unterschiedlicherErgebnissezumindestfur die optisch
dinnenHalos(t < 1), sind auf eine zu geringeOrtsaufésungdesFD Verfahrens
zurickzufihren.Mit zunehmendeoptischerTiefe entfernensich die Ergebnisse
der FD Methodeimmer mehrvon denendesFE Codes,was an der unterschied-
lichen Ordnungder beidenDiskretisierungetiegt (sieheauchmonochromatische
Testbeispielém vorhegehendembschnitt).
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7 Lya Linienpr ofile von hoch-rotverschobenenGalaxien

Bei der Beobachtung/on hoch-roterschobeneGalaxienist der Lya Ubergang
vom erstenangergten Niveau zum Grundzustandies Wasserstdatomsin den
meistenFallen die einzigeprominenteEmissionslinieim Spektrumund ist somit
fur dasVerstindnisder Entstehungind Entwicklungvon Galaxienim frithenUni-
versumvon groRerBedeutungln spektroskpischenHimmelsdurchmusterungen
und SchmalbandbildermeuerenDatumswurde die Lya Linie zur Identifikation
von Galaxienmit groRerRotwverschieling herangezogelsieheHu et al. 1998;
Kudritzki et al. 2000; Rhoadset al. 2000; Fynbo2000,2001).Abgeseherdavon,
daRdie Lya Emissionslinieals Rotwerschiebingsindikatorgut geeignetist, |af3t
das Profil dieserLinie savohl auf die raumlicheVerteilungund die Kinematik
desinterstellarerGasesals auchauf die Natur der Photonenquelleruriickschlie-
Ben.So enthillen beispielsweisesehr gut aufgebste Beobachtungewon hoch-
rotverschobeneRadioglaxien(sieheHippelein& Meisenheimefd993;van Ojik
etal. 1996,1997;Villar-Martin etal. 1999)ausgedehnteya Halosmit Durchmes-
seroberhalbvon 100kpc. Die beobachtetehinien weisendie in Abschnitt6.2 si-
muliertencharakteristischeRrofile mit zwei Maximaundeinermehroderweniger
ausgepidlgtenZentraleinsenkunguf. Weiterhinlassereweidimensional&pektren
von Lya Haloseinekomplexe Kinematik mit Geschwindigkiten > 1000kms™!
vermuten(siehevan Ojik et al. 1996,1997). Die Interpretationvon Lya Beob-
achtungenist sehrschwierig, da hoch-roterschobendradioglaxien haufig in-
nerhalbeinesHaufensvon Proto-Clusternzu finden sind und der Radiojet mit
derdurchVerschmelzungsprozesse3ersinhomogenetymgelungwechselvirkt
(siehez.B. Bicknell et al. 2000; Kurk et al. 2001). Aufgrund der groBenraum-
lichen Ausdehnungsind dieseHalos optischdick und die Lya Photonerkonnen
nur mittels Streuprozef®derdurch Wechsalvirkung mit einemmakroslkopischen
Geschwindigkitsfeld entweichen Diese Pranomeneerfordernjedoch eine sehr
detaillierteBehandlunglesdreidimensionale®trahlungstransportproblenmna-
Iytische (siehe Neufeld 1990) sawie frihe numerischeMethoden(siehe Adams
1972;Hummer& Kunasz1980)beschénktensich auf die Losungder eindimen-
sionalenStrahlungstransportgleichumg statischerMedien.Erstin jungsterZeit
wurdenauf der Basisder Monte-Carlo-Method€ odesentwickelt, welchemehr
dimensionaldLya Linientransportproblemezurachstfur statische(sieheAhn et
al. 2001,2002),aberauchfir nicht-relatvistischbewvegte Medien(sieheZheng&
Miralda-Escu@ 2002)simulierenkdnnen.

Nachdemwir in Abschnitt6.2 denfrequenzabéngigenFE Codeerfolgreich
getestehabenwerdenwir in diesemKapitel zwei komplexere Anwendungerdes
Lya LinientransportproblemsintersuchenEine scheibenartigegpblate Konfigu-
ration und ein Modell mit drei Quellenin einemgemeinsamenalo. Die Mo-
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dellbeschreibng und die GeschwindigkitsfelderwerdenausAbschnitt6.2 tiber
nommenwobeiwir unsim folgendenauf denschwierigereriall dervollstandige
Wiedenerteilungbeschéanken werden.Wir verwendem9 gleichwerteilte diskre-
te Frequenzsttzstellenfur dasIntenall (v — vg)/Avp € [—6,6] und 80 Ordina-
ten. Das Startgitterbestehtaus4® Zellenmit einervorverfeinerterQuellregion, so
daRwir unsereSimulationerauf einemGitter mit insgesammehrereri0® Zellen
startenJenachoptischerTiefe werden3—-7 adaptve Verfeinerungsschrittauf der
BasiseinesmaximalenL2-Fehlerindikatorg75) durchgeiihrt. Ein Ortsgitterder
Verfeinerungsstuf@ enthalt ungefihr 1.5- 10° Knotenpunkteund entsprichtder
AufldsungeinesstrukturierterGittersmit 257 Knoten.

7.1 Elliptische Halos

In einemzweiten Schritt — nachdem spharischsymmetrischerModell aus Ab-
schnitt6.2— hin zu einerechtendreidimensionaleKonfigurationuntersuchemvir
denResonanzlinientranspdiiir ein axialsymmetrischefblates)Scheibenmodell
mit einer Opazitts\erteilungwie in Gl. (195) definiert, jedochmit Halbachsen-
verhaltnissenvon a: b:c= 3: 3: 1. Der oblateHalo ist um dasZentrumdes
Rechengebietbei x = 0 positioniert,wobei die Achsesenkrechtzur aquatorialen
Ebeneder Scheibedie z-Achseist. Im folgendenbezeichnemwir die z-Achseauf-
grundderSymmetriealsRotationsachs&Vir untersuchedasLya Linienprofil fur
unterschiedlich@ptischeTiefent und verschieden&eschwindigkitsfelder(sta-
tisch, Kollaps und Rotation)ausunterschiedlicheeobachtungsrichtungebie
optischeTiefe T = 1(94) wird entlangder Richtungdy, bestimmt,die dergroRen
Halbachsewischenr. undry, bestimmt.Furre, rp unda (Parameterausder Opa-
zitatswerteilung(195)) verwenderwir die WerteausTabelle6. Anhanddesstati-
schenFalleszeigenwir exemplarischwelchelnformationerausdenFE Losungen
derLya Halosimulationerextrahiertwerdenkdnnen Die berechnetehinienprofi-
le sindin Abb. 14afiir verschiedeneptischeTiefent undfir unterschiedlich®e-
obachtungswingl aufgezeigtDer Beobachtungswirdd ist definiertalsderWinkel
zwischenderRotationsachsendderRichtungzumBeobachtehin. Z.B. bedeutet
ein Beobachtungswirgd von 90°, dalRwir die Scheibevon der Kante aussehen.
Ein Beobachtungswirgd von 0° entsprichtsomit der Draufsichtauf die Scheibe.
Wie beim einfachenTestbeispieusAbschnitt6.2.3 erhaltenwir die charakteri-
stischeZentraleinsenkungjir t > 1. AufgrundderoblatenOpazitits\erteilungmit
denHalbachseverhaltnissera: b: c= 3: 3: 1 nimmtdie optischeDicke mit einer
VerringerunglesBeobachtungswirgds(d.h.in RichtungderkleinenHalbachse)
ab, sodaRwir fir einenBeobachtungswirgd von 0° eineeffektive optischeTiefe
von 1(dr) /3 erhalten.Folglich beobachtemir fir eine VerringerungdesBeob-
achtungswinklseineZunahmedesAbstandderbeidenMaximavoneinandeund
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Abbildung 14: Ergebnissefiir eine statiste oblate Modelllonfiguration: a) Lya
Linienprofile fur verschiedeneBeobabitungsrihitungenund unterschiedliche opti-
scheTiefent = 1(J¢). b) ZweidimensionaleSpektruneiner Kantenansiht (90°)
der Stheibeund einer Aufsicht auf die Steibe (20°) bei untersciedlichen opti-
schen Tiefen. Die Position und Breite desLangspaltsdes Spektographenist in
Abh 15aangegeben.Die Konturensindfur 2.5%,5%, 7.5%,10%, 20%, ..., 90%
desMaximalwertesaufgezeitinet.

eineZunahmederTiefe derZentraleinsenkungnnerhalbdesLinienspektrumsDa-
beisollte beachtetverden dal3derentlangder zAchseentweichendéotalerelati-
ve FIuRBF (9 = 0°)/F (9 = 90°) mit zunehmendeoptischerTiefe t(dg4) ebentlls
zunimmt.Die Abb. 14bwird weiteruntenerklart.

Viel mehrinformationensindin denraumlichenLinienintensitits\erteilungen
enthaltenDieseVerteilungenwerdenauf die Beobachtungsebene,h. die Ebene
senkrechtzur Beobachtungsrichtungprojiziert (sieheAbb. 15). In Abb. 15aist
die frequenzintgrierte Intensitits\erteilungfir 1(34,) = 10 unterverschiedenen
Beobachtungswirddn gezeigt.Bei 9¢° zeigtdieseAbbildungdasLya—Bild einer
elliptischenEmissionslinienrgion. Der diffuse Halo ist aufgrundder gestreuten
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Abbildung 15: Raumlidhe Intensittsverteilungfir eine statiste, oblate Modell-
konfiguration mit 1(8¢,) = 10 fur unteischiedliche Beobabtungsrithitungen: a)
Frequenzintgrierte Intensititsverteilungwobeizusitzlich die Position desLang-
spaltsangegebenist. b) Intensititsverteilungir ausgwahlte Frequenzpunkt®ie
Frequenzst in DopplerEinheiten(v — vp)/Avp relativ zum Linienzentrumam
rechtenBildrandangsgeben.

Photonersehrdeutlichsichtbar Mit abnehmenderBeobachtungswired wird der
Halo optischdiinnerund die Intensitits\erteilungerscheinzunehmendprérisch
symmetrisch.
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In Abb. 15bist die raumlicheVerteilungder Lya Intensitt fur verschiedene
Blickwinkel (hintereinanderjan ausgaahlten Frequenzpunktefnebeneinander)
damestellt.Die KantenansichtlerScheibg90°) zeigt,daldie Intensitits\erteilung
sehrstarkvon der Frequenabhangt.Im auRereriinienflugelbei (v —vg) /Avp =
+2 istderHalo optischdiinnunddie Konturlinienhabereinekompakteelliptische
Gestaltwobeisieim wesentlicherdie oblateForm derQuellregionreproduzieren.
Die beidenMaximadesLinienprofilsliegenbei (v — vg) /Avp ~ £1 und wir be-
obachtengdal3die Hauptachseler elliptischenintensitits\erteilung,zumindesim
Innerndesaufgezeigtekonturlinienbereichgyarallelzur Rotationsachskegt. Im
auRererBereichliegt dieseHauptachsewie fir die Linienfligelfrequenzeruch,
senkrechtzur Rotationsachsend zwar so wie die Hauptachseler urspiinglich
Intensigits\erteilungder Quellreggion. Im Linienzentrumbei (v — vg) /Avp = 0 ist
die direkte Sichtauf dasQuellgebietdurchdie optischdicke Gasmateridlockiert
und eserscheinerzwei Emissionsknotefknappober und unterhalbder Scheibe,
jedochnochinnerhalbdesweit ausgedehnteelliptischenHalos.Der Lya Knoten
unterhalbder Scheibeverschwindemit abnehmenderBeobachtungswirdd. Bei
20 ist die Intensitits\erteilungschlieRlichfir alle Frequenzerspharischsymme-
trisch, wobei die beobachtetéhotonenquelligion im Linienzentrumdie grof3te
Ausdehnungufweist.In Abb. 16ist die Intensitits\erteilungfir ausgavahlteFre-
guenzpunktéhnlichwie in Abb. 15 dagestellt,nur dal3die Verteilungnunfarb-
kodiertist undkeineKonturlinienmehraufweist.

Zweidimensionalé&pektrenvon hochaufgabstenspektroskpischerBeobach-
tungenliefern tblicherweisdrequenzablingigeDatenfiir eineRuckrichtung.Fur
einenVemleichmit derartigerBeobachtungehabenwir unsereErgebnissén ei-
nemNachbearbeitungsschritt zweidimensional&pektrenrumgevandelt,wobei
nur Dateninnerhalbdesin Abb. 15aanggebenerLangspaltedir eine Kanten-
und eine Draufsichtder oblatenKonfigurationverwendetwerden.Jedochist die
Form deszweidimensionalerSpektrumsrelativ unablangig von der Breite des
gewahltenLangspaltsDie Ergebnissesindin Abb. 14bfir unterschiedlichepti-
scheTiefendagestellt.Fir denoptischdiinnenFall mit t = 1ist nureineinzelnes,
zusammenangende&missionsgebietichtbar Bei einerKantenansichtleuterdie
innersterKonturlinienbereitsdie Zentraleinsenkungnddie zwei Maximaan, die
auchim Linienprofil gutsichtbarsind(Abb. 14a).Mit zunehmendesptischefTiefe
wird die Zentraleinsenkungnmerdeutlicherundder AbstandderbeidenMaxima
vergroRertsich. Esist aberzu beachtendal3die raumlicheAusdehnungler aulie-
renKonturliniennurvont(dg,) abrangtundnichtvon derBeobachtungsrichtung.

Als nachstesintersuchenvir, wie sichdasLya Linienprofil der oblatenKon-
figuration verandert,wenn man ein makroslkopischesGeschwindigkitsfeld mit-
berticksichtigt.Zuerstsimulierenwir einenKollapsmit | = 0.5 in Gl. (198).Abb.
17azeigtdie berechnetehinienprofilefiir verschiedeneptischeTiefenunterun-
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Abbildung 16: Falschfarbendastellungder Intensititsverteilungfur ausgwahl-
te Frequenzpunkt@nterinander)unterverschiedenerBeobabtungswinkln (ne-
beneinander)Die Intensitit nimmtvonblau nach weil3zu.

terschiedlicherBeobachtungswirdn. Wie im Fall deskollabierenderspharisch
symmetrischemdalo (sieheAbschnitt6.2.3)wird dasblauverschoben®aximum
durchdasGeschwindigkitsfeld versarkt. Mit zunehmenderu tritt dieserEffekt
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Abbildung 17: Ergebnissefur eine oblate Modelllkonfiguation mit einer freien
Einfallbewegung (I = 0.5): a) Lya Linienprofile fur verschiedeneBeobabtungs-
richtungenundunterschiedliche optiste Tiefent = 1(9¢,). b) Zweidimensionales
Spektrunfirr einebeinaheKantenansibt (90°) der Seibeund eine Aufsicht auf
die Sdeibe(20°) bei unterschiedlichenoptisdenTiefen.Die Position und Breite
der Spaltmaskist in Abh 15aangedeutetDie Konturensindfiir 2.5%,5%, 7.5%,
10%,20%, ..., 90% desMaximalwertesaufgezeitinet.

immer deutlicherhenor. In Abb. 17b sind die den Linienprofilen entsprechen-
denzweidimensionaleispektrenfir eine Kantenansich{90°) und eine Beinahe-
Draufsicht(20°) beigleicherSpaltgbReund-positionwie im statischerrall dage-
stellt. Fur einekleine optischTiefe haberdie Konturlinieneinebeinahadreieckige
Gestalt,da Photonendie in der Frequenzgestreutwerdenund Uber den blauen
Fligel der Linien entweichenauchhaufigerim Ortsraumgestreutwerden.Dies
hateinegroRereraumlicheAusdehnunglerPhotonerdesblauenLinienfliigelszur
Folge. Auchwennder AbstandzwischendenMaximamit zunehmendeoptischer
Tiefewachstsobleibtdochdie allgemeineDreiecksgestakrhaltenin Abb. 18ist
die Intensitits\erteilungfarblkodiert fur ausgevahlte Frequenzpunktéhnlichwie
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Abbildung 18: Falschfarbendastellungder Intensititsverteilungfir ausgwahl-
te Frequenzpunkt@ntereinander)unterverschiedenerBeobabtungswinkln (ne-
beneinanderjur einekollabierende oblateHalokonfiguration.

in Abb. 16 dagestellt,nur daRhier ein makroslopischerEinfall mitbericksichtigt
wird.

Daszweite Geschwindigkitsfeld,dessertinfluld auf dasLinienspektrumwir
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Abbildung 19: Ergebnissefiir eine oblate Modelllkonfiguration mit einer Kep-
lerschen Rotationsbe/egung (I = 0.5) um die z-Adse: a) Lya Linienprofile fur
verschiedeneBeobattungsrihitungen und unterschiedliche optisde Tiefent =
T(d4r). b) ZweidimensionaleSpektrunfir einebeinaheKantenansibt (90°) der
Sdeibeund eine Aufsicht auf die Steibe (20°) bei unterschiedlichen optisdien
Tiefen.Die Position und Breite der Spaltmask sind die gleichenwie in Abh 15a
angedeutetDie Konturensindfir 2.5%,5%, 7.5%,10%,20%, ..., 90% desMaxi-
malwertesaufgezeitinet.

bei der oblaten Halokonfigurationuntersucherwollen, entsprichteiner Kepler
schenRotationsberegung (I = 0.5) um die z-Achse.Die Ergebnissesindin Abb.
19f0rt = 1 andt = 10aufgetragerDie Linienprofilesindsymmetrisctbeziglich
desLinienzentrumsaundzeigenfir unterschiedlich®lickwinkel undoptischeTie-
fendasgleicheVerhalterwie im statischerfall. Der einzigesichtbardJnterschied
bestehdarin,dafdie Linienfliigelbzw. die Maximamit zunehmenderBeobach-
tungswinlel starker ,,verschmiert“werdenals bei der statischenKonfiguration.
Dies liegt in der Zunahmedes DopplerEffekts begriindet,da das Geschwindig-
keitsfeld (Rotation)einenimmer groRerenEinflul® auf dasbeobachtet&pektrum
audibt, je mehrwir die oblateHalokonfigurationvon der Kante her sehen Ganz
andersalsbeimeindimensionale®pektrumist der Effekt der Rotationim zweidi-
mensionalerspektrumsehrdeutlichzu erkennen(sieheAbb. 19b). Die Scherung
derKonturlinienist eintypischesMusterfiir eineRotationsbeegung.Wie im sta-
tischenFall undbeimKaollapssindbeit = 10 und Kantenansichtwei Emissions-
knotenim zweidimensionalespektrumzu beobachterywobeidie Scherungpe-
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Abbildung 20: Falschfarbendastellungder Intensigitsverteilungfur ausgwahl-
te Frequenzpunkt@intereinanderjunterverschiedenerBeobatitungswinkln (ne-

beneinanderfur einerotierende oblate Halokonfiguation. Die Intensi&it nimmt
vonblau nad weil3zu.

dingtdurchdie Rotationsb@&egung,zwei bananerirmigeKonturplotshenorruft.
In Abb. 20 ist die Intensifats\erteilungfir ausgevahlte Frequenzpunktéhnlich
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wie in Abb. 16 und 18 daigestellt,nur daBhier einemakroslopischeRotationsbe-
wegungmitbericksichtigtwird.

Trotz derrelativ geringenoptischenTiefe der Modellkonfigurationerkénnen
wir die Form und die typischenMusterzweidimensionaleBpektrenvieler hoch-
rotverschobeneGalaxiensehrgut reproduzierenSo sind z.B. die zweidimensio-
nalenSpektrender Lya ,,blobs"aus(Steidelet al. 2000, Fig. 8) vergleichbarmit
den Ergebnisserfur kollabierende(Abb. 17b) und rotierende(Abb. 19b) Halos.
Die Beobachtungermon van Qjik et al. (1997)enthalteneine Vielzahl von hoch-
rotverschobeneRadioglaxienmit Lya Linienprofilen,die ein oderzwei Maxima
mit einerZentraleinsenkungufweisenDe Breucketal. (2000)entdeckenbeider
statistischeruntersuchung/on Emissionslinierhoch-roterschobeneRadiogla-
xien, dal3die Dreiecksgestaltier Lya Emissionein charakteristischeBlusterim
zweidimensionale®pektrumdieserObjekteist. Dadie Emissiondesblauverscho-
benerMaximumsim beobachtetehinienprofil deutlichgeringerausgepagtist als
diejenigebeim rotverschobeneiMaximum, solltensich die meistendieserHalos
im Stadiumder Expansiorbefinden.

7.2 Mehrfachquellen

Wie bereitszu AnfangdieseKapitelserwahnt,befindersichhoch-rotverschobene
Radio@laxienhaufigim Zentrumvon Haufenvon (Proto-)Galaxien.In einersol-
chenUmgehungkonnteesmoglich sein,daf’die Lya EmissionmehrereiGalaxien
in einemgemeinsamehlalonachauRergestreutvird. Um solcheKonfigurationen
untersucherzu kdnnen,startenwir mit einerspharischsymmetrischepazifts-
verteilung(vgl. Abschnitt6.2.3)und mit drei raumlich getrennterQuellgebieten
positioniertumx; = (0.5,0.25,0),x, = (—0.5,0.25,0) undxsz = (0,—0.25,0), die
ein Dreieckin der (x,y)-Ebenebilden. Im folgendenwerdendie Ergebnissefur
eineoptischeTiefe T = 10 desHalosprasentiert.

Wie im Abschnitt7.1beginnenwir mit demstatischerModell. Abb. 21azeigt
frequenzintgrierte Lya Bilder ausvier ausg&vahltenBlickrichtungen.Der Uber
denBildern anggebeneBlickwinkel ist der Winkel zwischenBeobachtungsrich-
tungundder (x,y)-Ebene Esist zu beachtendal3sichdie Orientierungder Quell-
gebietannerhalbderBeobachtungsebefiér unterschiedlich®lickrichtungenan-
dert. Wenn man die Konfigurationbeinahesenkrechtzur (x,y)-Ebene(70°) be-
trachtet,sind alle drei Quellgebietesehrgut sichtbar da diesein derauf3ererund
somitoptischdiinnererHaloregion lokalisiertsind. Es seidaranerinnert,daf3sich
derHauptteilder streuendedalomateriein der NahedesZentrumsbeix = 0 be-
findet.Fur andereBlickwinkel —insbesondereazennmanbeinahealirekt von Punk-
tenin derx-y-Ebeneauf die Konfigurationschaut- liegeneinigeder Quellgebiete
vom BeobachteausgeseherhinterdemHalozentrunund sind somitauf denent-
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Abbildung 21: Raumlidhe Intensititsverteilungfur eine statishe, sptarisch sym-
metrishie Modelllkonfigurationmit 1 = 10und3 ausgedehnterQuellregionenunter
verschiedenerBeobattungsrihtungen: a) Frequenzintgrierte Intensifitsvertei-
lung. b) Intensititsverteilungir ausgwahlte Frequenzpunkt®ie Frequenistin

DopplerEinheiten(v — vo) /Avp relativ zumLinienzentrumam rechten Bildrand
angegeben.

sprechendemildern wenigergut sichtbar Abb. 21bist eine Konturliniendarstel-
lung derspezifischemntensittfir ausgavahlteFrequenzpunktandBlickrichtun-
gen.Wennmanin denLinienflugelnbei (v — vg) /Avp = £2 beobachtetkanndie
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Abbildung 22: Ergebnissefir eine spharisch symmetrishe Modellkonfiguation
mit drei Quellgebietenim Innern fir denstatistien Fall und zwei untersciedli-
chenHalogeshwindigleitsfelder(Kollaps und Rotation):a) Lya Linienprofile fur
verschiedeneBeobattungsrihitungen. b) ZweidimensionaleSpektrumfir eine
beinaheKantenansiht (10°) der Sdeibeund eine Aufsicht auf die Steibe(70°).
Die Position und Breite der Spaltmas& ist in Abh 21aangedeutetDie Konturen
sindfir 2.5%,5%, 7.5%,10%,20%, ..., 90% desMaximalwertesaufgezeitinet.

Anzahlunddie Positionaller QuellgebieteausjederbeliebigenBlickrichtung be-
stimmtwerdenWennmandenHalo jedochin Frequenzemm dasLinienzentrum
bei (v —vo)/Avp = £1und0 betrachtethangtdie AnzahldersichtbarerQuellge-
bietestarkvom Beobachtungswirtd ab So zeigeneinigeBilder nur eine,andere
wiederumzweioderdrei Quellregionen.

Die entsprechendehinienprofile und zweidimensionaleispektrenverdenin
Abb. 22 sowvohl fir denstatischerfall alsauchfir einenKollapsundeineKepler
scheRotationsberegungdesHalosdamgestellt.Die Breite und PositiondesLang-
spaltsdurchdendaszweidimensional&pektrumaufgenommemvird, sindin Abb.
2laangedeutetEs werdenfir beinahealle Falle Zentraleinsenkungemit zwei
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MaximabeobachtetDie einzigeAusnahmesind die berechnetelrofilefur einen
rotierenderHalo, die fur Blickwinkel kleinerals 70° sehrbreit werden.Zusatzli-

cheMerkmale,wie Senken oderZwischenmaximatauchenm rotenoderblauen
Linienflugelauf,dadie drei Quellgebieterelatv zumBeobachtesignifikantunter

schiedlicheGeschwindigkitskomponentermufweisen.

Die Spaltmask fur den Blickwinkel 70° enthalt zwei Quellregionen (siehe
Abb. 21a),diejedochim zweidimensionaleSpektrumvon Abb. 22balsvier Emis-
sionsgebieteichtbarwerden.Das sichtbareKonturlinienmusteist selbstfir die
bewvegtenHalossehrsymmetrischWie wir in Abb. 21aangedeutehaben enthalt
ein Langspaltbei einemWinkel von 10° alle drei Quellgebiete Trotzdemwer-
dendie zweidimensionalespektrenvon denbeidenQuellregionendominiert,die
naherzum Beobachtehin und somitvor der optischdichterenZentralrgion des
Halosliegen.Im statischerfall ist die dritte Quellregion nicht sichtbar Beim Kol-
lapsist die dritte Quelle als schwache Emissionim blauenTeil des Spektrums
zu erahnenDies stehtganzim Gegensatzum Fall einerRotationsberegung,bei
demdie dritte Quellerelativ deutlichzu erkennenist. Jedochist dasKonturlinien-
mustersehrundeutlich,so daf3eine eindeutigeldentifikation der Emission,ohne
dasWissenuberdie Existenzeinerdritten Quelle, aul3ersischwierigsein durfte.
In Abb. 23, 24 und 25 sind die Intensitts\erteilungenfir unterschiedlicheGe-
schwindigleitsfelder(statisch Kollaps,Rotation)farbkodiertfir ausgavahlte Fre-
quenzpunktesowie ausverschiedeneBlickrichtungen,ahnlichwie fir die oblate
Modellkonfiguration dagestellt.

DiesesAnwendungsbeispiallemonstriertdie Komplexitat dreidimensionaler
Strahlungstransportproblemi einem klumpigen,inhomogenerMedium ware
es aulierstschwierig, einzig auf der Basisvon frequenzintgrierten Bildern, die
genaueAnzahl und Positionvon Lya Quellgebieterzu bestimmenZweidimen-
sionaleSpektrenkonnenhilfreich sein,werdensich jedochin vielen Falle als zu
komplizierterweisenVielversprechendaxarenBilder ausunterschiedlicheiiei-
len desLinienprofils oder Informationenvon anderenEmissionslinien(wie z.B.
Ha in Kurk etal. 2001),um die DichteverteilungdesneutralenWasserstd$ oder
andereMerkmalewie z.B. Sto3fronterzu ermitteln,die durchdie Wechselvirkung
desRadio-Jetsnit derHalomaterieverursachtverden.
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Abbildung 23: Falschfarbendastellungder Intensititsverteilungeinesstatisten
Halos mit drei Quellregionen fur ausgwahlte Frequenzpunktéunterinander)

unterverschiedenerBeobatitungswinkln (nebeneinanderDie Intensi&it nimmt
vonblau nach weil3zu.
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Abbildung 24: Falschfarbendastellungder Intensigitsverteilungfur ausgwahl-
te Frequenzpunkt@intereinanderjunterverschiedenerBeobattungswinkln (ne-

beneinanderjur einekollabierendeHalokonfigumation mit drei QuellgebietenDie
Intensitit nimmtvonblau nach weil3zu.
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Abbildung 25: Falschfarbendastellungder Intensigitsverteilungfur ausgwahl-
te Frequenzpunkt@untereinander)unterverschiedenerBeobattungswinkln (ne-

beneinanderyur eine rotierendeHalokonfiguration mit drei Quellgebieten.Die
Intensitit nimmtvonblau nadh weil3zu.
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8 Zusammenfassungund Ausblick

8.1 Zusammenfassung

In dervorliegendenArbeit werdennumerischd_dsungerder Strahlungstransport-
gleichungermitteltund derenGute fur eineReihevon astronomischinteressanten
AnwendungerdemonstriertDazuwerdendieseL dsungenmit numerischeroder
analytischerResultaterverglichen,die von andererAutorenstammenDie nume-
rischeBehandlungasiertauf einerDiskretisierungdermehrdimensionaleStrah-
lungstransportgleichungurchAnwendungder Finite-Elemente-Method®a die-
sesDiskretisierungserfahrenin der Astronomiebislangwenig Verwendundfin-
det, wurde zurachsteine detaillierte Einfuhrungin die Finite-Elemente-Methode
prasentiertdie ausGrindender Einfachheitvom Poisson-Problerausging Dabei
wurdengenerelleAspekte,wie Existenzund Eindeutigleit der Losung,Kornver
genzuntersuchungeaberauchBegriffe ausder Theorieder partiellenDifferenti-
algleichungervorgestellt.

Mathematischgeseherist die monochromatischenehrdimensionalé&trah-
lungstransportgleichungom Typ einer Boltzmann-Gleichunguind dahervon ei-
nem anderenGleichungstypals daselliptische Problemder Poisson-Gleichung.
DeshalbwurdeanschlieRendie ErweiterungderFinite-Elemente-Methodaeufdie
StrahlungstransportgleichugschrieberDieseErweiterungemibt sich nicht di-
rektausder AnwendungderFinite-Elemente-Methodauf die Poisson-Gleichung,
dasichdie Strahlungstransportgleichumicht auseinemEnegieminimierungsan-
satzableitenlal3t.Die Erweiterungerfolgt jedochin einemabstraktermathemati-
scherSinne Dabeiwurdegezeigtwie sichdie Galerkin-Finite-Elemente-Methode
eignetumeinena posterioriFehlerschtzerherzuleitenDiesergewichteteResidu-
ensclatzererlaubtgezieltdie Kontrolle desFehlersin einzelnenMeRgibRen(wie
z.B. denStrahlungsstrom)Somitkannder Modellfehlervon Diskretisierungsfeh-
lernunterschiedewerdenwaseinebesserénterpretationvon Beobachtungsdaten
ermiglicht. Auf derBasisdiesed-ehlerschtzerswurdeeineadaptve Gittererfei-
nerungsstratge vorgestellt,die esermiglicht, Ergebnissanit hoherGenauigleit
aufmaglichstwenig Gitterzellenzu erzielen.

Um die Anzahlder Anwendungsriglichkeitenvon mehrdimensionaleBtrah-
lungstransportproblemeru erhibhen,ist dasModell vom monochromatischeauf
denfrequenzabéngigenFall erweitertworden.Die Diskretisierungbleibt dabei
vom Galerkin-Typ unddie LosungdesresultierendefinearenGleichungssystems
erfolgt schrittweise indem sukzessie ,,monochromatischeStrahlungstransport-
problemefir die einzelnendiskretenFrequenzpunktgelost werden.Durch die
Erweiterungdes Streumodellsvon koharenterauf vollstandigeWiedenerteilung
kdnnendiese,,monochromatischenProblemenicht mehr unablangig von den
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Losungerfir die UbrigenFrequenzsttzstellerbetrachtetverden.Vielmehrverur
sachtdie vollstandigenwWiedenerteilungeineFrequenzipplunguberdasgesamte
Spektrumwasein mehrfached_dsender,,monochromatischerStrahlungstrans-
portgleichungan deneinzelnendiskretenFrequenzsttzstellenzur Folge hat. Das
Strahlungstransportproblemird selbstlonsistenigelost, d.h. die aulRerdteration
wird sooft wiederholt,bis sichdie zuinteressierend€rol3e(z.B. ein Linienprofil)
im RahmereinervorgegebenerehlertolerannichtmehrandertDie Erweiterung
desModellsvon statischerauf nicht-relatvistischbenvegte Medienfiihrt zu einem
zusatzlichenTermin der StrahlungstransportgleichunBieserTerm entltlt eine
Frequenzableitungdie durch ein unstetigesGalerkin-\eérfahrenvom Grad Null
diskretisiertwird. Trotz der grundleggendenUnterschiedem Ansatzvon unsteti-
gemGalerkin-undDifferenzemerfahrenassersichzwischerbeidernKlasserenge
BeziehungefieststellenSokanndasunstetigeGalerkin-\erfahrenvom GradNull
im wesentlichemmit derimpliziten EulerFormelder Differenzemerfahrenidenti-
fiziertwerdenDieseDiskretisierunguhrtuns—wie im Fall dervollstandigernwie-
denerteilung— auf ein nichtlinearesGleichungssystemyelchesmittels Iteration
in eineraulRererschleifeumdie,,monochromatischerBtrahlungstransportproble-
me dereinzelnerdiskretenFrequenzpunktgelostwerdenmul3.Die Stratgyie der
adaptven Ortsgittenerfeinerungund die Ordinatenparallelisierungonntendurch
Anpassun@ndeserweiterteModell ibernommenverden.

In der Arbeit wird ein Losungserfahrender frequenzabingigenStrahlungs-
transportproblemangegebendasim wesentlicheraufdemmehriachenLésender
monochromatische®trahlungstransportgleichurgeruht. Somit ist die Validie-
rung desmonochromatische@odesvon entscheidendeBedeutungur die Gute
der frequenzerweiterteNersion.Dies wurdein drei Testbeispielemlemonstriert,
in denerzurachstdie Gute der Finiten-Elemte-Diskretisierungpittels einesquali-
tativen,,searcHight beamtest* (vgl. Kunasz& Auer 1988)bestimmiwird. Dieser
Testzeigte,dalRder Algorithmusin der Lageist, steile Gradienterund Spiringe
derLosungerin wenigenadaptven Verfeinerungsschritteaufzubsen.Die quan-
titative Uberpiifung ist mittels einesLdsungsergleichsvon drei unablangigen
Codesfir einein drei Raumdimensioneangerherteplan-paralleleSchichter
folgreich durchgeiihrt worden.Dabeiwurde die Winkelverteilungder austreten-
denspezifischerntensitit an einemRandpunktder Schichtmit denErgebnissen
eineranalytischermund einerFinite-Differenzen-Methodé&ir unterschiedlich@p-
tischeTiefenund Albedosverglichen.Esergabsich,dal3die ErgebnissealesFinite-
Elemente-Codesnablangigvon der Anzahl der Ordinatensehrgut mit denana-
lytischenLdsungenibereinstimmenAufgrund deradaptven Verfeinerungsstrate-
gie, durchdie ein lokal sehrstarkverfeinerteOrtsgittererzeugtwird, weichtder
Finite-Elemente-Algorithmuselbstfiir starkstreuend@ndoptischdicke (t = 10°)
Medienum wenigerals 2% von der analytischerLdsungah Im Gegensatalazu
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weichendie LosungerdesFinite-Differenzen-Codesn Fall grol3erStreuungbe-
reits bei mafigeroptischerTiefe (1 = 20) um mehrals 10% von deranalytischen
Losungah Diesliegt daran,dafRdie Finite-Differenzen-Methodein Verfahrenl.
Ordnungist und maneinesehrhoheOrtsaufbsungberitigt, um vergleichbargute
Ergebnissezu erzielen.Die SpeichegroReder von unsverwendeterRechnerbe-
schanktdie AnwendungdesFinite-Differenzen-Codeauf strukturierteGitter mit
maximal128® Zellen. Der Finite-Differenzen-Codeeproduzieridie analytischen
Ergebnisseur fur nicht-streuend®&edienoderfir einestreuendéchichtmit ge-
ringeroptischeiTiefe.Als letztenTestflir denmonochromatischeGodewurdeein
Vergleich mit einemanalytischermitteltenStrahlungsstronauseinerstark streu-
endenkugelsymmetrischeKonfigurationdurchgeiihrt. Zusatzlichist dabeinoch
derEinfluR derWinkeldiskretisierungler Einheitssphre S auf die Losungunter
suchtworden.Gleichzeitigdient diesedreidimensionaldonfigurationals erstes,
einfachesAnwendungsbeispidlir die komplexerenLinientransportproblemedie
Ergebnisseaeigen,dalRderanalytischbestimmteStrahlungsstromnablangigvon
der Anzahl der Ordinatenbereitsnachwenigenadaptven Verfeinerungsschritten
sehrgutreproduzieriverdenkann,wasunteranderemnauf die globaleErhaltungs-
eigenschaftier Stromlinien-Difusions-Diskretisierunguriickzufihrenist.

Die Giite deserweitertenfrequenzablingigenCodeskonntezurachstfir den
einfachsterfall der koharentenjsotropenStreuungn statischerMediendemon-
striert werden,wobei als Referenzbsungein analytischefResultatherangezogen
wurde (sieheoben). Fur die wesentlichkomplizierterenFalle der vollstandigen
Wiedenerteilungund die BerticksichtigungunterschiedlicheGeschwindigkits-
felder existierten bis zum Abschluf3der vorliegendenArbeit keine analytischen
LosungensodalRzum VergleicheinefrequenzerweiterteWersiondesdreidimen-
sionalenFinite-Differenzen-Codebkinzugezogenvurde. Die Ergebnisseder bei-
dendreidimensionaleifCodesstimmtenim Rahmender bereitsim monochroma-
tischenFall diskutiertenDiskrepanzfur optischedicke, stark streuendeMedien
tberein.

Die erfolgreicheValidierung des Finite-Elemente-Codedurch austihrliche
Testrechnungeliel? esgerechtfertigierscheinendenAlgorithmusauchauf kom-
plexere,astronomischnteressant&onfigurationeranzuwendenDie zahlreichen
BeobachtungederLya Linienvonhoch-roterschobeneGaswlken,die alsPro-
togalaxiengedeutetverdenhatunsveranlatdie Lya Linie desatomarenVasser
stoff fur eineReihevon Modellkonfigurationerzu berechnenDabeisinddie Aus-
wirkungenunterschiedlichemakroslopischerGeschwindigkitsfelder wie Kol-
laps, Expansionoder Rotation,und verschiedeneoptischerTiefen auf dasbeob-
achteteLinienprofil, dasLya Bild undaufdassogenannteweidimensional&pek-
trum erfalBtworden.Die systematischetUntersuchungenon sehreinfachenbis
auRerskomplexen ModellkonfigurationeriiefertenfolgendeErgebnisse:
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e Ab einermoderateroptischenTiefenvon 1 > 1 beobachtemaneine Zen-
traleinsenkunglesLinienprofils,sowie esanalytischéJntersuchunge(vgl.
Neufeld1990)erwartenlassenDiesescharakteristisch&inienprofil ist auf
denEffekt dervollstandigenwiedenerteilungzuriickzuiihren,die bewirkt,
daRdie Photonerbevorzugtiiberdie Linienfligel entweichenda dort die
optischeDicke wesentlichgeringerist alsim Linienzentrum.

e MakroslopischeGeschwindigkitsfelder wie z.B. der Kollapsoderdie Ex-
pansionzerstrendie SymmetriedesLinienprofils. Allgemeinwird fur ei-
nenKollapsdasblaueMaximumundfir eine Expansionsh&egungdasro-
te Maximum verstrkt. DieserEffekt kannjedochfur spezielleGeschwin-
digkeitsfelder(z.B. solchemit einemsehrsteilenGradientenjpbgeschwcht
werden.

e Linienprofile mit der charakteristischeZentraleinsenkungrscheinernm
zweidimensionalerOrts-Frequenz-Spektrurls zwei separateEmissions-
gebiete.Dabeisind den unterschiedlichemakroslkopischenGeschwindig-
keitsfeldernjeweils typischeEmissionsgestalterugeordnetSobewirkt ein
Kollapsodereine Expansiorein charakteristischegreiecksbrmigesEmis-
sionsmerkmalEine Rotationsbe/egung daggen verursacheinetypisches
Scherungsmustém zweidimensionalespektrum.

e Fur nicht-symmetrischélodellkonfigurationenwie z.B. fur drei raumlich
ausgedehntPhotonenquellein einemgemeinsamehlalo, variiert die op-
tische Tiefe mit der Sichtlinie. Somit hangt die Starke des beobachteten
Strahlungsstromglie relative Tiefe der Zentraleinsenkungzw. die Anzahl
derEinsenkungelinnerhalbdesLinienprofils und dasEmissionsmustedes
zweidimensionale®pektrumssehrstarkvon der Beobachtungsrichtuna

8.2 Ausblick

In dervorliegenderArbeit wurdederdreidimensionaldinientransporin bewveg-
tenMedienuntersuchtEsseiunterstrichengdaflessich hierbeium einevon vielen
moglichenastroplysikalischenAnwendungendes erweitertenAlgorithmus han-
delt. SowareesbeispielsweiselenkbarnebendemLinientranspordie koharente
Streuungan Staubpartikln einzubeziehenWeitere Anwendungsbeispiele/aren
die Untersuchungon Kontinuums-Tansportproblememit anisotropeStreupha-
senfunktion(Rayleigh- und Thomson-Streuung)owie die Compton-Streuung.
Obwohl damit bereitsvielfaltige Anwendungsraglichkeiten deserweitertenAl-
gorithmusgegebensind, so ist ausder Tabelle1 (sieheAbschnitt1.3) docher
sichtlich, dal3dasphysikalischeModell erweiterbarist. Fir denin dieserArbeit
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beschriebene@odewarenfolgendeErweiterungerdesModells sinnvoll:

a) Erweiterungdes Streumodellsauf partielle (isotropeund anisotrope)Wie-
denerteilung;

b) BericksichtigungelativistischerGeschwindigkitsfelder;

¢) EntwicklungeinesRechemerfahrengr die Modellierungvon zeitabtangi-
genStrahlungsfeldereinesZwei-Niveau-AtomsunterNLTE-Bedingungen;

d) Entwicklungvon Methodenzur BehandlunglesmultidimensionalerStrah-
lungstransportanterNLTE-Bedingungemit mehrererEnegieniveaus.

Jederdieservier Punktestellt bereitsfur sich alleine ein anspruchselles Projekt
dar Wegen der Bedeutungder Kopplungvon Strahlungsfeldund Materie seien
besonderslie letztenbeidenPunktec) und d) henorgehobenUblicherweisesind
die Zeitskalerfiir die Lichtausbreitunginddie Einstellungvon Niveaubesetzungs-
zahlenkurz gegeriiberdenrelevantenhydrodynamische#eitskalen sodalRStrah-
lungsfeldemeistohneexplizite BeriicksichtigunglerZeitableitungsimuliertwer-
den konnen.Bei Sternaplosionenoder bei der Ausbreitungvon StofRwellenin
sehrdiinnenMedien gibt esjedochSituationen,in denenEinstellzeitenwesent-
lich sind. Unter solchenBedingungermuf3 die Zeitableitungin der Strahlungs-
transportgleichundl) bericksichtigtwerden,und die Besetzungszahleder Ni-
veausdie die Extinktionsloeffizientenund die Quellfunktionbestimmenmiissen
durchzeitabtangigeRatengleichungebestimmtwerden.Beziglich der Zeit und
derWellenlangeliegt dannein Anfangswertproblenheziglich derOrtskoordinate
weiterhinein Randwertproblenvor.

Durchdie Nichtlineari@t der Ratengleichungeond die zusatzlicheZeitablei-
tung ergibt sich ein wesentlichkomplizierteresModell (vgl. Muller 2001). Da-
her erscheintes sinnvoll, zurachstein sehreinfachesModell desZwei-Niveau-
Atoms zu verwendenAls Vorstufewurde bereitsein monochromatischessta-
tionaresProblemmittels einesimpliziten Zeitschrittwerfahrensgelost. Dabeiwird
einenaherungsweisplan-parallelestreuendé&chichtvon einersimuliertenexter-
nenQuellebeleuchtetDie in die SchichteindringenderPhotonerwerdengestreut
und ein Teil kann auf der Quelle abgevandtenSeite entweichen Abb. 26 zeigt
den zeitlichenVerlauf der Intensitt einesLichtpulsesfur verschiedeneptische
Tiefen,wobeider Lichtpulsfir t = tp in die Schichteindringt. Die Schichtwirkt
mit zunehmendeoptischerTiefe wie ein Spigyel, so dalRimmer wenigerPhoto-
nenin dasstreuenddlediumvordringenkdonnen.Um die einzelnerKurvenbesser
miteinandewergleichenzu konnenwird die senkrechwustretendspezifischédn-
tensititauf denMaximalwert normiert.Die Photonerberbtigenmit zunehmender
optischemicke deutlichmehrZeit, um ausder streuendeischichtzu entweichen,
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DI

I(u=

Zeit t

Abbildung 26: Zeitlicher Verlauf der Intensitit einesLichtpulsedfir unterschied-
liche optische Tiefen T einer streuendenSdicht. Die senkedt aus der Sdicht
austetendelntensifit | (L = 1) ist aufihren Maximalwertlmax normiert. pist der
KosinusdesWnkels zwishien der Flachennormalerder plan-parallelen Sdicht
undder Strahlrichtung

wasauf die Zunahmeder Streuprozesseuriickzufihrenist. Der nachsteErweite-
rungsschritivaredie AnnahmeeinesZwei-Niveau-AtomsaunterBeriicksichtigung
dervollstandigenwiedenerteilung(vgl. Kunasz1983),sowie esin dervorliegen-
denArbeit beschriebenvurde,nur daf3ein zusatzlicherAbleitungstermbeziglich

derZeit hinzukommenwirde.

Bei derBehandlunglesmultidimensionaleistrahlungstransportsterNLTE-
Bedingungemnit mehrererEnegieniveausvareesangebrachizuréchstein stati-
schedVledium mit koharenterStreuungzu betrachtenFur dieseKonfigurationist
die statiorare,monochromatisch8trahlungstransportgleichumgjt vorgegebenen
Quellenzu losen,und zwar fir zahlreichediskreteFrequenzendie sich ausder
Lageder Enegieniveausder Atome (bzw. lonenoderMolekiile) und denLinien-
profilenemgebenDabeihangtder Absorptionskefizientvon denBesetzungszahl-
dichtender verschiedenerEnegienveausah Die Besetzungszahldichteselbst
bestimmersichfir jedenOrt durchdie zeitablangigenRatengleichungeausden
spezifischenntensititen.Sie zeigenengeformale Verwandtschafizu chemischen
Reaktionssystememobeihier demdiffusiven bzw. kornvektiven Speziestransport
derPhotonentranspodurch Strahlungentspricht Aus Muller (2001)sind Eigen-
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schafterder zeitabtangigenRatengleichungehekanntdie daraufhindeutendal®
kein steifesSystemvorliegt. Um etwa ein Be-Stern-Systerau simulieren,sollten
10 Enegienveausund 500 Frequenzpunktberiicksichtigtwerden.
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A ,,SeparableRepresentationMethod*

Die,,separableespresentatiomethod”(SR)von Efimov etal. (1995,1997,2002)
liefert eineanalytischd.dsungderplan-parallelerStrahlungstransportgleichung

dz _ Yt
UE_—I+§/_1Idu+(1—y), (203)
in folgenderForm
1-y 2 1 E(y?)

Zou(W) = (204)

Y VAWO () WO () VA

wobei die Integration von 0 bis 1 Uber | bereitsenthaltenist. Die Operatoren
WO (1), w@ (, ) unddie FunktionE(uz) haberdie Gestalt

3/2

by u3/2 M/
2) - .
M (H: H’) - T Z m 1 + yanuz 1+ ernU'z ’

wobei ) L tarfym)
T arctar{ym
== - =1-y—"
Ym T<m+2>, Cm Y Yo
yist die Albedoundt die optischeTiefe.

Um die erforderlicheGenauigleit zu erhalten miissermehrereTausendsum-
mandemmitbericksichtigtwerden.Diesfiihrt zu einerauf3erstangsamerKornver-
genzder Summen,so daR dieseLdsungin der Praxisnicht angevandt werden
kann. DahermiissengeeigneteNaherungenvon E(2) and w® (p, (/) gefunden
werden.Die Stieltjes-Markov Theoriederorthogonaler-unktionen(siehePerron
1957)gestattets,die unendlichersummedurchendlicheder Form

2
1+AnM2’

E(W) ~ Z

zuersetzenwobeia, undA, vont abrangenMit Hilfe derFunktionE(pZ) schreibt
sichderOperator
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waszur SR Darstellungvon wf\,z)(p, W) fuhrt:

N 3/2 H’3/2

(2) 1 M
wy (W, ~ 2 caphAy s ——.

Somitergibt sichdie enddiltige Losung

Iout(u) = ]_;V (1+e‘T/“) X

1 2y | o H
X (ﬁEN(U)+%mS1ﬁKn’): (205)

wobei S,y eineMatrix und Ky ein Vektorist, die allerdingsnur einmalfir gege-
beneParameter undy berechnetverdenmiissen.

B Finite-Differ enzen-Methode

B.1 MonochromatischerStrahlungstransport

Der Finite-Differenzen-Codé¢FD) basiertauf einerimpliziten Diskretisierungder
monochromatischeBtrahlungstransportgleichurfg7) ausAbschnitt 3.1 in kar
tesischerKoordinaten.Das resultierenddineare Gleichungssysterwird zusam-
men mittels Rekursionund einemiterativen Verfahrengelost (sieheStenholmet
al. 1991): Falls 9 = (94,9y,9,) die spezifischeStrahlrichtungdefiniertund Ax,
Ay und Az die raumlicheAuflosungcharakterisiertjautet die mittels einer erste
Ordnung,,upwind“-Methodediskretisiertenmonochromatisch&trahlungstrans-
portgleichung

9 9
A L= T + A—;(Ii,j,k—li,jfl,k)
9z

+ ik = Tijk-1) = =Xk (Zijk = Qi i),

wobeii, j undk einenPunktim durchnummerierte@rtsgitterbeschreiberDieses
Systemwird rekursi gelostdurch

) 9 )
:Z-i7j’k: ( X:Z-i_laj:k—i_ yZ-l7J_17k+A_;Z—I7J7k_l

Ax Ay
9 9 9
+Xi,j,in,j,k>/ (A_;(( + A_;// + A—;+Xi,j,k> .
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Mit dem Extinktionsloefizientenx = k + o und der Albedoy = g/ ist die ge-
samteQuellfunktion(inklusive Streuterm)yegebendurch

f(X) ! ! !
Q) = S+ /52 P(3,9)Z(x,8)d9 (206)
und wird mittels der Methodeder Uberrelaxatior(, ,successie overrelaxation:=

SOR,siehez.B. Schwarz 1991) iterativ bestimmt.Der Iterationsprozeswird so
langedurchgeiihrt, bis max|(J" —J"1) /J"| < &, wobeiJ" die mittlere Intensit
desn-ten Iterationsschrittesind € einesehrkleine Zahl ist. Dieserelativ einfache
Losungsmethodst fur alle optischeriliefenstabilundgarantierim gesamteiRe-
chengebiepositive Intensititen. Jedochreteninsbesonderdanngrol3eSchwierig-
keitenauf, wennsteile Gradienterder Koeffizientenoder der spezifischerinten-
sitatauftreten Daessichum ein statischesterationserfahrenhandeltkorvemiert
esfir grolReoptischeTiefen und eine hoheAlbedo (y &~ 1) sehrlangsamso dal3
in akzeptablerCPU-Rechenzeitekeine korrekteL dsunggarantiertwerdenkann
(sieheRichling etal. 2001).

B.2 Frequenzablangiger Strahlungstransport

Der erweiterteFD Code,der nebenfrequenzabingigenStrahlungsfelderrauch
beliebigeGeschwindigkitsfelderunddie vollstandigeWiedenerteilungmitberick-
sichtigt, basiertauf der Kontinuums-¥rsionvon Stenholmet al. (1991),denwir
in AnhangB.1 kurz beschriebernaben.Der Algorithmusgilt fir dasmitbewveg-
te System so dalRkeineanisotroperiExtinktionsloefizientenauftretendie zu er
heblichenSchwierigleitenbei Winkeldiskretisierungiihrenwiirden(sieheAdam
1990).

Fur Geschwindigkiten 3(x) = v(x)/c < 1 und logarithmischeFrequenzen
&o = Invp werdendie invariantenintensititenZ(x,9,&o) bestimmtdurchdie fre-
guenzabhngigeStrahlungstransportgleichuffigr bewegte Medien(156).Der FD-
CodeverwendefedochwellenlangenablingigeGrolRen,so dalR Gleichung(156)
geschriebemvird als

aI(Xa’S: ZO)
0o
= _X(X7 ZO) (I(X,‘S, ZO) - Q(Xa '87 ZO)) ’ (207)

9-0xZ(x, 3, o) + W(x,3)

wobeil = InA die logarithmischéNellenlangeist. In dieserGleichungwerdender
Einheits\ektorin Strahlrichtundd, derOrtswektorx, derGeschwindigkitsgradient
in Strahlrichtungw(x,9) = 9-0Ox(9 - B(X)), der Extinktionsloefiizient X(x, o) =
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K(X, o) + 0(x,{p) unddie erweiterteQuellfunktion(inklusive Streuterm)

Q(x,9,¢0) = eX(%,C0)B(x, o) +

ol
X(%, Qo)
(L-9x(x20) [ 0(C) [ P('.9)T(x 8", 5p)d9'dC;)  (208)
R+ 2

verwendetwobeid({o) dasEmissionsbzw. Absorptionsprofile =k /x derTher
malisierungsdiktor, B(x,{o) die Planck Funktionund P(3',9) die in Gleichung
(28) definiertePhasenfunktiofist.

Wie im monochromatischefrall (sieheAnhangB.1) wird zurLosungderGlei-
chung(208)einfinites Differenzemerfahrenauf einemTensorproduktgittemit ei-
ner ersteOrdnung,,upwind“-Diskretisierungzerwendet Zusatzlich existiert eine
auRRereSOR-Iterationsschleifeur Bestimmungder Quellfunktion.Dh., unterder
Annahmegdaf3d nur positive Komponententhalt, w; j x > O (i, j, k charakterisie
rendie Ortsgitterpunktaund | beziehtsich auf die {-Diskretisierung)ist und daf3
eineNaherungr die Quellfunktionverfugbarist, erhalterwir folgendeRekursi-
onsformel

9 9 9
Lijj) = (—Xfi—l,j,k,l L=+ 7oLk Xkl Qi

AX Ay Az
Wik, O By B Wi, j
T A Z"J’k"_l)/(Ax+Ay+Az+X"J’k"+ AT ) (209)

wobeiAl die AuflosungdesWellenlangengittergharakterisiertDasDurchlaufen
derdiskretenwWellenlangenpunkterfolgtin derinnersterSchleife,daw innerhalb
desRechengebietfir bestimmteGeschwindigkitsfelder(z.B. Rotation)dasVor-

zeichenwechselnkann. Die Quellfunktionwird in eineraul3ererSchleifedurch
eine Fixpunktiteration(SOR-Iteration)bestimmt.Das Verfahrenist fur alle opti-

schenTiefen und Geschwindigkitsgradienterstabil, wobei eskeine steilenGra-
dientenauflosenkann.Wie im monochromatischeall ist die SOR-Methodeine
statischerixpunktiterationund eskorvemiert fir groReoptischeTiefen und eine
hoheAlbedo(y = 1) sehrlangsamsodalin akzeptablelCPU-Rechenzeitekeine
korrekteL 6sunggarantiertwerdenkann.



