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Modellierung dreidimensionalerStrahlungsfelder im fr ühenUniversum

Die vorliegendeArbeit befaßtsichmit derModellierungvondreidimensionalenStrahlungsfeldernin

GaswolkenausdemfrühenUniversum,wobeiinsbesonderederEinflußunterschiedlicherVerteilun-

genderDichteundderGeschwindigkeit im ZentrumderUntersuchungstehen.SolcheGaswolken

stellenhoch-rotverschobeneObjektedar, für die in denmeistenFällen nur der Lyα Übergangdes

Wasserstoffatomsvom erstenangeregtenNiveauzum Grundzustandals einzigeprominenteEmis-

sionslinieim Spektrumbeobachtetwird. Da manannimmt,daßdieseWasserstoffwolkenVorläufer

heutigerGalaxiensind,ist dieBehandlungdesLyα Linientransportsfür dasVersẗandnisvonEntste-

hungundEntwicklungderGalaxienim frühenUniversumvon großerBedeutung.Dasbeobachtete

Profil dieserLinie erlaubtRückschl̈ussesowohl auf die Komplexität derräumlichenVerteilungund

dieKinematikdesinterstellarenGasesalsauchaufdieNaturderPhotonenquelle.Zur Untersuchung

dieserKonfigurationenwurde ein Codeentwickelt, der die dreidimensionale,frequenzabḧangige

Strahlungstransportgleichungfür beliebigenicht-relativistisch bewegte Medien löst. Die numeri-

scheBehandlungeinersolchenpartiellenIntegro-Differentialgleichungstellt eineaußerordentlich

anspruchsvolle Aufgabedar, dadie Strahlungsintensität von 6 Variablenabḧangt,nämlichvon den

3 Orts-und2 Richtungsvariablensowie von derFrequenz.Zu ihrer Lösungwurdenhochgradigef-

fizienteVerfahrenimplementiert,diedieSimulationderobenbeschriebenenkomplexenStrahlungs-

transportproblememit hinreichenderGenauigkeit erlauben,so daßein quantitativer Vergleich mit

Beobachtungsdatenmöglich wird. WegenderGrößeder resultierendenGleichungssystemewurden

Parallelisierungs-undGitterverfeinerungsstrategienangewandt.

Modelling thr eedimensionalradiation fields in the early universe

Thepresentwork aimsat themodellingof three-dimensionalradiationfieldsin gascloudsfrom the

early universe,in particularasto the influenceof varying distributionsof densityandvelocity. In

observationsof high-redshiftgasclouds,theLyα transitionfrom thefirst excitedenergy level to the

groundstateof thehydrogenatomis usuallyfoundto betheonly prominentemissionline in theen-

tire spectrum.It is awell-known assumptionthathigh-redshiftedhydrogencloudsaretheprecursors

of present-daygalaxies.Thus,the investigationof theLyα line is of paramountimportancefor the

theoryof galaxyformationandevolution.TheobservedLyα line – or rather, to beprecise,its profile

– revealsboththecomplexity of thespatialdistribution andof thekinematicsof theinterstellargas,

andalsothenatureof thephotonsource.In this thesiswe have developeda codewhich is capable

of solvingthethree-dimensionalfrequency-dependentradiative transferequationfor arbitrarilynon-

relativistically moving media.Thenumericaltreatmentof theassociatedpartial integro-differential

equationis an extremelychallengingtask,sinceradiationintensitydependson 6 variables,name-

ly 3 spacevariables,2 variablesdescribingthedirectionof photonpropagation,andthe frequency.

With thegoalof a quantitative comparisonwith observationaldatain mind, the implementationof

veryefficientmethodsfor asufficiently accuratesolutionof thecomplex radiative transferproblems

turnedout to be a necessity. The sizeof the resultinglinear systemof equationsmakesthe useof

parallelizationtechniquesandgrid refinementstrategiesindispensable.
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FrequenzpunkteunterverschiedenenBeobachtungswinkeln für ei-
nerotierende,oblateHalokonfiguration . . . . . . . . . . . . . . 102
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Einleitung 1

1 Einleitung

1.1 BedeutungdesmehrdimensionalenStrahlungstransports für die
Astrophysik

Im Jahre1905gelangSchuster(Schuster1905)erstmalsdieHerleitungeinerallge-
meinenGleichung,die denTransportvon Strahlungdurchein Mediumbeschreibt
unddabeiAbsorptions-undEmissionseffekteber̈ucksichtigt.Als ,,Strahlungstrans-
portgleichung“hatdieseGleichungseitdemeinezentraleBedeutungfür diequan-
titative InterpretationkosmischerObjekte.Bis in die sechzigerJahrehineinwurde
dieseGleichungim wesentlichenmit Hilfe von analytischenLösungenerforscht
(Chandrasekhar1960;Kourganoff 1963).Erst durchdenaußerordentlichenFort-
schritt in derLeistungsf̈ahigkeit elektronischerRechenanlagenin denletztenJah-
rengewanndienumerischeBehandlungdesProblemsanBedeutung.Bis zumheu-
tigen Tag wurdeneine ganzeReihevon numerischenVerfahrenentwickelt, die
die eindimensionaleStrahlungstransportgleichunglösen(Mihalas1978;Kalkofen
1987),sodaßbereitseineVielzahldetaillierternumerischerUntersuchungensta-
tischerSystemein spḧarisch-symmetrischenoderplan-parallelenKonfigurationen
vorliegen.Viele dieserCodesverwendeneinfacheTechniken wie die sogenannte
,,AcceleratedLambdaIteration“ (ALI; für eineÜbersichtsieheHubney 1989)und
die ,,CompleteLinearization“(CL; Auer & Mihalas1969).Die Beschr̈ankungauf
eindimensionaleKonfigurationenengtjedochdie Wahl dermöglichenastrophysi-
kalischenAnwendungenbetr̈achtlichein.

Die Beobachtungstechnikin derAstronomieist – nachVerbesserungderSen-
sitivität in den80erJahren– gegenẅartig vor allem durcheineaußerordentliche
Erhöhungder räumlichenAuflösunggekennzeichnet:nebender Plazierungvon
Teleskopenim Weltraumführt vor allemdie neueGenerationoptischerGroßtele-
skopemit rechnergesteuerten,aktivenoptischenKomponentenzu einerextremen
Verbesserung.InsbesonderedurchdenEinsatzvon Interferometern(SUSI,GI2T,
demn̈achstVLTI undin absehbarerZukunftALMA) könnenin zunehmendemMa-
ßeHimmelsobjekteräumlichaufgel̈ost werden(siehedazuauchin Robertson&
Tango1994).Dabeistellt sichheraus,daßderenGeometrieoft viel komplexer ist,
als man bisherglaubte,und es wurde deutlich,daßModellierungennicht mehr
ausreichen,welchedie mehrdimensionaleStrukturunddie internenBewegungen
dieserGebietevernachl̈assigen.Diesbelegenz.B.HimmelsaufnahmenvonAkkre-
tionsscheiben,kollidierendenGalaxien,altenNovae,jungenGalaxienoderStern-
entstehungsgebieten,die mit dem Hubble-Space-Telescope,dem ISO Satelliten
oderdem,,New TechnologyTelescope”der ESOgemachtwurden.Insbesonde-
reBeobachtungenvonSternentstehungsgebieten,densogenannten,,YoungStellar
Objects”(YSO),wie etwabipolareReflexionsnebel(z.B.Lenzen1987),bipolaren
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Materieausstr̈omungen(sieheBachiller1996)undMateriescheiben(z.B. McCau-
ghrean& O’Dell 1996)zeigenzun̈achsteineAxialsymmetrie.SelbstdieVorgänger
dieserYSOs,sternlosedichteWolkenkerne,erscheinenals langgestreckteStruk-
turenim Millimeter-Wellenl̈angenbereich(siehez.B.Myersetal. 1991).VielePla-
netarischeNebel sind ebenfalls von bipolarerStruktur, mit dem Egg-Nebelals
einender spektakul̈arstenVertreter. GenauereBeobachtungenmit höhererräum-
licher Auflösungzeigen,daßz.B. zirkumstellareMaterieoderauchMolekül- und
diffuse,neutraleWasserstoffwolken,sog.HI-Wolken,einesehrinhomogeneDich-
teverteilungund somit eineäußerstkomplexe Strukturaufweisen(Colombet al.
1980;Rosen& Bregman1995;Macchettoet al. 1994;Capettiet al. 1995a,b,c).
Weiterhingehtausvielen Beobachtungenklar hervor, daßStreuprozesseber̈uck-
sichtigtwerdenmüssen.

DasProfil einerEmissionsliniewird unteranderemdurchdiekomplexenWin-
kel- undFrequenzkopplungendervollständigenWiederverteilung,aberauchdurch
makroskopischeGeschwindigkeitsfelderbestimmt.Die dreidimensionaleStrah-
lungstransportgleichungist bei Berücksichtigungvon StreuungundDopplereffekt
einepartielleIntegro-Differentialgleichungfür die invarianteStrahlungsintensität� � ���

x � ϑ � ν � t � (sieheMihalas& Weibel-Mihalas1984),die von Ort x, Richtung
ϑ, Frequenzν undZeit t abḧangt:

1
c

∂
∂t
���

ϑ 	 ∇x
��
 ν

1
�

ϑ 	 βϑ 	 ∇x
�
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�
∂ν

�
��
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�

σ � ���
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��� 
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R
�

dϑ � dν � � κB � (1)

In dieseGleichunggehendie folgendenGrößenein:

S2 : Einheitsspḧareim � 3

ϑ : Einheitswinkel in S2 , derdieAusbreitungsrichtungder

Strahlungcharakterisiert

c : Lichtgeschwindigkeit

β � υ
c

: Geschwindigkeitsfeldin Einheitenvonc

κ � κ
�
x � ν � : Absorptionskoeffizient

σ � σ
�
x � ν � : Streukoeffizient

R � R
�
ν � � ϑ � ;ν � ϑ � : Wiederverteilungsfunktion

B � B
�
T
�
x� � ν � : Planckfunktion

T
�
x� : Temperaturfeld
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Gl. 1 wird üblicherweiseunterder Bedingunggelöst,daßdie von außenauf den
RandfallendeIntensiẗat vorgegebenist.

1.2 Methoden zur Lösungder mehrdimensionalenStrahlungstrans-
portgleichung

Die Modellierungkomplexer astronomischerKonfigurationenohnevereinfachen-
de Annahmenwie spḧarischeSymmetrieoderplan-paralleleNäherung,erfordert
dieLösungderzweidimensionalen,häufigauchderdreidimensionalenStrahlungs-
transportgleichung.Für dienumerischeBehandlungdesmehrdimensionalenStrah-
lungstransportsliegenseitdemEndeder80-erJahreeinegroßeZahlvonVeröffent-
lichungenvor, wobei die verwendetenMethodengrob in 3 Kategorieneingeteilt
werdenkönnen:Monte-Carlo-Methoden,Diskrete-Ordinaten-MethodenundWin-
kel-Momenten-Methoden.Monte-Carlo-Codessind äußerstflexibel, da sich das
Konzeptder Verfolgungvon Photonenpaketen im Prinzip auf beliebig komple-
xe mehrdimensionaleKonfigurationenanwendenläßt,wie z.B. beim UV Konti-
nuumstransport(Spaans1996),beim optischenund infrarotenKontinuumstrans-
port (Wolf et al. 1999), beim Moleküllinientransport(Hogerheijde1998; Juve-
la 1998; Park & Hong 1998) und bei der Comptonstreuung(Pozdniakov et al.
1979; Haardt& Maraschi1991). Für Problememit geringerbis mittlerer opti-
scherDicke konvergiert dasMonte-CarloVerfahrensehrschnell.Im Fall großer
optischerTiefen wird die Methodejedochextrem zeitaufẅandig, da der Fehler
der Lösungnur sehr langsamabnimmt. Ist N die Zahl der simuliertenPhoto-
nen, so ist der Fehler im schlechtestenFall proportionalzu N � 1� 2. Allerdings
gibt es Möglichkeiten,dasVerfahrenso zu verbessern,daßFehlerproportional
N � 1 erzielt werdenkönnen(sieheHaber1970). Für optischdicke Medien läßt
sichdieDiffusionsn̈aherungmachen,für diedieWinkel-Momenten-Methodensehr
gut geeignetsind (sieheYorke et al. 1993;Sonnhalteret al. 1995;Murray et al.
1994). In optischdünnenMedien versagendieseMethoden,da hier die Diffu-
sionsn̈aherungnicht mehr gültig ist. Bei der Diskrete-Ordinaten-Methodewird
nebendem Ortsraumauchdie Ausbreitungsrichtungder Photonendiskretisiert,
wobei der Ordinatenraummöglichst äquidistantaufgeteiltwerdensollte. Für die
räumlicheDiskretisierung,d.h. die DiskretisierungdesTransportoperators,wer-
denFinite-Differenzen-MethodenodergeeignetenCharakteristikenverfahren,wie
die Methodeder kurzenoder langenCharakteristiken, auf strukturiertenGittern
verwendet(sieheauchStenholmet al. 1991; Dullemond& Turolla 2000). Die
StrukturdesresultierendennumerischenSchemasist sehreinfachundfür homoge-
neMedienundglatteDatenohnegroßenSpeicheraufwandzu realisieren.Jedoch
eignensich dieseMethodennicht für denFall komplexer Geometrien,in denen
kleine Strukturenmit steilenGradientender Koeffizientenoderder spezifischen
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Intensiẗat aufgel̈ost werdenmüssen.Die Erzeugungadaptiver, d.h. lösungsange-
paßterGitter ist sehrschwierig,wennnicht sogar unmöglich.Als Alternative eig-
nensichFinite-Elemente-Methoden(FEM) sehrgut.Sieverwendenunstrukturier-
te Gitter, um die obenbeschriebenenkomplexen Geometrienzu approximieren.
Turek (1993)konzipierteeineFEM-Upwind Diskretisierungauf vorverfeinerten
Gittern.Kanschat(1996)stabilisiertdieFE-DiskretisierungmittelsStromliniendif-
fusion,wobeiadaptiv verfeinerteundsomitproblemangepaßteGitter auf derBa-
siseinesa posterioriFehlerindikatorserzeugtwerden.Trotz ihrer offensichtlichen
VorteilefindenFEM aufgrunddesdeutlichgrößerenAufwandsbeiderProgramm-
entwicklungbei AstronomenbisherkaumAnwendungen.Die Diskretisierungder
mehrdimensionalenStrahlungstransportgleichungführt zu einemsehrgroßenli-
nearenGleichungssystem,dasnicht mehrdirekt gelöstwerdenkann.Die Lösung
erfolgt daherüblicherweisedurchein iterativesVerfahren(siehez.B. Hackbusch
1993).Im astronomischenUmfeld wird häufig– in Verbindungmit derDiskrete-
Ordinaten-Methode– die sogenannte“Λ-Iteration” zur Lösungdesresultierenden
linearenGleichungssystemsverwendet(siehez.B. Collison & Fix 1991; Efsta-
thiou & Rowan-Robinson1991).Jedochtretenauchbei derΛ-Iterationwie beim
Monte-Carlo-Verfahrenin optischdicken,streuendenMedienKonvergenzproble-
me auf. Eine der bekanntestenMethoden,verbesserteKonvergenzratenzu erhal-
ten, ist die “AcceleratedLambdaIteration” (ALI, siehez.B. Scharmer1981;Ry-
bicki & Hummer1991;Hubney 1989).In derNumerik wird die ALI als Defekt-
korrekturverfahrenmit beinaheBlock-Jacobi-Vorkonditionierungbezeichnet(sie-
he z.B. Varga 2000).Ein ersterSchritt in RichtungbessereKonvergenzratenfür
den Problemfall einesstreuenden,optischdicken Mediums,ist die Verwendung
einervollständigenJacobi-Vorkonditionierung(sieheTurek 1993).Da der Trans-
portoperatorexplizit invertiertwird, konvergiert dasvorkonditionierteDefektkor-
rekturverfahrenfür transportdominierteProblemesehrschnell.BeiAusnutzungder
DreiecksmatrixstrukturderUpwind-Diskretisierung(Turek1993)ist die Inversion
desTransportoperatorstats̈achlichextrem günstigund läßtsich auf eineVektor-
Matrix-Multiplikation zurückführen.Bei derVerwendungderStromliniendiffusi-
onsmethode(Kanschat1996)wird jedocheineexakteInversiondesTransportope-
ratorsnicht durchgef̈uhrt, da dadurchder Lösungsprozeßerheblichverlangsamt
würde(sieheErgebnissevon Führer1993).Kanschat(1996)verwendeteinean-
gen̈aherteInversionmittelseinesMulti-Grid oderGauß-SeidelSchrittes.Die Kon-
vergenzratedesGauß-SeidelVerfahrensreagierthochgradigempfindlichauf eine
ZunahmederKonditionszahldeslinearenGleichungssystems.DieseZunahmeer-
gibt sichausdersukzessivenVerfeinerungdesOrtsgitters.Leiderversagendievor-
konditioniertenDefektkorrekturverfahren– wie auchandereFixpunktiterationen–
im interessantenFall derStreudominanz,dadie Konditionszahlder Iterationsma-
trix zu groß wird. Als Alternative schl̈agt Turek (1993) eine andereKlassevon
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Lösernfür daslineareGleichungssystemvor: die Krylovraum-Methoden.Hierbei
handeltessich um VariantendesKonjugierte-Gradienten-Verfahrens(sieheSaad
2000).DieseKlasseiterativer Löserist hinsichtlichder Eigenwertverteilungdes
Problemswesentlichbessergeeignetalsdie Fixpunkt-Methodenmit Vorkonditio-
nierung(sieheauchKanschat1996).Urspr̈unglichwurdedie Methodederkonju-
giertenGradientenfür positiv definite(symmetrische)Problemeentwickelt. Turek
(1993)und Kanschat(1996)zeigen,daßsich für nicht symmetrischeStrahlungs-
transportproblemedie bi-CGSTAB Methodevon van der Vorst (1992) bewährt.
Der Fehlerwird bedeutendschnellerreduziert,als esbei einerFixpunktiteration
derFall ist. Allerdingszeigtdasbi-CGSTAB Verfahrenein äußerstunregelmäßi-
gesKonvergenzverhalten.

1.3 Ziel dieserArbeit

Das Ziel dieserArbeit ist die UntersuchungdreidimensionalerStrahlungsfelder
für ein Spektrallinientransportproblemin bewegtenMedien,vorzugsweisefür den
Einsatzbei frühenGalaxien.Dieserfordertdie EntwicklungeinesCodes,derdie
frequenzabḧangigeStrahlungstransportgleichung(1) – zun̈achstfür einestation̈are
Konfiguration– löst.Die numerischeBehandlungdiesesProblemsist eineaußer-
ordentlichanspruchsvolle Aufgabe,da die Strahlungsintensität von 6 Variablen
abḧangt: 3 Orts- und 2 Richtungsvariablen,sowie der Frequenz.Dabei müssen
hochgradigeffiziente Verfahrenimplementiertwerden,die die Simulationkom-
plexer Strahlungstransportproblememit hinreichenderGenauigkeit erlauben,so
daßein quantitativer Vergleich mit Beobachtungsdatenmöglich wird. Komplexe
Strahlungstransportproblemeergebensichbeispielsweise,wennsteileGradienten
in derLösungund in denKoeffizientenderStrahlungstransportgleichung(1) auf-
tretenoderwenndie Auflösungkleiner Strukturenim Ortsraumerforderlichist.
Die GrößederresultierendenGleichungssystememachtdabeidieAnwendungvon
ParallelisierungundgeeigneterGitterverfeinerungsstrategienunerl̈aßlich.

Ein Algorithmuszur LösungdermonochromatischenStrahlungstransportglei-
chungfür mehrdimensionaleKonfigurationenwurdebereitsvonG. Kanschat(sie-
he Kanschat1996)am Institut für AngewandteMathematikder Universiẗat Hei-
delberg entwickelt. Der monochromatischeCodeseinerArbeit wurde übernom-
men.Nebender WeiterentwicklungdesCodesist es ein erklärtesZiel der vor-
liegendenArbeit, dasProgrammauf astronomischeKonfigurationenanzuwenden.
Dies geschiehtzun̈achstfür ein astronomischesObjekt, dasausAufnahmendes
Hubble-Space-TelescopeeinesinterstellarenNebelsentnommenwurde.Durchdie
Simulation der aufgenommenenBilder sollen die optischenEigenschaftenund
möglichstdiedreidimensionaleGeometriederoptischdünnenunddickenGebiete
desNebelsermitteltwerden.Nebenderhochaufl̈osendenSimulation,besondersan
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Abbildung1: Die Bilder der linkenSpaltezeigendrei farbkodierteAufnahmendes
Hubble-Space-TelescopevonverschiedenenYSOs,die voneinemder Zentralster-
ne desOrionnebelsbeleuchtet werden.Die rechte Seitestellt zumVergleich die
3D SimulationdesStrahlungsfeldseinesangestrahltenYSOdar, jedoch ausunter-
schiedlichenBlickrichtungen.

denRändernder Inhomogeniẗaten,war esdazuwichtig, die Ergebnissegeeignet
zu veranschaulichen,so daßein unmittelbarerVergleich mit denastronomischen
Beobachtungenermöglicht wird. So zeigt beispielsweiseein Überblick überdie
Trapez-Region im ZentrumdesOrionnebelsvier helleSterneundeineFülle soge-
nannter,,YoungStellarObjects“(sieheBally etal. 1998).,,YoungStellarObjects“
(YSOs)sindSternein einemsehrfrühenEntwicklungsstadium.Siesindhäufigein-
geḧullt mit RestendesMaterials,ausdemsiesichgebildethaben.Die drei hoch-
aufgel̈ostenFalschfarbenbilder(linke SpaltederAbb. 1), durcheineKombination
von AufnahmendesHubble-Space-Telescopeerzeugt,stellensolcheYSOs dar,
die durcheinender hellenZentralsternedesOrionnebelsbeleuchtetwerden.Die
dreidimensionaleSimulationeinesangestrahltenYSO in einemstreuendenMedi-
um (rechteSpaltederAbb. 1) liefert vergleichbareBilder. Die berechnetenBilder
zeigenein Objekt (eineoptischdicke, spḧarischsymmetrischeInhomogeniẗat in
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einemansonstenhomogenen,optischdünnenMedium), jedochausverschiede-
nen Blickrichtungen.Es ist deutlich zu erkennen,daßder komplexe Intensiẗats-
verlauf am Randder simuliertenYSO selbstbei dreidimensionalenRechnungen
scharfaufgel̈ost wird. Damit ist esmöglich, die kometen̈ahnlicheStrukturzu er-
zeugen,die auseinemhellenKopf und einemdunklenSchattenschweifbesteht,
wobei der Schweifvom energiereichenZentralsterndesOrionnebelsweggerich-
tet ist. Auch derscheibenf̈ormigeSchattenauf einemderPhotosergibt sichin der
Simulation.Es sei betont,daßhier ,,nur“ ein sehreinfachesModell desmono-
chromatischenStrahlungstransportsin einemstreuenden,inhomogenenMedium
verwendetwurde.Ionisationsfrontenund Sternwindmodellesind in diesenRech-
nungennicht ber̈ucksichtigt.DiesesAnwendungsbeispielverdeutlichtjedoch,daß
dermonochromatischeCodetats̈achlichin derLageist, kleineStrukturenundstei-
le Gradientender Koeffizientender monochromatischenStrahlungstransportglei-
chungauchin dreiRaumdimensionensehrgutaufzul̈osen.

Die vorliegendeArbeit hat sich zum Ziel gesetzt,denKanschat-Codezu er-
weitern,sodaßfrequenzabḧangigeStrahlungstransportproblememit komplexeren
StreumodellenundbeliebigenmakroskopischenGeschwindigkeitsfeldernberech-
netwerdenkönnen.Die SẗarkendesmonochromatischenCodes,wie z.B. Paralle-
lisierungundadaptive Gitterverfeinerung,sollendabeiauchin seinererweiterten
Formim frequenzabḧangigenAlgorithmuszumTragenkommen.EinenÜberblick
überdie einzelnenErweiterungsschrittedesphysikalischeModells liefert die Ta-
belle 1. Die von KanschatsimuliertenAnwendungsf̈alle sind hellgrauunterlegt,
währenddie in dieserArbeit vorgenommenenErweiterungendunkelgraumarkiert
sind. Die Einträgeauf denweißenFeldernverweisenauf zukünftige Modellent-
wicklungen.

Die behandeltenErweiterungenlassensichwie folgt charakterisieren:
�
1� Die

Erweiterungaufdaskohärente,anisotropeStreumodellwurdezun̈achstausschließ-
lich zu Demonstrationszweckendurchgef̈uhrt.Eswurdenkeineastrophysikalisch-
enAnwendungensimuliert.

�
2� Für die vollständigeWiederverteilungwerdendie

klassischenFälle von Hummer(sieheHummer1962)verwendet.DieseFälle de-
finiereneineVereinfachungderWiederverteilungsfunktionR

�
x� � ϑ � ;x � ϑ � in Gl. (1)

undliefernhäufigeinesehrguteNäherungallgemeinererStreumodellemit wesent-
lich komplexerenWiederverteilungsfunktionen,welchez.B.in Bommier(1997a,b)
diskutiertwerden.

�
3� NebenstatischenMedienkönnennunauchMedienmit be-

liebigennicht-relativistischenGeschwindigkeitsfeldernbiszuetwa10% derLicht-
geschwindigkeit c behandeltwerden.Häufig ist derZustandderMateriebekannt,
sodaßdie Temperatur-, Druck- undGeschwindigkeitsverteilungensowie die che-
mischeZusammensetzungdesMediumsvorgegebensind.UnterderAnnahmeei-
neslokalenthermodynamischenGleichgewichts(LTE) könnendanndie in Gl. (1)
eingehendenAbsorptions-,Streu-undEmissionskoeffizientenunabḧangigvonder
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y�?IWN|L@`~DFE\E\TZ]^[
AHD5IZUJNKL@BKBKL{ N|L&vOLcI i L@IzGUWL&NKB=sOEOgHeN=TdX5UWIdX�AAHD5IZUJNKL@BKBKL{ N|L&vOLcI i L@IzGUWL&NKB=sOEOgHeD�EON=TdX5UWIdX�A

Tabelle 1: Eine Modellhierarchie des astrophysikalischen Strahlungstransports.
LTE stehtfür lokalesthermodynamischesGleichgewicht und NLTE für denFall,
daßkein LTE vorliegt. Für eineErklärung der unterschiedlichenGraustufender
Kästenin derTabellesieheText.

spezifischenIntensiẗat
�

berechnetwerden.DiesevereinfachteKopplungzwischen
Materieund Strahlungsfeldgilt auchfür die sogenannteZwei-Niveau-N̈aherung
einesAtoms ohneLTE, den Fall des ,,Non-LocalThermodynamicEqilibrium”
(NLTE). In anderenFällenwerdendie KoeffizientendurchdasStrahlungsfeldbe-
einflußt,sodaßNLTE unterBerücksichtigungvieler Niveausvorliegt. (4) Bei der
BehandlungdesLinientransportswird dieAnnahmeeinesZwei-Niveau-Atomsim
NLTE (vgl. Mihalas1978)gemacht,waseineinstation̈arenBesetzungderEnergie-
niveausdesAtomsimpliziert. Die Erweiterungauf instation̈areStrahlungwird für
eineinfachesBeispieleinerangen̈ahertenplan-parallelenSchichtdurchgef̈uhrt.

Nebender in dieserArbeit vorgenommenenUntersuchungmehrdimensiona-
ler Strahlungsfelderfür ein Spektrallinientransportproblembei frühenGalaxien,
wurdein denvorhergehendenAbschnittenbereitseineVielzahlweitererAnwen-
dungsm̈oglichkeitendeserweitertenCodesvorgestellt.
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2 Beschreibung der Finite-Elemente-Methode

In dieserArbeit wird die mehrdimensionaleStrahlungstransportgleichung(STG)
mittels der Finite-Elemente-Methode(FEM) diskretisiert.Da diesesDiskretisie-
rungsverfahrenin derAstronomiebislangwenigverwendetwird, ist eineausf̈uhr-
liche Einführungin die FEM angebracht.Dabeiverwendenwir alsGrundlagedas
Vorlesungsskriptum,,NumerischeMethodenfür PartielleDifferentialgleichungen”
von R. Rannacher(sieheRannacher2001).Es werdenunter anderemgenerelle
Aspekte,wie ExistenzundEindeutigkeit derLösung,Konvergenzuntersuchungen,
aberauchVergleichezumDifferenzenverfahrendiskutiert.

Die FEM erfordert eine bestimmteForm der Differentialgleichung,die so-
genannteschwache Formulierung. Zur ErläuterungdiesesBegriffs und der drei
grundlegendenAspekteeinerFEM wird mansichzun̈achstausGründenderÜber-
sichtlichkeit auf dasModellproblemder Poisson-Gleichungmit (Dirichletschen)
Nullrandbedingungenbeschr̈anken:


∆u � 
�� ∂2u
∂x2

� ∂2u
∂y2 � � f in Ω � u � 0 auf ∂Ω � (2)

DasDefinitionsgebietΩ �a� 2 sei ein konvexesPolygongebietbzw. derRand∂Ω
seiglatt. Die Problemdatenf seienebenfalls glatt. Der Operator∆ wird Laplace-
Operator genannt.Esseinochbemerkt,daßdasModellproblemderPoisson-Glei-
chungim Grenzfall derDiffusionsn̈aherungzur BeschreibungdesPhotonentrans-
portsverwendetwerdenkann(vgl. Dautray& Lions1993).

Bei dernumerischenBehandlungeinersolchenelliptischenRandwertaufgabe
(2) mittelsDifferenzenverfahrenbestehtdieGrundideedarin,auftretendeAbleitun-
gendergesuchtenFunktiondurchInformationenandiskretenStellenzu approxi-
mieren,alsoAbleitungendurchgeeigneteDifferenzenquotientennäherungsweise
zuersetzen.

Eine andereVariantezur numerischenBehandlungvon Differentialgleichun-
genbzw. Randwertaufgabenwird durchgeeigneteAnsätzefür die gesuchteLös-
ungsfunktioncharakterisiert.Die Kollokationsverfahren(siehez.B. Großmann&
Roos1992)bilden hierfür einekonkreteRealisierung.Anstelleder punktweisen
Gültigkeit derDifferentialgleichungwird eineuntergewissenZusatzbedingungen
äquivalenteVariationsaufgabebzw. Variationsgleichungzugrundegelegt. Die da-
beiauftretenden,durchIntegraledefiniertenFunktionaleerfordernjedochdieVer-
wendungangepaßterFunktionenr̈aume,umdieLösbarkeit dererzeugtenAufgaben
zusichern.GleichzeitigkönnenauchdieGlattheitsvoraussetzungenandieAnsatz-
funktionenabgeschẅachtwerden,undeslassensichExistenzaussagenauchunter
geringererRegulariẗatderin derDifferentialgleichungauftretendenFunktionenge-
winnen.
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2.1 AllgemeineProjektionsverfahren

Ausgangspunktfür eineEinführungin die FEM undfür Projektionsverfahrenge-
nerell ist die variationellebzw. schwacheFormulierungderRandwertaufgabe(2).
ZunächstmussallerdingsderBegriff einer,,klassischen“Lösungfür dieDirichlet-
scheNullrandbedingung(2) präzisiertwerden.Wir verstehendaruntereineFunk-
tion u � C2 � Ω �C� C

�
Ω̄ � , welcheim Innern von Ω der Differentialgleichungund

entlangdesRandesder Randbedingunggen̈ugt. Fernersoll ihr Gradientquadrat-
integrabelsein: �∇u ��� L2 � Ω � . L2 ist der Lebesgue-Raumder quadratintegrablen
Funktionenund Ck ist der Raumder k-mal stetig differenzierbarenFunktionen
(siehez.B. Ciarlet1978;Braess1997).Die Existenzeinerschwachenbzw. verall-
gemeinertenLösungderRandwertaufgabedesLaplace-Operatorsist sehrengmit
derMinimierungdesEnergiefunktionals

E
�
υ � : � 1

2



Ω
�∇υ � 2dx


 

Ω

f υdx

C�

min � (3)

verkn̈upft. DiesesFunktionalwirkt aufdemVektorraumṼ der,,zul̈assigen“Funk-
tionen:

Ṽ : ��� υ : Ω̄

H� � : υ � C1 � Ω ��� C

�
Ω̄ � , υ � ∂Ω

� 0, �∇υ �"� L2 � Ω �c��� (4)

DerVektorraumṼ wird mit dernaẗurlichen,,Energie-Norm“�
υ
�
E : � �

∇υ
�

Ω, υ � Ṽ (5)

versehen.Daßdieswirklich eineNorm ist, folgt ausdenentsprechendenEigen-
schaftenderL2-Norm

� 	 � Ω undderPoincaŕeschenUngleichung�
υ
�

Ω � dΩ
�
∇υ

�
Ω, υ � Ṽ � (6)

mit dΩ : � diam
�
Ω � . In kompakterSchreibweiseist E

�
υ � � 1

2

�
∇υ

� 2
E

~�

f � υ � wobei�
υ � w� ��� υ � w� Ω

� 

Ω

υ
�
x� w �

x� dx, υ � w � Ṽ (7)

dasSkalarproduktund �
υ
� � �

υ
�

Ω
��� 


Ω
� υ �

x��� 2dx� 1� 2
(8)

die L2-Norm ist. Eskanngezeigtwerden(vgl. Lemmavon Lax-Milgram undden
Beweis dazuin Braess1997; Ciarlet 1978 oder in Brenner& Scott 1996),daß
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E
� 	�� nachuntenbeschr̈ankt ist . Sei nun

�
un � n �c��� Ṽ eine ,,Minimalfolge“ des

FunktionalsE
� 	�� , d.h.esgilt:

E
�
uk � 
C� inf

υ � Ṽ
E
�
υ � � : d � 


∞ � (9)

In Rannacher(2001)wird gezeigt,daß
�
un � n �c� eineCauchy-Folge bzgl. der En-

ergie-Normist. DieseCauchy-Folgebesitztim allgemeinenkeinenGrenzwertim
normierten(unvollständigen)RaumṼ. DurcheineVervollständigungvonṼ erḧalt
mandensog.,,Sobolew-Raum“ H1

0
�
Ω � . Die Elementevon H1

0
�
Ω � sind zun̈achst

als Äquivalenzklassenvon Cauchy-Folgen(analogwie bei der Konstruktionder
reellenZahlenausdenrationalen)definiert,lassensichaberwiederalsFunktionen
interpretieren.SiesindL2-Funktionen,derenersteAbleitungen(im Distributions-
sinne)wieder in L2 liegen und die in einemabgeschẅachtenSinn auf ∂Ω ver-
schwinden.Die Eigenschaftendieser,,Sobolew-Räume“werdenin Adams(1975)
ausf̈uhrlich diskutiert.Der Grenzwertu � H1

0
�
Ω � der Folge

�
un � n �c� wird als die

,,schwache“oderauch,,variationelle“LösungderRandwertaufgabedesLaplace-
Operators(2) bezeichnet.̈UberdenVariationsansatz

d
dε

E
�
u
�

εϕ � � ε � 0
� 0 � ϕ � Ṽ (10)

erḧalt mandie äquivalenteVariationsgleichung(Stationariẗatsbedingung)�
∇u � ∇ϕ � � �

f � ϕ ��� ϕ � Ṽ � (11)

WenndieschwacheLösungu einehöhereRegulariẗatalsdieH1
0-Funktionen,viel-

leicht sogar die Regulariẗat einerklassischenLösungbesitzt,sokannpartiell inte-
griertwerdenundwir erhalten�z


∆u



f � ϕ � � 0 � ϕ � Ṽ � (12)

Aus dieserGleichungfolgt, daß



∆u � f , d.h. u ist sogar klassischeLösungder
Randwertaufgabe.Damit ist der ,,schwache“Lösungsbegriff vertr̈aglich mit dem
urspr̈unglichen,,klassischen“.Der NachweishöhererRegulariẗat der schwachen
Lösungu � H1

0
�
Ω � ist allerdingsschwierigund wir verweisenwiederumauf die

empfohleneLiteraturzurTheoriederpartiellenDifferentialgleichungen.
Die folgendeDiskussionwird in einemetwasabstraktenRahmendurchgef̈uhrt,

deramobigenBeispielorientiertist unddiesesalsSonderfall beinhaltet.SeienV

einHilbert-Raummit Skalarprodukt
� 	 � 	�� V undzugeḧorigerNorm

� 	 � V : � � 	 � 	�� 1� 2V
und a

� 	 � 	�� : V � V
� � eine beschr̈ankteBilinearform sowie l

� 	�� : V
� � eine

beschr̈ankteLinearform:� a � υ � w��� � α
�
υ
�
V
�
w
�
V , � l � υ �c� � γ

�
υ
�
V , υ � w � V �
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Mit diesenBezeichnungenkannfolgendeallgemeinevariationelleGleichungbe-
trachtetwerden:Bestimmeu � V, sodaß

a
�
u � ϕ � � l

�
ϕ ��� ϕ � V � (13)

Zum Nachweis,daßdieseAufgabeaucheineLösungbesitzt,wird postuliert,daß
dieBilinearforma

� 	 � 	�� ,,starkkoerzitiv“ (oder,,positiv definit“) sei,d.h.:

a
�
υ � υ �)� κ

�
υ
� 2
V , υ � V �

mit einerKonstanteκ � 0. Allgemeinerwird die Bilinearform a
� 	 � 	�� ,,koerzitiv“

(oder,,regulär“) genannt,wenn

sup
ϕ � V

a
�
υ � ϕ ��
ϕ
�
V

� γ
�
υ
�
V , υ � V �

mit einer Konstantenγ � 0. Unter den obigenVoraussetzungenbesitzt die va-
riationelleGleichung(13) eineeindeutigeLösungu � V, für welchedie a priori
Abscḧatzunggilt: �

u
�
V � α

γ
�
l
�
V � �

mit der,,Dualnorm“
�
l
�
V � : � sup� ϕ � V  ¢¡ ϕ ¡£� 1 ¤ � l � ϕ ��� . DieseAbscḧatzungstammtaus

dem sogenanntenLax-Milgram-Lemma.Ein Beweis diesesLemmasfindet sich
z.B. in Ciarlet(1978)oderBrenner& Scott(1996).

DasobigeBeispielzur Randwertaufgabepaßtin diesenRahmen,wennV : �
H1

0
�
Ω � , l

�
ϕ � : � �

f � ϕ � und

a
�
υ � w� : � �

∇υ � ∇w�
gesetztwird. Die Beschr̈anktheitdieserForm ergibt sichdirekt mit Hilfe derHöl-
derschenUngleichung.Ihre starke Koerzitivität folgt mit Hilfe derPoincaŕeschen
Ungleichung:

a
�
υ � υ � � �

∇υ
� 2 � �

υ
� 2
V �

Eineauf W. Ritz zurückgehendeTechnikbasiertauf dernäherungsweisenLösung
derVariationsaufgabe(3), indemanstelledeszugrundeliegenden,im Fall derAn-
wendungaufDifferentialgleichungenstetsunendlichdimensionalenRaumesV, ein
Teilraum

Vh � V
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mit dimVh ¥ �
∞ gewählt wird, dessenFeinheitdurcheinenDiskretisierungspa-

rameterh (z.B. Gitterweite)charakterisiertist. Anstellevon (3) sind dannNähe-
rungsl̈osungenuh � Vh durchdieVorschrift

E
�
uh � � min

υh � V
E
�
υh � (14)

oderäquivalentdurchdiediskreteVariationsgleichung

a
�
uh

� ϕh � � �
f � ϕh �¦� ϕh � Vh (15)

bestimmt.Die näherungsweiseBehandlungvon (3) mittels (14) heißtRitzsches
Projektionsverfahren (sieheGroßmann& Roos1992).Die ExistenzundEindeu-
tigkeit derdiskretenLösunguh � Vh folgt mit demselbenArgumentausdemLax-
Milgram-Lemmawie beimkontinuierlichenProblem.DieseAnalogiederSchluß-
weisenvonkontinuierlicherunddiskreter(endlichdimensionaler)Situationist die
charakteristischeSẗarke der Projektionsmethodenim Gegensatzzu denDifferen-
zenverfahren.Die BezeichnungProjektionsverfahrenist motiviert durchdieBezie-
hung

a
�
u



uh
� ϕh � � 0 ϕh � Vh

� (16)

welchemandurchSubtraktionderGleichungen(11)und(17)erḧalt.Siekanngeo-
metrischdahingehendinterpretiertwerden,daßderFehlereh : � u



uh bez̈uglich

desSkalarproduktsa
� 	 � 	�� senkrechtauf demAnsatzraumVh steht.Dies impliziert

auchdiesogenanntebesteApproximationseigenschaftfür denApproximationsfeh-
ler eh bez̈uglichdernaẗurlichenEnergienorm

� 	 � a : � a
� 	 � 	�� 1� 2:�

eh
�
a
� min

ϕh � Vh

�
u



ϕh
�
a �

Da die Normen
� 	 � a und

� 	 � V aufV äquivalentsind,ist die FragenachderKon-
vergenzdesProjektionsverfahrens,�

eh
�
V
�

0
�
h
�

0� �
damitzurückgef̈uhrt auf die FragederApproximierbarkeit von Funktionenu � V
durchAnsatzfunktionenϕh � Vh:

inf
ϕh � Vh

�
u



ϕh
�
V
�

0
�
h
�

0�J�
Die endlichdimensionaleVariationsgleichung(15) kannjedochauchals Dis-

kretisierungder Variationsgleichung(13) betrachtetwerden.Insbesonderemuß
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danndie Bilinearforma
� 	 � 	�� nicht notwendigalssymmetrischvorausgesetztwer-

den.In diesemFall wird dasaufderdiskretenVariationsgleichung

a
�
uh

� ϕh � � �
f � ϕh � � ϕh � Vh (17)

basierendeProjektionsverfahrenGalerkin-Verfahren genannt.Wegender Koer-
zitivitätseigenschaftder Bilinearform a

� 	 � 	�� auf demendlichdimensionalenTeil-
raum Vh folgt unmittelbardie Existenzder (eindeutigen)Lösunguh � Vh. Die
Orthogonaliẗatsbeziehung(16) bleibt dabeigültig. Damit wird die ,,Quasi-Beste-
Approximationseigenschaft“�

eh
�
a � α

κ
min

ϕh � Vh

�
u



ϕh
�
a (18)

erschlossen,wasdieKonvergenzdesGalerkin-Verfahrenssichert.DieseAbscḧatz-
ungdesFehlers

�
eh

�
a
� �

u



uh
�
a zwischenderLösungu desAusgangsproblems

undderFinite-Elemente-L̈osunguh wird in derLiteraturalsdasLemmavon Cea
bezeichnet.Für einenBeweissiehez.B.Großmann& Roos(1992).Damitkonzen-
triert sichdie Konvergenzuntersuchungauf die Ermittlungvon Schranken für die
rechteSeiteder Abscḧatzung,etwa durchVerwendungvon Interpolierendenund
entsprechendenApproximationsaussagen.

Eine noch allgemeinereVariante,bei der AnsatzraumVansatz
h und Testraum

Vtest
h unterschiedlichgewähltwerden,

u � Vansatz
h : a

�
uh

� ϕh � � �
f � ϕh � � ϕh � Vtest

h
�

ist dassogenannte,,Petrov-Galerkin-Verfahren“.Durch geeigneteWahl der An-
satz-und Testfunktionenkönnengezielt zus̈atzlicheEigenschaftender diskreten
Problemeerzeugtwerden.Dieswird vor allemfür dieBehandlungsingul̈argesẗor-
terProbleme,z.B.beiKonvektions-Diffusions-Aufgaben,genutzt.

Die BedingungVh � V sichertdie Übertragungder auf dem Ausgangsraum
V gültigenEigenschaftenauchauf denendlichdimensionalenAnsatzraumVh. Bei
Verletzungder ForderungVh � V sind weitereProblemezu erwarten(siehez.B.
Großmann& Roos1992).Die Verfahren,die auf Vh � V und der direktenÜber-
nahmevon a

� 	 � 	�� und f für die diskretenProblemeberuhen,heißenkonforme
Methoden.

Zur praktischenRealisierungdesProjektionsverfahrensmußdie zun̈achstab-
strakteVariationsgleichung(17)im Funktionenraumalgebraisiertwerden.D.h.,die
Variationsgleichungmußin ein äquivalentesalgebraischesGleichungssystemum-
gewandeltwerden.Dazuwird zun̈achsteineBasis § ϕ ¨ i ©h

� i � 1 � �K�|� � N ª , N : � dimVh,
vonVh ausgewählt undfür die zu bestimmendediskreteLösungderAnsatzuh

�
∑N

j � 1 ξ jϕ ¨ j ©h gemacht.Wird diesin (17)eingesetztundläßtmandieTestfunktionen
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ϕh � Vh alle Basisfunktionendurchlaufen,ergibt sich ein lineares(algebraisches)
N � N-Gleichungssystem

N

∑
j � 1

ξ ja
�
ϕ ¨ j ©h

� ϕ ¨ i ©h � � �
f � ϕ ¨ i ©h � , i � 1 � �|�|� � N �

für denVektorξ � �
ξ j � Nj � 1 derEntwicklungskoeffizienten.EinekompakteSchreib-

weisedeslinearenGleichungssystemsliefert:

Ahξ � bh � (19)

Dabei sind die KoeffizientenmatrixAh
� �

ai j � Ni   j � 1 sowie die rechteSeitebh
��

bi � Ni � 1 durchdiespezielleWahlderBasisbestimmt:

ai j
� a

�
ϕ ¨ j ©h

� ϕ ¨ i ©h � , bi
�¬« f � ϕ ¨ i ©h ­ �

Die Entwicklungskoeffizientenξ j könnensehrunterschiedlicheBedeutunghaben:
Monom-Koeffizienteneiner Polynomdarstellung,Fourier-Koeffizienteneiner tri-
gonometrischenEntwicklung,KnotenwerteeinerstückweisepolynomialenFunk-
tion, usw. Die EigenschaftenderBilinearforma

� 	 � 	�� übertragensichdirekt auf die
zugeḧorige Matrix Ah. Ist a

� 	 � 	�� symmetrisch,so auchAh, und die Koerzitivität
(bzw. Definitheit)vona

� 	 � 	�� impliziert dievonAh gem̈aß
�
Ahx � x�%� 0,x �®� N ¯ § 0 ª .

2.2 Die FEM alsBeispielvon Galerkin-Ansatzr äumen

Mit Hilfe einesstückweisepolynomialenAnsatzes(,,finite Elemente“)für Galer-
kin-Ansatzr̈aumewird im FolgendeneinekonkreteRealisierungfür denobenbe-
schriebenenRahmendiskutiert.Bei der Wahl der Ansatzr̈aumeVh � V � H1

0
�
Ω �

sowie der Basenzur Aufstellungder Gleichungssysteme(19) sind einigeBedin-
gungenzubeachten:° Die BerechnungderMatrixelementeai j

� a
�
ϕ ¨ j ©h

� ϕ ¨ i ©h � sowie diederrechten

Seite
�
f � ϕ ¨ i ©h � sollte,,billig“ sein.° AusGründenderGenauigkeit wird dieProblemdimensionin derRegel sehr

großsein(N ± 100).Die Matrix Ah solltedahermöglichstdünnbesetztsein.° Die Matrix Ah solltenichtzuschlechtkonditioniertsein;akzeptabelsindz.B.
beimvorliegendenPoisson-Problemcond2

�
Ah �,²´³ �

N � 
 ³ �
N2 � , wogegen

cond2
�
Ah �7²µ³ �

N4 � 
 ³ �
eN � nichtpraktikabelwäre.
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Um dasProblemderApproximationallgemeinerGebietezulösen,werdenAn-
satzfunktionen(auch,,Formfunktionen“genannt)verwendet,welchebez̈uglichei-
nerZerlegungΩ̄ in einfacheTeilgebieteK, sogenannte,,Zellen“,stückweisepoly-
nomialsind.GängigeBeispielevonZellensindDreieckeoder(konvexe)Vierecke
in zwei bzw. Tetraederoder(konvexe) Hexaederin drei Dimensionen.Der Para-
meterh ist in diesemFall etwadermaximaleZelldurchmesser.

Der Finite-Elemente-Ansatzwird anhandeineseinfachenBeispielsillustriert.
Die Randwertaufgabe(11) seiauf einem(konvexen)polygonalenGebietΩ � � 2

mit homogenenRandwertenu � ∂Ω
� 0 und rechterSeite f � L2 � Ω � gestellt.Die

zugeḧorigeLösungu � H1
0
�
Ω � ist dannauchim Sobolew-RaumH2 � Ω � undgen̈ugt

dera priori Abscḧatzung ¶¶
∇2u

¶¶ � cs
�
f
� � (20)

wobeics
� 1 im FalleeineskonvexenGebiets.WeiterseieineFolgevonZerlegun-

gen · h
� § K ª desGebietsΩ̄ in abgeschlosseneDreiecke K (,,Triangulierung“)

gegebenmit h : � maxK diam
�
K � � 0. EswerdenfolgendeRegulariẗatsbedingun-

genandieseTriangulierunggestellt:
i) Strukturregularität: JezweiDreieckederZerlegungΩ �¹¸ § K �l· h ª überlappen
sichhöchstensin gemeinsamenEckpunktenoderin ganzenSeiten.D.h.,sogenann-
te ,,hängende”Knotensindhiernichterlaubt.
ii) Formregularität: Alle DreieckederTriangulierungenK �º· h sindvonähnlicher
Gestalt.D.h., für denInkreisradiusρK undUmkreisradiushK einesjedenDreiecks
K gilt gleichm̈aßigfür h

�
0:

max
K �&» h

hK

ρK
� c1 �

iii) Größenregularität: Alle Dreiecke einer Triangulierung· h sind von gleicher
Größenordnung.D.h.,esgilt gleichm̈aßigfür h

�
0:

max
K �&» h

hK � c2 min
K �@» h

ρK �
Auf denTriangulierungen· h definierenwir Ansatzr̈aumestückweiselinearer

Funktionen(,,linearefinite Elemente“:VerallgemeinerungdesKonzeptseinesPo-
lygonzugsaufhöhereRaumdimensionen):

V ¨ 1©h : � § υh � C
�
Ω̄ ��� υh �K � P1

�
K � , K �l· h, υ � ∂Ω

� 0 ª0�
DabeibezeichnetallgemeinPr

�
K � denVektorraumder Polynomebis zum Grad

r � 0 über K. Dadurchsind tats̈achlich TeilräumeV ¨ 1©h � H1
0
�
Ω � erklärt. Sei N
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Abbildung2: Knotenbasisfunktionenfür lineare(links)sowiefür bilineare(rechts)
Ans̈atze

dieAnzahlder,,inneren“Knoten(Dreieckspunkte)derTriangulierung.Jedesυh �
V ¨ 1©h ist als stückweiselineare Funktion eindeutigdurch Vorgabe ihrer Funkti-
onswerte(,,Knotenwerte“)in den,,inneren“Dreieckspunkten(,,Knoten“) festge-
legt. In denEckpunktenauf demGebietsrand∂Ω ist υh

� 0 wegenderDirichlet-
Randbedingung.In V ¨ 1©h gibt esdahereinenaẗurlicheBasis,die sogenannte,,Kno-
tenbasis“in Analogiezur ,,Lagrange-Basis“bei der eindimensionalenLagrange-
Interpolation.JedemKnotenai wird durchdieBedingung

ϕi
h
�
a j � � δi j , j � 1 � �|�|� � N � (21)

eindeutigeineFunktionϕi
h � V ¨ 1©h zugeordnet.Damit gilt dannfür jedesυh � V ¨ 1©h

dieDarstellung

υh
� N

∑
i � 1

υh
�
ai � ϕ ¨ i ©h �

Darausfolgt, daß § ϕ ¨ i ©h , i � 1 � �K�|� � N ª tats̈achlicheineBasisvonV ¨ 1©h ist. Umgekehrt
läßtsichjederkontinuierlichenFunktionυ � C

�
Ω̄ � durchdieVorschrift

Ihυ : � N

∑
i � 1

υ
�
ai � ϕ ¨ i ©h

eindeutigeine(stückweiselineare),,Interpolierende“Ihυ � V ¨ 1©h zuordnen.Offen-

barist Ihυ ¼ υh für υh � V ¨ 1©h .
DieserDiskretisierungsansatzerfüllt offensichtlichdie obenformuliertenAn-

forderungenan ein brauchbaresGalerkin-Verfahren:Im Unterschiedzum allge-
meinenRitz-VerfahrenbesitzendieAnsatzfunktionenϕ ¨ i ©h beiderFEM einenrela-
tiv kleinenTräger. D.h.,dieÜberlappungderTrägerderBasisfunktionenist gering
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(sieheAbb. 2). Daswird bei derBerechnungderSystemmatrixhäufiggenutzt,in-
demmandieseüberdenTeilelementenK j derZerlegunggetrenntermitteltundan-
schließendaufaddiert.Dabeitretenbei derFEM im allgemeinenin deneinzelnen
Teilelementennur wenigeNichtnullelementeauf. Man sprichtdannauchdavon,
daßdie resultierendeSystemmatrixAh dünn besetztsei. DieseNichtnullelemen-
te könnenferner durch Transformationenauf wenigeReferenzelementeeffektiv
bestimmtwerden.

Für die Kondition der Matrix Ah kannin zwei Dimensionengezeigtwerden,
daß,̈ahnlichwiebeider5-Punkte-Differenzendiskretisierung,cond2

�
Ah � � ³ �

h� 2 �� ³ �
N � gilt. Die asymptotischeAbscḧatzungfür denFehlereh : � u



uh ergibt sich

für dasGalerkin-Verfahrenmit demFinite-Elemente-RaumV ¨ 1©h durch:�
∇eh

� � min
ϕh � V ½ 1¾h

�
∇
�
u



ϕh � � � (22)

Die Frageist also,obesϕh � V ¨ 1©h gibt, sodaß
�
∇
�
u



ϕh � � � 0
�
h
�

0� . Wenn
mannur weiß,daßu � H1

0
�
Ω � ist, dannkannmannur qualitative Konvergenzzei-

gen.Viel interessanterwärees,die Konvergenzgeschwindigkeit in Potenzender
Gitterweiteh zu kennen.Hierzu ist abermehrRegulariẗat derLösungu erforder-
lich. Für den stückweiselinearenAnsatzkann im Rahmeneiner allgemeineren
Theoriedie folgendeInterpolationsabscḧatzunggezeigtwerden(siehez.B.Ciarlet
1978;Braess1997):�

∇
�
υ



Ihυ � � � cih

¶¶
∇2υ

¶¶
, υ � H1

0
�
Ω ��� H2 � Ω �J� (23)

Unter den bisher formuliertenVoraussetzungenläßt sich eine erstequantitative
Konvergenzaussagefür dasFinite-Elemente-Verfahrenableiten.

Satz 1: (Konvergenzsatz)Für die Galerkin-Approximationdes Modellproblems
(11) mit ,,linearen“ finiten Elementengelten unter den obigen Voraussetzungen
dieFehlerabschätzungen �

∇eh
� � cicsh

�
f
� � (24)�

eh
� � c2

i c2
sh2 � f

� � (25)

mit denKonstantenci , cs ausdenUngleichungen(23)und(20).
Beweis:(i) DieAbscḧatzungdessogenannten,,Energie-Fehlers“ergibt sichunmit-
telbarausderBest-Approximationsbeziehung(22),derInterpolationsabscḧatzung
(23)undderRegulariẗatsabscḧatzung(20):�

∇eh
� � �

∇
�
u



Ihu� � � cih

¶¶
∇2u

¶¶ � cicsh
�
f
� �
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(ii) ZumBeweisderFehlerabscḧatzungin derL2-Normwird einsogenanntes,,Du-
alitätsargument“(,,Aubin-Nitsche-Trick“) verwendet.Sei z � H1

0
�
Ω � die (schwa-

che)LösungdesHilfsproblems

∆z � �

eh
� � 1eh in Ω, z� ∂Ω

� 0 �
Dieseist dannauchin H2 � Ω � , undesgilt diea priori Abscḧatzung¶¶

∇2z

¶¶ � cs
�
∆z

� � cs
�

wobei wiedercs
� 1 auf konvexem GebietΩ. NachKonstruktionfolgt mit Hilfe

derGalerkin-Orthogonaliẗat:�
eh

� � �
∇eh

� ∇z� � �
∇eh

� ∇ �
z



Ihz�V�� �
∇eh

�%�
∇
�
z



Ihz� � � cih
�
∇eh

� ¶¶
∇2z

¶¶ � cicsh
�
∇eh

� �
Mit demErgebnis(i) ergibt sichdamitdiegewünschteAbscḧatzung.

Die im BeweisvonSatz1 verwendeteSchlußweisëubereinDualitätsargument
ist ,,das“zentraleHilfsmittel beiderKonvergenzanalysevonFinite-Elemente-Ver-
fahren.DiesesabstrakteArgumententsprichtderallgemeinenRegel, daßsichdie
AnalysederProjektionsverfahrenengandieabstraktenHilbertraum-Methodenzur
BehandlungdeskontinuierlichenProblemsanlehnt.Das zentraleHilfsmittel bei
derUntersuchungvonDifferenzenverfahrenist dagegendas,,(diskrete)Maximum-
prinzip“, welchessich mehran denklassischenTechniken für partielleDifferen-
tialgleichungenorientiert.DieserVergleich ,,Finite-Elemente-Methode“(FEM) –
Finite-Differenzen-Methode(FDM)“ kannanhanddesResultatsvon Satz1 noch
etwasweiter geführt werden.Die a priori Fehlerabscḧatzung(25) für dasFinite-
Elemente-Verfahrenist zu vergleichenmit der Abscḧatzungfür dasDifferenzen-
verfahren(5-Punkte-Diskretisierungmit Shortley-Weller-Randapproximationauf
polygonalenGebieten,sieheRannacher2001):

max
Ω̄

� eh � � 1
24

d2
ΩM4

�
u� h2 � ³ �

h3 � � (26)

mit derSchranke M4
�
u� für die viertenAbleitungenvon u unddemDurchmesser

desgesamtenGebietsdΩ : � diam
�
Ω � . BeideAbscḧatzungenzeigendieselbeasym-

ptotischeKonvergenzordnung³ �
h2 � , wasaufgrundder verwendetenDiskretisie-

rungsans̈atzeauchzu erwartenist. Die Unterschiedeliegenzum einenin der Art
derNorm,in derderFehlergemessenwird, undzumanderenin derben̈otigtenRe-
gulariẗatderapproximiertenLösung.BeimDifferenzenverfahrenerḧalt manwegen
derVerwendungdesMaximumprinzipspunktweiseAbscḧatzungen,wie sieauch
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der Anwendergernhat.Ein Ingenieurist z.B. an der maximalenAuslenkungei-
nerbelastetenBrückenkonstruktioninteressiert.Dagegenliefert dieHilbert-Raum-
Theoriefür dasFinite-Elemente-Verfahrenzun̈achstnur Abscḧatzungenim qua-
dratischenMittel, was etwa lokale ,,Ausreißer“an kritischenStellennicht aus-
schließt.(Dem Brückenbauergen̈ugt so etwasnicht, wennFehlerspitzenetwa in
kritischenLagerungspunktenderBrückeauftretenkönnen.)Esseijedocherwähnt,
daßunterspeziellenAnnahmenfür dasFinite-Elemente-VerfahrenFehlerabscḧatz-
ungenin derMaximumsnormhergeleitetwerdenkönnen.Die in derAbscḧatzung
(26) gefordertehoheRegulariẗat der Lösungist ein sehrviel schwerwiegende-
rer NachteilderAnalysedesDifferenzenverfahrens,dadieseRegulariẗatsstufeim
allgemeinenauf Polygongebietenund unter realistischenAnnahmenan die Pro-
blemdatennicht erwartet werdenkann. Es sei noch bemerkt,daß man für das
Finite-Elemente-Verfahrenmit wesentlichmehrtechnischemAufwand,,optimale“
Maximumnorm-FehlerabschätzungenderForm

max
Ω̄

� eh � � cM2
�
u� h2 � lnh �

beweisenkann.Allerdings ist auchdie abgeschẅachteAnnahmeM2
�
u� ¥ ∞ im

allgemeinennochzu restriktiv. Für dasFinite-Elemente-Verfahrenist auchnoch
unterderMinimalvoraussetzungu � H1

0
�
Ω � wenigstensqualitativeKonvergenzge-

sichert.SeineigentlicherVorteil, nämlich die großeFlexibilit ät bei der Approxi-
mationvon kompliziertenGeometrienauf unstrukturiertenGittern wird in einem
sp̈aterenAbschnitt im Zusammenhangmit der Fragenachadaptiver Gittersteue-
rung und Fehlerkontrolle für die Finite-Elemente-Diskretisierungder Strahlungs-
transportgleichungdeutlich.
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3 MonochromatischerStrahlungstransport

Die monochromatische(mehrdimensionale)Strahlungstransportgleichungist von
einemanderenGleichungstypalsdaselliptischeModellproblem,welcheswir für
dieEinführungin dieFEM im vorhergehendenKapitelverwendethaben.Vielmehr
handeltessich bei der STG um einelineareBoltzmann-Gleichung.Die Erweite-
rungderFEMaufdiesenGleichungstypergibt sichnichtdirektausderAnwendung
derFEM aufdiePoisson-Gleichung,dasichdieSTGnichtmit einemEnergiemini-
mierungsansatzbehandelnläßt.DieErweiterungerfolgtjedochin einemabstrakten
mathematischenSinne.

3.1 Die klassischeFormulierung

UnserZiel ist zun̈achstdieModellierungeinesmehrdimensionalenStrahlungsfelds
in einemdiffusen,streuendenMedium.DiesesMediumseivon einemausgedehn-
ten Vakuumumgeben.Aus dieserKonfigurationschneidenwir einenkonvexen
Bereich um das zu interessierendeGebiet herausund nehmenan, daß die aus
diesemBereichaustretendeStrahlungnicht wieder zurück gestreutwird. Inner-
halb dieseskonvexen GebietsΩ � � d (d � 2 � 3) gilt für die invarianteIntensiẗat���

x � ϑ �,� Ω � Sd � 1 diemonochromatischeStrahlungstransportgleichung

ϑ 	 ∇x
���

x � ϑ � � κ
�
x� ��� x � ϑ ��

σ
�
x� « ��� x � ϑ � 
 


Sd ¿ 1
P
�
ϑ � � ϑ � ��� x � ϑ �K� dϑ � ­ � f

�
x�^� (27)

Die in dieserGleichungvorkommendenGrößensind:

d : Raumdimension

Sd � 1 : Einheitsspḧareim � d

ϑ : Einheitsvektorin Sd � 1 , derdieAusbreitungsrichtungder

Strahlungcharakterisiert

κ
�
x�)� 0 : Absorptionskoeffizient

σ
�
x�)� 0 : Streukoeffizient

P
�
ϑ � � ϑ �)� 0 : Phasenfunktion

f
�
x�)� 0 : Quellterm

Für den (räumlich) zweidimensionalenFall ist S1 der Einheitskreis,so daßwir
keine,auf zwei Dimensionenreduzierte,dreidimensionalenProblemeberechnen
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können.Vielmehrist derzweidimensionaleFall zur Code-Entwicklung̈ubersicht-
licher alsder3D Fall. Der Quellterm f

�
x� � κ

�
x� B �

T
�
x�V� entsprichteinerthermi-

schenEmission,wobeiB die Planckfunktionzu einemgegebenenTemperaturfeld
T
�
x� ist.DiePhasenfunktionP

�
ϑ � � ϑ � ist für dieanisotropeStreuungdefiniertdurch

P
�
ϑ � � ϑ � : � 1

µ
�
Sd � 1 � p

�
ϑ � � ϑ � � (28)

Für deneinfachenFall derisotropenStreuungist P
�
ϑ � � ϑ � � 1

µ ¨ Sd ¿ 1 © , wobeiµ
�
Sd � 1 �

dasMaßderEinheitsspḧareSd � 1 ist. So ist µ � 2π für d � 2 undµ � 4π im drei-
dimensionalenFall. Für die PhasenfunktionP

�
ϑ � � ϑ � nehmenwir folgendeEigen-

schaftenan:° Normiert:

1�
2d



2� π 


Sd ¿ 1
P
�
ϑ � � ϑ � dϑ � � 1 � (29)° Die Umkehrbarkeit desLichtwegs:

P
�
ϑ � � ϑ � � P

�z

ϑ � � ϑ �J� (30)° Die PhasenfunktionhängtnurvomBetragdesStreuwinkelsab:

P
�
ϑ � � ϑ � � P

�
ϑ � ϑ �K� (31)° Energieerhaltung:¶¶¶¶ 


Sd ¿ 1
P
�
ϑ � � ϑ � ��� x � ϑ �K� dϑ �

¶¶¶¶ � ¶¶ ���
x � ϑ �K� ¶¶ � (32)

Nimmt manfür die AusbreitungeinefesteRichtungϑ an und vernachl̈assigtdie
Streuung(σ � 0), dannwird die STG entlangder Charakteristikeinegewöhnli-
cheDifferentialgleichung.BetrachtetmannunnacheinanderalleRichtungenϑ, so
erḧalt manein(unendliches)SystemgewöhnlicherDifferentialgleichungen.Für je-
dedieserDifferentialgleichungenwerdenAnfangswerteaufallenRandpunktenx �
∂Ω ben̈otigt, von denenausdie Charakteristikin Richtungϑ dasGebietΩ durch-
quert.Somit liegt esnahe,denRand∂Ω gemeinsammit derEinheitsspḧareSd � 1

zu behandeln.Dieses
�
2d



2� -dimensionaleGebietwird mit Γ : �À� ∂Ω � Sd � 1 �

bezeichnetundin 3 Bereicheunterteilt,dievonderAusbreitungsrichtungderPho-
tonenabḧangen:

Γ � : � § � x � ϑ �)� Γ � ϑ 	 nΓ
�
x� ¥ 0 ª �

Γ0 : � § � x � ϑ �)� Γ � ϑ 	 nΓ
�
x� � 0 ª �

Γ Á : � § � x � ϑ �)� Γ � ϑ 	 nΓ
�
x�)� 0 ª �
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wobei nΓ die Außennormaleam Randpunktx � ∂Ω bezeichnet.Γ Á ist der soge-
nannteAusstrahlungsrand,̈uberdenStrahlungin Richtungϑ dasGebietΩ verläßt.
Dagegenist Γ � dersogenannteEinstrahlungsrand,̈uberdenStrahlungin Richtung
ϑ in dasGebietΩ eindringt.DamitdieSTGeindeutiggelöstwerdenkann,müssen
Randbedingungenvorgegebenwerden.Die Modellierungvon Strahlungsfeldern
erfordertdieVorgabederRandwerte���

x � ϑ � � g
�
x � ϑ � auf Γ � � (33)

FallskeineLichtquellenumdaszumodellierendeGebietexistieren,ist g
�
x � ϑ � � 0.

Zur übersichtlichenDarstellungwerdenfolgendeOperatoreneingef̈uhrt:Â ���
x � ϑ � : Ã ϑ Ä ∇xÅ�Æ x Ç ϑ ÈJÇÉ Å�Æ x Ç ϑ È : Ã Å�Æ x Ç ϑ È\ÊÌË

Sd ¿ 1

P Æ ϑ ÍÎÇ ϑ È Å�Æ x Ç ϑ Í|È dϑ ÍÎÇÏ
: Ã Â Å�Æ x Ç ϑ È(Ð κ Æ xÈ Å�Æ x Ç ϑ È�Ð σ Æ xÈ É Å�Æ x Ç ϑ ÈJÑ

Darausresultiertdieabgek̈urzteSchreibweisederGl. (27)Ï Å�Æ x Ç ϑ È%Ã f Æ xÈ in Ω Ò Sd Ó 1 Ñ
3.2 Die schwacheFormulierung

Um dieFEM anwendenzukönnen,mußeineschwacheFormulierungderGl. (27)
verwendetwerden.Vor derenAufstellungmußjedochnochderzurSTGnaẗurliche
Lösungsraumhergeleitetwerden.Dazuführt manvereinfachendeSchreibweisen
einundbetrachtetanschließenddenH1-Sobolewraum.DasL2-SkalarproduktÔ

sÇ t Õ L2 Ö Ω × Sd ¿ 1 Ø : Ã Ë
Ω

Ë
Sd ¿ 1

sÆ x Ç ϑ È t Æ x Ç ϑ È dϑdx (34)

wird kurzmit Æ sÇ t È bezeichnet,ebensodieL2-NormÙ
s
Ù
L2 Ö Ω × Sd ¿ 1 Ø : Ã Æ sÇ sÈ 1Ú 2L2 Ö Ω × Sd ¿ 1 Ø (35)

mit
Ù
s
Ù
.

Wie bereitsim vorherigenKapitelerläutert,entḧalt derRaumH1 alleFunktio-
nens Û L2 Æ Ω È , dieDistributionsableitungen∇s Û L2 Æ Ω ÇÝÜ d È besitzen,d.h.

H1 Æ Ω È : ÃµÞ s Û L2 Æ Ω È<ß ∇s Û L2 Æ Ω Ç£Ü d ÈWà�Ñ (36)
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Die H1-Norm ist definiertdurchÙ
s
Ù
H1 Ö Ω Ø : Ã Ô Ù

s
Ù 2

Ω Ð Ù
∇s

Ù 2
Ω Õ (37)

unddasSkalarproduktlautetÔ
sÇ t Õ H1 Ö Ω Ø : ÃáË

Ω

sÆ xÈ t Æ xÈ dx ÐâË
Ω

∇sÆ xÈ ∇t Æ xÈ dx Ñ (38)

DerRaum Þ Å Û L2 Æ Ω Ò Sd Ó 1 Ècß Å�Æ Ä|Ç ϑ È,Û H1 Æ Ω Èdà entḧalt zwarmöglicheLösun-
genderSTG,jedochnicht alle. Dasliegt daran,daßdie Lösungsfunktionnur die
1 Ñ Ableitungnachx in Richtungϑ besitzenmußundsomitauchSpr̈ungeorthogo-
nal zu ϑ zuläßt.Die Gl. (27) wird in Dautray& Lions (1993)analysiertundderen
naẗurlicheLösungsraumwird dort angegebenmit:

V : ÃµÞ Å Û L2 Æ Ω Ò Sd Ó 1 È<ß Â Å Û L2 Æ Ω Ò Sd Ó 1 Èdà0Ñ (39)

Fallszus̈atzlichhomogeneVakuum-Randbedingungenangenommenwerden,wäre
derentsprechendeLösungsraum

V0 : ÃµÞ Å Û V ß Å Ã 0 auf Γ Ó à�Ñ (40)

Als zugeḧorigeNormdefiniertmanÙ Å Ù 2
V : Ã Ù Å Ù 2 Ð Ù Â Å Ù 2 Ð Ù Å Ù 2

Γ Ç (41)

wobei Ù Å Ù 2
Γ : ÃáË

Γ

Ë
Sd ¿ 1

Å 2 ßϑ Ä nΓ Æ xÈcß dxdϑ Ñ (42)

Die schwacheFormulierungder STG im Innerndeskonvexen Gebietslautet
für f Û L2 Æ Ω È , κ Ç σ Û L∞ Æ Ω È undP Û L2 Æ Ω Ò Sd Ó 1 È : sucheÅ Û V, sodaßgilt

a ÆãÅ Ç υ È : Ã Æ Ï Å Ç υ È%Ã Æ Â Å Ç υ È(Ð Æ κÅ Ç υ È�Ð Æ σÉ Å Ç υ È (43)Ã Æ f Ç υ È ä υ Û L2 Æ Ω Ò Sd Ó 1 È^ÇÅ�Æ x Ç ϑ È Ã g Æ x Ç ϑ È auf Γ Ó Ñ
Untersuchungenzur Existenzund Eindeutigkeit der Lösung Å für dasProblem
a ÆãÅ Ç υ ÈåÃ Æ f Ç υ È werdenin Kanschat(1996)und Wild (1999)durchgef̈uhrt. Auf
ein besonderesResultatdieserArbeitensollte jedochnocheingegangenwerden.
WenndasMedium nicht streuendist, d.h. σ Æ xÈ<Ã 0, entkoppelt dasProblemzu
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einenSystemvon Konvektionsgleichungenauf Ω. DieserGleichungstypist hy-
perbolischundesist allgemeinbekannt,daßdie Finite-Elemente-Diskretisierung,
angewandtauf dieseArt von Gleichungen,bei nicht glattenLösungen(z.B. in der
Nähevon steilenGradientenund Unstetigkeitsstellen)numerischeOszillationen
verursachen.DieseOszillationenwerdendurchdieschlechteStabiliẗatdesVerfah-
rensverursacht(vgl. Führer1993)undzwar spezielldurchdenTransportoperatorÂ Å Ã ϑ Ä ∇xÅ . Für dieSTGkannhöhereStabiliẗatdurchAddition einesDiffusions-
termserreichtwerden.DurchdieseStörungentstehtdanndaselliptischeProblemÊ ε∆Å Ð Â Å Ð κÅ Ð σ

É Å Ã f in Ω Ò Sd Ó 1 (44)Å Ã g auf Γ Ó Ç
wobei ε ein Parameterist, der in der Größenordnungvon der lokalenGitterwei-
te gewählt wird, um dasProblemnicht unn̈otig stark zu ver̈andern,aber trotz-
demeineausreichendeStabilisierungzu gewährleisten.Der eingef̈uhrteDiffusi-
onstermunterbindetzwar die OszillationenentlangeinerCharakteristik,wirkt je-
dochauchorthogonaldazu(,,crosswinddiffusion“).Um diesenEffekt zuunterbin-
den,wird eineStabilisierungdesProblemsmittels der sogenanntenStromlinien-
Diffusionfür Finite-Elemente-Methoden(SDFEM)durchgef̈uhrt.Bei derSDFEM
gehta ÆãÅ Ç υ È in die stabilisierteBilinearform aδ ÆãÅ Ç υ È über, indemdie Testfunkti-
on υ Û L2 Æ Ω Ò Sd Ó 1 È ersetztwird durchυ Í : Ã υ Ð δ

Â
υ, mit υ Û V und δ æ 0. In

Dautray& Lions (1993)wird gezeigt,daßdie Funktionenυ Û V auf denRandΓ
fortgesetztwerdenkönnen.Diesermöglichtes,dieRandbedingungalsÔ Å Ç υ Õ Γ ç Ã Ô

g Ç υ Õ Γ ç ä υ Û V (45)

schwachzu formulieren.
Die schwacheFormulierungderstabilisiertenSTGmit eingebrachtenRandda-

tenlautet:

aδ ÆãÅ Ç υ ÍKÈ : Ã Æ Â Å Ð κÅ Ð σ
É Å Ç υ Ð δ

Â
υ È�Ð Ô Å Ç υ Õ Γ ç (46)Ã Æ f Ç υ Ð δ

Â
υ È�Ð Ô

g Ç υ Õ Γ ç ä υ Û V Ñ
Die zellweisekonstanteParameterfunktionδ hängt von der lokalen Gitterweite
unddenKoeffizientenκ undσ ab. Esseibemerkt,daßGl. (43)und(46) äquivalent
sind,d.h.durchdieStabilisierungwird keinzus̈atzlicherKonsistenzfehlerinduziert
(sieheKanschat1998).Als zugeḧorigeNormwirdÙ Å Ù 2

Vδ
: Ãéèèè ê δ

Â Å èèè 2 Ð Ù Å Ù 2
Γ Ð èè ê κÅ èè 2 Ðëèèè ê σΠ ì Å èèè 2

(47)

definiert,wobeiΠ ì die orthogonaleProjektionauf dasKomplementN Æ σÉ È ì des
Nullraumsvonσ

É
bezeichnet(sieheKanschat1998;Wild 1999).Die erstenbeiden



26 MonochromatischerStrahlungstransport

TermesindStandardfür eineStabilisierungmittelseinerStromlinien-Diffusions-
Methode.Die beidenletztenTermesinddie notwendigenErweiterungenhinsicht-
lich AbsorptionundStreuung.In Kanschat(1998)wurdegezeigt,daßdie Finite-
Elemente-Diskretisierung(46) in derNorm(47)stabil ist.

3.3 Galerkin-Diskr etisierung

Zur numerischenBehandlungder STG wird eine kompletteDiskretisierungauf
Ω Ò Sd Ó 1 vorgenommen,wobei von der schwachenFormulierungder STG mit
Stromliniendiffusion(sieheGl. (46)) ausgegangenwird. Um einenendlichdimen-
sionalenUnterraumVh desnaẗurlichenLösungsraumesV derSTG(sieheGl. (39))
zuerhalten,wird im folgendenzun̈achstdasGebietΩ unddanndieEinheitsspḧare
Sd Ó 1 diskretisiert.Danachwird durchKompositionder beidenDiskretisierungen
dieDiskretisierungdesRaumesV konstruiert(vgl. auchKanschat1996).

DasGebietΩ í�Ü d wird für d Ã 2 in endlichviele Quadrateundfür d Ã 3 in
endlichvieleHexaeder(Würfel) zerlegt.DieseZerlegungdeseuklidischenRaumes
wird mit î Ω unddie einzelnenTeilgebiete(QuadrateundWürfel) werdenmit KΩ

i
bezeichnet,wobeialle D Teilgebietedurchi ÃïÞ 1 ÇVÑKÑ|Ñ|Ç D ð ∞ à eindeutignumeriert
werden.Als Maßfür dieGrößedesElementsKΩ

i gilt seinDurchmesser

diamKΩ
i : Ã max

xiyi ñ KΩ
i

dist Æ xi Ç yi È�Ñ (48)

Die DurchmesserderElementeKΩ
i werdenalsGitterweitenfunktionh angegeben.

Somit ist h Û L2 Æ Ω È einestückweisekonstanteFunktion,die auf jedemTeilgebiet
KΩ

i Ûlî Ω durchh ò KΩ
i

: Ã diamKΩ
i definiertist. Weitergilt für alleKΩ

i , KΩ
j Ûlî Ω:ó

i

K̄Ω
i Ã Ω̄ und KΩ

i ô KΩ
j Ã /0 für i õÃ j Ñ (49)

Wir definierendenFunktionenraum

VΩ
h : Ã÷ö υ Û C0 Æ Ω Èùøøø υ ò KΩ Û Q1 Æ KΩ È , ä KΩ Ûlî Ω ú Ñ (50)

Q1 Æ KΩ È bezeichnetdieMengeallereindimensionalenPolynome,diesichalsLine-
arkombinationausProduktenvonPolynomenjeweilsvomHöchstgrad1 darstellen
lassen(siehez.B. Großmann& Roos1992).Da die AnzahlderTeilgebieteD ð ∞
ist, ist auchdimVΩ

h ð ∞ undesexistierenendlichviele lineareBasisfunktionenψi

vomTyp (21).
Die DiskretisierungdesWinkelraumeserfolgt durchdie ProjektioneinesPo-

lyedersauf die Einheitsspḧare(sieheAbb. 3). DieseZerlegung î Sd ç 1
gen̈ugt un-
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Abbildung3: TriangulierungderEinheitsspḧareS2 (80bzw. 320Elemente)

abḧangig von h Æ ϑ ÈùÛ L2 Æ Sd Ó 1 È der ,,uniform shape“Bedingung,da die Innen-
winkel α dieserProjektiondurch54ûýü α ü 72û beschr̈ankt sind (vgl. Kanschat
1996). Die Elementevon î Sd ç 1

werdenmit KSd ç 1

i bezeichnet,wobei der Index
i ÃþÞ 1 ÇZÑ|Ñ|Ñ|Ç L ð ∞ à ist. Auchhiergilt wie beiderZerlegungdeseuklidischenRaum-
es,daßfür alleKSd ç 1

i Ç KSd ç 1

j Ûlî Sd ç 1
gilt:ó

i

K̄Sd ç 1

i Ã Sd Ó 1 und KSd ç 1

i ô KSd ç 1

j Ã /0 für i õÃ j Ñ (51)

Als Funktionenraum̈uberSd Ó 1 wird

VSd ç 1

h : Ã÷ö υ Û L2 Æ Sd Ó 1 Èùøøø υ ò KSd ç 1 Û Pr Æ KSd ç 1 È , ä KSd ç 1 Ûlî Sd ç 1 ú (52)

definiert,wobei Pr denRaumaller Polynomevom Grad ü r bezeichnet.Es wer-
denalsoauchunstetigeElemenẗubergängezugelassen.Für denweiterenVerlauf
derArbeit wählenwir r Ã 0, sodaßυ ò KSd ç 1 Ã cKSd ç 1 konstantist. Als Basisfunk-

tionenπi desendlichdimensionalenFunktionenraumsVSd ç 1

h wählenwir stückweise

konstanteFunktionen.Für πi ò KSd ç 1
i

Û P0 Æ KSd ç 1

i È gilt

πi ò KSd ç 1
i

: Ã δi j Ã ÿ 1 Ç falls i Ã j
0 sonst

Ñ (53)

Der TrägerderkonstantenBasisfunktionenerstrecktsichalsojeweils nur überein
Element.
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DurchBildung desTensorproduktesderbeidenobeneingef̈uhrtenRäumeVΩ
h

undVSd ç 1

h erḧalt mandenendlichdimensionalenFunktionenraumVh í V:

Vh : Ã VΩ
h
�

VSd ç 1

h (54)Ã ö υ Û V øøø υ Æ Ä|Ç ϑ È��
KΩ Û Q1 Æ KΩ È�ä KΩ Ûlî Ω, υ �

KΩ Û C0 Æ Ω ÈJÇ
υ Æ x ÇVÄ�È �

KSd ç 1
Û P0 Æ KSd ç 1 È�ä KSd ç 1 Ûlî Sd ç 1 ú Ñ

Aus denBasenÞ ψi à i vonVΩ
h und Þ π j à j vonVSd ç 1

h setztsichdie Basis Þ υi j à i j von
Vh zusammenals

υi j Æ x Ç ϑ È7Ã ψi Æ xÈ π j Æ ϑ ÈJÑ (55)

Somit lautetdie vollständigdiskretisierteschwacheFormulierungderStrahlungs-
transportgleichungmit Stromliniendiffusion:sucheÅ h Û Vh, sodaßgilt

aδ Æ|Å h Ç υ È : Ã Æ Â Å h Ð κÅ h Ð σ
É Å h Ç υ Ð δ

Â
υ È�Ð Ô Å h Ç υ Õ Γ ç (56)Ã Æ f Ç υ Ð δ

Â
υ È ä υ Û Vh Ñ

In Wild (1999) wird gezeigt,daßdie in Gl. (46) definierteBilinearform aδ Æ Ä|ÇZÄ�È
bez̈uglich derNorm

Ù Ä Ù Vδ ausGl. (47) stetigundkoerzitiv ist. Aus diesemGrund
hatdie BilinearformdieselbenEigenschaftenauf demUnterraumVh undeskann
diegewöhnlicheFE-Konvergenztheoriefür elliptischeOperatorenangewendetwer-
den,ohnezus̈atzlicheBedingungenandieDiskretisierungzustellen.

3.4 Fehlerscḧatzungund Adaptivit ät

3.4.1 Allgemein

Um partielle Differentialgleichungen,insbesonderedie mehrdimensionaleSTG,
hinreichendgenaunumerischzulösen,werdenoft riesigeSpeicher- undRechenka-
paziẗatenben̈otigt. Für LösungeneinergewünschtenGenauigkeit ist esdeshalboft
unerl̈aßlich,die GrößedesdiskretenProblemszu reduzieren.In manchenFällen
ist es möglich, Symmetrienauszunutzenund dadurchdie Dimensiondes Pro-
blemszu verringern.Da viele Problemeaberin ihrer vollen Dimensionberech-
net werdenmüssen,suchtmannachanderenMethoden,die bei gleicherGenau-
igkeit wenigerSpeicher- undRechenaufwandben̈otigen.EineMöglichkeit besteht
darin, die Gitterzellenan ,,problematischen“Teilgebietenvon Ω dichter zu set-
zenals an ,,unproblematischen“Stellen.Dazumußmanfestlegen,was ,,proble-
matisch“bedeutetundfeststellen,wo sichsolcheTeilgebietebefinden.Allgemein
geschiehtdiesmittels einesoptimierendenGittersteuerungsprozesses,durchden
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möglichst wenigemarkierteElementedesGitters verfeinertwerden,so daßder
Fehler

Ù
e
Ù

: Ã Ù Å Ê Å h
Ù

(in einerbestimmtenNorm) in möglichstwenigenVerfei-
nerungsschrittenuntereinevorgegebeneToleranzTOL gedr̈ucktwird.

Für Diskretisierungenmit äquidistanterGitterweiteerḧalt manim allgemeinen
apriori FehlerscḧatzerderForm

Ù
e
Ù ü c Æ|Å È hk, wobeik dieKonsistenzordnungund

c ÆãÅ È einevon h unabḧangigeGrößeist, die üblicherweisevon Schrankenhöherer
Ableitungender LösungÅ abḧangt(siehedazudasLemmavon Bramble-Hilbert
z.B. in Braess1997).Solangedie höherenAbleitungenim gesamtenDefinitions-
bereichvon ungef̈ahrgleicherGrößesind,ist die Wahl äquidistanterGitterweiten
angemessen.In vielenFällensinddie Ableitungenin ihrer Größenordnungjedoch
lokal sehrverschiedenundkönnensogar Singulariẗatenaufweisen(vgl. z.B. Gro-
scheet al. 1996).Dies legt nahe,denFehlerlokal, d.h.auf jedemElementK der
Triangulationeinzelnzuscḧatzen.DannkannmanvariabelangepaßteGitterweiten
aufentsprechendflexiblenGitternderartrealisieren,daßdielokalenFehler

Ù
e
Ù
K an

dengewünschtenStellenhinreichendklein oder, fallsdieLösungim gesamtenRe-
chengebietvon Interesseist, überallmöglichstgleichgroßwerden.In Anlehnung
andieVorgehensweisebeiDifferenzenverfahrenkönntemansichaufScḧatzungen
des,,lokalenDiskretisierungsfehlers“beschr̈anken. Dies läuft auf die Scḧatzung
der lokalenGlattheit der unbekanntenLösungausder berechnetennumerischen
Approximationhinaus.Z.B. kannmanversuchen,auf einemZellblock auseiner
linearenNäherungsl̈osungÅ h durchAnwendungeinesDifferenzenquotienten∇h

eineScḧatzungdererstenAbleitungvon Å zugewinnen:Ù
∇Å Ù �K � ηK : Ã Ù

∇hÅ h
Ù �K Ç K Ûlî h Ñ (57)

Auf der BasisdiesesIndikatorsηK ließensich dannStrategien zu lokaler Gitter-
verfeinerungoder-vergröberungaufstellen:ist z.B.ηk aufeinerZelleK Û®î h über-
durchschnittlichgroß,sowird diesein Teilzellenzerlegt.DieseStrategiederadhoc
GitteranpassungerfordertkeinengroßenAufwandundfunktioniertin derPraxisin
vielenFällenerstaunlichgut.Grunds̈atzlichtretenjedochfolgendeSchẅachenauf:� Die Auswertungvon Gl. (57) liefert keine Aussageüber die tats̈achliche

GrößedesFehlers
Ù
e
Ù Ã Ù Å Ê Å h

Ù
.� Die auf denlokalenIndikatorenηK basierendeGitterverfeinerungsstrategie

gehtdavon aus,daßder ,,gemessene“Fehlerin K auchdort entstandenist
unddurchlokaleVerfeinerungvonK reduziertwerdenkann.Diesist jedoch
im allgemeinennicht richtig, dadabeiderEffekt derglobalen,,Fehlerakku-
mulation“ (auch,,pollutioneffect“ genannt)vernachl̈assigtwird.

Einea priori Gitteradaptionist in derPraxiseherdie Ausnahme,weil im all-
gemeinennicht bekanntist, ob und wo Singulariẗatenauftreten.In Kombination
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mit einemaposterioriFehlerscḧatzerstellenadaptiveMethodenallerdingsflexible
MöglichkeitenzurVerfügung,Rechenkosten(im SinnevonSpeicher- undRechen-
zeitaufwand)zureduzierenundzuverlässigeLösungenzuberechnen.Bei derapo-
sterioriGitteradaptionwird zuerstauf einemgrobenGitter eineNäherungsl̈osung
berechnet.Darauswird der Beitrag jedeseinzelnenElementszum Gesamtfehler
gescḧatztunddadurchaufnotwendigeGitterverfeinerungin bestimmtenRegionen
geschlossen(siehez.B.Becker& Rannacher2001).

Die Fehlerkontrollebei derGalerkinFEM basierthäufigauf a posterioriFeh-
lerscḧatzungenin der naẗurlichen Energienormoder der globalenL2-Norm (für
eineÜbersichtsieheAinsworth & Oden1997oderVerfürth 1996).Diesewerden
ausberechenbarenlokalenResiduenRÆãÅ h È : Ã Æ f Ç ϕ È(Ê a ÆãÅ h Ç ϕ È derapproximierten
Lösunggewonnenundben̈otigeninsbesonderekeineInformationüberdie exakte
Lösung.SolcheScḧatzungenwerdenüber Dualitätsargumenteabgeleitet,wobei
die ApproximationseigenschaftendesFE-Raumes̈uber lokale Interpolationskon-
stanteneingehen,währenddie Stabiliẗat desdualenProblemsgewöhnlich durch
eineglobaleStabiliẗatskonstanteausgedr̈ucktwird.

Wir behaltendie BezeichnungenausAbschnitt3.3 bei und führenzus̈atzlich
nocheinenFehlerscḧatzerη ÆãÅ h È : Ã ∑K ηK ein.

Wie obenbereitserwähntwird derFehlerscḧatzerüberdasResiduumdefiniert,
dasdannüberK geeignetausgewertetwerdenmuß.Dazubetrachtenwir dasPro-
blem(vgl. auchBecker& Rannacher1996;Rannacher1998;Becker& Rannacher
2001):suchez Û V, sodaßgilt

a Æ wÇ zÈ%Ã�� Æ wÈ ä w Û V Ç (58)

wobeizdieLösungdesdualenProblemsfür einbeliebigesFehlerfunktional� ist.
DiesesProblemkannauchmit Hilfe deradjungiertenBilinearforma� Æ Ä|ÇVÄ�È darge-
stellt werden:suchez Û V, sodaßgilt

a� Æ zÇ wÈ7Ã�� Æ wÈ ä w Û V Ñ (59)

Wennmanw Ã e : Ã Å Ê Å h setzt,gilt� Æ eÈ Ã a� Æ zÇ eÈÃ a Æ eÇ zÈ (60)Ã a ÆãÅ Ê Å h Ç zÈ
undmanerḧalt unterAusnutzungderGalerkin-Orthogonaliẗat (vgl. Gl. (16))� Æ eÈ Ã a Æ eÇ z Ê zh ÈÃ a Æ|Å Ç z Ê zh ÈOÊ a Æ|Å h Ç z Ê zh È (61)Ã Æ f Ç z Ê zh ÈOÊ a ÆãÅ h Ç z Ê zh ÈJÑ
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Auf derrechtenSeitestehenjetztnurnochgegebene,berechenbareoderzumindest
abscḧatzbareGrößen.Wir erhaltensomiteinenFehlerscḧatzer, derdasFunktional� Æ eÈ beschr̈ankt: � Æ eÈ7Ã�� ÆãÅ Ê Å h È,ü η ÆãÅ h È,ü TOL Ñ (62)

Für einenFehlerscḧatzersoll gelten,daß

c1η Æ|Å h È)ü	� Æ eÈ,ü c2η ÆãÅ h È 0 ð c1 ü c2 Ñ (63)

Ist nur die zweiteUngleichungerfüllt undc2 bekannt,sokann � Æ eÈåü TOL ga-
rantiertwerdenundderFehlerscḧatzerheißtzuverlässig.Ist dieersteUngleichung
erfüllt, soheißtderScḧatzereffizient,fallsc1 nichtzuklein ist.Diesist wünschens-
wert,damitkeinezukleinenunddadurchzuaufwendigenGitterberechnetwerden.
Im bestenFall ist einFehlerscḧatzerasymptotischexakt,d.h.c1 Ç c2 
 1 für h 
 0.
Währenddie Zuverlässigkeit bei der EntwicklungeinesScḧatzerssẗandigbeach-
tet werdenmuß,ist Effizienzschwierigzu erreichenundwird deshalboft mittels
numerischerExperimenteuntersucht.

JenachdemwelcheFehlerabscḧatzungunsinteressiert,wählenwir beispiels-
weisefolgendeFehlerfunktionale:� L2-Norm-Fehler

Ù
e
Ù
:� Æ ϕ È : Ã Ù

e
Ù Ó 1 Æ ϕ Ç eÈ��
� Æ eÈ7Ã Ù

e
Ù
; (64)� Energienormfehler

Ù
∇e

Ù
:� Æ ϕ È : Ã Ù
∇e

Ù Ó 1 Æ ∇ϕ Ç ∇eÈ���� Æ eÈ7Ã Ù
∇e

Ù
; (65)� Punktfehler: � Æ ϕ È : Ã ϕ Æ x0 È���� Æ eÈ7Ã eÆ x0 ÈJÑ (66)

Mit Hilfe von ηK kannmanjetzt die neueGitterweitenfunktionh Æ η È bestimmen,
odermankanneinfachdiejenigenElementeK mit unerẅunscht,,großem“Residu-
umsbeitragweiterzerlegen.

Der Gitterverfeinerungsprozeßorientiert sich an den lokalenFehlerindikato-
ren.Eine a posterioriGitteradaptiondurchl̈auft alsofolgendeProzedurim allge-
meinenmehrfach:� lösedieAufgabeaufdemgegebenenGitter;� bestimmebesserelokaleGitterweitenmit Hilfe dergewonnenenLösung;
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Bei der KonstruktioneinesverbessertenGittersdarf der Aufwandnicht zu groß
werden.Deshalbist es problematisch,durch die Gitterweitenfunktionh Æ η È , un-
abḧangigvondervorigenTriangulierung,dieneuenElementezubestimmen.Sind
die BasisundsomitauchallevorherberechnetenGrößen,wie z.B. die FE-Matrix,
nicht mehrverwendbar. Esliegt alsonahe,jedesausgewählteElementdurchHin-
zunahmevon wenigenGitterpunktenzu verkleinern.Damit brauchennur lokale
FE-Matrixkoeffizientenberechnetzu werden,dennbeginnendmit einerFE-Basis
über dem gröbstenGitter kann die Basisüber der nächstfeinerenZerlegung le-
diglich durchHinzunahmevon lokalenFunktionenüberdenneuenGitterpunkten
gebildetwerden.Auf dieseWeiseentstehteineHierarchievon Gittern,wasauch
die Verwendungvon Mehrgitterverfahrenzur Berechnungvon Å h begünstigt(vgl.
z.B.Großmann& Roos1992).

3.4.2 Der monochromatischeStrahlungstransport als Anwendungsbeispiel

Die Simulationkomplexer Strahlungsfelderin der Astrophysik erfordertin man-
chenTeilen desRechengebieteshöhereAuflösungals in anderenBereichen.Das
Verwendenvon hochgradigadaptivenGitternist alsoim numerischenStrahlungs-
transportabsolutnotwendig,dasteileGradientenderQuellfunktionbzw. derKo-
effizienten,aberauchdie hoheDimensionaliẗat desProblemsdie numerischeBe-
rechnungunmöglich machenwürden(vgl. Führer& Kanschat1995).Wegender
hohenDimensiondesRechengebietsben̈otigt manselbstaufParallelrechnerneine
geeigneteMethodezur Fehlerscḧatzungund Gitteradaption,um hinreichendge-
naueErgebnissezu erzielen(sieheKanschat1998).Dabei ist zu sicherzustellen,
daßdie Fehlergrenzenscharfgenugsind,um numerischeFehlervon Modellfeh-
lernunterscheidenzukönnen.

Um unter Verwendungder Galerkin-Orthogonaliẗat einen a posteriori Feh-
lerscḧatzerzuerhalten,mußdieDiskretisierungwie in Abschnitt3.3durchgef̈uhrt
werden.Fernersolltediesesowohl im Winkel ϑ alsauchim Ort vomGalerkin-Typ
sein.Wir beziehenunsim folgendenstetsauf die in Abschnitt3.3durchgef̈uhrten
Diskretisierungenundverwendendiedorteingef̈uhrtenDefinitionen,insbesondere
für denRaumVh sowie für dieElementeKi unddieTriangulationî h. Jetztwenden
wir dasobeneingef̈uhrtelineareFunktional � Æ Ä�È : V Ê 
 Ü auf Å bzw. Å h anund
erhaltenmit e : Ã Å Ê Å h � ÆãÅ ÈOÊ�� ÆãÅ h È7Ã�� Æ eÈ^Ñ (67)
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Wie wir bereitsobenangedeutethabenund im folgendensehenwerden,ben̈oti-
genwir dendualenStrahlungstransportoperator

Ï � unddie Lösungz deszur STG
dualenProblems,umeineneffizientenFehlerscḧatzerkonstruierenzukönnen.Als
rechteSeitedesdualenProblemswählenwir dasFehlerfunktional� Æ eÈ , dasuns
eineAbscḧatzungin einerbestimmtenNorm liefert (vgl. z.B. Gl. (64), (65) oder
(66). Der zum Strahlungstransportoperator

Ï
dualeOperator

Ï � besitztdie Dar-
stellung

a Æ u Ç υ È Ã Æ Ï Å Ç υ ÈÃ ÆãÅ Ç Ï � υ È (68)Ã Ô Å Ç Æ Ê Â Ð κ Ð σ
É È υ Õ Ω × Sd ç 1 Ð Ô Å Ç υ Õ Γ � Ñ

DasdualeProblembesitztzumprimalenProblemkomplemenẗareRandbedingun-
gen,d.h. Å Ã 0 auf Γ � .

Ausgehendvon derallgemeinenFehlerdarstellungin Gl. (59) erhaltenwir mitÆ ϕ Ç Ï � zÈ : Ã	� Æ ϕ È undunterAusnutzungderGalerkinOrthogonaliẗat Æ Ï eÇ ϕh ÈHÃ 0ä ϕh Û Vh � Æ eÈ Ã Æ eÇ Ï � zÈÃ Æ Ï eÇ z Ê zh È (69)Ã ∑
K ñ�� h

Æ f Ê Ï Å h Ç z Ê zh È K
Ã D

∑
d � 1

L

∑
l � 1

Ô
RÆãÅ h ÈJÇ z Ê zh Õ KΩ

d × KSd ç 1
l

ä zh Û Vh Ç (70)

wobeiRÆãÅ h È : Ã f Ê Ï Å h dasResiduumbezeichnet.WeiterhinkannmanÔ
RÆ|Å h ÈJÇ z Ê zh Õ K ü Ù

RÆãÅ h È Ù K
Ù
z Ê zh

Ù
K (71)

abscḧatzenundmit denApproximationsabscḧatzungendesFE-Raumserḧalt manÙ
z Ê zh

Ù
K ü Cdl

�
h2

KΩ
d

Ù
∇2

xz
Ù
KΩ

d × KSd ç 1
l

Ð h
KSd ç 1

l

Ù
∂ϑz

Ù
KΩ

d × KSd ç 1
lÐ h2

KSd ç 1
l

Ù
∂2

ϑz
Ù
KΩ

d × KSd ç 1
l � (72)Ã Cdl ω̂dl Ñ

AufgrundderSuperkonvergenzin denAuswertungspunktenderOrdinatendiskre-
tisierungist die Lösungder STG stetseineOrdnungin h besserals die Beiträge
h

KSd ç 1
l

Ù
∂ϑz

Ù
KΩ

d × KSd ç 1
l

Ð h2
KSd ç 1

l

Ù
∂2

ϑz
Ù
KΩ

d × KSd ç 1
l

zum Fehlerscḧatzer(sieheKanschat
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1996).Der Fehlerwird also systematiscḧuberscḧatzt, so daßwir einenverein-
fachtenScḧatzerverwenden,dernur die Komponenteh2

KΩ
d

Ù
∇2

xz
Ù
KΩ

d × KSd ç 1
l

ausder

Ortsdiskretisierungber̈ucksichtigt.Die lokalenGewichteω̂dl werdennunzu

ωdl Ã h2
KΩ

d

Ù
∇2

xz
Ù
KΩ

d × KSd ç 1
l

Ñ (73)

Somitergibt sichmit Hilfe desdualenProblemsunddessenLösungz für lineare
Ansatzfunktionenim Ort undkonstanteAnsatzfunktionenim Winkel derfolgende
Fehlerscḧatzer:seienÅ Ç z Û V und Å h Ç zh Û Vh, wobeizh dieGalerkin-N̈aherungder
dualenLösungz bezeichnet.DannkanndasFehlerfunktional� Æ eÈ Ã Æ eÇ r � È mit
r �ÌÃ Ï � zabgescḧatztwerdendurch

ò�� Æ eÈ�ò ü η ÆãÅ h È%Ã ∑
K

ηK

Ã D

∑
d � 1

L

∑
l � 1

Cdl ωdl
Ù
RÆ|Å h È Ù KΩ

d × KSd ç 1
l

Ç (74)

wobei die KonstanteCdl durch lokale Approximationseigenschaftenvon Vh be-
stimmt wird. Da die dualeLösungz nicht analytischverfügbarist, wird sie übli-
cherweisedurch die FE-Lösungzh desdualenProblemsersetzt.Dies hat einen
zweitenLösungsschrittderselbenStrukturwie beimprimalenProblemzur Folge.
Es ist klar, daßwegendieserErsetzungder Fehlerscḧatzerin Gl. (74) im stren-
genSinnenicht längerzuverlässigseinkann.Um

Ù
∇2

xz
Ù
K abzuscḧatzen,kannman

die Differentialquotientendurch geeigneteDifferenzenquotientender Lösungzh

ersetzen.Dies erfordertallerdingsdie Einführungeiner nicht berechenbarenSi-
cherheitskonstante.SelbstRechnungenmit dem einfacheren,auf das Ortsgitter
beschr̈anktenFehlerscḧatzerhabengezeigt,daßdiesertrotz empirischgewählter
SicherheitskonstanteguteErgebnisseliefert (sieheKanschat1996).

Für dreidimensionaleStrahlungstransportproblemeist es unvermeidlich,die
Größedeszu lösendendiskretenSystemszu reduzieren.Wie bereitsdiskutiert,
sindadaptive Methodensehrflexibel und liefern – in Verbindungmit a posteriori
Fehlerscḧatzernvom Typ (74) – zuverlässigeund genaueLösungen.Insbesonde-
re der Genauigkeitsaspektist für die Interpretationvon Beobachtungsdatenmit-
tels Simulationsrechnungensehrwichtig, da nur bei ausreichenderGenauigkeit
dernumerischeFehlervon Modellfehlerngetrenntwerdenkann.Ein ersterSchritt
war die Entwicklungvon Gitterverfeinerungsstrategien basierendauf a posteriori
Fehlerscḧatzernin der globalenEnergie- oderL2-Norm, die lokale Residuender
berechnetenLösungenenthielten.Wennwir dasL2-Fehlerfunktional� Æ eÈ Ã Ù

e
Ù

ausGl. (64) als linke Seitevon Gl. (74) verwenden,ergibt eineAbscḧatzungder
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Abbildung 4: Problemskizzefür die Beobachtungeiner Punktquelle(rechts) von
einemSatelliten(links)durch eindazwischenliegendesMedium(mitte).

rechtenSeite �
e

���
η̃ ��� ∑

K

η2
L2

ηL2 � CdlCsh
2
K

�
R "! h # � K $ (75)

wobeiCs nurvonderFormundGrößevonΩ abḧangt.DieseaposterioriSchranke
für denL2-Fehlerfindetmanauchin derLiteratur(siehez.B.Erikssonetal. 1995;
Verfürth 1996).SolcheAbscḧatzungensind für den Fall inhomogenerKoeffizi-
entenund insbesonderefür steileGradientenderLösung! nicht optimal.Jedoch
lieferndiesesogenanntenL2-IndikatorenηL2 eingutesVerfeinerungskriterium,um
dasqualitative VerhaltenderLösung! überallin Ω zu untersuchen.In derAstro-
nomie ist man daraninteressiert,eine gemessenebzw. beobachteteGröße(z.B.
denStrahlungsfluß)mit einemSimulationsergebniszu vergleichen.Der gewichte-
te ResiduenscḧatzerausGl. (74) wurdegenaufür dieseAufgabeentwickelt und
erlaubtgezieltdie a posterioriFehlerkontrolle in einzelnen,physikalischrelevan-
ten Größen,sowie die adaptive Erzeugungder hierfür ,,optimalen“Gitter (siehe
Kanschat(1996)).Wie bereitsim vorhergehendenAbschnitterwähnt,werdendie
lokalen Gewichte ωdl im Residuenfehlerschätzer(74) durch Bildung von Diffe-
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renzenquotientenausderauf demaktuellenGitter numerischberechnetendualen
Lösunggewonnen.DieserMehraufwandzurAuswertungderlokalenFehlerindika-
torenηK gegen̈uberbeispielsweisedenL2-Indikatoren(75)solltesichdurcheinen
Gewinn an Gitterökonomie,d.h. Verfeinerungan den,,problematischen“Stellen,
bezahltmachen(sieheTabelle3). Die Definition eines,,problematischen“Teilge-
bietsfindet sich zu Beginn von Abschnitt3.4.1.Somit erḧalt mannicht nur we-
sentlichökonomischereGitter als mit einemglobalenL2-Indikator, sondernauch
erstaunlichgenaueSchranken für die tats̈achlicheFehlergröße(sieheauchKan-
schat1996).Letzteressollte abernicht überbewertet werden,da wegen der nur
ungenaubekanntenKonstanteCdl der angegebeneScḧatzwertetwas willk ürlich
ist.

Die Abb. 4 skizzierteinetypischeBeobachtungssituationin der Astronomie:
dasbeobachteteObjekt ist weit entfernt,d.h. beobachtetwird die Strahlungsin-
tensiẗat in einerRichtungϑobs. Da dasObjektvon einemTeleskop räumlichnicht
aufgel̈ost wird, wird nur der Strahlungsflußgemessen.Der Fluß entsprichtdem
Mittelwert dermit cosϑobs gewichtetenIntensiẗat Å�Æ x Ç ϑobsÈ überdenderErdezu-
gewandtenTeil desRandesΓobs. WennmandasSimulationsergebnismit denBe-
obachtungenvergleichenwill, so ist der interessierendeWert ausder Rechnung
durchdasAuswertungsfunktional� obsÆ|Å È7Ã�Ë

Γobs

Å�Æ x Ç ϑobsÈ ϑΓ Ä ϑobsdx (76)

definiert, wobei ϑΓ die FlächennormaledesRandelementesist. Das zu diesem
FunktionalgeḧorendedualeProblemist besonderseinfach:esentsprichtdempri-
malenProblemohneQuellenim Innern desRechengebietsund konstanterEin-
strahlungausRichtungderErdemit Mittelwert 1.

Häufig ist dasbeobachteteObjekt keinePunktquelle,sonderneine räumlich
ausgedehntePhotonenquellregion. In derBeobachtungstechnik– insbesonderebei
derBeobachtunghoch-rotverschobenerGalaxien(sieheKapitel 7) – wird vielfach
die sogenannteLangspaltspektroskopie angewandt.DabeiwerdenLangspaltmas-
ken in denStrahlengangeinesTeleskopsgebracht,um SpektrenausTeilgebieten
desbeobachtetenObjektszuerhalten(vgl. dazuAbb. 15und21).Dasentsprechen-
deAuswertungsfunktionalist durch� slit ÆãÅ È%Ã Ë

Γslit

Å�Æ x Ç ϑobsÈ ϑΓ Ä ϑobsdx (77)

gegeben,wobeiΓslit dieFlächedesLangspaltsaufdemTeil desRandesbezeichnet,
der dem Beobachterzugewandt ist. Das zu diesemFunktionalgeḧorendeduale
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Problemist wie obendefiniert,nur daßdie Einstrahlungnicht überdengesamten
Rand,sondernnur überdieFlächeΓslit erfolgt.

DerGitterverfeinerungsprozessbasierendaufeinemaposterioriFehlerscḧatzer
ist folgendermaßenorganisiert:unterderAnnahmeeinergegebenenFehlertoleranz
TOL ist esdasZiel, einGitter î h zuerzeugen,aufdem

ò%� Æ eÈcò ü η ÆãÅ h È%Ã�& ∑
K ñ�� h

η2
K ÆãÅ h È)ü TOL (78)

gilt. Die lokalenVerfeinerungsindikatorenηK sind in Gl. (74) definiert.Nachdem
wir dieLösungderSTGaufeinemgrobenStartgitterberechnethaben,wendenwir
die sogenannte,,fixed fraction“ Gitterverfeinerungsstrategie (siehez.B. Kanschat
1996;Becker & Rannacher2001)an: die Zellen werdennachder Größevon ηK

sortiertundein festerAnteil ϒ (z.B. 30%) derZellenmit dengrößtenηK wird in
jedemadaptiven Schritt verfeinert.DieseStrategie garantiert,daßin jedemVer-
feinerungszykluseineausreichendgroßeAnzahlvon Zellenverfeinertwird. Dann
wird auf jedemneuen(undfeineren)Gitter die Lösungberechnetunddergesam-
te Prozeßwird schließlichwiederholt,bis die vorgegebeneToleranzerreichtist.
DieseStrategie ist insbesonderedannzu favorisieren,wennmaneineRechnung
so genauwie möglich machenmöchte.Damit ist gemeint,daßdie vorgegebene
Toleranzzwar nicht erreichtwird, dermaximaleHauptspeicherdesComputersje-
dochbereitserscḧopft ist. In diesemFall mußder Parameterϒ entsprechendden
verbleibendenSpeicherkapazitätenbestimmtwerden.

3.5 ResultierendeMatrixstruktur

Bei einerDiskretisierungdermonochromatischenSTGmit N Freiheitsgraden(ent-
sprichtderAnzahlderKnotendesquadratischenGittersin 2D bzw. hexaedrischen
Gitters in 3D) in Ω und M Ordinatenin Sd Ó 1 erhaltenwir ein diskreteslineares
GleichungssystemderForm

Amono Ä u Ã f Ç (79)

mit dem Vektor u, der die spezifischenIntensiẗatenentḧalt und f die Werte des
Quellterms.DiesebeidenVektorenhabendie Länge Æ N Ä M È und Amono ist eineÆ N Ä M È7Ò Æ N Ä M È -Matrix. Wennwir die im vorigenAbschnittbehandelteTensor-
produktstrukturanwenden,hatdieStrahlungstransportmatrixAmonodieForm

Amono Ã T Ð K Ð S (80)
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mit derBlockstruktur

T Ã�'()+* 1 0
.. .

0 * M

,.-/ Ç (81)

K Ã�'()10 1 Æ χ È 0
. ..

0 0 M Æ χ È
,.-/ Ç (82)

S Ã�'() ω11 2 1 Æ σ È ÑZÑVÑ ω1M 2 1 Æ σ È
...

.. .
...

ωM1 2 M Æ σ È¦ÑZÑVÑ ωMM 2 M Æ σ È
,.-/ Ç (83)

wobeiωuυ Ã P Æ ϑu Ç ϑυ È43 M ist undχ Ã κ Ð σ dieOpaziẗat bezeichnet.Bei Berück-
sichtigungderDiskretisierungdurchSDFEMsinddie EinträgederN Ò N-Blöcke
definiertdurch

* jk
i Ã Æ υ j Ð δϑi Ä ∇xυ j Ç ϑi Ä ∇xυk È (84)0 jk

i Æ χ È7Ã Æ υ j Ð δϑi Ä ∇xυ j Ç χυk È (85)2 jk
i Æ σ È7Ã Æ υ j Ð δϑi Ä ∇xυ j Ç συk È(Ç (86)

mit j Ã 1 ÇZÑ|Ñ|ÑKÇ N undk Ã 1 ÇZÑ|Ñ|ÑKÇ N.

3.6 Iterati veLösungsmethodedeslinearenGleichungssystems

DasausderobenbeschriebenenDiskretisierungresultierendelineareGleichungs-
system(79) ist bereitsfür einemäßigeAuflösungim Orts-undWinkelraum( � 105

Knotenund 80 Ordinaten)sehrgroß,dünn besetztund, aufgrunddesStreuinte-
graloperators,starkgekoppelt.In der Astrophysik wird häufig die sogenannteΛ-
Iterationverwendet,um diesesSystemzu lösen.Wennmandasgesamtediskrete
Systembetrachtet,ist esein Defektkorrekturverfahrenmit Beinahe-Block-Jacobi-
Vorkonditionierung.Durchdie VerwendungeinervollständigenJacobi-Vorkondi-
tionierunggelangTurek(1993)ein ersterSchritt in RichtungverbesserteKonver-
genzraten.Da der Transportoperatorexplizit invertiert wird, konvergierendiese
Methodenfür transportdominierteProblemesehrschnell.Nutztmanzus̈atzlichdie
auseinerUpwind-DiskretisierungresultierendeDreiecksmatrixstrukturaus,ist die
Invertierungmit einerVektor-Matrix-Multiplikation äußerstgünstig.Für den in-
teressantenFall der Streudominanzversagendie Defektkorrekturverfahren(wie
andereFixpunktiterationenauch),dadie Konditionszahlder Iterationsmatrixsehr
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großwird und die KonvergenzratedieserMethodennur von der Konditionszahl
abḧangt.

Die Eigenwertverteilungder StreumatrixS ist starkum bestimmteWertege-
häuft,wobeiüblicherweiseeinerderEigenwerteNull ist undalleanderennahebei
EinsoderzumindestdeutlichvonNull entferntliegen.Auf dieseStrukturenkönnen
nunKrylov-Raum-Methodenwie GMRESundbi-CGSTAB (siehez.B.Sleijpen&
Fokkema1993;vanderVorst1992)angewendetwerden.Da die Eigenwerteeine
großeLückezwischenderunterenundderoberenAnhäufungaufweisen,gen̈ugen
kleinePolynomgrade,um denIterationsfehlerzu verkleinern.Betrachtetmannur
den Streuoperator, konvergiert z.B. der GMRES-Algorithmusin zwei Schritten
(sieheKanschat1996).

Der bi-CGSTAB Algorithmusvon vanderVorst(1992)hatsichbereitsin Tu-
rek (1993)für nicht-symmetrischeSystemebewährt.DieseMethodereduziertden
Iterationsfehlerviel schnelleralseineFixpunktiteration,zeigtjedochaucheinsehr
irreguläresKonvergenzverhalten.Kanschat(1996)vergleicht diesenAlgorithmus
mit GMRES,welchesdie einzigeMethodefür nicht-symmetrischeSystemeist,
die denFehlerin jedemSchritt tats̈achlichreduziert.Dabeistellt sichheraus,daß
GMRESfür moderateStreuungundfür denFall derStreudominanzim Gleichge-
wichtsfall σ Ã χ Ã Æ κ Ð σ È schnellerals dasbi-CGSTAB Verfahrenkonvergiert.
JedochverwendetdasGMRESVerfahrenfür jedenIterationsschritteinenHilfs-
vektor. Die bi-CGSTAB Methodekommtmit einerfestenAnzahlvon achtHilfs-
vektorenaus.Diesführt zu einerdeutlichgeringerenSpeicheranforderung,sodaß
sich die bi-CGSTAB Methodezur LösungdesmonochromatischenStrahlungs-
transportproblemsempfiehlt.

3.7 Parallelisierung

Die BilinearformderschwachenFormulierungdermonochromatischenSTG(43)
entḧalt die Summevon zwei Operatoren5 und

É
, wobei der Transportoperator5 auf denOrtsraumundderStreuoperator

É
auf denOrdinatenraumwirkt. Somit

kannmanzwischenzwei Parallelisierungsstrategien,einerGebietszerlegungsme-
thodeundeinerOrdinatenparallelisierung,wählen.

TransportdominierteProblemeunterscheidensichin einemspezifischenPunkt
von elliptischenProblemen.Es existiert eineausgepr̈agteRichtungdesInforma-
tionsflusses.DieserAspektmußbei der Entwicklungvon Parallelisierungsstrate-
gienber̈ucksichtigtwerden.In Kanschat(2000)wird vorgeschlagen,daßParalle-
lisierungsstrategien für die STG dasGebietnicht querzur Transportrichtungun-
terteilensollen.Da die LösungderSTGauseinerAnzahl von Transportinversio-
nenfür endlichvieleunterschiedlicheRichtungenbesteht,würdedieKonstruktion
einereffizientenGebietszerlegungsmethodeeinerichtungsabḧangigeUnterteilung
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desOrtsraumesΩ erfordern.AufgrundderdarausresultierendenimmensenImple-
mentierungsproblemefavorisierteKanschat(2000)eineOrdinatenparallelisierung.
DieseStrategie verteilt denOrdinatenraumSd Ó 1 der STG überdie Knoteneines
Parallelrechners.WegenderUnstetigkeit derFormfunktionenfür dieOrdinatenva-
riable,aberauchwegendernicht-lokalenKopplungdesStreuintegrals,handeltes
sich um einereine,nicht-überlappendeParallelisierung.Der NachteildieserPar-
allelisierungsstrategie ist, daßdasStreuintegral alsglobalerOperatorauchglobale
Kommunikationerfordert.Somit erḧalt jederProzessorDatenvon allen anderen
ProzessorenundschicktgleichzeitigDatenanalle.
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4 Strahlungstransport bei vollständigerWiederverteilung

4.1 Moti vation und physikalischeEigenschaften

In diesemAbschnittwird dieWiederverteilungvonPhotonenim Winkel undin der
Frequenzuntersucht,die von gebundenenAtomenoderMolekülen gestreutwer-
den.Diesbedeutet,daßmansichbeiderModellierungderStrahlungstransportglei-
chungnicht mehrauf eineFrequenzbeschr̈anken kann.DieseBeschr̈ankungauf
eineFrequenzhatunsin Kapitel 3 von derν-Kopplungbefreit,die für denallge-
meinerenFall dervollständigenWiederverteilungin einemMehrfrequenz-Modell
mitber̈ucksichtigtwerdenmuß.

Im folgendenwerdenwir die NaturderWiederverteilungim Ruhesystemdes
Atomsuntersuchen.DieseNäherungsetztvoraus,daßdie allgemeineWiederver-
teilungsfunktionRÆ ν Í Ç ϑ Í ;ν Ç ϑ ÈCÃ p Æ ϑ Í Ç ϑ È ψ Æ ν Í Ç ν È durchdieProduktbildungzweier
unabḧangigerFunktionenbeschriebenwerdenkann.Dabeibeschreibtdie Winkel-
phasenfunktionp Æ ϑ Í Ç ϑ È die ÄnderungderRichtungundψ Æ ν Í Ç ν È die Frequenz̈an-
derungeinesPhotonsbei einemStreuprozeß.Ein einlaufendesPhotonwird vor
dem Streuprozeßdurch seineFrequenzν Í bzw. Energie hν Í (h ist das Planck-
scheWirkungsquantum)und seineRichtungϑ Í beschrieben.Die Frequenzund
RichtungdesauslaufendenPhotonswerdendurchν und ϑ dargestellt.Unter der
Annahme,daßdasstreuendeMaterial auf atomarerSkalakeine ausgezeichnete
Richtungaufweist,ist dasatomareAbsorptionsprofilϕ Æ ν Í È isotrop.ϕ ist normiert,
so daß 6 ∞Ó ∞ ϕ Æ ν Í È dν Í Ã 1 gilt. Weiter gibt die Frequenzwiederverteilungsfunktion
ψ Æ ν Í Ç ν È die Wahrscheinlichkeit an,daßein Photon,welchesim FrequenzbereichÆ ν Í Ç ν Í Ð dν Í È absorbiertwird, in denBereich Æ ν Ç ν Ð dν È emittiertwird. Dagegenbe-
schreibtdieWinkelphasenfunktionp Æ ϑ Í Ç ϑ È dieWahrscheinlichkeit,daßeinPhoton
ausdemRaumwinkel dϑ Í in Richtungϑ Í in denfestenRaumwinkel dϑ in Richtung
ϑ gestreutwird. DieseFunktionensindnormiert,sodaßgilt:

∞Ë
0

∞Ë
0

ψ Æ ν ÍÎÇ ν È dν Í dν Ã 1 und (87)

1
2π Æ d Ê 1È Ë

Sd ç 1

p Æ ϑ ÍÎÇ ϑ È dϑ Í Ã 1
2π Æ d Ê 1È Ë

Sd ç 1

p Æ ϑ ÍÎÇ ϑ È dϑ Ã 1 Ñ (88)

Die PhasenfunktionbeschreibẗublicherweisedipolartigeStreuprozesse(Rayleigh-
oder Thomson-Streuung).Unter der Annahme,daßdie streuendenAtome oder
Moleküle zufällig orientiertsind, ist die Phasenfunktionp Æ ϑ Í Ç ϑ È�Ã 1 (sieheMi-
halas1978)undwir sprechenallgemeinvon isotroperStreuung.

Mit Hilfe der obendefiniertenFunktionenkann nun die Wahrscheinlichkeit
ϕ Æ ν Í È dν Í dϑ Í 3 4π angegebenwerden,mit der ein Photon Æ ν Í Ç ϑ Í È absorbiertwird.
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Weiterkanndie Wahrscheinlichkeit ψ Æ ν Í Ç ν È p Æ ϑ Í Ç ϑ È dνdϑ 3 4π angegebenwerden,
mit der ein absorbiertesPhoton Æ ν Í Ç ϑ Í È nachdemStreuprozeßals Photon Æ ν Ç ϑ È
emittiertwird. Die gemeinsameWahrscheinlichkeit, daßeinPhoton Æ ν Í Ç ϑ Í È absor-
biert undein Photon Æ ν Ç ϑ È emittiertwird, ist dasProduktderbeidenWahrschein-
lichkeitenϕ Æ ν Í È ψ Æ ν Í Ç ν È dν Í dνp Æ ϑ Í Ç ϑ È Æ dϑ Í 3 4π È Æ dϑ 3 4π È . DieFunktionenϕ Æ ν Í È und
ψ Æ ν Í Ç ν È müssennochgenauergenaueruntersuchtwerden.Im folgendenbetrachten
wir dieeinfachenFälle (vgl. Hummer1962):

(a) Fall I: LinienbreiteNull

(b) Fall II: Strahlungsd̈ampfungim oberenZustandund Kohärenzim Ruhesy-
stemdesAtoms

(c) Fall III: vollständigeWiederverteilungim RuhesystemdesAtoms

(d) Fall IV: Wiederverteilungzwischenzwei verbreitertenZusẗanden

Die Fälle I-III werdenausf̈uhrlicherdiskutiert,dadie entsprechendenWiederver-
teilungsfunktionenin denfolgendenAnwendungsbeispielenrealisiertwurden.Der
Fall IV wird nur ausGründenderVollständigkeit erwähnt.Die äußerstkomplexen
FällederpartiellenWiederverteilung(sieheOxenius1986)werdenin dieserArbeit
nichtuntersucht.
(a) Fall I: für den einfachstenFall ist die naẗurliche LinienbreiteNull. Dies ist
zwar ein starkidealisiertesBild undnicht auf ein realesAtom anwendbar, jedoch
liefert dieBetrachtungdiesesGrenzfallseinetiefereEinsichtin dieNaturdesWie-
derverteilungsprozessesz.B. bei derBerücksichtigungvon Dopplereffekten(siehe
Mihalas1978).Es wird angenommen,daßdasidealisierteAtom zwei unendlich
scharfeZusẗandebesitzt,zwischendenendie Übergängestattfinden.Es gilt dann
einfach

ϕ Æ ν ÍKÈ dν Í Ã δ Æ ν Ê ν0 È dν Í
ψ Æ ν ÍÎÇ ν È Ã δ Æ ν Í@Ê ν ÈJÇ (89)

wobeiδ dieDelta-Distributionbezeichnetundν0 dieFrequenzdesLinienzentrums
ist.
(b) Fall II: alsnächstesbetrachtenwir Strahlungsd̈ampfungmit Kohärenzim Sy-
stemdesAtoms.Kohärenzbedeutethier, daßdie Zeitabḧangigkeit derAmplitude
zwischendenWellenpaketenbis auf einePhasenverschiebungdie gleicheist. Das
Atom habeein (unendlich)scharfesGrundniveauundein höheresNiveau,dessen
VerbreiterungdurchdieendlicheLebensdauerbeimsogenanntenStrahlungszerfall



Strahlungstransportbei vollständigerWiederverteilung 43

in denGrundzustandgegebenist. Die Absorptionum die mittlere Übergangsfre-
quenzν0 wird durcheinLorentz-Profil

ϕ Æ ν ÍKÈ%Ã Γ7
2π Æ ν Í Ê ν0 È98 2 Ð Ô Γ

2 Õ 2 (90)

beschrieben,wobeiΓ � 107 ÑKÑ|Ñ 109 sÓ 1 die Dämpfungskonstanteist. Wenneskeine
zus̈atzlichenStörungendesAtomsgibt, währendsichdasElektronim höherenNi-
veaubefindet,kommteszukeinerUmgruppierungin denUnterniveausdesoberen
Energiezustands.Die RückkehrdesAtomsin denGrundzustanderfolgt durchdie
EmissioneinesPhotonsmit exakt derselbenEnergie wie für dessenAbsorption.
Somiterhaltenwir für dieFrequenzwiederverteilungsfunktionwie im Fall I

ψ Æ ν ÍÎÇ ν È%Ã δ Æ ν Í@Ê ν È^Ñ (91)

PhysikalischeGegebenheiten,in denendiesesModell gültig ist, sind Resonanz-
linien in Medien mit solch geringerDichte, daßKollisionsverbreiterungenver-
nachl̈assigbarsind. Ein Beispiel wäre die sogenannteLyα Linie von atomarem
Wasserstoff im interstellarenMedium(vgl. Mihalas1978).
(c) Fall III: dasgrundlegendephysikalischeModell,dashierbetrachtetwird, ist ein
Atom mit einemscharfenunterenNiveauund einemhöherenNiveau,dasdurch
Kollisionen und Strahlungsd̈ampfungverbreitertist. Die Kollisionen müssenso
häufig auftreten,daßalle angeregtenElektronenvor der EmissioneinesPhotons
nachdemZufallsprinzipüberalle UnterniveausdesoberenZustandsumgruppiert
werden.Wie bereitsim Fall II ist dasAbsorptionsprofilein Lorentz-Profil(90),
wobeiΓ hierdievolle Verbreiterung(Strahlungs-undStoßverbreiterung)desobe-
renNiveausdarstellt.In diesemGrenzfall ist dieFrequenzdesemittiertenPhotons
nichtmit derFrequenzdesabsorbiertenPhotonskorreliert,d.h.dasemittiertePho-
ton hatkeine,,Erinnerung“andasabsorbiertePhoton.Die Wahrscheinlichkeit für
eineEmissionbeieinerbeliebigenFrequenzist proportionalzurAnzahlderUnter-
niveausbei dieserFrequenzundsomitproportionalzumAbsorptionsprofil.Wenn
vollständigeWiederverteilungim SystemdesAtomsangenommenwird, erhalten
wir

ψ Æ ν ÍÎÇ ν È dν Ã ϕ Æ ν È dν Ã Γdν7
2π Æ ν Ê ν0 È98 2 Ð Ô Γ

2 Õ 2 Ç (92)

worausdeutlichwird, daßψ Æ ν Í Ç ν È von ν Í unabḧangigist, und daßdie gemeinsa-
meWahrscheinlichkeit für eineAbsorptionbei ν Í undeinenachfolgendeEmissi-
on bei ν proportionalzu ϕ Æ ν Í È ϕ Æ ν È ist. Die Annahmevon vollständigerWieder-
verteilungstellt für kollisionsverbreiterteLinien generelleineguteNäherungdar.
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AstrophysikalischeAnwendungsbeispielediesesModells sind Sternatmospḧaren
und Gasnebelim frühenUniversum.In Kapitel 7 untersuchenwir Protogalaxien
alsSpezialf̈alle solcherGasnebel.

4.2 MathematischeFormulierung

Im vorhergehendenAbschnitthabenwir gezeigt,daßunterderAnnahmevonvoll-
sẗandigerWiederverteilungdie frequenzabḧangigeWiederverteilungsfunktiondie
Gestaltψ Æ ν Í Ç ν È%Ã ϕ Æ ν È ϕ Æ ν Í È hat,wobeiϕ Æ ν È dasfrequenzabḧangigeAbsorptions-
bzw. Emissionsprofilbezeichnet.Für dieseFunktionengilt ψ Û L2 Æ Ü:��Ò~Ü��,È ,
ϕ Û L1 Æ Ü � È undψ Æ ν Í Ç ν ÈJÇ ϕ Æ ν È<; 0.Die Wiederverteilungsfunktionψ Æ ν Í Ç ν È ist nor-
miert,sodaß 6 ∞

0 6 ∞
0 ψ Æ ν Í Ç ν È dν Í dν Ã 1 undsomitauch 6 ∞

0 ϕ Æ ν È dν Ã 1 gilt. Im Ge-
gensatzzur monochromatischenStrahlungstransportgleichung(27) ist nebender
spezifischenIntensiẗat derStreu-undAbsorptionskoeffizient sowie derQuellterm
vom Ort x Û Ω undderFrequenzν ÛbÜ � abḧangig.Wennder frequenzabḧangige
Streukoeffizient σ Æ x Ç ν È�Ã σ Æ xÈ ϕ Æ ν È in einenortsabḧangigenund einenfrequenz-
abḧangigenAnteil zerlegt wird, lautetdie frequenzabḧangigeSTGmit vollständi-
gerWiederverteilung

ϑ Ä ∇xÅ�Æ x Ç ϑ Ç ν È�Ð χ Æ x Ç ν È Å�Æ x Ç ϑ Ç ν ÈOÊ
σ Æ xÈ�Ë= � Ë

Sd ç 1

RÆ ϑ ÍÎÇ ν Í ;ϑ Ç ν È Å�Æ x Ç ϑ Í#Ç ν ÍKÈ dϑ Í dν Í�Ã f Æ x Ç ν ÈJÇ (93)

wobei χ Æ x Ç ν È Ã κ Æ x Ç ν ÈHÐ σ Æ x Ç ν È die Opaziẗat und RÆ ϑ Í Ç ν Í ;ϑ Ç ν È die allgemeine
Wiederverteilungsfunktionbezeichnen.Für den Fall thermischerEmissionwird
derQuelltermaufderrechteSeitevonGl. (93)zu

f Æ x Ç ν È%Ã κ Æ x Ç ν È B Æ x Ç ν ÈJÇ (94)

mit derKirchhoff-Planck-FunktionB Æ x Ç ν È .
Die WiederverteilungsfunktionRÆ ϑ Í Ç ν Í ;ϑ Ç ν È�Ã R̂Æ ν Í Ç ν È P Æ ϑ Í Ç ϑ È beschreibtdie

Wahrscheinlichkeit, daßein Photon Æ ϑ Í Ç ν Í È absorbiertundein Photon Æ ϑ Ç ν È emit-
tiert wird (vgl. Abschnitt 4.1) und läßt sich in einenfrequenzabḧangigenAnteil
R̂Æ ν Í Ç ν È undeinenwinkelabḧangigenAnteil P Æ ϑ Í Ç ϑ È zerlegen.Die Phasenfunktion
P Æ ϑ Í Ç ϑ È ausGl. (28) ist bereitsamAnfangvonAbschnitt3.1ausf̈uhrlichdiskutiert
worden.Unter der Annahmevon isotroperStreuung(P Æ ϑ Í Ç ϑ È�Ã 13 Æ 2π Æ d Ê 1ÈVÈ )
wird derStreutermausGl. (93)zu

Ê σ Æ xÈ
2π Æ d Ê 1È Ë= � R̂Æ ν ÍÎÇ ν ÈqË

Sd ç 1

Å�Æ x Ç ϑ ÍÎÇ ν ÍKÈ dϑ Í dν ÍÎÇ (95)
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wobeiR̂Æ ν Í Ç ν È alswinkelgemittelteWiederverteilungsfunktion

R̂Æ ν Í#Ç ν È%Ã 1Æ 2π Æ d Ê 1ÈVÈ 2 Ë
Sd ç 1

Ë
Sd ç 1

RÆ ϑ ÍÎÇ ν Í ;ϑ Ç ν È dϑ Í dϑ (96)

bezeichnetwird. DieseFunktionist normiert,sodaß

∞Ë
0

∞Ë
0

R̂Æ ν ÍÎÇ ν È dν Í dν Ã 1 (97)

gilt. Für dieTest-undBeispielrechnungenausKapitel6 und7 verwendenwir zwei
Grenzf̈alle: strikteKohärenzundvollständigeWiederverteilung(sieheauchFall II
undFall III ausAbschnitt4.1).Im erstenFall erhaltenwir

R̂Æ ν ÍÎÇ ν È%Ã ϕ Æ ν ÍKÈ δ Æ ν Ê ν Í|È (98)

undim letzteren

R̂Æ ν ÍÎÇ ν È7Ã ϕ Æ ν ÍKÈ ϕ Æ ν ÈJÑ (99)

SomitvereinfachtsichderStreutermausGl. (93) für denFall derkohärenteniso-
tropenStreuungzu Ê σ Æ x Ç ν È

2π Æ d Ê 1È Ë
Sd ç 1

Å�Æ x Ç ϑ ÍÎÇ ν È dϑ ÍÎÇ (100)

Gl. (100)hatdiegleicheGestaltwie derStreuterm,denwir im monochromatischen
Fall (vgl. Gl. (27)) verwendethaben.Für denFall dervollständigenWiedervertei-
lung werdendie Photonenisotrop im Winkel gestreut,jedochzufällig über das
Linienprofil wiederverteilt.Somiterhaltenwir alsStreuterm

Ê σ Æ x Ç ν È
2π Æ d Ê 1È ∞Ë

0

ϕ Æ ν ÍKÈSË
Sd ç 1

Å�Æ x Ç ϑ ÍÎÇ ν È dϑ Í dν ÍÎÑ (101)

Da wir in unserenTestbeispielenstetsisotropeStreuungim Winkel betrachtetha-
ben,werdenwir im folgendendie einfachsteForm derPhasenfunktionP Æ ϑ Í Ç ϑ È7Ã
13 Æ 2π Æ d Ê 1ÈVÈ annehmen.Esseijedochunterstrichen,daßderCodeauchanisotro-
peStreuphasenfunktionenverwendenkann.

Als Randbedingungwerdendie sogenanntenVakuum-Randbedingungenauf
demEinstr̈omrandΓ Ó für astrophysikalischeProblemevorgegeben,d.h.Å�Æ x Ç ϑ Ç ν È%Ã 0 auf Γ Ó Ò I Ñ (102)



46 Strahlungstransportbei vollständigerWiederverteilung

Um sp̈atereineendlicheDiskretisierungvornehmenzu können,beschr̈anken wir
die Frequenzenauf ein endlichesIntervall: ν Û I : Ã 7

a Ç b8 , wobei a Ç b Û~Ü�� . Das
Intervall mußsogroßgewählt werden,daßderProzeßdervollständigenWieder-
verteilunginnerhalbdesIntervalls korrektber̈ucksichtigtwird. Ein Maßfür diese
Intervallanpassungist die Güte, mit der die Normierungder Wiederverteilungs-
funktionundderAbsorptionsprofilfunktioninnerhalbdesIntervalls

Ë
I

Ë
I

ψ Æ ν ÍÎÇ ν È dν Í dν Ã 1 und Ë
I

ϕ Æ ν È dν Ã 1 Ç (103)

erfüllt werden.Dawir eineisolierteSpektralliniebetrachten,könnenwir die Inter-
vallgrenzpunktea und b jeweils zwischenzwei Linien wählen,so daßdie Strah-
lungsintensiẗat in denFrequenzena undb gleichderkonstantenIntensiẗatderKon-
tinuumsstrahlungist unddieAbleitungenin unmittelbarerUmgebungderIntervall-
grenzenbeliebigklein werden.Somitgilt

Å�Æ x Ç ϑ Ç ν È%Ã const für ν Û 7 a Ç b8 (104)

und

∂ν Å�Æ x Ç ϑ Ç ν È)ü δ für ν Û 7 a > ε Ç b > ε 8 Ç (105)

wobei δ Ç ε æ 0 und δ klein ist. Dies ist keineRandbedingung,die wir vorgeben
müssen,sondernsieergibt sichausderRechnung,daderIntegralkernϕ Æ ν Í È anden
Intervallgrenzenverschwindet.

4.3 SchwacheFormulierung

Als Lösungsraumfür die STGmit vollständigerWiederverteilungkönnenwir den
RaumV ausAbschnitt3.2nicht übernehmen,dadieserdiezus̈atzlicheDimension
der Frequenznicht entḧalt. Die am Endevon Abschnitt3.1 eingef̈uhrtenOpera-
toren zur übersichtlichenDarstellungder monochromatischenSTG ändernsich
durchdieBerücksichtigungderFrequenzennicht,dadiesealleν-unabḧangigsind.
Esist also 5 Å�Æ x Ç ϑ Ç ν È Ã ϑ Ä ∇xÅ�Æ x Ç ϑ Ç ν È (106)

und É Å�Æ x Ç ϑ Ç ν È Ã Å�Æ x Ç ϑ Ç ν È\ÊÌË
Sd ç 1

P Æ ϑ ÍÎÇ ϑ È Å�Æ x Ç ϑ Í#Ç ν ÍKÈ dϑ ÍÎÑ (107)
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Dawir im folgendendievereinfachendeAnnahmederisotropenStreuungmachen
werden,lautetderStreuoperatornunÉ Å�Æ x Ç ϑ Ç ν È7Ã Å�Æ x Ç ϑ Ç ν ÈOÊ 1

2π Æ d Ê 1È Ë
Sd ç 1

Å�Æ x Ç ϑ ÍÎÇ ν ÍKÈ dϑ ÍÎÑ (108)

Für einekompaktereDarstellungderSTGmit vollständigerWiederverteilungfüh-
renwir nochzus̈atzlicheinenOperator? ein:? Å�Æ x Ç ϑ Ç ν È : Ã ϕ Æ ν ÈA@ Å�Æ x Ç ϑ Ç ν È\Ê 1

2π Æ d Ê 1È Ë
I

ϕ Æ ν ÍKÈSË
Sd ç 1

Å�Æ x Ç ϑ ÍÎÇ ν ÍKÈ dϑ Í dν Í"B
(109)

Analog zum naẗurlichen LösungsraumdesmonochromatischenStrahlungstrans-
portproblems(vgl. (39))erhaltenwir für denfrequenzabḧangigenFall alsgeeigne-
tenFunktionenraum

W : Ã÷ö Å Û L2 Æ Ω Ò Sd Ó 1 Ò I È øøø 5 Å Û L2 Æ Ω Ò Sd Ó 1 Ò I È ú Ñ (110)

Die zugeḧorigeNormdefinierenwir durchÙ Å Ù 2
W : Ã Ù ê δ 5 Å Ù 2

Ω × Sd ç 1 × I Ð Ù Å Ù 2
Γ × I (111)Ð Ù ê κÅ Ù 2

Ω × Sd ç 1 × I Ð Ù ê σϕΠ ì Å Ù 2
Ω × Sd ç 1 × I Ñ

Die stabilisierteschwacheFormulierunglautetschließlich:
SucheÅ Û W, sodaßgilt

cδ ÆãÅ Ç υ È : Ã Ô 5 Å Ç υ Ð δ 5 υ Õ Ω × Sd ç 1 × I Ð Ô
κÅ Ç υ Ð δ 5 υ Õ Ω × Sd ç 1 × IÐ Ô

σ ? Å Ç υ Ð δ 5 υ Õ Ω × Sd ç 1 × I Ð Ô Å Ç υ Õ Γ ç0× I (112)Ã Ô
f Ç υ Ð δ 5 υ Õ Ω × Sd ç 1 × I ä υ Û WÑ

Der Index δ zeigtan,daßdieSDFEMzurStabilisierungbenutztwird unddadurch
der Term ,,δ 5 υ“ in der Testfunktionauftritt. Die Existenzund Eindeutigkeit der
LösungÅ in Gl. (112)wird in Wild (1999)gezeigt.

4.4 Diskretisierung

Zunächstpräsentierenwir eineGalerkin-DiskretisierungderSTGmit vollständiger
Wiederverteilung.Diesist die mathematischkorrekteVorgehensweisezur Lösung
derpartiellenIntegro-Differentialgleichung,insbesondereauchim Hinblick aufdie
HerleitungeinesaposterioriFehlerscḧatzers.
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Die Zerlegungenî Ω von Ω und î Sd ç 1
von Sd Ó 1 ausAbschnitt3.3könnenbei-

behaltenwerden.DasFrequenzintervall I mußallerdingsnochunterteiltwerden.
Dazubildenwir dieZerlegung î I durchAufteilungdesIntervalls I Ã 7

a Ç b8 in end-
lich vieleElementeKI

i , Æ i Ã 1 ÇZÑ|Ñ|ÑKÇ M ð ∞ È , für diegilt:ó
i

K̄I
i Ã I und KI

i ô KI
j Ã /0 für i õÃ j Ñ (113)

Wir definierenalsFunktionenraum̈uberI

WI
h : Ã÷ö υ Û L2 Æ I Èýøøø υ ò K Û Ps Æ K È�ä K Ûlî I ú Ñ (114)

Die DiskretisierungdesIntervalls I führenwir analogderDiskretisierungderEin-
heitsspḧareSd Ó 1 durch.Diesehabenwir anfangsmöglichstgleichm̈aßigunterteilt
und habendannauf den TeilgebietenkonstanteBasisfunktionengewählt. Somit
beschr̈anken wir unsfür dasIntervall I auf eineäquidistanteVerteilungder Fre-
quenzsẗutzstellenundaufdenPolynomgrads Ã 0, d.h.υ ò KI

i
Ã cK .

WegenM ð ∞ existierenendlichviele Basisfunktionenvon WI
h , die wir mitÞ ρi à i , i Û 7 1 ÇZÑ|Ñ|Ñ|Ç M 8 bezeichnenunddie die Gestaltwie in Gl. (53) haben.Als dis-

kretenAnsatzraumfür die Lösung Å h der diskretisiertenSTG mit vollständiger
Wiederverteilungwählenwir

Wh Ã ö υ Û W øøø υ ò KΩ Û Q1 Æ KΩ È�ä KΩ Û4î Ω Ç υ ò Ω Û C0 Æ Ω È
υ ò KSd ç 1 Û P0 Æ KSd ç 1 È�ä KSd ç 1 Ûlî Sd ç 1 Ç (115)

υ ò KI Û P0 Æ KI È�ä KI Ûlî I ú Ñ
Als BasisfunktionenÞ ϕi jk à i jk vonWh erhaltenwir

ϕi jk Æ x Ç ϑ Ç ν È%Ã ψi Æ xÈ π j Æ ϑ È ρk Æ ν ÈJÇ (116)

wobeiψi Æ xÈ dieBasisfunktionenvonVΩ
h undπ j Æ ϑ È diejenigenvonVSd ç 1

h sind(vgl.
Abschnitt3.3).

Die diskreteschwacheFormulierungderSTGmit vollständigerWiedervertei-
lung lautet:sucheÅ h Û Wh, sodaßgilt

cδ ÆãÅ h Ç υh È : Ã Ô 5 Å h Ç υh Ð δ 5 υh Õ Ω × Sd ç 1 × I Ð Ô
κÅ h Ç υh Ð δ 5 υh Õ Ω × Sd ç 1 × IÐ Ô

σ ? Å h Ç υh Ð δ 5 υh Õ Ω × Sd ç 1 × I Ð Ô Å h Ç υh Õ Γ ç0× I (117)Ã Ô
f Ç υh Ð δ 5 υh Õ Ω × Sd ç 1 × I ä υh Û Wh Ñ

WegenWh í W ist nachdemSatzvon Lax-Milgram die Bilinearform cδ ÆãÅ h Ç υh È
stetigundkoerzitiv. Mit demLemmavonCea(siehez.B.Großmann& Roos1992)
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erhaltenwir die ExistenzundEindeutigkeit einerLösungÅ h Û Wh von Gl. (117).
Für EinzelheitensieheauchWild (1999).

EineDiskretisierungsm̈oglichkeit desIntegralsüberdasFrequenzspektrumer-
gibt sich direkt ausder AnwendungeinerQuadraturformel.Die Zerlegungenî Ω

von Ω und î Sd ç 1
vonSd Ó 1 ausAbschnitt3.3könnenbeibehaltenwerden.DasFre-

quenzintervall I Ã 7
a Ç b8 mußallerdingsnochunterteiltwerden.Ausgehendvon L

Stützstellen

Ξ : Ã 7
ν1 Ç ν2 ÇZÑ|Ñ|Ñ|Ç νL 8\í I (118)

undzugeḧorigenGewichten

w1 Ç w2 ÇVÑ|ÑKÑ|Ç wL (119)

definierenwir einQuadraturverfahrenQ:

Q Æ ζ È : Ã L

∑
l � 1

wl ζ Æ νl È (120)

für Integrale 6 I ζ Æ ν Í È dν Í über I . Der Integrandder frequenzabḧangigenSTG mit
vollständigerWiederverteilungist ζ Æ νl È\Ã ϕ Æ νl ÈC6 Sd ç 1 P Æ ϑ Í Ç ϑ È Å�Æ x Ç ϑ Í Ç νl È dϑ Í . Wenn
wir einenIndex ,,k“ einführen,der die Abhängigkeit desKoeffizientenoderder
invariantenIntensiẗat vom k-ten Frequenzpunktcharakterisiert,erhaltenwir eine
semi-diskreteFormulierungderSTGmit vollständigerWiederverteilung(93):

ϑ Ä ∇xÅ k Ð χkÅ k Ê σk

2π Æ d Ê 1È L

∑
l � 1

wl ϕl Ë
Sd ç 1

Å�Æ x Ç ϑ Í#Ç νl È dϑ Í�Ã fk Ç (121)

wobeiχk Ã κ Æ x Ç νk È5Ð σ Æ x Ç νk È dieOpaziẗatbezeichnetundk Ç l Ã 1 ÇZÑ|Ñ|Ñ|Ç L. Die Struk-
tur der,,monochromatischen“STGfür jedenFrequenzpunktνk ist dieselbewie in
Abschnitt3.3,sodaßdie Diskretisierungwie dort beschriebenerfolgenkann.Der
einzigeUnterschiedliegt in einerver̈andertenQuellfunktionundeinemabgëander-
tenVorfaktorzumStreuintegral. Falls l õÃ k könnendie TermeausderSummein
Gl. (121)aufdierechteSeitegebrachtwerdenundalszus̈atzlichekünstlicheQuell-
termemit fk zusammengefaßtwerden.Für l Ã k erhaltenwir einStreuintegralver-
gleichbarmit demausAbschnitt3.3, wobei wir nur nochdie Multiplikation des
Quadraturgewichteswk undderProfilfunktionϕk ber̈ucksichtigenmüssen.

4.5 Fehlerscḧatzer

Zunächstleitenwir einenFehlerscḧatzeraufderBasisderim vorhergehendenAb-
schnittbeschriebenenGalerkin-DiskretisierungderSTGmit vollständigerWieder-
verteilungher. Danachgebenwir einenvereinfachtenFehlerscḧatzeran,wie dieser
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aufgrunddertats̈achlichenDiskretisierungimplementiertist underläuterndiedar-
ausresultierendenEinschr̈ankungenhinsichtlichderScḧarfederFehlerkontrolle.

BeimFehlerscḧatzerfür dieGalerkin-diskretisierteSTGmit vollständigerWie-
derverteilungbetrachtenwir zus̈atzlichzumGebiets-undWinkel-Fehlerauchden
Fehlerin denFrequenzen.Die Funktion Å�Æ x Ç ϑ Ç ν Ècò I approximierenwir mit stück-
weisekonstantenFunktionen.Wie wir bereitsim Abschnitt3.4 für die monochro-
matischeSTGbeschriebenhaben,ben̈otigenwir denzumStrahlungstransportope-
ratormit vollständigerWiederverteilung DâÃE5¹Ð κ Ð σ ? dualenOperatorDF� und
die dualeLösungz, um eineneffizientenFehlerscḧatzerkonstruierenzu können.
DerzumStrahlungstransportoperatorD dualeOperatorDF� besitztdieDarstellung

c Æ u Ç υ È Ã Æ D Å Ç υ ÈÃ ÆãÅ ÇGD � υ È (122)Ã Ô Å Ç Æ ÊH5�Ð κ Ð σ ? È υ Õ Ω × Sd ç 1 × I Ð Ô Å Ç υ Õ Γ � Ñ
Mit � Æ ϕ È : Ã Æ DF� zÇ ϕ È und � ÆãÅ ÈFÊI� Æ|Å h È\ÃJ� Æ eÈ erhaltenwir denFehlerscḧatzer� Æ eÈ¦ü η ÆãÅ h È%Ã ∑

K

ηK

Ã D

∑
d � 1

L

∑
l � 1

M

∑
m� 1

C
Ù
f ÊKD Å h

Ù
KΩ

d × KSd ç 1
l × KI

m�
h2

KΩ
d

Ù
∇2

xz
Ù
KΩ

d × KSd ç 1
l × KI

m
Ð h

KSd ç 1
l

Ù
∂ϑz

Ù
KΩ

d × KSd ç 1
l × KI

m
(123)

h2
KSd ç 1

l

Ù
∂2

ϑz
Ù
KΩ

d × KSd ç 1
l × KI

m
Ð hKI

m

Ù
∂νz

Ù
KΩ

d × KSd ç 1
l × KI

m

h2
KI

m

Ù
∂2

νz
Ù
KΩ

d × KSd ç 1
l × KI

m � Ñ
AuchdieDifferentialquotienten

Ù
∂νz

Ù
K und

Ù
∂2

νz
Ù
K müssenwiederumdurchbere-

chenbareDifferenzenquotientenderNäherungzh abgescḧatztwerden.
Der in Abschnitt3.4 hergeleitetegewichteteResiduenscḧatzer(vgl. Gl. (74))

erlaubtgezieltdie a posterioriFehlerkontrolle in einzelnen,physikalischrelevan-
ten Größen,sowie die adaptive Erzeugungder hierfür ,,optimalen“Gitter (siehe
auchKanschat1998;Wehrseetal. 1999).DieserigoroseFehlerkontrolleeinzelner
Meßgr̈oßen,wie z.B. die BeobachtungeinerPunktquelle,läßtsich auchauf den
frequenzabḧangigenFall übertragen.Nehmenwir wiederumdie typischeBeob-
achtungssituation,wie wir sie in Abb. 4 skizziert haben.Da der gewichteteRe-
siduenscḧatzerden Fehlernur für eine einzelneMeßgr̈oßekontrolliert, müßten
wir beispielsweiseeinenFrequenzmittelungsprozeßüberdasgesamteLinienprofil
durchf̈uhrenunderhieltendenSpektrallinienfluß.Für die typischeBeobachtungs-
situationausAbb. 4, bei der die Strahlungsintensität in einerRichtungϑobs zum
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Beobachtergemessenwird undΓobsderdemBeobachterzugewandteTeil desRan-
desist, wäredasentsprechendeAuswertungsfunktional� obsÆ|Å È : Ã Ë= � Ë

Γobs

Å�Æ x Ç ϑobsÇ ν È ϑΓ Ä ϑobsdxdν Ñ (124)

Daszu diesemFunktionalgeḧorendedualeProblementsprichtdemprimalenPro-
blemohneQuellenim InnerndesRechengebietsundkonstanterEinstrahlungaus
RichtungderErdemit Mittelwert 1 für alleFrequenzen.

Wie wir im nachfolgendenAbschnittausf̈uhrenwerden,lösenwir zur Redu-
zierungdesHauptspeicherbedarfssukzessive L ,,monochromatische“Strahlungs-
transportgleichungenvomTyp (121)für jedendiskretenFrequenzpunkt.Diesführt
dazu,daßwir die rechteSeitedesFehlerscḧatzers(123) nicht mehr berechnen
können.Alternativ wendenwir deshalbin jedemdiskretenFrequenzpunktνi ein
Auswertungsfunktional� obsÆãÅ i È%Ã�Ë

Γobs

Å�Æ x Ç ϑobsÇ νi È ϑΓ Ä ϑobsdx (125)

an.Daszu diesemFehlerfunktionalgeḧorende,,duale“Problemist rechteinfach
strukturiert: � obsÆ ϕ È%Ã Æ ϕ ÇLD �i zi È ä ϕ Û WÇ (126)

wobeiderdualeStrahlungstransportoperatorDM� bereitsweiterobendefiniertwur-
de.Der Index ,,i“ charakterisiertdieAbhängigkeit desdualenStrahlungstransport-
operatorsundderdualenLösungvom i-tenFrequenzpunkt.DiesesdualeProblem
entsprichtdemPrimalenohneQuellenim InnerendesGebietesundmit konstanter
EinstrahlungausRichtungdesBeobachtersmit Mittelwert1. Als lokaleGitterver-
feinerungsindikatorenwerdennundiemaximalenlokalenIndikatoren

ηK : Ã max
i

Þ η
Ö i Ø
K à (127)

der einzelnenFrequenzpunkteνi verwendet.η
Ö i Ø
K entsprichtim wesentlichendem

Indikator desmonochromatischenStrahlungstransportproblems(vgl. denlokalen
Indikator in Gl. (74) und dessenHerleitung)und ergibt sich wie folgt, wennden
Fall dervollständigenWiederverteilungbetrachtet:

η
Ö i Ø
K Ã Ù

fi Ê�D i Å Ö i Øh

Ù
KΩ

d × KSd ç 1
l

h2
KΩ

d

Ù
∇2

xzi
Ù
KΩ

d × KSd ç 1
l

Ñ (128)

Somiterhaltenwir eineneinzigenmaximalenFehlerundzwar für dieberechneten
Strahlungsfl̈usseandendiskretenFrequenzsẗutzstellen.Esist jedochzu beachten,
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daßwir einenvereinfachtenlokalenFehlerindikatorohnedie Frequenzfehlerbei-
trägeverwenden,sodaßeineAussagëuberdie genaueSchranke derFehlergröße
in deneinzelnenFrequenzpunktennichtmehrscharfist. Die praktischeBedeutung
dermaximalenlokalenIndikatorenausGl. (127)liegt nicht in derFehlerkontrolle,
sondernvielmehrbeiderGitterverfeinerungsstrategiedesOrtsgitters.

4.6 ResultierendeMatrixstruktur und LösungdesGleichungssystems

In derPraxisscheitertderVersuch,dasausderDiskretisierungresultierendelinea-
reGleichungssystemalsGanzeszu lösen,bereitsbeimäßigerAuflösungim Orts-,
Winkel- undFrequenzraumanderGrößedieseSystems.Alternativ teilenwir das
Frequenzintervall in endlich viele diskreteStützstellenund lösensukzessive ein
monochromatischesStrahlungstransportproblemfür jedeneinzelnendiskretenFre-
quenzpunkt.Somit lösenwir immernochdasgesamtelineareGleichungssystem,
nur daßsichdie Größedesim Hauptspeicherzu haltendenSystemserheblichre-
duziert.Die DiskretisierungbleibtdabeivomGalerkin-Typ.

Bei der Diskretisierungder frequenzabḧangigenSTG mit vollständigerWie-
derverteilungfür N Freiheitsgradein Ω, M Ordinatenin Sd Ó 1 und L Stützstellen
im Frequenzintervall I Ã 7 a Ç b8 erhaltenwir eindiskreteslinearesGleichungssystem
derForm

Apolyu Ã f (129)

mit demVektoru, derdie spezifischenIntensiẗatenentḧalt undmit demVektor f,
derdie Quelltermebeinhaltet.DiesebeidenVektorenhabendie Länge Æ N Ä M Ä L È
undApoly ist eine Æ N Ä M Ä L ÈOÒ Æ N Ä M Ä L È -Matrix. DiesesGleichungssystemschreibt
sichin Blockform

'(((() Amono
1 ω2S1 ÑVÑZÑ ωLS1

ω1S2 Amono
2

. .. ωLS2
...

. . . . ..
...

ω1SL ÑVÑVÑ ÑVÑZÑ Amono
L

,.----/ '((() u1

u2
...

uL

, ---/ Ã '((() f1

f2
...
fL

, ---/ Ñ (130)

Wennwir die in Kapitel 3 behandelteTensorproduktstrukturverwenden,hat die
,,monochromatische“Strahlungstransportmatrixfür einendiskretenFrequenzpunkt
νk dieForm

Amono
k Ã T Ð K k Ð Sk (131)
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mit derBlockstruktur

T Ã�'()+* 1 0
. . .

0 * M

,.-/ Ç (132)

K k Ã�'()10 1 Æ χk È 0
. . .

0 0 M Æ χk È
,.-/ Ç (133)

Sk Ã�'() ωk 2 1 Æ σk È ÑZÑVÑ ωk 2 1 Æ σk È
...

. . .
...

ωk 2 M Æ σk È¦ÑZÑVÑ ωk 2 M Æ σk È
,.-/ Ç (134)

wobeiωk Ã wkϕk 3 Æ 2π Æ d Ê 1È M È ist (vgl. dazuauchdiesemi-diskreteFormulierung
derSTGmit vollständigerWiederverteilungausGl. (121)).Bei Berücksichtigung
derDiskretisierungdurchdieSDFEMsinddieEinträgederN Ò N-Blöckedefiniert
durch * mn

i Ã Æ υm Ð δϑi Ä ∇xυm Ç ϑi Ä ∇xυn È (135)0 mn
i Æ χk È7Ã Æ υm Ð δϑi Ä ∇xυm Ç χkυn È (136)2 mn
i Æ σk È7Ã Æ υm Ð δϑi Ä ∇xυm Ç σkυn È(Ç (137)

mit m Ã 1 ÇVÑKÑ|Ñ|Ç N andn Ã 1 ÇVÑKÑ|Ñ|Ç N.
Wie bereitszu Beginn diesesAbschnittserwähnt, ist eine vollständigeBe-

handlungdesfrequenzabḧangigenStrahlungstransportproblems(mit der Tensor-
produktstrukturΩ Ò Sd Ó 1 Ò I ) viel zu ,,kostspielig“, d.h., daßdas resultierende
Gleichungssystembereitsbei mäßigerAuflösungsowohl im Orts- und Winkel-
raum,als auchim Frequenzraumeineviel zu großeAnzahl von Freiheitsgraden
aufweist,um auf den heutigenRechnerngelöst werdenzu können.Eine Paral-
lelisierungsstrategie sowohl im Winkel- als auchim Frequenzraumwäre relativ
einfachzu realisieren,jedochwürdenbei einervern̈unftigenAuflösungvon etwa
80Strahlrichtungenund80FrequenzenMaschinenmit 6400Prozessorenben̈otigt.
Wennzus̈atzlicheinehoheOrtsaufl̈osungerforderlichist – wasfastimmerderFall
ist – , sollte jeder dieser6400Prozessoren̈ubereinenHauptspeichervon minde-
stens500Mb verfügen.Eine solcheMaschineist in Deutschlandzur Zeit nicht
verfügbar, jedochgibt es am LawrenceLivermoreNational Laboratoryund am
SandiaNationalLaboratoryin denUSA Parallelrechnermit mehrals6500Prozes-
soren.Da wir keinenZugangzu derartgroßenRechnernhaben,müssenwir uns
eineAlternative zu dervollständigenBehandlungfrequenzabḧangigerStrahlungs-
felderüberlegen.
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Wir betrachtendieL ,,monochromatischen“Strahlungstransportprobleme

Amono
k uk Ã f̃k Æ k Ã 1 ÇVÑKÑ|Ñ|Ç L È (138)

nacheinander. Die Vektorenuk enthaltendie spezifischenIntensiẗatenund f̃k die
Werte desQuelltermsfür die Frequenzenνk. DiesebeidenVektorenhabendie
LängeÆ N Ä M È undAmono

k ist eine Æ N Ä M ÈHÒ Æ N Ä M È -Matrix (sieheoben).Die Struk-
tur derMatrix Amono

k ist diegleichewie bereitsin Abschnitt3.5beschrieben(siehe
oben).DereinzigeUnterschiedbestehtdarin,daßdieGewichteωuυ Ã P Æ ϑu Ç ϑυ È43 MÃ 13 Æ 2π Æ d Ê 1È M È (isotropeStreuung)in derkohärentenStreumatrix(83)mit den
Quadraturgewichtender Frequenzintegrationwk und der Linienprofilfunktion ϕk

multipliziert werdenmüssen.Die modifizierte rechteSeite f̃k entḧalt nicht nur
die Beiträgevon thermischenQuellenfk, sondernauchdie Summeder Beiträge
∑l N� k ωl M kul ausder Quadraturformelfür dasFrequenzintegral, die nicht auf die
,,aktuelle“Frequenzk wirken.

DerLösungsalgorithmusdesgesamten,frequenzabḧangigenProblemsliestsich
in Kürzewie:

1. Startemit Å Ã 0 für alleFrequenzen.

2. LöseGl. (121)für k Ã 1 ÇZÑ|Ñ|Ñ|Ç L.

3. WiederholeSchritt2, bisdieLösungkonvergiert.

4. VerfeineredasOrtsgitterundwiederholeSchritt2 und3.

Die Orts-undWinkeldiskretisierungderStrahlungstransportproblemefür die ein-
zelnenFrequenzpunkteνk sowie dieLösungderresultierendenGleichungssysteme
erfolgt wie wir es im Fall der monochromatischenSTG beschriebenhaben(vgl.
Kapitel 3). Aufgrund der FrequenzkopplungdesglobalenIntegraloperatorsder
vollständigenWiederverteilungerhaltenwir zus̈atzlich zu dieserinnerenIterati-
onsschleifedesbi-CGSTAB-LöserseineäußereIterationsschleife.Zur Lösungdes
gesamtenProblemsApolyu Ã f verwendenwir ein Block-Gauß-Seidel-Verfahren.
Dabeistartenwir beimFrequenzpunktk Ã 1 undlösensukzessivedie ,,monochro-
matischen“Strahlungstransportproblemebis zum letzten Frequenzpunktk Ã L.
DiesenäußerenIterationsschrittwiederholenwir so oft, bis sich die Lösungim
RahmeneinervorgegebenenToleranznicht mehrändert.Falls wir denstation̈aren
Iterationsschrittmit demIndex Æ i È kennzeichnen,erhaltenwir folgendeL ,,mono-
chromatische“Strahlungstransportprobleme:

Amono
k u

Ö i Ø
k Ã fk Ð ∑

l O k

ωl Sku
Ö i Ø
l Ð ∑

l P k

ωl Sku
Ö i Ó 1Ø
l Ñ (139)
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Der Vorteil desobenbeschriebenenLösungsverfahrensbestehtdarin, daßwir L
,,monochromatische“undsomit ,,kleinere“Strahlungstransportproblemenachein-
anderlösenkönnen.Somit könnenwir eine sehrgute Auflösungbei der Orts-,
Winkel- undFrequenzdiskretisierungerzielen.
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5 Strahlungstransport in bewegtenMedien

5.1 Moti vation und physikalischeEigenschaften

In diesemAbschnittwerdenzwei Fälle betrachtet:im erstenFall wird Strahlung
von einemrelativ zumBeobachterbewegtenObjektausgesendet,im zweitenFall
wird StrahlungvoneinemdifferentiellbewegtenMediumgestreut.In beidenFällen
ergibt sich eine Doppler-Verschiebung des Spektrumsund daherkönnenbeide
Fälle gemeinsambehandeltwerden.Sietretenim allgemeinenkombiniertauf und
müssenin vielen astrophysikalischenProblemenmitber̈ucksichtigtwerden.Als
BeispieleseienrotierendeAkkretionsscheiben,kollabierendeoderexpandierende
GalaxienoderProtogalaxienundSupernovaegenannt.InsbesonderedieStrahlung
voneinerrotierendenAkkretionsscheibeverdeutlichtdenEffekt desGeschwindig-
keitsfeldsaufdas(Linien-) Spektrum.WenndieScheibevonderSeiteausbetrach-
tetwird, entḧalt dasSpektrumnebenderInformationüberdiechemischenZusam-
mensetzung,die Temperaturund die Radialgeschwindigkeit bez̈uglich der Erde
auchInformationenüberdieRotationsgeschwindigkeit derScheibeselbst.Für den
Fall einer einzelnenSpektralliniewird der Anteil der Linie ausdem Gebietder
Scheibe,dassich auf denBeobachterzu bewegt, zu größerenFrequenzen(Blau-
verschiebung)undderjenigeAnteil ausdemGebiet,dassichvomBeobachterweg
bewegt, zukleinerenFrequenzen(Rotverschiebung)hin verschoben.DerDoppler-
Effekt erzeugtin diesemFall eineVerbreiterungbzw. eineAufspaltungderLinie.
Qualitativ läßtsichdieserEffekt durcheineFarbkodierungder frequenzintegrier-
ten Intensiẗatsverteilungbeobachten(sieheAbb. 5). Dabeiwird der frequenzge-
mitteltenIntensiẗat in eineBeobachtungsrichtungentsprechendihrer Positionim
Spektrum(d.h.relativ vom Linienzentrumzu kürzerenoderlängerenFrequenzen)
ein RGB-Wert zugeordnet.Die Farbenrot und blau markierendiejenigenGebie-
te, in denendie obenbeschriebeneRot- bzw. Blauverschiebung vorkommt, und
Grün verweistauf die Regionenim Rechengebiet,in denender Doppler-Effekt
zumindestin RichtungdesBeobachterskeineRolle spielt. In Abb. 5 sind solche
farbcodiertenBilder für zwei rotierendeKonfigurationsbeispieleausKapitel7 dar-
gestellt.

Zus̈atzlichzumDoppler-Effekt tritt bei derBeobachtungvon bewegtenMedi-
enderEffekt derAberrationauf (sieheMihalas1978;Mihalas& Weibel-Mihalas
1984).DasPḧanomenderAberrationspiegelt die Endlichkeit derLichtgeschwin-
digkeit und die relative transversaleBewegungzwischenBeobachterund Strah-
lungsquellewieder. Für ein Photon,dassichauf geraderLinie mit konstanterFre-
quenzbewegt, mißt manim ruhendenBeobachtersystem,welcheswir ab jetzt als
Laborsystembezeichnenwerden,Beiträgevon AberrationundDoppler-Verschie-
bung, die sich von denenin anderen,bewegten Systemenunterscheiden.Diese
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ÄnderungenwerdendurcheineLorentz-Transformationbeschrieben,einerlineare
Transformation,die die BeziehungzwischendenrechtwinkligenRaum-undZeit-
koordinatenx Ç yÇ zÇ t desLaborsystemsunddenKoordinatenx0 Ç y0 Ç z0 Ç t0 desmitbe-
wegtenSystemsangibt(siehez.B. Mihalas& Weibel-Mihalas1984).Koeffizien-
ten,diesichaufdasmitbewegteSystembeziehen,erhaltenim folgendendenIndex
,,0“.

Abbildung 5: FarbkodierteGeschwindigkeitsverteilungen für einerotierendeob-
late Konfiguration und einenrotierendenHalo mit drei räumlich ausgedehnten
Photonenquellgebietenausjeweils zweiverschiedenenBlickrichtungen.Die Far-
bencharakterisierenBereicheim Rechengebiet,diesich vomBeobachterweg (rot)
odersich aufdiesenzubewegen(blau).

FüreinPhotonmit Frequenzν undRichtungϑ im Laborsystemgeltenfolgende
BeziehungenzurFrequenzν0 undRichtungϑ0 im mitbewegtenSystem:

ν0 Q γν Æ 1 Ê ϑ Ä β È
ν Q γν0 Æ 1 Ð ϑ0 Ä β È

ϑ0 Q Æ ϑ Ê β ÈÆ 1 Ê ϑ Ä β È (140)

ϑ Q Æ ϑ0 Ð β ÈÆ 1 Ð ϑ0 Ä β È Ç
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wobeiγ Q 13SR 1 Ê β2 derLorentzfaktorist, c die Lichtgeschwindigkeit undυ das
Geschwindigkeitsfelddarstellt.Zur Abkürzungwird β Q υ

c verwendet.

5.2 MathematischeFormulierung

AusgehendvonderAnnahme,daßfür nicht-relativistischbewegteMedienmit Ge-
schwindigkeitenbis zu etwa 10% der Lichtgeschwindigkeit die Advektions-und
Aberrationstermevernachl̈assigtwerdenkönne,gilt

γ Q 1R 1 T β2 � 1 und ϑ � ϑ0 U (141)

Weiter erfolgt die Transformationder Koordinatenx0 V y0 V z0 desmitbewegtenSy-
stemsins Beobachtersystemin derGestalt

x Q x W x0 V ν0 X
y Q y W y0 V ν0 X (142)

z Q zW z0 V ν0 X
durcheine,,vereinfachte“Lorentztransformationν Q ν0 W 1 Y ϑ Z β X , wobeiessich
im wesentlichenum eineGalilei-Transformationin Kombinationmit der linearen
Doppler-Formelhandelt.Mit Hilfe derTransformationsformelfür die Frequenzen
im mitbewegtenSystem

ν0 � ν
1 Y ϑ Z β (143)

wird im folgendendie mehrdimensionaleSTG im mitbewegtenSystemzun̈achst
für ein beliebigesGeschwindigkeitsfeld β hergeleitet (vgl. Wehrseet al. 2000).
Dazumüssenwir die RichtungsableitungdesDifferentialoperatorsder statischen
monochromatischenSTG(vgl. Gl. (27))

ϑ Z ∇x Q ϑx
∂
∂x
Y ϑy

∂
∂y
Y ϑz

∂
∂z

(144)

genaueruntersuchen.Wegender funktionalenAbhängigkeit in denTransformati-
onsgleichungen(142),gehendieDifferentialoperatorenfür dasmitbewegteSystem
überin

∂
∂x 
 ∂

∂x
Y ∂ν0

∂x
∂

∂ν0

∂
∂y 
 ∂

∂y
Y ∂ν0

∂y
∂

∂ν0
(145)

∂
∂z 
 ∂

∂z
Y ∂ν0

∂z
∂

∂ν0
U
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Die Lorentz-Transformationfür dieFrequenzim mitbewegtenSystem(143)impli-
ziert nun,daß

∂ν0

∂x � ∂
∂x [ ν

1 Y ϑ Z β \^]`_ T νW 1 Y ϑ Z β X 2 a ∂
∂x
W ϑ Z β X (146)

undanalog

∂ν0

∂y � _ T νW 1 Y ϑ Z β X 2 a ∂
∂y
W ϑ Z β X (147)

∂ν0

∂z � _ T νW 1 Y ϑ Z β X 2 a ∂
∂z
W ϑ Z β X (148)

gilt. Dem entsprechendtransformiertsich auchder Ausdruckfür die Richtungs-
ableitungin Strahlrichtungϑ Z ∇x in Gl. (27):

ϑ Z ∇x 
 ϑx

� ∂
∂x
T ν0W 1 Y ϑ Z β X ∂

∂x
W ϑ Z β X ∂

∂ν0 �Y ϑy

� ∂
∂y
T ν0W 1 Y ϑ Z β X ∂

∂y
W ϑ Z β X ∂

∂ν0 �Y ϑz

� ∂
∂z
T ν0W 1 Y ϑ Z β X ∂

∂z
W ϑ Z β X ∂

∂ν0 �] ϑ Z ∇x T ν0W 1 Y ϑ Z β X ϑ Z ∇x W ϑ Z β X ∂
∂ν0

U (149)

SomitlautetdieSTGfür nicht-relativistischbewegteMedien5cbdW x V ϑ V ν0 X T w W x V ϑ X ν0
∂beW x V ϑ V ν0 X

∂ν0
Y

κ0 W x V ν0 X bdW x V ϑ V ν0 X Y σ0 W x V ν0 Xgf bdW x V ϑ V ν0 X�Q f W x V ν0 X V (150)

wobei 5 und f die am Endevon Abschnitt3.1 definiertenOperatorensind.Der
frequenzunabḧangigeAnteil desVorfaktorsw W x V ϑ X vor demsogenanntenDoppler-
Termergibt sichaus

1W 1 Y ϑ Z β X ϑ Z ∇x W ϑ Z β X � ϑ Z ∇x W ϑ Z β X ] w W x V ϑ X U (151)

Als Frequenzbereichwählenwir ein endlichesIntervall I : Q 7 a V b8 und denRand
diesesIntervalls bezeichnenwir mit ∂I . Die Funktionw W x V ϑ X gibt an jedemOrt
und für jedeStrahlrichtungan,ob dasSpektrumzu kleineren(w W x V ϑ X æ 0) oder
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zu größeren(w W x V ϑ X ð 0) Frequenzenverschobenwird. Falls dasGeschwindig-
keitsfeldsogewählt ist, daßdieFunktionw W x V ϑ X dasVorzeichenwechselt,müssen
wir für w W x V ϑ X æ 0 aufdemoberenFrequenzintervallrand,alsofür beW x V ϑ V bX , einen
Randwertvorgeben.Für w W x V ϑ X ð 0 mußein Randwertan der unterenIntervall-
grenze,also für bdW x V ϑ V aX , vorgegebenwerden.Den Rand,auf dem die Vorga-
be einesWerteserforderlichist, bezeichnenwir mit Σ Ó í Ω Ò Sd Ó 1 Ò ∂I . Auch
bez̈uglich des,,Frequenz-Einstrahlungsrandes“Σ Ó beschr̈anken wir uns auf ho-
mogeneRandwerte.Somit lautendie korrektenRandbedingungenfür die STGin
bewegtenMedien(151)beW x V ϑ V ν0 XhQ 0 auf Γ Ó Ò I und (152)beW x V ϑ V ν0 XhQ 0 auf Σ Ó U (153)

Wenn man spezielleGeschwindigkeitsfelder(wie z.B. makroskopischerKollaps
oder eine Expansion)ber̈ucksichtigt,wechseltdie Funktion w W x V ϑ X dasVorzei-
chennicht.Somiterhaltenwir – ähnlichwie beiderBehandlungvon instation̈aren
Problemen– eineAnfangswertaufgabe.Abhängigdavon, ob w W x V ϑ X positiv oder
negativ ist, müssenwir amFrequenzpunkta oderb einenAnfangswertvorgeben.

Häufig ist esfür die numerischeLösung,aberauchfür die analytischeUnter-
suchungderSTGin bewegteMedienvon Vorteil, wenndie Frequenzabḧangigkeit
desgesamtenVorfaktorsw W x V ϑ X ν0 desDoppler-Termsunterdr̈uckt werdenkann.
DiesgeschiehtdurchdieTransformationξ0 Q lnν0 undwir erhaltenmit

∂ W lnν0 X
∂ν0

Q 1
ν0

(154)

denDoppler-TermohnefrequenzabḧangigenVorfaktor:

w W x V ϑ X ν0
∂beW x V ϑ V ν0 X

∂ν0
Q w W x V ϑ X ∂bdW x V ϑ V ν0 X

∂ W lnν0 X Q w W x V ϑ X ∂bdW x V ϑ V ξ0 X
∂ξ0

U (155)

Somit ergibt sich für die STG in bewegtenMedien(151) transformiertauf loga-
rithmischeFrequenzen5cbdW x V ϑ V ξ0 X T w W x V ϑ X ∂bdW x V ϑ V ξ0 X

∂ξ0
Y

κ0 W x V ξ0 X beW x V ϑ V ξ0 X Y σ0 W x V ξ0 Xgf bdW x V ϑ V ξ0 X�Q f W x V ξ0 X V (156)

mit denRandwertenbdW x V ϑ V ξ0 XhQ 0 auf Γ Ó Ò I und (157)bdW x V ϑ V ξ0 XhQ 0 auf Σ Ó U (158)
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Für den nicht-streuendenFall hat die Gl. (157) dieselbemathematischeStruk-
tur wie die mitbewegte Transportgleichung,die von Bascheket al. (1997b) für
plan-paralleleund spḧarisch-symmetrischeKonfigurationenverwendetwird. De-
ren Gleichungwurde als Grenzfall für kleine Geschwindigkeiten β und für die
Strahlrichtungenµ Q > 1 ausder (spḧarisch-symmetrischen)relativistischenSTG
ausMihalas & Weibel-Mihalas(1984) hergeleitet.Es sei noch bemerkt,daßin
der GleichungausBascheket al. (1997b)ein zus̈atzlicherAbsorptionsterm5wI
auftritt. DieserTermkannvermiedenwerden,wennmannicht die spezifischeIn-
tensiẗat I , sondern– wie bei derobigenHerleitung– einerelativistischinvariante
Intensiẗatverwendet(vgl. auchWehrse& Baschek1999).Somitkönnendieanaly-
tischenLösungenausBascheket al. (1997a,b)undVariantendavon für streuende
Medienunteranderemverwendetwerden,um aufwändigenumerischeCodes,die
die mehrdimensionaleSTG lösen,zu verifizieren(vgl. Richling et al. 2001). In
Abschnitt6 wird genauerauf denVergleichunterschiedlicherCodesfür einfache
Geometrieneingegangen.

5.3 SchwacheFormulierung

DerLösungsraumderSTGfür bewegteMedienmußalleFunktionenenthalten,für
die sowohl die Richtungsableitung5cbdW x V ϑ V ξ0 X , als auchdie Ableitung nachder
Frequenzν0∂bdW x V ϑ V ν0 X 3 ∂ν0 Q ∂beW x V ϑ V ξ0 X 3 ∂ξ0 existiert.Zur einfacherenHandha-
bungführenwir dieOperatoreni und j einalsi�beW x V ϑ V ξ0 X : Q w W x V ϑ X ∂beW x V ϑ V ξ0 X

∂ξ0
(159)

und jkbdW x V ϑ V ξ0 X : Q 5cbdW x V ϑ V ξ0 X TKi�bdW x V ϑ V ξ0 X U (160)

Als geeignetenLösungsraumdefinierenwir

X : Q ö b Û L2 W Ω Ò Sd Ó 1 Ò I X øøø jkb~Û L2 W Ω Ò Sd Ó 1 Ò I X ú (161)

undalszugeḧorigeNormÙ b Ù 2
X : Q Ù ê δjkb Ù 2

Ω × Sd ç 1 × I Y Ù ê κ0b Ù 2
Ω × Sd ç 1 × I (162)Y Ù ê σ0Π ìlb Ù 2

Ω × Sd ç 1 × I Y Ù b Ù 2
Γ × I Y Ù b Ù 2

Σ U
Zur StabilisierungkannbeispielsweiseeineSDFEMim Orts-Frequenz-Raumge-
wähltwerden,sodaßdieschwacheFormulierungmit f W x V ξ0 X Û L2 W Ω Ò I X undmit
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denKoeffizientenκ0 W x V ξ0 X V σ0 W x V ξ0 X Û L∞ W Ω Ò I X für Nullrandbedingungenlautet:
Sucheb~Û X, sodaßgilt

dδ W"b V υ X : Q Ô jmb V υ Y δj υ Õ Ω × Sd ç 1 × IY Ô
κ0b V υ Y δj υ Õ Ω × Sd ç 1 × IY Ô
σ0f b V υ Y δj υ Õ Ω × Sd ç 1 × I (163)Y Ô b V υ Õ Γ ç0× I Y Ô b V υ Õ Σ çQ Ô

f V υ Y δj υ Õ Ω × Sd ç 1 × I ä υ Û X U
Die Existenzund Eindeutigkeit für Lösungenvon dδ Wnb V υ X kannwiederumüber
denSatzvonLax-Milgramgezeigtwerden(sieheWild 1999).

5.4 Diskretisierung

Die DiskretisierungderSTGfür bewegteMedienerfolgt ähnlichwie im Fall der
vollständigenWiederverteilung(vgl. Abschnitt4.4),sodaßwir die dort beschrie-
beneZerlegung î I desFrequenzintervalls I Q 7 a V b8 unddie Zerlegung î Ω von Ω
und î Sd ç 1

von Sd Ó 1 ausAbschnitt 3.3 beibehaltenkönnen.Als Funktionenraum
überI definierenwir

XI
h : Q ö υ Û L2 W I X øøø υ ò K Û Ps W K X ä K Ûlî I ú U (164)

DasFrequenzintervall I unterteilenwir wiederumgleichm̈aßigundwählenaufden
TeilgebietenkonstanteBasisfunktionen,d.h. wir beschr̈anken uns auf den Poly-
nomgrads Q 0 (υ ò KI

i
Q cK).

Wegen M ð ∞ existierenendlich viele Basisfunktionenvon XI
h, die wir mitÞ τi à i , i Q Þ 1 V4UnUnUnV M à bezeichnenunddie die Gestaltwie in Gl. (53) haben.Als dis-

kretenAnsatzraumfür die Lösungb h derdiskretisiertenSTGfür bewegteMedien
wählenwir

Xh Q ö υ Û X øøø υ ò KΩ Û Q1 W KΩ X ä KΩ Ûlî Ω V υ ò Ω Û C0 W Ω X V
υ ò KSd ç 1 Û P0 W KSd ç 1 X ä KSd ç 1 Ûlî Sd ç 1 V (165)

υ ò KI Û P0 W KI X ä KI Ûlî I ú U
Als BasisfunktionenÞ ζi jk à i jk vonXh erhaltenwir

ζi jk W x V ϑ V ν X�Q ψi W xX π j W ϑ X τk W ν X V (166)

wobeiψi W xX dieBasisfunktionenvonVΩ
h undπ j W ϑ X diejenigenvonVSd ç 1

h sind(vgl.
Abschnitt3.3).



64 Strahlungstransportin bewegtenMedien

Als diskreteschwacheFormulierungderSTGfür bewegteMedienergibt sich
somit:

dδ W"b h V υh X : Q Ô 5ob h V υh Y δ 5 υh Õ Ω × Sd ç 1 × I T Ô i�b h V υh Y δ 5 υh Õ Ω × Sd ç 1 × IY Ô
κ0b h V υh Y δ 5 υh Õ Ω × Sd ç 1 × I Y Ô

σ0f b h V υh Y δ 5 υh Õ Ω × Sd ç 1 × IY Ô b h V υh Õ Γ ç0× I Y Ô b h V υh Õ Σ ç (167)Q Ô
f V υh Y δ 5 υh Õ Ω × Sd ç 1 × I ä υh Û Xh U

Wie wir bereitszu Beginn desAbschnittserwähnthaben,erfolgt die Diskreti-
sierungderSTGfür bewegteMedienähnlichwie im Fall dervollständigenWie-
derverteilung(vgl. Abschnitt4.4),nurmit demUnterschied,daßhierkein Integral
überdasFrequenzspektrumber̈ucksichtigtwerdenmuß,sondernein zus̈atzlicher
Ableitungstermbez̈uglichderFrequenz.Die DiskretisierungdieserFrequenzablei-
tungim Doppler-Term(159)erfolgtdurcheinunstetigesGalerkin-Verfahren(,,dis-
continousGalerkin“) vomGradr Q 0, kurzDG- bzw. DG(0)-Verfahren.Üblicher-
weisewerdendieDG-VerfahrenzurDiskretisierunggewöhnlicherDifferentialglei-
chungen(insbesonderevon Anfangswertaufgaben)verwendet,findenjedochauch
eineAnwendungbei der Zeitdiskretisierungund GittersteuerungpartiellerDiffe-
rentialgleichungen(siehedazuEriksson& Johnson1987,1991; Erikssonet al.
1985).TrotzdergrundlegendenUnterschiedeim AnsatzvonDG- undDifferenzen-
verfahrenlassensichzwischenbeidenKlassenauchengeBeziehungenfeststellen.
SokanndasDG(0)-Verfahrenim wesentlichenmit derimplizitenEuler-Formelder
Differenzenverfahrenidentifiziertwerden(sieheBöttcher1996).

AusgehendvonL Frequenzsẗutzstellen

Ξ : Q 7 ν1 V ν2 V4UnUnUnV νL 8\í I (168)

ergibt sichfür dieDG(0)DiskretisierungdesDoppler-Terms:T w W x V ϑ X ν∂b
∂ν
T 
 T wνk

b k Tpb k Ó 1

∆νk
für w W x V ϑ X ð 0 (169)

und T w W x V ϑ X ν∂b
∂ν
T 
 T wνk

b k � 1 Tqb k

∆νk
für w W x V ϑ X æ 0 U (170)

Wie obenbereitserwähnt wurde,kann dasDG(0)-Verfahrenmit der impliziten
Euler-Formelidentifiziertwerden,wobei jedochzu beachtenist, daßderDoppler-
Term – im Gegensatzzur Diskretisierungeiner Zeitableitung– dasVorzeichen
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wechselnkann.Aus Gründender Einfachheitwählenwir eine äquidistanteUn-
terteilungdesFrequenzintervalls I , so daßdie Intervallängezwischenzwei auf-
einanderfolgendendiskretenFrequenzpunkten∆νk Q konstantist. Der Index ,,k“
charakterisiertdie Abhängigkeit der Größenvom k-ten diskretenFrequenzwert.
Mit γk Q γ W x V ϑ V νk X<Q w W x V ϑ X νk 3 ∆νk erhaltenwir einesemi-diskreteFormulierung
derSTGfür bewegteMedien

ϑ Z ∇xb k YJW χk Y�ò γk ò X b k T
σk

2π W d T 1Xsr
Sd ç 1

bdW x V ϑ t V νk X dϑ t Q fk Y�ò γk òWÿ b k Ó 1 W γk ð 0Xb k � 1 W γk æ 0X V (171)

wobei χk Q κ W x V νk X Y σ W x V νk X die Opaziẗat bezeichnet.Die Strukturder ,,mono-
chromatischen“STGfür jedenFrequenzpunktνk ist dieselbewie in Abschnitt3.3,
sodaßdie DiskretisierungdesOrts-undWinkelraumswie dort beschriebenerfol-
genkann.DereinzigeUnterschiedliegt in einerumzus̈atzlicheTermeerweiterten
Quellfunktion(ähnlichwie im Fall dervollständigenWiederverteilung)undeinem
zus̈atzlichen,,künstlichen“Opaziẗatsterm.

5.5 Fehlerscḧatzer

Die HerleitungeinesmaximalenFehlerindikatorserfolgt ähnlichwie wir esbereits
für denFall der vollständigenWiederverteilung(vgl. Abschnitt4.5) beschrieben
haben.Somitben̈otigenwir zun̈achstdenzumStrahlungstransportoperatorfür be-
wegteMedien u Q 5	YviwY κ Y σf dualenOperatoru � unddie dualeLösungz,
um einensolchenvereinfachtenFehlerscḧatzerkonstruierenzu können.Der zum
Strahlungstransportoperatorfür bewegteMedien u dualeOperatoru � lautet

dδ W"b V υ XhQ : Wxuyb V υ XQ W"b V u � υ X (172)Q Ô b V WLTH5ET�ivY κ Y σfMX υ Õ Ω × Sd ç 1 × IY Ô b V υ Õ Γ ��× I Y Ô b V υ Õ Σ ç U
Wie bereitsim vorigen Abschnitt diskutiert wurde,wird für jedendiskreten

Frequenzpunktein ,,monochromatisches“Strahlungstransportproblembetrachtet,
wobei die zus̈atzlicheFrequenzableitungdurchein DG(0)-Verfahrenber̈ucksich-
tigt wird. Somit ist eine rigoroseFehlerkontrolle einer gemitteltenGröße (wie
z.B. desgesamtenSpektrallinienflußes)nicht mehrmöglich. Wir könnenjedoch
einenvereinfachtenFehlerindikatordefinieren,der für alle L diskretenFrequenz-
punkteeinenmaximalen(Orts-)FehlerdesbeobachtetenStrahlungsflußesin Rich-
tungdesBeobachtersliefert (vgl. Abschnitt4.5).SomitkanndasFehlerfunktional



66 Strahlungstransportin bewegtenMedien�`W eh X : Q �zW"bqTpb h X wie folgt abgescḧatztwerden:ò��zW eÖ i Øh ò"ü η Wnb h X�Q ∑
K

ηK U (173)

ηK Q maxi Þ η Ö i Ø
K à bezeichnetdenmaximaleFehlerindikatoraller L lokalenFehler-

indikatoren

η
Ö i Ø
K Q Ù

fi T�u i b Ö i Øh

Ù
Kh2

K
Ù
∇2

xzi
Ù
K U (174)

Der Index i bzw. W i X charakterisiertdeni-tenFrequenzpunkt.

5.6 ResultierendeMatrixstruktur und LösungdesGleichungssystems

Wie wir bereitsfür denFall dervollständigenWiederverteilungausf̈uhrlichdisku-
tiert haben,ist esmit denvonunsverwendetenRechnernnichtmöglichdasausder
DiskretisierungresultierendelineareGleichungssystemals Ganzeszu lösen.Die
Lösungsversuchescheiternbereitsbei mäßigerAuflösungim Orts-,Winkel- und
FrequenzraumanderGrößedieseSystems.Alternativ teilenwir dasFrequenzinter-
vall in endlichvielediskreteStützstellenundlösensukzessiveein,,monochromati-
sches“Strahlungstransportproblem(171) für jedeneinzelnendiskretenFrequenz-
punkt.Somitlösenwir immernochdasgesamtelineareGleichungssystem,nurdaß
sichdieGrößedesim HauptspeicherzuhaltendenSystemserheblichreduziert.Die
DiskretisierungbleibtdabeivomGalerkin-Typ.

Bei derDiskretisierungderfrequenzabḧangigenSTGfür bewegteMedienmit
N Freiheitsgradenin Ω, M Ordinatenin Sd Ó 1 undL Stützstellenim Frequenzinter-
vall I Q 7 a V b8 erhaltenwir eindiskreteslinearesGleichungssystemderForm

Abewu Q f (175)

mit demVektoru, derdie spezifischenIntensiẗatenentḧalt, undmit demVektor f,
derdie Quelltermebeinhaltet.DiesebeidenVektorenhabendie Länge W N Z M Z L X ,
und Abew ist eine W N Z M Z L X ÒKW N Z M Z L X -Matrix. Da wir beliebigeGeschwindig-
keitsfelderbetrachtenwollen, kann der Vorfaktor desDoppler-Terms(159) das
Vorzeichenwechseln,waszueinerblock-tridiagonalenStrukturvonAbew führt:

'((((((()
Ã1 R1 0 U4U{U 0

B2 Ã2 R2
. . .

...

0
.. . . .. . . . 0

...
.. . . .. . . . RL Ó 1

0 U4U{U 0 BL ÃL

,.-------/ '((((()
u1

u2
...

uL Ó 1

uL

,.-----/ Q '((((()
f1

f2
...

fL Ó 1

fL

,.-----/ U (176)
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Die Blockmatrix Rk entḧalt als Einträgediejenigenγk Q w W x V ϑ X νk 3 ∆νk, die auf-
grunddesVorzeichens(w W x U ϑ X æ 0) im MediumeineRotverschiebungbewirken.
Analog entḧalt Bk diejenigenEinträge,die aufgrundeinesnegativen Vorfaktors
w W x V ϑ X im MediumeineBlauverschiebungderPhotonenbewirken.Wie bereitszu
Beginn desAbschnittsbeschrieben,lösenwir ausGründender Hauptspeicherre-
duzierungnacheinanderL ,,monochromatische“Strahlungstransportprobleme

Ãkuk Q W Amono
k Y Rk Y Bk X uk Q f̃k (177)

mit derrechtenSeite

f̃k Q fk Y Rkuk � 1 Y Bkuk Ó 1 U (178)

Auf der linken Seitevon Gl. (177) ergebendie BeiträgeRk und Bk ausder Fre-
quenzdiskretisierungeine zus̈atzliche,,künstliche“ Absorption(siehedazuauch
Gl. (171)).Auf derrechtenSeitewerdendieseBeiträgealseine,,künstliche“Quel-
le in f̃k mitber̈ucksichtigt.

DerLösungsalgorithmusdesgesamten,frequenzabḧangigenProblemsschreibt
sichin Kürzeähnlichwie für denFall dervollständigenWiederverteilung:

1. Startemit b Q 0 für alleFrequenzen.

2. LöseGl. (171)für k Q 1 V4UnUnUnV L.

3. WiederholeSchritt2, bis dieLösungkonvergiert.

4. VerfeineredasOrtsgitterundwiederholeSchritt2 und3.

Die Orts-undWinkeldiskretisierungderStrahlungstransportproblemefür die ein-
zelnenFrequenzpunkteνk sowie die Lösungder resultierendenGleichungssyste-
me Ãkuk Q f̃k erfolgt wie im Fall der monochromatischenSTG (vgl. Kapitel 3).
Da in der modifiziertenrechtenSeite f̃k sowohl BeiträgeBkuk Ó 1 eingehen,die
sich ausder LösungdesvorhergehendenFrequenzschritteszusammensetzen,als
auchTermeRkuk � 1, welchedie LösungendesnächstenFrequenzschrittesbein-
halten,müssenwir eine äußereSchleifeum den innereniterativen Lösungspro-
zessdereinzelnen,,monochromatischen“Strahlungstransportproblemekonstruie-
ren.ZurLösungdesgesamtenProblemsAbewu Q f verwendenwir einBlock-Gauß-
Seidel-Verfahren.Dabeistartenwir beimFrequenzpunktk Q 1 und lösensukzes-
sive die ,,monochromatischen“Strahlungstransportproblemebis zum letztenFre-
quenzpunktk Q L. DiesenäußerenIterationsschrittwiederholenwir sooft, bissich
die Lösungim RahmeneinervorgegebenenToleranznicht mehrändert.Der Vor-
teil diesesLösungsverfahrensbestehtdarin, daßwir L ,,monochromatische“und
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somit ,,kleinere“Strahlungstransportproblemenacheinanderlösenkönnen.Somit
könnenwir einesehrguteAuflösungbei derOrts-,Winkel- undFrequenzdiskreti-
sierungerzielen.

Für denFall, daßwir ein Geschwindigkeitsfeldgewählt haben,welcheskein
Vorzeichenwechselder Funktionw W x V ϑ X bewirkt (z.B. KollapsoderExpansion),
reduziertsichderzeitlicheAufwandzurLösungdesGleichungssystemserheblich.
Die Strukturder StrahlungstransportmatrixAbew ist dannblock-bidiagonal,da je
nachVorzeichenvonw W x V ϑ X nureinerderBlockmatrizenBk oderRk vonNull ver-
schiedeneEinträgeentḧalt. Zur LösungdesGleichungssystemAbewu Q f gen̈ugt
ein einzigerobenbeschriebener̈außererIterationsschrittdurchdasFrequenzspek-
trum.
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6 Vergleichezwischen3D Codes

In diesemAbschnittführenwir eineReihevonTestbeispielendurch,umdieRich-
tigkeit sowohl desmonochromatischenals auchdesfrequenzabḧangigenStrah-
lungstransport-Codeszu überpr̈ufen.Bei derVerifizierungeineskompliziertennu-
merischenCodesist es üblich, dessenErgebnissemit zuverlässigenLösungen,
die mit anderenMethodenberechnetwurden,zu vergleichen.Diesezuverlässi-
gen Lösungenkönnenbeispielsweisemittels analytischeroder zumindestsemi-
analytischerMethodengewonnenwerden.Falls keineanalytischenLösungenexi-
stieren,müssenvoneinanderunabḧangigeCodessogenannteBenchmark-Probleme
lösen.Liefern diese,,unterschiedlichen“Programmeim Rahmeneinergewissen
FehlergrenzedieselbenErgebnisse,könnenwir annehmen,daßdie erzieltenEr-
gebnissezuverlässigsind.

In Abschnitt4und5habenwir gezeigt,daßsichdiefrequenzabḧangigeVersion
desStrahlungstransportprogrammsim wesentlichenauf dasmehrfacheLösendes
monochromatischenProblemsreduziert.Somitist dieVerifizierungdesmonochro-
matischenCodesvonentscheidenderBedeutungfür dieRichtigkeit dererweiterten
Version.Diesgeschiehtin denerstendrei Testbeispielen,wobeizun̈achstqualita-
tiv die Güte der SDFEM mittels einessogenannten,,searchlightbeamtest“ (vgl.
Kunasz& Auer 1988) durchgef̈uhrt wird. Die quantitative Überpr̈ufung erfolgt
durcheinenLösungsvergleichvondreiunabḧangigenCodesfür eineplan-parallele
Schicht.Als letztenTestfür denmonochromatischenCodedienteinVergleichmit
einemanalytischermitteltenStrahlungsflußauseinerstarkstreuenden,spḧarisch
symmetrischenKonfiguration.Zus̈atzlich wird dabeinoch der Einfluß der Win-
keldiskretisierungder EinheitsspḧareS2 auf die Lösunguntersucht.Die Validie-
rungdeserweiterten(frequenzabḧangigen)Codeswird zun̈achstfür deneinfach-
stenFall der kohärenten,isotropenStreuungin statischenMedienüberpr̈uft. Als
Referenzl̈osungkannhierfür ein analytischesResultatherangezogenwerden.Für
die wesentlichkomplizierterenFälle der vollständigenWiederverteilungund die
BerücksichtigungunterschiedlicherGeschwindigkeitsfelderexistierenkeineana-
lytischenLösungen,so daßwiederumein Vergleich mit einemunabḧangigen3D
Codepräsentiertwird.

6.1 Verifizierung desmonochromatischenCodes

Für die folgendendreiTestbeispieleverwendenwir dieSDFEMdermonochroma-
tischenStrahlungstransportgleichung(56), wie wir sie in Abschnitt3 beschrieben
haben.DereinzigeUnterschiedbestehtin derDefinitiondesQuellterms

f W xX�Q κ W xX B W T W xX{X Y ε W xX V (179)
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welchernebeneiner thermischenQuelle,die von der TemperaturT W xX abḧangt,
einezus̈atzlicheEmissivitätε W xX einerPunktquelleodereinesausgedehntenQuell-
gebietsentḧalt.

6.1.1 TestI: Searchlight BeamTest

Beim ,,SearchlightBeamTest“ handeltessich um einenStandardtestzur Über-
prüfungderGütederDiskretisierungdesTransportproblems(vgl. Kunasz& Auer
1988).Dabeiwird einschmalerLichtstrahluntereinembestimmtenWinkel zuden
Gitterlinienin dasRechengebietgesandt.DasMediumsoll einVakuumdarstellen,
d.h.derAbsorptionskoeffizientκ Q 0,derStreukoeffizientσ Q 0 undderQuellterm
f Q 0. DerLichtstrahlsolltedasVakuumdurchlaufenohnesichkünstlich– verur-
sachtdurcheinenDiskretisierungsfehlerodereinezu geringeAuflösung– zu ver-
breitern.DiesenEffekt derkünstlichenVerbreiterungbezeichnenwir im folgenden
als ,,Auffächerung“desLichtstrahls.Um denTestdurchzuf̈uhren,startenwir auf

Stufe b min nlow in % b max nhigh in % N Nuni

0 -0.0457 35 1.000 0.37 289 289
1 -0.0805 39 1.076 0.32 631 1089
2 -0.0833 38 1.104 1.7 1395 4225
3 -0.0963 34 1.109 7.6 2995 16641
4 -0.1018 36 1.171 14 6312 66049
5 -0.0833 36 1.106 24 13084 263169
6 -0.0833 34 1.080 24 28005 1050625
7 -0.0929 32 1.095 25 57606 4198401
8 -0.0934 29 1.093 23 118179 16785409

Tabelle2: Test I: Für jedeVerfeinerungsstufesind die minimaleIntensiẗat b min,
die relativeAnzahlder Knotenmit negativemIntensiẗatswertnlow, die maximale
Intensiẗat b max, die relative Anzahlder Knotenmit Intensiẗatswertengrößer als
einsnhigh, die Gesamtzahlder KnotenN und die Anzahlder ben̈otigtenKnoten
Nuni einesglobal verfeinertenGitters,dasdieselbeAuflösunglieferte

einemzweidimensionalen,global vorverfeinertenGitter mit 162 Zellen, welches
die ZerlegungeinesEinheitsquadratsvon x Û 7 T 1 V 18 undy Û 7 T 1 V 18 darstellt.So-
mit hatdasGitterzun̈achst172 KnotenunddieAuflösungbetr̈agt∆x Q ∆y Q 0 U 125.
Der Lichtstrahl mit der Intensiẗat b Q 1 tritt am Rand des Rechengebietesbei
x Q T 1 undzwischeny Û 7 T 0 U 875V T 0 U 7508 untereinemWinkel von ungef̈ahr45û
ein.Wir berechnendasStrahlungsfeldfür dasAusgangsgitterund8 weitereadap-
tiv verfeinerteGitter, wobeiin jedemVerfeinerungsschritt25%derZellenmit den
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Abbildung 6: Test I: Intensiẗatsverteilung(oben)und Gitterstruktur (unten) für
die Verfeinerungsstufen2, 4 und8 des,,searchlight beamtest”. JederPunktmar-
kiert die Lage einsKnotens.Der Lichtstrahl tritt an der Stellex Q T 1 U 0 zwischen
y � 7 T 0 U 875V T 0 U 7508 in dasRechengebietein.MansiehtwiederVerfeinerungsin-
dikator für eineguteAuflösungim Bereich desStrahlrandessorgt, sodaßbereits
nach wenigen Verfeinerungsschritten der Lichtstrahl beimDurchgangdurch das
VakuumfastkeinekünstlicheVerbreiterungmehraufweist.

größtenL2-IndikatorenηL2 (sieheGl. (75)) in 4 gleich großeQuadrateunterteilt
werden.

In Abb. 6 ist die IntensiẗatsverteilungunddieGitterstrukturderVerfeinerungs-
schritte2, 4 und 8 dargestellt.Die minimaleZellgrößedesGittersder Verfeine-
rungsstufe2 entsprichtderZellgrößeeinesglobalverfeinertenGittersmit 642 Zel-
len.Die ,,Auffächerung“desStrahlsbeidieserStufeist qualitativ vergleichbarmit
denErgebnissenvonKunasz& Auer(1988),diedieMethodederkurzenCharakte-
ristikenverwendethaben.Die Stufe8 zeigtdie Intensiẗatsverteilungeines,,schar-
fen“ Lichtstrahlsmit vernachl̈assigbarer,,Auffächerung“.DiesesErgebniswird mit
etwa 105 Knotenpunktenerzielt,wasungef̈ahr einemhundertstelder Knotenfür
einglobalverfeinertesGittermit gleicherAuflösungentspricht.Weiterfällt in Abb.
6 auf,daßin denerstenVerfeinerungsschrittenzun̈achstim Bereichdesgesamten
Strahls,sp̈aterhaupts̈achlichandenRändernverfeinertwird. DerGrundfür dieses
VerhaltendesFehlerindikatorserkenntmansehrleicht anhandderAbb. 7, welche
die Intensiẗatsverteilungauf einemSchnittbei y Q T 0 U 25 für verschiedeneadapti-
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Abbildung7: TestI: Die IntensiẗatsverteilungaufeinemSchnitt durch dasRechen-
gebietbeiy ��� 0 U 25 für verschiedenadaptiveSchritte. DasrechteBild vergrößert
denBereich x ���"� 0 U 55V � 0 U 45� , wobeidieKreuzedieLagederKnotenmarkieren.

veSchrittezeigt.Die rechteSeitedieserAbbildungvergrößertdie linkeFlankedes
LichtstrahlsausdemlinkenBild unddie darinenthaltenenKreuzemarkierendie
Knotenpunkte.Bis zurVerfeinerungsstufe3 musszun̈achstdergesamteStrahlauf-
gelöstwerden,d.h.die Intensiẗatsverteilungnimmt in etwadie rechteckigeGestalt
deranalytischenLösungan.Schließlichwird in denfolgendenStufender äußerst
steileAbfall auf b�� 0 in denFlankendesStrahlsimmerbesseraufgel̈ost. Inner-
halbdesStrahls,weit genugvondensteilenFlankenentfernt,müssennunnurnoch
wenigeZellenverfeinertwerden,daderWert b�� 1 bereitssehrgut approximiert
wird. Da die SDFEMeineDiskretisierungzweiterOrdnungist, kommtesim Be-
reichsteilerGradientenderIntensiẗat zu sogenannten̈Uber- undUnterschwingern
(sieheauchAbb. 7). D.h., wir erhaltenfür TestI negative IntensiẗatenundWerte,
die größerals1 sind.Die Tabelle2 liefert einenquantitativenÜberblicküberdie-
sesVerhalten.Für alle Verfeinerungsstufenweichendie Über- und Unterschwin-
ger(� max und � min) um etwa10%vomanalytischenWert ab. Weiterhinsiehtman,
daßmit zunehmenderAuflösungderAnteil derKnotenpunktemit negativenInten-
sitätennlow von 40%auf 30%leicht abnimmt,wohingegenderAnteil derKnoten
mit Wertengrößeralseinsnhigh kontinuierlichbis zu � 25%zunimmt.Die mini-
malenIntensiẗatenausTabelle2 weichennichtsostarkvonderexaktenLösungab,
wie esbei derparabolischen,,Upwind-“InterpolationnachKunasz& Auer (1988)
derFall ist.Kunasz& Auer(1988)erhalten� min � � 0 � 15sowohl für globalverfei-
nerteGitter alsauchfür logarithmischeGitter. Die relative AnzahlderKnotenmit
negativenIntensiẗatennlow � 20%in Kunasz& Auer (1988)ist kleineralsdieent-
sprechendenWerteausTabelle2. Diesliegt daran,daßderFehlerindikatorunddie
Verfeinerungsstrategie der SDFEM insbesondereZellen in Regionenmit steilen
Gradientenbzw. Diskontinuiẗatenverfeinert.Eswerdenalsomit jedemadaptiven
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SchrittZellen in die Gebiete,,gepumpt“,in denendie Intensiẗat von einsauf null
springt.Aus diesemGrundwäreessinnvoller, die Gesamtfl̈achealler Zellen mit
negativen Intensiẗatenzu betrachten.DasrechteBild der Abb. 7 verdeutlichtzu-
mindestqualitativ, daßdieseFlächemit zunehmenderVerfeinerungsstufekleiner
wird. Esseinochbemerkt,daßnegativeIntensiẗateninsbesonderein solchenFällen
zu Problemenführen,in denenauchdie mittlere Intensiẗat J negativ wird, waszu
einerVerfälschungwichtigerphysikalischerGrößenwie z.B.Temperaturführt.Es
reichtnicht aus,in denRegionennegativer Intensiẗateneinfach �s� 0 alseineun-
tereGrenzezu setzten.VielmehrmüßteeinegeeignetereBehandlungdieserFälle
erfolgen,wasjedocheineaufwendigeCode-Entwicklung,wie z.B. dasVerfolgen
von Diskontinuiẗatenzur Umschaltungvon Methodenzweiterauf ersteOrdnung,
erfordernwürde.Wir verweisenauf sogenannte,,shockcapturing“Methoden,die
in derLiteraturausf̈uhrlichbeschriebenwerden(sieheEriksson& Johnson1993).

6.1.2 TestII: Strahlungsfeldeiner plan-parallelen Schicht

Nachdemin TestI die GütederDiskretisierungdesTransportoperatorsuntersucht
wurde,soll in Test II die Streuungmitber̈ucksichtigtwerden.Hierfür berechnen
wir anhandderSDFEMdasStrahlungsfeldeiner(näherungsweise)unendlichaus-
gedehntenplan-parallelenSchichtundvergleichendie Ergebnissemit deneneiner
(semi-)analytischenMethode,dersogenannten,,separablerepresentationmethod“
(SR)ausEfimov etal. (2002),unddeneneinesFinite-Differenzen-Codes(FD) aus
Stenholmet al. (1991).BeideCodeswerdenkurz in AnhangA und AnhangB.1
beschrieben.

Dieser Test modelliert das Strahlungsfeldeiner plan-parallelenSchicht der
Dicke ∆ mit homogenerDichteverteilung.Weiternehmenwir Nullrandbedingun-
genauf demEinstr̈omrandΓ � und einenkonstantenQuellterm f � χ � 1 � γ � an.
χ � κ � σ ist die Opaziẗat und γ � σ � χ die AlbedodesMediums.Wir berechnen
dasStrahlungsfeldfür die optischenTiefen τ � χ∆ � 0 � 4 � 2 � 6 � 20 und die Albe-
do γ � 0 � 02� 0 � 8 � 0 � 98unduntersuchendie Winkelabḧangigkeit derentweichenden
spezifischenIntensiẗat I � x0 � ϑ � aneinemPunktx0 aufdemRandderplan-parallelen
Schicht.

Für dieBerechnungenmit derSDFEMapproximierenwir dieunendlichausge-
dehnteSchichtdurchein dreidimensionales,anisotropesGitter mit einemSeiten-
verḧaltnisvon 100: 100: 1. Ausgehendvon den43 ZellendesStartgittersführen
wir bis zu 7 Verfeinerungsschrittedurch und untersuchendie ausder Mitte der
Oberfl̈acheaustretendeIntensiẗat. Dabeiverwendenwir denVerfeinerungsindika-
tor ηK ausGl. (74) für einPunktfehlerfunktional�z� e��� e� x0 � ϑ0 � (vgl. Gl. (66)).
D.h., dasGitter wird in jederVerfeinerungsstufefür die aneinemPunktx0 in ei-
nebestimmteRichtungϑ0 austretendespezifischeIntensiẗat ,,optimiert“. Ein Sei-
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Abbildung8: TestII: WinkelverteilungderspezifischenIntensiẗat für verschiedene
optischeTiefenτ undAlbedoγ.

tenverḧaltnis desOrtsgittersvon 100: 100: 1 hat zur Folge,daßwir für µ £ 0 � 2
verläßlicheLösungenerhalten,wobei µ der KosinusdesWinkels zwischender
Strahlrichtungϑ0 undderOberfl̈achennormalenanderStellex0 ist.

Der FD Codekannebenfalls dreidimensionaleStrahlungsfeldermodellieren,
wobeiwir hier ein globalesGitter mit 323 Zellenverwenden.DasSeitenverḧaltnis
desOrtsgittersbetr̈agtwie für dieSDFEM100: 100: 1. Die SOR-Iterationfür die
mittlere Intensiẗat J wird abgebrochen,wenndie relative Änderungvon J kleiner
als10� 5 ist (vgl. AnhangB.1).

Die SRMethode(sieheAnhangA) liefert dieLösungin FormvonFunktionen,
die ausunendlichenSummenbestehen.Die NäherungdieserunendlichenReihen
durch eine endlicheSummeist möglich. Eine sehrgute Übereinstimmungzwi-
schenderapproximiertenundderexaktenSummekannfür einengroßenParame-
terbereichbereitsmit N � 5 erzieltwerden,wobeiN die AnzahlderSummanden
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dergen̈ahertenFunktionbezeichnet.AllerdingsführtdiegeringeAnzahlderSum-
mandenbei kleinenµ zu falschenErgebnissen,sodaßwir für alle Testrechnungen
N � 10verwendethaben.

Abb. 8 zeigt die Winkelverteilungder an einembestimmtenPunktder plan-
parallelenSchichtaustretendenspezifischenIntensiẗat für diedreiobenvorgestell-
tenCodes.Allgemeinläßtsichsagen,daßalleProgramme(innerhalbeinerFehler-
schranke) dasgleicheErgebnisliefern. Insbesonderedie Ergebnisseder SDFEM
und der SR Methodestimmenfür alle optischenTiefen und Albedo ausgezeich-
net überein.Im optischdünnenFall ben̈otigt der FE Codezwei bis drei und für
τ � 20 fünf Verfeinerungsschritte,um daskorrekteErgebnisder SR Methodezu
reproduzieren.Die AuflösungderVerfeinerungsstufe5 entsprichtderjenigeneines
global verfeinertenGittersmit 1283 Zellen. Der FD Codeist nicht in der Lage,
für großeAlbedoundmit zunehmenderoptischerTiefe die Lösungenderanderen
beidenMethodenzu reproduzieren.Unter VerwendungeinesfeinerenOrtsgitters
könnendie Ergebnissezwar leicht verbessertwerden,jedochliefert selbstein Git-
ter mit 1283 Zellen keinedemFE CodevergleichbareLösung.Da sichergestellt
wurde,daßsowohl dieGenauigkeit desAbbruchkriteriumsim iterativenLöserdes
linearenGleichungssystems(vgl. AnhangB.1) als auchdie Auflösungder Ordi-
natendiskretisierungdesFD VerfahrenseineuntergeordneteRollespielen,müssen
die sehrgutenErgebnissedesFE Codesauf die DiskretisierungzweiterOrdnung
derStromliniendiffusionsmethodezurückzuf̈uhrensein.Die FD Methodeverwen-
deteineErste-Ordnung-,,Upwind“-Diskretisierung.

Der allgemeineVerlauf der Intensiẗatsverteilungenin Abb. 8 wird klar, wenn
wir die ÄnderungderIntensiẗat I entlangderStreckedsbetrachten:

d�
ds
�¤� χ ¥ �¦� γJ �v� 1 � γ � B�§� (180)

Die LösungdieserGleichungfür einvorgegebenesJ, einekonstantePlanck-Funk-
tion B � 1 undNullrandbedingungenist�d� µ���E¨ τ © µ

0
� γJ �J� 1 � γ �4� exp �L� τ ª«� dτ ª¬� (181)

wobeidτ ª � χds undµ � cosϑ. Für γ � 0 wird die Intensiẗatsverteilungzu�e� µ��� 1 � exp �{� τ � µ�­� (182)

wasdenAbfall derIntensiẗat mit zunehmendemµ im optischdünnenFall unddie
flacheVerteilung�d� µ�®� 1 für größereoptischeTiefenerklärt. Für γ � 1 erhalten
wir die Intensiẗatsverteilung�d� µ���E¨ τ © µ

0
Jexp �L� τ ª«� dτ ª¬� (183)



76 Vergleichezwischen3D Codes

0.1

0.2

0.3

0.4

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

In
te

ns
it¯ ät

µ

SR Methode
FE Methode (τ=105)
FE Methode (τ=106)

Abbildung9: TestII: Rechtsist dieWinkelverteilungderspezifischenIntensiẗat für
großeoptische Tiefen τ � 105 � 106 und Albedoγ � 0 � 98 aufgetragen. Das linke
Bild zeigtdasentsprechendeGitter auf einemSchnitt durch die Schicht für die 5 �
Verfeinerungsstufe.

die von derräumlichenVerteilungdermittlerenIntensiẗat J innerhalbderSchicht
abḧangt.Im optischdünnenFall liegt eine(beinahe)homogeneVerteilungvon J
vor, sodaßI � µ� für alle WertederAlbedodengleichenVerlaufaufzeigt.Für hohe
optischeTiefen ist J im ZentrumderSchichtgrößerundfällt zu denRändernhin
ab. Da für diesenFall nur Photonenbis zu eineroptischenTiefe τ ª � 1 entlangder
Wegstrecke ds zur austretendenIntensiẗat beitragen,hat dieseein Maximum bei
µ � 1.

Nachdemsichergestelltwurde,dasderFinite-Elemente-CodekorrekteErgeb-
nisseproduziert,bietetsichdiesesTestbeispielan,um zu überpr̈ufen,ob die SD-
FEM auchfür größereoptischenTiefenvern̈unftigeErgebnisseliefert. Die rechte
Seiteder Abb. 9 zeigt die Winkelverteilungder an einembestimmtenPunktaus-
tretendenspezifischenIntensiẗat für die SR Methodeund die SDFEM,wobei die
optischeTiefeτ � 105 � 106 ist.DieErgebnissederSDFEMstimmenmit denjenigen
derSRMethode,bisaufeinenFehlervon2–3%, überein.DasGitteraufderlinken
Seitevon Abb. 9 ist ein Schnittdurchdie plan-paralleleSchichtund verdeutlicht
dasVerhaltendesVerfeinerungsindikatorsηK ausGl. (74) für ein Punktfehler-
funktional �z� e�°� e� x0 � ϑ0 � (vgl. Gl. (66)). Ausgehendvon einemStartgittermit
93 Knotenpunkten,ist dasGitter ausAbb. 9 dasProduktder4 � Verfeinerungsstu-
fe, wobei in jedemSchritt 10% der Zellen mit dem größtenηK verfeinertwer-
den.Um die Winkelverteilungder spezifischenIntensiẗat für die optischenTie-
fen τ � 105 � 106 (vgl. rechtenSeiteder Abb. 9) zu berechnen,werdeninsgesamt
13 bzw. 14 Verfeinerungsschritteduchgef̈uhrt.DiesentsprichteinerKnotenanzahl
von ca. 2 � 81 ± 1014 bzw. 2 � 25 ± 1015 für ein global verfeinertesGitter. Es sollte
erwähntwerden,daßdiesesTestbeispieleineshomogenenMediumsmit einerglat-
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Tabelle3: TestII: Untersuchungder an einemPunktund in einebestimmteRich-
tung µ � 0 � 705 austretendenspezifischen Intensiẗat für zwei adaptiv verfeinerte
Gitter (DUAL,L2) und ein strukturiertesGitter (GLOBAL). Die optische Tiefe ist
τ � 20unddieAlbedobeträgt γ � 0 � 8.

FE FD

DUAL L2 GLOBAL GLOBAL

N Wert N Wert N N N Wert

125 0.427 125 0.427 125 0.427 35937 0.576

501 0.596 579 0.525 729 0.591 274625 0.616

2213 0.661 2474 0.640 4913 0.642 2146689 0.642

8103 0.672 10935 0.662 35937 0.661

14953 0.674 86903 0.669 274625 0.669

tenLösungstarkidealisiertist. Für komplexereProblememit beispielsweisestark
schwankendenKoeffizientenund inhomogenenQuellgebietenmüßtenzus̈atzlich
TeilgebieteinnerhalbderSchichtsehrfein aufgel̈ostwerden.

In Tabelle3 werdendie spezifischenIntensiẗatenin einemRandpunktx0 und
in eine Richtungµ � 0 � 705 für unterschiedlicheGitter aufgelistet.Die SDFEM
verwendetGitter, die auf der BasiseineslokalenFehlerindikatorsηK sowohl für
ein Punktfehlerfunktional�z� e�°� e� x0 � ϑ0 � (DUAL), alsauchfür einenglobalen
L2–Fehler�z� e���1²n² e� x � ϑ �.²n² (L2) erzeugtwerden.Zum Vergleichmit denErgeb-
nissendesFD CodeswerdenauchstrukturierteGitter (GLOBAL) verwendet.Die
optischeTiefe der Schichtbetr̈agt τ � 20 und die Albedo ist γ � 0 � 80. Wennwir
zun̈achstnur die ErgebnissedesFE Codesauf denunterschiedlichenGitternver-
gleichen,zeigtessich,daßdasL2–Gitteretwa 3 � 5-malwenigerKnotenben̈otigt,
um die gleichenErgebnissezu erzeugenals auf dem strukturiertenGitter. Die-
sesVerḧaltniswürdenochviel größerausfallen,wennwir realistischereProbleme
(steileGradientender Koeffizientenoder räumlichkleine Quellgebiete)betrach-
tenwürden,die einefeinereOrtsaufl̈osungerfordernwürden.Wederauf demL2–
Gitter, nochauf demGLOBAL–Gitter kanndersemi-analytischeWert von 0 � 675
gutangen̈ahertwerden,daderBedarfdenzurVerfügungstehendenHauptspeicher
desverwendetenParallelrechners̈ubersteigt.Nur auf demDUAL–Gitter kanndie
semi-analytischeLösungsehrgut reproduziertwerden,obwohl eineviel geringe
Anzahl von Knotenverwendetwird. Wie bereitsweiter obenerwähnt, ist dieser
Effekt auf dasdemProblemangepaßtenGitter zurückzuf̈uhren.D.h., die lokalen
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Tabelle4: TestII: Vergleich zwischendemFE unddemFD Codehinsichtlich ihrer
Speicher- undCPU-Anforderungenfür eineoptisch dünne(τ � 0 � 4) undeineopti-
schedicke(τ � 20) plan-paralleleSchicht (vgl.Abb. 8).Die FE Methodeverwendet
einendual gewichteten(DUAL) Fehlerindikatorfür denVerfeinerungsprozeß.Da
der FD CodekeineadaptivverfeinertenGitter erzeugen kann,wird ein struktu-
riertesGitter (GLOBAL) mit 653 Knotenpunktenfür τ � 0 � 4 und1293 für τ � 20
verwendet.

τ � 0 � 4
FE FD

Prozessoren 1 2 4 8 16 1

RAM [MB] 31.9 16.7 9.0 5.2 3.3 13

CPU-Zeit[s] 846.5 371.8 121.4 56.2 48.2 1275.0

τ � 20

FE FD

Prozessoren 1 2 4 8 16 1

RAM [MB] 196 99.6 52.2 28.7 15.1 99

CPU-Zeit[s] 3167.2 1364.2 428.7 207.1 136.1 9878.9

Gewichteωdl � h2 ²n²∇2
xz²n² ausGl. (74) erzeugenwährenddesadaptivenProzesses

einGitter, dasdemProblemeinerPunktauswertungangepaßtist (vgl. linkesBild in
Abb. 9). Beim VergleichderErgebnissederSDFEMmit denendesFE Codesfällt
zun̈achstauf,daßdie Lösungauf demfeinstenGLOBAL–Gitter mit 1293 Knoten
etwa vergleichbarist mit derFE–Lösungauf demgröberenGLOBAL–Gitter mit
173 Knotenpunkten.DieserEffekt ist aufdiehöhereOrdnungderFEStromlinien-
diffusionsdiskretisierungzurückzuf̈uhren.

Wenn dreidimensionaleStrahlungsfelderberechnetwerdensollen, ist neben
derGenauigkeit (von beispielsweise1%) ebensodie ben̈otigteCPU-Zeitvon ent-
scheidenderBedeutung.Tabelle3 zeigt,daßnebender Verwendungvon Diskre-
tisierungenhöhererOrdnunginsbesonderemodernenumerischeTechniken wie
Adaptivität und problem-angepaßteGitter zu erheblichenLaufzeitverkürzungen
führenkönnen.Modernereund somit schnellereiterative Löserund eine effizi-
enteParallelisierungsindzus̈atzlicheWerkzeugezur Reduzierungvon Rechenka-
paziẗaten.In Tabelle4 vergleichenwir Speicher- undCPU-Bedarffür beidedrei-
dimensionaleCodesin denExtremf̈alleneineroptischdünnen(τ � 0 � 4) undeiner
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optischdicken(τ � 20)Schicht.Die Albedoist jeweilsγ � 0 � 80.DerFD Codever-
wendetein strukturiertesGitter (GLOBAL) mit 653 Knotenfür τ � 0 � 4 und1293

Knotenfür denoptischdicken Fall. Die SDFEM startetauf einemstrukturierten
Gittermit 53 KnotenunderreichtnachmehrerenadaptivenVerfeinerungsschritten
ein finalesGitter mit 670Knotenim optischdünnenund4263Knotenim optisch
dicken Fall. DasAbbruchkriteriumdesVerfeinerungsprozessesist eineguteAp-
proximationder semi-analytischenLösung.Die Vergleichsrechnungenerfolgten
auf demPentiumIII 650MHz ParallelrechnerdesInstitutsfür Wissenschaftliches
RechnenderUniversiẗat Heidelberg. DieserLinux–Clusterbestehtaus16 Einzel-
knotenmit 1 GB Hauptspeicherpro Prozessor. Wennnur ein einzigerProzessor
verwendetwird, ist der SpeicherbedarfdesFE Codesungef̈ahr doppeltso groß
wie derdesFD Verfahrens.Diesüberraschtzun̈achst,daderFD Codewesentlich
mehrGitterpunkteverwendet.JedochspeichertderFE Codedie Lösungsvektoren
für alle Richtungenab,wohingegendie FD Methodedie spezifischenIntensiẗaten
für dieeinzelnenRichtungenaufaddiert,umdieseSummealsmittlereIntensiẗat in
derQuellfunktiondesfolgendenSOR-Schritteszu verwenden(vgl. AnhangB.1).
Die in unseremAlgorithmus verwendetennumerischenTechniken führendazu,
daßdie Laufzeit desFE Codesfür beideExtremf̈alle der optischenTiefe schnel-
ler ist. UnterAusnutzungderOrdinatenparallelisierungdesFE Algorithmuskann
derSpeicherbedarfbereitsmit zweiProzessorendemdesFD Codesangepaßtwer-
den.Generellsiehtman,daßsichderSpeicherbedarfumgekehrtproportionalzur
Anzahl der Prozessorenverḧalt. Dasgleichekannmanauchbeim Vergleich der
Laufzeitenbeobachten.DieserEffekt tritt im optischdicken Fall besondersdeut-
lich hervor, so daßsich die Laufzeit gegen̈uberder desFD Verfahrensum etwa
zwei Größenordnungenreduziert.Der FD Algorithmusben̈otigt ein feineresGit-
ter mit mindestens2573 Knotenpunkten,um eine ähnlich gute Lösungwie das
FE Verfahrenzu erzielen(vgl. Tabelle3), so daßsich ein deutlichgrößererUn-
terschiedin denRechenkapazitätenergibt. KurzeRechenzeitfür die Lösungei-
nesmonochromatischenStrahlungstransportproblemsist ein sehrwichtigesKrite-
rium, dadie Erweiterungauf zeit- bzw. frequenzabḧangigeProblemedie Lösung
dermonochromatischenSTGfür jedendiskretenZeit- bzw. Frequenzpunkterfor-
dert.Somüssenbeispielsweisefür die ModellierungeinesLinienprofilsetwa 40–
70 monochromatischeProblemegelöst werden,um eine ausreichendeFrequen-
zaufl̈osungzu gewährleisten.Das gesamteProblemwird sogar noch kritischer,
wenn wir vollständigeWiederverteilungoder komplexe Geschwindigkeitsfelder
mitber̈ucksichtigen.Für dieseFälle müßteeineFixpunktiterationim Frequenzin-
tervall durchgef̈uhrt werden,wasein mehrfachesLösender monochromatischen
StrahlungstransportproblemeprodiskretemFrequenzpunktzurFolgehat.
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6.1.3 TestIII: Strahlungstransport in einemstreuendenHalo

Der letzteTestdesmonochromatischenFE-Strahlungstransport-Codeserfolgt für
einekomplexereundsomitrealistischereKonfiguration:Wir untersuchendasStrah-
lungsfeldin einemstreuendenHalo mit starkschwankendenKoeffizientenκ und
σ. Ein Halo ist eineräumlichweit ausgedehnteHülle ausGas,die eineodermeh-
rereQuellenumgibt(sieheauchKapitel 7). Die KonfigurationdesTestIII besteht
auseinemdreidimensionaleEinheitsẅurfel (x � y� z ³´¥"� 1 � 1� ), der einespḧarisch–
symmetrischestarkstreuendeGaswolke (Halo) mit demRadiusrc � 0 � 9 entḧalt.
Im ZentrumdiesesHalossitzteineräumlichausgedehnte,spḧarisch–symmetrische
Strahlungsquellemit einemRadiusrs � 0 � 125.Der Quellterm(179)entḧalt keine
thermischeStrahlung,sondernnureineEmissivität,diedurchanderephysikalische
Mechanismenhervor gerufenwird, unddieaufdaszentraleQuellgebietbeschr̈ankt
ist. Wir sindsomitnicht aneinerModellierungderQuelleinteressiert,sondernan
denausdemstreuendenHalo entweichendenPhotonen.Der Quelltermreduziert
sichauf

f � r ���¶µ 1 for r · rs

0 for r ¸ rs
� (184)

wobeir �¤¹ x2 � y2 � z2 ist. Wir verwendeneinLorentz-Profilfür die radialeVer-
teilungdesExtinktionskoeffizienten

χ � r ��� µ χ0 �º� 1 � 100r2 � for r · rc

χ � rc �4� 100 for r ¸ rc
� (185)

wobeidie Konstanteχ0 mittelseinervorgegebenenoptischenTiefe τ �^» rc
0 χ � r � dr

berechnetwird. Somiterreichenwir, daßχ � r � innerhalbdesHalosvon rs nachrc

um etwazweiGrößenordnungenabnimmt.
DiesesTestbeispielist nicht zufällig ausgewählt, sondernstellt ein einfaches

Modell für einensogenanntenLyα Halo dar. Der Begriff desLyα Halos ist eng
verkn̈upft mit der Beobachtungvon hoch-rotverschobenen(Proto-) Galaxienim
frühenUniversum(sieheauchvan Ojik et al. 1996, 1997; Steidelet al. 2000),
wasunsdirekt zur TheoriederGalaxienentstehungführt, die bis heutenochnicht
vollständigverstandenist. Aus diesemGrundist essehrwichtig, die wenigenBe-
obachtungenausdiesemEntwicklungsstadiumder Galaxienzu verstehen.Allge-
mein gehtmandavon aus,daßsich innerhalbdesHalosdieser(Proto-)Galaxien
überwiegendneutralerWasserstoff befindet.Der kalte Wasserstoff wird nun von
derzentralenQuelleangestrahltunddie PhotonenkönnenmittelsResonanzstreu-
ung ausdemHalo entweichen.Es existierenbereitseineVielzahl von Beobach-
tungenvon Lyα Halos(siehevanOjik et al. 1996,1997;Steidelet al. 2000)und
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sie zeigen,daßessich um diffuseund klumpigeEmissionsliniengebietehandelt,
derenräumlicheAusdehnungdie GrößedesRadioemissionsgebietsum mehrals
dasZehnfacheübertrifft. Die beobachtetenLyα Linienprofile lassenein komple-
xesGeschwindigkeitsfelddesHalomaterialsvermuten.Die Auswirkungenunter-
schiedlicherGeschwindigkeitsfelderauf dasLinienprofil wollen wir mit Hilfe des
frequenzabḧangigenFE Codesuntersuchen(sieheAbschnitt6.2undKapitel 7).

Im TestIII werdendieErgebnissedesFECodesmit eineranalytischenLösung
verglichen, um zu zeigen,daß die SDFEM auch für komplexere Konfiguratio-
nenals die im vorherigenAbschnittbeschriebenengeeignetist. Gleichzeitigsol-
len die Anforderungenandie Orts–undWinkelaufl̈osunguntersuchtwerden,um
möglichstgenaueLösungenzu erzielen.Im gesamtenRechengebietkönnenwir
in guterNäherungχ ¼ σ annehmen(der Zwei-Photonen-Zerfall verhindert,daß
χ � σ exaktgilt). Für diesenFall reduziertsichdienullteMomentengleichungder
Strahlungstransportgleichungauf

∇ ½ F � 1
r2

d
dr

r2Fr � 4π f � (186)

wobeiFr die radialeKomponentedesStrahlungsflusses

F � x���
S̈2

ϑ�e� x � ϑ � dω (187)

ist. Die LösungderGl. (186)lautet

Fr � r ���¿¾ 4
3πr for r · rs
4
3π r3

s
r2 for r ¸ rs

� (188)

sodaßderFlußauseinerSpḧareFr � 1 � 0��� 8 � 18 ± 10� 3 ist. Der Radiusist r � 1 � 0
gewählt,damitderEinheitsẅurfel die Spḧareumschließenkannundwir somitdie
numerischenResultatemit demanalytischenErgebnisvergleichenkönnen.Dawir
vorausgesetzthaben,daßim Halo alle Photonengestreutwerden(χ � σ), ist der
entweichendeStrahlungsflußunabḧangigvonderoptischenTiefe.

Die numerischenBerechnungenstartenaufeinemstrukturiertenGittermit 163

Zellen,sodaßdasEmissionsgebietmit rs � 0 � 125geradeebenaufgel̈ostwird. Der
Gitterverfeinerungsprozessbasiertauf denglobalenL2–IndikatorenausGl. (75).
Die numerischenTestswerdenfür die optischenTiefenτ � 0 � 1 � 1 � 10 undOrdina-
ten M � 20� 80� 320 durchgef̈uhrt. Aufgrund der Speicherlimitierungdesbenutz-
ten Parallelrechnershängt die Anzahl der Verfeinerungsstufensehrkritisch von
derAnzahlderverwendetenOrdinatenM ab. In Tabelle5 werdendie Ergebnisse
desüberalleRichtungengemittelten(ausdemEinheitsẅurfel austretenden)Strah-
lungsflussesfür unterschiedlicheOrdinatenzahlenundoptischeTiefenangegeben.
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Tabelle5: TestIII: Strahlungsflußnormiertauf10� 3 einesstreudominiertenHalos
für unterschiedlicheoptischeTiefenτ undOrdinatenzahlM sowiefür verschiedene
Verfeinerungsstufen.

τ 0.1 1.0 10.0

M 20 80 320 20 80 320 20 80 320

Stufe0 9.48 9.48 9.48 9.48 9.48 9.48 9.48 9.48 9.48
Stufe1 8.04 8.04 8.04 8.04 8.04 8.04 8.04 8.04 8.04
Stufe2 8.19 8.19 8.04 8.19 8.22 8.04 8.19 8.19 8.19
Stufe3 8.19 8.19 – 8.19 8.19 – 8.20 8.20 –
Stufe4 8.20 – – 8.20 – – 8.18 8.20 –

DieseGrösseermöglicht einenVergleichmit demanalytischenWert Fr � 1 � 0� . Auf
demStartgitterwird die Lösungüberscḧatzt,wohingegenderersteVerfeinerungs-
schrittzueinerzukleinenLösungführt.Im Verfeinerungsschritt2 wird dasEmissi-
onsgebietundderHaloausreichendaufgel̈ost,sodaßdergemittelteStrahlungsfluß
für dieOrdinatenzahlen20und80eineAbweichungÀ 1%vomanalytischenWert
haben.Dagegenben̈otigt die Rechnungmit 320OrdinateneinenweiterenVerfei-
nerungszyklus,um ähnlichguteErgebnissezu erzielen.DiesesehrguteÜberein-
stimmungmit demanalytischenWert ist aufdieglobaleFlußerhaltungseigenschaft
desFE Verfahrenszurückzuf̈uhren.Im Gegensatzdazuist dasFD Verfahrenaus
demvorhergehendenAbschnittnichtflußerhaltend,sodaßwir für dasgleichePro-
blemmit einerräumlichenAuflösungvergleichbarmit Stufe3 einenStrahlungsfluß
erhalten,derungef̈ahr6%kleinerist alsderanalytischeWert.

Weiter kannmanausTabelle5 ersehen,daßdie Ortsaufl̈osungder Verfeine-
rungsstufe2 für die Rechnungenmit optischerTiefe τ · 1 und Ordinatenzahl
M £ 320 nicht ausreicht,um eine gute Übereinstimmungmit dem analytischen
Wert zu erzielen.Für dieseFälle scheintder Verfeinerungsprozeß̈uberwiegend
Zellen ausder äußerenHaloregion zu verfeinern.Da wir jedochdie Größedes
Emissionsgebieteskennen,könnenwir dasStartgitterin derWeisevorverfeinern,
daßdie Quelleausreichendaufgel̈ost wird. Somit würden2 Verfeinerungsstufen
auchfür dieseFällegen̈ugen.

Der spḧarischsymmetrischeTest III verdeutlicht,daßnur 20 Ordinatenaus-
reichen,um ausgezeichneteResultatefür gemittelteGrößenwie denStrahlungs-
fluß, der ausdem gesamtenRechengebietaustritt, zu erzielen(vgl. Tabelle5).
Für die Berechnung̈ortlich aufgel̈osterGrößen,wie z.B. denStrahlungsflußaus
einemkleinen Teil desRechengebietsoder die mittlere Intensiẗat im gesamten
Einheitsẅurfel, müßteeine feinereWinkelaufl̈osungverwendetwerden.Ersteres



Vergleichezwischen3D Codes 83

könntemanmit (örtlich) hochaufgel̈ostenspektroskopischenBeobachtungenver-
gleichenundletztereszur BestimmungeinerTemperaturverteilungverwenden.InÁÃÂÅÄÇÆ ÈÊÉ9Ë§ÂÅÌ«Ä
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Abbildung10:TestIII: Abḧangigkeit dermittlerenIntensiẗat J vomAbstandr vom
Zentrumfür unterschiedlicheoptischeTiefenτ undOrdinatenzahlM. Für eineIn-
terpretationderVerläufesieheText.

Abb. 10 ist derVerlaufdermittlerenIntensiẗat J � r �®� 1�º� 4π �C» S2 I � r � ϑ � dω für al-
le Knotenpunkteder2 � Verfeinerungsstufeaufgetragen.Generellerwartenwir für
eineausreichendeWinkelaufl̈osungeineeinzigeLinie. Tats̈achlichbeobachtenwir
jedochin vielen Fällen eineerheblicheAbweichungvon dieserIdealgestalt.Für
kleine optischeTiefen τ und einezu geringeOrdinatenzahlschwankt die mittle-
re Intensiẗat anverschiedenenOrtspunkten,jedochmit gleicherEntfernungr zum
Zentrum,ummehrals3 Größenordnungen.DieseStreuungist charakteristischfür
diediskreteOrdinatenmethodemit ungen̈ugenderWinkelaufl̈osungundnimmtmit
zunehmenderOrdinatenzahlab. Wie bei steigenderWinkelaufl̈osung,ist bei zu-
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nehmenderoptischerTiefe zu beobachten,daßdie Abweichungender mittleren
Intensiẗat J � r � von der Linienverteilungkleiner werden.Dies erklärt sich damit,
daßmit derwachsendenoptischenTiefedieStreuwahrscheinlichkeit in deneinzel-
nenOrtspunktenebenfalls zunimmt.DieserEffekt korrigiert die ,,Ausreißer“,die
aufdieschlechteOrdinatendiskretisierungzurückzuf̈uhrensind.

6.2 Validierung desfr equenzabḧangigenCodes

Aufbauendauf dem Test III einer streuendenHalokonfigurationdesmonochro-
matischenStrahlungstransportprogrammswerdenwir nun den erweiterten(fre-
quenzabḧangigen)Codetesten.Falls keine makroskopischenGeschwindigkeits-
felderexistieren– wir sprechenvon einemstatischenHalo – undfalls wir zus̈atz-
lich kohärente,isotropeStreuungannehmen,könnenwir denfrequenzabḧangigen
Codeähnlichwie beimTestIII mittelsderanalytischenLösungausGl. (188)über-
prüfen.Berücksichtigenwir jedochvollständigeWiederverteilungoderbeliebige
Geschwindigkeitsfelder, somüssenwir dieerweiterteSDFEMmit denErgebnisse
einerLinienversiondesFD Codes(sieheAnhangB.2) vergleichen,um die beiden
dreidimensionalenCodeszu testen.

Wir berechnendasfrequenzabḧangigeStrahlungsfeldin bewegtenMedien,in-
demwir diestation̈are,nicht-relativistischeSTGim mitbewegtenSystem×GØ �ÚÙ^�ÜÛÝ� χ � x � ν �{Þ{�d� x � ϑ � ν ��� f � x � ν � (189)

lösen.Der Transportoperator
Ø

, derDoppler-OperatorÙ undderStreuoperatorÛ
werdendefiniertdurchØ �d� x � ϑ � ν �ß� ϑ ½ ∇x�e� x � ϑ � ν �à�Ùy�d� x � ϑ � ν �ß� w � x � ϑ � ν ∂

∂ν
�e� x � ϑ � ν �à�Û<�d� x � ϑ � ν �ß� � σ � x�

2π � d � 1� ∞¨
0 S̈2

R� ϑ ª¬� ν ª ;ϑ � ν �Ç�e� x � ϑ ª¬� ν � dϑ ª dν ª¬�
Die Opaziẗat χ � x � ν �á� κ � x � ν �S� σ � x � ν � ist die SummedesAbsorptionskoeffizien-
ten κ � x � ν �M� κ � x� ϕ � ν � und desStreukoeffizientenσ � x � ν �M� σ � x� ϕ � ν � . Die Fre-
quenzabḧangigkeit dieserKoeffizientenist durch die normierteProfilfunktion ϕ
gegeben.In denfolgendenAnwendungennehmenwir einDoppler-Profil

ϕ � ν ��� 1â
π∆νD

exp ã���ä ν � ν0

∆νD å 2 æ
(190)
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an, wobei ν0 die FrequenzdesLinienzentrumsbezeichnet.Die Doppler-Breite
∆νD und die Doppler-Geschwindigkeit υD werdensowohl durcheinethermische
Geschwindigkeit υtherm als auchdurcheineturbulenteGeschwindigkeit υturb be-
stimmt.Somitergibt sichfür dieDoppler-Breite

∆νD � ν0

c
υD � ν0

c ç υ2
therm � υ2

turb � (191)

wobei c die Lichtgeschwindigkeit ist. Für alle folgendenAnwendungenin dieser
Arbeit nehmenwir υD � 10� 3c � 300kms� 1 an(sieheauchTabelle6).DerQuell-
termist definiertdurch

f � x � ν ��� κ � x � ν � B � T � x�à� ν �S� ε � x � ν �à� (192)

wobeieineausgedehntethermischeund/odereinenicht-thermischePhotonenquel-
le ber̈ucksichtigtwerdenkann.Im Falle einerthermischenStrahlungsquellewird
f mit Hilfe einerTemperaturverteilungT � x� überdie Planck-FunktionB � T � x�­� ν �
berechnet.Der Doppler-OperatorÙ beschreibtdie makroskopischeDoppler-Ver-
schiebungderPhotonenundwurdeausf̈uhrlich in Kapitel 5 diskutiert.Der Streu-
operatorhängtvon der allgemeinenWiederverteilungsfunktionR� ϑ ª � ν ª ;ϑ � ν � ab,
welchedie Wahrscheinlichkeit angibt,daßbei einemStreuprozeßein Photonaus
Richtungϑ ª mit Frequenzν ª in Richtungϑ mit Frequenzν gestreutwird. Die un-
terschiedlichenStreumodellewerdenausf̈uhrlich in Kapitel 4 diskutiert. In den
folgendenAnwendungsbeispielenwerdenwir zwei Grenzf̈alle der Streutheorie
ber̈ucksichtigen:strikte Kohärenzund die vollständigeWiederverteilungim mit-
bewegtenSystem.Im erstenGrenzfall vereinfachtsichderStreuoperatorÛ zuÛ koh�d� x � ϑ � ν ���¤� σ � x � ν �

2π � d � 1� ¨
Sd è 1

�d� x � ϑ ª¬� ν � dϑ ª¬� (193)

Für den Fall der vollständigenWiederverteilungwerdenPhotonendurch Stöße
zufällig überdasLinienprofil wiederverteilt.SomitvereinfachtsichderStreuope-
rator Û für diesenzweitenGrenzfall zuÛ vwv �d� x � ϑ � ν ���¤� σ � x � ν �

2π � d � 1� ∞¨
0

ϕ � ν ª«� ¨
Sd è 1

�e� x � ϑ ª¬� ν ª«� dϑ ª dν ª¬� (194)

Es sollte beachtetwerden,daßin beidenGrenzf̈allen die Annahmeder isotropen
Streuungeingegangenist, derFE-CodejedochauchanisotropeStreuphasenfunk-
tionenmodellierenkann.
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Tabelle6: Parameter, die für alle frequenzabḧangigenTestbeispielegelten.

rh rc α rs υD υ0 r0 R0

1.0 0.2 103 0.2 10� 3c � 10� 3c 0.2 1.0

6.2.1 Modellbeschreibung

Für dieTestrechnungenzurÜberpr̈ufungdererweitertenSDFEMbeschr̈ankenwir
unsauf spḧarischsymmetrischeVerteilungendesOrtsanteilsderOpaziẗat χ � x�°�
κ � x�S� σ � x� . Da wir im nächstenKapitel oblateKonfigurationenuntersuchenwol-
len, führenwir jedocheineallgemeinereFormderOpaziẗatsverteilungein:

χ � x���êéëíì χ0 �º� 1 � αr2
c � for r · rc

χ0 �º� 1 � αr2 � for rc À r · rh

χ0 �º� 1 � αr2
h �4� 103 for r ¸ rh

� (195)

wobeir2 ��� x � a� 2 �Ú� y � b� 2 �Ú� z� c� 2 ist.Somitist für denspḧarischsymmetrischen
Fall a � b � c � 1.Weiterhinsolltebeachtetwerden,daßderExtinktionskoeffizient
innerhalbdesRadiusder Quellerc und außerhalbdesHaloradiusrh konstantist.
Fallsnichtandersangegeben,wird χ0 mittelsderoptischenTiefeim Linienzentrum

τ � ¨ rh

rc

χ � r � ϕ � ν0 � ϑgrdx (196)

entlangder Richtungϑgr mit der größtenoptischenTiefe zwischenrc und rh be-
stimmt. Insgesamtwird die räumlicheVerteilungder Opaziẗat χ durchsechsPa-
rameterbeschrieben:die LängenderHalbachsena, b undc, die Radienrc und rh

unddenParameterα unddie optischeTiefe τ. Für rc, rh undα verwendenwir die
WerteausTabelle6.

Da wir in ersterLinie den Strahlungstransportin Resonanzlinienwie z.B. Lyα
untersuchenwollen, nehmenwir σ � x�°� χ � x� undκ � x�°� 0 für alle folgendenLi-
nienprofilberechnungenan. DieseAnnahmeermöglicht esuns,nicht-thermische
Quellfunktionenzu verwenden(vgl. Gl. 192).Allgemeinbetrachtenwir eineoder
mehrereräumlichbegrenzteQuellregionenmit Radiusrs, dieanderStellexi posi-
tioniert sind:

f � x � ν ���¶µ ϕ � ν � for ² x � xi ²Ã· rs

0 for ² x � xi ²Ã¸ rs
� (197)
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Die Funktion ϕ � ν � ist dasin Gl. (190) definierteDoppler-Profil. Auch hier gilt
wie bei derDefinition der räumlichenOpaziẗatsverteilung,daßdie Quellfunktion
möglichstallgemeingehaltenwird, um komplexereAnwendungsbeispieleim fol-
gendenKapitel zu beschreiben.Für dasspḧarischsymmetrischeBeispielbetrach-
ten wir eineeinzelneQuellregion, die im ZentrumdesRechengebietesbei x � 0
positioniertist.

6.2.2 Makr oskopischeGeschwindigkeitsfelder

Mit Hilfe desFE Codessindwir in derLagebeliebigeGeschwindigkeitsfelderzu
ber̈ucksichtigen,beschr̈anken uns jedochin den folgendenAnwendungsbeispie-
len auf zwei einfacheGeschwindigkeitsfelderundberechnendie Funktionw � x � ϑ �
ausdemDoppler-Term (151) analytisch.Bisherhattenwir denOrtsvektor mit x
bezeichnet,ohnediesenVektor explizit anzugeben.Um Verwechslungenauszu-
schließen,bezeichnenwir in diesemAbschnittdenOrtsvektormit x ��� x � y� z� .

DasersteGeschwindigkeitsfeldbeschreibtdenspḧarischsymmetrischenKol-
laps(υ0 À 0) oderdie spḧarischsymmetrischeExpansion(υ0 ¸ 0) undhatsomit
dieallgemeineGestalt

υio � υ0 î r0

r ï l x
r
� (198)

wobeir �¤² x ²­��¹ x2 � y2 � z2 undυ0 dieGeschwindigkeit beimRadiusr0 ist. Die
vondiesemGeschwindigkeitsfeldabgeleitetew-Funktionlautet

w � x � ϑ ��� υ0

c î r0

r ï l ä 1
r
�v� l � 1� ²ϑ ½ x ² 2

r3 å � (199)

Als zweitesGeschwindigkeitsfeldwählenwir eineRotationsbewegungumdie
z-Achse

υrot � υ0 ä R0

R å l

R� 1 ðñ y� x
0 òó � (200)

wobeiR2 � x2 � y2 derAbstandvon derRotationsachseist undυ0 die Geschwin-
digkeit beimAbstandR0 bezeichnet.Mit ϑ ��� ϑx � ϑy � ϑz � erhaltenwir diew-Funk-
tion für dieRotation

w � υ0

c
ä R0

R å l � l � 1�õô xy � ϑ2
y � ϑ2

x �º� ϑxϑy � x2 � y2 �
R3 ö � (201)
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Abbildung 11: FE LösungeinesLyα Linienprofils einesstatischen Halos mit
kohärenter Streuungfür unterschiedliche optische Tiefen τ (sieheLegende).Die
gepunktetenKurven im linken Bild stellendie ErgebnissedesFD Codesdar. Im
rechtenBild markierendieKreuzedieanalytischenLösungen.

Der Parameterl definiert in beidenFällen die Art desGeschwindigkeitsfelds,so
daßυio z.B. für l � 0 � 5 den freien Fall einer kollabierendenGaswolke und für
l �	� 1 einetypischeSupernova-Expansionsimuliert.Für dieRotationυrot erhalten
wir für l � 0 � 5 denSpezialfall einesKeplerschenGeschwindigkeitsfeldsmit derw-
Funktion

w � υ0

c
3
2

R0 � 5
0 R� 3 � 5 � xy � ϑ2

y � ϑ2
x �º� ϑxϑy � x2 � y2 ��� (202)

(sieheauchBaschek& Wehrse1999).Die Wertefür υ0, r0 undR0 in allenfolgen-
denAnwendungsbeispielenfindensichin Tabelle6.

6.2.3 EinfachesTestbeispiel

Wir beginnendieUntersuchungfrequenzabḧangigerStrahlungsfeldermit demein-
fachenTestbeispieleinerspḧarischsymmetrischenOpaziẗatsverteilung(195)(a �
b � c � 1) und einereinzelnenQuellregion um dasZentrumdesRechengebiets
bei x � 0. Für die DiskretisierungdesFrequenzintervalls in Doppler-Einheiten� ν � ν0 � � ∆νD ³w¥"� 4 � 6� verwendenwir 41 gleichverteilteStützstellenund 80 Or-
dinaten.ν0 � 2 � 466 ½ 1015 Hz ist die FrequenzdesLyα Übergangsim Wasserstof-
fatom.DasStartgitterhat 43 Zellen und einevorverfeinerteQuellregion. Jenach
optischerTiefewerden3–5adaptiveVerfeinerungsschritteaufderBasiseinesma-
ximalenL2-Fehlerindikators(75) durchgef̈uhrt. Ein Ortsgitterder Verfeinerungs-
stufe5 entḧalt ungef̈ahr 1 � 5 ½ 105 Knotenpunkte,wobei die Auflösungdemeines
strukturiertenGittersmit 2573 Knotenpunktenentspricht.Daseinfachstefrequenz-
abḧangigeTestbeispielist einstatischesModell mit kohärenter, isotroperStreuung.
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Abb. 11 zeigt die Lyα Linienprofile einessolchenModells für unterschiedliche
optischeTiefen τ � 0 � 1 � 1 � 10� 100.Die Legendecharakterisiertdie Lösungender
SDFEM für die unterschiedlichenoptischenTiefen,wohingegendie gepunkteten
Kurven im linken Bild die Ergebnisseder FD Methode(sieheAnhangB.2) mar-
kieren.DasDoppler-Profil wird in allenTestrechnungenreproduziert,bis auf den
Fall τ � 100 für die FD Methode.In denvorhergehendenAbschnittenhabenwir
gezeigt,daßdiemonochromatischeFD Methodefür großeoptischeTiefen(τ ¸ 10)
nursehrlangsambzw. nichtmehrkonvergiert.Dadererweitertefrequenzabḧangi-
ge FD CodedasmonochromatischeFD Problemfür jedendiskretenFrequenz-
punkt löst, überraschtes nicht, daßdort die gleichenSchwierigkeiten auftreten.
Wennwir dasLinienprofil mit Hilfe deranalytischeLösung(188) reproduzieren,
erkenntman,daßdieAbweichungendernumerischenErgebnissederSDFEMnur
sehrklein sind. Insbesonderefür die optischenTiefen τ � 0 � 1 � 1 sind die Kurven
praktischidentisch.Selbstfür τ � 100bleibtderFlußim Linienzentrumbesserals
99%erhalten.Ganzim Gegensatzzu denErgebnissendeserweitertenFD Codes,
welcheim undum dasLinienzentrumAbweichungen– auchbei kleineroptischer
Tiefe– vonca.10%aufweisen.Im Fall großeroptischerTiefen(τ � 100)weichen
dieErgebnissedeutlichvonderanalytischenLösungab.

Als nächstesbetrachtenwir einenkollabierendenHalo mit kohärenterStreu-
ung, wobei wir an HanddieserKonfigurationdie Effekte der Frequenzkopplung
durch den Doppler-Term verdeutlichenwollen. In Abb. 12 sind berechneteLi-
nienprofiledargestellt,wobei unterschiedlicheExponentenl � 0 � 0 � 5 � 2 desGe-
schwindigkeitsfeldsυio ausGl. (198) ber̈ucksichtigtwurden.Für kleine optische
Tiefenτ � 1 sinddieLinienprofileleicht rotverschoben,d.h.zukleinerenDoppler-
Einheitenbzw. zukleinerenFrequenzenhin verschoben.Daτ klein ist,durchlaufen
die meistenPhotonendenHalo direkt, ohnegestreutzu werden.Die Rotverschie-
bung der beobachtetenLinienprofile ist schließlichauf die BewegungdesHalos
weg vom Beobachter(aufgrunddesKollaps) zurückzuf̈uhren.Da der Doppler-
Term proportionalzum GradientendesGeschwindigkeitsfeldsist (sieheKapitel
5), ist die Rotverschiebung um so ausgepr̈agter, je größerder Exponentl ist. Für
τ � 10(sieheAbb. 12)sinddieLinienprofilejedochblauverschoben,d.h.zugröße-
ren Doppler-Einheitenbzw. zu höherenFrequenzenhin verschoben.Da die opti-
scheTiefebereitsrelativ großist,entweichendiemeistenPhotonennichtdirektaus
demHalo, sondernwerdengestreut.Somitbeobachtenwir nur wenigePhotonen,
diedirektvonderQuellestammen,sondernvielmehrPhotonen,dievomeinfallen-
denHalohinterderQuelle(vomBeobachterausgesehen)zurückgestreutwerden.
DiesegestreutenPhotonenkönnennundirekt ausdemHalo entweichen,dadurch
die Blauverschiebung der Halo plötzlich optischdünn gewordenist. Für denFall
l � 2 ist dieBlauverschiebungdesbeobachtetenLinienprofilswenigerausgepr̈agt,
da der großeGradientdesGeschwindigkeitsfeldssehrnahean der Quellregion
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Abbildung 12: FE Lösungen von Lyα Linienprofilen kollabierender Halos mit
kohärenterStreuungfür eineoptisch dünne(dünneLinien)undeineoptischedicke
(dicke Linien) Konfiguration. Die Legendemarkiert die unterschiedlichenExpo-
nentenl desverwendetenGeschwindigkeitsfelds(siehedazuauch Text).

im InnerndesHalosbereitseinebetr̈achtlichRotverschiebung der Photonenver-
ursacht.DiesenPhotonenerscheintder Halo nun ebenfalls optischdünn und sie
könnendirektzumBeobachterentweichen.DerBereich,in demdieseRotverschie-
bungstattfindenkann,ist sehrklein. Weiteraußen,wenndiegesamteoptischeTie-
fe wiederzunimmt,werdendiePhotonendurchdenobenbeschriebenStreuprozeß
blauverschoben.

VollständigeWiederverteilungbewirkt eineviel sẗakereFrequenzkopplungals
dieKopplungaufgrunddesDoppler-Terms(sieheKapitel4). Dasist auchdeutlich
andenLinienprofilenin Abb. 13zuerkennen.DaslinkeBild zeigtLyα Linienpro-
file einesstatischenHalosfür unterschiedlichτ � 0 � 1 � 1 � 10� 100.Die gepunkteten
Linien markierendie FD Lösungen.Mit zunehmenderoptischerTiefe entweichen
die PhotonenimmermehrausdemLinienflügel.Bereitsfür τ � 1 erhaltenwir ein
charakteristischesProfil mit einer Zentraleinsenkungim Linienzentrum.Gleich-
zeitignimmtauchderAbstandzwischendenzweiMaximaunddieTiefederZen-
traleinsenkungzu.Die Flußerhaltungbetr̈agt im optischdickenFall (τ � 100)nur
96%,wasjedochaufdiezugeringeAuflösungderFrequenzdiskretisierungzurück-
zuführenist.

DasrechteBild derAbb. 13zeigtdieberechnetenLyα Linienprofileeineskol-
labierendenHalosmit vollständigerWiederverteilung,wobeiunterschiedlicheEx-
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Abbildung 13: FE Lösungvon Lyα Linienprofilen einesstatischen (linkes Bild)
undeineskollabierenden(rechtesBild) Halosmit vollständiger Wiederverteilung.
Im statischenFall wird derEinflußunterschiedlicheroptischeTiefen(sieheLegen-
de)auf dasLinienprofil untersucht. BeimKollapsmarkiertdie Legendedie unter-
schiedlichenExponentendesGeschwindigkeitsfelds.Die FD Lösungenwerdenals
gepunkteteLiniendargestellt.

ponentenl � 0 � 0 � 5 � 2 desGeschwindigkeitsfeldsυio ausGl. (198) ber̈ucksichtigt
wurden.Die optischeTiefe betr̈agt τ � 10. Generellist zu beobachten,daßdas
Geschwindigkeitsfelddie SymmetriedesProfils um dasLinienzentrumzersẗort.
Für die Exponentenl � 0 und 0 � 5 wird dasblaueMaximum gegen̈uberdemro-
ten versẗarkt, was – wie im kohärentenFall (sieheoben)– auf die durch einen
StreuprozeßblauverschobenenPhotonenzurückzuf̈uhrenist. Im Falleeinesexpan-
dierendenHaloserhaltenwir ein Linienprofil wie in Abb. 13 (rechts),jedocham
Linienzentrumgespiegelt.D.h.,daßnundasroteMaximumgegen̈uberdemblauen
versẗarkt ist. Für l � 2 ist die SymmetriedesProfilsbeinahewiederhergestellt.Es
scheintsogar, alsob dasroteMaximumgegen̈uberdemblauenleicht versẗarkt ist.
DieserEffekt liegt wie im kohärentenFall amgroßenGeschwindigkeitsgradienten
(sieheoben).Der VergleichderFE Lösungenmit denFD Ergebnissenergibt eine
zumindestqualitative Übereinstimmungund sprichtsomit für dreidimensionalen
erweitertenCodes.Die unterschiedlichenErgebnisse,zumindestfür die optisch
dünnenHalos(τ · 1), sind auf einezu geringeOrtsaufl̈osungdesFD Verfahrens
zurückzuf̈uhren.Mit zunehmenderoptischerTiefe entfernensich die Ergebnisse
der FD Methodeimmer mehrvon denendesFE Codes,wasan der unterschied-
lichenOrdnungderbeidenDiskretisierungenliegt (sieheauchmonochromatische
Testbeispieleim vorhergehendenAbschnitt).
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7 Lyα Linienpr ofile von hoch-rotverschobenenGalaxien

Bei der Beobachtungvon hoch-rotverschobenenGalaxienist der Lyα Übergang
vom erstenangeregten Niveauzum GrundzustanddesWasserstoffatomsin den
meistenFällen die einzigeprominenteEmissionslinieim Spektrumund ist somit
für dasVersẗandnisderEntstehungundEntwicklungvonGalaxienim frühenUni-
versumvon großerBedeutung.In spektroskopischenHimmelsdurchmusterungen
und SchmalbandbildernneuerenDatumswurdedie Lyα Linie zur Identifikation
von Galaxienmit großerRotverschiebung herangezogen(sieheHu et al. 1998;
Kudritzki et al. 2000;Rhoadset al. 2000;Fynbo2000,2001).Abgesehendavon,
daßdie Lyα Emissionslinieals Rotverschiebungsindikatorgut geeignetist, läßt
dasProfil dieserLinie sowohl auf die räumlicheVerteilungund die Kinematik
desinterstellarenGasesalsauchauf die NaturderPhotonenquellenzurückschlie-
ßen.So entḧullen beispielsweisesehrgut aufgel̈osteBeobachtungenvon hoch-
rotverschobenenRadiogalaxien(sieheHippelein& Meisenheimer1993;vanOjik
etal. 1996,1997;Villar-Mart́ın etal.1999)ausgedehnteLyα Halosmit Durchmes-
seroberhalbvon 100kpc.Die beobachtetenLinien weisendie in Abschnitt6.2si-
muliertencharakteristischenProfilemit zweiMaximaundeinermehroderweniger
ausgepr̈agtenZentraleinsenkungauf.WeiterhinlassenzweidimensionaleSpektren
von Lyα Haloseinekomplexe Kinematik mit Geschwindigkeiten ¸ 1000kms� 1

vermuten(siehevan Ojik et al. 1996,1997).Die Interpretationvon Lyα Beob-
achtungenist sehrschwierig,da hoch-rotverschobeneRadiogalaxienhäufig in-
nerhalbeinesHaufensvon Proto-Clusternzu finden sind und der Radiojetmit
derdurchVerschmelzungsprozesseäußerstinhomogenenUmgebungwechselwirkt
(siehez.B. Bicknell et al. 2000; Kurk et al. 2001).Aufgrund der großenräum-
lichen Ausdehnungsind dieseHalosoptischdick und die Lyα Photonenkönnen
nur mittels StreuprozeßoderdurchWechselwirkung mit einemmakroskopischen
Geschwindigkeitsfeld entweichen.DiesePḧanomeneerfordernjedocheine sehr
detaillierteBehandlungdesdreidimensionalenStrahlungstransportproblems.Ana-
lytische (sieheNeufeld 1990) sowie frühe numerischeMethoden(sieheAdams
1972;Hummer& Kunasz1980)beschr̈anktensichauf die Lösungdereindimen-
sionalenStrahlungstransportgleichungin statischenMedien.Erst in jüngsterZeit
wurdenauf derBasisderMonte-Carlo-MethodeCodesentwickelt, welchemehr-
dimensionaleLyα Linientransportprobleme,zun̈achstfür statische(sieheAhn et
al. 2001,2002),aberauchfür nicht-relativistischbewegteMedien(sieheZheng&
Miralda-Escud́e2002)simulierenkönnen.

Nachdemwir in Abschnitt6.2 denfrequenzabḧangigenFE Codeerfolgreich
getestethaben,werdenwir in diesemKapitel zwei komplexereAnwendungendes
Lyα Linientransportproblemsuntersuchen:Eine scheibenartige,oblateKonfigu-
ration und ein Modell mit drei Quellen in einemgemeinsamenHalo. Die Mo-
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dellbeschreibungunddie GeschwindigkeitsfelderwerdenausAbschnitt6.2 über-
nommen,wobeiwir unsim folgendenauf denschwierigerenFall dervollständige
Wiederverteilungbeschr̈anken werden.Wir verwenden49 gleichverteiltediskre-
te Frequenzsẗutzstellenfür dasIntervall � ν � ν0 � � ∆νD ³k¥�� 6 � 6� und 80 Ordina-
ten.DasStartgitterbestehtaus43 Zellenmit einervorverfeinertenQuellregion,so
daßwir unsereSimulationenauf einemGitter mit insgesamtmehreren103 Zellen
starten.JenachoptischerTiefe werden3–7adaptive Verfeinerungsschritteauf der
BasiseinesmaximalenL2-Fehlerindikators(75) durchgef̈uhrt. Ein Ortsgitterder
Verfeinerungsstufe7 entḧalt ungef̈ahr 1 � 5 ½ 105 Knotenpunkteund entsprichtder
AuflösungeinesstrukturiertenGittersmit 2573 Knoten.

7.1 Elliptische Halos

In einemzweitenSchritt – nachdem spḧarischsymmetrischenModell ausAb-
schnitt6.2– hin zueinerechtendreidimensionalenKonfigurationuntersuchenwir
denResonanzlinientransportfür einaxialsymmetrisches(oblates)Scheibenmodell
mit einerOpaziẗatsverteilungwie in Gl. (195) definiert, jedochmit Halbachsen-
verḧaltnissenvon a : b : c � 3 : 3 : 1. Der oblateHalo ist um dasZentrumdes
Rechengebietsbei x � 0 positioniert,wobeidie Achsesenkrechtzur äquatorialen
EbenederScheibedie z-Achseist. Im folgendenbezeichnenwir die z-Achseauf-
grundderSymmetriealsRotationsachse.Wir untersuchendasLyα Linienprofil für
unterschiedlicheoptischeTiefenτ undverschiedeneGeschwindigkeitsfelder(sta-
tisch, Kollapsund Rotation)ausunterschiedlichenBeobachtungsrichtungen.Die
optischeTiefe τ � τ � ϑgr � wird entlangderRichtungϑgr bestimmt,die dergroßen
Halbachsezwischenrc undrh bestimmt.Für rc, rh undα (ParameterausderOpa-
zitätsverteilung(195)) verwendenwir die WerteausTabelle6. Anhanddesstati-
schenFalleszeigenwir exemplarisch,welcheInformationenausdenFELösungen
derLyα Halosimulationenextrahiertwerdenkönnen.Die berechnetenLinienprofi-
le sindin Abb. 14afür verschiedeneoptischeTiefenτ undfür unterschiedlicheBe-
obachtungswinkel aufgezeigt.DerBeobachtungswinkel ist definiertalsderWinkel
zwischenderRotationsachseundderRichtungzumBeobachterhin. Z.B. bedeutet
ein Beobachtungswinkel von 90� , daßwir die Scheibevon der Kanteaussehen.
Ein Beobachtungswinkel von 0� entsprichtsomit der Draufsichtauf die Scheibe.
Wie beim einfachenTestbeispielausAbschnitt6.2.3erhaltenwir die charakteri-
stischeZentraleinsenkungfür τ £ 1. AufgrundderoblatenOpaziẗatsverteilungmit
denHalbachsenverḧaltnissena : b : c � 3 : 3 : 1 nimmtdieoptischeDickemit einer
VerringerungdesBeobachtungswinkels(d.h.in RichtungderkleinenHalbachsec)
ab,sodaßwir für einenBeobachtungswinkel von 0� eineeffektive optischeTiefe
von τ � ϑgr �4� 3 erhalten.Folglich beobachtenwir für eineVerringerungdesBeob-
achtungswinkelseineZunahmedesAbstandsderbeidenMaximavoneinanderund
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Abbildung 14: Ergebnissefür einestatische, oblateModellkonfiguration: a) Lyα
Linienprofile für verschiedeneBeobachtungsrichtungenundunterschiedlicheopti-
scheTiefenτ � τ � ϑgr � . b) ZweidimensionalesSpektrumeinerKantenansicht (90� )
der Scheibeund einer Aufsicht auf die Scheibe(20� ) bei unterschiedlichenopti-
schen Tiefen.Die Position und Breite desLangspaltsdesSpektrographenist in
Abb. 15aangegeben.Die Konturensind für 2.5%,5%, 7.5%,10%,20%,..., 90%
desMaximalwertesaufgezeichnet.

eineZunahmederTiefederZentraleinsenkunginnerhalbdesLinienspektrums.Da-
bei solltebeachtetwerden,daßderentlangderz-Achseentweichendetotalerelati-
ve FlußF � ϑ � 0� �4� F � ϑ � 90� � mit zunehmenderoptischerTiefe τ � ϑgr � ebenfalls
zunimmt.Die Abb. 14bwird weiteruntenerklärt.

Viel mehrInformationensindin denräumlichenLinienintensiẗatsverteilungen
enthalten.DieseVerteilungenwerdenauf die Beobachtungsebene,d.h.die Ebene
senkrechtzur Beobachtungsrichtung,projiziert (sieheAbb. 15). In Abb. 15a ist
die frequenzintegrierte Intensiẗatsverteilungfür τ � ϑgr ��� 10 unterverschiedenen
Beobachtungswinkeln gezeigt.Bei 90� zeigtdieseAbbildungdasLyα–Bild einer
elliptischenEmissionslinienregion. Der diffuse Halo ist aufgrundder gestreuten
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Abbildung 15: Räumliche Intensiẗatsverteilungfür einestatische, oblateModell-
konfiguration mit τ � ϑgr ��� 10 für unterschiedliche Beobachtungsrichtungen: a)
Frequenzintegrierte Intensiẗatsverteilung, wobeizus̈atzlich die PositiondesLang-
spaltsangegebenist. b) Intensiẗatsverteilungfür ausgewählteFrequenzpunkte. Die
Frequenzist in Doppler-Einheiten � ν � ν0 �4� ∆νD relativ zumLinienzentrumam
rechtenBildrandangegeben.

Photonensehrdeutlichsichtbar. Mit abnehmendemBeobachtungswinkel wird der
Halo optischdünnerunddie Intensiẗatsverteilungerscheintzunehmendspḧarisch
symmetrisch.
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In Abb. 15b ist die räumlicheVerteilungder Lyα Intensiẗat für verschiedene
Blickwinkel (hintereinander)an ausgewähltenFrequenzpunkten(nebeneinander)
dargestellt.Die KantenansichtderScheibe(90� ) zeigt,daßdieIntensiẗatsverteilung
sehrstarkvonderFrequenzabḧangt.Im äußerenLinienflügelbei � ν � ν0 �4� ∆νD ��

2 ist derHalooptischdünnunddieKonturlinienhabeneinekompakteelliptische
Gestalt,wobeisieim wesentlichendieoblateFormderQuellregionreproduzieren.
Die beidenMaxima desLinienprofils liegenbei � ν � ν0 � � ∆νD � �

1 und wir be-
obachten,daßdie HauptachsederelliptischenIntensiẗatsverteilung,zumindestim
InnerndesaufgezeigtenKonturlinienbereichs,parallelzurRotationsachseliegt. Im
äußerenBereichliegt dieseHauptachse,wie für die Linienflügelfrequenzenauch,
senkrechtzur Rotationsachseund zwar so wie die Hauptachseder urspr̈unglich
IntensiẗatsverteilungderQuellregion. Im Linienzentrumbei � ν � ν0 �4� ∆νD � 0 ist
die direkteSichtauf dasQuellgebietdurchdie optischdicke Gasmaterieblockiert
undeserscheinenzwei Emissionsknotenknappober- undunterhalbderScheibe,
jedochnochinnerhalbdesweit ausgedehntenelliptischenHalos.Der Lyα Knoten
unterhalbder Scheibeverschwindetmit abnehmendemBeobachtungswinkel. Bei
20� ist die Intensiẗatsverteilungschließlichfür alle Frequenzenspḧarischsymme-
trisch, wobei die beobachtetePhotonenquellregion im Linienzentrumdie größte
Ausdehnungaufweist.In Abb. 16 ist die Intensiẗatsverteilungfür ausgewählteFre-
quenzpunktëahnlichwie in Abb. 15 dargestellt,nur daßdie Verteilungnun farb-
kodiertist undkeineKonturlinienmehraufweist.

ZweidimensionaleSpektrenvonhochaufgel̈ostenspektroskopischenBeobach-
tungenliefern üblicherweisefrequenzabḧangigeDatenfür eineRückrichtung.Für
einenVergleichmit derartigenBeobachtungenhabenwir unsereErgebnissein ei-
nemNachbearbeitungsschrittin zweidimensionaleSpektrenumgewandelt,wobei
nur Dateninnerhalbdesin Abb. 15aangegebenenLangspaltesfür eineKanten-
und eineDraufsichtder oblatenKonfigurationverwendetwerden.Jedochist die
Form deszweidimensionalenSpektrumsrelativ unabḧangig von der Breite des
gewähltenLangspalts.Die Ergebnissesind in Abb. 14bfür unterschiedlicheopti-
scheTiefendargestellt.Für denoptischdünnenFall mit τ � 1 ist nureineinzelnes,
zusammenḧangendesEmissionsgebietsichtbar. Bei einerKantenansichtdeutendie
innerstenKonturlinienbereitsdieZentraleinsenkungunddiezweiMaximaan,die
auchim Linienprofil gutsichtbarsind(Abb. 14a).Mit zunehmenderoptischerTiefe
wird dieZentraleinsenkungimmerdeutlicherundderAbstandderbeidenMaxima
vergrößertsich.Esist aberzu beachten,daßdie räumlicheAusdehnungderäuße-
renKonturliniennurvon τ � ϑgr � abḧangtundnicht vonderBeobachtungsrichtung.

Als nächstesuntersuchenwir, wie sichdasLyα Linienprofil deroblatenKon-
figuration ver̈andert,wenn man ein makroskopischesGeschwindigkeitsfeld mit-
ber̈ucksichtigt.Zuerstsimulierenwir einenKollapsmit l � 0 � 5 in Gl. (198).Abb.
17azeigtdie berechnetenLinienprofilefür verschiedeneoptischeTiefenunterun-
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Abbildung 16: Falschfarbendarstellungder Intensiẗatsverteilungfür ausgewähl-
teFrequenzpunkte(untereinander)unterverschiedenenBeobachtungswinkeln(ne-
beneinander).Die Intensiẗat nimmtvonblaunach weißzu.

terschiedlichenBeobachtungswinkeln. Wie im Fall deskollabierendenspḧarisch
symmetrischenHalo (sieheAbschnitt6.2.3)wird dasblauverschobeneMaximum
durchdasGeschwindigkeitsfeldversẗarkt. Mit zunehmendemτ tritt dieserEffekt
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Abbildung 17: Ergebnissefür eine oblate Modellkonfiguration mit einer freien
Einfallbewegung(l � 0 � 5): a) Lyα Linienprofile für verschiedeneBeobachtungs-
richtungenundunterschiedlicheoptischeTiefenτ � τ � ϑgr � . b) Zweidimensionales
Spektrumfür einebeinaheKantenansicht (90� ) der ScheibeundeineAufsicht auf
die Scheibe(20� ) bei unterschiedlichenoptischenTiefen.Die Position undBreite
derSpaltmaske ist in Abb. 15aangedeutet.Die Konturensindfür 2.5%,5%,7.5%,
10%,20%,..., 90%desMaximalwertesaufgezeichnet.

immer deutlicherhervor. In Abb. 17b sind die den Linienprofilen entsprechen-
denzweidimensionalenSpektrenfür eineKantenansicht(90� ) undeineBeinahe-
Draufsicht(20� ) beigleicherSpaltgr̈oßeund-positionwie im statischenFall darge-
stellt.Für einekleineoptischTiefehabendieKonturlinieneinebeinahedreieckige
Gestalt,da Photonen,die in der Frequenzgestreutwerdenund überdenblauen
Flügel der Linien entweichen,auchhäufigerim Ortsraumgestreutwerden.Dies
hateinegrößereräumlicheAusdehnungderPhotonendesblauenLinienflügelszur
Folge.Auch wennderAbstandzwischendenMaximamit zunehmenderoptischer
Tiefewächst,sobleibtdochdieallgemeineDreiecksgestalterhalten.In Abb. 18 ist
die Intensiẗatsverteilungfarbkodiert für ausgewählteFrequenzpunktëahnlichwie
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Abbildung 18: Falschfarbendarstellungder Intensiẗatsverteilungfür ausgewähl-
teFrequenzpunkte(untereinander)unterverschiedenenBeobachtungswinkeln(ne-
beneinander)für einekollabierende, oblateHalokonfiguration.

in Abb. 16 dargestellt,nur daßhier ein makroskopischerEinfall mitber̈ucksichtigt
wird.

DaszweiteGeschwindigkeitsfeld,dessenEinflußauf dasLinienspektrumwir
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Abbildung 19: Ergebnissefür eine oblate Modellkonfiguration mit einer Kep-
lerschen Rotationsbewegung (l � 0 � 5) um die z-Achse: a) Lyα Linienprofile für
verschiedeneBeobachtungsrichtungen und unterschiedliche optische Tiefen τ �
τ � ϑgr � . b) ZweidimensionalesSpektrumfür einebeinaheKantenansicht (90� ) der
Scheibeund eineAufsicht auf die Scheibe(20� ) bei unterschiedlichenoptischen
Tiefen.Die PositionundBreiteder Spaltmaske sinddie gleichenwie in Abb. 15a
angedeutet.Die Konturensindfür 2.5%,5%,7.5%,10%,20%,..., 90%desMaxi-
malwertesaufgezeichnet.

bei der oblatenHalokonfigurationuntersuchenwollen, entsprichteiner Kepler-
schenRotationsbewegung(l � 0 � 5) um die z-Achse.Die Ergebnissesind in Abb.
19für τ � 1 andτ � 10aufgetragen.Die Linienprofilesindsymmetrischbez̈uglich
desLinienzentrumsundzeigenfür unterschiedlicheBlickwinkel undoptischeTie-
fendasgleicheVerhaltenwie im statischenFall. DereinzigesichtbareUnterschied
bestehtdarin,daßdie Linienflügelbzw. die Maximamit zunehmendemBeobach-
tungswinkel sẗarker ,,verschmiert“werdenals bei der statischenKonfiguration.
Dies liegt in der ZunahmedesDoppler-Effekts begründet,da dasGeschwindig-
keitsfeld(Rotation)einenimmer größerenEinfluß auf dasbeobachteteSpektrum
aus̈ubt, je mehrwir die oblateHalokonfigurationvon der Kanteher sehen.Ganz
andersalsbeimeindimensionalenSpektrumist derEffekt derRotationim zweidi-
mensionalenSpektrumsehrdeutlichzu erkennen(sieheAbb. 19b).Die Scherung
derKonturlinienist ein typischesMusterfür eineRotationsbewegung.Wie im sta-
tischenFall undbeimKollapssindbei τ � 10 undKantenansichtzwei Emissions-
knotenim zweidimensionalenSpektrumzu beobachten,wobei die Scherung,be-
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Abbildung 20: Falschfarbendarstellungder Intensiẗatsverteilungfür ausgewähl-
teFrequenzpunkte(untereinander)unterverschiedenenBeobachtungswinkeln(ne-
beneinander)für einerotierende, oblateHalokonfiguration. Die Intensiẗat nimmt
vonblaunach weißzu.

dingtdurchdieRotationsbewegung,zweibananenf̈ormigeKonturplotshervorruft.
In Abb. 20 ist die Intensiẗatsverteilungfür ausgewählte Frequenzpunktëahnlich
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wie in Abb. 16 und18 dargestellt,nur daßhier einemakroskopischeRotationsbe-
wegungmitber̈ucksichtigtwird.

Trotz der relativ geringenoptischenTiefe der Modellkonfigurationenkönnen
wir die Form und die typischenMusterzweidimensionalerSpektrenvieler hoch-
rotverschobenerGalaxiensehrgut reproduzieren.Sosindz.B. die zweidimensio-
nalenSpektrenderLyα ,,blobs“aus(Steidelet al. 2000,Fig. 8) vergleichbarmit
den Ergebnissenfür kollabierende(Abb. 17b) und rotierende(Abb. 19b) Halos.
Die Beobachtungenvon van Ojik et al. (1997)enthalteneineVielzahl von hoch-
rotverschobenenRadiogalaxienmit Lyα Linienprofilen,dieeinoderzweiMaxima
mit einerZentraleinsenkungaufweisen.De Breucket al. (2000)entdeckenbei der
statistischenUntersuchungvon Emissionslinienhoch-rotverschobenerRadiogala-
xien, daßdie Dreiecksgestaltder Lyα Emissionein charakteristischesMusterim
zweidimensionalenSpektrumdieserObjekteist.DadieEmissiondesblauverscho-
benenMaximumsim beobachtetenLinienprofil deutlichgeringerausgepr̈agtist als
diejenigebeim rotverschobenenMaximum,solltensich die meistendieserHalos
im StadiumderExpansionbefinden.

7.2 Mehrfachquellen

Wie bereitszuAnfangdiesesKapitelserwähnt,befindensichhoch-rotverschobene
Radiogalaxienhäufigim Zentrumvon Haufenvon (Proto-)Galaxien.In einersol-
chenUmgebungkönnteesmöglichsein,daßdieLyα EmissionmehrererGalaxien
in einemgemeinsamenHalonachaußengestreutwird. Um solcheKonfigurationen
untersuchenzu können,startenwir mit einerspḧarischsymmetrischenOpaziẗats-
verteilung(vgl. Abschnitt6.2.3)und mit drei räumlichgetrenntenQuellgebieten
positioniertum x1 �"! 0 # 5 $ 0 # 25$ 0%&$ x2 �'!(� 0 # 5 $ 0 # 25$ 0% undx3 �'! 0 $)� 0 # 25$ 0% , die
ein Dreieck in der ! x $ y% -Ebenebilden. Im folgendenwerdendie Ergebnissefür
eineoptischeTiefe τ � 10desHalospräsentiert.

Wie im Abschnitt7.1beginnenwir mit demstatischenModell. Abb. 21azeigt
frequenzintegrierteLyα Bilder ausvier ausgewähltenBlickrichtungen.Der über
denBildern angegebeneBlickwinkel ist der Winkel zwischenBeobachtungsrich-
tungundder ! x $ y% -Ebene.Esist zu beachten,daßsichdie OrientierungderQuell-
gebieteinnerhalbderBeobachtungsebenefür unterschiedlicheBlickrichtungenän-
dert. Wenn man die Konfigurationbeinahesenkrechtzur ! x $ y% -Ebene(70� ) be-
trachtet,sindalle drei Quellgebietesehrgut sichtbar, dadiesein der äußerenund
somitoptischdünnerenHaloregion lokalisiertsind.Esseidaranerinnert,daßsich
derHauptteilderstreuendenHalomateriein derNähedesZentrumsbei x � 0 be-
findet.Für andereBlickwinkel – insbesonderewennmanbeinahedirektvonPunk-
tenin derx-y-Ebeneauf die Konfigurationschaut– liegeneinigederQuellgebiete
vom BeobachterausgesehenhinterdemHalozentrumundsindsomitauf denent-
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Abbildung 21: Räumliche Intensiẗatsverteilungfür einestatische, spḧarisch sym-
metrischeModellkonfigurationmit τ � 10und3 ausgedehntenQuellregionenunter
verschiedenenBeobachtungsrichtungen: a) Frequenzintegrierte Intensiẗatsvertei-
lung. b) Intensiẗatsverteilungfür ausgewählteFrequenzpunkte. Die Frequenzist in
Doppler-Einheiten ! ν � ν0 %.- ∆νD relativ zumLinienzentrumam rechtenBildrand
angegeben.

sprechendenBildern wenigergut sichtbar. Abb. 21b ist eineKonturliniendarstel-
lungderspezifischenIntensiẗat für ausgewählteFrequenzpunkteundBlickrichtun-
gen.Wennmanin denLinienflügelnbei ! ν / ν0 %.- ∆νD 021 2 beobachtet,kanndie
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Abbildung 22: Ergebnissefür eine spḧarisch symmetrische Modellkonfiguration
mit drei Quellgebietenim Innern für denstatischenFall und zweiunterschiedli-
chenHalogeschwindigkeitsfelder(KollapsundRotation):a) Lyα Linienprofile für
verschiedeneBeobachtungsrichtungen. b) ZweidimensionalesSpektrumfür eine
beinaheKantenansicht (103 ) der ScheibeundeineAufsicht auf die Scheibe(703 ).
Die PositionundBreiteder Spaltmaske ist in Abb. 21aangedeutet.Die Konturen
sindfür 2.5%,5%,7.5%,10%,20%,..., 90%desMaximalwertesaufgezeichnet.

Anzahlunddie Positionaller QuellgebieteausjederbeliebigenBlickrichtungbe-
stimmtwerden.WennmandenHalo jedochin Frequenzenum dasLinienzentrum
bei ! ν / ν0 %4- ∆νD 051 1 und0 betrachtet,hängtdieAnzahldersichtbarenQuellge-
bietestarkvom Beobachtungswinkel ab. SozeigeneinigeBilder nur eine,andere
wiederumzweioderdreiQuellregionen.

Die entsprechendenLinienprofileundzweidimensionalenSpektrenwerdenin
Abb. 22sowohl für denstatischenFall alsauchfür einenKollapsundeineKepler-
scheRotationsbewegungdesHalosdargestellt.Die BreiteundPositiondesLang-
spalts,durchdendaszweidimensionaleSpektrumaufgenommenwird, sindin Abb.
21aangedeutet.Es werdenfür beinahealle Fälle Zentraleinsenkungenmit zwei
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Maximabeobachtet.Die einzigeAusnahmesinddie berechnetenProfilefür einen
rotierendenHalo, die für Blickwinkel kleinerals703 sehrbreit werden.Zus̈atzli-
cheMerkmale,wie SenkenoderZwischenmaxima,tauchenim rotenoderblauen
Linienflügelauf,dadiedreiQuellgebieterelativ zumBeobachtersignifikantunter-
schiedlicheGeschwindigkeitskomponentenaufweisen.

Die Spaltmaske für den Blickwinkel 703 entḧalt zwei Quellregionen(siehe
Abb. 21a),diejedochim zweidimensionalenSpektrumvonAbb. 22balsvier Emis-
sionsgebietesichtbarwerden.DassichtbareKonturlinienmusterist selbstfür die
bewegtenHalossehrsymmetrisch.Wie wir in Abb. 21aangedeutethaben,entḧalt
ein Langspaltbei einemWinkel von 103 alle drei Quellgebiete.Trotzdemwer-
dendie zweidimensionalenSpektrenvon denbeidenQuellregionendominiert,die
näherzum Beobachterhin und somit vor der optischdichterenZentralregion des
Halosliegen.Im statischenFall ist diedritteQuellregionnichtsichtbar. BeimKol-
laps ist die dritte Quelle als schwacheEmissionim blauenTeil desSpektrums
zu erahnen.Diesstehtganzim GegensatzzumFall einerRotationsbewegung,bei
demdie dritte Quellerelativ deutlichzu erkennenist. Jedochist dasKonturlinien-
mustersehrundeutlich,so daßeineeindeutigeIdentifikationder Emission,ohne
dasWissenüberdie Existenzeinerdritten Quelle,äußerstschwierigseindürfte.
In Abb. 23, 24 und 25 sind die Intensiẗatsverteilungenfür unterschiedlicheGe-
schwindigkeitsfelder(statisch,Kollaps,Rotation)farbkodiertfür ausgewählteFre-
quenzpunktesowie ausverschiedenenBlickrichtungen,ähnlichwie für die oblate
Modellkonfiguration,dargestellt.

DiesesAnwendungsbeispieldemonstriertdie Komplexität dreidimensionaler
Strahlungstransportprobleme.In einemklumpigen, inhomogenenMedium wäre
es äußerstschwierig,einzig auf der Basisvon frequenzintegriertenBildern, die
genaueAnzahl und Positionvon Lyα Quellgebietenzu bestimmen.Zweidimen-
sionaleSpektrenkönnenhilfreich sein,werdensich jedochin vielen Fälle als zu
komplizierterweisen.VielversprechenderwärenBilder ausunterschiedlichenTei-
len desLinienprofils oder Informationenvon anderenEmissionslinien(wie z.B.
Hα in Kurk et al. 2001),um die DichteverteilungdesneutralenWasserstoffs oder
andereMerkmalewie z.B.Stoßfrontenzuermitteln,diedurchdieWechselwirkung
desRadio-Jetsmit derHalomaterieverursachtwerden.
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Abbildung 23: Falschfarbendarstellungder Intensiẗatsverteilungeinesstatischen
Halos mit drei Quellregionen für ausgewählte Frequenzpunkte(untereinander)
unterverschiedenenBeobachtungswinkeln (nebeneinander).Die Intensiẗat nimmt
vonblaunach weißzu.



108 Lyα Linienprofile

Abbildung 24: Falschfarbendarstellungder Intensiẗatsverteilungfür ausgewähl-
teFrequenzpunkte(untereinander)unterverschiedenenBeobachtungswinkeln(ne-
beneinander)für einekollabierendeHalokonfigurationmit drei Quellgebieten.Die
Intensiẗat nimmtvonblaunach weißzu.



Lyα Linienprofile 109

Abbildung 25: Falschfarbendarstellungder Intensiẗatsverteilungfür ausgewähl-
teFrequenzpunkte(untereinander)unterverschiedenenBeobachtungswinkeln(ne-
beneinander)für eine rotierendeHalokonfiguration mit drei Quellgebieten.Die
Intensiẗat nimmtvonblaunach weißzu.
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8 Zusammenfassungund Ausblick

8.1 Zusammenfassung

In dervorliegendenArbeit werdennumerischeLösungenderStrahlungstransport-
gleichungermitteltundderenGütefür eineReihevon astronomischinteressanten
Anwendungendemonstriert.DazuwerdendieseLösungenmit numerischenoder
analytischenResultatenverglichen,dievonanderenAutorenstammen.Die nume-
rischeBehandlungbasiertaufeinerDiskretisierungdermehrdimensionalenStrah-
lungstransportgleichungdurchAnwendungderFinite-Elemente-Methode.Dadie-
sesDiskretisierungsverfahrenin der Astronomiebislangwenig Verwendungfin-
det,wurdezun̈achsteinedetaillierteEinführungin die Finite-Elemente-Methode
präsentiert,dieausGründenderEinfachheitvomPoisson-Problemausging.Dabei
wurdengenerelleAspekte,wie Existenzund Eindeutigkeit der Lösung,Konver-
genzuntersuchungen,aberauchBegriffe ausderTheoriederpartiellenDifferenti-
algleichungenvorgestellt.

Mathematischgesehenist die monochromatische,mehrdimensionaleStrah-
lungstransportgleichungvom Typ einerBoltzmann-Gleichungund dahervon ei-
nem anderenGleichungstypals daselliptischeProblemder Poisson-Gleichung.
DeshalbwurdeanschließenddieErweiterungderFinite-Elemente-Methodeaufdie
Strahlungstransportgleichungbeschrieben.DieseErweiterungergibt sichnicht di-
rektausderAnwendungderFinite-Elemente-MethodeaufdiePoisson-Gleichung,
dasichdieStrahlungstransportgleichungnichtauseinemEnergieminimierungsan-
satzableitenläßt.Die Erweiterungerfolgt jedochin einemabstraktenmathemati-
schenSinne.Dabeiwurdegezeigt,wie sichdieGalerkin-Finite-Elemente-Methode
eignet,umeinenaposterioriFehlerscḧatzerherzuleiten.DiesergewichteteResidu-
enscḧatzererlaubtgezieltdie KontrolledesFehlersin einzelnenMeßgr̈oßen(wie
z.B. denStrahlungsstrom).SomitkannderModellfehlervon Diskretisierungsfeh-
lernunterschiedenwerden,waseinebessereInterpretationvonBeobachtungsdaten
ermöglicht.Auf derBasisdiesesFehlerscḧatzerswurdeeineadaptiveGitterverfei-
nerungsstrategie vorgestellt,die esermöglicht, Ergebnissemit hoherGenauigkeit
aufmöglichstwenigGitterzellenzuerzielen.

Um dieAnzahlderAnwendungsm̈oglichkeitenvonmehrdimensionalenStrah-
lungstransportproblemenzu erḧohen,ist dasModell vom monochromatischenauf
den frequenzabḧangigenFall erweitertworden.Die Diskretisierungbleibt dabei
vom Galerkin-Typ unddie LösungdesresultierendenlinearenGleichungssystems
erfolgt schrittweise,indemsukzessive ,,monochromatische“Strahlungstransport-
problemefür die einzelnendiskretenFrequenzpunktegelöst werden.Durch die
ErweiterungdesStreumodellsvon kohärenterauf vollständigeWiederverteilung
könnendiese,,monochromatischen“Problemenicht mehr unabḧangig von den
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Lösungenfür die übrigenFrequenzsẗutzstellenbetrachtetwerden.Vielmehrverur-
sachtdievollständigenWiederverteilungeineFrequenzkopplungüberdasgesamte
Spektrum,wasein mehrfachesLösender ,,monochromatischen“Strahlungstrans-
portgleichungandeneinzelnendiskretenFrequenzsẗutzstellenzur Folgehat.Das
Strahlungstransportproblemwird selbstkonsistentgelöst,d.h.die äußereIteration
wird sooft wiederholt,bissichdiezu interessierendeGröße(z.B.einLinienprofil)
im RahmeneinervorgegebenenFehlertoleranznichtmehrändert.Die Erweiterung
desModellsvonstatischenaufnicht-relativistischbewegteMedienführt zueinem
zus̈atzlichenTerm in der Strahlungstransportgleichung.DieserTerm entḧalt eine
Frequenzableitung,die durch ein unstetigesGalerkin-Verfahrenvom Grad Null
diskretisiertwird. Trotz der grundlegendenUnterschiedeim Ansatzvon unsteti-
gemGalerkin-undDifferenzenverfahrenlassensichzwischenbeidenKlassenenge
Beziehungenfeststellen.SokanndasunstetigeGalerkin-VerfahrenvomGradNull
im wesentlichenmit der impliziten Euler-FormelderDifferenzenverfahrenidenti-
fiziert werden.DieseDiskretisierungführtuns– wie im Fall dervollständigenWie-
derverteilung– auf ein nichtlinearesGleichungssystem,welchesmittels Iteration
in eineräußerenSchleifeumdie,,monochromatischen“Strahlungstransportproble-
medereinzelnendiskretenFrequenzpunktegelöstwerdenmuß.Die Strategie der
adaptivenOrtsgitterverfeinerungunddie Ordinatenparallelisierungkonntendurch
AnpassungandeserweiterteModell übernommenwerden.

In derArbeit wird ein Lösungsverfahrender frequenzabḧangigenStrahlungs-
transportproblemeangegeben,dasim wesentlichenaufdemmehrfachenLösender
monochromatischenStrahlungstransportgleichungberuht.Somit ist die Validie-
rung desmonochromatischenCodesvon entscheidenderBedeutungfür die Güte
der frequenzerweitertenVersion.Dies wurdein drei Testbeispielendemonstriert,
in denenzun̈achstdieGütederFiniten-Elemte-Diskretisierungmittelseinesquali-
tativen,,searchlight beamtest“ (vgl. Kunasz& Auer1988)bestimmtwird. Dieser
Testzeigte,daßder Algorithmus in der Lage ist, steileGradientenund Spr̈unge
derLösungenin wenigenadaptivenVerfeinerungsschrittenaufzul̈osen.Die quan-
titative Überpr̈ufung ist mittels einesLösungsvergleichsvon drei unabḧangigen
Codesfür eine in drei Raumdimensionenangen̈aherteplan-paralleleSchichter-
folgreich durchgef̈uhrt worden.Dabeiwurdedie Winkelverteilungder austreten-
denspezifischenIntensiẗat an einemRandpunktder Schichtmit denErgebnissen
eineranalytischenundeinerFinite-Differenzen-Methodefür unterschiedlicheop-
tischeTiefenundAlbedosverglichen.Esergabsich,daßdieErgebnissedesFinite-
Elemente-Codesunabḧangigvon derAnzahlderOrdinatensehrgut mit denana-
lytischenLösungen̈ubereinstimmen.AufgrundderadaptivenVerfeinerungsstrate-
gie, durchdie ein lokal sehrstarkverfeinertesOrtsgittererzeugtwird, weichtder
Finite-Elemente-Algorithmusselbstfür starkstreuendeundoptischdicke(τ 0 106)
Medienum wenigerals2% von deranalytischenLösungab. Im Gegensatzdazu
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weichendie LösungendesFinite-Differenzen-Codesim Fall großerStreuungbe-
reitsbei mäßigeroptischerTiefe (τ 0 20) um mehrals10% von deranalytischen
Lösungab. Dies liegt daran,daßdie Finite-Differenzen-Methodeein Verfahren1 #
Ordnungist undmaneinesehrhoheOrtsaufl̈osungben̈otigt, um vergleichbargute
Ergebnissezu erzielen.Die Speichergrößeder von unsverwendetenRechnerbe-
schr̈anktdieAnwendungdesFinite-Differenzen-CodesaufstrukturierteGittermit
maximal1283 Zellen.Der Finite-Differenzen-Codereproduziertdie analytischen
Ergebnissenur für nicht-streuendeMedienoderfür einestreuendeSchichtmit ge-
ringeroptischerTiefe.Als letztenTestfür denmonochromatischenCodewurdeein
Vergleich mit einemanalytischermitteltenStrahlungsstromauseinerstarkstreu-
enden,kugelsymmetrischenKonfigurationdurchgef̈uhrt.Zus̈atzlichist dabeinoch
derEinflußderWinkeldiskretisierungderEinheitsspḧareS2 auf die Lösungunter-
suchtworden.Gleichzeitigdient diesedreidimensionaleKonfigurationals erstes,
einfachesAnwendungsbeispielfür die komplexerenLinientransportprobleme.Die
Ergebnissezeigen,daßderanalytischbestimmteStrahlungsstromunabḧangigvon
der Anzahl der Ordinatenbereitsnachwenigenadaptiven Verfeinerungsschritten
sehrgut reproduziertwerdenkann,wasunteranderemaufdieglobaleErhaltungs-
eigenschaftderStromlinien-Diffusions-Diskretisierungzurückzuf̈uhrenist.

Die GütedeserweitertenfrequenzabḧangigenCodeskonntezun̈achstfür den
einfachstenFall derkohärenten,isotropenStreuungin statischenMediendemon-
striert werden,wobei als Referenzl̈osungein analytischesResultatherangezogen
wurde (sieheoben).Für die wesentlichkomplizierterenFälle der vollständigen
Wiederverteilungund die BerücksichtigungunterschiedlicherGeschwindigkeits-
felder existiertenbis zum Abschlußder vorliegendenArbeit keine analytischen
Lösungen,sodaßzumVergleicheinefrequenzerweitertenVersiondesdreidimen-
sionalenFinite-Differenzen-Codeshinzugezogenwurde.Die Ergebnisseder bei-
dendreidimensionalenCodesstimmtenim Rahmender bereitsim monochroma-
tischenFall diskutiertenDiskrepanzfür optischedicke, stark streuendeMedien
überein.

Die erfolgreicheValidierung des Finite-Elemente-Codesdurch ausf̈uhrliche
Testrechnungenließ esgerechtfertigterscheinen,denAlgorithmusauchauf kom-
plexere,astronomischinteressanteKonfigurationenanzuwenden.Die zahlreichen
BeobachtungenderLyα Linien vonhoch-rotverschobenenGaswolken,diealsPro-
togalaxiengedeutetwerden,hatunsveranlaßt,dieLyα Linie desatomarenWasser-
stoff für eineReihevonModellkonfigurationenzuberechnen.DabeisinddieAus-
wirkungenunterschiedlichermakroskopischerGeschwindigkeitsfelder, wie Kol-
laps,ExpansionoderRotation,und verschiedeneroptischerTiefen auf dasbeob-
achteteLinienprofil,dasLyα Bild undaufdassogenanntezweidimensionaleSpek-
trum erfaßtworden.Die systematischenUntersuchungenvon sehreinfachenbis
äußerstkomplexenModellkonfigurationenliefertenfolgendeErgebnisse:
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6 Ab einermoderatenoptischenTiefen von τ 7 1 beobachtetmaneineZen-
traleinsenkungdesLinienprofils,sowie esanalytischeUntersuchungen(vgl.
Neufeld1990)erwartenlassen.DiesescharakteristischeLinienprofil ist auf
denEffekt dervollständigenWiederverteilungzurückzuf̈uhren,die bewirkt,
daßdie Photonenbevorzugt überdie Linienflügel entweichen,da dort die
optischeDickewesentlichgeringerist alsim Linienzentrum.6 MakroskopischeGeschwindigkeitsfelder, wie z.B. derKollapsoderdie Ex-
pansion,zersẗorendie SymmetriedesLinienprofils.Allgemeinwird für ei-
nenKollapsdasblaueMaximumundfür eineExpansionsbewegungdasro-
te Maximum versẗarkt. DieserEffekt kann jedochfür spezielleGeschwin-
digkeitsfelder(z.B.solchemit einemsehrsteilenGradienten)abgeschẅacht
werden.6 Linienprofile mit der charakteristischenZentraleinsenkungerscheinenim
zweidimensionalenOrts-Frequenz-Spektrumals zwei separateEmissions-
gebiete.Dabeisind denunterschiedlichenmakroskopischenGeschwindig-
keitsfeldernjeweils typischeEmissionsgestaltenzugeordnet.Sobewirkt ein
KollapsodereineExpansionein charakteristischesdreiecksf̈ormigesEmis-
sionsmerkmal.Eine Rotationsbewegungdagegenverursachteinetypisches
Scherungsmusterim zweidimensionalenSpektrum.6 Für nicht-symmetrischeModellkonfigurationen,wie z.B. für drei räumlich
ausgedehntePhotonenquellenin einemgemeinsamenHalo, variiert die op-
tische Tiefe mit der Sichtlinie. Somit hängt die Sẗarke des beobachteten
Strahlungsstroms,die relative Tiefe derZentraleinsenkungbzw. die Anzahl
derEinsenkungeninnerhalbdesLinienprofilsunddasEmissionsmusterdes
zweidimensionalenSpektrumssehrstarkvonderBeobachtungsrichtungab.

8.2 Ausblick

In dervorliegendenArbeit wurdederdreidimensionaleLinientransportin beweg-
tenMedienuntersucht.Esseiunterstrichen,daßessichhierbeiumeinevonvielen
möglichenastrophysikalischenAnwendungendeserweitertenAlgorithmus han-
delt.Sowäreesbeispielsweisedenkbar, nebendemLinientransportdie kohärente
Streuungan Staubpartikeln einzubeziehen.WeitereAnwendungsbeispielewären
dieUntersuchungvonKontinuums-Transportproblemenmit anisotroperStreupha-
senfunktion(Rayleigh- und Thomson-Streuung),sowie die Compton-Streuung.
Obwohl damit bereitsvielfältige Anwendungsm̈oglichkeitendeserweitertenAl-
gorithmusgegebensind, so ist ausder Tabelle1 (sieheAbschnitt 1.3) doch er-
sichtlich, daßdasphysikalischeModell erweiterbarist. Für den in dieserArbeit
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beschriebenenCodewärenfolgendeErweiterungendesModellssinnvoll:

a) ErweiterungdesStreumodellsauf partielle (isotropeund anisotrope)Wie-
derverteilung;

b) BerücksichtigungrelativistischerGeschwindigkeitsfelder;

c) EntwicklungeinesRechenverfahrensfür die Modellierungvon zeitabḧangi-
genStrahlungsfelderneinesZwei-Niveau-AtomsunterNLTE-Bedingungen;

d) Entwicklungvon Methodenzur BehandlungdesmultidimensionalenStrah-
lungstransportsunterNLTE-Bedingungenmit mehrerenEnergieniveaus.

Jederdieservier Punktestellt bereitsfür sich alleineein anspruchsvolles Projekt
dar. Wegen der Bedeutungder Kopplungvon Strahlungsfeldund Materie seien
besondersdie letztenbeidenPunktec) undd) hervorgehoben.̈Ublicherweisesind
dieZeitskalenfür dieLichtausbreitungunddieEinstellungvonNiveaubesetzungs-
zahlenkurzgegen̈uberdenrelevantenhydrodynamischenZeitskalen,sodaßStrah-
lungsfeldermeistohneexplizite BerücksichtigungderZeitableitungsimuliertwer-
den können.Bei Sternexplosionenoder bei der Ausbreitungvon Stoßwellenin
sehrdünnenMediengibt es jedochSituationen,in denenEinstellzeitenwesent-
lich sind. Unter solchenBedingungenmuß die Zeitableitungin der Strahlungs-
transportgleichung(1) ber̈ucksichtigtwerden,und die Besetzungszahlender Ni-
veaus,die die Extinktionskoeffizientenunddie Quellfunktionbestimmen,müssen
durchzeitabḧangigeRatengleichungenbestimmtwerden.Bez̈uglich der Zeit und
derWellenl̈angeliegt danneinAnfangswertproblem,bez̈uglichderOrtskoordinate
weiterhineinRandwertproblemvor.

Durchdie Nichtlineariẗat derRatengleichungenunddie zus̈atzlicheZeitablei-
tung ergibt sich ein wesentlichkomplizierteresModell (vgl. Müller 2001).Da-
her erscheintes sinnvoll, zun̈achstein sehreinfachesModell desZwei-Niveau-
Atoms zu verwenden.Als Vorstufewurdebereitsein monochromatisches,insta-
tionäresProblemmittelseinesimpliziten Zeitschrittverfahrensgelöst.Dabeiwird
einenäherungsweiseplan-parallele,streuendeSchichtvoneinersimuliertenexter-
nenQuellebeleuchtet.Die in dieSchichteindringendenPhotonenwerdengestreut
und ein Teil kann auf der Quelle abgewandtenSeiteentweichen.Abb. 26 zeigt
denzeitlichenVerlauf der Intensiẗat einesLichtpulsesfür verschiedeneoptische
Tiefen,wobei der Lichtpuls für t 0 t0 in die Schichteindringt.Die Schichtwirkt
mit zunehmenderoptischerTiefe wie ein Spiegel, so daßimmer wenigerPhoto-
nenin dasstreuendeMediumvordringenkönnen.Um dieeinzelnenKurvenbesser
miteinandervergleichenzu können,wird die senkrechtaustretendespezifischeIn-
tensiẗat auf denMaximalwert normiert.Die Photonenben̈otigenmit zunehmender
optischerDickedeutlichmehrZeit, umausderstreuendenSchichtzuentweichen,
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Abbildung26: Zeitlicher Verlauf der Intensiẗat einesLichtpulsesfür unterschied-
liche optische Tiefen τ einer streuendenSchicht. Die senkrecht aus der Schicht
austretendeIntensiẗat I 9 µ 0 1: ist auf ihrenMaximalwertImax normiert.µ ist der
KosinusdesWinkels zwischender Flächennormalender plan-parallelen Schicht
undderStrahlrichtung.

wasauf die ZunahmederStreuprozessezurückzuf̈uhrenist. Der nächsteErweite-
rungsschrittwäredieAnnahmeeinesZwei-Niveau-AtomsunterBerücksichtigung
dervollständigenWiederverteilung(vgl. Kunasz1983),sowie esin dervorliegen-
denArbeit beschriebenwurde,nur daßein zus̈atzlicherAbleitungstermbez̈uglich
derZeit hinzukommenwürde.

Bei derBehandlungdesmultidimensionalenStrahlungstransportsunterNLTE-
Bedingungenmit mehrerenEnergieniveauswäreesangebracht,zun̈achsteinstati-
schesMediummit kohärenterStreuungzu betrachten.Für dieseKonfigurationist
diestation̈are,monochromatischeStrahlungstransportgleichungmit vorgegebenen
Quellenzu lösen,und zwar für zahlreichediskreteFrequenzen,die sich ausder
LagederEnergieniveausderAtome(bzw. IonenoderMoleküle) unddenLinien-
profilenergeben.DabeihängtderAbsorptionskoeffizientvondenBesetzungszahl-
dichtender verschiedenenEnergieniveausab. Die Besetzungszahldichtenselbst
bestimmensichfür jedenOrt durchdie zeitabḧangigenRatengleichungenausden
spezifischenIntensiẗaten.SiezeigenengeformaleVerwandtschaftzu chemischen
Reaktionssystemen,wobeihier demdiffusivenbzw. konvektivenSpeziestransport
derPhotonentransportdurchStrahlungentspricht.Aus Müller (2001)sindEigen-
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schaftenderzeitabḧangigenRatengleichungenbekannt,die daraufhindeuten,daß
kein steifesSystemvorliegt. Um etwa ein Be-Stern-Systemzu simulieren,sollten
10Energieniveausund500Frequenzpunkteber̈ucksichtigtwerden.
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A ,,SeparableRepresentationMethod“

Die ,,separablerespresentationmethod“(SR)vonEfimov etal. (1995,1997,2002)
liefert eineanalytischeLösungderplan-parallelenStrahlungstransportgleichung

µ
d;
dτ 0 /<;>= γ

2

? 1@ 1
I dµA&=B9 1 / γ :DC (203)

in folgenderForm
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wobei die Integration von 0 bis 1 über µA bereitsenthaltenist. Die Operatoren
w F 0G 9 µ C µA : , w F 2G 9 µ C µA : unddieFunktionE 9 µ2 : habendieGestalt
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wobei
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ym P
γ ist dieAlbedoundτ dieoptischeTiefe.

Um die erforderlicheGenauigkeit zu erhalten,müssenmehrereTausendSum-
mandenmitber̈ucksichtigtwerden.Diesführt zu eineräußerstlangsamenKonver-
genzder Summen,so daßdieseLösungin der Praxisnicht angewandt werden
kann.DahermüssengeeigneteNäherungenvon E 9 µ2 : and w F 2G 9 µ C µA : gefunden
werden.Die Stieltjes-Markov TheoriederorthogonalenFunktionen(siehePerron
1957)gestattetes,dieunendlichenSummedurchendlichederForm

E 9 µ2 :RQ EN 9 µ2 : 0 N

∑
nI 1

anµ2

1 = Anµ2 C
zuersetzen,wobeian undAn vonτ abḧangen.Mit Hilfe derFunktionE 9 µ2 : schreibt
sichderOperator

w F 2G 9 µ C µAK: 0 µ3O 2 J E F µ2 G
µ2 / E F µS 2 G

µS 2
µA 2 / µ2 J µA 3 O 2 C
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waszurSRDarstellungvonw F 2GN 9 µ C µA : führt:

w F 2GN 9 µ C µAK:TQ N

∑
nI 1

µ3O 2
1 = Anµ2 J anAn J µA 3O 2

1 = AnµA 2 P
Somitergibt sichdieendg̈ultigeLösung

; out 9 µ: 0 1 / γ
γ U 1 = e

@ τ O µ VXW
W Y 1

µ
EN 9 µ2 :Z= N

∑
nnS µ9 1 = Anµ2 : SnnS KnS\[ C (205)

wobeiSnnS eineMatrix undKnS ein Vektor ist, die allerdingsnur einmalfür gege-
beneParameterτ undγ berechnetwerdenmüssen.

B Finite-Differ enzen-Methode

B.1 MonochromatischerStrahlungstransport

Der Finite-Differenzen-Code(FD) basiertauf einerimpliziten Diskretisierungder
monochromatischenStrahlungstransportgleichung(27) ausAbschnitt 3.1 in kar-
tesischenKoordinaten.Das resultierendelineareGleichungssystemwird zusam-
menmittels Rekursionund einemiterativen Verfahrengelöst (sieheStenholmet
al. 1991): Falls ϑ 0 9 ϑx C ϑy C ϑz : die spezifischeStrahlrichtungdefiniert und ∆x,
∆y und ∆z die räumlicheAuflösungcharakterisiert,lautetdie mittels einererste
Ordnung,,upwind“-MethodediskretisiertenmonochromatischeStrahlungstrans-
portgleichung

ϑx

∆x
9�; i ] j ] k /^; i @ 1 ] j ] k :_= ϑy

∆y
9�; i ] j ] k /^; i ] j @ 1 ] k := ϑz

∆z
9�; i ] j ] k /^; i ] j ] k @ 1 : 0 / χi ] j ] k 9�; i ] j ] k / Qi ] j ] k :DC

wobeii, j undk einenPunktim durchnummeriertenOrtsgitterbeschreiben.Dieses
Systemwird rekursiv gelöstdurch

; i ] j ] k 0 L ϑx

∆x
; i @ 1 ] j ] k = ϑy

∆y
; i ] j @ 1 ] k = ϑz

∆z
; i ] j ] k @ 1

= χi ] j ] kQi ] j ] k M - L ϑx

∆x
= ϑy

∆y
= ϑz

∆z
= χi ] j ] k M P
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Mit demExtinktionskoeffizientenχ 0 κ = σ und der Albedo γ 0 σ - χ ist die ge-
samteQuellfunktion(inklusiveStreuterm)gegebendurch

Q 9 x: 0 f 9 x:
χ 9 x: = γ 9 x: ?

S2
P 9 ϑ A C ϑ :`;a9 x C ϑ A : dϑ A (206)

und wird mittels der Methodeder Überrelaxation(,,successive overrelaxation“0
SOR,siehez.B. Schwarz 1991) iterativ bestimmt.Der Iterationsprozesswird so
langedurchgef̈uhrt, bis max bb 9 Jn / Jn @ 1 :4- Jn bbdc ε, wobeiJn die mittlere Intensiẗat
desn-ten Iterationsschrittesundε einesehrkleineZahl ist. Dieserelativ einfache
Lösungsmethodeist für alleoptischenTiefenstabilundgarantiertim gesamtenRe-
chengebietpositiveIntensiẗaten.JedochtreteninsbesonderedanngroßeSchwierig-
keitenauf, wennsteileGradientender Koeffizientenoderder spezifischenInten-
sitätauftreten.DaessichumeinstatischesIterationsverfahrenhandelt,konvergiert
esfür großeoptischeTiefen und einehoheAlbedo (γ Q 1) sehrlangsam,so daß
in akzeptablenCPU-RechenzeitenkeinekorrekteLösunggarantiertwerdenkann
(sieheRichlingetal. 2001).

B.2 FrequenzabḧangigerStrahlungstransport

Der erweiterteFD Code,der nebenfrequenzabḧangigenStrahlungsfeldernauch
beliebigeGeschwindigkeitsfelderunddievollständigeWiederverteilungmitber̈uck-
sichtigt,basiertauf der Kontinuums-Versionvon Stenholmet al. (1991),denwir
in AnhangB.1 kurz beschriebenhaben.Der Algorithmusgilt für dasmitbeweg-
te System,sodaßkeineanisotropenExtinktionskoeffizientenauftreten,die zu er-
heblichenSchwierigkeitenbei Winkeldiskretisierungführenwürden(sieheAdam
1990).

Für Geschwindigkeiten β 9 x: 0 υ 9 x:4- c e 1 und logarithmischeFrequenzen
ξ0 0 lnν0 werdendie invariantenIntensiẗaten ;<9 x C ϑ C ξ0 : bestimmtdurchdie fre-
quenzabḧangigeStrahlungstransportgleichungfür bewegteMedien(156).DerFD-
Codeverwendetjedochwellenl̈angenabḧangigeGrößen,so daßGleichung(156)
geschriebenwird als

ϑ J ∇x;<9 x C ϑ C ζ0 :Z= w 9 x C ϑ : ∂;a9 x C ϑ C ζ0 :
∂ζ0 0 / χ 9 x C ζ0 :gfh;a9 x C ϑ C ζ0 :i/ Q 9 x C ϑ C ζ0 :)jgC (207)

wobeiζ 0 lnλ die logarithmischeWellenl̈angeist. In dieserGleichungwerdender
Einheitsvektorin Strahlrichtungϑ, derOrtsvektorx, derGeschwindigkeitsgradient
in Strahlrichtungw 9 x C ϑ : 0 ϑ J ∇x 9 ϑ J β 9 x:4: , der Extinktionskoeffizient χ 9 x C ζ0 : 0
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κ 9 x C ζ0 :Z= σ 9 x C ζ0 : unddieerweiterteQuellfunktion(inklusiveStreuterm)

Q 9 x C ϑ C ζ0 : 0 1
χ 9 x C ζ0 :RU εχ 9 x C ζ0 : B 9 x C ζ0 :_=9 1 / ε : χ 9 x C ζ0 : ?kHl ϕ 9 ζ A0 : ?

S2

P 9 ϑ A`C ϑ :`;a9 x C ϑ AmC ζ A0 : dϑ A dζ A0 V (208)

verwendet,wobeiϕ 9 ζ0 : dasEmissions-bzw. Absorptionsprofil,ε 0 κ - χ derTher-
malisierungsfaktor, B 9 x C ζ0 : die PlanckFunktion und P 9 ϑ A C ϑ : die in Gleichung
(28)definiertePhasenfunktionist.

Wie im monochromatischenFall (sieheAnhangB.1)wird zurLösungderGlei-
chung(208)einfinitesDifferenzenverfahrenaufeinemTensorproduktgittermit ei-
ner ersteOrdnung,,upwind“-Diskretisierungverwendet.Zus̈atzlich existiert eine
äußereSOR-Iterationsschleifezur Bestimmungder Quellfunktion.Dh., unterder
Annahme,daßϑ nurpositiveKomponentenentḧalt, wi ] j ] k n 0 (i C j C k charakterisie-
ren die Ortsgitterpunkteund l beziehtsich auf die ζ-Diskretisierung)ist und daß
eineNäherungfür die Quellfunktionverfügbarist, erhaltenwir folgendeRekursi-
onsformel

; i ] j ] k ] l 0 U ϑx

∆x
; i @ 1 ] j ] k ] l = ϑy

∆y
; i ] j @ 1 ] k ] l = ϑz

∆z
; i ] j ] k @ 1 ] l = χi ] j ] k ] l Qi ] j ] k ] l= wi ] j ] k

∆ζ
; i ] j ] k ] l @ 1

VRo U ϑx

∆x
= ϑy

∆y
= ϑz

∆z
= χi ] j ] k ] l = wi ] j ] k ] l

∆ζ
V C (209)

wobei∆ζ die AuflösungdesWellenl̈angengitterscharakterisiert.DasDurchlaufen
derdiskretenWellenl̈angenpunkteerfolgt in derinnerstenSchleife,daw innerhalb
desRechengebietsfür bestimmteGeschwindigkeitsfelder(z.B. Rotation)dasVor-
zeichenwechselnkann.Die Quellfunktionwird in einer äußerenSchleifedurch
eineFixpunktiteration(SOR-Iteration)bestimmt.DasVerfahrenist für alle opti-
schenTiefen und Geschwindigkeitsgradientenstabil,wobei eskeinesteilenGra-
dientenauflösenkann.Wie im monochromatischenFall ist dieSOR-Methodeeine
statischeFixpunktiterationund eskonvergiert für großeoptischeTiefen und eine
hoheAlbedo(γ Q 1) sehrlangsam,sodaßin akzeptablenCPU-Rechenzeitenkeine
korrekteLösunggarantiertwerdenkann.


