
INAUGURAL - DISSERTATION
zur

Erlangung der Doktorwürde

der

Naturwissenschaftlich-Mathematischen

Gesamtfakultät

der

Ruprecht-Karls-Universität
Heidelberg

vorgelegt von

Diplom-Physiker Janis Maximilian Stiegeler
geboren in Herrenberg

Tag der mündlichen Prüfung: 8. Juni 2022
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Kurzzusammenfassung

Die quantitative Suszeptibilitätsbildgebung (QSM) macht den Versuch die Sus-

zeptibilitätsverteilung innerhalb eines Gewebes mit Hilfe von Magnetresonanz-

Techniken zugänglich zu machen, sprich eine Karte der Suszeptibilitätsverteilung

zu erstellen. Das Ziel dieser Arbeit ist es zum einen ein Bildqualitätsmaß auf-

zuzeigen, welches ein Überglätten der Suszeptibilitätskarten durch Optimierung

der Parameter hinsichtlich dieses Maßes verhindert. Hierzu wird der Schärfeindex

gewichtete strukturelle Similaritätsindex vorgestellt. Des weiteren wird ein Algo-

rithmus zum Lösen des inversen Phase-Suszeptibilitätsproblems präsentiert, der

nachweislich erprobte und mathematisch begründete Methoden verwendet, um

die zugrunde liegende Suszeptibilitätsverteilung akkurat zu berechnen. Hierbei

wird insbesondere von der Shearlettransformation, der verallgemeinerten Total-

variation und der Methode der iterativen Neugewichtung Gebrauch gemacht.

Zusätzlich soll ein Schritt hin zur Anwendung in der klinischen Praxis realisiert

werden, nämlich die automatische Wahl der Regularisierungsparameter. Hierzu

wird die Methode des unverfälschten, voraussehenden Risikoschätzers verwen-

det. Die Werte der Bildqualitätsmaße der berechneten Suszeptibilitätskarten

erreichen dabei durchweg Top Platzierungen im Vergleich mit den eingereichten

Algorithmen beim 1. und 2. QSM Rekonstruktionswettbewerb. Dabei sind die

Suszeptibilitätskarten frei von stärkeren Artefakten und ihre visuelle Wahrneh-

mung ist im Einklang mit den guten Werten der Bildqualitätsmaße. Es liegt

die Vermutung nahe, dass es genau die anisotropen Eigenschaften der Shear-

lets sind, die hierbei zur akkuraten Berechnung lokaler Suszeptibilitätsquellen

führen.
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Abstract

Quantitative susceptibility mapping (QSM) attempts to calculate the suscepti-

bility distribution of tissue using magnetic resonance techniques. The purpose

of this work is to find an image quality measure, which effectively prevents

an over-smoothing of the susceptibility maps, when optimizing the parameters

with regard to this measure. Moreover, an algorithm to solve the inverse phase

to susceptibility problem is introduced, which uses verified and mathematically

founded methods to compute the susceptibility distribution accurately. To achie-

ve this the shearlet transform, the generalized total variation and the method of

iterative re-weighting are used. Furthermore, a step is made towards application

of QSM in clinical practise, namely the automatic selection of the regularization

parameters. For this the method of unbiased predictive risk estimator is used.

The values of the image quality measures of the calculated susceptibility maps

achieve throughout top rankings in comparison with the submitted algorithms

at the 1th and 2nd QSM reconstruction challenge. Furthermore, the calculated

susceptibility maps are free from strong artefacts and their visual perception is

in accordance with its good image quality values. Probably the anisotropic pro-

perties of the shearlets lead to such an accurate calculation of local susceptibility

sources.
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2.1.4 Spin Präzession . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.1.5 Elektronischer Magnetismus . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2 Kern-Magnetresonanz-Tomographie . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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2.3.2.4 QSM:Prozess-Reihenfolge . . . . . . . . . . . . . 25

2.3.3 Inverses Problem und Diskretisierung . . . . . . . . . . . 25
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6.6.3 Automatische Parameterwahl . . . . . . . . . . . . . . . . 86

7 Danksagungen 87

8 Eidesstattliche Versicherung 89

9 Publikationen 91

Literaturverzeichnis 91



10 INHALTSVERZEICHNIS



1. Einführung

Die quantitative Suszeptibilitätsbildgebung (QSM) macht den Versuch die Sus-

zeptibiilitätsverteilung innerhalb eines Gewebes mit Hilfe von Magnetresonanz-

Techniken zugänglich zu machen, sprich eine Karte der Suszeptibilitätsverteilung

zu erstellen. Dieses Verfahren ist noch kein Standard in der klinischen Pra-

xis, sondern aktuelles Forschungsthema. Aus bestimmten Phasendaten einer

Magnetresonanz-Aufnahme einer Probe kann über verschiedene Präprozesse

und eine Invertierung des Phase-Suszeptibilitätsproblems eine solche Suszep-

tibilitätskarte gewonnen werden.

1.1 QSM Rekonstruktionswettbewerb

Aktuell gibt es eine Fülle an unterschiedlichen QSM Algorithmen, die sich in ih-

rer Herangehensweise deutlich unterscheiden (iterative Regularisierung, Variati-

onsregularisierung, Hybride Regularisierung, Maschinen-Lernmethoden) Bisher

konnte sich die QSM-Gemeinschaft noch nicht auf eine grundsätzliche Vorge-

hensweise, geschweige denn auf einen breit anerkannten Algorithmus, entschei-

den. Klar ist nur, wohin der Weg gehen soll:

Es ist das Ziel Suszeptibilitätskarten zu berechnen, mit denen sich strukturelle

Details darstellen lassen. Daher soll insbesondere eine Überglättung vermieden

werden und dennoch sollen die Karten, relativ frei von Artefakten sein. Dies

bedeutet, dass die Regularisierungsparameter akkurat gewählt werden müssen,

damit die Karten weder durch die eine noch durch die andere Degradierung ge-

zeichnet sind. Detailreiche Suszeptibilitätskarten des Gehirns sind relevant für

die klinische Bildgebung, da sich auf ihnen viele Strukturen des Gehirns, die im

Zusammenhang mit pathologischen Veränderungen stehen mit hohem Kontrast

darstellen lassen [13, 53].
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1.1.0.1 1. QSM Rekonstruktionswettbewerb 2016

Im Jahr 2016 fand der erste QSM Rekonstruktionswettbewerb [24] statt, der ver-

schieden Algorithmen zur Lösung des Inversen Problems, anhand von einer Refe-

renzkarte und verschiedenen Bildqualitätsmaßen, vergleichen sollte. Verwendet

wurden 3 T Gradientenecho in vivo Daten mit 1,06 mm isotroper Auflösung um

die aus der Phase berechneten Suszeptibilitätskarten der teilnehmenden Wettbe-

werber und ihrer Algorithmen zu vergleichen. Eine Referenzkarte wurde mit ei-

nem Suszeptibilitäts-Tensorbildgebungsalgorithmus (STI), aus Gradientenecho

Daten zu 12 verschiedenen Orientierungen des Kopfes des Probanden, berech-

net. Hiermit wurden die eingereichten Suszeptibilitätskarten verglichen. Quan-

titativ erfolgte dieser Vergleich durch die Berechnung von verschiedenen klas-

sischen Bildqualitätsmaßen. Von den besser abschneidenden Algorithmen nutz-

ten die meisten eine ’Compressed sensing’ -Herangehensweise zur Lösung des

Inversen Problems. Die hinsichtlich der erzielten Werte der Bildqualitätsmaße

etwa gleich gut abschneidenden Algorithmen unterschieden sich trotzdem in

der visuellen Wahrnehmung ihrer rekonstruierten Suszeptibilitätskarten [24].

Da den teilnehmenden Wettbewerber die Referenzkarte vorab zur Verfügung

stand, konnten die Algorithmen hierfür angepasst und hinsichtlich der Parame-

terwahl optimiert werden, um bestmögliche Werte bei den Bildqualitätsmaßen

zu erzielen. Dies hatte jedoch den Effekt, dass die resultierenden Suszeptibi-

litätskarten überglättet und detailarm waren. Die Autoren von [24] zogen dar-

aus den Schluss, dass bessere und geeignetere Bildqualitätsmaße zur Evaluierung

der eingereichten Suszeptibilitätskarten notwendig seien. Da die Referenzkarte

mit der Suszeptibilitätstensorbildgebungsmethode (STI) gewonnen wurde unter-

suchten die Autoren von [38] außerdem den Einfluss der anisotropen Beiträge

des berechneten Suszeptibilitätstensors zur Referenzkarte, modifizierten die Re-

ferenzkarte um diese Beiträge und verglichen damit die eingereichten Suszepti-

bilitätskarten. Hierbei erzielten die eingereichten Suszeptibilitätskarten bessere

Werte für die Bildqualitätsmaße wie mit der originalen Referenzkarte. Daraus

zogen die Autoren das Fazit, dass die verwendeten Daten und die originale

Referenzkarte mit ihren anisotropen Beiträgen des Suszeptibilitätstensors nicht

zusammen passen. Sie schlugen, daher die Verwendung von simulieren Daten mit

einhergehender Referenzkarte für einen weiteren QSM Rekonstruktionswettbe-

werb vor.

1.1.0.2 2. QSM Rekonstruktionswettbewerb 2019

Bei dem zweiten QSM-Rekonstruktionswettbewerb 2019 [12] wurden die Al-

gorithmen der teilnehmenden Wettbewerber dann mit simulierten Kopfdaten

[36] getestet. Die zur Verfügung gestellten Multiecho-Gradientenechodaten mit
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1 mm isotroper Auflösung wurden anhand von zwei verschiedenen (Sim1 und

Sim2), computergenerierten Kopf Phantomen (siehe Abbildung 3.2) ohne Hin-

tergrundsuszeptibilität simuliert. Im Gegensatz zu Sim1 hat Sim2 einen stärkeren

Kontrast zwischen grauer und weißer Gehirnsubstanz. Zudem besitzt es eine

große Kalzifizierung. Außerdem wurde zum ersten Mal ein realistischeres Sze-

nario getestet:

Im ersten Teil des Wettbewerbs wurden den Teilnehmern nur die Daten, jedoch

nicht die Referenzkarte, zur Verfügung gestellt. Damit war ein Justieren der

Rekonstruktionsparameter hinsichtlich einer Optimierung der Werte der Bild-

qualitätsmaße nicht möglich und die teilnehmenden Wettbewerber konnten le-

diglich Parameterbestimmungsmethoden wie z.B. die L-Kurven Methode ver-

wenden oder versuchen eine gute visuelle Wahrnehmung zu erzielen. Eine ande-

re Möglichkeit wäre eine automatische Parameterwahl gewesen. Im zweiten Teil

des Wettbewerbs wurde dann auch die Referenzkarte zur Verfügung gestellt und

es konnte somit verglichen werden welche Algorithmen bei optimaler Parame-

terwahl die besten Werte bei den Bildqualitätsmaßen erreichten. Hierzu wurden

8 RMSE-basierte Bildqualitätsmaße verwendet (RMSE ist hierbei die über die

L2-Norm gewonnene Metrik). Darüber hinaus wurden die eingereichten Suszep-

tibilitätskarten hinsichtlich ihrer visuellen Wahrnehmung bewertet. Insgesamt

wurden 98 rekonstruierte Suszeptibilitätskarten im ersten Teil des Wettbewerbs

eingereicht. Im zweiten Teil waren es noch 47 eingereichte Suszeptibilitätskarten.

Am besten, hinsichtlich der erzielten Werte der Bildqualitätsmaße, schnitten

klassische iterative Variationsverfahren ab und waren damit den eingereich-

ten Deep Learning-Beiträgen und direkten Invertierungsmethoden überlegen.

Es konnte außerdem festgestellt werden, dass die Verwendung von Informatio-

nen aus den Magnitudendaten zu besseren Werten der Bildqualitätsmaße führte.

Die besten Resultate erzielten hierbei wiederum iterative Variationsmethoden

in Verbindung mit TV-Regularisierung (Total Variation).

1.2 Ziele dieser Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit war es zum einen ein Bildqualitätsmaß zu finden, welches

ein Überglätten der Suszeptibilitätskarten durch Optimierung der Parameter

hinsichtlich diesen Maßes verhindert. Das heißt es wurde ein Bildqualitätsmaß

gesucht, das die Ähnlichkeit mit einer Referenzkarte bewertet und dabei ein be-

sonderes Augenmerk auf Abweichungen von der Bildschärfe legt. Des weiteren

sollte ein Algorithmus zum Lösen des inversen Phase-Suszeptibilitätsproblems

gefunden werden, der nachweislich erprobte und mathematisch begründete Me-

thoden verwendet, um die zugrunde liegende Suszeptibilitätsverteilung akkurat

zu berechnen. Des weiteren sollte ein Schritt hin zur Anwendung in der klini-
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schen Praxis realisiert werden, nämlich die automatische Wahl der Regularisie-

rungsparameter.

Zusammenfassend hat diese Arbeit also drei Ziele:

1. Finden eines Bildmaßes zur Evaluierung von QSM-Karten mit besonderem

Augenmerk auf einem Schärfevergleich.

2. Konstruktion eines QSM-Algorithmus basierend auf mathematischen Er-

kenntnissen und fortschrittlichen Methoden.

3. Entwicklung einer automatischen Parameterwahl für den Algorithmus in

Punkt 2.



2. Theorie

2.1 Magnetismus

Die folgende Einführung in den Magnetismus und seine qualitativen Grundlagen

basiert im wesentlichen auf der Darstellung in Kapitel 1 und 2 aus [26].

2.1.1 Materie

Die uns umgebende Materie setzt sich aus Atomen zusammen. Diese wieder-

um bestehen aus dem Atomkern, einem Gebilde aus Protonen und Neutronen

(Nukleonen), und den Elektronen. Protonen und Neutronen sind im Gegen-

satz zum Elektron keine elementaren Teilchen, sondern Bindungszustände von

Elementarteilchen (Quarks). Ihre Eigenschaften lassen sich daher auf die Eigen-

schaften der zugrunde liegenden Elementarteilchen zurückführen. Die Atomker-

ne und die Elektronen verfügen über eine Masse, eine elektrische Ladung, einen

Spin und ein damit verbundenes magnetisches Moment. Protonen und Neutro-

nen im Grundzustand, so wie sie in der uns umgebenden Natur vorliegen, haben

Spin I = 1
2 . Atomkerne mit gerader Anzahl an Nukleonen besitzen ganzzahligen

Spin und Atomkerne mit ungerader Anzahl an Nukleonen besitzen halbzahligen

Spin. Dies ergibt sich aus der Additionsvorschrift für Spinquantenzahlen und

dem Spin der Nukleonen. Ein Kernzustand hat einen bestimmten energetischen

Grundzustand. Für eine Kern mit Spin S ist dieser (2S+1)-fach entartet. In ei-

nem Magnetfeld spaltet sich der Grundzustand in (2S+1) Zustände mit leicht

unterschiedlicher Energie auf. Dies nennt man die Zeeman-Aufspaltung.

2.1.2 Makroskopischer Magnetismus

Die Elektrizität und der Magnetismus werden durch das elektromagnetische Feld

beschrieben. Das elektromagnetische Feld wird formal korrekt als Quantenfeld

mit den Photonen als Feldquanten beschrieben. Für makroskopische Phänomene

genügt aber oft die klassische Beschreibung. Hierbei wird von einem elektrischen

Feld E⃗ und einem magnetischen Feld B⃗ (formal korrekt heißt es ’magnetische

15
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Flussdichte B⃗) gesprochen. Die Form der Felder ergibt sich hierbei als Lösung

der Maxwellschen Gleichungen. Jedwede Substanz ist magnetisch in dem Sin-

ne, dass sie mit magnetischen Feldern interagiert. Auf makroskopischer Ebene

wird der Substanz ein magnetisches Moment µ⃗ zugeschrieben. Die magnetische

Energie Emag im Magnetfeld B⃗ ist hierbei gegeben durch:

Emag = −µ⃗ · B⃗ (2.1)

Manche Substanzen (sogenannte Ferromagneten) weisen ein permanentes ma-

gnetisches Moment auf (Magnetit, Kompassnadel) und tendieren in einem äußeren

Magnetfeld dazu die magnetische Energie des Objekts zu minimieren wodurch

sich das magnetische Moment parallel zum Magnetfeld ausrichtet. Andere Sub-

stanzen zeigen ihre magnetischen Eigenschaften erst bei Anwesenheit eines äußeren

magnetischen Feldes. Das magnetische Moment im Gleichgewichtszustands ist

in diesem Fall dann meist proportional zum magnetischen Feld B⃗:

µ⃗ = µ−1
0 V χB⃗ (2.2)

Man spricht dann auch von einem induzierten magnetischen Moment. Hier-

bei ist µ0 = 4π × 10−7Hm−1 eine Konstante (Vakuum Permeabilität), V ist

das Volumen des Objekts und χ ist die magnetische Suszeptibilität. Der Wert

der magnetischen Suszeptibilität ist also ein Maß dafür, wie stark das Objekt

auf ein externes Magnetfeld durch Bildung eines makroskopischen magnetischen

Moments reagiert. Es gibt diamagnetische (χ < 0) und paramagnetische Mate-

rialien (χ > 0). Wasser ist eine diamagnetische Substanz mit χ = −9, 05×10−6.

Diamagnetische Substanzen schwächen das Magnetfeld im inneren der Substanz

ab, paramagnetische Substanzen verstärken es. Der paramagnetische Effekt ist

dabei meist stärker als der diamagnetische.

2.1.3 Atomarer Magnetismus

Magnetismus hat auf atomarer Ebene gesehen drei Ursachen:

1. elektrische Ströme

2. magnetische Momente der Elektronen

3. magnetische Momente der Atomkerne

Dabei sind die elektronischen Beiträge zum atomaren Magnetismus wesentlich

größer wie die Beiträge der Atomkerne. Elektrische Ströme verursachen im All-

gemeinen einen negativen Beitrag zur Suszeptibilität und sind bei diamagneti-

schen Substanzen maßgebend. Der Beitrag der magnetischen Momente ist pa-

ramagnetischer Natur. Der Beitrag der elektrischen Ströme zum magnetischen
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Gesamtmoment lässt sich klassisch verstehen. Der Beitrag der magnetischen

Momente ist intrinsischer Natur und basiert auf der Erkenntnis, dass die ele-

mentaren Bausteine des Universums neben einer Masse und einer elektrischen

Ladung auch über einen Spin S⃗ und ein damit verbundenes magnetisches Mo-

ment µ⃗ verfügen:

µ⃗ = γS⃗ (2.3)

Die Proportinalitätskonstante γ wird gyromagnetisches Verhältnis genannt. Das

gyromagnetische Verhältnis des Elektrons lässt sich aus der Theorie der Quante-

nelektrodynamik herleiten. Das gyromagnetische Verhältnis der Nukleonen und

Kerne basiert auf den magnetischen Momenten und Strömen der zugrundelie-

genden elementaren Teilchen. Diamagnetische Substanzen liegen vor, wenn die

magnetischen Momente der Elektronen sich gegenseitig aufheben. Paramagne-

tische und ferromagnetische Phänomene basieren auf ungepaarten Elektronen-

spins.

2.1.4 Spin Präzession

Die magnetischen Momente der subatomaren Teilchen einer Substanz zeigen

im thermischen Gleichgewicht isotrop in alle Richtungen. Bei Anwesenheit ei-

nes externen Magnetfelds B⃗ = B0e⃗z richtet sich eine Kompassnadel parallel

zum Magnetfeld aus. Die magnetischen Kernmomente einer Probe jedoch be-

ginnen um die Richtung des Magnetfelds zu präzessieren. Den Winkel, den der

Präzessionskegel mit der Richtung des Magnetfels einschließt, hängt von der

Spinpolarisierung vor dem Einschalten des Magnetfelds ab. Die quantenmecha-

nische Herleitung zeigt, dass die Präzessionsfrequenz ω0 gegeben ist durch die

Larmorfrequenz:

ω0 = −γB0 (2.4)

Für positives γ ist die Larmorfrequenz negativ und die Präzession erfolgt in

Uhrzeigersinn. Im thermischen Gleichgewicht (jedoch Präzession und thermi-

sche Bewegung auf mikroskopischer Ebene) ist die Wahrscheinlichkeit für eine

Orientierung der magnetischen Kernmomente parallel zur Richtung des Ma-

gnetfeldes etwas größer als für die anti-parallele Ausrichtung. Diese Anisotropie

ist nämlich für hohe Temperaturen nahezu proportional zu dem Verhältnis der

magnetischen und thermischen Energie der Kerne und die thermische Energie

Etherm = kBT ist bei Raumtemperatur mehr als vier Größenordnungen größer

als die magnetische Energie Emag = ℏγB0 bei üblichen Magnetfeldstärken. Auf-

grund dieser Anisotropie erhält die Probe eine makroskopische Magnetisierung

Mz entlang der Magnetfeldrichtung. Die Relaxation in das neue thermische

Gleichgewicht geschieht über die charakteristische Zeit T1, die sogenannte longi-
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tudinale Relaxationszeit. Die longitudinale Magnetisierung ist sehr gering, etwa

vier Größenordnungen kleiner als die diamagnetischen Effekte, hervorgerufen

durch die Bewegung der Elektronen. Um sich der Magnetisierung experimentel-

len Zugang zu verschaffen wird, wie in Abschnitt 2.2 beschrieben, der Einfluss

eines zeitabhängigen elektromagnetischen Feldimpulses auf die Magnetisierung

ausgenutzt. Makroskopisch gesehen, kann dabei die longitudinale Magnetisie-

rung in eine präzessierende, transversale Magnetisierung übergeführt werden.

Diese erzeugt dann ein messbares zeitabhängiges Signal. Diese transversale Ma-

gnetisierung zerfällt über die charakteristische Zeit T2, die sogenannte transver-

sale Relaxationszeit. Die Ursache für den Rückgang der transversalen Magne-

tisierung ist ein Dephasierungsprozess durch die leicht unterschiedliche lokale

Magnetfeldstärke am Ort der Kerne.

2.1.5 Elektronischer Magnetismus

Die Atome der meisten Substanzen haben im elektrischen Grundzustand als

Folge des Pauli Prinzips keinen resultierenden Spin oder Drehimpuls und damit

auch kein elektronisches magnetisches Moment. Diese Substanzen sind meist

diamagnetisch aufgrund der, durch das Magnetfeld induzierten, elektrischen

Ströme. Substanzen, die über ein elektrisches magnetisches Moment verfügen,

sind in der Regel paramagnetisch. Hier sind dann im Prinzip auch Elektronen-

Magnetresonanz Phänomene möglich, jedoch bei viel höheren Frequenzen als

bei der Kern-Magnetresonanz. Durch Wechselwirkungen zwischen den elektro-

nischen magnetischen Momenten bilden sich auch sogenannte Ferro- oder An-

tiferromagneten. Für Kern-Magnetresonanz Experimente ist der elektronische

Magnetismus nahezu zu vernachlässigen. Nicht weil der Effekt gering ist, im Ge-

genteil, sondern weil der Effekt bei Kernmagnetresonanzphänomenen im Radio

Frequenzbereich zeitunabhängig ist.

2.2 Kern-Magnetresonanz-Tomographie

Diese kurze, qualitative und sicherlich nicht vollständige Einführung in die

Kern-Magnetresonanz-Tomographie ist im wesentlichen angelehnt an die Dar-

stellung in Kapitel 2.1 aus [46]. Der formale Rahmen des Prinzips der Kern-

Magnetresonanz (MR) und der damit verbundenen Bildgebung ist gegeben

durch die Quantenmechanik, welche die Natur auf atomarem Maßstab adäquat

beschreibt. Erst wenn eine Substanz Atomkerne mit einem kernmagnetischen

Moment µ⃗ in ausreichender Anzahl besitzt, ist es möglich MR-Bilder davon zu

erstellen. Kerne mit einer ungeraden Anzahl an Nukleonen verfügen beispiels-

weise über ein solches magnetisches Moment. Das Wasserstoffatom mit einem
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Proton als Kern ist das einfachste Element, das diese Eigenschaft besitzt. Es

hat sogar von allen Kernen das größte magnetische Moment. Da es in der Natur

und in organischem Gewebe in hoher Anzahl vorkommt, eignet es sich hervor-

ragend für MR Untersuchungen. MR Untersuchungen sind, im Gegensatz zu

anderen bildgebenden Verfahren, sehr Kontrast sensitiv. Die Grundlage dieses

bildgebenden Verfahrens ist das Phänomen der Kern-Magnetresonanz:

In einem externen Magnetfeld B⃗ = B0e⃗z spaltet sich der Grundzustand der Was-

serstoffkerne in zwei Zustände mit eng beieinanderliegenden Energieniveaus auf.

Die Wasserstoffkerne befinden sich dann in einem Überlagerungszustand dieser

beiden Zustände. Im thermischen Gleichgewicht jedoch ist die Besetzungszahl

für den Zustand mit niedriger Energie jedoch etwas größer. Dies resultiert in

einer makroskopisch messbaren Magnetisierung parallel zu der Richtung des

externen Magnetfelds Die Energiedifferenz der beiden Zustände beträgt dabei

∆E = γℏB0. (2.5)

Hierbei ist γ das gyromagnetische Verhältnis und ℏ die Plancksche Konstante.

Durch Einstrahlung eines zeitabhängigen elektromagnetischen Feldimpulses mit

der Frequenz ω0 = γB0 kann der thermische Gleichgewichtszustand gestört wer-

den und eine Besetzungsinversion herbeigeführt werden. Die Resonanzfrequenz

ω0 des Systems wird Larmorfrequenz genannt. Eingebettet in die Umgebung

setzt ein dissipativer Prozess ein, der das thermische Gleichgewicht wieder her-

stellt. Die charakteristische Zeit für diese Wiederherstellung des thermischen

Gleichgewichts wird T1-Relaxationszeit oder auch longitudinale Relaxationszeit

genannt. Bei der MR-Bildgebung werden solche RF-Impulse (Radiofrequenz-

Impulse), erzeugt durch eine Transmitterspule, genutzt um die Kerne anzure-

gen. Beim Übergang in das thermische Gleichgewicht kann eine Empfangsspule

ein gedämpftes Zeitabhängiges Signal mit der Frequenz ω0 empfangen. Diese Si-

gnal wird der freie Induktionsabfall genannt (engl. free induction decay (FID)).

Die sogenannte T2-Relaxationszeit bzw. die T
∗
2 -Relaxationszeit ist die charakte-

ristische Größe für das gedämpfte Verhalten des Signals. Die T2-Relaxationszeit

beschreibt den Abfall des Signal durch einen Dephasierungsprozess der abstrah-

lenden Kerne. Die T ∗
2 -Relaxationszeit ist demgegenüber jedoch maßgebend und

wird durch die Feldinhomogenitäten der Apparatur bedingt. Die verschiedenen

Relaxationszeiten des Gewebes haben je nach Bildgebungssequenz maßgeblichen

Einfluss auf das zu empfangende Signal. Um ein ortsauflösendes Bild des MR-

Objekts zu erhalten muss das Signal räumlich kodiert werden. Dies ist möglich

durch ortsabhängige, magnetische Gradientenfelder, welche während des Bild-

aufnahmeprozesses in den drei räumlichen Richtungen zugeschaltet werden. Die-

se Gradientenfelder sind deutlich schwächer als das externe homogene Feld B0
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und werden durch Spulen im Kern des Magneten erzeugt. Dadurch unterscheidet

sich das magnetische Feld von Voxel (ein Volumenelement) zu Voxel, und damit

auch die Larmorfrequenz. Bei externer RF-Anregung mit bestimmter Frequenz

ω0 werden daher nur die Kerne in Voxeln mit derselben Resonanzfrequenz an-

geregt. Durch ein Ändern der Feldgradienten kann so das gesamte MR-Objekt

abgetastet werden. Jedes Signal eines Voxels bestimmt dabei die Intensität eines

Pixels im Bild. Weitere Methoden (2D-, 3D-, Phasenkodierungsmethoden,Halb-

Fouriermethoden) werden angewandt um die komplette Bildaufnahmezeit auf

einige Minuten zu beschränken. Neben den Relaxationszeiten sind dabei die

Kerndichte und die Sequenzparameter für die Intensität des Signals entschei-

dend. Die Hauptkomponenten des MR-Scanners sind ein meist supraleitender

Magnet, die Radiofrequenzeinheit und die Gradientenspulen. Ein eminent wich-

tiger Schritt auf dem Weg zur MR-Bildgebung war die Entwicklung der Fourier-

transformations basierten Bildgebung und der Verfügung über moderne Com-

puter zur Berechnung der schnellen diskreten Fouriertransformation.

2.3 Quantitative Suszeptibilitätsbildgebung

2.3.1 Physikalische Grundlagen

Die magnetische Suszeptibilität eines Objekts beschreibt dessen Magnetisie-

rung in einem externen Magnetfelde und führt zu einem zusätzlichen magneti-

schen Feld, dem sogenannten Demagnetisierungsfeld. Die Quantitative Suszepti-

bilitätsbildgebung (QSM) macht den Versuch, die dem Objekt zugrundeliegende

magnetische Suszeptibiliätsverteilung, aus Magnetresonanz (MR) Phasendaten

zu berechnen. Die folgende Herleitung der grundlegenden Gleichung der quan-

titativen Suszeptibilitätsbildgebung basiert auf der gegebenen Darstellungen in

[49] und [50]. Alles beginnt mit der Resonanzfrequenz ω des Kernspins, die sich

durch das gyromagnetische Verhältnis γ und die Norm BK = ||B⃗K || der magne-

tischen Induktion B⃗K am Ort des Kerns ausdrücken lässt:

ω =
γ

2π
BK (2.6)

Die magnetische Induktion am Ort des Kerns hängt sowohl linear vom makro-

skopischen Magnetfeld B⃗m als auch von der, durch die Elektronenhülle erzeug-

ten, Abschirmung σ (engl. chemical shift) ab:

B⃗K = (1− σ) B⃗m (2.7)
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Das makroskopische Feld B⃗m am Ort des Kerns ist proportional zur Magnet-

feldstärke H⃗, die sich zusammensetzt aus der homogenen Magnetfeldstärke H⃗0

des externen Magnetfelds und der inhomogenen Magnetfeldstärke h⃗i (hervorge-

rufen durch die Apparatur sowie die MR-Probe und unzureichende Ausgleichs-

magnetfelder (engl. shimming)) sowie dem Demagnetisierungsfeld h⃗obj . Man

betrachtet hierzu die Umgebung des Kerns innerhalb einer Lorentzsphäre (Nah-

bereich), innerhalb derer die magnetischen Momente der Elektronen als diskret

betrachtet werden müssen, und außerhalb der Lorentzsphäre (Fernbereich), wel-

che durch ein Kontinuum approximiert werden kann. Unter Annahme räumlich

und zeitlich zufällig verteilter magnetischer Momente, kann der Beitrag von in-

nerhalb der Lorentzsphäre vernachlässigt werden. Das Feld, das von außerhalb

der Lorentzsphäre, am Ort des Kerns hervorgerufen wird, wird nun durch das

Feld das von der gesamten,kontinuierlich verteilten, magnetischen Momentdich-

te des Objekts am Ort des Kerns hervorgerufen werden würde approximiert.

Dieses Feld nennen wir das fiktive Demagnetisierungsfeld h⃗obj,f . Da sich hierbei

der fälschliche Ansatz einer Kontinuumsbeschreibung innerhalb einer Lorentz-

sphäre versteckt, muss das Feld am Ort des Kerns h⃗mis =
2
3χH⃗0, das von einer

kontinuierlichen Suszeptibilitätsverteilung innerhalb der Lorenzsphäre hervor-

gerufen würde, wieder abgezogen werden.

h⃗obj = h⃗obj,f − h⃗mis. (2.8)

Damit lautet das makroskopische Feld am Ort des Kerns

B⃗m = (1 + χ)

(

H⃗0 + h⃗i + h⃗obj,f −
2

3
χH⃗0

)

(2.9)

H⃗0 zeigt konventionell in die Richtung des Einheitsvektors entlang der z-Achse.

Die Komponenten von h⃗i und h⃗obj orthogonal zu H⃗0 können dem gegenüber

vernachlässigt werden. In erster Ordnung erhält man daher:

BK ≈ BK,z =

(

1− σ +
1

3
χ

)

H0 + hi,z + hobj,f,z. (2.10)

Sei H̃ = H⃗0 + h⃗i + h⃗obj,f . Aufgrund vernachlässigbarer elektrischer Ströme im

Objekt, gilt

rotH̃ ≈ 0. (2.11)

Daher lässt sich H̃ aus einem skalaren Potential Φ ableiten:

H̃ = −∇Φ (2.12)
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Des weiteren ist das magnetische Feld quellenfrei, ie. divB̃ = 0. Somit ergibt

sich,

∇B⃗ = ∇
[

(1 + χ) H̃
]

= −∇ [((1 + χ)∇Φ] = 0. (2.13)

Doch damit gilt:

∇χ∇Φ+ (1 + χ)∆Φ = 0 (2.14)

Mit dem skalaren Potential Φ = Φ0 + ϕi + ϕobj,f und Φ0 = −H0z folgt dann:

−H0
∂χ

∂z
−∇χ

(

h⃗i + h⃗obj,f

)

+ (1 + χ) (∆ϕi +∆ϕobj,f ) = 0. (2.15)

Auch in Abwesenheit einer MR-Probe (i.e. χ = 0, ϕobj,f = 0) muss Gleichung

2.15 gelten. Daher gilt ∆ϕi = 0. In erster Ordnung (O(χ) = 1e-4,
hobj,f

H0

<

1e-4 und hi

H0

< 1e-6) führt dies zu einer einfachen Gleichungsbedingung an die

Suszeptibilität χ des Objekts und dessen fiktiven skalaren Feldes ϕobj,f :

∆ϕobj,f = H0
∂χ

∂z
. (2.16)

Im Fourierraum ist Gleichung (2.16) äquivalent zu:

F(ϕobj,f ) = −iH0
kz
k2

F(χ) (2.17)

Hierbei ist k =
√

k2x + k2y + k2z und F ist die Fouriertransformation. Mit

hobj,f,z = −∂ϕobj,f,z
∂z

= −F−1 [ikzF(ϕobj,f,z)] (2.18)

und Gleichung (2.17) ergibt sich schlussendlich für das fiktive Demagnetisie-

rungsfeld hobj,f,z:

hobj,f,z = −H0 F
−1

[

k2z
k2

F(χ)

]

(2.19)

Einsetzen von Gleichung (2.19) in (2.10) führt damit zur magnetischen Induk-

tion BK am Ort des Kerns:

BK ≈ (1− σ)H0 + hi,z +H0 F
−1

[(

1

3
− k2z
k2

)

F(χ)

]

(2.20)

Unter Vernachlässigung des chemischen Shifts σ und der inhomogenen Felder

hi,z folgt aus Gleichung 2.20 für die magnetische Induktion am Ort des Kerns:

BK −H0

H0
= F−1

[(

1

3
− k2z
k2

)

F(χ)

]

(2.21)
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Es gilt hierbei zu beachten, dass die rechte Seite von Gleichung 2.21 eine Mul-

tiplikation mit dem Dipolkern D im Fourierraum

D(k⃗) =
1

3
− k2z
k2x + k2y + k2z

, k⃗ ∈ R
3 (2.22)

darstellt. Daher ist Gleichung 2.21 im Bildraum gegeben durch eine Faltung mit

dem Dipolkern

d(x) =
3cos2(θ(x))− 1

4π||x||3 x ̸= 0, x ∈ R
3

d(0) = 0.

(2.23)

Dabei ist θ(x) der Winkel zwischen x und der z-Achse. Physikalisch gesehen ist

d eine makroskopische Einheitsdipolfunktion. Mathematisch betrachtet ist d die

Greensche Funktion des inversen Problems. In der Kernspintomographie wird

nicht direkt die Larmorfrequenz ω im Labor gemessen, sondern die Larmorfre-

quenz im rotierenden Bezugssystem, ∆fMR:

∆fMR = ⟨Ω⟩t − fR. (2.24)

Hierbei bedeutet ⟨·⟩t eine Mittelung über die Signalaufnahmezeit. Die Demo-

dulationsfrequenz fR ist nahezu durch die Larmorfrequenz f0 bezogen auf das

externe Magnetfeld H0 gegeben:

fR = f0 + ϵ =
γ

2π
H0 + ϵ, (2.25)

mit ϵ << 1. Mit Gleichung 2.6 und 2.20 und bi,z = µ0hi,z und unter der An-

nahme, dass bi,z, bobj,z sich während der Zeit der Signalaufnahme nicht ändern,

folgt daher für die gemessene Frequenz :

∆fMR =
γ

2π
⟨(1− σ)H0 + hi,z +H0 d⊗ χ⟩t − fR

= [f0 (1− ⟨σ⟩t)− fR] +
γ

2π
H0d⊗ χ

≈ [f0 (1− ⟨σ⟩t)− f0 − ϵ] +
γ

2π
(bi,z +H0 d⊗ χ)

≈ γ

2π
[bi,z +H0 d⊗ χ] .

(2.26)

Nun nutzt man, dass die Phase eines komplexwertigen Gradienten Echo (GRE)

Signals, bei räumlich homogener und zeitlich konstanter, magnetischer Suszep-

tibilität innerhalb eines jeden Voxels, näherungsweise linear von der Frequenz

∆fMR und der Echozeit TE abhängt:

ϕ(TE) ≈ ϕ0 + 2π∆fMRTE (2.27)
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Das Phasen Offset ϕ0, also die Phase des Signal zur Echozeit TE0 = 0 ms

resultiert aus dem RF Sende- und Empfangsprozess. Oft enthält das zu unter-

suchende, biologische Gewebe innerhalb eines Voxels unterschiedliche Zusam-

mensetzungen und die magnetische Suszeptibiliät ist intravoxel inhomogen. In

diesem Fall ist der lineare Zusammenhang nicht gegeben und Gleichung 2.27

nur als erste Näherung zu betrachten. Den Echozeit unabhängigen Phasen Off-

set ϕ0 kann man eliminieren, indem man die Phasendifferenzen zu verschiedenen

Echozeiten TE verwendet oder man muss ihn separat bestimmen. Nach Ent-

fernung des Hintergrundfeldes (siehe Abschnitt 2.3.2.1) und des Phasen Offsets

ϕ0 und unter Verwendung von Gleichung 2.27 erhält man das finale Phasen-

Suszeptibilitätsproblem der quantitativen Suszeptibilitätsbildgebung:

ϕ̃ ≈ d⊗ χ

= K(χ)
(2.28)

Hierbei ist ϕ̃ = φ−φ0

TE·γ·H0

. Und der Integraloperator K ist gegeben durch

K(χ) =

∫

V OI

d(x− x′, y − y′, z − z′)χ(x′, y′, z′)dx′dy′dz′ (2.29)

2.3.2 Vorverarbeitung der Phasendaten

Im vorangegangen Abschnitt waren wir davon ausgegangen, dass wir das ge-

samte im MR Scanner befindliche Objekt betrachten. Tatsächlich betrachtet

man aber stets nur einen Bruchteil davon, das sogenannte Gesichtsfeld (FOV,

Field of View). Nur von diesem Bereich empfängt der Scanner die Signale. Doch

auch außerhalb des FOV ist das äußere Magnetfeld vorhanden und es werden

von dort aus lokale Demagnetisierungsfelder erzeugt. Diese und die Inhomoge-

nitätsfelder mit Ursprung außerhalb des FOV fasst man in dem Hintergrund-

feld BH zusammen. Das Problem 2.28 ist damit physikalisch unterbestimmt. Es

gibt mehr unbekannte Quellen, die zur Magnetfeldstörung innerhalb der ROI

und damit schlussendlich zu der Phase des Signals beitragen, als Phasenda-

ten innerhalb der ROI aufgenommen werden. Da die Suszeptibilitätsvariationen

außerhalb des FOV oft ein oder zwei Größenordnungen größer sind als die in-

nerhalb des FOV ist es ein eminent wichtiger Schritt im Rahmen der quanti-

tativen Suszeptibilitätsbildgebung, diese Hintergrundfelder von der Gesamtma-

gnetfeldstörung zu entfernen. Erst dann ist es überhaupt möglich das inverse

Phasen-Suszeptibilitätsproblem rechnerisch zu lösen (es ist auch möglich beide

Schritte in einem vereinten Algorithmus zu lösen, Stichwort: Total field inversi-

on).
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2.3.2.1 Hintergrundfeldentfernung

Um den Beitrag des Störungsfeldes, dessen Ursache die Suszeptibilitätsverteilung

außerhalb des FOV ist, zu bestimmen, wird meistens folgender Ansatz gemacht:

Da die Suszeptibilitätsvariationen innerhalb des FOV um einige Größenordnungen

kleiner sind als außerhalb des FOV, können diese in erster Näherung vernachlässigt

werden. Demnach setzt ist das Störungsfeld approximativ gleich dem Hinter-

grundfeld, bei angenommener konstanter Suszeptibilität innerhalb des FOV.

Zwei verschiedene Methoden zur Hintergrundfeldentfernung sollen hier kurz

beschrieben werden. Bei beiden wird ausgenutzt, dass die gesamte Störung

des externen Magnetfelds hauptsächlich durch das Hintergrundfeld zustande

kommt. Da wäre zum einen die PDF-Methode [31] (engl.: Projection onto Di-

pole Fields). Vernachlässigt man den Beitrag zum Störungsfeld von innerhalb

der ROI, dann kann man die magnetische Suszeptibilität außerhalb der ROI

berechnen (QSM-Algorithmus) und einen Rückschluss auf das Hintergrundfeld

ziehen.

Die andere Methode heißt SHARP [51] (engl.: Sophisticated Harmonic Ar-

tifact Reduction for Phase) und nutzt aus, dass das Hintergrundfeld, bei Ver-

nachlässigen der Suszeptibilitätsinhomogenität innerhalb der ROI, dort harmo-

nisch ist, i.e. ∆BH = 0, wobei ∆ hier der Laplace-Operator ist. Dies folgt aus den

grundlegenden Maxwell-Gleichungen für das elektromagnetische Feld in Materie

bei Abwesenheit von freien Ladungen und elektrischen Strömen.

Für das interne Feld darf die Suszeptibilitätsinhomogenität innerhalb der

ROI nicht vernachlässigt werden, hier gilt daher die Poisson Gleichung, ∆Bint =

poi mit poi = ∆B. Das Theorem vom sphärischen Mittelwert (SMV, engl.:

Spherical-mean-value) besagt, dass der Mittelwert einer harmonischen Funktion

auf einer Sphäre gleich dem Wert der Funktion im Mittelpunkt der Sphäre ist:

BH − S ⊗BH ≡ S′ ⊗BH ≈ 0. (2.30)

Damit erhält man

Bint ≈ S′ ⊗−1 [Λ (S′ ⊗B)], (2.31)

wobei Λ noch eine zusätzliche binäre Maske ist um Artefakte durch Hintergrund-

felder an den Rändern der ROI zu unterdrücken. Gleichung 2.31 ist numerisch

zu lösen und entfernt hierdurch, das Hintergrundfeld. Der Übergang von der

gemessenen Frequenz ∆fMR zur Frequenz ∆fMRint
durch Entfernung des Hin-

tergrundfeldes ∆fMRH
erlaubt es das Faltungsproblem 2.26 zu lösen, indem

man die Integration auf die ROI einschränkt. Alternativ setzt man die Suszep-

tibilität außerhalb der ROI auf Null. Da der Dipolkern D bei k⃗ = 0 undefiniert

ist (siehe 2.22) bleiben beim Lösen des Faltungsproblems die Null-Frequenzen
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der Suszeptibilität unbestimmt. In der Regel setzt man D(0) = 0. Daher wer-

den die Suszeptibilitäten nur bis auf eine Konstante bestimmt. Die Berechnung

der Suszeptibilitätsverteilung innerhalb der ROI, nach Entfernung des Hinter-

grundfeldes, erfolgt daher bei Annahme konstanter Suszeptibilität außerhalb der

ROI.

2.3.2.2 Phasenentfaltung

Die gemessene Phase Φ des komplexen Signals ist auf den Bereich (−π, π] be-
schränkt. Der Zusammenhang zur entfalteten Phase φ ist:

Φ =φmod2π

=[φ0 + θ]mod2π
(2.32)

Die gemessene Phase ist also zur tatsächlichen Phase θ um das Offset φ0 ver-

schoben und auf den Bereich (−π, π] eingefaltet (engl. wrapped). Daher muss

die gemessene Phase zunächst entfaltet werden (engl.: Unwrapping) und entwe-

der das Offset φ0 bestimmt werden oder mit Phasendifferenzen zu verschiedenen

Echozeiten gearbeitet werden. Phasen-Entfaltungsalgorithmen müssen also von

der gemessenen Phase Φ = φ mod 2π auf die Anzahl n der Phasenzyklen schlie-

ßen, so dass gilt:

φ = Φ+ n · 2π (2.33)

Die sogenannten zeitlichen Entfaltungsalgorithmen schließen von der zeitlichen

Entwicklung auf die korrekte Anzahl an Zyklen. Sie sind daher nur für Multi-

Echo Daten geeignet. Zudem sind sie zunächst nur dann anwendbar, wenn zwi-

schen den verschiedenen Echozeiten keine mehrfachen Einfaltungen stattfinden,

d.h. wenn gilt: ∆fMR < (∆TE)−1.

Räumliche Phasenentfaltungsalgorithmen hingegen betrachten die Phasen-

werte zwischen benachbarten Voxeln und bedürfen nicht der zeitlichen Phasen-

entwicklung. Sie sind daher auch für Single-Echo Daten verwendbar. Auch sie

unterliegen einer Einschränkung und führen nur dann zur wahren Zyklenanzahl

n, wenn die Phasendifferenz zwischen benachbarten Voxeln kleiner oder gleich

π ist.

2.3.2.3 Kombination von Mehrspulenkanälen

Für die Erstellung von Suszeptibilitätskarten ist ein hohes Signal-Rausch-Verhältnis

äußerst vorteilhaft. Dazu werden Multikanalspulen benötigt. Die Kombination

der Signale der Spulen ist daher ein weiteres, nichttriviales Feld, bei der Be-

rechnung von Suszeptibilitätskarten. Für den Umgang mit den inhomogenen

Spulensensitivitäten gibt es zahlreiche verschiedene Ansätze. Dabei sei auf [47]
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verwiesen.

2.3.2.4 QSM:Prozess-Reihenfolge

Da das inverse Problem äußerst schlecht gestellt ist (siehe Abschnitt 2.3.3
”
Theorie“)

müssen die vorausgehenden Prozesse möglichst gut gelöst werden. Fehler und

Rauschen in der bestimmten Feldverzerrung, können bei der Lösung des inver-

sen Problems drastisch verstärkt werden und hierbei zu erheblichen Artefakten

in der berechneten Suszeptibilitätsverteilung führen. In Abbildung 2.1 sind die

einzelnen Schritte der QSM-Technik im Gehirn bildhaft dargestellt. Hierbei ist

auch noch die Verwendung der Magnitudendaten und die Erstellung einer Maske

des Objekts mit aufgeführt.

Abbildung 2.1: Prozesse bei der QSM Berechnung. Abbildung von Sina Straub

2.3.3 Inverses Problem und Diskretisierung

Dieser Abschnitt bezieht sich auf das Vorgehen in [54] und in [11]. Das Problem

2.28 ist ein klassisches Faltungsproblem. Im Fourierraum kann es formal durch

punktweise Division durch den DipolkernD(k⃗) gelöst werden. Jedoch istD(k⃗) =

0 auf einem Kegel mit dem sogenannten magischen Winkel Ψ = 54, 74 zwischen

k⃗ und B⃗0 und in der Nähe dieses Kegels giltD(k⃗) << 1. Daher ist die punktweise

Division für diese k⃗-Werte nicht gültig und die Lösung wäre in jedem Fall instabil

bezüglich Störungen der Daten ϕ. Da die aufgenommenen Daten stets Rauschen

beinhalten, muss Gleichung 2.28 um ein additives Rauschen η erweitert werden:

ϕ̃ = K(χ) + η (2.34)

Da MR Daten stets diskret, also nicht kontinuierlich, sind, liegen nur endlich

viel Werte ϕi = ϕ(xi, yi, zi) vor:

ϕijk =

∫

V OI

d(xi − x′, yj − y′, zk − z′)χ(x′, y′, z′)dx′dy′dz′ + ηi, (2.35)
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mit i = 1, ..., Nx · Ny · Nz. Eine analytische Lösung von Gleichung 2.35 ist auf

Grund des Rauschens und der schon angesprochenen Schlecht-Gestelltheit nicht

möglich. Schlecht gestellt bedeutet in diesem Fall:

1. Nicht für jeden beliebig (simulierten) Datensatz ϕ gibt es eine Lösung χ

mit K(χ) = ϕ.

2. Die Lösung χ ist nicht eindeutig, sondern es gibt mehrere Lösungen xi mit

K(xi) = ϕ, i ∈ I.

3. Die Lösung ist instabil in Bezug auf Störungen des Datensatzes ϕ (Rau-

schen, Fehler in der Datenverarbeitung).

Daher muss 2.35 numerisch gelöst werden. Man kann und muss sich daher

auf diskrete Lösungen χijk = χ(xi, yj , zk) einschränken. Dazu müssen auch

d und der Integraloperator diskretisiert werden. Wir verwenden hierbei die

Mittelpunkts-Quadratur Diskretisierung für die Integralgleichung 2.28 bzw. 2.29:

ϕijk =

nx−1
∑

µ=0

ny−1
∑

ν=0

nz−1
∑

η=0

d(xi − xµ, yj − yν , zk − zρ) χ(xµ, yν , zρ)∆x∆y∆z + ϵquadijk

(2.36)

Mit ϕijk = ϕ(xi, yj , zk) notieren wir dabei die Phase des Voxels mit Mittelpunkt

(xi, yj , zk) und ϵ
quad
ijk ist der Diskretisierungsfehler des Integrals, sowie∆x,∆y,∆z

die Voxelgröße in den drei verschiedenen Richtungen. Das können wir nochmals

anders schreiben:

ϕijk =

nx−1
∑

µ=0

ny−1
∑

ν=0

nz−1
∑

ρ=0

k̃i−µ,j−ν,k−ρ χµ,ν,ρ + ηijk (2.37)

Hierbei ist k̃ = k(i∆x, j∆y, k∆z)∆x∆y∆z der diskrete Dipolkern und ηijk

enthält sowohl den stochastischen Fehler als auch den Diskretisierungsfehler.

Die Einführung von periodischen Randbedingungen - genauer, die fälschliche

Annahme, dass sich die Suszeptibilitätsverteilung innerhalb des FOV außer-

halb dessen periodisch fortsetzt, erleichtert die weitere Berechnung ungemein.

Dann liegt das diskretisierte Problem 2.37 in BCCB-Form (engl.: Block circu-

lant with circulant blocks) vor (siehe [54]) und lässt sich daher auch im dis-

kreten Fourierraum als punktweise Multiplikation mit dem diskreten Dipolkern

Dlmn := 1
3 − k2zn

|klmn|2 schreiben:

F(ϕ)lmn = Dlmn · F(χ)lmn (2.38)

Hierbei ist F die diskrete Fouriertransformation und F(x)lmn = F(x)(klmn). Da

tatsächlich kein periodisches Problem vorliegt, müssen die Phasendaten in eine
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Nullumgebung eingebettet werden um das Szenario der Periodizität vertretbar

zu machen. Da MR-Bilder des Gehirns schon über eine solche Nullumgebung

verfügen, ist hier nicht unbedingt eine weitere Einbettung notwendig. Anstatt

den kontinuierlichen Dipolkern D im Fourierraum zu diskretisieren, kann auch

der Dipolkern d im Bildraum diskretisiert werden. Via

Dal
lmn = F (dijk ·∆x∆y∆z) (2.39)

erhält man dann den alternativen diskreten Dipolkern Dal
lmn im diskreten Fou-

rierraum. Man erhält dabei ähnliche, aber nicht exakt gleiche Ergebnisse wie

bei der Verwendung von Dlmn.

Wie das kontinuierliche Problem ist auch das diskrete Problem 2.37 schlecht

gestellt. Wie in [11] genauer beschrieben ist der diskrete Vorwärtsoperator K in

2.29 von unzureichendem Rang (engl.: rank deficient), da der Dipolkern auf dem

magischen Kegel den Wert D(k⃗) = 0 hat. Deshalb ist die Lösung des diskreten

Problems nicht eindeutig und weitere Informationen sind notwendig um eine

eindeutige Lösung zu erhalten. Des weiteren ist eine Form der Regularisierung

notwendig um Artefakte durch Verstärken von Rauschen und Fehlern in den

Präprozessen zu vermeiden.

2.3.4 Tensor-Suszeptibilitätsbildgebung (STI)

Die magnetische Suszeptibilität (siehe 2.1.2) ist nicht immer durch einen Skalar

wie in 2.2 gegeben. Das tatsächliche Verhalten ist in anisotropen Materialien

etwas komplizierter. Das magnetische Moment ist hierbei im Allgemeinen nicht

parallel oder antiparallel zum Magnetfeld ausgerichtet. Dies wird beschrieben

durch die Einführung des Suszeptibilitätstensors χ⃗. Dieser hat im Allgemei-

nen 9 unabhängige Komponenten. Im Falle eines symmetrischen Suszeptibi-

litätstensors sind es nur 6. Das Phase-Suszeptibilitätsproblem ist in diesem Fall

linear in den Komponenten des Suszeptibilitätstensors. Das Problem ist damit

deutlich unterbestimmt. Die Suszeptibilitätstensorbildgebung ([30], [9]) löst die-

se Problem durch mehrfache Datenaufnahme bei relativ rotierter Richtung des

Magnetfeldes zum Objekt, um so mehr Gleichungen in den Unbekannten zu

erlangen. Bei symmetrischem Suszeptibiltätstensor ist das Problem mit min-

destens 6 Datenaufnahmen bei unterschiedlicher Rotation wohl definiert. Es

kann daher eindeutig gelöst werden. Im anderen Fall bleibt das Problem un-

terbestimmt und weitergehende Informationen sowie Regularisierungen sind zu

seiner Lösung notwendig.
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2.4 Geeignete Metriken zur Evaluierung von QSM

2.4.1 Der Schärfe-Index

Der Schärfe-Index [5] ist ein Bildmaß, welches, wie der Name schon sagt, die

Schärfe bzw. dessen Unschärfe bemisst. Die folgenden Ausführungen sind für ein

zweidimensionales Graustufenbild. Die Verallgemeinerung auf drei Dimensionen

ist jedoch offensichtlich. Sei Ω = Z
2 ∩

([

−M
2

)

×
[

−N
2 ,

N
2

))

der rechteckige De-

finitionsbereich des Graustufenbildes u : Ω → R. Der Gradient des Bildes u ist

definiert als

∇u(x, y) ≡
(

∂xu̇(x, y)

∂yu̇(x, y)

)

=

(

u̇(x+ 1, y)− u̇(x, y)

u̇(x, y + 1)− u̇(x, y)

)

(2.40)

Die Totalvariation von u ist gegeben durch

TV (u) ≡
∑

x∈Ω

|∂xu̇(x)|+ |∂yu̇(x)|, (2.41)

und misst wie stark die Funktion u̇ oszilliert. Hierbei ist u̇ die periodische Er-

weiterung von u. Der Schärfe-Index SI (engl. sharpness index) ist definiert als

SI(u) ≡ −log10 ϕ
(

TV (u)− µ

σ

)

(2.42)

Hierbei ist ϕ(t) ≡ 1√
2π

∫ t

−∞ e−
s2

2 ds for t ∈ R die Gaussche Normalverteilung,

µ = E(TV (u ∗W )), σ2 = Var(TV (u ∗W )), und W ist Gaußsches Rauschen

mit Standardabweichung |Ω|− 1

2 .

SI(u) ≡ −log10 ϕ
(

TV (u)− µ

σ

)

≈ −log10 P (TV (U) ≤ TV (u))

1. Das bedeutet, dass je höher der Schärfe-Index ist, desto kleiner ist die

Wahrscheinlichkeit, dass die Totalvariation bei einer Randomisierung von

u abnimmt.

2. Intuitiv ist für ein scharfes Bild die Wahrscheinlichkeit, dass das rando-

misierte Bild eine geringere Totalvariation hat sehr klein. Dies führt zu

einem hohen Schärfe-Index.

3. Für ein verschwommenes Bild ist diese Wahrscheinlichkeit größer und des-

wegen der Schärfe-Index kleiner.
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2.4.2 Der strukturelle Similaritätsindex: SSIM

Der strukturelle Similaritätsindex (SSIM) [56] ist ein Bildmaß, welches ein Bil-

dobjekt mit einem Referenzbild vergleicht. Sein Wertebereich W ist W = [0, 1],

wobei Werte nahe der 1 für eine große Ähnlichkeit des Bildobjekts und sei-

nes Referenzbildes stehen. Der Ähnlichkeitsvergleich des strukturellen Simila-

ritätsindex teilt sich in drei separate Vergleiche eines Bildes u auf:

1. Helligkeit µu = 1
MN

∑N,M
i,j u(i, j).

2. Kontrast σu =
(

1
MN−1

∑N,M
i,j (u(i, j)− µu)

2
)1/2

.

3. Der Strukturvergleich s(u, v) wird dann anhand des normalisierten Bildes

(u− µu)/σu gemessen.

Zweier Bilder u und v werden mittels drei Funktionen l, c and s verglichen.

1. l(u, v) = 2µuµv+C1

µ2
u+µ

2
v+C1

2. c(u, v) = 2σuσv+C2

σ2
u+σ

2
v+C2

3. s(u, v) = σuv+C3

σuσv+C3

Hierbei ist σuv = 1
MN−1

∑M,N
i,j (u(i, j) − µu)(v(i, j) − µv) und C1, C2, C3 sind

einzustellende Konstanten. Der strukturelle Similaritätsindex eines Bildes udeg

in Bezug auf ein Referenzbild uref wird dann folgendermaßen berechnet:

SSIM(udeg, uref ) = [l(udeg, uref )]
α[c(udeg, uref )]

β [s(udeg, uref )]
γ (2.43)

wobei α, β, γ > 0 Parameter sind. Der SSIM Index wird dann lokal berech-

net und der Mittelwert wird benutzt um die Qualität des gesamten Bildes zu

bewerten.

2.4.3 Schärfe-Index gewichteter SSIM (SI-SSIM)

Der strukturelle Similaritätsindex basiert also auf einer statistischen Auswer-

tung des Bildes. Er kann jedoch kleine Abweichungen in Kontrast und Be-

schaffenheit, wie sie die die visuelle Wahrnehmung des Menschen detektieren

kann, nicht adäquat feststellen, da er nicht sensitiv genug auf Unschärfe reagiert

[55]. Um die guten Bildqualitätsvergleichseigenschaften des strukturellen Simi-

laritätsindex zu bewahren und gleichzeitig Unschärfe besser abzuwerten wurde

in [55] ein neues Bildqualitätsmaß vorgestellt:

Die strukturelle Ähnlichkeit basierend auf globaler Phasen Kohärenz (GPC-

SSIM). Hierbei wird der SSIM erweitert durch einen Vergleich der Phasen-

charakteristik im Frequenzraum. Die Autoren konnten dabei zeigen, dass sich
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der dynamische Wertebereich dadurch erheblich vergrößert und der GPC-SSIM

im Vergleich zum SSIM viel sensitiver auf Überglättungseffekte reagiert. In

[Blanchet 2012] wurde gezeigt, dass der Schärfe Index, welcher anstatt von

zufälligen Phasenbildern Gaußsche Zufallsbilder verwendet (siehe Abschnitt 2.4.1),

theoretisch begründbar und experimentell nachweisbar, der globalen Phasen-

kohärenz sehr ähnlich ist. Die explizite Berechnungsformel liefert darüber hin-

aus aber einen effektiven, schnellen Algorithmus und daher ist der Schärfeindex

für praktische Anwendungen geeigneter als die globale Phasenkohärenz. Der

Schärfe-Index gewichtete SSIM (SI-SSIM) [I] wird hier daher anlog zum GPC-

SSIM definiert als:

SI-SSIM =







SSIM
SI(udeg)
SI(uref )

, SI(udeg) ≤ SI(uref )

SSIM, SI(udeg) > SI(uref ).
(2.44)

2.5 Shearlet-basierte Suszeptibilitätsbildgebung

2.5.1 Einführung

Um das inverse QSM-Problem zu lösen, müssen bei einem Optimierungsan-

satz zusätzliche Informationen verwendet werden. Nur so kann eine eindeutige

und artefaktfreie Lösung des Phase-Suszeptibilitätsproblems erreicht werden.

Da Magnetresonanzbilder durch Anwendung einer Multiskalenoperation kom-

primierbar sind [35] kann die l1-Norm in Verbindung mit dieser Transformation

als effektiver Regularisierungsterm verwendet werden um ein eindeutig lösbares

Optimierungsproblem zu generieren. Shearlets sind eine natürliche Erweiterung

der klassischen Wavelets. Sie gehen aus einigen wenigen generierenden Funk-

tionen durch parabolisches skalieren, scheren und translatieren hervor. Sie sind

geeignet um multivariate Funktionen zu approximieren, die anisotrope Eigen-

schaften wie Kanten aufweisen. In dieser Eigenschaft sind sie den isotropen

Wavelets überlegen. Sogenannte cartoonähnliche Bilder werden durch Shearlets

nahezu optimal approximiert [21].

Die Verwendung einer Multiskalentransformation als zusätzliche Informati-

onsquelle, bei angenommener Komprimierbarkeit unter dieser Transformation

(eng.: sparsity, sparse recovery), ist eine geläufige Praxis in den verschiedensten

Bereichen wie der medizinischen Bildgebung [33], der Astronomie [25] oder der

Elektronenmikroskopie [39]. Häufig wird dieses Verfahren, also die Minimierung

der l1-Norm des transformierten Bildes, angewendet um aus unter abgetasteten

(engl.: undersampling) Daten (bei kürzerer Datenaufnahmezeit) das komplette

Bild wieder zu erlangen. Der mathematische Unterbau für dieses Vorgehen ist

die Theorie des Compressed Sensing.
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2.5.2 Compressed Sensing

Compressed sensing im Allgemeinen ist eine Methode um aus aufgenommenen

Daten yi (mit i ∈ [1, ...,m]) und einem mathematischen Modell für das zugrun-

deliegende physikalische Problem, sozusagen, die Ursache xi (i ∈ [1, .., n]) für

die Daten yi zu finden. Dabei ist das mathematische Modell meist durch einen

linearen Zusammenhang gegeben:

y = Ax (2.45)

Hierbei ist A eine m × n Matrix. Genau genommen ist Compressed Sensing

[8, 14] eine mathematische Theorie, die zeigt, dass es möglich ist bei redu-

zierter Datenaufnahme bzw. Messung (yi, i ∈ [1, .., k], k < m) und vorliegen-

der Dünnbesetztheit (engl.: sparsity) der Ursache x ( xi ̸= 0 für i ∈ I und

|I| < n)diese Ursache (oder das Signal) wieder vollständig aus den Messungen

herzustellen. Damit das möglich ist muss die Matrix A die sogenannte RIP-

Bedingung (engl.: Restricted Isometry Property) erfüllen [8]. Matrizen mit der

RIP Eigenschaft streuen die Informationen in x auf mehrere Messungen yi, wo-

mit jede Messung yi auch Information über alle anderen xi enthält. Damit sind

viel weniger Messungen notwendig wie es das Nyquist-Shannon-Abtasttheorem

[41] verlangt. Die Ursache x beziehungsweise die Lösung von Gleichung 2.45

erhält man durch folgendes Optimierungsproblem:

x = argmin
x̃

||x̃||1, so dass y = Ax̃ (2.46)

Die Verwendung der l1 Norm (|| · ||1) führt hierbei zur spärlichsten Lösung des

inversen Problems.

Tatsächlich liegen die wenigstens Signale in dünn besetzter Form vor. Sie

sind aber komprimierbar. Das heißt, dass von den Koeffizienten, nach Anwen-

dung einer Multiskalentransformation (Wavelets, Curvelets, Shearlets, etc.), nur

wenige deutlich von null verschieden sind und der Absolutbetrag der Koeffizi-

enten mindestens polynomial abfällt [25]. Die meisten natürlichen Signale und

Bilder sind wohl auf diese Weise spärlich beziehungsweise komprimierbar. An-

statt des Problems 2.45 gilt es daher das um die Multiskalentransformation Ψ

erweiterte Problem zu lösen:

x = argmin
x̃

||Ψx̃||1, so dass y = Ax̃ (2.47)

Die RIP-Bedingung ist eine sehr strikte Bedingung an die Matrix A und wird so

wohl meistens nicht erfüllt. Allerdings wurde in [7] gezeigt, dass eine Signalwie-

derherstellung auch möglich ist, wenn die gegenseitige Kohärenz µA,Ψ zwischen
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der Matrix A und der Basis Ψk der Transformation niedrig genug ist.

µA,Ψ = max
i,k

⟨Ai,Ψk⟩ (2.48)

In diesem Sinne kann ein lineares inverses und unterbestimmtes Problem (ob auf-

grund der physikalisch/mathematischen Problemstellung oder durch reduzierte

Datenaufnahme), mit einem Compressed Sensing Algorithmus gelöst werden,

wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

1. Das Signal ist komprimierbar, das heißt es ist spärlich nach Anwenden

einer Transformation.

2. Die gegenseitige Kohärenz µA,Ψ ist niedrig

Eine niedrige Kohärenz wird hierbei erreicht, wenn die Matrix A die verschie-

denen xi und damit auch die Koeffizienten (Ψx)k auf alle Messwerte yi verteilt.

Einen solchen Effekt sollte zum Beispiel die Faltung der Messwerte mit einem

weit streuenden Faltungskern D haben, der in Matrixform durch die Matrix

AD gegeben ist. Den Bedingungen 2.5.2 zufolge kann die Vorgehensweise des

Compressed Sensing also zum Beispiel auch auf unterbestimmte inverse Fal-

tungsprobleme mit natürlicher, sprich komprimierbarer Ursache, angewendet

werden.

2.5.3 Shearlets

Die folgende kurze Einführung in die Theorie der Shearlets basiert auf [21] und

[22].

2.5.3.1 Frame Theorie

Eine Folge von Funktionen (ϕi)i∈I in einem Hilbertraum H wird ein Frame für

H genannt, wenn es Konstanten 0 < A ≤ B < inf gibt, so dass

A < ||x||2 ≤
∑

i∈I
|⟨x, ϕi⟩|2 ≤ B||x||2 für alle x ∈ H (2.49)

Wenn es möglich ist A = B zu wählen, dann sagt man das Frame ist straff.

Für A = B = 1 redet man von einem Parseval Frame. Eine Orthonomalbasis

ist eine Beispiel für ein solches Parseval Frame. Der Analysis Operator T bildet

ein Element des Hilbertraums x auf seine Frame Koeffizienten (⟨x, ϕi⟩)i∈I :

T : H → l2(I), x 7→ (⟨x, ϕi⟩)i∈I (2.50)
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Der adjungierte Operator T ∗ wird Synthese Operator genannt:

T ∗ : l2(I) → H, ((ci)i∈I) 7→
∑

i∈I
ciϕi (2.51)

Der Frame Operator S ist definiert wie folgt:

S = T ∗T : H → H, x 7→
∑

i∈I
⟨x, ϕi⟩ϕi (2.52)

Im Falle eines Parseval Frames ist S die Identität auf H und x =
∑

i∈I⟨x, ϕi⟩ϕi.
Im Allgemeinen kann x aus seinen Frame Koeffizienten rekonstruiert werden:

x =
∑

i∈I
⟨x, ϕi⟩S−1ϕi (2.53)

Die Folge
(

S−1ϕi
)

i∈I bildet selbst ein Frame, welches das kanonisch duale Frame

genannt wird. Es gilt auch:

x =
∑

i∈I
⟨x, S−1ϕi⟩ϕi (2.54)

Im allgemeinen Fall ist das Frame redundant, das heißt die Koeffizienten ⟨x, S−1ϕi⟩
sind nicht eindeutig. Für eine Basis sind sie natürlich eindeutig. Aber es ist genau

diese Eigenschaft der Redundanz, die eine spärlichere Entwicklung innerhalb des

Frames erlaubt.

2.5.3.2 Wavelets

Shearlets sind eine natürliche Erweiterung der klassischen Wavelets. Daher soll

hier kurz das Wavelet Szenario geschildert werden. Ein diskretes Wavelet System

in L2(R) ist eine Familie von Funktionen

{

Ψj,m = D−j
2 TmΨ = 2j/2Ψ

(

2j · −m
)

: j,m ∈ Z

}

(2.55)

wobei Ψ ∈ L2(R) und D2 der dyadische Dilationsoperator auf L2(R) ist,

D2Ψ(x) = 2−1/2Ψ(2−1x). (2.56)

Des weiteren ist Tt der Translationsoperator auf L
2(R) mit

TtΨ(x) = Ψ(x− t), für t ∈ R (2.57)
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Mit diesem Wavelet System ist die diskrete Wavelet Transformation WΨ ver-

bunden:

L2(R) ∋ f 7→ WΨf(j,m) = ⟨f,Ψj,m⟩, j,m ∈ Z. (2.58)

Stellt das System 2.55 eine Orthonormalbasis von L2(R) dar, so nennt man es

ein orthonormales Waveletsystem und nennt Ψ ein Wavelet. Es ist möglich loka-

lisierte Wavelets zu konstruieren, das heißt, dass die Wavelets sowohl im Raum

als auch im Frequenzraum außerhalb einer kompakten Menge nur sehr kleine

Koeffizienten haben (Lemariè-Meyer Wavelets) oder sogar kompakten Träger

(Daubechies Wavelets) besitzen. Diese Eigenschaft der Lokalisierung hebt die

Wavelets von einer Fourierbasis ab und ist der Grund für ihre guten Approxi-

mationseigenschaften. Wavelets sind geeignet um Funktionen mit punktweisen

Singularitäten zu approximieren, für mehrdimensionale Singularitäten und ani-

sotrope Eigenschaften in Funktionen sind sie jedoch weniger gut geeignet. Die

sogenannte beste N-Term Approximation für ein f ∈ L2(R) durch ein Wave-

letsystem mit den N Wavelets (Ψi)i∈[1,..,N ], der größten Waveletkoeffizienten

|⟨f,Ψk⟩| ist gegeben durch

fN =
N
∑

i=1

⟨f,Ψi⟩Ψi (2.59)

Es kann gezeigt werden, dass für ein gegebenes Waveletsystem (Ψj)j∈J , es inner-

halb der Klasse der sogenannten cartoonähnlichen Funktionen in L2(R2) (Diese

können Singularitäten entlang einer glatten Kurve enthalten) stets eine Funk-

tion f und eine Konstante C gibt, sodass für die beste N-Term Approximation

fN durch (Ψi)i∈[1,..,N ] gilt

CN−1 < ||f − fN ||2L2 . (2.60)

Optimal für diese Klasse von Funktionen ist jedoch folgendes asymptotisches

Verhalten

||f − fN ||2L2 ≤ CN−2, N → inf (2.61)

Davon ist die Waveletapproximation weit entfernt.

2.5.3.3 Shearlets

Um die Einschränkungen eines Waveletsystems zu überwinden benötigt man

daher wellenförmige Analysefunktionen, die nach Skala, Orientierung und Lo-

kalisierung verschieden sind und sich auch anisotrop ausdehnen können um zum

Beispiel Singularitäten entlang von Kurven abzudecken. Um wellenförmige Ge-

bilde mit anisotropen Support zu erzeugen wird daher der Dilationsoperator
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DAa
, a > 0 eingeführt:

DAa
Ψ(x) = |det|−1/2Ψ(A−1

a x). (2.62)

Hierbei sind

Aa =

(

a 0

0 a1/2

)

(2.63)

parabolische Skalierungsmatrizen. Anstatt Rotationen verwendet man zur Rich-

tungsparametrisierung sogenannte Scherungsoparatoren DSs
(engl.: shearing).

Diese haben beim Übergang zum digitalen System den Vorteil, dass sie das

Z
2-Gitter invariant lassen. Die Scherungsmatrix ist hierbei:

Ss =

(

1 s

0 1

)

(2.64)

Für ein gegebenes ψ ∈ L2(R2) ist dann

SH =
{

ψj,k,m = 2
3

4
jψ(SkA2j · −m) : j, k ∈ Z,m ∈ Z

2
}

(2.65)

ein reguläres diskretes Shearletsystem. Wie bei den Wavelets kann eine gene-

rierende Funktion Ψ gewählt werden, so dass SH(Ψ) ein Frame oder sogar ein

Parseval Frame bildet und die Elemente darüber hinaus besondere Eigenschaften

(Regularität, Lokalisierbarkeit etc.) haben. Die diskrete Shearlettransformation

SHψ wird dann definiert als die Abbildung:

f 7→ SHψf(j, k,m) = ⟨f, ψj,k,m⟩, (j, k,m) ∈ Z× Z× Z
2 (2.66)

Dabei wird die Funktion f auf die Koeffizienten SHΨf(j, k,m) mit dem Ska-

lenindex j, dem Orientierungsindex k und dem Positionsindex m abgebildet.

Das reguläre diskrete Shearletsystem weist in dieser Form noch eine starke

Richtungsabhängigkeit auf. So werden Funktionen, die im Frequenzbereich ent-

lang der vertikalen Achse orientiert sind, von den Shearletkoeffizienten nur für

s→ inf erfasst. Um dies zu beheben wird der Fourierbereich in je zwei vertikale

und zwei horizontale Kegel aufgeteilt. Hinzu kommt ein Bereich mit den nied-

rigen Frequenzen. Dann definiert man das Shearletsystem auf jedem Bereich

(vertikale Kegel, horizontale Kegel und Niederfrequenzbereich) separat durch

die drei erzeugenden Funktionen ϕ, ψ, ψ̃ ∈ L2(R2). Das sogenannte reguläre

Kegel adaptierte, diskrete Shearletsystem wird dann wie folgt definiert:

SH(ϕ, ψ, ψ̃; c) = Φ(ϕ; c1) ∪Ψ(ψ; c) ∪ Ψ̃(ψ̃); c), (2.67)
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mit

Φ(ϕ; ∆) =
{

ϕt = ϕ(· − c1m) : m ∈ Z
2
}

,

Ψ(ψ; c) =
{

ψj,k,m = 2
3

4
jψ(SkA2j · −Mcm) : j ≥ 0, |k| ≤ ⌈2j/2⌉,m ∈ Z

2
}

,

Ψ̃(ψ̃; c) =
{

ψ̃j,k,m = 2
3

4
jψ̃(STk Ã2j · −M̃cm) : j ≥ 0, |k| ≤ ⌈2j/2⌉,m ∈ Z

2
}

(2.68)

Hier bei ist c = (c1, c2) ∈ (R+)
2 und

Ãa =

(

a
1

2 0

0 a

)

,

Mc =

(

c1 0

0 c2

)

,

M̃c =

(

c2 0

0 c1

)

.

(2.69)

Die generierende Funktion ϕ wird auch Skalenfunktion genannt und ψ, ψ̃ wer-

den als Shearletgeneratoren bezeichnet. Man kann nun wieder zeigen, dass dieses

Shearletsystem für bestimmte generierende Funktionen ein Parseval Frame bil-

det und, dass es eine Konstante C > 0 gib, so dass für jede cartcoonähnliche

Funktion f außerdem gilt:

||f − fN ||2L2 ≤ CN−2(logN)3, N → inf (2.70)

Bis auf den logarithmischen Faktor, der für große N vernachlässigt werden kann,

ist dies die optimale Approximationsrate für diese Klasse von Funktionen. Im

dreidimensionalen müssen sogar zweidimensionale Singularitäten detektiert wer-

den. Dies ist mit einem dreidimensionalen Shearlet System möglich. Die Kon-

struktion erfolgt dabei im wesentlichen über die gleiche Idee wie im zweidimen-

sionalen Fall.

2.5.4 Verallgemeinerte Totalvariation

Die Regularisierung über die Norm der total Variation (TV), also die Verwen-

dung der l1-Norm des diskreten Gradienten einer diskreten Funktion f ist eine

gängige Praxis in der optimierungsbasierten Lösung inverser Probleme. Der Re-

gularisierungsterm ist in diesen Fällen durch

µTVTV(f) = µTV ||∇f (f)||l1 (2.71)

gegeben. Mit einem Regularisierungsparameter µTV .
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In der Anwendung führt dies zu Bildern mit scharfen Kanten aber leider auch

zu stückweise konstanten Bildbereichen wie sie eigentlich nicht gegeben sind. Um

die Vorteile von TV als Regularisierungsterm zu behalten und die Nachteile zu

überwinden wurde die verallgemeinerte Totalvariation (Abk.: TGV, von engl.:

Toatal generalized variation) eingeführt ([20]). Hierbei werden auch Ableitungs-

terme höherer Ordnung mit in den Regularisierungsterm aufgenommen. Hier

und im folgenden verwenden wir dabei die TGV zweiter Ordnung:

TGV2
α1,2

(f) = α1||∇f (f)− v||d1 + α2||ζb(v)||t1, (2.72)

mit Parametern α1,2 und mit der symmetrischen Ableitung

ζb(v) =







∇b
xvx

1
2 (∇b

yvx +∇b
xvy)

1
2 (∇b

zvx +∇b
xvz)

1
2 (∇b

yvx +∇b
xvy) ∇b

yvy
1
2 (∇b

zvy +∇b
yvz)

1
2 (∇b

zvx +∇b
xvz)

1
2 (∇b

zvy +∇b
yvz) ∇b

zvz






. (2.73)

Dabei sind die l1-Normen gegeben durch:

||u||d1 =
∑

l

(

|ux(l)|2 + |uy(l)|2 + |uz(l)|2
)

1

2 ,

||u||t1 =
∑

l

||u(l)||F ,
(2.74)

mit der Frobeniusnorm ||A||F =
∑3
i=1

∑3
j=1Ai,j für Matrizen. Und der In-

dex f, b steht jeweils für verwendete vorwärts (engl. forward) oder rückwärts

(engl. backward) gerichtete Differenzen bei der Bildung des diskreten Gradi-

enten mit periodischen Randbedingungen. Die Verwendung eines Compressed

Sensing Ansatzes durch minimieren der l1-Norm der Shearletkoeffizienten in

Verbindung mit einer TGV-Regularisierung wurde schon erfolgreich praktiziert.

So zum Beispiel in [34] und in [18] zur Rekonstruktion von MR-Bildern aus

unter abgetasteten Signalen.

2.5.5 Methode der iterativen Neugewichtung

Es sei x∗ die wahre Lösung des inversen Problems , Ax = y mit den Daten y und

dem VorwärtsoperatorA. Dann werden die Lösungen des Minimierungsproblems

min
x

||WΨx||1 +
β

2
||y −Ax||22 (2.75)
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mit den Gewichten

W = diag(σ1, ..., σN ) und σi =







1
|Ψx∗

i
| , Ψxi ̸= 0,

∞, sonst,
(2.76)

dünn besetzter (engl.: sparser) sein als die Lösungen des ungewichteten Pro-

blems [8]. Da die wahre Lösung in realen Situationen nicht bekannt ist, verwen-

det man eine Folge von Gewichten

σki =
1

|(Ψxk)i|+ ϵ
. (2.77)

Hierbei ist ϵ > 0 sehr klein und (xk)k ⊂ R
N sind Approximationen an das wahre

x∗, die durch

xk = argmin
x

||W k−1Ψx||1 +
β

2
||y −Ax||22. (2.78)

berechnet werden. Diese Methode ist bekannt unter dem Namen Iterative Neu-

gewichtung (engl.:Iterative Reweighting). Da die Koeffizienten einer Multiska-

lentransformation mit höheren Skalen abnehmen, wird die Gewichtsmatrix W

skalenweise definiert um fälschliches auf Null setzen der Koeffizienten zu ver-

meiden [34],[35].

W j
k+1d

j = diag

(

λk+1
j

|(Ψxk+1)j |+ ϵ

)

dj , (2.79)

wobei Ψx = (Ψjx)j=0,...,J = (⟨Ψj,l, x⟩)j=0,...,J,l=1,...,Nj
, die Shearletkoeffizienten

in J Skalen einteilt und λk+1
j = max

l
(⟨Ψj,l, xk+1⟩)l das Maximum der Shearlet-

koeffizienten von xk+1 zur Skala j ist.

2.5.6 Der Algorithmus

Der hier vorgestellte Algorithmus STGV (Shearlet-TGV) [II, III, IV] 1 zur

Suszeptibilitätsbildgebung betrifft lediglich die Inversion des üblicherweise zu

lösenden schlecht gestellten inversen Problems (2.38), um aus der lokalen Pha-

se ϕ die Suszeptibilitätskarte χ des Gewebes zu erstellen. Die vorausgehenden

notwendigen Prozesse der Suszeptibilitätsbildgebung wurden in Kapitel 2.3.2

beschrieben. Unter der Annahme, dass sich die Suszeptibilitätsverteilung inner-

halb des Field of View (engl. Abk.: FOV) außerhalb dessen periodisch fortsetzt,

liegt das diskretisierte Problem in BCCB-Form (engl.: Block circulant with cir-

culant blocks) vor [54] und lässt sich daher im Fourierraum als Multiplikation

mit dem diskreten Dipol-Kern D(k) := 1
3 − k2z

|k|2 schreiben:

F(ϕ)(k) = D(k)F(χ)(k) (2.80)

1Mit römischen Ziffern werden in dieser Arbeit die eigenen Publikationen bezeichnet
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Hierbei ist F die diskrete Fouriertransformation. Da tatsächlich kein peri-

odisches Problem vorliegt, müssen die Phasendaten in eine Nullumgebung ein-

gebettet werden um das Szenario der Periodizität vertretbar zu machen. Da

MR-Bilder des Gehirns schon über eine solche Nullumgebung verfügen, ist hier

nicht immer unbedingt eine weitere Einbettung notwendig. Um eine eindeutige

Lösung des diskreten Phase-Suszeptibilitätsproblem zu erlangen verwendet der

vorgeschlagene Algorithmus als Regularisierungsterm die l1-Norm der diskre-

ten Shearlettransformation Ψ der zu bestimmenden Suszeptibilitätskarte. Der

streuende Effekt des Dipolkerns D sollte hierbei zu einer niedrigen gegenseitigen

Kohärenz (siehe Abschnitt 2.5.2 führen. Des weiteren ist das Problem aufgrund

der physikalischen/mathematischen Problemstellung (D verschwindet auf dem

magischen Kegel) unterbestimmt und auch die Annahme, dass die Suszeptibi-

litätskarte komprimierbar ist sollte zutreffen. Damit ist ein Lösen des Problems

mit einem Compressed Sensing Ansatz qualitativ durch die Erfüllung der CS-

Bedingungen 2.5.2 gerechtfertigt.

Des weiteren wird zusätzlich ein TGV-Term zweiter Ordnung (engl.: Total ge-

neralized variation) zugeschalten (siehe auch Abschnitt 2.5.4). Es wird daher

das folgende Minimierungsproblem gelöst:

min
χ

β1
2
||ϕ−F∗DFχ||22 +

α0

2
||Ψ(χ)||1 +TGV2

α1,2
(χ) (2.81)

In [19] wurde gezeigt, dass es von Vorteil ist das wohl gestellte Problem im

Fourierbereich {k : ||D(k)| > δ} für eine festzulegende Schwelle δ zu lösen und

diese reduzierte Suszeptibilitätskarte χwell als Datenterm zu verwenden. Der

vorgestellte Algorithmus behält jedoch den ursprünglichen Datenterm bei und

ergänzt ihn lediglich um den zusätzlichen neuen Term. Daher betrachten wir

nun folgende Optimierungsaufgabe:

min
χ

β1
2
||ϕ−F∗DFχ||22 +

β2
2
||χwell −F∗RFχ||22 +

α0

2
||Ψ(χ)||1 +TGV2

α1,2
(χ)

(2.82)

Hierbei ist

R :=







1 falls D(k) ≥ δ,

0 sonst,
(2.83)

eine binäre Maske im Fourierraum und χwell die Suszeptibilitätskarte, welche aus

den Daten ϕ′ := F∗RFϕ berechnet wird. Bei Verwendung des TGV-Terms zwei-

ter Ordnung [34] (siehe auch Abschnitt 2.5.4) wird folgendermaßen verfahren

um das Optimierungsproblem (6.3) zu lösen: Es wird die Methode ’alternating

direction of multipliers’ (engl., Abk.: ADMM) wie in [34] angewandt. Hierbei

werden zusätzliche Hilfsvariablen w = Ψχ, d = ∇fχ − v, t = ζbv, bw, bd, bt und
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neue Parameter µ = (µ1, µ2, µ3) > 0 eingeführt. Dabei wird das Problem in

mehrere kleinere Subprobleme aufgeteilt, die einzeln einfacher zu lösen sind:

χk+1 = arg min
χ,v

β1
2
||Eχ− ψ||22 +

β2
2
||χwell −Mx||22 +

µ1

2
||wk −Ψχ− bwk ||22

+
µ2

2
||dk–(∇fχ–v)–bdk||22 +

µ3

2
||tk − ζbv–btk||222 (a)

wk+1 = arg min
d

α0||w||1 +
µ1

2
||w −Ψχk+1–b

w
k ||22 (b)

dk+1 = arg min
d

α1||d||1 +
µ2

2
||d–(∇fχk+1–vk+1)–b

d
k)–b

d
k||22 (c)

tk+1 = arg min
t

α2||t||1 +
µ3

2
||t–ζbvk+1–b

t
k||22 (d)

bwk+1 = bwk +Ψχk+1 − wk+1 (e)

bdk+1 = bdk + (∇fχk+1 − vk+1)− dk+1 (f)

btk+1 = btk + ζvk+1 − tk+1 (g)

(2.84)

Das χ-update (2.84a) wird gelöst indem der Gradient der zu minimierenden

Funktion gleich null gesetzt wird. Das dabei entstehende lineare Gleichungs-

system kann im diskreten Fourierraum diagonalisiert (wegen der periodischen

Randbedingungen der diskreten Gradienten und des verwendeten diskreten Shear-

let Systems von ShearLab 3D) und somit exakt gelöst werden. Die Lösung von

(2.84b) liefert die Shearletkoeffizienten und die Methode der iterativen Neuge-

wichtung (engl.: Iterative reweighting) kann in dieses Subproblem eingebunden

werden [34]. Dabei wird Gleichung (2.84b) ersetzt durch

wk+1 = arg min
w

α0||Wk+1w||1 +
µ1

2
||w −Ψχk+1–b

w
k ||22, (2.85)

und dann explizit gelöst durch ein sogenanntes ’shrinking’ (engl.: Schrump-

fen)(siehe auch [34]):

wk+1 = shrink

(

Ψχk+1 + bwk ,
α0

µ1
W

)

. (2.86)

Die Funktion shrink ist dabei gegeben durch

shrink(u, ω) =







max (|u| − ω, 0) u
|u| , u ̸= 0

0, u = 0
(2.87)
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und wird elementweise angewendet. Das Gewicht W ist dabei gegeben durch

W j
k+1d

j = diag

(

λk+1
j

|(Ψxk+1)j |+ ϵ

)

dj , (2.88)

wobei Ψx = (Ψjx)j=0,...,J = (⟨Ψj,l, x⟩)j=0,...,J,l=1,...,Nj
, die Shearletkoeffizienten

in J Skalen einteilt und λk+1
j = max

l
(⟨Ψj,l, xk+1⟩)l das Maximum der Shearlet-

koeffizienten von xk+1 bezüglich der Skala j ist.

Die Gleichungen (2.84c,d) werden ähnlich gelöst:

dk+1(x) =shrinkd

(

∇fχk(x)− v(x) + bdk(x),
α1

µ2

)

tk+1(x) =shrinkt

(

ζbvk(x) + btk(x),
α2

µ3

) , (2.89)

mit

shrinkd(u, ω) =







max (||u||2 − ω, 0) u
||u||2 , u ̸= 0

0, u = 0

shrinkt(u, ω) =







max (||u||F − ω, 0) u
||u||F , u ̸= 0

0, u = 0

(2.90)

Die Gleichungen (2.84 a,b,c) werden wie in [34] jeweils vier mal hintereinan-

der gelöst, anschließend werden die Variablen bw, bd, bt durch die Gleichungen

(2.84 e,f,g) neu gesetzt. Dieser Prozess wird so oft wiederholt, bis das Abbruch-

kriterium erfüllt ist.
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3. Methoden

Im diesem Kapitel werden die Daten aufgeführt, welche zur Evaluierung dieser

Arbeit herangezogen wurden. Anschließend wird das methodische Vorgehen zur

Verwirklichung der, in Abschnitt 1.2 genannten, Ziele, beschrieben.

3.1 Daten

Zur Evaluierung dieser Arbeit werden verschiedene Datensätze verwendet.

❼ Daten 1: Zur Evaluierung der Metriken werden Gradientenecho Phasen-

daten (Scanner) verwendet, aufgenommen bei 7 T mit 0,5 mm isotroper

Auflösung verwendet. Die Repetitionszeit betrug TR = 15 ms und die

Echozeit TE = 10,5 ms. Der Flipwinkel war α = 10. Die Kombination der

Mehrspulenkanäle erfolgte mit MCPC-3D-S [15]. Es erfolgte ein Laplace

basiertes räumliches Unwrapping 2.3.2.2 und die Hintergrundfeldentfer-

nung der SHARP-Methode (siehe Abschnitt 2.3.2.1). Implizit wurde dabei

die Software der STI Suite Software [57, 60, 27, 58] verwendet. Folgendes

MR-Gerät wurde verwendet: 7 T Ganzkörper-MR-Tomograph (MAGNE-

TOM 7 T, Siemens Healthineers, Germany) mit a 8Tx/32 Rx-Kanal Kopf-

spule (Nova Medical Inc., Wakefield, MA, USA) und einer eigens im DKFZ

konstruierten Butler Matrix.

❼ Daten 2: Die in vivo Daten des 1. Rekonstruktionswettbewerbs (siehe Ab-

bildung 3.1) wurden bei 3 T mit einem Siemens System (Tim Trio, Siemens

Healthcare GmbH, Erlangen, Germany) aufgenommen. Dabei wurden 3D

Gradientenecho Magnituden- und Phasendaten erworben. Verwendet wur-

den in dieser Arbeit, die ebenfalls zur Verfügung gestellten, entfalteten

und um das Hintergrundfeld bereinigten, Phasendaten. Die Hintergrund-

feldentfernung wurde dabei mit der LBV-Methode (engl.: Laplacian boun-

dary value) [63] (siehe auch Abschnitt 2.3.2.1) durchgeführt. Ebenso wurde

eine Gehirnmaske zur Verfügung gestellt, die mit der FSL-Software (htt-

ps://fsl.fmrib.ox.ac.uk/fsl/fslwiki/) berechnet wurde. Als Referenzkarte

45
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diente die, mit einem STI-Verfahren (siehe Abschnitt 2.3.4 gewonnene

Komponente χ33. Dabei wurden 3D Gradientenecho (wave-CAIPI Auf-

nahme [4]) Bilder des Kopfes mit 1,06 mm isotroper Auflösung in 12

verschiedenen Orientierungen zum Hauptmagnetfeld aufgenommen. Die

Echozeit (TE) betrug TE = 25 ms, die Repetitionszeit TR = 35 ms, bei

einer Bandbreite von BW = 100 Hz/Pixel und 94 s Aufnahmezeit für je-

de Kopforientierung with 15-facher Beschleunigung und einer 32 Kanal

Kopfspule (Siemens Healthcare GmbH). Zur Kanalkombination wurde die

Roemer Methode [48, 43] benutzt. Die ebenfalls zur Verfügung gestellte

MPRAGE [40] Aufnahme wurde hier nicht verwendet.

Abbildung 3.1: Die zur Verfügung gestellten Daten bei dem 1. QSM-
Rekonstruktionswettbwerb. Die Suszeptibilitätskarten sind hierbei auf den Wer-
tebereich [−0.1, 0.25] skaliert. Die Phasen-Rohdaten sind auf [−π, π] und die
LBV-Phase ist auf [0.05, 0.05] rad skaliert. Von den Suszeptibilitätstensorkarten
wurde den Teilnehmern lediglich die χ33-Karte zur Verfügung gestellt. Abbil-
dung aus [24].

❼ Daten 3: Beim 2. QSM Rekonstruktionswettbewerb wurden simulierte

Daten [36] verwendet (siehe Abbildung 3.3). Hierbei wurden zwei verschie-

dene Suszeptibilitätsmodelle (siehe Abbildung 3.2) verwendet (SIM1 und

SIM2). Sie unterschieden sich vor allem durch eine intrahemisphärische

Kalzifizierung (bei SIM2) und durch einen unterschiedlich starken Suszep-

tibilitätskontrast zwischen grauer und weißer Gehirnsubstanz. SIM2 wies

hier einen deutlich höheren Kontrast auf. Die MR Daten wurden nur unter

Verwendung der Suszeptibilitäten des Kopfes simuliert und wiesen somit

kein Hintergrundfeld auf. Die zur Verfügung gestellten MR Daten bestan-

den aus der Magnitude und der Phase einer simulierten Gradientenecho-

aufnahme. Dabei betrug die Echozeit TE jeweils 4/12/20/28 ms und die

Repetitionszeit TR = 50 ms. Der Flipwinkel betrug = 15➦, das FOV war
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FOV = 164205205mm3 und die Voxelgröße betrug isotrop 0,65 mm. Zu

den komplexen Daten wurde ein Gaußsches Rauschen aufaddiert. Einmal

mit Spitzen-SNR = 100 (SNR1) und einmal mit Spitzen-SNR = 1000

(SNR2). Wobei beim Teil des Wettbewerbs ohne zur Verfügung stehende

Referenzkarte, nur die Daten mit geringerem SNR zur Verfügung gestellt

wurden. Das Spitzen-SNR wurde dabei jeweils beim ersten Echo erreicht.

Durch ein ’downsample’ im Fourierraum wurde die Auflösung von 0,65 mm

auf 1 mm reduziert. Bei den Suszeptibilitätsreferenzkarten führte dies zu

Gibbsschen Ringartefakten. Diese wurden daher wieder entfernt [36]. Es

wurde den Teilnehmern auch eine aus allen Phasendaten gemittelte Phase

zur Verfügung gestellt, diese wird hier aber nicht benutzt.

Abbildung 3.2: Verwendete Referenzkarten Sim1 und Sim2 beim zweiten QSM-
Rekonstruktionswettbewerb. Im Gegensatz zu Sim1 hat Sim2 einen stärkeren
Kontrast zwischen grauer und weißer Gehirnsubstanz. Zudem besitzt es eine
große Kalzifizierung mit großem Suszeptibilitätskonstrast zum umliegenden Ge-
webe. Abbildung aus [12].
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Abbildung 3.3: In obiger Abbildung sind die bereit gestellten Daten des zweiten
QSM-Rekonstruktionswettbewerbs zu sehen. Die ersten beiden Zeilen zeigen
die Magnituden- und Phasendaten wie sie im ersten Teil des Wettbewerbs zur
Verfügung gestellt wurden. Des weiteren wurden eine kombinierte Phasenkarte
und eine Maske, wie sie in der Evaluierung verwendet wurde, bereit gestellt. Dies
sind in der dritten Zeile zu sehen. In der vierten Zeile sind die für den zweiten Teil
zur Verfügung gestellten Referenzkarten und ein Segmentierungsmodell, wie es
für die Auswertung der Bildqualitätsmaße in ausgewählten Regionen verwendet
wurde, zusehen. Abbildung aus [12].

3.2 Geeignete Metriken zur Evaluierung von QSM

Aus den Daten 1 werden QSM-Rekonstruktionen erstellt und diese und Degra-

dierungen derer benutzt um einen Vergleich zwischen einigen klassischen Bild-

qualitätsmaßen und dem mit dem Schärfeindex gewichteten SSIM (SI-SSIM)

herzustellen [I]. Dabei werden folgende QSM-Rekonstruktionen bzw. deren De-

gradierungen benutzt:

1. Eine TKD-Rekonstruktion (engl.: threshold-based k-space division )[59]

wird als Referenz verwendet.

2. Eine L2-regularisierte QSM [3],

3. Das Referenzbild wird mit einem Gaußschen Glättungsfilter mit Standard-

variation σ = 2 und einem Mittelungsfilter der Größe [3, 3] geglättet.
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4. Gaußsches Rauschen wird zum Referenzbild addiert (Mittelwert µ = 0

und Varianz σ2 = 0.001).

5. Ein mit TKD rekonstruiertes Bild mit niedriger k-Raum Schwelle (0,03

verglichen mit 0,19 für das Referenzbild) und starken Streifenartefakten

Ausgewertet werden die Bilder durch Berechnung verschiedener Bildqualitätsmaße

(RMSE, HFEN, SSIM (siehe Abschnitt 3.3) und dem SI-SSIM (siehe Abschnitt

2.4.3): Dabei gilt: SI-SSIM ∈ [0, 1] und der Optimalitätswert von SI-SSIM ist

Eins.

3.3 Shearlet-basierte Suszeptibilitätsbildgebung

Der in Abschnitt 2.5.6 vorgestellte Algoritmus [II, III, IV] wird an den simulier-

ten Daten [36] des 2. QSM Rekonstruktionswettbewerbs [12] (Daten 3)und den

in vivo Daten des 1. QSM Rekonstruktionswettbewerbs [24] (Daten 2) getestet.

Sowohl der erste als auch der zweite QSM Rekonstruktionswettbewerb stell-

ten Metriken zur Evaluierung zur Verfügung. Bei dem ersten Wettbewerb waren

dies:

1. RMSE (engl. Root mean squared error), die (normalisierte) sogenannte

L2-Norm mit RMSE ∈ [0, inf) und Optimalitätswet RMSE = 0.

2. SSIM (engl. Structural similarity index) [56] mit SSIM ∈ [0, 1] und Opti-

malitätswert SSIM = 1. Auch hierbei wurde eine genormte Version ver-

wendet.

3. HFEN (engl. High frequency error norm) [44] mit HFEN ∈ [0, inf) und

Optimalitätswet HFEN = 0.

4. SI-SSIM, mit SI-SSIM ∈ [0, 1] und Optimalitätswert SI-SSIM = 1.

5. ROI-error ∆ROI , der absolute RMSE-Fehler in ausgewählten Regionen

weißer und grauer Gehirnsubstanz mit ∆ROI ∈ [0, inf) und Optimalitätswert

∆ROI = 0.

Im zweiten Wettbewerb wurden lediglich RMSE-basierte Metriken verwendet

[12]:

1. NRMSE (normalisierter RMSE), die Normalisierung erfolgt hierbei durch

die L2-Norm der Referenzsuszeptibilität.

2. dNRMSE (engl.: demeaned and detrended NRMSE), die rekonstruierte

Suszeptibilitätskarte χ wird verwendet um per linearem Fit die Suszepti-

bilitätskarte χd zu finden, χd = αχ + β, die am besten an die Referenz-

suszeptibilitätskarte χtrue fittet.
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3. dNRMSETissue, ist der dNRMSE bezogen auf die weiße und graue Hirn-

substanz

4. dNRMSEDGM , ist der dNRMSE bezogen auf die tiefe graue Hirnsubstanz

5. dNRMSEblood, ist der dNRMSE bezogen auf Regionen mit Blut

6. Slope error (Deviation from linear slope), ist tatsächlich die absolute Ab-

weichung des multiplikativen Faktors α vom Wert 1 bei der linearen An-

passung der rekonstruierten Suszeptibilitätskarte χ an χtrue.

7. CalcStreak (Calcification streaking), basiert auf der Standardabweichung

innerhalb der Nachbarschaft um die Kalzifizierung, gemessen in der Dif-

ferenzkarte zur Referenzkarte.

8. Dev. f. Calc. m. (Deviation from calcification moment), ist der Fehler in

der Quantifizierung der Kalzifizierung (gleich dem Volumen der rekonstru-

ierten Kalzifizierung, multipliziert mit ihrer mittleren Suszeptibilität).

3.3.1 Maskenbildung

Mit dem BET (Brain Extraction Tool)-Werkzeug [52] wurden von jeder Ma-

gnitude eines jeden Echos Gehirnmasken erstellt und damit eine Gehirnmaske

erzeugt, die zur Bestimmung der Parameter und Abbruchkriterien verwendet

wurde. Da die zur Verfügung gestellte lokale Phase de 1. QSM Rekonstruk-

tionswettbewerbs schon mit einer Maske multipliziert war wurde hier die zur

Verfügung gestellte Maske verwendet.

3.3.2 Verwendete Hardware und Software

Die vorgestellten Rechnungen wurden auf einer virtuellen Linux (Centos) Ma-

schine mit 25 CPU-Kernen und jeweils 1995 MHz und insgesamt 200 GB RAM

durchgeführt. Alle Rechnungen wurden mit MATLAB R2019a ausgeführt. Es

wurde weiterhin die digitale Shearlet Transformation von ShearLab 3D [22] ver-

wendet. In ShearLab 3D ist ein diskretes Kegel- bzw. Pyramiden adaptiertes (je

nach Dimension) Shearletsystem basierend auf kompakt definierten Shearlets

implementiert. Der Algorithmus hierzu wurde in [29] veröffentlicht. Dabei wer-

den für eine Funktion f ∈ l2(Z2) oder f ∈ l2(Z3) (je nach Dimension) und für

jedes Shearlet die Shearletkoeffizienten ⟨ψj,k,m, f⟩ mit dem Skalenindex j, dem

Shearindex k und dem Translationsindex m berechnet. Implementiert ist dies

durch eine Faltung mit dem konjugierten digitalen Shearletfilter. Für die inver-

se Operation wird entsprechend der duale digitale Shearletfilter für die Faltung

verwendet. Im Fourierraum ist dies lediglich eine punktweise Multiplikation mit
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dem entsprechenden Fourierfilter. Die Berechnung der digitalen Shearlettranfor-

mation bzw. ihrer Inversen oder auch adjungierten Transformation beschränkt

sich daher auf mehrfache Anwendungen der schnellen diskreten Fouriertransfor-

mation. Für die Suszeptibilitätskartenrekonstruktion wurden stets 4 Skalen mit

einem ’Shear’-Level verwendet.

3.3.3 Bestimmung der iterativen Suszeptibilitätskarten χwell

und χinit für den zusätzlichen Datenterm und zur Pa-

rameterbestimmung

Der zusätzliche Daten-Term benötigt die reduzierte Suszeptibilitätskarte χwell

die sich wie die vollständige Suszeptibilitätskarte berechnet, jedoch nur die lokale

Phase in dem wohldefiniertem Bereich ϕ′ := F∗RFϕ benutzt. Die binäre Maske

R im Fourierraum ist dabei gegeben durch

R(k) =







1, |D(k)| < δ,

0, |D(k)| >= δ.
(3.1)

Die Schwelle δ wurde im weiteren zu δ = 0, 2 gesetzt. Zur weiteren Parameter-

bestimmung wird auch noch eine initiale Suszeptibilitätskarte berechnet. Beide

Berechnungen werden analog durchgeführt, indem mit dem LSQR-Löser [42]

eine minimale-Quadrate Lösung (engl.: least square solution) durch minimieren

der euklidischen Norm ||Ax−b||2 gefunden wird (Hier ist A der Vorwärtsoperator

und b der Datensatz). Der LSQR Algorithmus basiert auf dem Bidiagonalisa-

tionsprozess von Golub und Kahan, ist jedoch dem Konjugierten Gradienten-

verfahren analytisch äquivalent. Allerdings soll er diesem in seinen numerischen

Eigenschaften überlegen sein [42].

Führt man noch das GewichtW = 1
Fσph

ein - hierbei ist σph die Standardabwei-

chung des Rauschens der lokalen Phase und F = (2πγB0TE)−1, TE notiert hier

die Echozeit- so ist die so gewonnene Lösung minimaler Quadrate sogar der bes-

te lineare, unverzerrte Schätzer (engl.: BLUE (best linear unbiased estimator)).

Strenggenommen gilt das natürlich nur für Gaußsches Rauschen. Für hohes SNR

(engl. Signal to noise ratio) ist dies aber in guter Näherung gegeben [16]. Da

die lokale Phase noch fehlerhafte Werte durch unvollständige Phasen-Entfaltung

(engl. phase unwrapping) aufweisen kann wird zusätzlich zum Gewicht W ein

weiteres Gewicht WI1 wie in [28] eingeführt. Sprunghafte Änderungen des Pha-

sengradienten weisen auf solche inakkuraten Phasen-Entfaltungen hin. Daher
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setzt man:

WI1(x) = 0, ∆ϕ(x) ≥ ∆max,

WI1(x) =
∆max −∆ϕ(x)

∆max −∆min
, ∆min ≤ ∆ϕ(x) ≤ ∆max,

WI1(x) = 1, ∆ϕ(x) < ∆min.

(3.2)

Hierbei wurde zur Bestimmung von ∆max, diejenige Perzentile p gewählt, für

die gilt ∆ϕ > 10 · Perzentile(∆ϕ, 90) für ∆ϕ > Perzentile(∆ϕ, p) sowie ∆min

gleich der 60,0 Perzentile von ∆ϕ gesetzt. Analog wird zur Unterdrückung von

Streaking Artefakten ein Gewicht WI2 eingeführt:

WI2(x) = 0, ∇isoϕ(x) ≥ ∇isomax
,

WI2(x) =
∇isomax

−∇isoϕ(x)

∇isomax
−∇isomin

, ∇isomin
<≤ ∇isoϕ(x) ≤ ∇isomax

,

WI2(x) = 1, ∇isoϕ(x) ≤ ∇isomin
.

(3.3)

Hierbei ist ∇iso =
√

(∂1ϕ)2 + (∂2ϕ)2 + (∂3ϕ)2 und für ∂iϕ(x) (i = 1, 2, 3) wird

das Minimum des Vorwärts- und Rückwärtsdifferenzenquotienten genommen

um nicht fälschlicherweise scharfe Kanten zu unterdrücken. Und es wird ∇isomax

analog zu ∆max gewählt, sowie ∇isomin
gleich der 60,0 Perzentile von ∇isoϕ ge-

setzt. Anschließend wirdWI3 = min {WI1 ,WI2} gesetzt. Mit der matlab Funkti-

on imclose wird WI3 = 0 gesetzt wenn sich ein Voxel,innerhalb einer Umgebung

befindet, in welcher WI3 = 0 gilt. Eine lineare Reskalierung durch Einführung

des Gewichts WI mit,

WI =







0 falls WI3 < δW ,
WI3

−δW
1−δW sonst,

(3.4)

und mit δW = 0.5 vervollständigt das finale Gewicht. In Abbildung 3.4 ist das

Gewicht WI für die Daten des 1. Rekonstruktionswettbewerbs zu sehen und in

Abbildung 3.5 analog für die zu SIM2 gehörigen Daten des 2. Rekonstruktions-

wettbewerbs. Bei letzterem ist deutlich zu erkennen, dass die Kalzifizierung hier

besonders betroffen ist.
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Abbildung 3.4: Das Gewicht WI für die Phasendaten des 1. Rekonstruktions-
wettbewerbs. Die Karten sind hierbei auf den Wertebereich [0, 1] skaliert und es
sind von links nach rechts der sagittale, coronale und axiale Schnitt zu sehen.

Abbildung 3.5: Das GewichtWI für die Phasendaten (SIM2) des 2. Rekonstruk-
tionswettbewerbs. Die Karten sind hierbei auf den Wertebereich [0, 1] skaliert
und es sind von links nach rechts der sagittale, coronale und axiale Schnitt zu
sehen.

Ebenso wie in [28] wird der Dipol-Kern als Vorkonditionierer benutzt und

somit wird schlussendlich das Problem

min
χ

||F∗DFWWIϕ−F∗DFWWIF∗DFχ)||2 (3.5)

beziehungsweise

min
χ

||F∗DRFWWIϕ−F∗DFWWIF∗DFχ)||2 (3.6)

iterativ und approximativ gelöst . Die beiden Lösungen werden im folgenden

mit χwell und χinit bezeichnet.

3.3.4 Automatische Parameterwahl und Abbruchkriteri-

um

Alle Regularisierungsparameter des vorgestellten Algorithmus werden sukzessive

automatisch gewählt [IV]. Dazu verwenden wir auch die Standardabweichung

des Rauschens auf der lokalen Phase. Für ein Singleecho 1-Kanalsignal gilt nach
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[16]:

σph ≈
√

π2

3
, A = 0,

σph ≈ σmag
A

, A >> σmag.

(3.7)

Hierbei ist A das rauschfreie Magnitudenbild. Mit der in [16] angegeben Vertei-

lung für das Rauschen der Phase berechnet sich außerdem

σph ≈

√

(1 + 1.52
√
2πe/4) 23π

3

2π
√
e

, A = σmag,

σph ≈

√

(1 +
√
2πe2) 23π

3

2π
, A = 2σmag.

(3.8)

Damit kann σph im unteren SNR-Bereich linear extrapoliert werden und wird

ansonsten durch Gleichung 3.7 festgelegt. Für Multiechophasendaten und Mehr-

kanalsignale gilt diese einfache Näherung für die Standartabweichung des Rau-

schens der lokalen Phase im Allgemeinen nicht. Doch wird diese Näherung im

folgenden auch für solche Signale verwendet. Das rauschfreie Magnitudenbild

A und die Standardabweichung des Rauschens σmag auf dem Magnitudenbild

werden aus dem Magnitudenbild M gewonnen bestimmt. Hierzu wird nach [1]

verfahren: Dabei wird A mit der Methode des linearen minimalen mittleren

Quadrat Fehler Schätzers (engl.: linear minimum mean square error (LMMSE))

bestimmt. Verwendet werden hierbei die empirischen Momente und die Stan-

dardabweichung des Rauschens σmag auf dem Magnitudenbild. Diese wiederum

erhält man durch

σmag =

√

2

π
mode (µ̂i,j) (3.9)

aus den empirischen lokalen Mittelwerten µ̂i,jdes Magnitudenbilds M . Im Falle

von elliptisch aufgenommenen Daten, wie dem ersten Rekonstruktionswettbwerb

wurde σmag jedoch aus dem zweiten Peak der lokalen Mittelwerten des Magni-

tudenbildes bestimmt, dieser entspricht in etwa dem Maximum der Mittelwert

ausgewählter Bildregionen ohne Signal. Zur Parameterbestimmung wird nun

folgendermaßen vorgegangen:

1. Aus der initialen LSQR-Lösung χinit werden die ShearletkoeffizientenD =

Ψχinit berechnet. Dann wird µ1 = Perzentile
(

W
D , 99

)

gesetzt mit ϵ =

minj,k,lDj,k,l in W .

2. Anschließend werden für jeden Datenterm einzeln und bei ausschließlicher

Shearlet-Regularisierung die Datenparameter β1 und β2 bestimmt. Hierbei

wird die Methode [54] des unverzerrten, Risiko voraussehenden Schätzers

(engl.: Unbiased predictive risk estimator method (UPREM)) verwendet.
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Diese Methode basiert auf einem Schätzer für das Quadrat der Norm des

voraussehenden Fehlers

1

n
||F∗KFχβ −F∗KFχtrue||22, (3.10)

Hierbei ist K entweder K = D oder K = R und χβ die regularisierte,

approximative Lösung zum Daten-Fit-Parameter β, und χtrue ist die un-

bekannte, wahre Suszeptibilitätsverteilung. Es wird hierbei angenommen,

dass das Rauschen ein Zufallsvektor ist und damit auch die Größen wie

die verwendete Phase ϕ, die regularisierte Lösung χα und der vorausse-

hende Fehler (engl.: predictive risk) Zufallsvektoren oder Variablen sind.

Das lineare Gleichungssystem, das aus 2.84a folgt kann für das χ-Update

durch Diagonalisierung im Fourierraum gelöst werden. Daher ist die regu-

larisierte Lösung χα = Rαd, mit einem linearen Regularisierungsoperator

Rα und d = ϕ oder d = χwell. Der prädiktive Fehler besteht aus einem

deterministischen und einem stochastischen Anteil:

pα = (Aα − I)Kχtrue +Aαη. (3.11)

Hierbei ist Aα = KRα und η ist das Rauschen. Da Aα selbst adjungiert

ist und das Rauschen approximativ Gauss verteilt ist (für hohes SNR

im Magnitudenbild) und unter Vernachlässigung von Kovarianztermen im

Falle der Bestimmung von β2, kann der UPRE U über die regularisierte

Lösung ausgedrückt werden [54]:

U(β) =
1

n
||ϕ−F∗DFχβ ||22 +

2

n
trace

(

Aβ · σ2
)

− 1

n

∑

x

σ(x)2 (3.12)

Das Minimierungsproblem

argmin
β̃
U(β̃) (3.13)

wird gelöst, indem mit der matlab Funktion fzero die kleinste Nullstelle

größer Null der Ableitung U ′(β) gesucht wird. Dabei ist

Aβ = βF∗MβF (3.14)

mit

Mβ =
βK ·D
multβ

, (3.15)

wobei β = β1 oder β = β2, multβ = βK2 + µ1tog mit tog, gegeben durch

Ψ∗Ψ(x) = F∗togF(x). Im Falle der Bestimmung von β1 ist σ = σph,
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andernfalls wird die Standardabweichung des Rauschens σwell auf χwell

berechnet (iterativ, LSQR) und σ = σwell. Abbildung 3.6 zeigt die ver-

wendete Approximation σph für die Standardabweichung des Rauschens

auf der normierten Phase, sowie die LSQR-Lösung für die Standardabwei-

chung σwell des Rausches auf χwell.
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Abbildung 3.6: In der ersten Zeile ist die berechnete Standardabweichung σph
des Rauschens auf der normierten Phase zu sehen. Die zweite Zeile zeigt die Ap-
proximation σwell für die Standardabweichung des Rauschens auf χwell. Beides
mal sind die Berechnungen für die Phasendaten des 1. QSM Rekonstruktions-
wettbewerbs gezeigt. Die Karten sind hierbei auf den Wertebereich [0; 0, 01] bzw.
auf [0; 0, 05] skaliert. In der dritten und vierten Zeile sind analog σph und σwell
für die zu SIM2 gehörigen Phasendaten des 2. Rekonstruktionswettbewerbs zu
sehen. Für die letzteren ist der Wertebereich auf [0; 0, 001] und [0; 0, 005] ska-
liert. Von links nach rechts sind der sagittale, coronale und axiale Schnitt zu
sehen.
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Die Artefakte in σwell stellten dabei keine Einschränkung dar, da sowie-

so nur mit Mittelwerten gerechnet wurde und die oberen 3 % der Werte

von σwell vernachlässigt wurden. Zur Vereinfachung der Rechnung wird die

voxelabhängige Varianz σph
2, im Falle von hohem SNR, durch dessen Ma-

ximalwert (99,9 Perzentile) oder, im Falle von niedrigem SNR, durch den

Mittelwert im VOI (bei Vernachlässigung der größten 1 Promille Werte)

approximiert. Dabei testet der Algorithmus automatisch ob ob die Ablei-

tung von U bei β = 0 für die Wahl des Maximalwerts von σ2
ph negativ

ist. Ist sie negativ, dann wird mit diesem Wert für σph fortgefahren, an-

sonsten wird der Mittelwert verwendet. Für die Bestimmung von β2 muss

beachtet werden, dass bei obiger Herleitung für den UPRE U die Kova-

rianzterme vernachlässigt wurden. Daher wird bei der Bestimmung von

β2 sukzessive eine Abschätzung getroffen, indem die voxelabhängige Va-

rianz σwell durch ihre Perzentilen (97 bis 90) und durch ihren Mittelwert

bei Vernachlässigung der oberen 3 Prozent der Werte ersetzt wird. Dabei

wird mit dem größten Wert begonnen und sobald, die Ableitung U ′(0)

negativ ist, wird der Wert beibehalten.

3. Für die gewählten Parameter β1, µ1 und mit β2 = 0 werden ebenfalls mit

der UPRE-Methode die TGV-Parameter µ1,2 sukzessive bestimmt (erst

µ1 und dann für festes µ1, µ2). Hierbei ist

MµTGV
=

β1D
2

multµTGV

, (3.16)

und mult ist wieder gegeben durch das χ-update im Fourierraum

β1D · Fϕ = multµTGV
· Fχ. (3.17)

Hierbei wurde für die Bestimmung von µ1 zunächst

µ2 = Perzentile((
∑

i ζi(∇(χinit))
2)

1

2 , 10)−1 gewählt. Die Bestimmung von

µ1 erwies sich jedoch als größtenteils unabhängig von dem vorab gewählten

µ2.

4. Mithilfe des Minimierungsproblems s̃ = argmins U1(sβ1) + U2((1− s)β2)

wird der Skalierungsfaktor s̃ bestimmt und die Parameter werden reska-

liert:
β̃1 = s̃β1,

β̃2 = (1− s̃)β2

µ̃2,3 = s̃µ2,3.

(3.18)

5. Die Parameter αi, (i = 1, 2, 3) werden folgendermaßen festgelegt:
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❼ α0 = 1
5 ,

❼ α1 = Perzentile
(

(
∑

i∇i(χinit)
2)

1

2 , 5
)

µ1

❼ α2 = Perzentile
(

(
∑

i ζi(∇(χinit))
2)

1

2 , 10
)

µ2.

Dabei ist anzumerken, dass die Parameter αi lediglich die Schwelle in der

Shrinking-Gleichung festlegen. Hier ist im Prinzip eine Bandbreite von

Einstellungen möglich. Jedoch führen zu groß gewählte Parameter, dazu,

dass die Shrink-Funktion trivial wird und alle Eingabedaten auf null setzt.

Dies führt dann zu überglätteten Bilder.

6. Alle iterativen Lösungsprozesse werden nach dem Diskrepanz-Prinzip ab-

gebrochen, das heißt sie werden abgebrochen wenn gilt,

Diskrepanz =
1

n
||AxIter − y||22 − σ̄2 ≈ 0. (3.19)

Hierbei ist A der Vorwärtsoperator, σ die Standardabweichung des Rau-

schens auf den Daten y und σ̄2 der Mittelwert der Varianz des Rauschens.

Die skalierte Norm des regularisierten Residuums 1
n ||AxIter − y||22, sinkt

dabei anfänglich. Sobald sie wieder anfängt zu steigen (bei nicht vor-

handenem Rauschen, i.e. bei der Berechnung von σwell) oder wenn die-

se Norm kleiner wird wie der Mittelwert der Standardabweichung des

Rauschens ins Quadrat (bei vorhandenem Rauschen) wird das iterative

Verfahren beendet. Für die iterative LSQR Berechnungen von χinit und

χwell wird eine maximale Iterationszahl NLSQR = 104 verwendet und für

den Hauptteil des Algorithmus (Shearletteil) wird eine maximale Itera-

tionszahl von NHaupt = 100. Außerdem wird noch ein alternatives Ab-

bruchkriterium verwendet: Dabei erfolgt der Abbruch sobald die relative

Diskrepanzänderung zwischen zwei Iterationen kleiner ist als 10−4. Zudem

wurde das Diskepanzprinzip für den Hauptteil des shearletbasierten Algo-

rithmus so abgeändert, dass erst abgebrochen wird, wenn die Diskrepanz

in zwei aufeinanderfolgenden Iterationen wächst.

3.3.5 Kombination von Multiechophasendaten

Bei Verwendung von Multiechophasendaten werden die Phasen der verschiede-

nen Echos mit dem Gewicht W aus der Standardabweichung des Rauschens der

lokalen Phase und dem GewichtWI (siehe Abschnitt 3.3.3
”
Methoden“ auf Seite

49) und einer binären Maske multipliziert und anschließend addiert. Die resul-

tierende Phase wird dann mit der Summe der Gewichte normiert. Allerdings

wird hier für die Reskalierung die Schwelle δW = 0.1 verwendet. Die verwen-

deten Masken werden aus der Magnitude der letzten Echozeit gewonnen. Die
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Maske ist Eins wenn der Magnitudenwert größer oder gleich dem minimalen lo-

kal gemittelten Magnitudenwert innerhalb der Gehirnmaske ist und ansonsten

null. Außerdem wird die Maske überall wo gilt, dass die Magnitude kleiner als

dreimal die Standardabweichung des Magnitudensignals ist, ebenfalls auf Null

gesetzt. Anschließend werden für Voxel bei denen für alle Echos die Gewichte

WI Null sind, die Werte analog zur Vorgehensweise oben ergänzt, jedoch oh-

ne die Gewichte WI . Dabei wird angenommen, dass wenn der Gradient oder

die Änderung des Gradienten der lokalen Phase bei einem Voxel für alle Echos

groß ist, es sich dann hierbei um keine fehlerhaften Phasenwerte handelt. Stre-

akingartefakte, welche von diesen Voxeln ausgehen könnten werden durch eine

Änderung der Phasenwerte an diesen Voxeln verhindert (siehe Abschnitt 3.3.6)

3.3.6 Artefaktreduktion

Wie im Abschnitt 3.3.5 beschrieben wird eine gemittelte Phase aus den Pha-

sendaten der verschiedenen Echos berechnet. Für diese mittlere Phase werden

wiederum das Gewicht W0m aus der Standardabweichung σph der Phase und

das Gewicht WIm , zur Unterdrückung von Streakingartefakten durch sehr hohe

Gradienten oder Gradientenänderungen in der Phase, berechnet. Hierbei werden

allerdings ∇isomax
und ∆max gleich der 99,9 Perzentile von ∇isoϕ beziehungs-

weise von ∆ϕ gesetzt. Für die Reskalierung wird wiederum δW = 0, 1 verwendet.

Mit diesen Gewichten werden nun die gemittelte Phase zur Bestimmung der re-

gularisierten Suszeptibilitätskarten χSTGV angepasst: Bei Voxeln mit WI < 0.1

werden die Phasenwerte der originalen Phase (1 Echo) bzw. der gemittelten

Phase (mehrere Echos) durch die entsprechenden Phasenwerte, wie sie aus der

iterativ gewonnenen LSQR-Lösung durch das Vorwärtsmodell berechnet werden

können, ersetzt.

3.3.7 Nullerweiterung

Für die iterative LSQR-Berechnung wurden alle Daten in eine doppelt so große

Nullumgebung (engl. Zeropadding) eingebettet um die Auswirkung der fälschlicherweise

angenommenen periodischen Randbedingungen abzumildern. Für den anschlie-

ßenden Hauptteil des Algorithmus wurde auf diese Nullerweiterung weiter ver-

zichtet um die Rechenzeit zu minimieren.



4. Ergebnisse

4.1 Geeignete Metriken zur Evaluierung von QSM

In der Abbildung 4.1 werden in der ersten Zeile die verschiedenen Suszeptibi-

litätskarten und ihre Degradierungen dargestellt. In der weiten Zeile ist jeweils

die Differenz zur Referenzkarte zu sehen. In Tabelle 4.1 sind sowohl die Werte

der klassischen Bildqualitätsmaße wie auch der Schärfe-Index und der mit dem

Schärfeindex gewichtete SI-SSIM für die in Abbildung 4.1 gezeigten Suszepti-

bilitätskarten bzw. deren Degradierungen aufgelistet. Wie die Zahlen belegen,

können die klassischen Bildqualitätsmaße die überglätteten Karten nicht effek-

tiv abwerten. Der Schärfe-Index und der mit dem Schärfe-Index gewichteten

SSIM (SI-SSIM) führen dahingegen zu einer drastischen Abwertung dieser (de-

gradierten) Suszeptibilitätskarten.

(Degradierte) QSM RMSE (%) HFEN (%) SSIM (0-1) SI SI-SSIM (0-1)
TKD-Referenz 0 0 1 1036 1

L2-regularisierte QSM 99,6 59,7 0,77 607 0,45
Gauss-geglättete TKD 44,7 71,4 0,65 68 0,04

Mittelwert-geglättete TKD 30,3 28,4 0,83 11 0,22
TKD mit Gaußschem Rauschen 56,7 48,6 0,38 11 0,004
TKD mit niedriger Schwelle 165,6 177,9 0,5 649 0,32

Tabelle 4.1: Von links nach rechts werden die Werte der Bildqualitätsmaße der
QSM-Rekonstruktionen bzw. ihrer Degradierungen gezeigt. Die grünen Zahlen
verdeutlichen die Unfähigkeit der klassischen Bildqualitätsmaße Überglättung
und Rauschen abzuwerten.Die blauen Zahlen zeigen hingegen die Effizienz des
Schärfe-Index und des SSIM (SI-SSIM) eben diese Bilder abzuwerten

61
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Abbildung 4.1: In der ersten Zeile werden die verschiedenen QSM-
Rekonstruktionen bzw. ihre Degradierungen gezeigt. In der zweiten Zeile wird
jeweils die Differenz derer mit dem Referenzbild gezeigt.

4.2 Shearlet-basierte Suszeptibilitätsbildgebung

mit automatischer Parameterwahl

4.2.1 Evaluierung des Algorithmus

4.2.1.1 1. QSM Rekonstruktionswettbewerb 2016

Abbildung 4.2 zeigt die verschiedenen Suszeptibilitätskarten, die der vorgestell-

te Algorithmus (STGV) [I, II, IV] berechnet: Die iterativen LSQR-Lösungen

χinit und χwell (3.3.3), sowie die finale Suszeptibilitätskarte χSTGV . Der iterati-

ve Verlauf der verschiedenen normierten Bildqualitätsmaße und der Verlauf der

Diskrepanz ist in Abbildung 4.3 gezeigt. Damit alle Werte sich in einem Bereich

von [0, 1] befinden wurden alle Werte bis auf den SSIM-Wert durch das Maxi-

mum während des iterativen Verlaufs geteilt. Während der SSIM-Wert nahezu

konstant bleibt und der Wert für RMSE und HFEN sich schon nach etwa 10 Ite-

rationen auf einem nahezu konstanten Level befindet, fällt der Fehler ∆ROI noch

länger mit der Anzahl der Iterationen ab. In Tabelle 4.2 sind die erzielten Werte

der Bildqualitätsmaße, wie sie im 1. QSM Rekonstruktionswettbewerb [24] ver-

wendet wurden, für die drei berechneten Suszeptibilitätskarten zu sehen. Ebenso

ist in Klammern die Platzierung des vorgestellten Algorithmus STGV unter den

teilnehmenden Wettbewerbern angegeben. Der vorgestellte Algorithmus erzielt

durchweg Platzierungen innerhalb der Top 5 und einen herausragenden 1. Platz

in der Kategorie ROI-Fehler.
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Abbildung 4.2: Es ist oben die Suszeptibilitätskarte χwell, die aus den Phasenda-
ten im wohl gestellten Foruierbereich berechnet wurde, zu sehen. In der Mitte
ist die Suszeptibilitätskarte χinit zu sehen, die für die Parameterschätzungen
und die Ersetzung der Phasenwerte bei WI = 0 benutzt wurde. Sowohl χinit
als auch χwell wurden mit dem iterativen LSQR-Algorithmus berechnet. Unten
ist die finale Suszeptibilitätskarte χSTGV zu sehen. Die Suszeptibilitätskarten
sind hierbei auf den Wertebereich [−0.1, 0.25] skaliert und es sind von links nach
rechts der sagittale, coronale und axiale Schnitt zu sehen.

QSM RMSE (%) HFEN (%) SSIM (0-1) ∆ROI

χwell 86,40 82,16 0,77 0,0224
χinit 88,16 83,03 0,77 0,0174
χSTGV 71,76 (3) 69,39 (4) 0,83 (5) 0,0146 (1)

Tabelle 4.2: Für die drei berechneten Suszeptibilitätskarten χwell, χinit und
χSTGV sind die erreichten Werte der vier Bildqualitätsmaße RMSE (%), HFEN
(%), SSIM (0-1) und ∆ROI angegeben. Für die finale Suszeptibilitätskarte
χSTGV ist in Klammern noch die Platzierung unter den teilnehmenden QSM-
Algorithmen bei dem 1. QSM Rekonstruktionswettbewerb angeführt
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Abbildung 4.3: Iterativer Verlauf der Bildqualitätsmaße und der Diskrepanz.
Zur übersichtlicheren Darstellung wurden alle Werte, durch Division mit dem
jeweiligen Maximum des iterativen Verlaufs, auf den Wertebereich des SSIM
([0, 1]) reskaliert.
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Die Abbildung 4.4 zeigt die gemittelten Absolutbeträge der Shearletkoeffizi-

enten vor und nach dem ’Shrinking’. Wie zu sehen ist, ist die Schwelle gegenüber

den Koeffizienten klein gewählt um ein Überglätten der Suszeptibilitätskarten

zu vermeiden. Es erfolgt dabei ein gleichmäßiges ’Shrinking’ im Verlauf der Ite-

rationen.

Abbildung 4.4: Es sind für die ersten neun und für die letzte Iteration die gemit-
telten Absolutbeträge der Shearletkoeffizienten aller Translationen eines jeden
Shearlets und die gemittelte Schwelle für das ’Shrinking’ gezeigt. Die Koeffi-
zienten vor dem Shrinking sind in blauer Farbe, die Koeffizienten nach dem
Shrinking in gelber Farbe und die Schwelle ist in oranger Farbe dargestellt

Abbildung 4.6 zeigt die finale Suszeptibilitätskarte χSTGV und zum Ver-

gleich die Referenzkarte χ33. Die gute visuelle Wahrnehmung des vorgestell-

ten Algorithmus bestätigt die hervorragenden Werte der verwendeten Bild-

Qualitätsmaße. Zum weiteren Vergleich werden in Abbildung 4.5 die Suszepti-

bilitätskarten des 1. Rekonstruktionswettbewerbs gezeigt, die in den jeweiligen

Kategorien am besten abschnitten. Führend in den Kategorien HFEN und SSIM

war der Algorithmus JHU-XMU SFCR2 [2] (niedrigster HFEN-Wert (HFEN =

63,5 %) und größter SSIM-Wert (SSIM = 0,94)). Hierbei erfolgt eine L1 und L2

regularisierte Rekonstruktion in zwei Schritten, wobei die Magnitudendaten und

eine Zwischenlösung für die Suszeptibilität verwendet werden. Den besten, weil

niedrigsten, Wert (RMSE = 69,0 %) in der Kategorie RMSE erzielte der Algo-

rithmus VANC UBC [19]. Er nutzt ebenfalls eine zweischrittige Vorgehensweise.

Wie im vorgestellten Algorithmus benutzt er einen Datenterm mit der Suszep-

tibilitätslösung aus dem wohl gestellten Fourier Bereich (siehe Abschnitt 3.3.3).

Anschließend wird das Problem auf dem ganzen Fourierbereich durch einen Mi-

nimierungsanstz mit TV Regularisierung gelöst. Der MATV [17] Algorithmus er-
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reichte den niedrigste Fehler ∆ROI = 0, 016 in ausgewählten Regionen der grau-

en und weißen Substanz. Dabei unterscheidet der Algorithmus zwischen glatten

und nicht glatten Regionen, indem er die Gradientenkarte des Magnitudenbilds

verwendet. Daraus werden Regularisierungsgewichte, abhängig von dieser mor-

phologischen Information, definiert und ein TV regularisiertes Minimierungs-

problem gelöst. Für die Berechnung der Suszeptibilitätskartenrekonstruktion

für die Phasendaten des 1. QSM Rekonstruktionswettbewerbs nach dem vorge-

schlagenen Algorithmus STGV reichte ein Arbeitsspeicher von 200 GB aus. Die

Rechenlaufzeit betrug bei der in Abschnitt 3.3.2 beschriebenen und verwendeten

Hardware, in etwa 7,5 Stunden. Verwendet man ein alternatives Abbruchkrite-

rium und zwar erfolgt hier der Abbruch sobald die relative Diskrepanzänderung

kleiner als 10−4 ist, dann bricht der Algorithmus ebenfalls nach 92 Iterationen

ab.
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Abbildung 4.5: Die Gewinner Suszeptibilitätskarten des 1. Rekonstruktions-
wettbewerbs (RMSE (VANC UBC), HFEN und SSIM, (JHU-XMU SFCR2)
und ROI-Fehler (SMU MATV)). Die Suszeptibilitätskarten sind hierbei auf den
Wertebereich [−0.1, 0.25] skaliert und es sind von links nach rechts der sagittale,
coronale und axiale Schnitt zu sehen. Abbildung aus [24]

Abbildung 4.6: Es ist oben die berechnete Suszeptibilitätskarte χSTGV zu sehen
und darunter die Referenzkarte χ33. Die Suszeptibilitätskarten sind hierbei auf
den Wertebereich [−0.1, 0.25] skaliert und es sind von links nach rechts der
sagittale, coronale und axiale Schnitt zu sehen.
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4.2.1.2 2. QSM Rekonstruktionswettbewerb 2019

Die Abbildungen 4.7 und 4.8 zeigen die verschiedenen Suszeptibilitätskarten,

die der vorgestellte Algorithmus (STGV) für die zwei Suszeptibilitätsmodelle

SIM1 und SIM2 berechnet: Die iterativen LSQR-Lösungen χinit und χwell (siehe

Abschnitt 3.3.3), sowie die finalen Suszeptibilitätskarte χSTGV .

Abbildung 4.7: Die Abbildung zeigt die verschiedenen Suszeptibi-
litätskartenrekonstruktionen für das SIM1 Suszeptibilitätsmodell. Es ist
oben die Suszeptibilitätskarte χwell, die aus den Phasendaten im wohl
gestellten Fourierbereich berechnet wurde, zu sehen. In der Mitte ist die
Suszeptibilitätskarte χinit zu sehen, die für die Parameterschätzungen und die
Ersetzung der Phasenwerte bei WI = 0 benutzt wurde. Sowohl χinit als auch
χwell wurden mit dem iterativen LSQR-Algorithmus berechnet. Unten ist die
finale Suszeptibilitätskarte χSTGV zu sehen. Die Suszeptibilitätskarten sind
hierbei auf den Wertebereich [−0.1, 0.12] skaliert und es sind von links nach
rechts der sagittale, coronale und axiale Schnitt zu sehen.
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Abbildung 4.8: Die Abbildung zeigt die verschiedenen Suszeptibi-
litätskartenrekonstruktionen für das SIM2 Suszeptibilitätsmodell. Es ist
oben die Suszeptibilitätskarte χwell, die aus den Phasendaten im wohl
gestellten Fourierbereich berechnet wurde, zu sehen. In der Mitte ist die
Suszeptibilitätskarte χinit zu sehen, die für die Parameterschätzungen und die
Ersetzung der Phasenwerte bei WI = 0 benutzt wurde. Sowohl χinit als auch
χwell wurden mit dem iterativen LSQR-Algorithmus berechnet. Unten ist die
finale Suszeptibilitätskarte χSTGV zu sehen. Die Suszeptibilitätskarten sind
hierbei auf den Wertebereich [−0.1, 0.12] skaliert und es sind von links nach
rechts der sagittale, coronale und axiale Schnitt zu sehen.

Der iterative Verlauf für einige ausgewählte Bildqualitätsmaße und der Ver-

lauf der Diskrepanz ist in der Abbildung 4.9 separat für die zu SIM1 bzw. SIM2

gehörigen Datensätze dargestellt. Damit alle Werte sich in einem Bereich von

[0, 1] befinden wurden alle Werte bis auf den SSIM-Wert durch das Maximum

während des iterativen Verlaufs geteilt. Es ist zu sehen, dass die meisten Bild-

qualitätsmaße bereits nach etwa 10 Iterationen ihren optimalen Wert annehmen

und dann auf gleichbleibendem Level stagnieren. Auch die Diskrepanz fällt erst

rasch ab, doch nach etwa 20 Iterationen ist sie nahezu konstant. In Tabelle 4.3

sind die erzielten Werte der Bildqualitätsmaße, wie sie unter anderem im 2. QSM

Rekonstruktionswettbewerb [12] verwendet wurden, für die finalen Suszeptibi-

litätskarten zu sehen. Hierbei wurden die Werte für SIM1 und SIM2, wie auch im
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Wettbewerb, gemittelt. Lediglich das Maß für die Streifenartefakte (CalcStre-

ak)und die Abweichung vom Kalzifizierungsmoment (Deviation from Calcium

moment) stehen ausschließlich für das SIM2 Modell. Der vorgestellte Algorith-

mus erzielt durchweg sehr gute Platzierungen (siehe Abbildung 4.3: Angabe in

Klammern in folgender Reihenfolge: 1. Platzierung innerhalb der Algorithmen

mit den besten 10 Platzierungen in der Kategorie NRMSE, 2. Platzierung in-

nerhalb der 10 Algorithmen mit den meisten Top 5 Platzierungen unter allen

berechneten Bildqualitätsmaßen, 3. Gesamtplatzierung in jeder Kategorie in-

nerhalb der besten 10 Algorithmen). Insbesondere die sehr guten ersten und

zweiten Plätze in den RMSE-basierten Maßen in ausgewählten Gehirnregionen

(Gewebe, tiefe graue Substanz, Blut) sind hierbei hervorzuheben.

NRMSE (%) dNRMSE (%) dNRMSETissue (%) dNRMSEDGM (%)
32,38 (2,1,1) 34,12 (2,1,2) 40,44 (2,1,2) 19,39 (1,1,1)

dNRMSEBlood(%) slope error CalcStreak Dev. f. Calc. m.
56,22 (1,1,1) 0,0078 (1,2,5) 0,0319 (6,5,7) 11,55 (7,7,-)

Tabelle 4.3: Für die berechnete Suszeptibilitätskarten χSTGV sind die erreich-
ten Werte diverser Bildqualitätsmaße (siehe Abschnitt 3.3 aufgeführt. In Klam-
mern ist noch die Platzierung unter den teilnehmenden QSM-Algorithmen des
2. QSM Rekonstruktionswettbewerbs angegeben. Die Angabe erfolgt dabei in-
nerhalb dreier verschiedenen Mengen an Algorithmen: 1. Platzierung innerhalb
der Algorithmen mit den besten 10 Platzierungen in der Kategorie NRMSE,
2. Platzierung innerhalb der 10 Algorithmen mit den meisten Top 5 Platzie-
rungen unter allen berechneten Bildqualitätsmaßen (Kategorie Robustheit), 3.
Gesamtplatzierung in jeder Kategorie innerhalb der besten 10 Algorithmen in
der jeweiligen Kategorie.
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Abbildung 4.9: Iterativer Verlauf der Bildqualitätsmaße und der Diskrepanz.
Oben: Für den zu SIM1 gehörenden Datensatz und unten entsprechend für
SIM2. Zur übersichtlicheren Darstellung wurden alle Werte, durch Division mit
dem jeweiligen Maximum des iterativen Verlaufs, auf den Wertebereich [0,1]
reskaliert.
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Die Abbildung 4.10 zeigt die gemittelten Absolutbeträge der Shearletkoef-

fizienten vor und nach dem ’Shrinking’ für den Fall der aus SIM2 generierten

Daten. Wie zu sehen ist, ist die Schwelle gegenüber den Koeffizienten klein

gewählt um ein Überglätten der Suszeptibilitätskarten zu vermeiden. Es erfolgt

dabei ein gleichmäßiges ’Shrinking’ im Verlauf der Iterationen.

Abbildung 4.10: Für die zu SIM2 gehörenden Daten, sind für die ersten acht
und für die Iteration 25 sowie für die letzte Iteration die gemittelten Absolut-
beträge der Shearletkoeffizienten aller Translationen eines jeden Shearlets und
die gemittelte Schwelle für das ’Shrinking’ gezeigt. Die Koeffizienten vor dem
Shrinking sind in blauer Farbe, die Koeffizienten nach dem Shrinking in gelber
Farbe und die Schwelle ist in oranger Farbe dargestellt

Die Abbildungen 4.11 und 4.12 zeigen die finale Suszeptibilitätskarte STGV

im Vergleich mit den jeweiligen die Referenzkarte SIM1 oder SIM2 und den

beiden Suszeptibilitätskarten des 2. QSM Rekonstruktionswettbewerbs, die in

der Kategorie ’Bester NRMSE’ und in der Kategorie ’Robustheit’ am besten

abschnitten. In der Kategorie ’Robustheit’ wurde gezählt wie viele Top 5 Plat-

zierungen ein Algorithmus bezüglich aller Bildqualitätsmaße erreichte. Der Al-

gorithmus wL1L2 [23] erzielte den besten, weil niedrigsten, NRMSE-Wert und

der Algorithmus mcTFI [61] war führend in der Kategorie ’Robustheit’. Der

wL1L2 Algorithmus benutzte eine Kombination aus einem L1-Norm und einem

L2-Norm Daten-Term zusammen mit einem R∗
2 gewichteten TV Regularisie-

rung (FANSI toolbox [37]. Der mcTFI Algorithmus basiert auf einer totalen

Feld Inversion, bei der die Suszeptibilitätskarte direkt von den Multiecheo Gra-

dientenecho Bildern berechnet wird. Diese wurden aus den Magnituden- und

Phasendaten generiert. Ebenfalls wurde eine R∗
2-Karte als Präkonditionierer und

verwendete und eine morphologisch verstärkte TV Regularisierung durchgeführt



4.2. SHEARLET-BASIERTE SUSZEPTIBILITÄTSBILDGEBUNGMIT AUTOMATISCHER PARAMETERWAHL

(MEDI toolbox [32]). Die gute visuelle Wahrnehmung des vorgestellten Algorith-

mus bestätigt die hervorragenden Werte der verwendeten Bild-Qualitätsmaße.

Abbildung 4.11: Von oben nach unten sind zu sehen: 1. Die Gewinner Suszeptibi-
litätskarte (wL1L2) des 2. QSM Rekonstruktionswettbewerbs in der Kategorie
NRMSE, die Gewinner Suszeptibilitätskarte (mcTFI) in der Kategorie ’Most
Top 5’, die Suszeptibilitätskarte χSTGV des vorgeschlagenen Algorithmus und
die Referenzkarte SIM1. Die Suszeptibilitätskarten sind hierbei auf den Wer-
tebereich [−0.1, 0.12] skaliert und es sind von links nach rechts der sagittale,
coronale und axiale Schnitt zu sehen.
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Abbildung 4.12: Von oben nach unten sind zu sehen: 1. Die Gewinner Suszepti-
bilitätskarte (wL1L2) des 2. QSM Rekonstruktionswettbewerbs in der Kategorie
NRMSE, die Gewinner Suszeptibilitätskarte (mcTFI)in der Kategorie Robust-
heit (meiste Top 5 Platzierungen), die Suszeptibilitätskarte χSTGV des vorge-
schlagenen Algorithmus und die Referenzkarte SIM2. Die Suszeptibilitätskarten
sind hierbei auf den Wertebereich [−0.1, 0.12] skaliert und es sind von links nach
rechts der sagittale, coronale und axiale Schnitt zu sehen.

In Tabelle 4.4 sind die Platzierungen zu ausgewählten Bildqualitätsmaßen im

Vergleich mit den Einreichungen im zweiten Teil des Wettbewerbs aufgeführt.

Hierbei standen den Teilnehmern die Referenzkarten zur Verfügung und sie

konnten ihre Regularisierungsparameter anpassen um die Werte der Bildqua-

litätsmaße zu optimieren. Die Angabe erfolgt dabei innerhalb dreier verschie-

denen Mengen an Algorithmen: 1. Platzierung innerhalb der Algorithmen mit

den besten 10 Platzierungen in der Kategorie NRMSE, 2. Platzierung inner-

halb der 10 Algorithmen mit den meisten Top 5 Platzierungen unter allen be-

rechneten Bildqualitätsmaßen (Kategorie Robustheit), 3. Gesamtplatzierung in

jeder Kategorie innerhalb der besten 10 Algorithmen in der jeweiligen Katego-

rie. Auch hier erreicht der vorgeschlagene Algorithmus fast durchweg Top 10

Platzierungen und ist bei den Werten des dNRMSE in der tiefen grauen Ge-

hirnsubstanz (dNRMSE = 19,39 %) sogar führend. Dies zeigt auch, dass die

automatische Parameterwahl gut funktioniert, denn der Algorithmus mit auto-

matischer Parameterwahl muss sogar keinen Vergleich mit den, durch Kenntnis
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der Referenzkarten, optimierten Algorithmen scheuen.

NRMSE (%) dNRMSE (%) dNRMSETissue (%) dNRMSEDGM (%)
(8,8,8) (8,8,8) (7,7,7) (1,1,1)

dNRMSEBlood(%) slope error CalcStreak Dev. f. Calc. m.
(6,6,6) (5,4,7) (9,9,-) (8,8,-)

Tabelle 4.4: Für die berechnete Suszeptibilitätskarten χSTGV aus den zu SIM1
und SIM2 gehörigen Daten sind die Platzierungen unter den teilnehmenden
QSM-Algorithmen im zweiten Teil des 2. QSM Rekonstruktionswettbewerbs
angegeben. Hierbei standen den Teilnehmern die Referenzkarten zur Verfügung
und sie konnten ihre Regularisierungsparameter anpassen um die Werte der
Bildqualitätsmaße zu optimieren. Die Angabe erfolgt dabei innerhalb dreier ver-
schiedenen Mengen an Algorithmen: 1. Platzierung innerhalb der Algorithmen
mit den besten 10 Platzierungen in der Kategorie NRMSE, 2. Platzierung in-
nerhalb der 10 Algorithmen mit den meisten Top 5 Platzierungen unter allen
berechneten Bildqualitätsmaßen (Kategorie Robustheit), 3. Gesamtplatzierung
in jeder Kategorie innerhalb der besten 10 Algorithmen in der jeweiligen Kate-
gorie.

In Tabelle 4.5 sind noch die erreichten Bildqualitätsmaße der Suszeptibi-

litätskarten des vorgeschlagenen Algorithmus, berechnet aus den zu SIM1 und

SIM2 gehörigen Daten mit höherem SNR (Snr2), aufgelistet. Die Ergebnisse

variieren leicht im Vergleich zu den Suszeptibilitätskarten, berechnet aus den

Daten mit niedrigerem SNR (Snr1). Aber auch hier zeigt sich, dass die auto-

matische Parameterwahl, insbesondere die Verwendung des maximalen Werts

von σph (siehe Abschnitt 3.3.4 zur Parameterwahl bei hohem SNR, zu guten

Ergebnissen führt.

NRMSE (%) dNRMSE (%) dNRMSETissue (%) dNRMSEDGM (%)
30,98 32,47 37,33 18,79

dNRMSEBlood(%) slope error CalcStreak Dev. f. Calc. m.
58,15 0,0129 0,0393 11,07

Tabelle 4.5: Für die berechnete Suszeptibilitätskarten χSTGV aus den zu SIM1
und SIM2 gehörigen Daten mit dem Rauschen Snr2 sind die erreichten Werte
diverser Bildqualitätsmaße (siehe Abschnitt 3.3 aufgeführt.

Für die Berechnung der Suszeptibilitätskartenrekonstruktion für die Pha-

sendaten des 2. QSM Rekonstruktionswettbewerbs nach dem vorgeschlagenen

Algorithmus STGV reichte ein Arbeitsspeicher von 200 GB aus. Die Rechen-

laufzeit betrug bei der in Abschnitt 3.3.2 beschriebenen und verwendeten Hard-

ware, in etwa 43,5 Stunden (SIM2) und 18,6 Stunden (SIM1). Verwendet man

ein alternatives Abbruchkriterium und zwar erfolgt hier der Abbruch sobald

die relative Diskrepanzänderung kleiner als 10−4 ist, dann bricht der Algorith-

mus schon nach 25 (SIM2) bzw. 14 (SIM1) Iterationen ab und die Rechenzeit
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verkürzt sich entsprechend.

4.2.2 Automatische Parameterwahl

Die guten Ergebnisse der berechneten Suszeptibilitätskarten mit dem vorge-

schlagenen Algorithmus STGV (siehe Abschnitt 4.2.1) wurden mit der in Ab-

schnitt 3.3.4 beschriebenen automatischen Parameterwahl nach der Methode des

UPRE und dem Diskrepanzprinzip durchgeführt. Die automatische Parameter-

wahl funktioniert gut für Daten mit unterschiedlich hohem SNR (siehe Tabelle

4.5 und Tabelle 4.3). Für die Daten mit niedrigem SNR liefert sie insbesondere

in ausgewählten Regionen (Gewebe, Blut, graue Tiefensubstanz) sehr gute Er-

gebnisse (Platz 1 oder 2 in diesen Kategorien, siehe Tabelle 4.3). Sie liefert aber

auch im Vergleich mit den Algorithmen welche, durch Kenntnis der Referenzkar-

ten, bezüglich der Bildqualitätsmaße optimierten wurden, akkurat berechnete

Suszeptibilitätskarten (siehe Tabelle 4.4). Hier werden in den Kategorien NRM-

SE und in der Kategorie Robustheit ausschließlich Top 10 Platzierungen erreicht

und sogar Platz 1 in der grauen Tiefensubstanz (dNRMSEDGM = 19, 39%). Die-

se Ergebnisse bestätigen damit ebenfalls, dass die Methode des UPRE geeignet

ist um eine automatische Parameterwahl zu treffen. Die Rechenzeit für die Pa-

rameterbestimmung ist hierbei gegenüber der Gesamtlaufzeit des Algorithmus

zu vernachlässigen. Das Diskrepanzprinzip funktioniert ebenso, führt jedoch in

seiner Anwendung zu unnötig vielen Iterationen im Hauptteil des shearletba-

sierten Algorithmus, da bis zu einer maximalen Iterationszahl von N = 100

kein Abbruch erfolgt. Ein alternatives Abbruchkriterium bei welchem abgebro-

chen wird, wenn die relative Diskrepanzänderung kleiner als ϵ = 10−4 ist führt

hier jedoch bei den Daten des 2. Rekonstruktionswettbewerbs zu einem deutlich

früheren Abbruch (nach Iteration 14 (SIM1) bzw. nach Iteration 25 (SIM2)) bei

ähnlich guten Werten der Bildqualitätsmaße (siehe Abbildung 4.9).



5. Diskussion und Ausblick

5.1 Geeignete Metriken zur Evaluierung von QSM

Diese Arbeit zeigt, dass im Vergleich zu den im 1. QSM Rekonstruktionswettbe-

werb verwendeten Bildqualitätsmaßen, geeignetere Bildqualitätsmaße existieren

[I]. Der Schärfe-Index scheint ein geeignetes Maß um überglättete Bilder abzu-

werten. Der kombinierte SI-SSIM behält die Eigenschaften des klassischen SSIM,

aber ist ebenfalls geeignet um solche Degradierungen und Mangelrekonstruk-

tionen zu detektieren. Die Kombination des Schärfe-Index mit anderen Bild-

qualitätsmaßen, wie exemplarisch am strukturellen Similaritätsindex gezeigt,

kann diese in einfacher Weise um die Eigenschaft der deutlichen Abwertung

von überglätteten Bildern ergänzen. Die im Fazit von [24] geäußerte Notwen-

digkeit von solchen Bildqualitätsmaßen, kann damit als zufriedenstellend gelöst

betrachtet werden. Bei dem 2. QSM Rekonstruktionswettbewerb wurden im

wesentlichen RMSE-basierte Bildqualitätsmaße verwendet (jedoch wurden auch

zusätzliche Maße, wie der SSIM und eine QSM-spezifische Variante XSIM [6],

HFEN, der Korrelationskoeffizient, die ’mutual information’ und weitere verwen-

det). Dabei wurde insbesondere eine hohe Korrelation der RMSE-basierten Ma-

ße mit anderen globalen Maßen und der visuellen Wahrnehmung festgestellt [12].

Um ein unbeabsichtigtes Überglätten der Suszeptibilitätskarten zu verhindern,

wäre jedoch eine Kombination der RMSE-basierten Maße mit dem Schärfeindex

sicherlich empfehlenswert. Einen weiteren vielversprechenden Ansatz bieten hier

aber sicherlich auch Bildqualitätsmaße basierend auf Maschinen-Lernmethoden

wie zum Beispiel in [10]. In dieser Arbeit wird ein Bildqualitätsmaß vorgestellt,

welches basierend auf einem erlernten Klassifizierungsprozess die menschliche

visuelle Wahrnehmung wieder spiegelt. Auch existieren mittlerweile Wavelet-

basierte Bildqualitätsmaße wie der ’Haar wavelet-based perceptual similarity

index’, der sehr gut mit der visuellen Wahrnehmung übereinstimmen soll [45].
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5.2 Shearletbasierte Suszeptibilitätsbildgebung

Die guten Werte der Bildqualitätsmaße, der durch den vorgestellten STGV-

Algorithmus [II, III] berechneten Suszeptibilitätskarten, deuten darauf hin, dass

die Verwendung, der den Wavelets überlegenen Shearlets in Kombination mit

der Methode der iterativen Neugewichtung und die zusätzliche Regularisierung

mit der verallgemeinerten Totalvariation (TGV) eine in diesem Sinne einbrin-

gende Vorgehensweise zur Rekonstruktion von Suszeptibilitätskarten ist. Hierbei

erweisen sich die geforderte ’Dünnbesetztheit’ (eng. sparsity) im Shearletraum

und die TGV Regularisierungsteme als geeignet das schlecht gestellte inverse

Problem der quantitativen Suszeptibilitätsbildgebung mit einem Optimierungs-

ansatz zu lösen. Insbesondere die guten Ergebnisse (∆ROI = 0, 0146 und da-

mit bester Algorithmus in dieser Kategorie) in ausgewählten Regionen in der

rekonstruierten Suszeptibilitätskarte aus den in vivo Daten des 1. Rekonstrukti-

onswettbewerbs zeigen, dass diese mathematisch fortschrittlichen Methoden, zu

akkuraten Suszeptibilitätskarten führen. Auch für die simulierten Daten des 2.

Rekonstruktionswettbewerbs werden durch diesen Algorithmus qualitativ hoch-

wertige Suszeptibilitätskarten berechnet. Die erzielten, exzellenten Werte der

Bildqualitätsmerkmale, insbesondere wieder die Ergebnisse in ausgewählten Re-

gionen (Je nach Mengenvergleich Platzierung 1 oder 2 im Vergleich mit den teil-

nehmenden Algorithmen in den Kategorien dNRMSE in Gewebe (40,44 %), Blut

(56,22 %) und Graue Tiefensubstanz (19,39 %)), sind dabei in Übereinstimmung

mit der subjektiven visuellen Wahrnehmung. Es liegt die Vermutung nahe, dass

es genau die anisotropen Eigenschaften der Shearlets sind, die zur akkuraten Be-

rechnung lokaler Suszeptibilitätsquellen führen. Hier könnten bei ausreichend

zur Verfügung stehendem Arbeitsspeicher insbesondere für Daten mit hoher

Auflösung auch noch mehr Skalen (in dieser Arbeit 4) und mehr Shear-Level (in

dieser Arbeit 2) verwendet werden, was eine weitere Verbesserung der Ergebnisse

bedeuten sollte. Sowohl beim 1. wie auch beim 2. QSM Rekonstruktionswettbe-

werbs basierten die Algorithmen mit den besten Platzierungen fast ausschließ-

lich auf iterativen Optimierungsansätzen mit TV- oder TGV- Regularisierung.

Dabei wurden oft auch zusätzliche Informationen aus den Magnitudendaten

oder die R∗
2-Karte verwendet. Bei der Verwendung der Magnitudendaten sind

sich die Autoren von [12] jedoch nicht sicher ob diese eher als ein Gewicht im Da-

tenterm, welches das Rauschen auf den Daten wieder spiegelt, verwendet werden

sollten oder ob es sinnvoll ist deren morphologische Information als zusätzliche

Bedingungen in das Optimierungsproblem einzubinden. Für den vorgeschlage-

nen Algorithmus wurde die erste Vorgehensweise bei der LSQR-Berechnung der

beiden initialen Suszeptibilitätskarten χwell und χinit gewählt, da diese Metho-

de mathematisch gesehen den besten unverfälschten linearen Schätzer (BLUE)
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für die Suszeptibilität liefert. Da das χ-Update im Hauptteil des shearletba-

sierten Algorithmus jedoch durch eine Multiplikation im Fourierraum erfolgt

(was eine deutlich schneller ist als eine iterative Lösung) kann im Hauptteil

des Algorithmus keine multiplikative Maske, zur Unterdrückung von stark ver-

rauschten Phasendaten, im Bildraum erfolgen, da dies eine Faltung im Fourier-

raum wäre und somit die multiplikative Form des χ-Updates verloren gehen

würde. Somit geht die Korrektur durch die Phasendaten nur indirekt über den

zusätzlichen Datenterm mit der reduzierten Suszeptibilitätskarte χwell ein. Eine

Verbesserungsmöglichkeit des bestehenden Algorithmus besteht aus demselben

Problem auch in der Darstellung um die Kalzifizierung (Sim2). Die Stelle um

die Kalzifizierung (SIM2) wurde von den Algorithmen, die Präkonditionierung

oder Voxelverwerfungsmethoden verwendeten, am besten rekonstruiert. Auch

der vorgeschlagene Algorithmus STGV verwendet ein Voxelverwerfungsmetho-

de bei Voxeln mit hohen Gradienten- oder Gradientenänderungen in der loka-

len Phase. Doch aus den oben genannten Gründen der multiplikativen Struk-

tur des χ-Updates wird im vorgeschlagenen Algorithmus im shearletbasierten

Hauptteil der Umweg über die Ersetzung der Phasendaten bei Voxeln mit ho-

hen Gradienten oder Gradientenänderungen gegangen. Die Ersetzung erfolgt

dabei durch durch die entsprechende Vorwärtsdaten aus χinit. Eine akkurate-

re Berechnung von χinit und eine damit verbundene genauere Ersetzung der

Phasenwerte um die Kalzifizierung könnten hier zu einer weiteren Verbesse-

rung führen. Hier könnten die Methoden, derjenigen Algorithmen, welche bes-

sere Ergebnisse rund um die Kalzifizierung ergeben haben genauer studiert und

bei der initialen Berechnung von χinit angewandt werden. Da hier im zwei-

ten Teil des Wettbewerbs, bei dem den Teilnehmern die Referenzkarten zur

Verfügung standen, insbesondere der Algorithmus mcTFI [61] sehr gute Ergeb-

nisse um die Kazifizierung lieferte (erster Platz in den Kategorie CalcStreak

und DeviationfromCalcMoment), sind dessen Ansätze und ihre mögliche Kom-

bination mit dem vorgeschlagenen Algorithmus zu prüfen. Die teilnehmenden

Algorithmen bei dem 2. QSM Rekonstruktionswettbewerb, welche Maschinen-

Lernmethoden verwenden schnitten zwar in der Regel nicht so gut ab wie die

herkömmlichen Rekonstruktionen mit Optimierungsansatz. Dennoch zeigte das

noch junge Feld dieser Vorgehensweise zukunftsträchtige Möglichkeiten auf. Der

Maschinen-Lernalgorithmus FINE [62] verwendete zum Beispiel das physikali-

sche Suszeptibilität-Phasen-Modell in seinem Lernnetzwerk und konnte damit

ähnlich gute Resultate wie die besser abschneidenden iterativen Methoden erzie-

len. Mit demselben Ansatz könnte auch die Dünnbesetztheit im Shearletraum

in ein Lernnetzwerk integriert werden. Damit würden die vielversprechenden

Ansätze beider Seiten kombiniert werden. Dies wäre auch technisch möglich,

da es ShearLab 3D jetzt auch in einer Python-Implementierung (pyShearLab)
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und einer TensorFlow-Implementierung (tfShearlab) gibt. Damit sind den An-

wendungen von Shearletbasierten Maschinen-Lernmethoden die Türen geöffnet.

Natürlich würde die kombinierte Anwendung des vorgeschlagenen Algorithmus

mit Maschinen-Lernmethoden sicherlich auch zu einer deutlichen Verkürzung

der Rechenzeit führen.

5.3 Automatische Parameterwahl

In dieser Arbeit wurde zur automatischen Parameterwahl die die Methode des

unverfälschten, voraussehenden Risiko Schätzers (UPRE) und als Abbruchkri-

terium das Diskrepanzprinzip gewählt. Die UPRE Methode verfügt gegenüber

der ’Generalized Cross Validation’ Methode über bessere Konvergenzeigenschaf-

ten [54]. Ebenso übertreffen die Konvergenzeigenschaften des Diskrepanzprin-

zips diejenigen, der ’L-curve’ Methode [54]. Die Methode des UPRE geht aller-

dings von diskretem weißen Rauschen auf den Phasendaten aus und es wird die

Kenntnis der Varianz des Rauschens benötigt. Die letztere wird auch für das

Diskrepanzprinzip benötigt. Auch wenn bei den lokalen Phasendaten zur Sus-

zeptibilitätskartenrekonstruktion die Annahme des diskreten weißen Rauschens

nur approximativ für hohes SNR vorliegt, zeigt diese Arbeit jedoch [IV], dass

die Methode des UPRE zur Parameterwahl innerhalb eines optimierungsbasier-

ten Algorithmus zur Suszeptibilitätskartenrekonstruktion angewendet werden

kann und zu guten bis sehr guten Ergebnissen führt (Durchweg Top 5 Platzie-

rungen beim 1. QSM Rekonstruktionswettbewerb in den Kategorien der ver-

wendeten Bildqualitätsmaße und ein herausragender erster Platz in der Kate-

gorie ROI-Fehler, sowie ebenfalls herausragende erste und zweite Plätze in den

RMSE-basierten Maßen in ausgewählten Regionen (Gewebe, Blut, graue Tie-

fensubstanz)). Die wahlweise und automatische Verwendung des Mittelwerts der

Standardabweichung des Rauschens auf den Phasendaten beziehungsweise ihres

Maximalwerts, führt sowohl bei hohem wie auch bei niedrigem SNR nur zu ge-

ringfügigen Unterschieden in den Werten der Bildqualitätsmaße (NRMSE: 32,38

% für niedrigeres SNR und 30,98 % für hohes SNR). Eine genauere Betrach-

tung des Rauschens auf den Phasendaten bei Mehrkanalsignalen könnte hier zu

einer weiteren Verbesserung führen. Eine Ungenauigkeit bei der praktizierten

Vorgehensweise waren zudem die Vernachlässigten Kovarianzterme bei der Be-

stimmung des UPRE Schätzers für den Parameter des χwell-Datenterms aus der

Varianz des Rauschens auf der lokalen Phase. Hier könnte die Methode des UP-

RE eventuell ebenfalls durch geeignete Maschinen-Lernansätze ergänzt werden.

Des weiteren ist anzumerken, dass die gewählte Vorgehensweise so nur dann

anwendbar ist, wenn die regularisierte Lösung linear von den Daten abhängt.

Die Verwendung des Diskrepanzprinzips als Abbruchkriterium erwies sich ins-
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besondere im Hauptteil des shearletbasierten Algorithmus als zu Rechenzeit

intensiv. Eine Abwandlung, bei der schon abgebrochen wird wenn die relative

Diskrepanzänderung zwischen zwei Iterationen kleiner ist als eine fest gewählte

Schwelle (in dieser Arbeit lag diese bei 10−4) führte zu gleichwertigen Ergebnis-

sen, die Bildqualitätsmaße betreffend, bei deutlich kürzerer Rechenzeit. Es zeigte

sich weiterhin, dass für die simulierten Daten des 2. Rekonstruktionswettbwerbs

dann nur wenige Iterationen des shearletbasierten Teils des Algorithmus bis

zum Erreichen des Abbruchkriteriums notwendig sind. Eine mögliche Erklärung

hierfür kann in dem ,bei der Datensimulation begangenen ’Inverse Crime’, ge-

sehen werden. Zur Simulation der Daten wurde nämlich das selbe physikalische

Modell (Phase = Faltung der Suszeptibilität mit dem Dipolkern) verwendet [36]

mit dem dann auch die Suszeptibilitätskarten rekonstruiert wurden.
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6. Zusammenfassung

6.1 Einführung

Die quantitative Suszeptibilitätsbildgebung (QSM) macht den Versuch die Sus-

zeptibiilitätsverteilung innerhalb eines Gewebes mit Hilfe von Magnetresonanz-

Techniken zugänglich zu machen, sprich eine Karte der Suszeptibilitätsverteilung

zu erstellen. Dabei wird von einem physikalischen Modell ausgegangen, wel-

ches die lokale Magnetresonanzphase ϕ und die zugrundeliegende Suszeptibi-

litätsverteilung χ über ein Faltungsproblem zueinander in Beziehung setzt. Im

Fourierraum ist dieses durch eine punktweise Multiplikation mit dem Dipolkern

D gegeben:

F (ϕ) = D · F (χ) (6.1)

Mit

D(k⃗) =
1

3
− k2z
k2x + k2y + k2z

, k⃗ ∈ R
3 (6.2)

Da der Dipolkern D auf einem Kegel im Fourierraum den Wert Null annimmt

und in der Nähe des Kegels sehr kleine Werte hat, liegt ein schlecht gestelltes

inverses Problem vor und zusätzliche Information sowie Regularisierung wird

benötigt um Suszeptibilitätskarten zu berechnen.

6.2 Ziele dieser Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist es zum einen ein Bildqualitätsmaß aufzuzeigen, wel-

ches ein Überglätten der Suszeptibilitätskarten durch Optimierung der Parame-

ter hinsichtlich diesen Maßes verhindert. Das heißt es wird ein Bildqualitätsmaß

benötigt, das die Ähnlichkeit mit einer Referenzkarte bewertet und dabei ein

besonderes Augenmerk auf Abweichungen von der Bildschärfe legt. Hierzu wird

der Schärfeindex gewichtete strukturelle Similaritätsindex (SI-SSIM) vorgestellt

[5, 55, 56] und [I] 1. Des weiteren wird ein Algorithmus zum Lösen des inver-

1Mit römischen Ziffern werden in dieser Arbeit die eigenen Publikationen bezeichnet
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sen Phase-Suszeptibilitätsproblems präsentiert, der nachweislich erprobte und

mathematisch begründete Methoden verwendet, um die zugrunde liegende Sus-

zeptibilitätsverteilung akkurat zu berechnen. Hierbei wird insbesondere von der

Shearlettransformation [21, 22], der verallgemeinerten Totalvariation (TGV)

[20] und der Methode der iterativen Neugewichtung [8] Gebrauch gemacht.

Siehe auch [II,III]. Zusätzlich soll ein Schritt hin zur Anwendung in der kli-

nischen Praxis realisiert werden, nämlich die automatische Wahl der Regulari-

sierungsparameter. Hier wird die Methode des unverfälschten, voraussehenden

Risikoschätzers (engl. UPRE, unbiased predictive risk estimator) verwendet [54].

Siehe auch [IV].

Zusammenfassend hat diese Arbeit also drei Ziele:

1. Vorstellen eines Bildmaßes zur Evaluierung von QSM-Karten mit beson-

derem Augenmerk auf einem Schärfevergleich.

2. Konstruktion eines QSM-Algorithmus basierend auf mathematischen Er-

kenntnissen und fortschrittlichen Methoden.

3. Entwicklung einer automatischen Parameterwahl für den Algorithmus in

Punkt 2.

6.3 Theorie

Um das inverse QSM-Problem zu lösen, müssen bei einem Optimierungsan-

satz zusätzliche Informationen verwendet werden. Nur so kann eine eindeutige

und artefaktfreie Lösung des Phase-Suszeptibilitätsproblems erreicht werden.

Da Magnetresonanzbilder durch Anwendung einer Multiskalenoperation kom-

primierbar sind [35] kann die l1-Norm in Verbindung mit dieser Transformation

als effektiver Regularisierungsterm verwendet werden um ein eindeutig lösbares

Optimierungsproblem zu generieren. Shearlets sind eine natürliche Erweiterung

der klassischen Wavelets. Sie gehen aus einigen wenigen generierenden Funk-

tionen durch parabolisches skalieren, scheren und translatieren hervor. Sie sind

geeignet um multivariate Funktionen zu approximieren, die anisotrope Eigen-

schaften wie Kanten aufweisen. In dieser Eigenschaft sind sie den isotropen

Wavelets überlegen. Sogenannte cartoonähnliche Bilder werden durch Shearlets

nahezu optimal approximiert [21]. Die Verwendung einer Multiskalentransforma-

tion als zusätzliche Informationsquelle, bei angenommener Komprimierbarkeit

unter dieser Transformation (eng.: sparsity, sparse recovery), ist eine geläufige

Praxis in den verschiedensten Bereichen wie der medizinischen Bildgebung [33],

der Astronomie [25] oder der Elektronenmikroskopie [39]. Häufig wird dieses

Verfahren, also die Minimierung der l1-Norm des transformierten Bildes, ange-

wendet um aus unter abgetasteten (engl.: undersampling) Daten (bei kürzerer
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Datenaufnahmezeit) das komplette Bild wieder zu erlangen. Der mathemati-

sche Unterbau für dieses Vorgehen ist die Theorie des Compressed Sensing. Zur

Konstruktion von Shearlets benötigt man wellenförmige Analysefunktionen, die

nach Skala, Orientierung und Lokalisierung verschieden sind und sich auch ani-

sotrop ausdehnen können um zum Beispiel Singularitäten entlang von Kurven

abzudecken. Die Regularisierung über die Norm der total Variation (TV), also

die Verwendung der l1-Norm des diskreten Gradienten einer diskreten Funktion

f ist eine gängige Praxis in der optimierungsbasierten Lösung inverser Proble-

me. In der Anwendung führt dies zu Bildern mit scharfen Kanten aber auch zu

stückweise konstanten Bildbereichen wie sie eigentlich nicht gegeben sind. Um

die Vorteile von TV als Regularisierungsterm zu behalten und die Nachteile zu

überwinden wurde die verallgemeinerte Totalvariation (Abk.: TGV, von engl.:

Toatal generalized variation) eingeführt ([20]). Hierbei werden auch Ableitungs-

terme höherer Ordnung mit in den Regularisierungsterm aufgenommen. Die Me-

thode der iterativen Neugewichtung führt bei der Lösung des Problems zu dünn

besetzteren Lösungen als die Lösungen des ungewichteten Problems [8].Da die

Koeffizienten einer Multiskalentransformation mit höheren Skalen abnehmen,

wird die GewichtsmatrixW skalenweise definiert um fälschliches auf Null setzen

der Koeffizienten zu vermeiden [34],[35]. In [19] wurde gezeigt, dass es von Vor-

teil ist das wohl gestellte Problem im Fourierbereich {k : ||D(k)| > δ} für eine

festzulegende Schwelle δ zu lösen und diese reduzierte Suszeptibilitätskarte χwell

als Datenterm zu verwenden. Der vorgestellte Algorithmus [II,III] behält jedoch

den ursprünglichen Datenterm bei und ergänzt ihn lediglich um den zusätzlichen

neuen Term. Daher betrachten wir nun folgende Optimierungsaufgabe:

min
χ

β1
2
||ϕ−F∗DFχ||22 +

β2
2
||χwell −F∗RFχ||22 +

α0

2
||Ψ(χ)||1 +TGV2

α1,2
(χ)

(6.3)

Hierbei ist

R :=







1 falls D(k) ≥ δ,

0 sonst,
(6.4)

eine binäre Maske im Fourierraum und χwell die Suszeptibilitätskarte, welche

aus den Daten ϕ′ := F∗RFϕ berechnet wird. Hierbei ist ϕ die lokale Phase, Ψ

die Shearlettransformation und TGV2
α1,2

der TGV-Term zweiter Ordnung [34]

(siehe auch Abschnitt 2.5.4). Hierbei kann die Methode ’alternating direction

of multipliers’ (engl., Abk.: ADMM) wie in [34] angewandt werden um das Op-

timierungsproblem zu lösen. Dabei werden zusätzliche Hilfsvariablen und neue

Parameter eingeführt. Dann wird das Problem in mehrere kleinere Subprobleme

aufgeteilt, die einzeln einfacher zu lösen sind. Das χ-update kann im diskreten

Fourierraum diagonalisiert und somit exakt gelöst werden. Die Methode der
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iterativen Neugewichtung kann direkt in das Subproblem, welches die Shearlet-

koeffizienten berechnet eingebunden werden [34].

6.4 Methoden

6.4.1 Geeignete Metriken zur Evaluierung von QSM

Aus MR Daten werden QSM-Rekonstruktionen erstellt und diese und Degra-

dierungen derer benutzt um einen Vergleich zwischen einigen klassischen Bild-

qualitätsmaßen und dem mit dem Schärfeindex gewichteten SSIM (SI-SSIM)

herzustellen [I].

6.4.2 Shearletbasierte Suszeptibilitätsbildgebung

Der vorgestellte Algorithmus [II, III] wird an den simulierten Daten [36] des 2.

QSM Rekonstruktionswettbewerbs [12] (Daten 3) und den in vivo Daten des

1. QSM Rekonstruktionswettbewerbs [24] (Daten 2) getestet und mit den zur

Verfügung gestellten Bildqualitätsmaßen ausgewertet.

6.4.3 Automatische Parameterwahl

Alle Regularisierungsparameter des vorgestellten Algorithmus werden sukzessi-

ve automatisch gewählt [IV]. Dazu verwenden wir auch eine Approximation für

die Standardabweichung des Rauschens auf der lokalen Phase. Für Mehrkanal-

signale gilt die verwendete einfache Näherung für die Standartabweichung des

Rauschens der lokalen Phase im Allgemeinen nicht. Doch wird diese Näherung

im folgenden auch für solche Signale verwendet. Sukzessive werden die Regulari-

sierungsparameter bestimmt. Hierbei wird die Methode des unverzerrten, Risi-

ko voraussehenden Schätzers (engl.: Unbiased predictive risk estimator method

(UPREM)) verwendet [54]. Siehe auch [IV]. Es wird hierbei angenommen, dass

das Rauschen ein Zufallsvektor ist und damit auch die Größen wie die verwen-

dete Phase ϕ, die regularisierte Lösung χα und der voraussehende Fehler (engl.:

predictive risk) Zufallsvektoren oder Variablen sind. Da das χ-Update durch

Diagonalisierung im Fourierraum gelöst werden kann, hängt die regularisierte

Lösung linear von den Daten ab. Daher kann der UPRE U über die regularisier-

te Lösung ausgedrückt werden [54]. [54]: Durch Minimieren des UPRE werden

die erforderlichen Parametergrößen bestimmt. Alle iterativen Lösungsprozesse

werden nach dem Diskrepanz-Prinzip abgebrochen, das heißt sie werden abge-

brochen wenn die quadrierte Norm des regularisierten Residuums in etwa dem

Mittelwert der Varianz des Rauschens auf den Phasendaten entspricht.
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6.5 Ergebnisse

6.5.1 Geeignete Metriken zur Evaluierung von QSM

Die klassischen Bildqualitätsmaße können die überglätteten Karten nicht effek-

tiv abwerten. Der Schärfe-Index und der mit dem Schärfe-Index gewichteten

SSIM (SI-SSIM) führen dahingegen zu einer drastischen Abwertung dieser (de-

gradierten) Suszeptibilitätskarten [I].

6.5.2 Shearletbasierte Suszeptibilitätsbildgebung

Die Werte der Bildqualitätsmaße der berechneten Suszeptibilitätskarten χSTGV

erreichen durchweg Top Platzierungen im Vergleich mit den eingereichten Algo-

rithmen beim 1. und 2. QSM Rekonstruktionswettbewerb. Dabei sind die Sus-

zeptibilitätskarten frei von stärkeren Artefakten und ihre visuelle Wahrnehmung

ist im Einklang mit den guten Werten der Bildqualitätsmaße [II, III].

6.5.3 Automatische Parameterwahl

Die Methode des unverfälschten, voraussehenden Risiko Schätzers (UPRE) kann

effektiv zur Parameterwahl innerhalb eines optimierunsbasierten Algorithmus

zur Suszeptibilitätskartenrekonstruktion angewendet werden und führt zu guten

bis sehr guten Ergebnissen [IV].

6.6 Diskussion und Ausblick

6.6.1 Geeignete Metriken zur Evaluierung von QSM

Der SI-SSIM erweist sich dabei als besonders effektiv um überglättete Bilder ab-

zuwerten. Gleichzeitig verfügt er über die Eigenschaften des klassischen SSIM.

Auf dieselbe Weise ließe sich der Schärfeindex mit anderen Bildqualitätsmaßen

kombinieren. Die im Fazit von [24] geäußerte Notwendigkeit eines Bildqua-

litätsmaßes, welches überglättete Suszeptibilitätskarten abwertet, kann damit

als zufriedenstellend gelöst betrachtet werden. Einen weiteren vielversprechen-

den Ansatz bieten hier aber sicherlich auch Bildqualitätsmaße basierend auf

Maschinen-Lernmethoden wie zum Beispiel in [10].

6.6.2 Shearletbasierte Suszeptibilitätsbildgebung

Die erzielten, exzellenten Werte der Bildqualitätsmerkmale des vorgeschlagenen

Algorithmus STGV, insbesondere wieder die Ergebnisse in ausgewählten Regio-

nen, sind in Übereinstimmung mit der subjektiven visuellen Wahrnehmung. Die
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Verwendung, der den Wavelets überlegenen Shearlets in Kombination mit der

iterativen Neugewichtung und die zusätzliche Regularisierung mit der veralge-

meinerten Totalvariation (TGV) sind in diesem Sinne eine einbringende Vor-

gehensweise zur Rekonstruktion von Suszeptibilitätskarten [II, III]. Es liegt die

Vermutung nahe, dass es genau die anisotropen Eigenschaften der Shearlets

sind, die zur akkuraten Berechnung lokaler Suszeptibilitätsquellen führen. Ei-

ne Verbesserungsmöglichkeit des bestehenden Algorithmus besteht hier jedoch

noch in der Darstellung um die Kalzifizierung (Sim2). Hier können eventuell

Methoden aus dem mcTFI-Algorithmus [61], der sehr gute Ergebnisse um die

Kalzifizierungsstelle lieferte, mit dem bestehenden Algorithmus STGV kombi-

niert werden, indem zum Beispiel Teile dieses Algorithmus in die Berechnung

der initialen Suszeptibilitätskarte χinit integriert werden. Auch gibt es vielver-

sprechende Maschinen-Lernmethoden [62], bei denen das physikalische Modell in

das Lernnetzwerk integriert ist. Ebenso könnte die geforderte Dünnbesetztheit

im Shearletraum in das Lernnetzwerk eingebunden werden. Die dafür notwen-

dige Software (ShearLab 3D) liegt hierfür mittlerweile in den entsprechenden

Programmiersprachen vor.

6.6.3 Automatische Parameterwahl

Diese Arbeit zeigt weiterhin, dass die Methode des unverfälschten, voraussehen-

den Risiko Schätzers (UPRE) zur Parameterwahl innerhalb eines optimierunsba-

sierten Algorithmus zur Suszeptibilitätskartenrekonstruktion angewendet wer-

den kann und zu guten bis sehr guten Ergebnissen führt. Etwaige Ungenauigkei-

ten in der Herangehensweise (zum Beispiel Vernachlässigung von Kovarianzter-

men und die Verwendung von Perzentilen) könnten hier allerdings ebenso durch

eine kombinierte Methode des UPRE mit Maschinen-Lernansätzen verbessert

werden.
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ließ. Zu guter Letzt gilt mein Dank meiner Familie und insbesondere meiner

Frau und Freundin Corinna, die mich über all die Jahre hinweg unterstützt und

ertragen hat. Vielen Dank Ihnen/euch allen. J.M.S.

89



90 KAPITEL 7. DANKSAGUNGEN



8. Eidesstattliche Versiche-

rung
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