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Zugang zum Hubbardmodell mit Hilfe von Flu�gleihungen

Mit Hilfe der Flu�gleihungen wird das Hubbardmodell im Rahmen einer st

�

orungstheoreti-

shen Untersuhung auf die Form einer e�ektiven Hartree-Fok-Bogoliubov-Wehselwirkung

gebraht. Die Stabilit

�

at des Systems wird analysiert und bez

�

uglih der vershiedenen m

�

ogli-

hen Phasen ausgewertet.

F

�

ur das Hubbardmodell mit N

�

ahster-Nahbar-Wehselwirkung wird ein Bereih mit anti-

ferromagnetisher Ordnung erhalten. Im BCS-Kanal wird eine d

+

-Wellen-Supraleitung er-

rehnet. Weitere wihtige Phasen sind die Pomeranhuk-Instabilit

�

at, die die Gitterstruktur

ver

�

andert, und die Bandsplitting-Instabilit

�

at.

F

�

ur das Hubbardmodell mit

�

Ubern

�

ahster-Nahbar-Wehselwirkung vershwindet der Anti-

ferromagnetismus nahezu. F

�

ur starke Kopplung tritt Ferromagnetismus auf. Weitere Insta-

bilit

�

aten mit vergleihbarer Wehselwirkung werden ebenfalls dargestellt.

Approahing The Hubbard Model with Flow Equations

The Hubbard model is transformed into an e�etive Hartree-Fok-Bogoliuobov-type inter-

ation using the means of ow equations in seond order pertubation theory. The stability of

the system is analysed and evaluated in order to obtain the transition into various possible

phases.

Looking at the Hubbard model with nearest-neighbor interation one gets an antiferroma-

gneti transition. In the BCS-hannel d

+

-superondutivity is obtained. Other important

instabilities are the Pomeranhuk instability whih hanges the lattie strutur and Band-

splitting.

In the Hubbard model with next-nearest-neighbor interation antiferromagnetism is nearly

vanishes. Ferromagnetism appears for strong oupling. Other types of instabilities of om-

parable strength are also reported.
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Kapitel 1

Einleitung

1986 ver

�

o�entlihten Bednorz und M

�

uller ihre erste Arbeit

�

uber \Possible High T



Super-

ondutivity in the Ba-La-Cu-O-System\[1℄. Seit dieser Zeit wurde die Hohtemperatur-

supraleitung in vielen experimentellen und theoretishen Studien untersuht. So konn-

te eine Erh

�

ohung der Sprungtemperatur auf 134K erreiht und die f

�

ur die Supralei-

tung harakteristishen Eigenshaften wie der Meissner-Ohsenfeld-E�ekt, der Josephson-

Wehselstrom-E�ekt, das Flie�en von Dauerstr

�

omen und ein praktish vershwindender

Gleihstromwiderstand nahgewiesen werden.

Ein wesentlihes Strukturmerkmal dieser Hohtemperatursupraleiter sind parallele CuO

2

-

Shihten, weshalb die Sto�e auh als Kuprate bekannt sind. Die

�

ubrigen Atome der

Kuprate haben ihren Platz zwishen den Shihten. Sie stabilisieren die Struktur und

tragen zur Ladungsbilanz bei.

Das experimentell ermittelte Phasendiagramm zeigt f

�

ur das nihtdotierte Kuprat unter-

halb der N�eel-Temperatur einen antiferromagnetishen Isolator. Eine Dotierung des Sto�es

ver

�

andert das hemishe Potential und damit die Anzahl der Ladungstr

�

ager. Dadurh wird

die antiferromagnetishe Ordnung unterdr

�

ukt und das System wird unter Umst

�

anden me-

tallish oder supraleitend. Die Struktur der Hohtemperatursupraleiter ist orthorhombish

Formel T



Formel T



Y Ba

2

Cu

3

O

7

92 BiSr

2

Cu

2

O

6

(1) 10

T l

2

Ba

2

Ca

1

Cu

2

O

8

110 Bi

2

Sr

2

Ca

1

Cu

2

O

8

(2) 90

T l

2

Ba

2

Ca

2

Cu

2

O

10

127 Bi

2

Sr

2

Ca

2

Cu

3

O

10

(3) 120

HgBa

2

Ca

2

Cu

3

O

8

134

Tabelle 1.1: Hohtemperatursupraleiter mit ihrer jeweiligen Sprungtemperatur. In der

rehten Spalte ist f

�

ur die Bismut-Verbindungen in Klammern die Anzahl der CuO

2

-

Shihten aufgef

�

uhrt.

3



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

und entsteht beim Abk

�

uhlen der Probe aus einer tetragonalen Struktur [20℄. Zus

�

atzlih

zum Isolator-Metall-

�

Ubergang existiert in einigen Kupraten eine Spinglasphase.

Bei der Suhe nah der Ursahe der Supraleitung geben die im folgenden beshriebenen

Ph

�

anomene einige Anhaltspunkte:

� In vielen Kupraten kann man die seltenen Erden durh fast alle anderen Atome dieser

Gruppe ersetzen, ohne da� sih die Sprungtemperatur wesentlih

�

andert. Dies zeigt,

da� die Supraleitung auf Bereihe der Proben beshr

�

ankt ist, die mit den seltenen

Erden wenig Wehselwirkung haben.

� Weiter ist es m

�

oglih, durh geeignete Pr

�

aparationsbedingungen Proben mit unter-

shiedlihen Shihtfolgen herzustellen. Mit der Anzahl benahbarter Kupferoxid-

shihten w

�

ahst die Sprungtemperatur im dem Bismut-System an (siehe Tabelle

(1.1), rehte Spalte) [2℄.

� Innerhalb dieser Shihten ist die elektrishe Leitf

�

ahigkeit um einige Gr

�

o�enordnun-

gen gr

�

o�er als senkreht dazu [3℄.

Aus diesen Gr

�

unden wird die Hauptursahe der Herkunft der Supraleitung in der Inner-

shihtwehselwirkung gesehen, die betrahteten Modelle sind in der Regel zweidimensio-

nal.

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist die Modellierung der zweidimensionalen CuO

2

-Shihten

unter Vernahl

�

assigung der Wehselwirkung zwishen den Shihten. In einer Kupferoxid-

shiht werden die d

x

2

�y

2
-Orbitale der Kupferatome durh die p

�

-Orbitale der Sauersto�-

atome miteinander verbunden. Dies kann als Basis f

�

ur ein 3-Band-Hubbardmodell benutzt

werden.

Eine weitere Vereinfahung f

�

uhrt auf das hier betrahtete zweidimensionale Ein-Band-

Hubbardmodell, mit dessen Hilfe das Elektronensystem und die daraus resultierenden

Wehselwirkungen innerhalb der Kupferoxidshihten beshrieben werden. Dabei wird das

System dargestellt durh nominelle Kupferatome auf einem Gitter, die durh einen Elek-

tronenh

�

upfterm t verbunden werden und die eine kurzreihweitige Coulombabsto�ung U

f

�

ur zwei Elektronen auf demselben Gitterplatz besitzen. Diese Reduzierung bedeutet, da�

nur das Energieband, in dem die Fermienergie liegt, ber

�

uksihtigt wird. F

�

uhrt manMonte-

Carlo-Simulationen in dem Bereih nahe halber F

�

ullung f

�

ur das 3-Band-Hubbardmodell

und das Ein-Band-Hubbardmodell durh, so stimmen beide Berehnungen in den ha-

rakteristishen Merkmalen

�

uberein [4℄, [5℄. Dies legt nahe, die Wehselwirkungen in den

CuO

2

-Shihten der Kuprate durh ein zweidimensionales Ein-Band-Hubbardmodell zu

modellieren.

Um das Hubbardmodell untersuhen zu k

�

onnen, wird in Kapitel 2 der Zugang

�

uber die

Methode der Flu�gleihungen erl

�

autert. Zun

�

ahst wird das Verfahren der kontinuierlihen

Diagonalisierung mit einer einfahen Aufteilung in Diagonalteil und Nihtdiagonalteil zur
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Wahl des Generators eingef

�

uhrt. Im n

�

ahsten Abshnitt wird die Methode f

�

ur endlihe

Temperaturen erweitert. Dazu ist eine andere Wahl des Generators der Transformation

notwendig, eine Eliminationsfunktion wird de�niert, die die diagonalen und nihtdiagona-

len Beitr

�

age kennzeihnet. Da die Flu�gleihungen im allgemeinen niht geshlossen sind,

werden sie im Rahmen einer St

�

orungstheorie bis zur zweiten Ordnung in der Wehselwir-

kung betrahtet und eine e�ektive Zweiteilhenwehselwirkung berehnet.

In Kapitel 3 wird das Hubbardmodell eingef

�

uhrt. Zun

�

ahst wird die Herkunft des Modells

und seine Bedeutung in der Festk

�

orperphysik erl

�

autert. Aufgrund der Betrahtung der Fer-

mi

�

ahen f

�

ur vershiedene Parameter werden Erwartungen an die Ergebnisse formuliert.

Neben der e�ektiven Wehselwirkung ist die Entropie relevant f

�

ur die Analyse der Stabi-

lit

�

at der Zust

�

ande. Diese wird mit Hilfe einer Molekurlarfeldn

�

aherung berehnet. Ferner

werden die Symmetrien der Zust

�

ande auf dem Quadratgitter betrahtet.

Die Auswertung f

�

ur die erhaltenen Wehselwirkungskan

�

ale wird in Kapitel 4 durhgef

�

uhrt.

Dabei legen die Bedingungen an die Eliminationsfunktion fest, welhe Kan

�

ale erhalten

bleiben. F

�

ur diese werden dann die e�ektiven Wehselwirkungen und Entropien berehnet.

Die Stabilit

�

atsuntersuhung der Wehselwirkungskan

�

ale wird dargestellt.

Das numerishe Vorgehen dieser Arbeit wird in Kapitel 5 beshrieben. Zun

�

ahst werden

die Berehnungen auf dem Quadratgitter erl

�

autert. Im n

�

ahsten Abshnitt wird auf die

Behandlung singul

�

arer Punkte bei der Numerik eingegangen. Anshlie�end wird eine Aus-

sage zu Genauigkeit und Geshwindigkeit des Programms gemaht.

Die Resultate werden in Kapitel 6 diskutiert. Die Berehnungen werden sowohl f

�

ur das

Hubbardmodell mit reiner N

�

ahster-Nahbar-Wehselwirkung als auh f

�

ur das Hubbard-

modell mit vershiedenen

�

Ubern

�

ahste-Nahbar-Wehselwirkungen mit vershiedenen he-

mishen Potentialen durhgef

�

uhrt. Im letzten Abshnitt des Kapitels wird die Abh

�

angig-

keit der Ergebnisse von der Gr

�

o�e des Gitters untersuht, indem die Resultate f

�

ur ver-

shiedene Gittereinteilungen verglihen werden.

In Kapitel 7 werden die Resultate zusammengefa�t und ein Ausblik auf m

�

oglihe weitere

Untersuhungen des Hubbardmodells mit Hilfe der Flu�gleihungen gegeben.
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Kapitel 2

Flu�gleihungen

In der Vielteilhenphysik st

�

o�t man h

�

au�g auf das Problem, den Hamiltonoperator

eines Vielteilhensystems in Diagonal- oder Blokdiagonalform transformieren zu wollen.

Die daf

�

ur notwendige Transformation ist f

�

ur einige F

�

alle bekannt, z.B. die Shrie�er-

Wol�-Transformation [6℄ oder die Foldy-Wouthuysen-Transformation [7℄. Bei vielen an-

deren Hamiltonoperatoren ist die Tranformation in Diagonalform niht bekannt und eine

systematishe Herleitung dieser Transformation existiert niht.

2.1 Methode der Flu�gleihungen

Die Methode der Flu�gleihungen von Wegner [8℄ dient dazu, den Hamiltonoperator eines

Vielteilhensystems durh eine Folge in�nitesimaler unit

�

arer Transformationen zu dia-

gonalisieren. Dabei wird nah jeder Transformation ein neuer, zu dem transformierten

Hamiltonoperator passender Generator der Transformation gew

�

ahlt, der den Hamilton-

operator n

�

aher an die Diagonalform bringen soll.

Eine kontinuierlihe stetig di�erenzierbare Transformation mit dem Flu�parameter l wird

durh

H(l) = U(l)H(0)U

y

(l) (2.1)

beshrieben, wobei die Transformation f

�

ur l = 0 mit dem Hamiltonoperator des Vielteil-

hensystems startet. Das Ziel ist es, f

�

ur l ! 1 Diagonal- oder Blokdiagonalform des

Hamiltonoperators zu erreihen. Di�erenziert man nah dem Flu�parameter, so erh

�

alt

man f

�

ur die Flu�gleihungen ein System gew

�

ohnliher Di�erentialgleihungen in l

dH(l)

dl

= [�(l);H(l)℄ (2.2)

mit dem antihermiteshen Generator

�(l) =

dU(l)

dl

U

y

(l) = ��

y

(l) : (2.3)

7



8 KAPITEL 2. FLUSSGLEICHUNGEN

Mit Hilfe der Gleihung (2.2) erh

�

alt man die Matrixelemente des Hamiltonoperators

dH

kq

dl

=

X

p

(�

kp

H

pq

�H

kp

�

pq

) : (2.4)

Zun

�

ahst ist man in der Wahl des Generators v

�

ollig frei, jedoh soll � so gew

�

ahlt wer-

den, da� die Au�erdiagonalelemente vershwinden. Teilt man den Hamiltonoperator in

Diagonal- und Au�erdiagonalteil

H(l) = H

d

(l) +H

r

(l) (2.5)

und ber

�

uksihtigt, da� die Spur

SpH

2

= SpH

d

2

+ SpH

r

2

(2.6)

unter einer unit

�

aren Transformation konstant ist, so mu� Sp(H

r

)

2

abnehmen und Sp(H

d

)

2

zunehmen, um Diagonalform von H zu erreihen. Damit die Bedingung

d(Sp(H

d

)

2

)

dl

=

d

dl

 

X

q

H

2

qq

!

= 2

X

q

H

qq

X

p

(�

qp

H

pq

�H

qp

�

pq

)

= 2

X

qp

�

pq

(H

pp

H

pq

�H

qq

H

pq

)

� 0 (2.7)

erf

�

ullt werden kann, wird der Generator

�

pq

= H

pq

(H

pp

�H

qq

) (2.8)

�(l) = [H(l);H

r

(l)℄ (2.9)

gesetzt. Mit dieser Wahl des Generators werden die Au�erdiagonalelemente des Hamilton-

operators kleiner mit wahsendem Flu�parameter und vershwinden f

�

ur l !1.

Sind allerdings zwei oder mehr Einteilhenenergien entartet, so vershwinden die Au�er-

diagonalelemente, die diese Energien verbinden, niht. Daher ist es von den Anfangs-

bedingungen abh

�

angig, ob Diagonalform oder eine Blokdiagonalform erreiht wird. Sind

die Einteilhenenergien nur fast entartet, so besteht die M

�

oglihkeit, da� die Wehsel-

wirkung zwishen diesen Energien dennoh vershwindet. Da die Einteilhenenergien sih

ebenfalls mit dem Flu�parameter l ver

�

andern, kann die beinahe Entartung im Verlauf der

Flu�gleihungen zeitweilig aufgehoben und dadurh die Wehselwirkungen unterdr

�

ukt

werden.

Untersuht man den Fall entarteter Energien im Rahmen einer St

�

orungstheorie, so tre-

ten Singularit

�

aten durh vershwindende Energienenner auf, die dazugeh

�

orenden Wehsel-

wirkungen k

�

onnen niht eliminiert werden. Auh f

�

ur fast entartete Energien ist eine

st

�

orungstheoretishe Behandlung der Wehselwirkungen niht m

�

oglih.
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Durh die Berehnung der Kommutatoren treten auh Wehselwirkungen auf, die im ur-

spr

�

unglihen System niht vorhanden waren. Die Flu�gleihungen sind niht mehr geshlos-

sen, sondern erzeugen neue Matrixelemente mit dazugeh

�

origen Di�erentialgleihungen.

Eine M

�

oglihkeit die Gleihungen zu shlie�en besteht darin, im Rahmen einer st

�

orungs-

theoretishen Betrahtung eine Abbruhbedingung einzuf

�

uhren und die h

�

oheren Wehsel-

wirkungen zu vernahl

�

assigen.

Das Konzept der Aufteilung des Hamiltonoperators in Diagonal- und Au�erdiagonalteil

l

�

a�t sih einfah f

�

ur Systeme mit Temperatur T = 0 anwenden. In diesem Fall wird in

einem Vielteilhensystem die Anzahl der Quasiteilhen, d.h. die Teilhen oberhalb und

die L

�

oher unterhalb der Fermikante, gez

�

ahlt. Alle Wehselwirkungen, die die Anzahl der

Quasiteilhen erhalten, werden als diagonal angesehen. Wehselwirkungen, die die Anzahl

der Quasiteilhen ver

�

andern, sind damit nihtdiagonal und sollen eliminiert werden.

F

�

ur Systeme mit endliher Temperatur T 6= 0 ergeben sih Shwierigkeiten bei der De�ni-

tion der Quasiteilhen, da die Fermikante keine sharfe Abgrenzung mehr bedeutet. Daher

wird f

�

ur diese Systeme eine andere Wahl des Generators bzw. eine andere De�nition des

Diagonalteils des Hamiltonoperators ben

�

otigt.

2.2 Wahl des Generator bei endliher Temperatur

Bei endliher Temperatur kann der Generator durh Anwendung der Gradientenmethode

[15℄ bestimmt werden. Hierzu wird eine quadratishe Form des Hamiltonoperators

G(H) =

1

2

X

g

ij;kl

H

ji

H

lk

(2.10)

eingef

�

uhrt. Im folgenden wird diese Form G(H) so bestimmt, da� sie unter Anwendung der

Flu�gleihungen f

�

ur l!1 ein Minimum erreiht. Ohne Beshr

�

ankung der Allgemeinheit

wird

g

ij;kl

= g

kl;ij

(2.11)

vorausgesetzt. Aus der Bedingung, da� G reell sein soll und der Hamiltonoperator hermi-

tesh ist, ergibt sih

g

ij;kl

= g

�

ji;lk

: (2.12)

Wendet man die Methode der Flu�gleihungen auf G an, so erh

�

alt man die Di�erential-

gleihung

dG

dl

=

X

g

ij;kl

(�

jm

H

mi

�H

jm

�

mi

)H

lk

=

X

�

ji

(g

mj;kl

H

im

H

lk

� g

im;kl

H

mj

H

lk

) (2.13)

Um das Minimum f

�

ur G zu erreihen, mu� dG=dl (semi-)negativ sein. Daher wird der

Generator

�

ji

= � (g

mj;kl

H

im

H

lk

� g

im;kl

H

mj

H

lk

)

�

= �g

jm;lk

H

mi

H

kl

+ g

mi;lk

H

jm

H

kl

(2.14)
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gew

�

ahlt. Mit der neuen De�nition der nihtdiagonalen Beitr

�

age zum Hamiltonoperator

H

r

ji

= g

ji;lk

H

kl

(2.15)

erh

�

alt man wieder Gleihung (2.9) zur Bestimmung des Generators.

W

�

ahrend bislang der Au�erdiagonalteil des Hamiltonoperators durh die Niht-Erhaltung

der Anzahl der Quasiteilhen de�niert war, wird bei der Gradientenmethode der Au�er-

diagonalteil durh die Wahl von g bestimmt. F

�

ur die Beitr

�

age, die erhalten bleiben sollen,

vershwinden die Eigenwerte von g. Um zu gew

�

ahrleisten, da� G unter dem Flu� abnimmt,

m

�

ussen die

�

ubrigen Eigenwerte positiv sein. Dies wird durh die Wahl einer quadratishen

Form f

�

ur g erreiht. Hierzu ist die Bildung des Doppelkommutators des Hamiltonoperators

mit dem hermiteshen Operator v geeignet

H

r

= [v; [v;H℄℄ : (2.16)

Dadurh werden alle Beitr

�

age als diagonal angesetzt, die mit dem Operator v kommutieren.

Um sih die Wirkung von v besser vorstellen zu k

�

onnen, betrahtet man z.B. f

�

ur v den

Operator der Quasiteilhenanzahl. Wenn in dem Hamiltonoperator das Matrixelement

H

ij

die Zust

�

ande mit v

i

und v

j

Quasiteilhen verbindet, dann ist H

r

ij

= (v

i

� v

j

)

2

H

ij

der

Beitrag im Au�erdiagonalteil. F

�

ur die Matrix g ergibt sih in

�

Ubereinstimmung mit den

Bedingungen (2.11-2.12)

g

ji;lk

= (v

2

)

jk

Æ

li

� 2v

jk

v

li

+ Æ

jk

(v

2

)

li

: (2.17)

In H

r

treten demnah nur Terme auf, in denen durh die Wehselwirkung die Anzahl

der Quasiteilhen ver

�

andert wird. F

�

ur diese Wahl des Operators v entspriht die Metho-

de der in Abshnitt (2.1) gemahten De�nition von Diagonal- und Au�erdiagonalteil f

�

ur

T = 0. Dies stellt nur eine m

�

oglihe Wahl des Operators v dar, es gibt jedoh noh weitere

M

�

oglihkeiten, die f

�

ur endlihe Temperaturen angewendet werden k

�

onnen.

Um ein System bei endlihen Temperaturen zu beshreiben, mu� beahtet werden, da�

hier die Fermikante keine sharfe Linie ist. Dadurh versagt das Konzept der Erhaltung der

Anzahl der Quasiteilhen. Hier ist es sinnvoll, fermionishe Erzeugungs- und Vernihtungs-

operatoren zur Beshreibung des Systems zu benutzen. Dann wird anstelle des Operators

der Quasiteilhenanzahl eine Summe von Einteilhenoperatoren f

�

ur v verwendet

v =

X

v

k



y

k



k

: (2.18)

Nah Einf

�

uhrung der Eliminationsfunktion

r

k

1

k

2

:::q

1

q

2

:::

= (v

k

1

+ v

k

2

+ : : : � v

q

1

� v

q

2

� : : :)

2

; (2.19)

wobei die Impulse k

1

; k

2

; : : : zu Erzeugungsoperatoren und q

1

; q

2

; : : : zu Vernihtungsope-

ratoren geh

�

oren, erh

�

alt man die au�erdiagonalen Beitr

�

age zum Hamiltonoperator

H

r

k

1

k

2

:::q

1

q

2

:::

= r

k

1

k

2

:::q

1

q

2

:::

H

k

1

k

2

:::q

1

q

2

:::

: (2.20)
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Die Eliminationsfunktion vershwindet f

�

ur diagonale Beitr

�

age. Je mehr ein Beitrag als

nihtdiagonal angesehen wird, um so gr

�

o�er ist die Eliminationsfunktion f

�

ur diesen.

W

�

ahrend bei der Aufteilung zwishen Diagonal- und Nihtdiagonalteil bei T = 0 die

Eliminationsfunktion nur die Werte r = 0 (diagonal) und r = 1 (nihtdiagonal) annehmen

kann, �ndet hier ein kontinuierliher

�

Ubergang statt. Die Gr

�

o�e der Eliminationsfunktion

ist ein Indikator f

�

ur die Dringlihkeit der Entfernung dieser Beitr

�

age. Daher wird mit

diesem Verfahren auh eine Reihenfolge eingef

�

uhrt, in der die nihtdiagonalen Beitr

�

age

transformiert werden. Briht man allerdings die Flu�gleihungen durh eine st

�

orungstheo-

retishe Betrahtung in niedriger Ordnung ab, so wird durh die gemahten N

�

aherungen

die Reihenfolge der Transformation teilweise aufgehoben.

Es kann notwendig sein, anstatt der v

k

f

�

ur die Operatoren mehrere KoeÆzienten v

�

k

ein-

zuf

�

uhren, um alle Bedingungen an die Eliminationsfunktion zur De�nition von H

d

und

H

r

erf

�

ullen zu k

�

onnen. Dann erh

�

alt man den den Nihtdiagonalteil des Hamiltonoperators

durh

H

r

=

X

�

[v

�

; [v

�

;H℄℄ (2.21)

mit

v

�

=

X

k

v

�

k



y

k



k

: (2.22)

Die Eliminationsfunktion bekommt die Form

r

k

1

k

2

:::q

1

q

2

:::

=

X

�

(v

�

k

1

+ v

�

k

2

+ : : :� v

�

q

1

� v

�

q

2

� : : :)

2

: (2.23)

Wenn man f

�

ur die Beitr

�

age zum Operator v

�

k

die Funktionen

v

�

k

= (1� p

2

)

1=4

p

�=2

H

�

(k=k

0

)

2

�=2

p

�!

exp

�

�pk

2

=((1 + p)k

2

0

)

�

(2.24)

mit den Hermite-Polynomen H

�

(x) w

�

ahlt, wobei in d Dimensionen Produkte von d Funk-

tionen ben

�

otigt werden

v

�

1

:::�

d

k

= v

�

1

k

1

: : : v

�

d

k

d

; (2.25)

so erh

�

alt man f

�

ur die Eliminationsfunktion

r

k

1

k

2

:::q

1

q

2

:::

=

X

i;j

r(k

i

; k

j

)� 2

X

i;j

r(k

i

; q

j

) +

X

i;j

r(q

i

; q

j

) (2.26)

r(k; k

0

) = exp

�

�

p

1� p

2

(k � k

0

)

2

=k

2

0

�

(2.27)

mit den Parametern p und k

0

, die je nah Fragestellung geeignet gew

�

ahlt werden.
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Die so bestimmte Eliminationsfunktion hat die folgenden Eigenshaften:

� Wenn zwei Impulse k eines Erzeugers und q eines Vernihters gleih sind, ist der Bei-

trag Null und r ver

�

andert sih niht durh die Entfernung dieser beiden Operatoren.

Daraus folgt, da� die Eliminationsfunktion vershwindet, wenn alle Impulse k und q

paarweise identish sind. D.h. die Multiplikation eines Terms mit dem Besetzungs-

zahloperator 

y

k



k

ver

�

andert r niht, besteht ein Matrixelement ausshlie�lih aus

vershiedenen Besetzungszahloperatoren, so vershwindet r und dieses Matrixele-

ment bleibt erhalten.

� Wenn f

�

ur alle Impulse k�k

0

>> k

0

in (2.27) gilt, so tragen in (2.26) nur die Beitr

�

age

mit i = j bei. Die Eliminationsfunktion ist n

�

aherungsweise gegeben durh die Summe

der Anzahl der Erzeuger und Vernihter.

� Wenn die Anzahl der Erzeuger und Vernihter vershieden ist, ist der Faktor r f

�

ur

ann

�

ahernd gleihe Impulse das Quadrat der Di�erenz der Anzahl an Erzeugern und

Vernihtern.

� Aus der allgemeinen De�nition der Eliminationsfunktion in (2.19) ergeben sih au-

�erdem die Symmetrierelationen f

�

ur die Vertaushung der Indies

r

k

1

k

2

q

1

q

2

= r

k

2

k

1

q

1

q

2

= r

k

1

k

2

q

2

q

1

= r

q

1

q

2

k

1

k

2

: (2.28)

Im Verlauf dieser Arbeit sind supraleitende und antiferromagnetishe Zust

�

ande von In-

teresse. Daher mu� sihergestellt werden, da� die f

�

ur die Supraleitung verantwortlihen

Paare von Erzeugungs- bzw. Vernihtungsoperatoren mit vershwindendem Gesamtimpuls



y

k



y

�k

bzw. 

q



�q

erhalten bleiben. Dies kann erreiht werden, indem die Summation in

(2.23) nur

�

uber ungerade � durhgef

�

uhrt wird. In d Dimensionen werden nur Beitr

�

age

ber

�

uksihtigt, in denen �

1

+ : : : + �

d

ungerade ist. Da die Hermite-Polynome f

�

ur gerade

bzw. ungerade � gerade bzw. ungerade Funktionen in k sind, gilt f

�

ur v

k

v

�

k

= �v

�

�k

� ungerade: (2.29)

Durh diese weitere Vorgabe f

�

ur die Eliminationsfunktion ver

�

andert sih (2.27) in

r(k; k

0

) =

1

2

�

exp

�

�

p

1� p

2

(k � k

0

)

2

=k

2

0

�

� exp

�

�

p

1� p

2

(k + k

0

)

2

=k

2

0

��

(2.30)

Um Antiferromagnetismus untersuhen zu k

�

onnen, m

�

ussen die Terme der Form 

y

k



k+q

0

mit q

0

= (�; �) erhalten bleiben. Dies wird erreiht durh die Bedingung

v

�

k

= v

�

k+q

0

: (2.31)

Durh diese Bedingungen an die Eliminationsfunktion bleibt diese zus

�

atzlih auh bei

Multiplikation mit Termen der Form 

y

k



y

�k

bzw. 

q



�q

und 

y

k



k+q

o

unver

�

andert. Besteht

ein Matrixelement nur aus o.g. Beitr

�

agen oder Einteilhenoperatoren, so ist es erhalten.
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Insgesamt sind durh die Einf

�

uhrung der Bedingungen (2.29) und (2.31) die Teilhen-

Teilhen-Kan

�

ale und die Teilhen-Loh-Kan

�

ale sowohl mit vershwindendem Gesamtim-

puls als auh mit Impuls q

0

= (�; �) erhalten. F

�

ur diese Wehselwirkungskan

�

ale werden im

Hubbardmodell die freien Energien berehnet und die Stabilit

�

at des Systems untersuht.

2.3 Flu�gleihungen in 2. Ordnung St

�

orungstheorie

Wendet man die Methode der Flu�gleihungen auf einen beliebigen Hamiltonoperator an,

so ist niht zu erwarten, da� sih geshlossene Gleihungen ergeben. Durh die Berehnung

der Kommutatoren treten in der Regel h

�

ohere Wehselwirkungen auf, die im Anfangs-

hamiltonoperator niht vorhanden sind.

In diesem Abshnitt werden die Flu�gleihungen f

�

ur einen Hamiltonoperator mit Einteil-

henenergien H

1

und Zweiteilhenwehselwirkungen H

2

bis zur 2. Ordnung St

�

orungstheo-

rie berehnet.

Der Hamiltonoperator wird mit den normalgeordneten Operatoren

N

kq

=

1

2

X

s



y

ks



qs

(2.32)

N

kq

= Æ

k;q

n

k

+ : N

kq

: (2.33)

beshrieben. Hierbei sind 

y

ks

und 

ks

die Erzeugungs- und Vernihtungsoperatoren f

�

ur

Fermionen mit Impuls k = (k

x

; k

y

) und Spin s 2 f"; #g, n

k

ist die Grundzustands-

besetzungszahl des freien Systems.

Der Hamiltonoperator erh

�

alt die Form

H = H

1

+H

2

(2.34)

H

1

= 2

X

k

�

k

: N

kk

: (2.35)

H

2

=

2

N

X

k

1

k

2

q

1

q

2

V

k

1

k

2

q

1

q

2

: N

k

1

q

1

N

k

2

q

2

: ; (2.36)

wobei �

k

die Energie eines nihtwehselwirkenden Teilhen mit Impuls k und V

k

1

k

2

q

1

q

2

die Zweiteilhenwehselwirkung sind. Dabei werden sowohl Energie als auh Zweiteilhen-

wehselwirkung als unabh

�

angig vom Spin s angenommen. N ist das Volumen bzw. die

Anzahl der Gitterpl

�

atze in der 1. Brillouinzone.

Die Berehnung der Flu�gleihungen kann in vershiedene Teile gegliedert werden.

dH(l)

dl

= [�(l);H(l)℄

= [[H

1

(l) +H

2

(l);H

r

2

(l)℄;H

1

(l) +H

2

(l)℄ (2.37)
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Im folgenden werden die Beitr

�

age zu den Flu�gleihungen f

�

ur die Einteilhenenergien und

Zweiteilhenwehselwirkungen nah Potenzen der Wehselwirkungsst

�

arke V angeordnet.

Um die Flu�gleihungen zu berehnen, ist es zun

�

ahst notwendig, den Generator der Trans-

formation

�(l) = [H(l);H

r

(l)℄

= [H

1

(l);H

r

2

(l)℄ + [H

2

(l);H

r

2

(l)℄ (2.38)

zu ermitteln. Zur Berehnung der Kommutatoren verwendet man die Gleihungen (A.4)

und (A.6). Bei der Berehnung des Kommutators zwishen den Zweiteilhenwehsel-

wirkungen f

�

allt auf, da� aufgrund der Symmetrie (2.28) die Eliminationsfunktion in allen

Einteilhenbeitr

�

agen gleih ist und sih diese Beitr

�

age gegenseitig aufheben. F

�

ur den Ge-

nerator treten nur Beitr

�

age im Zweiteilhenkanal auf. Dies stimmt mit dem Ansatz eines

antihermiteshen Operators f

�

ur �

�

uberein.

�(l) = [H

1

;H

r

2

℄ + [H

2

;H

r

2

℄

=

2

N

X

k

1

k

2

q

1

q

2

(V r��)

k

1

k

2

q

1

q

2

: N

k

1

q

1

N

k

2

q

2

:

+

2

N

2

X

k

1

k

2

q

1

q

2

X

k

3

q

3

: N

k

1

q

1

N

k

2

q

2

:

�

�

2(n

k

3

� n

q

3

)(V

k

3

k

1

q

3

q

1

(V r)

q

3

k

2

k

3

q

2

� V

q

3

k

2

k

3

q

2

(V r)

k

3

k

1

q

3

q

1

)

�(n

k

3

� n

q

3

)(V

k

3

k

1

q

3

q

1

(V r)

q

3

k

2

q

2

k

3

� V

q

3

k

2

q

2

k

3

(V r)

k

3

k

1

q

3

q

1

)

�(n

k

3

� n

q

3

)(V

k

1

k

3

q

3

q

1

(V r)

q

3

k

2

k

3

q

2

� V

q

3

k

2

k

3

q

2

(V r)

k

1

k

3

q

3

q

1

)

+(1� n

k

3

� n

q

3

)(V

k

1

k

2

k

3

q

3

(V r)

k

3

q

3

q

1

q

2

� V

k

3

q

1

q

1

q

2

(V r)

k

1

k

1

k

3

q

3

)

�(n

k

3

� n

q

3

)(V

k

3

k

1

q

2

q

3

(V r)

k

2

q

3

k

3

q

1

� V

k

2

q

3

k

3

q

1

(V r)

k

3

k

1

q

2

q

3

)

�

(2.39)

=

X

k

1

k

2

q

1

q

2

(�

(1)

k

1

k

2

q

1

q

2

+ �

(2)

k

1

k

2

q

1

q

2

) : N

k

1

q

1

N

k

2

q

2

: (2.40)

mit der Energiedi�erenz

(��)

k

1

k

2

q

1

q

2

= �

k

1

+ �

k

2

� �

q

1

� �

q

2

: (2.41)

Die Aufteilung ist so gew

�

ahlt worden, da� �

(1)

Beitr

�

age zur Ordnung V enth

�

alt, �

(2)

zur

Ordnung V

2

.

Nun folgt die Berehnung der Kommutatoren f

�

ur die Flu�gleihungen

dH(l)

dl

= [�(l);H(l)℄

= [�

(1)

(l) + �

(2)

(l);H

1

(l)℄ + [�

(1)

(l) + �

(2)

(l);H

2

(l)℄ : (2.42)
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Dabei ist der Term [�

(2)

;H

2

℄ von dritter Ordnung in der Wehselwirkung und wird im

folgenden niht mehr ber

�

uksihtigt.

Die Flu�gleihungen f

�

ur die Beitr

�

age zur Einteilhenenergie bis zur Ordnung V

2

lauten

d�

k

(l)

dl

=

1

N

X

k

2

k

3

k

4

(n

k

2

(1� n

k

3

� n

k

4

) + n

k

3

n

k

4

)

�

�

(�

(1)

k

2

kk

3

k

4

V

k

3

k

4

k

2

k

� �

(1)

k

3

k

4

k

2

k

V

k

2

kk

3

k

4

)

�

1

2

(�

(1)

k

2

kk

3

k

4

V

k

4

k

3

k

2

k

� �

(1)

k

4

k

3

k

2

k

V

k

2

kk

3

k

4

)

�

: (2.43)

In erster Ordnung in der Wehselwirkungsst

�

arke V treten keine Ver

�

anderungen der Ein-

teilhenenergien auf. Erst die Beitr

�

age zweiter Ordnung in V modi�zieren die Einteil-

henenergien �

(2)

k

. Da jedoh die Flu�gleihungen f

�

ur die Zweiteilhenwehselwirkungen

ebenfalls nur bis zur Ordnung V

2

betrahtet werden, erfolgt keine R

�

ukkopplung durh

�

(2)

k

. Von einer genaueren Untersuhung der Einteilhenenergien wird im Rahmen dieser

Arbeit abgesehen.

Die Flu�gleihungen f

�

ur die Zweiteilhenwehselwirkungen bis zu zweiter Ordnung in V

sind

dV

k

1

k

2

q

1

q

2

(l)

dl

= �(V r(��)

2

)

k

1

k

2

q

1

q

2

+

1

N

X

k

3

q

3

�

�

2(n

k

3

� n

q

3

)((V r��)

k

3

k

1

q

3

q

1

V

q

3

k

2

k

3

q

2

� (V r��)

q

3

k

2

k

3

q

2

V

k

3

k

1

q

3

q

1

)

�(n

k

3

� n

q

3

)((V r��)

k

3

k

1

q

3

q

1

V

q

3

k

2

q

2

k

3

� (V r��)

q

3

k

2

q

2

k

3

V

k

3

k

1

q

3

q

1

)

�(n

k

3

� n

q

3

)((V r��)

k

1

k

3

q

3

q

1

V

q

3

k

2

k

3

q

2

� (V r��)

q

3

k

2

k

3

q

2

V

k

1

k

3

q

3

q

1

)

+(1� n

k

3

� n

q

3

)((V r��)

k

1

k

2

k

3

q

3

V

k

3

q

3

q

1

q

2

� (V r��)

k

3

q

1

q

1

q

2

V

k

1

k

1

k

3

q

3

)

�(n

k

3

� n

q

3

)((V r��)

k

3

k

1

q

2

q

3

V

k

2

q

3

k

3

q

1

� (V r��)

k

2

q

3

k

3

q

1

V

k

3

k

1

q

2

q

3

)

�

�(�

(2)

��)

k

1

k

2

q

1

q

2

(2.44)

= �(V r(��)

2

)

k

1

k

2

q

1

q

2

+

1

N

X

k

3

q

3

�

2(n

k

3

� n

q

3

)f(k

3

; k

1

; q

3

; q

1

; q

3

; k

2

; k

3

; q

2

; l)

�(n

k

3

� n

q

3

)f(k

3

; k

1

; q

3

; q

1

; q

3

; k

2

; q

2

; k

3

; l)

�(n

k

3

� n

q

3

)f(k

1

; k

3

; q

3

; q

1

; q

3

; k

2

; k

3

; q

2

; l)

+(1� n

k

3

� n

q

3

)f(k

1

; k

2

; k

3

; q

3

; k

3

; q

3

; q

1

; q

2

; l)

�(n

k

3

� n

q

3

)f(k

3

; k

1

; q

2

; q

3

; k

2

; q

3

; k

3

; q

1

; l)

�

(2.45)
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mit

f(fag; fbg; l) = V (fag; l)V (fbg; l)

� (r(fag) (2��(fag) + ��(fbg)) � r(fbg) (2��(fbg) + ��(fag))) (2.46)

Dabei ist zu beahten, da� f

�

ur alle Impulskon�gurationen fag und fbg, die in (2.45) vor-

kommen,

��(fag) + ��(fbg) = (��)

k

1

k

2

q

1

q

2

(2.47)

gilt und mit dieser Relation der Beitrag �

(2)

�� aufgespalten werden kann und in der

Funktion f enthalten ist.

Betrahtet man die

�

Anderung der Zweiteilhenwehselwirkung in 1. Ordnung in V , so

erh

�

alt man die L

�

osung

V

(1)

k

1

k

2

q

1

q

2

(l) = V (0)

k

1

k

2

q

1

q

2

exp

�

�l(r(��)

2

)

k

1

k

2

q

1

q

2

�

: (2.48)

V

(1)

nimmt abh

�

angig von der Eliminationsfunktion und der Energiedi�erenz exponentiell

ab mit wahsendem Flu�parameter l.

Nun setzt man die erhaltene L

�

osung der 1. Ordnung in die Flu�gleihungen ein. Betrahtet

werden die Terme, die erhalten bleiben sollen, d.h. f

�

ur die die Bedingung r

k

1

k

2

q

1

q

2

= 0 gilt.

Mit dieser zus

�

atzlihen Bedingung kann die Integration

�

uber den Flu�parameter l durh-

gef

�

uhrt werden, somit erh

�

alt man

V

(2)

k

1

k

2

q

1

q

2

(1) =

1

N

X

k

3

q

3

�

2(n

k

3

� n

q

3

)F (k

3

; k

1

; q

3

; q

1

; q

3

; k

2

; k

3

; q

2

; l)

�(n

k

3

� n

q

3

)F (k

3

; k

1

; q

3

; q

1

; q

3

; k

2

; q

2

; k

3

; l)

�(n

k

3

� n

q

3

)F (k

1

; k

3

; q

3

; q

1

; q

3

; k

2

; k

3

; q

2

; l)

+(1� n

k

3

� n

q

3

)F (k

1

; k

2

; k

3

; q

3

; k

3

; q

3

; q

1

; q

2

; l)

�(n

k

3

� n

q

3

)F (k

3

; k

1

; q

2

; q

3

; k

2

; q

3

; k

3

; q

1

; l)

�

(2.49)

mit

F (fag; fbg; l) = V (fag; l)V (fbg; l)

�

r(fag) (2��(fag) + ��(fbg)) � r(fbg) (2��(fbg) + ��(fag))

r(fag)��(fag)

2

+ r(fbg)��(fbg)

2

:(2.50)

Als Anfangsbedingung f

�

ur die Wehselwirkung wird

V (0)

k

1

k

2

q

1

q

2

= UÆ

k

1

+k

2

;q

1

+q

2

(2.51)

gesetzt.
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Mit den Symmetrierelationen (2.28) f

�

ur r und den entsprehenden

�

Uberlegungen zur Ener-

giedi�erenz ��

(��)

k

1

k

2

q

1

q

2

= (��)

k

2

k

1

q

1

q

2

= (��)

k

1

k

2

q

2

q

1

= �(��)

q

1

q

2

k

1

k

2

(2.52)

gen

�

ugt die Funktion F folgenden Bedingungen

F (a

1

; a

2

; a

3

; a

4

; fbg; l) = F (a

2

; a

1

; a

3

; a

4

; fbg; l) = F (a

1

; a

2

; a

4

; a

3

; fbg; l) (2.53)

F (fag; b

1

; b

2

; b

3

; b

4

; l) = F (fag; b

2

; b

1

; b

3

; b

4

; l) = F (fag; b

2

; b

1

; b

3

; b

4

; l) : (2.54)

Damit heben sih die ersten drei Terme in (2.49) weg und es bleibt

V

(2)

k

1

k

2

q

1

q

2

(1) =

1

N

X

k

3

q

3

�

(1� n

k

3

� n

q

3

)F (k

1

; k

2

; k

3

; q

3

; k

3

; q

3

; q

1

; q

2

; l)

�(n

k

3

� n

q

3

)F (k

3

; k

1

; q

2

; q

3

; k

2

; q

3

; k

3

; q

1

; l)

�

: (2.55)

Betrahtet man nur Beitr

�

age mit r

k

1

k

2

q

1

q

2

= 0, so gilt f

�

ur die Eliminationsfunktion in

(2.55)

r(fag) = r(fbg) : (2.56)

Hieraus folgt, da� sih die Eliminationsfunktion herausk

�

urzt und die explizite Form der

Funktion niht in die Berehnungen einie�t. Dies shlie�t die Abh

�

angigkeit von einer

willk

�

urlih gew

�

ahlten Eliminationsfunktion aus. In die Berehnungen sind lediglih die

beiden Bedingungen an die Eliminationsfunktion (2.29) und (2.31) eingegangen, die daf

�

ur

sorgen, da� die f

�

ur die Supraleitung und den Antiferromagnetismus relevanten Terme

erhalten bleiben.

Die Gleihung f

�

ur die Funktion F vereinfaht sih unter Ber

�

uksihtigung von (2.56) zu

F (fag; fbg; l) = V (fag; l)V (fbg; l)

��(fag)���(fbg)

��(fag)

2

+��(fbg)

2

: (2.57)

Damit erh

�

alt die e�ektive Wehselwirkung f

�

ur die Terme mit r

k

1

k

2

q

1

q

2

= 0 die Form

V

(2)

k

1

k

2

q

1

q

2

(1) =

1

N

U

2

X

k

3

q

3

 

(1� n

k

3

� n

q

3

)Æ

k

1

+k

2

;k

3

+q

3

�

(��)

k

1

k

2

k

3

q

3

� (��)

k

3

q

3

q

1

q

2

(��)

2

k

1

k

2

k

3

q

3

+ (��)

2

k

3

q

3

q

1

q

2

�(n

k

3

� n

q

3

)Æ

k

3

+k

1

;q

2

+q

3

�

(��)

k

3

k

1

q

2

q

3

� (��)

k

2

q

3

k

3

q

1

(��)

2

k

2

q

3

k

3

q

1

+ (��)

2

k

3

k

1

q

2

q

3

!

: (2.58)

Nah der Erweiterung der Flu�gleihungen f

�

ur endlihe Temperaturen und Kalkulation bis

zur 2. Ordnung St

�

orungstheorie erh

�

alt man mit (2.58) eine Gleihung f

�

ur die als diagno-

al angesetzten Zweiteilhenwehselwirkungen. Nah der Einf

�

uhrung des Hubbardmodells
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wird diese Gleihung in den vershiedenen betrahteten Wehselwirkungskan

�

alen ausge-

wertet.

Vorher sind noh die freien Parameter Energie und Wehselwirkungsst

�

arke zu bestimmen.

Sie werden im n

�

ahsten Kapitel mit den Parametern des Hubbardmodells verkn

�

upft.



Kapitel 3

Das Hubbardmodell

Das Hubbardmodell beshreibt ein stark wehselwirkendes Elektronensystem. Zun

�

ahst

wird das Hubbardmodell eingef

�

uhrt und sein Verhalten in vershiedenen Bereihen des

Phasendiagramms beshrieben. Durh eine Transformation in den Impulsraum werden die

Parameter des Hubbardmodells mit der e�ektiven Wehselwirkung verbunden.

3.1 Einf

�

uhrung des Hubbardmodells

Das Hubbardmodell wurde 1963 unabh

�

angig voneinander von Hubbard [9℄, Gutzwiller

[10℄ und Kanamori [11℄ vorgeshlagen. F

�

ur die Einf

�

uhrung des Hubbardmodells wurden

im wesentlihen drei Annahmen getro�en:

� Das Modell wird in einem streng periodishen Gitter betrahtet. Die kinetishe Ener-

gie der Elektronen, also die Bandstruktur, wird dadurh beshrieben, da� die Elek-

tronen von einem Gitterplatz auf einen anderen h

�

upfen k

�

onnen. In dieser Arbeit

wird das Ein-Band-Hubbardmodell untersuht, die Zust

�

ande der anderen B

�

ander

werden vernahl

�

assigt. Wenn die Bandstruktur der Energieb

�

ander derart ist, da�

die Fermi

�

ahe nur ein Energieband shneidet, kann dieses Modell somit die niedrig

liegenden Anregungen beshreiben.

� Die langreihweitige Coulombwehselwirkung wird durh eine kurzreihweitige

Elektron-Elektron-Wehselwirkung ersetzt, die nur dann wirkt, wenn beide Elek-

tronen denselben Gitterplatz besetzen. Dies kann dadurh motiviert werden, da� die

Coulombwehselwirkungen durh die

�

ubrigen Elektronen des Gitters, die in demsel-

ben Energieband liegen, abgeshirmt wird.

� Die Wehselwirkung der Elektronen mit den Phononen wird vernahl

�

assigt, d.h. der

E�ekt der Gittershwingungen bleibt au�er Aht.

19
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Dadurh ist zu erwarten, da� mit Hilfe des Hubbardmodells die Ph

�

anomene, die auf

einer kurzreihweitigen Elektron-Elektron-Wehselwirkung und der Gitterstruktur des

Festk

�

orpers beruhen, beshrieben werden k

�

onnen. Shon 1963 wurde es zur Beshreibung

von

�

Ubergangsmetallen, des Metall-Isolator-

�

Ubergangs und des Ferromagnetismus ver-

wendet. Neben dem Ferromagnetismus zeigt das Hubbardmodell Antiferromagnetismus,

Ferrimagnetismus und Paramagnetismus. Seit der Entdekung der Hohtemperatursupra-

leitung wird es auh zur Erkl

�

arung der Eigenshaften dieser Materialien in den nihtsupra-

leitenden Phasen herangezogen, au�erdem beinhaltet es auh d-Wellen-Supraleitung.

Das zweidimensionale Hubbardmodell besitzt in Ortsdarstellung den Hamiltonoperator

H =

X

i;j

X

s

t

ij



y

is



js

+ U

0

X

j

n

j"

n

j#

: (3.1)



y

is

and 

is

sind die Erzeugungs- und Vernihtungsoperatoren f

�

ur Fermionen mit Spinpro-

jektion s 2 f"; #g auf dem Gitterplatz i. n

j"

ist die Besetzungszahl des Gitterplatzes j mit

Spin ". Das Hubbardmodell enth

�

alt die H

�

upfamplitude

t

ij

=

8

>

<

>

:

�t i; j n

�

ahste Nahbarn

�t

0

i; j

�

ubern

�

ahste Nahbarn

0 sonst

(3.2)

und die repulsive Wehselwirkung U

0

> 0. U

0

entspriht der Coulombwehselwirkung

zweier Elektronen auf demselben Gitterplatz, durh diesen Term wird die doppelte Beset-

zung der Gitterpl

�

atze unterdr

�

ukt.

Auf den ersten Blik ersheinen im Hubbardmodell nur die H

�

upfamplituden t und t

0

sowie

die Coulombabsto�ung U

0

als freie Parameter. Diese sind niht unabh

�

angig voneinander,

vielmehr h

�

angt das Modell nur von den Quotienten t

0

=t und U

0

=t ab. Dennoh sind weitere

Parameter f

�

ur die Eigenshaften entsheidend, zum einen die Elektronendihte oder das

hemishe Potential, zum anderen die Struktur des Gitters, auf dem das Modell betrahtet

wird.

Aufgrund von Untersuhungen mit vershiedenen Methoden ist

�

uber das Phasendiagramm

des Hubbardmodells auf dem Quadratgitter folgendes bekannt:

Bei gen

�

ugend starker Wehselwirkung kann man zeigen, da� im Hubbardmodell bei halber

F

�

ullung bei jedem Atom ein Elektron lokalisiert ist. In diesem Zustand, in dem jeder Gitter-

platz einfah besetzt ist, sind virtuelle H

�

upfprozesse m

�

oglih, deren Energiegewinn von der

Gr

�

o�enordnung t

2

=U

0

ist. Allerdings ist dieses H

�

upfen aufgrund des Fermiprinzips lediglih

dann m

�

oglih, wenn die Elektronen auf benahbarten Gitterpl

�

atzen entgegengesetzten Spin

besitzen. Das bedeutet, die Energieabsenkung durh virtuelle H

�

upfprozesse erh

�

alt man nur

f

�

ur eine antiferromagnetishe Ordnung, das Hubbardmodell ist im N�eelzustand.

Entfernt man sih von der halben F

�

ullung, so wird der antiferromagnetishe Grundzustand

durh die Bewegung der L

�

oher und Elektronen destabilisiert. Durh die kurzreihweitige
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repulsive Coulombwehselwirkung kann Supraleitung entstehen, man nennt dieses Ph

�

ano-

men Kohn-Luttinger-Instabilit

�

at. Diese Supraleitung tritt allerdings niht wie im Fall

der BCS-Theorie mit einem isotropen Ordnungsparameter auf. Bei der Kohn-Luttinger-

Instabilit

�

at besitzt der Ordnungsparameter eine Symmetrie, die einem h

�

oheren Drehim-

puls entspriht. Salapino [12℄ gibt einen

�

Uberblik

�

uber die d-Wellen-Supraleitung. Ein

Beispiel f

�

ur die Untersuhung der Supraleitung mit Hilfe des Hubbardmodells ist die Re-

normalizierungsgruppenanalyse von Halboth und Metzner [13℄, mit dieser Methode kann

au�erdem eine Pomeranhuk-Instabilit

�

at nahgewiesen werden, die f

�

ur den Phasen

�

uber-

gang vom orthorhombishen zum tetragonalen System verantwortlih ist [14℄.

Das Phasendiagramm des Hubbardmodells spiegelt demnah die wesentlihen experi-

mentell ermittelten Merkmale der Hohtemperatursupraleiter wieder. Daher wird dieses

Modell mit Hilfe der Methode der Flu�gleihungen betrahtet und die erhaltenen Resultate

mit den bereits bekannten Ergebnissen verglihen.

F

�

ur weitere Berehnungen ist eine Transformation von der Wannierdarstellung in die

Blohdarstellung erforderlih, um einen Hamiltonoperator der Form (2.34-2.36) zu er-

halten.

H = 2

X

k

�

k

: N

kk

:

+

2

N

X

k

1

k

2

q

1

q

2

V

k

1

k

2

q

1

q

2

: N

k

1

q

1

N

k

2

q

2

: (3.3)

Die Energie eines nihtwehselwirkenden Teilhens ist

�

uber die Dispersionsrelation mit der

H

�

upfamplitude verbunden.

�

k

= �2t(os k

x

+ os k

y

)� 4t

0

(os k

x

os k

y

) (3.4)

Die Dispersionsrelation besitzt Sattelpunkte f

�

ur k = (0; �) und k = (�; 0). Diese f

�

uhren

zu van-Hove-Singularit

�

aten in der nihtwehselwirkenden Zustandsdihte f

�

ur die Energie

�

vH

= 4t

0

=t.

F

�

ur die Zweiteilhenwehselwirkung erh

�

alt man durh die Transformation die Relation

V

k

1

k

2

q

1

q

2

=

U

0

N

Æ

k

1

+k

2

;q

1

+q

2

(3.5)

= UÆ

k

1

+k

2

;q

1

+q

2

: (3.6)

Da f

�

ur die auftretenden Ph

�

anomene die Anregungen nahe der Fermienergie relevant sind,

ist es sinnvoll, die aus (3.4) resultierende Form der Fermi

�

ahe zu diskutieren. Betrah-

tet man die Fermikante des zweidimensionale Hubbardmodells f

�

ur vershiedene H

�

upf-

amplituden und hemishe Potentiale in Abb. (3.1), so ist erh

�

alt man die folgenden Er-

gebnisse:
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Abbildung 3.1: Fermi

�

ahe des nihtwehselwirkenden Hubbardmodells f

�

ur t

0

=t = 0 mit

den hemishen Potentialen � = f�2; 00;�1; 00; 0; 00; 1; 00; 2; 00g (links) und t

0

=t = �1=6

mit den hemishen Potentialen � = f�2; 67;�1; 67;�0; 67; 0; 33; 1; 33g (rehts).

� F

�

ur die Wehselwirkung nur mit n

�

ahsten Nahbarn t

0

=t = 0 weist das Hubbardmo-

dell f

�

ur � = 0 halbe F

�

ullung auf. Die quadratishe Fermi

�

ahe enth

�

alt die van Hove-

Singularit

�

aten. Zu jedem Elektron auf der Fermikante kann ein passendes Loh mit

geeignetem Impuls zur Bildung eines antiferromagnetishen Teilhen-Loh-Paares

mit Impulstransfer q

0

= (�; �) gefunden werden. Die Kombination von zwei Teilhen

auf der Fermikante zu einem supraleitenden Teilhen-Teilhen-Paar mit vershwin-

dendem Gesamtimpuls ist ebenfalls f

�

ur alle Impulse auf der Fermikante m

�

oglih. Die

beiden Wehselwirkungen konkurrieren f

�

ur diese Wahl der H

�

upfamplitude und des

hemishen Potentials. Aus Experimenten ist bekannt, da� der Antiferromagnetis-

mus in diesem Bereih des Phasendiagramms dominiert.

� Ist f

�

ur t

0

=t = 0 das hemishe Potential vershieden von Null, so weiht das Hubbard-

modell von der halben F

�

ullung ab. Die Fermi

�

ahe ist niht l

�

anger quadratish und

damit nimmt die Anzahl der M

�

oglihkeiten zur Bildung eines antiferromagnetishen

Teilhen-Loh-Paares mit Teilhen auf oder in der N

�

ahe der Fermikante ab. Hingegen

bleibt die Bildung des supraleitenden Teilhen-Teilhen-Paares von der

�

Anderung der

Form der Fermi

�

ahe unber

�

uhrt, da die Symmetrie bez

�

uglih des Ursprungs erhal-

ten bleibt. Je nah Wahl des hemishen Potentials und der damit einhergehenden

Abweihung der Fermi

�

ahe von der quadratishen Form wird aufgrund der Be-

trahtung der Fermi

�

ahe eine Unterdr

�

ukung des Antiferromagnetismus und ein

Auftreten der Supraleitung erwartet.

� Kommt zus

�

atzlih die Wehselwirkung zwishen

�

ubern

�

ahsten Nahbarn t

0

=t 6= 0

dazu, so wird die Fermi

�

ahe vershoben. Ist t

0

=t < 0, so wird die Fermi

�

ahe f

�

ur

� = 0 nah au�en vershoben. F

�

ur das hemishe Potential � = �

vH

= 4t

0

=t enth

�

alt

die Fermi

�

ahe die van Hove-Singularit

�

aten. Die Spiegelungssymmetrie am Ursprung

ist auh bei dieser Form der Fermi

�

ahe erhalten, damit ist es weiterhin m

�

oglih,
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eine gro�e Zahl an M

�

oglihkeiten f

�

ur die Bildung von Teilhen-Teilhen-Paaren auf

der Fermikante mit vershwindendem Gesamtimpuls zu �nden. Die Bildung von

Teilhen-Loh-Paaren mit Impulstransfer q

0

= (�; �) ist dagegen nur f

�

ur wenige

Impulse auf der Fermikante m

�

oglih, der antiferromagnetishe Beitrag ist am gr

�

o�ten

f

�

ur hemishe Potentiale zwishen � = 0 und � = �

vH

.

Durh die Gleihungen (3.4) und (3.5-3.6) werden die Parameter des Hubbardmodells mit

den Anfangsbedingungen der Flu�gleihungen verkn

�

upft. Als freie Parameter bleiben noh

die H

�

upfamplitude t

0

=t, das hemishe Potential � und die Wehselwirkungsst

�

arke U=t.

t

0

=t �

vH

�

0 0 0 [

1

24

℄

1

6

[

1

12

℄

1

2

�

1

6

�

2

3

�1 [

1

3

℄

1

3

; �

vH

�

1

12

; 0�

1

12

�

1

3

�

4

3

�

5

3

[

1

3

℄

1

3

; �

vH

�

1

12

; 0�

1

12

�

5

6

�

10

3

�2 [

1

3

℄

1

3

; �

vH

�

1

12

; 0�

1

12

Tabelle 3.1: Aufstellung der benutzten Werte f

�

ur die H

�

upfamplitude und das hemishe

Potential.

In der vorliegenden Arbeit wird das Hubbardmodell sowohl f

�

ur reine n

�

ahste-Nahbar-

Wehselwirkung als auh f

�

ur

�

Ubern

�

ahste-Nahbar-Wehselwirkung betrahtet (3.1). Zu

jeder H

�

upfamplitude wird ein Wertesatz f

�

ur das hemishe Potential gew

�

ahlt, der sowohl

� = 0 als auh � = �

vH

mit der n

�

aheren Umgebung dieser Punkte enth

�

alt.

3.2 Freie Energie in Molekularfeldn

�

aherung

Ziel dieser Arbeit ist die Stabilit

�

atsuntersuhung der vershiedenenWehselwirkungskan

�

ale

des Hubbardmodells mit Hilfe der Flu�gleihungen. W

�

ahrend die Zweiteilhenwehsel-

wirkung des Hubbardmodells von drei Impulsvariablen abh

�

angt, sind in der e�ektiven

Wehselwirkung nah der Anwendung der Flu�gleihungen nur noh zwei unabh

�

angige

Impulsvariable vorhanden. Die Fluktuationen der Impulse werden bei der Berehnung der

e�ektiven Wehselwirkungen aussummiert. Durh diese Elimination der Fluktuationen

vereinfahen sih die weiteren Berehnungen wesentlih.

F

�

ur die Untersuhung der Stabilit

�

at des Systems ist es notwendig, das Minimum der freien

Energie

F = E � TS (3.7)

zu �nden.
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Dabei ist die Entropie

S(h

y

m



y

n

i; h

y

m



n

i) (3.8)

abh

�

angig von den Fluktuationen der Ordnungsparameter Teilhen-Teilhen-Dihte und

Teilhen-Loh-Dihte. Die Shwierigkeit bei der Kalkulation der Entropie liegt in der

Wehselwirkung zwishen den einzelnen Teilhen.

Um die Berehnung der Entropie durhf

�

uhren zu k

�

onnen, wird das Vielteilhensystem

reduziert auf ein Einteilhensystem, bei dem die Wehselwirkungen zwishen den Teilhen

durh die Einf

�

uhrung eines mittleren Potentialfeldes ber

�

uksihtigt werden. Diese Art

der N

�

aherung ist als Molekularfeldn

�

aherung bekannt. Das Hartree-Fok-Verfahren ist eine

Molekularfeldn

�

aherung f

�

ur wehselwirkende Elektronensysteme, die dabei auf ein e�ektives

Einteilhenproblem abgebildet werden. Der Grundzustand des Systems wird nah dem

Variationsprinzip ermittelt.

Zur Bestimmung des Minimums der freien Energie im Rahmen der Molekularfeldn

�

ahe-

rung geht man vom symmetrishen Zustand aus und untersuht die Stabilit

�

at des Systems

gegen Fluktuationen der Ordnungsparameter. Besitzt ein Zustand mit von Null vershie-

denen Fluktuationen eine niedrigere freie Energie als der symmetrishe Zustand, so ist der

symmetrishe Zustand niht stabil.

Um die Entropie des Systems zu berehnen, werden zun

�

ahst die Erwartungswerte der

Operatoren nah Fluktuationen der Ordnungsparameter entwikelt.

h

y

m



n

i = Æ

mn

n

0

m

+ �

mn

(3.9)

h

y

m



y

n

i = �

mn

(3.10)

h

n



m

i = �

�

mn

(3.11)

 ist ein Entwiklungsparameter f

�

ur die Berehnung der Entropie. Aufgrund der Vertau-

shungsrelationen f

�

ur fermionishe Operatoren gilt f

�

ur die Fluktuationen � bzw. � im

Teilhen-Teilhen-Kanal (pp-Kanal) bzw. im Teilhen-Loh-Kanal (ph-Kanal)

�

mn

= ��

nm

(3.12)

�

mn

= �

�

nm

: (3.13)

Durh eine Bogoliubov-Transformation der Operatoren



y

k

= u

kl

a

y

l

+ v

kl

a

l

(3.14)



k

= u

�

kl

a

l

+ v

�

kl

a

y

l

(3.15)

werden neue Quasiteilhen eingef

�

uhrt, f

�

ur die die Vertaushungsrelationen

fa

y

k

; a

l

g = Æ

kl

(3.16)

f

�

ur fermionishe Operatoren gelten sollen. Um ein System mit entkoppelten Teilhen zu

erhalten, setzt man f

�

ur die Erwartungswerte

ha

y

k

a

l

i = Æ

kl

(n

0

k

+ �

kl

) (3.17)

ha

y

k

a

y

l

i = 0 : (3.18)
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W

�

ahrend im urspr

�

unglihen System alle Teilhen durh ihre Zweiteilhenwehselwirkungen

untereinander gekoppelt sind, enth

�

alt das durh die Hartree-Fok-Bogoliubov-N

�

aherung

erhaltene System Quasiteilhen und Quasil

�

oher in einem gemittelten Potential. Damit

geht die Berehnung der Entropie

�

uber in eine Summation

�

uber die Impulse k der Elek-

tronen und L

�

oher mit der Besetzungswahrsheinlihkeit ha

y

k

a

k

i bzw. 1� ha

y

k

a

k

i.

Bestimmt man die KoeÆzienten u

kl

und v

kl

so, da� die Bedingungen (3.16-3.18) bis zur

zweiten Ordnung in  erf

�

ullt sind, und setzt die erhaltenen Gleihungen ein, so bleibt f

�

ur

die Entropie nah der Entwiklung um den Gleihgewihtszustand

S = �k

B

X

k

(n

0

k

+ �

kk

+ 

2

x

k

) ln(n

0

k

+ �

kk

+ 

2

x

k

)

�k

B

X

k

(1 � n

0

k

� �

kk

� 

2

x

k

) ln(1� n

0

k

� �

kk

� 

2

x

k

) (3.19)

mit

x

k

=

X

m6=k

j�

km

j

2

n

0

k

� n

0

m

+

X

m

j�

km

j

2

n

0

k

+ n

0

m

� 1

: (3.20)

Die Entwiklung von (3.19) in eine Taylorreihe bis zur zweiten Ordnung in  liefert

S = S

0

+ k

B

�

X

k

(�

k

� �)�

kk

� k

B

X

k

S

k

(3.21)

S

0

= �k

B

X

k

�

n

0

k

ln(n

0

k

) + (1� n

0

k

) ln(1� n

0

k

)

�

(3.22)

S

k

= �x

k

�(�

k

� �) +

1

2

�

2

kk

1

n

0

k

(1� n

0

k

)

: (3.23)

3.3 Symmetrien auf dem Quadratgitter

Alle Berehnungen f

�

ur das Hubbardmodell werden in der 1. Brillouinzone auf einem zwei-

dimensionalen Quadratgitter durhgef

�

uhrt. Dieses besitzt als Symmetriegruppe die zykli-

she Gruppe C

4

= 4mm, die als Symmetrieelemente eine 4-z

�

ahlige Rotationsahse R und

vier Spiegelungen enth

�

alt. Gleihwertige Spiegelungen sind die x-Ahse (M

x

) und y-Ahse

(M

y

) sowie die Winkelhalbierende x = y (M

+

) und die Winkelhalbierende x = �y (M

�

).

Untersheidet man die Zust

�

ande zun

�

ahst aufgrund ihrer Parit

�

at, so erh

�

alt man f

�

ur die

Zust

�

ande mit gerader Parit

�

at eindimensionale Darstellungen, f

�

ur die Zust

�

ande ungerader

Parit

�

at dagegen zweidimensionale Darstellungen.

Die Zust

�

ande mit gerader Parit

�

at werden ferner untershieden in s-Wellen, die symmetrish

bez

�

uglih Rotation R sind, und d-Wellen, die sih bei Rotation um R antisymmetrish

verhalten. Zus

�

atzlih kann man gleihzeitig Eigenzust

�

ande zur Spiegelung an den Geraden

M

x

;M

y

und M

+

;M

�

w

�

ahlen. Die Zust

�

ande, die bei einer Spiegelung an M

x

;M

y

in sih

selbst

�

ubergehen, werden mit einem + gekennzeihnet, die

�

ubrigen mit �.
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�

�

+

Abbildung 3.2: Shematishe Darstellung der vershiedenen Symmetrien gerader Parit

�

at

mit Vorzeihen der Phasen und Knotenlinien, oben links s

+

, oben rehts s

�

, unten links

d

+

, unten rehts d

�

.

In Abbildung (3.2) wird eine shematishe Darstellung der Symmetrien gerader Parit

�

at

gezeigt, in Tabelle (3.2) folgt ein

�

Uberblik

�

uber die Notation und die Zusammenh

�

ange

mit den Symmetrien.

Die Zust

�

ande ungerader Parit

�

at R

2

= �1 sind p-Wellen und haben eine zweidimensionale

Darstellung. F

�

ur sie k

�

onnen keine gemeinsamen Eigenvektoren zu M

x

;M

y

und M

+

;M

�

gew

�

ahlt werden.

Die Kenntnisse

�

uber die Symmetrien des Quadratgitters k

�

onnen bei der Berehnung der

e�ektiven Wehselwirkungen ausgenutzt werden. Dies wird deutlih, wenn man die Matrix

der Wehselwirkungselemente V in vier Untermatrizen A;B;C;D aufteilt.

V =

0

B

B

B

�

A B C D

D A B C

C D A B

B C D A

1

C

C

C

A

(3.24)

Durh diese Einteilung wird die Rotationssymmetrie des Gitters um 90

Æ

dargestellt.
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Basisfunktionen R M

x

;M

y

M

+

;M

�

s

+

1 +1 +1 +1

s

�

sink

x

sink

y

(os k

x

� os k

y

) +1 �1 �1

d

+

= d

x

2

�y

2
os k

x

� os k

y

�1 +1 �1

d

�

= d

xy

sink

x

sink

y

�1 �1 +1

Tabelle 3.2: Irreduzible Darstellungen mit Beispielen f

�

ur die Basisfunktionen f

�

ur die Sym-

metrie C

4

.

Betrahtet man die Elemente der Matrizen A, B, C und D, so erh

�

alt man

A(k; q) = V (k; q) (3.25)

B(k; q) = V (k;R(q)) (3.26)

C(k; q) = V (k;R

2

(q)) (3.27)

D(k; q) = V (k;R

3

(q)) (3.28)

F

�

ur die Eigenwerte und Eigenvektoren erh

�

alt man die L

�

osungen

V

0

B

B

B

�

 

 

 

 

1

C

C

C

A

= (A+B + C +D)

0

B

B

B

�

 

 

 

 

1

C

C

C

A

(3.29)

mit s-Wellen-Symmetrie,

V

0

B

B

B

�

 

� 

 

� 

1

C

C

C

A

= (A�B + C �D)

0

B

B

B

�

 

� 

 

� 

1

C

C

C

A

(3.30)

mit d-Wellen-Symmetrie und

V

0

B

B

B

�

 

�i 

� 

�i 

1

C

C

C

A

= (A� iB � C � iD)

0

B

B

B

�

 

�i 

� 

�i 

1

C

C

C

A

(3.31)

mit p-Wellen-Symmetrie.

Daraus ist ersihtlih, da� die Matrixelemente der e�ektiven Wehselwirkung als Linear-

kombinationen mit untershiedlihen Vorzeihen f

�

ur die untershiedlihen Wellen erhalten

werden k

�

onnen. Zus

�

atzlih zur Rotationssymmetrie wird wieder die Spiegelungssymmetrie

ber

�

uksihtigt.
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F

�

ur die Beitr

�

age gerader Parit

�

at erh

�

alt man Kombinationen der Terme

V (k; q) + V (k;R

2

(q))

�V (k;R(q)) + V (k;R

3

(q))

�V (k;M

x

(q)) + V (k;R

2

M

x

(q))

�V (k;M

+

(q)) + V (k;R

2

M

+

(q))

Je nah Symmetrie m

�

ussen die Terme mit untershiedlihen Vorzeihen kombiniert werden,

die Vorzeihen k

�

onnen aus der Tabelle (3.2) abgelesen werden.

F

�

ur die Beitr

�

age ungerader Parit

�

at erh

�

alt man Kombinationen der Terme

V (k; q)� V (k;R

2

(q))

�V (k;M

+

(q))� V (k;R

2

M

+

(q))

(3.32)

Da die Eigenwerte f

�

ur die Zust

�

ande, die symmetrish bzw. antisymmetrish zur Spiegelung

M

+

sind, entartet sind, gen

�

ugt es, einen vollst

�

andigen Satz der Eigenwerte zu berehnen.



Kapitel 4

Auswertung

F

�

ur die Untersuhung der Stabilit

�

at ist die Berehnung der e�ektiven Wehselwirkung

(2.58) und der Entropie (3.21-3.23) in den vershiedenen Wehselwirkungskan

�

alen not-

wendig.

Benutzt man die Eliminationsfunktion in der Form

r

k

1

k

2

q

1

q

2

=

X

�

(v

�

k

1

+ v

�

k

2

� v

�

q

1

� v

�

q

2

)

2

(4.1)

mit den genannten Bedingungen

v

�

k

= �v

�

�k

� ungerade (4.2)

und

v

�

k

= v

�

k+q

0

; (4.3)

so sind au�er der Supraleitung und dem Antiferromagnetismus noh weitere Wehsel-

wirkungen erhalten. Insgesamt werden die Zweiteilhenwehselwirkungen in Teilhen-

Teilhen-Kan

�

alen und Teilhen-Loh-Kan

�

alen mit Gesamtimpuls Null und Impuls

q

0

= (�; �) und vershiedenen Symmetrien betrahtet.

4.1 Teilhen-Teilhen-Kan

�

ale

Zun

�

ahst werden die erhaltenen Teilhen-Teilhen-Kan

�

ale mit Gesamtimpuls Null und

Gesamtimpuls q

0

betrahtet.

29
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4.1.1 mit Gesamtimpuls Null

Um die Supraleitung zu untersuhen, wird der Teilhen-Teilhen-Kanal mit Gesamtimpuls

und Gesamtspin Null betrahtet. Daher gehen wir von den Erwartungswerten f

�

ur die

Einteilhenoperatoren

h

y

k;s

1



y

�k;s

2

i = �

s

1

;s

2

�

s�

k

+ (��

�

)

s

1

;s

2

�

t��

k

(4.4)

h

�k;s

2



k;s

1

i = �

s

2

;s

1

�

s

k

+ (�

�

�)

s

2

;s

1

�

t�

k

(4.5)

aus, wobei �

�

die Pauli-Spinmatrizen sind und � = �

y

ist. F

�

ur die Fluktuationen � wird

bez

�

uglih des Spins in Singlett- und Triplettzust

�

ande untershieden. Diese gen

�

ugen dann

den Symmetrierelationen

�

s

k

= �

s

�k

(4.6)

�

t�

k

= ��

t�

�k

; (4.7)

d.h. die s- und d-Wellen besitzen Singlettharakter, die p-Wellen hingegen Triplettharak-

ter.

Die Wehselwirkung in diesem Kanal kann man in der Form

H

SL

=

1

2N

X

k;q;s

1

;s

2

V

SL

(k; q) : 

y

k



y

�k



q



�q

: (4.8)

mit

V

SL

(k; q) = V

(2)

k;�k;q;�q

(4.9)

shreiben. Bei der Berehnung der e�ektiven Wehselwirkung gilt f

�

ur den ersten Term in

(2.58) aufgrund der Nebenbedingung k

3

= �q

3

. Damit ist die Eliminationsfunktion f

�

ur

diesen Term gleih Null und dieser Beitr

�

ag vershwindet. Lediglih der zweite Term der

e�ektiven Wehselwirkung tr

�

agt bei, f

�

ur die Wehselwirkung bleibt

V

SL

(k; q) =

X

k

3

q

3

(n

q

3

� n

k

3

)

�

k

3

� �

q

3

(�

k

3

� �

q

3

)

2

+ (�

k

� �

q

)

2

Æ

q

3

;�k�q�k

3

: (4.10)

Bei der Berehnung der Energie erh

�

alt man

E

SL

=

1

2N

X

k;q;s

1

;s

2

V

SL

(k; q)(�

s

1

;s

2

�

s�

k

+ (��

�

)

s

1

;s

2

�

t��

k

)(�

s

2

;s

1

�

s

q

+ (�

�

�)

s

2

;s

1

�

t�

q

)

=

1

N

X

k;q

V

SL

(k; q)(�

s�

k

�

s

q

+�

t��

k

�

t�

q

) : (4.11)

F

�

ur die Entropie setzt man m = �k und erh

�

alt mit der Notation �

k;�k

= �

k

den Beitrag

S

k

= ��

�

k

� �

n

0

k

+ n

0

�k

� 1

(�

s�

k

�

s

k

+�

t��

k

�

t�

k

) : (4.12)
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4.1.2 mit Gesamtimpuls q

0

In diesem Abshnitt wird der Teilhen-Teilhen-Kanal mit Gesamtimpuls q

0

untersuht.

Dabei werden die Erwartungswerte

h

y

k;s

1



y

q

0

�k;s

2

i = �

s

1

;s

2

�

s�

k

+ (��

�

)

s

1

;s

2

�

t��

k

(4.13)

h

q

0

�k;s

2



k;s

1

i = �

s

2

;s

1

�

s

k

+ (�

�

�)

s

2

;s

1

�

t�

k

(4.14)

betrahtet, aus denen die Symmetriebedingungen f

�

ur die Fluktuationen

�

s

k

= �

s

q

0

�k

(4.15)

�

t�

k

= ��

t�

q

0

�k

(4.16)

folgen. F

�

ur die Wehselwirkung erh

�

alt man die Form

H

Y

=

1

2N

X

k;q;s

1

;s

2

V

Y

(k; q) : 

y

ks

1



y

q

0

�ks

2



qs

1



q

0

�qs

2

: (4.17)

mit

V

Y

(k; q) = V

(2)

k;q

0

�k;q;q

0

�q

: (4.18)

In diesem Kanal tr

�

agt in Gleihung (2.58) nur der erste Term bei, alle Beitr

�

age des zweiten

Terms vershwinden, da die Eliminationsfunktion f

�

ur diesen Term Null ist. So bleibt f

�

ur

die Wehselwirkung

V

Y

(k; q) =

X

k

3

q

3

(n

q

3

� n

k

3

)

�

k

3

� �

q

3

+

1

2

(��)

k;q;q

0

�k;q

0

�q

(�

k

3

� �

q

3

+

1

2

(��)

k;q;q

0

�k;q

0

�q

)

2

+

1

4

(��)

2

k;q

0

�k;q;q

0

�q

�Æ

q

3

;k+q+k

3

�q

0

: (4.19)

F

�

ur die freie Energie ben

�

otigt man noh die Kenntnis der Energie

E

Y

=

1

2N

X

k;q;s

1

;s

2

V

Y

(k; q)(�

s

1

;s

2

�

s�

k

+ (��

�

)

s

1

;s

2

�

t��

k

)(�

s

2

;s

1

�

s

q

+ (�

�

�)

s

2

;s

1

�

t�

q

)

=

1

N

X

k;q

V

Y

(k; q)(�

s�

k

�

s

q

+�

t��

k

�

t�

q

) (4.20)

und der Entropie

S

k

= ��

�

k

� �

n

0

k

+ n

0

q

0

�k

� 1

(�

s�

k

�

s

k

+�

t��

k

�

t�

k

) ; (4.21)

wobei in der Summation m = q

0

�k gesetzt und die Notation �

k;q

0

�k

= �

k

genutzt wird.

F

�

uhrt man nun die Summation nur

�

uber die halbe Brillouinzone mit jkj < jq

0

� kj durh,

dargestellt durh

P

0

, so erh

�

alt man f

�

ur die Energie

E

Y

=

1

N

0

X

k;q

(V

Y

(k; q) + V

Y

(k; q

0

� q))�

s�

k

�

s

q

+

1

N

0

X

k;q

(V

Y

(k; q) � V

Y

(k; q

0

� q))�

t��

k

�

t�

q

(4.22)
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und die Entropie

S

Y

= �2k

B

0

X

k

S

0

k

(�

s�

k

�

s

k

+�

t��

k

�

t�

k

) (4.23)

mit der De�nition S

k

= S

0

k

(�

s�

k

�

s

k

+�

t��

k

�

t�

k

).

Diese Symmetrie bez

�

uglih der Vertaushung der Impulse q $ q

0

� q kann auh bei

der numerishen Rehnung ausgenutzt werden und wird im folgenden mit q

+

- bzw. q

�

-

Symmetrie bezeihnet. Hierbei f

�

allt auf, da� in diesemWehselwirkungskanal die q

+

-Terme

Spinsinglett und die q

�

-Terme Spintriplett sind.

4.2 Teilhen-Loh-Kan

�

ale

Es folgt die Auswertung der Teilhen-Loh-Kan

�

alen mit Impulstransfer Null und Impuls-

transfer q

0

.

4.2.1 mit Impulstransfer Null

Im Teilhen-Loh-Kanal mit Impulstransfer Null treten sowohl Wehselwirkungen mit

Spintransfer S = 0 und S = 1 auf. Dabei geht man von den Erwartungswerten

h

y

k;s

1



k;s

2

i = Æ

s

1

;s

2

(n

0

k

+ �

s

k

) + �

�

s

1

;s

2

�

t�

k

(4.24)

aus und bekommmt f

�

ur die Fluktuationen

�

s�

k

= �

s

k

(4.25)

�

t��

k

= �

t�

k

: (4.26)

Die Wehselwirkung besitzt die Gestalt

H

HF

=

1

2N

X

k;q;s

1

;s

2

V

H

(k; q) : 

y

ks

1



y

qs

2



ks

1



qs

2

:

+

1

2N

X

k;q;s

1

;s

2

V

F

(k; q) : 

y

ks

1



y

qs

2



qs

1



ks

2

: (4.27)

mit

V

H

(k; q) = V

(2)

k;q;k;q

(4.28)

V

F

(k; q) = V

(2)

k;q;q;k

: (4.29)

Hier wird deutlih, da� der Hartree-Term nur Spin

�

ubertrag Null enth

�

alt, der Fok-Term

hingegen Spintransfer S = 0 und S = 1 beinhaltet. Die Eliminationsfunktion ist f

�

ur den
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zweiten Term der Wehselwirkung im Hartree-Kanal und f

�

ur den ersten Term im Fok-

Kanal gleih Null. Somit bleibt f

�

ur die Wehselwirkungen im Hartree- und Fok-Term

V

F

(k; q) =

X

k

3

q

3

(n

q

3

+ n

k

3

� 1)

(��)

k

3

;q

3

;k;q

(��)

2

k

3

;q

3

;k;q

Æ

q

3

;k+q�k

3

(4.30)

und

V

H

(k; q) =

X

k

3

q

3

(n

q

3

� n

k

3

)

(��)

k

3

;k;q;q

3

(��)

2

k

3

;k;q;q

3

Æ

q

3

;k�q+k

3

: (4.31)

Der Beitrag der Energie zur freien Energie ist

E

HF

=

2

N

X

k;q

V

H

(k; q)�

s

k

�

s

q

�

1

2N

X

k;q;s

1

;s

2

V

F

(k; q)(Æ
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1
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2

�

s

k

+ �

�

s

1
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2

�

t�

k

)(Æ

s

2

;s

1

�

s

q

+ �

�

s

2

;s

1

�

t�

q

)

=

1

N

X

k;q

(2V

H

(k; q) � V

F

(k; q))�

s

k

�

s

q

�

1

N

X

k;q

V

F

(k; q))�

t�

k

�

t�

q

: (4.32)

F

�

ur die Entropie folgt

S

k

= �

1

2

�

kk

2

1

n

0

k

(1� n

0

k

)

((�

s

k

)

2

+ (�

t�

k

)

2

) : (4.33)

W

�

ahlt man

V

HF

(k; q) = 2V

H

(k; q) � V

F

(k; q) ; (4.34)

so besitzt der Fokbeitrag V

F

Singlettharakter, der Hartree-Fok-Beitrag V

HF

hingegen

Triplettharakter.

4.2.2 mit Impulstransfer q

0

Abshlie�end werden die Wehselwirkungen f

�

ur Teilhen-Loh-Kan

�

ale mit Impulstransfer

q

0

und Spintransfer S = 0 sowie S = 1 untersuht. Die entsprehenden Erwartungswerte

sind

h

y

k;s

1



k+q

0

;s

2

i = Æ

s

1

;s

2

�

s

k

+ �

�

s

1

;s

2

�

t�

k

: (4.35)

Daraus resultiert f

�

ur die Fluktuationen

�

s�

k

= �

s

k+q

0

(4.36)

�

t��

k

= �

t�

k+q

0

: (4.37)
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Die Wehselwirkung l

�

a�t sih in der Form

H

AC

=

1

2N

X

k;q;s

1

;s

2

V

A

(k; q) : 

y

ks

1



y

q+q

0

s

2



qs
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k+q

0

s

2

:

+

1

2N

X

k;q;s

1

;s

2

V

C

(k; q) : 

y

ks

1



y

q+q

0

s
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k+q

0

s

1



qs

2

: (4.38)

shreiben, mit den Wehselwirkungen

V

A

(k; q) = V

(2)

k;q+q

0

;q;k+q

0

(4.39)

V

C

(k; q) = V

(2)

k;q+q

0

;k+q

0

;q

: (4.40)

W

�

ahrend V

C

nur Wehselwirkungen mit Spinsinglett enth

�

alt, beinhaltet V

A

Terme mit

Spinsinglett und -triplett. Die Eliminationsfunktion vershwindet in V

A

f

�

ur den zweiten

Beitrag, in V

C

f

�

ur den ersten Beitrag. So resultiert f

�

ur die Wehselwirkungen

V

A

(k; q) =

X

k

3

q

3

(n

q

3

+ n

k

3
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�

k

3

+ �

q

3

+
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(4.41)

mit der Energiesumme
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1
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q

1

q

2

= �

k

1

+ �

k

2

+ �

q

1

+ �

q

2

(4.42)

und

V
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X
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q

3

(n

q

3

� n

k

3

)

�

k

3

� �

q

3

+

1

2
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: (4.43)

Bei der Berehnung der Energie erh

�

alt man
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: (4.44)

De�niert man

V

AC

(k; q) = 2V

C

(k; q)� V

A

(k; q) ; (4.45)

so besitzt der Beitrag V

AC

Singlett-Charakter, V

A

dagegen Triplett-Charakter.



4.2. TEILCHEN-LOCH-KAN

�

ALE 35

Auh hier wird die Summation

�

uber die halbe Brillouinzone f

�

ur Energie- und Entropieterm

eingef

�

uhrt.
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) (4.46)

Um die Terme zusammenfassen zu k

�

onnen, ist eine Aufteilung von � in Real- und Imagin

�

ar-

teil erforderlih. Damit erh

�

alt die Energie die Form

E

AC

=

1

N

0

X

k;q
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) : (4.47)

Die zugeh

�

orige Entropie ist

S

k
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�

k

� �

k+q
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k

� n

0

k+q

0

(�
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t��
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) : (4.48)

F

�

ur die Entropie gilt bei Summation

�

uber die halbe Brillouinzone

S

AC

= �k

B

0

X

k

�

�

k

� �

k+q

0

n

0

k

� n

0

k+q
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Re(�
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+Re(�

t�

k

)

2

+ Im(�

t�
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)

2

�

: (4.49)

In Tabelle (4.1) werden die durhgef

�

uhrten Auswertung zusammengefa�t. In der ersten

Spalte wird die im folgenden benutzte Bezeihnung genannt, in der zweiten Spalte die zu-

geh

�

orige Wehselwirkung in der Operatordarstellung. In Spalte drei wird gekennzeihnet,

ob es sih um einen Teilhen-Teilhen- oder Teilhen-Loh-Kanal handelt. Die Spalten vier

und f

�

unf zeigen Spinsymmetrie (Singlett/Triplett) und die q

�

-Symmetrie.
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Bezeihnung Operatordarst. Spinsym. q-Sym.

V

SL

(k; q) 

y

k



y

�k



q



�q

pp si/tr

V

Y

(k; q) 

y

k



y

q

0

�k



q



q

0

�q

pp si/tr q

�

V

F

(k; q) 

y

k



y

q



k



q

ph si/tr

V

H

(k; q) 

y

k



y

q



q



k

ph si

V

A

(k; q) 

y

k



y

q+q

0



q



k+q

0

ph si/tr q

�

V

C

(k; q) 

y

k



y

q+q

0



k+q

0



q

ph si q

�

Tabelle 4.1: Aufstellung der betrahteten Wehselwirkungskan

�

ale mit den benutzten Be-

zeihnungen, zugeh

�

origen Operatordarstellungen und Symmetrien.

4.3 Stabilit

�

atsanalyse der Wehselwirkungskan

�

ale

Durh die vorangegangenen Rehnungen wurde die freie Energie des Hubbardmodells

im Rahmen einer Hartree-Fok-Bogoliubov-N

�

aherung bestimmt. Im folgenden wird die

Stabilit

�

at des symmetrishen Zustands untersuht. Dabei ist nah dem Variationsprinzip

der Zustand mit der niedrigsten freien Energie die beste Beshreibung f

�

ur den Grundzu-

stand des Systems im Rahmen der gemahten N

�

aherungen. Liegt ein Zustand mit Fluk-

tuationen energetish niedriger als der symmetrishe Zustand, so ist der symmetrishe

Zustand niht stabil. Dies ist ein Anzeihen f

�

ur einen Phasen

�

ubergang in einen Zustand

mit gebrohener Symmetrie.

Die Fluktuationsterme der Entropie lassen sih mit

S = �k

B

X

k

S

0

k

�

�

k

�

k

bzw: (4.50)

S = �k

B

X

k

S

0

k

�

�

k

�

k

(4.51)

beshreiben. Dabei werden die De�nitionen S

k

= S

0

k

�

�

k

�

k

f

�

ur den Teilhen-Teilhen-Kanal

und S

k

= S

0

k

�

�

k

�

k

f

�

ur den Teilhen-Loh-Kanal benutzt.

Bei der Berehnung der Energie bekommt man die allgemeine Form

E =

U

2

Nt

X

k;q

V

0

X

(k; q)�

�

k

�

q

bzw: (4.52)

E =

U

2

Nt

X

k;q

V

0

X

(k; q)�

�

k

�

q

(4.53)
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mit

V

X

(k; q) =

U

2

t

V

0

X

(k; q) ; (4.54)

dabei steht V

X

f

�

ur einen beliebigen Wehselwirkungskanal.

Die freie Energie ist somit eine bilineare Funktion in den Fluktuationen

F = E � TS (4.55)
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1

N

X

k;q

 

U +

U

2

t

V

0

X

(k; q)

!

�

�

k

�

q

+

X

k

k

B

TS

0

k

�

�

k

�

k

(4.56)

=

1

N

X

k;q

 

U +

U

2

t

V

0

X

(k; q) + k

B

TS

0

k

Æ

k;q

!

�

�

k

�

q

(4.57)

f

�

ur die Teilhen-Teilhen-Kan

�

ale und

F =

1

N

X

k;q

 

U +

U

2

t

V

0

X

(k; q)

!

�

�

k

�

q

+

X

k

k

B

TS

0

k

�

�

k

�

k

(4.58)

=

1

N

X

k;q

 

U +

U

2

t

V

0

X

(k; q) + k

B

TS

0

k

Æ

k;q

!

�

�

k

�

q

(4.59)

f

�

ur die Teilhen-Loh-Kan

�

ale.

Um die Stabilit

�

at der freien Energie zu untersuhen, m

�

ussen die Eigenwerte der Matrix

1

N

 

U +

U

2

t

V

X

(k; q) + k

B

TS

0

k

Æ

k;q

!

= k

B

T

 

U

t

A

k;q

+

U

2

t

2

B

k;q

+ Æ

k;q

!

q

S

0

k

q

S

0

q

(4.60)

mit

A

k;q

=

t

Nk

B

T

q

S

0

k

S

0

q

(4.61)

B

k;q

=

tV

X

(k; q)

Nk

B

T

q

S

0

k

S

0

q

(4.62)

betrahtet werden.

Der EntropiekoeÆzient S

0

k

ist f

�

ur alle Werte positiv. F

�

ur niedrige Wehselwirkung U=t

sind somit alle Eigenwerte positiv. Das System wird dann instabil, wenn der niedrigste

Eigenwert kleiner oder gleih Null ist. F

�

ur die kritishe Wehselwirkung (U=t)

C

gilt also

det

 

U

t

A

k;q

+

U

2

t

2

B

k;q

+ Æ

k;q

!

= 0 : (4.63)



38 KAPITEL 4. AUSWERTUNG

Dies verh

�

alt sih

�

aquivalent zu der Bedingung, da� der niedrigste Eigenwert von

U

t

A

k;q

+

U

2

t

2

B

k;q

(4.64)

gleih �1 sein soll.

F

�

uhrt man die Berehnung der Eigenwerte f

�

ur die vershiedenen Symmetrien durh, so

mu� der Beitrag erster Ordnung in der Wehselwirkung nur bei den s

+

-Wellen ber

�

uk-

sihtigt werden. Dies hat zur Folge, da� die Berehnung der Eigenwerte iterativ f

�

ur den

gew

�

ahlten Bereih U=t = 0:1[0:1℄10 durhgef

�

uhrt werden mu�. Bei der Auswertung f

�

ur

die

�

ubrigen Symmetrien tr

�

agt der Term erster Ordnung niht bei. Dadurh kann die kriti-

she Wehselwirkung ermittelt werden, indem der niedrigste Eigenwert � z.B. f

�

ur U=t = 1

berehnet wird. Dann erh

�

alt man (U=t)

C

= 1=

p

�.

Die kritishe Wehselwirkung (U=t)

C

gibt demnah f

�

ur alle Beitr

�

age au�er den s

+

-Wellen

eine Grenze an, oberhalb der das System in dem betrahteten Wehselwirkungskanal mit

Fluktuationen eine niedrigere freie Energie besitzt als der symmetrishe Zustand. Damit

ist der symmetrishe Zustand instabil und es �ndet ein Phasen

�

ubergang mit einer sponta-

nen Symmetriebrehung statt. Bei den s

+

-Wellen k

�

onnen die Beitr

�

age erster und zweiter

Ordnung untershiedlihe Vorzeihen haben, dadurh kann ein Bereih f

�

ur die Wehsel-

wirkung entstehen, innerhalb dessen der betrahtete Zustand stabil ist. Dies ist z.B. bei

den Resultaten f

�

ur den antiferromagnetishen Wehselwirkungskanal zu beobahten.



Kapitel 5

Numerik

Im folgenden wird das numerishe Vorgehen zur Berehnung der e�ektiven Wehsel-

wirkungen und anshlie�enden Stabilit

�

atsanalyse dargestellt.

5.1 Berehnung der Wehselwirkungen auf dem Gitter

Zur Berehnung der Wehselwirkungen wird die 1. Brillouinzone in 2N

H

� 2N

H

Gitter-

punkte eingeteilt und auf diesem Gitter die Matrixelemente ermittelt. Im Rahmen dieser

Arbeit sind Gitter bis N

H

= 16 berehnet worden. Unter Ausnutzung der betrahteten

Symmetrien gen

�

ugt es, den Impulsindex k f

�

ur die Kan

�

ale mit Gesamtimpuls Null

�

uber

1=8 der 1. Brillouinzone laufen zu lassen. Wird f

�

ur die Kan

�

ale mit Gesamtimpuls q

0

die

q�-Symmetrie ausgenutzt, so gen

�

ugt die Berehnung f

�

ur 1=16 der 1. Brillouinzone. Der

zweite Impulsindex q wird

�

uber die gesamte 1. Brillouinzone gef

�

uhrt.

Die Diagonalisierung der Matrizen wird nah der Jaobi-Methode f

�

ur symmetrishe Ma-

trizen durhgef

�

uhrt [24℄. Die Diagonalisierung besteht nah dieser Methode aus einer Fol-

ge von orthogonalen

�

Ahnlihkeitstransformationen, wobei jede einzelne Jaobi-Rotation

so aufgebaut ist, da� sie ein Au�erdiagonalelement der Matrix eliminiert. Will man das

Element a

pq

einer N � N -Matrix eliminieren, so erreiht man dies mit Hilfe der Jaobi-

Rotation

P

pq

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

1

.

.

.

 : : : s

.

.

. 1

.

.

.

�s : : : 

.

.

.

1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

(5.1)
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mit der Bedingung

ot(2�) =

a

qq

� a

pp

2a

pq

; (5.2)

wobei s = sin� und  = os� bedeutet.

Jede sp

�

atere Transformation kann wieder dort Beitr

�

age erzeugen, wo die Au�erdiagonal-

elemente shon eliminiert wurden. Dennoh l

�

a�t sih zeigen, da� die Summe der Au�er-

diagonalelemente mit jeder Jaobi-Rotation abnimmt, bis die Matrix im Rahmen der fest-

gelegten Genauigkeit Diagonalform annimmt.

Zur Wahl der Reihenfolge, in welher die Elemente eliminiert werden sollen, gibt es unter-

shiedlihe Vorgehensweisen. In dem von Jaobi 1846 entwikelten Verfahren suht man f

�

ur

jeden Shritt der Transformation nah dem gr

�

o�ten Au�erdiagonalelement in der oberen

Dreieksmatrix und eliminiert dieses. Dies ist eine gute Strategie f

�

ur die Berehnungen per

Hand, bei Berehnungen mit dem Computer f

�

uhrt allerdings die Suhe nah dem gr

�

o�ten

Element dazu, da� die ben

�

otigte Rehenzeit von der Ordnung N

2

anstatt von der Ordnung

N ist. Eine andere M

�

oglihkeit ist die zyklishe Jaobi-Methode, bei der die Elemente in

einer fest vorgegebenen Reihenfolge abgearbeitet werden. Auh hier konvergiert die Matrix

mit einer Rehenzeit der Ordnung N

2

gegen die Diagonalform. In dieser Arbeit wird die

zyklishe Jaobi-Methode angewandt.

5.2 Behandlung singul

�

arer Punkte

Bei der Berehnung der e�ektiven Wehselwirkung treten Summen der Form

X

k

3

;q

3

f(k; q; k

3

; q

3

)z(k; q; k

3

; q

3

)

z

2

(k; q; k

3

; q

3

) + e

2

(k; q)

Æ

k+q;k

3

+q

3

(5.3)

auf, dabei sind der Faktor f und der Energieterm des Z

�

ahler z abh

�

angig von den Summa-

tionsindies, w

�

ahrend der Energieterm e unabh

�

angig von den Summationsindies ist. F

�

ur

spezielle Wahl der Impulsindies k und q kann der Energieterm e im Nenner der Summe

vershwinden, somit mu� das Hauptwertintegral

Z

d

2

k

3

d

2

q

3

f(k; q; k

3

; q

3

)

z(k; q; k

3

; q

3

)

Æ

k+q;k

3

+q

3

(5.4)

berehnet werden.

Um Singularit

�

aten bei der Summation zu umgehen, wird eine Mittelung

�

uber Punkte in

der Umgebung im Impulsraum durhgef

�

uhrt (Abbildung 5.1). Daf

�

ur wird jeweils zwishen

dem betrahteten Punkt und seinen n

�

ahsten Nahbarn ein Hilfspunkt eingef

�

uhrt. Diese

Hilfspunkte besitzen die Impulse (k

x

� Æ; k

y

) bzw. (k

x

; k

y

� Æ) mit dem Impulsabstand

Æ = �=2N

H

. De�niert man Æ

x

= (Æ; 0) und Æ

y

= (0; Æ), so kann man in Tabelle (5.1) die bei
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o

o
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Abbildung 5.1: Einteilung der 1. Brillouinzone in 2N

H

�2N

H

Gitterpunkte, hier mit N

H

=

2. Mit x wird ein Gitterpunkt herausgegri�en, mit o die Hilfspunkte f

�

ur die Mittelung zu

diesem Gitterpunkt markiert.

der Mittelung benutzten Impulskon�gurationen zusammenfassen. Dabei wird die Kon�-

guration f

�

ur den betrahteten Punkt mit fa

0

g und die

�

ubrigen mit fag bezeihnet. Bei der

Mittelung werden die e�ektiven Wehselwirkungen mit Impulsen auf diesen Hilfspunkten

berehnet und mit dem Gewiht g ber

�

uksihtigt. Auf diese Art werden 24 Impulskon�gu-

rationen neben der urspr

�

unglih betrahteten in die Berehnung einbezogen, daher wird

das Gewiht g = 1=24 gew

�

ahlt. Auh f

�

ur g = 1=100 werden Rehnungen durhgef

�

uhrt,

die Ergebnisse dieser Rehnungen f

�

ur die vershiedenen Gewihte weihen niht wesentlih

voneinander ab.

Mit dieser Notation erh

�

alt man f

�

ur die Summation die Form

X

k

3

;q

3

f(fa

0

g)z(fa

0

g) + g

P

fag

f(fag)z(fag)

z

2

(fa

0

)g) + e

2

(fa

0

g) + g

P

fag

z

2

(fa)g) + e

2

(fag)

Æ

k+q;k

3

+q

3

: (5.5)

Weiterhin h

�

angt e niht von den Summationindies ab, mit dieser Shreibweise soll ledig-

lih verdeutliht werden, da� auh dieser Beitrag bei der Mittelung vershiedene Werte

annimmt.

Impulskon�gurationen Gewiht

k q k

3

q

3

1

k � Æ

x=y

q k

3

� Æ

x=y

q

3

k � Æ

x=y

q k

3

q

3

� Æ

x=y

k q � Æ

x=y

k

3

� Æ

x=y

q

3

k q � Æ

x=y

k

3

q

3

� Æ

x=y

g

k � Æ

x=y

q � Æ

x=y

k

3

q

3

k q k

3

� Æ

x=y

q

3

� Æ

x=y

Tabelle 5.1: Aufstellung der Impulskon�gurationen f

�

ur die Mittelung durh die Haupt-

wertberehnung mit jeweiliger Gewihtung.
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Da im Nenner nur quadratishe Terme auftreten, sind alle Beitr

�

age positiv, der Nenner ist

f

�

ur fast alle Punkte gr

�

o�er als Null. In den Kan

�

alen V

H

, V

F

und V

Y

gibt es Impulskon�gu-

rationen fk; qg, f

�

ur die der Nenner trotz der Mittelung vershwindet. Mit diesen Punkten

wird so verfahren, da� die Mittelung

�

uber die vier n

�

ahsten Gitterpunkte gebildet wird.

Die Berehnung der e�ektiven Wehselwirkungen mit Hilfe der Mittelung

�

uber die Umge-

bung der Punkte wird in dieser Arbeit niht auf die singul

�

aren Punkte beshr

�

ankt, sondern

f

�

ur alle Gitterpunkte angewandt.

5.3 Genauigkeit und Geshwindigkeit

Das Programm kann im wesentlihen eingeteilt werden in die Berehnung der e�ektiven

Wehselwirkungen und in die Diagonalisierung der Matrizen der vershiedenen Symmetri-

en. Wie bereits erw

�

ahnt, h

�

angt die Rehenzeit bei der Diagonalisierung einerN�N -Matrix

von N

2

ab. Durh die Aufteilung in die vershiedenen Symmetrien ist N = N

H

=4 f

�

ur die

gr

�

o�te zu diagonalisiernede Matrix. Dagegen h

�

angt die Berehnung der e�ektiven Wehsel-

wirkungen von N

6

H

ab, d.h. die Ermittlung der Matrixelemente brauht den gr

�

o�ten Teil

der Rehenzeit.

Um die Genauigkeit der numerishen Berehnungen einsh

�

atzen zu k

�

onnen, sind einige

Anmerkungen notwendig.

� Bei tiefen Temperaturen durhl

�

auft die Besetzungszahl der Fermionen starke

�

Ande-

rungen in der N

�

ahe der Fermikante. Daher mu� untersuht werden, ob hier die Er-

gebnisse von der Gittereinteilung abh

�

angig sind.

� Dazu kommt, da� f

�

ur die Kan

�

ale V

H

, V

F

und V

Y

der Nenner f

�

ur einige Impulskon-

�gurationen trotz Hauptwertberehnung vershwindet und nur durh die Mittelung

�

uber die n

�

ahsten Gitterpunkte ein Wert f

�

ur die e�ektive Wehselwirkung bestimmt

werden kann. Daher kann davon ausgegangen werden, da� die Ergebnisse in diesen

Kan

�

alen geringere Genauigkeit besitzen.

� Desweiteren besitzt der Entropiefaktor im Kanal V

HF

; V

F

eine exponentielle

Abh

�

angigkeit von �(�� �), w

�

ahrend im supraleitenden Kanal die Abh

�

angigkeit der

Form 2j�(�� �)j besteht. Die Entropiefaktoren der anderen Kan

�

ale liegen zwishen

den genannten Abh

�

angigkeiten. Durh die starken Shwankungen der Entropiefak-

toren besteht auh eine starke Abh

�

angigkeit von der Gittereinteilung und der damit

gew

�

ahlten Gitterpunkte, f

�

ur die die Entropie berehnet wird.

In der Tat kann beobahtet werden, da� die Ergebnisse in den Kan

�

alen V

HF

und V

F

f

�

ur Temperaturen T=t < 0:05 f

�

ur untershiedlihe Gittereinteilungen zum Teil wesent-

lih voneinander abweihen. Dieser E�ekt wird in Abshnitt (6.3) an einigen Beispielen

demonstriert.



Kapitel 6

Resultate

In diesem Kapitel werden die Resultate der numerishen Berehnung der Flu�gleihungen

f

�

ur das zweidimensionale Hubbardmodell auf dem Quadratgitter gezeigt. Die nahfol-

genden Abbildungen sind, soweit niht anders angegeben, f

�

ur eine Gittereinteilung mit

N

H

= 12 berehnet. Dargestellt wird die kritishe Wehselwirkung (U=t)

C

als Funktion

der Temperatur T=t f

�

ur vershiedene hemishe Potentiale �=t. In Abshnitt (6.1) wer-

den die Ergebnisse f

�

ur das Hubbardmodell mit reiner N

�

ahster-Nahbar-Wehselwirkung

gezeigt, in Abshnitt (6.2) folgen die Ergebnisse f

�

ur vershiedene

�

Ubern

�

ahste-Nahbar-

Wehselwirkungen. Im letzten Abshnitt dieses Kapitels wird die Abh

�

angigkeit der Ergeb-

nisse von der Gittereinteilung untersuht.

In der Tabelle (6.1) werden die h

�

au�g beobahteten Zust

�

ande mit niedrig liegenden kri-

tishen Wehselwirkungen zusammengefa�t und ihre Darstellung in den folgenden Abbil-

dungen gezeigt. Treten andere Zust

�

ande mit (U=t)

C

� 10 auf, so werden sie durh eine

graue durhgezogene Linie dargestellt.

Wehselwirkung Kanal Darstellung

Ferromagnetismus ph tr 0 s

+

......................................

Antiferromagnetismus ph tr q

+

s

+

.............................

Pomeranhuk-Instabilit

�

at ph si 0 d

+

........ ........ ........ ........ ........ ........ ........ ........ ........ ........

Pomeranhuk-Instabilit

�

at ph si 0 d

�

........ ........ ........ ........ ........ ........ ........ ........ ...

Pomeranhuk-Instabilit

�

at ph si 0 s

�

................ ................ ................ ................ ................

Bandsplitting ph si q

�

p

............................................................................................

Supraleitung pp si 0 d

+

...............................................................................................................................................

Flu�phasen ph tr q

�

d

+

. . . . . . . . . . . .

Flu�phasen ph si q

�

d

+

. . . . . . . . .

Tabelle 6.1: Wehselwirkungskan

�

ale mit niedrigem U



=t mit ihren Symmetrien und ihre

Darstellung in den Diagrammen.
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6.1 Hubbardmodell mit N

�

ahster-Nahbar-Wehselwirkung

In diesem Abshnitt werden die Resultate f

�

ur das Hubbardmodell mit reiner N

�

ahster-

Nahbar-Wehselwirkung gezeigt.

F

�

ur das Hubbardmodell bei halber F

�

ullung (Abb. 6.1, links) erkennt man f

�

ur tiefe Tem-

peraturen eine dominierende antiferromagnetishe Wehselwirkung. Dies stimmt mit den

Erwartungen aus der Betrahtung der Fermi

�

ahe und Berehnungen mit Hilfe anderer

Methoden

�

uberein. Betrahtet man die e�ektive Wehselwirkung genauer, so ist zu er-

kennen, da� im antiferromagnetishen Kanal der Beitrag zweiter Ordnung den Antifer-

romagnetismus unterdr

�

ukt. Daher vershwindet dieser f

�

ur gro�e Wehselwirkungen U=t.

Das kann auh dadurh begr

�

undet werden, da� der Energiegewinn durh das virtuelle

H

�

upfen der Elektronen im antiferromagnetishen Grundzustand proportional zu t

2

=U ist

und somit f

�

ur gro�e Wehselwirkungen abnimmt. Bemerkenswert ist, da� in der st

�

orungs-

theoretishen Betrahtung der Flu�gleihungen der Grenzfall f

�

ur starke Kopplung im Fall

des Antiferromagnetismus enthalten ist.

T=t

0 2 4 6 8 10

(U=t)
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Abbildung 6.2: Kritishe Wehselwirkungsst

�

arke (U=t)

C

in Abh

�

angigkeit von der Tem-

peratur f

�

ur N

�

ahste-Nahbar-Wehselwirkung mit t

0

=t = 0 f

�

ur die hemishen Potentiale

�=t = 1=8 (links) und �=t = 1=4 (rehts).

Bei kleiner

�

Anderung des hemishen Potentials (Abb. 6.1, rehts) wird der Antiferroma-

gnetismus shw

�

aher. Entfernt man sih weiter von der halben F

�

ullung, vershwindet der

Antiferromagnetismus bei �=t = 1=8 shlie�lih ganz (Abb. 6.2). Auh dies wurde bereits

aufgrund der Betrahtungen der Fermikante erwartet.

Bei halber F

�

ullung ist die n

�

ahste Instabilit

�

at eine homogene d

+

-Welle aus dem Teilhen-

Loh-Kanal mit Spinsinglett. Diese Instabilit

�

at f

�

uhrt zu einer Deformation der Fermikante.

Dadurh kann es zu einem Phasen

�

ubergang des Systems von rhomboedrisher zu tetra-

gonaler Struktur kommen, daher wird diese Instabilit

�

at mit der Pomaranhuk-Instabilit

�

at

identi�ziert. Dies Ergebnis entspriht der Beobahtung mit Hilfe der Renormalizierungs-

gruppenanalyse von Halboth und Metzner [14℄.

Die n

�

ahste Instabilit

�

at ist eine p-Welle aus dem Teilhen-Loh-Kanal mit Singlett-

Charakter und q

�

-Symmetrie. Diese Instabilit

�

at f

�

uhrt zu einer abwehselnden Vergr

�

o�e-

rung und Verkleinerung der H

�

upfamplituden entlang der x- oder y-Ahse. Diese Instabi-

lit

�

at ruft eine Aufspaltung des Energiebandes hervor, dabei k

�

onnen sih die entstehenden

B

�

ander weiter an einigen Punkten ber

�

uhren.

Als n

�

ahstes folgt die d

+

-Wellen-Instabilit

�

at im Supraleitungskanal. Dies ist f

�

ur alle un-
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tersuhten hemishen Potentiale die st

�

arkste Instabilit

�

at der supraleitenden Wehsel-

wirkung. D.h. die beobahtete supraleitende d

x

2

�y

2 -Instabilit

�

at, die auh aufgrund der

Analyse durh andere Methoden erwartet wurde, wird auh mit der Untersuhung des

Hubbardmodell mittels Flu�gleihungen erhalten.

Entfernt man sih von halber F

�

ullung, so ist die Supraleitung f

�

ur tiefe Temperaturen die

niedrigste Instabilit

�

at. F

�

ur h

�

ohere Temperaturen liegen die Pomeranhuk-Instabilit

�

at und

die Bandsplitting-Instabilit

�

at weiter bei niedrigeren kritishen Wehselwirkungen als die

Supraleitung. Daher mu� untersuht werden, ob das Auftreten dieser Instabilit

�

aten die

Supraleitung unterdr

�

ukt oder ob die Instabilit

�

aten gleihzeitig existent sind. Zus

�

atzlih

mu� die Gitterabh

�

angigkeit der Resultate f

�

ur tiefe Temperaturen ber

�

uksihtigt werden.

Die n

�

ahsth

�

ohere Instabilit

�

at sind die Flu�phasen. Diese wurden bereits in anderen

Ver

�

o�entlihungen diskutiert [25℄,[26℄. F

�

ur reine N

�

ahste-Nahbar-Wehselwirkung sind

die Singlett- und Triplettzust

�

ande der d

+

-Welle der Flu�phasen entartet, f

�

ur halbe F

�

ullung

tritt eine weitere Entartung zur d

+

-Welle der Supraleitung auf.

Immer wieder zu beobahten ist bei h

�

oheren hemishen Potentialen eine weitere

Pomeranhuk-Instabilit

�

at mit s

�

-Wellen-Charakter. Dieser Zustand ist jedoh f

�

ur kein

ber

�

uksihtigtes hemishes Potential die niedrigste Deformation, somit ist zu erwarten,

da� er durh die anderen Instabilit

�

aten unterdr

�

ukt wird.

Die

�

ubrigen Instabilit

�

aten, die in den Abbildungen durh graue durhgezogene Linien

dargestellt werden, treten nur bei speziellen Parametern auf. Da sie bei h

�

oheren kriti-

shen Wehselwirkungen liegen, beeinussen sie den Phasen

�

ubergang in die beshriebenen

Zust

�

ande niht. Im Phasendiagramm bei halber F

�

ullung ist noh ein ferromagnetisher

Punkt f

�

ur T=t = 0:1 bemerkenswert. Dieser vershwindet allerdings bei der Berehnung

mit einer Gittergr

�

o�e von N

H

= 24 [15℄.

6.2 Hubbardmodell mit NNN-Wehselwirkung

In diesem Abshnitt werden die Resultate f

�

ur das Hubbardmodell mit vershiedenen

�

Ubern

�

ahste-Nahbar-Wehselwirkungen (NNN) gezeigt. Dabei werden die Parameter

t

0

=t = �1=6 f

�

ur kleine, t

0

=t � 1=3 f

�

ur mittlere und t

0

=t = �5=12 f

�

ur gro�e H

�

upfampli-

tuden zwishen

�

ubern

�

ahsten Nahbarn gew

�

ahlt. Aufgrund der Gitterstruktur maht es

keinen Sinn, t

0

=t � 1=2 zu w

�

ahlen.

6.2.1 f

�

ur t

0

=t = �1=6

Die folgenden Phasendiagramme beruhen auf Auswertungen mit der H

�

upfamplitude

t

0

=t = �1=6.
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Nah der Betrahtung der Fermi

�

ahe kann erwartet werden, da� durh die

�

Ubern

�

ahste-

Nahbar-Wehselwirkung die antiferromagnetishe Ordnung unterdr

�

ukt wird. Dies wird

auh in den berehneten Phasendiagrammen deutlih. Nur f

�

ur das hemishes Potential

�=t = �1=3 tritt in einem sehr kleinen Bereih f

�

ur T=t = 0:01 Antiferromagnetismus

auf (Abb. 6.4, links). Bei einer Gittereinteilung von N

H

=16 wird dieser Bereih weiter

verkleinert. Daher mu� untersuht werden, ob der Antiferromagnetismus bei gr

�

o�eren

Gittern f

�

ur dieses hemishe Potential shlie�lih vershwindet.

Ist das hemishe Potential kleiner als �=t = �1=3, so ist die Pomeranhuk-Instabilit

�

at

mit d

+

-Symmetrie der Zustand mit der niedrigsten kritishen Wehselwirkungsst

�

arke. F

�

ur

steigende hemishe Potentiale vershiebt sih diese Instabilit

�

at zu gr

�

o�eren (U=t)

C

.

Das Verhalten der Bandsplitting-Instabilit

�

at ist entgegengesetzt. Daher liegt diese Instabi-

lit

�

at bei kleineren �=t h

�

oher und vershiebt sih mit wahsendem hemishen Potential zu

niedrigeren kritishen Wehselwirkungsst

�

arken. F

�

ur �=t = �1=3 liegen diese beiden Insta-

bilit

�

aten diht beieinander, f

�

ur gr

�

o�ere �=t ist die Bandsplitting-Instabilit

�

at dominierend.

T=t

0 2 4 6 8 10

(U=t)
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Abbildung 6.4: Kritishe Wehselwirkungsst

�

arke (U=t)

C

in Abh

�

angigkeit von der Tem-

peratur f

�

ur

�

Ubern

�

ahste-Nahbar-Wehselwirkung mit t

0

=t = �1=6 f

�

ur die hemishen

Potentiale �=t = �1=3 (links) und �=t = 0 (rehts).

F

�

ur �=t = 0 tritt Supraleitung erst bei hohen (U=t)

C

' 6:6 auf (Abb. 6.4, rehts). Geht

man

�

uber zu dotierten Systemen, so tritt die Instabilit

�

at bereits bei niedrigeren kritishen

Wehselwirkungen auf. Verringert man das hemishe Potential unterhalb von �=t � �1=3,

so ver

�

andert sih die Lage der Instabilit

�

at f

�

ur den supraleitenden Kanal kaum noh.

F

�

ur das hemishe Potential �=t = �3=4 kann erstmals eine d

�

-Pomeranhuk-Instabilit

�

at

beobahtet werden (Abb. 6.3, links). Dies entspriht einer Deformation der Fermikante

mit d

xy

-Symmetrie, welhe auh bei Hohtemperatursupraleitern im Experiment festge-

stellt werden kann. Allerdings tritt diese Instabilit

�

at f

�

ur diese H

�

upfamplitude nur f

�

ur

tiefe Temperaturen auf und besitzt eine h

�

ohere kritishe Wehselwirkung als die d

+

-

Pomeranhuk-Instabilit

�

at. Daher ist aus diesen Berehnungen niht ersihtlih, inwieweit

die d

�

-Deformation der Fermikante beobahtet werden kann oder durh die vorhandene

d

+

-Deformation unterdr

�

ukt wird.

Die Flu�phasen mit Spinsinglett und -triplett sind bei

�

Ubern

�

ahster-Nahbar-

Wehselwirkung niht mehr entartet, f

�

ur alle untersuhten hemishen Potentiale be-

sitzt der Triplettzustand die niedrigere kritishe Wehselwirkung. F

�

ur �=t = �7=12 liegt

die Flu�phasen-Instabilit

�

at mit Triplettsymmetrie diht bei der Supraleitungsinstabilit

�

at
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(Abb. 6.3, rehts), f

�

ur alle

�

ubrigen hemishen Potentiale liegt dieser Zustand im Vergleih

zur Supraleitung bei dieser Wahl der H

�

upfamplitude bei (U=t)

C

.

Auh f

�

ur t

0

=t = �1=6 ersheint die s

�

-Pomeranhuk-Instabilit

�

at in den Diagrammen, liegt

jedoh in allen Abbildungen bei h

�

oheren kritishen Wehselwirkungen als die entspre-

hende d

+

-Welle. F

�

ur �=t = �1=3 erreiht die s

�

-Instabilit

�

at f

�

ur tiefe Temperaturen ein

minimales (U=t)

C

' 4:6. Allerdings mu� auh hier beahtet werden, da� die Ergebnis-

se f

�

ur tiefe Temperaturen in diesem Wehselwirkungskanal weniger zuverl

�

assig sind als

beispielsweise in dem Supraleitungskanal.

6.2.2 f

�

ur t

0

=t = �1=3

F

�

ur mittlere

�

Ubern

�

ahste-Nahbar-Wehselwirkung werden die folgenden Ergebnisse er-

halten.

T=t

0 2 4 6 8 10

(U=t)
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Abbildung 6.6: Kritishe Wehselwirkungsst

�

arke (U=t)

C

in Abh

�

angigkeit von der Tem-

peratur f

�

ur

�

Ubern

�

ahste-Nahbar-Wehselwirkung mit t

0

=t = �1=3 f

�

ur die hemishen

Potentiale �=t = �1=3 (links) und �=t = 0 (rehts).

Der Antiferromagnetismus tritt nur f

�

ur das hemishe Potential �=t = �2=3 bei der Tem-

peratur T=t = 0:01 auf (Abb. 6.5, rehts). F

�

ur gr

�

o�ere N

H

sollte untersuht werden, ob

der antiferromagnetisher Zustand weiterhin beobahtet werden kann.

Bei niedrigem hemishen Potential mit �=t < �2=3 dominiert die Pomeranhuk-

Instabilit

�

at. Diese vershiebt sih f

�

ur wahsendes hemishes Potential zu h

�

oheren kri-

tishen Wehselwirkungen. Die

�

ubrigen Pomeranhuk-Instabilit

�

aten mit s

�

- und d

�

-

Symmetrie k

�

onnen ebenfalls beobahtet werden, allerdings bei h

�

oheren (U=t)

C

.

F

�

ur gro�es hemishes Potential mit �=t > �2=3 dominiert die Bandsplitting-Instabilit

�

at,

diese vershiebt sih f

�

ur fallendes hemishes Potential zu h

�

oheren kritishen Wehsel-

wirkungen. In der Umgebung des hemishen Potential �=t = �2=3 �ndet ein

�

Ubergang

zwishen den dominierenden Instabilit

�

aten statt.

Die niedrigste supraleitende Instabilit

�

at ist auh f

�

ur diese H

�

upfamplitude f

�

ur alle he-

mishen Potentiale die d

+

-Welle. Wie in den vorangegangenen Diagrammen auh, liegt

diese bei h

�

oheren kritishen Wehselwirkungen als Pomeranhuk- bzw. Bandsplitting-

Instabilit

�

at.
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Bei den Flu�phasen tritt haupts

�

ahlih der Triplettzustand auf, nur f

�

ur �=t = �1 kann der

Singlettzustand beobahtet werden, allerdings mit hoher kritishen Wehselwirkung. Der

Triplettzustand liegt erstmals f

�

ur hemishe Potentiale zwishen �=t = �

vH

und �=t = �1

niedriger als der supraleitende Zustand (Abb. 6.5, links). Hier mu� untersuht werden,

ob die Deformation der Fermikante durh die f

�

uhrende d

+

-Pomeranhuk-Instabilit

�

at die

Flu�phasen unterdr

�

ukt.

6.2.3 f

�

ur t

0

=t = �5=12

Abshlie�end werden die Phasendiagramme f

�

ur gro�e

�

Ubern

�

ahste-Nahbar-

Wehselwirkung t

0

=t = �5=12 dargestellt.

Die Abbildung f

�

ur stark negative hemishe Potential mit z.B. �=t = �2 zeigt einige Beson-

derheiten (Abb. 6.7, links). Erstmals tritt die Pomeranhuk-Instabilit

�

at mit d

�

-Symmetrie

als f

�

uhrende Deformation des Gitters f

�

ur T=t � 0:16 auf. Dies bedeutet eine Verformung

mit d

xy

-Symmetrie, welhe bereits in Experimenten nahgewiesen werden konnte.

T=t

0 2 4 6 8 10

(U=t)
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Abbildung 6.8: Kritishe Wehselwirkungsst

�

arke (U=t)

C

in Abh

�

angigkeit von der Tem-

peratur f

�

ur

�

Ubern

�

ahste-Nahbar-Wehselwirkung mit t

0

=t = �5=12 f

�

ur die hemishen

Potentiale �=t = �1 (links) und �=t = 0 (rehts).

Oberhalb von �=t = �4=3 tritt dieser Zustand nur f

�

ur tiefe Temperaturen T=t � 0:05 auf

und ist niht mehr dominant.

In der N

�

ahe der d

�

-Pomeranhuk-Instabilit

�

at im Phasendiagramm zu �=t = �2 liegt der

Teilhen-Loh-Kanal mit Spintriplett und p-Wellensymmetrie. Er beginnt bei (U=t)

C

' 3:1

f

�

ur T=t = 0:01. Dies bedeutet analog zum Bandsplitting eine Vergr

�

o�erung oder Verklei-

nerung der H

�

upfamplituden in x-Rihtung oder bzw. und y-Rihtung. W

�

ahrend beim

Bandsplitting allerdings eine alternierende Vergr

�

o�erung und Verkleinerung der Wehsel-

wirkungen statt�ndet, ist dieser Kanal homogen.

Au�erdem kann f

�

ur �=t = �2 f

�

ur starke Wehselwirkung ein Bereih, in dem Ferromagne-

tismus auftritt, beobahtet werden. Verantwortlih hierf

�

ur ist der homogene Teilhen-Loh-

Kanal mit Spintriplett und s

+

-Symmetrie. Nah dem Stonerkriterium tritt Ferromagnetis-

mus im Hubbardmodell f

�

ur gen

�

ugend starke Wehselwirkung bzw. gro�e Zustandsdihte

auf. Obwohl die Berehnungen durh die St

�

orungstheorie im Grenzfall shwaher Kopp-

lungen durhgef

�

uhrt werden, ist dieser E�ekt f

�

ur starke Kopplungen im Phasendiagramm

enthalten.
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In dem Phasendiagramm f

�

ur �=t = �2 ist eine weitere Besonderheit zu verzeihnen.

Beginnend bei (U=t)

C

= 5:8 f

�

ur T=t = 0:01 tritt eine supraleitende Instabilit

�

at mit d

�

-

Symmetrie auf. Dies ist jedoh das einzige hemishe Potential, bei dem in den berehneten

Diagrammen dieser Zustand beobahtet werden kann.

Ab einem hemishen Potential �=t = �4=3 gleihen die Diagramme wieder Phasendia-

grammen anderer H

�

upfamplituden. Die d

+

-Pomeranhuk-Instabilit

�

at dominiert f

�

ur klei-

nes hemishes Potential, bei �=t = �2=3 �ndet ein

�

Ubergang zu einer dominierenden

Bandsplitting-Instabilit

�

at statt.

Die d

+

-Wellen-Supraleitung tritt oberhalb von �=t = �4=3 auf. F

�

ur �=t = �1 existiert

ein Temperaturbereih f

�

ur tiefe Temperaturen, in dem die Supraleitung dominiert.

6.3 Vergleih vershiedener Gittereinteilungen

T=t

0 2 4 6 8 10

(U=t)
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Abbildung 6.10: Kritishe Wehselwirkungsst

�

arke (U=t)

C

in Abh

�

angigkeit von der Tem-

peratur f

�

ur

�

Ubern

�

ahste-Nahbar-Wehselwirkung mit t

0

=t = �1=6 f

�

ur das hemishe Po-

tential �=t = �1=3, berehnet f

�

ur vershiedene Gitteraufteilungen N

H

= 8 (links) und

N

H

= 16 (rehts).

In diesem Abshnitt werden die Ergebnisse f

�

ur die Berehnungen mit vershiedenen Git-

tereinteilungen miteinander verglihen. Hierzu werden die Diagramme f

�

ur N

H

= 8 und

N

H

= 16 nebeneinandergestellt, zu denselben Paramtern t

0

=t und �=t be�nden sih in

Abshnitt 6.2.1 in den Abbildungen 6.3 und 6.4 die entsprehenden Phasendiagramme f

�

ur

N

H

= 12.

Vergleiht man die Ergebnisse f

�

ur vershiedene Gittereinteilungen, so maht man die fol-

genden Beobahtungen:

� F

�

ur Temperaturen T=t > 0:05 liefern bereits die Berehnungen f

�

ur Gitter mit ei-

ner Einteilung von N

H

= 8 gute Ergebnisse. Diese werden auh bei einer feineren

Einteilung des Gitters kaum noh ver

�

andert.

� F

�

ur Temperaturen T=t < 0:05 h

�

angen die Ergebnisse in einigen Kan

�

alen von der

gew

�

ahlten Gittereinteilung ab. Die Ursahe der Gitterabh

�

angigkeit wird in Abshnitt

(5.3) erl

�

autert. Am Beispiel der Pomeranhuk-Instabilit

�

aten, die auf den Hartree-
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Fok-Kanal zur

�

ukzuf

�

uhren sind, wird deutlih, da� das Verhalten der Kurven stark

von N

H

abh

�

angt.

Betrahtet man hingegen den supraleitenden Kanal, so stellt man f

�

ur alle Gitterein-

teilungen dasselbe qualitative Verhalten fest, lediglih eine geringe Vershiebung zu

h

�

oheren kritishen Wehselwirkungen f

�

ur feinere Gitter ist festzuhalten.

� Speziell f

�

ur den Antiferromagnetismus f

�

allt auf, da� der Bereih, in dem dieser Zu-

stand auftritt, mit wahsender Gittergr

�

o�e abnimmt bzw. ganz vershwindet. Auh

andere

Daher ist eine genauere Betrahtung des Tieftemperaturverhaltens notwendig, um die Er-

gebnisse in diesem Temperaturbereih in allen Wehselwirkungskan

�

alen einsh

�

atzen zu

k

�

onnen. Erst dann kann eine Aussage

�

uber die f

�

uhrenden Instabilit

�

aten bei tiefen Tempe-

raturen getro�en werden.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblik

In dieser Arbeit wird das Hubbardmodell mit Hilfe der Flu�gleihungen untersuht und im

Rahmen einer st

�

orungstheoretishen Betrahtung ausgewertet. Die Auswertungen werden

sowohl f

�

ur das Hubbardmodell mit reiner N

�

ahster-Nahbar-Wehselwirkung als auh f

�

ur

das Hubbardmodell mit

�

Ubern

�

ahster-Nahbar-Wehselwirkung durhgef

�

uhrt.

Dabei erh

�

alt man f

�

ur reine N

�

ahste-Nahbar-Wehselwirkung in der N

�

ahe halber F

�

ullung

eine f

�

uhrende antiferromagnetishe Ordnung. Auh die erwartete Supraleitung mit

d

+

-Symmetrie kann nahgewiesen werden. Weiter treten d

+

- und s

�

-Pomeranhuk-

Instabilit

�

aten, Bandsplitting und Flu�phasen auf.

Bei der Auswertung f

�

ur

�

Ubern

�

ahste-Nahbar-Wehselwirkung bleibt festzustellen, da� der

Antiferromagnetismus bis auf einen kleinen Bereih des Phasendiagramms weitgehend ver-

dr

�

angt wird. d

+

-Wellen-Supraleitung sowie die erw

�

ahnten

�

ubrigen Instabilit

�

aten werden

weiter beobahtet. Bei gro�en H

�

upftermen zwishen

�

Ubern

�

ahsten Nahbarn treten f

�

ur

stark negative hemishe Potentiale eine d

�

-Pomeranhuk-Instabilit

�

at und eine Ver

�

ande-

rung der H

�

upfterme auf. F

�

ur eine weiten Bereih des hemishen Potentials tritt f

�

ur gro�e

U=t Ferromagnetismus auf.

Insgesamt ist festzustellen, da� die wesentlihen Elemente der Phasendiagramme der

Hohtemperatursupraleiter mit Hilfe der Berehnung der Flu�gleihungen des Hubbardmo-

dell erhalten werden. Die Konkurrenz zwishen Antiferromagnetismus und Supraleitung

sowie die Existenz eines Phasen

�

ubergangs von tetragonaler zu rhomboedrisher Gitter-

struktur werden gezeigt.

Um zu untersuhen, ob die Pomeranhuk-Instabilit

�

at bzw. das Bandsplitting das Auftreten

der Supraleitung behindert, mu� bei weitergehenden Berehnungen die Ver

�

anderung der

Form der Fermi

�

ahe bzw. der Einteilhenenergien ber

�

uksihtigt werden.

Bei den durhgef

�

uhrten Berehnungen wird eine St

�

orungstheorie f

�

ur shwahe Kopplungen

durhgef

�

uhrt. Dennoh werden einige Ergebnisse, die auf starken Kopplungen beruhen, im

57
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Rahmen dieser Rehnung erhalten. Dies spriht daf

�

ur, da� die Berehnungen zumindest

eine gute Absh

�

atzung der wesentlihen Instabilit

�

aten liefern.

Weiter bleibt festzuhalten, da� das Verhalten der Instabilit

�

aten bei tiefen Temperaturen

einer genaueren Untersuhung bedarf. Hier sind Bestrebungen in der Arbeitsgruppe im

Gange, die dahin zielen, die Berehnung der Entropie so durhzuf

�

uhren, da� der E�ekt

der starken Gitterabh

�

angigkeit niht mehr auftritt.



Anhang A

Kommutatoren

In dieser Arbeit wird die allgemeine De�nition des Hamiltonoperators

H

1

=

X

k

A

k

: N

kk

: (A.1)
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benutzt.

Durh die Einf

�

uhrung der Normalordnung werden die Operatoren in den einzelnen Ter-

men so angeordnet, da� die Erzeugungsoperatoren links von den Vernihtungsoperatoren

stehen. Dadurh ist der Grundzustand des Hamiltonoperators in Bezug auf das wehsel-

wirkungsfreie System eindeutig de�niert.

Im folgenden werden die zur Berehnung der Flu�gleihungen notwendigen Kommutatoren

aufgestellt. Dabei werden bei diesem Ansatz f

�

ur den Hamiltonoperator und einer Betrah-

tung der Flu�gleihungen zis zur 2. Ordnung in der St

�

orungstheorie lediglih Kommuta-

toren zwishen Ein- und Zweiteilhenbeitr

�

agen ben

�

otigt.

F

�

ur den Kommutator zwishen zwei Einteilhenoperatoren erh

�

alt man

[H

a

1

;H

b
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℄ = 0 ; (A.3)

d.h. die Operatoren vertaushen.

Der Kommutator zwishen einem Einteilhenoperator und einem Zweiteilhenoperator gibt
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Steht also im Einteilhenoperator die Energie A

k

= �

k

, so bedeutet (A.5) die Di�erenz

zwishen den Energien der Erzeuger und den Energien der Vernihter. Ist diese Di�erenz

gleih Null, so vershwindet der entsprehende Term.
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unter Ber

�

uksihtigung der Symmetrie
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: (A.7)

Dabei ist

n

k

=

1

1 + exp(

�

k

��

kT

)

(A.8)

die Besetzungszahl f

�

ur Fermionen. Bei der Berehnung des Kommutators zwishen zwei

Zweiteilhenoperatoren treten zus

�

atzlih Dreiteilhenwehselwirkungen auf. Diese werden

f

�

ur die weiteren Berehnungen vernahl

�

assigt.
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