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Zugang zum Hubbardmodell mit Hilfe von Fluf3gleichungen

Mit Hilfe der Flufigleichungen wird das Hubbardmodell im Rahmen einer stérungstheoreti-
schen Untersuchung auf die Form einer effektiven Hartree-Fock-Bogoliubov-Wechselwirkung
gebracht. Die Stabilitéit des Systems wird analysiert und beziiglich der verschiedenen mogli-
chen Phasen ausgewertet.

Fiir das Hubbardmodell mit Néchster-Nachbar-Wechselwirkung wird ein Bereich mit anti-
ferromagnetischer Ordnung erhalten. Im BCS-Kanal wird eine d-Wellen-Supraleitung er-
rechnet. Weitere wichtige Phasen sind die Pomeranchuk-Instabilitit, die die Gitterstruktur
verdndert, und die Bandsplitting-Instabilitét.

Fiir das Hubbardmodell mit Ubernichster-Nachbar-Wechselwirkung verschwindet der Anti-
ferromagnetismus nahezu. Fiir starke Kopplung tritt Ferromagnetismus auf. Weitere Insta-
bilitdten mit vergleichbarer Wechselwirkung werden ebenfalls dargestellt.

Approaching The Hubbard Model with Flow Equations

The Hubbard model is transformed into an effective Hartree-Fock-Bogoliuobov-type inter-
action using the means of flow equations in second order pertubation theory. The stability of
the system is analysed and evaluated in order to obtain the transition into various possible
phases.

Looking at the Hubbard model with nearest-neighbor interaction one gets an antiferroma-
gnetic transition. In the BCS-channel d-superconductivity is obtained. Other important
instabilities are the Pomeranchuk instability which changes the lattice structur and Band-
splitting.

In the Hubbard model with next-nearest-neighbor interaction antiferromagnetism is nearly
vanishes. Ferromagnetism appears for strong coupling. Other types of instabilities of com-
parable strength are also reported.
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Kapitel 1

Einleitung

1986 veroffentlichten Bednorz und Miiller ihre erste Arbeit iiber “Possible High T, Super-
conductivity in the Ba-La-Cu-O-System“[1]. Seit dieser Zeit wurde die Hochtemperatur-
supraleitung in vielen experimentellen und theoretischen Studien untersucht. So konn-
te eine Erhéhung der Sprungtemperatur auf 134K erreicht und die fiir die Supralei-
tung charakteristischen Eigenschaften wie der Meissner-Ochsenfeld-Effekt, der Josephson-
Wechselstrom-Effekt, das FlieBen von Dauerstrémen und ein praktisch verschwindender
Gleichstromwiderstand nachgewiesen werden.

Ein wesentliches Strukturmerkmal dieser Hochtemperatursupraleiter sind parallele CuOs-
Schichten, weshalb die Stoffe auch als Kuprate bekannt sind. Die iibrigen Atome der
Kuprate haben ihren Platz zwischen den Schichten. Sie stabilisieren die Struktur und
tragen zur Ladungsbilanz bei.

Das experimentell ermittelte Phasendiagramm zeigt fiir das nichtdotierte Kuprat unter-
halb der Neel-Temperatur einen antiferromagnetischen Isolator. Eine Dotierung des Stoffes
verdndert das chemische Potential und damit die Anzahl der Ladungstriger. Dadurch wird
die antiferromagnetische Ordnung unterdriickt und das System wird unter Umsténden me-
tallisch oder supraleitend. Die Struktur der Hochtemperatursupraleiter ist orthorhombisch

Formel T. | Formel T
YBCLQCU307 92 B’iS’f’QCUgOg (1) 10
TZQB(LQCGIC’U,QOg 110 BiQSTQC(llC’lLQOg (2) 90
TlQBGQCGQCUQOlO 127 B’iQST‘QCCLQCUg,OlO (3) 120
HgBGQC(lQCUgOg 134

Tabelle 1.1: Hochtemperatursupraleiter mit ihrer jeweiligen Sprungtemperatur. In der
rechten Spalte ist fiir die Bismut-Verbindungen in Klammern die Anzahl der CuOs-
Schichten aufgefiihrt.
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und entsteht beim Abkiihlen der Probe aus einer tetragonalen Struktur [20]. Zusétzlich
zum Isolator-Metall-Ubergang existiert in einigen Kupraten eine Spinglasphase.

Bei der Suche nach der Ursache der Supraleitung geben die im folgenden beschriebenen
Phénomene einige Anhaltspunkte:

e In vielen Kupraten kann man die seltenen Erden durch fast alle anderen Atome dieser
Gruppe ersetzen, ohne daf sich die Sprungtemperatur wesentlich dndert. Dies zeigt,
dafl die Supraleitung auf Bereiche der Proben beschrinkt ist, die mit den seltenen
Erden wenig Wechselwirkung haben.

o Weiter ist es moglich, durch geeignete Priparationsbedingungen Proben mit unter-
schiedlichen Schichtfolgen herzustellen. Mit der Anzahl benachbarter Kupferoxid-
schichten wachst die Sprungtemperatur im dem Bismut-System an (siehe Tabelle
(1.1), rechte Spalte) [2].

e Innerhalb dieser Schichten ist die elektrische Leitfihigkeit um einige Groéflenordnun-
gen grofer als senkrecht dazu [3].

Aus diesen Griinden wird die Hauptursache der Herkunft der Supraleitung in der Inner-
schichtwechselwirkung gesehen, die betrachteten Modelle sind in der Regel zweidimensio-
nal.

Ausgangspunkt dieser Arbeit ist die Modellierung der zweidimensionalen C'u(Os-Schichten
unter Vernachlissigung der Wechselwirkung zwischen den Schichten. In einer Kupferoxid-
schicht werden die d,>_,2-Orbitale der Kupferatome durch die p,-Orbitale der Sauerstoff-
atome miteinander verbunden. Dies kann als Basis fiir ein 3-Band-Hubbardmodell benutzt
werden.

Eine weitere Vereinfachung fiihrt auf das hier betrachtete zweidimensionale Ein-Band-
Hubbardmodell, mit dessen Hilfe das Elektronensystem und die daraus resultierenden
Wechselwirkungen innerhalb der Kupferoxidschichten beschrieben werden. Dabei wird das
System dargestellt durch nominelle Kupferatome auf einem Gitter, die durch einen Elek-
tronenhiipfterm ¢ verbunden werden und die eine kurzreichweitige Coulombabstoflung U
fiir zwei Elektronen auf demselben Gitterplatz besitzen. Diese Reduzierung bedeutet, dafl
nur das Energieband, in dem die Fermienergie liegt, beriicksichtigt wird. Fiihrt man Monte-
Carlo-Simulationen in dem Bereich nahe halber Fiillung fiir das 3-Band-Hubbardmodell
und das Ein-Band-Hubbardmodell durch, so stimmen beide Berechnungen in den cha-
rakteristischen Merkmalen iiberein [4], [5]. Dies legt nahe, die Wechselwirkungen in den
CuQOy-Schichten der Kuprate durch ein zweidimensionales Ein-Band-Hubbardmodell zu
modellieren.

Um das Hubbardmodell untersuchen zu koénnen, wird in Kapitel 2 der Zugang iiber die
Methode der Flufigleichungen erldutert. Zunéchst wird das Verfahren der kontinuierlichen
Diagonalisierung mit einer einfachen Aufteilung in Diagonalteil und Nichtdiagonalteil zur



Wahl des Generators eingefithrt. Im néchsten Abschnitt wird die Methode fiir endliche
Temperaturen erweitert. Dazu ist eine andere Wahl des Generators der Transformation
notwendig, eine Eliminationsfunktion wird definiert, die die diagonalen und nichtdiagona-
len Beitrige kennzeichnet. Da die Flufigleichungen im allgemeinen nicht geschlossen sind,
werden sie im Rahmen einer Stérungstheorie bis zur zweiten Ordnung in der Wechselwir-
kung betrachtet und eine effektive Zweiteilchenwechselwirkung berechnet.

In Kapitel 3 wird das Hubbardmodell eingefiihrt. Zunéchst wird die Herkunft des Modells
und seine Bedeutung in der Festkérperphysik erlautert. Aufgrund der Betrachtung der Fer-
mifldchen fiir verschiedene Parameter werden Erwartungen an die Ergebnisse formuliert.
Neben der effektiven Wechselwirkung ist die Entropie relevant fiir die Analyse der Stabi-
litdt der Zustinde. Diese wird mit Hilfe einer Molekurlarfeldniherung berechnet. Ferner
werden die Symmetrien der Zustdnde auf dem Quadratgitter betrachtet.

Die Auswertung fiir die erhaltenen Wechselwirkungskanile wird in Kapitel 4 durchgefiihrt.
Dabei legen die Bedingungen an die Eliminationsfunktion fest, welche Kanéle erhalten
bleiben. Fiir diese werden dann die effektiven Wechselwirkungen und Entropien berechnet.
Die Stabilitdtsuntersuchung der Wechselwirkungskanéle wird dargestellt.

Das numerische Vorgehen dieser Arbeit wird in Kapitel 5 beschrieben. Zunéchst werden
die Berechnungen auf dem Quadratgitter erliutert. Im néchsten Abschnitt wird auf die
Behandlung singulirer Punkte bei der Numerik eingegangen. Anschlielend wird eine Aus-
sage zu Genauigkeit und Geschwindigkeit des Programms gemacht.

Die Resultate werden in Kapitel 6 diskutiert. Die Berechnungen werden sowohl fiir das
Hubbardmodell mit reiner N&chster-Nachbar-Wechselwirkung als auch fiir das Hubbard-
modell mit verschiedenen Ubernichste-Nachbar-Wechselwirkungen mit verschiedenen che-
mischen Potentialen durchgefiihrt. Im letzten Abschnitt des Kapitels wird die Abhéngig-
keit der Ergebnisse von der Grofle des Gitters untersucht, indem die Resultate fiir ver-
schiedene Gittereinteilungen verglichen werden.

In Kapitel 7 werden die Resultate zusammengefafit und ein Ausblick auf mogliche weitere
Untersuchungen des Hubbardmodells mit Hilfe der Flufigleichungen gegeben.
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Kapitel 2

Flufigleichungen

In der Vielteilchenphysik st68t man hiufig auf das Problem, den Hamiltonoperator
eines Vielteilchensystems in Diagonal- oder Blockdiagonalform transformieren zu wollen.
Die dafiir notwendige Transformation ist fiir einige Félle bekannt, z.B. die Schrieffer-
Wolff-Transformation [6] oder die Foldy-Wouthuysen-Transformation [7]. Bei vielen an-
deren Hamiltonoperatoren ist die Tranformation in Diagonalform nicht bekannt und eine
systematische Herleitung dieser Transformation existiert nicht.

2.1 Methode der Fluf3gleichungen

Die Methode der Flufigleichungen von Wegner [8] dient dazu, den Hamiltonoperator eines
Vielteilchensystems durch eine Folge infinitesimaler unitirer Transformationen zu dia-
gonalisieren. Dabei wird nach jeder Transformation ein neuer, zu dem transformierten
Hamiltonoperator passender Generator der Transformation gewéhlt, der den Hamilton-
operator niher an die Diagonalform bringen soll.

Eine kontinuierliche stetig differenzierbare Transformation mit dem Flufparameter [ wird
durch
H() =UW)H(0)U (1) (2.1)

beschrieben, wobei die Transformation fiir / = 0 mit dem Hamiltonoperator des Vielteil-
chensystems startet. Das Ziel ist es, fiir [ — oo Diagonal- oder Blockdiagonalform des
Hamiltonoperators zu erreichen. Differenziert man nach dem Flufparameter, so erhélt
man fiir die Flufigleichungen ein System gewohnlicher Differentialgleichungen in /

dH ()

— = ), HD) (2.2)
mit dem antihermiteschen Generator
dU (I
o) = S0t = iy (23)
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Mit Hilfe der Gleichung (2.2) erhélt man die Matrixelemente des Hamiltonoperators

dH,
dl L= (ipHpg = Hippg) : (2.4)
P

Zunéchst ist man in der Wahl des Generators vollig frei, jedoch soll n so gewihlt wer-
den, dafl die Auflerdiagonalelemente verschwinden. Teilt man den Hamiltonoperator in
Diagonal- und Auflerdiagonalteil

H(l) = H )+ H"(I) (2.5)
und beriicksichtigt, da} die Spur
SpH? = SpHd2 + SpH™? (2.6)

unter einer unitiren Transformation konstant ist, so mu8 Sp(H")? abnehmen und Sp(H?)?
zunehmen, um Diagonalform von H zu erreichen. Damit die Bedingung

d(Sp(H")?)  d 2
dl T odl zq:qu

= 2 Z Hyq Z(ﬂqupq - qunpq)
q P

= 2 Z Mg (HppHpg — HygHpq)
ap

0 (2.7)

IA

erfiillt werden kann, wird der Generator

lpg = Hpq(Hp _qu) (2.8)
n(l) = [H(),H" (I)] (2.9)

gesetzt. Mit dieser Wahl des Generators werden die Auflerdiagonalelemente des Hamilton-
operators kleiner mit wachsendem Fluflparameter und verschwinden fiir [ — oo.

Sind allerdings zwei oder mehr Einteilchenenergien entartet, so verschwinden die Aufler-
diagonalelemente, die diese Energien verbinden, nicht. Daher ist es von den Anfangs-
bedingungen abhingig, ob Diagonalform oder eine Blockdiagonalform erreicht wird. Sind
die Einteilchenenergien nur fast entartet, so besteht die Moglichkeit, daff die Wechsel-
wirkung zwischen diesen Energien dennoch verschwindet. Da die Einteilchenenergien sich
ebenfalls mit dem Flufiparameter [ verdndern, kann die beinahe Entartung im Verlauf der
Flufigleichungen zeitweilig aufgehoben und dadurch die Wechselwirkungen unterdriickt
werden.

Untersucht man den Fall entarteter Energien im Rahmen einer Stérungstheorie, so tre-
ten Singularititen durch verschwindende Energienenner auf, die dazugehérenden Wechsel-
wirkungen konnen nicht eliminiert werden. Auch fiir fast entartete Energien ist eine
storungstheoretische Behandlung der Wechselwirkungen nicht moglich.
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Durch die Berechnung der Kommutatoren treten auch Wechselwirkungen auf, die im ur-
spriinglichen System nicht vorhanden waren. Die Flufigleichungen sind nicht mehr geschlos-
sen, sondern erzeugen neue Matrixelemente mit dazugehorigen Differentialgleichungen.
Eine Moglichkeit die Gleichungen zu schlieflen besteht darin, im Rahmen einer stérungs-
theoretischen Betrachtung eine Abbruchbedingung einzufithren und die héheren Wechsel-
wirkungen zu vernachléssigen.

Das Konzept der Aufteilung des Hamiltonoperators in Diagonal- und Auflerdiagonalteil
148t sich einfach fiir Systeme mit Temperatur 7" = 0 anwenden. In diesem Fall wird in
einem Vielteilchensystem die Anzahl der Quasiteilchen, d.h. die Teilchen oberhalb und
die Locher unterhalb der Fermikante, gezahlt. Alle Wechselwirkungen, die die Anzahl der
Quasiteilchen erhalten, werden als diagonal angesehen. Wechselwirkungen, die die Anzahl
der Quasiteilchen verdndern, sind damit nichtdiagonal und sollen eliminiert werden.

Fiir Systeme mit endlicher Temperatur T # 0 ergeben sich Schwierigkeiten bei der Defini-
tion der Quasiteilchen, da die Fermikante keine scharfe Abgrenzung mehr bedeutet. Daher
wird fiir diese Systeme eine andere Wahl des Generators bzw. eine andere Definition des
Diagonalteils des Hamiltonoperators benétigt.

2.2 Wahl des Generator bei endlicher Temperatur

Bei endlicher Temperatur kann der Generator durch Anwendung der Gradientenmethode
[15] bestimmt werden. Hierzu wird eine quadratische Form des Hamiltonoperators

1
G(H) =3 > gijHjiHik (2.10)

eingefiihrt. Im folgenden wird diese Form G(H) so bestimmt, daf} sie unter Anwendung der
FluBigleichungen fiir [ — oo ein Minimum erreicht. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
wird
Gijokl = Gklij (2.11)
vorausgesetzt. Aus der Bedingung, dafl G reell sein soll und der Hamiltonoperator hermi-
tesch ist, ergibt sich
Gijkl = 9jik : (2.12)
Wendet man die Methode der Fluigleichungen auf G' an, so erhilt man die Differential-
gleichung
% = > gijoet (MjmHmi — Hjmmmi) Hig

= ani (9mj ki HimHig, — Gim gt Hmj Hg,) (2.13)
Um das Minimum fiir G zu erreichen, mufl dG/dl (semi-)negativ sein. Daher wird der
Generator
njii = — (Gmj i HimH ik — Gim g1 Hmj Hii)"
= —GimikHmiHki + Gmi i Hjm H (2.14)
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gewéhlt. Mit der neuen Definition der nichtdiagonalen Beitrige zum Hamiltonoperator
Hi; = gjiuHr (2.15)
erhilt man wieder Gleichung (2.9) zur Bestimmung des Generators.

Wihrend bislang der Auflerdiagonalteil des Hamiltonoperators durch die Nicht-Erhaltung
der Anzahl der Quasiteilchen definiert war, wird bei der Gradientenmethode der Aufler-
diagonalteil durch die Wahl von g bestimmt. Fiir die Beitrdge, die erhalten bleiben sollen,
verschwinden die Eigenwerte von g. Um zu gewéhrleisten, dafl G unter dem Flufl abnimmt,
miissen die iibrigen Eigenwerte positiv sein. Dies wird durch die Wahl einer quadratischen
Form fiir g erreicht. Hierzu ist die Bildung des Doppelkommutators des Hamiltonoperators
mit dem hermiteschen Operator v geeignet

H" = [v,[v, H]] . (2.16)
Dadurch werden alle Beitréige als diagonal angesetzt, die mit dem Operator v kommutieren.

Um sich die Wirkung von v besser vorstellen zu kénnen, betrachtet man z.B. fiir v den
Operator der Quasiteilchenanzahl. Wenn in dem Hamiltonoperator das Matrixelement
H;j die Zustinde mit v; und v; Quasiteilchen verbindet, dann ist H]; = (v; — vj)QHij der
Beitrag im AuBerdiagonalteil. Fiir die Matrix g ergibt sich in Ubereinstimmung mit den
Bedingungen (2.11-2.12)

giitk = (V%) k0 — 205505 + 61 (0*)i : (2.17)

In H" treten demnach nur Terme auf, in denen durch die Wechselwirkung die Anzahl
der Quasiteilchen verdndert wird. Fiir diese Wahl des Operators v entspricht die Metho-
de der in Abschnitt (2.1) gemachten Definition von Diagonal- und Auflerdiagonalteil fiir
T = 0. Dies stellt nur eine mogliche Wahl des Operators v dar, es gibt jedoch noch weitere
Moéglichkeiten, die fiir endliche Temperaturen angewendet werden kénnen.

Um ein System bei endlichen Temperaturen zu beschreiben, mufy beachtet werden, dafl
hier die Fermikante keine scharfe Linie ist. Dadurch versagt das Konzept der Erhaltung der
Anzahl der Quasiteilchen. Hier ist es sinnvoll, fermionische Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren zur Beschreibung des Systems zu benutzen. Dann wird anstelle des Operators
der Quasiteilchenanzahl eine Summe von Einteilchenoperatoren fiir v verwendet

v = kac,tck . (2.18)
Nach Einfithrung der Eliminationsfunktion
Thiksooqigoe. = (Vky + Uky & ..o — Vg, — Ugp — - .)2 , (2.19)

wobei die Impulse k1, ks, ... zu Erzeugungsoperatoren und qi, go, . .. zu Vernichtungsope-
ratoren gehoren, erhélt man die auflerdiagonalen Beitrige zum Hamiltonoperator

T —
Hklkz...qlqg... - rk1k2...Q1QQ...Hk1k2...q1q2... . (220)
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Die Eliminationsfunktion verschwindet fiir diagonale Beitrige. Je mehr ein Beitrag als
nichtdiagonal angesehen wird, um so gréfler ist die Eliminationsfunktion fiir diesen.
Wihrend bei der Aufteilung zwischen Diagonal- und Nichtdiagonalteil bei T = 0 die
Eliminationsfunktion nur die Werte » = 0 (diagonal) und r = 1 (nichtdiagonal) annehmen
kann, findet hier ein kontinuierlicher Ubergang statt. Die GréBe der Eliminationsfunktion
ist ein Indikator fiir die Dringlichkeit der Entfernung dieser Beitrdge. Daher wird mit
diesem Verfahren auch eine Reihenfolge eingefiihrt, in der die nichtdiagonalen Beitrige
transformiert werden. Bricht man allerdings die Flufigleichungen durch eine stérungstheo-
retische Betrachtung in niedriger Ordnung ab, so wird durch die gemachten Néherungen
die Reihenfolge der Transformation teilweise aufgehoben.

Es kann notwendig sein, anstatt der vy, fiir die Operatoren mehrere Koeffizienten v}’ ein-
zufithren, um alle Bedingungen an die Eliminationsfunktion zur Definition von H¢ und
HT erfiillen zu kénnen. Dann erhélt man den den Nichtdiagonalteil des Hamiltonoperators
durch

H = 310, [0°, H] (2.21)
«Q
mit
vt = Zv,‘jc;ck . (2.22)
k

Die Eliminationsfunktion bekommt die Form

Thiks.qigo... = Z(v,‘;1 +op, + .. — vg‘l — v(‘;z - .. .)2 . (2.23)

@

Wenn man fiir die Beitrdge zum Operator v die Funktionen

1/4pa/2Ha(k/k0)

o 2
Uk _(1_p) 2a/2\/a

exp (—phk?/((1+ p)K3)) (2.24)

mit den Hermite-Polynomen H, (z) wiahlt, wobei in d Dimensionen Produkte von d Funk-
tionen bendtigt werden

ar...0g Q1 Qg
Ve = Vg - U , (2.25)

so erhilt man fiir die Eliminationsfunktion

Tkiks...qiq2... = Zr(kia k]) -2 Z'f‘(ki, qj) + Zr(qia QJ) (226)
i,J

] 0]

r(k, k') = exp (—1 fp2 (k — k’)2/k§> (2.27)

mit den Parametern p und kg, die je nach Fragestellung geeignet gewéhlt werden.
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Die so bestimmte Eliminationsfunktion hat die folgenden Eigenschaften:

e Wenn zwei Impulse k eines Erzeugers und ¢ eines Vernichters gleich sind, ist der Bei-
trag Null und r verdndert sich nicht durch die Entfernung dieser beiden Operatoren.
Daraus folgt, dafl die Eliminationsfunktion verschwindet, wenn alle Impulse k£ und ¢
paarweise identisch sind. D.h. die Multiplikation eines Terms mit dem Besetzungs-
zahloperator c,tck veriandert r nicht, besteht ein Matrixelement ausschlieflich aus
verschiedenen Besetzungszahloperatoren, so verschwindet r und dieses Matrixele-
ment bleibt erhalten.

e Wenn fiir alle Impulse k£ — &' >> kg in (2.27) gilt, so tragen in (2.26) nur die Beitrige
mit ¢ = j bei. Die Eliminationsfunktion ist naherungsweise gegeben durch die Summe
der Anzahl der Erzeuger und Vernichter.

e Wenn die Anzahl der Erzeuger und Vernichter verschieden ist, ist der Faktor r fiir
annihernd gleiche Impulse das Quadrat der Differenz der Anzahl an Erzeugern und
Vernichtern.

e Aus der allgemeinen Definition der Eliminationsfunktion in (2.19) ergeben sich au-
Berdem die Symmetrierelationen fiir die Vertauschung der Indices

Tkikoqigz = Tkakiqige = Tkikaqaqr — Tqiqekike . (2.28)

Im Verlauf dieser Arbeit sind supraleitende und antiferromagnetische Zustédnde von In-
teresse. Daher muf} sichergestellt werden, dafy die fiir die Supraleitung verantwortlichen
Paare von Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren mit verschwindendem Gesamtimpuls
c,tcik bzw. cyc_q4 erhalten bleiben. Dies kann erreicht werden, indem die Summation in
(2.23) nur iiber ungerade « durchgefithrt wird. In d Dimensionen werden nur Beitrige
beriicksichtigt, in denen ay + ... 4 @y ungerade ist. Da die Hermite-Polynome fiir gerade

bzw. ungerade « gerade bzw. ungerade Funktionen in k sind, gilt fiir vy

vp = —v2, « ungerade. (2.29)

Durch diese weitere Vorgabe fiir die Eliminationsfunktion verdndert sich (2.27) in

1 P P
(k) = 2 <exp <_1 L - k’)2/k§> ~ exp (-1 Lt k’)?/kﬁ)) (2.30)
Um Antiferromagnetismus untersuchen zu kénnen, miissen die Terme der Form c;[cc;H_qO
mit gy = (m, w) erhalten bleiben. Dies wird erreicht durch die Bedingung

V= Vg . (2.31)

Durch diese Bedingungen an die Eliminationsfunktion bleibt diese zusétzlich auch bei

Multiplikation mit Termen der Form c;[cctk bzw. c,c_, und Czck-i-qo unverdndert. Besteht

ein Matrixelement nur aus o.g. Beitrigen oder Einteilchenoperatoren, so ist es erhalten.
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Insgesamt sind durch die Einfithrung der Bedingungen (2.29) und (2.31) die Teilchen-
Teilchen-Kanile und die Teilchen-Loch-Kanéle sowohl mit verschwindendem Gesamtim-
puls als auch mit Impuls gy = (7, 7) erhalten. Fiir diese Wechselwirkungskanile werden im
Hubbardmodell die freien Energien berechnet und die Stabilitdt des Systems untersucht.

2.3 Fluflgleichungen in 2. Ordnung Stérungstheorie

Wendet man die Methode der Flufigleichungen auf einen beliebigen Hamiltonoperator an,
so ist nicht zu erwarten, daf} sich geschlossene Gleichungen ergeben. Durch die Berechnung
der Kommutatoren treten in der Regel héhere Wechselwirkungen auf, die im Anfangs-
hamiltonoperator nicht vorhanden sind.

In diesem Abschnitt werden die Flufigleichungen fiir einen Hamiltonoperator mit Einteil-
chenenergien Hy und Zweiteilchenwechselwirkungen Hs bis zur 2. Ordnung Stérungstheo-
rie berechnet.

Der Hamiltonoperator wird mit den normalgeordneten Operatoren

1
Ny = 52025%5 (2.32)
S
qu = 6k,an+ : qu : (233)

beschrieben. Hierbei sind CL s und ¢, die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir
Fermionen mit Impuls & = (k;,k,) und Spin s € {1,]}, n; ist die Grundzustands-
besetzungszahl des freien Systems.

Der Hamiltonoperator erhélt die Form

H1 = 2Z€k : Nkk : (235)
k
2
Hy = > Verksaias * Nievgi Niogs : (2.36)
kiko

q142

wobei € die Energie eines nichtwechselwirkenden Teilchen mit Impuls & und Vi 1,44,
die Zweiteilchenwechselwirkung sind. Dabei werden sowohl Energie als auch Zweiteilchen-
wechselwirkung als unabhéngig vom Spin s angenommen. N ist das Volumen bzw. die
Anzahl der Gitterplitze in der 1. Brillouinzone.

Die Berechnung der Flufigleichungen kann in verschiedene Teile gegliedert werden.

dH()
- (1), H(1)]

= [[H:i(l) + Ha(1), Hy ()], Hi (1) + Ha(1)] (2.37)



14 KAPITEL 2. FLUSSGLEICHUNGEN

Im folgenden werden die Beitridge zu den Flufigleichungen fiir die Einteilchenenergien und
Zweiteilchenwechselwirkungen nach Potenzen der Wechselwirkungsstiarke V' angeordnet.

Um die Fluigleichungen zu berechnen, ist es zunéichst notwendig, den Generator der Trans-
formation

nl) = [H({),H ()]
= [Hi(l), Hy (D] + [H2(1), H3 (1)] (2.38)

zu ermitteln. Zur Berechnung der Kommutatoren verwendet man die Gleichungen (A.4)
und (A.6). Bei der Berechnung des Kommutators zwischen den Zweiteilchenwechsel-
wirkungen fillt auf, da§ aufgrund der Symmetrie (2.28) die Eliminationsfunktion in allen
Einteilchenbeitrigen gleich ist und sich diese Beitrige gegenseitig aufheben. Fiir den Ge-
nerator treten nur Beitrige im Zweiteilchenkanal auf. Dies stimmt mit dem Ansatz eines
antihermiteschen Operators fiir » iiberein.

n(l) = [Hi, H3]+ [Ha, H]
2
= N Z (VTAe)klkwlqz : Niygi Niags

ky ko
a1z
2

+m Z Z :Nk1Q1Nk2lI2 :

k1ka k3qs

7142
X <2(7lk3 _'7IQ3)(L%3k1Q3Q1(‘/T)Q3k2k3Q2'_'v@3k2k3Q2(‘/T)k3k1Q3Q1)
(7lk3 _'7lQ3)(Lin1Q3Q1(‘fr)Q3k2Q2k3 - v@3k2Q2k3(‘fr)k3k1Q3Q1)
'_(7lk3 _'7LQ3)(L%1k3Q3Q1(vfr)qak2k3Q2'_'L@3k2k3qz(vfr)k1k3Q3Q1)
(1 = Ny _'7LQ3)(Lklkzkaqa(vfr)k3Q3Q1Q2'_'v%3Q1Q1Q2(‘/T)k1k1k3Q3)
(nks - nq3)(Vk3k1Q2Q3(Vr)k2Q3k3Q1 - Vk2Q3k3Q1(Vr)k3k1Q2Q3)> (2'39)
_ (1) (2) . .
- jz: (nk1k2Q1Q2_+'nk1k2Q1Q2)‘ Nk1gy Nisgs (2.40)
kiko
a192

mit der Energiedifferenz

(Ae)k1k2q1q2 = €y t €k, — €y — €y . (2.41)

Die Aufteilung ist so gewihlt worden, da$ n(") Beitrige zur Ordnung V enthilt, n(?) zur
Ordnung V2.

Nun folgt die Berechnung der Kommutatoren fiir die Fluflgleichungen

dH(l)
S = b0, HQ)

= VO + 0P, Hi(O] + V@) + 0P (1), Ha(0)] - (242
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Dabei ist der Term [, Hy] von dritter Ordnung in der Wechselwirkung und wird im
folgenden nicht mehr beriicksichtigt.

Die FluBgleichungen fiir die Beitrige zur Einteilchenenergie bis zur Ordnung V? lauten

de(1)
C];l( = N Z nkz nk4)+nk3nk4)
k2k3k4

1 1
X ((négkk3k4v%3k4k2k __n£3%4k2kv%2kk3k4)

1, «a 1
_§(nl(cg)kk3k4vk4k3k2k - nl(c4)lcgk2kvk2kk3k4)) . (2.43)

In erster Ordnung in der Wechselwirkungsstirke V treten keine Verdnderungen der Ein-
teilchenenergien auf. Erst die Beitrige zweiter Ordnung in V modifizieren die Einteil-

(2)

chenenergien ¢,”’. Da jedoch die Flufigleichungen fiir die Zweiteilchenwechselwirkungen
ebenfalls nur bis zur Ordnung V? betrachtet werden, erfolgt keine Riickkopplung durch
6562). Von einer genaueren Untersuchung der Einteilchenenergien wird im Rahmen dieser
Arbeit abgesehen.

Die Flufigleichungen fiir die Zweiteilchenwechselwirkungen bis zu zweiter Ordnung in V
sind

d ‘ [
%]?17?1(12() = —(VT(AE)Z)klkzqwz
+ Z
k3q3

X (2(nk3 - n%)((VTAE)kzqu;zth ‘/;13162/63112 - (VTAE)Q3k2k3Q2Vk3k1Q3Q1)

_(nka - nQ3)((VTAE)kzquaqu;zkzmka - (VTAE)Q3k2Q2k3Vk3k1Q3Q1)

_(nka - nQ3)((VTAE)klk;zqaqu;zkzkaqz - (VTAE)Qshksqszlksqam)

+(1 — Ny — nQ:«;)((VTAE)klkzk;zankaqamm - (VTAE)k3q1q1q2Vklklk3q3)
(

—Ngy — nQ3)((VTAe)ksquzqsvkz%ksth - (VTAe)k2Q3k3Q1Vk3k1Q2tI3)>

_(n(Q)Ae)hkﬂhtn (2-44)
= - (VT(AE)Q)klkzquh

+— Z (2 Nky — Ngs) (K3, k1,03, 15 g3, k2, k3, 423 1)
k3Q3

— (N — ngy) f (K3, K1, 03,15 G3, k2, @2, k33 1)
—(ngy — ngy) f (K1, k3, 03,015 63, k2, k3, go3 1)
(
—(

4_

L —npy — ngy) f(k1, k2, k3,035 k3,93, q1, 925 1)
Ty = Ngs).f (k37k17q27Q3;k27q37k37q1;1)> (2.45)
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mit
fa}i{o};) = V({ah DV ({b}0)
x (r({a}) (2Ae({a}) + Ae({b})) — r({b}) (2Ae({b}) + Ae({a}))) (2.46)

Dabei ist zu beachten, daf fiir alle Impulskonfigurationen {a} und {b}, die in (2.45) vor-
kommen,

Ae(fa}) + Ae({b}) = (A)kikrqiao (2.47)

gilt und mit dieser Relation der Beitrag 7(*) Ae aufgespalten werden kann und in der
Funktion f enthalten ist.

Betrachtet man die Anderung der Zweiteilchenwechselwirkung in 1. Ordnung in V, so
erhilt man die Lésung

1
Vi s = VOkiksiar 0 (1 (A bikagian) - (248)

VD nimmt abhingig von der Eliminationsfunktion und der Energiedifferenz exponentiell
ab mit wachsendem Flulparameter [.

Nun setzt man die erhaltene Losung der 1. Ordnung in die Flufigleichungen ein. Betrachtet
werden die Terme, die erhalten bleiben sollen, d.h. fiir die die Bedingung 7, x,4,4, = 0 gilt.

Mit dieser zusétzlichen Bedingung kann die Integration iiber den Fluiparameter [ durch-
gefithrt werden, somit erhélt man

9 1
Vk(llzwm(OO) = N > <2(nk3 — ngy) F(k3, k1,43, q1;G3, k2, k3, 425 1)
k3qs
—(niy — Ngy) F(k3, k1,03, 15 03, k2, @2, k33 1)
—(nky — ngy) F (1, k3,43, 01593, k2, k3, q2; 1)
+(1 — npy — ngy) F ki, ka2, k3, q3; k3,43, q1, g2; 1)
— (g — ngg) F (K3, k1, 42, g3 k2, 43, ki3, a1 l)) (2.49)

mit

F({a}; {b};1) = V({a} D)V ({b};1)
({a}) 2Ae({a}) + Ae({b})) — r({b}) (2Ae({b}) + Ae({a})) (2.50)
r({a})Ae({a})? + r({b})Ae({b})? o

r
X

Als Anfangsbedingung fiir die Wechselwirkung wird

V(O)k1k2Q1Q2 = U5k1+k2,th+qz (2-51)

gesetzt.
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Mit den Symmetrierelationen (2.28) fiir 7 und den entsprechenden Uberlegungen zur Ener-
giedifferenz Ae

(Af)klkquqz = (Ae)kzquwz = (Ae)klszth = _(Ae)q1q2k1k2 (2'52)
geniigt die Funktion F folgenden Bedingungen
Fl(a1,a9,a3,a4; {b};1) = F(az,a1,a3,a4; {b};1) = F(a1,a2,a4,a3; {b};1) (2.53)

F({a}’ bla b27 b37 b47 l) = F({a}7 b27 bla b37 b4, l) = F({a}7 b27 b17 b37 b4; l) . (254)
Damit heben sich die ersten drei Terme in (2.49) weg und es bleibt
1
Vk(fﬁwm(w) = N > <(1 — Mgy — Ny ) F (1, ko, k3, q3; k3,43, q1, G235 1)
k3qs

—(nkg—nqs)F(k&klan%;k2aQ3,k3¢I1;1)> . (2.55)

Betrachtet man nur Beitrdge mit rj 4,4, = 0, so gilt fiir die Eliminationsfunktion in
(2.55)

r({a}) = r({b}) : (2.56)
Hieraus folgt, daf sich die Eliminationsfunktion herauskiirzt und die explizite Form der
Funktion nicht in die Berechnungen einfliefit. Dies schliefit die Abhéingigkeit von einer
willkiirlich gewéhlten Eliminationsfunktion aus. In die Berechnungen sind lediglich die
beiden Bedingungen an die Eliminationsfunktion (2.29) und (2.31) eingegangen, die dafiir
sorgen, daf} die fiir die Supraleitung und den Antiferromagnetismus relevanten Terme
erhalten bleiben.

Die Gleichung fiir die Funktion F' vereinfacht sich unter Beriicksichtigung von (2.56) zu

P Ok = VUV (ORD e s e - (290

Damit erhélt die effektive Wechselwirkung fiir die Terme mit 74, 4,¢,4, = 0 die Form

2 1
Vk(1k)32q1q2 (OO) = WUQ Z ((1 — Mgy — nQ3)5k1+k2,k3+q3

k3qs
(Af)lﬂkzks% - (Af)kmaqmz
2 2
(Ae)k1k2k3tI3 + (Ae)k:«;qwlth

_(nk3 - nQ3)5k3+k1,Q2+Q3

(Af)lgsqums - (Ae)/;z%ksm) (2.58)
(Ae)kz%kath + (Ae)kaquwa

Nach der Erweiterung der Flulgleichungen fiir endliche Temperaturen und Kalkulation bis
zur 2. Ordnung Stérungstheorie erhélt man mit (2.58) eine Gleichung fiir die als diagno-
al angesetzten Zweiteilchenwechselwirkungen. Nach der Einfiithrung des Hubbardmodells
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wird diese Gleichung in den verschiedenen betrachteten Wechselwirkungskanilen ausge-

wertet.

Vorher sind noch die freien Parameter Energie und Wechselwirkungsstirke zu bestimmen.
Sie werden im néchsten Kapitel mit den Parametern des Hubbardmodells verkniipft.



Kapitel 3

Das Hubbardmodell

Das Hubbardmodell beschreibt ein stark wechselwirkendes Elektronensystem. Zunichst
wird das Hubbardmodell eingefiithrt und sein Verhalten in verschiedenen Bereichen des
Phasendiagramms beschrieben. Durch eine Transformation in den Impulsraum werden die
Parameter des Hubbardmodells mit der effektiven Wechselwirkung verbunden.

3.1 Einfithrung des Hubbardmodells

Das Hubbardmodell wurde 1963 unabhiingig voneinander von Hubbard [9], Gutzwiller
[10] und Kanamori [11] vorgeschlagen. Fiir die Einfithrung des Hubbardmodells wurden
im wesentlichen drei Annahmen getroffen:

e Das Modell wird in einem streng periodischen Gitter betrachtet. Die kinetische Ener-
gie der Elektronen, also die Bandstruktur, wird dadurch beschrieben, daf} die Elek-
tronen von einem Gitterplatz auf einen anderen hiipfen konnen. In dieser Arbeit
wird das Ein-Band-Hubbardmodell untersucht, die Zustinde der anderen Binder
werden vernachlissigt. Wenn die Bandstruktur der Energiebdnder derart ist, daf
die Fermifliche nur ein Energieband schneidet, kann dieses Modell somit die niedrig
liegenden Anregungen beschreiben.

e Die langreichweitige Coulombwechselwirkung wird durch eine kurzreichweitige
Elektron-Elektron-Wechselwirkung ersetzt, die nur dann wirkt, wenn beide Elek-
tronen denselben Gitterplatz besetzen. Dies kann dadurch motiviert werden, dafl die
Coulombwechselwirkungen durch die iibrigen Elektronen des Gitters, die in demsel-
ben Energieband liegen, abgeschirmt wird.

e Die Wechselwirkung der Elektronen mit den Phononen wird vernachléssigt, d.h. der
Effekt der Gitterschwingungen bleibt aufler Acht.

19
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Dadurch ist zu erwarten, dal mit Hilfe des Hubbardmodells die Phinomene, die auf
einer kurzreichweitigen Elektron-Elektron-Wechselwirkung und der Gitterstruktur des
Festkorpers beruhen, beschrieben werden kénnen. Schon 1963 wurde es zur Beschreibung
von Ubergangsmetallen, des Metall-Isolator-Ubergangs und des Ferromagnetismus ver-
wendet. Neben dem Ferromagnetismus zeigt das Hubbardmodell Antiferromagnetismus,
Ferrimagnetismus und Paramagnetismus. Seit der Entdeckung der Hochtemperatursupra-
leitung wird es auch zur Erklarung der Eigenschaften dieser Materialien in den nichtsupra-
leitenden Phasen herangezogen, auflerdem beinhaltet es auch d-Wellen-Supraleitung.

Das zweidimensionale Hubbardmodell besitzt in Ortsdarstellung den Hamiltonoperator
H = ZztijCLst + U,Z"jT"jl . (3.1)
ij s j

CL and ¢;s sind die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Fermionen mit Spinpro-

jektion s € {1, |} auf dem Gitterplatz i. nj; ist die Besetzungszahl des Gitterplatzes j mit
Spin 1. Das Hubbardmodell enthilt die Hiipfamplitude

—t 1i,jnéchste Nachbarn
tij =4 —t' 1i,jiibernichste Nachbarn (3.2)
0 sonst

und die repulsive Wechselwirkung U’ > 0. U’ entspricht der Coulombwechselwirkung
zweier Elektronen auf demselben Gitterplatz, durch diesen Term wird die doppelte Beset-
zung der Gitterplitze unterdriickt.

Auf den ersten Blick erscheinen im Hubbardmodell nur die Hiipfamplituden ¢ und ¢’ sowie
die CoulombabstoBung U’ als freie Parameter. Diese sind nicht unabhéngig voneinander,
vielmehr hingt das Modell nur von den Quotienten ¢/t und U’/t ab. Dennoch sind weitere
Parameter fiir die Eigenschaften entscheidend, zum einen die Elektronendichte oder das
chemische Potential, zum anderen die Struktur des Gitters, auf dem das Modell betrachtet
wird.

Aufgrund von Untersuchungen mit verschiedenen Methoden ist iiber das Phasendiagramm
des Hubbardmodells auf dem Quadratgitter folgendes bekannt:

Bei geniigend starker Wechselwirkung kann man zeigen, dafl im Hubbardmodell bei halber
Fiillung bei jedem Atom ein Elektron lokalisiert ist. In diesem Zustand, in dem jeder Gitter-
platz einfach besetzt ist, sind virtuelle Hiipfprozesse méglich, deren Energiegewinn von der
GrofBenordnung t2/U" ist. Allerdings ist dieses Hiipfen aufgrund des Fermiprinzips lediglich
dann moglich, wenn die Elektronen auf benachbarten Gitterplitzen entgegengesetzten Spin
besitzen. Das bedeutet, die Energieabsenkung durch virtuelle Hiipfprozesse erhélt man nur
fiir eine antiferromagnetische Ordnung, das Hubbardmodell ist im Néelzustand.

Entfernt man sich von der halben Fiillung, so wird der antiferromagnetische Grundzustand
durch die Bewegung der Locher und Elektronen destabilisiert. Durch die kurzreichweitige
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repulsive Coulombwechselwirkung kann Supraleitung entstehen, man nennt dieses Phino-
men Kohn-Luttinger-Instabilitit. Diese Supraleitung tritt allerdings nicht wie im Fall
der BCS-Theorie mit einem isotropen Ordnungsparameter auf. Bei der Kohn-Luttinger-
Instabilitit besitzt der Ordnungsparameter eine Symmetrie, die einem hoheren Drehim-
puls entspricht. Scalapino [12] gibt einen Uberblick iiber die d-Wellen-Supraleitung. Ein
Beispiel fiir die Untersuchung der Supraleitung mit Hilfe des Hubbardmodells ist die Re-
normalizierungsgruppenanalyse von Halboth und Metzner [13], mit dieser Methode kann
aulerdem eine Pomeranchuk-Instabilitdt nachgewiesen werden, die fiir den Phaseniiber-
gang vom orthorhombischen zum tetragonalen System verantwortlich ist [14].

Das Phasendiagramm des Hubbardmodells spiegelt demnach die wesentlichen experi-
mentell ermittelten Merkmale der Hochtemperatursupraleiter wieder. Daher wird dieses
Modell mit Hilfe der Methode der Flufigleichungen betrachtet und die erhaltenen Resultate
mit den bereits bekannten Ergebnissen verglichen.

Fiir weitere Berechnungen ist eine Transformation von der Wannierdarstellung in die
Blochdarstellung erforderlich, um einen Hamiltonoperator der Form (2.34-2.36) zu er-
halten.

H = 2Z€k:Nkk:
k

2
+N Z Viikeqraz * Nkrgi Nkage (3.3)

k1ka
q142

Die Energie eines nichtwechselwirkenden Teilchens ist {iber die Dispersionsrelation mit der
Hiipfamplitude verbunden.

€, = —2t(cos ky + cos ky) — 4t'(cos ky cos ky ) (3.4)

Die Dispersionsrelation besitzt Sattelpunkte fir £ = (0,7) und k£ = (m,0). Diese fiithren
zu van-Hove-Singularititen in der nichtwechselwirkenden Zustandsdichte fiir die Energie
evry = 4t'/t.

Fiir die Zweiteilchenwechselwirkung erhélt man durch die Transformation die Relation

Ul
Vk1k2Q1qz = F5k1+k2,q1+q2 (35)
= Ubkitho,q1+a0 : (3.6)

Da fiir die auftretenden Phéinomene die Anregungen nahe der Fermienergie relevant sind,
ist es sinnvoll, die aus (3.4) resultierende Form der Fermifliche zu diskutieren. Betrach-
tet man die Fermikante des zweidimensionale Hubbardmodells fiir verschiedene Hiipf-
amplituden und chemische Potentiale in Abb. (3.1), so ist erhilt man die folgenden Er-
gebnisse:
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Abbildung 3.1: Fermifliche des nichtwechselwirkenden Hubbardmodells fiir #'/t = 0 mit
den chemischen Potentialen p = {—2,00; —1,00;0,00;1,00;2,00} (links) und ¢'/t = —1/6
mit den chemischen Potentialen p = {—2,67;—1,67; —0,67;0,33; 1,33} (rechts).

e Fiir die Wechselwirkung nur mit néichsten Nachbarn ¢/t = 0 weist das Hubbardmo-

dell fiir 4 = 0 halbe Fiillung auf. Die quadratische Fermifliche enthélt die van Hove-
Singularititen. Zu jedem Elektron auf der Fermikante kann ein passendes Loch mit
geeignetem Impuls zur Bildung eines antiferromagnetischen Teilchen-Loch-Paares
mit Impulstransfer ¢y = (7, ) gefunden werden. Die Kombination von zwei Teilchen
auf der Fermikante zu einem supraleitenden Teilchen-Teilchen-Paar mit verschwin-
dendem Gesamtimpuls ist ebenfalls fiir alle Impulse auf der Fermikante méglich. Die
beiden Wechselwirkungen konkurrieren fiir diese Wahl der Hiipfamplitude und des
chemischen Potentials. Aus Experimenten ist bekannt, dafl der Antiferromagnetis-
mus in diesem Bereich des Phasendiagramms dominiert.

Ist fiir ¢/t = 0 das chemische Potential verschieden von Null, so weicht das Hubbard-
modell von der halben Fiillung ab. Die Fermififiche ist nicht linger quadratisch und
damit nimmt die Anzahl der M6glichkeiten zur Bildung eines antiferromagnetischen
Teilchen-Loch-Paares mit Teilchen auf oder in der Nihe der Fermikante ab. Hingegen
bleibt die Bildung des supraleitenden Teilchen-Teilchen-Paares von der Anderung der
Form der Fermifliche unberiihrt, da die Symmetrie beziiglich des Ursprungs erhal-
ten bleibt. Je nach Wahl des chemischen Potentials und der damit einhergehenden
Abweichung der Fermifliche von der quadratischen Form wird aufgrund der Be-
trachtung der Fermifliche eine Unterdriickung des Antiferromagnetismus und ein
Auftreten der Supraleitung erwartet.

Kommt zusiitzlich die Wechselwirkung zwischen iibernéchsten Nachbarn ¢/t # 0
dazu, so wird die Fermifliche verschoben. Ist ¢/t < 0, so wird die Fermifliche fiir
p = 0 nach aulen verschoben. Fiir das chemische Potential p = €, = 4t’/t enthiilt
die Fermifldche die van Hove-Singularitéiten. Die Spiegelungssymmetrie am Ursprung
ist auch bei dieser Form der Fermifliche erhalten, damit ist es weiterhin moglich,
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eine grofle Zahl an Mdglichkeiten fiir die Bildung von Teilchen-Teilchen-Paaren auf
der Fermikante mit verschwindendem Gesamtimpuls zu finden. Die Bildung von
Teilchen-Loch-Paaren mit Impulstransfer ¢ = (7, 7) ist dagegen nur fiir wenige
Impulse auf der Fermikante moglich, der antiferromagnetische Beitrag ist am grofiten
fiir chemische Potentiale zwischen p = 0 und p = €,5.

Durch die Gleichungen (3.4) und (3.5-3.6) werden die Parameter des Hubbardmodells mit
den Anfangsbedingungen der Flufigleichungen verkniipft. Als freie Parameter bleiben noch
die Hiipfamplitude ¢'/t, das chemische Potential ;1 und die Wechselwirkungsstiirke U /.

t'/t| evm L

0 0 0[51) § [13) 3

5| |1l pentm 0ty
—3| 3| 3z entm 0ty
=5 | =% | 2lalgen 3 0y,

Tabelle 3.1: Aufstellung der benutzten Werte fiir die Hiipfamplitude und das chemische
Potential.

In der vorliegenden Arbeit wird das Hubbardmodell sowohl fiir reine niichste-Nachbar-
Wechselwirkung als auch fiir Ubernichste-Nachbar-Wechselwirkung betrachtet (3.1). Zu
jeder Hiipfamplitude wird ein Wertesatz fiir das chemische Potential gew&hlt, der sowohl
i =0 als auch u = €, mit der ndheren Umgebung dieser Punkte enthilt.

3.2 Freie Energie in Molekularfeldniherung

Ziel dieser Arbeit ist die Stabilitdtsuntersuchung der verschiedenen Wechselwirkungskanile
des Hubbardmodells mit Hilfe der Flufigleichungen. Wahrend die Zweiteilchenwechsel-
wirkung des Hubbardmodells von drei Impulsvariablen abhéingt, sind in der effektiven
Wechselwirkung nach der Anwendung der Flugleichungen nur noch zwei unabhingige
Impulsvariable vorhanden. Die Fluktuationen der Impulse werden bei der Berechnung der
effektiven Wechselwirkungen aussummiert. Durch diese Elimination der Fluktuationen
vereinfachen sich die weiteren Berechnungen wesentlich.

Fiir die Untersuchung der Stabilitdt des Systems ist es notwendig, das Minimum der freien
Energie
F=FE-TS (3.7)

zu finden.
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Dabei ist die Entropie

S({eheh), (chen)) (3.8)
abhingig von den Fluktuationen der Ordnungsparameter Teilchen-Teilchen-Dichte und
Teilchen-Loch-Dichte. Die Schwierigkeit bei der Kalkulation der Entropie liegt in der
Wechselwirkung zwischen den einzelnen Teilchen.

Um die Berechnung der Entropie durchfiithren zu kénnen, wird das Vielteilchensystem
reduziert auf ein Einteilchensystem, bei dem die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen
durch die Einfiihrung eines mittleren Potentialfeldes beriicksichtigt werden. Diese Art
der Niherung ist als Molekularfeldniherung bekannt. Das Hartree-Fock-Verfahren ist eine
Molekularfeldndherung fiir wechselwirkende Elektronensysteme, die dabei auf ein effektives
Einteilchenproblem abgebildet werden. Der Grundzustand des Systems wird nach dem
Variationsprinzip ermittelt.

Zur Bestimmung des Minimums der freien Energie im Rahmen der Molekularfeldndhe-
rung geht man vom symmetrischen Zustand aus und untersucht die Stabilitit des Systems
gegen Fluktuationen der Ordnungsparameter. Besitzt ein Zustand mit von Null verschie-
denen Fluktuationen eine niedrigere freie Energie als der symmetrische Zustand, so ist der
symmetrische Zustand nicht stabil.

Um die Entropie des Systems zu berechnen, werden zunéchst die Erwartungswerte der
Operatoren nach Fluktuationen der Ordnungsparameter entwickelt.

(c}ann) = 6mnn?n + YVmn (3.9)
(c}anL) = YAmn (3.10)
(enem) = YA, (3.11)

v ist ein Entwicklungsparameter fiir die Berechnung der Entropie. Aufgrund der Vertau-
schungsrelationen fiir fermionische Operatoren gilt fiir die Fluktuationen A bzw. v im
Teilchen-Teilchen-Kanal (pp-Kanal) bzw. im Teilchen-Loch-Kanal (ph-Kanal)

Amn = —Apm (3.12)

*

Umn = Vpm . 3.13)

Durch eine Bogoliubov-Transformation der Operatoren

C}; = uklazr-l-vklal (3.14)
c, = u’,;lal-l-v,’;lazL (3.15)

werden neue Quasiteilchen eingefiihrt, fiir die die Vertauschungsrelationen
{af, a1} = (3.16)

fiir fermionische Operatoren gelten sollen. Um ein System mit entkoppelten Teilchen zu
erhalten, setzt man fiir die Erwartungswerte

(afar) = Ou(nf + Vi) (3.17)
(afaf) = 0 : (3.18)
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Wihrend im urspriinglichen System alle Teilchen durch ihre Zweiteilchenwechselwirkungen
untereinander gekoppelt sind, enthélt das durch die Hartree-Fock-Bogoliubov-Naherung
erhaltene System Quasiteilchen und Quasilécher in einem gemittelten Potential. Damit
geht die Berechnung der Entropie iiber in eine Summation iiber die Impulse k£ der Elek-
tronen und Locher mit der Besetzungswahrscheinlichkeit (aLaQ bzw. 1 — (a,tak).

Bestimmt man die Koeffizienten uy; und vy so, daf die Bedingungen (3.16-3.18) bis zur
zweiten Ordnung in v erfiillt sind, und setzt die erhaltenen Gleichungen ein, so bleibt fiir
die Entropie nach der Entwicklung um den Gleichgewichtszustand

S = —kp Z(ng + Yok 4+ Y2zg) In(nl + Yk + v2x)
k
—kp Y (1 —np — ywpe — ¥*x) In(1 — nf — yvg, — 7*zp) (3.19)
k
" i A
ST e e B 20

Die Entwicklung von (3.19) in eine Taylorreihe bis zur zweiten Ordnung in -y liefert

S = So+kgp Z(Ek — ,U,)I/kk —kp Z Sk (3.21)
k k
So = —kpY_ (nfIn(nf)+ (1 —nf)In(1 - nf)) (3.22)
2
1 1
Sk = —zkBlex —p) + §V%km (3.23)

3.3 Symmetrien auf dem Quadratgitter

Alle Berechnungen fiir das Hubbardmodell werden in der 1. Brillouinzone auf einem zwei-
dimensionalen Quadratgitter durchgefiihrt. Dieses besitzt als Symmetriegruppe die zykli-
sche Gruppe C4 = 4mm, die als Symmetrieelemente eine 4-zdhlige Rotationsachse R und
vier Spiegelungen enthilt. Gleichwertige Spiegelungen sind die x-Achse (M) und y-Achse
(M,) sowie die Winkelhalbierende 2 = y (M) und die Winkelhalbierende z = —y (M_).

Unterscheidet man die Zustinde zunichst aufgrund ihrer Paritit, so erhilt man fiir die
Zustinde mit gerader Paritdt eindimensionale Darstellungen, fiir die Zustinde ungerader
Paritit dagegen zweidimensionale Darstellungen.

Die Zusténde mit gerader Paritéit werden ferner unterschieden in s-Wellen, die symmetrisch
beziiglich Rotation R sind, und d-Wellen, die sich bei Rotation um R antisymmetrisch
verhalten. Zusétzlich kann man gleichzeitig Eigenzustinde zur Spiegelung an den Geraden
My, M, und M, M wéihlen. Die Zustinde, die bei einer Spiegelung an M, M, in sich
selbst {ibergehen, werden mit einem + gekennzeichnet, die iibrigen mit —.
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T R T
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Abbildung 3.2: Schematische Darstellung der verschiedenen Symmetrien gerader Paritét
mit Vorzeichen der Phasen und Knotenlinien, oben links s, oben rechts s_, unten links
d4, unten rechts d_ .

In Abbildung (3.2) wird eine schematische Darstellung der Symmetrien gerader Paritit
gezeigt, in Tabelle (3.2) folgt ein Uberblick iiber die Notation und die Zusammenhinge
mit den Symmetrien.

Die Zustinde ungerader Paritit R? = —1 sind p-Wellen und haben eine zweidimensionale
Darstellung. Fiir sie konnen keine gemeinsamen Eigenvektoren zu M, M, und M, M _
gewihlt werden.

Die Kenntnisse iiber die Symmetrien des Quadratgitters kdnnen bei der Berechnung der
effektiven Wechselwirkungen ausgenutzt werden. Dies wird deutlich, wenn man die Matrix
der Wechselwirkungselemente V' in vier Untermatrizen A, B, C, D aufteilt.

(3.24)

QU
QU =W
O Q
= Qb

Durch diese Einteilung wird die Rotationssymmetrie des Gitters um 90° dargestellt.



3.3. SYMMETRIEN AUF DEM QUADRATGITTER 27

Basisfunktionen R | My, M, | M, M_
Sy 1 +1| +1 +1
s sin kg sin ky (cos ky — cos k) | +1 -1 -1
dy =dg_p | cosky —cosky -1 +1 -1
d- =dyy sin k,, sin k, -1 -1 +1

Tabelle 3.2: Irreduzible Darstellungen mit Beispielen fiir die Basisfunktionen fiir die Sym-
metrie Cjy.

Betrachtet man die Elemente der Matrizen A, B, C' und D, so erhilt man

A(k,q) = V(k,q) (3.25)
B(k,q) = V(k R(q) (3.26)
C(k,q) = V(k R*(q)) (3.27)
D(k,q) = V(k R’(q)) (3.28)
Fiir die Eigenwerte und Eigenvektoren erhilt man die Lésungen
(4 (4
N (2
V W =(A+B+C+D) W (3.29)
(4 (4
mit s-Wellen-Symmetrie,
(4 (4
| _ 4 _ ¢
V b |~ (A-B+C-D) b (3.30)
4 ¢
mit d-Wellen-Symmetrie und
-w .'z/)
% J—“_ZZ — (A+iB—C¥iD) i_ZZ (3.31)
Fitp Fitp

mit p-Wellen-Symmetrie.

Daraus ist ersichtlich, da} die Matrixelemente der effektiven Wechselwirkung als Linear-
kombinationen mit unterschiedlichen Vorzeichen fiir die unterschiedlichen Wellen erhalten
werden kénnen. Zusétzlich zur Rotationssymmetrie wird wieder die Spiegelungssymmetrie
beriicksichtigt.
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Fiir die Beitrige gerader Paritit erhilt man Kombinationen der Terme

V(k,q) + V(k,R*(q))

+V(k, R(q)) + V (k, R*(q))

+V (k, My(q)) + V (k, B> M, (q))
£V (k, My (q)) + V (k, R* M (q))

Je nach Symmetrie miissen die Terme mit unterschiedlichen Vorzeichen kombiniert werden,
die Vorzeichen kénnen aus der Tabelle (3.2) abgelesen werden.

Fiir die Beitrige ungerader Paritit erhilt man Kombinationen der Terme
V(k,q) = V(k,R*(q))
£V (k, My (q)) — V(k, R* M (q))
(3.32)

Da die Eigenwerte fiir die Zustinde, die symmetrisch bzw. antisymmetrisch zur Spiegelung
M sind, entartet sind, geniigt es, einen vollsténdigen Satz der Eigenwerte zu berechnen.



Kapitel 4

Auswertung

Fiir die Untersuchung der Stabilitit ist die Berechnung der effektiven Wechselwirkung
(2.58) und der Entropie (3.21-3.23) in den verschiedenen Wechselwirkungskanélen not-
wendig.

Benutzt man die Eliminationsfunktion in der Form

2
Tk1k2qu]2 = Z(vgl + U]C;Q - vgél - IUI(IIQ) (4]‘)
«

mit den genannten Bedingungen
v = —v, a ungerade (4.2)

und
= (4.3)

so sind aufler der Supraleitung und dem Antiferromagnetismus noch weitere Wechsel-
wirkungen erhalten. Insgesamt werden die Zweiteilchenwechselwirkungen in Teilchen-
Teilchen-Kanédlen und Teilchen-Loch-Kanélen mit Gesamtimpuls Null und Impuls
qo = (m,m) und verschiedenen Symmetrien betrachtet.

4.1 Teilchen-Teilchen-Kanile

Zunichst werden die erhaltenen Teilchen-Teilchen-Kanile mit Gesamtimpuls Null und
Gesamtimpuls ¢y betrachtet.

29
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4.1.1 mit Gesamtimpuls Null

Um die Supraleitung zu untersuchen, wird der Teilchen-Teilchen-Kanal mit Gesamtimpuls
und Gesamtspin Null betrachtet. Daher gehen wir von den Erwartungswerten fiir die
Einteilchenoperatoren

<Clt:,818T—k,sz> = 651352Az* + (eaa)51,s2 Ai?a*

t
<C*k,520k,51> = ESZ,SIAZ + (UQE)SQ,sl Aka
aus, wobei 0% die Pauli-Spinmatrizen sind und ¢ = ¢¥ ist. Fiir die Fluktuationen A wird

beziiglich des Spins in Singlett- und Triplettzustinde unterschieden. Diese geniigen dann
den Symmetrierelationen

AL = A%, (4.6)

N . (4.7)

d.h. die s- und d-Wellen besitzen Singlettcharakter, die p-Wellen hingegen Triplettcharak-
ter.

Die Wechselwirkung in diesem Kanal kann man in der Form

1
Hg;, = — Z Vsr(k,q) : c,tcikcqc_q : (4.8)
2N
ka‘]asla'SZ
mit
2
VSL(kaQ) = k(,f)k,q,fq (4'9)

schreiben. Bei der Berechnung der effektiven Wechselwirkung gilt fiir den ersten Term in
(2.58) aufgrund der Nebenbedingung k3 = —g3. Damit ist die Eliminationsfunktion fiir
diesen Term gleich Null und dieser Beitridg verschwindet. Lediglich der zweite Term der
effektiven Wechselwirkung trigt bei, fiir die Wechselwirkung bleibt

€ka — €q3
Vsr(k,q) = ) (ngy — n,) ° Ogs,—k—q—k : (4.10)
15113 v ’ (€xs — EQ3)2 + (ek — 611)2 q3 e

Bei der Berechnung der Energie erhilt man

1

Esr, = W Z VSL(kaQ)(esl,mAz*+(€Ua)sl,52 Ai:a*)(esz,slAZ"i_(0a6)52,51 Af}a)
k9Q951952
1 5% A S ax A ta
LY Verka)(AF A ATTAL) (411)
kyq

Fiir die Entropie setzt man m = —k und erhélt mit der Notation Ay _j = A den Beitrag

€ — 1 * tax At
Sy = —B—-—"r——(ATAL + ATAE . 4.12
k /Bng-l-n(lk—l( APAVAR SPAVARPAN Y (4.12)
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4.1.2 mit Gesamtimpuls ¢

In diesem Abschnitt wird der Teilchen-Teilchen-Kanal mit Gesamtimpuls gy untersucht.
Dabei werden die Erwartungswerte

(Choss iy k) = Esm D+ (e0%),, , AP (4.13)
(Cqo—h,soChis1) = Esosi AL+ (Ja5)52,51 Al (4.14)
betrachtet, aus denen die Symmetriebedingungen fiir die Fluktuationen
Ay = Ay 4.15)
AP = —Aly (4.16)
folgen. Fiir die Wechselwirkung erhilt man die Form
Hy = % Z Wy (k,q) :(:;231(:Z()_,mcqslcqo_qs2 : (4.17)
k,q,51,52
mit
Velkog) =V oo (4.18)

In diesem Kanal tragt in Gleichung (2.58) nur der erste Term bei, alle Beitrige des zweiten
Terms verschwinden, da die Eliminationsfunktion fiir diesen Term Null ist. So bleibt fiir
die Wechselwirkung

€ky — €qz T+ %(Ae)k,q,qu,qrq
1 1
(€ks — €q3 T E(Af)k,q,qo—k,qo—q)2 + Z(AE)%,qo—k,q,qo—q

VY(kaQ) = Z(nq:«;_nk:«;)

kags
X6Q3,k+q+k3*q0 : (419)
Fiir die freie Energie benotigt man noch die Kenntnis der Energie
1
By = o 30 Wlb)(en s, D8 + (60,5 A ) en,n Ag + (07€),, 5, AF)
k,q,81,52
1
= ¥ Z Vy (k, q) (AR AL + Aza*Af]a) (4.20)
k.q
und der Entropie
€k — 1K * tax A ta
Sk = ———7——(AFA; + AJ*A 4.21
k 5n2+n20_k_1( FAL+ATAR) ; (4.21)

wobei in der Summation m = gy — k gesetzt und die Notation Ay ;. = Ay genutzt wird.

Fiihrt man nun die Summation nur iiber die halbe Brillouinzone mit |k| < |go — k| durch,
dargestellt durch 3', so erhilt man fiir die Energie

1 ¢ .
By = & > (Wk,q) + Vv (k,q0 — q)) A A
k,q
1 ’ (6% 3 (0}
¥ > (W (k,q) = Vi (k,q0 — q)) A A (4.22)

k,q
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und die Entropie

/
Sy = —2kg Z S,IC(AISC*AZ + Ai:a*Ai:a) (4.23)
k

mit der Definition S = S}, (AF*Af + AlerAl),

Diese Symmetrie beziiglich der Vertauschung der Impulse ¢ < ¢o — ¢ kann auch bei
der numerischen Rechnung ausgenutzt werden und wird im folgenden mit ¢;- bzw. q_-
Symmetrie bezeichnet. Hierbei fillt auf, daf} in diesem Wechselwirkungskanal die ¢ -Terme
Spinsinglett und die q_-Terme Spintriplett sind.

4.2 Teilchen-Loch-Kanile

Es folgt die Auswertung der Teilchen-Loch-Kanélen mit Impulstransfer Null und Impuls-
transfer gg.

4.2.1 mit Impulstransfer Null

Im Teilchen-Loch-Kanal mit Impulstransfer Null treten sowohl Wechselwirkungen mit
Spintransfer S = 0 und S = 1 auf. Dabei geht man von den Erwartungswerten

(ch 5, Chisa) = Gy, (0 + 10) + 0% 1k (4.24)

51,82
aus und bekommmt fiir die Fluktuationen
vyt o= v (4.25)
vt = e : (4.26)
Die Wechselwirkung besitzt die Gestalt
1

Hur = 35 2. Vit (k,q) : ¢y, ChoyChs, Casy -
k,q,51,52
1
+W Z VF(k’q):CL51Cgschslck52: (4.27)
k9Q951952
mit
Vi (k - v 198
H( ,q) k,q,k,q ( . )
2
Vr(k,q) = Vk(,q),q,k : (4.29)

Hier wird deutlich, daf§ der Hartree-Term nur Spiniibertrag Null enthélt, der Fock-Term
hingegen Spintransfer S = 0 und S = 1 beinhaltet. Die Eliminationsfunktion ist fiir den
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zweiten Term der Wechselwirkung im Hartree-Kanal und fiir den ersten Term im Fock-
Kanal gleich Null. Somit bleibt fiir die Wechselwirkungen im Hartree- und Fock-Term

(A€) kg, g3,k
Vi(k,q) = (ng, + mi, — 1)(A)2¢5q3,k+q—ks (4.30)
k3Q3 € k3aq3ak7q
und
(A€)kg kg,
Vit (k, q) = ) (ng, — "kg)wigqqgfsqs,kfﬁkg : (4.31)
k3aqs € k3,k,q,q3

Der Beitrag der Energie zur freien Energie ist

2
Epr = N > Vu(k,qviv;

k.q
1
o X Vielka ) ey o+ 05 ) B+ 0% )
ka‘]asla'SZ
1 1
= = OVik )~ Velk )iy~ S Vilh ot (452)
k:,q kaq

Fiir die Entropie folgt

1 1
Sk = —5Vkk”

2 M((WW + @)% : (4.33)

Wahlt man

so besitzt der Fockbeitrag Vr Singlettcharakter, der Hartree-Fock-Beitrag Vir hingegen
Triplettcharakter.

4.2.2 mit Impulstransfer ¢,

Abschlielend werden die Wechselwirkungen fiir Teilchen-Loch-Kanéle mit Impulstransfer
qo und Spintransfer S = 0 sowie S = 1 untersucht. Die entsprechenden Erwartungswerte
sind

<CL,51C’9+Q0,S2> = 051,55 Vi 0?1,527/12& : (4.35)

Daraus resultiert fiir die Fluktuationen

Vi = Viggo (4.36)

vl = yﬁ_qo . (4.37)
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Die Wechselwirkung 148t sich in der Form

1
Hjpoe = N Z Val(k,q) :CLS1C;+q0520qs1ck+q052 .
k,q,51,52
1
* W Z Vc(k,q) :CLSIC;+QOS2C]€+Q051CQS2 : (4.38)

k,q,51,52

schreiben, mit den Wechselwirkungen

2

Valk,q) = Vk(,q)-l-qo,q,k-l—qo (4.39)
2

VC'(k7Q) = Vk;(’q)_l_qo’k_i_qo’q (440)

Wihrend Vi nur Wechselwirkungen mit Spinsinglett enthilt, beinhaltet V4 Terme mit
Spinsinglett und -triplett. Die Eliminationsfunktion verschwindet in V4 fiir den zweiten
Beitrag, in Vi fiir den ersten Beitrag. So resultiert fiir die Wechselwirkungen

1A+
€k t €g3 T §(A €)kq.k-+q0,a-+q0
Va(k,q) = Z(n% + Mgy — 1) 13 S 2
k3qs (€rs + €45 + 5 (AT )k g k+a0,0+00) + Z(Ae)k,q+qo,q,k+qo
X6Q3J€+Q*k3+q0 (4.41)
mit der Energiesumme
(A+e)k1k2q1q2 = €p, + €py T €1+ €go (4.42)

und

1
€ks — €g3 + 5(AE)k htgo,0.0+
VC’(k,Q) — Z(nqg o nk3) 13A q3 2 5 QOII‘IAQOQ
kaqa (ks — €gs + 3 (Akkta0aata0)” T (AL 4440 4.k140

X6Q3,k7q+k3 . (443)

Bei der Berechnung der Energie erhilt man

2 *
Eac = N > Ve(k, qvivi

k,q
1

_W Z VA(ka Q)(551,52Uz + 0?1’521/;20‘)(652’51;/5* + 0—?21517/;(1*)

k9Q951952
1 1
= ¥ Z(QVc(k,q) — VA(k,q))ygyg* -5 ZVA(k7q))V]€ana* | (4.44)

k,q kg

Definiert man
VAC(ka q) = 2VC(k7 q) - VA(ka q) ) (445)

so besitzt der Beitrag Vo Singlett-Charakter, V4 dagegen Triplett-Charakter.
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Auch hier wird die Summation iiber die halbe Brillouinzone fiir Energie- und Entropieterm
eingefiihrt.

1 !
Eac = NZVAC(kaQ)(VkV + Vi)
k.q

1 ' * *
-I-WZVA(J*(k,q-l-qO)(VkV -I-VZ )
k,q

__ZVA (k,q)( ta ta*+yta* ga)

- S Vialhy g g0)) (A 4 ofete) (4.46)
k,q

Um die Terme zusammenfassen zu kénnen, ist eine Aufteilung von v in Real- und Imaginér-
teil erforderlich. Damit erhilt die Energie die Form

1 !
Eixc = N > (Vac(k,q) + Vac(k,q + qo))Re(vi) Re(v])
k,q

+5 S Vie (k) ~ Vie (kg + o)) Im() Im (1)
k,q

——Z (Va(k,q) + (Va(k,q + qo)) Re(v}, )Re(’/tga)

——Z Valk,q) — (Va(k,q + g0)) Im(v}®) Im(v}®) L (447)

Die zugehorige Entropie ist

€
Sk = 570 L (s vt (4.48)
g k-l—qo

Fiir die Entropie gilt bei Summation iiber die halbe Brillouinzone

Suc = —kp Z 5% (Re()? + Im(vi)? + Re(vf®)? + Im(v®)?) . (4.49)
k+qo

In Tabelle (4.1) werden die durchgefithrten Auswertung zusammengefafit. In der ersten
Spalte wird die im folgenden benutzte Bezeichnung genannt, in der zweiten Spalte die zu-
gehorige Wechselwirkung in der Operatordarstellung. In Spalte drei wird gekennzeichnet,
ob es sich um einen Teilchen-Teilchen- oder Teilchen-Loch-Kanal handelt. Die Spalten vier
und fiinf zeigen Spinsymmetrie (Singlett/Triplett) und die g+-Symmetrie.
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Bezeichnung | Operatordarst. Spinsym. | ¢-Sym.
Vs (k,q) c;[cctkcqc,q pp si/tr
Wy (k, q) Cltczo—kcqctm*q PP si/tr q+
Vi(k,q) c,tcgckcq ph si/tr
Vi (k,q) c,tcgcqck ph si
Val(k,q) c,tc;+qocqck+q0 ph si/tr q+
Volk,a) | cheliqtrinc |Ph| i 0

Tabelle 4.1: Aufstellung der betrachteten Wechselwirkungskanéle mit den benutzten Be-
zeichnungen, zugehorigen Operatordarstellungen und Symmetrien.

4.3 Stabilitdtsanalyse der Wechselwirkungskanile

Durch die vorangegangenen Rechnungen wurde die freie Energie des Hubbardmodells
im Rahmen einer Hartree-Fock-Bogoliubov-Nidherung bestimmt. Im folgenden wird die
Stabilitidt des symmetrischen Zustands untersucht. Dabei ist nach dem Variationsprinzip
der Zustand mit der niedrigsten freien Energie die beste Beschreibung fiir den Grundzu-
stand des Systems im Rahmen der gemachten Nidherungen. Liegt ein Zustand mit Fluk-
tuationen energetisch niedriger als der symmetrische Zustand, so ist der symmetrische
Zustand nicht stabil. Dies ist ein Anzeichen fiir einen Phaseniibergang in einen Zustand
mit gebrochener Symmetrie.

Die Fluktuationsterme der Entropie lassen sich mit
S = —kg Z SLALAL bzw. (4.50)
k

S = —kg)_ Siviv (4.51)
k

beschreiben. Dabei werden die Definitionen Sy, = S, Aj Ay, fiir den Teilchen-Teilchen-Kanal
und S, = S;.vjvy fir den Teilchen-Loch-Kanal benutzt.

Bei der Berechnung der Energie bekommt man die allgemeine Form

02 .
U* / "
E = & > Vi (k,q)viv, (4.53)
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U2
VX(ka q) = T‘/)/((ka q) ) (454)
dabei steht Vx fiir einen beliebigen Wechselwirkungskanal.

Die freie Energie ist somit eine bilineare Funktion in den Fluktuationen

F = E-TS (4.55)
= — Z (U + — V‘{ (k q)) AZAQ + Z kBTS],gAZAk (4.56)

fiir die Teilchen-Teilchen-Kanéle und

1 U?
=5 > <U + - Vx(k, Q)> vivg+ Y kTSiviv (4.58)
k.q k
1 U2 ! i *
- N Z U+ TVX(ka q) + kT S0k q | ViV (4.59)
k.,q

fiir die Teilchen-Loch-Kanile.
Um die Stabilitéit der freien Energie zu untersuchen, miissen die Eigenwerte der Matrix

1

U2
N (U + TVX(ka q) + kBTSl,cak,q>

U U?
= kgT <?Ak’q + t—2Bk,q + 5k,q> \/SiA/Sh (4.60)

mit
Apy = — (4.61)
NkgT,/S}S!
By, = —XED) (4.62)

NkgT S,’ﬁS(’]
betrachtet werden.

Der Entropiekoeffizient S}, ist fiir alle Werte positiv. Fiir niedrige Wechselwirkung U/t
sind somit alle Eigenwerte positiv. Das System wird dann instabil, wenn der niedrigste
Eigenwert kleiner oder gleich Null ist. Fiir die kritische Wechselwirkung (U/t)¢ gilt also

2

U U
det <7Ak’q + t_QBk’q + 6k,q> = 0 . (463)
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Dies verhilt sich dquivalent zu der Bedingung, dafl der niedrigste Eigenwert von

U U?
?Ak’q + t_ZBk’q (464)

gleich —1 sein soll.

Fithrt man die Berechnung der Eigenwerte fiir die verschiedenen Symmetrien durch, so
muf} der Beitrag erster Ordnung in der Wechselwirkung nur bei den s -Wellen beriick-
sichtigt werden. Dies hat zur Folge, dal die Berechnung der Eigenwerte iterativ fiir den
gewihlten Bereich U/t = 0.1[0.1]10 durchgefithrt werden muf. Bei der Auswertung fiir
die iibrigen Symmetrien trigt der Term erster Ordnung nicht bei. Dadurch kann die kriti-
sche Wechselwirkung ermittelt werden, indem der niedrigste Eigenwert A z.B. fiir U/t = 1
berechnet wird. Dann erhilt man (U/t)c = 1/vV/\.

Die kritische Wechselwirkung (U/t)¢ gibt demnach fiir alle Beitréige aufler den s;-Wellen
eine Grenze an, oberhalb der das System in dem betrachteten Wechselwirkungskanal mit
Fluktuationen eine niedrigere freie Energie besitzt als der symmetrische Zustand. Damit
ist der symmetrische Zustand instabil und es findet ein Phaseniibergang mit einer sponta-
nen Symmetriebrechung statt. Bei den sy-Wellen kénnen die Beitrige erster und zweiter
Ordnung unterschiedliche Vorzeichen haben, dadurch kann ein Bereich fiir die Wechsel-
wirkung entstehen, innerhalb dessen der betrachtete Zustand stabil ist. Dies ist z.B. bei
den Resultaten fiir den antiferromagnetischen Wechselwirkungskanal zu beobachten.



Kapitel 5

Numerik

Im folgenden wird das numerische Vorgehen zur Berechnung der effektiven Wechsel-
wirkungen und anschlielenden Stabilitédtsanalyse dargestellt.

5.1 Berechnung der Wechselwirkungen auf dem Gitter

Zur Berechnung der Wechselwirkungen wird die 1. Brillouinzone in 2Ny x 2Npg Gitter-
punkte eingeteilt und auf diesem Gitter die Matrixelemente ermittelt. Im Rahmen dieser
Arbeit sind Gitter bis Ny = 16 berechnet worden. Unter Ausnutzung der betrachteten
Symmetrien geniigt es, den Impulsindex k fiir die Kanile mit Gesamtimpuls Null {iber
1/8 der 1. Brillouinzone laufen zu lassen. Wird fiir die Kanéle mit Gesamtimpuls ¢y die
g+-Symmetrie ausgenutzt, so geniigt die Berechnung fiir 1/16 der 1. Brillouinzone. Der
zweite Impulsindex ¢ wird iiber die gesamte 1. Brillouinzone gefiihrt.

Die Diagonalisierung der Matrizen wird nach der Jacobi-Methode fiir symmetrische Ma-
trizen durchgefiihrt [24]. Die Diagonalisierung besteht nach dieser Methode aus einer Fol-
ge von orthogonalen Ahnlichkeitstransformationen, wobei jede einzelne Jacobi-Rotation
so aufgebaut ist, daf sie ein Auflerdiagonalelement der Matrix eliminiert. Will man das
Element a,, einer N x N-Matrix eliminieren, so erreicht man dies mit Hilfe der Jacobi-

Rotation
1

39
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mit der Bedingung

cot(2®) = % , (5.2)
Pq

wobel s = sin ® und ¢ = cos ® bedeutet.

Jede spéitere Transformation kann wieder dort Beitrdge erzeugen, wo die Auflerdiagonal-
elemente schon eliminiert wurden. Dennoch I48t sich zeigen, dafl die Summe der Aufler-
diagonalelemente mit jeder Jacobi-Rotation abnimmt, bis die Matrix im Rahmen der fest-
gelegten Genauigkeit Diagonalform annimmt.

Zur Wahl der Reihenfolge, in welcher die Elemente eliminiert werden sollen, gibt es unter-
schiedliche Vorgehensweisen. In dem von Jacobi 1846 entwickelten Verfahren sucht man fiir
jeden Schritt der Transformation nach dem gréfiten Auflerdiagonalelement in der oberen
Dreiecksmatrix und eliminiert dieses. Dies ist eine gute Strategie fiir die Berechnungen per
Hand, bei Berechnungen mit dem Computer fithrt allerdings die Suche nach dem grofiten
Element dazu, daf§ die benétigte Rechenzeit von der Ordnung N? anstatt von der Ordnung
N ist. Eine andere Moglichkeit ist die zyklische Jacobi-Methode, bei der die Elemente in
einer fest vorgegebenen Reihenfolge abgearbeitet werden. Auch hier konvergiert die Matrix
mit einer Rechenzeit der Ordnung N? gegen die Diagonalform. In dieser Arbeit wird die
zyklische Jacobi-Methode angewandt.

5.2 Behandlung singulirer Punkte

Bei der Berechnung der effektiven Wechselwirkung treten Summen der Form

Z f(ka q, k?n Q3)z(k7 q, k37 q3)

5.3
zQ(ka q,ks,q3) + eQ(k, q) k+q,k3+q3 (5.3)

k3,q3

auf, dabei sind der Faktor f und der Energieterm des Zihler z abhéngig von den Summa-
tionsindices, wihrend der Energieterm e unabhéingig von den Summationsindices ist. Fiir
spezielle Wahl der Impulsindices £ und ¢ kann der Energieterm e im Nenner der Summe
verschwinden, somit mufl das Hauptwertintegral

k,q,k3,q3)
d?ksd? Mé 5.4
/ 3 qu(k,q,kg,q:),) k+q,k3+q3 ( )

berechnet werden.

Um Singularititen bei der Summation zu umgehen, wird eine Mittelung iiber Punkte in
der Umgebung im Impulsraum durchgefiithrt (Abbildung 5.1). Dafiir wird jeweils zwischen
dem betrachteten Punkt und seinen néichsten Nachbarn ein Hilfspunkt eingefiihrt. Diese
Hilfspunkte besitzen die Impulse (k, & §,ky) bzw. (ks, ky £ 0) mit dem Impulsabstand
d = /2Ny . Definiert man d, = (6,0) und é, = (0,0), so kann man in Tabelle (5.1) die bei
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T 5
0
ky 0 U SOUY OXO ......
0
T :
-7 0 T

Abbildung 5.1: Einteilung der 1. Brillouinzone in 2Nz x 2Ny Gitterpunkte, hier mit Ny =
2. Mit x wird ein Gitterpunkt herausgegriffen, mit o die Hilfspunkte fiir die Mittelung zu
diesem Gitterpunkt markiert.

der Mittelung benutzten Impulskonfigurationen zusammenfassen. Dabei wird die Konfi-
guration fiir den betrachteten Punkt mit {ag} und die iibrigen mit {a} bezeichnet. Bei der
Mittelung werden die effektiven Wechselwirkungen mit Impulsen auf diesen Hilfspunkten
berechnet und mit dem Gewicht g beriicksichtigt. Auf diese Art werden 24 Tmpulskonfigu-
rationen neben der urspriinglich betrachteten in die Berechnung einbezogen, daher wird
das Gewicht g = 1/24 gewéhlt. Auch fiir ¢ = 1/100 werden Rechnungen durchgefiihrt,
die Ergebnisse dieser Rechnungen fiir die verschiedenen Gewichte weichen nicht wesentlich
voneinander ab.

Mit dieser Notation erhalt man fiir die Summation die Form

3 f{ao})z({ao}) + 94y F({ah)2(a})
2{a0)}) +e({ao}) + 9 Ty 2({a)}) + ({a}) T

k3,q3

(5.5)

Weiterhin héngt e nicht von den Summationindices ab, mit dieser Schreibweise soll ledig-
lich verdeutlicht werden, dafl auch dieser Beitrag bei der Mittelung verschiedene Werte
annimmt.

Impulskonfigurationen Gewicht

k q ks 43 1
kiéx/y q k3 iéx/y qs3

k+ 6ac/y q k3 qs3 + 63:/3/

k qidx/y k3 iéx/y qs3

k qidl,/y k3 q3 :E(Sx/y &
kidz/y q:Fé:r/y k3 a3

k q k3 idz/y a3 :|:6x/y

Tabelle 5.1: Aufstellung der Impulskonfigurationen fiir die Mittelung durch die Haupt-
wertberechnung mit jeweiliger Gewichtung.



42 KAPITEL 5. NUMERIK

Da im Nenner nur quadratische Terme auftreten, sind alle Beitrige positiv, der Nenner ist
fiir fast alle Punkte grofler als Null. In den Kanélen Vi, Ve und Vy gibt es Impulskonfigu-
rationen {k, ¢}, fiir die der Nenner trotz der Mittelung verschwindet. Mit diesen Punkten
wird so verfahren, daf§ die Mittelung iiber die vier néchsten Gitterpunkte gebildet wird.

Die Berechnung der effektiven Wechselwirkungen mit Hilfe der Mittelung iiber die Umge-
bung der Punkte wird in dieser Arbeit nicht auf die singuliren Punkte beschrinkt, sondern
fiir alle Gitterpunkte angewandt.

5.3 Genauigkeit und Geschwindigkeit

Das Programm kann im wesentlichen eingeteilt werden in die Berechnung der effektiven
Wechselwirkungen und in die Diagonalisierung der Matrizen der verschiedenen Symmetri-
en. Wie bereits erwdhnt, hingt die Rechenzeit bei der Diagonalisierung einer N x N-Matrix
von N2 ab. Durch die Aufteilung in die verschiedenen Symmetrien ist N = Ny /4 fiir die
grofite zu diagonalisiernede Matrix. Dagegen hingt die Berechnung der effektiven Wechsel-
wirkungen von N% ab, d.h. die Ermittlung der Matrixelemente braucht den grofiten Teil
der Rechenzeit.

Um die Genauigkeit der numerischen Berechnungen einschétzen zu koénnen, sind einige
Anmerkungen notwendig.

e Bei tiefen Temperaturen durchliuft die Besetzungszahl der Fermionen starke Ande-
rungen in der Nidhe der Fermikante. Daher muf} untersucht werden, ob hier die Er-
gebnisse von der Gittereinteilung abhéngig sind.

e Dazu kommt, daB fiir die Kanéle Vi, Vr und V3 der Nenner fiir einige Impulskon-
figurationen trotz Hauptwertberechnung verschwindet und nur durch die Mittelung
iiber die ndchsten Gitterpunkte ein Wert fiir die effektive Wechselwirkung bestimmt
werden kann. Daher kann davon ausgegangen werden, dafl die Ergebnisse in diesen
Kanilen geringere Genauigkeit besitzen.

e Desweiteren besitzt der Entropiefaktor im Kanal Vpp,Vr eine exponentielle
Abhéngigkeit von (e — p1), wihrend im supraleitenden Kanal die Abhéingigkeit der
Form 2|8(e — u)| besteht. Die Entropiefaktoren der anderen Kanile liegen zwischen
den genannten Abhéingigkeiten. Durch die starken Schwankungen der Entropiefak-
toren besteht auch eine starke Abhéingigkeit von der Gittereinteilung und der damit
gewihlten Gitterpunkte, fiir die die Entropie berechnet wird.

In der Tat kann beobachtet werden, dafl die Ergebnisse in den Kanilen Vip und Vi
fiir Temperaturen 7'/t < 0.05 fiir unterschiedliche Gittereinteilungen zum Teil wesent-
lich voneinander abweichen. Dieser Effekt wird in Abschnitt (6.3) an einigen Beispielen
demonstriert.



Kapitel 6

Resultate

In diesem Kapitel werden die Resultate der numerischen Berechnung der Flufigleichungen
fiir das zweidimensionale Hubbardmodell auf dem Quadratgitter gezeigt. Die nachfol-
genden Abbildungen sind, soweit nicht anders angegeben, fiir eine Gittereinteilung mit
Ny = 12 berechnet. Dargestellt wird die kritische Wechselwirkung (U/t)¢ als Funktion
der Temperatur 7'/t fiir verschiedene chemische Potentiale p/t. In Abschnitt (6.1) wer-
den die Ergebnisse fiir das Hubbardmodell mit reiner Néchster-Nachbar-Wechselwirkung
gezeigt, in Abschnitt (6.2) folgen die Ergebnisse fiir verschiedene Uberniichste-Nachbar-
Wechselwirkungen. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird die Abhéngigkeit der Ergeb-
nisse von der Gittereinteilung untersucht.

In der Tabelle (6.1) werden die hiufig beobachteten Zustédnde mit niedrig liegenden kri-
tischen Wechselwirkungen zusammengefafit und ihre Darstellung in den folgenden Abbil-
dungen gezeigt. Treten andere Zustinde mit (U/t)c < 10 auf, so werden sie durch eine
graue durchgezogene Linie dargestellt.

Wechselwirkung Kanal Darstellung
Ferromagnetismus phtr0 s;
Antiferromagnetismus phtr ¢, si
Pomeranchuk-Instabilitdt | phsiOdy | ----------
Pomeranchuk-Instabilitdt | phsiOd_ | ---------
Pomeranchuk-Instabilitdt | phsiOs_. | — — — — —

Bandsplitting phsig p | ——————-
Supraleitung pp si 0 dy
Fluflphasen phtrg di | - -
Fluflphasen phsig dy |- -

Tabelle 6.1: Wechselwirkungskanile mit niedrigem U/t mit ihren Symmetrien und ihre
Darstellung in den Diagrammen.

43



44 KAPITEL 6. RESULTATE

6.1 Hubbardmodell mit Nichster-Nachbar-Wechselwirkung

In diesem Abschnitt werden die Resultate fiir das Hubbardmodell mit reiner Néachster-
Nachbar-Wechselwirkung gezeigt.

Fiir das Hubbardmodell bei halber Fiillung (Abb. 6.1, links) erkennt man fiir tiefe Tem-
peraturen eine dominierende antiferromagnetische Wechselwirkung. Dies stimmt mit den
Erwartungen aus der Betrachtung der Fermifliche und Berechnungen mit Hilfe anderer
Methoden iiberein. Betrachtet man die effektive Wechselwirkung genauer, so ist zu er-
kennen, dafl im antiferromagnetischen Kanal der Beitrag zweiter Ordnung den Antifer-
romagnetismus unterdriickt. Daher verschwindet dieser fiir grole Wechselwirkungen U/t.
Das kann auch dadurch begriindet werden, dafl der Energiegewinn durch das virtuelle
Hiipfen der Elektronen im antiferromagnetischen Grundzustand proportional zu #2/U ist
und somit fiir grofe Wechselwirkungen abnimmt. Bemerkenswert ist, daf} in der storungs-
theoretischen Betrachtung der Fluigleichungen der Grenzfall fiir starke Kopplung im Fall
des Antiferromagnetismus enthalten ist.

0.3 = 0.3
1
L
i
L
]
i
0.2 0.2
T/t T/t
0.14 e 0.1
"/'
0.0 | | | 0.0 I I
0 2 4 6 10 0 4 6 10

U/t)e

U/t)e

Abbildung 6.1: Kritische Wechselwirkungsstirke (U/t)c in Abhingigkeit von der Tem-
peratur fiir Nachste-Nachbar-Wechselwirkung mit ¢'/¢ = 0 fiir die chemischen Potentiale
p/t =0 (links) und p/t = 1/24 (rechts).
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Abbildung 6.2: Kritische Wechselwirkungsstirke (U/t)c in Abhéngigkeit von der Tem-
peratur fiir Nichste-Nachbar-Wechselwirkung mit ¢'/t = 0 fiir die chemischen Potentiale
p/t =1/8 (links) und p/t = 1/4 (rechts).

Bei kleiner Anderung des chemischen Potentials (Abb. 6.1, rechts) wird der Antiferroma-
gnetismus schwéicher. Entfernt man sich weiter von der halben Fiillung, verschwindet der
Antiferromagnetismus bei p/t = 1/8 schliefllich ganz (Abb. 6.2). Auch dies wurde bereits
aufgrund der Betrachtungen der Fermikante erwartet.

Bei halber Fiillung ist die nichste Instabilitidt eine homogene d.-Welle aus dem Teilchen-
Loch-Kanal mit Spinsinglett. Diese Instabilitéit fithrt zu einer Deformation der Fermikante.
Dadurch kann es zu einem Phaseniibergang des Systems von rhomboedrischer zu tetra-
gonaler Struktur kommen, daher wird diese Instabilitit mit der Pomaranchuk-Instabilitét
identifiziert. Dies Ergebnis entspricht der Beobachtung mit Hilfe der Renormalizierungs-
gruppenanalyse von Halboth und Metzner [14].

Die néchste Instabilitit ist eine p-Welle aus dem Teilchen-Loch-Kanal mit Singlett-
Charakter und g_-Symmetrie. Diese Instabilitéit fithrt zu einer abwechselnden Vergrofie-
rung und Verkleinerung der Hiipfamplituden entlang der x- oder y-Achse. Diese Instabi-
litdt ruft eine Aufspaltung des Energiebandes hervor, dabei konnen sich die entstehenden
Béander weiter an einigen Punkten beriihren.

Als néchstes folgt die di-Wellen-Instabilitdt im Supraleitungskanal. Dies ist fiir alle un-
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tersuchten chemischen Potentiale die stdrkste Instabilitdt der supraleitenden Wechsel-
wirkung. D.h. die beobachtete supraleitende d,>_,»-Instabilitit, die auch aufgrund der
Analyse durch andere Methoden erwartet wurde, wird auch mit der Untersuchung des
Hubbardmodell mittels Fluigleichungen erhalten.

Entfernt man sich von halber Fiillung, so ist die Supraleitung fiir tiefe Temperaturen die
niedrigste Instabilitit. Fiir hohere Temperaturen liegen die Pomeranchuk-Instabilitdt und
die Bandsplitting-Instabilitdt weiter bei niedrigeren kritischen Wechselwirkungen als die
Supraleitung. Daher mufl untersucht werden, ob das Auftreten dieser Instabilititen die
Supraleitung unterdriickt oder ob die Instabilitdten gleichzeitig existent sind. Zusétzlich
muf} die Gitterabhéingigkeit der Resultate fiir tiefe Temperaturen beriicksichtigt werden.

Die néchsthohere Instabilitit sind die Flulphasen. Diese wurden bereits in anderen
Veroffentlichungen diskutiert [25],[26]. Fiir reine Néchste-Nachbar-Wechselwirkung sind
die Singlett- und Triplettzustinde der d,-Welle der Flufiphasen entartet, fiir halbe Fiillung
tritt eine weitere Entartung zur d-Welle der Supraleitung auf.

Immer wieder zu beobachten ist bei hoheren chemischen Potentialen eine weitere
Pomeranchuk-Instabilitdt mit s_-Wellen-Charakter. Dieser Zustand ist jedoch fiir kein
beriicksichtigtes chemisches Potential die niedrigste Deformation, somit ist zu erwarten,
daf} er durch die anderen Instabilitdten unterdriickt wird.

Die iibrigen Instabilititen, die in den Abbildungen durch graue durchgezogene Linien
dargestellt werden, treten nur bei speziellen Parametern auf. Da sie bei hoheren kriti-
schen Wechselwirkungen liegen, beeinflussen sie den Phaseniibergang in die beschriebenen
Zustinde nicht. Im Phasendiagramm bei halber Fiillung ist noch ein ferromagnetischer
Punkt fiir T/t = 0.1 bemerkenswert. Dieser verschwindet allerdings bei der Berechnung
mit einer Gittergrofie von Ny = 24 [15].

6.2 Hubbardmodell mit NNN-Wechselwirkung

In diesem Abschnitt werden die Resultate fiir das Hubbardmodell mit verschiedenen
Ubernichste-Nachbar-Wechselwirkungen (NNN) gezeigt. Dabei werden die Parameter
t'/t = —1/6 fiir kleine, ¢/t — 1/3 fiir mittlere und '/t = —5/12 fiir grofie Hiipfampli-
tuden zwischen iibernichsten Nachbarn gewihlt. Aufgrund der Gitterstruktur macht es
keinen Sinn, #/t > 1/2 zu wihlen.

6.2.1 fiir ¢/t = —1/6

Die folgenden Phasendiagramme beruhen auf Auswertungen mit der Hiipfamplitude
t'/t = —1/6.
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Nach der Betrachtung der Fermifliche kann erwartet werden, daB durch die Ubernichste-
Nachbar-Wechselwirkung die antiferromagnetische Ordnung unterdriickt wird. Dies wird
auch in den berechneten Phasendiagrammen deutlich. Nur fiir das chemisches Potential
p/t = —1/3 tritt in einem sehr kleinen Bereich fiir T/t = 0.01 Antiferromagnetismus
auf (Abb. 6.4, links). Bei einer Gittereinteilung von Ny=16 wird dieser Bereich weiter
verkleinert. Daher mufl untersucht werden, ob der Antiferromagnetismus bei gréfieren
Gittern fiir dieses chemische Potential schliellich verschwindet.

Ist das chemische Potential kleiner als p/t = —1/3, so ist die Pomeranchuk-Instabilitét
mit dy-Symmetrie der Zustand mit der niedrigsten kritischen Wechselwirkungsstérke. Fiir
steigende chemische Potentiale verschiebt sich diese Instabilitét zu grofieren (U/t)c.

Das Verhalten der Bandsplitting-Instabilitit ist entgegengesetzt. Daher liegt diese Instabi-
litat bei kleineren p/t hoher und verschiebt sich mit wachsendem chemischen Potential zu
niedrigeren kritischen Wechselwirkungsstéirken. Fiir 1/t = —1/3 liegen diese beiden Insta-
bilitdten dicht beieinander, fiir grofiere p/t ist die Bandsplitting-Instabilitdt dominierend.
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Abbildung 6.3: Kritische Wechselwirkungsstirke (U/t)c in Abhéngigkeit von der Tem-
peratur fiir Ubernichste-Nachbar-Wechselwirkung mit ¢/t = —1/6 fiir die chemischen
Potentiale p/t = —3/4 (links) und pu/t = —7/12 (rechts).
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Abbildung 6.4: Kritische Wechselwirkungsstirke (U/t)c in Abhéngigkeit von der Tem-
peratur fiir Ubernichste-Nachbar-Wechselwirkung mit ¢/t = —1/6 fiir die chemischen
Potentiale p/t = —1/3 (links) und u/t = 0 (rechts).

Fiir pu/t = 0 tritt Supraleitung erst bei hohen (U/t)¢ ~ 6.6 auf (Abb. 6.4, rechts). Geht
man iiber zu dotierten Systemen, so tritt die Instabilitéit bereits bei niedrigeren kritischen
Wechselwirkungen auf. Verringert man das chemische Potential unterhalb von p/t < —1/3,
so verdndert sich die Lage der Instabilitdt fiir den supraleitenden Kanal kaum noch.

Fiir das chemische Potential 1/t = —3/4 kann erstmals eine d_-Pomeranchuk-Instabilitét
beobachtet werden (Abb. 6.3, links). Dies entspricht einer Deformation der Fermikante
mit dg,-Symmetrie, welche auch bei Hochtemperatursupraleitern im Experiment festge-
stellt werden kann. Allerdings tritt diese Instabilitit fiir diese Hiipfamplitude nur fiir
tiefe Temperaturen auf und besitzt eine hohere kritische Wechselwirkung als die d_-
Pomeranchuk-Instabilitat. Daher ist aus diesen Berechnungen nicht ersichtlich, inwieweit
die d_-Deformation der Fermikante beobachtet werden kann oder durch die vorhandene
d-Deformation unterdriickt wird.

Die FluBphasen mit Spinsinglett und -triplett sind bei Ubernichster-Nachbar-
Wechselwirkung nicht mehr entartet, fiir alle untersuchten chemischen Potentiale be-
sitzt der Triplettzustand die niedrigere kritische Wechselwirkung. Fiir p/t = —7/12 liegt
die Flufphasen-Instabilitdt mit Triplettsymmetrie dicht bei der Supraleitungsinstabilitéit
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(Abb. 6.3, rechts), fiir alle iibrigen chemischen Potentiale liegt dieser Zustand im Vergleich

zur Supraleitung bei dieser Wahl der Hiipfamplitude bei (U/t)¢.

Auch fiir #'/t = —1/6 erscheint die s_-Pomeranchuk-Instabilitdt in den Diagrammen, liegt
jedoch in allen Abbildungen bei hoheren kritischen Wechselwirkungen als die entspre-
chende di-Welle. Fiir u/t = —1/3 erreicht die s_-Instabilitéit fiir tiefe Temperaturen ein
minimales (U/t)¢c ~ 4.6. Allerdings mufl auch hier beachtet werden, dafl die Ergebnis-
se fiir tiefe Temperaturen in diesem Wechselwirkungskanal weniger zuverlissig sind als

beispielsweise in dem Supraleitungskanal.

6.2.2 fiir ¢/t = —1/3

Fiir mittlere Ubernichste-Nachbar-Wechselwirkung werden die folgenden Ergebnisse er-

halten.
0.3 , 0.3
0.2 0.2
T/t T/t
0.1 4 0.1 4
0.0 | 0.0 +——r— :
8 10 0 2 4 6 8 10

(U/t)c
Abbildung 6.5: Kritische Wechselwirkungsstiarke (U/t)c in Abhéngigkeit von der Tempera-
tur fiir Ubernéichste-Nachbar-Wechselwirkung mit ¢'/¢ = 1/3 fiir die chemischen Potentiale

p/t = —=5/4 (links) und p/t = —2/3 (rechts).
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Abbildung 6.6: Kritische Wechselwirkungsstirke (U/t)c in Abhéngigkeit von der Tem-
peratur fiir Ubernichste-Nachbar-Wechselwirkung mit ¢/t = —1/3 fiir die chemischen
Potentiale p/t = —1/3 (links) und p/t = 0 (rechts).
Der Antiferromagnetismus tritt nur fiir das chemische Potential p/t = —2/3 bei der Tem-

peratur 7'/t = 0.01 auf (Abb. 6.5, rechts). Fiir grofiere Ny sollte untersucht werden, ob
der antiferromagnetischer Zustand weiterhin beobachtet werden kann.

Bei niedrigem chemischen Potential mit u/t < —2/3 dominiert die Pomeranchuk-
Instabilitat. Diese verschiebt sich fiir wachsendes chemisches Potential zu hoheren kri-

tischen Wechselwirkungen. Die iibrigen Pomeranchuk-Instabilititen mit s_- und d_-
Symmetrie konnen ebenfalls beobachtet werden, allerdings bei héheren (U/t)¢.

Fiir grofies chemisches Potential mit p/t > —2/3 dominiert die Bandsplitting-Instabilitét,
diese verschiebt sich fiir fallendes chemisches Potential zu hoheren kritischen Wechsel-
wirkungen. In der Umgebung des chemischen Potential p/t = —2/3 findet ein Ubergang

zwischen den dominierenden Instabilitdten statt.

Die niedrigste supraleitende Instabilitdt ist auch fiir diese Hiipfamplitude fiir alle che-
mischen Potentiale die d-Welle. Wie in den vorangegangenen Diagrammen auch, liegt
diese bei hoheren kritischen Wechselwirkungen als Pomeranchuk- bzw. Bandsplitting-

Instabilitéit.
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Bei den Fluiphasen tritt hauptsichlich der Triplettzustand auf, nur fiir /¢t = —1 kann der
Singlettzustand beobachtet werden, allerdings mit hoher kritischen Wechselwirkung. Der
Triplettzustand liegt erstmals fiir chemische Potentiale zwischen p/t = €, und p/t = —1
niedriger als der supraleitende Zustand (Abb. 6.5, links). Hier mufl untersucht werden,
ob die Deformation der Fermikante durch die fithrende d;-Pomeranchuk-Instabilitéit die
FluB3phasen unterdriickt.

6.2.3 fiir ¢'/t = —5/12

AbschlieBend werden die Phasendiagramme fiir groBe Ubernichste-Nachbar-
Wechselwirkung ¢'/t = —5/12 dargestellt.

Die Abbildung fiir stark negative chemische Potential mit z.B. u/t = —2 zeigt einige Beson-
derheiten (Abb. 6.7, links). Erstmals tritt die Pomeranchuk-Instabilitit mit d_-Symmetrie
als fithrende Deformation des Gitters fiir 7'/¢ > 0.16 auf. Dies bedeutet eine Verformung
mit dgy-Symmetrie, welche bereits in Experimenten nachgewiesen werden konnte.

0.3 0.3 :
0.2 0.2
T/t T/t
0.1+ 0.1+
0.0 T T T T 0.0 T I I l
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
U/t)e (U/t)e

Abbildung 6.7: Kritische Wechselwirkungsstirke (U/t)c in Abhéngigkeit von der Tem-
peratur fiir Ubernichste-Nachbar-Wechselwirkung mit ¢/t = —5/12 fiir die chemischen
Potentiale p/t = —2 (links) und u/t = —4/3 (rechts).
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Abbildung 6.8: Kritische Wechselwirkungsstirke (U/t)c in Abhéngigkeit von der Tem-
peratur fiir Ubernichste-Nachbar-Wechselwirkung mit ¢/t = —5/12 fiir die chemischen

Potentiale p/t = —1 (links) und p/t = 0 (rechts).

Oberhalb von u/t = —4/3 tritt dieser Zustand nur fiir tiefe Temperaturen 7'/t < 0.05 auf

und ist nicht mehr dominant.

In der Nihe der d_-Pomeranchuk-Instabilitidt im Phasendiagramm zu p/t = —2 liegt der
Teilchen-Loch-Kanal mit Spintriplett und p-Wellensymmetrie. Er beginnt bei (U/t)¢ ~ 3.1
fiir T/t = 0.01. Dies bedeutet analog zum Bandsplitting eine Vergrofierung oder Verklei-
nerung der Hiipfamplituden in x-Richtung oder bzw. und y-Richtung. W&hrend beim
Bandsplitting allerdings eine alternierende Vergroflerung und Verkleinerung der Wechsel-

wirkungen stattfindet, ist dieser Kanal homogen.

AufBlerdem kann fiir p/t = —2 fiir starke Wechselwirkung ein Bereich, in dem Ferromagne-
tismus auftritt, beobachtet werden. Verantwortlich hierfiir ist der homogene Teilchen-Loch-
Kanal mit Spintriplett und s;-Symmetrie. Nach dem Stonerkriterium tritt Ferromagnetis-
mus im Hubbardmodell fiir geniigend starke Wechselwirkung bzw. grofle Zustandsdichte
auf. Obwohl die Berechnungen durch die Storungstheorie im Grenzfall schwacher Kopp-
lungen durchgefithrt werden, ist dieser Effekt fiir starke Kopplungen im Phasendiagramm

enthalten.
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In dem Phasendiagramm fiir u/t = —2 ist eine weitere Besonderheit zu verzeichnen.
Beginnend bei (U/t)c = 5.8 fiir T/t = 0.01 tritt eine supraleitende Instabilitdt mit d_-
Symmetrie auf. Dies ist jedoch das einzige chemische Potential, bei dem in den berechneten
Diagrammen dieser Zustand beobachtet werden kann.

Ab einem chemischen Potential p1/t = —4/3 gleichen die Diagramme wieder Phasendia-
grammen anderer Hiipfamplituden. Die d-Pomeranchuk-Instabilitdt dominiert fiir klei-
nes chemisches Potential, bei p/t = —2/3 findet ein Ubergang zu einer dominierenden

Bandsplitting-Instabilitdt statt.

Die d-Wellen-Supraleitung tritt oberhalb von pu/t = —4/3 auf. Fiir p/t = —1 existiert
ein Temperaturbereich fiir tiefe Temperaturen, in dem die Supraleitung dominiert.

6.3 Vergleich verschiedener Gittereinteilungen

0.3 0.3
0.2 — 0.2 4
T/t T/t
0.14 0.14
0.0 0.0 | —
0 0 2 4 6 8 10

U/t)e U/t)c

Abbildung 6.9: Kritische Wechselwirkungsstiarke (U/t)c in Abhéngigkeit von der Tempera-
tur fiir Ubernéichste-Nachbar-Wechselwirkung mit ¢'/t = —1/6 fiir das chemische Potential
p/t = —7/12, berechnet fiir verschiedene Gitteraufteilungen Ny = 8 (links) und Ny = 16
(rechts).
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0.3 0.3
0.2 0.2
T/t T/t
0.1 0.1 4
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0 2 4 6 8 10 0 2

U/t)c U/t)c

Abbildung 6.10: Kritische Wechselwirkungsstarke (U/t)¢ in Abhéngigkeit von der Tem-
peratur fiir Ubernichste-Nachbar-Wechselwirkung mit ¢/t = —1/6 fiir das chemische Po-
tential p/t = —1/3, berechnet fiir verschiedene Gitteraufteilungen Ny = 8 (links) und
Npg =16 (rechts).

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse fiir die Berechnungen mit verschiedenen Git-
tereinteilungen miteinander verglichen. Hierzu werden die Diagramme fiir Ny = 8 und
Ny = 16 nebeneinandergestellt, zu denselben Paramtern ¢'/¢ und p/t befinden sich in
Abschnitt 6.2.1 in den Abbildungen 6.3 und 6.4 die entsprechenden Phasendiagramme fiir
Ny =12.

Vergleicht man die Ergebnisse fiir verschiedene Gittereinteilungen, so macht man die fol-
genden Beobachtungen:

e Fiir Temperaturen T/t > 0.05 liefern bereits die Berechnungen fiir Gitter mit ei-
ner Einteilung von Ny = 8 gute Ergebnisse. Diese werden auch bei einer feineren
Einteilung des Gitters kaum noch verdndert.

e Fiir Temperaturen 7/t < 0.05 hingen die Ergebnisse in einigen Kanilen von der
gewéhlten Gittereinteilung ab. Die Ursache der Gitterabhingigkeit wird in Abschnitt
(5.3) erldutert. Am Beispiel der Pomeranchuk-Instabilititen, die auf den Hartree-
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Fock-Kanal zuriickzufiihren sind, wird deutlich, daf} das Verhalten der Kurven stark
von Ny abhéngt.

Betrachtet man hingegen den supraleitenden Kanal, so stellt man fiir alle Gitterein-
teilungen dasselbe qualitative Verhalten fest, lediglich eine geringe Verschiebung zu
hoheren kritischen Wechselwirkungen fiir feinere Gitter ist festzuhalten.

e Speziell fiir den Antiferromagnetismus féllt auf, dafi der Bereich, in dem dieser Zu-
stand auftritt, mit wachsender Gittergrofle abnimmt bzw. ganz verschwindet. Auch
andere

Daher ist eine genauere Betrachtung des Tieftemperaturverhaltens notwendig, um die Er-
gebnisse in diesem Temperaturbereich in allen Wechselwirkungskanélen einschitzen zu
konnen. Erst dann kann eine Aussage iiber die fithrenden Instabilitéten bei tiefen Tempe-
raturen getroffen werden.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wird das Hubbardmodell mit Hilfe der Flufigleichungen untersucht und im
Rahmen einer stérungstheoretischen Betrachtung ausgewertet. Die Auswertungen werden
sowohl fiir das Hubbardmodell mit reiner Néchster-Nachbar-Wechselwirkung als auch fiir
das Hubbardmodell mit Uberniichster-Nachbar-Wechselwirkung durchgefiihrt.

Dabei erhiilt man fiir reine Néchste-Nachbar-Wechselwirkung in der N&he halber Fiillung
eine fithrende antiferromagnetische Ordnung. Auch die erwartete Supraleitung mit
dy-Symmetrie kann nachgewiesen werden. Weiter treten dy- und s_-Pomeranchuk-
Instabilitdten, Bandsplitting und Fluflphasen auf.

Bei der Auswertung fiir Ubernichste-Nachbar-Wechselwirkung bleibt festzustellen, da der
Antiferromagnetismus bis auf einen kleinen Bereich des Phasendiagramms weitgehend ver-
dringt wird. d,-Wellen-Supraleitung sowie die erwihnten {ibrigen Instabilititen werden
weiter beobachtet. Bei grofen Hiipftermen zwischen Ubernichsten Nachbarn treten fiir
stark negative chemische Potentiale eine d_-Pomeranchuk-Instabilitdt und eine Verénde-
rung der Hiipfterme auf. Fiir eine weiten Bereich des chemischen Potentials tritt fiir grofie
U/t Ferromagnetismus auf.

Insgesamt ist festzustellen, daf die wesentlichen Elemente der Phasendiagramme der
Hochtemperatursupraleiter mit Hilfe der Berechnung der Fluigleichungen des Hubbardmo-
dell erhalten werden. Die Konkurrenz zwischen Antiferromagnetismus und Supraleitung
sowie die Existenz eines Phaseniibergangs von tetragonaler zu rhomboedrischer Gitter-
struktur werden gezeigt.

Um zu untersuchen, ob die Pomeranchuk-Instabilitit bzw. das Bandsplitting das Auftreten
der Supraleitung behindert, mufl bei weitergehenden Berechnungen die Veréinderung der
Form der Fermifliche bzw. der Einteilchenenergien beriicksichtigt werden.

Bei den durchgefiihrten Berechnungen wird eine Stérungstheorie fiir schwache Kopplungen
durchgefiihrt. Dennoch werden einige Ergebnisse, die auf starken Kopplungen beruhen, im

o7
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Rahmen dieser Rechnung erhalten. Dies spricht dafiir, da§ die Berechnungen zumindest
eine gute Abschitzung der wesentlichen Instabilititen liefern.

Weiter bleibt festzuhalten, dafl das Verhalten der Instabilitdten bei tiefen Temperaturen
einer genaueren Untersuchung bedarf. Hier sind Bestrebungen in der Arbeitsgruppe im
Gange, die dahin zielen, die Berechnung der Entropie so durchzufiihren, da} der Effekt
der starken Gitterabhéingigkeit nicht mehr auftritt.



Anhang A

Kommutatoren

In dieser Arbeit wird die allgemeine Definition des Hamiltonoperators

H1 = ZAk : Nkk: : (Al)
k

Hy = Z Biyksqras * Neygr Niags - (A.2)
k1ko

q1492
benutzt.

Durch die Einfithrung der Normalordnung werden die Operatoren in den einzelnen Ter-
men so angeordnet, daf} die Erzeugungsoperatoren links von den Vernichtungsoperatoren
stehen. Dadurch ist der Grundzustand des Hamiltonoperators in Bezug auf das wechsel-
wirkungsfreie System eindeutig definiert.

Im folgenden werden die zur Berechnung der Flufigleichungen notwendigen Kommutatoren
aufgestellt. Dabei werden bei diesem Ansatz fiir den Hamiltonoperator und einer Betrach-
tung der Flufigleichungen zis zur 2. Ordnung in der Stérungstheorie lediglich Kommuta-
toren zwischen Ein- und Zweiteilchenbeitrigen benétigt.

Fiir den Kommutator zwischen zwei Einteilchenoperatoren erhilt man
[H{,H{] =0 , (A.3)
d.h. die Operatoren vertauschen.

Der Kommutator zwischen einem Einteilchenoperator und einem Zweiteilchenoperator gibt

1
[H,Hy] = 5 ;} (BAA) kyaran * Nergs Neogs (A.4)
o195
(AA)k1k2q1q2 = Ak1 + Ak2 — Ath — qu . (A5)

99
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Steht also im Einteilchenoperator die Energie Ay = €, so bedeutet (A.5) die Differenz
zwischen den Energien der Erzeuger und den Energien der Vernichter. Ist diese Differenz
gleich Null, so verschwindet der entsprechende Term.

Fiir den Kommutator zwischen zwei Zweiteilchenoperatoren erhilt man

[HgaHg] = Z Z :Nk1Q1Nk2tI2 :
kike k3qs
9192

a b a b
X <(nk3 = 143) (Biiaky gaqs Baakakags — Baakokage Bakigaqi)
—=(nky — ngs) (BR: B! - BY By )
2 k3 q3 ksk1qaq1 2 q3kaqoks qskaq2ks P kski1gsq1
a b a b
_§(nk3 - nq3)(Bk1k3ngqugk2k3qz - Bq3k2k3Q2Bk1k3Q3Q1)

a b a b
+§(1 — Tky — nQ3)(Bk1k2k3Q3Bk3(]3QIQ2 - Bk3Q1Q1Q2Bk1k1k3q3)

1 b b
_§(nk3 - nl]s)(B;clsquwsBkw:«;ksm - B;Cl2II3k3111 Bk3k10203)>
+ Z Z : Npp (nk2(1 — Ngy — nk4) +nk3nk4)
k koksky

a b a b
X ((Bk2kk3k4Bk3k4k2k = Bliakakok Brskkghs)
1

b b
=5 (Bhakkaks Bakakok — B/?4k3k2kBk2kk3k4)) (A.6)

unter Beriicksichtigung der Symmetrie

Bk1k2Q1Q2 = Bk2k1Q2tI1 . (A-7)

Dabel ist )

e — A8
T + exp (%) (A-8)

die Besetzungszahl fiir Fermionen. Bei der Berechnung des Kommutators zwischen zwei
Zweiteilchenoperatoren treten zusétzlich Dreiteilchenwechselwirkungen auf. Diese werden
fiir die weiteren Berechnungen vernachléssigt.
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