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(0) Inhaltsiibersicht

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit einem von Leinert und Konig im
Jahre 1982 vorgestellten erweiterten Zugang zur Integrationstheorie nach Daniell
(siehe [1], [3] ).

Zu Grunde liegt der Daniellschen Vorgehensweise stets ein reeller Funktionen-
vektorraum € von Funktionen X — R, sowie ein positives, lineares Funktional
I: €& — R, das zu der Situation gehérende Daniell-Integral; dabei ist der Grund-
raum X eine nicht-leere Menge und ” I positiv” bedeutet

) 0 yie gl

Ublicherweise wird dariiber hinaus von & die Verbandseigenschaft gefordert, d.h.
¢ soll abgeschlossen sein gegeniiber der (punktweisen) Bildung von Maximum und

Minimum:
facf = fvg frged .

Genau diese Verbandseigenschaft ist es, die dann tiblicherweise das Wohlverhalten
von [ und seinen Fortsetzungen sichert und den Aufbau einer verniinftigen Integra-
tionstheorie gewahrleistet. Diese Verbandseigenschaft ist es aber auch, die in den
in [1] und [3] dargestellten Ansitzen eben nicht mehr postuliert wird, wodurch
eine viel groflere Freiheit flir die Auswahl mdglicher Grundriume £ gewonnen
wird. Es ist klar, daB der Wegfall dieser in der tiblichen Theorie so wichtigen
Verbandseigendschaft durch eine andere zusitzliche Forderung, in diesem Falle an
das Funktional I, bezahlt werden muf3: Hier verzweigen sich die Wege von Leinert
und Konig leicht, da die in [1] geforderte Stetigkeitsbedingung an I (Stetigkeit von
unten) nicht zu der Stetigkeitsbedingung (+) aus [3] dquivalent ist. Letztere ist
echt stirker, d.h. alle (£, I) die (4) erfiillen geniigen auch den Leinertschen Be-
dingungen, es existieren jedoch (&, I) die zwar den Leinertschen, nicht jedoch den
Konigschen Forderungen gerecht werden. Diese Arbeit folgt weitgehend dem An-
satz von Leinert, geht aber in Kapitel (1) an geeigneten Stellen noch ausfiihrlicher
auf die Beziehung zwischen den beiden Ansitzen ein.

Der Inhalt des ersten Kapitels ist eine ausfiihrliche Einfiihrung in die Daniell-
Stone-Integration ohne Verbandsbedingung, wobei wir im wesentlichen einer im
SS 1987 von Professor Leinert an der Universitit Heidelberg gehaltenen Vorlesung
folgen, in der er u.a. eine noch etwas verallgemeinerte Fassung von [1] vortrug.
Hinzu kommen verschiedene Beispiele und Gegenbeispiele, sowie all diejenigen
Begriffe und Satze der allgemeinen Theorie, die im weiteren Verlauf der Arbeit
benotigt werden.

In Kapitel (2) wird untersucht, in wieweit die Theorie der Produktraum-Bildung
abzuandern ist, um ausgehend von Grundraumen X,Y und zugehdrigen (verallge-
meinert) integrierbaren Funktionen, auch auf X x Y Integrationstheorie betreiben
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zu kénnen. Hierbei ist es unser Ziel, eine moglichst grofie Menge liber X x Y
integrierbarer Funktionen zu erhalten. Die Tatsache, dafl in der in Kapitel (1)
entwickelten verallgemeinerten Integrationstheorie integrierbare Funktionen mit
unendlicher Norm auftreten, bereitet hierbei erhebliche Probleme, die dazu zwin-
gen, auch fir die Produktraum-Theorie einen allgemeineren Ansatz zu suchen.
Untersucht werden dann vor allem diejenigen Bedingungen, die an die Ausgangs-
situation zu stellen sind, um iber dem Produktraum gewisse wiinschenswerte Re-
sultate zu erhalten. Als ein Hauptergebniss wird eine Familie von Bedingungen
herausgearbeitet, die sich bei jeder Produktraumbildung ”vererben”: Sind die Be-
dingungen tber X, Y respektive erfiillt, so gelten sie auch iiber X x Y. Dies erlaubt
dann den Prozef der Produktbildung zu iterieren, ohne dafl man befiirchten muf
dabei Eigenschaften zu verlieren, wenn diese Eigenschaften nur iiber jedem einzel-
nen Konstituenden des Produkts erfiillt sind. In der Tat wird sich erweisen, daf
alle in der weiteren Arbeit vorgestellten relevanten Anwendungsbeispiele diese be-
sagten Bedingungen erfiillen, so da8 sie alle der in Kapitel (2) entwickelten Theorie
ohne Einschrankung zuganglich sind.

Neben einem Vergleich mit der klassischen Produktraumbildung beschiftigt sich
Kapitel (2) des weiteren mit dem bekannten Satz von Fubini, der erfreulicherweise
auch in unserer verallgemeinerten Situation ohne Abstriche erhalten bleibt. Dies
gilt erwartungsgemaf nicht fir den Beweis dieses Theorems, so daf sich der grofite
Teil von Abschnitt (2.4) hiermit beschiftigt.

In Kapitel (3) werden dann endlich die ersten relevanten Beispiele und Anwen-
dungen der allgemeinen Theorie eingefiihrt und genau untersucht. Diese Anwen-
dungen spielen sich alle iber dem Grundraum R der reellen Zahlen ab, wobei die
Beziehungen zwischen Differentiation und Integration sehr deutlich hervortreten.
Natiirlich wird das Verhaltnis der eingefiilhrten Beispiele untereinander und zum
gewohnlichen Lebesgue-Integral eingehend beleuchtet. Dabei zeigt sich, dai durch
das verallgemeinerte Konzept aus Kapitel (1) insbesondere solche Funktionen in-
tegrierbar werden, die haufig vorkommen, fiir die man auch eine naheliegende
Idee der Integration hat, die aber im Lebesgueschen Sinne eben nicht integrierbar
sind, z.B. uneigentlich Lebesgue-integrierbare Funktionen; es werden aber durch
die neue Integrationsmethode nicht nur solche naheliegenden, sondern auch we-
sentlich subtilere Funktionen erfaft, wie an Beispielen demonstriert wird.

In Kapitel (4) wird noch einmal das wichtigste Anwendungsbeispiel des dritten
Kapitels betrachtet und untersucht, was in verschiedenen klassischen Gebieten der
reellen Analysis abzuandern ist, wenn man dort an moglichst vielen Stellen das
Lebesgue-Integral durch das Integral des Haupt-Beispiels aus Kapitel (3) ersetzen
will. Wir betrachten dabei die folgenden vier Gebiete:

(a) Faltungen: Es stellt sich heraus, da es i.A. nicht mehr sinnvoll ist, zwei
im verallgemeinerten Sinne integrierbare Funktionen zu falten. Stattdessen sind
Faltungen moglich, wenn eine der in der Faltung auftretenden Funktionen stetig
differenzierbar ist und einen kompakten Trager besitzt.

(b) Distributionen: Verallgemeinert integrierbare Funktionen lassen sich in kano-
nischer Weise als Distributionen hochstens erster Ordnung auffassen. Dabei stellt
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sich ein interessanter Zusammenhang zwischen den Integrierbarkeits-Eigenschaften
der Funktion und ihrer Ordnung als Distribution heraus. Schliefllich wird noch
erklart, wie man eine im verallgemeinerten Sinne integrierbare Funktion mit ei-
ner Lebesgue-integrierbaren Funktion falten kann und hieraus eine Distribution
erhilt, wobel nicht vorausgesetzt wird, daf eine der beiden Funktionen (aufgefafit
als Distribution) einen kompakten Trager besitzen muS8.

(c) Fourier-Reihen: Genau wie fiir Lebesgue-integrierbare Funktionen kann man
auch flir verallgemeinert integrierbare Funktionen die Fourier-Koeffizienten bilden
und die zugehdrigen Fourier-Reihen oder Cesaro-Summen studieren. Eben dies
geschieht in dem entsprechenden Abschnitt des vierten Kapitels, wobei wir unsere
Untersuchungen sogleich in dem allgemeineren Rahmen der sog. singularen Inte-
grale durchfiihren.

(d) Fourier-Transformationen: Auch viele verallgemeinert integrierbare Funktio-
nen lassen sich Fourier-transformieren, wenn man Fourier-Transformierbarkeit
eben nicht in einer zunachst scheinbar naheliegenden Weise definiert, sondern ei-
ner Definition den Vorzug gibt, in der der sog. Schwartzsche Raum der rapide ab-
fallenden, unendlich glatten Funktionen eine grofie Rolle spielt. Obwohl diese De-
finition dann ihrer Natur nach Parallelen zur Theorie der Fourier-Transformation
temperierter Distributionen aufweist, interessieren wir uns weiterhin nur fir die-
jenigen Funktionen, deren Fourier-Transformierte wiederum eine echte Funktion
ist (und nicht etwa ”nur” eine temperierte Distribution). Dabei erhalten wir das
iuberraschende Ergebnis, da8 es sich hierbei um eine recht grofie Klasse von Funk-
tionen handelt, die iiberdies durch die von uns definierte Fourier-Transformation
bijektiv, linear und in einem gewissen Sinne stetig in sich tiberfihrt wird.

Das fiinfte Kapitel beschaftigt sich dann mit einem Vergleich des Haupt-Beispiels
aus Kapitel (3) mit dem Denjoy-Perron-Integral, einer bereits wohlbekannten Ver-
allgemeinerung des Lebesgue-Integrals. Zu diesem Denjoy-Perron Integral existie-
ren zwel verschiedene Zugange! von Denjoy und Perron, deren Aquivalenz 1924
von P. Alexandroff gezeigt wurde (siehe [18] ). Dabei arbeitet der Zugang von
Denjoy (”konstruktiver Zugang”) mit einer ganzen Kette von Erweiterungen des
Denjoy-Integrals, indiziert mit den Ordinalzahlen unterhalb Q (der kleinsten Or-
dinalzahl zu einer iiberabzihlbaren Menge). Kapitel (5) endet mit einer genauen
Beschreibung der Beziehung zwischen besagter Kette von Integral-Erweiterungen
und dem Hauptbeispiel aus Kapitel (3), wobei auch die Diskussion eines weiteren
relativ abstrakten Konzepts von Integral-Erweiterungen einfliefit.

Das sechste und letzte Kapitel ist ohne Zweifel das Hauptergebnis dieser Ar-
beit. Es beschaftigt sich mit dem allgemeinen Denjoy-Integral, der wohl allgemein-
sten Erweiterung des Lebesgue-Integrals iber R. Nach einer kurzen Skizzierung
des Denjoy-Integrals mit Hilfe seiner ”deskriptiven Beschreibung” durch ACG-
Funktionen, erbringen wir den Nachweis, daf§ dieses Integral auch in einer nicht-
trivialen, verniunftigen Weise mit Hilfe der verallgemeinerten Daniell-Integration
aus Kapitel (1) beschrieben werden kann. Um dies zu bewerkstelligen, fiihren wir

IEs existiert sogar noch ein dritter Zugang, die sog. ”deskriptive Beschreibung” des Perron-
Integrals durch ACG.-Funktionen.



einen unseres Wissens vollig neuen Differenzierbarkeitsbegriff ein (”diagonale Dif-
ferenzierbarkeit”), wobei es sich um eine globale Definition von Differenzierbarkeit
handelt: Es wird erkliart, wann eine Funktion als ganzes diagonal differenzierbar
heiflen soll, nicht jedoch, was diagonale Differenzierbarkeit in einem bestimmten
Punkt bedeutet. o

Eine urspriinglich geplante kleine historische Ubersicht iiber die Entwicklung des
Integral-Begriffs wurde nachtraglich verworfen, da hierzu hervorragend geeignete
Literatur zur Verfligung steht. Dem interessierten Leser sei besonders das Werk
?Classical and modern integration theories” von I. Pesin empfohlen (siche [24] ).



(1) Daniell-Stone-Integration ohne Verbandsbedingung

(1.1) Danijell-Integrale auf Funktionenvektorrdumen

Wie schon in der Einleitung erwdhnt, stammen die ersten Bemiithungen um eine
Daniell-Stone-Integration ohne Verbandsbedingung von Leinert und Koénig ([1]
[3] ). Im SS 1¢87 hielt Prof. Leinert an der Universitat Heidelberg eine Vorlesung
tiber Mafl und Integration, in deren Verlauf er eine uberarbeitete Fassung von
[1] vortrug. In Kapitel (1) sollen nun die Grundziige dieser Theorie entwickelt
werden, vermehrt um einige Definitionen und Satze die in dieser Arbeit noch
benotigt werden.

(1.1.1) DEFINITION. Sei X eine nicht-leere Menge und £ ein reeller Vektorraum
von Funktionen X — R . ‘

(i) € heiBt ein Verband, wenn mit f,g € £ stets auch fV g := max{f, g} und
f Ag :=minlf. g} in & hegen,

(ii) & heiBt ein Stonescher Verband, wenn £ ein Verband ist und wenn mit
f €€ stetsauch f A1 € €.

Der Begriff des Daniell-Integrals soll nun nicht nur fiir Verbande sondern allge-
meiner fiir Funktionenvektorraume € eingefiihrt werden.

(1.1.2) DEFINITION. Sei X eine nicht-leere Menge und € ein Funktionenvektor-
raum von Funktionen X — R, sowie I : £ — R eine Abbildung.

(i) Gilt fir alle f,g € £, o, € R stets
I(af + Bg) = aI(f) + £1(g)

so heifit I linear oder ein lineares Funktional.
(ii ) I heifit positiv, wenn fir alle f € £ gilt:

F 20 = > 0.

(iii) I heiBt stetig von unten, wenn fir f, € £, f € € stets gilt:

(ee)

> = S s I

1l

Dabei ist +00 als Summenwert durchaus zugelassen.
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Ein Funktional I das (i)-(iii) erfiillt heifit ein Daniell-Integral.

Natiirlich folgt (ii) bereits aus (i) und (iii). Wie wir noch sehen werden, besteht
die Bedeutung von (iii) gerade darin, ein gewisses Wohlverhalten von I und seinen
Fortsetzungen zu sichern, was tiblicherweise u.a. durch die Verbandsbedingung an
¢ garantiert wird, auf die wir ja nun verzichten wollen. Wenn nicht ausdriicklich
etwas anderes gesagt wird, sei im Folgenden stets £ ein Funktionenvektorraum
reeller Funktionen X — R und [ ein Daniell-Integral auf £.

(1.1.3) DEFINITION. Seien €,I gegeben. Man nennt £ einen I-approximativen
Verband, wenn es fir alle f,g € £ und ¢ > 0 immer h,k € £ gibt, so daf§
h<fvg<kund I(k—h)<e

Die nachstehenden Beispiele sollen die eingefiihrten Begriffsbildungen erlautern.

(1.1.4) BEISPIEL. Sei X = [0,1] und £ die Menge aller Polynome auf X. Durch
die Vorschrift \

1
n+1

1l
aey = GIT H .‘.+a,ng;np—>a,1+5a2+ s sl

an

wird ein Daniell-Integral I : £ — R erklart.

BEWEIS: Offensichtlich ist I linear. I ist aber auch positiv: Sei p € €% ein
Polynom und P die Stammfunktion von p mit P(0) = 0. Da P = p > 0, ist P
monoton steigend, also ist I(p) = P(1) > 0.

Wir zeigen, daf8 I sogar ein Daniell-Integral ist. Seien dazu p € £,p, € €T und
o

> Pn > p. Mit einem Satz-von-Dini-Argument folgt leicht, daBl zu € > 0 bereits
1

N N
> . pn > p—e fir ein geeignetes N. Ist dann Q die Stammfunktion von > p, —p+e¢

1 1
fir die Q(0) = 0, so ist @' > 0 und daher @ monoton steigend. Aus Q(1) > 0
schlieft man nun wieder

2 0

Erst recht ist > I(p,) > I(p) — €, woraus nun die Behauptung folgt, da ¢ > 0
1
beliebig war &
Man beachte, dafl obiges £ offensichtlich kein Verband ist, sehr wohl aber ein

I-approximativer Verband, wie man sich mit Hilfe des Weierstrafischen Approxi-
mationssatzes sofort iiberlegt.



(1.1.5) BEISPIEL. Daniell-Integrale iiber lokalkompakten Hausdorffraumen.

ERKLARUNG: Sei (X, Q) ein lokalkompakter Hausdorff-Raum (0 ist die Topolo-
gie), und sei

€ :=Ce(X):={f: X >R | f ist stetig und Tr(f) ist kompakt}

wobei T'r(f) der AbschluBl der Menge { f # 0}. Man sieht leicht ein, da8 € ein Sto-
nescher Verband ist. Man kann zeigen (vergl. [4] , §9): Ist I : £ — R ein positives,
linearesFunktional (in diesem Zusammenhang hiufig Radon-Maf genannt), so ist
I automatisch cin Daniell-Integral. Besonders interessant ist der Fall, wo X eine
lokalkompakte topologische Gruppe ist: Dann ist die Existenz eines nicht-trivialen,
translationsinvarianten I gesichert (Haarsches Funktional), daB dann sogar bis auf
eine positive Konstante eindeutig bestimmt ist. Fiir Einzelheiten verweise ich auf

(5] .

Wir vereinbaren folgende Notierung: Ist X = R™ oder X = J mit einem Inter-
vall J C R und ist I das gewohnliche Riemann-Integral, so schreiben wir Iy fur
I und &, EL(R?), E(J) fiir C;, C.(R"™), Co(J). Der Index L soll natiirlich an den
Namen Lebesgue erinnern.

Wir fahren nun mit der allgemeinen Theorie fort.

(1.1.6) DEFINITION. Fir eine Funktion f: X — [0, 0] definiert man
W) i hc ety f ]
1 1

Dabei setzt man der iblichen Konvention folgend inf @) := co.

(1.1.7) SATE. Fir £, f.09: % — 0 o] gil:

i) f=y = i Ba (Isotonie).
(i) 0<oawe = Hafl— ol (Positive Homogenitit).
_j o0

@i T f fi( ) (Abzihlbare Subadditivitit).
TR s e e
(e ) Firfedt sb il — )

BEWEIS: Wir iibergehen die einfachen Beweise von (i) und (ii). Zu (iii): Wir

Q0
kénnen ) I(f,) < oo annehmen, sonst ist nichts zu zeigen. Wihle dann zu € > 0
1



Funktionen hnp € €t mit 3 hek = fo und Y I(hnk) < I(fa) + 5. Es folgt
k k

> fu £ 5 honiund daber

n k,n

I Y W
n k,n n

Da € > 0 beliebig war folgt (iii).

Die Kombination von (i) und (iii) ergibt leicht Behauptung (iv).

Zu (v); Enr f e & pilt natiich 0 F) =l 1), Umpelehrt folgt Hf) < I(f)
aus der Stetigkeit von unten von I. Damit ist alles gezeigt &

(1.1.8) DEFINITION. Fiir ein beliebiges f : X — R heifit

1711 == 1(1£1)

die (I-) Norm von f. Ist || f|| = 0, so heifit f eine Nullfunktion. Eine Menge N C X
heift (I-) Nullmenge, falls ihre charakteristische Funktion xn eine Nullfunktion

ISl

Wie iiblich benutzen wir folgende Sprechweise: Eine Aussage Q(z) iiber Punkte
z € X gilt f.4. (fast berall), wenn die Menge {z € X| Q(z) ist falsch} eine
Nullmenge ist.

(1.1.9) SATE. Espill:

(1) Teilmengen von Nullmengen und abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen
sind wiederum Nullmengen.

Sind f,g : X — R Funktionen so gilt:
ii ) f Nullfunktion < {f # 0} ist Nullmenge.

(
sl = i =
(e |l = o = [ oo

BEWEIS: Punkt (i) beweist man leicht mit Hilfe von Isotonie und abzahlbarer

Subadditivitat von I.
Zu (ii): Sei f eine Nullfunktion und N := {f # 0}. Dann ist xy < >_|f]
1

also I(xn) < Y2 I(|f]) = 0 und somit ist N Nullmenge. Ist umgekehrt N eine
1

Nullmenge, so ist |f| < > xn also 7(lf|) < Y I(xny) = 0, f ist Nullfunktion.
1 1
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7l (i) Bt g} i O st (< a3 kn =
il

I(|f) < I(|fxa|). Andererseits ist I(|fxar|) < I(|g]), also insgesamt ||f]| < |lg||.
Da die umgekehrte Ungleichung analog richtig ist folgt (iii).

Zu (iv): Ist || f|]] < co und N := {|f| = oo} so ist xy < €|f]| also I(xn) < €f]
fiir alle € > 0. Daher ist notwendig I(xny) = 0 und N ist eine Nullmenge ¢

Wir sind jetzt in der Lage eine Definition der Integrierbarkeit zu geben. Der in
der folgenden Definition angegebene Begriff der Integrierbarkeit im engeren Sinne
entspricht dem urspriinglichen Ansatz von Leinert in [1] . Dabei setzt man

E:={fe|lfll <oo}.

(1.1.10) DEFINITION. Eine Funktion f : X — R heift integrierbar (integrier-
bar im engeren Sinne), wenn es zu jedem ¢ > 0 ein g € £ (g € f) gibt mit
IIf — g|| < e. Die Menge der integrierbaren Funktionen (im engeren Sinne inte-
griebaren Funktionen) wird mit L' oder £}(X,&,I) (mit £! oder ey )
bezeichnet.

Per definitionem ist also £! C [! .

SATZ (1.1.11). Seien £, fa:X > R Funktionen.

(i) Bt Fell,somt |[f]l<eoia

i) feLl(felf)und f=gfi=> gell(gell).

(iii) Sind die f, reellwertige Funktionen aus L' (aus il - rl 0,
so ist auch f € L' {f € £*).

BEWEIS: Zu (i): Sei f € £L! und N := {|f] = 00}. Zu € > 0 wihle man g € £ mit
IIf — g|| < e. Da g reellwertig, ist xy < |f —g| also ||xn]|| < ||f—9g|| <e. Dae>0
beliebig war muf§ N eine Nullmenge sein.

Behauptung (ii) folgt leicht aus (1.1.9),(iii).

Zu (iii): Sel € > 0 gegeben und n so grof ,daB ||f — f.|| < e. Da f, € L! gibt
esein g € £ mit ||fn, — g|| < eso daB ||f — g|| < 2¢. Dies zeigt f € L!.

Analoge ["Jberlegungen gelten fur £ro

Die Punkte (i) und (ii) fassen wir zusammen:

fl.1.12) COROLLAR. Is f = & (i c £1), so gibt es stets ein reellwertiges
ge e ll)mitf —gin



Es ist iibliche Konvention zwei Funktionen aus L' als gleich zu betrachten,
wenn sie f.ii. gleich sind, und so wollen auch wir es halten. Wegen (1.1.9),(iii) und
(1.1.11),(ii) ist dies mit den bisherigen Begriffsbildungen vertraglich. Ferner sind
wir nun in der Lage zwei beliebige Funktionen f,¢g € £ durch die Vorschrift

beliebieg sonst

i {f(z) +g(z)  falls definiert

zu addieren und die Summe f + g liegt wider in £'. Dasselbe gilt natiirlich auch
fiir £* an Stelle von £1. .

In diesem Sinne kénnen wir nun L', £! als reelle Vektorraume auffassen. Die
Norm || || ist dann eine Pseudo-Norm auf £!, d.h. sie hat dieselben Eigen-
schaften wie eine Norm, kann aber den Wert co annehmen. Die Pseudo-Norm-
Eigenschaften leitet man dabei leicht aus (1.1.7),(ii) und (iii) sowie aus (1.1.9),(ii)
ab. Wir werden hiufig ausnutzen, dafl die Norm || || gema8 (1.1.7),(iii) sogar
abzihlbar subadditiv ist, d.h. es gilt

I an” = Z | fxl (falls > f, in R definiert ist) .
1 1 4

oo oo
Denn wenn die Summe ) . f,, punktweise sinnvoll ist, so gilt sicherlich |} f,| <
1 1

(o) s
> | fn|- Isotonie und abzihlbare Subadditivitat von I ergeben dann die abzdhlbare

Slubadditivit'zit der Norm.

Man beachte ferner, daff ein f € £! bereits dann mit dem Nullelement von [!
identifiziert wird, wenn f = 0 f.i. gilt. :

Auf £! eingeschrinkt ist || || sogar eine richtige Norm: Ist f € £! so findet man
ein g € & mit ||f — gl < 1; also ist [[f|| < ||f — gll +llgll < 1+[lgll < oo. Wir
fassen zusammen:

(1.1.13) SATZ. Mit der Norm || || ist L* (£') in der angegebenen Weise ein
pseudo-normierter (normierter) reeller Vektorraum.

Es sei daran erinnert, daf auf einem pseudo-normierten Raum, vollig analog
wie auf einem normierten Raum, eine kanonische Topologie sowie die Begriffe
Konvergenz, Cauchy-Folge und Vollstandigkeit definiert sind.

Auf pseudo-normierten Raumen gilt bekanntlich:

(1.1.14) SATZ. Genau dann ist der pseudo-normierte Raum (Z, || ||) vollstindig,
wenn fir jede Folge (z,) aus Z gilt:

o0 (ee)
Z Izl <00 = Zzn konvergiert in Z .
1 1
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(1.1.15) THEOREM. Es gilt:
(i) L! ist ein vollstindiger pseudo-normierter Raum.
(i) L! ist ein Banachraum.

BEWEIS: Seien f, € L! ohne Einschrinkung reellwertig und sei ) ||fa]| < oo.
Sei F = ) |, Demnish i1l = 07 IRl < o0 also || < oo f.il. s folgt, dafl
> fn f.4. (absolut) konvergiert. Setzt man daher

o) { > dalz) falls die Summe in R konvergiert
; sonst
so hat man
= anl< HZ |fal Il < Z [fall =0,
N+1 N+1

fiir N — oco. Nach (1.1.11),(iii) ist f € L.
Dieselbe Uberlegung gilt auch iiber ikt

Im allgemeinen braucht weder £! noch £! ein Verband zu sein. Es gilt jedoch:

(1.1.16) SATZ. Ist £ ein Verband oder ein I-approximativer Verband, so gilt
E =¢&,LY = L' und L ist ein Verband; ist £ sogar ein Stonescher Verband, so
aueh [,

Wir verzichten auf den Bewels.

(1.1.17) LEMMA. Fur f € € st [I(1) < |IF]-

BEWEIS: Wir konnen ||f|| < co annehmen. Sei € > 0 beliebig und seien g, € £
mit |f| €3 9, und > I{gn) < ||fl| + €. Dann ist —f, f < > g, und wegen der
Stetigkeit von unten von I ist

AR ) R e ) G ] e
Da ¢ > 0 beliebig war folgt die Behauptung ¢

(1.1.18) LEMMA. Sei f eine Funktion und seien f, reelle Funktionen, dann gilt:

I Fall > 0. = |IFall - (0Al] -

BEWEIS: Es gilt

(1) [ fall < 1F = full + 1I£II S
(2) 1A < I = fall + 1l -

11



Ist dann ||f]| < oo so folgt aus (1), daB auch f, reell ab einem gewissen Index

no. Fir n > ng gilt dann | ||f]]| = ||fall | £ ||f — frl|, als Zusammenfassung von
(1) und (2). Es folgt || fal — I ]I-
Ist hingegen ||f|| = oo so folgt aus (2), daB auch ||f,|| = co ab einem gewissen

Index ng. Also gilt auch in diesem Fall ||f,|| — ||f]| ¢

(1.1.19) SATZ. Ist f € L! so gibt es eine Folge (f,,) aus & mit f, — f f.i.

BEWEIS: Sei (f,) eine Folge aus £ mit ||f — f,|| — 0. Ohne Einschrinkung diirfen
wir annehmen, da8 ||fo+1 — full < 5. Fir die Funktion F := )" |fot1 — ful gilt
dann ||Fl| = X llfass — fall < 7.5 = co. Nach (1.1.9)(iv) muB dann der

(ee]
Limes lim f, = fi + Y .(fa+1 — fn) f4. (in R) existieren. Der Limes mdge
7. — 00 1

etwa auferhalb einer Nullmenge M existieren. Setze dann f; := faxx\a und
= hm fl. Man it dann
n— 0o

1 =l <D M fhsr = Sl €D Nfass = fall = 0,
N N

fir N — oo. Ferner gilt nach (1.1.9),(iii) ||f = fill = ||f = fal| — O, fir N — oo,
also auch ||f = f'|| L If = full+If'— fall — O . Somit gilt notwendig ||f— f'|| = 0.
Nach {1.1.9) (i} st f= §f i1 undesiet F= Lim fp £i.; o6 folst f= bHm f,

i

12



(1.2) Das Integral auf £' und seine Eigenschaften

(1.2.1) DEFINITION. Sei f € L' und seien f, € £ mit||f — fn|| — 0. Der reelle
Wert

ffd[:: limy I{ f,.)
=
heiBt das Integral von f uber X.

Oftmals schreibt man auch lediglich

/fd],)(/f,oder/fstatt)[fdl.

Ist £EC X und f : E — R eine Funktion, so heifit f iiber E integrierbar, wenn
die triviale Fortsetzung (Null auBerhalb E) von f in £! liegt. Ist f diese triviale
Fortsetzung so setzt man wie gewohnt

E/fd]::X/de.

Wir missen jetzt noch zeigen, dal (1.2.1) iiberhaupt eine sinnvolle Definition ist.
Ist f € £! und sind f,,9, € € mit ||fn — f|| — 0 und ||g. — f|| — 0O, so gilt
erstens

Hlfe) = Hiall — 00 = il = [ Tl < 1 el T — fmll— 0,

fir n,m — oo; also ist (I(f,)) eine Cauchy-Folge in R und lim I(f,) existiert.

7n— 00

Zweitens ist

[1(fn) = 1(gn)| e H(fn = gn)l <l fo = gnll S| = full +llg = gall — O,

fiir n — oo, so daB der Limes nicht von der Wahl der approximierenden Folge ( f,,)
abhingt. Bei diesen Uberlegungen wurde mehrfach (1.1.7) benutzt.

(1.2.2) SATZ. Das Integral [ ist ein stetiges, positives, lineares Funktional
L' - R. Firalle fe L gilt | [ fdI| <||f]].

BEWEIS: Die Linearitat des Integrals ist unmittelbar klar.

13



Ist nun f € £! und f, eine Folge aus £ mit ||f — fn|| — 0, so hat man mit Hilfe
von (1.1.18):

[ 1= 1 i 1)) = i V1< B 1Al = 1

Insbesondere ist das Integral (gleichm#Big) stetig.

Zur Positivital: Sel J € &) = 0. Sci e — 8 belicbie und ¢ € £, so daf
|f =all < eund [ff— gl < e Seien g = £% mit |f — gl < 3 g, und
> I(gn) < e Dannist 0 < f < g+ g und die Stetigkeit von unten von I liefert

0<I(g)+ Y I(ga) <I(9)+e=
/f>1(g)—e>—-2e
Da € > 0 beliebig war mu8 [ f > 0 sein ¢

Im Folgenden wird es eine wichtige Rolle spielen, ob fiir alle f € (£L!)* stets

= [ f gilt oder nicht. Trifft dieser Sachverhalt zu, so sagen wir einfach es gelte

f auf (£1)*. Man beachte, daB die Ungleichung [ f = | [ f| < ||f]| = I(f)

mmer erfilllt ist. Das Interesse rlchtet sich also auf die umgekehrte Ungleichung
= fv

Man kann zeigen:

*\4! NI

(1.2.8) SATZ. B gilk:

(i) Genau danm jst I = [ auf (£')T, wenn

Igt)<I(9)+1(g7) Vge€.

(ii) Ist € ein Verband oder ein I-approximativer Verband, so ist I = [ auf (£')*.

BEWEIS: Zu (i): Sei zunichst I = [ auf (£!)* und g € £ beliebig. Wir miissen

& I(g™) < I(g) + I(g7)

zeigen. Dies ist sicher richtig, wenn I(g~) = oo ist. Sei also I(g~) < co. Wir
finden dann zu einem beliebigen € > 0 geeignete p, € £+ so daf

g an ; Zf(pn) B e

m@mm+z%%w+$%mgﬁgm»awNammm

g+2pn€(ﬁ /(g+2pn)—l +len

14



Wegen g* =g+ g~ < g+ p, folgt

Ity <To+Yop) = [ (9+ Xmn)
Q)+ > I(pa) < I(g) +T(g7) +e.

Da € > 0 beliebig war folgt (*).

Gelte umgekehrt (*) fiir alle ¢ € £ und sei f € (£!)*. Wir wollen I(f) = [ f
zeigen, wozu es gemiB der Bemerkung vor Beginn dieses Satzes geniigt, I(f S 7
nachzuweisen. Sei hierzu € > 0 beliebig und g € £ so gewahlt, daf§

[i-10)<e. -l <.

Letzteres bedeutet: Es gibt g, € £ mit

o2 e ) Bl e

Wie man sich iiberzeugt, ist f < g™ + > _ g, und folglich, wegen der Giiltigkeit der
Ungleichung (*):

1(f) < 1I(g +ngn
= o +ngn
</f+e+7(g‘)+e.

Wegen f > 0 ist aber g= < |f — g| und daher
</f+7(|f—g|)+25</f+3e.

Da ¢ > 0 beliebig war folgt hieraus die gewiinschte Ungleichung I(f) < [ f.

Zu (ii): Ist € ein I-approximativer Verband (und hierunter fallen trivialerweise
alle Verbinde), so miissen wir gemna$ (i) nur die Ungleichung (*) zeigen, fiir ein
beliebiges g € £. Sei hierzu € > 0 beliebig. Es existieren dann hy, hs, 91,92 € €,
so daf3 gilt:

I(g") < I(ky) < I(h1) + €
= I(hy — ko) + I(ks) + €

und wegen h; — ko < gt — g7 = g gilt:
(1) I(g*) < I(g) + I(k2) + ¢

15



Nun ist aber offenbar k; < g~ + (k2 — h2) und folglich

I(ks) = I(k2)

IN

g
Ig )+ I(kz — h2) <I(g7 ) +e.

Setzt man dies in (1) ein, so erhalt man
I(g*) <I(g9) + I(g7) + 2¢,
woraus (*) folgt, da € > 0 beliebig war

An dieser Stelle sei bemerkt, daf§ die in (1.2.3),(i) vorkommende Bedingung
) He ety b T} Yged

genau die Bedingung ist, die Konig in [3] an seine Daniell-Integrale I : £ — R
(neben Linearitit und Positivitat) stellt; sie ist aquivalent zu jeder der Bedingun-
gen

Ho ) -+ Tle) . e €,
Re l=ilg)+Hy )  Woeé,

wie man sich leicht iberzeugt. Man weist leicht nach, dafl z.B. aus der ersten dieser
beiden Bedingungen sofort die Stetigkeit von unten von I folgt. Wegen (1.2.3),(i)
haben wir also

(-) & I stetig von unten und I :/ ) R

(1.2.4) BEISPIEL. Es gibt Fille, wo I = [ auf (£')t und sogar auf (£')* nicht
erfillt ist.

BEWEIS: Sei X = (—1,1) und seien

1))
Ji==
1 1 1 1
Jpy=[-1+4 — -1+ —-)U(l ——,1— = Bl
wenlsliEaml e sl g e 2

Sei ¢ die Identitit auf X und sei x, := xs,. Der Raum & bestehe aus allen endli-
chen Linearkombinationen der Funktionen x,,%; I sei das gewochnliche Riemann-
oder Lebesgue-Integral auf £. Sei f := 1+ ¢. Wir behaupten: Es ist f € (£!)*

16



N
und ff = 2. Ist nimlich gy = ¥ + ) xs 80 ist J(gw) = 2(1 — 3'5). Da
i

oo
If = gnl < Y. %, hat man
Nt1

Wi villis i =

N+1

fiir N — co. Da offenbar gy € &, folgt f € (.(fl)+ usid f f= Nlim Hgw )= 2.

M
Sei nun p = oy +21: AnXn € €T. Indem man p etwa an den Stellen +(1 — M1+2)

auswertet findet man, dafl @ > 0 und a < 0, also @ = 0 sein mufl. Dann miissen
aber alle «,, > 0 sein.

Seien jetzt pr € € und sei p := > pr > f. Nach dem eben gesagten hat p
notwendig die Form p = ) a, x» mit Koeffizienten o, € [0, 00]. Man iberlegt sich,
daB > I(pr) = > anl(xn). Vergleicht man die Werte von f und p im duBersten

k n o
TRl
elementare Rechnung zeigt, dafi dann bereits a3 I(x1) + a2 I(x2) > %. Erst recht
gilt daher

rechten Punkt eines jeden J,,, so sieht man wegen p > f, dafl a,, > 2 — Eine

S Hopi—> a0l = S
k n

Folglich gilt I(f) > 32 > 2= [ f, d.h. es ist nicht eimal I = [ auf (£1)* ¢
Beispiel (1.2.4) ist aus [1] adaptiert.

Wir kehren zur allgemeinen Theorie zurtick. Der Satz iiber die monotone Kon-
vergenz bleibt in der folgenden Form giiltig:

(1.2.5) THEOREM. - (Monotone Konvergenz) Sei I = [ auf (L!)*. Sei (f,) eine
aufsteigende Folge aus L' und f = lim f,. Bleibt die Folge der Integrale [ f,

beschrankt, so ist auch f € £L! und es gilt

fiari

Analoges gilt fir monoton fallende Folgen.

17



BEWEIS: Ohne Einschrinkung sind alle f, reellwertig. Man hat
(ee] (ee)
e e T e Rl
N

= Y Taes~ ) =Y [ Gars— 1)

fiir N — oo. N#lch (1.1.04){i5} ist f € £* und nach {1.2.2) ist [ f= bm [ f, &

Sind sogar alle f, aus £!, so ist auch f € £!, da £! vollstindig, also auch
abgeschlossen in £!. In der klassischen Integrationstheorie ist der Satz iiber die
monotone Konvergenz und die Verbandseigenschaft von £! der Schliissel zum Be-
weis des Lemmas von Fatou und des Satzes von H. Lebesgue iiber die majorisierte
Konvergenz. Daher gilt:

(1.2.6) SATZ. Wenn die beiden Bedingungen
() T= auf(£1)*
(ii) L' ist ein Veband
erfullt sind, so gelten weiterhin das Lemma von Fatou und der Satz iliber die

majorisierte Konvergenz. Insbesondere ist dies der Fall, wenn £ ein Verband oder
ein I-approximativer Verband ist (siehe (1.1.16) und (1.2.3) ).

Es sei noch bemerkt, da§ es i.A. nicht einfach ist nachzupriifen, ob in einer
gegebenen Situation I = [ auf (£!)* erfiillt ist oder nicht. Der Zugang von
Kénig in [3] arbeitet mit anderen Bedingungen die dann ebenfalls die Giiltigkeit
des wichtigen Satzes tiber die monotone Konvergenz sichern, aber auch diese sind
meist nicht weniger schwer nachprifbar.

(1:2.7) SARZ.  Bsgll:

(i) Ist I = [ auf (LY)*, so ist das Integral stetig von unten: Sind f € L' sowie
o E(L 0 pill:

e

(ii) Es gibt Funktionenvektorrdume £ mit einem Daniell-Integral I : £ — R, so
dafi das zugehérige Integral [ dI nicht stetig von unten ist.

18



BEWEIS: Zu (i): Ist > [ fn = oo so ist nichts zu zeigen. Andernfalls folgt aber
aus dem Satz liber die monotone Konvergenz und wegen der Isotonie des Integrals

el )
Zu (ii): Definiere
X =1~

Wihle dann Zahlen a,,b, € (—1,1) (n €N) so daB gilt:

1
gl e

il
§:b1<b2<"'<bn<"'<1;bnTl-

Setze dann
Jomy e, UL B, N g =12 L)

Des weiteren wahlen wir zu jedem festen n € N Punkte a, , b, x € J,, mit den
Eigenschaften

Apig < i< dpp < "'<an,2<an,1:an;an,klan-}-l (k""’oo);

= bn.l <bn.2 =G <bn,k e <bn+1 )bn.kan—i—l (]C—>OO)
und wir setzen, nachdem dies geschehen ist,

Jn,lc = (an.k-i-l;an,k] U [bn.k:: bn,k+1) y

2l o Ml (n,k = 17 ) :

Damit ist also

X-—{&., 2= G = 0n ],
k=1

1

und alle diese Vereinigungen sind sogar disjunkte Vereinigungen.
Seien jetzt noch reelle Zahlen K, > 0 so grof§ gewahlt, daf

(1) Kn(bn,g s bn,l) Z i y Kn(an,l = anﬁg) Z I (n = 1,2, ...) :

Wir definieren nun eine Reihe von Funktionen. Fir n € N sei ¢, : X — R

definiert durch
T e e e JuNih )
Unlz) = { . flir @ = bpg = by

0 far = &, .
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Auflerdem sei 9 : X — R definiert durch

o iz ddaras. o bbby, .. )
vlz) = (K, T =0, — i dn— 1,2, ...}
-K, e = a,.—0 in =12 ...

Der Leser moge sich unbedingt eine Skizze iber den Verlauf der angegebenen Funk-
tionen machen, um die nachfolgende Argumentation anschaulich zu verstehen.
Es bestehe £ aus allen moglichen (endlichen) Linearkombinationen der Funktionen

BT (n,k:l,Z,,,,) A

Wir setzen das angestrebte Daniell-Integral I zunachst auf diesen Funktionen fest;
es sel wie gewohnt

I(¢n) ::/¢n dIL )
I(Xﬂ.k) = /Xn.k dlp, (n7k = 1,2, ) )

aber hiervon abweichend seil
S =3 .

Ist dann etwa

f=ayp+ Zan'ﬁbn e Z,Bn.an.k = )
n n,k

so sei I : £ — R definiert durch

I(f) — al(d’) " Z O‘n]("pn) i Z,Bn.kj(Xn,k) :
n n.k

Dadurch ist I wohldefiniert. Sind namlich

f v O”/) il Zanwn A Z,Hn,k:Xn.k‘
(2) n n.k
o a'i[) o Z O‘In"/}n = Zﬁ;,an,k
n n,k

zwel Darstellungen von f € €, so ergibt die Auswertung von f z.B. an einer
hinreichend weit rechts gelegenen Stelle z € X (beachte, daB die Summen in (2)
endlich sind): f(z) = a = o' und folglich

(3) od(y) = o' I(¢) .

Aus o = o' und Gleichung (2) folgt iberdies

Z anwn i Zﬁn.an,k = Z aiﬂvbn 5l Zﬂ,n,an,k .
n n,k n n,k
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Wenn wir dies mit [ dIj, iiberintegrieren folgt

@ D e L)t Gaglfa s Y A HB ) Bulling)
n n,k n n,k

Die Addition von (3) und (4) ergibt nun gerade die gewiinschte Wohldefiniertheit
o 1= iR

Offensichtlich ist [ linear.
Nun sollen die Funktionen f € £t untersucht werden. Sei dazu f € £¥, etwa

oyt Gl kY Huikes >0
n n,k

(mit endlichen Summen). Auswertung von f an einer hinreichend weit rechts
(links) gelegenen Stelle ergibt @ > 0 (o < 0), also mufl a = 0 sein. Ganz analog
ergibt die Auswertung von f an einer hinreichend weit rechts (links) gelegenen
Stelle von J,, da8 a, > 0 (a, <0), also a, = 0. Da die J, x paarweise disjunkt
sind konnen wir nun noch 8, r > 0 schliefen und erhalten

Et={ Y Bupxnsl S CNxN endlich, B >0} .
(n.k)ES

Nun ist die Stetigkeit von unten von I nachzuweisen. Seien dazu

f=a¥+ Zan"l}n a5 Zﬂn.an.k = )
n n.k

fl: Z ﬁ:l,.kxn~k€€+ (izl)z""),

(n,k)eS;

und es gelte

Zfl = Z Z ﬂiz.an,k

(5) 1 1 (n.k)ES;

> @i et t B = f
n nk

Wir haben ) I(f*) > I(f) zu zeigen und unterscheiden hierzu zwei Fille.

3
1. Fall: Bz g6 @ = 0.
Wir kénnen ) I(f*) < co annehmen, sonst sind wir fertig. Dann gilt aber mit

(2
dem Satz iiber die monotone Konvergenz fiir das Lebesgue-Integral:

Shia - f i,



2. Fall: Esist o # 0.
Es sei dann etwa o > 0 (der Fall a < 0 geht véllig analog). Wiahle ein ng € N so
grof, daB a,, — 0,8, = 0 fiir n > no und alle k. Fir solche 5 > ng ergibt dann

die Auswertung von (5) an den Stellen b, = b, ;:
Zﬂ > alhy) = alt, —

Zﬁn,ll Xn,l) = aKnI(Xn,l) (n > no) :

Daraus schliefen wir nun

2;1 >Z{Z ﬁnlfxnl

n>ng
Z I:Z,B Xn 1
n>ngo o
>« Z KnI Xn,l)
n>no

was wegen I(xn,1) = (bn2 = bn,1) + (@1 — @n2)

= Z n2 _bnl K +(a'n,l _an,Q)Kn) ’

n>nqo

dies ist aber gemaf der Wahl der K,, nach (1)

e

n>no

Damit ist die Stetigkeit von unten von I gezeigt. Hieraus folgt zusammen mit
der Linearitat auch noch die Positivitdt von I, so dal I : £ — R insgesamt ein

Daniell-Integral ist.
Wir wollen nun sehen, warum das zugehorige Integral [ dI nicht stetig von unten
ist. Wir definieren dazu

foi= b 02 0

Es ist f, > 0. Es gilt aber auch f, € £!: Definiert man nimlich

K
Ghii—Vnt ) el (nECN)
k=1

so prift man leicht nach, daf§

Klf{}})o bie s — 0
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wir haben also f, € (£')t. Wegen gnx T fn (K — o0) gilt mit monotoner
Konvergenz iiberdies

[ fndr= Jim_Hanx)

— hm /gn,K dl,

K—00

:/(;}T‘mgn’f‘) dIL:/fndIL.

Per constructionem ist aber auch, wie man leicht nachpriift
co
Y Aot
1

es gilt jedoch (wieder mit Hilfe des Satzes iiber die monotone Konvergenz):

i/fndfzi/fndﬁ,
:/(ifn) dip
</I(1+z)dz:2<3:1(¢):/¢d1,

d.h. aber [ dI ist nicht stetig von unten ¢

Zum Schluss wollen wir noch ein wichtiges Kriterium fir Integrierbarkeit ken-
nenlernen.

Wir definieren € als die Menge aller f : X — R U {00} zu denen es eine
aufsteigende Folge (f,) aus € gibt mit f, T f. Durch

8= hm J6)

n— oo
wird I auf ganz £ O € fortgesetzt. In der Tat ist I auf £ wohldefiniert: Sind
(fn), (9n) zwei Folgen aus € mit f, T f und g, T f so hat man fiir festes m

(o0}

Z(fn+1—fn):f—f129m—f1:>

1

nli_{%oj(fn) = M) = dlgnl - B,

da I stetig von unten ist. Weil m beliebig war folgt lim I(f,) > lim I(g,) und
vollig analog gilt auch die umgekehrte Ungleichung.
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Ahnlich definiert man & als die Menge aller monoton fallenden Limiten von

Folgen aus &, sowie eine Fortsetzung [ auf £ die ebenfalls mit I bezeichnet wird.

(1.2.8) SATZ. I ist eine isotone Abbildung € — R U {co}. Sind f,g€ £,c>0
so sind auch f + g,cf € € und es ist I(f + g) = I(f) + I(g), I(cf) = cI(f). Eine
analoge Aussage gilt fir €£.

Boist €= -CEundfir fefili llf = 5 B EBlfcf scf undg< f so
ist I(g) < I(F).

Da die Beweise einfach sind zeigen wir nur die letzte Behauptung: Ist I(f) = oo
oder I(g) = —oo so ist nichts zu zeigen. Andernfalls sind beide Werte reell und

Wegen g, f g U=t
Hf) — dlgh=a(f) + B-a}=H}—y) =0 .

Dabei wurde die im Satz behauptete Isotonie und Additivitit von I auf £ bereits
ausgenutzt.

(1.2.9) DEPRITION. Pir £ % — R sei

I(f) := mf{I(R)| h > f,h € &}
L(f) ==sup{I(h)| h< f,REE} .

Natiirlich gilt auch in diesem Falle wieder die Ubereinkunft inf® := oo und
sup0 := —

Tl
(i
(il

(iii

2.10) SATZ. Seien f,g: X — R Funktionen. Dann gilt:

B S0

| Fire >0 st Iilef) = ef( Fh I*(cf)—cl*(f) ferner gilt I.(f) = —I* (- f).

) Sind f+ g, I*(f) + I*(g) bzw. L.(f) + I.(g) definiert, so gelten die Unglei-
chungen I"(f + g) < I"(f) + I"(g) bzw. L(f +g) 2 L(f) + L(9)-

Wir verzichten auf die einfachen Beweise. Das angekiindigte Integrationskrite-
rium lautet nun:

(1.2.11) THEOREM. Betrachte eine Funktion f : X — R sowie folgende Aus-
sage:
(*) Zu jedem e > 0 gibt esu € £ ,v € £ mit

e <, Hu) Hole B, N} Hu)< e,

24



Dann gilt:
(i) Ist f € LY, so erfiillt f die Aussage (*).
(i) Ist I = [ Suf(£' ) =0 ol

o ol ()

BEWEIS: Zu (i): Sei f € L' und € > 0 beliebig. Wahle ein g € € mit ||f—g|| < £
Dann existieren also g, € £ mit

bl T T
u::g—Zgn,v::g+Zgn;

so erfiillen u und v offenbar alle Forderungen aus (*).

Zu (ii): Ist I = [ auf (£!)* so miissen wir wegen (i) nur noch zeigen, da8 ein
f das (*) erfiillt auch in £! liegt. Wihle hierzu € > 0 beliebig und v € £ ,v € £,
so daB (*) erfullt ist. Mit (1.2.5) folgt sofort

u,veﬂl,/u:I(u),/v:I(v).

Seien etwa v, € £ mit v, T v. Sei jetzt n so grof gewihlt, da I(v) — I{v,) < e.
Wir behaupten, daf§

Setzt man nun

W =l ) ol
Sei namlich z € X beliebig; ist dann f(z) > v,(z) so ist
|f(2) — vn(z)] = f(2) — va(z) < v(z) — vn(2)
Ist hingegen f(z) < v,(z) so hat man
|£(2) = va(2)] = vn(z) — f(2) < v(z) = f(2) < v(z) —w(z) .
In jedem Falle gilt |f — v,| < (v — vp) + (v — u) und daher
I(lf — val) < I(v — v,) + I{(v — )

:/ (v —vp) /v—u)
Lol ~ Hugd) o+ L] — Hu)) < 2¢ .
Da v, € £ und da € > 0 beliebig war folgt f € £! ¢

(1.2.12) Goropiar 50— | anf (0% Panuy it Hir ein f : X — R
aquivalent:

W) =l
(i) L(f)=I"(f)eR .
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In diesem Falle ist IF(f) = L{fY = [ I.

Wie man aus (1.2.11),(i) erkennt, ist die Aussage (i)=>(ii) immer richtig, d.h.
auich dann, wWenn mieht T= Fant (L5 "

Bei (1.2.12) handelt es sich um ein Integrationskriterium: Man will die Ele-
mente von [! bestimmen. Andererseits hat das Kriterium nur Giiltigkeit unter
der Bedingung I = [ auf (£!)*, d.h. man muB zumindest die nicht-negativen
integrierbaren Funktionen bereits kennen, um das Kriterium iiberhaupt anwenden
zu konnen. Dies ist natiirlich eine unangenehme Situation, aus der man sich aber
sofort mit Hilfe von (1.2.3),(i) befreit: Dort wird ja angegeben, wie man alleine
aus der Kenntnis von € entscheiden kann, ob I = [ erfiillt ist oder nicht.

Aber nun zum

BEWEIS: Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt unmittelbar aus (1.2.11). Ist nun
f € L' und € > 0, so wahle man u € £,v € £ so daB (*) von (1.2.11) erfiillt ist.
Wir haben wieder u,v € £ (wegen (1.2.5) ) und I(u) = fu < [ f < [v = I(v),
also

r <o =[r+0w- [
< [s+um-1w)< [ r+e,
und analog gilt I.(f) > [ f — e. Daraus folgt
I*(f)—e</f<l*(f)+e.

Da € > 0 beliebig war und da immer I, (f) < I*(f) erhalten wir hieraus notwendig

L(fy=I"(fi=/f¢
Die folgenden Sitze sollen das Verhiltnis zwischen I und I* bzw. I, beleuchten.

(1.2.13) SATZ). Sei f: X — [0,00]| eine Funktion.

() Bs ist I'(f) < 1(f). ’
(i) Ist I = [ auf (L) soit BOF) — B0

BEWEIS: Zu (i): Wir konnen I(f) < oo annehmen, sonst ist nichts zu zeigen.
Wahle zu € > 0 Funktionen g, € £ mit

fSZgn und Zl(gn) <I(f) +e.

Eg ist 3. g, € € und daher

BG83 Ho)<Hf)+e.
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Da € > 0 beliebig war folgt (i).

Zu (ii): Wir miissen nur noch I(f) < I*(f) zeigen und kénnen hierzu I*(f) < oo
annehmen. Zu e > 0 existiert dann ein ¢ € & mit ¢ > f und I(g) < I“(f) + e
Man kann g in der Form ¢ = go + D gn schreiben, wobei gg € £,g9, € £T. Dann
ist also

I(g) = I(go) + > _I(ga) < T*(f) + €

Nach dem Satz iiber die monotone Konvergenz ist g € L DasuBerdemg> f > B
hat man wegen I = [ auf (£')*

= [o=[w+3 [on=160)+ T 1) < (1) +¢

Da € > 0 beliebig war folgt I(f) < I*(f) wie gewiinscht ¢

(1.2.14) COROLLAR. Fiir ein beliebiges f : X — R gilt
) = B o ol = 2(5)) -

BEWEIS: Esuwst — 1|~ [ = |f]. Da I* isofon ist gilt — L(1F]) < I*(f) < I"(1£])-
Es folgt mit Hilfe von (i) des letzten Satzes

()] < max{I"(If]), L(fD} = I (1) < I(F]) -
Die erste Ungleichung ist somit gezeigt, die zweite folgt sofort wegen der Beziehung

Erh= 1 0

(1.2.15) COROLLAR. Sind f,g: X — R Funktionen mit f = g f.ii., so gilt
I'(f) =T'(g) , L(f) = L(g) .

BEWEIS: Wir missen nur die erste Gleichung zeigen und aus Symmetriegriinden

auch nur die Ungleichung I"(f) < I*(g). Dazu konnen wir I*(g) < co annehmen.

Sei dann ¢ > I*(g) beliebig. Man findet ein A € £ mit g < h und I(h) < c. Sei
(e o)

N :={f # g}. Dann ist xyx eine Nullfunktion und es gilt f < A+ > xn folglich
1

e P+ I*(Z Xn) -

Nun ist sicher I*(h) < I(h) und wegen (1.2. 13),(1) gilt

(e e) o0 &
ZXN e ZXN SZIXN =0
1 1

1
Es folgt daher I*(f} = I(h] < ¢. Da ¢ > I*{g) beliebig war muB I*(f) < I(g)
gelten, wie behauptet ¢
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(1.3) Integrierbare und mef8bare Mengen

Es sei unverandert £ ein Funktionenvektorraum, I ein Daniell-Integral auf £
und £! der zugehdrige Raum der integrierbaren Funktionen.

(1.3.1) DEFINITION. Seid C X.

(i) A heift integrierbar, wenn x4 € L.
(ii) A heift meBbar, wenn A N B integrierbar ist, fiir alle integrierbaren Mengen
BC X

Die Menge der integriebaren Teilmengen von X wird mit I, die der mefibaren
mit M notiert.

Wir wollen eine besonders wichtige Sorte von Riumen £' auszeichnen.

(1.3.2) DEFINITION. Der Raum L' heift normal, wenn gilt:

(i) Bsst BT amtbii ).

(ii) Die integrierbaren Mengen I sind stabil gegeniiber Bildung endlicher Durch-
schnitte: ABel = ANnBel.

Aquivalent zu (ii) wire z.B. auch die Forderung nach Stabilitat von I gegeniiber
endlicher Vereinigungen oder mengentheoretischer Differenzen.

Auf der Menge M der meflbaren Mengen wird in kanonischer Weise eine Abbil-
dung ¢ : M — [0, 00| definiert durch die Vorschrift

L(A)::{IXA el sSAR= T

0 sonst .

Ist der Raum £! normal, so haben M und : schone Eigenschaften:

(1.3.3) SATZ. Ist L' normal, so ist I C M, I st ist ein Ring, M ist eine o-
Algebra und « ist ein MaB auf M.

BEWEIS: Es ist klar daf I C M wegen der Stabilitat von I gegeniiber endlichen
Durchschnitten.

Sind nun A, B € I, so ist auch AN B € I und man hat

XauB = Xa +XB — Xanp € L',
NAVE = XA NapnB € 2
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so dafl auch AU B und A\ B in I liegen; also ist I ein Ring.
Wir zeigen nun da M eine o-Algebra ist. Natiirlich sind @, X € M. Liegt A in
M so auch X\ A: Ist ndmlich B € I beliebig, so hat man

(XX Ao B=RB\(AnB)el,
da I ein Ring ist. Sind schlieBlich A;, A3, --- € M so ist auch A := |J 4, € M.
Um dies zu zeigen sei B € I beliebig vorgegeben. Dann ist zunichst fir alle N

N

Cy = (C)An) mB=| (4, nB) el .

il

Nun gilt aber xo\ T X4np und mit dem Satz iiber die monotone Konvergenz folgt,
daB xanp integrierbar, also AN B € I.

Zuletzt zeigen wir, daB ¢ ein Maf auf M ist. Natiirlich ist +(@) = 0. Seien nun
Ay, Ay, - -+ € M paarweise disjunkt und sei 4 :=J A,. Esist ¢(4) = > ¢(4,) zu
zeigen. Ist nun ) ¢(A,) < oo so sind alle A,, integrierbar und nach dem Satz iiber
die monotone Konvergenz ist auch A integrierbar wobei

L(A):/XA:Z/XA,, :ZL(A,L).

Ist hingegen } " «(A,) = oo so kann nicht ¢(A) < oo sein: Sonst wire A integrierbar
also auch alle A,, = AN A,, und man hatte

iL(An):/g:XAn S/XA:L(A)<oo,

fiir alle N und daher ) ¢(4,) < oo, ein Widerspruch. Also ist auch in diesem
1
Falle «(A) = > t(An), ¢ ist ein MaB &

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir noch eine praktische Schreibweise
einfiihren.

Sei I ein Daniell-Integral auf einem Funktionenvektorraum € und seien £!, [
von € und I herkommend. Wir sagen dann kurz £! und I entstiinden durch die

Prozedur
E, 1 — El,/ 4

Ahnlich sagen wir M und ¢ entstiinden durch die Prozedur
E,1— ﬂl,/ — M,¢.

Von solchen Diagrammen und dem Begriff der Prozedur wollen wir im Folgenden,
auch bei anderen Gelegenheiten, zwanglosen Gebrauch machen.
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Endlich halten wir noch fest:

(1.3.4) SATZ. Ist £ ein Verband oder ein I-approximativer Verband, so ist £*

normal.

BEWEIS: Jedenfalls 1st F— [ anf (281 wmach (1.2.3)  Nach (1.1.16) ist £* ein
Verband, woraus sofort folgt, dafi die integrierbaren Mengen I stabil gegeniiber

endlichen Durchschnitten sind ¢

Von (1.3.4) wird noch oft stillschweigend Gebrauch gemacht werden.
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(1.4) Ma8le auf Ringen und der zugehorige '

Sei Y C P(X) (=Potenzmenge von X) ein Ring und p : Y — [0, 00| ein MaB.
Will man von hier aus startend eine Integrationstheorie aufbauen, so geht man
iiblicherweise etwa so vor: Mit der Fortstzungsmethode von Carathéodory ver-
schafft man sich zunichst eine o-Algebra M’ O Y und ein Ma8 p' : M — [0, 00]
das p fortsetzt. Sodann kann man MaSB- und Integrationstheorie im klassischen
Sinne betreiben.

Fir uns bietet sich jedoch ein anderer Weg an, der die bisher entwickelte Theorie
ausnutzt. Wir werden diesen Weg skizzieren und verweisen fiir die Einzelheiten
auf [6] .

Als erstes fiihren wir das Mengensystem

Yo :={Ac Y| n(4) <o}

ein. Offenbar ist mit Y auch Y, ein Ring. Der Raum €, bestehe nun aus allen
N

Funktionen der Form ) oy, x4, mit reellen Koeffizienten o, und paarweise dis-
1

junkten A, € Y.. Man zeigt leicht, daB £, ein Funktionenvektorraum ist. Mit

einem f der angegebenen Gestalt wird durch

N
Iu(f) = Z anﬂ(An)
1
eine Abbildung I, : £, — R (wohl-) definiert. Es gilt (vergl. [6] , II):

(1.4.1) SATZ. €, ist ein Stonescher Verband und I, ist ein Daniell-Integral.

Der zu einer solchen Situation gehérende £! wird mit dem besonderen Symbol
7 [/u] = ‘CI(X7 5/1; Iu)

notiert.

Ist nun Y sogar eine o-Algebra, so kann man auch klassisch vorgehen (vergl.
etwa [4] , [6] , [7] ): Man fihrt den Begriff der mefibaren Funktionen ein und
erklirt zunichst ein Integral [ fdu fiir meSbare f > 0. Sodann definiert man
L'(u) als den Raum aller meSbaren Funktionen f fir die [ f*du, [ f~ du < oo
und setzt [ fdu := [ fTdp — [ f~ du. Wir wollen diese wohlbekannte Theorie
hier natiirlich nicht entwickeln, miissen aber fiir spater auf die Zusammenhange
zwischen L'(p) und L'[y] eingehen, wenn Y eine o-Algebra ist. In [6] , IT wird
gezeigt:
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(1.4.2) SATZ. Sei Y eine o-Algebra und p ein Ma8 auf Y.
(i) Esist L2 C L |l und

[rau=[ran. viesw.

(i) Dann und nur dann ist £'(p) = L'[u] wenn u vollstindig ist.

Zur Erinnerung: Das Ma$ u heift vollstindig, wenn fiir alle A € Y gilt:

uw(A)=0=>BeclY,VBCA.

(1.4.3) COROLLAR. Sei I ein Daniell-Integral auf £. Betrachte die Prozedur
5,]—+£1,/—>M,L.

Ist L' normal, so ist ¢ vollstandig und L(:) = L1]¢].

BEWEIS: Nach (1.3.3) ist jedenfalls M eine o-Algebra und ¢ ein MaB. Sei nun
A € M und ¢(A) = 0. Dann ist A integrierbar und I(x4) = [xa=0.Fir BC 4
ist dann erst recht

e — Bl = Hxs) = Hxa)—20.

Dies zeigt xp € L! (und [ xp = 0) also B € I C M; somit ist ¢ vollstindig und
nach dem letzten Satz muB L!(¢) = L[] sein &

In welchem Verhiltnis stehen nun aber £! und L£![:] ? Diese Frage beantwortet

folgender Satz.

(1.4.4) THEOREM. Sei I ein Daniell-Integral auf £. Betrachte die Prozedur
&1 — ﬁl,/ﬁM,L.

Ist L' normal, 5o gilts

() L] £ oundinsalle e L8 wilte [ fadl, =] 1.
(i) Dann und nur dann ist L' = L[¢], wenn L' die Stonesche Bedingung erfiillt:
fe e n Ta il
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Fiir einen Beweis sei auf [6] , Il verwiesen. Die Voraussetzungen sind dort zwar
nicht genau dieselben, die Beweise bleiben jedoch auch in unserem Fall giiltig.

Sei zum SchluB noch einmal Y ein Ring und p ein Maf auf Y. Zu Y und p gehort
der Raum ['[y] der sicherlich normal ist (vergl. (1.4.1), (1.2.3) und (1.1.16) ).
Von [![u] ausgehend erhilt man die zugehdrigen mefibaren Mengen sowie das
kanonische Ma8 auf diesen, welche man in dieser speziellen Situation stets mit M,
bzw. mit z notiert.

(1.4.5) SATZ. Betrachte die Prozedur

ya/‘l'—") gﬂ)IIL o ‘Cl[iu']’/ dIIt = Mu)ﬁ

ausgehend von einem Ring Y und einem Ma8 . Dann gilt: M, D Y, & ist ein
vollstandiges Maf und setzt u fort.

Der Beweis findet sich in [6] , II. Als Konsequenz aus (1.4.4) und (1.4.3) hat
man noch (da £'[u] ein Stonescher Verband und da f vollstindig):

(1.4.6) SATZ. In der Situation von (1.4.5) gilt
£ = £1[7] = £ ()

und die Integrale stimmen tberein.
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(2) Produktrdume

(2.1) Einfiihrung des Produktraums

Gegeben seien zwei nicht leere Mengen X, Y, dazu zwei Funktionenvektorraume
£(X), £(Y) und auf diesen zwei Daniell-Integrale

I:§(X)-R,J:E(Y)>R.
Durch die in (1.2) besprochene Prozedur erhilt man hieraus die Raume
LX) = L BXL 0], £ (1) = LY, E(),7).

Um nun Integrationstheorie auf X x Y betreiben zu konnen bietet sich zunachst
folgender Weg an: Als Grundraum &(X x Y) nimmt man alle Linearkombinatio-
nen von Funktionen der Gestalt f ® g mit f € £(X),g € £(Y). Dabei ist

f®g(zy)=fz)g(y) (zeX,yeY).
Sodann definiert man ein Daniell-Integral 7® J auf £(X xY) durch die Vorschrift

N

I® J(Z Oy [y R gn) c— Zanl(fn)‘](gn) .

1

Diese Vorgehensweise hat jedoch einen entscheidenden Nachteil, der letztlich da-
her rihrt, daf in unserem Ansatz £-Funktionen eine unendliche Norm haben
konnen: Hat man f € L'(X),g € L}(Y) so wiirde man es gerne sehen, wenn
f®g e L' (X xY) wire. Aber wie soll man f®g durch Elemente aus (X xY) ap-
proximieren? Der a priori einzig plausible Ansatz wire die Approximation f'® ¢,
wenn f' € £(X), ¢ € £(Y) so gewihlt sind, daB sie f bzw. g Norm-approximieren.
Nun niitzt aber offenbar die an dieser Stelle iibliche Abschitzung

W ea flagliclfian - al IF - el
nichts mehr, da sowohl ||f]|| als auch ||¢'|| unendlich sein konnen.

Um dieses Problem im Ansatz zu vermeiden gehen wir anders vor.

(2.1.1) DEFINITION. Es sei
N
EXXY)={D fa®gn| fa € LUX), 00 € LLY),NEN } .
1
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Die Abbildung I® J : £(X xY) — R wird durch

19J Zh@gn = /fn/gn

erklart.

Zur Erinnerung: Ist 7 eine Menge von R-wertigen Funktionen, so bezeich-
net % (?¢” wie ”endlichwertig”) die Menge der reellwertigen f € 7. Um
MiBverstandnissen vorzubeugen: In der Definition von £(X x Y) werden in den
Raumen L!(X), L}(Y) f.i. gleiche Funktionen ausnahmsweise nicht identifiziert,
so daB sich in dieser Hinsicht keine Wohldefiniertheits-Fragen an £(X xY') ergeben.

Die Abbildung I ® J ist wohldefiniert: Ist f € £(X x Y) und hat f die Darstel-
lungen

N M
f=) im0 il e e () g LLY)),
1 i1

so gilt

N M
angn(w - Z flgn(y) Vyev =

/fngn = /f oo Yye¥ =

Z(/ fn)gn=2(/ o —
S -5 o

Dies zeigt die Unabhanglkelt von I ® J(f) von der Darstellung von f.

Fiir eine Funktion f : X x Y — R und y € Y erkliren wir die Funktion
fY: X — R durch f¥(z) := f(z,y). Man beachte folgenden Sachverhalt: Ist
feE&(XxY)und yeY soist fY¥ € L7(X) und die durch y — [ f¥ dI definierte
Funktion liegt ihrerseits in £1(Y); diese Funktion werden wir oft einfach (etwas
schlampig aber suggestiv) mit [ f¥ dI bezeichnen. Fiir ein f € £(X xY) gilt dann

offensichtlich
I'gdf /(/fydI) aldf .

(2.1.2) SATZ. Der Raum €(X x Y) ist ein Funktionenvektorraum und I ® J
ist ein positives lineares Funktional. Gilt I = [ auf (£*)*(X) und J = [ auf
(LY)*T(Y), so ist I ® J sogar ein Daniell-Integral.
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BEWEIS: Offenbar ist £(X X Y') abgeschlossen unter der Bildung endlicher Sum-
N

men. Ist f=5 F.@a. = E(X x Y} und o € R g0 15t
1

N N

af =3 elfu®a,)— ) (6fs) S cE(XXY) .

1 1

Also ist £(X x Y) ein Funktionenvektorraum.
Natiirlich ist /® J ein lineares Funktional. Es ist aber auch positiv: Ist ndmlich

he £ X <
B hi= il e Y

og/hyafleﬁé(Y):>

ogf(/hydf) dJ =1 J(h) .

Sei mun itberdies 7 — [ aub (L) (X)) und J = [ auf (L)' (¥). Seien weiter
b€ (X x ¥l e f(N V] und) B, > h Neeh [1.27) sind [ dl und [ dJ
stetig von unten; man schliefit daher:

D B SR Nne ¥ =

Z/hgdlz/hydf:

Z/(/h%cﬂ) dJZ/(/hydI) dF —

S IwJih,) > Le J(h) .
Dies zeigt die Stetigkeit von unten von I ® J ¢

Hier zeigte sich eine leichte Schwiche unseres Ansatzes aus (2.1.1): Wire man
von dem am Anfang dieses Kapitels eingefiihrten £,(X x Y') ausgegangen, so hitte
es der Zusatzannahme I = [ auf (£!)*(X) und J = [ auf (£!)*(Y) nicht bedurft.
Wir wollen dennoch den eingeschlagenen Weg weitergehen, aus mehreren Griinden.
Zum einen ist die tibliche Theorie, ausgehend von & (X X Y), zumindest fir den
Fall, daB8 £(X), (Y ) Verbande sind, so gut bekannt, dafl ein erneuter Aufbau
dieser Theorie auf unseren Grundannahmen nur auf eine Adaption des Bekannten
hinausliefe. Zum anderen erhalten wir durch den nun eingeschlagenen Weg einen
viel grofieren Produkt-£!, der die wichtige Eigenschaft

e 0 TV )= FRge LI X X Y)
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besitzt, auf die wir auf keinen Fall verzichten wollen. Dabei ist der Index ”¢” gar
keine Einschrinkung, siehe (1.1.12). Endlich ist auch die Zusatzannahme

7:/ anf (L) (iKY, J:/ awd (L )

gar keine so schwere Einschrankung: Wie wir in den Kapiteln (3) und (6) sehen
werden, ist sie in allen uns interessierenden Fillen erfiillt.
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(2.2) Klassische Produktraum-Bildung

Wir geben nun den Abrifl einer klassichen Methode den Produktraum zu bilden.
Fir Einzelheiten sei wieder auf [6] , II verwiesen.

Wir gehen aus von zwei nicht-leeren Mengen X, Y und Ringen Y(X), Y(Y) iiber
diesen Mengen sowie Mafen

p:Y(X)—[0,00], v:Y(Y):— [0,00] .
Gemif Abschnitt (1.4) gehdren hierzu Prozeduren
Y(X)p— &Iy — ‘Cl[/‘]’/ i, ,
gl e ﬁ‘[u],/ g

Nun definieren wir

UX R Y) = (A ¢ Be] 4 BL(X) B, & U(Y),

N € N, A, x B, paarweise disjunkt } .

Der Index ”e” zeichnet wieder die Mengen endlichen Mafles aus. Wir definieren
nun hierauf eine Abbildung p® v : Y(X x Y) — [0, 00) durch

ol A KB =Y plA.Ju(B,) .

Man kann zeigen, daf§ u ® v dadurch wohldefiniert ist und daf gilt:

(2.2.1) SATZ. Y(X xY) ist ein Ring und p ® v ist ein MaB.

Beim Beweis der Wohldefiniertheit und der Mafeigenschaft von p®uv ist folgende
Feststellung sehr nitzlich:

(2.2.2) LEMMA. Fir ein E € Y(X x Y) ist I,(x%) (als Funktion von y) in
&, (Y) und es gilt
p®v(E) = L(I.(xp)) -

Dieses Lemma gestattet an entscheidenden Stellen das iiber I, und I, bereits
Bekannte auszunutzen. Nun kann man im Sinne von Abschnitt (1.4) wieder €,q,
und I,g, bilden und man weist ohne Miihe nach:
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(2.2.3) SATZ. Jedes f € .5, hat die Gestalt

N
f:ZanXAan" NGN)aneR’Aneye(X)7Bn€y€(Y)
1

und fiir ein solches f ist

Lueu(f) = Zanﬂ(An)V(Bn) 5

Ferner ist fir festes y € Y stets f¥ € €,, und I,(fY) liegt (als Funktion von y) in
&,. Es gilt dann die Formel

Liew(f) = L(L.(f*)) -

Wir haben nun eine Prozedur

YXxY),pov— €ﬂ®V7Iﬂ®V e El[/"® V]’/ dlygy — Mu@u;#@’ v

vorliegen. Das Mafl u ® v erhilt die besondere Bezeichnug 7 := u ® v und wird
als das Produktmaf8 von p und v bezeichnet. Satz (1.4.6) liefert uns jetzt noch:

(2.2.4) SATZ. In der angegebenen Situation ist stets

LHp®v] = L'[r] = L (n)

bei Ubereinstimmung aller Integrale.
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(2.3) Vergleich von Produktrdumen

In diesem Abschnitt gehen wir wieder von €(X), I und €(Y),J wie in (2.1) aus.
Sind dann £'(X), £(Y) normal, so erhalten wir durch Prozeduren

ﬁl(X),/ dl — M(X),:
/ll(Y),/ e )

die o-Algebren M(X), M(Y) der meBbaren Mengen und die kanonischen Mafle ¢, p
auf thnen. Wie in Abschnitt (2.1) erklart, fiihrt dies auf

Euom Loy und L1[1® g, f o

In welchem Verhiltnis stehen nun L[t ® p] und der in (2.1) eingefiihrte Raum
R ey N Y Y e )

zueinander? Eine erste Antwort gibt folgender Satz.

(2.5.1) SARZ. Selen ['[X). £V} nemwnal
(1) Bsist s, C E(X xY) und es gilt
IL®p(f):I®J(f) erfug:p-
(ii ) Fir alle f : X — [0, 00] ist
I® J(f) < Leo(f) -
(it} Bedsp £ gl & £ (X < 1) and

/deL®p:/de®J Vie L' i@ ] .

BEWEIS: Zu (i): Ist f € £,g, so hat f nach der Bemerkung in (2.2.3) die Gestalt
N
f =2 onxa,xn,, mit geeigneten a, € R, 4, € M.(X), B, € M.(Y). Nun sind

1
aber M.(X), M.(Y) gerade die integrierbaren Teilmengen von X bzw. Y. Es gilt

daher
Houe € 5 e L) =

N

N
= ZaTLXAnXBn = Z(anXAn) o S B X 1)
1

1
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Ferner ist (siehe (2.2.3) ):
IL@p(f) = ZanL(An)p(Bn) i Zan /XA,, /XBn
% .
:Z/anXAn/XBn =

Damit ist (i) gezeigt. Insbesondere gilt £, C £+ (X xY'), woraus sofort (ii) folgt.
Zu (iii): Sei f € L'[¢®p]. Wihle eine Folge (f,,) aus &,g, mit Lg,(|f—fx|) — 0.
Nach (i) sind alle f, auch in £(X X Y') und nach (ii) gilt ebenfalls

T®J(If —fal) = 0.

Es folgt f € £L!(X X Y) und iiberdies mit Hilfe von (i):

/fdl@,,: ik B 06— liw 18 J(F. ] :/de®J &

Folgende Begriffsbildung wird sich als niitzlich erweisen.

(2.3.2) DEFINITION. Sei £ ein Funktionenvektorraum iber einer nicht-leeren
Menge Z, K : £ — R ein Daniell-Integral und sei L! = L'(Z,€,K) normal.
Betrachte die Prozedur ‘

f,K—»ﬁl,/aM,p,

wobei M die mefibaren Mengen und p das kanonische Maf auf M. Der Raum !
heifit mefbar, wenn jedes f € £ bzgl. M mefibar ist.

(2.3.3) SATZ. (Bezeichnungen wiein (2.3.2) ) Sei L' normal und mefbar. Dann
ist jedes f € L' meBbar bzgl. M.

BEWEIS: Nach (1.1.19) existiert eine Folge (f,) aus £ mit f, — f f.d., d.h. fiir
die Menge N auf der nicht f, — f hat man K(xy) = 0. Wegen

K(lxy —0]) = K(xn) =0
folgt: N ist integrierbar (also auch in M) und es ist
p(N):/XNdK:O.
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N ist also auch bzgl. M,p eine Nullmenge, d.h. f, — f fii. auch bzgl. M,p.
Nun ist aber p vollstindig (vergl. (1.4.3) ) und alle f, sind voraussetzungsgemaf
M-mefibar. Wegen f, — f f.i. bzgl. M folgt hieraus bekanntlich, dafi auch

f M-mefibar ist &

(2.3.4) SATZ. (Bezeichnungen wie in (2.3.2) ) Sei L' normal und mefibar. Ist
Z o-endlich bzgl. M und p so ist (L*)*[p] = (L')" und die zugehorigen Integrale
stimmen tberein.

BEWEIS: Jedenfalls ist £1[p] C L' bei Ubereinstimmung der Integrale (vergl.
(1.4.4),(i) ), so daB wir nur noch (£*)* C (L!)*[p] zeigen miissen. Sei dazu
f € (L) gegeben. Da L! meBbar, ist f nach dem letzten Satze M-mefibar. In
der klassischen MaSBtheorie wird gezeigt, dafi sich f in der Form

f:ZanXAn an>0)An€M
il

schreiben lafit. Da Z o-endlich bzgl. M und p ist, konnen wir annehmen, daf
p(A,) < 0o, d.h. A, ist integrierbar fiir alle n. Dann ist x4, € £L'(p) und

/XAn dP:P(An):/XA,, dK =
N N
> an [ xa,d0= Y anxa, dK < [ fK < oo,
1 1

fir alle natiirlichen N, also

>an [ xado< [ faK <oo.
1

Nach dem klassischen Satz iiber die monotone Konvergenz (fir £!(p) ) ist dann

=0 anxa, = sl Buelv(1t2) 1) istiaber £2(a)— Lo also f 2 Lt]p] wie
1

behauptet &

(2.3.5) SATZ. (Bezeichnungen wie in (2.3.2) ) Sei £L! normal und mefibar und
sei Z o-endlich bzgl. M,p. Sind dann

foe b foc (L) wnd f = ot} f.> 0
i
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so gilt

/fdp:/fodK+§:/fndK.

Dabei ist [ f dp das klassische Integral fiir nicht-negative, meSbare Funktionen
(das auch oo werden kann).

BEWEIS: Als Limes M-mefibarer Funktionen ist jedenfalls f selbst wieder M-
mefibar. Ist [ fdp < oo, so ist f € L'(p). Wegen (1.4.2) und (1.4.4),(i) ist
LY(p) = L'[p] C L' bei Ubereinstimmung der Integrale, so daf f € £! und
[ fdp = [fiK. Nach dem Satz iber die monotone Konvergenz ist endlich

[fdK = [ fodK+ ) [ fodK. Fir [ fdp < oo ist also alles erfiillt.
1

Sei nun [ fdp = co. Da f M-meBbar ist, gibt es o, > 0 und Mengen 4, € M
mit f = )  anxa,. Da Z o-endlich ist diirfen wir fiir alle A, annehmen, da8
p(A,) < oo, d.h. alle A, sind integrierbar. Fiir jedes natiirliche N gilt dann

N oo
Y i AT
i i

N 0o
ZanXAn el San .
1 1

Da [ dK stetig von unten ist hat man

) ian/“ndff_/fomi/fm .

Nun gilt jedoch

N N
Nlijl})ozlzan/mn ZJ}Ln})o;anp(An)Z/fdPZOO-

Macht man daher in (1) den Grenziibergang N — oo so erhilt man notwendig

> [ fadK =00 alsoauch [ fodK + 5. [ fn dK = oo, wie gewiinscht ¢
1 1

Alle Bemiihungen den Satz (2.3.5) ohne die Voraussetzung der o-Endlichkeit
zu beweisen sind fehlgeschlagen. Man kann vermutlich nicht einmal dann auf

(e o]
die o-Endlichkeit von Z verzichten, wenn )" [ f, dK < oo angenommen wird:
1

Selbst unter dieser Vorrausetzung ist nicht klar, warum dann [ fdp < oo folgen
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sollte (womit man dann wie im ersten Teil des Beweises von (2.3.5) hitte zu Ende

argumentieren konnen).
Wir kehren nun zu der Situation von vor Definition (2.3.2) zuriick, d.h. zu

normalen Riumen £!(X), £L}(Y) und den Prozeduren

ﬁl(X),/ i M(X),L—»ﬂl[t],/ Slonnn ﬁl(L),/ g
ﬂl(Y),/ dJ — M(Y),p — ﬂl[p],f dI, und ﬂl(p),/ dp

Sowie zu den Produkt-Prozeduren

£(X><Y),I®J—>£1(X><Y),/ dI®J

biops Liop — ﬁl[’/ ® P],/ dligp — Migp,m:=1®p .
Wir erinnern an folgenden wichtigen Satz (vergl. etwa [6] ):

(2.3.6) THEOREM. (Tonelli) Sei f : X x Y — [0,00]| eine M,g,-meBbare
Funktion. Es gelte:
(i) {f # 0} ist o-endlich bzgl. M,g,, T .
(i1 ) fY ist M,-mefibar, Vy €Y.
(iii) Aufgefaft als Funktion von y ist [ f¥du mefbar bzgl. M,.
(iv ) Esistf(ffyda) dp < ©0.
Dann ist f € L'(r) und es ist

ra-f([re)e

(2.3.7) LEMMA. Seien L'(X), L*(Y) normal und X,Y o-endlich bzgl. M(X),:
bzw. M(Y), p. Dann gilt:

AcMALBe MY = AxBe My, .

BEWEIS: Da X, Y o-endlich sind gibf es A4, € M(X}),B, € M({¥) mit
A, 1A, 8, | B und 4.} plB,) = ca, dh. die 4, B, sind sogar integrier-
bar. Es folgt xa,xB, € £iep C L [t®p]. Die A, x B, sind also integrierbar bzgl.
L[+ ® p] und liegen deshalb in M,g,. Da M,g, eine o-Algebra ist gilt auch

4 B |4, xBe Mg, O
1
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(2.3.8) SATZ. Seien L'(X),L'(Y) normal und X,Y oc-endlich bzgl. M(X),t
bzw. M(Y), p. Ist dann

f: X >R M(X)-meBbar,
g:Y >R M(Y)-meBbar,

so ist f ® g M,g,-mefibar.

BEWEIS: Sei ¢ > 0 gegeben. Wir zeigen zunachst, daf§
{feg>cle Mo, -

Sei (ry,) eine Durchnummerierung der positiven rationalen Zahlen. Dann behaup-
ten wir:

et o) " |} Uon)xlz> )y

W T —C

(1)
U {f<-rtxfa<~r,}.

W e > C

Es ist klar, da8 rechte Seite C linke Seite.

Fiir die umgekehrte Inklusion sei (z,y) € linke Seite, also (z,y) € X x ¥ und
f(z)g(y) > c. Wir behandeln nun zunichst die Fille | f(z)| = oo oder |g(y)| = oo.
Sei exemplarisch f(z) = +o0o. Wegen f(z)g(y) > ¢ > 0 muB dann ¢(y) > 0 sein,
etwa g(y) > r,, > 0. Wahlt man nun noch irgendein r,, mit r,r,, > ¢ so ist in der
Tat

(2,90 {F > 1) x{g> rs} C rechte Beite.

Ganz dhnlich argumentiert man in den Fillen f(z) = —oo oder g(y) = +o0.
Wir konnen daher ab jetzt f(z),g(y) € R annehmen. Wegen f(z)g(y) > ¢ >0
sind nur die Falle

f(z) > 0,9(y) > 0 oder f(z) < 0,9(y) <O

denkbar. Sei etwa f(z) > 0,g(y) > 0. W3ihle dann ein rationales r > 0 mit
f(z)g(y) > r>c>0also
f(z) > —=>0.

Finde nun ein rationales r,, > 0 mit

f($)>rn>@>0'

Dann ist f(z) > r, undgly} >, — = und aberdies ist rnt:n = r > ¢. Also hat
man
(z,y) € {f > rn} X {g > rm} C rechte Seite .
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Analoges gilt im Fall f(z) < 0, ¢(y) < 0. Damit ist aber linke Seite C rechte Seite
gezeigt, also linke Seite = rechte Seite. Nach dem letzten Lemma sind alle in der
rechten Seite von (1) vorkommenden Mengen M,g,-mefibar, also auch die ganze
rechte Seite, da M,g, eine o-Algebra ist. Wir haben also insgesamt

linke Seite = rechte Seite € M,g, ,

wie gewiinscht. Fir ¢ > 0 ist damit {f ® ¢ > ¢} € M,g, gezeigt. Dann muf aber
auch

{(f®g<—cl={(-fl@g>c} € Mg,

gelten. Fiir ¢ < 0 gilt deswegen und da M,g, abgeschlossen unter abzihlbaren
Durchschnitten ist, daB {f ® ¢ < ¢} € M,g,: Wahlt man namlich ein natiirliches
N so,daB 0 < £ < |¢| so ist

(Fogsch=(Yf@g<ct )€ Moy,
N

da jede im Durchschnitt auftretende Menge gemaB obiger Bemerkung in M,g,
liegt. Wieder weil M,g, eine o-Algebra ist liegt auch das Komplement dieser
Menge, also {f ® ¢ > ¢} in M,g,. Damit ist gezeigt, dal {f ® g > ¢} € M,q, fir
alle ce R, d.h. f® g ist M,g,-meBbar ¢

Wir konnen hieraus sofort eine wichtige Konsequenz ziehen.

(2.3.9) SATZ. Seien L'(X),L'(Y) normal, mefbar und seien X,Y o-endlich
bzgl. M(X),¢ bzw. M(Y), p. Dann gilt:

(i) L' ® p] ist normal und mefbar.
(ii) Alle f € £(X xY) sind M,g,-mefbar.

BEWEIS: Natiirlich ist £'[¢ ® p] normal, da es von dem Stoneschen Verband £,g,
N

herkommt. Sei jetzt f € £(X x Y). Dann hat f die Form f = )  h, ® g, mit
1

Funktionen h, € L}(X), g, € L1(Y). Nach (2.3.3) sind die h,, M(X)- und die
gn M(Y )-mefbar. Nach dem letzten Satz sind alle 2, ® g, M,g,- meBbar, also ist
auch f selbst M,g,-mefibar. Dies zeigt (ii) und der Rest von (i) folgt aus (ii), da
Eemp C E(X x B (Clchie (23 1) (1} } ¢

(2.3.10) SATZ. Seien L!(X), L'(Y) normal, mefibar und seien X,Y oc-endlich
bzgl. M(X),+ bzw. M(Y ), p. Seien fo € E(X xY), f € ET(X xY) so daB

f::f0+an20und ZI@J(fn)<oo.
1 1
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Dann ist f € L'(n) und es gilt

/fdw-—:]@J(fo)—f-iI@J(fn).

BEWEIS: Da fo,fn € £(X xY), sind fir y € Y die f¥, f¥ € L1(X) und daher
M(X)-meBbar gemafB (2.3.3). Dann ist auch f¥ als Limes von M(X)-mefibaren
Funktionen selbst M(X)-mefibar. Nach Satz (2.3.5) erhalten wir die Gleichung

/fydL:/fng+zo;/ff{dl Yyey.

Nun sind aber die [ f¥ dI, [ f¥ dI (als Funktionen von y) ihrerseits in £1(Y) und
die erneute Anwendung von (2.3.5) ergibt

/(/fyau) dp:/</fgd1> dJ+ij:/</f}{dI) dJ
:1®J(f0)+§:l®J(fn)<oo.

Auflerdem ist f als Limes der gemaB (2.3.9),(ii) M,g,-meBbaren Funktionen
N

fo+ 2 fan € (X xY) selber M,g,-mefibar. Daher kann das Theorem (2.3.6)
1

von Tonelli angewandt werden: Man erhilt f € L!(7) und

froo-f([re) e

:I®J(f0)+1®~](fn) &

Wir sind nun in der Lage eine Antwort auf die Frage zu geben, unter welchen
Umstinden auf (£L')" (X xY) wieder I ® J = [ gilt. Wie wir in den Kapiteln (3)
und (6) sehen werden sind diese Voraussetzungen in allen relevanten Fillen erfiillt.

(2.3.11) THEOREM. Seien L'(X), L(Y) normal, meSbar und X,Y o-endlich
bzgl. M(X),¢ baw. M(Y), p.
(i) Bsist I J = aufd LAIEE = 1
(ii ) Es gilt
(L)X xY)= (L) [e®p] = (L) ()
bei Ubereinstimmung der Integrale.
(iii) Die von €,g, bzw. £(X x Y) herriihrenden Normen sind gleich.
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BEWEIS: Gemif der Bemerkung nach (1.2.2) ist jedenfalls [ < I® J so daB
wir fir (i) nur noch die umgekehrte Ungleichung zu zeigen haben. Sei dazu

€ (LYFT(X x Y). Zu vorgegebenem € > 0 wihle man nun f, € £(X x Y),
fn (E)F(X x ¥ so dat

If"fOlSan; ZI@J(fn)<e,
1 1
!/fd]@J—I@J(fo)Ke.

Dann ist 0 < f < £ = Jo 7 f. Nach dem letzten Satz ist ' € L' (n)
1
(= L[ ® p], siehe (2.2.4) ) und es ist

/f’dl@pz/f’dw:]@J(fo)JrZI@J(fn).

L[t ® p] kommt von dem Verband £,g, her, ist also sicher normal. Insbesondere
st Tp, = [dls, auidl' itle@ ol alse

Lot / i i)
1

Da I®J < I,g, (siehe (2.3.1),(ii) ) erhalten wir:

Tedifl Fe K < 1,00

:/f’d[bcg,p:I®J(fo)+ZI®J(fn)
1

</de®J+e+e.

Da € > 0 beliebig war folgt I ® J(f) < [ fdl,g, wie gewlinscht.

Zu (iii): Nach (2.3.1),(ii) miissen wir nur I,g,(f) < I® J(f) zeigen, fiir ein
beliebiges f : X x Y — [0,00]. Dazu kdnnen wir I ® J(f) < co annehmen. Sei
dann € > 0 beliebig. Wihle f, € £7(X x Y) mit

fed b Tl - TB T te
Jetzt zieht man wieder den letzten Satz heran und erhilt

ane/l L't ® p] und
/f'dfmp:/f'dw:wa(fn):»
YL@p(f)STLQDp(f,):/f,dl@p:ZI@J(fn) <I®J(f)+e.
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Da € > 0 beliebig war mu 7,g,(f) < I ® J(f) gelten, wie gewiinscht.

Es bleibt (ii) zu zeigen. Wegen (2.3.1),(iii) ist nur noch die Inklusion
(LY X xY)'e (L) ] ® p] 7u zeigen. Sei hierzn f € (L1} (X x ¥} ohne
Einschrinkung reellwertig und € > 0. Wahle fo € £(X xY), f, € ()T (X x Y)

mit

e S e ) <
1 1
Wiederum mit Hilfe des letzten Satzes schlieft man leicht, daf
otV e liln) - Lo
1

(beachte (2.2.4) fiir die letzte Gleichheit), und mit Hilfe des bereits bewiesenen
Punkt (iii) erhilt man weiter:

Bl 0 i 27L®p(fn)

IA

20 L) =25 Te ()] < 2.
I 1

Wegen f' € L'[¢ ® p] kann man nun noch ein g € €,g, mit Lg,(|f' — g]) < ¢
finden. Dann ist insgesamt

7L®p(|f gl = 7L®p(1f 5 e -_rb®p(|f' =gl = Zefe=3e,
Dies zeigt f € L[t ® p]-
Damit haben wir (L})"(X x Y) = (LY)"[. ® p] gezeigt. Endlich ist noch
(L)t ® p] = (L) () gemiB (2.2.4). Damit ist (i) gezeigt und wir sind
fertig &

(2.3.12) COROLLAR. (Voraussetzungen wie in (2.3.11) Der Raum L'(X x Y)
ist normal.

BEWEIS: Wir haben gerade gezeigt, daB I® J = [ auf (L))" (X x ¥). Wir
missen noch zeigen: Sind A, B integriebare Teilmengen von X x Y, so auch AN B.
Nun ist aber nach dem letzten Satz

Xa,x8 € (LT (X xY)= (L) [ ® /]
und L'[¢ ® p| ist ein (Stonescher) Verband. Also ist auch
e e B e L X xY),
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d.h. AN B ist integrierbar ¢

Wir konnen jetzt also auch zu £!(X xY) die o-Algebra M(X xY) der me8baren
Mengen und hierauf das kanonische Maf bilden, welches wir mit 7 bezeichnen
wollen. Wir haben also eine Prozedur

X Y),/ dI, oI, > M(X xY),7.
In der Tat haben wir dadurch aber nichts grundlegend Neues gewonnen:

(2.3.13) COROLLAR. Seien L'(X), L}(Y) normal, mefibar und seien X,Y o-
endlich bzgl. M(X),+ bazw. M(Y), p. Dann gilt:

(i) Esist MIXx Y} =M tndr=g5

(ii ) LY(X x Y) ist normal und meBbar.

(iii) X x Y ist o-endlich bzgl. M(X x Y),7.

BEWEIS: Wegen (2.3.11),(ii) sind die bzgl. £!(X x Y') integrierbaren Teilmengen
von X x Y dieselben wie die bzgl. L£'[¢ ® p] integrierbaren Teilmengen; auf die-
sen stimmen aber 7 und 7 iberein, wegen der ["Jbereinstimmung der Integrale in
(2.3.11),(ii). Daraus folgt sofort (i).

Zu (ii): Wir haben schon gezeigt, daB £! (X xY) normal ist. In (2.3.9),(ii) wurde
gezeigt, daB alle f € £(X xY) M,g,-meBbar, also nach (i) auch M(X xY)-meBbar
sind. Dies zeigt, dafl £L'(X x Y) meBbar ist.

SchlieBlich ist (iii) eine triviale Konsequenz aus (i), da X x Y natiirlich bzgl.
M,g, und 7 o-endlich ist ¢

Die Bedeutung von (2.3.13) liegt insbesondere darin, daff wir nun eine Satz von
Bedingungen an Riume £! gefunden haben, bei deren Erfiilltsein der Prozef der
Produktbildung iteriert werden kann: Sind £'(X,,) normale, meSbare Riume mit
zugehorigen mefibaren Mengen M(X,,) und kanonischen Mafen ¢, und sind die
X, bzgl. M(Xy),tn o-endlich, so kann man gemif (2.3.13) nacheinander

LHX ), B B R e B % X < K,

bilden, da sich die Eigenschaften ”normal, mefibar, o-endlich” bei jeder Pro-
duktbildung weitervererben.
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(2.4) Eine Verallgemeinerung von Fubinis Theorem

Wir wollen nun zusehen, inwieweit der bekannte Satz von Fubini in unserer
Theorie seine Giiltigkeit bewahrt. Fiir die Riume £!(X), L!(Y) setzen wir dabei
niclits weitervorans, als' T — [ anf (L") (X)) und J = [ anf (L1 ) (V).

Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen.

(2.4.1) LEMMA. Sei I = [ auf (£!)*(X). Dann gilt fiir alle f : X — R und
fir g € L1(X):

ru+a=rm+fs.

BEWEIS: Nach (1.2.12) ist I.(g) = I*(g) = [ g. Da I* subadditiv ist haben wir
(vergl. (1.2.10) ):

FU+) <IN +I@=rn+ [,
P()= (G +9)+ () ST(f+9)+ ()
—I( 49 - L) =T +9)- [ 9.

Aus beiden Ungleichungen folgt die behauptete Gleichung ¢

(2 4.2) Gmasas 5o — 0 aal (DU (X)) und F = | awf{L )T (Y ). Erkiirt
man fir ein f € L'(X xY) auf Y die Funktion ¢(y) := I*(fY), so ist {|¢| = oo}

eine Nullmenge von Y.

BEWEIS: Sei f € L!(X x Y). Wihle dann zu € > 0 Funktionen g € £(X x Y),
g, e (X > ¥ Y mg

Jeai= 3 e D Fadle) <«

Da [ g¥dI reell ist, ist
6| = I (f¥)| =0 &

(- [¢an=c.
Nach dem letzten Lemma ist dies aber genau dann der Fall, wenn
e el
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Mit N :={|¢| = oo} @ ¥ gilt daher
xSl Ly Y
Nach (1.2.14) kdnnen wir daher schlieen

pnly) < 10T ) = (o)

<13 )=y M=) [aar,

dal=F anfi( @) (X} B fols

7(xN)sZF</gzdI> :Z/ (/gW) il

da'd = | aul (2 () Ba by

/(/ggﬂ) dJ =1® J(gy)

folgt J(xn) < €. Da € > 0 beliebig war ist J(xy) = 0, N ist eine Nullmenge ¢

Wir definieren nun
By 0% B <eotli ).

Indem man in ¥(Y) f.i. gleiche Funktionen identifiziert wird ¥(Y) zu einem reellen
Vektorraum (vergl. auch die Bemerkungen vor (1.1.13) ); durch die von £(Y),J
herrithrende Norm wird ¥(Y) zu einem pseudo-normierten reellen Vektorraum, da
die Norm fiir f.i. gleiche Funktionen iibereinstimmt (siehe (1.1.9),(iii) ).

(2.4.3) LEsinie, Sei ¥ — [aald (L' (X) and J — [ ant (LY} (¥).Die Abbil-
dung
@ Rl W) L f e T

(I*(fY) aufgefaBt als Funktion von y) ist stetig.

BEWEIS: Jedenfalls bildet ®* nach dem letzten Lemma wirklich in ¥(Y') ab. Da .
wir nicht wissen ob ®* linear ist miissen wir wie folgt vorgehen.

Sei € > 0 beliebig und seien f,g € LY(X x Y) mit I® J(|f — g]) < e. Es gibt
dann h, € £E¥(X x ¥] mit :

gl o) Tedh,) e,
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Ferner existieren wegen f,g € £L'(X x Y) Funktionen f5,90 € £(X x Y) sowie
Pa,gs = & X X V) mill

- fol = e, ) E® Hpa) < und
!g—QOISan, ZI®J(qn)<e.

Dann gilt fiir fast alle y € Y (namlich zumindest fiir diejenigen wo I*(f¥), I*(g¥)
reell sind):

U - P =10 - [ fan- @@ - [qan+ [ - dyar
<) - [ gan+irey - [ dan+) f6z-gan.
Wegen (2.4.1) gilt daher weiter
() = P I = I+ 1P - gl + 1 (72— ayan.

Wendet man (1.2.14) auf die beiden ersten und (1.2.2) auf den letzten Summanden
an, so bleibt

(1) Fgoi e Sl RGeS ST
Es gilt |fi— fol <5 pn;|¢— 90| <} gun; Tiberdies gilt

Die letzte Ungleichung sieht man so: Sind f, ¢ (an einer bestimmten Stelle) beide
reell so folgt die Ungleichung sofort aus der Abschtzung

[fo—gol <|fo—Fl+1f—al+19— 90l <D Pt hnt) an-

Ist hingegen |f| oder |g| an einer Stelle unendlich, so folgt aus fy, go=reell und
[f — fol £ 2. pPn,19 — g0l < > 4gn, daB auch eine der rechter Hand vorkommen-
den Summen unendlich ist, so da auch in diesem Falle die Ungleichung sicher
richtig ist. Beachtet man all dies, sowie die abzihlbare Subadditivitit von I in
Ungleichung (1), so erhilt man

L) - Tt e 28 (Hply e Haly) + > J(hY)
:zZ(/pgd1+/qu1)+thgd1,
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wobei zuletzt I = [ auf (£')*(X) ausgenutzt wurde. Jetzt kann man hierauf J
anwenden und abschatzen

oG- Eh -2 (7 (/pgu) +7(/qu1>) +27(/hgd1)
_2§:</(/ )dJ+/</q%ﬂ)¢0
ol

=2) (I®J(pa) +1® J(qn)) + D _I1® J(hy)
< e .

Mit anderen Worten: Es gilt
ToJ(lf-al) -« 3oy 2 (g} <bc * ¥ige L(XxY],

d.h. ®* ist (gleichmiBig ) stetig ¢

Der Beweis hat gezeigt, daB ®* wirklich ” Reprisentanten-unabhzngig” ist, d.h.
es gill fir 7, gc LM X <K}

P e i B

In der Tat bedeutet f = g f.4. in L1(X x Y gerade I ® J(|f — g|) < e fiir jedes
e > 0; der vorangegangene Beweis lehrte, dafi dann J(|®*(f) — ®*(g)]) < 5¢,
woraus man ®*(f) = ®*(g) in ¥(Y) schliet, da € > 0 beliebig war.

(2:4.4 Conoiuak, S ¥ — | aul (L1)0(X) und T = [ adf (£1)H(Y). Die
Abbildung
G s WY f s 1 (f9)

ist (gleichmafig) stetig.

Das ist nun klar, da

L s e L G O

Wir betrachten nun R als topologischen Raum, versehen mit der kanonischen
Topologie.

(2.4.5) LEMMA. Die Abbildungen

I e B s (1)
J*:}((Y)—?ﬁ, f— J.f)
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sind stetig.

BEWEIS: Wir brauchen nur die Stetigkeit von J* zu zeigen. Seien dazu ¢ > 0 und
f,g € X(Y) (ohne Einschrinkung reellwertig) mit J(|f — g|) < e. Dann ist nach
(1.2.14) und (1.2.13)

(=il e 0 = ) g < Il gl <e.

Daher sind jedenfalls die Summen J*(f — g) + J*(g), J* (9 — f) + J*(f) definiert,
so daf3 gilt

s T g P gt )
(1) J{f) = J (g} ¢ und analeg
(2) Ilal = F .

Ist daher J*(f) reell, so muff wegen (1) und (2) auch J*(g) reell sein und iiberdies
ist [J*(f)—J*(g)| < e. Ist hingegen J*(f) = oo so muBl wegen (1) auch J*(g) = oo
sein; ist J*(g) = —oo so muB wegen (2) auch J*(g) = —oo sein. Damit ist die
Stetigkeit von J* gezeigt ¢

Fir den Beweis des folgenden Theorems erinnern wir noch an folgende Tatsache.

Ist (Z,|| ||) ein pseudo-normierter Vektorraum und sind S,5;,S, : Z — R
stetige Abbildungen und ist @ € R, so sind (wie man leicht sieht) die Mengen
{S, = S2},{S = o} abgeschlossene Teilmengen von Z. Ferner sind Addition und
Subtraktion stetige Operationen Z x Z — Z (was fiir die Skalarmultiplikation
R x Z — Z nicht richtig sein mu8).

Wir werden nun zeigen, dafi der Satz von Fubini in seiner gréftmoglichen All-
gemeinheit giiltig bleibt: An die Raume £'(X), £'(Y) wird nur die Forderung
I= [ auf (LY)*(X) und J = [ auf (£!)*(Y) gestellt, diese Forderungen sind
aber ohnehin unumganglich damit 7 ® J iberhaupt wieder ein Daniell-Integral
wird (siehe (2.1.2) ).

(2.4.6) THEOREM. (Verallgemeinertes Theorem von Fubini) Sei I = [ auf
(2 (%) und = Falb (0 N Denm Sill fifr jedes £ e LY (X x V): Es
gibt eine Nullmenge N C Y so daf f¥ € L'(X) fir alley € Y \ N. Ist H eine
Funktion mit

H(y):/fydl fir fast alley € Y \ N,

soist H € L'(Y') und es gilt die Formel

/HdJ:/de@J.
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Nicht véllig korrekt, aber suggestiv:
/(/fyd1> sz/de@J.

BEWEIS: Sei § die Menge aller f € L'(X x Y) fiir die folgende drei Bedingungen
erfiillt sind:

(1) T () - L") =0
(2) T = 1)
3) / Falad =)

BEHAUPTUNG I. Ist f € § so gilt fur f die Aussage des Satzes.

Zunichst ist ndmlich nach (2.4.2) I*(fY) fiir fast alle y € Y reell. I*(f¥)— L.(fY)
kann daher in ¥(Y') gebildet weden und wegen I, < I* als nich-negative Funktion

aus ¥(Y) aufgefaBt werden. Dann kann auch J(I*(f¥) — L.(f¥)) gebildet werden.
Da dieser Ausdruck nach (1) verschwindet haben wir (siehe (1.1.9),(ii) ):

L r=T1l")eR fir fast alley e Y,
etwa fir alle y auBerhalb einer Nullmenge N C Y. Nach (1.2.12) bedeutet dies
e (XY, /fydI:]*(fy) Yye¥Y\N.

Wegen (3) ist J*(I*(fY)) = [ fdI® J reell; wegen (2) folgt dann erneut mit Hilfe
ven (1.2.12):

e 2@ B By [ fate
Ist nun H(y) = I*(fY) f.4. auf Y, so ist bekanntlich auch H € £!(Y) und es gilt

/HdJ f]* f9)dJ = /fd]@.]

Damit ist Behauptung I gezeigt.

BEHAUPTUNG II. § ist eine abgeschlossene Teilmenge von L'(X x Y).

Nach (1.2.13),(ii) ist J(¢) = J*(@) fiir jedes ¢ : ¥ — [0,00]. Somit ist (1)
aquivalent zu der Aussage

(1) A ) =
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Die Menge aller f € £L!(X x Y) die (1) erfiillen kann man daher schreiben als
S i O 0

Die Abbildung J*o(®* — ®.,) ist aber als Kompositum stetiger Abbildungen (siehe
(2.4.2), (2.4.4), (2.4.5) ) selber stetig, so da8 §; abgeschlossen ist. Analog sind die
Mengen der f die (2) und (3) erfiillen, also

e il e = J. o8 (f)),
So={l [fare =000 ())
abgeschlossen. Zur Menge §; ist noch anzumerken, daf das Integral [ dI ® J

natiirlich auch eine stetige Abbildung £L!(X x Y) — R < R ist.
Darum ist auch

5251ﬁ52m53

abgeschlossen in £}(X x Y), Behauptung II ist gezeigt.
Nun kann man zu Ende schlieBen: Ganz offensichtlich ist £(X xY) C §, also

gilt
o S IR Y e T L XY =
S=0 11X x¥)

und wir sind fertig wegen Behauptung I ¢

Zum Schluf wollen wir noch zeigen, daf§ unsere Produktraumbildung im klassi-
schen Fall dasselbe Resultat liefert wie die iibliche Vorgehensweise.
Wir gehen dazu wieder von nicht-leeren Mengen X, Y, Ringen Y(X), Y(Y) und

MaSBen g, v hierauf aus. Uber die Prozeduren

YOO, = b T — L4, [ d,

Yyyy,v—-=~&,I, — ﬂl[u],/ dl,
erhalten wir die zugehorigen £!-Raume

LA = Ll L L]
Da €&,, &, Verbande sind, sind die Bedingungen
1; :/ ant (£ VXY, 1, :/ anfi( (Y]

erfullt. Wir konnen deshalb in der in (2.1) gezeigten Weise die Produktprozedur

EHE) R s B AV L. e ), X x Y),/ al, @ 1,
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durchfihren. Wir konnen aber auch die klassische Prozedur
Cusnrduoe — L BB V]’/ dlygy

gemaf Abschnitt (2.2) betrachten. Wir wollen natiirlich zeigen, da8 in diesem Falle
die so gewonnen Produktraume iibereinstimmen, d.h. daf die von uns eingefiihrte
Methode der Produktraum-Konstruktion im klassischen Fall das Ubliche liefert.
Zunachst brauchen wir jedoch einige Vorbereitungen.

(2.4.7) LEMMA. Es gilt:
(i) BEsist E.0e®C (X X ¥} und

Iu®u(f) = Iu ® L,(f) Ve €u®u .

(i) Bir f: XY >l B B8 = L.o.(f)
(iii) Esist L'[p®v] C LY (X xY) und

[tihe,= [ 101, vie Loy,

BEWEIS: Zu (i): Ist f € €ug, so hat f die Gestalt f = %anXAann mit ge-
eigneten o, € R, A4, € Y.(X), By, € Ye(Y). Nun sind aberl)(An i .41
Xp. €&, ¢ L (Y) Dazgn f ameh als f = szj(anXAn) ® xp, schreiben kann,
folgt f € £(X x Y). Ferner ist fiir ein f der anéegebenen Gestalt

u®u Zan/" )
=Zanfx,«ndfﬂfxﬂ,. = D R
i

womit (1) gezeigt ist.
Vollig analog wie beim Beweis von (2.3.1) folgen hieraus nun die Punkte (ii)
und (iii) ¢

(2.4.8) LEMMA. Es gilt:
(i) Bsist E(X x ¥} C L' {p@v] und

I”®Iu(f):/fd1u®y Ve Bl X T) .
[0l ) Piireln f ¢ % 200 8 el sl () = T. @ Lif).
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BEWEIS: Zu (i): Seien zunichst f € L1(X) = L;[u] und g € LI(Y) = L1]¥]
vorgegeben. Da €, £, Verbinde sind gilt sicher J,(|f]), I, (|g]) < co. Zu einem
festen ¢ > max{I,(|f|), 1. (|g])} findet man daher p, € £,q, € £ so daB

If] = Zpﬂ’zlﬂ(pn) < ¢ und Igl < qu,ZIU(Qm) G

Zu einem beliebigen € > 0 wihle man nun fy € €, f, € €u+’ gdo € vy gn € EF mit

If_ fOI S anleu(fn) < ¢ und Ig_ gOl S Zgn;zfu(gn) <E e

Fir fo gilt dann
|fol < [fo— £l +1£1 € D _(fa+pa) -

Jetzt hat man die Abschatzung

|f®g— fo® gl <I|f— fol ®|g| + |fol ®|g — g
- ()0 (F0e) + (S 1) (o)

SZ(fn®Qm+pn®gm+fn®gm) .

n,m

Die Summanden der letzten Summe aus (1) liegen offensichtlich in £, und es
ist z.B.
Iu®u(fn & Qm) = Iu(fn)IV(Qm) )

analoges gilt fiir die anderen Summanden. Aus (1) kdnnen wir daher schliefen:

Liev(If® 90— fo®gol) <> (Lu(fa)lo(gm) + -..)

n.m

<ec+ce+62.

Da ¢ nur von f und g abhangt, da € > 0 beliebig war und f, ® go € €,5, folgt
f®g€ L' [u®v]. Dann liegen aber auch endliche Summen von Funktionen dieser
Gestalt in L'[p ®v], d.h. esgilt £(X xY) C L'[u® v]. Wegen (iii) des letzten
Lemmas gilt iberdies fiir ein f € £(X x Y):

Lol s h = | e

Damit ist (i) bewiesen.

Zu (ii): Wegen Punkt (ii) des letzten Lemmas brauchen wir nur noch die Bezie-
hung Tug.(f) < I, ® L(f) zu zeigen, fiir ein beliebiges f : X x Y — [0, c0]. Dazu
konnen wir I, ® I,(f) < co annehmen. Dann finden wir zu ¢ > 0 Funktionen

o€ ET(X % ¥V i

U e R g e
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Nun ist aber sicher I,g, = [ auf (L))" [p ® V] (da €,gu ein Verband ist) so daB
mit Teil (i) gilt:
7u®u(f) = qu@/(fn) 5 Z/fn dlgu

~ e L) - TO L) L.

Da € > 0 beliebig war folgt I,g.,(f) < I, ® L(f) und damit (ii) ¢

Jetzt sind wir in der Lage, die angestrebte ﬁbereinstimmung der Produktraume
im klassischen Fall zu beweisen.

(2.4.9) SATZ. Esist LY(X x Y) = L![u ® v] bei Ubereinstimmung der zu-
gehorigen Integrale und Normen.

BEWEIS: Im Hinblick auf (2.4.7),(iii) und (2.4.8),(ii) ist nur noch die Inklusion
LY (X xY) C L'u®v] zu zeigen. Sei hierzu f € L'(X x Y). Sei (f,) eine Folge
ais E(X X ¥ ) mit

v L

Da alle f, in £(X xY) C L![x®v] liegen (siehe (i) des letzten Lemmas), und da
nach (ii) des letzten Lemmas

Luev(If = fal) = L @ L(If = fa) = 0,
folgt f € L'[p ® v] mit Hilfe von (1.1.11),(iii) ¢

Wenn man jetzt noch (2.5.6) und (2.4.9) verbindet hat man sofort:

(2.4.10) COROLLAR. (Klassisches Theorem von Fubini) Sei f € L'|u ® v].
Dann existiert eine I,-Nullmenge N C Y, so dafif¥ € L'[u],Vy € Y \ N. Ist
H :Y — R eine Funktion mit H(y) = [ f¥dlI, fiir fast alle y € Y \ N, so ist
H € L'|v] und es gilt die Formel

/de :/fdfu®u.

Natiirlich kann man (2.4.10) auch dadurch erhalten, daff man den Beweis von
(2.4.6) (samt Vorbereitungen) nachahmt: Er bleibt (bis auf Umbenennungen)
wort-wortlich giiltig.
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(3) Anwendungen der allgemeinen Theorie

(3.1) Vorbereitungen

Leinert und Konig hatten bei der Entwicklung der Integrationstheorie ohne Ver-
bandsbedingung jederzeit auch konkrete Anwendungen im Auge: Auf den Artikel
[1] von Leinert folgte 1984 der Artikel [2] , in dem er die in [1] entwickelte Theorie
fiir einen einfachen Beweis von Plancherels Theorem (iiber lokalkompakten abel-
schen Gruppen) benutzte.

Konig schreibt in der Einleitung zu [3] , daf seine Uberlegungen durch einen
Problemkreis aus der abstrakten Theorie der analytischen Funktionen inspiriert
wurde.

In dieser Arbeit werden wir auf die genannten Aspekte nicht weiter eingehen,
sondern neue Anwendungsgebiete einfiihren und genauer untersuchen. Am Anfang
stehen dabei einige Grundbegriffe und Satze, die wir sehr hiufig benutzen werden
und die nun vorgestellt werden sollen.

(3.1.1) DEFINITION. Sei zo € R und F eine reelle Funktion.

(i) Ist F in einer rechtsseitigen Umgebung von z definiert, so heifien

s le) — F(z)-F
Dt Bles)— Lan e o) =Tm'  gap gy H) :
CClCCo &L == IO hiO 0<a:—:c.;.<h L= $0
F(z) - F F(z) - F
D.F(e) = lim ——(I) (20) = I inf —(I) (20)
z|zo T — Zo h|0 O<z—zo<h T Zo

die rechte obere bzw. rechte untere (Dini-) Ableitung von F' in z¢. Ist F' in
einer linksseitigen Umgebung von z, definiert, so heiflen

— F(zo) — F o)~ F
D_F(IO) — M — | sup _(130)_@ L
x| xo iy L Rl0 gczo—z<h B — &
D;F(.'Eo) o= lﬂn M te lin] inf M
zlzo g — T h|0 O<zo—z<h T e L

die linke obere bzw. linke untere (Dini-) Ableitung von F' in z.
(ii) Ist F in einer Umgebung von z, definiert, so heiflen

D ekl e F(z) - F
DF(zp) = lun Al Aoy = lim sup F(z) — F(=o) ;
T— X 4 3 h|0O 0<|x—x0|<h T — Zp
Bz}~ F(z)—F
DF(zo) := lim M = lim inf M
T—Zq T Tp h10 0<|z—z0|<h T — T
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die obere bzw. untere Ableitung von F' in z.

Man beachte, daB all diese Limiten in R wirklich existieren, da es monotone
Limiten sind.

Die Begriffe der Ableitung und der rechts- und linksseitigen Ableitung von F' in
zo (F'(z0), F (z0), F. (7o) ) benutzen wir in ihrer iiblichen Bedeutung, wobei es
sich im Gegensatz zu den in (3.1.1) definierten Ableitungen hier immer um reelle
Zahlen handeln soll.

Wir fassen die Eigenschaften der eingefithrten Ableitungen in einem Satz zu-
sammen, auf dessen einfachen Beweis wir verzichten.

(3.1.2) SATZ. Sei zo € R und seien F, G reelle Funktionen.

(1) Sind F,G in einer rechtsseitigen Umgebung von z, definiert, so gilt

(ii )
(i)

DY (F + G)(z0) < DT F(zy) + DT G(z,)
D (F + G)(zo) =2 D1 F(z0) + D1 G(z0) ,

falls die Summen rechter Hand in R definiert sind. Existiert die reelle Zahl
G (zo), so gilt

DY (F + G)(z0) = D" F(z0) + Gy (20) ,
D (F + G)(zo) = D4 F(z0) + G (20) -

Genau dann existiert F, (zo), wenn
D,F(zg) = D*F(zp) €R .

In diesem Falle ot £ (5p) = D, Flzp) = D fzy).
130 < @ < ©9 50

D™ (cF)(zo) = ¢cDTF(zo) , Di(cF)(z0) = cD4+F(z0) ,
ferner gilt
D*(=F)(so) = —D4 F(s0) , Dy (—F)(z0) = ~D* F(z,) .
Sind F, G in einer linksseitigen Umgebung von z definiert, so bleibt (i) richtig,

wenn man in den Ableitungsindices iiberall + durch — ersetzt.
Sind F, G in einer Umgebung von z, definiert, so gilt

D - G)(zo)
D(F + G)(zo)



falls die summen rechter Hand definiert sind. Existiert die reelle Zahl G'(z,),
so gilt o A
D(F + G)(z0) = DF(z0) + G'(z0) ,

D(F + G)(z0) = DF(z0) + G'(so) -

Genau dann existiert F'(zq), wenn
DF(zo) = DF(z,) €R .

In diesem Falle ist F'(zo) = DF (7o) = DF(xo).
Fiin 8 < e~ oo giis

D(cF)(zo) = cDF(z0) , D(cF)(zo) = cDF(zy) ,
ferner gilt

D(-F)(z0) = —DF(zo) , D(—F)(zo) = ~DF(z0) -

Wir werden die Tatsachen aus (3.1.2) haufig und meist ohne besonderen Hinweis
benutzen.

Im Zusammenhang mit den verschiedenen eingefiihrten Ableitungsbegriffen sei
auf [9] verwiesen: Das Werk beschiftigt sich intensiv mit vielen Differenzierbar-
keitsfragen, u.a. auch mit den in (3.1.1) eingefiihrten Ableitungen. Man findet in
diesem Buch auch viele Hinweise auf die bisher in diesem Gebiet geleistete Arbeit.
In [10] wird ebenfalls eine Ubersicht iiber die verschiedenen Differenzierbarkeitsbe-
griffe gegeben. Auch wir werden spater noch einige dieser Begriffe kennenlernen.

(3.1.3) SATZ. (A. Zygmund) Sei J C R ein Intervall und F : J — R stetig. Sei

E:={zecJ| D*F(z) <0} .

Enth3lt F(E) kein nicht-entartetes Intervall, so ist F' monoton steigend.

Unter einem entarteten Intervall versteht man dabei ein Intervall der Form [a, a],
das nur aus einem Punkt a besteht.

BEWEIS: Angenommen F' sei nicht monoton steigend. Dann gibt es ¢ < d aus J
mit F(c) > F(d). Sei yo € (F(d), F(c)) beliebig und

Ty = suple € [0, d]] Flz) > Y0} .
Wegen der Stetigkeit von F gilt offenbar ¢ < z9 < d und F(z¢) = yo. Fir ein

T € (zo,d] ist F(z) < F(zo) und daher DY F(z0) < 0. Da yo € (F(d), F(c)) belie-
big war, muB F(E) D (F(d), F(c)) gelten, im Widerspruch zur Voraussetzung, daf
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F(E) kein nicht-entartetes Intervall enthalten sollte. Also muf F' doch monoton
steigen ¢

Eine Verallgemeinerung dieses Satzes findet sich z.B. in [11] . Monotoniefragen
im Zusammenhang mit Ableitungen werden auch ausfiihrlich in [9] , Kapitel XI
besprochen.

Wihrend der gesamten Arbeit werden wir gute Kenntnisse der klassischen MaR-
und Integrationstheorie voraussetzen miissen, was insbesondere das Lebesguesche
MaB und Integral betrifft. Wir wollen deshalb an dieser Stelle nur die wichtigsten
und am hiufigsten benotigten Tatsachen zusammenstellen.

Ist J C R irgendein (offenes, halboffenes, abgeschlossenes, endliches oder un-
endliches) Intervall, so erhilt man durch die Prozedur

e

den Raum L} = L}(J) der iber J Lebesgue-integrierbaren Funktionen (siehe
Beispiel (1.1.5) ). Zur Erinnerung: £ = C. besteht aus allen stetigen Funktionen
f :J — R die (relativ zu J) einen kompakten Triger besitzen; I ist dabei das
gewohnliche Riemann- oder Lebesgue-Integral. Ist insbesondere J kompakt, so ist
&t = C, die Menge aller stetigen f: J — R.

Da £, ein Verband ist, ist £} normal. Wir erhalten daher iiber die Prozedur

}4,/ dIL S ,M)‘,/\

die o-Algebra M, der Lebesgue-meflbaren Mengen, sowie hierauf das Lebesgue-
Ma$ X (vergl. (1.3) ). Wir vereinbaren, das Symbol M, fiir die Lebesgue-mefibaren
Mengen und das Symbol A fiir das Lebesgue-Maf zu reservieren.

Da [} ein Stonescher Verband ist und da X vollstindig ist hat man

bei I"Jbereinstinnnung der Integrale.
Fir Lebesgue-Integrale gibt es verschiedene Schreibweisen, die sich aber allesamt

b
von selbst verstehen. Ist etwa f € L1[a,b], so schreibt man oft [ f(t) dt anstatt
[ Pl
[a.b]

Dem Leser sollten Begriffe wie absolute Stetigkeit, Variation (Schwankung),
unbestimmtes Integral u.s.w. vertraut sein. Begriffe wie f.i. (fast iiberall), Null-
menge, mefibar u.s.w. beziehen sich, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt
wird, stets auf die Lebesgue-meibaren Mengen und das Lebesgue-MaR.

(3.1.4) SATZ. Sei F':[a,b] — R eine reelle Funktion.

(i) Genau dann ist F von beschrinkter Variation, wenn sich F als Differenz zweier
monoton steigender Funktionen schreiben lafit.
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(ii ) Ist F' von beschrinkter Variation, so ist F f.u. differenzierbar und F' ist
Lebesgue-integrierbar. Ist F' iiberdies monoton steigend, so gilt

b

/ F'(t) dt < F(b) — F(a) .

a

(iii) Ist F absolut stetig, so ist F f.i. differenzierbar und F' ist Lebesgue-
integrierbar. In diesem Falle gilt

(iv ) Ist F unbestimmtes Integral einer Lebesgue-integrierbaren Funktion
f :la,b] = R, so ist F absolut stetig, f.d. differenzierbar und es gilt F' = f
f.4.

Die Beweise findet man z.B. in [4] , Kapitel V. Die Aussagen (ii),(iii),(iv) gehen
auf H. Lebesgue zurick.

Da wir es oft mit hochstens abzahlbaren Ausnahmemengen zu tun haben werden,
definieren wir in Anlehnung an den Begriff ”fast tiberall”:

(3.1.5) DEFINITION. Sei M eine Menge und @ = Q(z) eine Aussage iber
Punkte z € M. Ist die Menge

{z € M| Q(z) ist falsch }

hochstens abzahlbar, so sagen wir Q gilt b.i. (beinahe tiberall) auf M.
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(3.2) Der Raum £,

In diesem Abschnitt sei stets J C R ein offenes, halboffenes, abgeschlossenes,
endliches oder unendliches Intervall. Insbesondere kann J = R sein.

(3.2.1) LEMMA. Sei F : J — R stetig und b.i. differenzierbar. Dann gilt:

F o0bi, — F wachsl motivton .

BEWEIS: Sei £ C J eine hochstens abzahlbare Menge, so daff F' differenzierbar
und F’ > 0 auBerhalb E. Definiere zu € > 0 auf J die Funktion G(z) := F(z) + ez.
Auferbialb you B isb DG — & — B 4 e > ¢ > 0,0 da [ DG < 0} C E.
Da F(E) als hochstens abzahlbare Menge keine echten Intervalle enthilt, mufl G
gemaf (3.1.3) monoton steigen. Da aber € > 0 beliebig war muf§ auch ' monoton
steigen <&

(3.2.2) COROLLAR. Ist F':J — R stetig, b.i. differenzierbar mit F' = 0 b.i.,
so ist F' eine Konstante.

BEWEIS: Da F' = (—F)" =0 b.i. missen nach dem letzten Lemma sowohl F' als
auch —F monoton steigen. Man sieht leicht ein, dafl dies nur moglich ist, wenn F
eine Konstante ist. &

Sind a, b die Ecken von J (a,b € R), so schreiben wir

\

=< ih >

und lassen damit offen, ob a oder b zu J gehoren oder nicht.

Ist F': J — R eine reelle Funktion und ist ¢ eine der Ecken von J, so sagen wir
daB F(c) existiert, wenn der Limes von F'(z) fir £ — c existiert und reell ist. In
diesem Falle setzen wir

die] = liél} ).

x—C

Wenn wir sagen, da F' : J — R differenzierbar ist, so ist damit in den zu J
gehorenden Ecken von J natiirlich nur die entsprechende einseitige Differenzier-
barkeit gefordert.

(3.2.3) DEFINITION. Sei J =< a,b >, f : J — R eine reelle Funktion, es sei
F :J — R stetig und F(a), F'(b) mogen existieren.

(1) F heift ein w-Stamm von f, wenn F' b.u. differenzierbar und F' = f b.i.
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(ii ) F heift ein f-Stamm von f (”f” wie "finit”), wenn F in allen bis auf endlich
vielen Punkten differenzierbar und F' = f in allen bis auf endlich vielen

Punkten.
(iii) F heift ein N-Stamm von f (?N” wie "Newton”), wenn F differenzierbar
und = .

(3.2.4) DEFINITION. Es sei
£y = E(J):={]:4 > R| J hat einen w-Stanun } ,

Ist J =< a,b> und f € €, so definiert man

wenn F' ein w-Stamm von f ist.
Analog werden €y, Iy und €y, Iy definiert.

I, ist dadurch wohldefiniert: Sind Fy, F5> zwei w-Stamme der Funktion f, so
ist (Fy — F2) = f — f = 0 b.i., so daB sich F; und F% nach (3.2.2) nur um eine
Konstante unterscheiden kénnen.

Natiirlich kdnnte man z.B. auch noch den Fall derjenigen f :< a,b >— R
betrachten, zu denen es ein F' :< a,b >— R gibt, fiir das F(a), F'(b) existieren
und F'(z) = f(z) fir alle z € (a,b), d.h. F' = f ist hdchstens in den Ecken des
Intervalls nicht erfillt. Bezeichnen wir die Menge derartiger f fiir den Moment
mit &, so gilt offenbar

fN & 50 & ff z

In der Tat kann man zeigen, daB beide Inklusionen echt sind (benutze hierfiir
Beispiel (3.3.2) unten). Da jedoch eine Theorie iiber £, um nichts einfacher wire
als die (nachfolgende) Theorie liber £y, ist es nicht nétig diesen Fall gesondert zu
betrachten.

Es ist klar worauf wir jetzt hinauswollen:

(3.2.5) SATZ. &, ist ein Funktionenvektorraum und I, : £, — R ist ein Daniell-
Integral. Dasselbe gilt fiir f oder N an Stelle von w.

BEWEIS: Ganz offensichtlich ist £, ein Funktionenvektorraum und I, ist linear.
Sei f > 0 aus €, und F ein w-Stamm von f. Wegen F' = f > 0 b.ii. ist F
monoton steigend nach (3.2.1). Daher ist I,(f) = F(b) — F(a) > 0 und es ist
gezelgt, dafl I, positiv ist.
Es bleibt die Stetigkeit von unten von I, zu beweisen. Seien hierzu f € €,,
fn € &F und Y f, > f. Mit F, F, bezeichnen wir die zugehorigen w-Stimme.
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Ist J =< a,b > so konnen wir dabei ohne Einschrankung annehmen, daf
F(a) = F,(a) = 0. Wegen F, = f, > 0 b.i. sind alle F,, monoton steigend,
insbesondere gilt ||Fy, || = fn(b). Wir miissen zeigen, dafl

SUFa8) =Y L) 2 L(f) = F) .

Ist > F,(b) = oo so ist nichts zu zeigen. Wir diirfen aus diesem Grunde sofort
S |Fulloo = D Fn(b) < co annehmen. Sei G := ) F,. Als gleichmiBiger Limes
stetiger Funktionen ist G selbst stetig. Wie man leicht nachpriift existieren auch
G(0) = 0 und G(b) = ) F,(b). Fir ein natiirliches N hat man dann

N oo
D.G =D, (ZF,, + ) Fn)
i N+1

[e)

b.ii.;, denn 3} F, wichsl mencton so dai D.( }, F,) > 0. Da dies fir alle
N+1 N+1
natirlichen N richtig ist muf

Pe Do b
1

gelten. Fir G — F gilt daher
(1) e D e~ Fi s Do - F =D G- f>0 b.i.

Definiert man nun fiir € > 0 auf J die Funktion H(z) := G(z) — F(z) + ez, so ist
E := {D* H < 0} hichstens abzihlbar, da wegen (1)

D*H=D"(G-F)+e>e>0 b.i.
Also ist auch H(E) hochstens abzihlbar und enthilt kein echtes Intervall. Nach
(3.2.1) steigt H monoton; dasselbe gilt dann fiir G — F, da € > 0 beliebig war. Es
folgt
S Fa(8) = F(b) = G(5) - F(b) > G(a) - F(a) = 0.
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Damit ist fir &,, I, alles gezeigt.
Da €y C & C &, und da Iy, I; nur Einschrinkungen von I, sind, gilt die
Behauptung des Satzes auch fiir &,, Iy und &, I5 &

Das entscheidende Hilfsmittel des Beweises war das Monotoniekriterium (3.2.1)
von Zygmund, dessen Beweis aber war elementar. Es sei dennoch darauf hingewie-
sen, daf fiir die Falle Iy und Iy auch Beweise moglich sind, in denen lediglich der
Mittelwertsatz der Differentialrechnung sowie Kompaktheitsargumente zur An-
wendung kommen.

Nun sind wir also in der Lage die Prozedur

Ew,lw e ﬂl(gwalw);/ dl

auszufiihren. Zur Abklrzung setzen wir
Ly, =Ly(J)=Lo(J, €0, L) -

Ganz analog sind £} und L}, definiert.

Wir weisen an dieser Stelle darauf hin, daf§ £, C &y, wie man sich sofort mit
Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung iiberlegt.

Fiir ein f : J — R hat man die Pseudo-Norm

o Ll e D)

Analog sind die Pseudo-Normen || ||z, || ||v und || ||z definiert.

(3.2.6) SATZ. Esist| [lo =l ll; =1l llv =1 llz -

BEWEIS: Wegen der Inklusionen &, C &y C & C &, hat man unmittelbar
Il <1y < I ly < Il o Es geniigt daher [fllz < IIfll au seigen, fir ein
beliebiges f : J — R. Dazu kdnnen wir ||f||, < oo annehmen. Sei dann € > 0
beliebig. Seien f, € £ mit

Y fwd ORI < [fll Fe

Seien F, w-Stamme der f,. Wegen F, = f, > 0 {4. sind die F,, monoton
wachsend. Ist etwa J =< a,b > und [¢,d] C< a,b > kompakt, so folgt nach
(3.1.4),(ii): Jedes f, ist Lebesgue-integrierbar iiber [c, d] und es ist

d

d
[ e [ Foasr@-re.

c
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Mit dem Satz iiber die monotone Konvergenz folgt leicht f, € £1(J) und

f falt) dt < Fo(b) — Fa(a) = L(fn) -
Jf

Da Ii = [ ane (02 ) iz anam

il =Tt} = 7 Ta(Fa)
=Y [ 50t < 3 L0 <Wflla+e.

Da € > 0 beliebig war folgt || f||z < ||f|lw, Wie gewiinscht ¢

Wegen der gezeigten I"Jbereinstimmung der Normen schreiben wir in Zukunft
oft nur || || fir jede der Normen || [lu, || lls, [ I~ 1l [z

(8.2.7) COROLLAR. Fsisé
-4 @l i i Ly

bei Ubereinstimmung der Integrale.

Wir werden spater sehen, dafl alle Inklusionen sogar echt sind.

BEWEIS: Wir zeigen exemplarisch £} C L},. Sei hierzu f € L} gegeben. Man
findet Funktionen f, € &, mit ||f — fn|| — 0. Da alle f,, auch in £y D &L liegen
folgt f € L3y und es ist

[ rarz = i 100) = im iv() = [ rany o

(3.2.8) SATZ. Alle f € £, sind Borel-meBbar.

BEWEIS: Sei F' ein w-Stamm von f € &, und A die hochstens abzihlbare Aus-
nahmemenge iber der F' nicht differenzierbar oder F' # f. Wir denken uns F
gegebenenfalls iiber die rechte Ecke von J hinaus stetig konstant fortgesetzt. Da
A hochstens abzahlbar ist, ist J — A eine Borel-Menge also xs_ 4 Borel-mefibar.

Sel
Gula) = n(F(:E—F%)—F(z)) (=)

70



Die G,, sind stetig, also Borel-mefibar. Dann sind auch alle G, x y_ 4 Borel-mefbar,
als Produkte Borel-mefibarer Funktionen. Als Limes Borel-mefSbarer Funktionen
ist dann

Ixr—a= lim GnXJ—A
n— 00

Borel-meBSbar. Fiir ein ¢ € R unterscheidet sich jedoch die Menge {f > ¢} von
der Borel-Menge {fxs_a > ¢} nur um eine héchstens abzahlbare Menge, d.h. um
eine Borel-Menge. Daher ist {f > ¢} selbst eine Borel-Menge und f ist ebenfalls
Borel-mefibar ¢

(8.2.9) COROPLAR. Fiuralle f € Ll gilt:

(i) f ist Lebesgue-meBbar.
[ fetr = il =w.

BEWEIS: Zu (i): Ist f € L] so gibt es gemaB (1.1.19) Funktionen f, € £, mit
fo — f 14 bzgl || llo. Da |l llo = |l ll = |l llz geht auch f, — f{i. im
Lebesgueschen Sinne. Da alle f, Borel- erst recht also Lebesgue-mefibar sind folgt
(bekanntlich): f ist Lebesgue-mefbar.

Zu (ii): Ist f € L} so ist natiirlich ||f|| < oo, da pein Verband ist. Ist
umgekehrt || f|| < oo, so folgt fiir das Lebesgue-mefbare f: [ |f]|dX = ||f]| < co =

fellmi—0 o

(3.2.10) COROLLAR. Dann und nur dann ist f € L], wenn es eine Zerlegung
e el e

gibt. In diesem Falle kann man ||h|| < € erreichen, fiir jedes beliebige € > 0.
Dasselbe gilt fir f oder N an Stelle von w.

BEWEIS: Sei zunichst f € Ll gegeben. Zu € > 0 gibt es dann ein g € £, mit
If —gll < e Seih:=f—g. Wegen h € L. und (ii) des letzten Satzes folgt
h € L}1; f = g+ h ist dann die gewiinschte Zerlegung und auBerdem hat man
k|| = |If — gl < € erreicht.

Ist umgekehrt f =g+ h (g € Eu,h € L1), so ist natiirlich f € L1,
gl Lh

All dies bleibt richtig, wenn man f oder N an Stelle von w schreibt ¢

(3.2.11) THEOREM. Es gilt
(Lz)" =(Lx)" = (L) = (L))",
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bei Ubereinstimmung der Integrale.

BEWEIS: Aus (3.2.7) folgt jedenfalls
[Es )l Gl @ (el CHES)"

bei I"Jbereinstimmung der Integrale. Wir sind daher fertig, wenn wir die Inklusion
(LL)YT C (LL)* zeigen kdnnen.

Sei hierzu f € (LL)* gegeben. Da f Lebesgue-mefibar ist gibt es eine Folge
(fn) Lebesgue-integrierbarer Funktionen mit f, T f, z.B.

fn o= (fXJﬂ[—n,n]) An .

Wegen L1 C Ll ist dann jedenfalls

/fndIL:/fndIWS/dew<OO.

Aus dem Satz iiber die monotone Konvergenz (fir £}) folgt nun f € L1, wie
gewtnscht &

(3.2.12) COROLLAR. Es gilt:

(i) Ll ist normal, insbesondere ist I,, = [auf (LL)*.

(ii ) Die von L! herrihrenden mefbaren Mengen sind genau die Lebesgue-
meBbaren Mengen My, das zugehérige Maf ist das Lebesgue-Mafi \.

(iii) Ll ist meBbar (im Sinne von (2.3.2) ).

Diese Aussagen bleiben giiltig, wenn man tberall w durch N oder f ersetzt.

PrewEs: Za ik Mashi (52 11] s (L) ="[L1) und and (£1)7 silt I = [.
Fir ein f € (£L)* gilt daher:

e e
Da8 die integrierbaren Mengen N-stabil sind folgt dann sofort aus (£1)* = (£L1)*.
Also ist £l normal.

Behauptung (ii) folgt ebenfalls unmittelbar aus (£.)* = (£1)*.

Zu (iii): Sei f € &,. Nach (3.2.8) ist f Borel-mefibar, erst recht also Lebesgue-
mefbar. Nach Teil (ii) ist f also mefbar bzgl. den zu £ gehdérenden mefibaren
Mengen. Dies zeigt (iii).

Natiirlich bleibt das Gesagte wort-wortlich richtig, wenn man tberall w durch
f oder N erstetzt &
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Hier zeigt sich, wie sich die in Kapitel (2) eingefiihrten Begriffe bewihren: Wegen
(3.2.12) und da ein Intervall J stets o-endlich ist, kann Kapitel (2), Abschnitt
(2.3) in vollem Umfang auf die Rdume L}, £}, L}y (und natiirlich £} ) angewendet
werden.

Um die Formulierungen nicht zu schwerfallig zu gestalten, treffen wir nun noch
einige Vereinbarungen.

Ist J =< a,b > und wollen wir festlegen, daff b (nicht) zu J gehéren soll, dann
schreiben wir J =< a,b] (J =< a,b) ). Analog verfihrt man in der linken Ecke.

Ist J =< a,b > so schireiben wir oft £ < a,b > anstaté £](J), analog fiir f
oder N an Stelle von w.

Mit dem Unterschied zwischen Funktionen und deren Einschrinkungen werden
wir es an einigen Stellen nicht allzu genau nehmen: Ist z.B. f auf einer Ober-
menge des Intervalls J definiert, so schreiben wir f € £!(J) und meinen damit
719 € LL(D). »

Auch werden wir manchmal der Einfachheit halber Satze nur fiir gewisse Inter-
valltypen J formulieren, selbst wenn der Satz in abgewandelter Form fiir beliebige
Intervalle richtig ist.

Ist schliellich J =< a,b >, so schreiben wir meist

b

/ anstatt /

a Jf

Ernsthafte Einbuflen an Verstindlichkeit oder Allgemeingiiltigkeit sind dadurch
natirlich nicht zu beflirchten, vielmehr wird ein Gewinn an Lesbarkeit und Sug-
gestivkraft erzielt, was genauso fiir alle anderen Vereinbarungen zur Schreibweise
gilt.

(3.2.13) SATZ. Seien a < ¢ < b aus R. Fiir eine Funktion f :< a,b >— R gilt
dann:
e e fef s pes il e d o

In diesem Falle ist
b ¢ b

/fd[ :/fdlw-+/fd1w.

Dasselbe gilt wenn man w durch f oder L ersetzt.

Vorsicht: Der Satz ist fiir N statt w i.A. falsch. Er gilt jedoch auch fiir N, wenn
man speziell < a,¢ >=< a,c]| und < ¢,b >= [¢,b > hat, wobei dann im zweiten
Teil des nachstehenden Beweises eine naheliegende Anderung durchgefiihrt werden
muf.

BEWEIS: Fur L an Stelle von w ist der Satz wohlbekannt.

73



Wir zeigen nun zuerst die Richtung = und die Formel fiir die Integrale. Sei
dazu f € L} < a,b>. Wihleein g€ &, < a,b > sowie ein h € L] < a,b > mit
f = g+ h (siehe (3.2.10) ). Fiir alle auftretenden Funktionen bedeute der Index
1 die Einschrankung auf < a,c >, der Index 2 die Einschrankung auf < ¢,b >.
Sei G ein w-Stamm von ¢g. Dann ist G; ein w-Stamm von ¢; (¢ = 1,2) so daf§
g €&, <a,c>,92 € &, <¢,b>und ferner

1,(9) = G(b) — G(a) = G(b) — G(c) + G(c) — G(a)
= L,(g1) + Lu(92) -

Die h; sind Lebesgue-integrierbar. Aus der Darstellung f; = ¢;+h; (1 = 1,2) folgt
nun f; € Ll <a,c>,f2 € L} < c,b >, wegen (3.2.10). Fiir die Integrale hat man

b

/fdlu:

a

hl dIL + / ho dIp + Iw(gl) i Iw(gQ)

4

b
a

¢ b
a

@ b

:/(h1+gl)dfw+/(h2+gg)dfw:jfdlw+jfd1w'

a c

Fir die nun noch fehlende Richtung < koénnen wir uns wohl kurz fassen: Ist
Fe Ll —ae L. = &b woselen f; = g+ (i = 1,2) Darstellungen
gemifB (3.2.10) iber < a,c¢ > und < ¢,b >. Entstehen dann g¢,h auf < a,b >
durch Zusammensetzen der entsprechenden Funktionen mit Index, so ist natiirlich
h € L} < a,b >, aber auch g € €, < a,b >: Sind nimlich G;,G2 w-Stimme
der g1, g2 so konnen wir ohne Einschrinkung G;(c) = Gz2(c) annehmen. Die
Zusammensetzung G von G und G, ist dann ein w-Stamm von G. Wegen f = g+h
und (3.2.10) felzt fre L1 < b
Dies alles bleibt giiltig, wenn man tiberall w durch f ersetzt{

(3.2.14) SATZ. Sei J =< a,b> und f:J — R eine Funktion. Die Richtigkeit
der Aussage f € Ll < a,b > sowie der Wert des Integrals von f hingen nicht
davon ab, welche der Ecken a,b zu J gehéren und welche nicht.

Dasselbe gilt fir f und L an Stelle von w.

Wir verzichten auf den einfachen Beweis, machen aber darauf aufmerksam, da8
dieser Satz fiir N an Stelle von w falsch ist. Wir werden dafiir spater ein Beispiel
geben.
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(3.2.16):Bazr. Sein Jdy J Bitervalle mit Jy © J. Ist [ c L1(J) 8o gilt
foe L0} I & £ 1F) nad -

/fXJode:/dew .
i Jo

Dasselbe gilt fiir f, N, L an Stelle von w.

BEWEIS: Fir L an Stelle von w ist der Satz wohlbekannt. Wir beweisen ihn fir ¥
an Stelle von w, fir f und w geht alles analog, sogar an einer Stelle noch einfacher.

Seien J =< o#b > Jy =< €.d >. Wir nelimen @ < ¢,4 < b an: Ist a = ¢ oder
d = b so modifiziert sich der Beweis entsprtechend. Sei nun f € £}, < a,b > und
sei f=g+hmitge €y <a,b>he Ll <ab>; seiGein N-Stamm von
g. Fir alle Funktionen bedeute der Index O die Einschriankung auf < ¢,d >, der
Index 1 die Einschrankung auf < a,c¢ > und der Index 2 diejenige auf < d,b >,
wobel < a,¢ > und < d,b > genau die Komplementarintervalle von Jy in J sein
sollen. Gy ist gewif ein w-Stamm von gy und hg ist Lebesgue-integrierbar. Mit
fo = go + ho und (3.2.10) folgt bereits: fo € L} < ¢, d >= L1 (Jo).

Man konstruiert nun eine auf ganz < a, b > differenzierbare Funktion P mit den
Eigenschaften
(1) =G (=2 Pum g = 0],
W BeCeae Bel gt =B cll cuc>Pcll <db>).

Sei g diejenige Funktion auf < a,b > mit go = ho,q1 = —PJ,q2 = —P5. Dann
gilt:

Fug, —F g mid Ple 8 cabogell <ab> .

Nach (3.2.10) gilt fx, € L} < a,b >. Fir die Integrale erhilt man:

b b
/ Py = B / 4l
a a d
= P(3) — P(a) = (P(6) - P(a) + [ hodls — (P(5) - P(a)

. d
= P(d) - P(c) + / ho dIL,

d
= Go(d) — Golc) + / ho dIr,

¢
d

d d
:/godIN+/h0d[L:/deN<>
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Der folgende Satz gilt nur noch fir £,.

(3.2.16) SATZ. SeienJ =< a,b > und f:J — B gegeben. Gilt
fell arel @ Newmibaeeo-b

und existiert in R der Grenzwert
&
A= 1F di
im [ 1
a

soist fe Ll < a,b> und es gilt

b

/fd[w:A.

a

Analoges gilt in der linken Ecke.

BEWEIS: Wir nehmen zur Vereinfachung < a,b >= [a,b) an, was wegen (3.2.13)
und (3.2.14) keine Einschriankung ist. Sei dann a = ¢p < ¢; < ca < --- < b eine
unendliche Unterteilung von [a,b) mit ¢, T b. Dann ist f € L] [cn_1,cn], fir alle
natiirlichen n. Nach {3.2.10) existieren g & Eul¢n—1;¢n), bn € L1[en_1,¢x] mit

1
f = gn + by auf [cp_1,¢,] und ||Ry|| < —

.
Selen G, w-Stamme zm den g,. Wir konmen damn Go(c,) = Guirles)
fir alle n annehmen. Sei dann G : [a,b) — R diejenige stetige Funktion

die man durch Zusammensetzen aller G,, erhilt. G ist stetig und b.i. differenzier-
bar auf {a,b). Ist g= &* bl s0 ist g = g, b8 aul [e, 1,6,] Fei b :[a,8) > R
diejenige Funktion die man durch Zusammensetzen aller h,, erhilt (der Wert von A
in den c, ist uninteressant). Wegen ||h,|| < 3 ist h € L}[a,b) (benutze den Satz
iber die majorisierte Konvergenz). Wir haben f = g+ A b.{., insbesondere f.i. auf
[a,b). Seien nun @ < z < y < b, etwa z € [cn_1,¢n],¥ € [em—1, Cm],n < m. Sicher
ist g € &,[z,y| (denn G|[z,y] ist ein w-Stamm) so dafl wir abschitzen kdnnen:

G(y) = G(=)] Zl/ygdfw < l/yfdflerI/yhdILi

y m
1
e k=n
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fir z,9 1 b, 4 li%rblffdlw existiert. Diese Uberlegung zeigt, daB G(b) existiert
o

und daB folglich g € £,[a,b). Wegen f = g+ h f.i., g € £,]a,b),h € L}][a,b) hat
man f € L}]a,b) nach (3.2.10). Ferner ist fira <c < b

b c b b b
[ rar - [ sani=1[ sani<i [ gani+| [ har
b

—16(t) - G(&)| +] [ hdLz] — 0,

fir ¢ T b. Dies zeigt die angegebene Integralformel und wir sind fertig ¢
Der Satz zeigt insbesondere,daB Ll (J) alle iiber J uneigentlich Lebesgue-

integrierbaren Funktionen enthalt.
Wir widmen uns nun noch den uneigentlichen Integralen.

(8.2.17) Samz. Serfe L ot und
Flg) = /fd]w (z € [a,b]) .

Dann ist F stetig, f.i. differenzierbar und es ist F' = f f.u.
Dasselbe gilt fiir f, N an Stelle von w.

BEWEIS: Zerlege f gemi8 (3.2.10) in
f—g+kh mit ge . . hel} .

Die Funktion H(z) := [ hdIy ist absolut stetig, f.i. differenzierbar und es ist
a

H' = h f4. (siehe (3.1.4),(iv) ). Ist dann G der (b.ii. differenzierbare!) w-Stamm
von ¢ mit G(a) = 0, so ist F = G + H woraus die Behauptung folgt ¢

(3.2.18) SATZ. Sei f & Llle,b] und sei

iz = /dew (2 < la,Bl).

Dann ist aquivalent:

(i) feLyfa,b].
(ii ) F ist von beschrinkter Variation.
(iii) F ist absolut stetig.
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Dasselbe gilt fir f und N an Stelle von w.

BEWEIS: Satz (3.1.4),(iv) liefert (i)=(iii). Bekanntlich (siehe etwa [4] , Theorem
(18.12) ) folgt (ii) aus (iii).

Aus (ii) folgt (1): Nach (3.1.4),(ii) ist F’ € L}. Nach dem letzten Satz ist aber
auch F' = f i ake fie L@

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daf es durchaus (sogar stetige, mo-
noton steigende) F' : [a,b] — R gibt, die zwar von beschrankter Variation, aber
nicht absolut stetig sind. Satz (3.2.18) besagt also u.a., daBl derartige F' nicht als
unbestimmte Integrale eines f € £} [a, b] vorkommen kdnnen.
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(3.3) Einige Beispiele

Unser nichstes Anliegen ist es, die Echtheit der Inklusionen
s Ralcs iy

aufzuzeigen. Die Echtheit der ersten Inklusion macht dabei am wenigsten Miihe.

(3.3.1) BEISPIEL. Fir jedes nicht zu einem Punkt entartete Intervall J gilt:

Ly(D\LL(J) #0.

BEWEIS: Wir kénnen ohne Einschrankung J = [0, 1] annehmen (fiir andere Inter-
valle modifiziert man das Beispiel entsprechend). Definiere auf [0, 1] die Funktion

feos & fir0<czg<1

0 Toue gz = (00

T {“’

Man iiberzeugt sich, dafl F' (auch in 0) differenzierbar ist, soda§ f := F' € £x[0,1].
Wir haben auflerdem

F(:c):/deN (z €0,1]) .

Nun rechnet man nach, daf§

1

n 1 :

I

v
= ik -1

fir n — co. F ist daher nicht von beschrinkter Variation so daf f ¢ L], gemifs
(3.2.18). Also gilt f € L}, \ L}, wie gewilinscht ¢

Die anderen Inklusionen sind nicht ganz so einfach zu behandeln. Wir benétigen
ein Hilfsmittel:

(3.3.2) BEISPIEL. Sei J =< a,b > ein Intervall und ¢ € J, so daf J minde-
stens eine rechtsseitige Umgebung von c ist. Dann existiert eine stetige Funktion
F :J — R mit folgenden FEigenschaften:

(1) F ist iberall aufler in ¢ differenzierbar.
(ii ) Esist F(c) =0 und F(a), F(b) existieren.
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(iii) Ist g € &€,(J) und G ein w-Stamm von g der in ¢ differenzierbar ist, so ist

Il (F' = g)|lc,c+ 6] = o0 Yo >4 ;

BEWEIS: Wir nehmen ohne Einschrinkung J = [0, 1], ¢ = 0 an: Fir ein beliebiges
J geht alles analog. Definiere nun

F(=) ::{\/Ecosg—r fEir0<x_<_1
0 fur s — 0

Fir dieses F' sind die Punkte (i) und (ii) sicherlich erfiillt. Sei nun G der w-Stamm
eines g € &,[0, 1] mit der Eigenschaft, daB G in 0 (rechtsseitig) differenzierbar ist.
Sei 0 < § <1 beliebig. Wir wollen die Behauptung
(B) I(F" = g)I[0, ]| < o0
zum Widerspruch fihren. Fir z € [0,1] seien

i(s) = g(z) - G'(0) , G(s) == G(z) — G'(0)s .
Dann ist G w-Stamm von g und weiterhin
(®) 1P = 9)1[0,8]]) < 0 -
Zusitzlich haben wir jedoch G'(0) = 0. Sei nun p := (F' — glilo,8].  Da
(F — G)|[0, 6] ein w-Stamm von p ist gilt p € £,[0,6]. Da ||p|| < oo folgt nach
(3.2.9),(i1): p € L1[0,6]. Man hat also tiber L} [0, 5] die Zerlegung

Fr=g+tp geb,pell.

Integration von 0 bis h € (0, §] ergibt

Wegen G'(0) = 0 existiert ein hqo € (0, 6] mit

Aot

h
1 i
2 E/p(t)dtgl e (0 =< /0 o -
0
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Setzt man nun .
= [p0d  (helo,),
0
so folgt nach Einsetzen der Formel fiir ' und Multiplikation mit h:
|\/1_zcos% LBk o<k k.

Fir ein ng € N mit nl—o < hg hat man daher

1) s =G o

3

Dies bedeutet insbesondere

also mit 2m + 1 an Stelle von n

1 i 1
(3) P(——)< - fiir 2m+ 1 > mg .

+
Il T A Imb 1l 2ml

Sei nun mg > 2 so grof}, da§ 2mg > ng gilt. Aus (2) und (3) erhilt man dann

1 I 1 1 1 I

el e R o e e a— Yo > /
e e e e e et R
Fiir k > 4 gilt vk — 1> LVk also
1 1 1
__‘_fZ__-
E ko
Wenden wir dies an, so erhalten wir aus (4)
1 1 1 1 1 1
P(—)—-P > = at = VYm > mg .
) (2m+1)_2<\/2m \/2m+1>— am + 1 i
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Da jedoch

— 1
L
e 2m+1

schliefit man hieraus, dafl P nicht von beschrankter Schwankung ist. Da P un-
bestimmtes Integral einer Lebesgue-integrierbaren Funktion ist, miifite dies aber
gemif (3.2.18) der Fall sein. Damit ist Annahme (B) endgiiltig zum Widerspruch
gefiihrt und wir sind fertig <

Wir sehen an diesem Beispiel, dafi zwar F' € &;[0,1] aber sicher nicht
F' € L}]0,1], da es ja kein auf ganz [0, 1] differenzierbares G geben kann, das
|IF' — G'|| < oo erfillt. Damit ist nun auch

Ly(I)\Ly(J) #0

gezeigt, zunichst fir J = [0, 1] aber analog auch fiir jedes, nicht zu einem Punkt
entartete Intervall J.

Wie gerade dargelegt, ist F' ¢ L}, [0, 1], obwohl doch F' € &5 (0,1] C £3,(0,1],
womit wir auch ein Beispiel fiir die Bemerkung im Anschluf an (3.2.14) gefunden
haben.

Wir wollen jetzt noch zeigen, daff die Inklusion ﬁ} C L} echit ist.

(3.3.3) BEISPIEL. Ist J ein nicht zu inem Punkt entartetes Intervall so gibt es
stets ein f € E,(J)\ L}(J).

BEWEIS: Wir werden uns ein wenig kurz fassen, da die Beweisidee recht klar ist.
Sel etwa J =< a,b > und seien %, € 3 mit z, | a. Wahle dann Zahlen
0 < 6y < I Ty die gilt:
(1) $1+61 <b; xn+1+6n+1 < Zpn,
(2) IF1[0,8n]llo0 < 5
wobei F' wieder die Funktion aus Beispiel (3.3.2) sei. Nun definieren wir Funk-
tionen F,, : J — R durch

0 Hmcli<e o
Fole) = ¢ Flz — 2,) fir s, < 2 2, -6,
F(6,) TSl s e

Die F;, sind stetig und mit Ausnahme der Punkte z,,z, + 6, iberall differen-
zierbar. Es ist ||F,|lo < 5 wegen (2) und F,(a) = 0, F,,(b) = F(6,) existieren.

2"
Somit ist auch
(e e]
B o= N &,
1
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stetig (als gleichmaBiger Limes stetiger Funktionen) und Fy(a) = 0, F(b) existie-
ren. Wir haben es so eingerichtet, da F; b.i. differenzierbar ist: F ist hochstens
in a sowie in den z,,z, + 6, nicht differenzierbar, denn in allen anderen Punk-
ten gibt es eine Umgebung, tiber der entweder F;, konstant ist, oder aber bis auf
elne additive Konstante mit einem der F,, tbereinstimmt. F ist also w-Stamm
einer Funktion f € &, so da Fj = f b.i. Insbesondere stimmt Fy iiber jedem
[Zn, Zn, + 6] bis auf eine additive Konstante mit F;, iiberein, also

fe =8 bol anf l5e 50 F 0]

Angenommen f € ,C}. Dann gibt es ein ¢ € & mit ||f — g|]| < 1. Ist G ein
f-Stamm zu g, so mu G in einem der z, differenzierbar sein. Nach Beispiel
(3.3.2) ist jedoch

I(f = 920, Tn + bal | = [(Fy — G")l[2n, Tn + 6] ]| = o0 ,
da f = Fp'= F_ dlir o = 2= & 46, und da ¥, iu diesern Bereich nur ein
Translat von F' ist. Erst recht ist dann ||f — g|| = oo, ein Widerspruch. Es kann
also doch nicht f € L} sein, d.h. f e &, \ L}, wie gewiinscht &
Damit ist nun endgiiltig gezeigt, dal die Inklusionkette
ek L. ¢l

echt ist.

(3.3.4) BEISPIEL. L, L}, L} sind keine Verbinde. Die Grundriume £, £y, €x
sind nicht einmal I-approximative Verbande.

BEWEIS: Wir nehmen hierzu wieder ohne Einschrinkung J = [0,1] an und be-
trachten noch einmal das F' aus Beispiel (3.3.1):

2 E o
F(z)::{z cos 75 f?r()f:cgl
0 hire=0.

F ist differenzierbar so da§ f := F' € £y. Angenommen es gelte |f| € (£})7.
Dann wire ||f]| < oo also f € £} nach (3.2.9),(ii). In (3.3.1) hatten wir jedoch
gesehen, dal f ¢ L}. Also ist auch

[fI € (L) = (Lh)" = (L7 = (Lo)T -
Damit ist gezeigt, dafi der Schlufl
felr=|flely (T=N,fuw)

i.A. falsch ist, weshalb £}, L}, L} keine Verbinde sein kénnen. Wegen (1.1.16)
konnen dann &, &5, En nicht einmal I-approximative Verbinde sein (was natiirlich
auch anhand konkreter Gegenbeispiele hitte nachgewiesen werden konnen) <
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(3.4) Lebesgue-Singularititen

Wir wollen in diesem Abschnitt diejenigen Punkte einer Funktion untersuchen,
wo sie sich in jeder noch so kleinen Umgebung als nicht Lebesgue-integrierbar
erweist.

(3.4.1) DEFINITION. Sei J C R ein Intervall und f : J — R eine Funktion.
Ein Punkt z € J heifit eine Lebesgue-Singularitat von f, wenn

feLifinlz—6,z+6]) V6>0,

Die Menge der Lebesgue-Singularitaten von f wird mit Sp(f;J), manchmal auch
nur mit S (f) oder S notiert.

Die folgende Bemerkung ist trivial aber sehr niitzlich.

(3.4.2) LEMMA. Ist J ein Intervall, f : J — R eine Funktion und g € L1 (J),
so ist

Sc(f;J)=8.(f+gqJ) .

Wir beschranken uns im Folgenden auf abgeschlossene J, was wegen (3.2.14)
keine wesentliche Einschrankung ist.

(3.4.3) THEOREM. Sei J ein abgeschlossenes Intervall und f € L.(J). Dann
ist S;,(f;J) abgeschlossen und nirgends dicht.

BEWEIS: Anhand der Definition von S iiberlegt man sich sofort, daB J \ Sp
offen ist (relativ zu J), also ist Sp abgeschlossen relativ zu J, damit aber auch
abgeschlossen in R, da J abgeschlossen ist.

Wir kénnen ohne Einschrinkung f € €, annehmen: Sonst gibt es eine Zerlegung

Gag s el e gt

und wir konnten wegen (3.4.2) auch Si(g) = S(f) untersuchen.
Sei also f € £, und F ein w-Stamm von f den wir uns iber die rechte Ecke von J
hinaus stetig fortgesetzt denken. Angenommen nun S;, ware nicht nirgends-dicht,

also S;, # 0. Dann existiert ein, sagen wir kompaktes, nicht-entartetes Jo C Sy
Sel
A := {z € Jy| F'(z) existiert nicht oder F'(z) # f(z)} .

84



A ist hochstens abzahlbar. Definiere ferner fiir natiirliche m, n:

Da F stetig und da der Durchschnitt abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen
ist, ist jedes M, , abgeschlossen. Wir haben ferner die abzahlbare Vereinigung

(1) Jo——UanU U{a}

acA

Ist ndmlich z € Jo und z ¢ A, so existiert F'(z) = f(z). Ist etwa |f(z)| < n -1
so gilt offenbar z € M,, ,, fir ein hinreichend grofies m.

Auf den vollstindigen metrischen Raum J, kdénnen wir nun wegen (1) den
Baireschen Kategoriensatz anwenden (siehe z.B. [12] , Kapitel I, §4): Es gibt
ein nicht-entartetes Intervall J; C Jy und Indices m,n mit J; C M,, ,. Daraus
folgt

flell =izl < bl and Jy .

Da f mefbar (siehe (3.2.8) ) und auf J; b.i. durch n beschrinkt ist, gilt sicher

fe Li(J). Ist daher z € J; C Jy C Si so ist z sicher keine Lebesgue-Singularitit
von f, ein Widerspruch zu z € Sp. Also kann S; doch kein nicht-entartetes

Intervall enthalten: Sy, = @, wie gewlinscht ¢

In den in (3.3) angegebenen Beispielen war Sp stets hochstens abzihlbar. Der
letzte Satz hat nun gezeigt, daB S.(f) (f € L) im topologischen Sinne immer eine
”dinne” Menge sein mufl. Im MaR-theoretischen Sinne ist das ganz anders, wie
Beispiel (3.4.6) zeigen wird. Hierfiir brauchen wir aber noch einige Vorbereitungen.

(3.4.4) LEMMA. Seien a < b ausR. Es gibt eine stetige Funktion F : [a,b] —» R
mit folgenden Eigenschaften:

(1) F st diﬁerenzierbar, sogar stetig differenzierbar auf |a, b].
(ii =

) F(b
(iil) Sz(F";[a,b]) = {a} .
(V) [F@)| < (z—a  Voelab.

BEWEIS: Sei ohne Einschrankung [a, b] = [0, 1]. Sei wieder wie in (3.3.1)

Bl 3112005;—2 firb<z<1
0 e i =0

Fir Fj sind sicher (i) und (iv) erfiillt. Bekanntlich gibt es ein stetig differenzier-
bares 1 : [0,1] —» R mit 0 < ¢ < 1,9 = 1 in einer Umgebung von 0 und ¢ = 0 in
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einer Umgebung von 1. Fiir F' := Fy¢ gelten dann offenbar (i),(ii) und (iv). Da F
iber (0, 1] stetig differenzierbar ist, gehdren sicher keine z € (0, 1] zu S, (F', [0, 1]).
Wire nun F' € £1[0, 6] fiir ein § > 0 so wire

T

F(z) :/F' i e

von Beschrinkter Variation (siehe (3.2.18). Dies ist indessen nicht der Fall, wie
wir in (3.3.1) gesehen haben. Daher ist notwendig O eine Lebesgue-Singularitit
von F' und es gilt genau Si(F',[0,1]) = {0}. Dies zeigt (iii) und wir sind fertig ¢

3.4.5) COROLLAR. Seien a < b aus R. Dann existiert eine stetige Funktion
F :[a,b] —» R mit folgenden FEigenschaften:

(1) F ist differenzierbar, sogar stetig differenzierbar auf (a,b).
(“ ) SL(F,a [a) b]) = {a7b} 2
(iii) |F(z)| < min{(z — a)?, (z — b)?} VI € [a,b] .

BEWEIS: Sei ¢ := £(a + b). Mit Hilfe des letzten Lemmas verschafft man sich
leicht stetige Fy : [a,c] — R, F3 : [¢,b] — R mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fy (F,) ist differenzierbar, sogar stetig differenzierbar auf (a,c] (auf [c,b) ).
(2) Fi(0) = By(e) =0, Fi(e) = Fj(c) = 0.

(3) SL(Fy;la,c]) ={a}, SL(Fy,[c,b]) = {b
(4) [F1(z) < (z = a)? (z € [a,c]) , |F2(z)|

Dann leistet offensichtlich

|
<(z-1b)? (z€lcb]) .

Fi(z) fiir z € [a, ]
Fy(z) filr = € [c, b]

das gewlinschte ¢

(3.4.6) SATZ. Sei 0 < € < 1. Dann existiert eine Funktion f € €50, 1] mit

ASL(f;[0,1])) =1—e¢.

BEWEIS: Sei K C [0,1] eine Cantor-Menge von positivem Mafi A(K) = 1 — e.
Ihr Komplement [0,1] \ K zerfillt dann in abzihlbar viele, paarweise disjunkte,
offene Intervalle J,, = (a,, b,). Wir definieren nun den N-Stamm F des gesuchten
f € €n[0,1]. Seien hierzu F, : [a,,b,] — R so gewihlt, daBl sie die Eigenschaften
(3.4.5),(1),(ii),(iil) mit an,b, an Stelle von a,b besitzen. Setze

F(.’E) dei {Fn(x) fUI' a3 & [an,bn]
0 firze K
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Uber jedem (an,by) ist F' = F, differenzierbar.
Sei nun z € K \ {1} und A > 0. Wir behaupten zunachst,da8

1) |F(s + h)| < 2 .

Dies ist klar falls z + h € K, da dann F(z + h) = 0. Ansonsten ist z + h € J,, fiir
ein n und wir haben z < a, < z+ h < b,. Wegen (3.4.5),(iii) ist aber

|F(z +h)| = |Fa(z + )| < (z+h—an)? <h?,
wie gewiinscht. Wegen F'(z) = 0 folgt daher aus (1)

F(z+ h) - F(

=
- =

tir o = 0, alo Flla) =8 ¥ e K 11}, Analop zeigh man F' [z} = 0,
Vz € K\ {0}. Damit ist gezeigt, da F auf ganz [0, 1] differenzierbar, ins-
besondere also auch stetig ist. Sei f := F' € €x[0,1]. Nach (3.4.5),(ii) ist
Sel Filanbnl) = Sl 1os Bul) = {ax. b }, woraus man leicht Sc{f;]0,1]) = K
schlieft: Die Inklusion S C K ist klar, da keine Punkte der J,, zu S; gehoéren
konnen; umgekehrt gehoren alle a,,b, zu S, also ganz K, da S abgeschlossen
und die a,, b, (per constructionem der Cantor-Menge) dicht in K liegen.

Damit ist alles gezeigt ¢

Mit einem Kompaktheitsargument kann man fiir kompakte Intervalle J leicht
schliefen:

Sc(f;J)=0 = fell(J).

Man beachte daf dies nicht mehr unbedingt gilt, wenn J nicht kompakt ist: Dann
kann sehr wohl Sy (f;J) = 0 gelten, aber f kann in einer nicht zu J gehdrenden
Ecke ein uneigentliches Verhalten haben, so daBf ¢ L1} (J).

Der nun folgende Satz erscheint zunichst klar; eine genauere Untersuchung des
Problems zeigt jedoch, daB er alles andere als trivial ist. Wir werden diesen Satz
spater noch bendtigen.

(3.4.7) SATZ. SeiJ ein abgeschlossenes Intervall und f € LL(J)\ L1 (J). Dann
gilt far 8y = Sl J):

[ nor=c.

T\ 5x

BEWEIS: Beachte zunichst, da8 f mefbar ist, und da8 ||f|| = oo (siehe (3.2.9) ).
Ist nun S;, = 0 so haben wir sofort die Behauptung, da dann

[ o= finar=ns=co.

J\S¢t J

87



Sel also S;, # 0. Wir wissen schon, daf§ S;, abgeschlossen ist. Wir nehmen an, daf

(A) / |f]dA < o0
J\SL
und werden diese Annahme zum Widerspruch fiihren.
Zunichst zeigen wir, daB Sp perfekt ist, d.h. keine isolierten Punkte enthilt.

Wire ndmlich ¢ € Sy, ein isolierter Punkt von Sg, so wire [c — 6,¢c+ 6] NS, = {c}
fir ein geeignetes § > 0. In diesem Falle ware

[ mas [ facos

[e—=6,c+6]NJ J\Stc
=t e 6ec il

ein Widerspruch zu ¢ € St ; also ist S perfekt.

Wir konnen nun wieder f € £, annehmen, mit derselben Begriindung wie im
Beweis von (3.4.3). Ist nun F ein w-Stamm von f so bilden wir wie dort das
abzahlbare

A :={z € Sy| F'(z) existiert nicht oder F'(z) # f(z)}

sowie die Mengen

i Flz+1)—F
Mm,n = ﬂ {IGSLI (I+kl) (SC) Sn} .
k—m k

Mit vollig analogen Argumenten wie im Beweis von (3.4.3) zeigt man die Abge-
schlossenheit der M,, , und die Beziehung

(1) 8= | My, 0l [{a} .
m,n acA

Wendet man nun den Baireschen Kategoriensatz auf den vollstandigen metrischen
Raum Sy an, so erhalten wir die Existenz von a < # aus J mit

(2) 07{(a1ﬂ)ﬂsL CMm,n
fir geeignete m, n, oder aber
0 7£ (aaﬁ) mSL E {a}

fiir ein a € A; letzteres ist jedoch unmoglich, da Si, wie oben gezeigt, keine
isolierten Punkte enthilt. Also gilt (2). Auf (e,f) N Sp ist dann aber sicher
|f(z)] = |F'(z)] < n b.d. Ist daher ¢ € (o, 8) N Sy so hat man

/ﬁmdx: [ na+ [ ina

[a,B]NSL [a.B]\St
<np-a)+ [ I1fldr<o

J\St
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gemiB Annahme (A). Dann wire aber f € L}, (], ein Widerspruch zu ¢ € Sy,.
Daher muf die Ausgangsannahme (A) falsch sein und wir sind fertig ¢
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(4) Faltungen, Distributionen, Fourier-Reihen und Fourier-
Transformationen iiber [}

(4.1) Faltungen

Ist eine Funktion f € Ll gegeben, fiir welche Funktionen g ist dann wieder
fo= Lol

Wir wollen diese Frage nicht eingehender untersuchen, sondern nur eine fiir
unser Vorhaben ausreichende Teilantwort geben. Der an weiteren Einzelheiten
interessierte Leser sei auf [14] , besonders jedoch auf [13] verwiesen, wo diese Frage
im allgemeineren Zusammenhang mit dem Denjoy-Integral besprochen wird.

Wir machen von nun an ohne besonderen Hinweis oft von (3.2.9) und (3.2.10)
Gebrauch.

(4.1.1) LEMMA. Sei J ein Intervall und g € C1(J).

(i) Ist f € &,(J) und F ein w-Stamm f, so ist fg € &,(J) und mit einem ¢ € J

1st
T

H() = P - [ FOI@d  (5€J)

c

ein w-Stamm von fg.
(ii) Ist f € LL(J) so auch fg.

BEWEIS: Fiir (i) ist wirklich nur nachzupriifen, daff H ein w-Stamm von fyg ist,
was unter den gegebenen Voraussetzungen keinerlei Schwierigkeiten macht.
Fiir (ii) betrachte man eine Zerlegung

FT=mth ‘mel hel} .

Bekanntlich ist dann kg € L] ; nach Telil (i) ist gog € £, also insgesamt

fa=gg+hgell

Im Folgenden sei nun stets J = R. Bevor wir sogleich Faltungen definieren und
untersuchen, wollen wir uns davon iiberzeugen, daf es i.A. nicht mehr sinnvoll ist
zwei beliebige Funktionen f,g € L. zu falten.
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(4.1.2) BEISPIEL. Es gibt Funktionen aus L] fiir die eine Faltung nicht mehr
sinnvoll ist.

NACHWEIS: Definiere f : R — R durch

0 <0
f(:c)::{%). pels sem (m=12 ..

Man mache sich den Verlauf von f klar. Offenbar ist f uneigentlich iiber R
integrierbar und dasselbe gilt fiir g(z) := f(—z). Nach (3.2.16) sind f,g € LL(R).
Verniinftigerweise wird man nun flir die Existenz des Faltungsproduktes f x ¢
fordern, dafi die Funktion

hy(z) == f(z)9(y — z) = f(2)f(z - v)
zumindest fiir, sagen wir fast alle y € R integrierbar ist, also etwa
hy € L., firfastalleyeR.

Nun zeigt aber eine elementare Rechnung, daf z.B. fiir y € [0, i] gy hyle) =0,
far ¢ < 0 nne

1
>(1—y)(1+§+--~+;)
b 1
i o oy
>1(1+1+---+ - ) — oo,
i 2 =1l

fiir n — co. Mit Blick auf (3.2.16) bedeutet dies aber hy ¢ L1, fiir y € [0, 3] ©
Wir wollen uns aus diesen Griinden auf eine unproblematische Art von Faltungen
beschrianken, werden spater jedoch noch Faltungen zwischen Funktionen aus £}

und L} erkliren (Abschnitt (4.2) ).
Es wird praktisch sein, nun auch die Schreibweise

[roane = [ran,  ecl
zuzulassen, um die Integrationsvariable hervorzuheben.
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(4.1.3) DEFINITION. Ist f € LL(R), g € CL(R), soist die Faltung fxg: R — R
erklart durch

fo@) = [ 1@ -v)dLl)  (@eR).

Nach (4.1.1),(ii) ist diese Definition sinnvoll, da mit g fiir jedes z auch
y — g(z — y) eine Funktion aus C! darstellt.

Bekanntlich folgt aus f,g € £1 auch fxg € L1 (siche etwa [16] , §7). In
unserem Falle haben wir:

(4.1.4) SATZ. Ist fe LL(R),g € CL(R), so ist f « g stetig und liegt in Ex(R).

BEWEIS: Wir zerlegen f in
ol owe bt

und betrachten dann » und h getrennt.
Zunachst zu h. Wir kénnen ohne Einschrankung h reellwertig annehmen. Be-
trachte dann

hxg(z) = / h(y)g(z —y) dy .

Sei £o € R und (z, ) eine Folge mit z, — zo. Sei

un(y) = h(y)g(zn — y) (n=0,1,2,...).

Dann gilt u,, € L} (siehe z.B. [16] , §6). Da u, — ug und da |u,| < || - ||l9]|o
folgt mit dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz:

b o) = [ un(o)dy = [ wolu)dy = h o(a0)

fir n — oo. Dies zeigt die Stetigkeit von h * g. Somit muf
Ti(2) = / h  g(t) dt
0

(stetig) differenzierbar sein mit T} = h*g. Wie bereits oben bemerkt ist h+xg € L}

(da h,g € L}) so daB

K— o0

o K
Tiloo) = / hxgll)di = L /h x g(t) dt
0 0
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existiert. Analog existiert Tj(—o00); also ist T} ein N-Stamm von h * ¢ so da8

hxgeéy.
Nun mtussen wir

wrg(s) = [ wlwlatz —v) dha(y)

betrachten. Nach (4.1.1) ist die Funktion y — u(y)g(z — y) aus &, und hat den
w-Stamm

v
Hely) = U@e(s —3) + [ U0 (=~ )t
0
wenn U ein w-Stamm zu v ist. Also ist
ux glz] = H oo} — /U "(z —t)dt

Wir zeigen, dafl auch uxg stetig ist. Da U(00), U(—o00) existieren, muB ||U]|oo < 00
sein. Der kompakte Triger von g und ¢’ moge in einem Intervall der Lange L
enthalten sein. Da ¢’ gleichmiafig stetig ist, gibt es zu € > 0 ein § > 0 so daf fir
Boay = gl

€

Ul (L +1) +1

|z — 20| < 6 = |g'(z) — 9'(z0)] < €0 :=
Fiir |z — zo| < min{6,1} ist dann aber offenbar

us 9(e) — u s glz)] < [ 10 19'(s— ) — g'(s0 — 1)
<0l [ 19— ) = (0 — )]
< ||U||oo(L + 1) < €.

Also ist u x g stetig und

x

Fis / u* g(t) dt

0

ist (stetig) differenzierbar mit T5 = u x g. Ist etwa Tr(g) C [—R, R], so beachte
man, daB U(t)g'(z — t) fiir z € [0, K| und |t| > K + R verschwindet. Fir die

Berechnung von
K
/ {/ (z —1t) dt] dz
0

wird also eigentlich nur iiber das Rechteck
(z,t) € [0, K] x [-(K + R), K + R]
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integriert. Wir konnen daher auf den stetigen Integranden getrost den Satz von
Fubini anwenden und erhalten

TQ(K):/U(t) ng’(a;—t) dr| dt

= / U(t)g(K —t)dt — / U(t)g(—t) dt .
Der zweite Term ist eine Konstante und der erste geht, wegen der Existenz von

U(00), gegen

fiir K — oo, wie man sich sehr leicht {iberlegt. Also existiert T5(co0) und analog
auch T5(—o00). Es folgt also auch in diesem Falle u x ¢ = T; € £y und wir sind
fertig ¢

Fiir eine Funktion f : R — R und X > 0 definiert man fy durch
I s
blak= s Jloh

Ist f€ LL und XA > 0o ist auch f) € L} und es gilt

[ 5@z = [ sa14s.

Man kann zeigen (siehe z.B. [16] , §10, Satz 4 und §12, Lemma 1):

(4.1.5) SATZ. Seipe Li(R) und [p(z)ds=1.
(1) Fir alle f € L1 (R) gilt

Ll ol
(ii) Fir alle f € L} (R) gibt es eine Folge (A,) mit A, | 0 und
liim' o (2) = flz) 10
(4.1.6) SATZ. Sei f € &,(R) (f € LL(R) ), F ein w-Stamm (ein unbestimmtes
Integral) von f sowie p € CL(R) mit [ p(z)dz = 1. Dann gilt

%\iﬁ}f ipals) = flz) o fixallez € R wo Fl(z)= f(z) -
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Diese Beziehung gilt somit b.i. (f.i.) auf R.

BEWEIS: Wir zeigen zunichst, daB in jedem Falle (f € &, oder f € L}) die
Formel

(A) fxpa(z /Fx—tp,\ gt (== )

giiltig ist. Ist ndmlich f € &, so ist nach (4.1.1),(i) die Funktion y — f(y)px(z—y)
in &, und hat den w-Stamm

fzwwszwmz~w+/iwmuz~ﬂu,

so daf§
frpula) = Hoo) ~ /F Mz —t)dt
== /F z — t)p)(¢) dt .
Ist hingegen f € L}, so ist wohlbekannt, da8 fiir a < b aus R
b b
[ 10m - 1dt = FOpae - - P -0 + [ FORG -,

siehe etwa [4] , Theorem (18.19). Da p) kompakten Triger hat folgt dann fiir
a— —00,b— oo:

oo

fem@ = [ fOnG-vd= [ PO E- 9

= OO

:/F(z—t)pA(t) dt .

Also gilt auch in diesem Falle (A).
Ab jetzt konnen wir die Fille f € &, und f € £} simultan behandeln. Sei dann
also z € R und F differenzierbar in z mit F'(z) = f(z). Fir t € R sei

T
0 t=20

Da F'(z) = f(z) ist ¢ stetig auf ganz R. Da F(o0o) und F(—o0) existieren ist ¢
offenbar auch beschrinkt: ||9||co < 0o0. Auflerdem gilt:

F(z —t) = F(z) + (—t)(f(=) + ¥(¢)) R
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Setzt man dies in die Darstellung (A) von f * py ein, so erhilt man

fxpa(z) = T1(z) + Ta(z) + T3(z) mit
Ti(e) = F(o) [ A0 dt,

T2(0) = 1(a) [ (-0m (Bt
7y(s) = [ (-OWR© bt

Offenbar ist Ty (z) = 0. Fiir T»(z) erhilt man mit partieller Integration

da der erste Term in der Klammer verschwindet und da [ py(¢) dt = [ p(t) dt = 1.
Sei g(z) := zp'(z). Man rechnet leicht nach, da88 ¢p) (t) = ¢x(t) so daB fiir T5(z)

gilt:
= [ v @ =- [ v

Ist etwa T'r(q) C [— K, K| (K > 0), so ist offenbar T'r(gy) C [-AK, AK], also

T = | [ vOn0
AK

s 1wm-/mmwu
Y Vi

Wegen |gx| = |¢|x bedeutet dies

T < s ol [ lald

ARt AK
Da 1(0) = 0 und da % stetig in 0 folgt fiir A | O:

sup i)l = 0 = T5(z) - 0.
N
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FaBt man die Ergebnisse fir Ti(z), T>(z), T5(z) in (1) zusammen so erhilt man
also :

f * p,\(.'E) = T1 (I) i TQ(CL‘) i Tg(x) = f(fl:) y
fiir' X | 6. Da FYz) = f(z) ba. {i4.), gill dies dann ba. (f.4.) aul R ¢
Da man jedes f € L} in
f=g+h gel, hel;

zerlegen kann, hat man als Konsequenz des letzten Satzes

(4.1.7) COROLLAR. Ist f € L1(R) und p € C}(R) mit [ p(z)dz = 1, so gilt:

l’\i?&f £ palz) = [lz) fiir fast allez € R .

Man beachte den Unterschied zu (4.1.5),(ii), der letztendlich von der Glattheits-
forderung an p herrihrt.

Wie aber sieht es mit einem Analogon zu (4.1.5),(i) aus? Wir wollen uns kurz
fassen. Ist f € L1\ L} so unterscheiden wir zwei Fille.

1FALL. Sp(fiB) <0

Dann gibt es a < b aus R, so daf (a,b) wenigstens eine Lebesgue-Singularitat
von f enthdlt, d.h. f & Ll[a,b] — L1[a,b]. Nach (4.1.4) ist f = p, stetig, also in
L} [a,b]. Daher ist notwendig f — f = px € LL[a,b] — L [a, ] und folglich

|f=f*pall =00,

also gilt nicht ||f — f * pa|| — O.

2. FALL. S:(f:R) =4

Dann ist f lokal Lebesgue-integrierbar und man findet in £, — £} sowohl Funk-
tionen f fir die
li — =0
Lo lbis ol

als auch solche fiir die
|f = f*pa|| = 00 YA =D,

Wir wollen es bei dieser Mitteilung belassen und auf die Angabe von Beispielen
verzichten.
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(4.2) L!-Funktionen als Distributionen

Flir das Verstindniss dieses Abschnittes sind Kenntnisse aus der Theorie der
Distributionen wiinschenswert. Den adaquaten funktional-analytischen Zugang
zu der Materie findet man z.B. in [8]. Mit weniger Vorkenntnissen kommt die
ausflihrliche Einfiihrung [15] aus. Fiir eine Abri8 der wichtigsten Grundlagen der
Theorie, siehe etwa [16] , §17.

Wir wollen kurz die fir uns wichtigsten Tatsachen zusammenstellen. Wenn
nichts anderes gesagt wird, ist das zugrunde liegende Intervall in diesem Abschnitt
stets J = R.

Der Raum der Testfunktionen iiber R ist nichts anderes als der wohlbekannte
Raum C° = C°(R) der beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem
Trager, der aber im Zusammenhang mit Distributionen, aus historischen Grinden,
mit ) = D(R) notiert wird. Auf D wird nun -auf nicht ganz einfach zu beschrei-
bende Weise- eine Topologie 7 eingefiihrt, bzgl. der sich D als ein lokalkonvexer,
topologischer Vektorraum erweist (siehe [8] , 6.3, 6.4). Mit D' = D'(R) wird
der Dualraum von D bezeichnet, d.h. die Menge der (bzgl. 7) stetigen linearen
Abbildungen

A:D->R.

Die Elemente von D’ nennt man Distributionen oder verallgemeinerte Funktionen.
Durch die Definition

6]l := max{||¢?||ee| s =0,1,...,n} (=012 .. )

wird ein Satz von Normen fiir Testfunktionen ¢ € D erklirt (dabei ist ¢ die
i-te Ableitung von ¢ und ¢(°) := ¢). Mit Hilfe dieser Normen 138t sich nun eine
wichtige Charakterisierung der Distributionen angeben (siehe etwa [8] , 6.8):

(4.2.1) SATZ. Fir ein lineares Funktional A : D — R ist dquivalent:

(i) A ist stetig, d.h. A € D'.
(ii) Zu jedem K > 0 gibt es ein C > 0 und ein n > 0 so daffir alle ¢ € D gilt:

Tr(¢) C [-K, K] = [A(¢)| < ClI¢]ln -

Wenn es moglich ist ein von K unabhingiges n zu finden, so da die Bedingung
aus (ii) gilt, dann heifit das kleinste » mit dieser Eigenschaft die Ordnung von A
und A heifit eine Distribution dieser Ordnung (beachte, da8 hierbei C' nach wie
vor von K abhingen darf).

(4.2.2) BEISPIEL. Jeder lokal Lebesgue-integrierbaren Funktion kann in kano-
nischer Weise eine Distribution O-ter Ordnung zugeordnet werden.
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Wir notieren den Raum der lokal Lebesgue-integrierbaren Funktionen mit
}J,loc = ‘C};,loc(R)'
KONSTRUKTION: Ist f € L} ., gegeben, so sei fiir ¢ € D

o / F()p(t) dt

Dadurch wird sicherlich eine lineare Abbildung Ay : D — R definiert. Eine einfache
Abschatzung ergibt iiberdies, da8 fiir alle ¢ € D gilt:

Tr(¢) C [-K, K] = |Ar(8)] < [IfIx[-x,xll - lI¢llo »
so dafl Ay eine Distribution 0-ter Ordnung ist ¢

Analog zu diesem Beispiel wollen wir nun £.-Funktionen als Distributionen
auffassen.

(4.2.3) DEFINITION. Fir jedes f € L} wird durch

A#) = [I0sm L @eD)

eine Distribution Ay € D erklirt.

Nach (4.1.1),(ii) ist Ay jedenfalls wohldefiniert. In der Tat ist Ay stetig, wir
wollen sogar noch ein wenig mehr zeigen:

(4.2.4) SATZ. Ist f € L], soist As eine Distribution héchstens erster Ordnung.

BEWEIS: Wir zerlegen f in

Dann ist Ay = A; + A, und mit Blick auf (4.2.2) geniigt es zu zeigen, daf§ A; von
hdchstens erster Ordnung ist. Nach (4.1.1),(i) ist ¢g € &, und

ist ein w-Stamm von gé, wenn G ein w-Stamm von g ist. Ist nun etwa K > 0 so
daB T'r(¢) C [- K, K], so hat man

8@ = [ a0 dt\ e el

i /G(t)¢>'(t)dt <|1Glleo - 2K - |14l ,

— OO
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woraus die Behauptung folgt &

Unser Ziel ist es nun diesen Satz wesentlich zu prazisieren.

(4.2.5) THEOREM. Sei f € L.. Dann gilt:
(i) Ay ist von nullter Ordnung < f€ Ly, -
(ii) Ay ist von erster Ordnung < f¢ L}, -

BEWEIS: Da jedes Ay nach (4.2.4) von héchstens erster Ordnung ist, ist (i) eine
einfache Konsequenz aus (ii). Es geniigt daher (ii) zu zeigen. Wegen (4.2.2) ist
hierbei jedoch die Richtung => klar, so daf nur die Richtung <= von (ii) zu zeigen
bleibt.

Wir geben uns hierfir ein f € L} \ £} ,,. vor und miissen zeigen, dafl f von

erster Ordnung ist.
Wir nehmen an dies sei falsch. Dann mu8 Ay von nullter Ordnung sein, denn

es ist ja von hdchstens erster Ordnung gemi8 (4.2.4). Da f ¢ L}, . muB
Sy = Sc(f;R) # 0 sein: Wire niamlich S; = 0 so zeigt ein leichtes Kompakt-
heitsargument, da8 f € £} [a,b], fiir alle a < b aus R, d.h. doch f € L} .. Sei
dann K > 0 so gro8, daB S.(f,(—K, K)) = S.n(—K, K) # 0. Da Ay von nullter
Ordnung ist (Annahme) gibt es ein C > 0 so daB fiir alle ¢ € D gilt:

154
1) T C K K] = @)l = | [ 108) d(e)| < Cliglo -

Da f Lebesgue-Singularititen in (-K,K) besitzt, gilt f € LL[-K, K]\ L} |- K, K].
Definiert man

U = (—K,K) - SL y

l]/f_d/\+U/f+d)\:!|f|d/\:oo,

nach (3.4.7). Sei etwa [ f* dA = oo (in Wirklichkeit sind [ f* dX, [ /= dX beide
U

U U
= 0o wie man sich leicht iiberlegt). Da f meSbar ist, ist M := {z € U| f(z) > 0}
eine mefibare Menge. Wegen der Regularitit des Lebesgue-Mafles A gibt es eine

aufsteigende Folge von Kompakta L,, C M mit A(Lp,) T AM(M). Sei E := {J L.
1

so i1st U offen und

Da f > 0 auf M folgt mit dem Satz iber die monotone Konvergenz

/fd)\TE/fd)\:/fd/\:/f“Ld,\:oo

L, M U

100



(beachte, daB M \ E eine Nullmenge ist). Fiir ein geignetes m und L := L,, gilt
daher

(2) Tdis Cod
/

Wegen der Regularitit von A existiert eine absteigende Folge offener Mengen
Vi D L mit A(Vy) | A(L). Dabei diirfen wir natiirlich Vi C U annehmen, sonst
gehen wir zu Vi NU {iiber. Da das kompakte L C U einen positiven Abstand zum
Komplement von U hat iiberlegt man sich leicht, daB man sogar V; C U anneh-
men kann. In U liegen keine Lebesgue-Singularitaten von f, erst recht also nicht
in Vy. Zu jedem z € V, gibt es daher eine Umgebung U,, so da8 fxy, € L},
insbesondere also || fxu. || < co. Bereits endlich viele solcher U; := U,, iiberdecken
das kompakte V| so da8

]l < aninn <.

Da fxi, mefBbar ist gilt fx € L1. Dann sind aber auch die meBbaren
|flxvine < |flxy, allein L. Da mit H := (Vi die Menge H \ L eine Null-
1

menge ist, folgt mit dem Satz iber die monotone Konvergenz

kliflgo/ | flXviaL @A = / |flxe\odr=0.

Fir ein hinreichend grofies k und V := V} gilt also:

(3) /|f|d/\<1.

Sei nun ¢ € D so gewahlt daf gilt:
0<¢<1,¢|L=1,Tr(¢)CV.

Solche ¢ existieren in der Tat, siche etwa [16] , §3. Wir haben jetzt mit den
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Ungleichungen (2) und (3):

L/f¢dA:L/fdA>c+z und

17
/f¢d/\+ / FédA
VAVE
> /f¢dA - /fd)d)\
I N

>(C+2)—1=C+1=(C+1)|¢]lo,

im Widerspruch zu (1). Also mufi Ay doch von erster Ordung sein und wir sind
fertig &

Wie im Anschluf an (4.1.2) versprochen, wollen wir nun ein Faltungsprodukt
auf L} x L} definieren, wobei wir allerdings als Resultat Distributionen erhalten
werden.

Wir bendtigen einige Vorbereitungen. Ist f € £, und u € Cl, so ist wegen
(4.1.1) die Funktion

H(y) = x—y)+/f 'z~ 1)
ein w-Stamm zu y — f(y)u(z —y), wenn F ein w-Stamm zu F ist. Man hat daher

Fxuln /f u(z —y) dl,(y) = H(oo) — H(—00)
—/F(t) "(z —t)dt

wovon wir im Folgenden, auch in den folgenden Abschnitten, noch oft Gebrauch
machen werden.
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(4.2.6) LEMMA. Seien u,v € C..
(i) Ist f € L} sogilt

<A Nl - Yoo -

| / f = u(z)v(z) dz

(ii) Zu f € &, gibt es ein C > 0 (das nur von f abhangt) so daff
‘/ Fx uf z)dz

BEWEIS: Beachte, dafl f % u stetig ist (siehe (4.1.4).
Zu (i): Allgemein gilt ||f * g|| < ||f]| - llg]] fir f,g € L] (siehe etwa [16] , §7). In
unserem Fall bedeutet das

Vf*u v(z) dz

Zu (ii): Ist F' ein w-Stamm zu f, so ist, wie bereits unten bemerkt,

< Cflull - 1] -

< ol [ 17+ u(o)] o
= lolloll = wll < il 11 1] -

e / Fly)e'(s — y) dy

Es folgt

l/f*u(x ’/[ z—y)dy} ulelds

Ist nun etwa L > 0 so gro8, daB Tr(u),Tr(v) C [—L, L], so sieht man, daff im
letzten Integral eigentlich nur iiber das Rechteck

(z,y) € [-L,L| x [-2L,2L]

integriert wird. Da der Integrand stetig ist, kann man bedenkenlos Fubinis Satz

anwenden und weiter schreiben
is| = | [ P [ [ iz - sputo) ] dyj ;

fr-so

mit partieller Integration kann man das innere Integral umschreiben und erhilt

|l
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und indem man abermals Fubinis Satz anwendet ist dies

=|[ |[ e vFt) o] (o)
<Pl [ | [ 12 = )l as] 121 02

= |1 Flloollull - IVl ,

so da} mit C := ||F||s die Behauptung folgt ¢

Ist g lokal Lebesgue-integrierbar oder ist ¢ € £, so schreiben wir in Zukunft

einfach gq(¢) anstatt A,(¢) und ¢ anstatt A,. Mifiverstindnisse sind durch diese
Doppelbedeutungen nicht zu befiirchten.

(4.2.7) COROLLAR. Seienu € Cl,¢ € D.

(i) Ist f € L, sogilt [f(¢)] < IfI] - llull - Illo-
(i) Ist f € Ll so gibt es ein C = C(f, $) mit |f * u($)| < C||u]|.

BEWEIS: Aussage (i) ist nur eine Umformulierung und Spezialisierung von
(4.2.6),(i)-

Zu (ii): Da f % u stetig ist (siehe (4.1.4) ) kann es jedenfalls als Distributuion
aufgefafit werden. Sei nun etwa

ey 0 o= =l
Wegen des letzten Lemmas gibt es ein C; = Ci(g) > 0 so daf

|f * u(@)] < g * w(d)] + |h* u(¢)|
< Cu(@llwll - 19"l + [1AI] - [lull - lI4llo
= (C(DN" I + 1Rl [|#]l0)

also ist die Behauptung richtig mit

C=C(f,¢) = Cu(@llg'll + IRl - Igllo <

Jull ;

Auch auf dem Raum D' = D'(R) hat man eine kanonische Topologie, die von D
induzierte schwach-%-Topologie 7': Eine Subbasis fiir 7' besteht aus der Mengen-
familie

U(P;e,¢) :=={A e D'| |P(¢) - A(S)| < ¢},
Pel debDe>0.

Man kann zeigen, dafi D' durch 7’ zu einem lokalkonvexen topologischen Vektor-
raum wird (siehe z.B. [8] ).
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Wichtig ist folgender Satz (siche etwa [8] , 6.17):

(4.2.8) SATZ. Sei (A,) eine Folge von Distributionen so daf die Folge (A, (¢))
in R konvergiert, fiir alle ¢ € D. Dann ist auch die durch

A(¢) .= lim A,(¢) (¢ € D)

n— o0

definierte lineare Abbildung eine Distribution und es gilt

4, — A m2

4.2.9) LEMMA. Sei f € L1, g € L. und sei (g,) eine Folge aus C} fiir die
w L c
llg — gnH — 0. Dann existiert der Limes

A(¢) = lim f xgn(4)

fiir alle ¢ € D. Fir die so definierte Abbildung A gilt: A € D' und f * g, — A in
D'. Dabei hingt A nicht von der Folge (g,) ab solange nur ||g — ¢,|| — 0.

BEWEIS: Fir ein festes ¢ € D ist mit einem geeigneten C = C(f,¢) > 0 nach
(4.2.7),(ii)
| % gn (@) = Fx gm(d)] = [F % (gn — gm) ()]
£ C’lgn o gm” G

fiir n,m — co. Also ist (f * gn(¢)) eine Cauchy-Folge in R und
A($) = lim £ « gu(4)
n—r O
existiert. Nach (4.2.8) ist das so fir alle ¢ € D definierte A tatsichlich eine
Distribution und es gilt f x g, — A in D’.

Ist (h,,) eine weitere Folge aus C! mit ||k, —g|| — 0, so gilt ||gn — hn|| — 0. Mit
(4.2.7) gilt fiir ein festes ¢ € D und C = C(f, ) > 0:

|f % (hn = 9)()] < Cllgn — hall = 0,

fir n — oo. Mit (4.2.8) schlieBt man, daB f % (h, — ¢) in D’ gegen die Null-
Distribution konvergiert, so daf

frhy=f*gn+ f*(hn—gn)— Ain D' .
A hangt also nicht von der Folge (g,,) ab ¢
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(4.2.10) DEFINITION. Seien f € L,g € L}. Das A aus (4.2.9) heifit die
Faltung f x g von f und g.

In der Tat ist f * g dadurch wohldefiniert, da es zu jedem g € L} eine Folge (g,,)
aus C! gibt mit ||g — gn|| — O (siehe z.B. [16] , §10), und da andereseits, wie oben
gezeigt, A = f % ¢ nicht von der Wahl dieser Folge abhangt.

(4.2.11) THEOREM. Die Faltung

el s s N

ist eine stetige, bilineare Abbildung.

Dabei sind natiirlich £, £] mit der Lebesgue-Norm || || versehen.

BEWEIS: Wir verzichten auf den einfachen Nachweis der Bilinearitiat von x.
Da fiir die schwach-x-Topologie 7' auf D’ die Mengen der Form

U(Pie,¢)={AcD| |P($)— Mo}l <f -(PeD,$¢ecD,c>0)

eine Subbasis bilden, geniigt es offenbar folgendes zu zeigen:
Zu fo € Ll,90 € L1,6 € D und € > 0 gibt es stets eine Umgebung W von
(fo,90) € L, x L] so daB

ot mild) gl <« VIS, e W Lo X L]
Sei hierzu C = C(fy, ¢) > 0 die Konstante aus (4.2.7),(ii) fir die gilt
(1) |[foxu(@)| < Cllull Vel .

Definiere nun

5 | {1 . - }
= o 1l e

2(|lgo |l + 1)(ll#ll0 + 1) 2C
und

W = {(f,9) € L, x Ly| IIf = foll < 8,]lg — oll < 6} .

Sei dann (f,g) € W. Seien sodann (gn), (gorn) Folgen aus C. mit ||g — gn|| — O,
llgo — gon|| — 0. Dann gilt

2 |f % g(#) = fox go(@)| < |(f — fo) * g(&)| + | fo * (9 — 90)(¢)]
= nli_l}go W fo)x guld)| + nli{%o | fo * (gn — gon)(9)] -

Da [lg - gol| <& <1 und ||gn — g|| = 0 gilt [|gall < llgoll +[lg — g0ll < llgoll +1, fiir
hinreichend grofie n. Da ||f — fo|| < 6§ < oo ist f — fo € £} und mit (4.2.8),(i) gilt

1(f = fo) x gn ()] <11 = foll - lgnll - lIll0 ,
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was fiir hinreichend grofie n

< |IF = foll(llgoll + Dl llo

€
< 6(llgoll + liollo < 5
woraus nun folgt:
: €
3) Tm [(f ~ fo) * gn(P)] < =

Wegen ||g — gn|| < § bleibt auch ||go — gon|| < 6, fiir hinreichend grofie n. Nach (1)
gilt
]fO * (gn i gOn)(qf))H - C”gn G gOn“
€
U
2

fir grofie n, d.h. es gilt

: €
(4 Tim [fo * (g — on)(@)] < 5 -
Einsetzen von (3) und (4) in (2) liefert nun

If % g(¢) — foxgo(d)| <e.

Da (f, g) € W beliebig war gilt dies fiir alle (£, g) € W, wie gewiinscht ¢

Wir beschlieffen diesen Abschnitt mit einigen Anmerkungen.

Wir haben gesehen, wie wir Funktionen f € Ll g € £} zu einer Distribution
falten konnen. Nun ist auch zwischen Distributionen eine Faltung definiert (siehe
z.B. [8] , 6.36), wobei allerdings verlangt wird, dafl wenigstens eine der Distri-
butionen einen kompakten Trager hat: Eine Distribution A hat einen kompakten
Trager, wenn es ein K > 0 gibt, so daf fir alle ¢ € D gilt:

Tr(¢) N [-K, K] =0 = A(¢) =0.

Man beachte, das wir eine Einschrinkung dieser Art in Definition (4.2.10) nicht
haben, was ein Hauptgrund fiir die Ausarbeitung dieser Uberlegungen war. Man
liberzeugt sich ferner, was wir hier nicht mehr beweisen wollen, da8 fir f € L
g € L1 unsere Faltung fx*g mit der Faltung von f und g, aufgefat als Distributio-
nen, ibereinstimmt, wenn wenigstens eine der Distributionen f, g einen kompakten
Triger hat, d.h. wenn f oder g auferhalb eines Kompaktums f.i. verschwindet.
SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, da8 sich jedes f € L1 genauso gut als
temperierte Distribution (siehe z.B. [8] ) auffassen 1d8t, wobei sich alle angege-
benen Sitze in naheliegender Weise iibertragen. In diesem Sinne kann man dann
auch jedes f € L, als temperierte Distribution, Fourier-transformieren, wobei

w

sich dann natiirlich alles iiber C statt iiber R abspielt. Die Frage, welche der
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f € L. sich in eine Funktion Fourier-transformieren lassen, d.h. fiir welche f das

Integral

1) [ 1= an,

sagen wir zumindest fir fast alle z € R existiert, erwies sich als sehr schwierig.
Mit relativ wenig Miihe kann man jedoch zeigen, daf8 es (sogar fiir alle z) existiert,
wenn f nicht Lebesgue-singular im Unendlichen ist, d.h. wenn es ein K > 0 gibt
mit ¥R g = o

Wir werden in Abschnitt (4.4) noch auf die Fourier-Transformierbarkeit von £} -
Funktionen eingehen. Dabei wird sich zeigen, dafl ein Abweichen von der zunichst
naheliegenden Definition (1) der Fourier-Transformation, eine sehr homogene und
befriedigende Theorie liefern wird.
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(4.3) Fourier-Reihen iiber £}

In der klassischen Theorie der Fourier-Reihen betrachtet man etwa Funktionen
f € L}[—m,x], bildet die Fourier-Koeffizienten

m
1
iy — / fle)gosnzds |
T
—

b ::%ff(x)sinnzdx (=012, .

=

und untersucht fiir £ € [—m, 7] das Verhalten der Reihe
: + f:( + by, si )
— a, cosnz + b, sinnz) .
e

Wir wollen nun zusehen was geschieht, wenn wir hierbei f € £} zulassen. Dabei
werden wir unsere Untersuchungen gleich im Rahmen des allgemeineren Konzepts
der sogenannten singularen Integrale durchfiihren.

Der Leser sei noch einmal auf Lemma (4.1.1) hingewiesen, das wir dauernd und
oft ohne besonderen Hinweis benutzen werden. Ferner wird es manchmal praktisch
sein die Schreibweise f(z) fiir eine Funktion zuzulassen, und zwar auch dann, wenn
damit nicht ein bestimmter Funktionswert gemeint ist sondern die Funktion f;
Mifiverstindnisse sind dadurch natiirlich nicht zu befiirchten, vielmehr wird eine
Schwerfalligkeit in der Schreibweise vermieden.

Als Standard-Referenz wird uns in diesem Abschnitt das Werk [17] von
I.P.Natanson dienen.

Als eine Konsequenz aus (4.1.1),(ii) halten wir zunichst einmal fest:

(4.3.1) LEMMA. Ist f € LL[-m, x], so gilt auch

[z} conmz, filz)smne c L1 -7 o] (n=0,1,2,...].
(4.3.2) DEFINITION. Ist f € LL[—, x| so heiflen
d, =gl = %/ Jt) cosnt dl (1) ,

by =0l £} ::%/f(t)sinntdt (= 12 . ..}
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die Fourier-Koeffizienten von f.

(4.3.3) LEMMA. Ist f € &,[—m, 7] und F ein w-Stamm von f, so gilt fir alle
=01 P o 5

™

+—/F(t)sinntdt,
m m

==

BEWEIS: Es ist etwa f(z)cosnz € £, und
H(z) := F(z)cosnz + n/ F(t)sinnt dt
0

eln w-Stamm dazu. Berechnet man hiermit

so erhalt man das angegebene Ergebnis. Analoges gilt fiir die b,(f) ¢

(4.3.4) LEMMA. (Lebesgue) Seien ¢, € L}[a,b]. Es gebe ein K > 0 mit
|¢n| < K fiir alle n. Ferner gelte

n— 00

lim /q&n(t) Bt=0 . Ve&lotl.

Dann gilt fir alle f € L} [a, b]:
b

i I 6, (0 f(0dl =0 .

n— 00
a

Ein Beweis findet sich z.B. in [17] , X, §1. Unsere Version dieses Satzes lautet:
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(4.3.5) LEMMA. Seien ¢, € C![a,b]. Die ¢, seien monoton fallende Funktionen
und es gebe ein K > 0 mit |¢,| < K fiir alle n. Ferner gelte

n— 00

lim /¢n(t) =10 = ¥Yeclab .

Dann gilt fir alle f € L1 [a, b]:

b
o 1 . (0] /() dl = 0.

n— 00
a

BEWEIS: Wegen (4.1.1),(ii) ist die Behauptung jedenfalls sinnvoll.
Sei nun f € Ll gegeben. Wir zerlegen f in

b el BTt

Indem wir eine geeignete Konstante zu ¢ addieren (und bei A subtrahieren) kénnen
wir annehmen, da8 1,(g) = 0. Fir h € £} trifft die Behauptung jedenfalls zu, da
dies dann nur ein Spezialfall des letzten Lemmas ist. Wir kénnen daher iberhaupt
f € €, und I,(f) = 0 annehmen. Sei dann F' der w-Stamm von f mit F(a) = 0.
Wegen I,(f) = F(b) — F(a) = 0 muB dann auch F(b) = 0 sein. Nun ist

T

H(z) = F@)n(a) - [ PO, (0 d

a

ein w-Stamm zu f¢, € &,. Es folgt

b

[ 1080 aL )| = 1H®) - H(@)

b

= / (b4, (t) dt

b
< / F@)|(—¢. (1) dt |

wobei zuletzt benutzt wurde, daB die ¢, monoton fallen, d.h. ¢!, < 0. Wegen
F(a) = F(b) = 0 konstruiert man nun leicht ein G € C![a,b] mit G > |F| und
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G(a), G(b) < €, wobei € > 0 beliebig vorgegeben sei. Damit kénnen wir oben

weiter abschatzen ;

< [cw-s)a,

a

und dies ist mit Hilfe partieller Integration

b
= G(a)gn(a) - GO () + [ G Oa()

b
< 2Ke+/G'(t)¢n(t) 9t

a

Nach dem letzten Lemma gilt aber

n— oo

b
lim /G'(t)¢n(t) @#=0,

so daB

b
lim /f(t)qﬁn(t) di ()] = 2@,
Da € > 0 beliebig war folgt nun die Behauptung <&

(4.3.6) LEMMA. Sei f € L}]a,b] und sei

a+h
M = gup %/f(t)dt<oo.

o<h<b—a
Ist dann g : [a,b] — [0,00) eine nicht-negative, monoton fallende Funktion, so gilt

b
[ 1o a < v [ otyae

a

Man beachte: Als monotone Funktion ist g mefbar. Da g beschrankt ist (durch
g(a)), ist g € L}[a,b]. Es gilt dann auch fg € L1[a,b], da das Produkt zweier
L1 -Funktionen bekanntlich sicher dann wieder in £} liegt, wenn wenigstens eine
der beiden Funktionen beschrinkt ist.
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Lemma (4.2.6) geht auf I.P. Natanson zuriick, siehe [17] | X| §2.
Fir unser Vorhaben benotigen wir folgende Fassung dieses Satzes:

(4.3.7) LEMMA. Sei f € £,[a,b] und sei

a+h
M~ sup % /f(t)d]w(t) .00

0<h<b—a

Ist dann g € C!|a,b] nicht-negativ und monoton fallend, so gilt

b

b
[ 1050 dno| <M [ geyar.

a

BEWEIS: Sei F' der w-Stamm von f mit F(a) = 0. Es ist fg € &, und

ist ein w-Stamm zu fg. Sei

b
A= [ 1090 dL() = HO) - H()
Wir wollen zwel Falle unterscheiden.

1.FALL. Esist g(b) =0.

Dann haben wir mit F(a) = g(b) =0
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wobei benutzt wurde, daB g monoton fallt, d.h. ¢’ < 0. Nun ist voraussetzungs-
gemaf

O = 1F(0) - F@)| = | [ 1w dl(w)]  aso

|F(t)| < M(t—a) (t € [a,b]) .

Setzen wir dies in die Abschatzung flir A ein, so erhalten wir

b
A1 < M [ (¢ - )~ ) at

was mit partieller Integration

da g(b) = 0. Im Falle g(b) = 0 ist die Behauptung des Satzes also gzeigt.

2.FALL. Esist g(b) > 0 beliebig.

Dann ist
b

b
4= |o(®) [ 10 a1 + [ (60 - 9()5(0) a0

b
< JOIF(E) - F@)| + M [ (o) - s

wobei der zweite Term gemifl dem ersten Fall abgeschitzt wurde. Da

b
|F(5) — F(a)| = / £(t) dL(8)] < M(b - a)

kann man |A| weiter abschitzen zu

b
41 < M |g0)6 - )+ [ (9lt) - 9(6) a

b
M [ g,

114



womit die Behauptung auch im allgemeinen Fall bewiesen wire

Wir werden nun zeigen, wie das Konzept von Kernen und singularen Integralen
fiir £} [a,b] umzudefinieren ist. Fiir die herkdmmliche Behandlung dieser Dinge
siehe [17] , X.

(4.3.8) DEFINITION. FEine Familie (®,) von Abbildungen
®, :[a,b] X (a,b) > R {n = N
heifit ein glatter Kern, wenn gilt:
(i) Fir jedes feste z € (a,b) und fiir alle n ist
(t— ®,(t,z)) € Cla,b .
(ii) Fir jedes feste z € (a,b) und fir alle a, f mit a < a < z < § < b gilt

B

lim /‘Dn(t, i e

n— 00
e

Man priift beispielsweise nach, daf§ durch

n 1

D (T s) =
) w14 n?(t —z)?

ein glatter Kern definiert wird, und zwar fiir beliebige Intervalle [a, b]. Wir werden
benutzen, daf fiir einen glatten Kern (®,) und ¢ < a < z < 8 < b stets

n— 00 n— 00

a b
lim /@n(t, z)ydt — lim / D it z)di =0,
a B

denn es ist ja z.B.

a b b

lim /@n(t,x)dt: lim /(Dn(t, ) dt—/q)n(t,:c) g =1 10,

n— 00 n— oo
a a a

gemaf (ii) der vorangegangenen Definition.

(4.3.9) THEOREM. Sei (®,) ein glatter Kern tber [a,b] x (a,b). Es seien alle
®,, > 0 und fiir alle z € (a,b) und alle n gelte:
: monoton steigend auf [a, z]
e Saliyo) o { monoton fallend antl e b .
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Ist dann f € L1 [a,b], so gilt

77— 00

b
fa) = Jim [ @at, 9070 aL),
fiir fast alle z € [a,b].

BEWEIS: Der Beweis lehnt sich eng an den Beweis des entsprechenden Satzes in
7] . X, 52 ah
Da (®,,) ein glatter Kern ist gilt

b
lim /@n(t, shdl = 1 (z € (a,b)) .

n— 00
a

Es geniigt daher zu zeigen, daf

b

(1) lim / Ba(t, 2)(f(t) — f(2)) dLu(t) =0 ,

n— 00
a

fir fast alle z € (a,b). Dazu zerlegen wir f in
i

und betrachten die unbestimmten Integrale

T x

Gilz) — /g(t) dl A1y Hie) = fh(t) dt

a a

(dabei ist natiirlich G nichts anderes als ein w-Stamm von g). Etwa nach (3.2.17)
gibt es eine Nullmenge N so daf

(2) Glz)=glz), H'iz)= hiz) Vz € (a,b) \ N .

Wir sind daher fertig, wenn wir (1) fiir alle z € (a,b) \ N zeigen konnen.
Sei also z € (a,b) \ N und € > 0 beliebig. Wegen (2) finden wir ein 6§ > 0 so daf

S| =

a+h
/ (g(t) — g(=z) d1.(t)| < € und

/(h(t)—h(z))dt e ol b .




Nach (4.3.6) und (4.3.7) kénnen wir daher abschitzen:

z+6

[ v - s@)ane

T
z+6

46
<| [ @) - s@)@ata) a®)] + | [ (40) - W) a(t, )
46 b

b
da [ ®,(t,z)dt — 1, gibt es ein nur von z abhingiges K(z) > 0 mit

a

b
/@n(t, zhdi < K{z) ¥n .

Es folgt

z+6

3) / (F(8) — £(=))®nlt, ) dI(8)] < 2¢K(z) .

x

Sei nun £+ 6 <t < b. Dann gilt

z+6

1 K
@, (L) =B, lz+8,5) < 3 / B8 cldi = ((;C) ;

T

wegen dem angegebenen Monotonieverhalten von ¢ — @, (¢, z). Da aulerdem fiir
ein beliebiges fmit z+6 < < b

T xz

B b b
/ <I>n(t,:c) d— / @n(t, z) dt—/fbn(t,:c) dt—-0—-0=0,
+6 +6 B

fir n — oo, sind fiir ¢,(t) := ®,(t,z) (t € [z + 6,b]) die Vorraussetzungen von
(4.3.5) erfiillt, also
b
(4) lim [ @t 2)(/(0) - £(2)) dLult) = 0.
o)
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Da € > 0 beliebig war ergibt die Kombination von (3) und (4)

b

Tim_ / D, (¢, 2)(f(t) — f(z)) dL(t)| = 0.

Da man vollig analog

x

lim /@n(t, 2 f{t)— flz))dl {t)| =0

n— 00
a

zeigen kann folgt (1) und wir sind fertig ¢

Zur Erinnerung: Ist A > 0 mefbar, so ist [ hAdX immer erklirt (im Sinne der
klassischen Maftheorie), kann aber = oo werden. Wir werden fiir ein derartiges
Integral auch [ h(t) dA(t) schreiben. Im Sinne von Natanson definieren wir nun:

(4.3.10) DEFINITION. Sei f € Ll[a,b]. Ein Punkt z € (a,b) heifit Lebesgue-
Punkt von f, falls

z+h

tim [ 17 - 1 (Mwaw:gngunvhwnwur=

T

(4.3.11) *SATZ. Sei f € L1]a,b] und Sy = 8:(f;la,b]). Dann sind fast alle
z € (a,b) — S Lebesgue-Punkte von f.

BEWEIS: Da S abgeschlossen ist, ist (a,b) \ S offen und daher

(a)b) \ St = U(am bn) )

mit geeigneten paarweise disjunkten, offenen Intervallen (a,,b,). Jedes (an,b,)
kann man seinerseits schreiben als

1 1
n)bn = Jn ) Jn = |An —‘;bn e o
(an,bn) LkJ ko Jnk = an + o )

Seien dann n,k fest gewadhlt. Da J,, keine Punkte aus S; enthilt, zeigt ein
Kompaktheitsargument, daff € L1 (J,x). Dann gilt aber z.B. gemiB [4] , (18.4):

hio h

hm—?Wﬂ) (|ﬁ~hm~/Lf 5)dt =0,
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fir fast alle z € J,i. Fast alle z € J,, sind also Lebesgue-Punkte von f. Da
(a,b)\ Sr die abzihlbare Vereinigung der J,x ist, sind auch fast alle z € (a,b)\ St
Lebesgue-Punkte von f

(4.3.12) DEFINITION. Seien ®,V : [a,b] X (a,b) — R gegeben. V¥ heifit eine
glatte, konvexe Majorante von ®, wenn gilt:

(1) ¥>8].
(ii ) Fir jedes z € (a,b) ist

(t— ¥(t,z)) € C'a,b] .
(iii) Fir jedes z € (a,b) gilt

monoton steigend auf [a, z]
monoton fallend al (0]

t— V(¢ z) ist {

(4.3.13) SATZ. Sei (®,) ein glatter Kern iiber (a,b) X [a,b]. Es existiere eine
Familie (¥, ) von glatten, konvexen Majoranten ¥,, zu ®,,, derart, da8 es zu jedem
z € (a,b) ein K(z) > 0 gibt mit

b
/\Iln(t,zc) dt < K(z) VneN .

a

Ist dann f € L1[a,b] und = € (a,b) ein Lebesgue-Punkt von f, so gilt

n— oo

b
flz) = lim /@n(t,x)f(t) gl (1] o

BEWEIS: Da (®,) ein glatter Kern ist geniigt es wieder

b

) i [ @0, 2)(/(0) - 1(6)) dhaft) =0

n— oo
a

zu zeigen (vergl. den Beweis zu (4.3.9) ). Sei dazu € > 0 vorgegeben. Da z
Lebesgue-Punkt ist gibt es ein § > 0 so dafl

xz+h
3 [ VO -sr@ine < firo<hss.

T
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Insbesondere muf} also der mefibare Integrand iiber [z, z+ §] Lebesgue-integrierbar
sein, da seine Lebesgue-Nom < oo bleibt. Nun gilt

z+6

[ 60 - rEpea

was wegen Lemma (4.3.6)

z+6
<e / W (i, e)dt < <K(z)

T

bleibt.
Andererseits hat man firz 4+ 6 <z <

@ (1,2l = B (82) < ¥ {z+ 6 2)
x+46 K
/ U, (¢, z)dt < % :

T

S

| =

wegen dem Monotonieverhalten von ¢ +— V¥, (¢, ). Nun schlieft man wort-wortlich
wie im Beweis von (4.3.9), da8

n— 00

b
lim / (i) — Flz)10uld, gy dl,(s) =0
+6

xz

so daf} insgesamt

b z+6 b
[ -ranetnane <| [+ [
T T +6

< K(z)e+ €,

fur alle hinreichend grofien n. Da € > 0 beliebig war folgt

n— 00

b
2) i, [(70) — 7(2)@0t,5) a1 (0) =0
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und vollig analog gilt auch
T

(3) lim (f(t) — f(2))®u(t, z) dLu(t) =0 .

n— 00
a

Die Gleichungen (2) und (3) ergeben nun die gewiinschte Beziehung (1) und wir
sind fertig ¢

Betrachte nun eine Funktion f € Ll [—m, n] und deren Fourier-Koeffizienten
1 ™
dp =gl )= / f(t) cosktdl,(t),
T

bk:bk(f):%/f(t)sinktd]w(t) G

sowie die n-ten Partialsummen der zu f gehérenden Fourier-Reihe

1 n
S.El=8.10 5 = 590 +Z(ak coskz + bg sinkz) .
1

In Beispiel (4.3.16) werden wir zeigen, dafl es ("viele”) f € LL[—n,n] gibt, fiir die
klim ar(f) oder klim br(f) nicht existiert oder # 0 ist. Bilde nun fiir ein solches
— 00 — 00

f die Partialsummen S,, und setze

H:={z €[a,b]| lim S,(z) existiert (in R) } .

n— oo

Nun konvergiert (S, (z)) genau dann, wenn es eine Cauchy-Folge ist, d.h.
1
ge H & Yedlvmn =1 8(5)~ S.le)] < o also

H=(\UU N (z€e8ll 1Sn(z) - Sa(=)l < 1) -

Le=il =1l e

Als stetige Funktionen sind alle S,, mefbar; die vorangegangene Darstellung von
H zeigt, daB damit auch H mefBbar ist, da alle in der Darstellung von H vorkom-
menden Mengen mefibar sind.

Angenommen A(H) > 0. Dann gilt fiir alle z einer Menge positiven Mafes

lim (ag coskz + b sinkz) =0,

k— oo
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da die Fourier-Reihe von f fiir z € H konvergiert. Aus dieser Tatsache folgt aber
gemiB [17] , X, §4, Theorem 4:

L ap = lInm bp =0,
k— o0 k— o0

was aber voraussetzungsgemaf nicht der Fall sein sollte. Wir halten diese interes-
sante Ergebnis fir spater fest:

(4.3.14) LEMMA. Sei f € Ll [-m,x|. Ist einer der Limiten

lim ax(f), lim bg(f)

k— o0 k— o0

nicht existent oder existent aber # 0, so divergiert die zu f gehérende Fourier-
Reihe fast tiberall.

Ein befriedigenderes Verhalten zeigen die L!-Funktionen bzgl. eines anderen
Summations-Verfahrens, der sogenannten Cesaro-Methode: Statt der Partialsum-
men S, (z) betrachtet man hier die arithmetischen Mittel

on(z) 1= - (So(2) + 51(2) + -+ 51 (2)

zu einem gegebenen f € Ll [—m, n] (n-te Cesiro-Summe). Leichte Umformungen
ergeben (vergl. [17] , X, §3):

m

on(z) = / B,(t,2)f(8) L (1)

—

mit dem Fejér-Kern

wobel fur t =z

O,(t,z) ;= —-n

- 2nrw . 2
gesetzt wird. Man kann zeigen (ebenfalls [17] , X, §3): Der Fejér-Kern (®,,) ist
ein glatter Kern und ®,, hat die glatte, konvexe Majorante

nmw

Rl n2(t—z)2+4°

Unabhangig von n und z bleibt

™

2
/\I!n(t,:c)dt . % :

=1
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Damit erfiillen (®,) und (¥,) alle Voraussetzungen von Satz (4.3.13) und wir
haben:

(4.3.15) SATZ. Sei f € LL[—m, x|, (®,) der Fejér-Kern und seien o, die n-ten
Cesaro-Summen zu f. Dann gilt fir jeden Lebesgue-Punkt z von f:

™

flz) = lm ag.l=] — hm /@n(t,x)f(t) (] -

n— 00 n— 00
=l

Ist f € LL]-m,m] soist S; = Si(f;[—m,n]) eine abgeschlossene und nir-
gends dichte Menge (vergl. (3.4.3) ). Nach (4.3.11) sind fast alle Punkte
z € (—m,m)\ Sy Lebesgue-Punkte von f, insbesondere liegen die Lebesgue-Punkte
dicht in (—m,7)\ S und haben das gleiche Ma8 wie (—m, 7) \ S;. Da nun endlich
(—=m,m)\ St dicht in (—m, 7) liegt, kann man zusammenfassend feststellen:
Ist f € LL[—m, 7], so bilden die Lebesgue-Punkte von f eine dichte, mefibare
Menge positiven Mafles.

Im Lichte dieser Bemerkung ist (4.3.15) ein um so erfreulicheres Ergebnis.

In [4] , Theorem (18.28) wird gezeigt, daB

Ly ‘| f —oull =10,
n— 00

fir alle f € Lp[—m,n]. Ist f € L[, 7], so gilt diese Formel genau dann, wenn
f € Li]|-mgm]:
Ist f € L1]|—m, @] so gilt, wie gesagt, die Formel. Gilt umgekehrt die genannte
Formel, so ist || f — 0,]| < 1 fiir ein geeignetes n. Da [|o,|| < oo fir das stetige o,
gilt dann auch

N < S = onll +llonll < oo,

d.h. aber f € L][-m,7].
Sei ¢, (z) 1= cosnz (z € [—m,n]). Fir ein ¢ € [—7, 7] gilt dann

&
it
lim / cosimtide — dlunt = sinine 108
n— oo n—oo N

Ist daher f € L1[—m, ] so besagt Lemma (4.3.4):

il @k /] = 0 ind andleg lim b.(f) =0 .

n— 00 n— o0

Wir wollen nun zeigen, daf dieses, unter dem Namen Riemann-Lebesgue-Lemma
bekannte Ergebnis, fiir f € L1 [—m, x] i.A. falsch ist.
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(4.3.16) BEISPIEL. Seien Cy > 0 gegeben. Dann existiert ein f € L1 [—n, 7]
und eine aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen (my) mit

k— o0

lim / f(t)sinmytdl,(t) — Cx|=0.

BEWBRIS: 8el e, = s und sp =il — 1 (h— 12,3} ...} Wir sefzen f = 0 auf
[—m,s1) und werden f sukzessive auf sy, s3),[s2, $3), ... fortsetzen.
Wihle nun zunachst ein n; > 3 so daf

() Lo
2k 2

Das Intervall [s;,s;) werde nun in gleichlange Teilintervalle unterteilt (wegen
5 — 8 = Sysinddies T e o= 271=2 Stiick). Auf diesen Teilintervallen,
die wir links offen und rechts abgeschlossen nehmen, wird f abwechselnd konstant

zu £2C) festgesetzt, links mit +2C| beginnend. Es gilt:

(1) /f(t)sinZ"‘tdt:0<€1 g
(2 /f(t) gin2" 't dt = C; .
; 1
(3)) Biit sy € o <0< 55 ish /f(t)dtgg.
{4 4

Erlauterung zu (1°): Klar, da f = 0 auf [—m,s;).

Erlauterung zu (2’): Die Funktion f(t)sin2"'t besteht auf [s;,s3) aus § : 557
gleichlangen Sinus-Bauchen der Hohe +2C;. Jeder Bauch liefert zu dem Integral
in (2°) den

™

4C
20 sin ¥ tdh = —=

Bauchbeitrag = 5

O\w}
—

und damit berechnet man

,/f(t) sin 2"*¢ dt = (Bauchbeitrag) - (Anzahl der Biuche)
4C,
2

i 2n1—2 = Cl .
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™

Erlduterung zu (3’): Auf [sq,s;) springt f nach jedem Teilintervall der Lange 37
von +2C; nach —2C; oder umgekehrt. Daher bleibt fir s; <o < g < s

letzteres wegen Ungleichung (°).

Wir denken uns nun f bereits iber [sj,s2),[s2,53),...,[Sk—1,5k) (als Trep-
penfunktion) definiert, und gehen liber [sg, sk+1) folgendermafien vor: Wahle ein
natiirliches nyg so gro8, dafl

(I) ng > maxib 2 ny (]} .
Ck 2 zk ST 1
(1I) v s : e
Sk
(III) / Flt)ein2  tdll < e

Dabei 148t sich (III) so erreichen: Das bisher auf [—m,sg) erklirte f ist sicher
Lebesgue-integrierbar. Denkt man es sich daher -fiir den Moment!- auf [sg, 7]
zu 0 fortgesetz, so kann auf dieses f das Riemann-Lebesgue-Lemma angewendet
werden (siehe die Bemerkung vor Beginn von (4.3.16) ), so da (III) richtig ist fiir
ein hinreichend grofles ng.

Nun unterteilt man wieder [sg, sg+1) in gleichlange (links abgeschlossene, rechts

offene) Intervalle der Lange 7. Da sgy) — sk = 357 ist, sind dies genau
e — 27+~ (k+1) Stiick. Auf diesen Teilintervallen setzen wir f abwechselnd

konstant zu +2*Cy fest, links mit +2%Cy, beginnend. Es gilt:

3k
(1) ff(t) sin 25t dt) < g .
h
(2) f f(t)sin 2™t dt = Cy, .
8k
B
(3) Ist 8p = @< B = 5144 50 isk /f(t)dt §2—1k—.

Hierbei ist (1) dasselbe wie (III). Die Begriindung zu (2) ist der Erlauterung zu
(2’) analog, wobei man beachte, daf sin2™*¢ in s = m(1 — 2%) wirklich ”einen
neuen Batuch aufangt®, dai2% s — (28 — 2%+ ~Fyq und ng > &k nach (I). Die
Begriindung von (3) ist der Erlauterung zu (3’) analog, wobei nun (II) ausgenutzt

wird.
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So fortfahrend wird f auf allen [sg,sk41) und damit auf [—m, 7] definiert
(f(m) := 0). Dabei bleiben die Aussagen

@M, 1),(2,0)

fir alle nattirlichen £ giiltig.

Betrachte nun ein festes k und dazu diejenigen  mit k +1 <[ < nj —2 (wegen
(I) ist £+ 1 < ng — 2). Die Lange eines Bauches der Funktion sin 2"t ist 7.
Die Lange eines [sy, s141) BBt 57 Daher gehen in [s7,5141) genau %5 : 5
das sind 27+—(+1) Biuche auf, und das ist eine natiirliche Zahl, da | < ng — 2
(auBerdem priift man wieder nach, daf sin 2™*¢ in s; wirklich ”einen neuen Bauch
anfingt”). Wegen (I) ist (n,,) eine echt aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen.
Wegen | > k + 1 ist daher n; > ngyq > ng.

Die Linge eines Konstanz-Intervalls von f tiber [s;, s;41) ist konstruktionsgemif
se7; die Lange einos sin 2’“t Bauches ist ;7. Also gehen in einer Bauchlinge
die gerade (!) Anzahl ;5 : ;& = 2™~ "¢ Konstanzintervalle von f auf. Da f
auf diesen abwechselnd = +2*Cj, ist, gilt aus Symmetriegriinden fiir irgendein
Bauchintervall B von sin 2™+¢:

/ f(t)sin2™tdt =0,

und da eine natiirliche Anzahl von Bauchlingen in [s;, s;41) aufgeht folgt

Si41
f F(t)sin2™tdt =0 (k+1<I<ng—2).
8
Summiert man nun Uber die [ mit k 4+ 1 <! < ng — 2 so erhilt man
S”k_'l

() / FllsimZ idi =0

Sk+41
Beachte daB ng — 1 > k + 1 wegen (I), also s,,—1 > sgy1. Aus (3) folgt leicht,
daB8 f iiber [—m, 7] uneigentlich Lebesgue-integrierbar ist, also ist f € L} [, ],

gemaf (3.2.16). Wir finden daher g € &,[—m,n],h € L [—7, 7] mit f = g+ h. Sei
G der w-Stamm von g mit G(r) = 0. Fiir festes k schitzen wir nun ab:

/ F(t)sin 2™t dI,(t) — Cy

s €k+1 -‘511‘C i m
Sk41 Snp—1
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wegen (2) hebt sich das zweite Integral mit Cx weg, so daf dies weiter

35 Snp—1 ™
=]
™ St =l
T
S e / )
et

denn das zweite Integral verschwindet ja gema8 (*). Mit f = g+ h haben wir also

™

/f(t)sinzﬂktdfw(t)—ck e / |h(t)| dt + | Ag| ,

(%) b it
Ay = / gltleim 2™ L d I, (L} .
snk—l

Nach (4.1.1),(i) ist
Ple) = Gz)sm 275 — / G127 cos 2771 dl
0

ein w-Stamm zu g¢(z) sin 2™ z. Also ist

A = P(ﬂ-) i P(Snk~—1)

m
= —Gils, . ()sm2™ s, | - IV / Git) cos2" tdl ,

snk—l

wobei G(m) = 0 ausgenutzt wurde. Beachtet man m —s,, _; = Sy 90 ergibt eine
elementare Abschitzung

w
erlelten il o el
snk—lstsﬂ

Da (ng) echt aufsteigend ist (siehe (I) ) gilt nx T 7. Wegen der Stetigkeit von G
und G(m) = 0 bedeutet dies

|Ag| — 0, fir k — oo .

AuBerdem gilt fiir das Lebesgue-integrierbare h sicher

/ |h(t)| dt — 0, fir k — oo .

snk—l
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Setzt man beide Ergebnisse in (**) ein, so hat man

k— o0

lim / f(t)sin 2™ tdl,(t) — Cx| =0.

Setzt man nun noch my := 2™ so erhalt man die Behauptung ¢

Zusammen mit Lemma (4.3.14) besagt dieses Beispiel:

(4.3.17) COROLLAR. Es gibt Funktionen f € LL|—n, x| fiir die die zugehorige
Fourier-Reihe fast tiberall divergiert.

Dies ist natiirlich nicht véllig neu: Schon Kolmogorov zeigte, dafl es sogar Funk-
tionen f € L}[—m, 7] gibt, deren Fourier-Reihe f.i. divergiert (siehe [23] ). Das
von Kolmogorov angegebene Beispiel ist allerdings recht kompliziert. Im folgenden
Abschnitt (4.4) werden wir noch von diesem Beispiel von Kolmogoroff Gebrauch
machen.
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(4.4) Fourier-Transformationen iiber [}

Um eine verniinftige Theorie der Fourier-Transformationen iiber £}, aufzubauen,
ist es zunachst unumganglich, aus der reellen eine komplexe Integrationstheorie zu
machen. Es ist klar wie dies zu geschehen hat:

(4.4.1) DEFINITION. Sei J C R ein Intervall. FEine Funktion f : J — C
heiBt (I,-) integrierbar, wenn der Real- und Imaginirteil von f in L} liegen:
R(f),3(f) € LL(J). Die Menge der integrierbaren Funktionen J — C wird mit
Ll (J,C) bezeichnet. Fir f € L1 (J,C) heifit

/fdlw ::/@R(f)dwari/%(f)de

J Jf J

das (I,-) Integral von f iiber J.

b
Fiir J =< a,b > schreibt man meist wieder [ statt [, fiir J = R schreibt man
a Jf

einfach nur .
Man priift leicht nach, da8i £} (J, C) ein C-Vektorraum ist und daf§

/dfwzﬁj,(J,C)_»C
f

eine C-lineare Abbildung ist.

Wir wollen nun nicht daran gehen, simtliche entwickelten Begriffe und Satze aus
der Integrationstheorie auf den komplexen Fall umzuschreiben, dies um so weniger,
als sich das meiste ohnehin von selbst iibersetzt. Stattdessen wollen wir nur einige,
fiir unser Vorhaben besonders niitzliche Sitze ins Komplexe iibertragen.

(4.4.2) LEMMA. Sei f : R — C eine Funktion fiir die gilt:

(i) feLl(la,b],C), fiir alle a < b aus R.
(ii) In C existiert der Limes

b
A:= lim /dew
b—co

Dann gilt f € LL(R,C) und es ist

/de,,:A.
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Das ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz (3.2.16).
Fiir eine Funktion f € Ll (J,C) ist der Begriff des unbestimmten Integrals wie
gewohnt definiert: Jede Funktion der Gestalt

F(I):/Ifdlu

mit einem festen ¢ € J nennt man ein unbestimmtes Integral von f.

(4.4.3) LEMMA. Sei f € LL([a,b],C), F ein unbestimmtes Integral von f sowie
g € C'(|a,b],C). Dann ist auch fg € LL([a,b],C) und es gilt

b b
/fgdl = F(b)g(b) — F(a)g(a) —/F(t)g'(t) b .

BEWEIS: Offenbar kann man den komplexen Fall sofort durch Zerlegung in Real-
und Imaginarteile auf den reellen Fall zurlickspielen. Es gentligt daher reellwertige
f, g zu betrachten.

Nach Lemma (4.1.1),(ii) ist dann jedenfalls fg € £.[a,b]. Betrachte nun fiir f
eine Zerlegung

f=h+k et

Wir zeigen die Behauptung getrennt fir A und k an Stelle von f; fir A € £, folgt
sie aber sofort aus (4.1.1),(i) und fiir k € L] ist sie bekanntlich richtig (vergl. etwa
4] , §18) ¢

Wie nun sollen wir iiber L. (R,C) die Fourier-Transformation definieren?
Zunachst scheint sich folgendes anzubieten:

Die Funktion f € LL (R, C) heifie Fourier-transformierbar, falls
[ o= [ (B C) firfastallcte R .

In diesem Falle heifle die durch
S(1)(t) i= o= [ f@)e™ dL(2)
— z)e itz
21

f.i. definierte Funktion ®(f) die Fourier-Transformierte von f.

Die weiteren Untersuchungen haben aber eine weitgehende Unfruchtbarkeit
diese Konzepts ergeben. Der Hauptgrund hierfiir liegt unseres Erachtens darin,
daf die blofle Existenz (f.i.) der Fourier-Integrale eine zu schwache Bedingung ist,
um weitere Aussagen iiber die in diesem Sinne Fourier-transformierbaren f € £}
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und deren Fourier-Transformierte zu machen. Wir wollen nicht weiter auf die
enormen Schwierigkeiten eingehen, die sich einer in diesem Sinne aufgezogenen
Fourier-Theorie entgegenstellen, sondern auf die weiter unten folgende, sehr be-
friedigende und homogene Theorie verweisen.

Eine Frage wollen wir zuvor noch untersuchen: Sind im obigen Sinne alle f € £},
Fourier-transformierbar? Die Antwort lautet ”nein”. Es gilt sogar:

(4.4.4) BEISPIEL. Es existiert eine Funktion f € L1 (R, C) so da8
(=5 flzlg ") g LLR. O,

fur fast allet € R.

BEWEIS: Zum Beweis benétigen wir ein anderes sehr wichtiges Gegenbeispiel aus
der Theorie der Fourier-Reihen: Kolmogorov hat 1923 in der Orginalarbeit [23]
die Existenz einer reellen Funktion A € L}[—n, ] gezeigt, deren Fourier-Reihe
f.4. divergiert. Seien also a,,b, die Fourier-Koeffizienten dieser Funktion A und
M C R eine geeignete Nullmenge, so dafl

(1) Z(an cos nt + by, sin nt) divergiert, Vi e R\ M .
1

Nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma (siehe etwa [17] , X) gilt aber jedenfalls

(2) lm @, = lm b, =0.
n— 00 n— 00

Definiere nun tiber R

(ee]

(o]
T1 ::Zanx[n—é,n—f—%)’ T2 ::anX[n—%,n+%) .
1 1

Man findet nun leicht Funktionen Fy, Fy die Ty, T, glatt interpolieren, und zwar
so, daf} sich F; von T; nur an den Sprungstellen ein wenig unterscheidet (: = 1,2).
Genauer soll gelten:

(3) F: e C}(R).

(4) F; verschwindet auf (—o0,0] und es ist

I Filz) =0

(5) Gyi=F i ££(R) .

131



Wegen (3) und (4) gilt F|, F; € £y C €, und daher ist
f=F +iFic LB C).
Betrachte nun die Funktion
o(z) = f(z)e™  (z€R)
fir ein ¢t € R. Ist ¢ € L] so existiert der Limes

A::/ e (z) dI,(z :hmj z) dI,(z)

(M1

= lim / flz)e "l (o)
N+
1
e=  Jign F(N+—)_'tN+)+z / et el
N — o0 %
0

und wegen F(N + 1) — 0 (siehe (4) ) existiert

W=

A — i,

N — o0

F(z)e " dg

((T1(z) + G1(2)) + i(Ta(2) + G2(z)) ) e dz .

— litni a7
=00

e
B |

Wegen G1,G> € L} existiert dieser Limes aber genau dann, wenn der Limes

(NI

N —o00

+
= lim & / (Ty(z) + 1T (z))e ** dz
0
existiert. Mit der Definition von T}, T rechnet man leicht nach, da8

N
1 1
S(Ad") = Lm Z i [sin(n L E)t — sin(n — E)t]

N —o0
n=1
: 1 1
s Nh—I»noo bn {cos(n + §)t — cos(n — g)t}
n=1
o
= ng]}m 2sin . z:l(an cosnt + by sin nt) .

n—=
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Wenn dieser Limes existieren soll, gilt entweder ¢ € 27Z ( & sin % = 0) oder aber

es mufl ¢ € M sein, gemaB (1). Damit ist gezeigt, daB ¢, € L1 (R, C) hochstens
fir die ¢ aus der Nullmenge M U 27Z richtig sein kann, d.h.

(e fler e LR O
fur fast allet e R ¢

Wir wollen nun die notigen Vorbereitungen fiir die von uns angestrebte ”bes-
sere” Definition der Fourier-Transformation zusammenstellen. Mit § = §(R)
bezeichnen wir den Raum der ”schnell abfallenden” Funktionen R — C; genauer:

(4.4.5) DEFINITION. Es sei

S:={pel”R,C) supll+ )%™l < oo, nm=0,12..}.
zER

Wir setzen voraus, dafl der Leser mit dem sogenannten Schwartzschen Raum
S und der Fourier-Transformation auf § einigermafien vertraut ist. § ist ein
C-Vektorraum der abgeschlossen ist gegeniiber Multiplikation, Multiplikation
mit Polynomen Differentiation, Konjugatlon Faltungen sowie den Operationen
Y — 1/) und der Fourier-Transformation ¢ — zp Dabei ist fiir eine beliebige Funk-
tion ¢ : R — C die Funktion § durch die Vorschrift §(z) := g(—z) erklirt; is
% € S so definiert man die Fourier-Transformierte 9 € S durch die Vorschrift

A

p(t) == 7le "4 {cR).

|
=
Wir fassen die fiir uns wichtigsten Eigenschaften der Fourier-Transformation in
folgendem Satz zusammen und verweisen fiir Einzelheiten auf [8] .

(4.4.6) SATZ. Die Fourier-Transformation ist eine bijektive, C-lineare Abbil-
dung von § auf §. Fir alle ¢,¢ € S gilt:

i) (mb) i’

Dabei steht in (i) z4 natiirlich nur abkiirzend fiir die Funktion z — z¢(z).

(4.4.7) DEFINITION. Eine Funktion F : R — C heiit polynomial beschrinkt,
wenn es ein M > 0 und ein m € {0,1,2, ... } gibt, so daff

|F(z)| < M(1+ z?)™ Yrc .
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Mit P, = P,(R) bezeichnen wir die Menge aller f : R — C fir die gilt

(i) fe LL(J,C), fir jedes kompakte Intervall J C R.
(ii) Ist F' ein unbestimmtes Integral von f, so ist F' polynomial beschrinkt.

Da sich zwei unbestimmte Integrale von f € L1 (R, C) hochstens um eine kom-
plexe Konstante unterscheiden kénnen, hangt das Erfiilltsein von (ii) nicht von
der Wahl von F' ab. Man macht sich ferner leicht klar: Ist G : R — C polynomial
beschrinkt und etwa stetig, so ist Gy Lebesgue-integrierbar, fiir alle ¢ € §. Wir
werden dies im weiteren Verlauf haufig und manchmal ohne besonderen Hinweis
ausnutzen.

Offenbar ist das oben definierte P, ein C-Vektorraum und es gilt

RO B

Das nachste Lemma ist von hochster praktischer Wichtigkeit.

(4.4.8) LEMMA. Seien f € P,,v € S und F ein unbestimmtes Integral von f.
Dann hat man

fheLL(R,C), Fy'e LL(R,C)

und es gilt die Formel

/f;b dily = —/F(z)@b'(x) dz (Partielle Integration) .

BEWEIS: Wegen der polynomialen Beschrinktheit von F ist F'y' Lebesgue-
integrierbar. Fiir a < b aus R gilt nach Lemma (4.4.3): fy € Ll([qa,b],R)

und
b

b
[ roat, = FeWO) - F@(@) - [ P (e d.

a

Da F polynomial beschriankt ist und da ¢ € § ist gilt aber

lim Flajula) = L Flbyb(h) =0 .

a— — oo b— oo

Also existiert der Grenzwert

b

A:= lim [ fydl, = —/F(x)i/z'(:c) dz

b—oo
a

und die Behauptung folgt aus Lemma (4.4.2) $
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Insbesondere ist daher fir alle f € P,,,¢ € § die Faltung f % ¢ durch

/f (t—z)dl,(z) (t€R)

erklirt. Man beachte ferner: Ist f € P, und F' ein unbestimmtes Integral von f,
so gilt wegen Satz (3.2.17) die Beziehung F' = f f.4.

(4.4.9) SATZ. Sei f € P,, F ein unbestimmtes Integral von f und z € R ein
Punkt in dem F'(z) = f(z). Sei ferner ¢ € § mit [ ¢(z)dz = 1. Dann gilt

lxi?olf « ¥Ya(z) = f(z) ,

d.h. dies gilt fir fast alle z € R.

BEWEIS: Nach Lemma (4.4.8) gilt
I NCEN BTN TING
o /F(z)¢;(z_t) at
und somit nach Substitution z — ¢t = u
(1) fra(a) = [ Flo—wi(w)du.

Nun ist aber F' in z differenzierbar. Definiert man daher

o { ﬂ@z—_’” — f(=z) fiir w # 0
0 furu=20

so ist x stetig, es ist x(0) = 0 und y ist (wie man sich leicht iiberlegt) polynomial
beschrankt, da F' polynomial beschrankt ist. Man hat

F(z —u) = F(z) — u(f(z) + x(u)) VueR.
Setzt man dies in (1) ein, so erhilt man

female) —Ax) £ B) - €(0) " mit

A

B = —1(a) [ whu) du
C) =~ [ wx(ugh (u) du
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Natiirlich ist
(3) AN\ =0.

Durch partielle Integration findet man leicht
[wtiwdu=- [ v ta
1
= —/T/)(z—)du: —/¢(v)dv: ok

und somit gilt
(4) B(}) = f(z) -

Zur Berechnung von C(A) definieren wir zunichst ¢ € § durch ¢(z) := z¢'(z).
Man iiberpriift, daf z¢}(z) = ¢a(z) und somit

) = - [ xupa(u) du
(5) V3
—— | [+ [ + [ xtwrw)au
L
Nun ist etwa
VN
[ xwh@ s s ixw) [ 183w
ul<VA
BN

= swp_ |x(w)|- [ [#(w)du—0,
o o) f

fir A — 0, da x stetig und x(0) = 0. Wie oben bemerkt, ist y polynomial
beschrankt, also etwa

bl = MHE £u)? 0 (e c R,
fir geeignete M, m. Daraus folgt, etwa fiir 0 < A <1

(ee]

[ xwhas| < [ Ma+@mial i,
A VN
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was nach Substitution y = { tibergeht in

= [ MO+ 2260 dy

v

< [ MO+ Ppw)ldy
_k

Hier steht jedoch im Integranden eine gewohnliche Lebesgue-integrierbare Funk-

tion. Da ﬁ — oo fiir A — 0 folgt hieraus

(ee)

/X(u)¢,\(u) du| — 0

A

und ganz analog gilt

—V/x
/ x(uw)dr(u)du| — 0.

— (9

Beachtet man all dies in (5) so erhilt man

(6) 1,\1}13 A} =0 .

Einsetzen von (3),(4) und (6) in (2) ergibt jetzt die Behauptung des Satzes ¢
Spezielle Funktionen aus § sind die Funktionen
— 224t
T e 2 (A>0,teR).

Im Hinblick auf (4.4.8) ist daher folgende Definition sinnvoll:

(4.4.10) DEFINITION. Fir A > 0 und f € P, definiert man
oo (R O

durch die Vorschriften
(N = 7= [ S H T L),
SA(f)(E) == ﬁ/‘f(:c)e_%x%rmt dhilz).. lbeR);
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(4.4.11) SATZ. Fir f € P, und X > 0 ist

S ec A

BEWEIS: Nach Lemma (4.4.8) ist fiir t € R z.B.

(N0 = 7= [ e 3 an )

YAz + zt)e s

o

Mit bekannten Satzen iiber die Differenzierbarkeit Parameter-abhangiger Integrale
(siehe etwa [16] , §11) schlieft man aus dieser Darstellung leicht, dafl ®,(f) € C*°,
wobei natiirlich die polynamiale Beschrianktheit von F' ausgenutzt wird. Ferner
folgt aus dieser Darstellung

[®A(f)(2)] < Cy + Cat wobei

@ \/_//\|:rF -3’ dx.,
C ::—/Fz e 2% dr .

Hieraus folgt sofort die polynomiale Beschrinktheit der unbestimmten Integrale
von ®,(f). Analog verfahrt man mit ®,(f) ¢

Als nachstes ordnen wir jedem 9 € § ein lineares Funktional Ay : £, — C zu,
durch die Vorschrift
= [ rea,

§ = {Ay| p € 5}
ein C-Vektorraum. § erweist sich als punktetrennend auf P, d.h. sind f,g € P,
und ist nicht f = g f.i. (fast tberall gleiche Funktionen aus A, werden wieder

identifiziert), so gibt es ein Ay € S mit Ay(f) # Ay(g). Aus Linearitatsgriinden
miissen wir zum Beweis lediglich zeigen:

Offenbar ist dann

(4.4.12) LEMMA. Ist f € P, und ist nicht f =0 f.i., so gibt es ein Ay € S mit
Ay (f) # 0.

BEWEIS: Sei A := {f # 0} so daB A(A4) > 0. Nach Satz (4.4.9) gilt fiirein g € §
mit [ $(z)dz =1
B Sdnl il
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fir fast alle z € R. Wegen A(A4) > 0 gilt dies dann aber auch fiir ein z4 € A:

fx¢a(z0) = f(z0) £0 .

Fir ein hinreichend kleines Ay ist daher
[ 56362, (50 ~ 0410 = £+ #a,(50) #0 .
Definiert man daher ¢ € § durch
W)= (zs~2) (zcR),

so gilt Ay(f) #0 <

Der Raum § induziert nun (als punktetrennender Vektorraum linearer Funktio-
nale) bekanntlich eine schwache Topologie auf £,,. Wir konnen auf Einzslheiten
dieser Konstruktion hier natiirlich nicht eingehen und verweisen z.B. auf [8] ,Theo-
rem 3.10 . Statdessen stellen wir nur zusammen, was die allgemeinen Resultate
der Funktional-Analysis flir unsere konkrete Situation bedeuten:

(1) Die Familie der Mengen

gl = Pl N d) o)
(e >0,9e P, eSs)

bildet die Subbasis einer Topologie auf P, die wir die §-Topologie von £,

nennen wollen.
(2) Hierdurch wird P, zu einem lokal-konvexen topologischen Vektorraum, dessen

Dualraum gerade § ist.

Der Terminus ”topologischer Vektorraum” impliziert dabei immer ” Hausdorff-
raum”. Wichtig ist ferner die Charakterisierung der Konvergenz in 7,:

(3) Sind fn, f € P, so gilt f, — f (bzgl. der §-Topologie) genau dann, wenn

Aglla] — Aulf) el

Gilt f, — f in der §-Topologie von £, so werden wir hierfir oft
fo 20 15) eder f = 8 = lim f;
schreiben. Ahnlich schreiben wir
e (S) gderif = § _l)\l?(}f'\
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wenn f) — f in der S-Topologie fiir A | 0. Natiirlich ist dies genau dann der
Fall, wenn

giﬁ}Aw(fn) =Ay(f) WHES.

Die angestrebte Definition der Fourier-Transformation lautet nun:

(4.4.13) DEFINITION. f € P, heifit (schwach) Fourier-transformierbar, falls
8(1) = S — lim (/)

in P, existiert. In diesem Falle heifit ®(f) € P, die (schwache) Fourier-
Transformierte von f. Die Menge der (schwach) Fourier-transformierbaren Funk-
tionen aus P, wird mit %, notiert.

Nach (4.4.11) ist fir f € £, und A > O stets ®,(f) € P,, die Definition ist also
sinnvoll. Ganz offensichtlich ist 7, ein C-Vektorraum und

®:7,—-FP,, f— ()

ist eine C-lineare Abbildung.

(4.4.14) LEMMA. Die Riume L}, P,, 7, sind abgeschlossen gegeniiber der Ope-
ration g — §. Speziell fir g € L} gilt stets

/gd] :/_E;d[w.

Wir werden dieses Lemma ab und zu benutzen, wollen aber den einfachen Beweis
hier iibergehen.

(4.4.15) LEMMA. Ist f € 7, so gilt

(®(f)) =$ - gifl(}@(f) ;

BEWEIS: Wegen dem letzten Lemma haben wir fiir beliebiges ¢ € §

M@0 = [ | = [ 1@ ar ) w0 ar
= [ & [ s - an @) v an
= [ 26 an
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Wegen @,(f) — ®(f) (§) folgt

I Ay (@2(1)) = [ SNOFE) L)

AL0

und dies ist nach (4.4.14)

2 /(@(f))‘(t)gb(t) dI,(t)
= Ay ((2(f))) -

Da dies fiir alle ¢ € § richtig ist, bedeutet das gerade die Behauptung des
Satzes &

Nach Lemma (4.4.15) ist folgende Definition sinnvoll:

(4.4.16) DEFINITION. Durch die Vorschrift

() =S -ImB(f) (FEX)

wird die (schwache) Fourier-Riicktransformation
6 : ?w = Pw
definiert. Bemerkung: Es gilt hierbei

)= (ela)y e h)

Versieht man P, mit der S-Topologie, so ist, wie man leicht nachpriift, die Kon-
jugation g — 7 eine stetige Abbildung, was wir noch an einigen Stellen benutzen
werden. Die Konjugation fiihrt nicht aus %, C £, heraus:

(4.4.17) SATZ. Ist f € %, so sind auch f,R(f),(f) € %, und es gelten die
Formeln

o(f) = (2(f)) = 8(f) , o(f) = 8(f) -

BEWEIS: Nach (4.4.16) gilt (in A, bzgl. der S-Topologie)

(1) Oa(f) = O(f) = (2(f))" -

Nun priift man leicht nach, daf fir A > 0

(2) 05(f) = @a(/f) -
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Mit der oben bemerkten Stetigkeit der Konjugation ergeben (1) und (2)

ex(f) = BA(f) — O(f) = (2(f)) € A,

Daher ist f € 7, und die erste der angegebenen Formeln ist richtig; die zweite
erhilt man sofort aus der ersten, wenn man f an Stelle von f schreibt und an-
schlieend konjugiert.

Nun sind natiirlich mit f € 7, auch

R()=s(+Neh, S =g/ -D ek,

da 7%, ein C-Vektorraum ist ¢

(4.4.18) LEMMA. Sind fe€ P,,v € § so gilt:

@lirep el At
(ii) f = ¢ ist polynomial beschrinkt.

BEWEIS: Fiir ¢t € R ist nach Lemma (4.4.8)
F30) = [ 1@ - 2) L

1)
= [F@¥ -2z,

wobeil F' ein unbestimmtes Integral von f ist. Da F polynomial beschrankt ist
und da ¢’ € §, schlieft man leicht mit Hilfe einschligiger Satze liber parame-
terabhangige Integrale, da8 f « ¢ € C*°. Daher ist gewif f ¢ € LL(J), fiir jedes
kompakte Intervall J C R.

Nun ist F' polynomial beschrinkt, etwa

|F(z)| < M(1 + )™ (zeR),

fiir geeignete M, m. Aus der Darstellung (1) erhalten wir mit geeigneten ag; > 0
und fiir alle t € R

%9 s/|F(m)\ Wt - 7)) do
= [1F¢ - =) (=) ds

< [ 35 miltiafiv o)) do

(=0

S R

k,i1=0
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woraus man sofort auf die polynomiale Beschranktheit von f x1 schliefft. Dann ist
natiirlich auch jedes unbestimmte Integral von f % % polynomial beschrankt und
der Rest von (1) ist ebenfalls gezeigt &

(4.4.19) SATZ. Sei f € P, und ¢ € S mit [ ¢(z)dz = 1. Dann gilt

f=5~1)\i?3f*¢x-

BEWEIS: Nach Lemma (4.4.8) ist firt € R

fr0:t) = [ F@#i(e—2)ds,

wenn F' ein unbestimmtes Integral von f ist. Nach dem letzten Satz ist jedes fx* ¢
polynomial beschrinkt (und stetig), so da (f * #»)¥ Lebesgue-integrierbar, fir
alle ¥ € §. Fiir solche 9 ist also

a0 = [ | [ F@s—a)as] v e
Da F polynomial beschriankt ist und da ¢, ¢, € S, ist sicher

ur(z, t) = Fz)gi(t — 2)9(t)  ((z,¢) €R?)

eine Lebesgue-integrierbare Funktion R? — C. Wir konnen deshalb Fubini an-
wenden und bekommen

M7+ 0 = [ Fa) | [ - o at] as,
A bl penhille Bt o o i on Bk pr s
s —/F(x) [/ A bR dt] .
= */F(r) U $A(y)¥'(z +y) dy} dz
s iach Clerd cxe il Dbt e o
- [ |- [P+ vas] rway
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und dies ist gemif (4.4.8)

/[/f (z+y)dlu(z )] $a(y) dy
/Uf s e )} $a(—y) dy

=/f*t/3(y)¢,\(0—y) gy
= (f * ¥) * $2(0) .

Nach dem letzten Lemma ist f % ¢ stetig und in A,. Dann ist jedes unbestimmte
Integral von f x 4 iberall differenzierbar und hat f % ¢ zur Ableitung. Die An-
wendung von (4.4.9) ergibt daher fiir A | 0

(F 8) + $2(0) = £+ $(0) = [ 1()(a) dLu(2) = o)
Das bedeutet aber nach dem oben gezeigten
iz Ay (£ = #2) = (s = 9) + 42(0) = Au(1) |
flir unser beliebiges 9 € §; also gilt

f s '(/)/\ Ty f (S) )
wie behauptet &

(4.4.20) SATZ. Sei ¢ € S definiert durch
1y

£} = e

A

Dann gilt fir alle f € 7, und A > 0
Ox(2(f)) = f*dyx -

W) [

EE S

BEWEIS: Firt e R ist

@O = = / Je— da—iut gr )

Nun liegt der hier auftretende e-Faktor, als Funktion von u, sicherlich in §. Da
@,(f) — ®(f) (8) fiir p | 0, erhalten wir

2,(B(/)() =lim Au(6) mit

) Au(t) = %/ [/ f(x)e_%$2+ixt de(a:)} T &
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und mit Lemma (4.4.8) gilt

L /U Fleilus — oo 2 P00 del ot YL (4]

T

Wegen der polynomialen Beschranktheit von F' ist

h(z, u) == Plz)(uz — fu)e” 57 10250 it (5 y) € R?)
sicher eine Lebesgue-integrierbare Funktion R? — C. Nach Fubini ist aus diesem
Grunde

1 2 : Ao

At = Z—/F(z)e_%x [/(pz — zu)e_;" L
T

Nach der etwas miihsamen aber elementaren Berechnung des inneren Integrals

erhalt man

t— T _(!—1'12

1 2
/F(:v)e_%x (pz — 3 e = an .

Au(t) == \/27r—/\

Der Betrag des Integranden bleibt, etwa fir 0 < g < 1, durch die Lebesgue-
integrierbare Funktion

f—x

()= 1F(a) (1ol + |55

) e

beschrankt. Nach dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz ist deshalb

: 1 b=t % (t—=)?
1 AT — F — RN d
i 4,) = o | (“‘")< ) ) o

was mit dem im Satz angegebenen ¢

Das Einsetzen dieser Beziehung in (1) ergibt nun die Behauptung des Satzes ¢

(4.4.21) SATZI. Ist f € 7, so sind auch ®(f), ®(f) € %, und es gilt
G SO = f YT
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BEWEIS: Sei f € 7, gegeben. Nach dem letzten Satz ist
() =f+d,x (A>0)

wobel |
s e

Bekanntlich ist [ ¢(z) dz = 1. Mit (4.4.20) und (4.4.19) folgt fir A | 0

OB =f+ds5— f(S).
Das bedeutet aber nichts anderes als
(1) B(f)eF ,d@(N=".

Nach Satz (4.4.17) ist auch f € 7,, nach dem eben gezeigten ist also auch

®(f) € 7,. Anwendung der Formel aus (4.4.17) ergibt unter Beachtung von (1)

o(f)=9(f) =3(f) e %,

da 7, abgeschlossen unter Konjugation ist. Anwendung der Formeln aus (4.4.17)
ergibt nun

) = (2(f))

was aber wegen (1)

womit alles gezeigt ist ¢

Wir haben damit gezeigt, daB &, ® bijektive, lineare Abbildungen von %, auf
sich sind und daf ®~! = ®, so wie wir es nach der klassischen Fourier-Theorie
erwarteten.

Wir wollen nun zeigen, daf ® und ® auch stetig sind (bzgl. der auf 7, indu-
zierten S-Topologie). Als Vorbereitung brauchen wir den folgenden, auch an sich
interessanten Satz.

(4.4.22) SATZ. Sei fe #,,% € S. Dann gilt
Ay(S(f)) = 4;(S) -

BEWEIS: Da ®(f) = § — l)\lil&@A(f) ist, gilt

Ay(2(f)) = E%Aw(@x(f))

: 1 — 22—zt
—tin [ | [ 1@t an@)] v ano
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was nach Lemma (4.4.8)

— %\1?3/ ':\/ﬁ/ YAz + it)e” 2 e Wil dl 7)),

wobei F' ein unbestimmtes Integral von f ist. Da F polynomial beschrankt ist, ist
aa(z,1) = F(a)(he +it)e™ 5 9(t) ((=,1) € R?)

eine gewdhnliche, Lebesgue-integrierbare Funktion R? — C. Daher darf man
Fubini anwenden und erhalt

so(@() = tim [ F@)e 3 | [oa +inpe = a]

und somit ist unter Beachtung von (4.4.6),(i)

(1) Ay (8(f)) = lim/F(:c) [Au&(z) 2 Iz'(z)] =37 d .

A0

Da F polynomial beschriankt ist, 148t sich der Betrag des Integranden, etwa fiir
0 < A <1, durch die Lebesgue-integrierbare Funktion

h(z) = |F(2)|(2] - [9(2)] + [¥'(z)])

abschatzen. Man darf daher den Satz iiber die majorisierte Konvergenz anwenden
und erhilt in (1)

M@unz—/meuwx
=/f r) dlL,(z)
—A

wie gewiinscht, wobei wieder Lemma (4.4.8) angewendet wurde ¢

Nun ist es ein Leichtes, die Stetigkeit von ® und ® zu zeigen:
Sind etwa f,, f € %, und gilt f, — f (§), so gilt fiir ein beliebiges ¢ € §

Ay (B(f)) = Ay (fa) = Ay (f) = Ay (2(S))

gemiB dem letzten Satz. Dies zeigt die Stetigkeit von ®. Die von ® folgt nun
leicht aus (4.4.17) durch

Sl Ol e 7,
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da, wie bereits erwdhnt, die Konjugation %, — %, stetig ist (und nach (4.4.17) in
der Tat nicht aus %, hinausfihrt).

Wir fassen unsere bisherigen Resultate zum Hauptergebnis dieses Abschnittes
zZusammen:

(4.4.23) THEOREM. Betrachte 7, mit der von P, induzierten §-Topologie. Es

gilt:

(1) Die (schwache) Fourier-Transformation ist eine stetige, bijektive, lineare Ab-
bildung ® : %, — 7,.

(ii ) Die Umkehrabbildung von ® ist die (schwache) Fourier-Riicktransformation
& : 7, — 7, die ebenfalls stetig ist.

(ii1) Firalle fe 7 BE oA B f alo &' {1~ f

BEWEIS: Es ist nur noch (iii) zu zeigen. Fir beliebiges ¢ € § ist nach (4.4.22)
und (4.4.6),(ii)

Ay (22()) = A4(B(f) = Ay)-(F) = Ay(f)

was wegen (4.4.14)
= Ay(f) -

Da dies fiir alle ¢ € § richtig ist, und da %, mit der induzierten S-Topologie ein
Hausdorff-Raum ist, gilt notwendig ®2(f) = f ¢

Wir wollen an dieser Stelle einen Moment verweilen, um die genaue Bedeutung
von Theorem (4.4.23) zu beleuchten.

In den SchluBbemerkungen zu Abschnitt (4.2) haben wir bereits angedeutet,
daf sich jedes f € Ll auch als temperierte Distribution auffassen 1ifit (zum Be-
griff der temperierten Distribution siehe etwa [8] ). Man priift mit Hilfe von
Lemma (4.4.8) leicht nach, daf man sogar alle f € A, als temperierte Distri-
butionen auffassen kann. Als temperierte Distributionen sind daher alle f € A,
Fourier-transformierbar und man kann zeigen, daf fir alle f € 7, die Fourier-
Transformation als temperierte Distribution in kanonischer Weise mit der von uns
definierten (schwachen) Fourier-Transformation ibereinstimmt. Die von uns her-
ausgearbeitete Bedeutung von 7, 1a8t sich so beschreiben:

(1) Die (schwachen) Fourier-Transformierten von Funktionen aus 7%, sind wie-
derum Funktionen (und nicht etwa ”nur” temperierte Distributionen).

(2) Der Raum 7, C A, ist invariant unter der Fourier-Transformation @, mehr
noch, ® vermittelt einen linearen Homdomorphismus 7, — 7,.

Wir wollen noch einige weitere Bemerkungen anschliefen.

Sicherlich ist 7%, # P,, da z.B. die konstante Funktion 1 nicht in 7, liegt. Wir
wollen auf den genauen Beweis verzichten, sondern nur darauf verweisen, dafi die
Fourier-Transformierte der temperierten Distribution 1 gerade die §-Distribution
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ist, wodurch plausibel wird, da 1 nicht zu einer Funktion Fourier-transformierbar
ist. Die Frage ob Ll C 7, gilt, konnte nicht geklirt werden, viele ”Indizien”
sprachen jedoch gegen das Bestehen dieser Inklusion.

Nun wollen wir noch zeigen, daf§ das fiir Fourier-Transformationen typische Ver-
halten bzgl. Produkten und Faltungen (siehe (4.4.6) ) im naheliegenden Rahmen
glltig bleibt.

(4.4.24) SATZ. Seien f € 7,,% € S. Dann ist auch f x vy € 7, und es gilt

O(f « ¢) = V2rd(f)d

BEWEIS: Nach (4.4.18) ist jedenfalls f x ¢ € P,, d.h. ®,(f * ¢) ist bildbar und
nach (4.4.11) ebenfalls in F,. Fiir ein beliebiges ¢ € § hat man

1 Ao
Ay (@ :i/[___/. x e Al LdE, )
s@(r ) = [ | = [ 1 v0ope ()] #(0) 410
Nach (4.4.18),(i) ist f * ¢ polynomial beschrankt und daher ist der Integrand

O et O

eine Lebesgue-integrierbare Funktion R? — C. Man darf deshalb Fubini anwenden
und die ¢-Integration zuerst ausfiihren. Das Ergebnis ist

Ap(®2(f * ¥)) /fw ~%°"§(z) dz

Wiederum wegen der polynomialen Beschrianktheit von f % wird der Betrag des
Integranden fiir alle A > 0 durch die Lebesgue-integrierbare Funktion

g(z) =|f «$(2)| - 1#(z)] (2 €R)

abgeschatzt. Der Satz {iber die majorisierte Konvergenz liefert daher

11111A¢(<D)\ f =) /f*z/)

/[/f (s — ) wwﬂéuwz
:/ [/ B o) du] A

gemafB (4.4.8), wenn F' ein unbestimmtes Integral von f ist. Wegen der polyno-
mialen Beschrianktheit von F ist

H(u,z) = FWp'(s - w)dw)  ((u,5) €R?)
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eine Lebesgue-integrierbare Funktion R? — C. Wir diirfen daher den Satz von
Fubini anwenden und erhalten

lm A @a(f <) = [ ) | [ (- w)dlo) de] o
= [ F@d - 0y du,
und wegen (') = —(¢)' ist dies
=~ [ Fwé+ (Y (w)du

Nun ist bekanntlich fiir beliebige s, € § wieder sxt € § und (s*t)’ = s*t'. Also
konnen wir weiterschreiben

~ [ PG+ 9y () o

- / F(w)d % P(v) dLu(w) ,

gemaf (4.4.8). Wegen (4.4.6),(ii) ist dies

= [ 1)« ()W) dLw)

= Var / OCROLIAOE

letzteres nach (4.4.6),(iv). Nach (4.4.22) ist der letzte Ausdruck jedoch

o / u) () (u) dL ()

= As(V2rd(f)9) -
Da ¢ € § beliebig war und da nach (4.4.8)

®(f)p € L, C Py

haben wir gezeigt, daB

Vre(f)h = § —lm@x(f < ¥) .
Daraus folgt f ¢ € %, und

B(f * 9) = V2rd(f)9
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wie gewlinscht &

Als nichstes wollen wir die zu (4.4.6),(iv) analoge Formel angeben.

(4.4.25) SATZ. Ist f€ 7,,9 € S soist fy € %, und es gilt
Var®(fy) = o(f) * ¢ .

BEWEIS: Nach dem letzten Satz gilt jedenfalls ®(f) « 1& € 7, und man hat
O(B(f) = $) = Vard®(f) (%),
was nach (4.4.23),(iii) und (4.4.6),(ii)
= Varf = Ven(fy)” .

Es folgt

V2r(fy) = (2(®(f) = ¥))

=

=9(2(f)*¥) e %,

wobei zuletzt die Bemerkung aus (4.4.16) benutzt wurde. Anwendung von @ liefert
nun wegen ® = &~ ! die gewiinschte Formel ¢

Zuletzt wollen wir noch ein praktisch niitzliches Kriterium fiir die Zugehorigkeit
zu 7, und die Berechnung der (schwachen) Fourier-Transformierten geben.

(4.4.26) SATZ. Sei f € LL. Es gebe ein K > 0 so daf§
fX(—oo,—K]) fX[Koo) = ﬁE(R)
(d.h. f hat keine ”Lebesgue-Singularitit im Unenedlichen”). Dann gilt:

bl ez
(ii ) Esist
(i flole " )el. HieR,

(iii) Die (schwache) Fourier-Transformierte berechnet sich zu

B(F)(t) = %/}’(z)e—m Gl wem.

Wir wollen es bei dieser Mitteilung belassen und auf den unproblematischen
Beweis verzichten. Dieser Satz garantiert insbesondere, dal unsere (schwache)
Fourier-Transformation ® auf den Riumen L} und § mit der dort wie {iblich
definierten Fourier-Transformation tibereinstimmt und das

i e
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(5) Integral-Erweiterungen im Vergleich

(5.1) Vergleich von £! mit dem Perron-Integral

Die bekanntesten Erweiterungen des Lebesgue-Integrals sind wohl das Perron-
Integral, das Denjoy-Integral im engeren Sinne (auch Denjoy-Perron-Integral ge-
nannt) und das Denjoy-Integral im weiteren Sinne. Mit allen drei Integral-
Begriffen werden wir es im Verlaufe dieser Arbeit noch zu tun haben.

An dieser Stelle geben wir nun einen kurzen Abriff des Perron-Integrals, um es
mit unserem L. vergleichen zu konnen. Einzelheiten finden sich z.B. in [11] und
7] .

(6.1.1}) DEPINIHOR, Seif —< a0 > cim Intervall woe 7 : J — R eine Funk-
tion. 3

(i) FEine stetige Funktion v : J — R heifit Oberfunktion von f,wenn gilt:

(1) ¥(a), Y(b) existieren und es ist ¢(a) = 0.
(2) D(¢) > f und D(p) > —oco auf ganz J.
(ii) FEine stetige Funktion ¢ : J — R heift Unterfupktioh, wenn gilt:
(1) #(a), ¢(b) existieren und es ist ¢(a) = 0.
(2) D(¢) < f und D(¢) < oo auf ganz J.

Die Bedingungen fiir die oberen und unteren Ableitungen sind in den zu J
gehorenden KEcken naturlich nur einseitig zu verstehen.
Sind ¢ /¢ Ober-/Unterfunktion zu f :< a,b >— R, so gilt auf < a,b)

DY (Y —¢)>Di(v—¢)>D(y —¢) >Dy— D¢ >0,

da D¢ < f < Di; beachte, daB Dy — D¢ wirklich iiberall definiert ist, da
Dy > —oco0,Dé < oo. Mit Hilfe von (3.1.3) schlieBt man leicht, daf zunichst
einmal ¥(z) — ¢(z) + ez fir beliebiges € > 0 monoton steigt, also auch ¢ — ¢; wir
werden dies gleich benutzen.

Man definiert nun fiir ein beliebiges f die Perron- Ober-/Unterintegrale

P / f = inf{y(b)| ¥ ist Oberfunktion von f} ,

(P) / f :=sup{¢(b)| ¢ ist Unterfunktion von f} .
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Wie wir oben sahen, ist fiir Ober-/Unterfunktionen /¢ von f stets ¢ — ¢ monoton
steigend, also ¥(b) > ¢(b). Daraus folgt, daB stets

(P)/fs(P)ff

gilt (der Fall wo keine Ober- oder Unterfunktion existiert ist trivial, wegen
inf @ = oo,sup® = —c0).

(5.1.2) DEFINITION. Sei J =< a,b > ein Intervall. Eine Funktion f : J — R
heifit Perron-integrierbar (kurz: P-integrierbar), wenn

@ [ =) [ter.

In diesem Falle heifit der gemeinsame Wert von Ober- und Unterintegral das
Perron-Integral von f iber J und wird mit

@, (P)/foder(P)/bf

notiert. Die Menge der tiber J =< a,b > P-integrierbaren Funktionen bezeichnen
wir mit LLIJ] eder £} = 5,5 >

Natiirlich entpuppen sich £} < a,b > als reeller Vektorraum (in dem man f.i.
gleiche Funktionen identifiziert) und

b
(P)/:L’};<a,b>—>R

als ein positives, lineares Funktional. Es gilt sogar (vergl. etwa [17] , XVI):

(5.1.3) SATZ. Ist J =< a,b > ein Intervall, so gilt:
b

2 b
(i L <abie B ol undfiefe Pl b It [ fdl, =(P)]].

(@ (EL) < ool B —al o
(iii) Ist a < ¢ < b so gilt fiir eine Funktion f:

e E - al - fe B g g e b >
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und in diesem Falle ist
b ¢ b
o)

In [17] sind die Beweise dieser Tatsachen zwar nur fiir kompakte Intervalle
< a,b >= [a,b] durchgefiihrt, sie bleiben aber unter allfilligen Modifikationen
auch im allgemeinen Fall richtig.

Wir wollen nun zeigen, dafi £} < a,b >C L} < a,b > und das die Integrale
ibereinstimmen. Dazu brauchen wir aber noch einige Vorbereitungen.

(5.1.4) LEMMA. Sei J =< a,b > ein Intervall, F : J — R stetig, o € J und
€ > 0. Dann existiert ein stetiges, monoton steigendes ¢ : J — R mit

IW)HOO < € nmd Q(F -+ ’Ql))(fllo) = ©9 ;

BEWEIS: Sei ohne Einschrinkung zo = 0 und F(0) = 0. Definiere auf J

Ly sap [E{BYE A Hirge J s> 6
Yla) = o
; (—vz— sup [F(&)])V(-%) thiezeJz<0.
a0

Offensichtlich ist ¢ stetig, monoton steigend und es ist ||¢||coc < €. Da ¢(0) = 0,
gilt fir ein geeignetes § > 0 offenbar

el =z sup [Pl fHeo<s<8.
Ot<r

Fiir 0 < h < § ist daher (beachte (F + 4)(0) = 0)

S F + )8 = (F+9)(O)] = 5 |F(W + sup [F(O)] + VA

S

=i h T, \/E )
woraus sofort Dy (F + ¢)(0) = oo folgt. Analog ist D_(F + ¢)(0) = oo also
D(F + ¢)(0) = oo, wie gewiinscht ¢

> |

(5.1.5) LEMMA. Sei J =< a,b >, F :J — R stetig, € > 0 und seien z,,zz,...
hochstens abzdhlbar viele Punkte aus J. Dann existiert ein stetiges, monoton
steigendes ¢ : J — R mit

|¥]loc < € und D(F + ¢)(zn) = 00 Vn .
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BEWEIS: Gemifl dem letzten Lemma wahlen wir stetige, monoton steigende
Yp 2 J — R mit |$n|lee < 55 und D(F + ¢p)(zn) = oo. Als gleichmiBiger

2?“
Limes stetiger Funktionen ist dann auch

stetig und natiirlich monoton steigend. Fir jedes n ist auch

Y- =)

k#n
monoton steigend, so daB D(y — ¥,,) > 0. Es folgt fir ein beliebiges n

D(F + 9)(zn) = D((F + ¥n) + (¥ — ¥n))(2n)
> D(F + 9n)(zn) + D(¥ — ¥n)(z0)
> o= @9

und wir sind fertig <

(5.1.6) SATE. Ist J —— &, b > cin Invervall, so ist
bl e b

bei Ubereinstimmunglder Integrale.

BEWEIS: Da wir jedes f € £} in
i—gih. ged hel
aufspalten konnen, gentigt es im Hinblick auf (5.1.3),(i) gleich f € £, anzunehmen.
Sei dann F' der w-Stamm von f mit F(a) = 0. Fiir alle z auerhalb einer hochstens
abzdhlbaren Ausnahmemenge A = {z,,z,, ...} ist F' differenzierbar und es ist
F'(z) = f(z). Wihle zu € > 0 und den z;,z,,... ein 9 wie im vorangegangenen
Lemma. Ohne Einschrinkung ist auch ¢ (a) = 0. Dann gilt fir z € A
D(F +9¢)(z) = 00 > f(z) und > —o00,
und fiir z € J \ 4 gilt
D(F + ¢)(z) = F'(z) + Dp(z) > F'(z) = f(z) > —o0 .
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Also ist F' 4 ¢ eine Oberfunktion von f. Analog findet man ein stetiges ¢ mit
ll¢lloo < € so dal F' — ¢ Unterfunktion von f ist (betrachte hierzu —f statt f im
vorigen Lemma). Da

[(F +9)(6) — (F = 9)(0)] < [9(b)] +[4(b)] < 2¢
und da € > 0 beliebig war, gilt notwendig (beachte, da§ auf jeden Fall die Unglei-
chiung (P)Jf f = (Pl £ il )

(P)/f:(P)ff=F(b) -

b
felfl <ab> pnd (P)/f:F(b):Iw(f):/dewo

Spater werden wir noch sehen, daf die Inklusion aus Satz (5.1.6) echt ist (siehe

(5.3.1) und (5.3.7) ).
Noch eine Anmerkung iber unbestimmte P-Integrale. Man kann zeigen:

(5.1.7) SATZ. Ist f P-integrierbar iiber [a,b], dann auch iber jedes Teilintervall.
Setzt man dann etwa

F(z) := (P) f i e )

so ist F' stetig, f.u. differenzierbar und es gilt F' = f f.1.
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(5.2) Das Denjoy-Integral im engeren Sinne (Denjoy-Perron-Integral)

In diesem Abschnitt setzen wir voraus, daf der Leser mit den grundlegenden
Tatsachen aus der Theorie der Ordinalzahlen vertraut ist. In [17] , XIV wird eine
sehr schone Einfiihrung in diese Theorie geboten, die auch alles umfait, was wir
bendtigen werden.

Wir wollen kurz die wichtigsten Dinge zusammenstellen.

Sind A, A’ wohlgeordnete Mengen mit Wohlordnungen <, <’, so nennt man
¢ : A — A’ eine Ordnungsbijektion, falls ¢ bijektiv ist und falls fir alle a,b € A
gilt:

a <b= ¢(a) <" (b) .

Offenbar ist dann auch ¢~! eine Ordnungsbijektion. Existiert zwischen den wohl-
geordneten A, A’ eine solche Ordnungsbijektion, so schreibt man A ~ A’. Offenbar
ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Gesamtheit W der wohlgeordneten Mengen
(das Wort ”Menge” sollte fiir W nicht verwendet werden, da dies in der axiomati-
schen Mengenlehre zu Widerspriichen fithren kann). Ordinalzahlen sind dann per
definitionem nichts anderes als Aquivalenzklassen modulo ~, also die Mitglieder
von W/ ~. Man schreibt Ordinalzahlen meist mit kleinen griechischen Buchsta-
ben, vorziiglich mit o, 3,7,€£. Ist o eine Ordinalzahl und A eine wohlgeordnete
Menge so schreibt man a = A falls A€ «. Die zu den Mengen

@,{1},{1’2}’...’{1’...,n},...
(mit der natiirlichen Ordnung versehen) gehérenden Ordinalzahlen schreibt man
o SR S

Die zu den natiirlichen Zahlen gehorige Ordinalzahl wird mit w notiert.

Sei o = A und ohne Einschrinkung 1 ¢ A. Per definitionem ist o + 1 diejenige
Ordinalzahl, die zu der Menge A U {1} gehort, wenn diese Menge mit folgender
Ordnung < versehen ist: Eingeschrankt auf A sei < die alte Ordnung von A; fir
alle z € AU {1} gelte z < 1. '

Ist A eine wohlgeordnete Menge und a € A so nennt man

A, fsc dl s a)

einen Anfangsabschnitt von A. Sind a = A, f = B zwei Ordinalzahlen, so schreibt
man a < 3, wenn es ein b € B gibt, so daB A ~ By, d.h. A = B,. Natiirlich hingt
< nicht von der Wahl der Reprisentation von o, f durch o = 4,8 = B ab. Man
kann zeigen, daf durch < eine Wohlordnung auf den Ordinalzahlen definiert wird.
Ist daher ® die Gesamtheit der Ordinalzahlen o = A zu iiberabzihlbaren A, so
hat @ ein eindeutig bestimmtes kleinstes Element das mit ) bezeichnet wird.

Man sagt die Ordinalzahl o sei vom ersten Typ, wenn sie einen unmittelbaren
Vorganger besitzt: Es gibt eine Ordinalzahl § so daffl o = § + 1.
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Ist die Ordinalzahl o nicht vom ersten Typ, so heifit sie vom zweiten Typ. Es
gilt der wichtige Satz:

(5.2.1) SATZ. Ist a < vom 2. Typ, so gibt es abzahlbar viele Ordinalzahlen
a; < ag < -+ < asodaff o =min{f| f > a, fir alle n}.

Wir fiihren nun das wichtige Prinzip der transfiniten Induktion ein.

(5.2.2) SATZ. (Transfinite Induktion) Sei P = P(«a) eine Aussage iber Ordi-

nalzahlen . Gilt dann

(i) P(0) ist wahr,

(ii) Fir eine Ordinalzahl~y impliziert die Wahrheit der Aussagen P(3) (0 < 8 < )
die Wahrheit der Aussage P(7),

so ist P(a) fir alle o wahr.

Als weitere Vorbereitung auf das Denjoy-Perron-Integral stellen wir nun eine
recht allgemeine Methode der Integralerweiterung vor. Fiir alle nicht bewiesenen
Aussagen verweisen wir auf [17] , XVL 3

Sei T eine Familie von nicht-leeren Funktionenmengen T [a,b] (a < b aus R) die
ihrerseits aus Funktionen f : [a,b] — R bestehen; sei ferner T eine Familie von

b
Abbildungen T : T[a,b] — R. Dann heifit (T,7T') ein Integralsystem, wenn gilt:

(IS1) T ist zulissig: Sind @ < ¢ < b aus R so gilt fiir eine Funktion f : [a,b] — R:
fetladh © fe TlanTled -
(IS2) T ist additiv: Sind a < ¢ < b aus R, so gilt fir ein f € T|a, b

b

c b
b =t + 10
(IS3) T hat die Stetigkeitseigenschaft: Sind a < ¢ < baus R und f € T|a,b] so gilt

Jm T =T

®X—rc

Nun ist klar, was wir z.B. mit den Integralsystemen (L}, [ dI.),(LL, [ dL,)
meinen. Natirlich handelt es sich hierbei tatsichlich um Integralsysteme im Sinne
der angegebenen Definition (vergl. etwa (3.2.13), (3.2.17) ). Auch zum Perron-
Integral gehdrt ein Integral-System, daB wir (£LL,(P) [) schreiben.
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Beachte, daf in (IS1)-(IS3) auch a = b zugelassen ist. So besteht z.B. L] [q, a]
aus allen ”Funktionen” f : {a} — R und das Integral einer solchen Funktion
ist 0. So muB es auch sein, denn aus (IS2) folgt insbesonder fir f € T|a, a]

) =T +10) = T =0.

Ist f € Tla,b] so sagen wir oft f sei T-integrierbar iiber [a, b]. Manchmal werden
wir den Sprachgebrauch jedoch naheliegend abindern: Ist etwa f € L1[a,b] so
sagen wir natiirlich f sei L-integrierbar (statt [ dI-integrierbar) iiber [a, b]. Auch
bei anderen Gelegenheiten werden wir manchmal Sprechweisen leicht abindern,
aber stets so, daB unmittelbar klar ist, wie die Abanderung zu verstehen ist.

(5.2.3) DEFINITION. Sei (T,T) ein Integral-System und f : [a,b] — R eine
Funktion. Ein Punkt zo € [a,b] heifit eine T-Singularitit von f, wenn
f ¢ T([a,b]N[zo— 6 o+ 6]) V6 >0.

Die Menge der T-Singularititen von f iber [a,b] wird mit St(f;[a,b]) notiert.

Wir haben es also mit einer Verallgemeinerung von Definition (3.4.1) zu tun.

(5.2.4) SATZ. Fiir ein Integralsystem (T,T) und eine Funktion f : [a,b] — R
gilt:
feTla,b] & Sr(f;le,b])=0.

Wir verzichten auf den einfachen Beweis, der ein Kompaktheitsargument und
die Eigenschaft (IS1) von Integral-Systemen benutzt.

(5.2.5) SATZ. Ist (T,T) ein Integralsystem und f : [a,b] — R eine Funktion,
so ist St(f;[a,b]) abgeschlossen.

Das ist klar, da [a, b]\ St (f;[a, b]) (relativ zu [a, b]) offen ist, wie man leicht aus
der Definition von St (f;|[a,b]) ersieht.

Das Integral-System (T ,T) heifit allgemeiner als das Integral-System (§,5),
wenn fur alle a < b aus R gilt:

S vl é(f) ki ’z‘(f) YF € 8la,b] .

Ausgehend von einem Integral-System (7,7T) soll nun in ganz allgemeiner Ma-

nier ein allgemeineres Integralsystem (T.,7.) definiert werden. Fir a < b aus R

bestehe T.[a,b] aus allen Funktionen f : [a,b] — R, fiir die gilt:

(E1) St = Sr(f;[a,b]) ist eine nirgends dichte Menge und f ist Lebesgue-
integrierbar tiber Sz.
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(E2) Besteht das offene (a,b) \ St aus den (hochstens abzahlbar vielen) paarweise
disjunkten Intervallen (an,b,) (den Wegkomponenten von (a,b)\ St), so exi-
stiere fiir alle n der Limes

B
I, = hm T{fI€R .
e

(E3) Fiir die Zahlen
B

Wy == sup I T(f)!
a,<a<fB<h, «

gelte Y)W, < oo.
Fir ein f das (E1)-(E3) erfiillt definiert man

b
il — 5 +/ B+
Ly f
St
Diese Summe'existiert, da |I,| < W, und ) W, < oo. In [17] wird gezeigt:

ol

(5.2.6) SATZ. Ist (T,T) ein Integral-System, so auch (T.,T) und (T, T.) ist
algemeiner als (T, T).

Wir konnen nun daran gehen, das Denjoy-Perron-Integral zu definieren.
Das Integral-System (Dg, Do) soll einfach das Lebesgue-System sein:

DO[aJ b] = £}4[a)b] )

b b
DO(f)3:fdeL (—oo<a<b<oo).

a
a

Das Integral-System (D, D;) wird durch
Dy == (Bo)e o By = 1Dp).
definiert. Allgemein definieren wir induktiv
Dewni= 1 e By =10}, n—0 .2 ;.

Ist dann (D,, D,) fiir alle n = 0,1, 2,... definiert, so definiert ma fiir a < b aus R
Dola, b] = U Dy la, b]
n=0
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und fiir f € D, [a, b] setzt man

2 U

Bu(f) == Da(f) falls £ € Daf,b] -

Da fiir n > m stets (D, D,,) allgemeiner ist als (D,,, Dy,) prift man leicht nach,
b
daB die D,, dadurch tatsichlich wohldefinert sind. Offenbar ist auch (2,,D,)

ein Integ[;al-System. Seiner induktiven Definition analog definieren wir nun
?transfinit-induktiv” das Integral-System (D, D,) fiir jede Ordinalzahl o < (O,
unter der Annahme, daB die Integral-Systeme (Dg, Dg) fiir f < o bereits definiert
sind. Dabei unterscheiden wir zwei Falle:

. PALL, o stvom 1. Typ

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Ordinalzahl v < a (den unmittelbaren
Vorgidnger von «) fiir die a = v+ 1. Wir setzen dann

Da :=(Dy)« , Da = (Dy)« .

2NN el istivom 2aiyn:

Fir a < b aus R sei dann

Dle b= U Dgla, b]

B<a

und fiir f € Dyla, b] setzen wir

Da(f) == Dp(f) falls § <, f € Dala,b] -

b
Man iberzeugt sich, daB im 2. Fall D, wohldefiniert ist und daf (D4, D)
a

wirklich ein Integralsystem ist. Nachdem so (Dy, D) fiir a < Q erklart ist kénnen
wir endlich definieren:

(5.2.7) DEFINITION. Fiira <b aus R sei

(O THES

D/ Uv

b
£h.la,t):= Dala, 8], (D.) [ =
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Ist f € ElD*[a,b] so sagen wir f sei Denjoy-Perron-integrierbar (oder Denjoy-
integrierbar im engeren Sinne oder kurz D, -integrierbar) tber |a, b].

Man kann leicht zeigen, daf {1 eine Ordinalzahl vom 2.Typ ist, so dafi gemif
unserer Konstruktion

L8 0l — Pula bl — UD a,b .

a<(}

Warum wurde der Fortsetzungsprozefl ausgerechnet bei (2 abgebrochen? Man kann
in der Tat zeigen (was beispielsweise in [17] , XVI §7 getan wird), dafl man fir
a > {1 gar keine echten Erweiterungen mehr erhalt, sondern immer wieder nur das
System (Dq, Dq).

Wir wollen noch einige Sprachregelungen treffen. Ist f : [a,b] — R gegeben
und o < Q, so schreiben wir S4(f;[a,b]) anstatt Sp_(f;|[a,b]). Demnach ist z.B.
So(f;[a,b]) nichts anderes als die Menge der Lebesgue-Singularititen von f iiber
[a,b]. Ist f € Dyla,b], so schreiben wir

b
Da)/fstatt léa(f) 5

Die Familie

{(Pu(Da) [N a < )

nennen wir die Denjoy Kette. Der nachste Abschnitt wird sich ausfihrlich mit der
?Lage” von L} in der Denjoy-Kette beschiftigen.
Es gilt folgender Satz.

(5.2.8) Suts. Fir [ :la b — R gilt

Felp el [ S:df;labl)=

a<()

Der Beweis ist nicht-trivial und benutzt das sogenannte Stationaritats-Prinzip
von Cantor und Baire. Man kann dies z.B. in [17] , XVI, §7 nachlesen.

Von grofier Bedeutung ist das folgende, schon recht tief liegende Theorem, das
auf Arbeiten von H. Hake (1921), P.S. Alexandroff (1924) und H. Looman (1925)
zuriickgeht (siehe hierzu die Orginalarbeiten [18] , [19] , [20] ). Es bezeichne
(L, (P) [) das zum Perron-Integral gehdrende Integral-System.

162



(5.2.9) THEOREM. Die Integralsysteme
(£h.,(D.) ) und (£5,(P) [)

sind gleich: Fiir a < b aus R und eine Funktion f : [a,b] — R gilt
f€Llp.lab] & f€Lplab],

und in diesem Falle ist ) .

=l

a

Ein Beweis findet sich z.B. in [17] , X VI, §§8,9.

Damit haben wir nun zwei vollig verschiedene Zugange zum Perron-Integral
gefunden. In der Tat gibt es noch einen dritten Zugang, die sogenannte deskriptive
Beschreibung des Perron-Integrals mit Hilfe von ACG.-Funktionen, den man z.B.

in [11] nachlesen kann.
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(5.3) Die Lage von L. in der Denjoy-Kette

Der folgende Satz ist lediglich die Kombination von Satz (5.1.6) mit Theorem
(5.2.9).

(5.3.1) SATZ. Fira <bausR gilt
Chatlct - L 0.

bei Ubereinstimmung der Integrale.

Aber wie genau liegt nun L} in L}, 7 Ist etwa bereits £l = L}, oder ist

im Gegenteil L1 ”klein” und vielleicht schon L} = D;? Wir wollen dies niher
untersuchen und treffen dafiir zunachst umfangreiche Vorbereitungen.
Fir den Rest dieses Abschnitts sei [a,b] ein beliebiges, kompaktes, nicht-

entartetes Intervall.

(5.3.2) LEMMA. Zu jedem € > 0 gibt es eine Funktion f € &,[a,b] fir die gilt:
(1) Fira < a < f <bist f Lebesgue-integrierbar iiber [a, b].

B
() W = Bsup Fftidb<e.
a<a<lp<b |a
B
fia) = hmff = .
?Tb a

(iv ) Sc(f;le,0]) = {a,b} .

BEWEIS: Betrachte das stetige F' aus (3.4.5) und setze f := F'. Ohne Ein-
schrinkung kann dabei ||F|lc < 5 genommen werden, sonst multipliziert man F

mit einer geeigneten Konstanten. Fiir a < o < B < b ist f stetig auf [a, 8] (siehe
(3.4.5),(1) ), also auch Lebesgue-integrierbar und es gilt

B
) [10a=F@)-F@) (@<as<p<b).
Mit ||F|loo < 5 folgt hieraus sofort (ii). Wegen (3.4.5),(iii) ist F'(a) = F(b) = 0 so
daf mit (*) Behauptung (iii) folgt. Endlich ist (iv) dasselbe wie (3.4.5),(ii) ¢

Wir vereinbaren folgende Sprechweise: Seien ¢ > 0,u € R und f : [a,b] —» R
gegeben. Wir sagen f sei vom Typ ([a,b],W < ¢, I = u), wenn gilt:

(1) Firo<o= @ <bist f & [ lab .
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L

8
()t

a

(2) W= sub
a<a<p<b

B
Bl = liinff(t) dt = s -
AL &
(4) Sc(f;la, b)) = {a,b} .
Die Aussage von Lemma (5.3.2) ist daher gerade, daf stets Funktionen vom Typ
(e, 8], W < e, I = 0} existieren.

(5.3.3) LEMMA. Es gibt eine Funktion h : [a,b] — R fiir die gilt:
(i) he Dila, b} B le, 0] .
(ii ) a,b € Sp(h;]a,b]) .
(i) k=0 anf Sz(h:]a,b]} .
)

(iv

BT

BEWEIS: Wir unterteilen den Beweis in mehrere Behauptungen und Konstrukti-
onsschritte. Zur Vereinfachung bezeichne |J| die Lange eines Intervalls J C R.

. SCHRITT.

(oo}
Seien €y > € > €3 > --- > 0 so gewihlt, daB ) ¢, < co. Aus dem Inneren
0

von [a, b] entnehmen wir nun im nullten Schritt ein offenes Intervall Jy ; und zwar
so, daB [a,b] — Jo,1 aus zwei kompakten Intervallen Kg 1, Ko o besteht, fiir deren
Lange gilt:

(0 ’Ko,ly <teg 0 IKQ’Q' <dich -

Im nachsten Schritt entnehmen wir aus dem Inneren von Ky ;, Ko 2 je ein offe-
nes Intervall J; 1,J; 2; dies geschehe so, da8 [a,b] — (Jo,; U J1,1 U J12) aus vier
kompakten Intervallen K, x besteht, fiir die gilt:

0<|K1,ky<%1 =123 4].

So fahren wir fort. Im n-ten Schritt liegen uns die nach dem (n—1)-ten Schritt ver-
bliebenen abgeschlossenen Intervalle positiver Linge K, _; x vor (k = 1,...,2"),
aus deren Inneren wir offene Intervalle J,, p (k =1, ...2") entnehmen; diese neh-
men wir so grof, daf§ hiernach

5o\ ) (u Jm,k)
m=0 \k=1
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aus 2"*! kompakten Intervallen K, x besteht, fir die
o b —;% Gl

Nachdem so fiir g =0,1.2..... E=1,..., 2" alle .l ; definiert sind setsen wir

Bl LU Jn,k} ;

=1

E ist eine Cantor-Menge, insbesondere also nirgends dicht, abgeschlossen und
iberabzahlbar. Auflerdem gilt a,b € E sowie folgende Feststellung:

Ist z € E\ {b} so gibt es zu jedem ny ein n > ny und ein k, so da§ J, g rechts
von z liegt und von z einen Abstand < £z hat.

Wir verzichten auf den genauen Beweis dieser Feststellung, die sofort aus der
Konstruktion von E folgt.

2. SCHRITT.

Wir definieren nun Funktionen A, ; auf den jn’k. Sei etwa Jp & = (an. 1, bn k)
Nach dem letzten Lemma existieren Funktionen p, x auf den J, j fir die gilt:

(1) Pn .k ist vom Typ (7n?k,W < ;—Z,I =@}

Ferner definieren wir auf jn,k:
€n .
(2) Qn,k(x) = 42—n sin )‘n.k(z ey an,k) y

wobei wir die A,  gleich noch bestimmen werden. Wir bestimmen namlich zuerst
natirliche N, x € N mit

(3) Nn,k%{ ) Vn,k 5

Nun wahlen wir die A,, x von der Form

[
Ao b = bn4k7r lnk & N orob |
n,k — Qn k

so daB gilt
(4) Qnilank) = Qni(bnik) = 0 und @, x durchliuft in dem abgeschlossenen

Intervall [a, g, an,x + 5%] N Jp x mindestens N,  volle Perioden.
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Jetzt sel auf jn,k
(5) Ol o Q:z,k und hp g = Pnk + qnk -

Beachte daB fiir [, 8] C J .k stets gnx € L1[a, 5] und

B
[ o t8) dt} = @048 — Qur(a)l < 85 .

a

b
Da auflerdem [ gp k(t) dt = Qn x(b) — @nx(a) = 0 bekommt man mit Blick auf
Gleichung (1):

: €
(6) Py i ist vom Typ (Jp 5, W < 92—2,1 =)

S35 SICHRILET:

Wir definieren nun A durch

b { P % aul Jy, 4 for alle n, b
0 auf £

BEHAUPTUNG 1. Es gilt

he Dya,b], a,b€ S(h;[a,b]), (Dl)/h::O.

BEWEIS HIERZU: Wir bestimmen zunichst S = Sp(h;[a,b]). Per constructio-
nem hat h, i keine L-Singularititen in J, i (siehe (6) ). Wegen h|J, x = hy i gilt
dasselbe fir h, also: S;, C E.

Angenommen a,x ¢ Sp fir ein a, . Dann wire h in einer Umgebung von
an,k L-integrierbar. Erst recht ware h, x in einer rechtsseitigen Umgebung von
an.r Lebesgue-integrierbar, da es auf einer solchen mit h ibereinstimmt. Dies

widerspricht aber a, x € Sp(hnk,Jn k), Wwas wegen (6) der Fall ist. Also sind
doch alle a, x € Sr und analog sind alle b, € Sp. Wir haben

An— {a'n,k:;bn.k[ =01 2. k= 1,...,2”} C 5 -
Da 51, abgeschlossen ist gilt dann aber auch
E=AcC8; .
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Insgesamt haben wir damit £ = S, gezeigt, insbesondere sind a,b € Sg.
E = Sy, ist nirgends dicht und h ist Lebesgue-integrierbar iiber Si, da es dort
verschwindet. Nach (6) gilt iiberdies fiir alle n, k:

h eﬂ}d[aaﬁ} fur ank < a < D« bn,k ;

B
€n
W. . = sup /h(t) dt| < 9— |
; an,k<a5ﬁ<bn,k 2n
B
b = %im /h(t) di =10 .
sthns

Wegen der Abschatzung

ol o ” oo
(ZW"”‘) < Z (2”~92—Z) :926” < &0
=0
ist h € Di[a,b] und

(Dl)/h:/hd,wZJn,k:o.
G n,k

Jetzt ist nur noch Pumkt (i) zu beweisen, was aber auch am schwierigsten ist.

BEHAUPTUNG II. h ¢ Ll[a,b].

BEWEIS HIERZU: Wir nehmen das Gegenteil an:
[ Annahme: h € L} [a,b] .
Wir zerlegen dann A in

he=ag+p - geéshel] .

Sei G ein w-Stamm von g. Da E iiberabzahlbar ist, gibt esein ¢ € E\{b} indem G
differenzierbar ist. Wir diirfen G’(¢) = 0 annehmen, sonst miiiten wir nur ¢ und p
um eine Konstante (nimlich G'(c)) abiandern. Da (D;,(D;) [) ein Integralsystem
ist, gilt h € Di[c, z],Vz € [c, b] (gemdB Forderung (IS1) fiir Integralsysteme). Wir
konnen daher

H)=0) [h el
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bilden. Ferner definieren wir

T

Plz) = /p(t) dt (z € [c,b]) .

c

Es gilt
Ei[c: .’E], ﬁL[C, .’E], Dy [C: :E] C -C})* [c, :c] ’

bei Ubereinstimmung samtlicher Integrale (siche z.B. (5.1.6) und (5.2.9) ). Wir
konnen daher die Gleichung h = g + p etwa in L}, [c,z] iiberintegrieren und
erhalten mit den Definitionen von H und P (z € [c, b]):

H(z) = G(z) — G(c) + P(z) >
|H(z) — P(z)| = [G(2) = G(c)] ;

wegen G'(c) = 0 existiert daher ein hy mit 0 < hg < b — ¢ und
(7) |H(z) — P(z)| <z —cfir0<z—c<hg.
Sei jetzt ng € N beliebig vorgegeben. Wihle zunichst ein n; > ng so grof§ daf

ho

e

Aol 2

Gemafl der Feststellung am SchluB des 1. Schrittes finden wir n,k mit
m oy e BBl Tl bl und B < gy — € < =&, Fiir den Rest dieses Beweises

sind diese n, k fest. Wegen n > n; gilt erst recht 72 < %” Sei

=

on fil Jn,k 5

U= (an,k) an i +
Fir alle z € U ist dann
ETL 6”
0<z—c=(z—ank)+(anr—c)< —2-;+—2—r:<h0;

Fir alle z € U gilt also (7) und iiberdies z — ¢ < 252 und folglich

|H(z) — P(z)] < 2% =

2n
4%+ngpmgz%+ﬂ@ Ve U
so dafl . ‘ ,
Plu) = Flg) = 45’,% R Hg) - Hish Yeucll.
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Sind # < y aus'U, so 5t [z.y} € U € J, kompakt und by, g, Pn ;04 5 sind
L-integrierbar tber [z,y]. Da h|J, x = hp  gilt also

Hiy) - H(z) = / by pit)dl = /pn,k(t) dt + / O plt ) dt -

Gemif (1) bleibt dabei

Y

fpn,k(t) Gl
i
&
Hp) = H) < 2+ [ qualt) at
€n ;
= u t InEl) - Qi) -
Setzen wir dies in (8) ein so erhalten wir
(9) Ply] — Plz) = 5— +(Qni(y) = Qui(z)) Vr<yausU.

Wir erinnern uns nun an Punkt (4) aus dem 2. Schritt: Er besagte gerade da8
Qn.x in U mindestens N, i volle Perioden durchlauft. Da @, . die Amplitude 4%%
hat finden wir

B = s e e By . Al U

(namlich die Téler- und Gipfelpunkte von @, i) so daf

Qn.k(yl) o Qn,k(zl) —C (l = 1: . ";Nn,k) .

Setzt man dies in (9) ein so hat man

Pw) - Pa) € 3% (I=1,...,Nuk),
so daB mit (3) aus dem 2. Schritt folgt:

nk

Z |Ply) — Play)l > 3N, k — >3n > 3ng .

Da ny € N beliebig war folgt daraus, da8 P von unbeschrinkter Schwankung
ist, ein Widerspruh dazu, daff P als unbestimmtes Integral einer Lebesgue-
integrierbaren Funktion gemas (3.2.18) von Beschriankter Schwankung sein miifite.
Damit hat sich Annahme (*) als falsch erwiesen, Behauptung II ist gezeigt.
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Behauptung I und II ergeben nun zusammen gerade die Behauptung des Lemmas
und wir sind fertig ¢

(i) he (Dia b 2t Bt Ll el
(i ) h; [a,b]) = {a} .
(iii) 1)fh—0

(5 3.4) LEMMA. Es gibt eine Funktion h : [a,b] — R fir die gilt:
L

=5

BEWEIS: Betrachte das F aus Lemma (3.4.4) und setze h := F'. Natiirlich ist
heéy CE, CLL. Wegen (3.4.4),(iii) ist Sy (h;[a,b]) = {a}, insbesondere also
h ¢ L}]a,b]. Trivialerweise ist h € D;[a, b] und

b

(02) [ h=1tim [ b =lm(F ) - Fla) =0,

denn es ist F(b) = 0 nach (3.4.4),(ii) und F(a) = 0 nach (3.4.4),(iv). Damit ist
alles gezeigt &

Ist n < Q eine Ordinalzahl vom 2. Typ (d.h. ohne unmittelbaren Vorginger),
so gibt es gemiB (5.2.1) Ordinalzahlen n; < 72 < -+ < 7, so daB n die kleinste
Ordinalzahl ist die grofer ist als alle n,,. Daher ist insbesondere

UDgab UD,,[ab]

&<y

Wir werden diese Tatsache im Verlauf des nachsten Beweises benutzen.

(5.3.5) LEMMA. Sei n < Q1 eine Ordmalzahl Es existiert eine Funktion
: [a, 8] — R fiir die gilt:

(i ) h € (Dyyala, b\ Dyla, b]) N L [a, 0] .

(ii ) Sy (h;

n(h; [a, b]) = {a} .
(iii) (Dn+1)fh: :

BEWEIS: Wir beweisen das Lemma durch transfinite Induktion nach 7.

Fir n = 0 ist die Behauptung bereits durch das letzte Lemma bewiesen. Sei
nun 0 < 7 < 1 und das Lemma sei bereits fiir alle £ < n bewiesen. Wir zeigen,
daf es auch fiir n richtig ist und unterscheiden hierbei zwei Fille.

1. FALL. n ist vom 1. Typ.
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Dann besitzt 7 einen unmittelbaren Vorginger &: n = £+ 1,0, = (D¢).. Wihle
nun ¢, € R mit
b=2i > o alle;, "a.

Nach Induktionsvoraussetzung existieren Funktionen hy, : [cht1,¢n] — R fiir die
gilt:

(1) B € (Daleneiscnl = Pelenir, ekl £ lonvn el

(2) Sf(hn; [Cn+1,Cn]) = {Cn—f—l} .

(3) (Dy) [ hn=0.

Cn41

Da b, € (D filens, 6] umd Selhy:fon i 6nl) = {capi ] gilt

Cn

We i sup (Df)fhn 00"

Cn+l<aSCn
(83

Andererseits ist W, > 0. Sonst wire W, = 0, also (unter Beachtung von (3) ):

Ha(x) = (Dy) / hn:—(D,,>fhn=—(Df>7hn=o (2 € (cas1,cal) -

Es ist aber auch ks € L] [eni1,2u], aleo

z

H,(z) = / hadl, =0,

Cn41

und damit H] = h, = 0{.4. nach (3.2.17), was aber z.B. Aussage (2) widerspricht.
Damit haben wir 0 < W,, < oo, fiur alle n. Indem wir notigenfalls A, mit einer
geeigneten Konstanten multiplizieren kénnen wir

1 il
(4) e U = Y e N
2n n

annehmen. Sei nun A : [a,b] — R diejenige Funktion mit A = h, auf (cpi1,cn]
und etwa h(a) = 0. Es gilt:

(5) hellobl, hef loh ‘fira<ae<h.
Denn ist etwa ¢, < @ < ¢, so ist

be Dol D lop a1 Dglea, 4] =
e Dy le; b
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(siehe Forderung (IS1) fiir Integralsysteme). Analog zeigt man h € L] [e, b].
Mit Beachtung von (5.3.1) ist

/hdlw:(D,,)/h:(D,,) / ~0 VneN.
Cn41 Cn41 Cn41

Fir o € (cni1,cn] ist Se(hn;[a, cy]) = 0, siehe (2). Nach (5.2.4) ist b, € D¢[a, ¢p]
und folglich

(7) (D")Zh 5 (Dﬂ)zhn = (De)a]nhn < W, <;1£

(Oz = (Cn+1 ) CnD

mit Hilfe von (4). Nun ist

b e i ¢y
() [h=w0y) [ 1+ Y 00) [ &
@ a =1 Cly1
woraus wir mit (6) und (7) schlieBen:
b
It
(s) (D) [h<2  (eNac(om,al).

Insbesondere erhalten wir (beachte wieder (5.3.1) ):

b b

(9) /rhdlw:(D,,)/hao,f{irala.

a a

Aus Satz (3.2.16) folgt wegen (5) und (9)

(10) feLllab.

Als nichstes zeigen wir

(11) ' Sy(h;[a,b)) = {a} und h ¢ D,[a, b] .

Wegen (5) konnen jedenfalls keine Punkte aus (a,b] in S, = S, (h;][a,b]) liegen:
Sy, C {a}. Wire nun S, # {a} so bliebe nur S, = 0. Nach (5.2.4) wire dann
h € D,a,b]. Wegen (2) gilt

el bl e bl ={eg 05, ...} =

(awb) \ Sf(h’; [aib]) = U (Cn-i-lacn) :

n=1
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Nach (4) ist jedoch

(0.0] ﬁ o0
S (Do) [ b 22%””

B L LTRSS D

was unvereinbar mit A € Dpla,b] = (D¢)«[a,b] ist. Also ist doch S, = {a} und
damit natiirlich ~ ¢ Dy[a, b], (11) ist gezeigt.
Aus (8),(9) und (11) folgt sofort

(12) hed i (D,,+1)/h L.

Mit (10),(11) und (12) sind alle Behauptungen des Lemmas gezeigt, der 1.Fall ist
erledigt.

2. PALL. % Ist vemJ. Typ,

Gemif der Bemerkung vor Beginn dieses Lemmas gibt es geeignete Ordinalzah-
lem oy <1 < '+ < 5 so dab

Dle =1 | 0 s8] .

Wir wahlen wieder ¢, € R wie im ersten Fall. Nach Induktionsvoraussetzung
existieren hy, : [cnt1,¢n] — R flr die gilt:
(1) hn € (Dyntilentical \ D, lent1ycal) N LS [entr;scn] -
(27) Sn.(hn;lentr,en]) = {cnt1} -
(3) (Dyo+1) [ ha=0.
Cn41

Dabei kénnen wir es einrichten, daf (siehe 1. Fall)

Cn
1
(47) W, = | =ap (Dnn)/hn “ = Tne N
(Fa (K0 i
a

Durch Zusammensetzen der h, erhilt man wieder eine Funktion & : [a,b] — R.
Wegen 1, < flpeq gilt 5, + 1< 0., und daher

hn & Dnn+1[cn+1,cn] @ Dnn+1[Cn+1,Cn] @i D,,[cn+1,cn] 5

Beachtet man dies, so folgt wieder Aussage (5) wie im 1. Fall. Auch (6) bleibt
offenbar richtig. Aussage (7) bleibt giiltig, wenn man in ihr und ihrer Begriindung
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¢ durch 7, ersetzt. Die Aussagen (8),(9),(10) bleiben mit Begriindung giiltig. Der
Beweis von (11) dndert sich ein wenig:

(1) Sqlh;la,b]) = {a} und h & Dya,b] .

Wegen (5) konnen namlich keine Punkte von (a,b] zu S, = Sy, (k;[a,b]) gehdren:
Sy C {a}. Wire nun S, # {a}, so bliebe nur 5, = #. Nach (4.2.5) wire dann
h € D,la,b] und damit in einem D, [a, b] enthalten. Erst recht ware

by, = Bllcyr1,6n] € Dy [cnra,cul,
was aber wegen (1°) nicht der Fall ist. Also ist doch S, = {a} und damit natiirlich
h & Dyla,b].

Jetzt erhilt man wieder Aussage (12) wie im ersten Fall und ist fertig.
Damit ist das Lemma bewiesen <

(5.3.6) LEMMA. Fir allen < Q ist

(Dn+1la, 8]\ Dyla, b)) \ L [a,8] #0 .

BEWEIS: Sein < Q und ¢ € [a,b]. Nach (5.3.3) gibt es ein & : [a,c] — R fiir das
gilt

h e Dl[a:c] , h g ﬁi}[a’acl Y
Lemma (5.3.5) sichert insbesondere die Existenz einer Funktion g mit

96 Dn+1[c7b] y 9 ¢ DTI[CJb] 2

Indem wir gegebenenfalls noch zu h eine geeignete Konstante addieren, konnen
wir A(c) = g(c) annehmen. Wir definieren dann f auf [a, b] durch

e h auf [a, ¢
il auf [c, 0]
Aus ke Dila,cl €0, s]8, 6], 0 e Dyrilc bl folat

(1) f€ Dﬂ+l[a’b] )

siehe Forderung (IS1) fir Integralsysteme. Sicher ist

(2) f & Pyla, ],
da sonst erst recht g = f|[c, b] € Dy[c, b] wire; analog ist
(3) f¢Lyla,t],
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sonst wire h = f|[a,c] € L1]a,c]. Die Aussagen (1),(2) und (3) sind aber gerade
die Behauptung des Lemmas <

Nun haben wir einen guten Uberblick iiber die ?Lage” von L1 [a,b] innerhalb

der Kette
( D’? [a) b} )77<Q

gewonnen. Wir wollen die Ergebnisse aus (5.3.5),(i) und (5.3.6) zum Hauptergeb-
nis diesem Abschnitts zusammen:

(5.3.7) THEOREM. Sei [a,b] ein kompaktes, nicht zu einem Punkt entartetes
Intervall. Dann gilt:

(i) Fiir jede Ordinalzahl n < Q ist

(Dp+1la,b]\ Dyla, b)) \ Lyla,b] £ 0.
(ii) Fiir jede Ordinalzahl n < U ist

(Onsila, ]\ Dyla, b)) N L, [a, 0] #0 .

Insbesondere ist also D, 11[a,b] stets eine echte Erweiterung von D,[a,b].

Wir haben die Denjoy-Kette (D,, (D) [)y<a studiert, bei der mit Dy = L] be-
gonnen wurde. Was aber passiert, wenn man denselben Prozefi mit D! := L] star-
tet? Wir wollen diese Frage nicht mehr ausfihrlich diskutieren, dennoch konnen
wir aus dem bisher gezeigeten schon etwas aussagen. Es muf z.B.

Dila,b] = (Ly,)<[a, 8] D Li[a,b] = Dsla, b]
(f‘i;)*[a: b] # [":u[a: b]

gelten, denn in D] liegen ja sicher alle Funktionen aus D;, insbesondere also solche,
die ihrerseits nicht in £} liegen (siehe (5.3.3),(i) ).

Wie auch immer dieser Fortsetzungsprozefl weitergehen wiirde, wir kamen mit
ithm niemals Uber das Denjoy-Perron-Integral hinaus:
Das Denjoy-Perron-System

<D*,(D*)/) = (L’}:,(P)/>

ist, z.B. gemiB (5.1.6), allgemeiner als das System (L., [ d,). Nun kann man
aber zeigen: Ist (Lp, (P) [) allgemeiner als das Integral-System (T ,T), so ist es
auch allgemeiner als das System (T, T%).

Der Beweis der letztgenannten Tatsache, mit der wir diesen Abschnitt be-
schliefen wollen, findet sich z.B. in [17] , X VI, §8.
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(6) Ein Daniell-Zugang zum Denjoy-Integral

(6.1) AC-, VB-, ACG- und V BG-Funktionen

Wir kommen in diesem Abschnitt auf einen weiteren Integral-Begriff zu spre-
chen: Das Denjoy-Integral. So wie zum Perron-Integral gibt es auch zum Denjoy-
Integral mehrere aquivalente Zugange. Zum einen existiert ein ”konstruktiver”
Zugang, der dem Zugang zum Denjoy-Perron-Integral iber die Kette der Denjoy-
Erweiterungen sehr dhnlich ist (siehe etwa [17] ;, XVI oder [11] ). Wir werden
hingegen den sogenannten deskriptiven Zugang mit Hilfe von ACG-Funktionen
kurz beschreiben um sodann zu zeigen, dafi auch ein verniinftiger Zugang tber
die Fortsetzung von Daniell-Integralen (im Sinne von Kapitel (1) ) existiert. In
der Tat sind mehrere solcher Zuginge vorstellbar, viele sind jedoch trivial oder
”unhandlich” und demnach zu verwerfen.

Wir wollen nun zunichst einige wichtige Begriffe und Sitze einfiihren. Viele
Definitionen und Satze werden dabei nicht in der groftmoglichen Allgemeinheit
formuliert oder bewiesen, sondern nur in dem von uns bendtigten Umfang. Der
Verlust an Allgemeinheit wird dabei durch einen Gewinn an Ubersichtlichkeit und
Lesbarkeit, sowie durch vereinfachte Beweise aufgewogen. Wir werden insbeson-
dere fir den Begriff der approximativen Differenzierbarkeit eine sehr pragmati-
sche Definition wahlen, die aber der urspriinglichen Definition véllig dquivalent ist
(siehe [11] , VII, §3).

Die Beweise aller Sitze dieses Abschnitts (6.1) finden sich auch in [11] . Wenn
hier dennoch Sitze bewiesen werden, so hat dies zwei Griinde: Erstens brauchen
wir manche Satze nur in abgeschwichter Form, so da8 wir hier vereinfachte Beweise
angeben konnen; zweitens waren wir der Meinung, daf sich die Beweise aus [11] an
einigen Stellen iibersichtlicher gestalten lieBen, was wir denn auch versucht haben.

Wir vereinbaren einige Schreib- und Sprechweisen die sehr praktisch sind.

Ist £ C R eine Menge, F' : E — R eine reelle Funktion sowie a,b € F und
I = [a,b], dann schreiben wir hiufig F'[I] statt F(b)—F(a). Fir das Bild der Menge
E unter F' schreiben wir weiterhin F'(E) (Vorsicht: In [11] ist die Bedeutung von
eckigen und runden Klammern genau umgekehrt).

Sei [a, b] ein kompaktes Intervall und E C [a,b]. Wir sagen, eine endliche Familie
{Ix} von abgeschlossenen Intervallen Iy = [ag,bx| sei eine E-Familie, wenn gilt:

(1) ak,bx € E fir alle k (d.h. die Ecken der I liegen in E).
(2) Die I sind nicht-iiberlappend, d.h.

(ak,bk)ﬂ(a,,bl):(l) fur k=21 .

Das (duBere) Lebesgue-MaB einerMenge E C R schreiben wir haufig einfach | E|.
Haben wir insbesondere ein Intervall I = [a, b] vorliegen, so bedeutet |I| = b —a
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seine Lange. Ist noch F : I — R eine Funktion, so bedeutet also
|F'(I)| das (3uflere) Lebesgue-Maf von F(I), aber
|F'[I]| den Betrag von F(b) — F(a).

(6.1.1) DEFINITION. Sei E C [a,b] und F : E — R eine reelle Funktion. Die
Schwankung oder Variation von F auf E wird definiert durch

V(F,E) = sup {3 [F[L]| | {Ix} ist eine E-Familie } .

Ist £ = [a,b] so stimmt dies offensichtlich mit der iblichen Schwankung von F
auf E iiberein.

(6.1.2) DEFINITION. Sei E C [a,b] und F : E — R eine reelle Funktion.

(1) F heifit VB (von beschrinkter Variation) auf E, wenn V (F, E) < co.

(ii ) F heiBt VBG (von verallg. beschr. Variation) auf E, wenn es héchstens
abzdhlbar viele E\,E,, --- C E gibt, so da E = |JE,, und F ist VB auf
jedem E, .

(iii) F heift AC (absolut stetig) auf E, wenn es fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so
dag fir jede E-Familie {I;} gilt:

S Bled— ¥ IRl &,

(iv ) F heit ACG (verallg. absolut stetig) auf E, wenn F auf E stetig ist und
wenn es hochstens abzahlbar viele Ey,E,, --- C E gibt, so daf E = JE,
und F' ist AC auf jedem E,,.

Ist E ein Intervall, so bedeutet ” F' ist AC auf E” offenbar die iibliche Definition
der absoluten Stetigkeit.

Die vorkommenden Kiirzel stammen aus dem Franzdsischen. Die Abkiirzung
V BG bedeutet z.B. ”variation bornée generalisée”. Offenbar bilden die Mengen
aller (V B-, AC-, V BG-) ACG-Funktionen iiber einer Menge E einen reellen Vek-
torraum.

(6.1.3) LEMMA. Sei E C [a,b]. Ist F: E —» R AC auf E, so auch V B.

BEWEIS: Sei § > 0 so gewahlt, daBl ) |F[Ix]| < 1 fir jede E-Familie {Iz} mit
B R
a=ag<a; < ~-~<ap:b

eine Unterteilung von [a,b] mit a; —a;_; < 6 und sei J; := [a_1,a)] (I =1,...,p).
F ist dann offensichtlich beschriankt auf jedem J; N E und damit auch auf ganz E:
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M = ||F||loo < 00. Sei nun {Ix}xck eine beliebige E-Familie (in der ohne Ein-
schrinkung keine zu einem Punkt entarteten Intervalle vorkommen). Definiere die
Index-Mengen

K':={kec K|ac I fireinle {0,1,...,p} }
E—(keR bct) {I=1...p.

Dann enthilt K’ hochstens 2p Indices und K ist die disjunkte Vereinigung von K’
und den K;. Daraus folgt

SIEG] = 5 FlR+> 5 FE]

keK’ =1 keK,
<2 M ip-d =
ViF. B) =25 2M +p=oo .. &

(6.1.4) LEMMA. Sei F : [a,b] — R stetig und E C [a,b]. Ist F AC (V B) auf
E, so auch auf E.

BEWEIS: Sei F' AC auf E. Zu € > 0 existiert dann ein gewisses § > 0 so daf
> |F[Ix]| < efiir jede E-Familie {Ix} mit > |Ix| < §. Sei nun {I}} = {I1,..., I}

eine E-Familie mit ) [Ix| < §. Wir zeigen, daB dann ) |F[Ix]| < 4e bleibt.
Sei etwa Iy = [ak,bx]. Indem man diejenigen Ix mit ax = by aussondert (sie
spielen keine Rolle) und hiernach sortiert, kann man annehmen, daf§

a1<blga2<b2g"'§an<bn

und daher
T (o & Wy s L 50 b Dk ) <b2k_1 <o

a2<b2<a4<b4<~~~<a2k<b2k<...

Da die ag,bx aus E sind und da F stetig ist, findet man leicht Punkte dp =B
(nahe bei a) und b}, € E (nahe bei b;) so daB gilt:

g b a e e
oy g B
[F(ah) = Flar)l < =, [F() —Fell < = (E=1,...,n),

und dabei kénnen wir es sogar so einrichten, daf

> (b —ap) <6
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und daher
> IF(Bhe_y) — Flahe 1)l <€, D |F(bhy) — Flag)| <e.

Wir konnen nun abschatzen:

D IFII] = ) |F(8x) — Fax)|
< D IF(5) — F(bi)| + ) |F(a}) — Flax)|
+ ) 1P (1) — Flage,)| + Y |F(hs) — Flahy)|

& €
<@n- Fn= e e—4de
n n

wie gewiinscht. Dies zeigt, daf F AC auf E. Fiir den Beweis von
PV BanfbE—F VBaul B
geht man dhnlich vor ¢

Der folgende Satz ist sehr wichtig.

(6.1.5) SATZ. Sei F : [a,b] — R stetig und E C [a,b] abgeschlossen. Dann ist
aquivalent:
(i) F ist ACG auf E.

(ii) Zu jeder nicht-leeren, abgeschlossenen Teilmenge E' von E gibt es a, 8 € R,
so daff (a, /) N E' # 0 und F ist AC auf E'.

BEWEIS: Zu (i)=(ii): F ist ACG auf E, also auch auf dem nicht-leeren, abge-
schlossenen E' C E. Es gibt daher E}, E}, --- C E' mit E' = |JE!, und F ist
AC auf jedem E]. Wegen dem letzten Lemma diirfen wir alle E!, abgeschlossen
annehmen. E' ist abgeschlossen und daher als metrischer Raum vollstandig. Wir
konnen somit den Kategorien-Satz von Baire auf E’ anwenden und erhalten: Es
gibt ein n und o, € R so daf§

0 # (a,0) N E' C B, ;

F ist AC auf E;, also auch auf (o,8) N E'.

Zu (ii)=>(i): Die Bedingung aus (ii) sei erfiillt. Es bezeichne {I,,} die Menge
aller offenen Intervalle mit rationalen Endpunkten fiir die gilt: F ist ACG auf

I, N E. Sei
@i (UIn> NE=JI.nE).

Natiirlich ist dann  ACG auf Q@ C E. Angenommen E’ := E\ Q # 0. Offensicht-
lich ist E' abgeschlossen. Voraussetzungsgemifl gibt es nun ein offenes Intervall
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I=(o,f) mit INE"# @ und F ist AC auf I N E'. Dabei kénnen wir natiirlich
ohne Einschrankung (durch eventuelles Verkleinern von I) die Endpunkte von I
rational wahlen, so daf§ I = I,,, fiir ein m. Dann haben wir aber den Widerspruch

(D#E’mImCE’m(UIn):(D,

so daBl doch E' = 0 also @ = E gelten mufi. Da F ACG auf Q = E folgt (i) &

Der Satz und der Beweis bleiben wort-wortlich giiltig, wenn man iberall AC
duch V B ersetzt. Sei [a,b] ein Intervall und E C [a,b] abgeschlossen. Dann ist
(a,b) \ E offen und besteht aus hochstens abzihlbar vielen disjunkten Intervallen
(ar,br) (den Wegkomponenten von (a,b) — E). In diesem Falle nennen wir die
Familie {[ak, bk} die in [a,b] an E anliegenden Intervalle.

Gilt a,b € EC R und ist ' : E — R eine reelle Funktion, so konnen wir eine
Funktion F : [a,b] — R durch die Vorschrift

F(z)firz € E
linear stetig interpoliert auf den [ag, bx]

Fi(z) = {

definieren. Dies ist so zu verstehen, da Fj iber jedem [ak,bx] die Punkte
(ak, F(ak)), (bx, F(bg)) linear verbindet.

(6.1.6) LEMMA. Sei E C [a,b] eine abgeschlossene Menge mit a,b € E und
Seien {I} die in [a,b] an E anliegenden Intervalle. Sei F : E — R eine Funktion
und sei

F(z)firz e E
linear stetig interpoliert auf den I .

Fi(z) == {

Ist dann F' AC (V B) auf E, so ist Fy AC (V B) auf [a,b].

BEWEIS: Sei F AC auf E. Nach (6.1.3) ist F' auch V' B auf E, so daf insbesondere

(1) S B e,

Seil nun € > 0 vorgegeben. Sei §; > 0 so gewahlt, daB fiir jede E-Familie {J,} gilt:

(2) Y el b= > L <.

Wahle ferner ko so groB, daf

(3) D

k>kq
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Das ist moglich wegen (1). F; ist linear auf allen [ und daher sicher AC auf
I U ---UIg,. Wir finden deshalb ein 63 > 0 so da8

(4 D_IFn]l <€,
fiir jede I; U - - - U Ix,-Familie {J,} mit ) |J,| < 2. Sei nun
6 := min{é;, 62}

und {J, } eine [a, b]-Familie mit ) | |J,| < 6. Wir zerlegen jedes J,, in héchstens drei

abgeschlossene Intervalle J} J2Z J3, und zwar stets so, da J} J2 in geeigneten

Ix, I; enthalten (oder leer) sind und J2? Ecken in E hat (oder leer ist). Ist z.B.
Jn = [o, f] und gilt a € ik = (ak,bx) und B € i, = (ay, by), so werden wir

Jo =y bi] , I3 = bk, ar] , J7 = (a1, B]

setzen. Ist hingegen a € E,f € iz = (ay, by), so werden wir

Jp =0 (|F[Je]| = 0) , J3 :=[e,a)] , T3 = [a1, 5]
setzen; analog verfahrt man in den anderen moglichen Fallen. Nun gilt
(5) YR < Y (IR A + | R I + R I2])
{JZ} ist eine E-Familie mit

D ) e

so dafl wegen (2) gilt:
(6) SR IE = IR <.
Fir die J} gilt

ZIJ11L|SZ|JTL|<6S52;

ko

D b ey

=1t @)

wegen (4) gilt daher

Wegen der Linearitit von F; auf den I erhilt man zusammen mit (3)

S S e Y (RG] <,

k>ko |n:JlcI k>ko k>ko
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so dafl insgesamt

(7) e

Ganz analog gilt

(8) SR <

Setzt man (6), (7) und (8) in (5) ein, so hat man

> B =5
Dies zeigt, dafl F; AC auf [a,b]. der Beweis von
F ist VB auf E = F, ist V B auf [a, b]
geht ganz ahnlich und kann daher unterbleiben <

Folgendes Kriterium ist sehr niitzlich um festzustellen, ob eine gegebene Funk-
tivon ACG ist.

(6.1.7) SATZ. Sei F :[a,b] — R eine stetige Funktion und E C [a,b].
(i) Gibt esein M > 0 so daf

DtF(z)< M, D_F(z)>-M Vze En|a,b],
"so ist F ACG auf E.

(i) Gilt DT F(z) < oo und D_F(z) > —oo b.u. auf (a,b) N E, so ist die Funktion
F ACG auf E.

BEWEIS: Wir kénnen E C (a,b) annehmen.
Zu (i): Da D, F(z) < M,D_F(z) > —M fiir alle z € E gibt es zu jedem z € E
ein n € N so daB fiir alle ¢ € [a, b] gilt:

1

OSt—xS;:>F(t)—F(:c)§(M+1)(t—z),
05—t~ = Flz)~ F(f) > ~(M+1)(z 1) ;

zusammengefaft bedeutet dies
1
|t —z| < ;:>F(t)—F(:I:) < (M +1)jt -zl .
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Setzt man daher
E,:={z€E|F(t)— F(z) <(M+1)|t — z|

1
fiir alle ¢ € [a,b] mit |t — z| < ;L—}

so ist £ =|J E,. Sei dann

(teZ).

E:;::Enm[i,’“}

n

3

Sind z,,z, € E,‘L so gilt |z; —z2| < % und z,z; € E,, so dafl gemaf der Definition
von E,

F(z,)— F(z3) < (M + 1)|z; — 22| und F(z3) — F(z1) < (M + 1)|zg — z,| =
[F(z)— Flea)) < (M + 1)|2; — 25| ¥o,,2,€ B .

Daraus folgt nun sofort, daB F AC auf jedem E:, also ACG auf E = |J EL.

n,u
Damit ist (i) gezeigt.
Wir verzichten auf den einfachen Beweis von (ii), der sofort aus (i) folgt ¢

(6.1.8) DEFINITION. Sei E C R. Eine Funktion F' : E — R heifit Nullfunktion,
wenn fir jede Nullmenge N C E auch F(N) eine Nullmenge ist.

(6.1.9) SATZ. Sei F :[a,b] — R stetig und E C [a,b]. Ist FF AC oder ACG auf
E, so ist F' eine Nullfunktion.

BEWEIS: Sei F' AC auf E. Nach (6.1.4) ist F auch AC auf E, so daB wir ohne
Einschrinkung F abgeschlossen annehmen diirfen. Sei dann N C E eine beliebige
Nullmenge. Sei € > 0 beliebig und § > 0 so klein, daB ) |F[Ix]| < ¢, fiir jede
E-Familie {[;} mit ) |Ix] < 6. Wegen der Regularitat des Lebesgue-MaSes gibt
es ein offenes U D N mit A(U) < é. Das offene U ist die Vereinigung hdchstens
abzahlbar vieler, paarweise disjunkter, offener Intervalle (ag, bx), so daf

N el el > (e ai) = MU = 6.

Hierbei konnen wir uns natiirlich alle [ag, bx| mit [ag, bx] N N = @ ausgesondert
denken. Wahle nun abgeschlossene Intervalle I} C [ak, bk] so, daB das stetige F'
auf dem abgeschlossenen [ag, bx]N E in den Ecken von Ij seine Extrema annimmt.
Dann gilt

[ (N O [ak, be])] < |F(E 0 ag, bi)| < [F[I]] -
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Da ) |It] < > (bx — ax) < § hat man
POV < 1PN 0 fon, )] < S IFULT < e

Da € > 0 beliebig war, gilt |F/(N)| = 0, was zu zeigen war.

Ist F ACG auf E so zerlegen wir E in E = |J E,, derart, daf F AC auf jedem
E,,. Dann ist F, nach dem bereits Gezeigten, Nullfunktion auf jedem E,. Fir
eine Nullmenge N C E ist in diesem Falle

IF(N) = JF(EB.nN) <) IF(B.NN) =0,

also ist F' auch dann eine Nullfunktion ¢
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(6.2) Das Denjoy-Integral

Wir wollen nun das allgemeine Denjoy-Integral einfiihren, das allgemeiner ist
als alle bisher eingefiihrten Integral-Begriffe. Fur eine ausfiihrliche Diskussion des
Denjoy-Integrals sei auf [11] verwiesen.

Wir steuern sogleich auf den zentralen Begriff der Theorie zu, die approximative
Ableitung.

(6.2.1) DEFINITION. Sei E C R eine mefibare Menge. Ein Punkt z € R heifit
Dichtepunkt von E| wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so daf gilt:
Ist I ein abgeschlossenes Intervall mit ¢ € I und |I| < é§ soist |ENI| > (1 —¢€)|I|.

Man beachte, daf8 die Eigenschaft eines Punktes z Dichtepunkt von E zu sein,
nur von der lokalen Beschaffenheit von E in der Nihe von z abhangt.
Die folgende Bemerkung ist trivial.

(6.2.2) LEMMA. Ist z Dichtepunkt des mefibaren E C R, so ist z beidseitiger
H3ufungspunkt von E.

(6.2.3) SATZ. Fast alle Punkte einer mefbaren Menge E' C R sind Dichtepunkte
von E.

BEWEIS: Wir nehmen zunichst an, daf8 E beschrinkt ist, etwa E C [a,b]. Dann
ist xg € L}[a,b]. Sei

Nach (3.1.4),(iv) ist
(1) Fllg) = xplz) = 1 fiir fast alle s ¢ E .

Sei z € E ein Punkt mit F'(z) = 1 und sei € > 0 beliebig. Dann existiert ein § > 0
so daf fir o, 8 € R gilt:
s =g+ =Enlzp

o F(z) 2 (1-¢)(f - 1),
#-90 <« psg=lEdle gl = F

—F(a)|>(1—¢)(z—a) .

(6)
(z)

Fir ein Intervall I = [o, f] mit £ € I und |I| < § gilt daher:

[ENI| = |Ena,o)| +|E[z,A) 2 (1 - (B - a) = (1 -] .
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Dies zeigt, daB8 z Dichtepunkt von E ist. Wegen (1) sind also fast alle Punkte von
E Dichtepunkte von E, wie behauptet.

Ist endlich das meBibare E beliebig, so ist £ = |J E,,, mit den beschrankten,
mefibaren E, := EN[—n,n|. Fast alle Punkte von E, sind Dichtepunkte von E,,
erst recht also von E. Wegen E = |J E, sind daher fast alle £ € E Dichtepunkte

von F &

(6.2.4) DEFINITION. Sei F : [a,b] — R stetig und z¢ € [a,b]. F heifit appro-
ximativ differenzierbar in zo, wenn ein A € R existiert, so daff z( fir alle e > 0
Dichtepunkt der Menge

- F
{ze(a,b) — {zo}] A—€< LG <A+e¢}
T )
1st. In diesem Falle nennt man
F;p(l'()) =LA

die approximative Ableitung von F' in z.

Dieses A ist wirklich eindeutig bestimmt: Seien A,, A5 zwei verschiedene Zahlen
mit denselben Eigenschaften wie A, etwa A; < A,. Sei dann o := %(Az —A;)>0,
so dafl 4; + 0 < A; — 0. Dann sind die Mengen

) ~ Flzo)

A8 =G

M; = {z € (a,b) — {z0}| 4; — 0 < s dite) =112)

paarweise disjunkt. Andererseits ist zo Dichtepunkt beider Mengen. Es existiert
also ein § > 0 mit

3
M T 22l (i=1,2)

fiir alle abgeschlossenen I mit zo € I und |I| < §. Fir jedes solche I ist dann stets
3
I 2 [(MiuM)n = [My NI+ M2 1] > §|[| ;

was nicht moglich ist; also gilt doch A; = A5, d.h. das A aus der vorangegangenen
Definition ist eindeutig bestimmt.

Die approximative Ableitung verhalt sich linear: Sind F,G approximativ dif-
ferenzierbar in zoy und sind o, € R, so ist auch oF + BG in z, approximativ
differenzierbar und es gilt

(QF +IBG)£L1)(x0) e aFép(:Iio) -f—,@G;p(IEo) ¢

Der Nachweis ist nicht schwer. Ferner ist klar, da F; (z0) = F'(zo) an Stellen
zg wo F' differenzierbar ist.
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(6.2.5) SATZ. Sei F : [a,b] — R stetig, E C [a,b] meBbar und zo € E ein
Dichtepunkt von E. Existiert der Grenzwert

F(z) - F
Fytam) = Iy TCL=TCr) e,

so ist F' in zo approximativ differenzierbar und es ist

F. (20 = Higlae) -

BEWEIS: Da zo Dichtepunkt von E ist muf zo € (a,b) sein. Sei 4 := F (o)
und sei € > 0 beliebig. Dann existiert ein § > 0, so daf§

U={ze B0 |5a5/ <}
F(z)—F(zo)}.

&M= {ze(a,b)—{xo}l A—€<
Tt L)

Nun ist zg Dichtepunkt von E, also auch von U und damit erst recht von M, was

die Behauptung zeigt <

(6.2.6) THEOREM. Sei F' : [a,b] — R stetig und V BG (auf ganz [a,b]). Dann
ist F' f.4. approximativ differenzierbar.

BEWEIS: Sei etwa [a,b] = |JE, und F sei VB auf jedem E,. Nach (6.1.4)
ist F dann auch VB auf jedem E,. Es geniigt daher folgendes zu zeigen: Ist
E = E, C [a,b] abgeschlossen und F VB auf E, so ist F' in fast allen z € E
approximativ differenzierbar.

Sei hierzu I das kleinste abgeschlossene Intervall daf E enthilt und seien {I}
die in [ an E anliegenden Intervalle (diejenigen E = E,, die nur aus einem Punkt
bestehen konnen unbeachtet bleiben, da sie in ihrer Gesamtheit nur eine Nullmenge
bilden). Definiert man auf I

By {F(x) firre E
linear stetig interpoliert auf den I ,

So ist Fy VB auf I, gemaf (6.1.6). Nach (3.1.4),(ii) ist F; f.i. auf I differen-
zierbar. Sei dann z € E ein Dichtepunkt von E in dem F|(z) existiert. Dann
ist z insbesondere Haufungspunkt von E und Fj(z) existiert, da F|E = F\|E.
Nach dem letzten Satz ist F' in diesem z approximativ differenzierbar. Da fast alle
z € E Dichtepunkte von E sind (siehe (6.2.3) ) und da F} f.i. differenzierbar ist,
folgt: F ist f.i. approximativ differenzierbar auf E, wie gewiinscht ¢
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(6.2.7) THEOREM. Die Funktion F : [a,b] — R sei ACG auf [a,b]. Dann gilt:

(1) F ist f.4. approximativ differenzierbar.
(ii ) Ist F,(z) > 0 f.i., so ist F' monoton steigend.

(iii) Ist F,,(z) = 0 f.ii., so ist F eine Konstante.

BEWEIS: Zu (i): Ist F ACG auf [a,b] so auch V BG, gemif (6.1.3). Da F
auferdem stetig ist (das ist in der ACG-Definition mit enthalten), ist F' nach
dem vorangegangenen Theorem f.i. approximativ differenzierbar.

Zu (ii): sei z ein Punkt in dem F,,(z) > 0; ist dann € > O beliebig, so ist =
Dichtepunkt von

F(y) - F(z)

{sle @ )] e =T

} )

also auch beidseitiger Hiufungspunkt dieser Menge. Daher ist notwendig
D F(z) > —¢, albo D Pl 8 dy ¢ > 10 beliehig war: Alse ist DYF > 0
f.i. Betrachte nun erneut ein beliebiges € > 0 und setze auf [a, b]

Glz) = Fiz) + e5 .

Dann ist DTG > ¢ > 0 f.4., etwa DT G(z) > 0 fiir alle z auBerhalb einer Nullmenge
N C [a,b]. Nach Satz (6.1.9) ist G eine Nullfunktion, da mit F auch G eine ACG-
Funktion ist. Also ist G(N) eine Nullmenge und enthilt insbesondere keine echten
Intervalle. GemaB dem Monotoniekriterium (3.1.3) ist G monoton steigend, also
auch F,| da € > 0 beliebig war.

Aussage (iii) folgt nun sofort aus (ii) ¢

Mit Hilfe dieses Theorems kénnen wir nun das Denjoy-Integral sinnvoll definie-
ren.

(6.2.8) DEFINITION. Sei f : [a,b] — R eine Funktion. f heift Denjoy-
integrierbar (kurz: D-integrierbar), wenn eine ACG-Funktion F : [a,b] — R
existiert mit

o

FEin solches F' heifit ein unbestimmtes D-Integral von f und

b
(D) [ 1= FO) - F(@

heifit das bestimmte D-Integral von f iiber [a, b]. Die Menge der D-integrierbaren
Funktionen [a,b] — R wird mit L [a, b] notiert.
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Demnach sind D-integrierbare Funktionen f.i. reellwertig: Ist F' ein unbestimm-
tes D-Integral von f € L1, [a,b], so gilt

f(z) = F,,(z) € R fiir fast alle = € [a,b] .
Sind f, g € L} ]a,b] und F,G zugehdrige unbestimmte D-Integrale, so gilt

f=gin. = F — G ist konstant ,

denn es ist ja

G el Bl el e T

ap

also F' — G konstant gemi8 (iii) des letzten Lemmas. Daraus folgt nun (mit f = g)
nicht nur die Wohldefiniertheit des bestimmten D-Integrals, sondern auch, dafl
wir in L}, [a, b] wie gewohnt f.i. gleiche Funktionen identifizieren diirfen. £} [a, b]
wird damit in der tiblichen Weise zu einem reellen Vektorraum und

b
(D)/ : Lpla, 0] = R

ist ein (offensichtlich) lineares Funktional; es ist aber auch positiv, wie man leicht
aus (ii) des letzten Lemmas ersieht.

Man kann zeigen, da8 fiir a < b stets £} [a, b] eine echte Obermenge von L} [a, ]
ist, siehe etwa [11] , VII, §5. Selbstverstindlich gilt hierbei

(P)/bfz(D)/bf Vf € Lpla,b] .

Auflerdem weist man noch ohne Miihe nach, da§ (£},,(D) [) ein Integral-System
im Sinne von Abschnitt (5.2) ist. Wir kdnnen also sagen: Das Integral-System
(LD, (D) [) ist (echt) allgemeiner als das System (£L, (P) f) und damit das allge-
meinste Integral-System, das wir bisher kennengelernt haben. In der Tat fand sich
auch beim Studium der einschligigen Literatur kein noch allgemeineres System.

190



(6.3) Diagonale Ableitungen

Wir wollen nun einen Differenzierbarkeitsbegriff einfiilhren, den wir fiir eine neue
Charakterisierung des Denjoy-Integrals benotigen werden. In der Literatur war
dieser neuartige Differenzierbarkeitsbegriff -trotz ausgiebiger Suche mit Hilfe der
in [9] angegebenen Bibliographie- nicht aufzufinden. Lediglich bei Garg (siehe [21]
und [22] ) sind Ansitze zu finden, die dem unseren ein wenig dhneln, die aber nicht
fir die von uns angestrebten Anwendungen verwendet werden.

Wir beginnen mit den notigen Vorbereitungen.

(6.3.1) SATZ. (S. Banach) Sei F : [a,b] — R eine reelle Funktion. Dann gilt

DLF< BB b wd D, Fs B Fhi

BEWEIS: Sel etwa
di=lac(a b)) DYF(x) « D_F(z)) .

Ist u € A so ordnen wir u zunichst ein r, € Q zu, sodal DT F(u) < r, < D_F(u).
Sodann finden wir s, < u,?, > u aus Q, so daf

w<rufﬁru<v<tuund
v—u

F(u) — F

M>ruﬁirsu<v<u.
U — v

Kombiniert man beide Ungleichungen, so erhalt man
(1) Flu) = Flu) < rplv—n) fiivs, < v <, v+ 9,

Auf diese Weise wird jedem u € A ein Tripel ¢(u) := (ry; sy, t.) € Q® zugeordnet,
so daf8 (1) gilt. Angenommen die so definierte Abbildung

a6
ware nicht injektiv. Dann gibt es z < y aus A mit ¢(z) = ¢(y) und es gilt
S =8y <L Y<tlpg =iy, ra =7y .
Setzt man dann v = z und v = y in (1) so hat man
F(y) — F(s) < raly — 2) .
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Setzt man aber v = y und v = z so erhialt man
Fly) - F(z) < ry(z—-y) .

Wegen r, = r, ergibt die Addition beider Ungleichungen 0 < 0, einen Wider-
spruch. Also muB ¢ doch injektiv sein und A ist hochstens abzihlbar. Damit
ist

DiF~ DY b
gezeigt. Also gilt auch D_(—F) < D*(—F) b.i. und daher

DiF=-DFF) D (-Fl-D Fbi o

(6.3.2) DEFINITION. SeiJ =< a,b > ein Intervall. Definiere
G =06"(J):={F:J — R| F stetig, F(a) und F(b) existieren,
D.F=D"FeRbi. anf (a,b)} ,
G« = G+(J) :={F : J — R| F stetig, F(a) und F(b) existieren,
Dl =0 FeRbi. aul [a,b}} .

Wegen des letzten Satzes hatten wir z.B. bei der Definition von G* eigentlich
nur D_F > DT F b.i. fordern miissen.
Da fiir eine reelle Funktion F' : (a,b) — R stets die Beziehungen

DY (-—F)=-D,F, D (-F)=-D_F
gelten, erkennt man sofort, dafl

4= 0.

(6.3.3) SATZ. Seien Fy,F,,F :< a,b >— R stetig. Dann gilt:
(i Fe g Fel.), e20=eFe g '(eFed,).

(i) Feg (Fegy,c-0=-cFel.(cFei).

(lll) FI,FQ 69* = F| + Fy 69* und

D_F1 it D_F2 = .D_(Fl A FQ)
= D+(F1 +F2) — D+F1 aF D+F2 o), i (Cl,b) .

(iv) Fi,Fo, € g = Fi + F; € §. und

Dyl B DR L R
= D_(Fl +F2) = _D_Fl + D_F2 b.u. auf (a,b) .
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BEWEIS: Die Aussagen (i) und (ii) prift man leicht nach.
Zu (iii): Sind Fy, F; € G*, so gilt

DF+iDE-DF+F
S D+(F1 i Fz) S D+F1 =F D+F2 [0, @it (a,b) y

die mittlere Ungleichung wegen Satz (6.1.3). Da jedoch D_F; = Dt F; b.i. gilt
(z = 1,2), muB in der obigen Ungleichungskette b.ii. Gleichheit bestehen. Daraus
folgt F; + F5 € §* und die behauptete Gleichung.
Analog zeigt man (iv) ¢
(6.3.4) LEMMA. Sei J =< a,b > und seien
Fi,Gi € §*(J) , F5,G2 € G.(J) .
Ist F1 +F2 = G1 + GQ, so ist

D+F1 =F D_Fg = D+G1 =F D_G2 .l aut (a,b) .

BEWEIS: Alle Ungleichungen des Beweises werden iiber (a,b) betrachtet. Da
Fy € §*, gilt zunichst

D+F1 B D—GQ = D_Fl o D_Gg bu
= D-Fl aF D_(—Gg) >

da Fy,—G5 € §*, gilt gemiB (iii) des letzten Satzes weiter

= D_(Fl = GQ) bU.

da F| — Gy = G| — F; ist dies welter
= DY (G, - F,)
und wegen Gy, —F; € G ist dies gemiB (iii) des letzten Satzes

= D*G, + D (-F;) b.i.
=D*G, - D, F,
=, - DR bl
letzteres wegen Fy € §. Der erste und der letzte Term der Gleichungskette bilden

nun gerade die Behauptung (beachte, daf alle vorkommenden Ableitungen b.i.
reell sind) ¢
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Wir kommen nun zu dem angekiindigten neuen Differenzierbarkeitsbegriff.

(6.3.5) DEFINITION. Sei J =< a,b > ein Intervall. Eine Funktion F :J — R
heiBt diagonal differenzierbar (kurz: d-differenzierbar), wenn eine Zerlegung

§ = e 5 FLeg " F,eg.
existiert. In diesem Falle heifit die iber (a,b) definierte Funktion

D(Fl ) { D”;Fl + D™ Fy ;)(;;itie Summe definiert ist

eine diagonale Ableitung (kurz: d-Ableitung) von F'.
Die Menge aller d-differenzierbaren F : J — R wird mit G = G(J) notiert.

Mit Hilfe von (6.3.3) prift man leicht nach, daf §(J) ein reeller Vektorraum
ist.
Mit dem letzten Lemma haben wir: Sind

F= R+ =G4 Go .G € 95,00 € J.

zwel Zerlegungen von F', so ist

A A

b T s e s

Zwei verschiedene diagonale Ableitungen eines F € § stimmen also immer b.d.
tiberein. Auflerdem gilt

R = F LD =D F LD Fbi,

da Fy € §* und F; € §..

Die d-Differenzierbarkeit einer Funktion F' hingt davon ab, ob F' als ganzes
geeignet zerlegt werden kann. Es wird also nur die d-Differenzierbarkeit einer
Funktion, nicht jedoch die d-Differenzierbarkeit von F' in einem Punkt z erklirt
(es ist auch véllig unklar, wie dies zu geschehen hitte): Wir haben es mit einem
?globalen” Differenzierbarkeitsbegriff zu tun.

Jede Zerlegung der Form

F:F1+F2 FIEQ*,FQGQ*
nennen wir in Zukunft kurz eine §-Zerlegung von F'.
(6.3.6) SATZ. Ist F = Fy + F, eine §-Zerlegung von F € G(J) und gilt

D(F\,F,) > 0 b,
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so ist F' monoton steigend.

BEWEIS: Zunachst haben wir

DR B <D P iDF)
— D P DB -DIF - F b,

letzteres wegen Fy € G.. Also ist
F bR bk — DIR F] T 6.
Setzt man daher auf J fiir e > 0
G(z) := F(z) + ez,
sogilt DG = e > 0 bil. Isf dalier 4 1= {o € [a,0)] DTG(z]) < 0}, 8o ist 4,
also auch G(A) hochstens abzihlbar. G(A) kann daher keine echten Intervalle

enthalten und G ist monoton steigend, gemafl dem Monotonie-Kriterium (3.1.3).
Da € > 0 beliebig war, steigt auch ' monoton ¢

Wir stellen nun einen Zusammenhang zwischen der gewohnlichen, der approxi-
mativen und der diagonalen Differenzierbarkeit her.

(6.3.7) SATZ. SeiJ =< a,b > und F = F\+F, eine §-Zerlegung von F € G(J).

(i) Ist J = [a,b], so ist F ACG auf [a,b], f.i. approximativ differenzierbar und
es gilt

A

D(F,,F,)=F!_fii.

ap

(ii) Definiert man (J ist nun wieder beliebig)
D := {z € (a,b)| F'(z) existiert} ,
so gilt ;
B =& bl anl D .
BEWEIS: Zu (i): Nach (6.1.7),(ii) sind alle H € §* ACG auf [a,}], da ja
—co = D= D"H < o0 b

Damit sind auch alle Funktionen aus G« = —§* ACG-Funktionen. Als Summe
zweier ACG-Funktionen ist daher auch F eine ACG-Funktion und als solche
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f.i. approximativ differenzierbar (gemaf (6.2.7),(i) ). Daher liegen auch fast alle
£ € (a,b) in
A= {z e (a b (7], (B}, cdsticren,
D_FI(IE) = D+F1(fl7) (& R, D+F2(Z) = D_Fg(x) & R} )

da jede der Bedingungen f.i. oder b.i. erfiillt ist. Sei dann z € (a,b) und
= (F1)y,(z). Dann ist also z fiir jedes € > 0 Dichtepunkt der Menge

F — F
et - u-es 2= ¢\ g,
Insbesondere ist z beidseitiger Haufungspunkt dieser Menge. Daraus folgt
DoPs) = i Te abe Boghley g, da e 7 O bellebig ist. Analop st
DrR () > B s0dal
Do Filz)= DBzl —p = (I}, (=) und analog

Dy Fy(z) = D™ Fa(z) = (F2)gp(7) -

ap
Es folgt nun
D(FI)F?.)(I) — -D+F1(I) i D_F?.(x) e (Fl):l[)(x) o (FZ)izp(z) e F{ip(x)
fiir z € A. Da aber A fast alle z enthilt folgt nun (i).
Zu (ii): Existiert F'(z) fiir ein z € (a, b), so gilt
D(F,,Fy)(x) = DT F\(2) + D™ F3(z) b.ii.
= DY (F — F;)(z) + D™ Fy(z)
= F'(z) + DT (- F;)(z) + D™ Fy(z) .

Da aber D™ F; = D, F» = —D*(—F) b.i., folgt
D(Fy,F,) = F' b.i. auf D ¢

Die Kombination von (6.3.7),(i) und (6.2.7),(ii) zeigt, daB wir in (6.3.6) sogar
?b.1.” durch "f.i.” ersetzen diirfen.

Dennoch wollen wir an der bestehenden Fassung von (6.3.6) festhalten, da wir
den Abschnitt (6.3) absichtlich ganz unabhingig von der Denjoy-Theorie halten
wollen. Auch (6.3.7),(i) wird in diesem Abschnitt nicht mehr benétigt werden.

(B.3.8) SATZ. SeiJ =< a,b > cin Intervall
(i) Ist F: J — R stetig, so sind DY F, D, F, D™ F, D_F Borel-meBSbar auf (a,b).

(ii) Ist F € §(J) und F = Fy + F; eine G-Zerlegung von F, sowie f : J — R eine
Funktion mit

A

D(Fy,F,) = f biii. auf (a,b) ,

so ist auch f Borel-mefibar.
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BEWEIS: Zu (i): Fir z € (a,b) ist offensichtlich

DTF(z) = lim ga(z), gn(z) := sup b O

4 oO<t—z<i i

Wir zeigen zunichst, da8 {g, > ¢} offen ist, fiir alle c € R (d.h. g, ist nach unten
halbstetig). Ist ndmlich z € (a, b) und g,(z) > ¢, so gibt es ein ¢y mit

1 F(ty) — F
z<to<z+—undM>c.
n to —

Aus Stetigkeitsgriinden findet man eine Umgebung U von z, so daf§

y<t0<y+lundM>c VyelU.
n ol
Es folgt ¢, (y) > cfiry € U, womit gezeigt ist, dal {g,, > c} offen ist. Also ist jedes
gn Borel-mefibar und damit auch DT F, als Limes Borel-meBbarer Funktionen.
Analog sind D, F, D~ F, D_F Borel-mefibar.
Behauptung (ii) folgt nun leicht aus (i), wenn man beachtet, daff abzihlbare
Mengen immer Borel-mefibar sind ¢

(6.3.9) DEFINITION. SeiJ =< a,b > ein Intervall.

(i) Eine Funktion F € G(J) heifit ein d-Stamm von f : J — R, wenn fir eine
(und damit fir jede) G-Zerlegung F = F, + F, gilt:

f = D(F,,F,) b.. auf (a,b) .

(ii) Wir setzen
E2= CalJ) =41 :F — R|  hat éinen d-Stamm} .

Ist F ein d-Stamm von f € £, so sei

Zu (i) vergleiche man noch einmal mit der Bemerkung in Anschlufi an Definition
(6.3.5): Zwei verschiedene d-Ableitungen eines F' € § stimmen f.i. iiberein.

Offensichtlich ist &; ein Funktionenvektorraum der £, und erst recht £ umfaft.

Da fiir F' € §* oder F' € §. definitionsgemi F(a), F(b) existieren, existieren
diese Werte auch fiir jedes F € §. Mit Hilfe von (6.3.6) schlieft man auferdem
in gewohnter Weise, daB sich zwei d-Stimme eines f € &; hochstens um eine
Konstante unterscheiden konnen. All dies zeigt, dal I; wohldefiniert ist.
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Natiirlich wollen wir nun zeigen, dafl I; ein Daniell-Integral ist. Wir brauchen
hierfiir aber noch einige Vorbereitungen.

(6.3.10) LEMMA. Sei J =< a,b > ein Intervall, v : J — [0,00] nach unten
halbstetig und Lebesgue-integrierbar. Setzt man dann

x

U(z) ::/u(t)dt (zeld),

a

sopilluw< P _Waulia b >

BEWEIS: Da u nach unten halbstetig ist existieren (bekanntlich) Funktionen
U, € CF(J) mit v, | u (siche 2.B. [16] , §4). Wir setzen dann u; = v,
Uil = Ypy1 — Yy (0 € N) und haben

unGCj,u:Zun.

Seien U,, die Stammfunktionen der u, mit U,(a) = 0. Es gilt U}, = u, > 0, die
U, sind monoton steigend. Mit dem Satz iiber die monotone Konvergenz gilt

T

Ul(z) :/u(t) dt:Z/un(t) di= 3 Ul Voe T .

a

Fiir ein beliebiges N € N ist ) U, monoton steigend, also
n>N

wie gewiinscht ¢
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(6.3.11) LEMMA. Sei J =< a,b > ein Intervall, v : J — [0,00]| nach unten
halbstetig und f € £4(J). Dann gilt:

b
fgub.ii.=>1d(f)§/ud/\.

BEWEIS: Sei f € £; und f < u b.ii. Ist [ ud) = oo so ist nichts zu zeigen. Sonst
ist [ud\ < oo, also u Lebesgue-integrierbar, und wir kénnen

T

U(e) = / u(t) dt (zed)

a

bilden. Wegen f € &; gibt es ein F € § und eine §-Zerlegung F = F; + F5 von
F, so daf§
BF. =0 'F LD F =] bi aullab).

Wir haben daher
U—D+F1 —D—ngu—fEObu

Nach dem letzten Lemma ist D_U > u und folglich
(1) DULD'F —D F>0bil.

Sel nun
A:={z € (a,b) DT (U - F)(z) <0} .
Es gilt beinahe iiberall (ndmlich sicher da, wo D™ F, € R)
D.U-D F,=D_U+ D_(-F,)
& Il = )

was nach Satz (6.3.1) beinahe iiberall

< DH(U - Fy)
= DHU - Ty
caEE o
letzteres ebenfalls beinahe {iberall (ndmlich sicher da, wo Dt F; € R). Damit ist

gezeigt, dafl
DL Sl - Py DR b,

Wegen Dt (U — F) < 0 auf A folgt hieraus
B e < DYE bal. anf A =
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(2) D_.U~-DYF,— D F; <0b.ii. auf A.
Andererseits gilt wegen (1)
(3) D.U-D'Fy—D F;>0b.u. auf A .

Aus (2) und (3) folgt, daB A hochstens abzdhlbar ist (denn die Menge iiber
der D_U — D*F, — D™ F, nicht gebildet werden kann ist ebenfalls hochstens
abzahlbar); also haben wir
D*(U - F) > 0 b.ii.

Vollig analog wie z.B. im Beweis von (6.3.6) schliefit man hieraus wieder, da8
U — F monoton steigt. Es folgt

U(b) — F(b) > U(a) — F(a) =

b
(1) = F(t) - F() < U®) - V(@) = [u(t)dt 6

a

Lemma (6.2.11) ist der Schliissel fiir weitere Satze, die alle das ” Wohlverhalten”
von I, sichern.

(6.3.12) LEMMA. SeiJ =< a,b > ein Intervall und sei f € £4(J). Dann gilt:

G

(i1) Ist f > 0 so ist Id(f):ffd/\.

a

BEWEIS: Jedenfalls ist f mefbar gemaf (6.3.8),(ii), so daB die Aussagen sinnvoll
sind.

Zu (1): Ist [ f*dX = oo so ist nichts zu zeigen. Wir kénnen daher f* Lebesgue-
integrierbar annehmen. Bekanntlich existieren dann nach unten halbstetige Funk-
bonen wy, > f* mib u, € £ und

b

b
/un(t)dtlff+(t)dt firn - oo,

siche etwa [16] , §6. Nach dem letzten Lemma ist
b

I ) g/un(t)dt ¥ =

a

Ll f) g/ﬁ(t) kit
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Zu (ii): Sei nun sogar f > 0. Sei F' € § ein d-Stamm von f und F = Fy + Fy
eine G-Zerlegung von F' so daf D(F},Fy) = f b.i. Wegen f > 0 und (6.3.6) ist F’
monoton steigend. Nach (3.1.4),(ii) gilt: F ist f.4. differenzierbar, F' € L1 und

b
[ o de< Po) - Fe) = 105)

Nach (6.3.7),(ii) ist aber F' = D(F,,F,) f.i. also auch F’ = f f.ii. Mithin ist
fe€ L} und

/bfd/\ = /bf(t) dtZ/bF'(t) dt < I(f) -

Umgekehrt ist nach Teil (i)

Id(f)S/bf+d/\=/bfd/\-

und (ii) folgt &

Aussage (ii) besagt insbesondere, daf ;7 € L£1. Uber einem beliebigen Intervall
J konnen wir nun zeigen:

(6.3.13) SATZ. Die Abbildung I;: £; — R ist ein Daniell-Integral.

BEWEIS: Sicherlich ist I; linear. Z.B. aus (ii) des letzten Lemmas folgt, da8 I
auch positiv ist.

Es bleibt die Stetigkeit von unten von I; zu zeigen. Seien hierzu f € &, fn € &}
mit > f, > f. Zunichst folgt mit (ii) des letzten Lemmas

B ey

was mit dem Satz iiber die monotone Konvergenz
=[(Zm)»
> [z,

die letzte Ungleichung wegen (i) des letzten Lemmas ¢
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GemiB der allgemeinen Theorie aus Kapitel (1) kénnen wir nun eine Prozedur
i da— £1(Ea ), [ dly

durchfiihren und erhalten so die zu €4, Iy zugehdrigen integrierbaren Funktionen.
Auflerdem erhalten wir fir ein R-wertiges f wieder die zu I; gehorende Norm von

i
gaesn e el A e e

Wenn wir mit || || wieder die gewShnliche Lebesgue-Norm bezeichnen finden wir:

(6.3.14) LEMMA. Esist || |la=]||l-

BEWEIS: Wegen
be =€ £a ) Iylks — Iy,

gilt sicherlich || [|¢ < || ||. Wir haben also nur noch ||f]| < |[|f|la zu zeigen, fiir ein
beliebiges R-wertiges f. Ist || f||a = oo so ist nichts zu zeigen. Sei daher ||f||4 < co.
Zu einem beliebigen € > 0 finden wir dann Funktionen f, € & mit

il . el

Mit Hilfe von (6.3.12),(ii) erhalten wir

L= = / P

=> Li(fa) <lIflla+e.

Da € > 0 beliebig war folgt || f||<|| f|la, wie gewiinscht &

(6.3.15) COROLLAR. Uber jedem Intervall J gilt
e el e

bei Ubereinstimmung der Integrale.

BEWEIS: Sei f € L1. Esgibt f, € & =Comit ||f — ful| = 0. Da |l || =] lla
und da €, C &g, gilt auch f € L1(€4, 1) und tiberdies ist

/ R i B i Bl / fdI; &
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Der nichste Satz ist das Analogon zu (3.2.9).

(6.3.16) SATZ. Poralle fe (e, 1) =il -

(i) f ist Lebesgue-mefibar.
(i) fell & [Ifll <oo.

Wir verzichten auf den Beweis, der -unter Beachtung von (6.3.8),(ii)- dem Beweis
von (3.2.9) vollig analog ist.

(6.3.17) SATZ. Esist
(LL)* = (L) (€, L)

bei Ubereinstimmung der Integrale.

BEWEIS: Im Hinblick auf (6.3.15) braucht nur noch (L) (€4, ls) C (L£L1)T ge-
zeigt zu werden. Sei hierzu f € (L))" (€4, I4) gegeben. Da f mefibar ist, gibt es
eine Folge Lebesgue-integrierbarer f, > 0 mit f, T f. Ist etwa J das Grundinter-
vall, so konnen wir z.B.

fni= (fXJn[—n.n]) AN

setzen. Wegen L7 C L'(&4,1;) ist dann jedenfalls

/fndIL:ffndIdgfded<oo Vn .
Aus dem Satz tiber die monotone Konvergenz folgt nun
f= nlilf(}of" el
wie gewlinscht ¢

(6.3.18) SATZ. Esgilt: f € L*(€4,1s) & Es gibt eine Zerlegung
f—gith gt hell.

In diesem Falle kann man ||h|| < € erreichen, fiir ein beliebig vorgegebenes € > 0.

Das ist natiirlich das genaue Analogon zu (3.2.10) und wir kénnen auf den
ebenfalls analogen Beweis verzichten. Zuletzt folgt noch das Analogon zu (3.2.12),
dessen Beweis ebenfalls von dort adaptiert werden kann:
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(6.3.19) SATZ. Es gilt:

(i) L£'(&4,14) ist normal, insbesondere ist
7 / e

(ii ) Die von L'(€4, 1) herrithrenden meBbaren Mengen sind genau die Lebesgue-
mefibaren Mengen My, das zugehérige kanonische Ma# ist das Lebesgue-Maf
A

(iii) L'(&4, I14) ist meBbar (im Sinne von (2.3.2) ).

Insbesondere sind also die Raume £!(&y, I;) uneingeschrankt der in Kapitel (2)
entwickelten Produktraum-Theorie zuganglich!

Im folgenden Abschnitt wollen wir nun zeigen, dal wir nur einen neuen Zugang
zu Altbekanntem gefunden haben: Der Raum L'(€p, I;) wird sich gerade als die
Menge der Denyoy-integrierbaren Funktionen £}, entpuppen.
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(6.4) Eine neue Darstellung des Denjoy-Integrals

Im Folgenden spielt sich alles iiber einem kompakten Intervall [a,b] ab. Wenn
nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, ist jede Funktionenmenge 7 als
Fla, b] zu lesen.

(6.4.1) DEFINITION. Eine Funktion F : [a,b] — R heifit zerlegbar, wenn es ein
G € § und ein absolut stetiges H gibt, so da FF = G + H.

Insbesondere ist ein zerlegbares F' stetig. Es wird sich herausstellen, dafi die
Zerlegbarkeit eine neue Charakterisierung der ACG-Eigenschaft ist. Bis dahin
benotigen wir aber noch eine ganze Anzahl von Hilfssatzen.

(6.4.2) LEMMA. Sei F : [a,b] — R zerlegbar und € > 0 beliebig. Dann gibt es
ein absolut stetiges H, sowie G, € §*,G5 € §. mit

FPe=@QidGot i, |8} <cund H#a) = Hb) =0

BEWEIS: Da F zerlegbar ist gibt es zunichst eine Zerlegung
F=U+4+U;+V U, e §G"U;e §.,V absolut stetig .

Ohne Einschrinkung sei V(a) = 0. V ist f.i. differenzierbar und es ist V' € L}
(siehe (3.1.4),(iii) ). Daher gibt es ein stetiges ¢ mit ||V’ — || < £. Sei T das
unbestimmte Integral von ¢ mit T'(a) = 0. T ist absolut stetig (siehe (3.1.4),(iv) )
und mithin auch Hy :=V — T. Es gilt

€
1 Holl = IV = T"|| = [[V' —¢]l < 5 und Ho(a) =0,

woraus auch |[Hpl|ee < 5 folgt. Sei dann L diejenige lineare Funktion, die die

Punkte (a,0) = (a, Ho(a)) und (b, Ho(b)) verbindet. Dann ist L(b) = Hy(b) und
€

IL']] = [Ho(b)| < [[Holleo < E

Ist daher H := Ho—L =V — L—T, so ist H absolut stetig, es ist H(a) = H(b) =0

und
€
%

H erfiillt also die Forderungen des Satzes und wir haben iiberdies die Darstellung

€
IZ < N Holl + IE) < 5+ 5 =€

F:G1+GQ+H GlizUleg*,GQZ:Ug—f—T—f—Leg*,
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letzteres, da U; € G. und T, L differenzierbar sind <

(6.4.3) LEMMA. Sei F : [a,b] —» R zerlegbar und € > 0. Dann existiert eine
Zerlegung

F=G +G,+H G,€§" G, e §., H absolut stetig ,

so dafl folgendes erfiillt ist

(i) Gi(a) = G1(8) =0, Ga(a) = F(a) , Ga(t) = F(t) , H(a) = H(b) = 0.
(ii ) 1H']| <€, [|G1lloo <.

(iii) |G1lloos [1G2lloo < 2/ Floo -

BEWEIS: Ist ||F||oo =0, so ist F = 0 und mit G;, Gz, H := 0 ist alles erfiillt.
Sei also || F||sc > 0; definiere dann

1
€o := min{g, E”FHoo} b L

Nach dem letzten Lemma gibt es nun eine Zerlegung ¥ = U, +Us+ H mit U; € G*,
U, € §. und einem absolut stetigen H, wobei ||H'|| < ¢o < ¢, H(a) = H(b) = 0.
Da U, stetig ist, findet man leicht eine stiickweise lineare Funktion S mit

S{a) = Ui(a) , S(b) = U;(b) und ||U; — S||so < €0 -

Da U; € G* und S stiickweise linear ist, ist auch G; := U; — S € G*. Ferner ist
konstruktionsgemafl

Gi{e) = G1(6) =0 und ||Gills < €0 < ¢

sowie auch

1l
1G1lloo < €0 < ZI1Flleo < 21IF oo -

G, erfillt also alle Bedingungen.
Setzt man jetzt G3 := Uz + S, so ist gewiBl G € §. und

F:G1+G2+H

Da G, und H in a und b verschwinden, muf

gelten. Auflerdem hat man

1G2lloo = |IF = G1 — Hlloo <[|Fllco + [|G1lloo + [ Hlloo
<IFlloo + €0 + €0 < 2[[Flloo
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denn wegen H(a) = 0 und ||H'|| < €0 muB ja ||H||cc < € gelten. Damit erfiillen
G1,G5 und H alle Forderungen ¢

(6.4.4) LEMMA. Sei F': [a,b] — R eine reelle Funktion.

(i) Ist a < ¢ < b und ist F zerlegbar iiber [a, c| und iber [c, b], so ist F auch tber
[a,b] zerlegbar.

(ii) Ist F stetig und fir jedes a € (a,b) iber [a,a] (iber |o,b]) zerlegbar, so ist
es auch iber [a,b] zerlegbar.

BEWEIS: Aussage (i) iberlegt man sich sehr leicht mit Hilfe von Aussage (i) des
letzten Lemmas.

Zu (ii): Wahle Zahlen oy € (a,b) mit
@ — oo Seri<dlas =4 B unctog i bl

Offensichtlich ist F iiber jedem [ax_;,ak] zerlegbar. Nach dem letzten Lemma
findet man Funktionen

Gllc = 9*[ak—1aak] ) (\;IZC = g*[ak—l,ak]

und absolut stetige H* : [ax_y, ax] — R (k € N), so da8 fiir alle k gilt:
(1) F=G% + Gk + H* (iiber [ag_y, ax]) -
(2) Gi(ak—1) = Gf(ax) =0, G5(ax—1) = Flar_1),

Gg(ak) = F(Olk-) y Hk(ak_l) = Hk(ak) =0
(8) |Gl < 35 » IEY] < 55

e - o B =10

Definiert man nun G, G2 und H iber [a,b] kanonisch durch Zusammensetzen
der G5, Gk baw. H* (G,(b), H(b) := 0, G5 (b) := F (b)), so gilt jedenfalls
F=0, G L H .

Mit Hilfe von (3) schlieft man leicht auf die Stetigkeit von G; und H auf ganz
[a,b]. Wegen der Stetigkeit von F' muf dann auch G, = F' — G, — H stetig sein.
Fir G, gilt sicherlich D_G; = D*G; € R b.i., da die abzihlbar vielen G¥ alle
§*-Funktionen sind. Daher ist G; € §* und analog G € §.. Endlich zeigt eine
leichte Uberlegung, daB H absolut stetig ist, da alle H* absolut stetig sind und
da [|(H*)'|| < &. Damit ist alles gezeigt ¢

(6.4.5) LEMMA. Sei F' : [a,b] — R stetig. Zu jedem z € [a,b] existiere ein
6 >0, so da8 F' zerlegbar ist tber [a,b] N [z — &,z + §|. dann ist F' iber ganz [a,b]
gerlegbar.

BEWEIS: Sei

co :=sup{c € [a,b]| F ist zerlegbar iiber [a,c]|} .
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Es ist a < ¢g < b. Angenommen ¢y < b. Seien dann «, f so gewahlt, daf

(1) a<a<egp<@=i. 7
(2) F ist zerlegbar iiber [a, af.
(3) F ist zerlegbar iiber [a, g].

Dies muf sich wegen der Definition von ¢y und wegen den Voraussetzungen des
Satzes erreichen lassen. Nach (i) des letzten Lemmas ist F' zerlegbar iiber [a, f],
was wegen [ > ¢o und der Definition von co ein Widerspruch ist. Also ist doch
co = b und mit (ii) des letzten Lemmas schliet man nun noch, da§ F' iiber ganz
[a, b] = [a, co] zerlegbar ist & '

(6.4.6) LEMMA. Sei F': [a,b] — R stetig und F(a) = F(b) = 0. Dann existiert
eine stetige, b.u. differenzierbare Funktion W : [a,b] — R mit den Eigenschaften

W2 B[, Wil =|Fl]e » Wia)=W(E) =0

BEWEIS: Ist F = 0 so setzt man W := 0 und ist fertig.
Ansonsten ist F # 0, also M := ||F||oc > 0. Setzt man

@ 1=gupii € [a,b]| P =0 auf [a,]} ,

b ;= inf{t € [a,b]| F = 0 auf [¢,b]},
so diirfen wir ohne Einschrankung a’ = a, b’ = b annehmen, sonst konstruiert man
zunichst W auf [a’, b'] und setzt hiernach W = 0 auf den Intervallen [a,a'], [¥', b].
Nach dieser Feststellung kann man also ohne Einschrankung annehmen, daf es in

jeder Umgebung von a (von b) noch ein z > a (ein z < b) gibt, mit F(z) # 0.
Definiere nun furmn=1,2, ...

b = e (o8] Eo) = %M} :

1
B := sup{z € [a,b]| |F(z)| > *z—nM}-
Dann gilt
@i b g e e Gy B Baw e ab e L Ba b

Definiere nun W durch W (a) := W(b) := 0 und durch die Vorschriften

(L) Wilay) = WHGL )— e om0
(2) Aufden Intervallen (o4 1, 0], [Bn,Bni1] (n € N) sowie auf [, 8] verbindet
W die Funktionswerte in den Ecken linear.
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Man priift nun sofort nach, da8 W das gewiinschte leistet ¢

Jetzt sind wir in der Lage die angekiindigte neue Charakterisierung der ACG-
Eigenschaft zu beweisen.

(6.4.7) THEOREM. Fir eine Funktion F : [a,b] — R gilt:

F ist ACG auf [a,b] & F ist zerlegbar .

BEWEIS: Wegen (6.3.7),(i) ist ein zerlegbares F' die Summe einer ACG- und einer
AC-Funktion, also sicher selbst eine ACG-Funktion, womit die Richtung < gezeigt
ist.

Wir brauchen also nur noch die Richtung = zu zeigen.
Sei also F' ACG auf [a,b]. Wir nennen einen Punkt z € [a,b] reguldr, wenn es ein
§ > 0 gibt, so daB F' zerlegbar iiber [a,b] N [z — §, z + §]. Sei dann

P := {z € [a,b]| z ist nicht regulir} .

Sicher ist P abgeschlossen, da man die Menge der reguliren Punkte aus [a, b] sofort
als offen (relativ zu [a,b]) erkennt. Angenommen p € P sei ein isolierter Punkt
von P, ohne Einschrankung etwa p € (a,b). Es gibt dann ein p > 0, so da8§ alle
Punkte aus [p — p, p + p] — {p} regulir sind. Nach Lemma (6.4.5) ist F' dann iber
alle [p — p,a], [B,p + p| zerlegbar, wenn

P-ogca-p~F<p+tp,;

dann aber auch iiber [p—p, p| und [p, p+p] (siehe (6.4.4),(ii) ), und daher auch iiber
[p — p,p + p] (siehe (6.4.4),(i) ). Dann wire p aber doch regular, im Widerspruch
gu p& P.

Wir haben damit gezeigt, da8 P perfekt ist, d.h. P ist abgeschlossen und enthalt
keine isolierten Punkte.

Ist nun P = 0, so ist F nach Lemma (6.4.5) zerlegbar {iber [a,b] und wir sind
fertig. Wir miissen daher nur noch folgende Annahme zum Widerspruch fiithren:

& Annahme; P # 0 .

Da F ACG ist, gibt es gemif (6.1.5) ein offenes Intervall (o, 8) so daB (o, B)NP # 0
und F'ist AC auf (o, f)NP. Da P perfekt ist und da (e, ﬂ)ﬁP # 0, muB (e, B)NP
sogar unendlich viele Punkte enthalten. Eine einfache Uberlegung zeigt iberdies,
da F' auch AC auf

R = Fnile.f).

Sei nun J := [ag,bo] das kleinste abgeschlossene Intervall, das Py enthilt. Da
(o, )N P unendlich viele Elemente enthilt, ist J nicht entartet, d.h. esist ag < bg.
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Wenn wir nun zeigen konnten, daf F' zerlegbar iber J ist, so ware jeder Punkt
p € PN (a,B) # 0 regulir, im Widerspruch zu p € P. Wir zeigen also:

F ist zerlegbar iiber J .

Seien hierzu {Ji} die in J an P, anliegenden Intervalle. Mit Hilfe der Lemmata

(6.4.5) und (6.4.4),(ii) folgt, daB F iiber jedem Jj zerlegbar ist (denn alle z € jk
sind regular). Definiere nun F; auf J durch

Al F(z) auf Py

’ " | linear stetig interpoliert auf den Jy .
Nach Lemma (6.1.6) ist Fy AC auf J, da F' AC auf P,. Fir die stetige Funktion
F = F — F; gilt dann:
(1) F=0auf P, .
(2) F ist zerlegbar auf jedem Jj .

Punkt (2) ist richtig, da F iber jedem Ji zerlegbar ist, und da sich ¥ und F
iber einem Ji nur um eine lineare Funktion unterscheiden. Nach Lemma (6.4.3)
finden wir fur kK = 1,2, 3,... Funktionen

ey, Giet, , Hy: 3. B absolut stebig ,

so daf3 folgendes gilt:

B F=@l v 6 Lo iy
M) G = Gill) = By(t) =0 in den Ecken ¥ vou Ji |
(5) 1Ll < 2 . !

(6) 1Gklloos 1Glleo < 2[IF]Jkllco -

Definiere dann fiirz =1,2

TE 0 auf Py
G {G;;(:c) o

sowie
0 auf P,

H(I) = {Hk(x) aunl Wik (k — ) .

G' ist stetig auf ganz J. In den Punkten aus den jk ist das klar. Ist hingegen
z € Py, so ist G! (z) = 0 und wir unterscheiden zwei Fille:

1. Fall: z ist nicht Eckpunkt eines der Jg.

Da F stetig ist, ist es auch gleichmaBig stetig auf J. Da |Jx| — 0 und da F
in den Ecken der Jj verschwindet, folgt hieraus ||F|Jx|/cc — 0. Daher gilt auch

G [Jk]loo = ||GLllec — O, nach (6). Wir finden also zu € > 0 ein ko € N, so da8
e Ll e fiinlh >k
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Da z in keinem Jg liegt, gibt es eine §-Umgebung Us von z, so dafl Jp N Us = 0,
fir k = 1,...,ko. Ist dann y € Us, so ist entweder y € Py, also G'(y) = 0 und
daher |G*(z) — G'(y)| = 0 < ¢, oder aber y liegt in einem der Jx mit k > ko und
wir haben

161 (=) - G' ()] = |G (9)] < IIG* | lloo <€

Damit ist die Stetigkeit von G' in z gezeigt.
2. Fall: z ist Eckpunkt eines Jg.
Ist etwa z linker Eckpunkt von Ji, so verfahren wir linksseitig wie im ersten Fall,
rechtsseitig hingegen nutzen wir die Stetigkeit von G'|Jix = G}, aus.
G! ist also stetig und analog ist G? stetig.

Die Funktion H ist sogar absolut stetig. Um dies einzusehen, denken wir uns fir
den Moment jedes Hy zu Null stetig auf ganz J fortgesetzt. Dann gilt H = ) Hy.
Da jedes Hy absolut stetig ist und da Hx(ao) = 0 ist, folgt:

H(z) = Z/H,;(t) B e

Mit (5) und dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz ergibt sich ) H; € L] (J)

und
T

H(z) :/(ZH,Q(t)) dt .

ao

Als unbestimmtes Integral einer Lebesgue-integrierbaren Funktion ist daher H
absolut stetig (siehe (3.1.4),(iv) ).
Wegen (3) und da F,G', G?, H = 0 auf P,, haben wir nun die Darstellung

gl o

Wegen Lemma (6.4.6) gilt nun weiter: Es gibt stetige, b.i. differenzierbare Funk-
tionen Wy : Ji = [ag, bx] — R fiir die gilt:

(7) Wk(ak) = Wk(bk) — ()i

(8) Wi > G/ VG2 . ~

(9) [Willoo = 1G] VIGE] loo (< 2/|F|Jklloo , siehe (6) ) .

Setzt man dann auf J

. 0 auf P,
el {Wk(z) aul Je k=12, ...),

so liberlegt man sich -vollig analog wie fiir G!- die Stetigkeit von W. Betrachte
nun die Funktion

s —al W,
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Es ist §! = 0 auf P, und S* < 0 auf ganz J wegen (8). Wegen G}, € §*(J) und
da Wy auf Ji b.i. differenzierbar ist , gilt

Slljk = G;IC - W e g*(Jk) :

Dies zeigt, dal
DS pis e R BH auf Uf}k .

Mit Ausnahme der Punkte ag,by und der ag, by sind alle Punkte von Py beid-
seitige Hiufungspunkte von Py: Da (wie bereits gezeigt) jeder Punkt von Py
Haufungspunkt von Py ist, ist jeder einseitige Haufungspunkt von P, notwen-
dig der Anfangs- oder Endpunkt eines der anliegenden Intervalle Jg, oder aber
einer der Punkte ag, by. Ist daher z € Py — {ag,bx| £ = 0,1,2...}, so gilt wegen
5 — Oant Pound 5. =0 ol gang J:

DS laj=D"5 (zs)=0cR .
Da dies also b.i. auf P, gilt, haben wir insgesamt

D_S'=D*S' € R bii. auf J =
glegidy

Ganz analog ist S? := G? + W € §.(J). Wir haben jetzt die Darstellung

ol Ve R B
=(G'-W)+(G*+W)+H =
F=8'+5%+(F, +H),
mit S' € §*(J),S? € §.(J) und den absolut stetigen Fy, H : J — R. Damit ist
gezeigt, daB F iiber J zerlegbar ist, (*) ist endgiiltig zum Widerspruch gefiihrt
und wir sind fertig ¢

Daraus folgt nun aber sofort die versprochene neue Charakterisierung des
Denjoy-Integrals:

(.6.4.8) COROLLAR. (Daniell-Charakterisierung des Denjoy-Integrals)
Uber jedem kompakten Intervall [a,b] C R gilt:

Eb[a’b] T f,l([a,b], é‘d)Id) )

b b
(D)/fZ/ded Vi e Lha,b .
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BEWEIS: Sei zunichst f € L} [a,b]. Es gibt eine ACG-Funktion F : [a,b] —» R
mit F,, = f f.i. GemiB dem letzten Theorem ist F* zerlegbar:

F=G, +G,+H G, € §%,G2 € G«, H absolut stetig .
Nach (6.3.7),(i) und (ii) ist

=y -l Te .
—Dle, €. - H tal

Wegen DG, ,Go) € & wnd H' e [ folgt min mib Hilfe ven (6.3,18);

f & £1(€d,fd).
Sei umgekehrt f € L1(&y, I;). Wiederum nach (6.3.18) gibt es eine Zerlegung

f—uh e g lah =

Ist dann G ein d-Stamm von g und G = G; + G5 eine G-Zerlegung von G, sowie

x

Hit) = / h(t) dt (z € [a,b])

a

so gilt fir F := G + H gemiB (6.3.7),(i) und (ii):
(1) F ist eine ACG-Funktion.

Also ist f € L},[a,b] und iiberdies

= Luo) + [ hal;

a
b b b

:/gd1d+/hdIL:/de(l;

a a

wobel zuletzt natiirlich (6.3.15) benutzt wurde ¢

Wir wollen nun auch den Nachweis erbringen, daf § = §[a,b] eine wirklich
kleinere Funktionenmenge ist als die Menge aller ACG-Funktionen auf [a, b]: Man
kann also i.A. bei der Zerlegung einer ACG-Funktion F' in

F=G+H G € G, H absolut stetig ,
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nicht H = 0 erreichen. Wir zeigen sogar:

6.4.9) BEISPIEL. Es gibt eine absolut stetige, monoton steigende Funktion
H:la,b)] >R mit H¢ §.

BEWEIS: Sei N C [a,b] eine iiberabzihlbare Nullmenge (etwa eine Cantor-Menge
vom MafBl 0). Wegen der Regularitat des Lebesgue-Mafles A finden wir offene
Mengen U,, O N, derart da8

1
Ueollo o o N UL

2n
Dann ist

h = ZXUn e(Lp)”
1

und

ist monoton steigend und absolut stetig.
Seien z € N und ny € N beliebig. Sei § > 0 so klein, dal

UG el PO e e
Dann gilt fir y € (z,z + §]:

H(y)—H(x):/h(t)dtz/ZO:XUn(t)dt:no(y—x) g

T x

Hieraus schlieflen wir

iyl -

bl Gl Tt TR
Yy—z
Do Hiz) > ng

Da z € N und ng € N beliebig waren folgt
(1) D H{s) = oo e =N .

Angenommen es sei H € §. Sei dann H = H; + H; eine G-Zerlegung von H. Da
N iiberabzihlbar ist gibt es ein z € N, so daf

D_Hl(x) = D+H1($) € R und D+H2(IIJ) = D—HQ(Z) eR.
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Wir erhalten jedoch

D Hy(s) = Dy (H — Hy)(3)
> Dy H(z) + Dy (- Hi)(2)
— D, Hlz) - D' H(z) =00,

wegen (1) und da Dt H, (z) € R. Dies ist ein Widerspruch zu D, H5(z) € R, also
gilt H ¢ G wie gewiinscht ¢

Als Nebenergebnis aus dem Vorangegangenen kann man sich auch noch einen
Daniell-Zugang zum Perron-Integral tiberlegen. Wir setzen dazu voraus, dafi der
Leser mit dem Zugang zum Perron-Integral iber ACG.-Funktionen vertraut ist
(deskriptive Beschreibung des Perron-Integrals, siehe z.B. [11] ). Setzt man dann

Epla,b] := {f € €4la,b]| f hat einen d-Stamm F
der ACG, auf [a,b] ist} ,

sowie Ip := I4|€p, so ist sicherlich Ip ein Daniell-Integral auf dem Funktionen-
vektorraum €p. Es ist mit Hilfe der im Verlaufe von Kapitel (6) bewiesenen Sitze
nicht schwer nachzuweisen, dafl

ﬂ};[a,b] = ‘Cl([a: b]’ fP)IP) )

b b
) [1=[rar viethley.

Wir wollen dies nicht niher ausfiihren, da die Beschreibung von £p eben nicht
so elegant ist wie die von &;. Dies wire anders, wenn sich &p -ebenso wie &4-
allein durch eine bestimmte Differenzierbarkeits-Forderung an die zugehdrigen
Stammfunktionen charakterisieren lieBe. Dahingehende Untersuchungen erwiesen
sich aber als ergebnislos; wir wollen es deshalb mit dieser Mitteilung bewenden
lassen.
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Einige verwendete Zeichen

Mit den Symbolen
N,Z,Q,R,C

bezeichnen wir respektive die Mengen der natiirlichen, ganzen, rationalen, reellen
bzw. komplexen Zahlen. Dabei gehort 0 nicht zu den natiirlichen Zahlen. Das
Zeichen R steht fiir die erweiterten reellen Zahlen: R = R U {—00, c0}.
Die leere Menge bezeichnen wir mit 0.

Sei X eine nicht-leere Menge und seien f,¢ Funktionen X — R oder X — R.
Wir schreiben dann 2

Vg =maelf gl , fhg=mun{fg)
fiir das (punktweise genommene) Maximum bzw. Minimum von f und g. Wir
bezeichnen mit
Jha i = FD
den Positiv- bzw. Negativteil von f. Werden durch Funktionen gewisse Teilmen-
gen von X ausgezeichnet, so verwenden wir manchmal abkiirzende Schreibweisen,
die sich aber stets von selbst verstehen. Wir schreiben z.B.

{f # g} fir {z € X| f(z) # 9(z)} ,
(g inl{ec X ] gloll Haw.

Ist 7 eine Menge von Funktionen X — R oder X — R, so sei
7o ne Pl el O = XL

Begriffe wie "monoton”, ”aufsteigend” u.s.f. werden stets im nicht-strengen
Sinne benutzt, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird. So heifit etwa
eine Folge reeller Zahlen (a,) aufsteigend, wenn a, < apy1, fir alle n € N.
Ist a der Limes dieser Folge in R, so schreiben wir diese Tatsache kurz a, 1 a.
Analoges gilt fiir monoton Fallende Folgen. Ist X eine nicht-leere Menge und sind
f, fn : X — R Funktionen, so schreiben wir f, 1 f, wenn fp(z) T f(z), fiir alle
z € X. Eine analoge Schreibweise wird fiir monoton fallende Folgen verwendet.

Ist die reelle Funktion F' in einer rechtsseitigen Umgebung von 0 € R erklart
und ist ¢ € R, so bedeutet die Schreibweise

i F(h)=c
h|0O
ausgeschrieben natiirlich nichts anderes als
Weo 050 e B0 - h < §= ()¢ <.
Ganz analog erkliren sich Schreibweisen wie

yTe e 0y o Rt T S

O ap ey A azy
Ist p eine komplexe Zahl oder eine komplexe Funktion, so bezeichnen R(p), I(p)
den Real- bzw. Imaginirteil von p.

Mit ¢ ist das Ende eines Beweises gekennzeichnet.



