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Karl-Otto Liebmann, dem Sohn Heinrich Liebmanns, der Universitdat Heidelberg
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Notwendigkeit und Freiheit in der Mathematik

Ganz unter dem Bann gesetzméfiiger Notwendigkeit scheint die Mathematik zu
stehn. Widerspriiche, Ausnahmen, Zweifel darf es hier nicht geben. Mathema-
tische Beweisfithrung ist das Vollkommenste, und was mathematisch bewiesen
ist, ist unumstofllich wahr. An dieses Ideal dachte SPINOZA, als er seine Philo-
sophie ,,more geometrico®, d. h. nach der Methode Euklids aufbaute. Fest, aber
auch einférmig und starr, so erscheint die Mathematik, eben weil sie ganz von
der Notwendigkeit beherrscht wird. Woher soll der Raum fiir freie Bewegung in
diesen Fesseln, in der Sklaverei der logischen Gesetze kommen?

Und doch konnte ein bekannter Mathematiker sagen, dafl die Mathematik in
ihrer Entwicklung vollig frei ist, ja er hat sogar die Bezeichnung ,,freie Mathe-
matik“ statt ,reine Mathematik® vorgeschlagen.!

Der der Mathematik ferner Stehende wird sich iiber eine solche Behauptung
wundern, und so ist vielleicht eine Auseinandersetzung iiber diesen Widersprach
nicht unwillkommen. Hoffentlich nehmen es auch die Mathematiker selber nicht
iibel, halten es nicht fiir miilige Spielerei, wenn hier ein ihnen gewif} iiberfliissig
erscheinender Versuch gemacht wird, zu zeigen, dal unsere Wissenschaft nicht
das starre, kalte Marmorbild ist, sondern ein lebendiges Geschopf, in dessen
Adern ein frisches Blut pulsiert.

Wohl mu#B ich fiirchten, dafl meine Ausfithrungen sehr im Hintertreffen blei-
ben gegen die dialektisch durchgebildete, an markanten Bemerkungen reiche Re-
de eines Mathematikers?, dem es weit mehr als mir zukommt, aufklirend und
berichtigend gegen falsche Vorstellungen aufzutreten. Energisch und doch spie-
lend zerpfliickt er eine Reihe von groben Mifiverstandnissen, die sich Trager mehr
oder weniger bekannter Namen haben zu Schulden kommen lassen, wenn sie ge-
ringschitzig und mit durch Sachkenntnis nicht getriibtem Urteil iiber die Ma-
thematik den Stab brachen.

Ganz besonders wird SCHOPENHAUER von ihm aufs Korn genommen, der
nicht etwa nur die seiner Meinung nach der Anschaulichkeit und Uberzeugungs-
kraft entbehrende Methode Euklids bekdmpft, sondern von der Mathematik ganz
allgemein in einem &duflerst abfilligen Ton spricht.

Beilaufig bemerkt, Vermutungen iiber die Quelle dieses Hasses liegen nahe.
Goethe hatte bereits 1798 in einem Brief an Schiller sich iiber Newton abfillig
geduBert?,  weil er zur Unzeit den Geometer in seiner Optik macht“. Uberhaupt,
so fithrt er aus, brauchten (d. h. wohl mifibrauchten) die meisten Forscher die
Naturphdnomene als eine Gelegenheit, die Kréfte ihres Individuums anzuwenden
und ihr Handwerk — also Newton die Mathematik — zu {iben, Schopenhauer
sowohl wie sein Antipode Hegel sind bekanntlich von Goethe personlich iiber
die Farbenlehre unterrichtet worden und haben spéater das vom verehrten Mei-

LG. Cantor, ,,Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre®, (Leipzig 1883) p. 19.
— Ich zitiere nach dem vortrefflichen ,mathematischen Biichmann“ (W. Ahrens, Scherz und
Ernst in der Mathematik. Leipzig 1904. S. 434).

2 Alfred Pringsheim, Uber Wert und angeblichen Unwert der Mathematik. (Diese Berichte
XII1, 1904. S. 357 —382).

3Ahrens, a. a. O. S. 368.
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ster iibernommene Urteil iiber mathematische Naturerklarung weiter verschérft.
Deutlich spricht aus Schopenhauers temperamentvollen Worten jene Empfindung
Goethes, daf die mathematische Theorie der Natur das Leben raubt. (Schillers
Gedicht ,,die Gotter Griechenlands“ entspringt auch einem #dhnlichen Grundge-
danken.?) — Natiirlich mufite mit Newton auch sein iiberfliissiges Handwerks-
zeug, die Mathematik, in den Staub getreten werden.

Dazu kommt noch, daf§ der Mathematiker (z. B. Euklid) in seinem eigenen
Gebiet (nach Schopenhauers Ansicht) alles Leben vernichtet, wenn er die intuitive
Erkenntnis durch iiberfliissige Beweise stért’ und damit in gewisser Hinsicht
gegen seine Wissenschaft noch einmal das Verbrechen begeht, was er sich schon
gegen die Naturlehre zu Schulden kommen 148t.

So sehn wir, wie ein persénliches Motiv, die eindringlichen Lehren Goethes,
hier den Anstofl gegeben hat zu groben und ihren Urheber recht kompromittie-
renden Verunglimpfungen.

Subjektive Griinde, weniger uneigenniitzigen Antrieben entsprungen, haben
iibrigens mehrfache polemische Erorterungen gegen die Mathematik ausgelost.
So berichtet uns MONTUCLA®, dafl der Philologe Joseph SCALIGER den Ma-
thematikern einen schwerfélligen und stumpfsinnigen Geist vorwarf; dabei diirfe
man aber nicht vergessen, daf er eine Quadratur des Kreises (Nova cyclometria
1592) und eine Dreiteilung des Winkels veroffentlicht hatte, also Scheinlosungen
von Aufgaben, bei denen man niemals in dem vom Autor beabsichtigten Sin-
ne zum Ziel gelangen kann. Die verdiente Kritik, welche dem Scaliger zu teil
wurde, verwandelte ihn in einen Gegner der Mathematik. Auch THOMAS HOB-
BES’, den man seiner ganzen Richtung nach hier nicht vermuten sollte, findet
sich in der Reihe der Widersacher, durch verletzte Eitelkeit aufgestachelt. Au-
Ber den bereits von Scaliger , gelosten” Aufgaben steht noch eine Kubatur der
Kugel und eine geometrische Verdoppelung des Wiirfels auf seinem Schuldkonto.
JoHN WALLIS hat ihn widerlegt, aber Hobbes liefl sich nicht iiberzeugen, daf3
seine Konstruktionen Fehler enthielten, er gelangte vielmehr zu dem Ergebnis,

4Gleich dem toten Schlag der Pendeluhr,
Dient sie knechtisch dem Gesetz der Schwere,
Die entgotterte Natur.

Pringsheim, a. a. O. S. 369.

SMontucla, Histoires des Mathématiques I, p. 27.

“Tu. HoBBES, Opera latina IV. ed. G. Molesworth. Lond. 1845 ist eine Fundgrube hand-
greiflicher Irrtiimer und maBloser Schméhungen, ein Denkmal l4cherlichen Eigenlobs. — Bei
der Quadratur des Kreises wird durch Konstruktion einmal der Zahlenwert m = 3% gefunden
(p. 375, 447, 489). An anderer Stelle wird die von Regiomontanus gegebene Widerlegung des
arabischen Wertes 7 = /10 fiir unrichtig erklért (p. 464). In der ,Duplicatio cubi“ wird eine
Konstruktion gelehrt, aus der folgt: 7 = 2+2/4/3 (p. 505). tang 30° ist groBer als 1 : v/3, daher
der Pythagoreische Lehrsatz (Eukl. Elem. I, 47), der damit nicht im Einklang steht, falsch (p.
461). — Von der analytischen Geometrie des Cartesius heifit es: Infecit geometras huius aevi,
geometriae verae pestis (p. 442). Die Arithmetik nennt er ,scabies geometriae“ (p. 522). Die
Gegenschriften des ,,vastus geometra Oxoniensis“, John Wallis sind ,,puerilia, rustica, indocta,
inficeta® (p. 622). Von den 7 eigenen Werken, Quadratura circula usw. aber heifit es an der-
selben Stelle, gegen Wallis gerichtet: per te non peribunt. — Der Skeptiker BAYLE schreibt in
dem Artikel ZENO des ,,Dictionnaire“, wer als Philosoph einen Mathematiker bekdmpfen will,
mufl guter Philosoph und geschickter Mathematiker sein.

4



dafl die Mathematik falsch betrieben wird, insbesondere die Geometrie ,,mit dem
Aussatz der Arithmetik behaftet sei®.

Wallis nahm {ibrigens keinen seiner sechs polemischen Aufsétze in die gesam-
melten Schriften auf; er wollte nicht {iber einen Toten triumphieren. (Der erste
Band der Werke erschien 1699, zwanzig Jahre nach Hobbes’ Tod). —

Schwerer als die Abwehr solcher Angriffe fillt der versprochene Nachweis,
dafl die Mathematik trotz des festen Panzers der Logik, trotz der ineinander
greifenden Kettenglieder der Beweise freie Beweglichkeit besitzt. Freilich kann
man sich darauf berufen®, da Mianner wie Kronecker und Weierstraf}, die doch
gerade auf strenge Beweise Wert legen, die Mathematik eine Kunst genannt
haben; und diese Mathematiker sind doch sicher iiber den Verdacht erhaben,
die Freude an ciceronianischen Superlativen und feuilletonistischen Phrasen auf
Kosten der Wissenschaft zu pflegen.

Aber zwischen gelegentlich hingestreuten Auflerungen und der Begriindung
im einzelnen ist noch ein Unterschied. Wenn die Mathematik eine freie, schopferi-
sche Kunst ist, so muf} auf sie auch der Satz angewendet werden, dafl der Kiinstler
schaffen und nicht von sich reden soll, dafl er nur durch sein Werk fiir sich wer-
ben soll. Gerade unsere moderne Kunst weist es nach dem Ausspruch eines ihrer
anerkannten Meister (Max Liebermann) mit Stolz von sich, zum Publikum zu
gehn und ihm gefillig zu sein; sie verlangt vielmehr, daf§ der Laie sich ihrem
Sehn und Empfinden anpafit. Dieser sprode Stolz steht aber gewify einer Kunst
des Denkens eben so gut wie der bildenden Kunst.”

Wenn die Mathematik hier als eine Kunst des Denkens bezeichnet wird, so
steht dem eine weitverbreitete (durch Schopenhauer u. a. gendhrte) Auffassung
gegeniiber, sie sei ein trockenes und langweiliges Handwerk, 6de und geisttotend.
Freilich, fiir die Schulmathematik gilt dieser Tadel zuweilen. So wird in der Re-
de eines akademischen Mathematikers gesagt, dafl sie manchmal nach der An-
sicht des Schiilers nur im Konstruieren von Dreiecken aus moglichst unpassend
gewdhlten Stiicken, im Hersagen von trigonometrischen Formeln und im Wélzen
von Logarithmentafeln besteht.!® Nicht immer wird dieser etwas enge Kreis ver-
lassen, nicht immer dem etwas einférmigen Gewebe ein Einschlag gegeben durch
Hinweis auf hohere Probleme, durch Andeutungen, daf§ mit den aufgezéhlten

8 Ahrens a. a. O. S. 73, 226, 326 usw.

9Das Thema: ,Mathematik und Kunst“ ist mehrfach behandelt worden. Die hier im einzel-
nen zu erorternde Freiheit in der Wahl des Werkzeugs, der Ziele und der Stolz, mit dem die
Zumutung, anderen Zwecken zu dienen, zuriickgewiesen wird, verbinden diese Gebiete mensch-
lichen Kénnens. Aulerdem wire zu erwidhnen, daf es auch in der Mathematik Werturteile gibt.
(F. ENGEL lenkt hierauf in seiner Antrittsvorlesung: Der Geschmack in der neueren Mathe-
matik, Leipzig 1890 die Aufmerksamkeit. Dem Geschmack unterworfen sind natiirlich nicht
die mathematischen Wahrheiten, wohl aber die Operationen, mit deren Hilfe man sie ableitet.
Der Geschmack verlangt ,,alle Aufgaben, die sich innerhalb eines Gebietes 16sen lassen, auch
zu 16sen, ohne es zu iiberschreiten” a. a. O. S. 10). Ferner verbindet die Mathematik mit der
Musik z. B. die Schwierigkeit der Geschichtsforschung auf diesen beiden Gebieten. Nur wer
selbst eine gewisse produktive musikalische Ader fiihlt, kann Geschichte der Musik treiben,
und Ahnliches gilt fiir die Mathematik.

0T ehren und Lernen in der Mathematik. Rede beim Antritt des Rektorats von F. Linde-
mann. Miinchen 1904. S. 14.
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Gegenstédnden die Mathematik noch nicht an ihrem Ende angelangt ist.

So kommt es denn mitunter, dafl sogar das Studium nach dem Gesichtspunkt
gewahlt wird, moglichst von Mathematik verschont zu bleiben. Der Lehrer der
Mathematik aber hat sich dem Gedéchtnis als Spender langweiliger und geféahr-
licher Formeln eingepragt.

Trotzdem ruht schon in der Formelsprache eine schopferische Kraft, wie dies
uns bereits in der Wahl der Zahlzeichen entgegentritt.

Nicht umsonst hat WALLIS seiner ,,Mathesis universalis“ eine Geschichte der
Ziffern einverleibt, nicht umsonst hat GAUSS gesagt, er konne es dem Archimedes
nicht verzeihen, dafl er die Dezimalrechnung nicht erfunden hat.

Gehen wir kurz auf die Geschichte der Zahlzeichen ein. Hohere Zahlen kénnen
nicht mehr wie die ersten durch einen einzigen Schriftzug dargestellt werden,
man muflte sich also der Gruppen von Zeichen bedienen. Dazu gehort aber eine
Abstraktion, man muf}, um den Sinn z. B. von M DCC'" aufzufassen, erst in Ge-
danken eine Addition vollziehen. Bestimmte Zahlen werden noch durch einzelne
Zeichen angegeben, Zahlen, die willkiirlich herausgegriffen und durch den Bau
der Hand, der noch heute viel gebrauchten einfachsten Rechenmaschine!!, nahe
gelegt sind.

Der néchste, von spéteren Zeiten nicht mehr iibertroffene Fortschritt ist die
Positionsarithmetik, speziell die aus Indien stammende Dezimalrechnung. In der
hingeschriebenen Zeichenfolge erhilt jede Ziffer erst durch ihre Stellung ihren
vollen Sinn. Jetzt kommt man mit so viel Ziffern aus, als die Grundzahl des Sy-
stems Einheiten enthélt, also im Dezimalsystem mit zehn, in dem von Leibniz
vorgeschlagenen und fiir viele mathematische Untersuchungen sehr praktischen
Zweiersystem mit zwei Zeichen. Unentbehrlich in der Positionsarithmetik ist die
Null, die sich aber nur sehr langsam einbiirgerte. Dal man dieser Zahl z. B. im
Altertum fremd gegeniiber stand, zeigt die Bemerkung des Nikomachus'?: Jede
Zahl ist die Hilfte der Summe aus der néchstvorangehenden und der néchstfol-
genden Zahl, nur die Eins macht davon eine Ausnahme, denn ihr geht keine Zahl
voran.

Der praktische Wert der Positionsarithmetik besteht darin, dal der Zeichen-
sprache auch fiir beliebig grofie Zahlen keine Grenzen gesetzt sind. Daneben ist
ihre Bedeutung noch heuristisch, wie bei jeder guten Bezeichnung, sie dient der
Wissenschaft als Wegweiser auf neuen Pfaden. Als Beispiel seien die unendlichen
periodischen Dezimalbriiche genannt, auf die man bei der Darstellung der Briiche
1/3, 1/7 usw. kommt. Hier sicht man direkt, wie eine unendliche (konvergente)
Reihe, die nach Potenzen einer Zahl (1/10) entwickelt ist, einen bestimmten Wert
hat, und es entsteht die Frage nach den Reihenentwickelungen iiberhaupt.!?

11Vgl. W. Ahrens, Mathematische Unterhaltungen nach Spiele. Leipzig 1901. S. 22-23.

12M. Cantor, Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik I, 2. Aufl. Leipzig 1894. S. 159.

13 Ahnliches wiederholt sich auf andern Gebieten. Vgl. z. B. die Bemerkung von F. HAUs-
DORFF in seinem Artikel: Eine neue Strahlengeometrie (Besprechung von STUDYS Geometrie
der Dynamen), Zeitschrift f. mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht. 35. Jahr-
gang, 1905, p. 470 ff. H. betont, dafl die Bezeichnung, die Einfiithrung der dualen Gréfen, keine
blofle Stenographie, keine formale Neuerung ist, dafl ihr vielmehr eine suggestive Kraft inne-
wohnt. ,Ein natiirliches Zeichensystem, das seinem Begriffssystem angepafit und sozusagen in



Es wire eine interessante Aufgabe, an anderen Beispielen zu verfolgen, wie
mitunter schwerfillige Bezeichnungen als Hemmschuh wirken kénnen und die
Erlésung dann durch eine geschickte Formelsprache kam.

So deuten z. B. die Zeichen in den Lehrbiichern des sechzehnten Jahrhunderts
darauf hin, dafl man sich unter den ersten Potenzen der Unbekannten in einer
Gleichung immer Strecke, Quadrat mit der Strecke als Seite, Wiirfel mit der
Strecke als Kante vorstellte; dann liegt aber vorerst gar kein Grund vor, héhere
Potenzen als die dritte in Gleichungen aufzunehmen, denn solchen Gleichungen
vom vierten Grad an aufwérts, kommt dann ein geometrischer Sinn nicht mehr
zu.t4

Ganz besonderer Wert kommt aber einer geschickten Bezeichnung in der
héheren Mathematik zu. Leibniz, bekanntlich selbst ein Meister dieser Kunst,
hat darauf mit Vorliebe hingewiesen. Seine Terminologie der Differential- und
Integralrechnung ist auch allgemein angenommen worden, sowie in den Elemen-
ten die Dezimalrechnung, die Zeichen + und — u. anderes. NEWTON aber hat
merkwiirdigerweise weder die Technik der Fluxionslehre noch die der analy-
tischen Geometrie in seinen ., Principia“ angewendet.'® Uberall werden geson-
dert die notigen Grenzbetrachtungen angestellt, die allgemeine Methode der
Differential- oder Fluxionsrechnung aber, fiir die doch gerade die Ableitung
der Keplerschen Gesetze aus dem Newtonschen Anzichungsgesetze eines der
schonsten Objekte ist, tritt nirgends hervor. Er mochte fiihlen, dafl seine Fluxi-
onsrechnung sich nicht bequem genug handhaben lief. Andrerseits feierte in der
raschen Entwickelung der kontinentalen, vor allem der franzosisichen Mathema-
tik Leibniz’ Terminologie ihre Triumphe.

Weitere Beispiele dieser Art konnten vielleicht ermiidend wirken. Immerhin
wird das eine bereits zur Geniige hervortreten: Die freie durch geschickte und
geniale Mathematiker geforderte Entwickelung der Formelsprache hat die Wis-
senschaft befruchtet, etwa wie die fortschreitende Kunst in der schriftlichen Nie-
derlegung der Gedanken von den éltesten ideographischen Zeichen an bis auf das
Alphabet fiir die Kultur iiberhaupt von Bedeutung gewesen ist.

Die Freiheit in der Wahl des Werkzeugs tritt uns noch in anderer Gestalt als
gerade in der Formelsprache entgegen. Ich erinnere z. B. daran, dafl die Forde-
rung des Euklid, nur solche Konstruktionen zuzulassen, bei denen allein Zirkel
und Lineal beniitzt werden, ganz willkiirlich ist und eingeschrénkt oder erweitert
werden kann. Bekannt sind die Konstruktionen mit dem Zirkel allein (M ASCHE-
RONI) oder mit dem Lineal und einem festgegebenen Kreis (STEINER), weniger
verbreitet sind die hiibschen Methoden, mit Hilfe des Lineals und eines (oder

préstabilierter Harmonie zugeordnet ist, 148t sich nicht ohne erheblichen Verlust an Gedanken-
energie durch ein anderes ersetzen.“ Es wirkt, wie z. B. das periodische System der Elemente in
der Chemie, es macht auf auszufiillende Liicken der Begriffsbildungen aufmerksam. Inwiefern
auch hier wieder, in der Ausfiillung gewisser Liicken, grofie Freiheit herrscht, das ist ein Kapitel
fiir sich.

MTROPFKE, Geschichte der Elementarmathematik I. Leipzig 1902. S. 191. — Fiir hohere
Potenzen werden Bezeichnungen wie sursolidum usw. gebraucht.

15Vgl. ZEUTHEN, Geschichte der Mathematik im 16. und 17. Jahrhundert. Leipzig 1903. 8.
383.
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mehrerer) beweglicher rechter Winkelmafe (senkrecht sich schneidender, fest ver-
bundener Lineale) die (trotz Hobbes!) mit Zirkel und Lineal nicht ausfiihrbare
Winkeldreiteilung und Wiirfelverdoppelung konstruktiv zu behandeln.!

Ferner wére die Wahl des Koordinatensystems zu nennen. Den gewdhnlichen
rechtwinkligen Cartesischen Punktkoordinaten, den Maflzahlen der senkrechten
Absténde eines Punktes von zwei einander senkrecht schneidenden Graden bezw.
von drei einander senkrecht schneidenden Ebenen ist eine bunte Fiille anderer
Koordinatensysteme an die Seite getreten, Polarkoordinaten, elliptische, para-
bolische Koordinaten usw., die den einzelneu Problemen angepafit sind, wie die
Schliissel dem Schlof.

Viel weiter aber noch triagt ein anderes Verfahren, das treffend mit dem Na-
men ,, Wechsel des Raumelements® bezeichnet worden ist.!” In der Ebene braucht
z. B. nicht der Punkt zum Element gewéhlt zu werden, das durch zwei Zahlen
(Koordinaten) bestimmt ist, an seine Stelle kann die Gerade treten. Man be-
zeichnet bekanntlich die negativen reziproken Mafzahlen der Stiicke, welche eine
Gerade auf den rechtwinkligen Achsen abschneidet, als ,,Linienkoordinaten.“ Die
Gerade wird das Element, der Punkt ein abgeleitetes Gebilde. War zuerst die
Gerade analytisch wiedergegeben durch die lineare Gleichung, welche die Car-
tesischen Koordinaten ihrer Punkte erfiillen, so wird jetzt der Punkt analytisch
dargestellt durch die lineare Gleichung, welche die Linienkoordinaten der auf ihn
sich stiitzenden Geraden erfiillen. Kurven sind nicht mehr aufzufassen als Orte
eines sich bewegenden Punktes, sondern als Gleitbahnen rollender Tangenten'®
USW.

Ein und dasselbe Gleichungssystem kann in beiden Koordinatenarten gedeu-
tet werden, und so lassen sich ganz verschiedene geometrische Sétze auf dieselbe
analytische Grundlage zuriickfithren, z. B. der Lehrsatz des PAascaL, daf§ die
drei Schnittpunkte der Paare von gegeniiberliegenden Seiten des dem Kegel-
schnitt einbeschriebenen Sechsecks auf einer Geraden liegen, und der Lehrsatz
des BRIANCHON, daf} die drei Verbindungslinien gegeniiberliegender Ecken des
dem Kegelschnitt umschriebenen Tangentensechsseits durch einen Punkt gehen.

Zu den Linienkoordinaten kommen dann im Raum die Ebenenkoordinaten,
die PLUCKERschen Linien- und STUDYschen dualen Strahlenkoordinaten usw.

Sehr fruchtbar hat sich dieser ,, Wechsel des Raumelements* auch fiir die Auf-
fassung des Problems der Integration von Differentialgleichungen erwiesen. Wenn
man die geistige Beweglichkeit erhcht durch Aneignung der Féhigkeit, in Ge-
danken mit dem neuen Raumelement eben so leicht zu operieren, wie mit dem
hergebrachten, dem Punkt, so kniipfen sich daran weitere Begriffsbildungen, wie
Linienelement, Fldchenelement usw., mit deren Hilfe die rein analytischen Me-

16Hierher gehort auch die Methode der japanischen Tischler, aus einer Zahl mit Hilfe zweier
beweglichen rechten Winkel die Kubikwurzel zu ziehen. (HARZER, die exakten Wissenschaften
im alten Japan. Kiel 1905, S. 38.)

I7F. KLEIN, Einleitung in die hohere Geometrie I. (Autographisches Vorlesungsheft. Gottin-
gen 1893) S. 149.

18SoPHUS LIE nannte in seinen Vorlesungen diesen Ubergang von einer Auffassung zur an-
dern , philosophisch.* In der Tat hat W. WUNDT in der ,Methodenlehre* (Logik, zweiter Teil
Stuttgart 1883) dieses Verfahren in der Geometrie einer Besprechung gewiirdigt. S. 158.



thoden von CAUCHY fiir die Zuriickfithrung partieller Differentialgleichungen auf
gewohnliche durchsichtig werden. Neue Moglichkeiten, manche Gleichungen auf
einfachere zuriickzufiihren, eréffnen sich, scheinbare Ausnahmen ordnen sich von
selbst ein, ja wir erkennen in ihnen die einfachsten Beispiele, die allgemeinen
Methoden der Losung zu illustrieren.?

Wenn nun in der Wahl des Werkzeugs dem Mathematiker auch grofle Freiheit
zugestanden wird, so ist damit doch noch nicht allzuviel geleistet. Buchstaben
erzeugen noch keinen Geist, Farben keine Gemaélde, Zeichen keine Mathematik,
so wird man gewifl einwenden.

Nun, es kommt eben noch eine hohere Freiheit dazu, die Freiheit in der Wahl
der Voraussetzungen, die allerdings vorsichtig gehandhabt werden mufl und die
durch eine bestimmte Regel einzuschrénken ist.

Sehr weit geht in dieser Hinsicht POINCARE?®, wenn er z. B. behauptet, da8
man zwischen den verschiedenen Geometrien wihlen kann etwa wie zwischen ver-
schiedenen Maflsystemen. Viele werden sich gerade hiergegen mit ganzer Kraft
strauhen; dabei spricht wohl auch eine gewifle Bequemlichkeit mit, die die durch
strenge Beweisfithrung garantierte Eindeutigkeit in den Ergebnissen mathemati-
scher Untersuchungen in den Grundlagen nicht gerne vermissen méchte.

Diesen begreiflichen Wiinschen gegeniiber wird der Mathematiker nur an der
einen Forderung festhalten: Er mufl verlangen, dafl jedes in einem Beweis als
Hilfsmittel gebrauchte Element weder mit sich selbst noch mit andern Elementen
in Widerspruch steht (wie etwa das von GAUSss?! als Beispiel hierfiir genannte
gleichseitige Dreieck mit einem rechten Winkel).

Noch schérfer und vollstdndiger konnen wir die formale Vorschrift
in der Gestalt auesprechen: Wihle die Voraussetzungen fiir weitere
Untersuchungen so, daf3 sie miteinander vertrdglich sind und daf
keine iiberzdhlig ist.

Wie einfach und selbstverstéandlich klingt dieses Gebot und doch, wie selten
wird es mit aller Strenge befolgt!

Auf die Gefahr hin, die Mathematik in schlechten Ruf zu bringen, will ich

9Vgl. z. B. Lie und SCHEFFERS, Geometrie der Beriihrungstransformationen I. Leipzig
1896. 8. 531. An dem Beispiel einer Gleichung, welche Differentialquotienten iiberhaupt nicht
enthilt, wird das allgemeine Integrationsverfahren der partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung genau verfolgt!

20POINCARE, Wissenschaft und Hypothese, deutsch von F. und L. Lindemann. Leipzig 1904.
S. 75.

Wenn Poincaré zu dem Resultat gelangt, dafl die geometrischen Axiome praktische Festset-
zungen sind, willkiirliche Stempel, dem Bewuftseinsinhalt, soweit er sich auf die Auflenwelt
bezieht, aufgeprégt, nur von dem etwas schattenhaften Schema der Gruppe beherrscht (S. 70),
so iiberkommt den Leser dabei wohl dasselbe unbehagliche Gefiihl, wie bei der philosophi-
schen Lehre vom willkiirlichen Gesellschaftsvertrag, eine Lehre, die das moralische Apriori mit
demselben Radikalismus ausschaltet, wie Poincaré die synthetischen Urteile a priori bis auf
einen schwachen Rest. — (Vgl. auch die Ausfithrungen weiter unten S. 244). Gegeniiber die-
sem Relativismus in bezug auf Raumanschauung vgl. man z. B. O. Liebmann, Zur Analysis der
Wirklichkeit. Dritte Auflage. Straflburg 1900. S. 72 —86, wo die Vorstellung des euklidischen
Raumes als zwingend betrachtet und diese Auffassung naher analysiert wird.

21Gauss Werke IIT (Gottingen 1876), S. 6.
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darauf hinweisen, wie mit Umgehung des Gebotes oft eine Freiheit erschlichen
wird; von der erlaubten Freiheit, die dem Mathematiker bleibt, wird spéter die
Rede sein. (S. 241.)

In der analytischen Geometrie ordnen wir den Strecken Mafizahlen zu, und
darin liegen schon sehr viele Voraussetzungen, die im einzelnen herauszuschélen
eine sehr sorgfiltige und miithsame Arbeit erforderte.?? Die geschichtliche Ent-
wicklung ist freilich andere Wege gegangen. Lange bevor jene Fragen beantwortet,
ja iberhaupt gestellt waren, ist die analytische Geometrie in die Breite gegan-
gen. Von Cartesius und Fermat zunéchst fiir die Ebene aufgestellt, wobei die
Entdecker iibrigens noch oft mitten zwischen den analytischen Betrachtungen
rein geometrische Hilfsmittel hereinziehen?®, beméchtigt sie sich bald des Raum-
es, aulerdem in der Graderhohung der zu untersuchenden Gleichung ein ebenso
einfaches wie natiirliches Erweiterungsprinzip sich schaffend.

Hand in Hand mit der Einfithrung der Mafizahl in die Geometrie und von ihr
gefordert geht die Erweiterung des Zahlbegriffs iiberhaupt. Es mufiten aufler den
ganzen und gebrochenen (rationalen) Zahlen noch die irrationalen herangezogen
werden. Darf man mit diesen neuen Zahlen genau so operieren wie mit den ganzen
Zahlen, den gewohnlichen Regeln folgend? Obwohl dies geschehen ist, seitdem
man sich zur Einfithrung dieser allgemeinen Zahlen veranlaft sah, ist doch an
der scharfen Fassung des allgemeinen Zahlbegriffs bis in die zweite Héalfte des
neunzehnten Jahrhunderts gearbeitet worden.

Und nun erst die Differential- und Integralrechnung! Die groflen Mathema-
tiker des achtzehnten Jahrhunderts haben auf den Grundlagen von Leibniz und
Newton in schaffensfreudigem Eifer weiter gebaut, ohne vorher die Fragen griind-
lich zu erortern, die bei strenger Beweisfithrung nicht zu umgehen sind. Konver-
genz unendlicher Reihen, mathematisch strenge und verwertbare Definition des
Begriffes ,,Stetigkeit®, Vertauschbarkeit von Grenziibergéngen — alle die schwie-
rigen Untersuchungen, die mit diesen Uberschriften angedeutet sind, wurden ein-
fach ignoriert und muflten spéater nachgeholt werden. Man darf annehmen, dafl
auch hier die Eroberung des neuen Gebiets nicht so schnell gelungen wére, hétte,
man erst mit der Herstellung geordneter Zustéinde in jedem neuen Fleckchen
vollen Ernst machen wollen.

Vielleicht darf ich hier eine Beobachtung einschalten, die das allgemeine Ge-
setz vom Parallelismus der Entwicklung des Individuums und der Entwicklung
der Gattung bestétigt. Der einzelne spiegelt in seinem Studiengang die Geschich-
te der Wissenschaft wieder, und gerne wird sich jeder daran erinnern, wie die
Differential- und Integralrechnung seinem Geist Fliigel zu verleihen schien. Ich
weil noch genau, wie mir der kiirzlich verstorbene Ernst Abbe in meinem ersten
Semester sagte, er beneide den mit den Erstlingsstudien der hoheren Mathema-
tik Beschiftigten um seinen schénen Glauben an die allgemeine Giiltigkeit der
ihm anvertrauten Regeln; er hatte wohl die Uberzeugung, es hieBe jenen Flug
allzusehr erschweren, wenn man gleich auf alle Fallen aufmerksam macht, die

22Vgl. z. B. HOLDER, Die Axiome der Quantitit und die Lehre vom Maf (Leipzig 1901,
Berichte der K. S. G. d. W.).
237EBUTHEN, a. a. O., p. 210.
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hinter den allgemeinen Formeln lauern.

Spéter freilich darf es keinem erspart bleiben, etwa an der Hand eines moder-
nen, kritischen Lehrbuchs in alle Einzelheiten der schwierigen Fragen einzudrin-
gen: sich zu iiberzeugen, dafi die iiberall stetige Funktion einer Verdnderlichen
an keiner Stelle einen Differentialquotienten zu haben braucht, daff man viel-
mehr im allgemeinen statt des einen Differentialquotienten an einer Stelle vier
verschiedene Derivierte zu erwarten hat usw.

Fragen der richtigen Péddagogik im mathematischen Hochschulunterricht hier
entscheiden zu wollen, liegt mir fern. Ich glaube aber, ein Blick in die Lehrbiicher
zeigt uns, wie weit wir in vielen Gebieten noch von dem Ideal entfernt sind, die
strenge Beweisfithrung auch zur einfachsten und natiirlichsten gestaltet zu haben.

Die manchmal dem Autor selbst nicht ganz deutlich ins Bewuftsein tretende
Kiihnheit, nicht hinreichend scharf gepriifte Elemente in den Gang eines Beweises
aufzunehmen, begegnet uns noch oft in einzelnen mathematischen Disziplinen;
meist war jenes Element gerade das Samenkorn, dem eine neue Frucht entsprang.
So griinden sich bekanntlich RIEMANNS Untersuchungen iiber ABELsche Funk-
tionen auf drei fundamentale Sétze, bei denen die Existenz von Funktionen mit
gewissen Eigenschaften angenommen wird.?* Zum Nachweis der Existenz dieser
Funktionen bediente sich Riemann des sogenannten Dirichletschen Prinzips, ohne
zu bemerken, dafl dieses Prinzip nicht streng bewiesen war, worauf bekanntlich
Weierstrafl aufmerksam machte.

Waren Riemanns Untersuchungen deswegen falsch? Durchaus nicht! Es er-
wuchs nur die Aufgabe, das Prinzip zu ersetzen, was durch sehr verschiedene,
nicht sémtlich gleichweit tragende Methoden geschehen ist, oder aber, es direkt
zu begriinden, nachzuweisen, dafl die gegen ein Minimumsproblem im allgemei-
nen vorliegenden Weierstra3schen Bedenken im speziellen Fall des Dirichletschen
Prinzips sich beseitigen lassen.

Das wiére ein Beispiel, aber ungezéhlte kénnen angefiihrt werden, um zu zei-
gen, wie auch die Abhandlungen namhafter Autoren héufig durchsetzt sind von
,stillschweigend gemachten® Annahmen, und gerade solche Unvollkommenheiten
gestalten die Lektiire anregend, stellen dem Mathematiker neue Aufgaben.

Soll nun mit dem Hinweis auf die ,,erschlichenen Freiheiten“ etwa dem Leicht-
sinn das Wort geredet werden? Ein solches Miflverstdandnis brauche ich wohl nicht
zu fiirchten, ich wollte nur betonen, dafl in den Handen der grofien von Intuitio-
nen befliigelten Geister die Mathematik nicht selten zu einem vorepov wpotepov
wird, ohne deshalb auf die Dauer ins Wanken zu geraten.

Kommen wir jetzt auf unsere Forderung iiber die Grundlagen eines strengen
Beweises zuriick und unterrichten wir uns dann, wie viele Freiheiten sie dem
Mathematiker noch 1a8t.

An der Spitze der Zahlentheorie, des Rechnens mit den ganzen Zahlen stehen

24Vgl. C. NEUMANN, Das Dirichletsche Prinzip in seiner Anwendung auf Riemannsche
Flichen. Leipzig 1865. — Im iibrigen findet sich eine vergleichende Analyse der Arbeiten von
C. NEUMANN, H. A. ScuwARz, H. POINCARE, D. HILBERT und anderer Autoren z. B. bei
Fouét, Fonctions analytiques II, Paris 1904, S. 49 ff. sowie in andern Lehrbiichern.

11

(241)



(242)

eine Reihe bekannter Gesetze, das kommutative, das assoziative, das distributive
usw. Es ist bekannt, dal man ganz ohne Bedenken einzelne dieser Gesetze fallen
lassen kann, d. h. Zahlensysteme sich ausdenken, bei denen nicht alle diese for-
malen Gesetze gelten. Wie fruchtbar sich z. B. die Quaternionen und die dualen
Zahlen bei der Behandlung geometrischer Probleme erwiesen haben, nicht nur als
kiinstliche Formelstenographie, sondern als ordnendes Prinzips, zeigt eine ganze
mathematische Literatur®.

Verweilen wir auch ein wenig bei den vielerorterten Grundlagen der (eukli-
dischen) Geometrie, indem wir zunéchst, um von philosophischer Seite keinen
Einspruch zu erfahren, noch annehmen, dafl unsere geistige Organisation durch-
aus nur den euklidischen Raum als Realitédt zu betrachten gestattet.

Die Gesamtheit aller Sidtze der Geometrie haben wir uns dann als ein Sy-
stem von unbegrenzt vielen Aussagen vorzustellen, die sdmtlich miteinander
vertréglich sind und in einem gewissen Abhéngigkeitsverhéltnis stehn. Eine
moglichst kleine Anzahl von ihnen kénnen und miissen als Voraussetzungen an
die Spitze treten, die iibrigen sind Folgen. Die Auswahl und die Formulierung ist
bis zu einem gewissen Grad frei und willkiirlich, und so kann es kommen, dafl
ein und derselbe Satz in der einen Darstellung als Axiom benutzt wird, bei ei-
nem andern Mathematiker dagegen als Folgerung erscheint. In diesem Verhéltnis
steht z. B. das euklidische Parallelenpostulat zu dem Satz, dafl die Winkelsumme
im Dreieck zwei Rechte betriigt.?

Wie hat man die Axiome auszuwéhlen? Die Antwort lautet im Prinzip sehr
einfach: Man hat so zu wéhlen, dafl kein Axiom iiberfliissig ist und daf sie ausrei-
chen. In Wirklichkeit hat es grofie Miihe gekostet, das Programm durchzufiihren,
und wer darf es wagen zu behaupten, dal wir bereits die hochste Stufe der
Vollkommenheit erreicht haben? Freilich, einem Aprioristen vom Schlage Scho-
penhauers wird solche Miihe génzlich vergeudet erscheinen; fiir ihn sind ja alle
geometrischen Sitze selbstversténdlich, sie miissen intuitiv klar sein und wer-
den nur von pedantischen Kleinigkeitskramern in die langweiligen Bruchstiicke
zerhackt, die einzelnen Schritte, die einen Beweis zusammensetzen. Aber schon
CHRISTIAN WOLFF nennt die beiden Einwénde gegen die elementare Geometrie:
Sie zerre den natiirlichen Zusammenhang der Dinge auseinander, und sie beweise
selbstverstindliche Sachen, und er weist beides als unberechtigt zuriick.?”

25Vgl. die Anmerkung oben (S. 235). Hierher gehéren auch die GraBmannschen Zahlen, die
Vektoren usw.

263ammlung Schubert 49 (Nicheuklidische Geometrie) gibt p. 2-5 eine Ubersicht dquivalenter
Formen des Parallelenpostulats.

27Ch. Wolff, Elementa matheseos I 2. ed. Genevae 1743, p. 12. Die ,,obiectiones“ gegen die
Mathematiker sind
1) gqnod multa definiant, quae definitione non habent opus et quod multa probent, quae pro-
batione npn indigent.
2) quod ordinem, quo generaliora et simpliciora specialibus et compositis praeponi necesse est,
negligent, nec ad unum argumentum pertinentia uno loco absolvent.
Sehr richtig bemerkt er dazu, daf§ die Definitionen nicht nur zur Erkldrung d. h. zur Erzeugung
einer vorn Autor gewollten Vorstellung dienen sollen, sondern bestimmt sind, Elemente eines
Beweises zu geben, daher ganz besondere Sorgfalt erfordern. Als Beispiel eines , iiberfliissigen
Beweises“ wire etwa der von PASCH in seiner GieBener Rektoratsrede (1894) ,, Uber den Bil-
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Um festzustellen, ob wirklich ein gegebenes System von grundlegenden Sétzen
lauter unabhéngige Axiome darstellt, wird man sich ein System von Objekten
aussuchen (am besten ist es, wenn man analytisch einwandfrei definierte hierfiir
nimmt), die alle Bedingungen bis auf die eine erfiillen. Gelingt dies, dann ist
gezeigt, dafl die eine Aussage wirklich ein unabhéingiges Axiom darstellt. Ge-
rade solche Objekte werden am besten herangezogen, die dem naiven Denken
gesucht und paradox erscheinen, um so weniger ist dann zu fiirchten, dafl man
sich durch die Gewohnheit tduschen 148t. Sehr instruktiv fiir diese ganze Metho-
de ist die von HILBERT in einer Vorlesung gegebene Analyse des Desarguesschen
Lehrsatzes. Dieser bekannte Satz aus der projektiven Geometrie (schneiden sich
die Verbindungslinien AA;, BBy, CCy der entsprechenden Ecken zweier Dreiecke
ABC, A1 B,C} in einem Punkt, dann liegen die drei Schnittpunkte der entspre-
chenden den Ecken gegeniiberliegenden Seiten dieser Dreiecke auf einer Gera-
den) war immer durch Projektion aus dem Raum bewiesen worden. Die Frage
ist: War das wirklich né6tig, oder folgt der Satz nicht allein schon daraus, dafl
die Geraden in der Ebene ein System von Kurven darstellen derart, dal durch
zwei Punkte eine Gerade eindeutig bestimmt ist? Gewisse Linien, die sich aus
einem Stiick einer Geraden und einem als Fortsetzung zu betrachtenden Kreisbo-
genstiick zusammensetzen, dabei aber doch die Grundeigenschaften der Geraden
haben, zeigten in der Tat die Unabhéingigkeit des Desarguesschen Satz von der
Grundeigenschaft; er gilt fiir diese Pseudogeraden nicht.

In dieser Weise sind die Axiome sémtlich gewissen Elastizitéitsproben zu un-
terziehen, wenn man sich iiber ihre gegenseitige Stellung logisch strenge Rechen-
schaft geben will.?

An dieser Stelle habe ich jetzt auch der nichteuklidischen Geometrie im en-
gern Sinne, der Geometrie ohne Parallelenpostulat zu gedenken. Man kann sie
bekanntlich mit Hilfe gewisser Definitionen in die euklidische Geometrie einbau-

dungswert der Mathematik®, erwéhnte Beweis der Gleichheit zweier Scheitelwinkel zu nennen
(Pasch betont die Wichtigkeit liickenloser Beweise, im Gegensatz zu einem irgendwoher ge-
nommenen Verfahren, aus dem man die Uberzeugung von der Richtigkeit einer Behauptung
schopft). Ferner gehort hierher HILBERTS Begriindung der Lehre vom Flicheninhalt (Grundla-
gen der Geometrie, zweite Auflage, Leipzig 1903. S. 39-46). Die so selbstverstindlich scheinende
Annahme, dafl einer Figur ein bestimmter, nicht etwa von der Art der Ausmessung abhingi-
ger Inhalt zukommt, mufl genauer untersucht, verschiedene Arten der Gleichheit je nach den
Mitteln, die zum Nachweis dieser Tatsache dienten, miissen festgestellt weiden usw.

28Eine solche Elastizititsprobe einer analytischen Definition der Kurve (die rechtwinkligen
Koordinaten x und y sind stetige Funktionen eines Parameters t) ist die Peanosche Kurve, die
in ihrem Verlauf alle Punkte eines Quadrats trifft. Wie KLEIN dazu bemerkt (Anwendung der
Differential- und Integralrechnung auf die Geometrie. Eine Revision der Prinzipien. Autogra-
phierte Vorlesung Géttingen 1902, p. 248) liegt das Paradoxe bei der Peano-Kurve durchaus
nicht in der Sache, sondern in der Ausdrucksweise, dafl wir nidmlich bei ihr das Wort ,, Kur-
ve“ in einem allgemeineren Sinne brauchen, als zuléssig ist, wenn wir die Analogie mit den
empirischen Kurven festhalten wollen. — Das Beispiel zeigt, wie schwer es ist, eine greifbare
Definition zu geben, die mit der Anschauung in Einklang steht, wie vorsichtig mit solchen all-
gemeinen Begriffen ,, Kurve, Fliche® etc. umzugehen ist, wenn man nicht von vornherein in die
Definition eine Menge einzelner Determinationen aufnimmt. Ebenso erfordern bei der Lehre
von den bestimmten Integralen die freien Begriffsbildungen oft sehr sorgfiltige Konstruktionen
von Beispielen, um sich iiber den Inhalt einer Definition klar zu werden.
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en. Gewisse Systeme von Kugeln und Kreisen konnen die ,,Ebenen® und ,, Gera-
den* darstellen, in einer andern Darstellungsform wird eine ovale Fliche zweiten
Grades, die nach Euklidischer Malbestimmung im Endlichen liegt, als unend-
lich fern liegendes Gebilde interpretiert, endlich gilt auf den Flichen konstanten
Kriimmungsmafes die nichteuklidische Geometrie.

Aus dieser bunten Fiille der Bilder zur Veranschaulichung im euklidischen
Raum erwéchst wohl oft der nichteuklidischen Geometrie der Vorwurf, das seien
lauter kiinstliche Konstruktionen, die den Stempel des Absurden an der Stirne
tragen, in Wirklichkeit konne man sich nur die euklidische Geometrie vorstel-
len. Allein dieser Einwand wére ebensowenig berechtigt, wie die Behauptung,
perspektische Verkiirzung bedeute ein wirkliches Zusammenschrumpfen des Ob-
jekts.

Ubrigens hat HELMHOLTZ sich auf die Seite der Mathematiker gestellt, die die
Vorstellbarkeit des nichteuklidischen Raumes zugeben, CAYLEY, der Mathemati-
ker, dessen Untersuchungen zu dem zweiten der drei aufgezéhlten Bilder gefiihrt
haben, verhélt sich ablehnend, ihm war es anfangs durchaus nicht verstéandlich,
wie KLEIN aus den Cayleyschen Mafibestimmungen die nichteuklidische Raum-
vorstellung entwickelte. Ich neige zu der an dieser Stelle schon einmal verteidig-
ten Auffassung, daf3 die Vorstellbarkeit des nichteuklidischen Raumes Sache der
Gewohnung ist.?’

Mag der Mathematiker mit einer solchen These in den Augen des Philosophen
die ihm gesteckten Grenzen iiberschreiten, so kann er doch die Geschichte der
Wissenschaft fiir sich in die Schranken rufen. Gerade die ersten Baumeister des
Lehrgebaudes, GAUSS, LOBATSCHEFSKIJ und BOLYAT verfuhren durchaus reali-
stisch; sie zogen Folgerungen aus der (nach ihrer Ansicht durch feine Messungen
der Winkelsumme in sehr groflen Dreiecken zu priifenden, also nicht etwa aus
der Luft gegriffenen) Annahme, dafi das Parallelenpostulat nicht gilt. Sie frag-
ten nicht etwa: Gibt es im euklidischen Raum ein System von Kurven Flachen
und Transformationen, das durch kiinstliche Deutung die Geraden, Ebenen und
Bewegungen eines chimérischen, nichteuklidischen Raumes wiederspiegelt.

Von diesem realistischen Gesichtspunkt aus kénnte iibrigens die Argumenta-
tion einfach umgekehrt und gegen die euklidische Geometrie gewendet werden:
Kann man sich die nichteuklidische Geometrie oder vielmehr die verschiedenen
Arten von nichteuklidischer Geometrie nur durch kiinstliche Interpretation dar-

29F. HAUSDORFF, Das Raumproblem. Antrittsvorlesung in Leipzig am 4. Juli 1903 gehalten,
p. 5-6. (Erschienen in Band III von Ostwalds Annalen der Naturphilosophie). Aufler dem a. a.
O. erwihnten Veranschaulichungsverauch von HELMHOLTZ wire noch POINCARE (a. a. O., p.
67—69) zu nennen. Instruktiv ist vielleicht auch folgende Betrachtung: Man denke sich das Bild
aus, unter dem eine zu der als unbegrenzte Ebene vorgestellten Wasseroberfliche auflerhalb
gelegene parallele Ebene von einem Punkt innerhalb erscheint. Sie dréngt sich innerhalb eines
Kreises zusammen, dessen Radius leicht durch die Tiefe des Punktes unter der Oberfliche und
den Grenzwinkel der Totalreflexion zu bestimmen ist. Strecken erscheinen immer kiirzer, je
weiter sie entfernt sind, das Bild der unendlich fernen Punkte jener Ebene wird ein endlicher
Kreis, und man kann an diesem Bild leicht POINCARES Betrachtungen wieder aufnehmen. —
CAYLEY konnte sich nicht iiberzeugen, dafl das erwéhnte Bild der nichteuklidischen Geometrie
sich auch frei von dem Substrat der euklidischen Geometrie begriinden 148t. (Vgl. CAYLEY,
Mathematical Papers II, Cambridge 1889, p. 606.)
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stellen, so gilt dasselbe fiir die euklidische Geometrie im nichteuklidischen Raum:
die Grenzfliche des hyperbolischen Raumes und die Cliffordsche Flache des ellip-
tischen Raumes, auf denen die euklidische Geometrie gilt, sind nicht eben sondern
gekriimmt. Das soll kein Argument gegen die euklidische Geometrie sein, es soll
nur zeigen, daf ein immer wieder geduBerter Vorwurf gegen die nichteuklidische
unberechtigt ist.

Doch, ziehen wir uns von diesem metaphysischen Boden zuriick, gehn wir der
Freiheit des Mathematikers auf einem gewifl nicht anfechtbaren Gebiete nach,
dem Wahl des Ziels seiner Forschung, dessen grofie Mannigfaltigkeit meist nicht
genug gewiirdigt wird. Nur wegen der Fiille des Materials féllt es hier schwer,
die behauptete Freiheit einleuchtend hervortreten zu lasssen; es miifite eine Heer-
schau gehalten werden, und wir kénnten sehen, wie sich in der Mannigfaltigkeit
der Probleme und in ihrer Behandlung Charakter und Rasseneigentiimlichkeiten
wiederspiegeln.

Greifen wir wenigstens ein dem Laien oft einférmig erscheinendes Gebiet her-
aus, machen wir aus der Lehre von den algebraischen Gleichungen eine Stu-
fenfolge von Fragen namhaft, die zeigt, wie viel hier zu erledigen ist.

Erste Frage: Eine bestimmte algebraische Gleichung ist vorgelegt, mit gege-
benen Zahlenkoeffizienten. Wie berechnet man ihre Wurzeln? Vorfrage: Gibt es
iiberhaupt Zahlenwerte, die die Gleichung erfiillen? Bekanntlich hat die Vorfrage
erst GAUSS fiir alle Félle befriedigend beantwortet, wihrend NEWTON bereits
durch seine Ndherungsmethoden zur Hauptfrage beigetragen hat. Analytische
und graphische Methoden gingen auf diesen Wegen immer weiter. Die Fragen
nach dem Wurzelwert differenzieren sich ins einzelne: Es kommt vielleicht nicht
darauf an, die Zahlenwerte der Wurzeln zu bestimmen, sondern nur, festzustel-
len, wie viele Wurzeln liegen in einem reellen Gebiet. (Beispiel: Wie viele Schwin-
gungsknoten befinden sich auf einem bestimmten Stab- oder Saitenstiick?). Die-
ses fiir die Praxis wichtige Problem hat die feinsten mathematischen Képfe von
Descartes an beschéftigt. Weiter: Dieselbe Frage soll fiir das komplexe Gebiet
erledigt werden.

Zweite Frage: Die Gleichung liegt nicht als Ausdruck mit gegebenen Zahlen-
koeffizienten vor, sondern in allgemeiner Form, z. B. a? 4 bz + ¢ = 0. Kann man
die Wurzeln dann auch in die Gestalt einer allgemeinen Formel bringen, so dafl
man, sobald fiir die Koeffizienten bestimmte Zahlenwerte gegeben sind, diese nur
in die Schluf3formel einzusetzen braucht, um die Zahlenwerte der Wurzeln zu er-
halten? Antwort: Fiir die Gleichungen bis zum vierten Grad einschliefflich gelingt
dies allgemein auf die Art, daB in der Endformel nur iiber und nebeneinander
geordnete Wurzelzeichen vorkommen (z. B. in der Cardanischen Formel). Bei
den Gleichungen vom fiinften Grade an, kommt man mit so elementaren Funk-
tionen nicht mehr aus. — Von selbst schliefen sich daran weitere Fragen, nach
der Gestalt der Funktionen, die zur Auflésung der Gleichungen hoheren Grades
dienen, ferner nach Gleichungen von héheren Grad als vier, die doch noch einer
Vereinfachung fiahig sind, wie z. B. die sogenannten reziproken Gleichungen. Bei
den reziproken Gleichungen ordnen sich die Wurzeln zu Paaren reziproker Zah-
len zusammen; die Gleichungen lassen sich vereinfachen, weil es Funktionen der
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Wurzeln gibt, die bei Vertauschung der Wurzeln ihren Wert nicht &ndern, und
die Anzahl dieser Funktionen kleiner ist, als die Anzahl der Wurzeln. Fiir diese
Funktionen bekommt man eine Hilfsgleichung, Resolvente, von niederem Grad
als die Hauptgleichung, und aus den Wurzelwerten der Resolvente wieder ebenso
fiir die Wurzeln der Gleichung. — Wie kann man allgemein Gleichungen mit nie-
derer Resolvente bilden, resp. die Gleichungen nach diesem Gesichtspunkt klassi-
fizieren? Hier setzt bekanntlich die Galoissche Gruppentheorie ein, eine kriftige
Stiitze fiir die Behauptung des MONTUCLA, dafl die Algebra genau so gut, wie
die Geometrie eine konstruierende, nicht etwa eine analysierende Wissenschaft
ist.30

Dritte Frage: Systeme von mehreren Gleichungen mit mehreren Unbekann-
ten sind gegeben. Wann sind sie vertriglich, wie bestimmt man das allgemeine
Wertsystem, das die Gleichungen erfiillt, welches ist die einfachste Form, auf die
man die Gleichungen bringen kann, ohne dabei den Wertbereichb der Lésungen
zu erweitern oder einzuschrinken? Eliminationstheorie, Determinantenlehre und
die wieder in hohem Maf} konstruktiven Charakter zeigende Invariantentheorie
haben in diesen Fragen ihre Quellen.

Die Mathematiker bitte ich um Nachsicht bei Kritisierung dieses unvollstandi-
gen Schemas; aber dem Vorwurf der Eintonigkeit, den ja manchmal auch die
Vertreter einzelner mathematischer Disziplinen gegen einander erheben?!, kann
nur durch einen solchen Versuch begegnet werden.

Dem Mathematiker ist auch die Tatsache wohlbekannt, dafl unter derselben
Uberschrift sich die verschiedensten Gegenstiande und Behandlungsarten verber-
gen, z. B. haben die Differentialgleichungen, ein und dasselbe Objekt mathema-
tischen Denkens, fiir die verschiedenen Kopfe die allerverschiedensten Aufgaben
gestellt, wobei ein gewisser Parallelismus mit dem eben gewonnenen Schema der
Algebra sich aufdréngt. Der Natur des Objektes nach ist aber die Mannigfaltig-
keit bei den Differentialgleichungen viel reicher.3?

Die neuen Fragen entnimmt die Mathematik zum groflien Teil sich selbst,
manchmal durch die Unméglichkeit, die gerade Linie weiter zu verfolgen, auf neue
Wege gedréngt, die erst als Umwege erscheinen. Natiirlich ist es auf der anderen
Seite die angewandte Mathematik, die theoretische Astronomie, die Physik, die
physikalische Chemie usw., welche neue Kraftproben der Mathematik verlangt.
Da bewihrt sich immer von neuem, was einst BACO®? gesagt hat: Prout physica
maiora in dies incrementa capiet et nova experimenta educet, eo mathematicae
nova opera in multis indigebit et plures demum fient mathematicae mixtae.

Die Mathematik wird eben nicht nur, wie es heute oft heifit, als Dienerin

30Montucla, Hist. de Math. I, p. 9.

31Nach dieser Richtung kénnte das Buch von AHRENS, Scherz und Ernst in der Mathematik,
manche indiscrete Vervollstdndigung erfahren.

32Wie wenig Beriihrungspunkte haben z. B. die Biicher von LIE-SCHEFFERS (Anwendung
infinitesimaler Transformationen), RIEMANN-WEBER (Differentialgleichungen der Physik), C.
RUNGE (Approximative Behandlung fiir die Zwecke der Praxis) und L. SCHLESINGER (Funk-
tionentheoretische Untersuchungen). Fast nur der Titel , Differentialgleichungen® ist ihnen ge-
mein!

33De augmentis scientiarum Lib. III, cap. 6.
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nachtriaglich zur Beschreibung des Beobachteten herangezogen, nein, es werden
auch oft schon feine mathematische Hilfsmittel erfordert, um die besten Ver-
suchsbedingungen herauszufinden.

Mit gutem Gewissen kann sie den Vorwurf von sich weisen, daf} sie in reser-
viertem Hochmut die Probleme der Praxis vernachlissigt3® (man denke z. B. an
die Miihe, die in letzter Zeit auf die approximative Losung von Differentialglei-
chungen verwendet worden ist), offen wird sie anerkennen, wieviele Gelegenheiten
zu neuen Gedankengéngen sie der Praxis verdankt. Aber wehren muf} sie sich ge-
gen die Umkehrung des Kantschen Ausspruchs, daf in der Naturlehre nur soviel
eigentliche Wissenschaft enthalten ist, als Mathematik in ihr angewandt werden
kann, gegen die Umkehrung, welche lautet: Die Mathematik hat nur soweit Wert,
als sie fiir die Anwendung in der Naturwissenschaft, Technik usw. zu brauchen
ist.

Wer so urteilt, wird iiberdies noch haufig dariiber klagen, daf§ der Mathema-
tiker meist nicht in der Lage ist, auf die vorgelegte Frage schnell die gewiinschte
Antwort in handlicher Form geben zu kénnen. Er ist von seinen selbst gewéhlten
Aufgaben in Anspruch genommen, die volle Konzentration auf den einen Gegen-
stand erfordern, und er wird die Wissenschaft nicht so treiben, dafl ihre Resultate
moglichst oft praktisch angewendet werden kénnen, sondern sein Wahlspruch lau-
tet: Treibe die Wissenschaft so, dal Deine Untersuchungen der Ausgangspunkt
fiir weitere Fortschritte innerhalb der Mathematik werden kénnen!

34Uber das Thema ,angewandte Mathematik“ und die sich daran kniipfenden Diskussionen
und Programme soll hier nicht weiter gesprochen werden; das liegt aulerhalb des hier gesteckten
Zieles.
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