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Abstract

Mathematik erweist sich fiir das Verstdndnis von Technik aber auch zur Losung von gesell-
schaftlichen Problemen wie dem Klimawandel und der Digitalisierung als notwendig. Dabei
kommt der Sprache eine maf3gebliche Rolle zu, da mathematisches Wissen durch diese instru-
iert, hinterfragt und perspektiviert wird. Diese Perspektivierung steht im Kontrast zu der ver-
meintlichen Objektivitit von mathematischem Wissen. Die vorliegende Arbeit geht der Frage
nach, wie mathematisches Wissen in Lehrbiichern zu Einfithrungen der Analysis konstituiert
und perspektiviert wird und inwiefern es von der, aufgrund des Untersuchungsgegenstandes
erwarteten, Objektivitdt abweicht. Mathematisches Wissen wird durch Ankniipfungen an All-
tagsvorstellungen und Relevanzzuschreibungen evoziert und Vorstellungen teilweise durch

Grafiken unterstiitzt.

Stichwdorter: Fachsprache, Mathematik, Sprache Mathematik, Objektivitit, Perspektivierung

Abstract (English)

Mathematics is necessary not only for understanding technology but also for solving societal
problems such as climate change and digitalization. In this context, language plays a significant
role as it instructs, questions and gives perspective to mathematical knowledge. This contextu-
alization stands in contrast to the supposed objectivity of mathematical knowledge. This paper
investigates how mathematical knowledge is presented and contextualized in course books on
introductions to analysis, and the extent to which it deviates from the objectivity due to the
subject matter. Mathematical knowledge is evoked through the connection to everyday concepts

and attributed relevance, with graphics often serving to reinforce these concepts.

Keywords: technical language, mathematics, mathematical language, objectivity, contextual-

ization
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1 Einleitung

,»Sprache und Mathematik sind nahezu gleichurspriingliche und gleichermafen universelle Her-
vorbringungen und Triager menschlicher Kultur, konstatiert Nickel (2023: 9). Die ersten his-
torischen Funde, die auf die Beschiftigung der Menschen mit der Mathematik hindeuten, sind
dlter als entsprechende schriftsprachliche (vgl. Nickel 2023: 9). Somit kommt der Mathematik
neben der Sprache — als grundlegendes Mittel der Kommunikation — schon lange eine grof3e
Bedeutung zu. Die Welt ist vor allem im Bereich der Technik und der Naturwissenschaften von
Mathematik durchdrungen und insofern von ihr geprédgt und zutiefst bedingt (vgl. Atayan/Met-
ten/Schmidt 2015: 411). Folglich bedarf es Experten!, die sich mit mathematischen Sachver-
halten auseinandersetzen (vgl. Becker 2024).

Bereits in der Schule zeigen sich jedoch erhebliche Probleme mit dem Fach Mathematik, was
die schlechten Ergebnisse des Leistungstests Mathematik der vierten Klassen in Baden-Wiirt-
temberg genau wie die des PISA-Tests 2022 offenlegen (vgl. Becker 2024; Otte 2025). Baden-
Wiirttembergs Ministerprisident Kretschmann (2025, zit. nach Otte 2025) dufert, dass es ,,ei-
nen gesellschaftlichen Mentalitdtenwechsel in Bezug auf Mathematik* geben miisste und iiber
Schwichen im Fach Mathematik nicht so ,,flapsig™ gesprochen werden sollte. Da mathemati-
sche Kenntnisse jedoch mafBigeblich fiir die erfolgreiche Vermittlung des Faches und die Ausei-
nandersetzung mit gesellschaftlichen Problemen wie dem Klimawandel oder der Digitalisie-
rung sind, benotigt es Studierende, die die Fachsprache der Mathematik? erlernen (vgl. Becker
2024). Dueck (2008: 206), ein Professor fiir Mathematik, stellt dabei fest: ,,Riicksichtslos spre-
chen alle Eingeweihten Mathematik zu Verzweifelten und fiihrt gehdufte Studienabbriiche auf
fehlende Unterstiitzung zuriick (vgl. Dueck 2008: 209). Ein erstes Verstindnis fiir mathemati-
sche Sachverhalte soll in Einflihrungen, beispielsweise in die Analysis, vermittelt werden. Ne-
ben Vorlesungen sind dabei vor allem Lehrbiicher relevant, die Studierende dazu befdhigen,
sich eigenstindig Wissen anzueignen. Der Sprache kommt eine maBgebliche Rolle zu, da nur
durch sie mathematisches Wissen instruiert werden kann.

Dementsprechend ergeben sich die folgenden Untersuchungsfragen: Wie wird Mathematik und
im Besonderen der mathematische Sachverhalt ,Folgen und Konvergenz‘ in Einfiihrungen der
Analysis konstituiert und perspektiviert? Inwiefern weicht die Fachsprache der Mathematik von

der allgemeinen Erwartungshaltung der Objektivitét ab?

' Im Nachfolgenden werden, wenn méglich, genderneutrale Bezeichnungen verwendet. Bewusst davon abgewi-
chen, wird bei den Instanzen ,,Experten® und ,,Laien®, da diese Pluralformen sich in der Linguistik als grundle-
gende Konzepte etabliert haben. Sollte es an einzelnen Stellen zu Abweichungen kommen, sollen die verwendeten
Formen fiir alle Menschen gleichermaflen gelten.

2 Im Folgenden soll die Fachsprache Mathematik von der Sprache der Mathematik unterschieden werden. Letztere
begreift Mathematik als Sprache (vgl. Nickel 2023: 10). Diese Vorstellung wird in Kapitel 2.2 ndher thematisiert.
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Mathematik basiert auf Grundannahmen, aus denen mithilfe von Logik und unter Bewahrung
der Widerspruchsfreiheit Aussagen hergeleitet werden (vgl. Pittioni 2008: 363; Maier/Schwei-
ger 2008: 14). Die Entstehung von mathematischen Sachverhalten aus der Logik suggeriert
Objektivitat. Dies wird jedoch von der grundsétzlichen Perspektivierung der Sprache, ohne die
Mathematik nicht vermittelt werden kann, kontrastiert (vgl. Bremer/Miiller 2021: 50-53).
Grundsitzlich ist der Zusammenhang von Sprache und Mathematik Inhalt von einigen linguis-
tischen Forschungen®, doch lésst sich gerade in der sprachlichen Analyse der Vermittlung von
Mathematik ein Forschungsdesiderat feststellen, das auch in der Notwendigkeit von linguisti-
schem und mathematischem Wissen fiir eine Analyse der mathematischen Fachsprache begriin-
det sein kann (vgl. Jacob 2023: 384).

Die folgende Analyse kann in der Fachsprachenforschung verortet werden, wobei die Frage-
stellung durchaus einen Bezug zur Diskursanalyse aufweist, da mit dieser die Perspektivierung
von Wissen aufgezeigt werden kann (vgl. Felder 2013: 15). Im Nachfolgenden soll zunéchst
eine Definition von Fachsprache und Mathematik erfolgen. Daraufhin werden die Charakteris-
tika der mathematischen Fachsprache und eine semiotische Perspektive auf die Mathematik
herausgearbeitet. Im Anschluss soll Sprache definiert und mit der Frage konfrontiert werden,
ob Mathematik als Sprache verstanden werden kann. Des Weiteren werden (ausgehend von
Erkenntnissen zum Spracherwerb) Parallelen und Unterschiede beim Erlernen von Sprache und
Mathematik dargelegt. Das allgemeine Verstindnis von Wissen und Wissenserwerb wird zu-
néchst mit der Konstruktion von Wirklichkeit und Objektivitét verkniipft. AnschlieBend erfolgt
die Thematisierung des Wissens innerhalb der Mathematik. Die Analyse soll daran anschlie-
Bend zunichst allgemeine Auffélligkeiten von Lehrbiichern zu Einfiihrungen in die Analysis
und deren thematischen Einstieg aufdecken. Daran schlie3t sich die konkrete Analyse von zent-
ralen Konzepten* des Subthemas ,Folgen und Konvergenz* an. Hierbei soll aufgezeigt werden,

wie Schliisselworter perspektiviert und eingefiihrt werden.

* Siehe zum Beispiel ,,Handbuch Sprache in Mathematik, Naturwissenschaften und Technik“ (Atayan/Met-
ten/Schmidt 2023) oder ,,Grade der Fachlichkeit in Textsorten zum Themenbereich Mathematik (Schmidt 2003)

4 Nachfolgend soll angelehnt an Felder (2015: 92 f.) der sprachliche Ausdruck von dem Begriff, auf den er refe-
riert, unterschieden werden. Da es sich bei mathematischen Gegenstédnden um abstrakte Objekte handelt, werden
Begriff und Konzept synonym verwendet. Entsprechend werden auch die von Felder (2015: 94) vorgeschlagenen
Notationskonventionen (metasprachlich Begriffe/Konzepte in spitze Klammern, Ausdriicke kursiv) verwendet.
Themen — die Konzepten {ibergeordnet sind und teilweise mehrere vereinen — werden durch einfache Anfiihrungs-
zeichen gekennzeichnet.



2 Theoretische Voriiberlegungen

2.1 Fachsprache und Mathematik

2.1.1 Fachsprache

Zur sprachlichen Erfahrungswelt der Menschen gehort es, dass die Sprache, die sie verwenden
und der sie begegnen, von ihrer Umgebung abhdngig ist. Schon das Kompositum Fachsprache
deutet an, dass diese Sprache in Relation zu einem Fach steht. Auch die vielfach zitierte Defi-
nition Hoffmanns (1985: 53) veranschaulicht dies: Eine Fachsprache ,,ist die Gesamtheit aller
sprachlichen Mittel, die in einem fachlichen begrenzbaren Kommunikationsbereich verwendet
werden®. Ein Fach ist als ,,ein spezialisierter menschlicher Tatigkeitsbereich aufzufassen* (Ro-
elcke 2020: 14). Obwohl Ficher nicht immer eindeutig unterschieden werden konnen, haben
sich historisch gesehen verschiedene, wie Mathematik, etabliert (vgl. Roelcke 2020: 44—47).
Fachsprachen konnen folglich als Varietét verstanden werden, deren Gebundenheit an ein Fach
ihr distinktives Merkmal ist (vgl. Adamzik 2018: 89). Unter einer Variett ist eine Zusammen-
fassung ,,sprachlicher Varianten* (Adamzik 2018: 55), die eine Korrelation zu einem ,,auler-
sprachlichen Faktor* (Adamzik 2018: 55) aufweisen, zu verstehen. Fachsprachen ermdglichen
es, Wissen von Individuen in Bezug auf ein Fach anzugleichen (vgl. Drumm 2018: 22) und
dienen somit der ,,Konstruktion von Welten*, wie der Untertitel der Monografie Adamziks
(2018) verdeutlicht. Innerhalb von Fachsprachen konnen vertikale Gliederungen motiviert wer-
den, die sie anhand ihrer unterschiedlichen kommunikativen Situation, ihrer Abstraktion und
der sprachlich Handelnden untergliedern (vgl. Hoffmann 1985: 65; Roelcke 2020: 49). Hori-
zontale Gliederungen von (schon identifizierten) Fachsprachen sind anhand der Distanz ihres
Fachwortschatzes zur Literatur moglich, wobei beispielsweise Mathematik am entgegengesetz-
ten Pol verortet werden kann (vgl. Hoffmann 1985: 58). Zusammenfassend ist Fachsprache

eine Varietit, die durch ihren Bezug auf ein konkretes Fach definiert ist.

2.1.2 Mathematik

,Mathematik ist die Wissenschaft formaler Systeme®, so Jager (1993: 10) und erginzt, dass
auch die Entwicklung von einer dem System angepassten Sprache bedeutend ist (vgl. Jager
1993: 10). Definitionen von Mathematik miissen als vorldufige, historisch abhidngige Néherung
betrachtet werden (vgl. Davis/Hersh 1985: 4). Beutelspacher (2016: 13 f.) erldutert, es bestehe
die Moglichkeit Mathematik als ein vom Menschen gemachtes Konstrukt verstehen, sie liber
ihre Objekte, ihre Methode oder ihren Blick auf die Welt zu definieren.

Mathematik kann dementsprechend als eine ,,reine geistige Schopfung des Menschen® (Nickel
2023: 11) verstanden werden. Genau wie Sprache zeigt sie sich demzufolge auch in der gesell-

schaftlichen Kultur (Nickel 2023: 9).



Die Objekte, auf die sich die Mathematik bezieht, ndher zu charakterisieren, erscheint heraus-
fordernd. Betrachtet werden ausschlieBlich abstrakte Gegenstinde (vgl. Schmidt 2009: 454),
die nach Platon unabhéngig von duleren Umsténden sind (vgl. Dorfler 2015: 42). Diese Objekte
werden ,,innermathematisch motiviert™ (Nickel 2023: 16) oder von der Wirklichkeit abstrahiert
(vgl. Nickel 2023: 15). Grundsitzlich lassen sich anhand der Objektbestimmung Parallelen zur
Philosophie ziehen, da auch deren Gegenstinde grundsétzlich nur dem Denken vorbehalten
sind (vgl. Nickel 2023: 12). Doch beschreibt Platon als Ziel der Philosophie im Gegensatz zu
dem der Mathematik anféngliche Annahmen zu hinterfragen (vgl. Nickel 2023: 12).

In der Mathematik hingegen werden aus ,,Grundwahrheiten* (Arens et al. 2021: 3), die sich aus
Definitionen und Axiomen zusammensetzen, mathematische Resultate mittels logischer
Schlussfolgerung hergeleitet (vgl. Pittioni 2008: 362). Die Widerspruchsfreiheit der gefolgerten
Aussagen ist unverzichtbar, somit folgt Mathematik einer bivalenten Logik (vgl. Nickel 2023:
16; Maier/Schweiger 2008: 14). Uber mathematisch untersuchte Objekte miissen demnach
Wahrheitsaussagen getroffen werden konnen (vgl. Nickel 2023: 46). Von Interesse ist es, Struk-
turen und ihre ,,Muster (Steinmetz 2018: 199) aufzudecken. Einer widerspruchsfreien Argu-
mentation kann nicht widersprochen werden (vgl. Nickel 2023: 48), demnach ,,kann Kritik in-
nerhalb der Mathematik nur noch durch Disziplin-Differenzierung reagieren” (Nickel 2023:
48).

Dass Mathematik in der Moderne zunichst oft losgelost von Anwendungen betrachtet wird,
verhindert keine ,,Deutung mit Blick auf realweltliche Strukturen* (vgl. Illi 2017: 222). Insbe-
sondere dient Mathematik auch als ,,Hilfswissenschaft (Liebert 2023: 279) fiir Naturwissen-
schaften. Im Nachfolgenden soll Mathematik als ein Konstrukt betrachtet werden, welches aus

Grundannahmen unter Beachtung der Widerspruchsfreiheit Aussagen logisch folgert.

2.1.3 Fachsprache Mathematik
2.1.3.1 Charakteristika

Die meisten Menschen erkennen die Fachsprache Mathematik — auch ohne ein Versténdnis der
Materie — an der ,,Verflechtung von verbalem und formalen Text* (Rautenberg 1965: 722), kon-
nen aber ohne Vorwissen keine Erkenntnisse aus ihr ziehen (vgl. Eisenreich 1998: 1222). For-
meln sind als eine ,,Aneinanderreihung von Symbolen* (Rautenberg 1965: 728) zu verstehen,
die Relationen herstellen und zu Termen oder Behauptungen verkniipft werden (vgl. Horacek
2023: 248). Dadurch gelingt eine dichte Ubermittlung der mathematischen Sachverhalte (vgl.
Eisenreich 1998: 1229), wobei sich inhaltlich eine Beschrinkung auf Wesentliches abzeichnet
(vgl. Jager 1993: 21). Die mathematische Fachsprache ist ,,meist einfach gebaut* (Eisenreich
1998: 1222) und wirkt ,,standardisiert und zum Teil bewusst normiert* (Schmidt 2023b: 424).
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Dementsprechend kann auf eine geringe sprachliche Interpretationsvielfalt geschlossen werden
(vgl. Maier/Schweiger 2008: 50).

,Es ist klar, dass der Gegenstand auch die ihn beschreibende Sprache mitbestimmt™ erldutert
Jager (1993: 16). Dementsprechend ist die mathematische Fachsprache durch eine abstrakte
Darstellung des Wissens gekennzeichnet (vgl. Stolze 2023: 223). Mathematik kann vertikal ei-
nerseits in verschiedene Fachlichkeitsgrade, wie die theoretische und angewandte Mathematik,
und zum anderen, wie jede andere Fachsprache, in unterschiedliche Kommunikationssituatio-
nen gegliedert werden (vgl. Schmidt 2023b: 425/432). Diese Faktoren beeinflussen sprachliche
AuBerungen. So weist die mathematische Fachsprache in der Regel eine hohe Priizision auf,
von der in der miindlichen fachsprachlichen Kommunikation oder beim Verweisen auf Sach-
verhalte abgewichen wird (vgl. Horacek 2023: 242 f.). Auch die schon seit Jahrzehnten vor-
herrschende Dominanz des Englischen hat Auswirkungen auf die Fachsprache der Mathematik
(vgl. Eisenreich 1998: 1222; Szurawitzki 2023: 502 f.).

Fiir mathematische Texte kann ein typisch triadisches Grundmuster, bestehend aus Definition,
Satz und Beweis, auch ,,Landaustil“ genannt, identifiziert werden (vgl. Jager 1993: 19; Eisen-
reich 1998: 1222). Die Héufigkeit des Vorkommens der Struktur ist abhidngig von der zugrun-
deliegenden Textsorte und insbesondere in Texten mit hohem Fachlichkeitsgrad grofer (vgl.
Gerisch 1988: 53). Die drei Teile des Musters konnen — wie etwa durch sprachliche Rahmungen
— deutlich voneinander unterschieden werden (vgl. Nickel 2023: 48).

Eine Definition charakterisiert bislang unbekannte Begriffe meist knapp und mit einer einfa-
chen Syntax (vgl. Gerisch 1988: 54), wobei schon Descartes forderte, nur vorher definierte
Ausdriicke zu verwenden (vgl. Kriiger 1992: 120). Fachtermini sind der Gemeinsprache mit
gleicher oder anderer Bedeutung entnommen oder entstammen ihr nicht (vgl. Maier/Schweiger
2008: 20). Konkret hei3it dies, dass bei neuen Begriffen ,,Benennungsfreiheit” (Gerisch 1988:
55) besteht. Die Terminologie ist aber ,historisch bedingt* (Eisenreich 1998: 1227) und kon-
textabhdngig, da die gleichen Begriffe in unterschiedlichen Zusammenhéngen disparat verwen-
det werden (vgl. Eisenreich 1998: 1222). Diese sind einem Prézisierungsprozess unterworfen,
bei dem die grundlegende Vorstellung von Eigenschaften der zugrundeliegenden Objekte zu-
nehmend konkretisiert wird (vgl. Rautenberg 1965: 735).

Sditze — auch Theoreme genannt — sind Aussagen liber mathematische Begriffe, die sprachlich
meist eine einfache Bauweise aufweisen (vgl. Gerisch 1988: 55 f.). Je nach Relevanz kann ihre
Bezeichnung abweichen (vgl. Gerisch 1988: 55 f.). Namen von Sétzen, insbesondere nach Per-

sonen benannte, sind nicht immer iibersprachlich verstiandlich (vgl. Eisenreich 1998: 1223).



Ein Beweis ermdglicht die Anerkennung eines Satzes, da mit logischen Schliissen dessen Wahr-
heit gefolgert werden kann (vgl. Gerisch 1988: 56). Die Vorstellung von liickenlosen Beweisen
ist jedoch idealisiert (vgl. Schmidt 2003: 252). In Beweisen sind Voraussetzungen und Folge-
rungen sprachlich, zum Beispiel durch die Verwendung des Konjunktivs I bei Voraussetzungen,
unterscheidbar (vgl. Gerisch 1988: 56 f.). Das Ende eines Beweises wird oft durch ein quadra-
tisches Symbol oder die Abkiirzung q.e.d. (quod erat demonstrandum) gekennzeichnet (vgl.
Eisenreich 1998: 1223 f.).

In mathematischen Fachtexten iiberwiegen die Pronomen ,,man‘ und ,,wir* und die am haufigs-
ten in der Gemeinsprache verwendeten Verben ,,sein“ und ,,werden* (vgl. Kruse 2023: 474).
Eine komplexe Syntax ist — abgesehen von Kausal- und Konsekutivsitzen — selten (vgl. Ger-
risch 1988: 62). Bei ihrer Verwendung folgen verwendete Konjunktionen innerhalb der Fach-
sprache strengeren Regeln als in der Gemeinsprache (vgl. Kruse 2023: 476). In der Mathematik
existiert die Vorstellung, dass ,,mathematische Gegenstinde selbst wie Subjekte handeln*
(Maier/Schweiger 2008: 22), daher erscheint es nicht verwunderlich, dass mathematische Ge-

genstinde hiufig Subjekt oder Akkusativobjekt sind (vgl. Gerisch 1988: 61).

2.1.3.2 Semiotische Perspektive

Mathematik ist ohne den Gebrauch von Zeichen nicht denkbar (vgl. Dorfler 2012: 367). Zeichen
sind ,,,Stellvertreter® fiir konkrete oder abstrakte Konzepte* (Bremer/Miiller 2021: 6 f.). Grund-
satzlich konnen zwei Betrachtungsweisen der Relation von Denken und Zeichen unterschieden
werden. Nach der von Platon vertretenen instrumentalistischen Semiotik reprasentieren Zei-
chen das Denken des sprechenden Individuums (vgl. Keller 2018: 55 £./99). Peirce nimmt sogar
an, dass Gedanken zeichenhaft sind (vgl. Noth 2000: 61). Daran anschlieBend dullert Rotman
die Vorstellung, dass ,,mathematisches Denken [...] durch Zeichen am Papier* (Déorfler 2012:
368) erfolgt. Dementgegen steht die auf Aristoteles* Uberlegungen beruhende reprisentationis-
tische Auffassung, die nur das Objekt, auf das sich das Zeichen bezieht, als dessen Bedeutung
begreift (vgl. Keller 2018: 54 {£./100). Auch Brouwer widerspricht der Auffassung der Zeichen-
abhingigkeit des mathematischen Denkens und verortet ihre Relevanz allein in der Kommuni-
kation (vgl. Dorfler 2012: 368). Diese beiden Standpunkte widersprechen jedoch nicht der Be-
deutung, die Zeichen in der mathematischen Kommunikation zukommen.

Schon seit der Antike werden Zeichentriager, Bedeutung und Referenzobjekt unterschieden (vgl.
Noth 2000: 139). Anhand der Relation von Zeichen und Referenzobjekt werden nach Peirce
ikonische, symbolische und indexikalische Zeichen abgegrenzt (vgl. Bierwisch 2008: 327).
Symbole beruhen auf gesellschaftlichen Konventionen (vgl. Bierwisch 2008: 327 f.). lkone



weisen eine Ahnlichkeit zwischen Zeichen und Bezeichnetem auf, wohingegen indexikalische
Zeichen iiber eine (beispielsweise kausale) Relation zwischen diesen verfligen.

Aufbauend auf Peirce werden ,,Token“ und ,, Type* ,,zur Unterscheidung zwischen einer einzel-
nen Erscheinung (Vorkommnis) und den allgemeinen Erscheinungstypen (Brunner 2012: 26)
verwendet. In Bezug auf Mathematik kénnen mit einem einzelnen Token verschiedene Typen,
wie beispielsweise ein Zahlsymbol mit Konzepten wie ,,natiirlichen Zahlen* oder ,, Teilbarkeit
durch zwei®, verkniipft werden (vgl. Brunner 2012: 27).

Diagramme werden als Ikone definiert, die auch symbolische und indexikalische Zeichen be-
inhalten, und aus einer mathematisch festgelegten Kombination verschiedener Token bestehen
(vgl. Brunner 2012: 28). Das von ihnen représentierte Objekt kann erdacht sein, wonach auch
mathematische Strukturen — wie Formeln — von Diagrammen dargestellt werden (vgl. Brunner
2012: 28 ff.). Die Anwendung mathematischer Regeln ermdglicht die Modifikation oder Ver-
allgemeinerung von Diagrammen (vgl. Brunner 2012: 32). Diese ,,symbolische[n] Manipulati-
onen [konnen] in der Regel kontextfrei” (Metzger/Riegler 2024: 152) durchgefiihrt werden. So
ist es moglich, mathematische Erkenntnisse verkiirzt darzulegen und viele Zwischenschritte
nicht zu explizieren (vgl. Brunner 2012: 32-34). Zwei unterschiedliche Diagramme konnen
bisweilen durch Umformungen in die gleiche Darstellung umgewandelt werden, woraus teil-
weise auf die Existenz von mathematischen Objekten geschlossen wird (vgl. Dorfler 2015: 37).
Dorfler (2015: 40 f.) merkt an, dass es sowohl darstellungsabhéngige als auch darstellungsun-
abhingige Eigenschaften von mathematischen Objekten gibt. Demnach ist Mathematik auch
als kreative Wissenschaft zu verstehen, die durch variierende Darstellungen andere Erkennt-
nisse erzielen kann (vgl. Dorfler 2015: 48).

Diagramme sind dabei einer historischen Entwicklung unterworfen. Operative Zeichen wie das
Pluszeichen finden in Deutschland erst seit dem 15. Jahrhundert Anwendung (vgl. Jiger 1993:
27ff.). Neue mathematische Theorien gehen dabei oft mit sprachlichen Innovationen einher
(vgl. Kvasz 2015: 51 f.). So fiihrte der zunehmende Formalismus der Neuzeit zu grundlegenden
neuen algebraischen Erkenntnissen (vgl. Illi 2017: 191 ff.). Dies deutet auch ein Interdepen-

denzverhiltnis von Sprache und Mathematik an.

2.2 Mathematik und Sprache

2.2.1 Sprache

Sprache kann als ,,Zeichensystem* (Bierwisch 2008: 326) verstanden werden. Auch wenn diese
Definition weit verbreitet ist (vgl. Busse 2024: 37; BuBmann 2024: 643f.), reprasentiert sie nur
eine Facette der Sprache. Sprache dient der Kommunikation und Verstindigung einer Gesell-

schaft und ist als solche hochst relevant (vgl. Schmidt 2018: 104). Dementsprechend kann
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Sprache auch als ,,[a]uf kognitiven Prozessen basierendes, gesellschaftlich bedingtes, histori-
sches Mittel zum [...] Austausch von Gedanken* (BuBmann 2008: 643) definiert werden. Sie
versprachlicht mentale Prozesse von Individuen und ermdglicht somit einen iiberindividuellen
Zugriff auf Sachverhalte (vgl. Gliick 2024: 606). Ohne Sprache ist keine Erkenntnis mdglich.
Sie préagt nicht nur unser Denken, sondern perspektiviert auch die Wahrnehmung der Wirklich-
keit (vgl. Warnke 2013: 76 f.).

Die Definitionen von Sprache als Zeichensystem oder als kommunikatives Mittel schlieBen
sich nicht aus. Folglich ist sie ein vernetztes Konstrukt von Aussagen und Zeichen (vgl. Koner-
ding 2024: 12). Sprache ist sowohl als Tétigkeit des Menschen als auch als Fahigkeit zu ver-
stehen (vgl. BuBmann 2008: 643), die das distinktive Merkmal zur Unterscheidung der Men-
schen von anderen Lebewesen ist (vgl. Gliick 2024: 607) und als solches auch Bedingung fiir
die Ausbildung der Kultur und Gesellschaft (vgl. Bierwisch 2008: 323). Sprache (beziehungs-
weise eine Einzelsprache) wird im Prozess des Spracherwerbs individuell erlernt (vgl. Bre-
mer/Miiller 2021: 13; BuBmann 2008: 644). Sprache wird im Nachfolgenden als System ver-

standen, welches aus Zeichen besteht und der Kommunikation dient.

2.2.2 Mathematik als Sprache

,Im Deutschen ist es lediglich eine kurze Vorsilbe, die das Erzidhlen vom Zéhlen trennt, beo-
bachtet Liebing (2017: 23). Auch wenn diese Relation auf einen engen Zusammenhang von
Mathematik und Sprache hindeutet, ist im Alltag die Auffassung von Mathematik als einer
Sprache eher unpopulidr. Dabei weist Mathematik durchaus Merkmale der Sprache auf. So wird
Mathematik genau wie Sprache als ,,Zeichensystem® (Bierwisch 2008: 326; Bremer/Miiller
2021: 6) verstanden. Sowohl Mathematik als auch Sprache haben eine ,,kommunikative [...]
und kognitive Funktion® (Maier/Schweiger 2008: 11) und dienen der individuellen Wissens-
konstruktion (vgl. Maier/Schweiger 2008: 11). Genau wie Sprache, beziehungsweise eine Ein-
zelsprache, hat sich die Sprache der Mathematik immer weiterentwickelt und je nach Kontext
unterschiedliche Kommunikationsebenen ausgebildet (vgl. Eisenreich 1998: 1222; Bremer/
Miiller 2021:34 ft.). Analog zu der mathematischen Untersuchung von Mathematik (vgl. Mehr-
tens 1990: 140), kann auch Sprache selbstreflexiv sein. Mathematische Aussagen lassen sich
voneinander ableiten (vgl. Steinmetz 2018: 199). Somit muss ein logischer Zusammenhang er-
kennbar sein. Auch innerhalb der Sprache werden Aussagen durch Kohérenz und Kohésions-
mittel inhaltlich beziehungsweise an der Textoberfldche verkniipft (vgl. Bremer/Miiller 2021:
190-199). Die ,starke Kontextabhidngigkeit mathematischer Formulierungen* (Eisenreich
1998: 1222) ist — wie die Pragmatik veranschaulicht — auch an der Sprache ersichtlich (vgl.
Bremer/Miiller 2021: 25), wobei in der Regel die Bedeutung von sprachlichen Einheiten

8



stabiler ist (vgl. Metzger/Riegler 2024: 159). Sprachelemente werden nicht willkiirlich ver-
kniipft, sondern folgen einer ,,Mehrstufigkeit der Zeichenorganisation® (Bremer/Miiller 2021:
12), worunter zum Beispiel grammatische Regeln verstanden werden (vgl. Bremer/Miiller
2021: 12). Die Mathematik ist in ihrer konkreten Umsetzung ebenfalls Regeln unterworfen (vgl.
Mehrtens 1990: 449).

Lorenzen (1955: 185) postuliert, dass Mathematik im Gegensatz zur Sprache keine konkreten
Objekte beschreibt. Dem ldsst sich aber entgegenhalten, dass sich auch Sprache auf abstrakte
Objekte, wie gesellschaftliche Konstrukte oder Gefiihle, beziehen kann. Dennoch ldsst sich
durchaus auch eine Diskrepanz zwischen Sprache und Mathematik feststellen. Ziel der Mathe-
matik ist es, ihre Objekte ndher zu charakterisieren und geschaffene Strukturen zu untersuchen
(vgl. Steinmetz 2018: 199). Die Mathematik argumentiert mit rein logischen Folgerungen (vgl.
Pittioni 2008: 362 f.) und bildet Wahrheiten ab (vgl. Nickel 2023: 19). Mathematik ist praziser
als Sprache, so gibt es [in der Sprache] keine ,,Reformulierungen wie in der Mathematik, die
gleichbedeutend sind* (Schmidt 2024: 272). Absolute Synonyme existieren in der Sprache nicht
(vgl. Bremer/Miiller 2021: 121f.), da Sprache Inhalte immer perspektiviert (vgl. Drumm 2018:
18). Nach dem ,,Expressibilitdtsprinzip® von Searle kann sie alle Gedanken versprachlichen
(vgl. Bierwisch 2008: 337). Grundsétzlich ist es mdglich mathematische Sachverhalte als
sprachliche Einheiten zu formulieren. Umgekehrt erscheint dies nur eingeschriankt durchfiihr-
bar (vgl. Heringer 1972: 46-51). Mathematische Ausdriicke sind von einer Einzelsprache ab-
hingig, da Diagramme von sprachlichen Elementen umgeben sind. So kénnen bei Ubersetzun-
gen nur Diagramme oder Grafiken ohne weitere Bearbeitung {ibernommen werden (vgl. Stolze
2023: 224). Im Vergleich zu einer Einzelsprache hat Mathematik, abgesehen von speziellen
Lehnwortern, keine neuen Phoneme ausgebildet (vgl. Maier/Schweiger 2008: 9).

Snow stellt die ,,mathematisch-naturwissenschaftliche und technische Welt [...] der geisteswis-
senschaftlich-literarischen Welt* (Atayan/Metten/Schmidt 2015: 413) gegeniiber. Die Kommu-
nikation zwischen diesen Welten sei aufgrund von unterschiedlichen Vorstellungen nicht mog-
lich (vgl. Atayan/Metten/Schmidt 2015: 414). Somit wiirde eine linguistische Untersuchung der
Welt der Mathematik, Naturwissenschaft und Technik eine Verbindung zu der anderen Welt
herstellen (vgl. Atayan/Metten/Schmidt 2015: 413). Beutelspacher (2016: 26), argumentiert,
dass Mathematik selbst der Status einer Geisteswissenschaft zugesprochen werden konnte, weil
sie im Gegensatz zu anderen Naturwissenschaften nicht experimentiert (vgl. Beutelspacher
2016: 26). Obwohl die Auffassungen gegensétzlich sind, scheinen sie jeweils Mathematik zu
charakterisieren. Zwar dhnelt die Fachsprache eher einer Naturwissenschaft oder einer techni-

schen Disziplin, weil auch diese sich mathematischen Formeln bedienen, doch ist ihr Vorgehen



vom Grundsatz her ein sprachliches Hypothesenformulieren und -beweisen, was die Mathema-
tik ndher an den Sprachwissenschaften verortet. Mathematik und Sprachwissenschaft vereint
»Sprachreflexion und Schreibpraxis® (Schmidt 2024: 268). Mathematik weist zwar viele Merk-
male einer Sprache auf, wird gleichwohl im Allgemeinen nicht als Sprache betrachtet. Einen
moglichen, aber umstrittenen Ausweg bote ihre Charakterisierung als kiinstliche Sprache an.
Dutilh Novaes (2012: 48) pladiert jedoch dafiir, die Dichotomie zwischen natiirlicher Sprache
und kiinstlicher Sprache (als die auch Mathematik kategorisiert werden kann) aufzuheben, da
sie nicht hilfreich erscheine. Zusammenfassend kann Mathematik unter Einschrankungen als
Sprache aufgefasst werden. Thre Struktur erinnert an eine Sprache, auch wenn sie nicht alle

Eigenschaften mit ihr teilt. Genau wie Sprache muss Mathematik erworben werden.

2.2.3 Spracherwerb Mathematik
2.2.3.1 Spracherwerb

Der Spracherwerb der Erstsprache eines Kindes basiert auf dessen genetischen Anlagen, dessen
Entwicklung sowie der Sozialisierung (vgl. Bremer/Miiller 2021: 14). Entscheidend ist, dass
ein Kind Objekte erkennen und kategorisieren kann, um sie richtig zu benennen (vgl. Bremer/
Miiller 2021: 14). Es lernt nicht nur Phoneme, Morpheme und Lexeme, sondern auch die Syntax
und Grammatik der Sprache kennen (vgl. Bremer/Miiller 2021: 14). Das Kind eignet sich die
Sprache unbewusst und ohne gro3e Anstrengung an (vgl. Bremer/Miiller 2021: 10). Damit ein-
her geht das Zurechtfinden innerhalb der Gesellschaft, in der das Kind zunehmend aktiver teil-
nehmen kann (vgl. Bremer/Miiller 2021: 14).

Wihrend Kinder problemlos eine Erst- und gegebenenfalls eine Zweitsprache lernen, ist der
Erwerb einer Fremdsprache mit Mithen verbunden (vgl. Bremer/Miiller 2021: 14/265). Korres-
pondierend zu anvisierten Zielen beim Erwerb einer Fremdsprache entwickelten sich verschie-
dene Modelle von Lernprozessen (vgl. Roche 2020: 15-18). So fokussieren sich behavioristi-
sche Verfahren auf die Imitation von Gehortem (vgl. Roche 2020: 18), wohingegen kognitivis-
tische Verfahren als ,,Prozess der Informationsverarbeitung [...] iiber die Stufen Wahrnehmen,
Erkennen/Identifizieren, Sortieren, Klassifizieren, Verstehen, Behalten und Automatisieren®
(Roche 2020: 21, im Original hervorgehoben) verstanden werden. Der Konstruktivismus ver-
steht Informationsaufnahme als das Konstruieren von mentalen Strukturen, was ein kulturelles
Umfeld der Zielsprache zum Erlernen dieser erstrebenswert erscheinen lésst (vgl. Roche 2020:
23 f.). Sprachlernende kniipfen die Fremdsprache an bereits gelernte (erst-) sprachliche Struk-

turen an, auch wenn sich diese oft als nicht zutreffend erweisen (vgl. Roche 2020: 69 ft.).
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2.2.3.2 Mathematik erlernen

,»Als Experte kommt man nicht auf die Welt, man wird dazu in einem mehr oder weniger langen
Prozess®, so konstatiert Adamzik (2018: 34). Der Spracherwerb der Mathematik ist ein solcher
Prozess. Mathematische Grundféhigkeiten wie Zahlen und Ordnen kénnen auch ,,ohne gezielte
Instruktion* (Maier/Schweiger 2008: 53) erlernt werden. Doch schon Rechnen muss genau wie
Lesen intentional instruiert werden (vgl. Maier/Schweiger 2008: 53). Nur wer Féahigkeiten hat,
die iiber das mathematische Grundwissen herausreichen, kann die Sprache der Mathematik ver-
stehen und an ihr teilhaben. Im Gegensatz zum Erst- und zum nicht-instruierten Fremdsprach-
erwerb (vgl. Steinmetz 2018: 199) muss der mathematische Erwerb planvoll erfolgen.
Lernende miissen — korrespondierend zum Erstspracherwerb (vgl. Bremer/Miiller 2021: 14) —
mathematische Objekte, wie beispielsweise Briiche, erkennen und einer Kategorie zuordnen,
um sie korrekt zu benennen. Darstellungen dieser ermdglichen das Anwenden von mathemati-
schen Regeln, sind dabei aber keineswegs intuitiv und miissen wie beispielsweise Veranschau-
lichungen erlernt werden (vgl. Dorfler 2012: 371). Zunéchst werden sie in konkreten Kontexten
angewendet, wobei das Ziel eine Abstraktion dieser ist (vgl. Kvasz 2015: 64). Ahnliches l4sst
sich auch fiir das Erlernen grammatischer Strukturen feststellen (vgl. Bremer/Miiller 2021: 17
f.). Zu den Regeln innerhalb des mathematischen Spracherwerbs zéhlen auch Konventionen
wie die Benennung von unbekannten Objekten mit dem Buchstaben ,x* (weiterfithrend zu
Metzger/Riegler 2024: 154). Diese Konventionen ermdglichen, unterschiedliche Konzepte ein-
facher zu vergegenwirtigen. Als eine vergleichbare sprachliche Konvention kann GroB3- und
Kleinschreibung in der schriftlichen Sprache betrachtet werden (weiterfithrend zu Metz-
ger/Riegler 2024: 154).

Der mathematische Spracherwerb ist eng an Bildungseinrichtungen gekoppelt. Dass in der Uni-
versitdt der Sprachgebrauch nicht ausreichend hinterfragt und gelehrt wird, kritisiert Dueck
(2008: 206). Gemal dem Paradigma des Konstruktivismus versuchen Studierende folglich
durch Kontakt mit dem Fach Mathematik, dessen Sprache zu erlernen und scheitern daran je-
doch haufig (vgl. Dueck 2008: 206). Es ist empirisch belegt, dass Beweise fiir viele Studierende
eine Herausforderung darstellen (vgl. Hein 2021: 3). Das Lesen eines mathematischen Fach-
textes ist selbst flir Fortgeschrittene ,,0ft ein langsamer, langwieriger und mithsamer Prozef3*
(Davis/Hersh 1985: 294). Entsprechende Probleme lassen sich beim Erstspracherwerb nicht
feststellen. Fiir den erfolgreichen mathematischen Spracherwerb ist eine stetige sprachliche
Auseinandersetzung notwendig, die geplant sein sollte (vgl. Metzger/Riegler 2024: 161;
Schmidt 2023b: 436). Zum Erlernen der Sprache der Mathematik ist folglich die individuelle

Generierung mathematischen Wissens unerlésslich.
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2.3 Wissen und Mathematik

2.3.1 Wissen und Wissenserwerb

,»Wissen ist sprachlich verfasst™ (Atayan/Metten/Schmidt 2015: 416) und dementsprechend von
Sprache limitiert und beeinflusst (vgl. Felder 2009: 15 f.). Wissen ist ein individuelles mentales
Konstrukt, welches auf begriindeten Annahmen iiber die Wirklichkeit beruht und sich aus his-
torischen Griinden, Erfahrungen oder den ,,Zusammenhinge[n] ideeller Gegenstinde* (Kirch-
ner et al. 2013: 737) und deren Natur zusammensetzt (vgl. Miiller 2024: 729). Daraus folgert
Konerding (2009: 81), dass Wissen auf iiberindividuell akzeptierten Annahmen basiert. Dem-
nach muss individuelles von gesellschaftlich verfiigbarem Wissen unterschieden werden. Des
Weiteren lisst sich prozedurales Wissen — eine praktische, handlungsbezogene Féahigkeit — von
deklarativem Wissen, welches Orientierung fiir Handlungen anbietet, abgrenzen (vgl. Koner-
ding 2015: 61 ff.).

Wissen ist zeitlich bedingt und beruht auf Daten sowie deren Deutungen — den Fakten (vgl.
Felder 2013: 13 f.). Diese Deutungen werden gesellschaftlich in Diskursen ausgehandelt und
manifestieren sich in im Konflikt stehenden Konzepten, den sogenannten ,,agonalen Zentren*
(Felder 2021: 58). Unter ,,semantischen Kdmpfen* wird das Bestreben aufgefasst, ,,in einer
Wissensdoméne bestimmte sprachliche Formen als Ausdruck spezifischer, interessensgeleiteter
und handlungsleitender Denkmuster durchzusetzen® (Felder 2006: 14). Sprachliches Handeln
von Diskursteilnehmenden kann in die Typen ,,Sachverhaltskonstitution®, ,,Sachverhaltsver-
kniipfung® und ,,Sachverhaltsbewertung® unterteilt werden (vgl. Felder 2013: 23 f.).

Sprache ist das ,,Medium der Wissensvermittlung® (Atayan/Metten/Schmidt 2015: 416). Ex-
perten und Laien sind als entgegengesetzte und thematisch abhingige Konzepte einer Skala zu
verstehen (vgl. Spitzmiiller 2021: 2). Experten besitzen ein spezifisches, dem Laien fehlendes,
Wissen und haben einen ,.komplexen [...] diskursiven Prozess [durchlaufen], in dem unter an-
derem Verhandlungen von Deutungsanspriichen® (Spitzmiiller 2021: 1 f.) entscheidend sind.
Laien beschéftigen sich in einer anderen sozialen Stellung mit den gleichen Sachverhalten wie
Experten (vgl. Spitzmiiller 2021: 4 f.). Diese iiben im Rahmen der Wissensvermittlung durch
die Perspektivierung von Sachverhalten Macht aus, wihrend Laien ihr eigenes Verstdndnis ge-
wihrleisten miissen (vgl. Felder 2021: 53f.). Folglich sind beide Instanzen fiir eine erfolgreiche
Wissensvermittlung verantwortlich (vgl. Felder 2021: 54). Das Ausmaf} des libermittelten Wis-
sens kann divergieren, wobei ein nicht perspektivierter Zugang zu Wissen aufgrund der Abhén-
gigkeit von Sprache unmdglich erscheint (vgl. Felder 2021: 54; 61). Folglich ist Objektivitt

idealisiert und kaum herstellbar.
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2.3.2 Objektivitat und Wirklichkeit

Wahrnehmungen iiber die Wirklichkeit konnen nur sprachlich geduflert werden und sind daher
immer perspektiviert (vgl. Felder/Gardt 2015: 4; Felder 2013: 15 f.). Dem Konstruktivismus,
also der Vorstellung, dass die Verarbeitung der Wirklichkeit nur mittels Sprache erfolgen kann,
steht der Realismus gegeniiber, wonach das Erfassen der Wirklichkeit unabhéngig von Sprache
ist und die Versprachlichung zuletzt erfolgt (vgl. Gardt 2018: 1/16). Der folgenden Arbeit liegt
die konstruktivistische Vorstellung zugrunde, die zurzeit groflere Resonanz erfahrt (vgl. Fel-
der/Gardt 2015: 4). Sprechende setzen sprachliche Einheiten funktional ein, sodass diese eine
bestimmte Wirkung erfiillen (vgl. Felder/Gardt 2015: 18). Durch die sprachliche Form werden
Sachverhalte perspektiviert und gedeutet (vgl. Felder/Gardt 2015: 14; Felder 2009: 20). So be-
schreibt Felder (2013: 21), dass ,,[d]ie Durchsetzung von bestimmten Perspektiven auf Sach-
verhalte [...] sprachlicher Mittel [bedarf], welche den jeweiligen Geltungsbereich ausdriicken*
(Felder 2013: 21).

Grundsitzlich miissen Realitdt und Wirklichkeit unterschieden werden. Die Wirklichkeit ist
Menschen unmittelbar zugénglich, folglich durch Sinne wahrnehmbar, und die Realitdt wird
durch Referenzen daraus konstruiert (vgl. Felder 2018: 392). Sprechende versuchen auf die
Wirklichkeit zu referieren und diese durch geeignete Aussagen iliberindividuell zur Verfiigung
zu stellen (vgl. Jager 2018: 314). Nach Peirce kann so das ,,immediate object™ als ,,das vom
Zeichen repréasentierte Objekt™ (Gardt 2018: 25) von dem ,,dynamical object® — ,,das Objekt in
der Wirklichkeit selbst* (Gardt 2018: 25) — unterschieden werden. Dass diese Dichotomie nicht
immer evident ist, zeigen abstrakte Objekte, wie die Objekte der Mathematik.

Obwohl die Beurteilung des Wahrheitsgehaltes kein Teil von linguistischen Untersuchungen
ist, kdnnen Aussagen kritisch hinterfragt werden (vgl. Schmidt 2024: 266). So ist es moglich,
vermeintliche Wahrheiten als individuelle Uberzeugungen zu dekuvrieren (vgl. Gardt 2018:
10). Wenn jedes Individuum nur ein Abbild der Wirklichkeit konstruiert, kann keine objektive
Darstellung dieser existieren (vgl. Gardt 2018: 32). Schmidt (2018: 110) wendet ein, dass
sprachliches Handeln darauf abzielt, wirklich betrachtete Schlussfolgerungen und nicht die
Wirklichkeit an sich abzubilden. Diese ist nicht vollstandig begreifbar und ein ,,unmittelbarer
Wirklichkeitskontakt[...] mit den Objekten out-there bereits im Rahmen der Forschungspara-
digmen der Naturwissenschaft problematisch geworden® (Jager 2018: 303). Kollektiv wird nie-
mand zum Finden der Wahrheit legitimiert (vgl. Felder 2018: 371 f.), doch gerade zur Orien-
tierung von Individuen in der Welt ist objektives — von subjektiven Eindriicken unberiihrtes —
Wissen erstrebenswert. Sprachliche Einheiten sind zwar nicht frei von subjektiven Einfliissen,

doch mit einer gemeinsamen Wirklichkeit (und somit zumindest dem Ideal der Objektivitit)
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untrennbar verbunden (vgl. Attig 2018: 340). Eine Moglichkeit zur Anndherung an Objektivitit
ist die multiperspektivische Betrachtung eines Sachverhaltes durch Offenlegung von Perspek-

tiven (vgl. Felder 2013: 16 f.).

2.3.3 Wissen in der Mathematik

,»Wissen hat definitiv kein logisch oder mathematisch gesichertes Fundament®, stellt Konerding
(2015: 77) fest. Doch auch mathematisches Wissen ist nicht absolut und muss erst hergestellt
werden. So veranschaulicht Lakatos (1979: 1 ff.) in einem fiktiven Dialog zum mathematischen
Wissenserwerb, dass es in der Mathematik nicht ausreicht, dass eine Vermutung fiir eine grof3e
Anzahl an Beispielen wahr ist. Jede Vermutung muss bewiesen werden (vgl. Lakatos 1979: 2
f.). Der Dialog demonstriert die Entstehung und den Beweis einer mathematischen Formel (vgl.
Schmidt 2009: 457). Einzelne Schritte des Beweises werden hinterfragt (vgl. Lakatos 1979: 3
f.). Es ist nicht nur entscheidend, moglichst klare Ausdriicke zu verwenden, sondern auch Aus-
sagen gegebenenfalls geeignet umzuformulieren (vgl. Lakatos 1979: 99/107). Nach Lakatos
folgt daraus, dass Mathematik eine quasi-empirische Arbeit ist, die im Diskurs entsteht und an
Vorwissen angekniipft ist (vgl. Schmidt 2009: 457—460). Beweise sind somit ein Produkt von
Irrtlimern und daraus resultierendem Hinterfragen von Beweisschritten (vgl. Schmidt 2009:
457). Sie ermoglichen Konsens und Kohérenz, also die ,,kognitive Einheit™ (Heintz 2000: 19)
der mathematischen Theorie. Schmidt (2009: 459) folgert aus seinen Betrachtungen, dass ,,sich
in Lakatos‘ Dialog sehr wohl semantische Kdmpfe erkennen* lassen. Ziel dieser sei jedoch
nicht Machterwerb, sondern Mathematik {iberindividuell verstindlich zu machen (vgl. Schmidt
2009: 459). Auch in der Mathematik lassen sich Sachverhaltskonstitutionen identifizieren (vgl.
Schmidt 2009: 459). Diese werden verkniipft und bewertet, wonach die Klassifikation der
Sprachhandlungstypen auch im mathematischen Diskurs erkennbar ist. Mathematisches Wissen
lasst sich sowohl als prozedural oder als deklarativ nachvollziehen (vgl. Jacob 2023: 389 f.).

Obwohl das Wissen der Mathematik im Studium zunéchst festgelegt scheint, werden in der
Forschung sehr wohl Forschungsdesiderate offensichtlich (vgl. Schmidt 2024: 268), die ,,iiber
Jahrhunderte bleiben [kénnen], bis mathematische Konzepte fiir deren Losung einen wissen-
schaftlichen Durchbruch erlauben (Schmidt 2023b: 439). Diese werden anhand ihrer Wider-
spruchsfreiheit gemessen (vgl. Nickel 2023: 30). Heintz — eine Soziologin, die durch Hospita-
tionen versuchte, einen Einblick in die Mathematik zu erhalten (vgl. Schmidt 2009: 460) — er-
génzt, dass mathematische Beweise an ihre Entstehungszeit gekoppelt sind und somit nicht die
absolute Wahrheit, sondern einen ,,Geltungsanspruch* (Heintz 2000: 72) duflern. Diese Fahig-
keit zum Konsens hebt Mathematik von anderen Wissenschaften ab, die oftmals zwei unver-

einbare diskursive Pole vorweisen (vgl. Heintz 2000: 272; Schmidt 2009: 460).
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Sprache ist fliir mathematisches Wissen ,,erkenntniskonstitutiv* (Atayan/Metten/Schmidt 2015:
417). Um dieses iiberindividuell und somit als Teil des wissenschaftlichen Diskurses verfiigbar
zu machen, wird das Wissen schriftlich veréffentlicht und dementsprechend sprachlich perspek-
tiviert (vgl. Schmidt 2023b: 423; Atayan/Metten/Schmidt 2015: 411). Schon der gewihlten
Textsorte kommt diesbeziiglich Bedeutung zu, da abhéngig von dieser Wissen erzeugt, darge-
stellt oder vermittelt werden kann (vgl. Schmidt 2023b: 430 ff.). Die Sprachabhéngigkeit ver-
anschaulicht, dass auch Mathematik als ,,harte[...] Wissenschaft[...] bis zu einem bestimmten
Grade weich ist (Atayan/Metten/Schmidt 2015: 415). Dennoch sind Popularisierungen von
mathematischen Theorien erschwert, da zum Verstdndnis dieser oft grundlegende Kenntnisse
von Noten sind und sie kaum abstrahiert werden konnen (vgl. Schmidt 2003: 24 f.).° Bei Ler-
nenden erweist sich die Sprache auch als Indiz fiir ihr Versténdnis, da sich falsche Vorstellungen
in widerspriichlich verwendeter Sprache duflern kdnnen (vgl. Metzger/Riegler 2024: 157).

Nach Hyland (1998: 85) lassen sich fiinf Ebenen von Wissen unterscheiden, die sich auf dessen
Sicherheit beziehen. Dabei werden Aussagen, die als wahr oder falsch gelten, als Fakten klas-
sifiziert (vgl. Hyland 1998: 85). In Bezug auf mathematisches Wissen wéren bewiesene Aussa-
gen Fakten, obgleich beriicksichtigt werden muss, dass mathematisches Wissen im Gegensatz
zu naturwissenschaftlichem, aber auch zu sprachlichem Wissen, nicht auf Daten basiert. Inso-
fern besteht mathematisches Wissen — im Gegensatz zu allgemeinen Vorstellungen — aus-
schlieBlich aus als konsensuell betrachteten Aussagen. Vermutungen, denen nach ihrem Beweis
ein faktischer Charakter zukommt, erweitern dieses Wissen dann. Vor der Fiihrung eines Be-
weises konnen Aussagen weder als Fakten noch als Teil des mathematischen Wissens klassifi-
ziert werden, weil das Erhalten der Widerspruchsfreiheit der Mathematik nicht sichergestellt
ist. Mathematisches Wissen basiert auf Denken ,,und ist insofern durch Erfahrungen nicht wi-
derlegbar* (Heintz 2000: 52) und gilt daher als ,,sicheres Wissen* (Heintz 2000: 53). Mathema-
tische Objekte ,,sind von vornherein auf eine gemeinsame, objektive Orientierung zugeschnit-
ten“ (Nickel 2023: 30). Thre Konstruktion durch Menschen erlaubt es, genauere Aussagen iiber
sie als liber reale Gegensténde zu treffen (vgl. Nickel 2023: 17). Mathematik kniipft dabei teil-
weise an die wahrgenommene Wirklichkeit an und abstrahiert diese (vgl. Schmidt 2009: 454).

5 Doch auch gesellschaftliche Wahrnehmungen kénnen die Popularisierung beeinflussen. In den von Schmidt
(2023a: 130-138) zusammengestellten Ausziigen aus Zeitungsartikeln wird eine ambivalente Charakterisierung
der Mathematik innerhalb der Gesellschaft ersichtlich. Mathematik wird einerseits als schweres Fach, dessen Er-
lernen nur wenigen gelingt und welches die Wirklichkeit niemals abbilden kann, dargestellt (vgl. Schmidt 2023a:
130-138). Andererseits wird sie als Moglichkeit verstanden, abstrakte Welten zu kreieren (vgl. Schmidt 2023a:
130-138). Der journalistische Querschnitt zeigt, dass das Fach Mathematik mit vielen Vorurteilen verkniipft ist,
die die Popularisierung zusétzlich erschweren kdnnen.
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Die Mathematikgeschichte kann ,,als Geschichte zunehmender Autonomie beschrieben wer-
den* (Nickel 2023: 17). Kvasz (2008: 8 f.) stellt fest, dass sich drei Ebenen von linguistischen
Neuerungen in der Sprache der Mathematik unterscheiden lassen. Regeldnderungen oder neue
Schreibweisen bezeichnet er als ,,re-codings®, unter ,,relativizations* werden neue Interpretati-
onen ohne dufere Sprachveridnderungen verstanden, wohingegen ,,reformulations* die Grund-
annahmen einer mathematischen Theorie neu formulieren (vgl. Kvasz 2008: 8 f.).

Je nach den fiir wahr gehaltenen Annahmen kann die Giiltigkeit mathematischer Aussagen va-
riieren. So ist beispielsweise das Wurzelziehen von einer negativen Zahl wie -1 im sogenannten
Korper der reellen Zahlen nicht mdglich, wohingegen dem Kdorper der komplexen Zahlen deren
Definition zugrunde liegt. Die Mdgliche-Welten-Semantik bildete sich als Antwort der Ande-
rung von Wahrheitswerten von Aussagen abhingig von ihrem AuBerungskontext heraus (vgl.
Lobner 2015: 425 f.). Thr entspringt die Idee, dass eine mdgliche Welt ein Modell der Sprache
ist, welches auf Informationen basiert, die es ermoglichen, Aussagen einen Wahrheitswert zu-
zuweisen (vgl. Lobner 2015: 426). ,,[D]ie Menge von Zustandsbeschreibungen [definiert] eine
Menge von moglichen Universen® (Lyons 1980: 175). Somit besteht eine mdgliche Welt aus
allen moglichen sie beeinflussenden Faktoren und stimmt genau dann mit der Realitdt tiberein,
wenn alle Fakten jenen der realen Welt entsprechen (vgl. Lobner 2015: 426). Schmidt (2018:
108) beobachtet, dass Menschen ,,in einer Vielzahl von ,Welten® leben®, wobei die Giiltigkeit
dieser diskursiv ausgehandelt wird. Einfache Aussagen kdnnen in der einen Welt wahr, in der
anderen Welt falsch sein, je nachdem, wie die mogliche Welt konstruiert wird (vgl. Lobner
2015: 426). Eine Aussage selbst legt nicht ihren Wahrheitswert fest, da dieser abhéngig vom
AuBerungskontext und somit von der zugrundeliegenden Welt ist (vgl. Kupffer 2005: 217).
Kupffer (2005: 221 f.) behauptet, dass grundsitzlich alle mathematisch wahren Aussagen in
allen moglichen Welten wahr sind. Doch diese beruhen auf Vorannahmen, die sich unterschei-
den konnen. Demnach ist nicht jede mathematische Aussage in jeder mathematisch mdglichen
Welt richtig. Insofern gilt Kupffers Behauptung nur eingeschrankt und basiert wohl auf Alltags-
vorstellungen von Mathematik wie Grundrechenarten (zum Beispiel Addition). Die Annahme
gilt nur, solange entsprechende mathematische Grundannahmen, die den Grundrechenarten zu-
grunde liegen (wie die Addition der natiirlichen Zahlen), gelten. Insofern ist auch Mathematik
vom AuBerungskontext abhingig und die Theorie der mdglichen Welten eignet sich besonders
gut, um die unterschiedlichen Subdisziplinen der Mathematik zu veranschaulichen.
Zusammenfassend ist mathematisches Wissen sprachlich verankert. Somit bieten sprachliche

Analysen Einblicke in dessen Perspektivierung.
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3 Empirische Untersuchung der Fragestellung

3.1 Voriiberlegungen

3.1.1 Datengrundlage

,» lextsorten wie Lehrbuch und Handbuch haben fiir die Darstellung und Organisation des Wis-
sens eine Schliisselrolle®, erldutert Schmidt (2023b: 430). Ihr didaktisches Ziel erleichtert Stu-
dierenden das Erlernen des jeweiligen Stoffes und dient der Darstellung von unstrittigem Wis-
sen (vgl. Schmidt 2023b: 431). Zudem werden Lehrbiicher oft als Grundlage von Vorlesungen
angesetzt und représentieren das in der Universitit dargestellte Wissen. Als Untersuchungs-
grundlage fiir die Analyse der Perspektivierung und Objektivititsbeurteilung von mathemati-
schen Sachverhalten dienen im Folgenden sechs Lehrbiicher zur Einfiihrung in die Analysis®,
die in den letzten vier Jahren erschienen sind. Fiir viele Studierende stellen Analysis und Line-
are Algebra den ersten Kontakt mit der mathematischen Sprache dar, weswegen entsprechende
Lehrbiicher in diese einfiihren miissen. Die folgende Beschrinkung auf Einfiihrungen der Ana-
lysis, die primér auf Mathematikstudierende ausgerichtet sind, dient der besseren Vergleichbar-
keit der Texte. Dementsprechend erscheint die Korpusauswahl sinnvoll, um die Perspektivie-
rung neuer Sachverhalte zu untersuchen. Zur Ergénzung des beschriebenen Korpus sollen an
einzelnen Stellen Transkripte von Videos zu Vorlesungen der Analysis’ herangezogen werden.
Zwar ist offensichtlich, dass der Modus der Vorlesung Auswirkungen auf sprachliche Phéno-
mene hat, doch erscheint vereinzelt eine Betrachtung dieser sinnvoll, da sie oft den Ursprung
des Wissenserwerbs fiir viele Studierende darstellen. Die untersuchten Lehrbiicher unterschei-
den sich nicht nur im Aufbau, sondern auch in ihrer Gestaltung (etwa die Farbauswahl in E, die
teilweise, wie Einschiibe zu kennzeichnen, funktionalen Hintergrund hat (vgl. E 56)).

Im Rahmen der Analyse sollen grundlegende Auffdlligkeiten, die in das Fach und das Themen-
gebiet der Analysis einfiihren, untersucht werden. Damit eine thematische Vergleichbarkeit ge-
wihrleistet ist, soll sich die darauffolgende Analyse auf Kapitel des Themas ,Folgen und Kon-
vergenz‘ beschrinken. Dazu wurde aus den sechs Lehrbiichern ein Subkorpus? erstellt, das nur
die thematisch passenden Kapitel (-teile) beriicksichtigt. Hierbei konnten keine klaren Grenzen
gezogen werden, weswegen auch thematisch passende Aussagen aus anderen Kapiteln im Fol-

genden heranzuziehen sind.’

¢ Die einzelnen Lehrbiicher sind im Anhang (I Primérliteratur) aufgefiihrt. Zur besseren Lesbarkeit wird im Fol-
genden auf die einzelnen Lehrbiicher mit Buchstaben verwiesen; ihre Entsprechung ist dort ebenfalls nachlesbar.

7 Die Transkripte der ausgewihlten Vorlesungen (basierend auf Videos) sind im Anhang (IV Transkripte) aufge-
fiihrt. Auf diese wird durch das in der entsprechenden Uberschrift genannte Kiirzel verwiesen.

8 Die im Subkorpus beriicksichtigten Ausziige sind im Anhang (I Primérliteratur) hervorgehoben.

° Dies hat keine erkennbaren Auswirkungen auf die gewéhlten Ausdriicke und wird im Folgenden vernachléssigt.
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3.1.2 Methodik

Um aufzuzeigen, wie in den Lehrbiichern zur Einfiihrung in die Analysis Wissen perspektiviert
wird, bietet es sich an, auf die Methodik der Diskursanalyse zuriickzugreifen (vgl. Felder 2013:
15). Unter Diskurs ist ,,die Gesamtheit vernetzter Aussagen zu verstehen* (Warnke 2015: 224).
Da sich alle gewéhlten Lehrbiicher auf Analysis beziehen, sind sie thematisch vernetzt. Bei
konkreten Diskursanalysen kann immer nur ein Teil des Diskurses, in Form eines Korpus, be-
rlicksichtigt werden (vgl. Warnke 2013: 86 f.). Diese ermdglichen anhand von Texten eine Auf-
deckung ,,von divergenten und konvergenten Konzeptualisierungen® (Felder 2013: 20), um die
zugrunde liegende Perspektivitit des dargestellten Wissens zu analysieren. Quantitative Verfah-
ren erweisen sich bei der Identifikation der zu analysierenden Begriffe als hilfreich.

Obwohl grundsatzlich keine agonalen Zentren zu erwarten sind, bietet die von Felder (2015: 96
ff.) darauf bezogene Analyse der sprachlichen Oberfldche, unter der auch Bilder verstanden
werden, und der Sprachhandlungstypen erste Ansatzpunkte. Die Sachverhaltskonstitution ist
insbesondere in Definitionen und Sitzen zu erwarten. Von Interesse scheint deren Bewertung
und Verkniipfung zu sein, weswegen sich die folgende Arbeit auf diese Aspekte fokussiert.
Auch Grafiken sollen miteinbezogen werden, da bildliche und sprachliche Einheiten Interde-
pendenzen aufweisen (vgl. Klug/Stockl 2015: 249).

Die Perspektivierung und Hinfithrung zum Themengebiet der Analysis soll durch die Analyse
der Titel, der Inhaltsverzeichnisse und des gewéhlten Einstieges der Lehrbiicher erfolgen. Im
Anschluss soll die Einfithrung des Subthemas ,Folgen und Konvergenz* analysiert werden. Da
zentrale Lexeme auf grundlegende mathematische Konzepte verweisen, soll ihre entsprechende
sprachliche Einfithrung hinsichtlich ihrer Objektivitdt beziehungsweise Perspektivitdt analy-
siert werden. Dabei werden vor allem Verstofe gegen diese vermeintliche Objektivitét hervor-
gehoben werden, was an vielen Stellen mathematische Beweise und Definitionen ausschlief3t.
Zur Herleitung der zentralen Lexeme des Subkorpus® zu ,Folgen und Konvergenz® wird das
digitale Tool Sketch Engine hinzugezogen. Zunichst wurde das Korpus ,Analysis® konzipiert,
welches die gesamten Lehrbiicher enthélt. Das anschlieBend erstellte Subkorpus beriicksichtigt
thematisch nur ,Folgen und Konvergenz*. Zunichst wurde mithilfe des Programms eine Tabelle
erstellt, die die absolute Haufigkeit der Substantive innerhalb des Subkorpus abbildet. Da Sub-
stantive oft zentrale Objekte der Mathematik benennen,'? konnte die Auswertung auf diese be-
schrankt werden. Aus dieser wurde nun eine gekiirzte Tabelle erstellt, die nur mathematisch

relevante Schliisselworter mit Bezug zu ,Folgen und Konvergenz* beriicksichtigt (vgl. Tabelle

10 Ein Hinweis hierauf ist ihr gehiuftes Vorkommen in mathematischen Texten (vgl. Kruse 2023: 472); zudem sind
Fachworter meistens Substantive (weiterfithrend zu Gerisch 1988: 54f.).
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1). Im Anschluss erfolgte die Erstellung einer Liste aller zwei- bis vierwertigen N-Gramme.
Auch diese wurde auf mathematisch relevante und statistisch signifikante beschriankt, so wur-
den N-Gramme mit Artikel ausgeschlossen (vgl. Tabelle 2). Zuletzt wurden die Keywords des
Subkorpus im Vergleich zum Gesamtkorpus ausgewertet. Diese stellen fiir das Subkorpus rele-
vante Lexeme heraus, die im Korpus ,Analysis‘ seltener sind. Analog lieB sich auch hier eine
auf wesentliche Schliisselworter reduzierte Tabelle erstellen (vgl. Tabelle 3). Basierend auf der
Liste der absoluten Haufigkeit der Substantive, ergénzt durch die anderen beiden Tabellen und
durch Zusammenfassen mehrerer Lexeme, konnten so die wichtigsten identifiziert werden, die
im Folgenden analysiert werden: Folgen, Konvergenz, Konvergenzregeln, Divergenz, Be-
schrianktheit, EinschlieBungssatz, Teilfolge, Haufungspunkt, Satz von Bolzano-Weierstral und

Cauchy-Folge (vgl. Tabelle 4).!!

3.1.3 Thematische Einordnung

Zur besseren Verstandlichkeit sollen die gefundenen Untersuchungslexeme kurz eingeordnet
werden. Dies kann selbstverstdndlich nicht unabhidngig von Sprache erfolgen, wobei dieser As-
pekt im Folgenden vernachléssigt werden soll. Um mogliche Beobachtungen, die aus der Ana-
lyse der zu untersuchenden Lehrbiicher resultieren, nicht vorwegzugreifen, wird zur Erldute-
rung ein anderes Lehrbuch sowie ein Worterbuch der Mathematik hinzugezogen. Bei der Er-
klarung wird bewusst von der mathematischen Fachsprache abgewichen.

Die Analysis, die sich als Fachgebiet der Mathematik mit Differential- und Integralrechnung
auseinandersetzt, beschéftigt sich unter anderem mit ,Folgen und Konvergenz* (vgl. Hoffmann
2017: 67). Eine Folge ordnet jeder natlirlichen Zahl eine (reelle) Zahl zu (vgl. Angermann/Mu-
lansky 2022: 65). Wenn sich eine »Folge« einem Wert immer weiter annéhert, nennt man diesen
Grenzwert und die »Folge« konvergent (vgl. Angermann/Mulansky 2022: 67). Divergent heifl3it
demgegeniiber eine >Folge«, die nicht konvergiert (vgl. Angermann/Mulansky 2022: 67). Zur
Beurteilung von yKonvergenz« dienen ,,Konvergenzregeln®. Eine spezielle Konvergenzregel ist
der ,,EinschlieBungssatz®“. Demnach konvergiert eine dritte »Folge«, die von zwei anderen
yFolgen« gleichen »Grenzwerts< eingeschlossen ist, auch mit diesem (vgl. Angermann/Mu-
lansky 2022: 73). Wenn eine »Folge< beschrdinkt ist, dann sind die angenommenen Werte nach
oben oder unten limitiert (vgl. Angermann/Mulansky 2022: 67). Eine 7eilfolge betrachtet nur
einen Teil der »Folgenglieder« einer »Folge; sollte diese »>Teilfolge« gegen einen bestimmten
Wert konvergieren, nennt man diesen Hdaufungspunkt der urspriinglichen »Folge« (vgl. Anger-

mann/Mulansky 2022: 78). Der ,,Satz von Bolzano-Weierstral}* besagt, dass eine beschrinkte

! Die ausgewihlten Lexeme sind von allgemeineren Konzepten bis zu speziellen Sitzen der Mathematik sortiert.
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yFolge« mindestens einen yHaufungspunkt« aufweist (vgl. Walz 2017: 244). Eine Cauchy-Folge
ist eine Folge, deren »Folgenglieder« einen immer geringeren Abstand vorweisen (vgl. Walz

2017: 295).

3.2 Hinfiihrung zur Analysis

3.2.1 Titel und Inhaltsverzeichnis

Schon bei den Titeln der einzelnen Lehrbiicher lassen sich Unterschiede feststellen. Wahrend
nur zwei der Biicher den Titel ,,Analysis“ ohne Zusatz beziehungsweise nur mit der Nennung
der Ausgabe tragen (C, F), erginzt B diesen um eine romische Eins. Dadurch wird verdeutlicht,
dass das Buch nicht den gesamten Stoff der Analysis abbildet, sondern lediglich einen Teil.
Auch die Lehrbiicher A sowie D spielen auf diese Tatsache mithilfe der Zahl eins an. Zusétzlich
werden sie jedoch ergénzt. Der Untertitel ,,Ein zuverldssiger und verstindlicher Begleiter fiir
Studium und Priifung® (A) bezieht sich ausschlieBlich auf die Giite und Verstidndlichkeit des
Buches und auf seine Zielgruppe der Studierenden, wohingegen ,,Differential- und Integral-
rechnung einer Verdnderlichen (D) auf eine inhaltliche Beschreibung abzielt. Der Titel ,,Ana-
lysis. Fokussiert und farbig® (E) erscheint erkldrungsbediirftig. Friedl beschreibt in einer Ein-
leitung, dass sich ,,fokussiert” auf die Darstellung von wichtigem, nicht zu detailreichem, Stoff,
und ,,farbig* auf die grafische Darstellung bezieht (vgl. E: 1). Bereits die gewédhlten Titel vari-
ieren in ihrer Darstellung der Analysis und setzen das Buch in einen bestimmten Rahmen.

Der Umfang der einzelnen Lehrbiicher variiert stark und liegt zwischen 227 (E) und 699 Seiten
(B). Dementsprechend erscheint eine Variation des Umfangs des dargestellten Inhalts unaus-
weichlich. Dieser unterscheidet sich schon in der Auswahl der Kapitel. So ist ,,Vollstindige
Induktion® das erste Kapitel des Lehrbuchs D, wohingegen Lehrbuch A das Thema als zweites
Kapitel verortet. Die Lehrbiicher C, E und F weisen dem Thema lediglich den Status eines
Unterkapitels zu, wihrend B das Thema nicht im Inhaltsverzeichnis auffiihrt, aber ebenfalls
behandelt (vgl. B 42). Durch die Relevanzsetzung von einzelnen Themen mithilfe der abwei-
chenden Benennung innerhalb des Inhaltsverzeichnisses variiert deren Bedeutung in unter-
schiedlichen Lehrbiichern. Auffillig ist, dass die Lehrbiicher verschiedene Einstiege in das Ge-
biet der Analysis wihlen. So tiberschneiden sich zwar die gewéhlten ersten Kapitel thematisch,
aber keines der ersten Kapitel fokussiert sich auf dasselbe Thema wie eines der anderen. Dem-
entsprechend unterscheidet sich die jeweilige Sachverhaltskonstitution des Einstiegs in die
Analysis. Da dieser nun mittels sprachlicher Mittel begriindet, verarbeitet oder mit anderen
Themen — im Rahmen der Sachverhaltskontextualisierung — verkniipft werden muss, kommt
dieser Wahl Bedeutung zu, die insbesondere die individuelle Konzeptualisierung der Analysis

der Rezipierenden beeinflusst.
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3.2.2 Vorwort

Jedes der untersuchten Lehrbiicher hat ein Vorwort, welches teilweise von weiteren Vorworten
fiir spédtere Auflagen ergénzt wird (vgl. A V-VIII; B VII-XI; C v—viii; D V-XIII; E 1f,; F V-
VIII). Bei der Analyse stellt sich das erste Vorwort eines jeden Buches als das aussagekriftigste
heraus, da die darauffolgenden oft nur Neuerungen erldutern. Grundsétzlich wird in jeder Ein-
fiihrung ein inhaltlicher Uberblick gegeben und die Entstehungsgeschichte (unterschiedlich
ausfiihrlich und personlich) des Buches erliutert. Oft endet das Vorwort mit einem Dank.
Teilweise wird bereits in das Gebiet der Mathematik oder im Speziellen in das Teilgebiet der
Analysis eingefiihrt. So bezeichnet das Lehrbuch A Analysis als ,,eine der tragenden Séulen der
Mathematik* (A V) und fiihrt diese Metapher mit ,,, Wissensgebdude® der Mathematik* (A V)
fort. Dadurch wird die Relevanz des Faches hervorgehoben, das schon zu Beginn wertend mit
,wunderschon[...]“ (A V) bezeichnet wird. Gleichzeitig impliziert dies eine gewisse Bestin-
digkeit. Auch B verarbeitet eine auf Materialitit bezogene Metapher und nennt ,,Erkenntnisse
der Analysis [...] dsthetische Denkmale* (B VIII). Damit wird die Analysis zunichst positiv
konnotiert, vor allem aber auch ihre historische Relevanz und somit ihre Unverriickbarkeit be-
tont. Des Weiteren wird Mathematik als ,,Suche nach Struktur* (B IX) verstanden. Diesen pro-
zesshaften Charakter verdeutlicht auch A, welches die historische Entwicklung von Mathema-
tik als einen ,.komplexe[n] und interaktive[n] Prozess* (A VI) beschreibt, bei dem ,,die Kluft
zwischen Bekanntem und Unbekanntem* (A VI) zu liberwinden versucht wird. Diese Wortwahl
perspektiviert Mathematik bereits als Wissenschaft, bei der Wissen absolut zu verstehen ist.
Dem Vorwort von B vorangestellt ist ein Zitat Gaul3‘: ,,Wahrlich ist es nicht das Wissen, sondern
das Lernen, nicht das Erben, nicht das Da-Sein, sondern das Hinkommen was den grof3ten Ge-
nuss gewihrt* (B VI). Dieses scheint in Bezug zu Mathematik zu stehen, das Buch weicht schon
hier von der erwarteten Objektivitdt ab. Das Zitat ist eher philosophisch und trigt im engeren
Sinne nicht zum Verstdndnis von Mathematik bei. Als erstrebenswert wird nicht das Wissen an
sich, sondern das ,,Hinkommen* beschrieben. Dieses kann sich auf neue Erkenntnisse beziehen,
die individuell oder fachwissenschaftlich erfolgen kdnnen und bisherige Vorstellungen erwei-
tern oder relativieren konnen. Damit dient das Buch im engeren Sinne auch dem Lernen, wel-
ches Vergniigen bereitet.

C eroftnet keine Vorstellung von Mathematik, duflert aber dem Buch zugrundeliegende Para-
digmen, die die Kiirze betonen sowie die Wichtigkeit, dessen, was verschwiegen wird und die
erldutern, dass ,,[d]ie beste Motivation fiir einen mathematischen Sachverhalt [...] ein klarer
und einfacher Beweis* (C v) ist. Die Auswahl der Themen erscheint folglich reflektiert erfolgt

zu sein. Das Lehrbuch D mochte ,konkreten mathematischen Inhalt [...] einem groBen
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abstrakten Begriffsapparat™ (D V) vorziehen, wodurch die als agonalen Zentren identifizierba-
ren Konzepte »>Konkretion< und »Abstraktion< herausgestellt und »Konkretion« als wiinschens-
wert hervorgehoben wird. Des Weiteren betont D ebenfalls die Wichtigkeit der Kiirze, aber auch
die von Beispielen (vgl. D V), wobei auch das Lehrbuch F (VII) dem beipflichtet. Somit werden
sprachliche Einordnungen als iiberfliissig angesehen. Die gedufBerten Vorstellungen und Ein-

ordnungen von Mathematik konnen die Erwartungshaltung und das Leseverhalten beeinflussen.

3.2.3 Sachverhaltskonstitution

Grundsitzlich sind bei der Sachverhaltskonstitution der Analysis zwei Tendenzen zu beobach-
ten. Die Lehrbiicher A, B und C erldutern ihr Verstdndnis von Mathematik, wohingegen die
Lehrbiicher D, E und F ohne einleitende Worte einen mathematischen Sachverhalt thematisie-
ren. So ist die Tendenz des Vorwortes von A und B, Mathematik als solches einzuordnen, auch
im thematischen Einstieg erkennbar (vgl. A1 f.; B3 f.).

Lehrbuch A erldutert: ,,In der Mathematik befassen wir uns mit Aussagen® (A 1) und erklért
dann mithilfe von Beispielen wichtige Begriffe wie »Aussage« oder »Beweis< (vgl. A 2). In den
darauffolgenden Kapiteln wird ndher auf deren Verkniipfung und ihre Formulierung mittels
Quantoren (Symbole, die eine Kurzschreibweise ermoglichen) eingegangen (vgl. A 4-10).
Auch B beschreibt Mathematik ndher und stellt zunichst die ,,widerspruchsfreie Objektivitét*
(B 3) heraus, die auf ,,den Errungenschaften der mathematischen Logik und der Mengenlehre*
(B 3) basiert. Fiir diese Teilbereiche sei es das Ziel, zunachst ein Verstindnis zu entwickeln,
wobei B problematisiert, dass dies oft in entsprechenden Vorlesungen ausgelassen werde (vgl.
B 3). Mathematik wird als ,,deduktive Wissenschaft™ (B 3) beschrieben und das allgemeine
Vorgehen nidher erldutert, wobei wesentliche Begriffe wie »Beweis< vorausgesetzt werden oder
nur implizit herleitbar sind. Auch C duBert, dass Mathematik sich damit beschéftigt ,,aus be-
kannten wahren Aussagen neue wahre Aussagen zu gewinnen“ (C 3). Dabei erldutert C den
Grundbegriff »Aussage« anhand eines Beispiels (vgl. C 3), wohingegen der Begriff »yBeweis«
nicht konkretisiert wird (vgl. C 3). Somit kniipfen die Lehrbiicher A, B und C ihre Vorstellung
von Mathematik eng an Logik, wobei B dies am stéirksten expliziert.

Das Lehrbuch D hingegen fiihrt direkt thematisch das Verfahren der Vollstandigen Induktion
ein (vgl. D 1). Auch E bietet keinen generellen Einstieg, mochte aber an einige Notationserkli-
rungen ,.erinnern” (E 3) und setzt diese damit als bekannt voraus. Insbesondere wird der Begriff
der »Aussage< nicht ausgefiihrt (vgl. E 4). Lehrbuch F erldutert direkt Grundbegriffe und ver-
weist insbesondere auf die Vorlesung ,,Lineare Algebra®, da in dieser ,,Begriffe ausfiihrlicher
[...] behandelt [werden], weshalb hier zuweilen ein naiver Standpunkt eingenommen werden

kann* (F 1). In einer zugehorigen FuBlnote wird darauf verwiesen, dass die grundlegende
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Vorgehensweise zu zeitintensiv wire und ,,mehr Verwirrung stiften als Nutzen bringen* (F 1)
wiirde. Hier wird also bewusst gegen Konventionen versto3en und dies metareflexiv themati-
siert. Da sich das Buch vor allem an Studierende des ersten Semesters richtet, wird das zundchst
nicht offensichtlich sein. Bereits an den Einstiegen der Biicher wird deutlich, dass diese von
unterschiedlichem Vorwissen der Lesenden ausgehen und entsprechend daran ankniipfen. Der
Einstieg scheint nicht objektiv wihlbar zu sein. Das Vorgehen wird in den Lehrbiichern B, C,
E und F thematisiert, wodurch eine gewisse Transparenz entsteht (vgl. B 3; C3; E 3; F 1).

Zum Vergleich sollen nun Transkripte zweier Vorlesungen herangezogen werden. Dass bei einer
solchen Kontrastierung die unterschiedliche Medialitdt beriicksichtigt werden muss, ist evident.
Beide betrachteten Transkripte erarbeiten Definitionsversuche der Analysis, wobei auch Unter-

schiede ersichtlich sind. So erldutert Vorlesung 1:

Was sind unsere Ziele? Wie erreichen wir die und was eigentlich bedeutet Vorlesung? Was werden wir da
machen? Gut. Was ist Analysis? Analysis ist ein Gebiet von Mathematik, wo wir uns mit Untersuchung von
Funktionen, von differenzierbaren Abbildungen beschéftigen und was das wirklich bedeutet, ich mdchte
mit einem Beispiel oder mehreren, zwei Beispielen zeigen [sic!]. (VL 1: 2-6)

Durch die rhetorischen Fragen wird sich dem Definitionsversuch des Begriffs » Analysis< ange-
ndhert. Zunichst soll dies mithilfe von bisher unbekannten Fachwortern geschehen. Da diese
keine nihere Beschreibung von >Analysis< zulassen, sollen Beispiele das bessere Verstandnis
fordern und deren tatsidchliche Bedeutung erldutern. Dieses Vorgehen widerspricht dem spiter
erlduterten mathematischen Vorgehen, aus Grundannahmen wahre Aussagen zu folgern (vgl.
VL 1: 16-22).

Die zweite Vorlesung erldutert das Ziel dem schon vorhandenen, naturwissenschaftlichen Wis-
sen iiber Funktionen, das teilweise ldnger besteht als Analysis selbst, ,,einen theoretischen Un-
terbau zu verleihen* (VL 2: 10). Auch hier wird analog zu den schon analysierten Vorworten
mit einer (schon verblassten) Gebdudemetapher gearbeitet.

Der grundlegende Begriff yKonvergenz« wird an die reale Welt gekoppelt, in der Messungen
als eine Anndherung an den tatsdchlichen Wert zu verstehen sind (vgl. 12—17). Dieser Bezug
motivert das Thema auf den Bezug zur Wirklichkeit. Weiter beschreibt die Vorlesung: ,,Und
insbesondere wollen wir verstehen, warum, wie und wann solche Methoden funktionieren® (VL
2: 26f.). Eine rhetorische Frage leitet ndhere Erlduterungen zu den Fragewortern ein (vgl. VL
2: 271). ,,Warum* soll auf das Erhalten einer ,,Intuition” (VL 2: 28) anspielen. ,,Wie* driickt
das Ziel des Rechnens aus (vgl. VL 2: 29) und ,,wann‘ wird als typisch fiir die Mathematik
herausgestellt und deutet die Frage an, ,,unter welchen Annahmen unsere Methode iiberhaupt
funktioniert™ (VL 2: 34). Die Wortwahl perspektiviert das mathematische Vorgehen als subjek-
tiv, fiir das eine individuelle Vorstellung notwendig ist, was aber an objektiv verifizierbare Me-

thoden ankniipfen kann. Diese sollen durch Beweise logisch geschlussfolgert werden (vgl. VL
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2:40f.), wobei gleichermallen ,,die Grenzen unserer Methode oder [...] die Grenzen in der Auf-
weichbarkeit von Voraussetzungen (VL 2: 43 f.) aufzuzeigen sind. Beweise dienen demnach
auch der Elaboration von mathematischem Wissen, was durch die Metapher ,,Aufweichbarkeit
hervorgehoben wird und Grenzen werden nicht als starr perspektiviert. Beweise konnten unter
anderem darauf zuriickgehen, dass einer ,,Intuition geglaubt® (VL 2: 39) wurde.!? Auch dies

veranschaulicht, dass die Motivation eines Beweises nicht absolut wahlbar ist.

3.3 Folgen und Konvergenz

3.3.1 Einstieg

Alle Kapitel der Lehrbiicher zu ,Folgen und Konvergenz® beginnen mit einem kurzen Ausblick.
B legt eine vereinfachte Definition von »Folgen« (die anschlieend formalisiert wird) dar und
verkniipft diese mit »Grenzwertens, die relevant fiir die gesamte Analysis seien (vgl. B 71).
Auch Lehrbuch F betont die Verbindung dieser beiden mathematischen Konzepte und bezeich-
net den Grenzwert als ,,fundamentale[n] und fiir die Analysis charakteristische[n] Begriff* (F
27), wohingegen ,Folgen® (und ,Reihen‘) das ,eigentliche[...] Thema® (F 27) des Kapitels
seien. Die Eigentlichkeitsprasupposition betont zunédchst die Fokussierung auf das zugrunde-
liegende Thema, deutet zugleich aber an, dass auch die ,,Einiibung des Limesbegriffs* (F 27)
bedeutend ist. Die Betonung der Relevanz des Begriffes »Folgen« ldsst sich auflerdem bei D
feststellen: ,,Wir kommen jetzt zu einem der zentralen Begriffe der Analysis, dem des Grenz-
werts einer Folge* (D 53). Durch die Verwendung des Genitivs wird die Abhéngigkeit beider
Konzepte stirker betont als in Lehrbuch A (vgl. A 81). So betont A zwar die Relevanz des
»Grenzwertes<, verweist aber auf »Folgen< nur in Zusammenhang mit einem Beispiel (vgl. A
81). Besonders auftillig erscheinen in A die Worte ,,Damit erhalten wir eine Folge, ndmlich die
Folge der Sekantensteigungen [...] und hoffen, dass diese Folge ,gegen einen Grenzwert
strebt*“ (A 81). Das Lexem ,,hoffen* verstofit zwar gegen die vermeintliche Objektivitit der
Mathematik, zeigt aber, dass in der Mathematik Erwartungen existieren, die mithilfe von Logik
bestitigt werden konnen. Auch E verweist auf die Konzepte »Folgen«< und »Reihen< und &uflert,
das Interesse ,,deren ,Konvergenzverhalten® [zu] studieren (E 25). Noch unbekannte Konzepte
werden mit Anfithrungsstrichen gekennzeichnet, aber nicht niher erldutert. Der Satz ,,[d]iese
Begriffe werden uns durch die ganze Analysis begleiten” (E 25) stellt deren Wichtigkeit auch

fiir spatere Erkenntnisse heraus.

12 Vergleiche dazu auch Peirce* Wahrnehmungskategorien und seine Annahme, dass zunichst eine ,,Kategorie des
unreflektierten Gefiihls* (Noth 2000: 61) existiert, die dann mit Fakten in Relation gesetzt und anschlieend ver-
mittelt werden kann (vgl. N6th 2000: 61).
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Einzig Lehrbuch C verzichtet in der Einfiihrung auf die Worter ,,Folge®, ,,Grenzwert™ oder
,Konvergenzverhalten“ (vgl. C 45) und duBlert, dass das Ziel der ,,sauber[e]* (C 45) Umgang
mit dem Konzept der »>Anndherung« sei. Diese Wortwahl kniipft an eine vorwissenschaftliche
Vorstellung an, stellt aber gleichzeitig die Relevanz von mathematischer Genauigkeit heraus.
Abhéngig von den betrachteten Lehrblichern werden die erwéhnten mathematischen Konzepte
unterschiedlich konstituiert, verkniipft und bewertet. So wird vor allem deren Relevanz per-

spektiviert, die zusdtzlich auch an der Wahl der sprachlichen Mittel sichtbar ist.

3.3.2 Folgen

Mit Ausnahme von Lehrbuch E, in dem »Folgen« erst nach den Bemerkungen zur Notation ein-
gefiihrt werden (vgl. E 26), schlieft sich in den anderen Lehrbiichern die Einfiihrung dieser
unmittelbar an den Einstieg an (vgl. A 82; B 71; C 45; D 53; F 27). In den Lehrbiichern A, B,
C und E ist diese mit ,,Definition” (A 82; B 71; C 45; E 26) iiberschrieben. In D ist sie nur durch
einen Absatz vom Einstieg abgetrennt (vgl. D 53). Diese Herangehensweise erscheint fiir das
jeweilige Lehrbuch charakteristisch und Teil der Gestaltung zu sein.

Inhaltlich unterscheiden sich die einzelnen Definitionen kaum. Die Lehrbiicher A und B fiihren
»Folgenc« allgemein ein, bevor sie sich auf >reelle Folgen«< konzentrieren, wohingegen die rest-
lichen Lehrbiicher direkt auf diese referieren. Dadurch entsteht jedoch kein inhaltlicher Wider-
spruch, sondern »Folgen< werden allgemeiner beziehungsweise konkreter (jedoch fiir die nach-
folgenden Konzepte ausreichend generalisiert) eingefiihrt. Somit ist inhaltlich Objektivitit im
Sinne der Multiperspektivitit gegeben. Sprachlich ist dies unter anderem an den gewéhlten Ver-
ben erkennbar.!® So kann bei den Lehrbiichern C und E das Schema ,,eine Folge [...] ist eine
Abbildung® (C 45; E 26) beobachtet werden. A vertauscht Priadikativ und Subjekt und nutzt
folglich die Worte ,,[e]ine Abbildung von N nach M heil}t Folge* (A 82). Dadurch entsteht eine
unterschiedliche Fokussierung auf das Konzept der »Folge<. Durch die Kombination mit den
jeweiligen Verben ,,sein“ beziehungsweise ,.heilen” ist der dadurch erzeugte Bedeutungs-
unterschied jedoch marginal. Bei beiden Formulierungen wird die Objektivitdt auch durch das
gewihlte Subjekt — was einem mathematischen Objekt entspricht — verdeutlicht. Die Lehrbii-
cher D und E arbeiten mit dem Schema ,,[u]nter einer Folge [...] versteht man eine Abbildung*
(D 53; vgl. F 27). Das Personalpronomen ,,man* betont die Unabhéngigkeit der Definition von

konkreten Individuen. Einzig B verwendet mit ,,[w]ir bezeichnen die Abbildungen von N in X

13 Grundsitzlich spiegeln auch die gewihlten Verben, die in Bezug auf die, im weiteren Verlauf der Arbeit analy-
sierten, Begriffe verwendet werden, diese Objektivitit wider. In dieser Arbeit sollen insbesondere Perspektivie-
rungen im Sinne von Auffalligkeiten analysiert werden, daher wird im Folgenden auf diesen Befund nicht néher
eingegangen. Dieser ist an der Tabelle der am héufigsten verwendeten Verben des Subkorpus ersichtlich (vgl.
Tabelle 5). Bei dieser ist das Verb ,,sein mit groBem Abstand auf Platz eins.
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als Folgen* (B 71) das Personalpronomen ,,wir”“. Dies kann ebenfalls als Neutralititsmarker
verstanden werden, da die Referenz auf eine konkrete Personengruppe vage bleibt. Der Verfas-
ser konnte das Personalpronomen aber auch zum Schaffen eines gemeinsamen Erkenntnisraums
mit den Lesenden verwenden, den er durch das Einfiihren von »Folgen« erweitert.

Im Anschluss an die Definition der Folge definieren A, B, C und E den Begrift >Folgenglieder<
(vgl. A82; B 71; C 45; E 26). Diesen verwenden die Lehrbiicher D und F zwar auch, fiihren ihn
jedoch nicht formal ein (vgl. D 53-55; F 27 f.). Die Lehrbiicher D und F scheinen insgesamt
weniger formal als die restlichen Lehrbiicher (wie auch an der fehlenden Bezeichnung ,,Defi-
nition* erkennbar) zu arbeiten. Inwieweit dieser Eindruck absolut ist, kann ebenso wie die
Frage, ob dies das Verstdndnis und das Erlernen der Sprache der Mathematik erleichtert oder
erschwert, an dieser Stelle nicht nidher analysiert werden.

Alle untersuchten Biicher veranschaulichen mit Beispielen das Konzept »Folgen<, wobei F zu-
nichst den Begriff des »Grenzwerts« einfiihrt, bevor das Buch diese darlegt (vgl. A 83; B 72; C
46; D 53 f.; E 27; F 27 f.). B stellt im Rahmen der Beispiele weiterfiihrende Konzepte, wie die
yrekursive Definition von Folgen¢, heraus (vgl. B 72). Auch A und D erwihnen dies, erldutern
den Begriff aber nicht ndher (vgl. A 83; D 54). A und D setzen somit ein hoheres Vorwissen
voraus, was bei dessen Mangel den mathematischen Spracherwerb erschweren kann.

Die Lehrbiicher A und C veranschaulichen die Beispiele zusitzlich mit Grafiken. Wahrend
Lehrbuch A jedes der Beispiele anhand einer Darstellung veranschaulicht (vgl. Abbildung 1;
Abbildung 2), geschieht dies in C nur vereinzelt (vgl. Abbildung 3). Die Grafiken in Lehrbuch
A liefern weniger Informationen als das entsprechende Beispiel, stellen jedoch einzelne Infor-
mationen, wie dass die einzelnen Punkte unverbunden sind, anschaulicher dar (vgl. Abbildung
1; Abbildung 2). Das Lehrbuch C stellt anhand eines Punktschemas den Wert einzelner
yFolgenglieder« heraus und veranschaulicht die im Text vorkommenden Begriffe »Quadrat-
zahlen< und >Dreieckszahlen< (vgl. Abbildung 3). Die entsprechenden Informationen bleiben
deutlich hinter der sprachlichen Einheit zuriick, begriinden aber die Bezeichnung der Begriffe.
Da die Grafik in den Text integriert ist, erscheint ein isoliertes Betrachten dieser unmoglich.

Das Lehrbuch E leitet zu den Beispielen mit den folgenden Worten {iber:

Wir betrachten jetzt eine ganze Liste von Folgen, damit wir ein Gefiihl dafiir bekommen, wie Folgen aus-
sehen konnen. Wir wollen dabei auch ,,qualitativ beschreiben, wie sich die jeweilige Folge verhilt. (E 26)

Die Erwihnung des Wortes ,,Gefiihl* assoziiert die Entwicklung eines Verstindnisses.'* Folg-
lich soll durch die genannten Beispiele dieses nicht nur erleichtert werden, sondern eine grund-

legende Vorstellung der Konzeption von >Folgen« ausgebildet werden. Die Verkniipfung mit

4 Vgl. ,,Gefiihl*, bereitgestellt durch das Digitale Worterbuch der deutschen Sprache, https:/www.dwds.de/
wb/Gef%C3%BChl, konsultiert am 11.05.2025 und siehe FuBnote 12 zu Peirce Wahrnehmungskategorien.
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dem Personalpronomen ,,wir* betont das gemeinsame Ziel. Durch die Erwidhnung des Wortes
,,Gefiihl“ sollen folglich ndhere Erkldrungen, die intersubjektiv kommuniziert werden miissten,
ersetzt werden. Dass im Folgenden das Wort ,,qualitativ in Anfiihrungsstriche geschrieben ist,

betont dessen fehlende Definition.

3.3.3 Konvergenz

3.3.3.1 Konvergenz und Grenzwert

Die Definitionen von »Konvergenz< unterscheiden sich inhaltlich nicht. Auch die Wortwahl ist
dhnlich, so verwenden die Lehrbiicher B, C, D und F das Schema ,,[e]ine Folge heilit konver-
gent, wenn...“ (vgl. B 72; C 46; D 54; F 27), was den grundsitzlichen Konsens der Definition
betont. Dies wird auch mit der Subjektsetzung von »Folge« betont. Das Lehrbuch E fillt durch
die eingesetzten Quantoren aus diesem Muster (vgl. Abbildung 4). Diese spezielle, der Mathe-
matik eigene Symbolik, wurde jedoch erst zu Beginn des Kapitels eingefiihrt (vgl. E 25). Somit
ist ihr Mehrwert hinterfragbar und die Definition erscheint bei bloer Ansicht komplizierter. Da
die Lehrbiicher B, D und F die Konzepte »>Grenzwert< und »Konvergenz< unmittelbar hinterei-
nander und E sogar innerhalb eines Satzes einfiihren, wird ein enger inhaltlicher Zusammen-
hang durch die sprachliche Reihenfolge verdeutlicht, wobei >Konvergenz« hier jeweils
»Grenzwert« vorauszugehen scheint (vgl. B 72; D 54; E 28; F 27). Auch A fiihrt die Begriffe
unmittelbar hintereinander, allerdings mit umgekehrter Reihenfolge und somit einer Vertau-
schung des scheinbaren Kausalitdtszusammenhangs, ein (vgl. A 83).

C definiert erst nach Feststellen der ,,Eindeutigkeit des Limes* (C 47)!° den Begriff >Grenz-
wert<. F folgert die Eindeutigkeit des »Grenzwertes< unmittelbar nach dem Einfiihren des Be-
griffes aus den bisherigen Annahmen (vgl. F 27). D fiihrt diesen Beweis spéter, bemerkt aller-
dings, dass durch diesen, die gewédhlte Schreibweise erst ,,sinnvoll (D 59) sei. Lehrbuch B
stellt fest, dass ,,[d]ie Definition des Grenzwerts [...] darauf hin[deutet], dass eine konvergente
Folge nur einen Grenzwert haben kann“ (B 73). Diese Beobachtung wird nicht ndher begriindet
und erscheint so selbstverstandlich. Jedoch wird sie anschlieBend als Aussage umformuliert und
bewiesen (vgl. B 73). Vergleichbar legt Lehrbuch A vor dem Beweis des Satzes die Intuition
dar, nach der die Eindeutigkeit des Grenzwertes schon erwartbar ist (vgl. A 85). Diese ist eben-
falls schwer objektivierbar und ihre Grundlage bleibt unklar. E &uflert analog: ,,Der Ausdruck
der Grenzwert legt natiirlich nahe, dass, wenn es einen Grenzwert gibt, dieser eindeutig ist* (E
29). Die ontologische Eigentlichkeitsprisupposition ,,natiirlich® wirkt irritierend, da Sicherheit

erst nach einem Beweis besteht und die Referenz auf den bestimmten Artikel auf eine

15 Limes bedeutet so viel wie >Grenzwert<, wie C im Nachfolgenden ebenfalls erldutert (vgl. C 47).
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individuell gesetzte Konvention anspielt, aus der nichts folgern kann, weil die Argumentation
sonst zirkuldr wére. Dieser Eindruck wird durch das gewihlte Verb ,,nahelegen® abgeschwécht.
Der Verweis auf den Gebrauch des bestimmten Artikels, auf dem die Beobachtung zu beruhen
scheint, ist auch im Lehrbuch A zu finden (vgl. A 85), wobei diese Uberlegung erst nach dem
Beweis des entsprechenden Satzes stattfindet und somit die logische Reihenfolge einhilt. So
perspektivieren die entsprechenden Lehrbiicher die Relevanz des richtigen Sprachgebrauchs in
der Analysis und somit innerhalb der Mathematik.

Der Begriff der »>Konvergenz« wird von den Lehrbiichern C, D und F ohne weitere einleitende
Worte eingefiihrt (vgl. C 46; D 54; F 27). E hingegen perspektiviert die folgende Definition mit
den Worten ,,deutlich interessanteren* (E 27), ,,eine der wichtigsten* (E 27) und ,,leider auch
am Anfang eine der am schwersten zu verdauenden Definitionen® (E 27). Die Wertung der De-
finition im Vergleich zur vorhergehenden betont zusétzlich ihre Bedeutung im gesamten Be-
reich der Analysis. Auch die wiederholte Relevanzsetzung spiegelt diesen Eindruck wider. Im
Anschluss wird sie zu dem Verdauungssystem metaphorisch in Bezug gesetzt, wodurch die
Schwierigkeit ihres Verstdndnisses betont wird. Dieses scheint folglich einen prozesshaften
Charakter vorzuweisen. Ziel der Definition soll es sein, die Beobachtung, ,,dass viele der Folgen
,gegen einen Wert streben‘ [...] mathematisch prézise [zu] formulieren* (E 27). Somit wird die
Notwendigkeit von sprachlichen Ausdriicken zur Beschreibung einer (vorwissenschaftlichen)

Beobachtung herausgestellt. Auch A fiihrt nach Voriiberlegungen anhand eines Beispiels aus:

Wie kann man das prizise fassen? Der entscheidende Trick ist, nicht aus dem Blickwinkel der Folgeglieder
zu schauen. Wir wechseln die Perspektive und betrachten die Situation vom Punkt 0 als vermutetem Grenz-
wert aus. (A 83)

Die einleitende rhetorische Frage spielt auf einen ,,Trick* an, der einen Perspektivwechsel mo-
tiviert. Hierbei wird ein ,,Blickwinkel* bereits als zuvor eingenommen angesetzt, womit Le-
sende diesen somit identifizieren miissen. Mathematikverstandnis kann folglich durch unter-
schiedliche Betrachtungsweisen gefordert werden. Nach einer mathematisch konkreteren Aus-
fiihrung der Uberlegungen erliutert das Lehrbuch, dass daraus ,,der Grenzwertbegriff, so wie
er sich im 19. Jahrhundert durchgesetzt hat und seither verwendet wird* (A 83), entstand. Diese
Worte perspektivieren die historische Abhéngigkeit von gewéhlten Definitionen und damit ein-
hergehend auch die Geltungsbedingungen von Wissen (vgl. A 83). A fasst die Definition von
Konvergenz und ihren ,,springende[n] Punkt“ (A 84) anschlieend zusammen, wodurch der re-
levant erscheinende Sachverhalt betont wird.

Auch B leitet mit einem kurzen, inhaltlich nicht weiter relevanten, Satz zur Definition von
yKonvergenz« iiber (vgl. B 72), wobei in Klammern auf eine vorausgehende Grafik (vgl. Abbil-

dung 5) verwiesen wird. Der visuell dargestellte Sachverhalt wird kurz erldutert, wobei noch
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nicht definierte Fachworter verwendet werden. Somit soll das Verstindnis der anschlieSenden
Definition begiinstigt werden. D schlie3t eine grafische Interpretation (vgl. Abbildung 6) der
Definition an. Die Visualisierung wird im nachfolgenden Textbaustein sehr ausfiihrlich erldutert
und konstituiert weitreichend Wissen iiber >Konvergenz< (vgl. D 55). Auch in Lehrbuch F folgt
die gewihlte Grafik (vgl. Abbildung 7) auf die Definition von »Konvergenz< und wird wenig
spéter erlautert. Wahrend die gewihlten Grafiken von D einzelne »Folgenglieder< visualisieren
(dhnlich wie die von B verwendete Abbildung 5), die sich in Néhe des Grenzwertes verdichten
(vgl. Abbildung 6), markiert F den Bereich, in dem sich fast alle yFolgenglieder< befinden (vgl.
Abbildung 7). Die gewéhlte Veranschaulichung wird aller Voraussicht nach von Lernenden
nicht hinterfragt. Entsprechende Implikationen der anderen (und mathematisch genauso richti-
gen) Grafik miissen selbststindig hergestellt werden. Lehrbiicher A und C stellen bereits
»Folgen« grafisch dar, wiederholen dies aber nicht erneut fiir yKonvergenz<. A veranschaulicht
die betrachteten Folgen in einem Koordinatensystem (vgl. Abbildung 1; Abbildung 2), wohin-
gegen B, D und F anhand eines Zahlenstrahls den Abstand zum >Grenzwert« visualisieren (vgl.
Abbildung 5; Abbildung 6; Abbildung 7). Lehrbuch E stellt als einziges der untersuchten Lehr-
biicher beide Moglichkeiten in Bezug auf »Konvergenz« nebeneinander (vgl. Abbildung §; Ab-
bildung 9) und erldutert die jeweiligen Vor- und Nachteile (vgl. E 28). Dieses Vorgehen ist das
transparenteste und perspektiviert die Abhéngigkeit der gewidhlten Grafiken von dulleren Fak-
toren. E reflektiert in Bezug zu den grafischen Darstellungen: ,,Wir werden Bilder nie verwen-
den, um Aussagen zu beweisen. Bilder konnen jedoch hilfreich sein, um ein Gefiihl fiir Folgen
zu erhalten und um Ideen fiir Beweise zu erarbeiten.” (E 28). Bilder seien als Hilfsmittel zur
Entstehung eines approximativen Verstidndnisses zu verstehen. Diese Einordnung versprach-
licht die Relevanz von Bildern, grenzt sie aber zugleich von mathematisch Fundiertem ab.

Auch zwei der betrachteten Vorlesungen thematisieren Grenzwerte. Die Beobachtungen sind
selbstverstdndlich vom betrachteten Format der Vorlesung abhédngig, dennoch zeigen sie
sprachliche Auffilligkeiten, die auch unter Beriicksichtigung dessen aussagekriftig erscheinen.
Vorlesung 3 urteilt iiber die Definition von »Grenzwertenc: ,,Diese Definition sieht ja ein wenig
kiinstlich aus, [...] das miissen wir ja ein bisschen mit Leben fiillen” (VL 3: 15 f.). Gerade das
Wort , kiinstlich* zeigt, dass die reine Definition zunédchst unverstdandlich erscheint und fern von
wirklichkeitsnahen Vorstellungen ist. Es erscheint somit notwendig, ein besseres Verstindnis
fiir diese herzustellen und sie zu veranschaulichen. Dies wird durch die Worte ,,mit Leben fiil-
len* betont, was die Definition an sich aber auch als eher niichtern charakterisiert, die erst durch
Ausfithrungen konkrete Vorstellungen evoziert. Zur besseren Veranschaulichung wird sich den

verwendeten Worten , fiir alle ¢ gibt es ein n* (VL3: 19 f.) mit der Metapher ,,[f]iir jeden Topf
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gibt es einen Deckel* (VL 3: 21) angenéhert. Weiter urteilt Vorlesung 3 ,,[d]ann ist die Frage,
was ist der Topf, ein bisschen seltsam* (VL 3: 21 f.). Auch im weiteren Verlauf der Vorlesung
wird diese Metapher erneut aufgegriffen ,,[d]as heiflt nicht, dass es irgendwie den besten Deckel
gibt, oder den Mr. Big Deckel, sondern es gibt nur irgendeinen® (VL3: 46 f.) und weiter ausge-
baut (vgl. VL 3: 101 f.). Die bewusste Abweichung von mathematischem Vokabular sowie die
Ankniipfung an ein Sprichwort soll dem besseren Verstindnis dienen. Dazu ist es notwendig
den gemeinsamen Sachverhalt der Mathematik und des Sprichworts nachzuvollziehen. Durch
diese Metapher soll den Studierenden die Moglichkeit geschaffen werden, sich die Sprechweise
zu merken und sie anhand ihres Alltagsverstandnisses zu begriinden. Das mehrfache Verwenden
der Metapher evoziert einen Common-Ground, auf dem die Metapher dann interferieren kann.
Ob die Metapher wirklich wohldurchdacht ist, kann angezweifelt werden, da sie nicht kontext-
los zu verstehen ist. Die illustrierte mathematische Sprechweise an sich erscheint nicht kom-
plex, wird aber durch die zusétzliche Veranschaulichung als komplex markiert. Die Verwen-
dung von ,,Mr. Big Deckel* soll sich anscheinend der Sprache der Studierenden anndhern, in-
wieweit dies aber tatsdchlich geschieht, bleibt vage.

Auch die Existenz einer passenden Epsilon-Umgebung, die ebenfalls Teil der Definition eines
yGrenzwertes< ist, wird durch eine Metapher erldutert (vgl. VL 3: 58-84). Dabei wird das
yKonvergenzverhalten< einer Folge mit den Bewegungen eines Menschen gleichgesetzt (vgl.
VL 3: 58 ff.). Diese Person befindet sich zuerst auf Weltreise und schriankt sich mit zunehmen-
dem Alter immer weiter auf kleinere Umgebungen ein, somit findet man fiir jede gewéhlte Um-
gebung einen Zeitpunkt, ab der dieser Mensch sie nicht mehr verlésst (vgl. VL 3: 60-74). Die
Vorlesung erldutert: ,,Natiirlich sind alle diese Veranschaulichungen und Geschichten ein biss-
chen ausgedacht, weil sie einzig und allein in unserem Kopf bestehen* (VL 3: 81 f.). Schon
diese Relativierung zeigt, dass die Geschichte sehr konstruiert ist. Die Geschichte verkniipft die
einzelnen Elemente mit mathematischen Begriffen, geht aber in vielen Details deutlich iiber
diese hinaus (vgl. z.B. VL 3: 63 f.). Sie wird zudem sehr detailreich erzdhlt und muss daher
zum Verstindnis zundchst auf Wesentliches reduziert werden. Diese Erzéhlung folgt nur durch
einen kurzen Einschub auf die vorherige Metaphorik zu ,,Topf und Deckel* (vgl. VL 3: 48-58).
Es ist zu bezweifeln, dass Studierende bei der Dichte dieser Metaphern noch den wesentlichen
mathematischen Sachverhalt benennen kdnnen. Auch diese Erzidhlung soll an Alltagserfahrun-
gen ankniipfen und wird im weiteren Verlauf der Vorlesung ausgebaut (vgl. VL 3: 143 ff.).
Zum besseren Verstindnis der Bedingung und der Relevanz des Uberpriifens der Existenzaus-
sage und des Angebens dieser wird ebenso eine Metapher verwendet (vgl. VL 3: 91-97). Diese

erldutert, dass es leichter ist, den Besitz eines Hauses zu beweisen als zu zeigen, dass es einem
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nicht gehort. Wie schon am vorhergehenden Beispiel ersichtlich, wird durch die Andeutung von
Aussagen in direkter Rede versucht, die Geschichte lebendiger zu gestalten (vgl. VL 3: 94 f.).
Ob es nicht gewinnbringender wére, mathematische Sachverhalte zu erklidren, anstatt sie mit
teilweise willkiirlichen Metaphern zu verkniipfen, ist zumindest in Erwdgung zu ziehen. Deut-
lich ist, dass die groBe Abweichung von der mathematischen Fachsprache auf das Format der
Vorlesung zuriickzufiihren ist. Diese wurde scheinbar fiir Studierende der Ingenieurwissen-
schaften konzipiert. Auch dies konnte ebenso wie die Lehrperson Auswirkungen auf die sprach-
liche Gestaltung haben. Die thematisch vergleichbare Vorlesung 4 bedient sich nicht vermehrt
Metaphern. Durch eine rhetorische Frage thematisiert sie die Verwendung des bestimmten Ar-
tikels von »Grenzwert<: ,,Die erste naheliegende Frage ist, ist es denn richtig, irgendwie von
dem Grenzwert zu reden oder kann es da mehrere geben?* (VL 4: 2—4). Das Wort ,,irgendwie*
veranschaulicht die Unsicherheit, die zu diesem Kenntnisstand noch zum Gebrauch des be-
trachteten Artikels besteht. So leitet sie auf den Beweis zum Satz der ,,Eindeutigkeit des Grenz-
wertes™ (VL 4: 3-10) iiber. Diese Konzeption und die Reflexion des mathematischen Sprach-

gebrauchs weisen Parallelen zu den Lehrbiichern auf.

3.3.3.2 Konvergenzregeln

Je nach Lehrbuch werden die ,,Konvergenzregeln® (vgl. F 28 f.) auch als ,,Rechenregeln fiir
Grenzwerte* (vgl. A 87) beziehungsweise ,,Grenzwertregeln® (vgl. E 30 ff.) bezeichnet und
variieren in ihrem Umfang. Die Benennung perspektiviert das konkrete Berechnen von
»Grenzwerten< im Vergleich zur Beurteilung von >Konvergenz<. Durch die gemeinsame Be-
zeichnung der einzelnen Aussagen werden diese als mogliches Hilfsmittel zur Bestimmung von
»Grenzwerten< perspektiviert. Des Weiteren verweist dies auch auf grundlegende Gemeinsam-
keiten. In den Lehrbiichern B, C und D erhalten sie hingegen keinen expliziten Namen (vgl. B
75; C 50 ff.; D: 59-62). In B, E und F werden die Aussagen zu einem Aussagenkomplex, wenn
auch mit variierendem Umfang, zusammengefasst (vgl. B 75; E 30; F 28). In den anderen Lehr-
bilichern folgen die Aussagen groBtenteils getrennt aufeinander (vgl. A 87 ff.; C 50ft.; D 59—
62). Durch die Entscheidung der Zusammenfassung der Aussagen wird eine stirkere Verkniip-
fung zwischen den Aussagen hergestellt.

Laut B seien die Regeln eine Moglichkeit, das Anwenden der Definition zu vermeiden und
stattdessen auf ,,bereits bekannte Grenzwerte zuriick[zugreifen]* (B 74). F dulert noch konkre-
ter, dass die Untersuchung der Grenzwerte mittels ihrer Definition moglich, aber ,,viel zu auf-
wendig® (F 28) sei und ,,im weiteren Verlauf stillschweigend benutzte Regeln® (F 28) deshalb
bewiesen werden. Hier wird auf das mathematische Prinzip verwiesen, nur tiberindividuell Zu-

géangliches, also Bewiesenes, zu verwenden. Dennoch wird angedeutet, dass ein expliziter
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Verweis auf einzelne Regeln spater liberfliissig erscheint, wodurch eine gewisse Nachvollzieh-
barkeit verloren geht. F betont gleichzeitig die Wichtigkeit des Konzepts »Grenzwertc, auf dem
die Regeln basieren (vgl. F 28). Die einleitenden Worte des Lehrbuchs E (30) bezeichnen die
Rechenregeln als ,.hilfreich[...]*“. Diese Wertung wird bei D nicht expliziert, das Lehrbuch be-
schreibt:

Haufig benutzt man bei der Untersuchung der Konvergenz von Folgen nicht direkt die Definition, sondern
fithrt die Konvergenz nach gewissen Regeln auf schon bekannte Folgen zuriick. (D 59)

Diese Beobachtung erldutert ebenfalls den Sinn der Grenzwertregeln. Etwas verwunderlich
scheint der Gebrauch des Wortes ,,hdufig®, welches keinen Aufschluss iiber die konkrete An-
wendung zulésst. Ahnlich unprizise ist die auf den Beweis der Summen- und Produktregel
folgende Bemerkung, dass der benannte mathematische ,,Trick [...] 6fter” (D 60) anzuwenden
sei, wobei die Wortwahl auch auf ein geschicktes Vorgehen hindeutet. A vermeidet eine unmit-
telbare Einordung der Grenzwertregeln (vgl. A 87 ff.). Jedoch wird im vorherigen Unterkapitel
auf die Resultate mit den Worten ,,[w]ir wollen im Folgenden eine ,Werkzeugkiste* zusammen-
stellen, deren Inhalt verschiedene Methoden zur Grenzwertbestimmung ist [sic!]* (A 86) ver-
wiesen. Diese Metapher verdeutlicht, dass Grenzwertregeln die Bestimmung von »Grenzwer-
ten< erleichtern kdnnen und passgenau verwendet werden miissen.

Der Beweis der Konvergenzregeln von E wird von farblich abgesetzten Kommentaren begleitet
(vgl. E 30 ff.). Diese thematisieren die Benennung von Grenzwerten und bezeichnen sie als
»gute Idee” (E 30), wobei es ,,weise” (E 30) sei, die in der Definition von >Grenzwerten< vor-
kommenden ,,e“ verschieden zu benennen. Durch diese metareflexiven Kommentare wird die
konkrete Benennung der mathematischen Symbole als arbitrir perspektiviert, die sich bei ge-
eigneter Wahl als hilfreich erweisen konnte (vgl. E 30). Im weiteren Verlauf des Beweises wer-
den durch Worte wie ,,,unter Kontrolle* bringen* (E 31) und ,,in den Griff kriegen* (E 31) in
Bezug auf mathematische Formulierungen, Probleme in dem jeweiligen Beweis thematisiert.
Somit wird die Moglichkeit, die gewéhlten Formulierungen durch Individuen zu adaptieren,
angesprochen. Die Worte ,,[d]ieser Fall erfordert aber etwas mehr Fantasie* (E 31) betonen die

Kreativitit, die bei Beweisen von Noten ist und stellen das Abstraktionsvermdgen heraus.

3.3.3.3 Divergenz

yDivergenz« wird in allen Lehrbiichern in Abgrenzung zu »Konvergenz« (als dessen Gegenteil)
definiert. In diesem Zusammenhang ist die Frage nach weiterfithrenden Termini relevant. Alle
Biicher betrachten hierfiir den Fall, dass die Folge ins Unendliche strebt (vgl. z.B. A 92 f.).
Dieser spezielle Fall wird unterschiedlich perspektiviert. So bezeichnet A eine solche Folge als

,uneigentlich konvergent (A 93, im Original fett gedruckt) und bemerkt: ,, Wir miissen uns aber
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im Klaren sein, dass uneigentliche Konvergenz ein Spezialfall von Divergenz ist™ (A 93). Somit
wird das mit »Konvergenz« verkniipfte Konzept auch zu >Divergenz« in ein Verhiltnis gesetzt.
Dem entgegengesetzt steht die sprachliche Wahl von B, C, D und E, die die oben beschriebene
Folge als ,,bestimmt divergent* bezeichnen (vgl. B 77; C 66; D 66; E 34). Somit binden diese
Lehrbiicher den mathematischen Sachverhalt sprachlich néher an >Divergenz«.

E erdffnet nach der formalen Einfithrung mit den Worten ,,wenn es zu jeder ,Schranke‘ K € R
ein N € N gibt, so dass ab N alle Folgenglieder grofer als K sind* (E 34) die Moglichkeit, diese
an die Alltagsvorstellung einer Schranke'® anzukniipfen. Die Vorstellung verdeutlicht E darauf-
hin mittels einer Grafik (vgl. Abbildung 10). Daraus wird die konkrete mathematische Vorstel-
lung ersichtlich, die durchaus an die alltdgliche ankniipft. Die Grafik veranschaulicht einen
schon konstituierten Sachverhalt und enthilt dariiber hinaus kaum neue Informationen.

D bezeichnet im Unterschied zu den anderen Lehrbiichern »uneigentliche Konvergenz« als mog-
liches Synonym von »bestimmter Divergenz< (vgl. D 67). Durch die Erwdahnung beider Benen-
nungsmoglichkeiten wird zum einen der sprachliche Ausdruck als unabhéngig vom dahinter-
stehenden mathematischen Sachverhalt perspektiviert, zum anderen ist aber auch die Teilhabe
an der Fachsprache Mathematik fiir Lernende erleichtert, da beide Bezeichnungen verstanden
werden konnen. C erwéhnt zumindest die Sprechweise ,,konvergiert gegen +o00* (C 48), welche
inhaltlich dem Konzept von »>uneigentlicher Konvergenz« nahesteht. F verwendet keinen der
beiden Ausdriicke, sondern bezeichnet den Sachverhalt als ,,Divergenz gegen unendlich®. Diese
Bezeichnung ist zwar auch in anderen Lehrbiichern zu finden, resultiert jedoch im Gegensatz
zu den anderen Moglichkeiten bereits aus der Definition von »Divergenz« (vgl. F 41).

In Lehrbuch E werden die Konvergenzregeln spéter in Bezug zu >bestimmter Divergenz« ge-
setzt und innerhalb des zugehorigen Beweises wird erldutert, dass ,,diese Aussage [ ... sich] fast
schon ,mechanisch*“ (E 37) beweist und deshalb auf den Beweis der anderen Aussagen ver-
zichtet wird. Hier wird also bewusst vom allgemeinen mathematischen Vorgehen mit der Be-
griindung abgewichen, dass der Beweis nicht kompliziert beziehungsweise erkenntnisgewin-
nend erscheint, was durch das Wort ,,mechanisch* verdeutlicht wird. Somit ist an den Beweis
eine Erwartungshaltung gekniipft, die dieser nicht erfiillt. Die Zuschreibung der Trivialitdt von
Beweisen ist aber immer an das jeweilige Individuum gekniipft und somit liefert eine Beurtei-

lung immer auch eine Perspektivierung der angenommenen Schwierigkeit des Beweises.

16 Der Begriff der Schranke ist in der Mathematik nicht uniiblich. Die vorliegenden Biicher (A-F) fiihren ihn
jedoch nicht formal ein.
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3.3.4 Beschrinktheit

Der Begriff der »Beschrinktheit von Folgen«< wird in B als ,,wichtige Eigenschaft* (B 73) und
in D als ,,weitere[r] wichtige[r] Begriff (D 57) eingefiihrt. Auch Lehrbuch A veranschaulicht
die Relevanz: ,,Als Vorbereitung [zu Methoden der Grenzwertbestimmung] formulieren wir ein
Resultat, das von eigenstidndigem Interesse ist* (A 86). Dies wird auch als Basis fiir spiteres
Wissen verstanden. Das Lehrbuch E relativiert die Relevanz des Begriffs: ,,Folgende Definition
ist eigentlich nur ein Spezialfall [der Definition von Beschridnktheit von Funktionen]* (E 27),
wobei die letztere nur als Beispiel zum besseren Verstindnis fiir die Notation mit Hilfe von
Quantoren eingefiihrt wurde (vgl. E 25) und ihr so insgesamt keine groflere Bedeutung zu-
kommt. Inhaltlich unterscheiden sich die Definitionen nur unwesentlich. Die Lehrbiicher C, D
und F fiihren zusétzlich die Begriffe nach oben sowie unten beschriankt ein, wodurch sich wei-
tere Beschreibungsmdglichkeiten fiir Folgen ergeben (vgl. C 49; D 57; F 28).

Lehrbuch E erldutert in Bezug auf ein konkretes Beispiel ,die Folge (n®)pen =
(1,8,27,64,125, ...) ist offensichtlich unbeschriankt™ (E 27). Was fiir ein Individuum ,,offen-
sichtlich® ist, ist subjektiv. Mathematisch kann nur durch einen konkreten Beweis Wissen ob-
jektiv verfiigbar werden. Somit verstoft die Aussage gegen die suggerierte Objektivitit.
Abgesehen von E, bei dem diese erst spiter erscheint (vgl. E 29), schlieBen die anderen Lehr-
bilicher unmittelbar die Aussage ,,[j]lede konvergente Folge ist beschriankt™ (C 49; vgl. A 86; B
74; D 57; F 28) an. Die Lehrbiicher A, B, C und D verweisen auf die Ungiiltigkeit der Folgerung
von »Beschrinktheit« auf yKonvergenz« (vgl. A 86; B 74; C 50; D 58), womit etwaigen Fragen,
aber auch Fehlern vorgegriffen wird. A veranschaulicht die Aussage zusitzlich symbolisch
durch grafisch hervorgehobene Implikationspfeile, welche inhaltlich nicht {iber den textlichen
Bestandteil hinausgehen, das Merken der Aussage aber erleichtern konnen (vgl. Abbildung 11).
In Bezug auf den Beweis eines Satzes zu »Beschrinktheit« erklédrt Vorlesung 3, dass Bilder in
der Mathematik ,,der Schliissel zu allem* (VL 3: 153) und diese Vorstellungen zu Beginn rele-
vant seien (vgl. VL 3: 156f.). Die Sachverhaltskonstitution vollzieht sich dementsprechend zu-
nédchst in Grafiken. Das beschriebene Vorgehen ist zwar analog zu dem Vorschlag von E mit-
hilfe von Bildern ,,Beweise zu erarbeiten* (E 28; siehe auch Kapitel 3.3.3.1), kann anhand des
jeweiligen Vorgehens der Lehrbiicher jedoch nicht verifiziert werden, da Bilder dort vor allem
als Illustration verwendet werden. Dies kann moglicherweise der verschiedenen Medialitit zu-
geschrieben werden. Im Rahmen einer Vorlesung kann es hilfreich sein, durch Bilder erste Vor-
stellungen zu entwickeln. Zum Nachschlagen eignen sich gleichwohl Definitionen besser und
Bilder miissen somit sekundér behandelt werden.

Zur Weiterfiihrung des Beweises eines betrachteten Satzes erldutert das Lehrbuch A:
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Eine iibliche Sprechweise ist ,,fast alle; damit ist in der Mathematik gemeint ,,alle bis auf hdchstens endlich
viele Ausnahmen®. Im Alltag kann diese Sprechweise verwirrend sein (so sind fast alle Leser dieses Buchs
Sechunde), aber in der Mathematik ist sie praktisch: Gerade haben wir bewiesen, dass fast alle Folgeglieder
im Intervall [a — 1, a + 1] liegen (ndmlich mindestens die mit Index n = n,). (A 86, im Original ,.fast alle*
fett)

Grundsitzlich verweist das Buch auf die Tatsache, dass sich mathematische Begriffe — am Bei-
spiel von ,,fast alle — von denen des Alltags unterscheiden. Diese Beobachtung wird zusétzlich
durch die Worte ,,s0 sind fast alle Leser dieses Buchs Seehunde* hervorgehoben. Zwar ist die
Aussage in Klammern gesetzt, jedoch fillt sie durch das Abweichen vom mathematischen Vo-
kabular — zugunsten des Erwihnens eines Tieres — auf, sodass Lesende gezwungen sind, sich
mit ihr auseinanderzusetzen. Allen Lesenden ist bewusst, dass kein einziger Seehund dieses
Buch liest, was im Gegensatz zu der Alltagsvorstellung, aber auch zu der praktischen Verwen-
dung von ,fast alle” in der darauffolgenden mathematischen Aussage steht. Die Aussage ist
demnach zunéchst verwirrend und kann nur durch Abstraktion verstanden werden. Hierbei ist
jedoch zu beachten, dass in der Regel die Aussage auch mathematisch nur dann verwendet wird,

wenn sie fiir ein betrachtetes Objekt giiltig ist, da sonst eine irrelevante Aussage getroffen wird.

3.3.5 EinschlieBungssatz

Der EinschlieBungssatz wird von den einzelnen Lehrbiichern als unterschiedlich wichtig per-
spektiviert. Im Lehrbuch D wird der Satz (auch unter einem anderen Namen) nicht erwihnt.
Inhaltlich kann er zwar aus dem Satz ,,Groenvergleich konvergenter Folgen* sowie dem an-
schlieBenden Korollar hergeleitet werden (vgl. D 63), allerdings wird ihm durch das Vermeiden
der expliziten Formulierung jegliche Relevanz abgesprochen. Auch im Lehrbuch F erhélt der
Satz keinen eigenen Namen, sondern ist eine der ,,Konvergenzregeln®“ (vgl. F 29), womit er
durch die Gleichstellung mit neun weiteren Regeln im Rahmen der Sachverhaltsverkniipfung
keine besondere Wichtigkeit zugeschrieben bekommt. Das Resultat des Satzes kann indes nach
Lektiire des Buches trotzdem als bekannt vorausgesetzt werden. A bezeichnet den Einschlie-
Bungssatz als ,,niitzliches Werkzeug fiir Konvergenzuntersuchungen® (A 89) und kniipft so an
die zuvor geduBerte Vorstellung der ,,Werkzeugkiste™ (A 86) in Bezug auf Grenzwertregeln an
(siehe Kapitel 3.3.3.2). Auch B bezeichnet den Satz als ,,einfaches, aber sehr brauchbares Hilfs-
mittel zur Bestimmung von Grenzwerten* (B 76). Somit wird die Wichtigkeit nicht nur durch
entsprechende Adjektive betont, sondern auch auf dessen konkrete Verwendung verwiesen.

Neben der Relevanzsetzung variieren auch die Benennungen des Satzes. So ist die Bezeichnung
von B ,,EinschlieBungssatz, die von C hingegen ,,EinschlieBungskriterium®. Da ein Kriterium
auf eine Eigenschaft zur Entscheidung verweist, deutet C die Verwendung stirker an. Auch A

verwendet diesen Ausdruck, erldutert jedoch, dass er ,,manchmal auch als Sandwichkriterium
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bezeichnet* (A 89) wird. E nennt den Satz ausschlieBlich ,,Sandwichsatz* (E 33). Die Assozia-
tion, die das Wort ,,Sandwich* auslost, wird durch die anschlieBende Bemerkung verstérkt:

Die Merkregel ist in etwa wie folgt: Wenn die Folge y,, zwischen zwei Folgen a,, und b,, wie in einem
Sandwich, eingequetscht ist und wenn a, und b,, gegen z konvergieren, dann konvergiert auch die ,,einge-
quetschte* Folge y,, gegen z. (E 33)

Die Metapher, auf die schon die Bezeichnung ,,Sandwichsatz* (E 33) anspielt, wird innerhalb
dieser Bemerkung wieder aufgegriffen. Durch die konkrete Bezugnahme des mathematischen
Sachverhalts auf das ,,Einquetschen® des Sandwichs, wird den Lernenden ein leicht zu merken-
des Bild vermittelt und der Name motiviert. Gleichzeitig erdffnet der Unsicherheitsmarker ,,in
etwa* (E 33) zu Beginn der Merkregel die Mdglichkeit, von der mathematischen Préizision ab-
zuweichen. Zur weiteren Veranschaulichung dient eine Grafik, die nicht mit dem Bild des Sand-
wichs in Beziehung gesetzt werden kann (vgl. Abbildung 12). Der in der Grafik ersichtliche
Sachverhalt illustriert den Satz, liefert aber keine neuen Informationen, kann jedoch, dhnlich
wie die Bemerkung, als Versuch verstanden werden, den Satz zu veranschaulichen und Lernen-
den so die Mdglichkeit geben, sich diesen besser zu merken (vgl. Abbildung 12).

Beim Vergleich der jeweiligen Beweise féllt vor allem die unterschiedliche Lénge auf (vgl.
Abbildung 13; Abbildung 14; Abbildung 15; Abbildung 16; Abbildung 17). So begriindet A:
,Dies folgt unmittelbar, da filir gegebenes ¢ fiir geniigend grofles n die EinschlieBung a — ¢ <
a, < b, <c¢, <a+ e gilt“ (Abbildung 13). Der grundsitzlichen Argumentation dieses Be-
weises folgen die anderen Lehrbiicher. Dass jedoch A mit ,,unmittelbar* impliziert, dass keine
weiteren Ausfithrungen nétig sind, erscheint aufgrund der angeschlossenen Begriindung frag-
wiirdig. Zudem werden Leerstellen gelassen, die Lesende selbststéindig unter Einbeziehung ih-
res Verstidndnisses des Sachverhalts fiillen miissen. B und C folgen im Wesentlichen der Argu-
mentation von A, fiihren diese aber weiter aus, sodass weniger eigenstéindige Erarbeitung fiir
das Verstindnis des Satzes notwendig ist (vgl. Abbildung 14; Abbildung 15). Der Beweis des
Lehrbuchs F ist dhnlich kurz wie der Beweis in Lehrbuch A, enthilt aber eine hohere Informa-
tionsdichte (vgl. Abbildung 17). In F werden abweichend zu den anderen Beweisen zwei Un-
gleichungsketten verwendet, deren Zusammenhang durch die Lesenden selbst hergestellt wer-
den muss (vgl. Abbildung 17). E betrachtet die zu beweisenden mathematischen Sachverhalte
anstelle von Ungleichungen mithilfe von Intervallen (der Angabe von Bereichen) und Quanto-
ren (vgl. Abbildung 16). Diese Schreibweise erfordert groBBeres Vorwissen. Trotz der Kurz-
schreibweise ist der Beweis lidnger und es werden deutlich mehr Symbole benétigt als bei den
vergleichbaren Beweisen, was das Verstindnis beeinflussen kann (vgl. Abbildung 16).
Wihrend die Lehrbiicher A, C und E den jeweiligen Beweis ohne den Gebrauch von Pronomen

filhren, verwenden die Lehrbiicher B und E das Personalpronomen ,,wir®, was anhand der
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folgenden Ausziige in B ,,[s]etzen wir N = max {N,, N;, N, }* (Abbildung 14) und ,,somit haben
wir |x, — x| < € (Abbildung 14) beziehungsweise in E ,,[w]ir nehmen an, dass* (Abbildung
16), ,,wir miissen zeigen* (Abbildung 16) sowie ,,[w]ir setzen jetzt also M := max {N,, N }*
(Abbildung 16) ersichtlich ist. Durch den Gebrauch von ,,wir* wird eine Gemeinschaft zwi-
schen den Lesenden und Verfassenden erschaffen (sieche hierfiir auch Kapitel 3.3.2) und ihnen
eine aktivere Rolle zugeschrieben. Der Beweis erscheint somit von den Menschen und nicht
von den ihm zugrunde liegenden Objekten bestimmt zu sein. Einzig die Wortfolge ,,haben wir*
schreibt den Mathematikbetreibenden eine passivere Rolle zu, die das Manipulieren der mathe-
matischen Objekte nicht grenzenlos zu erlauben scheint. Diese Perspektivierung ist auch an-
hand des gewihlten Subjekts — einem mathematischen Objekt — von Aussagen ersichtlich, wie
beispielsweise die Worte ,,[d]ie Ungleichungen [...] ergeben* (Abbildung 17) in Lehrbuch F
explizieren. Des Weiteren verdeutlichen Formulierungen wie ,,[e]s gibt™ (Abbildung 16) oder
,»[d]as bedeutet” (Abbildung 15) analog zur mathematischen Formelsprache die Tendenz ma-

thematische Sachverhalte objektiv zu schildern.

3.3.6 Teilfolge

Der Begriff »Teilfolge« lasst zunichst die auf der Alltagssprache basierende Vermutung zu, dass
es sich hierbei um einen Teil einer Folge handelt. Auf dieser Assoziation beruht auch die erst-
malige Erklarung des Begriffes im Lehrbuch B: ,,Diese Teilfolge entsteht durch Betrachtung
eines bestimmten Teils der Folgenglieder — die {ibrigen werden ignoriert” (B 89). Durch den
Ausbau des vorhandenen Wissens wird den Lesenden der Zugang zu diesem Konzept erleich-
tert. A thematisiert die sukzessive Auswahl von >Folgengliedern< und das Ignorieren der ande-
ren (vgl. A 93). Obwohl diese nicht auf der direkten Wortassoziation beruht, kann sie mit dieser
leicht verkniipft werden. C definiert »Teilfolge< zunichst durch deren Entstehung, dem ,,Weg-
lassen von Folgengliedern® (C 58) und schlief8t eine formalere Definition, die den anderen Lehr-
bilichern entspricht, an (vgl. A 93; B 90; C 58; D 79; E 54; F 35). Dieses Weglassen von
yFolgengliedern< wird zusitzlich durch das Wegstreichen einzelner illustriert, wobei diese Vi-
sualisierung keine zusitzlichen Informationen bereitstellt, sondern kaum ohne die textliche Er-
klarung zu verstehen ist (vgl. Abbildung 18). Eine zusétzliche Schwierigkeit entsteht durch die
Bezeichnung der »Teilfolge« mit einem anderen Buchstaben, was sowohl in der Definition als
auch anhand der Visualisierung erkennbar ist (vgl. C 58; Abbildung 18). Auf diese zusétzliche
Bezeichnung verzichten die anderen Lehrbiicher, womit die Definition von C, trotz ihres Be-

strebens nach Verstandlichkeit, umstiandlich wirkt.
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3.3.7 Héaufungspunkt

Das mathematische Konzept des yHéufungspunktes« wird von E nicht aufgegriffen und von C
nur im Rahmen einer Ubungsaufgabe eingefiihrt, aber spiter im Rahmen eines Lemmas ohne
Einfiihrung wieder aufgegriffen (vgl. C 69/177). Diese Einfiihrung verkompliziert die (spitere)
Lektiire und perspektiviert den Begriff als unwichtig.

Die Definitionen der Lehrbiicher A, B, C und D folgen dem Muster ,,a heifit Hiufungspunkt,
wenn/ falls“ (vgl. A 94; B 89; C 69; D 80), somit wirkt diese Wortwahl objektiv. F weicht jedoch
davon ab und bezeichnet das Konzept als ,,Haufungswert™ (F 36). Wahrend A, D und F die
Definition und damit den Sachverhalt an das Konzept der »Teilfolge« ankniipfen, ist die
entsprechende Definition von B und C unabhingig von diesem Begriff (vgl. A 94; B 89; C 69;
D 80; F 36). Da die Definitionen trotzdem mathematisch dquivalent sind, betonen A, D und F
die Interdependenz der Konzepte stirker als die weiteren Lehrbiicher. Einzig B leitet die Defi-

nition sprachlich ein:

Gewisse Folgen konvergieren nicht, kommen aber trotzdem einem oder mehreren Punkten immer wieder
,.beliebig nahe* —z. B. konvergiert die Folge {(—1)"},5 nicht, [...] ,,besucht* aber abwechselnd die Punkte
+1[...]. Statt von einem Grenzwert spricht man in solchen Féllen von einem Hdéufungswert, der als Grenz-
wert einer Teilfolge auftaucht. (B 89)

Insgesamt kniipft diese Formulierung an die Assoziation von der Haufung von >Folgengliedern«
an einem Punkt an. Durch Anfiihrungsstriche sind bereits Stellen markiert, an denen von der
mathematischen Fachsprache abgewichen wird. Die Personifikation der »Folgenglieder« durch
die Verkniipfung mit dem Verb ,,besuchen* veranschaulicht, dass die Folge abwechselnd die
Werte 1 und -1 annimmt, aber bei keinem dieser Werte bleibt. Die Worte ,,beliebig nahe* ver-
bleiben zwar vage, dienen allerdings dem besseren Verstindnis. Die Einleitung endet mit dem
Hinweis auf die Sprechweise fiir das beschriebene Konzept. Die Worte ,,spricht man* verdeut-
lichen den Riickgang zur mathematisch prézisen Sprache, die im Gegensatz zu den vorange-

stellten Vorstellungen stehen.

3.3.8 Satz von Bolzano-Weierstrall

Die Formulierung ,,[j]ede beschriankte Folge in R hat eine konvergente Teilfolge* (C 59) ist in
leicht abgewandelter Form so auch in den Lehrbiichern A, D, E und F zu finden (vgl. A 95; D
79; E 55; F 36). B verweist in der Definition auf »Haufungspunkte< anstatt auf yKonvergenz«
(vgl. B 90). F schlieft der Definition die Beobachtung an, dass es ,,sogar einen grofiten und
einen kleinsten Haufungswert* (F 36) gibt, auch A weist auf diesen Zusammenhang hin (vgl. A
95). Dadurch binden A, B und F den Satz sprachlich ndher an yHaufungspunkte<. Da D den Satz
von Bolzano-Weierstra3 vor dem Begriff des Haufungspunktes einfiihrt, ist ein entsprechender

Hinweis erst im Anschluss an diesen zu finden (vgl. D 80).
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Der Satz wird als ,,grundlegender Satz der Analysis“ (A 95) bezeichnet oder als ,,Hauptresultat
des Abschnitts* (E 55). Dadurch wird dem Satz grofle Bedeutung zugesprochen. Lehrbuch B
motiviert den Satz aus einem vorausgegangenen Beispiel, bei dem eine unbeschrankte Folge,
die keinen Haufungspunkt hat, betrachtet wurde (vgl. B 89), und beschreibt: ,,Dieses Detail
erweist sich als wesentlich* (B 90), was die mathematische Relevanz von Voraussetzungen be-
tont. Im Anschluss an den Beweis wird der Satz als ,.eine fiir Anwendungen sehr wertvolle
Auswirkung des Vollstdndigkeitsaxioms® (B 91) bezeichnet, womit auch hier seine Relevanz

betont wird, gleichzeitig aber auch eine inhaltliche Einordung erfolgt. Das Lehrbuch F betont:

Die Moglichkeit, Teilfolgen mit bestimmten Eigenschaften, welche die Gesamtfolge nicht unbedingt hat,
auswithlen zu konnen, spielt eine wichtige beweistechnische Rolle. Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge
bedeutet Ausdiinnung einer gegebenen Folge soweit, bis nur noch die gewiinschte Eigenschaft [...] tibrig-
bleibt [sic!]. (F 36)

Mit diesen Worten wird ein Zusammenhang zu >Teilfolgen< hergestellt. Das Wort ,,Ausdiin-
nung" evoziert die alltagssprachliche Verwendung und verweist auf das zuvor unkommentierte
Konzept der >Teilfolge<. Dessen Bedeutung wird durch deren mogliche Eigenschaften heraus-
gestellt. Dabei kommt Mathematikbetreibenden die Aufgabe zu, eine zu untersuchende Eigen-
schaft zu wihlen. Somit sind Erkenntnisse im Rahmen der Sachverhaltskontextualisierung ab-
héngig von vorher getdtigten Entscheidungen.

Auffallend ist der direkt auf den Satz folgende Einschub der Biografien von Bolzano und Wei-
erstral (vgl. F 36). Der Satz wird folglich konkret an die Personen gekniipft, nach denen er
benannt ist. Dieser Einschub beruht zwar auf Fakten, aber an Bezeichnungen wie ,,Vater der
mathematischen Strenge* (F 36, im Original kursiv) wird deutlich, dass es sich nicht nur um
eine kurze biografische, objektive Beschreibung handelt, sondern wichtige mathematische Er-
rungenschaften und den Lebensweg (kurz) nachgezeichnet und durch bildliche Sprache einge-
ordnet werden. Dies hebt sich demnach sprachlich von der mathematischen Fachsprache ab.
Der Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstral3 beginnt in F mit den Worten ,,Es gibt dafiir
verschiedene Moglichkeiten* (F 37), wodurch auf dessen Uneindeutigkeit verwiesen wird. Eine
zugehorige FuBinote erldutert weiter: ,,Diese Bemerkung ist 6fter angebracht: Die Auswahl der
Beweismethode richtet sich in der Regel nach verschiedenen, als subjektiv einzustufenden und
sich manchmal widersprechenden Kriterien“ (F 37). Anhand dieser Worte wird die Subjektivitit
von Beweisen herausgestellt, somit erscheinen mathematische Methoden und folglich auch Ma-
thematik an sich von individuellen Entscheidungen geprégt zu sein.

Dariiber hinaus wird im nachfolgenden Beispiel geduBert, dass ,,ganz wilde Folgen* (F 37)

existieren. Dieses Adjektiv kann in diesem Kontext auch mit ,,unbéndig* umschrieben werden!”

17 wild“, bereitgestellt durch das Digitale Worterbuch der deutschen Sprache, https:/www.dwds.de/wb/wild, kon-
sultiert am 11.05.2025.
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und ist so im Sinne von Folgen, die viele Eigenschaften haben oder schwer vorstellbar sind, zu

verstehen.

3.3.9 Cauchy-Folge

A bezeichnet die auf der Definition der »Cauchy-Folge« beruhenden Aussagen als ,,wichtig|...]*
(A 98) und auch B betont die Relevanz des Konzepts als ,,ein notwendiges und hinreichendes
Kriterium [...], das entscheidet, ob eine reelle Zahlenfolge konvergent ist* (B 92). Damit weist
B schon auf einen konkreten Anwendungskontext hin, wodurch der Begriff auch inhaltlich mo-
tiviert wird. ,,Eine charakteristische Eigenschaft konvergenter Folgen, die formuliert werden
kann, ohne auf den Grenzwert der Folge Bezug zu nehmen, wurde von Cauchy entdeckt®, so
Lehrbuch D (D 71) und stellt somit inhaltliche Vorziige der Einfilhrung des Begriffs heraus.
Des Weiteren setzt D diesen mit dem Begriff des »Grenzwertes«< in eine Interdependenz, wobei
auch F diesen Gedanken zur weiteren Erlduterung der Definition aufgreift (vgl. F38). Das Wort
,entdeckt™ (D 71) perspektiviert Mathematik als vom Menschen unabhingige Wissenschaft, in
der Sachverhalte nicht erfunden und somit als Entdeckung bezeichnet werden. Auch A erwéhnt
Cauchy als Person explizit (vgl. A 98). Dadurch wird die Definition einer Cauchy-Folge enger
an die historische Person gebunden. Die betrachtete transkribierte Vorlesung 4 &uflert den
Waunsch nicht mehr ,raten” (VL 4: 23) zu miissen, was ein mdglicher Grenzwert sein konnte
(vgl. VL 4: 18-26) und motiviert so das Konzept der »Cauchy-Folge«. Das Wort ,,raten* wird
zwar abwertend verwendet, gleichzeitig wird jedoch deutlich, dass dies teilweise zum Erkennt-
nisgewinn notwendig ist.

B, C und D erkléren, dass bei einer Cauchy-Folge ,,der Abstand aller Folgenglieder untereinan-
der beliebig klein ist, wenn deren Indizes nur hinreichend groB3 sind* (B 93; vgl. C 54; vgl. D
72). Da D diese Aussage mit ,,[g]rob gesprochen® (D 72) markiert, wird deutlich, dass es sich
dabei um keine exakte Definition handelt. Davon abweichend charakterisiert E eine »Cauchy-
Folge« durch ,,Folgenglieder [, die sich] gegenseitig ,beliebig nahe kommen**“ (E 56). Hierbei
ist eine Diskrepanz zum mathematisch exakten Sprachgebrauch wahrnehmbar, was auch durch

die Worte ,,[a]nschaulich gesprochen (E 56) gekennzeichnet wird.
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4 Fazit

Zusammenfassend ist eine Fachsprache durch ihre Gebundenheit an ein Fach definiert und so-
mit auch von diesem bestimmt. Unter Mathematik kann das logische Ableiten von zentralen
Aussagen aus Vorannahmen verstanden werden. Die mathematische Fachsprache ist vor allem
durch die Verwendung von Formelsprache charakterisiert. Die Dreiteilung von Referenzobjekt,
Bedeutung und Zeichen ldsst sich auch bei den abstrakten Objekten der Mathematik anwenden.
Aus semiotischer Perspektive konnen Diagramme, Ikone und deren Verkniipfung mit symboli-
schen und indexikalischen Zeichen identifiziert werden. Die Fachsprache Mathematik zeichnet
sich ferner durch das wiederholte Vorkommen des Grundmusters Definition — Satz — Beweis
aus.

Sprache kann sowohl als Zeichensystem als auch als Mittel der Kommunikation verstanden
werden. Da diese beiden Zuschreibungen auch auf Mathematik zutreffen, kann sie als Sprache
verstanden werden. Thr Erwerb muss im Gegensatz zu einer Erstsprache instruiert erfolgen und
dhnelt somit eher dem Fremdspracherwerb. Analog zu diesem muss beispielweise die Katego-
risierung von Objekten und Regeln erlernt werden.

Solch ein Prozess dient dem Erlernen von Wissen, welches als mentales Konstrukt zu verstehen
ist. Da es somit an Sprache gekoppelt ist und Sprache grundsétzlich perspektiviert, ist Wissen
zunichst individuell und damit subjektiv. Der Objektivitdt kann sich durch Multiperspektivitét
und den Bezug auf eine gemeinsame Wirklichkeit angendhert werden. Die vermeintliche Ob-
jektivitit der Fachsprache der Mathematik muss hinterfragt werden, da mathematische Sach-
verhalte und ihr Verstdndnis einem stetigen Diskurs unterworfen sind und von Menschen mit-
tels Sprache erschaffen werden. Das mathematische Wissen besteht somit ausschlieBlich aus
Fakten. Dabei bietet der Beweis eine Moglichkeit, allgemeinen Konsens herzustellen.

Die Diskrepanz zwischen der vermeintlichen Objektivitdt der Mathematik und ihrer tatséchli-
chen sprachlichen und damit perspektivierten Realisierung wurde im Rahmen einer Analyse,
basierend auf sechs unterschiedlichen Lehrbiichern zu Einfiihrungen in die Analysis sowie ver-
einzelt hinzugezogenen transkribierten Vorlesungen, thematisiert. Schon anhand der Vorworte
konnen metaphorische Erlduterungen von Mathematik beobachtet werden, die diese als schon
und besténdig beschreiben. Darauthin wurden durch die Einfilhrung von ausgewéhlten Lexe-
men weitere sprachliche Auffilligkeiten analysiert. Allgemein kann — wie in der mathemati-
schen Fachsprache erwartet — eine hohe Objektivitit beobachtet werden, die sich in wiederkeh-
renden Mustern, der Subjektsetzung von mathematischen Objekten und den gewihlten Prono-
men zeigt. Dennoch sind Abweichungen feststellbar. Dabei fallen vor allem die einleitenden

Worte zu grundlegenden Konzepten auf, die die Relevanz des jeweiligen Begriffes
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perspektivieren und diesen durch Ankniipfungen an die Alltagssprache veranschaulichen. Das
Vorgehen wird teilweise sprachlich motiviert und durch Beobachtungen von konkreten Sach-
verhalten abstrahiert, um so allgemein das mathematische Vorgehen zu thematisieren. Entspre-
chende Verben und Personalpronomen charakterisieren die Mathematik als etwas von Men-
schen Hergestelltes. Grobe Abweichungen vom mathematischen Vokabular werden teilweise
auch sprachlich entsprechend markiert. Was die einzelnen Lehrbiicher hervorheben, variiert
stark und ist auch anhand der unterschiedlichen Benennung von Aussagen ersichtlich.

Die Konzepte werden teilweise mit Grafiken verkniipft, wobei diese stets nur der Illustration
oder Veranschaulichung dienen und keine iiber die im Text konstituierten Sachverhalte hinaus-
filhrenden Informationen liefern. Obwohl Vorlesungen sich grundsitzlich medial stark von
Lehrbiichern unterscheiden, konnen teilweise sprachliche Gemeinsamkeiten beobachtet wer-
den.

Methodisch war das Vorgehen der durchgefiihrten Analyse grundsétzlich geeignet, um anhand
der durch quantitative Verfahren gefundenen, zentralen Lexeme exemplarisch Auffilligkeiten
der mathematischen Fachsprache aufzuzeigen. Alternativ konnte statt einer themenorientierten
eine thesenorientierte Vorgehensweise gewidhlt werden. Da dort jedoch Einfiihrungen in das
Thema nicht ausreichend analysiert werden kdnnen, bot sich dies fiir die zugrundeliegende Fra-
gestellung nicht wirklich an.

Weiterfiihrend konnte eine Analyse von Einfiihrungen in die Analysis erfolgen, die fiir Studie-
rende von Natur-, Ingenieur- oder Wirtschaftswissenschaften konzipiert wurden, um weitere
und moglicherweise abweichende Perspektivierungen aufzuzeigen.

Abschlielend ldsst sich festhalten, dass mathematisches Wissen in der heutigen Zeit unabding-
bar fiir das Verstidndnis und somit die Losung von aktuellen gesellschaftlichen Problemen wie
dem Klimawandel oder der Digitalisierung ist. Die Analyse der Sprache der Mathematik ist
damit duflerst relevant, um Lernenden den Zugriff auf diese zu erleichtern, Lehrende auf etwa-

ige Schwierigkeiten hinzuweisen und ihre Popularisierung zu erleichtern.
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[IT Tabellen und Abbildungen

Tabelle 1: Schliisselworter basierend auf der absoluten Haufigkeit

Lexem (Substantiv) | Absolute Haufigkeit
Folge 725
Grenzwert 152
Teilfolge 68
Folgenglied 60
Konvergenz 57
lim 44
Nullfolge 41
Cauchyfolge 38
limes 36
Haufungspunkt 32
Haufungswert 27
Bolzano-Weierstral3 19
Glied 19
Schranke 18
Grenzwertregel 14
Konvergenzkrite- 14
rium

Zahlenfolge 13
Intervallschachte- 13
lung

Divergenz 12
Cauchy-Folge 11

Datengrundlage: Sketch Engine. Wordlist noun des Subkorpus®.
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Tabelle 2: Zwei- bis vierwertige N-Gramme

N-Gramme Absolute Hau-
figkeit

reelle Folge 39

lim sup 37

konvergente Fol- 27

gen

konvergente Folge 24

monoton wachsend 22

monoton fallend 22

streng monoton 20

beschrinkte Folge 16

Reelle Folgen 16

Satz von Bolzano- 15

Weierstral}

konvergente Teil- 12

folge

uneigentlich kon- 11

vergent

Limes superior 10

monoton wach- 10

sende

Folge von reellen 9

Zahlen

divergiert bestimmt 9

divergiert bestimmt 9

gegen

monoton steigend

nach oben be-

schrankt

oben beschriankt 8

Datengrundlage: Sketch Engine: N-Grams des Subkorpus®.
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Tabelle 3: Keywords des Subkorpus'

Lexem Absolute Haufigkeit Absolute Haufigkeit | Score (statistisches
Subkorpus ,,Konver- im Subkorpus ,,Ana- | Mal} von Sketch En-
genz und Folgen* lysis* gine, beruht unter an-

derem auf der relati-
ven Hiufigkeit)

Haufungswert 27 30 19,15

EinschlieBungssatz 4 5 14,43

Indexfolge 2 2 14,16

Konvergenzdefini- 2 2 14,16

tion

Cauchyfolgen 2 2 14,16

Teilfolgen 3 4 12,96

Summenfolge 3 4 12,96

Auswabhlfolge 3 4 12,96

Grenzwertregeln 3 4 12,96

Potenzwachstum- 3 4 12,96

Korollar

Stolz-Cesaro 3 4 12,96

Datengrundlage: Sketch Engine. Keywords Advanced. Focus subcorpus: Subkorpus. Reference corpus:
Korpus der Lehrbiicher zur Analysis.

Tabelle 4: Ubersicht der zu untersuchenden Lexeme

Folgen

Konvergenz Konvergenz
Konvergenzregeln
Divergenz

Beschrinktheit

EinschlieBungssatz

Teilfolge

Haufungspunkt

Satz von Bolzano-Weierstral3

Cauchy-Folge

Basierend auf: Tabelle 1; Tabelle 2; Tabelle 3
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Tabelle 5: Haufigkeit der Verben des Subkorpus'

Verben Absolute Héufigkeit | Relative Haufigkeit
sein 949 17405,18
gelten 352 6455,87
geben 165 3026,19
werden 154 282444
folgen 134 2457,63
konnen 104 1907,42
konvergieren 101 1852,40
zeigen 80 1467,24
haben 77 1412,22
heiflen 64 1173,80

Datengrundlage: Sketch Engine: Wordlist verb des Subkorpus®, gekiirzt und adaptiert.

Abbildung 1: Darstellung von Folgen (A)

G) o1 (links) und ((—=1)")pen (rechts)

1.0
1.00
0.8
05
0.6
04 5 10 15 20
02 B -05
5 10 15 20 10 o

Abb. 8.2 Die ersten Folgenglieder fiir Beispiel 8.2 (i) (links), und Beispiel 8.2 (ii) (rechts)

(A 82 bzw. Brokate/Zimmer/Lindemann 2023: 82)

Abbildung 2: Darstellung der Fibonaccifolge (A)

10000
8000
6000
4000

2000

.
oooooooooooo

5 10 15 20

Abb. 8.3 Die ersten Folgenglieder der Fibonaccifolge, Beispiel 8.2 (iii)

(A 85 bzw. Brokate/Zimmer/Lindemann 2023: 85)
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Abbildung 3: Folge der Quadrat-/ Dreieckszahlen (C)

e Die Folge der Quadratzahlen (n%),en. Diese heifit so, weil sie die
Grofien von Quadraten mit ganzzahligen Seiten wiedergibt.

[ ) [ ) [ ) [ )
[ ) [ ) [ ) [ )
[ ] [} [}
[ ) [ ) [ ) [ )
[ J [ J
[ [ [ ) [ )
n=1 n=2 n=3 n=4

e Die Folge der Dreieckszahlen, die die Grofie von entsprechenden Drei-
ecken wiedergeben:

(C 46 bzw. Deitmar 2021: 46)

Abbildung 4: Definition (E)

a konvergiert gegen .
(@n)nen slert geg = lima,=a <= V d V J|ap,—a|<e.
den Grenzwert a n—s00 €e>0 NEN n>N ~—

/t\
mit anderen Worten, es ist a,, € (a — €,a + €)

(E 28 bzw. Friedl 2023: 28)

Abbildung 5: Visualisierung Grenzwert (B)

IN+1 ITN42 TN

Il &o—0—0 o—!
T *—0—@ o

r—e x x+e

Abb. 3.1 Fiir x, — x sind fiir n > N alle Folgenglieder x, ¢-nahe am Grenzwert x

(B 72 bzw. Constantin 2024: 72)
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Abbildung 6: Visualisierung Konvergenz (D)

1 I R
J L

|
|
a a+te

Abb.4A ¢-Umgebung

Abb. 4B Konvergenz

(D 55 bzw. Forster/Lindemann 2023: 55)

Abbildung 7: Verteilung der Folgenglieder um den Grenzwert (F)

Abb. 2.1 Verteilung der nur endlich
Folgenglieder a, um den . fast alle ay,
Grenzwert a < 7
a— € a a-+e€
viele an

(F 28 bzw. Steinmetz 2024: 28)

Abbildung 8: Grafiken zu Folgen und Konvergenz I (E)

ab diesem N liegen alle Folgenglieder in dem Intervall (a — ¢, a + €)

§ ) 1 5 38 7 6 4 2
Folgenglieder a, . . e c0ccce . . R
o0——— 0

Grenzwert a Intervall (a — €,a + ¢€)

(E 28 bzw. Friedl 2023: 28)

Abbildung 9: Grafiken zu Folgen und Konvergenz II (E)

R

- (1,(11)

(27&2)

R

e-Intervall (a — €,a +€) um a

/

0

(E 28 bzw. Friedl 2023: 28)

1 2

ab diesem N liegen alle Folgenglieder
in dem Intervall (a — €,a + €)
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Abbildung 10: Divergenz (E)

ab diesem N sind alle Folgenglieder > K
. 1 5 3 7 6 4 2 8
Folgenglieder a,, o o . e o oo . e o o
} R

K

(E 34 bzw. Friedl 2023: 34)

Abbildung 11: Implikationspfeile konvergent und beschrinkt (A)

konvergent = beschrankt.
=

(A 86 bzw. Brokate/Zimmer/Linnemann 2023: 86)

Abbildung 12: Sandwichsatz (E)

Folge b, i ° :
N o ° o °
Folge yn, ° . : . 3 .
[ ]
Folge a,, ———— ¢

(E 33 bzw. Friedl 2023: 33)

Abbildung 13: Beweis Eingrenzungssatz (A)

Beweis Dies folgt unmittelbar, da fiir gegebenes ¢ fiir gentigend groBes n die Ein-
schlieBunga — e < a, < b, <c, < a + ¢ gilt. OJ

(A 90 bzw. Brokate/Zimmer/Linnemann 2023: 90)

Abbildung 14: Beweis des EinschlieBungssatzes (B)

Beweis Sei Ny € N, sodass x, < x, < x,j fiir alle n > Ny. Zu jedem ¢ > 0 gibt es
ein Ny € Nmitx — ¢ < x,, fiirallen > Nyundein N, € Nmitx;f < x + ¢ fiir alle
n > N,. Setzen wir N = max{Ny, Ny, N,}, so gilt

x—e<x, <x,<x’ <x+e firallen > max{No, Ni, N2},

und somit haben wir |x, — x| < ¢ fiirallen > N. L]

(B 77 bzw. Constantin 2024: 76)
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Abbildung 15: Beweis des EinschlieBungskriteriums (C)

Beweis. Zu gegebenem ¢ > 0 gibt es einen Index 11 > ng so dass fiir jedes
n > ny beide Ungleichungen |2, — a| < ¢ und |b, — a| < ¢ erfiillt sind. Das
bedeutet dann

—e<ay—-a<c,—a<b,—a<eg,

also auch |c;, — a| < € fir n > ny. O

(C 48 bzw. Deitmar 2021: 48)

Abbildung 16: Beweis des Sandwichsatzes (E)

Beweis des Sandwichsatzes 2.6. Es seien (an)nen, (bn)nen und (yn)nen Folgen von re-
ellen Zahlen, so dass fiir alle n € N die Ungleichungen a, < y, < b, gelten. Wir nehmen
an, dass (an)neny und (bp)nen gegen den gleichen Grenzwert z konvergieren. Es gilt also:

(1) VvV 4 V a,€(z—¢2+¢ und (2) V 4 V bp€(z—€z2+¢)
e>0 N,eN n>N, e>0 N,eN n>N,

Wir miissen zeigen, dass lim vy, = 2z, d.h. wir miissen zeigen:
n— 00

vV 4 V yn€(z—¢2+e¢).
>0 MeN n>M

Es sei also € > 0. Aus (1) und (2) folgt, dass es Nq, N € N gibt, so dass fiir alle n > Ng
gilt an € (2 —¢,z+¢€) und fir alle n > Ny gilt by € (2 — ¢, 2z + €). Wir setzen jetzt also
M := max{Nqa, Np}. Fir alle n > M gilt dann an € (z —¢,2+¢) und by € (z — ¢,z + €).
Da yp zwischen a, und by, liegt, gilt also auch y, € (z — ¢,z + €). [ ]

(E 34 bzw. Friedl 2023: 34)

Abbildung 17: Beweis einer Konvergenzregel (F)

a”. Es bleibt k) zu beweisen: Die Ungleichungen a — a, < € und b, — b < € fiir
n > ngergebenmitc =a =b:c—c, <a—a, <eundc, —c <b, —b < €,und
damit die Behauptung |c — ¢,| < € fiir n > ny. &

(F 30 bzw. Steinmetz 2024: 30)

Abbildung 18: Weglassen von Folgengliedern (C)

(Xh&%z))(g, ag ,...).

——
=b =by

(C 58 bzw. Deitmar 2021: 58)
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IV Transkripte
Vorlesung 1 (VL 1)

Vorlesung der TU Dortmund: Einfithrung und Motivation in die Analysis

[... ] Bevor wir wirklich anfangen durch dieses Buch zu gehen, mochte ich eine Motivation
geben und zwar erkldren was eigentlich Analysis ist. Was sind unsere Ziele? Wie erreichen wir
die und was eigentlich bedeutet Vorlesung? Was werden wir da machen? Gut. Was ist Analysis?
Analysis ist ein Gebiet von Mathematik, wo wir uns mit Untersuchung von Funktionen, von
differenzierbaren Abbildungen beschéftigen und was das wirklich bedeutet, ich mochte mit ei-
nem Beispiel oder mehreren, zwei Beispielen zeigen. Es ist immer so, ein Beispiel kann man
immer besser verstehen, worum geht‘s. Erstes Beispiel, wir‘ folgendes. Sagen wir mal wir ha-
ben eine Funktion, wir werden spéter definieren, was eine Funktion bedeutet, aber man kann
denken, Funktion ist etwas, was fiir jeden, fiir einen Wert x wir kriegen ein Wert f(x). Das heif3t,
ich kann das zum Beispiel auf f(x) und man kann, ich kann das auf Graph zum Beispiel diese
Funktion f beschreiben, das heif3it es kann sein zum Beispiel, es kann sein, Temperatur in jedem
Moment. Natiirlich werden wir lieber nicht von x aber von t abhéngig machen, t die time auf
Englisch Zeit, also das ist so Temperatur, das ist Zeit. Normalerweise wird es so ein bisschen
anders aussehen, aber man kann sagen ok, das hier ist Tag und das ist Nacht und das ist wieder
Tag und so. Und eine Frage, welche wir fragen kdnnen, ist zum Beispiel sagen, ok wir wollen
wissen, wann war die niedrigste Temperatur oder wann war die hochste. [...] Wir werden meis-
tens mit solcher Definition anfangen. Wir werden irgendwelche Objekte definieren mit irgend-
welchen Eigenschaften. Natiirlich machen wir meistens so, dass diese Eigenschaften nicht su-
perstrikt sind. Das heift man hat relativ viele Objekte, die diese Eigenschaften erfiillen und
dann werden wir sagen, ok, fiir diese Objekte mit diesen Eigenschaften wissen wir, dass das,
das, das und das gilt und das miissen wir natlirlich dann beweisen. Das ist auch eine allgemeine
Struktur, das heit auch wenn man dieses Buch 6ffnet und guckt, dann sieht man ok ich 6ffne
und da hat man Definitionen, Beispiele und dann Sétze oder Lemmas, was eigentlich so einfa-

che Satze sind. [...]

Quelle des Videos: Analysis an der TU Dortmund (2020): Analysis 1 WS 20/21 Video 1.0 -
Einfiihrung und Motivation. 06.11. 2020. Online unter: https://www.youtube.com/
watch?v=Rjms6JTS32I (konsultiert am: 20.02.2025). Transkribiert mit Whisper Transcription
(leicht adaptiert)
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Vorlesung 2 (VL 2)

Vorlesung der Universitit Freiburg: Intro Analysis

[...] Zusammen wollen wir dieses Semester die wichtigsten Grundlagen der Analysis kennen-
lernen und da stellt sich wahrscheinlich Thnen als erstes die Frage, worum geht‘s eigentlich in
der Analysis. Und aus vielen Anwendungen aus Physik und Naturwissenschaften kennen die
Leute schon seit Jahrzehnten, wenn nicht sogar Jahrhunderten, verschiedene Methoden, um
Funktionen qualitativ und quantitativ zu verstehen. Und die Funktionen, um die es da geht, die
kommen im Allgemeinen aus quantitativen Modellen, aus verschiedenen Bereichen, aus der
Physik, der Statistik, Stochastik, der Biologie und auch der Chemie. [...] Und diese Methoden
in den verschiedenen Bereichen, die gab es oft schon linger, als es eigentlich die Analysis gibt.
So, was hat die Analysis eigentlich dann als Ziel? In der Analysis, die entstand aus dieser Viel-
zahl von Methoden mit dem Ziel, diesen einen theoretischen Unterbau zu verleihen. Und ins-
besondere beschiftigt man sich mit dem Anderungsverhalten von Funktionen und auch mit den
Approximationen von Losungen, Funktionen. Das fiihrt insbesondere auf den Begriff von
Grenzprozessen, wo insbesondere der zentrale Begriff, den wir auch dieses Semester lernen
werden, der Begriff der Konvergenz ist. Jetzt kann man sich natiirlich tiberlegen, warum ist das
relevant, Anderungsverhalten von Funktionen, Approximation von Ldsungen. Wenn wir uns
iiberlegen, in der realen Welt, da geht es oft um kontinuierliche GréB3en, also GroBen, die kon-
tinuierliche Werte annehmen konnen. Aber wenn wir eine Grofle echt messen, dann konnen wir
die natiirlich nicht mit einer beliebigen Genauigkeit messen. Das heif3t, der Messprozess selber
ist schon eine Naherung, eine Approximation des Messwertes. Und dann mdchte ich natiirlich,
wenn ich aus dem Messwert eigentlich jetzt liber eine Funktion etwas ableite, was mich eigent-
lich interessiert, und da jetzt einen neuen Wert rauskriege, dass, wenn ich da schon mit einer
Approximation reingehe, etwas, was nah an dem realen Wert, der zu messenden Grofe ist, dann
mochte ich natiirlich das auch nach Anwenden der Funktion auf den Messwert, der ja nur eine
Néherung darstellt, da auch irgendwas rauskommt, was nah ist an der Funktion, an der Stelle
des realen Wertes. Und nicht nur das, eigentlich hitte ich auch gerne quantitative Informationen
dariiber, wie nah. Und das ist eine der Fragen, worum es in der Analysis geht. Und insbesondere
wollen wir verstehen, warum, wie und wann solche Methoden funktionieren. Was meinen wir
damit? Mit ,,warum* meinen wir, wir wiirden gerne Intuition dafiir haben, warum etwas funk-
tioniert. Mit ,,wie* meine ich jetzt hier, wir wiirden gerne rechnen konnen. Bis dahin ist es das,
was man irgendwie auch als Physiker oder anderer Naturwissenschaftler gerne wissen mochte.
Was fiir den Mathematiker oft dazukommt, oder fiir die Mathematiker immer dazukommt und

fiir andere Bereiche eher nur in ausgewéhlten Situationen, ist die Frage des ,,Wanns“. Und
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,Wann“ soll jetzt hier heillen, wir beschiftigen uns mit der Frage, unter welchen Voraussetzun-
gen oder unter welchen Annahmen unsere Methode iiberhaupt funktioniert oder funktionieren
kann. Und insbesondere wollen wir beweisen, dass die Methode in diesem gegebenen Rahmen,
unter diesen gewissen Voraussetzungen richtig ist. Natiirlich kann man sich jetzt fragen, wozu
beweisen wir denn eigentlich Sachen? Zum einen ist es natiirlich, um rauszukriegen, dass etwas
stimmt. Es kann ja sein, dass unsere Methode, die kommt zum Beispiel daher, dass wir unserer
Intuition geglaubt haben. Oder sie kommt daher, dass wir endlich viele Experimente durchge-
fithrt haben und damit empirisch eine Vermutung dafiir haben, was hier eigentlich passieren
sollte. Und der mathematische Beweis ist eine logisch stringente Herleitung der Aussage aus
Sachen, die wir schon wissen. Das ist ein Grund, warum wir beweisen, aber wir beweisen auch,
um auszuloten, worin die Grenzen unserer Methode oder wo denn die Grenzen in der Aufweich-
barkeit von Voraussetzungen fiir unsere Aussage liegen. Und idealerweise helfen dann das, was
wir beim Beweisen gelernt haben, uns dabei neue Aussagen zu finden, neue Zusammenhénge
zu erstellen oder neue Methoden uns auszudenken. Das wire sozusagen das hehre Ziel fiir die

Zukuntft. [...]

Quelle des Videos: Math Institut Freiburg (2020): 00 Intro Ana 1. 02.11. 2020. Online unter:
https://www.youtube.com/watch?v=3WvCGw5 1-t8&list=PLIFO2mRN7U38uli0Db5vCeN
48-wqc2ix- (konsultiert am: 20.02.2025). Transkribiert mit Whisper Transcription (leicht adap-

tiert).

Vorlesung 3 (VL 3)

Vorlesung Technische Universitit Braunschweig: Konvergenz

[...] Wir hatten gestern morgen die Grenzwertdefinition. Ich schreibe hier noch mal 1.2 auf,
den Grenzwert. Und die Definition lautete, dass die Folge a,,, fiir n gleich 0 bis unendlich, ja
da ist in dieser Schreibweise so ein bisschen kodiert, dass die Folgenglieder von 0 bis unendlich
hindurchgezdhlt werden, sie konvergiert gegen a filir n gegen unendlich, genau dann, wenn es
fur alle €, und wir denken uns bei den ¢, und seien sie noch so klein, fiir alle €, und seien sie
noch so klein, grofler 0, natiirlich € ist in gewissem Sinne immer groBer 0, aber wir schreiben
es mathematisch korrekt dazu, ein Zeitpunkt existiert in der Abfolge, wenn wir uns die Folge
als wirklich Abfolge von Werten a,, denken, ein N existiert, sodass der Abstand der Folgenglie-
der a,,von diesem Wert a, der dann, wenn es erfiillt ist, der Grenzwert sein wird, kleiner als €
ist, und zwar von diesem Zeitpunkt N ab. Das ist die Definition, so haben wir es definiert, und
jetzt versuchen wir uns klarzumachen, dass diese Definition in irgendeinem Sinne sinnvoll ist,
dass also Folgen, von denen wir den Eindruck haben, sie streben gegen a, auch im Sinne dieser
Grenzwerte—Definition, konvergieren, also genau unter diese Definition fallen, und dass solche,
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die das nicht tun, die also nicht konvergieren, die das also nicht streben, auch tatséchlich nicht
in diese Definition fallen. Diese Definition sieht ja ein wenig kiinstlich aus, wir haben zwar
versucht, es kurz anzureiflen, aber das miissen wir ja ein bisschen mit Leben fiillen, und das

machen wir jetzt, und wir testen das Ganze an einem Beispiel, und wir nehmen als Beispiel die
Folge a, = Pl also diese Folge, die entsteht, wenn wir einen Kése, also was ist das €? € ist ein

griechischer Buchstabe, meine Damen und Herren, Alpha, Beta, Gamma, Delta, ¢, irgendwo
kommt noch Eta, und das Ganze auswendig kann es nicht. Das ¢ ist eine Zahl, fiir alle € gibt es
ein n. Fiir jeden Topf gibt es einen Deckel. Dann ist die Frage, was ist der Topf, ein bisschen
seltsam. Fiir jedes € gibt es ein n, also egal wie wir das € wéhlen, groBer 0, gibt es so ein n, von
dem n haben wir nichts gesagt, auch nicht, dass es zwingend eine natiirliche Zahl sein muss.
Wir kénnen aber immer eine natiirliche Zahl finden, und das ¢ ist also erstmal eine Zahl, grofer
als 0, und wir versuchen jetzt diese Definition und mit etwas Leben zu filillen. Wir malen uns
diese Funktion auf, stellen sie uns vor, diese Funktion, diese Folge, und wir beginnen hier bei

0, und wir zeichnen die 0 nicht direkt an die Achse, damit wir sie relativ gut aufzeichnen kon-
nen, hier ist die 1, und jetzt haben wir also bei n = 0 ist ay = 1, das ist a4, das ist i, a, ist i,

und jetzt stellen wir fest, diese Punkte wandern immer néher an die Achse. Die a,, sollten gegen
0 konvergieren, n gegen unendlich, a,, = 0. Da wiirde jeder sagen, ok, intuitiv scheint das zu
stimmen. Dieses ist a und wir zeigen dieses jetzt anhand der Grenzwertdefinition. Es steht dort,
fiir alle € groBer 0, also ganz egal, welches € sie wihlen. Wenn Sie irgendjemanden fragen nach
einem ¢ grofler 0, und der sagt Ihnen irgendeine Zahl, dann soll es solch ein groBes n geben,
was diese Eigenschaft, die hinter dem N, hat. Also zeichnen wir uns ein € ein, irgendeins, das
gegeben ist, zum Beispiel dieses, und dieses ¢ ist hier, dort ist €, hier ist -¢, dort ist a = 0, auf
der vertikalen Achse, wo wir zum Beispiel die a,, aufgetragen haben, und hier haben wir die n,
die Indizes aufgetragen. Und jetzt ist die Forderung, dass a,, — a kleiner als ¢ ist, also das, was
hier drinsteht, das ist gerade erfiillt in dem Bereich von -¢ bis &, und wir schauen, ob wir tat-
sdchlich ein N finden, ab dem das gilt, und dann haben wir hier, und so konnen wir unseren ¢-
Schlauch einzeichnen. Jetzt ist die Frage, wo ist das N, ab dem das gilt, und dann kdnnten wir
sagen, das gilt ab hier. So, das kdnnte zum Beispiel ein N sein. Jetzt werden einige sagen, warum
zeichnet er das zwischen 2 und 3, also so breit, wie der e-Schlauch ist, das a, liegt ja auch schon
im e-Schlauch. Ja, das ist richtig, a, liegt auch schon im &-Schlauch, aber wir sind ja gar nicht
darauf verpflichtet, das kleinste n zu wihlen. Das heilit nur, es gibt ein n. Zu jedem Topf gibt
es einen Deckel, heifit nicht, dass wir genau einen Deckel brauchen. Es gibt nur irgendeinen
Deckel. Zu jedem Topf finden Sie in dieser Kiiche einen Deckel. Das heil3t nicht, dass es ir-

gendwie den besten Deckel gibt, oder den Mr. Big Deckel, sondern es gibt nur irgendeinen.
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Und das N ist eins, was wir hier gefunden haben. Natiirlich konnten wir auch ein n wihlen, was
etwas kleiner ist, so dass a, auch da drin liegt. Meine Damen und Herren, der Wert von ¢ ist
kein einzelner Wert. Fiir alle € soll das gelten. Wir zeichnen jetzt also noch einen, ein € ein. Wir
nehmen ein anderes €, wir fragen jemand anderen und dann nennt er uns vielleicht ein kleineres
g, und dieses ist jetzt das € in braun. Das ist jetzt diese Umgebung, die geht von dort bis dort
um die Null herum. Und bitte, zeichnen Sie nicht genau das Bild ab, zeichnen Sie Ihr eigenes
Bild. Die Aufforderung ist, Ihr eigenes Bild zu zeichnen mit einem passenden €. Und dazu wire
jetzt das gleiche n ein mogliches n. Sie konnten aber auch jedes spétere n wihlen, und Sie haben
den Eindruck, ganz egal wie klein Sie das € machen, Sie schmiegen sich immer dichter an die
horizontale Achse. Wenn Sie also jetzt ein ganz kleines € wihlen, hier in orange dort, dann
miissten Sie moglicherweise ein N wihlen, was noch spater ist. Sie konnten sich vorstellen,
diese Folge, die ist, sozusagen, Sie nehmen immer am 10. jedes Monats auf, wo sich dieser
Mensch, der, um dem es geht, befindet. Wir nehmen einen unendlich lang lebenden Menschen,
und in der Kindheit macht der irgendwas, in der Jugendzeit fahrt er sonst wo auf der Welt herum,
ist iiberall zu Besuch, und immer am 10. jeden des Morgens gucken Sie, wo er gerade ist.
Manchmal ist er im Club, manchmal ist er im Bett, manchmal steht das Bett in Siidamerika,
manchmal steht es am Nordkap, und so lduft er immer weiter, fahrt er herum. Und jetzt wird
diesem Menschen moglicherweise, wenn er dlter und fauler wird, so wie ich, das zu beschwer-
lich, und er sagt sich: ,,Ach, es gibt gute Kontinente, und es gibt Kontinente mit A, ich fahre
nicht mehr weit weg®. Und das ist natiirlich nur ein Joke hier, um zu erkléren, natiirlich sind
alle Kontinente gleich gut. Und dann sagt er sich spéter: ,,Mmh, immer fremde Sprachen, ich
bleibe in Deutschland®. Und irgendwann bleibt er in Niedersachsen, und dann bleibt er in der
Liineburger Heide, und irgendwann bleibt er in Egestorf, und dann bleibt er auch nur noch in
seinem Garten. Und Sie finden ihn regelméBig, am jeden 10. des Morgens, in dem Garten in
Egestorf. Und irgendwann finden Sie ihn nur noch in seinem Lehnstuhl sitzen, er ist jetzt also
sehr, sehr alt geworden. Jetzt konnten Sie sagen, ganz egal, wie klein Sie die Umgebung gewihlt
haben, in der Sie diesen Reisenden finden wollen, am jeweils 10. des Monats, wenn Sie nur
lange genug warten, dann finden Sie um seinen Lehnstuhl herum, in dem Bauernhaus in E-
gestorf, dort finden Sie einen Zeitpunkt, ab dem Sie ihn immer dort finden. Fiir alle Umgebun-
gen, ganz egal, wie klein die Umgebung ist, finden Sie einen Zeitpunkt, ab dem unser Reisender
diese Umgebung nicht mehr verlésst. In seiner Jugendzeit war er sonst wo, und an den selt-
samsten Orten haben Sie ihn angetroffen. Das ist aber nicht wichtig fiir die Frage, dass Sie fiir
jede Umgebung, so klein sie auch ist, einen Zeitpunkt finden, ab dem er die Umgebung nicht

mehr verlédsst. Natiirlich sind alle diese Veranschaulichungen und Geschichten ein bisschen

63



85

90

95

100

105

110

115

ausgedacht, weil sie einzig und allein in unserem Kopf bestehen. Sie sehen ja, niemand hat
unendlich viele Zehnte des Monats, des jeweiligen Monats in seinem Leben. Also es handelt
sich um reingedachte Objekte.

Und jetzt versuchen wir diese Bedingung nachzupriifen, die dort steht. Wir versuchen also her-
auszufinden, ob wir tatséchlich zu jedem € ein N finden kdnnen. Also egal wie wir das € wihlen,
wir wollen das N finden, das N, ab dem a,, — n kleiner als ¢ ist. Ab dem also die Folge a,,, die
¢ -Umgebung, diesen € -Schlauch, um die Null nicht mehr verldsst. Sozusagen so wie unsere
gedachte Person, die immer am 10. Juli des Monats irgendwo aufzufinden ist, finden wir tat-
sdchlich einen Index N, ab dem diese Umgebung nicht mehr verlassen wird. Dazu gucken wir
uns als erstes die Bedingung an, die im Inneren steht. [...] Das heil}t, wenn wir jetzt, und wir
drehen das Ganze um, irgendein & vorgeben, dann finden wir tatséchlich ein n, und wenn es
eins gibt, das ist am sichersten, wenn Sie es angeben konnen, die Aussage ,,Beweisen Sie, dass
Sie ein Haus in Monaco haben®, dann konnen Sie sagen: ,,Hier, Besitzurkunde, das ist das Haus,
da sind die Fotos.“ Wenn Sie sagen wollen, beweisen Sie, dass Sie kein Haus in Monaco haben,
weil zum Beispiel die Steuerbehorde denkt, Sie hitten eins, das wird relativ schwierig, schon
rein formell, ganz ohne Mathematik. Und jetzt nehmen Sie als N diesen Wert, ab dem Sie in
dem ¢ -Schlauch liegen. [...] Also ist die Annahme falsch, das Prinzip des indirekten Beweises.
Und wir haben also keinen Widerspruch, das heif3t also, keinen Grenzwert. Das heif3t, fiir alle €
aus den reellen Zahlen gibt es ein € wir drehen das Ganze um. Wenn wir vorher die Aussage
hatten, fiir alle, gibt es eins, fiir das es diese Aussage nicht gibt. Fiir jeden Topf gibt es einen
Deckel. Die Verneinung davon ist, es gibt mindestens einen Topf, fiir den es keinen Deckel gibt.
Also fiir alle b aus R existiert ein €, sodass kein n existiert, mit der Eigenschaft b,, — b ist kleiner
als g, fuir alle n groBer als n. [...] Und jetzt beweisen wir einen Satz, quasi den ersten Satz, den
wir hier in dieser Vorlesung ansprechen, und der Satz heif3it: Eine konvergente Folge ist be-
schrinkt. [...] Wir wollen also beweisen, dass es der Fall ist und wir konnten dazu uns dies
aufzeichnen, wie es der Folge geht. Die Folge hat einen Grenzwert hier, der Grenzwert, das
konnten wir zum Beispiel a nennen und die Folge ist konvergent. Das heif3t, fiir jedes beliebig
kleine €, und wir zeichnen das €, wir geben dem ausdriicklich keinen wirklichen Namen, es ist
auch keine wirkliche GroBe, liegen die Folgen, die da irgendwann in dem e-Schlauch, das ist
die Aussage unserer Grenzwertdefinition. Wir beginnen irgendwo hier. Am Anfang ist die Folge
ein Baby, und dann fahrt die tiberall rum und guckt tiberall mal vorbei und zappelt und vielleicht
ist sie auch hier noch ein paar Mal, dann zappelt sie noch mal hier hin und da hin und dann ab
dem n, da bleibt sie aber in unserem g-Schlauch. Jetzt wissen wir, dass wir hier hinten unendlich

viele Folgenglieder haben, denn es geht immer weiter und weiter. Hier wére es also durchaus
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angebracht, die Punkte noch mal, um das zu verdeutlichen, dort anzuzeichnen. Und hier vorn
konnen wir sagen, es gibt ein grofites Element, das sind ndmlich nur endlich viele, bis zu dem
N sind es immer nur endlich viele. Wir hatten gestern das Hotel, das Hilbertsche Hotel, und das
war unendlich groB3, da konnte immer noch jemand einziehen, aber egal wie grof3 das Hotel ist,
wenn jedes Bett belegt ist, ist es voll, also unendlich grof3 ist das Hotel nicht, also endlich viele,
auch wenn es sehr viele sind, sind etwas ganz anderes als unendlich viele. Von denen kdnnen

wir also das Maximum bilden. Und das machen wir jetzt, wir wissen, die Folge ist beschrankt.
Das heil}t, es existiert ein n, sogar in der Form a,, — a ist kleiner als 1—10, oder irgendein anderer
Wert, das wihlen wir jetzt ein €, denn die Aussage, was gilt fiir alle €, also gilt es auch fiir ¢

gleich 1—10, und das gilt dann fiir alle n gréBer als N. Daraus folgt, a,, minus dhm a — 1—10, gerade
der Schlauch, a — % ist kleiner als a,,, ist kleiner als a + 1—10, fiir alle n groBer als N. Und jetzt

. . . . 1
wihlen wir als obere Schranke S, dann nehmen wir das Maximum von a + o und allen a,,

mit, a,,, n lduft von Null, mit n lduft von Null bis N. Bestenfalls eigentlich die ganze Zahl davor.
Das heift also, hier haben wir bei dem roten, die rote, obere Begrenzung unseres e-Schlauches,
und hier haben wir die orange Begrenzung unserer endlich vielen Punkte aus der Jugendzeit
unserer Folge. Wir kdnnen also das, was wir vorher in dem Bild gesehen haben, danach in

mathematische Formeln gieBen und das u, die untere Schranke, ist demzufolge der minimale
Wert aus a — %, das ist da, wo die unendlich vielen begrenzt werden, weil sie dann in dem &-

Schlauch liegen, und den a,, die am Anfang liegen. Und wir haben jetzt eine obere Schranke
und wir haben in u eine untere Schranke. Wir haben also bewiesen, dass eine konvergente Folge
tatsdchlich eine beschrinkte Folge ist. Wir konnten das etwas genauer noch formulieren und
sagen, wenn eine Folge konvergiert, dann ist sie auch beschrinkt. Sie strebt fiir n gegen unend-
lich gegen diesen Grenzwert. Sie kann aus dem Schlauch nicht wieder raus, wenn sie einmal
drin ist, egal wie klein der Schlauch ist. Und hier haben wir einen Schlauch ausgewahlt und
haben gesagt, okay, am Anfang, in ihrer Jugendzeit hat die Folge gemacht, was immer sie
wollte, aber irgendwas war auch das Schlimmste, was sie gemacht hat, und dann haben wir sie
eingefangen in den e-Schlauch und da ist sie dann nicht wieder rausgekommen. Und damit ist
sie beschrankt. Es ist nicht moglich gewesen, innerhalb dieser endlich langen Jugendzeit wirk-
lich alle Grenzen einzureiflen, irgendwas, was die Folge gemacht hat, war am groften und war
am kleinsten. Das ist kein iiberméBig spektakuldrer Satz und wir betrachten dieses als Beweis.
Etwas spannender, aber eigentlich auch nur, weil wir unsere Begriffe testen wollen, ist folgen-
der Satz. Eine beschrinkte und monoton wachsende Folge, die ist konvergent, die ist konver-

gent. Das heil}t also, es hat schon nicht funktioniert, was wir eben vielleicht gedacht haben,
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wenn konvergente Folgen beschrinkt sind, sind beschrénkte auch konvergent. [...] Wir kénnen
solche Folgerungen nicht wirklich umkehren. Alle Apfel sind Obst, aber nicht alles Obst sind
Apfel. Eine ganz einfache Sache. Aber eben mit der zusitzlichen Eigenschaft, wenn sie mono-
ton wachsend ist, dann ist sie auch konvergent. Dann gucken wir uns an, ob das stimmen konnte.
Wir zeichnen eigentlich immer zuerst das Bild. Das ist der Schliissel zu allem. Mathematik hin
oder her, falls Sie einen Mathematiklehrerin oder Mathematiklehrer hatten, der tatsdchlich
dachte, die Bilder sind bloB irgendwie so eine Illustration am Ende. Nein, die Bilder sind der
Anfang. Ihre Vorstellungen sind immer der Anfang von dem, was irgendwie nur Mathematik
sein kann. Also zeichnen wir eine obere Schranke ein, zum Beispiel diese da. Die Folge ist ja
beschrinkt. Die untere, die spielt jetzt nicht so eine grofle Rolle, konnen wir natiirlich auch
einzeichnen. Meinetwegen machen wir auch. Das ist ja beschréinkt, das ist die untere. Und jetzt
zeichnen wir eine monoton wachsende Folge. Das heif3t, wir haben hier Elemente der Folge
und die wachsen. Die bleiben vielleicht mal so, wie sie sind, aber sie konnen nur nach oben.
Nach unten kénnen sie nicht. Und dann streben sie hier nach oben. Jetzt ist die Frage, wo gehen
die denn hin? Wo konnen die denn hin? Die kdnnen ja nicht nach unten wieder. Die streben also
irgendwie nach oben. Aber niemand zwingt sie da wirklich gegen dieses S zu konvergieren.

Und das, diesen Satz, beweisen wir. [...]

Quelle des Videos: Ingenieurmathematik Technische Uni Braunschweig (2022): IngMa A (Ana-
lysis) - Vorlesung 28.10.2021. 28.10. 2021. Online unter: https://www.youtube.com/
watch?v=FcOHUsPhV _U&list=PL9FO2mRN7U38uli0Db5vCeN48-wqc2ix-&index=10
(konsultiert am: 20.02.2025). Transkribiert mit Whisper Transcription (leicht adaptiert).

Vorlesung 4 (VL 4)

Vorlesung der Universitit Freiburg: Folgen und Konvergenz

[...] Und jetzt ist natiirlich so die Frage, was kann man so sagen iiber Grenzwerte von Folgen
oder jetzt hier erst mal von rationalen Folgen oder iiber Konvergenz im Allgemeinen. Die erste
naheliegende Frage ist, ist es denn richtig, irgendwie von dem Grenzwert zu reden oder kann
es da mehrere geben? Also, dass die Frage ist, weil}, wenn ich weil3, dass eine Folge konvergiert,
gibt es dann nur ein a, also nur einen Grenzwert, fiir den das gilt. Wenn das so wiére, ist der
Grenzwert eindeutig und es ist korrekt, von dem Grenzwert zu reden, ansonsten miisste man
von einem Grenzwert reden. Allein von der Anschauung, wie wir uns das hier vorgestellt haben,
glaubt man schon, dass es irgendwie sein kann, dass die Folge zwei verschiedene a's annéhert.
Aber vielleicht ist unsere Vorstellung ja hier in diesem Bild gar nicht so richtig korrekt, deshalb

beweisen wir das mal. Das ist der Satz 3.1.2, Eindeutigkeit des Grenzwertes. Das ist einfach
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genau das, was wir eben behauptet haben. Wenn wir schon wissen, dass die Folge a,, konver-
gent ist, dann ist der Grenzwert eindeutig. [...] So, bis hierhin haben wir verschiedene Beispiele
gesehen von Folgen, die konvergent waren, jetzt von einer Folge, die nicht konvergent war und
was uns irgendwie auffallt, ist, dass wenn wir an unsere Grenzwertdefinition zuriickdenken, da
miissen wir schon wissen, was der Grenzwert ist. Das heif3t, um zu iiberpriifen, ob eine Folge
iiberhaupt konvergiert, ob die tiberhaupt irgendwas annéhert, miissen wir im Prinzip schon eine
Idee davon haben, was dieser, dieser Grenzwert sein soll. In der Definition war das das a. Das
ist irgendwie ein bisschen unbefriedigend. Ja, es wire irgendwie auch gut, mal angenommen
wir haben mal eine Folge, von der wir noch nicht wissen, was der Grenzwert sein soll oder eine
Folge, die wir benutzen wollen, um {iberhaupt zu sagen, welche Zahl da rauskommen soll, dass
wir irgendwie anders herausfinden kdnnten, dass diese Folge tiberhaupt irgendwas annédhert und
dann erst iiberlegen, was das eigentlich sein soll, was die anndhert. Weil so miissen wir im
Prinzip mit diesem Wissen schon reingehen. Das heif}t, wir miissen mindestens raten, was der
Grenzwert sein soll. Wére also gut, ein Kriterium zu haben, wo man ohne Wissen des Grenz-
werts irgendwie rausfinden kann, dass die tiberhaupt konvergiert. Nun, das wird auf den Begrift

der Cauchy-Folge fiihren. [...]

Quelle des Videos: Math Institut Freiburg (2020): 08 Folgen und Konvergenz. 08.11. 2020.
Online unter: https://www.youtube.com/watch?v=FcOHUsPhV _U&list=PLIFO2mRN7U38
uliODb5vCeN48-wqc2ix-&index=10 (konsultiert am: 20.02.2025). Transkribiert mit Whisper
Transcription (leicht adaptiert).
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