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Zusammenfassung Die zeitabhdngige Berechnung von Akkretionsscheiben erfordert die
Uberbriickung von Zeitskalen, die viele GréRenordnungen iiber den Zeitschrittweiten bis-
her veroffentlichter Scheibencodes liegen, so dass limitierte Rechnerresourcen die theore-
tische Behandlung dieser Objekte gravierend einschranken. Effizientere Algorithmen sind
daher erforderlich. Da sich die physikalischen Rahmenbedingungen in kosmischen Akkre-
tionsscheiben stark voneinander unterscheiden konnen, miissen numerische Algorithmen
an ein bestimmtes Problem angepasst werden. In dieser Arbeit wurden verschiedene Algo-
rithmen implementiert und getestet. Eines der implementierten Splitting-Verfahren konnte
zur 1D-Simulation von Uberschallstromungen in Scheiben um schwarze Lécher effizient
genutzt werden. Zur 2D-Simulation von Unterschallstromungen der in dieser Arbeit ndher
untersuchten protostellaren Scheiben konnte ein weiteres Splitting-Verfahren und ein fiir
dieses Problem erstmals eingesetztes Druckkorrekturverfahren zumindest in einigen Fal-
len mit gesteigerter Effizienz eingesetzt werden. So konnten numerische Simulationen von
Flussstrukturen in protostellaren Scheiben durchgefiihrt und durch analytische Ndherun-
gen hoherer Ordnung ergidnzt werden. Fiir Scheibenmodelle mit einer a-Parametrisierung
der Viskositit ergaben sich hierbei meridionale Flussstrukturen, die bereits von anderen
Autoren beobachtet wurden und die im Gegensatz zu stationédren Einzonenmodellen auch
auswartsgerichtete Stromungen in der Zentralebene von Akkretionsscheiben zulassen. In
einer Fallstudie konnte gezeigt werden, dass die meridionalen Flussstrukturen Auswir-
kung auf die Durchmischung von Materie in protostellaren Scheiben haben koénnen, die
sich beispielsweise in der Zusammensetzung von Kometen wiederspiegelt.

Abstract Time-scales that need to be considered in time-dependent computations of ac-
cretion discs are many orders of magnitude larger than stable time-step sizes of common
numerical codes. Therefore, theoretical investigation of these objects is severely limited
by present-day computational resources, unless more efficient algorithms are found. Due
to large differences in the underlying physics of cosmic accretion discs, algorithms need to
be adjusted to the particular problem. During the course of this thesis, several algorithms
have been implemented and tested. One of the implemented splitting-methods could ef-
ficiently be employed to 1D-simulations of supersonic accretion flows onto black holes.
Another splitting method and a pressure correction scheme were applied to simulate two-
dimensional protostellar accretion flows, which have been investigated more elaborately
in this thesis. With these methods, performance in simulating protostellar discs could be
improved in at least some cases. Numerical simulations of flow-structures in protostellar
discs could thus be conducted and compared to higher order analytical approximations.
Disc models using an a-description of the viscosity produced meridional flow-structures
that have already been observed by several authors. Unlike flow-structures resulting from
stationary one-zone-approximations, meridional flows exhibit outward directed velocities
in the midplane of the disc. Test cases showed, that meridional flows can play an im-
portant role in the mixing processes of protostellarer disc material that is reflected in the
composition of cometary and meteorite material.
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Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit wurde mit Mitteln des Sonderforschungsbereiches 359 ,Reaktive Stromun-
gen, Diffusion und Transport“ finanziert. Sie entstandt im Rahmen des Teilprojekts C1
,Materiestromungen in Akkretionsscheiben“.

1.1 Kosmische Akkretionsscheiben

1.1.1 Die Geburtsstitten der Planetensysteme

Nach dem gegenwiértigen Stand der Forschung wird davon ausgegangen, dass die Stern-
entstehung, welche sich in den dichten Kernen kosmischer Molekiilwolken vollzieht, hdu-
fig mit der Bildung von Planetensystemen einhergeht. Die Idee des Urnebels als Wiege
unseres Sonnensystems geht bereits auf Kant (1755) und Laplace (1796) zuriick, doch
konnte die Existenz von Planeten auf3erhalb unseres Sonnensystems erst in den letzten
Jahren durch die Beobachtung bestitigt und die Planetenentstehung als eine universelle
Erscheinung im Kosmos belegt werden (Mayor & Queloz 1995, Marcy et al. 2000).

Durch die rasante Entwicklung elektronischer Rechner und numerischer Methoden in der
zweiten Halfte des 20. Jahrhunderts konnte Larson (1969) erstmals die hydro- und ther-
modynamischen Gleichungen, welche die Entstehung von Protosternen mathematisch be-
schreiben, fiir den sphérisch symmetrischen Fall 16sen. Doch vollzieht sich der Kollaps
einer Molekiilwolke, der letztlich zur Entstehung eines Sterns fiihrt, vermutlich nie aus ei-
ner starren Anfangskonfiguration heraus. Turbulente Stromungen im interstellaren Medi-
um und die differentielle galaktische Rotation erzwingen unweigerlich eine gewisse, wenn
auch geringe Rotationsbewegung der Wolke vor und wahrend ihres Kollaps. Die Drehim-
pulserhaltung hindert die Materie daran, direkt ins Zentrum zu stiirzen und zwingt sie auf
eine Spiralbahn, die in der Ausbildung einer diinnen, schnell-rotierenden Materieschei-
be um einen protostellaren Kern resultiert. Diese Scheiben nennt man protostellare oder
protoplanetare Akkretionsscheiben. Sie sind die Geburtsstitten der Planetensysteme.

1.1.2 Theoretische Akkretionsscheibenmodelle

Akkretionsscheiben treten im Kosmos in vielféltiger Weise in Erscheinung. Auf3er um pro-
tostellare Kerne ist dieses Phanomen auch in weit entwickelten Doppelsternsystemen oder

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

in aktiven Galaxienkernen um massereiche Schwarze Locher zu finden. Oft kann bei die-
sen Objekten von einer optisch dicken und geometrisch diinnen Scheibe ausgegangen
werden. Die grundlegenden physikalischen Prozesse ihrer Entwicklung sind sich dann
sehr dhnlich. Durch viskose Reibung der differentiell rotierenden Scheibe wird Drehim-
puls nach aul’en und Masse nach innen verlagert, wahrend die dadurch freigewordene
potentielle Energie an der Scheibenoberflache abgestrahlt wird und z.B. als Infrarotexzess
in den Spektren junger Sterne beobachtet werden kann (z.B. Appenzeller & Mundt 1989).
Die spektrale Energiedichte der auf dieser Grundvorstellung basierenden theoretischen
Modelle kann so mit der Beobachtung verglichen werden. Auch die direkte optische Pho-
tographie dichter Staubscheiben um junge Sterne ist in den letzten Jahren in vielen Fallen
moglich geworden (z.B. Padgett et al. 1999).

Akkretionsscheiben sind haufig in guter Naherung axialsymmetrische Objekte. Das Ein-
zonenmodell (z.B. Shakura & Sunyaev 1973; Pringle 1981) erméglicht eine theoretische
Beschreibung geometrisch diinner, optisch dicker Akkretionsscheiben, indem die funda-
mentalen Grof3en, die ihre Struktur bestimmen, in vertikaler Richtung gemittelt werden.
Die Entwicklung der Scheiben wird durch diffusive Prozesse bestimmt. Da eine moleku-
lare Viskositéat zur Erklarung der Zeitskalen in Akkretionsscheiben ungentigend ist, wird
Turbulenz als Ursache fiir die Viskositdt vermutet. Der Antriebsmechanismus der Diffusion
ist aber weitgehend ungeklart und wird in der Regel durch einen linearen Parameter, z.B.
a (z.B. Shakura & Sunyaev 1973) oder 3 (z.B. Duschl et al. 2000), modelliert.

In den ersten zweidimensionalen Hydrodynamik-Simulationen wurde von Robertson &
Frank (1986) eine axialsymmetrische Scheibe um einen WeiRen Zwerg berechnet. Weitere
2D-Modelle fiir Scheiben um kompakte Objekte folgten von Eggum et al. (1987) und
Kley & Hensler (1987). Die 2D-Hydrodynamik in protostellaren Scheibenmodellen wurde
einige Jahre darauf erstmals von Kley et al. (1993) und Rézyczka et al. (1994) untersucht.

Durch die stetig wachsende Zahl beobachteter extrasolarer Planeten stieg auch das Inter-
esse an einer Modellierung junger Planeten in protoplanetaren Scheiben. Deshalb wurde
in den letzten Jahren verstiarkt die Entwicklung von Trabanten in Akkretionsscheiben in
2D- und 3D-Hydrosimulationen modelliert (z.B. Bryden et al. 1999; Kley et al. 2001).

1.1.3 Die numerische Simulation protoplanetarer Scheiben

Die zeitabhdngige Simulation einer protoplanetaren Scheibe sollte wesentliche Verdnde-
rungen in der Scheibenstruktur nachvollziehen kénnen. Diese finden in der Zeitskala der
viskosen Entwicklung der protoplanetaren Scheiben statt. Die Zeitskala kann aus dem FEin-
zonenmodell theoretisch abgeschétzt werden und liegt, abhidngig von der Entwicklungs-
phase beispielsweise einer Scheibe um einen sonnenédhnlichen Protostern, bei einem Ra-
dius von 1 AE! in der GréRenordnung von 7, ~ 103 ...10* a. Bei 10 AE liegt die Zeitskala
bereits bei etwa 10° a.

Dagegen wird die Zeitschrittweite der numerischen Codes, mit denen iiblicher Weise
mehrdimensionale protostellare Scheibenmodelle behandelt werden, bestenfalls von der
kiirzesten Laufzeit einer Schallwelle durch eine Gitterzelle bestimmt. Diese Codes (z.B.
Norman 1980; R6zyzcka 1985; Kley & Hensler 1987; Boss & Myhill 1992; Stone & Norman
1992; Hawley et al. 1995) basieren auf Verfahren, in denen das gekoppelte Gleichungs-
system, welches die hydrodynamische Entwicklung der Scheibe beschreibt, in einzelne

11 AE ~ 1.50 - 10'® em, der mittlere Abstand der Erde von der Sonne
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Transport und Quellterme gespalten wird (Splitting-Verfahren). Masse- und Impulserhal-
tung werden somit getrennt behandelt, womit die Stabilitdt des Verfahrens an Schallwel-
len gekniipft ist, welche die Erhaltungsgleichungen miteinander koppeln?.

Da protostellare Scheiben iiberwiegend Unterschallstromungen vorweisen, stellt die
Schalllaufzeit (neben der Viskositdt) ein stringentes Zeitschrittlimit an numerische Hy-
drodynamikverfahren. Mochte man z.B. eine protostellare Scheibe mit einer Auflosung
von 5 - 1072 AE im Radius von 1 AE modellieren (das entspricht in etwa einer Zehntel
Druckskalenhéhe), so kann, bei typischen Temperaturen von 10% K, pro Zeitschritt eine
Zeitspanne von maximal <1072 a {iberbriickt werden und man muss gréenordnungsma-
Rig einige 10° Zeitschritte berechnen, um relevante Zeitskalen zwischen 1 und 10 AE zu
modellieren.

Je nach Komplexitdt der numerischen Rechnung kann dies selbst mit einer nach dem Moo-
reschen Gesetz® stetigen Verbesserung der verfiigbaren Rechnerleistungen eine sinnvolle
Modellierung der zeitabhédngigen Entwicklung protostellarer Scheiben bis in absehbarer
Zukunft unmoglich machen.

Aufgabe vorliegender Arbeit war deshalb die Entwicklung eines ausbaufdhigen
Hydrodynamik-Codes zur Simulation von Akkretionsscheiben, mit dem viskose Zeitska-
len in protostellaren Scheiben modelliert werden konnen, ohne eine Einschrdnkung der
Zeitschrittweiten durch die Schalllaufzeit. Dies wurde durch die Implementierung eines
Druckkorrekturverfahrens erreicht, welches die Kopplung der Gleichungen durch Schall-
wellen beriicksichtigt. So konnte die Zeitschrittweite bei der Simulation von Unterschall-
stromungen gegeniiber anderen Splitting-Verfahren in einigen Féllen wesentlich erhoht
werden.

1.2 Materialtransport in protostellaren Scheiben

Neben der Entwicklung eines Hydrodynamikcodes wurden im Rahmen dieser Arbeit auch
die Flussstruktur und damit einhergehende Transportphdnomene in protostellaren Schei-
ben nédher untersucht. Eine derartige Studie soll im folgenden Abschnitt motiviert werden.

1.2.1 Hinweise aus der Beobachtung

Staubsignaturen in Infrarotspektren von Kometen (z.B. Hanner et al. 1994; Wooden et
al. 1999, 2000) sind ein deutliches Indiz fiir die Existenz kristallinen Staubmaterials in
den kalten, dufderen Bereichen protostellarer Scheiben (Bouwman et al. 2000). Da im
interstellaren Medium keine Anzeichen von kristallinem Silikatstaub zu finden sind, muss
dieses Material in der Scheibe entstanden sein.

Der Umwandlungsprozess von amorphen Staub in eine kristalline Struktur erfordert Tem-
peraturen von mindestens 800 K, die nur in den warmen, inneren Scheibenregionen vor-
herrschen, nicht aber in den kalten Regionen jenseits der Jupiterbahn, in denen die Voraus-
setzung zur Entstehung von Kometen ausschliel3lich zu erwarten sind (Gail 2001; Wehr-
stedt & Gail 2002). Dies deutet auf einen radialen Transport prozessierten Materials von

2Auch die hier nicht behandelten Lagrangeschen SPH-Verfahren (Lucy 1977) sind an diese Stabilititskri-
terien gebunden.

®Nach einer Faustregel des ehemaligen Intel® Préisidenten Gordon Moore ist bei handelsiiblichen Rech-
nern bis auf weiteres eine Verdoppelung der Transistordichte im 18-Monatstakt zu erwarten.
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den warmen, inneren Scheibenbereichen in dullere, kalte Regionen hin (Nuth 1999; Nuth
et al. 2000).

Auch die polyaromatischen Kohlenwasserstoffe, die in den Aufenbereichen protostella-
rer Scheiben beobachtet werden (z.B. Meeus et al. 2001) benétigen zu ihrer Entstehung
Temperaturen und Driicke, die nur in inneren Scheibenregionen auftreten (Nuth & Hill
2000). Moglicher Weise wurden somit préabiotische Molekiile von ihrem Entstehungsort
in den Scheibeninnenbereichen, in die dulleren Scheibenbereiche, jenseits der Eisgrenze
gemischt, wo sie in Kometen integriert werden konnten. Mit den Kometen konnten diese
Molekiile dann auf die junge Erde transportiert worden sein, um dort die Voraussetzungen
fiir die Entstehung des Lebens zu schaffen (Hill et al. 2002).

1.2.2 Modellierung von Durchmischungsprozessen

Seit der Einfiihrung des Einzonenmodells haben verschiedene Autoren auf die Existenz
grofdskaliger, meridionaler Flussstrukturen in den Losungen ihrer a-Scheibenmodelle hin-
gewiesen, die im Gegensatz zu der im Einzonenmodell zugrundegelegten, vertikal gemit-
telten Radialgeschwindigkeit stehen (Urpin 1984; Siemiginowska 1988; Kley & Lin 1992;
Roézyczka et al. 1994; Kluzniak & Kita 2000; Regev & Gitelman 2002).
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Abbildung 1.2.1: Skizze einer protostellaren Scheibe mit einer Ausschnittsvergrof3erung zur Illustration
des Stromungsprofils aus dem Einzonenmodell (links) und der meridionalen Strémung (rechts), wie sie in
Kapitel 6 hergeleitet wird.
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Die vertikal gemittelte Radialgeschwindigkeit der stationdren Einzonenmodelle suggeriert
eine Stromung, die iiber alle Scheibenbereiche hinweg nach innen gerichtet ist (Abbil-
dung 1.2.1, links), wahrend Modelle, die eine meridionale Flussstruktur zulassen, eine
Auswirtsdrift in der Zentralebene der Scheibe vorweisen. In héheren, von der Mittelebe-
ne weiter entfernten Schichten, dominiert eine Einwértsdrift den im Nettofluss nach innen
gerichteten Gesamtmassetransport (Abbildung 1.2.1, rechts).

Das Phanomen der Auswartsdrift in der Zentralebene von Akkretionsscheiben tritt in ei-
ner Vielzahl von Modellen iiber weite Parameterbereiche auf, unabhéngig von der Wahl
der unterschiedlichen analytischen, semi-analytischen und numerischen Losungsmetho-
den, die auf dieses Problem angewandt wurden. Die numerischen Simulationen sind dabei
zwar durch ihr endliches Rechengebiet limitiert, doch wird die Giiltigkeit der Losungen,
unabhéngig von kiinstlichen Ein- und Ausflussrandbedingungen, durch die analytischen
Rechnungen bestatigt.

Durchmischungsprozesse in protostellaren Scheiben aufgrund von turbulenter Diffusion
sind anhand von numerischen Einzonenmodellrechungen bereits von Gail (2001), Wehr-
stedt & Gail (2002), sowie von Bockelée-Morvan et al. (2002) untersucht worden. Die
Modelle dieser Arbeiten kénnen die beobachteten Mengenverhéltnisse kristallinen Stau-
bes in Kometenmaterial erklaren und auf radiale Durchmischung prozessierten Materials
durch turbulente Diffusion zurtiickfiihren.

Neben der turbulenten Diffusion wird auch die Auswartsdrift meridionaler Fliisse Aus-
wirkungen auf radiale Durchmischungsprozesse in protostellaren Scheiben haben. Diese
Auswirkungen sollen anhand von analytischen, semi-analytischen und numerischen Mo-
dellen erstmals untersucht werden.

1.3 Gliederung der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: In Kapitel 2 werden die Gleichungen, welche die Hydro-
dynamik nicht-relativistischer Akkretionsscheiben beschreiben, und grundlegende Begrif-
fe aus den numerischen Methoden zur Losung dieser Gleichungen vorgestellt. In Kapitel
3 werden Algorithmen, die im Rahmen dieser Arbeit implementiert und getestet wurden,
beschrieben. Da auf eine flexible Handhabung der Gleichungen und ihrer Losungsalgorith-
men Wert gelegt wurde, wird in Kapitel 4 kurz auf die Besonderheiten in der Implementie-
rung des vorliegenden Hydrodynamikcodes eingegangen. Dieser wird in Kapitel 5 anhand
von Standardtests und Modellrechnungen auf seine Zuverlassigkeit und Effizienz zur Mo-
dellierung von Akkretionsscheiben hin gepriift. In Kapitel 6 werden Modellrechnungen zu
Durchmischungsprozessen in protostellaren Scheiben beschrieben und Ergebnisse werden
prasentiert. In Kapitel 7 werden die Ergebnisse dieser Arbeit zusammenfassend erortert
und ein Ausblick auf zukiinftige Aufgaben gegeben.
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Scheibengleichungen

2.1.1 Navier-Stokes Gleichungen
Grundgleichungen

Die fundamentalen Beziehungen, die das makroskopische Verhalten viskoser Stromungen
und somit kosmischer Akkretionsscheiben beschreiben, heilsen Navier-Stokes Gleichun-
gen. Sie konnen axiomatisch aus den Prinzipien zur Erhaltung der Masse, des Impulses
und der Energie, unter Einbeziehung externer Krafte und energetischer Quellen und Sen-
ken, hergeleitet werden. Relativistische Effekte, die hierbei vernachléssigt werden, spielen
bei der Entwicklung protostellarer Scheiben keine unmittelbare Rolle.

Die Herleitung der Gleichungen, die erstmals von Claude-Louis Navier (1823) und Ge-
orge Stokes (1845) durchgefiithrt wurde, soll hier nicht wiederholt werden (siehe z.B.
Landau & Lifshitz 1959). Stattdessen sollen sie als gegeben betrachtet und in ihrer diffe-
rentiellen Schreibweise vorgestellt werden, unter der Annahme, dass die Ableitungen der
abhangigen Variablen {iberall sinnvoll definiert sind, d.h. dass das Fluid als Kontinuum
beschreibbar ist und die darin auftretenden Langenskalen viel groRer sind als der mittlere
Abstand der Fluidteilchen. Diese Annahme ist z.B. in Stof3fronten verletzt, die durchaus in
Akkretionsscheiben auftreten konnen. Allerdings werden die Gleichungen letztlich in ihrer
integralen Form numerisch durch ein Finites Volumen Verfahren gelost (Abschnitt 2.2.2),
welches selbst bei Anwesenheit starker Gradienten sinnvolle Ergebnisse erzielt und die
globale Erhaltung der fundamentalen Grof3en gewéhrleisten kann.

Erhaltungsgleichungen Die Erhaltung der Masse wird durch die Kontinuitatsgleichung
Ohp+V-pv=0 (2.1.1)

beschrieben, wobei p die Massendichte ist. Der Geschwindigkeitsvektor v bestimmt den
Transport V - g v einer fundamentalen, skalaren Grof3e ¢. Die partielle Ableitung nach der
Zeit t wird hier und im folgenden durch die Schreibweise % = 0, abgekiirzt, raumliche
Ableitungen werden mit Hilfe des Nablaoperators V dargestellt.

Die Impulserhaltungsgleichung schreibt sich in ihrer differentiellen Form als

Opv+V-pvv=—-VP—-pVOP4+V.1. (2.1.2)

7
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Der Transport des Impulsvektors pv ist durch die Divergenz des Tensors pv v gegeben. Auf
der rechten Seite stehen die Terme fiir die Kraft durch den Gradienten des thermodyna-
mischen Druckes P, des Gradienten des Gravitationspotenzials ® und der Divergenz des
viskosen Spannungstensors .

Obwohl die Betrachtung der Gesamtenergie £ = e+ %2 als Erhaltungsgro3e zunéchst phy-
sikalisch ansprechend erscheint, birgt die Losung ihrer Gleichung numerische Schwierig-
keiten, die zu unphysikalischen Ergebnissen, insbesondere negativen Temperaturen fiih-
ren kann. Diese Problematik umgeht man, indem stattdessen die innere Energie e als fun-
damentale Grofle untersucht wird. Die Gleichung der inneren Energie ohne Strahlungs-
terme

Oe+V-ev=—-PV-v+71:Vv (2.1.3)

erhélt man durch Einsetzen der Impulserhaltung (2.1.2) in die hier nicht aufgefiihrte Ge-
samtenergiegleichung. Die Dissipation 7 : Vv mit dem dyadischen Produkt a : b = a%b;
beschreibt die irreversible Umwandlung mechanischer in innere Energie aufgrund der De-
formation eines Fluidelementes und ist nach dem 2. Hauptsatz der Thermodynamik im-
mer groller als Null; — PV - v ist die reversible Arbeit pro Zeiteinheit, die der Druck P bei
Volumenédnderungen an einem Fluidelement verrichtet.

Zustandsgleichung Fiir ideale Gase lautet die Zustandsgleichung fiir den Druck
P=(y-1)e, (2.1.4)

wobei v = Cp/Cy als Quotient der spezifischen Warmen Cp und Cy definiert ist und sich
mit v = (f +2)/f aus den Freiheitsgraden f der Gasmolekiile errechnen lasst. Kénnen ¢
und T ebenfalls als bekannt vorausgesetzt werden, schlie3t (2.1.4) das Gleichungssystem
(2.1.1) - (2.1.3).

Im isothermen Fall gilt die Zustandsgleichung
P = cg p (2.1.5)
zusammen mit der Definition der isothermen Schallgeschwindigkeit

kT
cg = 5 (2. 1 .6)
HmTNH

und Gleichung (2.1.3) eriibrigt sich. In Gleichung (2.1.6) ist & die Boltzmannkonstante,
1m das mittlere Molekulargewicht, my die Protonmasse und 7' die Gastemperatur.

Gravitationspotential Zur Bestimmung des Gravitationspotenzials ® muss im Allgemei-
nen die Poissongleichung
Ad=p

gelost werden. Sie beschreibt die Gravitation, die eine Massenverteilung auf sich und ihre
Umgebung ausiibt. Das Potenzial eines Einzelsterns der Masse M, ist in einer Entfernung
R durch die Gleichung

GM,
R

d = (2.1.7)
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gegeben; G ist hier die Gravitationskonstante. Bei selbstgravitierenden Scheiben iiberla-
gert sich das Gravitationspotenzial eines oder mehrerer Zentralkorper bzw. Trabanten mit
dem des Scheibenmaterials.

Im Laufe ihrer Entwicklung verlieren protostellare Akkretionsscheiben Masse an den Zen-
tralstern und ihre Umgebung. Die Eigengravitation spielt eine immer geringer werdende
Rolle, bis sie nur noch in vertikaler Richtung wirkt, wahrend die von den radialen Kraften
abhangige Rotation bereits ausschlieflich durch das Zentralpotenzial und damit durch die
Keplergesetze bestimmt wird. Solche Scheiben heif3en deshalb Kepler-selbstgravitierende
Scheiben. In der Spéatphase ihrer Entwicklung haben die Scheiben soviel Masse verlo-
ren, dass die Eigengravitation vollstindig vernachlassigbar wird und das Zentralpotenzial
(2.1.7) die Gravitation bestimmt.

Spannungstensor Der Spannungstensor ist definiert als 7/ = —Pe + 7. Der viskose
Spannungstensor oder Reibungstensor schreibt sich als Linearkombination

T =2u(Vv)S + ANV - v)e

zusammengesetzt aus dem symmetrisierten Geschwindigkeitsgradienten (Vv)® und der
Geschwindigkeitsdivergenz V - v, multipliziert mit dem Einheitstensor e. Fiir isotrope Flui-
de sind die Koeffizienten A und p Skalare. Isotrope Fluide nennt man auch Newtonsche
Fluide. Der symmetrisierte Geschwindigkeitsgradient lautet in der Tensornotation

(V’U)S = [vi;j + vj;i]/2 . (2.1.8)

Hier bezeichnen die Semikola die kovariante Ableitung, die in Abschnitt (2.1.1) formal
eingefithrt wird.

Die Stokessche Hypothese besagt, dass die Diagonalelemente des Spannungstensors 7/, im
Mittel mit dem thermodynamischen Druck P identisch sind. Die hierbei vernachléssigte
Volumen- oder Kompressionsviskositit spielt nur bei stark kompressiblen Stromungen eine
Rolle. Fiir Unterschallstromungen, die in protostellaren Scheiben vorherrschen, muss sie
nicht beriicksichtigt werden.

Aus der Stokesschen Hypothese folgt fiir die Koeffizienten des Reibungstensors die Bedin-
gung A\ + % w1 = 0 und fiir den Reibungstensor selbst

T = 2u[(Vo)S — é(v “v)e] (2.1.9)
mit dem noch unbekannten Koeffizienten p. Da die Viskositdt malfdgeblich fiir die Ent-
wicklung protostellarer Scheiben verantwortlich ist, ist die Bestimmung des Viskositatsko-
effizienten eines der zentralen, aber weitgehend ungelosten Probleme in der Physik der
Akkretionsscheiben (siehe Abschnitt 2.1.3).

Sind Randbedingungen, Viskositdt und Zustandsgleichung einmal festgelegt, formuliert
das in diesem Abschnitt vorgestellte Gleichungssystem ein wohldefiniertes, wenn auch dif-
fiziles mathematisches Problem, welches besonders bei der Betrachtung mehrerer Raum-
dimensionen nur ndherungsweise gelost werden kann. Insbesondere die konsistente Mo-
dellierung turbulenter Stromungen hoher Reynoldszahlen wird durch die hohen Anforde-
rungen an raumliche und zeitliche Auflosung bis auf weiteres alle verfiigbare Rechnerre-
sourcen Uiberfordern (z.B. Gad-el-Hak 1998).
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In den néchsten Abschnitten soll die Navier-Stokes Gleichung (2.1.2) in den verschiede-
nen Koordinatensystemen formuliert werden, die fiir die vorliegende Arbeit relevant sind.
Dabei helfen einfache Symmetrieannahmen und die Tensornotation die Gleichungen er-
heblich zu vereinfachen. Eine Einfiihrung in die Tensoralgebra und Hydrodynamik kann
z.B. bei Aris (1962) nachgelesen werden.

Diagonale Metrik

Es werden im Folgenden euklidische Koordinatensysteme mit den Koordinaten & =
(z',2% 2%) und einem diagonalen metrischen Tensor g; = (h;)?, gij = 0 fiir i # j (or-
thogonale Metrik) mit der Determinante ¢ betrachtet. Euklidische Koordinatensysteme
definieren sich durch die Eigenschaft, dass sie in kartesische Systeme {iberfiihrt werden

konnen, woraus sich ihr metrischer Tensor ableiten lasst.

Physikalische, d.h. normierte Komponenten eines Vektors u, werden, falls nicht anders
vermerkt, mit eingeklammerten Indizes versehen, die von 1 bis 3 laufen. Diese Kompo-
nenten ergeben sich dann aus den entsprechenden kovarianten Kompontenten u; bzw.
den kontravarianten u’ durch die Normierungen
uy = — = hyu' . 2.1.10

() hz‘ 4 ( )
Entsprechendes gilt fiir Tensoren hoherer Stufe. Im Folgenden wird, falls nicht anders ver-
merkt, von der Einsteinschen Summenkonvention Gebrauch gemacht, bei der iiber doppelt
auftretende Indizes von 1 bis 3 summiert wird.

Die Christoffelsymbole Ffj = %gkl(gu, ; +9j1i — gij,;) reduzieren sich in einer orthogonalen
Metrik auf die Terme

i hj Oh;
Ly = Ch2 ozt
(2.1.11)
Fij - Fji h_z%

(ohne Summation).

Partielle Ableitungen werden mit Hilfe eines Kommas dargestellt, z.B. f; = g:fi =0,f,

. . o . T 1 j
kovariante Ableitungen mit einem Semikolon, z.B. u] ;=divu=V-u= %(\/guj)d».

Zweidimensionale Koordinatensysteme

Die Impulsgleichung (2.1.2) ergibt sich in der kovarianten Schreibweise mit i = (1,2, 3)
zu
atpvi + div (p’U’U)Z' = —Ri — p(I),i + div (T)z . (2.1.12)

Der zweite Term der linken Seite bewirkt den Impulstransport, den man auch als
div (pvv); = div (pv;v) — Fi—“jpvkvj .

schreiben kann. Er teilt sich in einen advektiven Term, der nur die skalare, kovariante
Impulskomponente pv; transportiert und in einen Tragheitsterm auf, dessen gemischte
Terme sich bei Anwendung der Gleichungen (2.1.10) und (2.1.11) aufheben und der in
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kartesischen Koordinaten ganz verschwindet. Ahnlich kann man fiir den letzten, diffusiven
Term der Gl. (2.1.12) zeigen, dass

div (7’)Z = div (hzT(z)) — P%Z_I;T(kj)
gilt. Hier wurde der normierte Reibungstensor 7(;;) und die Definition des Zeilenvektors
T i) = (T(1), T(2), Ti3)) eingesetzt. Wieder fallen beim zweiten Term der rechten Seite die
gemischten Terme weg.
Geht man nun von kartesischen, zylindrischen oder sphérischen Koordinatensystemen aus,
kann 0.B.d.A. h; = const. angenommen werden. AuRerdem werden im Folgenden insbe-
sondere zweidimensionale Koordinatensysteme betrachtet und das System so gewahlt,
dass aus Symmetriegriinden 0,3 = 0 gilt. Die Gleichung (2.1.12) schreibt sich dann fiir
i=(1,2) als

: w) = p s — 2 —Pi—pd,
Dupv; -+ div (pos) = p ( an )+ g G ) < P o
(2.1.13)
. 1 Ohy 1 Ohg
+div (hiT(;)) — Ty 0t 12 T g i 1Y)
und fiir die dritte Impulskomponente als
Orpvz + div (pvzu) = div (h3T(3)) - (2.1.14)

Die advektiven Terme enthalten nunmehr den Geschwindigkeitsvektor u := (v(1), v(2),0),
dessen dritte Komponente verschwindet.

Kartesische Koordinaten Mit der Wahl des Koordinatensystems
(z',2%,2°) = (2,9,2) ,  (h1,ha,h3) = (1,1,1)

sind die physikalischen Vektor- und Tensorkomponenten mit den ko- und kontravarianten
Komponenten identisch und man kann schreiben

Die Gleichungen fiir die drei Impulskomponenten lauten jetzt in zwei Raumdimensionen

O pvy + div (pvyu) = =0, P — p0,® +divr, , (2.1.15)
O pvy + div (pvyu) = =0, P — p0y® +divr, , (2.1.16)
O pv, + div (pv,u) =divr, , (2.1.17)
wobei u = (v, vy,0) ist, und der Reibungstensor (2.1.9) die Gestalt
%8351)35 — éayvy %((%vy + 0yvz) %vaz
T=2u %((%vx + 0, vy) %Byvy — %(%vx %ayvz
%viz %(%vz —%(&Bvx + Oyvy)

annimmt.
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2.1.2 Fliehkraftunterstiitzte, zweidimensionale Scheiben
Die Annahme der azimuthalen Symmetrie

Ist die Zeitskala, in der sich die Scheibenstruktur in poloidaler Richtung entwickelt, klei-
ner als die Umlaufperiode P,., so kann bei nicht-selbstgravitierenden Scheiben oft von
einer axialsymmetrischen Struktur ausgegangen werden. Bei Instabilitdten in der Akkreti-
on, durch welche die Zeitskala, in der sich die Akkretionsrate dndert, kiirzer wird als die
Umlaufperiode, oder bei starken, konvektiven Stromungen, insbesondere auf Langenska-
len, die deutlich kleiner sind als die radiale Komponente des Ortsvektors, kann diese Sym-
metrie aufgehoben werden und eine dreidimensionale Behandlung des Problems wird
notwendig (z.B. Klahr et al. 1999). Auch durch die Entstehung von Protoplaneten oder
die Existenz stellarer Begleiter in bindren Systemen wird die Behandlung der azimuthalen
Dimension unausweichlich (z.B. Bryden et al. 1999; Giinther & Kley 2002). Selbstgravitie-
rende Systeme konnen durch gravitative Instabilititen und Dichtewellen ebenfalls nicht-
axialsymmetrische Strukturen aufweisen (z.B. Laughlin & Rézyczka 1996). Da sich die-
se Arbeit mit groldskaligen Transportprozessen in nicht-selbstgravitierenden Scheiben um
einen protostellaren Kern befassen soll, werden im folgenden ausschlie8lich azimuthal-
symmetrische, zweidimensionale Systeme betrachtet, fiir welche die entsprechende raum-
liche Ableitung verschwindet.

Differentiell rotierendes Bezugssystem

Protostellare Scheiben sind weitgehend fliehkraftunterstiitzt, was bedeutet, dass die Trag-
heitskréfte, die durch die Drehimpulskomponente der Rotation in der Scheibenebene do-
miniert werden, die radiale Anziehungskraft eines Zentralpotenzials nahezu exakt ausglei-
chen. Dies kann bei einer numerischen Simulation zu Schwierigkeiten fiihren, da man in
der Gleichung fiir den Radialanteil des Impulses zur Berechnung der radialen Nettokraft

— - P, 2.1.18

h% ox’ (vs) ’ ( )
bei Vernachléssigung des Druckgradienten und der viskosen Kriafte zwei sehr grof3e Zahlen
voneinander subtrahieren muss. Man kann deshalb fiir 0,:h3 # 0 sinnvoller Weise einen
Drehimpulsanteil £ durch die Gleichung

1 Oh !
2 3
= === D, 2.1.19
g <h§ 8xl> . ( )

definieren. Offensichtlich gibt es fiir £ zwei Losungen, die den beiden Rotationsrichtungen
entsprechen.

Die dritte kovariante Impulskomponente / := v3, die den spezifischen Drehimpuls senk-
recht zur Scheibenebene reprasentiert, kann nun aufgeteilt werden in den fliehkraftunter-
stiitzenden Anteil £ und eine kleine Abweichung [, also h = k + [. Damit lasst sich die
Nettokraft umformulieren zu

iah?’( 2k = 1 Ohs
h3 Ox ROz

12k +1) (2.1.20)
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was die numerisch problematische Schreibweise der Gleichung (2.1.18) umgeht (siehe
Schmit & Tscharnuter 1999).

Die dritte Impulsgleichung wird dann nicht in & gelost, sondern in der Abweichung /. Man
kann dazu Gleichung (2.1.14) identisch zu

Orpl +div (plu) + Oypk + div (pku) = div (h3T(3))

umformen. Wird ein zeitlich konstantes Gravitationspotenzial vorausgesetzt, muss im drit-
ten Term 0, pk nur die Zeitabhéngigkeit der Dichte p behandelt werden. Unter Anwendung
der Kontinuitatsgleichung (2.1.1) und der Produktregel ergibt sich dann

Ok = —div (pku) + pulk (2.1.21)

und somit
opl +div(plu) = —pu?k ; + div (h3T(3)) - (2.1.22)

Der Drehimpulsgleichung im mitrotierenden System wird also durch die darin auftretende
Corioliskraft ein expliziter Quellterm hinzugefiigt. Mit Hilfe direkter Vergleichsrechnun-
gen einer protostellaren Scheibe, die mit einem Planeten wechselwirkt, und einer lokalen
Analyse der diskretisierten Gleichung, zeigt Kley (1998) die schlechte Erhaltungseigen-
schaft der so formulierten Drehimpulsgleichung auf. Danach kann das Problem umgangen
werden, wenn statt Gleichung (2.1.22) weiterhin Gleichung (2.1.14) gelost wird. Zur Be-
stimmung der Nettokraft auf der rechten Seite der Gleichung (2.1.20) muss dann nur noch
der lineare Term | = h — k berechnet werden.

Zweidimensionale Impulsgleichungen

Impulsgleichungen in Zylinderkoordinaten In diesem Abschnitt sollen die Impulsglei-
chungen fiir den axialsymmetrischen Fall in Zylinderkoordinaten formuliert werden. Dazu
werden die Koordinaten so gewahlt, dass

(.%'1,1'2,1'3) - (27707(25) ) (h17h27h3) :(1717T)
und fiir die nicht-verschwindenden Christoffelsymbole
F:Qas:—rv F%?,:sz:%

gilt.
Mit Hilfe der Gleichung (2.1.10) kann man nun die physikalischen Geschwindigkeitskom-
ponenten (v(y), v(2), V(3)) =: (vz, vy, vy) berechnen bzw. mit

v =vl =, ,
ve =02 =, ,
v,
v3 =TV4 =: h, 03:7"’::(2

den ko- und kontravarianten Komponenten eine eigene physikalische Bedeutung zuord-
nen. So hat die dritte kontravariante Geschwindigkeitskomponente () die Bedeutung der
Umlauffrequenz um die z-Achse, wohingegen die kovariante Komponente h die Rolle des
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spezifischen Drehimpulses erhilt. In der kovarianten Formulierung wird die dritte Impuls-
gleichung in Zylinderkoordinaten deshalb als Drehimpulsgleichung gelost. Die Impulsglei-
chungen lauten mit w = (v, v,,0) also

Opv, + div (pv,u) = —pd.® — 0, P +divr, , (2.1.23)

Opvy + div (pv,u) = %hQ — p0p® — 0P +divr, — To¢ , (2.1.24)
r r

Oiph + div (phu) = div (r 14) (2.1.25)

bzw. mit den Gleichungen (2.1.20) und (2.1.22)

Bypvr + div (pvyu) = T%l(% +1) = 9,P +divr, — % , (2.1.26)

Opl+div(plu) = —pu - gradk 4 div (r 7y) . (2.1.27)

Mit Gleichung (2.1.19) gilt auRerdem k? = r30,®, wobei h = k + I.
Ein zeitlich konstantes Gravitationspotenzial ® wurde bereits in Gleichung (2.1.21) vor-
ausgesetzt, aber nicht ndher bestimmt. Das Gravitationspotenzial eines Zentralsternes der

Masse M, im Abstand R = (22 + 7“2)% ist durch Gleichung (2.1.7) gegeben. In diesem Fall
ergibt sich

M M
0, P = %r , 0,0 = GRs*Z (2.1.28)
und aus Gleichung (2.1.19)
GM,
2 *
k=r s

Zuletzt konnen noch die normierten Komponenten des Reibungstensors = mit den Glei-
chungen (2.1.8) - (2.1.9) berechnet und mit

Ty, = 20,0, — %u divu ,
Teor = Tre = (020 + Orv2) |
Top = Tgz = U004 ,

Trr = 210p0 — %,u divu ,

Yo

r

Trp = Tor = 0y
Top = ZMUTT — %,udivu

explizit angegeben werden.

Im Anhang A.2.1 sind die Impulsgleichungen fiir axialsymmetrische Zylinderkoordinaten
mit allen, vollstandig ausgeschriebenen Termen aufgefiihrt.
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Impulsgleichungen in Kugelkoordinaten In Kugelkoordinaten kann das System so ge-
wahlt werden, dass

(zt, 2%, 2%) = (r,0,0) , (h1,ho,h3) = (1,r,7sinb)
mit den Christoffelsymbolen

Top=—r, Dj= —rsin?6, I'2, = —sinfcosf ,

2> _ 12 _ 1 3 _ 3 _ 1 3 _ 3 _
=05 =5, =I5 =5, Iyp=I=coth.

Es konnen nun wieder die physikalischen Geschwindigkeitskomponenten
(v(1),v(2), V(3)) = (vr, Vg, vy) berechnet werden, und es gilt

vy =v =,
. 2 _
V2 =TVg =146, vt = )
v =rsinfvy =: h, V3 = r:i‘fl@ = Q.

Aus Gleichung (2.1.19) ergibt sich jetzt k2 = r3sin? 0 0, ®.
Das Gravitationspotenzial eines Zentralsternes der Masse M, wird durch die Gleichung

GM,
r

v,

1S

P =—

bestimmt, wobei der Abstand nun durch die x'-Koordinate r gegeben ist. Mit der Defini-
tion der Keplerfrequenz Qi := (/A= gilt 0,® = rQf und k = Qkr?sing. Da das Po-
tenzial kugelsymmetrisch ist, verschwinden die Ableitungen 9y® = 0,® = 0. Daraus folgt
ok = %QKT sin @ und dgk = Qkr? cosf, und die Impulsgleichungen in Kugelkoordinaten
lauten dann mit w = (v,, vy, 0)

1 rr

Orpvy + div (pv,u) = % <g2 + ——5—1(2k + l)> — 0P +divr, + Trr , (2.1.29)
r sin“ 0 r

Opg + div (pgu) = pcot Q’U; — OgP + div (r7g) — cot 0744 , (2.1.30)

Oyph + div (phu) = div (rsinf7y) . (2.1.31)

oder nach Gleichung (2.1.22)
1
Opl+div(plu) = —ivaQKr — pgQ cos 0 + div (rsin 1) . (2.1.32)

In Gleichung (2.1.29) wurde zudem die Spurfreiheit des Reibungstensors T ausgenutzt,
dessen Komponenten in Kugelkoordinaten die Gestalt

Trr = 201 (&mr — %divu) ,

vg
T

Trog = Tor = %aevr + pro,
v

Trp = Tor = ,ur(?rT(b ,

Too = 21 (%692}9 + % - %dlvu) s

__ . sinf Vg
Top = 'u’Ta@sine ’

Top = 2 (%}1 + 1)79 cot 6 — %divu)
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annehmen.

Im Anhang A.2.2 sind die Impulsgleichungen fiir axialsymmetrische Kugelkoordinaten mit
all ihren Termen nochmals aufgefiihrt.

2.1.3 Einzonenndherung fiir protostellare Scheiben

In Abschnitt (2.1.2) wurde bereits die Annahme axialer Symmetrie von Akkre-
tionsscheiben erldutert. Damit wird die Berechnung der Scheibengleichungen zum zweidi-
mensionalen Problem. Die Betrachtung diinner Akkretionsscheiben, deren vertikale Aus-
dehnung erheblich kleiner ist als der radiale Ortsvektor, wird haufig weiter vereinfacht,
in dem man die vertikale und radiale Struktur voneinander getrennt behandelt. In ein-
bzw. (1+1)-dimensionalen Scheibenmodellen wird demnach die radiale Struktur in Ab-
héangigkeit vertikal gemittelter GréRen bestimmt. Die vertikale Struktur wird dann unter
der Annahme einer hydrostatischen Schichtung und einer rein radialen Abhédngigkeit der
Umlauffrequenz Q2 = Q(r) untersucht.

Durch die getrennte Behandlung der vertikalen und radialen Struktur von Akkretions-
scheiben in ein- und (1+1)-dimensionalen Modellen, geht allerdings Information {iber
die Verlaufe der fundamentalen Gréf3en verloren. Die vertikal gemittelten Grof3en konnen
in Absolutwert und Vorzeichen bedeutend von den lokalen Werten abweichen, die man
durch eine Analyse hoherer Ordnung erhilt. Insbesondere die detailierte Flussstruktur
kann aber von grof3er Bedeutung fiir die Durchmischungsvorgénge in Akkretionsscheiben
sein.

In diesem Abschnitt soll eine kurze Einfiihrung in die Theorie eindimensionaler Model-
le isotherm geschichteter, diinner Akkretionsscheiben gegeben werden (siehe z.B. Pringle
1981; Frank et al. 1992). In Kapitel 6 werden die Mittelungen aufgehoben und die Glei-
chungen in hoherer Ordnung analysiert.

Néaherung fiir eindimensionale Keplerscheiben

Es werden erste Naherungen der Navier-Stokes Gleichungen in Zylinderkoordinaten be-
trachtet und die fundamentalen Grol3en iiber die Vertikale z gemittelt.

Keplerrotation Die Scheibenmasse My wird gegeniiber der zentralen Sternmasse M, als
vernachldssigbar klein angenommen, eine Annahme, die, wie bereits in Abschnitt (2.1.1)
dargelegt, in Spétstadien protoplanetarer Scheiben gerechtfertigt ist. In diesem Fall ist das
Gravitationspotential ® durch das einer zentralen Punktmasse M, gegeben. Die Kompo-
nenten der Schwerebeschleunigung nach Gleichung (2.1.28) reduzieren sich in 1. Néhe-

rung auf

GM* GM*

0, = T 0,® =
r

) (2.1.33)

)
und die Terme 1. Ordnung der Radialimpulsgleichung (2.1.24) lauten damit

h*  GM,
=

r3 r

Wegen h = v,r ergibt sich hieraus die Umlaufgeschwindigkeit v,? = % fiir Keplerschei-

ben, vg = vy ist dann die Keplergeschwindigkeit bzw. Qx = vk /r die Keplerfrequenz.
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Hydrostatische Schichtung Mit der Definition der Keplerfrequenz Qi lasst sich in dieser
Naherung die Gleichung fiir den Vertikalimpuls (2.1.23) zu

0.P = —0%zp

vereinfachen. Sie beschreibt eine hydrostatische, vertikale Schichtung der Scheibe.

Unter der Annahme eines isothermen Scheibengases mit der Zustandsgleichung P = c2p
und einer in z konstanten Temperaturschichtung, lasst sich die Gleichung integrieren, und
man erhélt die vertikale Druckschichtung, die durch den Dichteverlauf

22

p(z,7) = pee 2Hs? (2.1.34)

beschrieben wird. Es sind hierbei p.(r) := p(z,7)|.—0 die Gasdichte in der Scheibenebene
und H; die Skalenhohe Hy = ¢,/Qx der Scheibe. Damit ist fiir gentigend kiihle Scheiben

wegen % = 3= < 1 auch die Annahme einer diinnen Scheibe gerechtfertigt.

Die Flachendichte ¥ ist durch das Integral

+o00
X(r,t) = / dzp(r, z,t)

—00

definiert und man erhalt mit Gleichung (2.1.34)
¥(r) = V2mp.(r)Hs . (2.1.35)
Die Scheibendicke hy kann durch 2hyp. = ¥ definiert werden und es gilt damit

T Cg

ho=4/=— .
TV 20k

Wird der Scheibe keine weitere Materie von auflen zugefiigt und gilt die Annahme v, ~ 0

fiir hydrostatische Scheiben, ergibt sich im hydrostatischen Gleichgewicht aus der Konti-

nuititsgleichung (2.1.1) die Erhaltungsgleichung fiir die Flachendichte

XS +10,(r2v,) =0. (2.1.36)

Modellierung der Viskositidt Fiir nicht-selbstgravitierende Scheiben kann der soge-
nannte o-Ansatz
v = ahgcs (2.1.37)

von Shakura & Sunyaev (1973) fiir die Viskositat v iibernommen werden, wobei

V=—.
p
In Anlehnung an die molekulare Viskositiat wird sie als turbulente Viskositat vy = v [y mit
der Langenskala /; < hg, und der turbulenten Geschwindigkeit v; < ¢s durch die unbestimm-
te skalare Grolde o < 1 parametrisiert und als isotrop vorausgesetzt. Scheibenmodelle,
die mit einer solchen Viskositit berechnet werden, nennt man «-Scheiben. Der Vergleich
theoretischer Scheibenmodelle mit den aus der Beobachtung abgeleiteten Zeitskalen pro-
toplanetarer Scheiben ergibt eine GréRenordnung von o <1072 (Ruden & Pollack 1991;
Drouart et al. 1999; Calvet et al. 2000).
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Wegen der ohnehin schon gro3en Unsicherheit des Parameters «, wird oft hy =~ H, gesetzt.
Fiir isotherm geschichtete Scheiben gilt damit

V=a—=—. (2.1.38)

Das a-Modell angewandt auf selbstgravitierende Scheiben fiihrt zu einer fiir alle Radi-
en konstanten Temperaturverteilung und wird damit inkonsistent. Eine allgemeinere Be-
schreibung der turbulenten Viskositdt wurde deshalb von Duschl et al. (2000) vorgeschla-
gen. Die Reynoldszahl fiir Stromungen in Akkretionsscheiben ist mit

TV
R=_2
14

grold genug, dass die Voraussetzung zur Entstehung von Turbulenzen erfiillt sein sollte
(z.B. Lynden-Bell & Pringle 1974). Turbulenzen steigern die effektive Viskositit, so dass
sie gleichzeitig gedampft werden bis & wieder auf einen kritischen Werte Ry, zuriickfallt.
Laborexperimente ergeben typischer Weise Werte von Ry, ~ 10 ...103. Dies entspricht
einer Reynolds-Viskositédt von

v = Prog (2.1.39)

mit

Die §-Viskositdt (2.1.39) erzielt auch fiir selbstgravitierende Scheiben konsistente Resul-
tate und man kann zeigen, dass der a-Ansatz im Grenzfall fiir nicht-selbstgravitierende
Scheiben mit der §-Viskositiat dquivalent ist.

In der vorliegenden Arbeit wird das a-Modell (2.1.38) zur Beschreibung der Viskositit in
der Scheibe iibernommen. Eine Erweiterung der hier durchgefiihrten Rechnungen auf das
(3-Modell wird in Zukunft angestrebt.

Die Diffusionsgleichung fiir Keplerscheiben Da fiir die hier diskutierten, eindimensio-
nalen Scheibenmodelle die Umlaufgeschwindigkeit v, als unabhéngig von z vorausgesetzt
wird, reduziert sich die iiber z integrierte Drehimpulsgleichung (2.1.25) zu

Or?*EQ + 10, (r*sQu,) = lar (v2r?o,Q) . (2.1.40)
T

Ist allerdings 0,v, # 0, so ist im Allgemeinen der Viskosititsterm 0, (u0.h) auch in 1.
Néaherung nicht mehr vernachléssigbar (siehe dazu Abschnitt 6.1.4).

Nach Anwendung der Kontinuitédtsgleichung (2.1.36) kann die Drehimpulsgleichung auf
die Gestalt

. 1 r320,0
M, = —27rXv, = —QWW—QQ&"VETB&”Q +2m 3rr2tQ
=: / visk = : coll

gebracht werden, wobei Q(r) = vy (r)/r die zunédchst noch unbestimmte Umlauffrequenz
der Scheibenmaterie beschreibt. Bei Vernachlédssigung vertikalen Materieeinfalls auf die
Scheibe wird damit die Gesamtakkretionsrate in radialer Richtung M, fiir eindimensionale
Akkretionsscheiben definiert. Dabei wird der erste Term M, als Akkretion durch viskose
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Krifte ausgelegt, der zweite M, als Akkretion, die durch das Anwachsen der Sternmasse
zustande kommt. Durch nochmaliges Anwenden der Kontinuitatsgleichung (2.1.36) ergibt
sich

7"328259
o,r2Q)

@2::-&34r2w)=>wg»(—QL—&(uzﬁaAn><-%&1 (2.1.41)

0,128
Da My <« M, vorausgesetzt wurde, kann der Massenzuwachs des 'Zentralsterns durch
Akkretion vernachlissigt werden. Es verschwindet der zweite Term M., und man erhalt
speziell fiir Keplerscheiben die Diffusionsgleichung fiir die Flachendichte

3
oy = —87"7"%87&27"% ,
r

welche die zeitliche Entwicklung der Scheiben beschreibt. Fiir die Radialgeschwindigkeit
ergibt sich daraus die Beziehung

3
(vp) = ——18ru27°% .
Yr2
Die damit erhaltene Radialgeschwindigkeit muss als eine in z gemittelte Grof3e verstan-
den werden und wird deshalb mit Klammern versehen. Die letzten beiden Gleichungen

ermoglichen mit

7“2

7o~ (2.1.42)

v

eine Abschétzung der viskosen Zeitskala 7,,, in der sich Akkretionsscheiben entwickeln.

Stationdre Losung Im stationdren Fall konnen Zeitableitungsterme fallengelassen wer-
den (0; = 0). Nach Integration der Drehimpulsgleichung (2.1.40) erhilt man dann

Y, —vrto,Q = C (2.1.43)

mit der Integrationskonstanten C. Beobachtungen von T Tau Sternen zeigen, dass die
Rotationsgeschwindigkeit junger Sterne mit 10 — 30 km s~ ! weit unter der Keplerrotation
liegen (z.B. Bertout, 1989). Es muss also im Randbereich zwischen Scheibe und Stern
einen Radius ry geben, an dem die Rotationsgeschwindigkeit ein Maximum annimmt und
deswegen 0,Q2|,, = 0 erfiillt ist. Daraus ergibt sich fiir die Integrationskonstante

C = r3%(r0)Qro)vr(10).

Zusammen mit der Akkretionsrate M, = —27rYv, und Qy = Q(rg) ergibt sich fiir statio-
nére Keplerscheiben der Flachendichteverlauf

E:_Mnﬁ 1_@%
2wy ro, Q) r2Q )’

Mit der Kontinuitétsgleichung erhélt man die mittlere Radialgeschwindigkeit

0,2 1
(vr) = Q| 2o (2.1.44)
r2Q
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Gibt es ein scharfes Maximum im Rotationsverlauf, und kann angenommen werden, dass
die Scheibe bis zum Rand r( nahezu mit Keplergeschwindigkeit rotiert, dann gilt

o M (180
3rv r2Qk

Ist der Randbereich zudem sehr diinn und nahe am Sternradius R, gelegen, also ry ~ R,,
so kann iiberdies g ~ Qk (R, ) gesetzt werden und es folgt weiter

M,
»= (1 - &> : (2.1.45)
3y r
bzw. fiir den radialen Verlauf der Zentraldichte
M, Q% R,
= ————a 1/ . 2.1.46
p 04187'('362( T) (2.1.46)
Die Radialgeschwindigkeit
3 1
() =2 —— (2.1.47)
2r 1 — /B«

r

ist mit einem negativen Vorzeichen versehen, was einer Einwartsdrift der Materie ent-
spricht. Der Ausdruck wird bei » = R, scheinbar singulér, wobei in der vorausgehenden
Gleichung (2.1.44) fiir » — R, Zahler und Nenner gemeinsam gegen Null streben. Aller-
dings wird deutlich, dass die gewonnenen Gleichungen nur fiir Radien » > R, sinnvoll
anwendbar sind.

2.2 Numerische Methoden

Bevor in Abschnitt 3.1 die im Rahmen dieser Arbeit implementierten Algorithmen zur
Losung der Scheibengleichungen aus Abschnitt 2.1 beschrieben werden, sollen zunéchst
einige grundlegende Begriffe zu numerischen Verfahren vorgestellt werden. Dabei werden
in Abschnitt 2.2.1 verschiedene Stabilitatskriterien besprochen, die von groBer Relevanz
bei der Suche nach einem geeigneten Zeitintegrationsverfahren zur Simulation von pro-
tostellaren Scheiben sind. Beweise fiir die dabei verwendeten Aussagen werden nicht ge-
geben und konnen in Lehrbiichern nachgelesen werden (z.B. Hairer et al. 1993, 1996). In
Abschnitt 2.2.2 wird anschlie3end die rdumliche Diskretisierung der Gleichungen bespro-
chen.

2.2.1 Stabilitat von Differenzenverfahren

Anfangswertaufgaben

Wir betrachten Differentialgleichungen erster Ordnung der Form

d‘é_it) = f(t,q(t)) . (2.2.48)
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Hierbei ist die Vektorfunktion q(t) € IR? die in dem Zeitintervall I = [to,tq + T
gesuchte Losung und f(t,q(t)) € R? eine von ¢ und ¢ abhingige, stetige Funktion. Die
Losung zu einem Anfangspunkt (¢g, g,) mit q(to) = g, ist durch das Integral

¢
qt) =qo+ t f(s,q(s))ds, tel

gegeben. Die Problemstellung, ausgehend von einem Anfangspunkt die Losung ¢ in einem
Zeitintervall I zu finden, nennt man Anfangswertaufgabe. Die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung, sowie exponentielle Stabilitdt der Anfangswertaufgabe werden im Folgenden
als gegeben vorausgesetzt!.

Ein- und Mehrschrittverfahren
Zur Approximation der Anfangswertaufgabe werden zunéchst diskrete Zeitpunkte
to<hi<...<tp<...<tn=tg+T

eingefiihrt. Die Zeitintervalle sind dann durch 0t¢,, := ¢, — t,_1 gegeben und die exakte
Losung q(t,,) wird durch eine Ndherungslésung «" approximiert.
Differenzenformeln fiir die Ndherungslosung u™ der Anfangswertaufgabe in der allgemei-
nen Form

u" = w4 5t F(Oty; ty1, u™, u™ 1) (2.2.49)

heiBen implizite Einschrittverfahren. Hangt die Verfahrensfunktion F' nur von der vor-
ausgehenden Niherungslésung u”~! ab, so handelt es sich um ein explizites Einschritt-
verfahren, zu dessen Losung zu jedem Zeitschritt lediglich die Berechnung der Funktion
F(8ty; tn_1,u™ ') notig ist, wihrend implizite Verfahren die Losung eines in vielen Féllen
linearen, im Allgemeinen aber nicht-linearen Gleichungssystems erfordern. Verfahren zur
Losung linearer Gleichungssysteme werden in Abschnitt 3.2 behandelt.

Das Einschrittverfahren
u' =u" 46t [0+ (1—0) "7 (2.2.50)

entspricht fiir # = 0 der Polygonzugmethode bzw. dem expliziten Euler-Verfahren, fiir
6 = 1 dem impliziten Euler-Verfahren und fiir # = 0.5 der Trapezregel bzw. dem Crank-
Nicolson-Verfahren. Gleichung (2.2.50) wird auch verallgemeinertes Crank-Nicolson-
Verfahren genannt.

Diese Einschrittverfahren konnen als Spezialfidlle von Mehrschrittmethoden betrachtet
werden, zu denen die Adams-Bashforth- und die Adams-Moulton-Formeln gehoren. Das
explizite Euler-Verfahren kann somit als Adams-Bashforth-Formel 0. Grades verstanden
werden, das implizite Euler-Verfahren und die Trapezregel sind Adams-Moulton-Formeln
0. und 1. Grades. Die Adams-Bashforth-Formel 1. Grades

1
u =u" 46t (gf"‘l - 5f”—2> (2.2.51)

sei als Beispiel fiir eine Mehrschrittmethode angegeben. Sie findet in dieser Arbeit im
Rahmen einer Zeitschrittsteuerung Verwendung.

'D.h. die rechte Seite f geniigt der Wachstums-, Lipschitz- und Monotoniebedingung.
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Den Abschneidefehler oder lokalen Diskretisierungsfehler 7(¢,,) zum Zeitpunkt ¢,, erhalt
man durch Einsetzen der exakten Losung g in die Differenzengleichung:

i) = ) _5f(t”‘1) — F(Stn:ta1.q(tn), q(tn 1)) . (2.2.52)

Eine Mehrschrittmethode heif3t dann konsistent mit der Anfangswertaufgabe und von der
Ordnung p, wenn fiir hinreichend glatte Losungen q gilt

| T¢(tn)| ~O(@6tP) = 6t —0, (2.2.53)

wobei || - || die euklidische Norm bezeichnet. Es kann gezeigt werden, dass die Eulerver-
fahren 1. Ordnung sind. Die Trapezregel ist konsistent von der Ordnung 2.

Der globale Diskretisierungsfehler ist durch die Gleichung
e(t,) = q(t,) —u" (2.2.54)

gegeben. Der Defekt einer diskreten Losung zu einem Diskretisierungsverfahren ist durch
die Gleichung

d(t,) == u(tn) _&“(tnl) — F(Stp;tn_1,u(tn), u(t,—_1)) . (2.2.55)

definiert.

Stabilitatskriterien und steife Probleme

Ein Verfahren heildt numerisch stabil, wenn bei beschrénkter exakter Losung eines Pro-
blems die Naherungslosung ebenfalls beschrankt bleibt. Die Definition der absoluten Sta-
bilitét ist durch die Analyse eines Modellproblems gegeben. Man betrachtet dazu die ska-
lare Testgleichung

mit der Losung

— 0 : Red <O
=|q| : ReA=0
— 00 : Rex>0

q(t) = q(to)e”; lim |¢(t)| = lim \qoleRe’\t
t—oo t—o0

Eine Einschrittmethode heil3t absolut stabil, wenn sie, angewandt auf das skalare Testpro-
blem, fiir Re A\ < 0 beschrénkte Néherungslosungen erzeugt.
Beispielsweise ergibt das explizite Euler-Verfahren, angewandt auf das skalare Testpro-

blem,
u" = (1+0tA) u™ L = ... = (14 6t\) ug
—_———
= w(A\t)
mit dem Verstarkungsfaktor w(Adt). Fiir A € IR, A\ < 0 und fiir 6¢,, > % waéchst die diskrete
Losung exponentiell an, das Verfahren ist instabil, fiir 6t,, < ﬁ bleibt sie beschrankt und
das Verfahren ist absolut stabil.
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Das Stabilitatsgebiet SG einer Einschrittformel wird mit Hilfe des Verstdrkungsfaktors
w(Adt) im imagindren Raum durch die Forderung

SG={z=XteC:|w(z) <1}

definiert. Eine Hypothese schlie8t nun von der absoluten Stabilitit eines Verfahrens auf
dessen numerische Stabilitit fiir eine allgemeine Anfangswertaufgabe, wenn die Schritt-
weiten dt,, so gewahlt werden, dass fiir die Eigenwerte \;(¢) der Jacobimatrix 0, f(t, z;)
gilt:

0tpAi(tn) €SG, n>0, i,5,kl=1,...d. (2.2.56)
Diese Hypothese ist im Allgemeinen nicht beweisbar und kann insbesondere fiir Anfangs-
wertaufgaben, deren Jacobimatrizen nicht diagonalisierbar sind, unzutreffend werden.
Anfangswertaufgaben heif3en steif, wenn fiir die Eigenwerte \;(¢) gilt:

maxgey, (1)<o | Rei(t)]

t) := 1.
w(t) mingey,(r)<o [ReAi(t)] ~

Hierbei wird «(t) Steifigkeitsrate genannt. Mit einem steifen Problem hat man es z.B. dann
zu tun, wenn eine physikalische Problemstellung von stark unterschiedlichen Zeitskalen
bestimmt wird. Dies ist bei der Simulation astrophysikalischer Modelle haufig der Fall.
Steife Gleichungssysteme erfordern Losungsverfahren mit moglichst guten numerischen
Stabilitatseigenschaften.

A-stabile Verfahren besitzen diese Eigenschaften. Eine Differenzenformel heildt dabei A-
stabil, wenn ihr Stabilititsgebiet die gesamte linke komplexe Halbebene enthilt. Fiir ein
solches Verfahren gibt es, zumindest angewandt auf das skalare Testproblem, keine Sta-
bilitdtsgrenze fiir die Zeitschrittweite §t. Explizite Verfahren sind niemals A-stabil. Das
implizite Eulerverfahren hingegen ist A-stabil und erzeugt beschrédnkte, allerdings oszil-
lierende Losungen, selbst wenn die exakte Losung exponentiell anwéchst. Die Trapezfor-
mel ist das A-stabile Verfahren mit der kleinsten Fehlerkonstante, die ein Maf} fiir den
Abschneidefehler ist. Die formale Stabilitatseigenschaft der Trapezformel kann praktisch
noch verbessert werden, indem in Gleichung (2.2.50) 62 0.5 statt § = 0.5 gewahlt wird,
wodurch die Losung gedampft wird und dennoch eine Konsistenzordnung von besser als
1 gegeben ist.

Implizite Verfahren in der astrophysikalischen Anwendung Da die Losung hoherdi-
mensionaler, nicht-linearer Gleichungssysteme durch implizite Verfahren zu hohe Rechen-
leistungen erfordern, sind implizite Verfahren nur fiir sehr steife und niederdimensionale
Probleme sinnvoll. So kommt das implizite Euler-Verfahren beispielsweise zur Losung der
Tracergleichung in den Abschnitten 6.2 und 6.3 zur Anwendung.

Semi-implizite Verfahren basieren oft auf der Aufteilung grol3er Gleichungssysteme in klei-
nere Unterprobleme, wodurch die Dimension des Problems und die Zahl der Eintrdge in
den Matrizen verringert und die nicht-linearen Anteile der Gleichungssysteme notigen-
falls linearisiert werden. Eine Auswahl semi-impliziter Verfahren wird in Abschnitt 3.1
auf ihre Anwendbarkeit zur numerischen Berechnung von Akkretionsscheibenmodellen
untersucht.

Eine Stabilitdtsanalyse, welche die Bestimmung des Stabilitdtsgebietes eines Verfahrens
und der Eigenwerte der Jacobimatrix der entsprechenden Anfangswertaufgabe beinhal-
ten wiirde, ist fiir die fiir diese Arbeit relevanten Problemstellungen nicht méglich. Man
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ist stattdessen auf numerische Experimente und Erfahrungswerte angewiesen. Die Aus-
fiihrung und Diskussion solcher Experimente zur Optimierung aufwendiger astrophysika-
lischer Hydrosimulationen wird in Kapitel 5 behandelt.

Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingungen Stabilitatskriterien, die fiir die Zeitschrittwei-
ten expliziter Verfahren angewandt auf die hydrodynamischen Gleichungen (Abschnitt
2.1.1) giiltig sind, heien Courant-Friedrichs-Lewy- oder CFL-Bedingungen (Courant et
al. 1928).

Das Prinzip dieser Kriterien beruht darauf, dass fiir stabile, explizite Verfahren die Distanz,
iiber die sich eine Storung innerhalb einer Zeitschrittweite §¢ ausbreitet, nicht grof3er sein
darf, als der Gitterabstand der rdumlichen Diskretisierung dx. Die maximale, nach die-
sem Kriterium erlaubte Zeitschrittweite §t¢ heilst Courantzeitschritt. Das Verhiltnis der
gewahlten Zeitschrittweite §t zum Courantzeitschritt ist die Courantzahl

ot

C=".
St

(2.2.57)
Sie muss per definitionem fiir stabile, explizite Verfahren < 1 sein. Als Stabilitdtsmal eines
Verfahrens kann die maximale Courantzahl 0 < C' < oo, bei der das Verfahren noch stabil
bleibt, untersucht werden.

Im Folgenden bezeichnet ||¢;||~ die Maximumsnorm iiber alle Komponenten des Vektors
¢;. Der Courantzeitschritt und die Courantzahl fiir Stérungen, die sich durch den advekti-
ven Fluss der Geschwindigkeit v ausbreiten, sind

’L)Z'(St
5$i

ox;

Oty = und C, = . (2.2.58)

V; 0o

o0

Storungen, die sich durch Schallwellen der Geschwindigkeit ¢, in einem Medium ausbrei-
ten, ergeben einen Courantzeitschritt und eine Courantzahl von

ox; Cs; 0t

0t =
5$i

und C, = . (2.2.59)

Csi %

o0

Das Stabilitatskriterium fiir die Viskositdt kann nur ndherungsweise bestimmt werden. Fiir
die Viskositat wird die Abschitzung C,, = %”T‘;t (z.B. Stone & Norman 1992) iibernommen,
so dass im Folgenden die Definitionen

Sx?
4Vi

4Vi(5t
Sx?

0ty = ‘ (2.2.60)

und C, = ‘

[e.9] o0

verwendet werden. Da dt, o dz? ist, stellt die Viskositit bei hinreichend hoher Auflésung
durch ein rdumliches Gitter das stringenteste Limit an die Zeitschrittweite.

Schrittweitensteuerung

Das Prinzip der Schrittweitensteuerung mittels eines a posteriori Fehlerschétzers wie sie,
Hujeirat & Rannacher (1998) folgend, in dem in vorliegender Arbeit implementierten Co-
de Verwendung findet, wird anhand des Crank-Nicolson-Verfahrens und der Adams-Bash-
forth-Formel (2.2.51) beschrieben. Wird ein Crank-Nicolson-Verfahren zur Losung einer
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Anfangswertaufgabe verwendet, kann mit geringem zuséatzlichem Speicher- und Rechen-
aufwand noch ein Adams-Bashforth-Schritt 1. Grades (2.2.51) durchgefiihrt werden.

Fiir die Fehler u" — q(t,,) der Verfahren lésst sich (unter der Annahme exakter Startwerte)
zeigen, dass die Gleichung

uip — q(tn) = Canq"ot* + O(5t%) (2.2.61)
mit der Fehlerkonstanten Cap = 5/12 fiir das Adams-Bashforth-Verfahren und

uly — q(tn) = Cong"6t* + O(6°) (2.2.62)
mit Ccny = —1/12 fiir das Crank-Nicolson-Verfahren gelten, wobei mit u(t,,) die jeweilige

Néherungslosung, mit g(t,,) die exakte Losung und mit q” die 2. Zeitableitung der exak-
ten Losung bezeichnet wurde. Durch Umformung und Subtraktion der beiden Gleichun-
gen kann q” abgeschitzt werden und somit auch der relative Fehler des Crank-Nicolson-
Verfahrens
uiny —4q(tn) ~ Con ulp—udy 1

ueN ~ Cap—Con  uly 6t
Mit der Kenntnis dieser Grof3e kann eine Schrittweitensteuerung implementiert werden,
durch die der Zeitschritt an eine frei wahlbare Fehlertoleranzschwelle gekniipft wird.
Durch die enge Verkniipfung des Fehlers an die Zeitableitung der Losung ist auch ein
Mal3 fiir die Stationaritit des Problems gegeben.
Fiir Verfahren 2. Ordnung, deren Fehlerkonstante nicht bekannt ist, kann zumindest eine
Fehlerentwicklung im Laufe einer Simulation durch die Abschitzung

(2.2.63)

u" —q(t,) ulg—u" 1
X - .
un un 5t2
gegeben werden. Ist das Verfahren stabil, so bleibt der Fehler beschrénkt, wird es instabil

wéchst er iiber alle Grenzen hinaus. Im stationdren Limit konvergiert der Fehler gegen
Null.

(2.2.64)

2.2.2 Réaumliche Diskretisierung der Gleichungen

Im letzten Abschnitt wurde die zeitliche Diskretisierung gewohnlicher Differentialglei-
chungen besprochen. Aussagen zur Stabilitit dieser Verfahren lassen sich auf partielle Dif-
ferentialgleichungen, insbesondere den hydrodynamischen Erhaltungsgleichungen, iiber-
tragen. Die Verfahrensfunktion F' eines Mehrschrittverfahrens enthilt hierbei die raumlich
diskretisierten Quell- und Transportterme der zu l6senden Gleichungen.

Die rdumliche Diskretisierung kann durch unterschiedliche Verfahren realisiert werden. In
der astrophysikalischen Anwendung hat sich zur Diskretisierung der hydrodynamischen
Gleichungen das Finite Volumen Verfahren etabliert, da dieses exakte globale Erhaltungs-
eigenschaften vorweisen kann. Eine detailierte Beschreibung einer Implementierung die-
ses Verfahrens in beliebigen orthogonalen Koordinatensystemen findet sich bei Stone &
Norman (1992). Eine allgemeine, praxisorientierte Einfithrung in Differenzenverfahren
ist z.B. durch Hirsch (1988) und (1990) gegeben.

In den vorliegenden Code wurde die Diskretisierung aus Stone & Norman (1992) fiir die
Spezialfille kartesischer, sphirischer und zylindrischer Koordinatensysteme {ibernommen
und wird im Folgenden deswegen nur in groben Ziigen beschrieben. Da in vorliegender
Arbeit nur Modellprobleme fiir Radien » > 0 betrachtet werden, miissen Singularitéten,
die in krummlinigen Koordinaten fiir » — 0 auftreten konnen, nicht betrachtet werden.
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Finite Volumen Diskretisierung

Zur Herleitung der diskretisierten hydrodynamischen Grundgleichungen in der Finite Vo-
lumen Schreibweise werden die Gleichungen fiir die skalaren Grof3en p und e iiber ein
Volumenelement V;, der Impulsvektor tiber V; integriert. Die Grof3en werden {iiber das
Volumenelement gemittelt, so dass beispielsweise die gemittelte Grofde ¢; einer skalaren
Variable ¢ durch die Definition

1
= — dv 2.2.65
q Vz-/mq ( )

gegeben ist. Nach Anwendung des Gauf3schen Satzes auf die Transportterme und Division
durch das Volumenelement V; bzw. V; ergibt sich fiir die Gleichungen (2.1.1) - (2.1.3) in
ihrer gemittelten Form

(01 p); +%(fSP’U'dS)Z~ =0,
(@:p); +vr ([spv-dS), +(VP);—(V-7);=0, (2.2.66)

(Dre); +y- ([gev-dS), +(PV-v),—(1:Vv), =0,

wobei ([, ¢ q - dS); das Oberfldchenintegal {iber einen Vektor g an der Oberflache des Vo-
lumens V; bezeichnet, mit dem Normalenvektor des Oberflachenelements dS; p := (pv)
ist der Impulsvektor. Die Zeitableitung einer Gré3e ¢ in V; wird symbolisch durch (9.q);
geschrieben, die raumlichen Ableitungen sind in Gleichung (2.2.66) ebenfalls in einer zu-
néchst noch symbolischen, nicht-diskretisierten Form gegeben.

Der Fluss einer Grofde in ein oder aus einem Kontrollvolumen ist an der Oberflache des
Volumenelements definiert. Daraus ergibt sich im diskretisierten Falle finiter Volumen-
elemente das Prinzip des gestaffelten Gitters, bei dem {iber ein Kontrollvolumen V; ge-
mittelte, skalare Grofen ¢; in der Zellmitte x; und der Transport an der Zelloberflache
definiert sind. Das Kontrollvolumen V; der Impulse ist bei konstanter Zellbreite dz um
dx /2 versetzt. Dieser Sachverhalt wird in Abbildung 2.2.1 fiir den eindimensionalen Fall
veranschaulicht.

In dieser Arbeit werden ausschlief8lich Tensorproduktgitter betrachtet. Das bedeutet
in zwei Raumdimensionen, dass fiir die Komponenten des diskretisierten Ortsvektors
zij = ((z1)i, (xQ)Z-j)T die Gleichungen (z');; = (2');Vi und (2?);; = (2%);Vj gelten.
Vergleiche dazu auch Abbildung 4.1.1 in Kapitel 4.

Finite Differenzen Terme

Durch das gestaffelte Gitter konnen rdumliche Ableitungen standardmaf3ig durch zen-
trale Differenzen in 2. Ordnung Genauigkeit ermittelt werden. So ist beispielsweise der
Druckgradient in eindimensionalen, kartesischen Koordinaten und bei dquidistanten Git-
terstiitzpunkten am Zellrand in 2. Ordnung durch
1

VP)i=—

(V)i o)
mit oz, = x; — x;—1 gegeben. Bei stark nicht-dquidistanten Gittern muss fiir am Zellrand
definierte Ableitungen gegebenfalls noch ein Korrekturterm hinzugefiigt werden, damit

der Differenzenquotient die partielle Ableitung weiterhin in 2. Ordnung nahert. Gleiches
gilt fiir arithmetisch gemittelte, skalare GroRen G = (¢;_1 + ¢;)/2.

(P — Pi—1)
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Abbildung 2.2.1: Prinzip des gestaffelten Gitters in einer Raumdimension. Skalare Grof3en ¢; sind an den
Positionen z;, vektorielle GroRen v; an z; definiert. Das Kontrollvolumen V; wird dabei durch die Oberflidchen
mit den Vektorkomponenten S und S;, ; eingeschlossen. Der Fluss der Gr63e g; durch eine Oberfldche wird
durch einen interpolierten Wert ¢; ermittelt.

Transportterme

Upwind-Verfahren Im vorliegenden Code wurde die Diskretisierung der Transportterme
durch das 1. Ordnung Upwind-Verfahren nach Godunov (1959) und in 2. Ordnung durch
das van Leer-Verfahren (van Leer 1977) umgesetzt. Diese Verfahren ermoglichen auch in
2. Ordnung eine stabile Advektion, die mit dem van Leer-Verfahren durch die Einhaltung
der Monotoniebedingung gegeben ist. Danach behalten monoton steigende oder fallende
Grolen diese Eigenschaft nach ihrer Advektion bei. So entstehen keine lokalen Extrema
durch den Transportprozess, was eine notwendige Voraussetzung fiir ein stabiles Verfahren
1st.

Der Transport der Dichte p; durch die physikalische Geschwindigkeitskomponente u; (vgl.
Gleichung 2.1.14) wird in einer Raumdimension durch die Gleichung

1

1
7 </ pu - dS) ~ V(—S{pﬁui + Sit1pi 1 Uit1) (2.2.67)
{ S ; i

)

diskretisiert (siehe Abbildung 2.2.1). Dazu wird p; ,flussaufwérts“ oder Upwind an die
Zellrander extrapoliert. Fiir den extrapolierten Wert p; gilt deswegen in 1. Ordnung

" { Pi—1, falls v; >0
P =

Pi, falls v; <0 (2.2.68)

In 2. Ordnung wird der extrapolierte Wert nach van Leer (1977) durch Gleichung
1
i1 +§ (5%_1 — uZ—(St) dp;_1, falls v; >0
1
i -3 (530; + ui6t) dp;, falls v; <0

ermittelt, wobei mit der Monotoniebedingung dp; durch die Fallunterscheidung

2(5pidp;
W, falls ~ dp;0pis1 > 0
dp; = { 0P+ 0pisa) (2.2.70)

0 sonst
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gegeben ist.

Konsistenter Transport Der Transport der iibrigen fundamentalen Variablen verlauft
nach einem dhnlichen Schema. Allerdings muss fiir eine optimale, lokale Erhaltung der
Grolle g die Advektion nach dem Prinzip des konsistenten Transports (Norman et al. 1980)
vollzogen werden, indem die Advektion ihres spezifischen Werts ¢/p an den Massefluss

gekniipft wird. Fiir die Energie ist der spezifische Wert durch e;/p; gegeben. Die kovarian-
ten, spezifischen Impulskomponenten (s ); sind durch den Quotienten (pvy);/p; gegeben,
mit dem arithmetischen Mittel der Dichte p; und k = 1,2,3. Thre extrapolierten Werte
(sk)r werden mit dem gemittelten Massefluss 7; transportiert. Die Ubertragung des ein-
dimensionalen Massefluss r; in zwei Raumdimensionen ist problemlos.



Kapitel 3

Algorithmen

3.1 Zeitintegration

Im Folgenden werden verschiedene Verfahren zur Losung zeitabhdngiger Gleichungen vor-
gestellt, die im Rahmen der vorliegenden Arbeit auf ihre Anwendbarkeit zur Simulation
protostellarer Scheiben implementiert und getestet wurden.

Alle Verfahren wurden fiir ein gestaffeltes 2D-Tensorproduktgitter mit einer Finite Vo-
lumen Diskretisierung in kartesischen und axialsymmetrischen Zylinder- und Kugelko-
ordinaten implementiert. Die Transportterme werden wahlweise mit dem 1. Ordnung
Upwind-Verfahren oder dem 2. Ordnung van Leer-Verfahren berechnet (Abschnitt 2.2.2).
Die Navier-Stokes Gleichungen werden in einer normierten Form gelost (Anhang A.1). In
Anhang A.2 sind sie zudem in ihrer vollstdndig ausgeschriebenen, nicht-normierten Form
aufgefiihrt.

3.1.1 Das Physical Splitting Verfahren

Hujeirat & Rannacher berechneten 1998 die zeitabhédngigen Gleichungen fiir den Rand-
bereich einer Akkretionsscheibe um einen Weiflen Zwerg in axialsymmetrischen Zylin-
derkoordinaten. Sie fithrten dazu Hydrodynamik-Modellrechnungen in der Strahlungsdif-
fusionsndherung und mit einem a-Modell zur Beschreibung der Viskositdt durch. Zudem
wurde eine kiinstliche Viskositit zur Glattung von Kontaktdiskontinuitdten implementiert.

In ihren Simulationsrechnungen ergaben sich Stromungsgeschwindigkeiten mit Machzah-
len von M £100. Die normierte viskose Zeitskala belief sich auf 7, ~ 10* wihrend die
dynamische Zeitskala in der Gréfenordnung von 74y, ~ 1072 lag. Da die Autoren damit
ein sehr steifes, hochdimensionales Problem zu behandeln hatten, wurde die Implemen-
tierung eines stabilen und effizienten Verfahrens notwendig (vgl. Abschnitt 2.2.1).

Zur Integration ihrer Gleichungen entwickelten sie dazu einen Algorithmus, in dem die
Erhaltungsgleichungen, die zusammen das gekoppelte Gleichungssystem fiir den Strah-
lungstransport und die Hydrodynamik bilden, in Anlehnung an das Gauf3-Seidel-Verfahren
nacheinander behandelt und alle Grof3en sukzessive aktualisiert werden. Die Stabilitét des
Verfahrens ist deswegen eng an die Reihenfolge, in der die Gleichungen gelost werden,
gekniipft. Diese wird durch die physikalischen Rahmenbedingungen der Problemstellung
festgelegt. Die Autoren nennen dieses Verfahren daher Physical Splitting.

29
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Die zwei Raumdimensionen ihres Scheibenmodells werden mit einem Dimensionssplitting
behandelt. Dazu wurde eine Approximate Factorization Method nach Beam & Warming
(1978) implementiert, wobei die Reihenfolge, in der die Richtungen behandelt werden,
ebenfalls durch die Physik der Problemstellung bestimmt wird.

Die Gleichungen werden, nachdem sie nacheinander entkoppelt gelost wurden, zusatzlich
global iteriert. Je nach Zeitabhéngigkeit bzw. Stationaritat der Losung berichten Hujeirat
& Rannacher (1998) von 1 bis 5 globalen Iterationsschritten, die fiir ein stabiles Verfahren
notwendig waren, wiahrend die Zeitschrittweiten viele GréRenordnungen {iber dem eines
expliziten Algorithmus lagen.

Im Folgenden wird der Physical Splitting-Algorithmus nach Hujeirat & Rannacher (1998),
wie er im Rahmen der vorliegenden Arbeit implementiert wurde, erlautert.

Implementierung des Physical Splitting-Verfahrens

Die globale Iterationsschleife Die hydrodynamischen Erhaltungsgleichungen wurden,
wie von Hujeirat & Rannacher (1998) beschrieben, entkoppelt implementiert und so die
Zeitschritte in einzelne, lokale Unterschritte aufgeteilt, deren Losungen fiir den jeweils fol-
genden Schritt verwendet werden. So reduziert sich das vollgekoppelte, globale Problem
auf die Invertierung vereinzelter, schwachbesetzter Matrizen, die in Kombination mit ei-
nem Dimensionssplitting lediglich in der Diagonalen und den zwei Nebendiagonalen be-
setzt sind (Tridiagonalmatrizen). Die Energiegleichung in der Strahlungsdiffusionsnihe-
rung wurde in eine 1D-Version des vorliegenden Codes von Gracia (2002) nachtrédglich
integriert (vgl. Abschnitt 5.2.2).

Die entkoppelten Gleichungen wurden in eine globale Defektkorrektur eingebettet, indem
am Ende einer jeden globalen Iterationsschleife der Defekt (2.2.55) aller zu 16senden Glei-
chungen in ihrer diskretisierten Form berechnet wird und somit die globale Konvergenz
des Verfahrens iiberpriift werden kann (vgl. Abbildung 3.1.2).

Die Reihenfolge, in der die Gleichungen geltst werden, wird festgelegt, indem die Kopp-
lung der fundamentalen Grof3en ndherungsweise in eine lineare Abfolge gebracht wird.
So argumentieren Hujeirat & Rannacher (1998), dass die viskos bedingte Entwicklung
der Umlauffrequenz in der Scheibe eine Anderung der meridionalen Impulskomponen-
ten nach sich zieht, die wiederum die Dichtestruktur beeinflussen. All diese Grolsen be-
stimmen dann letztlich die thermische Entwicklung der Scheibe. Daraus ergibt sich die
Abfolge der Erhaltungsgleichungen fiir die Simulation von Akkretionsscheiben wie sie in
Abbildung 3.1.1 skizziert ist.

Ahnlich wie beim Physical Splitting wahlen Hujeirat & Rannacher (1998) auch bei der
Approximate Factorization Method fiir das Dimensionssplitting die Reihenfolge der Rich-
tungen, in der die Gleichungen geldst werden, in Abhdngigkeit von der physikalischen
Problemstellung. In Akkretionsscheiben findet Materialtransport vornehmlich in radialer
Richtung statt, wohingegen die Energie {iberwiegend in der vertikalen Richtung trans-
portiert wird. Dementsprechend werden Kontinuitdtsgleichung und Drehimpulserhaltung
zuerst in radialer, dann in vertikaler Richtung und die Energiegleichung zuerst in vertika-
ler und dann in radialer Richtung gelGst.

Zeitdiskretisierung und Zeitschrittkontrolle Das oben beschriebene Physical Splitting-
Verfahren erfordert die Integration der entkoppelten, hydrodynamischen Erhaltungsglei-
chungen. Diese werden durch das verallgemeinerte Crank-Nicolson-Verfahren (2.2.50)
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(I) Drehimpulsgleichung
(Im Radialimﬁulsgleichung
(11D Vertikalirilipulsgleichung
(V) Kontinuﬁéitsgleichung

I
(V) Energie-/Zustandsgleichung

Abbildung 3.1.1: Reihenfolge der Gleichungen wie sie mit dem Physical Splitting-Verfahren fiir Scheibensi-
mulationen implementiert wurde.
zeitlich diskretisiert. Dabei wird der Parameter 1 > 6 > 0.5 gewahlt, so dass die Tra-
pezformel je nach Grof3e von 6 geddmpft und stabilisiert wird und gleichzeitig mindestens
in 1. Ordnung konsistent ist.

Mit Hilfe der Adams-Bashforth-Formel 1. Grades (2.2.51) wurde ohne nennenswerten Zu-
satzaufwand an Speicher und Rechenzeit eine Schrittweitensteuerung mit a posteriori Feh-
lerschatzer implementiert (siehe Abschnitt 2.2.1). Zudem werden Konvergenz der lokalen
als auch globalen Iteration iiberpriift. Wird innerhalb einer vorgegebenen Anzahl an Itera-
tionsschritten (~ 5) eine Defekttoleranzschranke nicht unterschritten oder liegt der durch
Gleichung (2.2.63) berechnete Fehler iiber einen vorgegebenen Wert wird der aktuelle
Zeitschritt mit einer kleineren Schrittweite erneut berechnet. Bei schneller Konvergenz
oder geringen Fehlern wird die Schrittweite fiir den nédchsten Zeitschritt erhoht.

Die lokale Iteration Die Losung der diskretisierten Gleichungen in den Teilschritten des
Dimensions- und Physical Splitting wird durch ein Newton-Raphson-Verfahren erreicht.
Die tridiagonalen Jacobimatrizen werden analytisch bestimmt und mit einem geeigneten
Verfahren fiir Tridiagonalmatrizen aus den offentlich zugéinglichen Routinen des Linear
Algebra Package® invertiert. Die Matrixeintrége fiir die Transportterme werden dabei in 1.
Ordnung behandelt, wihrend die Defektkorrektur wahlweise 1. Ordnung oder 2. Ordnung
berechnet wird. Der nicht-lineare Impulsadvektionsterm wird in der konsistenten Trans-
port Formulierung (Abschnitt 2.2.2) linearisiert, indem der in der Jacobimatrix benotigte
Fluss aus dem letzten globalen Iterationsschritt genommen wird.

Die Simulation von Akkretionsscheiben mit dem Physical Splitting

Eine 1D-Version des Codes mit einem implementierten Physical Splitting-Verfahren wurde
zur Simulation von transsonischen Stromungen in Akkretionsscheiben um schwarze Lo-
cher von Gracia (2002) und Gracia et al. (2003) erweitert und erfolgreich angewendet
(Abschnitt 5.2.2).

Bei der Modellierung protostellarer Scheiben werden im quasistationdren Zustand Stro-
mungen mit Machzahlen in der GréRenordnung von M ~ 1072 erwartet. Fiir Proble-
me derartig niedriger Machzahlen zeigen bereits 1D-Tests, dass Schallwellen, die in der
Akkretionsstromung angeregt werden, den Zeitschritt eines Physical Splitting-Verfahrens

1z.B. http://www.netlib.org/lapack
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Abbildung 3.1.2: Das Prinzip des Physical Splitting-Algorithmus nach Hujeirat & Rannacher (1998) wie er
im Rahmen dieser Arbeit implementiert wurde: Nach Festlegung der Anfangsbedingung werden die Erhal-
tungsgleichungen des Gleichungssystems in Teilschritten gelost und die entsprechenden Variabeln schrittwei-
se aktualisiert. Die Reihenfolge der Gleichungen wird an das Problem angepasst (vgl. Abbildung 3.1.1). Am
Ende eines globalen Iterationsschrittes wird der Defekt aller Gleichungen iiberpriift und gegebenenfalls auf
ein Neues iteriert. AnschlieRend {iberpriift eine Zeitschrittsteuerung (ZSS) die Kriterien zur Beibehaltung oder
Erhohung der Zeitschrittweite §¢ bzw. zur ihrer Erniedrigung und der Neuberechnung des aktuellen Zeitschrit-
tes. Sind alle Konvergenz- und Fehlerkriterien erfiillt, wird nach Zwischenspeicherung benétigter Grof3en mit
der Berechnungen des neuen Zeitschrittes begonnen.
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erheblich einschridnken. So konnte im 1D-Fall fiir Courantzahlen gréer als 1 keine Kon-
vergenz erzielt werden (siehe Abschnitt 5.2.1). In ersten 2D-Simulationen protostellarer
Scheibenmodelle mit dem Physical Splitting-Verfahren lagen die erreichten Courantzahlen
mit C' ~ 0.1 sogar noch deutlich unter denen eines rein expliziten Verfahrens (z.B. Stone
& Norman 1992; siehe Abschnitt 3.1.3). Im Vergleich mit einem rein expliziten Verfahren
erfordert das Physical Splitting durch die verschachtelten lokalen und globalen Iterationen
zudem einen erheblichen Zusatz an Rechenaufwand.

Um diese Probleme zu umgehen, wurde ausgehend von inkompressiblen Methoden ein
Druckkorrekturverfahren zur Behandlung kompressibler Stromungen niedriger Machzah-
len entwickelt, welches im folgenden Abschnitt erlautert wird.

3.1.2 Druckkorrekturverfahren

Fiir die Modellierung protostellarer Akkretionsscheiben ist das Physical Splitting Verfahren
aufgrund von Storungen durch Schallwellen bei Stromungen kleiner Machzahlen nicht ge-
eignet. Treten in einem Rechengebiet Regionen mit Stromungen sehr kleiner Machzahlen
auf, werden derartige Verfahren in der Regel ineffizient und konvergieren auch fiir kleine
Zeitschritte haufig nicht mehr.

Bleibt die Machzahl einer Stromung im gesamten Rechengebiet kleiner als etwa 0.2 und
die Dichte im Rechengebiet nahezu konstant, konnen inkompressible Verfahren zur Lo-
sung des Problems herangezogen werden (z.B. Harlow & Welch 1965, Bijl & Wesseling
1998). Protostellare Scheiben sind in vertikaler Richtung druckunterstiitzt und die Dichte
fallt mit der Hohe exponentiell ab. Trotz der niedrigen Machzahlen die sich fiir die Stro-
mung in protostellaren Scheiben aus den stationdren Modellen ergeben, koénnen in einer
zeitabhingigen Simulation, insbesondere wahrend der Relaxationsphase, auch modera-
te Machzahlen von M 2 0.2 auftreten. Es wird daher ein Verfahren erforderlich, welches
gleichermal3en fiir inkompressible Stromungen mit M — 0 als auch fiir kompressible Stro-
mungen mit M ~ 10" geeignet ist. Zu diesem Zweck kénnen inkompressible Verfahren fiir
die Anwendung auf schwachkompressible Stromungen erweitert werden (z.B. Harlow &
Amsden 1968, Bijl & Wesseling 1998).

Im néchsten Abschnitt werden die Gleichungen eines Verfahrens fiir schwachkompressi-
ble Stromungen nach Bijl & Wesseling (1998) fiir den isothermen Grenzfall hergeleitet,
bevor anschlieend ein daraus abgeleiteter Algorithmus fiir isotherm geschichtete Akkre-
tionsscheiben vorgestellt wird, wie er im Rahmen dieser Arbeit in den vorliegenden Finite
Volumen Code implementiert und getestet wurde.

Die Helmholtzgleichung fiir das Druckkorrekturverfahren

Zur Herleitung der Gleichungen des im Code verwendeten Druckkorrekturverfahrens
wird fiir die zeitlich diskretisierte Impulsgleichung (2.1.2) ein verallgemeinertes Crank-
Nicolson-Verfahren (2.2.50) angesetzt, woraus sich die Gleichung

(p0)" — (po)"1 + §10,V P + 6ty [V - (po)” — (pg)" — V- 7]
+0t(1 — HQ)VP"_l +0t(1—61) [V-(pv)" ot —(pg)" ! -V.7771 =0

(3.1.1)
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ergibt. Hierbei sind 0.5 < 61 5 < 1 zunéchst frei wahlbare Parameter. Im inkompressiblen
Fall muss 02 = 1 gesetzt werden, um die Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes in
diesem Limit zu gewahrleisten (Bijl & Wesseling 1998). Van Kan (1986) konnte zeigen,
dass im inkompressiblen Limit das Verfahren fiir 6; = 1/2 und 6, = 1 von 2. Ordnung ist.
Im kompressiblen Fall ist zumindest eine Konsistenz 1. Ordnung gewéhrleistet. Alle Terme
verstehen sich hier und im Folgenden als in ihrer rdumlich diskretisierten Form gegeben.

Fiir den Prognosewert des Impulses (pv)" wird mit Gleichung
(pv)t = (pv)" L + 6tV P* + 6t [V - (pv)*vf — (pg)* — V- 7]
+0t(1 — HQ)VP”*1 +0t(1—6) [V-(pv)" to" !t —(pg)" ' =V.-7"7 11 =0

(3.1.2)
ein semi-impliziter Ansatz gemacht. Die Gleichungen fiir die drei Impulskomponenten
werden entkoppelt gelost, so dass im viskosen Tensor die gemischten Terme explizit
behandelt werden. Fiir die im Zeitschritt n noch unbekannte gravitative Kraft (pg)*,
den Druckgradienten VP* und den Massefluss (pv)* im linarisierten Advektionsterm
V- (pv)*v! wird der aktuellste verfiighare Wert eingesetzt; der hochgestellte Index  kenn-
zeichnet also Werte aus dem bereits gelosten Zeitschritt n — 1, beziehungsweise solche, die
aus der letzten Iteration des aktuellen Zeitschritts erhalten wurden.

Subtrahiert man nun Gleichung (3.1.2) von (3.1.1), erhélt man
(pv)" — (pv)! + 50,V (P — P*)

(3.1.3)
5101 (V - [(po)v™ — (pv) o] — V" — 1)) = 0.

Die Terme in der 2. Zeile werden im Druckkorrekturverfahren vernachléssigt. Diese Nédhe-
rung kann fiir zeitabhédngige Strémungen nicht verschwindender Machzahlen inkonsistent
werden, und somit vermutlich einen negativen Einfluss auf die Stabilitdt des Verfahrens
haben.

Es ergibt sich die Gleichung fiir die Impulskorrektur
(pv)" = (pv)T — 610,V P (3.1.4)
mit §P := P™ — P*. Unter Anwendung der Divergenz V- auf Gleichung (3.1.4) erhilt man

V- (pv)" = V- (pv)! — 6t ASP. (3.1.5)

Die Zeitableitung der Dichte eines isothermen Gases la[3t sich schreiben als

ap 1
Wird sie in die nach der Trapezregel (2.2.50) diskretisierte Kontinuitétsgleichung einge-
setzt, folgt die diskretisierte Gleichung fiir die zeitliche Entwicklung des Druckes

1 P" — Pn—l

n n—1
S 02V ()" + (L= 62)V - ()" =0 (3.1.7)
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Zusammen mit Gleichung (3.1.5) erhilt man damit die Helmholtzgleichung fiir den
Druck P

P — Pt — 52032 A(P™ — P*) + 6t0o?V - (pv)t 4 6t(1 — 02)2V - (pv)"~ 1 =0

(3.1.8)
oder dquivalent dazu fiir die Druckkorrektur 6 P = P™ — P*
AOP — 5552 0P = 5z (P = P 71) + V- (po) T + 52V - (o) (3.1.9)

Implementierung des Druckkorrekturverfahrens

Aus den im letzten Abschnitt abgeleiteten Gleichungen wurde ein Algorithmus implemen-
tiert, wie er in Abbildung 3.1.3 fiir den Fall #; » = 1 skizziert ist. Im Folgenden werden
die einzelnen Schritte des implementierten Druckkorrekturverfahrens néher erlautert, und
dabei die Gleichungen in der Reihenfolge, in der sie gelost werden, nochmals aufgefiihrt.

Pradiktorschritt Im Pradiktorschritt wird die Gleichung
(pv)t = (pv)" L + 6tV P* + 6t [V - (pv)*vd) — (pg)* — V- 71

+0t(1 — 0)VP" L+ 6t(1—61) [V (pv)" o™t = (pg)" ' =V -1 =0

fiir die drei entkoppelten Impulskomponenten gelost. Fiir axialsymmetrische Scheibenmo-
delle wird als erstes die druckunabhingige Drehimpulsgleichung entweder in der Form
(2.1.14) oder (2.1.22) gelost. Es folgen die Gleichungen fiir den Radial- und Vertikalim-
puls.

Die Viskositat wird in den linearen Termen implizit, der Transport wahlweise semi-implizit
(1. Ordnung) oder explizit (1. oder 2. Ordnung) behandelt, was durch das eingeklammer-
te t-Symbol angedeutet wird. Die Advektionsterme werden in der konsistenten Transport-
Formulierung (Abschnitt 2.2.2) berechnet, d.h. die spezifischen Impulse werden vom Mas-
sefluss im Upwind- oder van Leer-Verfahren transportiert. Der Advektionsterm im Pradik-
torschritt ist auch im semi-impliziten Fall bereits in einer linearisierten Form gegeben, so
dass die Matrix leicht invertiert werden kann.

Der Massefluss wird bei der Defektberechnung der diskreten Kontinuitédtsgleichung mit-
berechnet, die Matrixelemente des diskretisierten Reibungstensors, sowie Druckgradien-
ten, Gravitation und Fliehkréafte bei der Defektberechnung der Impulsgleichungen. Diese
Grofden werden dann im Pradiktorschritt des folgenden Zeit- bzw. Iterationsschrittes tiber-
nommen.

Die Berechnung des Driven Cavity Problems (Abschnitt 5.2.3) mit Advektion in 1. Ord-
nung zeigte keine Verbesserung der Stabilitdt bei einer semi-impliziten Behandlung der
Transportterme. So konnten auch mit einer expliziten Behandlung des Transports ohne
globale Iteration der Gleichungen Courantzahlen von C, ~ 9 - 10% erreicht werden.
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Anfangsbdg.
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Impulspradiktor

pv — pv" L+ 6t(V-pov+ VP —pg—V -7)=0
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Helmholtzgleichung
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Aktualisierung
P=P+06P ; p=p(P)
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K 7SS
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Abbildung 3.1.3: Flussdiagramm des implementierten Druckkorrekturverfahrens (61,2 = 1): Es bezeichnen
Variablen mit hochgestelltem Index n — 1 Groflen zum Zeitpunkt des vorausgegangenen Zeitschrittes ¢,,—i.
Fiir Variablen ohne Index werden die aktuellsten verfiigharen Werte eingesetzt, insofern sie nicht implizit
behandelt werden (siehe Text). Das Verfahren wird mit einer Zeitschrittsteuerung (ZSS) kombiniert.
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Korrektorschritt Nach dem Impulspradiktor wird die Druckkorrekturgleichung

AP b5 0P = w2 (P* — P"1) + 5=V - (pv)f + L2V - (po)n

T 512022 512022 5102

geldst. Im ersten Iterationsschritt ist P* = P"~! und der erste Term auf der rechten Seite
entfallt. Auch hier werden die Transportterme V - (pv) nach dem 1. Ordnung Upwind bzw.
2. Ordnung Van-Leer Verfahren berechnet.

Der Druck und die meridionalen Impulskomponenten kénnen anschliefend mit der Lo-
sung fiir die Druckkorrektur 6 P durch die einfachen algebraischen Gleichungen

P=P+0P

und
(pv)"™ = (pv)' — 6t VP

aktualisiert werden. Der druckunabhingige Drehimpuls wird nicht korrigiert.

Losungsverfahren Beiden semi-impliziten Gleichungen fiir den Pradiktorschritt und die
Druckkorrekturgleichung handelt es sich um lineare Gleichungssysteme. Die entsprechen-
den Matrizen konnen deshalb mit dem vorkonditionierten BiCGSTAB-Verfahren (Abschnitt
3.2) invertiert werden. Die Reihenfolge der so entkoppelt gelosten Gleichungen ist in Ab-
bildung 3.1.4 nochmals dargestellt.

(I) Drehimpulsgleichung
4
(I Radialimpulspradiktor
J
(111) Vertikalimpulspradiktor

4
(IV) Druckkorrekturgleichung

(S
(V) Aktualisierung der Grofden

Abbildung 3.1.4: Reihenfolge der Gleichungen wie sie mit dem Druckkorrekturverfahren fiir Scheibensimu-
lationen geldst werden.

Globaler Defekt und Zeitschrittsteuerung Nachdem alle Grof3en aktualisiert sind,
wird am Ende eines Iterationsschrittes der Defekt (2.2.55) fiir die Erhaltungsgleichungen
(2.1.1) und (2.1.2) in ihrer diskretisierten Form berechnet. Fallt die Maximumsnorm aller
Defekte ||d||« unter eine Toleranzschwelle TOL kann die globale Iteration abgebrochen
und der néchste Zeitschritt berechnet werden. Ist ||d||o > TOL werden die Gleichungen
gegebenenfalls erneut iteriert.

Die globale Defektkorrektur wird mit einer Zeitschrittsteuerung verkniipft, die bei schnel-
ler Konvergenz des globalen Defektes den Zeitschritt erhoht, bzw. bei schlechter Kon-
vergenz die Schrittweite verkleinert und den aktuellen Zeitschritt erneut berechnet. Eine
globale Iteration der Gleichungen ist im Druckkorrekturverfahren nach Bijl & Wesseling
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(1998) an sich nicht vorgesehen und konnte die Effizienz des Verfahrens durch einen et-
waigen Stabilitdtsgewinn in der Regel nicht steigern. Die Gleichungen werden daher in
den meisten Fillen nur einmal gelost. Die Zeitschrittweite kann so gewéahlt werden, dass
|ld||cc < TOL dennoch gewéhrleistet ist.

Erhaltungseigenschaft des Druckkorrekturverfahrens

Im Druckkorrekturverfahren wird die Erhaltung der Masse nur indirekt durch die Losung
der Helmholtzgleichung beriicksichtigt. Die Kontinuititsgleichung (2.1.1) wird also nicht
exakt sondern nur ndherungsweise gelost, weswegen auch die Masse im Allgemeinen nicht
exakt erhalten ist. 2-D Tests fiir ein relaxiertes Modell eines geschlossenen Scheibenrings
ergaben eine Variation der Gesamtmasse M., von AM;./M;; < 107° in 100 a.

Die Simulation von Akkretionsscheiben mit dem Druckkorrekturverfahren

Obwohl das Druckkorrekturverfahren duflerst effizient und stabil ist, wenn die stationire
oder quasi-stationdre Losung einer Modellrechnung nahe an den Anfangsbedingungen
liegt (siehe Abschnitte 5.2.3 und 5.2.4), miissen die Zeitschritte fiir instationire Simu-
lationen oder Modellrechnungen in der Relaxationsphase aus Stabilitatsgriinden dennoch
klein gehalten werden, und das Verfahren wird ineffizient. Um auch instationédre Phasen in
Akkretionsscheiben modellieren und Relaxationsphasen fiir quasi-stationére Scheibenmo-
delle tiberbriicken zu konnen, wurde als zusatzliches Verfahren eine modifizierte Version
des ZEUS-Algorithmus nach Stone & Norman (1992) implementiert, die im nachsten Ab-
schnitt besprochen wird.

3.1.3 Modifizierter ZEUS-Algorithmus

ZEUS-2D wurde als vielseitiger Strahlungs-Magnetohydrodynamikcode zur Losung von
unterschiedlichen astrophysikalischen Problemen auf einem Finite Volumen-Gitter ent-
wickelt und geht in seinen Anfangen auf eine Doktorarbeit von Michael Norman iiber den
Kollaps rotierender Gaswolken zuriick (Norman 1980). Die Entkopplung der Gleichungen
wird in diesem Verfahren nicht wie beim Physical Splitting durch die getrennte Behandlung
der jeweiligen Erhaltungsgleichungen erreicht, sondern indem Quell- und Transportterme
nacheinander bestimmt und schrittweise den Gleichungen hinzugefiigt werden.

Der hier implementierte, hydrodynamische Teil des Codes wird ausfiihrlich in Stone &
Norman (1992) beschrieben. Er wird in dieser Arbeit deshalb nur in groben Ziigen skiz-
ziert. Durchgefiihrte Modifikationen werden dabei erldutert.

Implementierung des modifizierten ZEUS-Algorithmus

Azimuthale Viskositdt Zu Beginn eines jeden Zeitschrittes werden die Quellterme der
Gleichungen bestimmt. Stone & Norman (1992) bestimmen hierfiir zunichst Druckgradi-
enten, gravitative Krafte, Flieh- und Corioliskrafte.

Da Akkretionsscheiben fliehkraftunterstiitzt sind und ihre Entwicklung durch Viskositat
bestimmt ist, werden in dem vorliegenden Code zur Berechnung von Scheibenproblemen
als erstes die viskosen Terme der Drehimpulsgleichung (2.1.14) mit

(pv)§ = (po)5~" + 6t div (hsT(y) (3.1.10)
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gelost bzw. mit Gleichung (2.1.22) im mitrotierenden System
(P = (p1)"~" + 6t div (haTs)) - (3.1.11)

Wie schon im letzten Abschnitt sind auch hier wieder alle Terme in ihrer rdumlich dis-
kretisierten Form zu verstehen. Der hochgestellte Index k bezeichnet nun die Anzahl der
berechneten Unterschritte zu Beginn des Zeitschrittes n.

Die viskosen Terme der Drehimpulsgleichung sind in axialsymmetrische Koordinatensyste-
men von den meridionalen Impulskomponenten entkoppelt. Sie werden im vorliegenden
Code optional implizit oder explizit gelost. Stone & Norman (1992) behandeln diese Ter-
me ausschlief3lich explizit.

Druckgradienten, Gravitation und Fliehkrédfte Nachdem die viskose Entwicklung des
Drehimpulses beriicksichtigt wurde, konnen die Kraftterme fiir die meridionalen Impuls-
komponenten mit

_ n_1 1 Oh e e
()5t = (pv)2 ! + 6t [p 1FT3(”§)2‘32 L —p® 1} (3.1.12)
3 0x
fiir die z5-Komponente und
1 Oh 1 Oh
k+2 _ n—1 n—1 2 k+1y2 3 () kN2 n—1 n—1
()2 = (ool o o (SRS + TR h?) — Pt e

(3.1.13)
fiir die x1-Komponente berechnet und addiert werden (siehe Gleichung 2.1.13). Der Term

0,2 ho verschwindet in den hier betrachteten Koordinatensystemen.

Meridionale Viskositdt Die viskosen Spannungen fiir die meridionalen Impulskompo-
nenten werden semi-implizit behandelt. Das bedeutet, dass nur die linearen Terme im
Spannungstensors implizit behandelt werden. Wahrend Stone & Norman (1992) auch die-
se Terme explizit behandeln, berechnen andere Autoren selbst die nicht-linearen Anteile
des viskosen Tensors implizit (z.B. Kley 1989). Dies ist aber mit hoherem Rechenaufwand
verbunden und hat sich in den in Kapitel 5 durchgefiihrten Testrechnungen als nicht un-
bedingt notwendig erwiesen. In der zu 16senden Matrix sind somit nur die Diagonale und
zwei Nebendiagonale besetzt (Fiinfpunktmatrix). Die Indizes fiir die Unterschritte werden
auf der rechten Seite daher symbolisch eingeklammert, und es ergeben sich die Gleichun-
gen

(p)i+3 = (pv)i+2 + 6t fq div (r) ) (3.1.14)

und
()5t = (pu)k+ + 6t fq div (7)) (3.1.15)

fiir die meridionalen Impulskomponenten. Hierbei wurde durch den Faktor f4 eine kiinst-
liche Dampfung eingefiihrt. Fiir f3 > 1 kann eine beschleunigte Relaxation der Scheiben-
modelle in der Anfangsphase erzwungen werden (vgl. Abschnitt 5.2.4). Rechnungen mit
fa = 1 werden ohne kiinstliche Dampfung durchgefiihrt.
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Wird die Drehimpulsgleichung im mitrotierenden System gelost, so wird an dieser Stel-
le dem Drehimpuls der Kompensationsterm fiir die Zeitableitung der Dichte —pu/k ; in
Gleichung (2.1.22) hinzugefiigt, so dass

(p)F+5 = (p1)* — ot [(pv)ler?‘k:J + (pv)Et k] (3.1.16)

Fiir nicht isotherme Probleme wird noch die viskose Heizung
eftb6 — en—1 4 ot(T : Vv)k+5 (3.1.17)

mitberiicksichtigt und an dieser Stelle berechnet.

Advektion Nun werden die advektiven Terme der Gleichungen nach dem Prinzip des
konsistenten Transports (Abschnitt 2.2.2) behandelt. Zunéachst wird die Kontinuitatsglei-
chung mit

PP = pnl 5tV -kt (3.1.18)

berechnet. Mit dieser Gleichung wird auch der Massefluss 7in*+4 =

f(pn~t,uF*), wie in Abschnitt 2.2.2 beschrieben, bestimmt, und es werden die
verbleibenden Gréfen in ihrer spezifischen Form durch die Gleichungen

k+8 _ k+3 . (PU)IerB . k+4
(pv)1T° = (pv){™° — dtdiv i m , (3.1.19)
K49 [ \kta ()5t
(pv)e™ = (pv)o™" — ot div | =5e—m™) (3.1.20)
r k
(pv)5 ™10 = (pv)§ — dt div (ﬁ)? rnft 4} (3.1.21)
L P
bzw.
( l)k-i—lO — ( l)k‘+5 — 5t div (p l)k+5 mk+4 (3.1.22)
p p 3 pk+7 .1,
und
k+5
eh 1l — ok t6 54 diy [ek+7mk+4} . (3.1.23)
p

transportiert. Die Advektion wird nach Gleichungen (3.1.19) - (3.1.23) wie auch bei Stone
& Norman (1992) explizit behandelt. Der vorliegende Code erlaubt auch die problemlose
implizite Behandlung dieser Terme, zumindest in ihrer entkoppelten Form. Da dies aber
die zusétzliche iterative Losung nicht-linearer Gleichungen erfordern wiirde und fiir Stro-
mungen niedriger Machzahlen dadurch praktisch kein Stabilitdtsgewinn zu erwarten ist,
wird auf eine implizite Durchfiihrung der Advektion verzichtet. Zuletzt wird der Druck
durch die Zustandsgleichung bestimmt. In Abbildung 3.1.5 wird nochmal die Abfolge der
Terme, wie sie im modifizierten ZEUS-Algorithmus behandelt werden, kurz skizziert.
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(I) Azimuthale Viskositét

(S
(IT) Kraftterme

(S
(III) Meridionale Viskositét

(g
(IV) Advektion

4
(V) Zustandsgleichung

Abbildung 3.1.5: Reihenfolge der Terme, wie sie mit dem modifizierten ZEUS-Verfahren fiir Scheibensimula-
tionen behandelt werden.

3.2 Loser fiir lineare Gleichungssysteme

Die in Abschnitt 3.1 vorgestellten Verfahren erfordern in einigen ihrer Teilschritte die Lo-
sung eines linearen Gleichungssystems der Form

Aq=f (3.2.24)

mit einer reguliren Matrix A € IR¥“, dem gesuchten Losungsvektor ¢ € IR? und einer
rechten Seite f € IR?. Die Dimension d des Gleichungssystems ist durch die Auflésung des
Gitters gegeben?, auf dem die Gleichungen in ihrer diskretisierten Form (Abschnitt 2.2.2)
gelost werden. Eine Einfiihrung in moderne Verfahren zur Losung linearer Gleichungssy-
steme ist z.B. durch Meister (1999) gegeben.

3.2.1 Krylow-Unterraum-Verfahren

Da sich direkte Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme aufgrund ihres hohen
Anspruches an Rechnerresourcen verbieten, werden fiir praxisrelevante Problemstellun-
gen vorwiegend iterative Verfahren verwendet. Dabei haben sich die zu den Projektions-
methoden gehorenden Krylow-Unterraum-Verfahren als robuste und schnelle Algorithmen
erwiesen.

Eine dquivalente Umformung des Gleichungssystems kann die Stabilitdt und Konvergenz-
geschwindigkeit eines iterativen Verfahrens zudem erheblich verbessern. Eine derartige
Umformung wird Vorkonditionierung genannt.

In einem Benchmark, in dem die Konvektions-Diffusionsgleichung zu verschiedenen Pro-
blemstellungen aus der Stromungsmechanik (reibungsfrei und reibungsbehaftet) gelost
wird, konnen unterschiedlich vorkonditionierte Projektionsmethoden miteinander vergli-
chen werden. In einer Gegeniiberstellung der haufig verwendeten Projektionsmethoden
CGS, BiCGSTAB, TFQMR, QMRCGSTAB und GMRES erweist sich das BiCGSTAB-Verfahren
mit einer rechtsseitigen, unvollstindigen LU-Zerlegung zur Vorkonditionierung (ILU(R)
BiCGSTAB) als besonders effizient (Meister 1998, 1999 und dort aufgefiihrte Referenzen).

Beispielsweise fiir ein zweidimensionales Gitter mit n, x n2 Gitterzellen ist d = nino.
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3.2.2 Test des BiCGSTAB-Verfahrens

Da sich das ILU(R) BiCGSTAB-Verfahren bei Problemstellungen aus der Stromungsme-
chanik bewahrt hat und zudem verhaltnisméal3ig leicht zu implementieren ist, wurde auf
aufwendige Benchmarks verzichtet, und dieses Verfahren direkt fiir die im Rahmen dieser
Arbeit auftretenden Zwecke eingesetzt.

Einfache Testprobleme

Um die korrekte Implementierung des BiCGSTAB-Losers sicherzustellen, wurden zwei ein-
fache Testprobleme untersucht, deren analytische Losung bei gegebenen Randbedingun-
gen bekannt ist. Das Konvergenzverhalten des BiCGSTAB-Verfahrens mit und ohne ILU(R)
Vorkonditionierung wurde untersucht.

Es werden die Poissongleichung

—Aq=f (3.2.25)
mit der rechten Seite
f = k?sinkzsinly + [?sin kx sin ly (3.2.26)
und die Helmholtzgleichung
mit der rechten Seite
f = xy(k?sin kxsinly 4 (12 4 1) sin kx sin ly) (3.2.28)

auf einem Gebiet €2([0, 2], [0,1]) geldst. Die analytische Losung zu homogenen Dirichlet-
Randbedingungen lautet mit den Koeffizienten k£ = 0.57,[ = = fiir beide Gleichungen

q = sinkxsinky . (3.2.29)

Sie ist in Abbildung 3.2.6 dargestellt.

In einer Finiten Differenzen-Diskretisierung 2. Ordnung sind die resultierenden Fiinf-
punktmatrizen nur im diagonalen Band und in zwei Nebendiagonalen besetzt. Der Verlauf
des globalen Diskretisierungsfehlers (2.2.54) ist exemplarisch fiir die Helmholtzgleichung
in Abbildung 3.2.7 gezeigt, wobei der Vektor g durch die Komponenten ¢;; := ¢(x;, y;) mit
der analytischen Losung ¢ definiert ist und « der numerisch berechnete Losungsvektor ist.
Bei Anderung des Zellenabstandes dz verlief der Diskretisierungsfehler in den durchge-
fithrten Testrechnungen erwartungsgeméifR wie ||| o d22 (|| - || bezeichnet die Maxi-
mumsnorm).

Die bereits von Meister (1998) beobachtete, bedeutende Effizienzsteigerung des
BiCGSTAB-Verfahren durch die ILU(R) Vorkonditionierung wird durch die vorliegenden
Testrechnungen bestétigt. Die Konvergenzverliaufe, gegeben durch die Maximumsnorm
des normierten Residuenvektors

r=Ag - fl (3:2:30)

sind fiir verschiedene Rechnungen in den Abbildungen 3.2.8 - 3.2.11 dargestellt.
Die in den Abbildungen aufgefiihrten CPU-Zeiten sind auf einem Pentium IV
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Abbildung 3.2.6: Losungsverlauf der Poisson- und Helmholtzgleichung.
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Abbildung 3.2.7: Diskretisierungsfehler fiir das Helmholtzproblem.

(1.5 GHz) Prozessor gemessen worden. Besonders bei der Berechnung des Helmholtz-
problems wird die Effizienzsteigerung durch Vorkonditionierung deutlich. Trotz des leicht
erhohten Rechenaufwandes pro Iterationsschritt ist in dem in Abbildung 3.2.10 dargestell-
ten Beispiel ein Zeitgewinn von iiber einem Faktor 20 zu vermerken.
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Abbildung 3.2.8: Benchmark fiir das Poissonproblem. Der Verlauf des normierte Residuenvektor ist fiir das
BiCGSTAB-Verfahren mit (durchgezogene Linie) und ohne Vorkonditionierung (gestrichelte Linie) dargestellt.
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Abbildung 3.2.9: Benchmarks fiir das Poissonproblem.
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Helmholtz-Gleichung  (100x150) Gitterpunkte
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Abbildung 3.2.10: Benchmarks fiir das Helmholtzproblem. Man beachte die logarithmische Skala in

Achse fiir die Iterationsschritte.
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Abbildung 3.2.11: Benchmarks fiir das Helmholtzproblem mit verschiedenen Gitterauflosungen gelost mit

dem vorkonditionierten BiCGSTAB-Verfahren.
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Kapitel 4

Implementierung

Ziel der Arbeit war die Implementierung eines flexiblen Softwarecodes zur Simulation
astrophysikalischer Akkretionsscheiben, in dem bestehende Algorithmen problemlos
ausgetauscht, verdndert und getestet und zu lésende Gleichungssysteme um Terme und
Gleichungen mit moglichst geringem Aufwand erweitert werden konnen. Vorliegender
Code wurde in FORTRAN 90/95 entwickelt, was einen modularen Programmaufbau mit
definierbaren Datenstrukturen bzw. Typen und Operationen ermoglicht, ohne dass auf die
Effizienz der FORTRAN-Sprachenfamilie verzichtet werden muss. In diesem Kapitel soll
der Aufbau des im Rahmen dieser Arbeit implementierten Codes knapp erlautert werden.
Eine detaillierte Beschreibung der Daten- und Modulstrukturen wiirde den Rahmen dieser
Arbeit sprengen, doch werden im Folgenden anhand von Beispielen einige Merkmale die-
ses Codes skizziert. Dabei wird von der FORTRAN 90-Syntax gebrauch gemacht. Beispiels-
weise wird im folgenden Text der Zugriff auf eine Komponente z der Struktur q durch die
FORTRAN 90-iibliche Schreibweise g%z symbolisiert. Eine Einfiihrung in die
FORTRAN 90/95 Programmiersprachen ist z.B. durch Metcalf & Reid (1996) gege-
ben. Eine Kurzdokumentation des Codes in englischer Sprache ist dem Anhang B
beigefiigt.

4.1 Daten und Operationen

4.1.1 Datenstrukturen
Gitterdaten

Abbildung 4.1.1 zeigt den Aufbau des gestaffelten 2D-Tensorproduktgitters (Ab-
schnitt 2.2.2), welches sich in einen aktiven Bereich, in dem die Gleichungen gel6st wer-
den, in vier Rander (bl - b4) und in einen optionalen Bereich sogenannter Geisterzellen
gliedert, die zur Implementierung bestimmter Randbedingungen von Nutzen sein kon-
nen (siehe Stone & Norman 1992). Sie iibernehmen aber, aul3er bei der Berechnung einer
schragen StoRfront in Abschnitt 5.1.2, in den Modellrechnungen dieser Arbeit keine Funk-
tion.

Eine Gitterzelle ist aufgebaut aus vier Knoten- oder Eckpunkten, dargestellt durch Kreuze,
vier Seitenflachen (Striche) und der Zellmitte (Punkte), in der die iiber das Zellvolumen
gemittelten skalaren Grofden, z.B. die Dichte, definiert sind (Gleichung 2.2.65). Daten
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Abbildung 4.1.1: Aufbau des Finite Volumen Gitters wie er in dieser Arbeit implementiert wurde.
Das Gitter besteht im aktiven Bereich aus n1xn2 Gitterzellen und aus einer beliebigen Anzahl Geisterzellen
gl1 bis g22 > 0. Uber die Komponenten der Strukturen g_cc, g_s1, g_s2 und g_kn kann auf Informationen
zum gestaffelten Gitter zugegriffen werden (siehe Text fiir Details).

in diesen vier verschiedenen Gitterpositionen sind in ihrer diskretisierten Form von un-
terschiedlicher Dimension und kénnen nicht direkt durch Operationen miteinander ver-
kntipft werden.

Die zu jeweils einer Gitterposition definierte Struktur type (GRD), beinhaltet Zeigerkom-
ponenten, die zum Teil wiederum Strukturen sind und iiber die auf Informationen zur
Gittergeometrie zuriickgegriffen werden kann. Entsprechend ihrer Position im Gitter wer-
den die Variablen der Struktur type (GRD) mit g_cc (centre), g_s1 (surface 1), g_s2 (sur-
face 2) und g_kn (knot) bezeichnet. So kann beispielsweise auf die Strukturkomponente,
die die physikalischen Informationen zum Kontrollvolumen der in der Zellmitte definier-
ten Dichte beinhaltet, durch die Schreibweise g_ccv zugegriffen werden. Hierbei zeigt
g_ccv auf die Struktur v_cc vom type (VAR), deren Komponente v_cc’z das zweidimen-
sionale Realzahlen-Array mit den eigentlichen physikalischen Werten zu den Gittervolu-
mina ist. Die Strukturen selbst sind eindimensional, wéhrend ihre Vektorkomponenten
bzw. Subkomponenten die Dimension des Gitters, auf dem sie definiert sind, besitzen. Die
Schreibweise g cc(i,j) in Abbildung 4.1.1 steht symbolisch fiir die vektorielle Natur ihrer
Subkomponenten, z.B. g_ccv%z(i,]).

Physikalische GroRen

Die Struktur type(VAR) fiir eine physikalische Grosse q besitzt neben der Vektorkompo-
nente q%z(:,:), des Datenarrays der diskretisierten Grol3e, weitere Zeigerkomponenten
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vom type (GRD) iiber die wiederum auf Informationen zu dem Gitter, auf dem die Grof3e
definiert ist oder auf die eines Nachbargitters zugegriffen werden kann. Beispielsweise
kann auf das Datenarray des Kontrollvolumen der Dichtevariable den iiber den’g¥viz zu-
gegriffen werden. Hierbei zeigt den’g auf die type (GRD) Komponente g_cc und g_ccv
auf das physikalische Volumen vom type (VAR) definiert im Zellzentrum v_cc. Somit ist
die Schreibweise den’,glv%z dquivalent zu g_cc%v%z und v_ccz.

Aber auch kompliziertere Datenstrukturen, beispielsweise Matrizen, konnen erreicht wer-
den. So ist die Matrix zur partiellen Ableitung einer Grofde p entlang x1 durch die Schreib-
weise p%g/kD1 gegeben. Diese Implementierung erleichtert die Verallgemeinerung von
Funktionen, Operationen und Routinen, da sie, ohne Kenntnis {iber die Gitterposition an
der die Argumente und Operanden definiert sind, formuliert werden kdnnen.

4.1.2 Operationen

Durch die Moglichkeit Overloaded Operators in FORTRAN 90 zu definieren, konnen ver-
schiedene Datentypen durch Operatoren, die vorher entsprechend implementiert wurden,
miteinander verkniipft werden. Dabei muss besonders auf die Speicherverwaltung geach-
tet werden, da in FORTRAN 90 Zwischenergebnissen manuell Speicherplatz zu Verfiigung
gestellt und nach ihrer Ubergabe ebenso manuell wieder freigegeben werden muss. Zwi-
schenergebnisse miissen deshalb mit einem Flag als solche gekennzeichnet werden, so
dass am Ende einer Operation oder Zuordnung temporéare Operanden oder rechte Seiten
zerstort werden konnen und Speicherlecks vermieden werden, ohne dass versehentlich
globale Variablen geloscht werden.

Zur Veranschaulichung der Implementierung von Operationen seien eine Matrixstruktur A,
die physikalischen Variablen r, p und q vom type (VAR) und eine Realzahl a der Dimension
1 gegeben. So kann nach entprechender Definition des Operators .dot ., beispielsweise ein
Skalarprodukt durch die Schreibweise

a = p.dot.q (4.1.1)
und eine Matrixvektormultiplikation durch
p = A.dot.q (4.1.2)

formuliert werden. In vorliegender Implementierung ist der Operator * hingegen derart
definiert, dass durch die Formulierung

T=p*q (4.1.3)

jede Komponente p¥%z(i,j) mit q%z(i,j) multipliziert wird, vorausgesetzt, die GroRen
sind an der gleichen Gitterposition definiert, d.h. von derselben Dimension. In diesem
Fall konnen beliebig viele Operationen miteinander verkniipft werden, so dass z.B. die
Gleichung

p+ Ag

r =
p

mit den physikalischen Gréssen r,p und ¢ (z.B. Dichte oder Impulskomponenten) und
einen Operator A in einer Implementierung durch

r = (p + A.dot.q)/p
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Abbildung 4.2.2: Aufbau der Programmmodule wie er in dieser Arbeit implementiert wurde. In Gruppe
I werden Gitteraufbau, Datenstrukturen und ihre Operationen organisiert, wiahrend in den Modulen in
Gruppe II die Physik und Numerik formuliert ist. Bei Programmablauf eingelesene Parameterfiles sind mit
gestrichelten Kastchen dargestellt.
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ihre Entsprechung fande.

In die Operator- und Zuordnungsfunktionen ist eine Uberpriifung der Kompatibilitit von
Operanden bzw. linken und rechten Seiten implementiert, was das Debuggen eines Pro-
gramms erleichtert.

In vielen Fallen kann auf Overloaded Operators verzichtet werden. Die in ihrem Endergeb-
nis zu Gleichung (4.1.3) dquivalente Schreibweise r%z= p%z*qlz ist effizienter, da bei der
Multiplikation zweier Arrays die Speicherverwaltung vom Compiler {ibernommen wird.
Sie ist aber auch fehleranfilliger. Oft ist eine Kombination aus Array-Operanden, z.B. p%z,
und Strukturen, z.B. g, sinnvoll.

4.2 Programmmodule

In Abbildung 4.2.2 ist die hierarchische Gliederung der Programmmodule schematisch
dargestellt. Die Module sind in die Gruppen I und II unterteilt. In den Modulen in Grup-
pe I werden, neben dem Aufbau der Gitterstruktur, die im letzten Abschnitt exemplarisch
dargelegten Strukturen und Operationen verwaltet, so dass in den Modulen in Gruppe II
darauf aufbauend die eigentliche numerische Physik formuliert werden kann. In dieser
Ebene kann nahezu génzlich auf die Betrachtung von Indizes verzichtet werden, was eine
Implementierung unterschiedlicher Algorithmen und Gleichungen, die auf einem gestaf-
felten Tensorproduktgitter formuliert werden kénnen, sehr vereinfacht.

Die Module MUSCL und Loeser in Gruppe II beinhalten Routinen zum Upwind- und van
Leer-Verfahren (Abschnitt 2.2.2) bzw. dem implementierten ILU(R)-BiCGSTAB Verfah-
ren (Abschnitt 3.2) zur Invertierung der Jacobimatrizen. In den Modulen Pressure,
Momentuml, Momentum2 und Momentum3 werden die fiir die zu 16senden Gleichungen beno-
tigten Terme und Matrizen aufgestellt, die weitgehend unabhéngig von der Wahl des Zei-
tintegrationsalgorithmus berechnet werden miissen. Auf sie kann vom derzeit implemen-
tierten Druckkorrekturverfahren (Modul Druck) oder dem modifizierten ZEUS-Verfahren
(Modul modZEUS) zuriickgegriffen werden. Die Zeitschleife und der Aufbau der Rand- und
Anfangsbedingungen wird von den Modulen Initial und Control gesteuert.
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Kapitel 5

Test- und Modellrechnungen

In diesem Kapitel wird die Durchfiihrung ausfiihrlicher Test- und Modellrechnungen be-
schrieben. In Abschnitt 5.1 wird zunéchst die korrekte Implementierung der Matrizen-,
Transport- und Quelltermberechnung anhand von Standardtests iiberpriift. Diese Tests
behandeln StoRfronten in Uberschallstromungen, zu deren Modellierung das modifizierte
ZEUS-Verfahren gut geeignet ist. Die implementierten Zeitintegrationsalgorithmen greifen
alle auf die selben Module zuriick, in denen die notwendigen Terme berechnet werden,
daher sind die durchgefiihrten Tests gleichermalRen aussagekriftig fiir alle in dem vorlie-
genden Code implementierten Algorithmen zur Zeitintegration.

Die in Abschnitt 3.1 vorgestellten Zeitintegrationsverfahren werden anschlief3end in Ab-
schnitt 5.2 auf ihre Anwendbarkeit zur Simulation astrophysikalischer Akkretionsscheiben
getestet. Dazu werden Stabilitdt und Effizienz der implementierten Algorithmen bei der
Berechnung von Testproblemen und Scheibenmodellen untersucht und diskutiert.

5.1 Tests der Transport- und Quellterme

5.1.1 Sod Shock-Tube Test

Die Ausbreitung einer eindimensionalen Sto3front in einer Rohre (Shock Tube), wie sie
als Problemstellung zum ersten Mal von Sod (1978) vorgeschlagen wurde, hat sich als
Standardtest fiir kompressible Hydrodynamikalgorithmen etabliert. Im sogenannten Sod
Shock-Tube Test wird als Anfangsbedingung (¢ = 0) ein diskontinuierlicher Zustand mo-
delliert mit einem heilen, dichten Gas auf der linken Seite und einer kiihlen, diinnen
Gasverteilung auf der rechten Seite der Diskontinuitit. Das Gas befindet sich anfanglich
auf beiden Seiten in Ruhe. Im Laufe der Simulation fiir ¢ > 0 breitet sich das hei3e Gas
aufgrund des Druckgradienten in einer StolSwelle in die rechte Halfte aus, wéhrend in der
linken Hélfte eine Verdiinnungswelle entsteht.

Im Vergleich mit der analytischen Losung kann so untersucht werden, ob der Verlauf der
Stollwelle von einem Hydrodynamikcode korrekt wiedergegeben werden kann. Dieser
Test wurde mit dem modifizierten ZEUS-Algorithmus (Abschnitt 3.1.3) in kartesischen
Koordinaten und in vier Raumrichtungen durchgefiihrt.

In der Anfangsbedingung werden auf der linken Seite der Kontaktdiskontinuitit Dichte
pr, und Druck P, des Gases gleich 1.0 gesetzt (v = 1.4). Auf der rechten Seite ist die
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Tabelle 5.1.1: Analytische Ergebnisse fiir die Bereiche konstanter Werte des Sod Shock-Tube Test.

R 1 2 L
p 0.125 0.266 0.426 1.0
P 0.1 0.303 0.303 1.0
€ 2.0 2.85 1.78 2.5
v 0 0.928 0.928 0

Dichte pr = 0.125 und der Druck Pg = 0.1. Das Rechengebiet verlduft von = = [0, 1], die
Kontaktdiskontinuitét liegt zu Beginn der Rechnung bei x = 0.5.

Die analytische Losung zu diesem Problem wird z.B. von Hirsch (1990) beschrieben. Da-
nach bilden sich im Verlauf der Rechnung fiinf Bereiche aus, wie siehe in Abbildung 5.1.1
links oben markiert sind und im Folgenden von rechts nach links beschrieben werden:
Im &ullersten rechten Bereich R ist das diinne Gas noch ungestort. Es wird durch eine
Stolfront vom Bereich 1 getrennt, in dem sich das von der StoBwelle gestorte diinne Gas
befindet. Die sich nach rechts fortbewegende Kontaktdiskontinuitét trennt Bereich 1 vom
Bereich 2, in dem sich dichtes Gas befindet, welches wiederum von der Verdiinnungswelle
in Bereich 3 gestort wurde. Die Grolden im Bereich 3 haben einen monotonen Verlauf, in
den tiibrigen Bereichen sind sie konstant. Im duf3ersten linken Bereich L ist das dichte Gas
im noch ungestorten Zustand. Die analytischen Ergebnisse fiir die konstanten Bereiche
sind in Tabelle 5.1.1 aufgelistet.
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Abbildung 5.1.1: Mit dem modifizierten ZEUS Algorithmus berechnete Ergebnisse des Sod Shock-Tube Test auf
einem Gitter mit 100 Zellen nach ¢ = 0.245: Dichte p (links oben), Druck P (rechts oben), Geschwindigkeit v
(links unten) und spezifische innere Energie ¢ (rechts unten).
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Abbildung 5.1.2: Skizze zum schridgen Stolproblem zum Zeitpunkt ¢ = 0. Das Rechengebiet ist 30° ge-
geniiber der Horizontalen angewinkelt. Die Langenverhéltnisse der Kantenlédngen sind nicht maf3stabsgerecht.

In Abbildung 5.1.1 werden die numerischen Ergebnisse einer Simulation, die mit dem
konsistenten van Leer-Transportverfahren und kiinstlicher Viskositdt durchgefiihrt wur-
den, zum Zeitpunkt ¢ = 0.245 den analytisch berechneten Verldufen gegeniibergestellt.
Da die hier verwendete kiinstliche Viskositit standardméf3ig und nur fiir Testzwecke im-
plementiert wurde und sie bei der Simulationen von Stromungen niedriger Machzahlen
keine Rolle spielt, wird hier auf eine ndhere Beschreibung verzichtet und stattdessen auf
die Literatur verwiesen (z.B. Stone & Norman 1992).

Die mit vorliegendem Code berechneten Daten unterscheiden sich in keiner sichtbaren
Weise von den von Stone & Norman (1992) mit dem ZEUS-Code erzielten Ergebnissen. Die
Diskontinuitdten werden, entsprechend dem Parameter fiir die kiinstliche Viskositat, iiber
etwa vier Gitterzellen ausgedehnt. Hinter der Stol3front ist die spezifische innere Energie
¢ = e¢/p durch die numerische Rechnung nicht exakt wiedergegeben. Stone & Norman
(1992) vermuten dahinter eine Eigenheit der konsistenten Formulierung des Transports,
in der nicht der Druck, sondern die spezifische innere Energie als fundamentale Grol3e
wirkt.!

5.1.2 Reflexion einer Stof3front

In Abschnitt 5.1.1 wurde bereits die korrekte Implementierung der Transport- und Quell-
terme anhand einer eindimensionalen StoBwelle erfolgreich getestet. Ein komplexeres
Problem ist in zwei Dimensionen durch die schrége Reflexion einer Mach 10 Stof3front
gegeben, wie sie als Testproblem von Woodward & Colella (1984) zuerst vorgeschlagen
wurde und auch von Stone & Norman (1992) beschrieben wird. Dabei wird eine senkrecht
verlaufende Stof3front an einer Ebene mit 30° Steigung reflektiert. Vor der Stol3front ist
das homogene Gas mit einer Dichte p; = 1.4 und mit dem Druck P, = 1.0 (v = 1.4) in
Ruhe. Das Gas hinter der von links kommenden Stol3front hat die vertikal zur Stol3front

!Siehe neben Stone & Norman (1992) auch Hawley et al. (1984) fiir ausfiihrliche Sod Shock-Tube Tests in
der Astrophysik gebréuchlicher Algorithmen.
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Abbildung 5.1.3: Dichtekonturlinien zum schrégen Stol3problem mit einer rdumlichen Auflésung von 240 x 60
Gitterzellen zum Zeitpunkt ¢ = 0.2. Die in einigen Linien auftretenden Wellen kénnen vermutlich auf die
Interpolationsroutinen des Plotprogramms zuriickgefiihrt werden.

0

gerichtete Geschwindigkeit von 8.25 und damit, den Rankine-Hugoniotschen Sprungbe-
dingungen entsprechend (z.B. Hirsch 1990), eine Dichte von py; = 8 und einen Druck
von P, = 116.5. Das Rechengebiet ist 3 Einheiten breit und eine Einheit hoch und ist
30° gegeniiber der Horizontalen angewinkelt, so dass die Stof3front am Unterrand des
Rechengebietes reflektiert werden kann (vgl. Abbildung 5.1.2).

Uber das Gebiet wird ein Gitter von 240 x 60 Zellen gespannt. Als Anfangsbedingung wird
in einem Winkel von 60° eine Kontaktdiskontinuitdt durch das Rechengebiet gelegt, die
sich ausgehend vom Unterrand bei = 1/6 in einer geraden Linie zum Oberrand erstreckt.
Am linken Rand und am unteren Rand von = = 0 bis 1/6 werden alle Gréf3en konstant auf
die analytische Losung hinter der StoRfront gesetzt. Von x = 1/6 bis 3 herrschen am Un-
terrand reflektierende Bedingungen und am rechten Rand wird Ausfluss ermoglicht. Am
Oberrand wird die analytische Losung zeitabhédngig vorgegeben (siehe Stone & Norman
1992 fiir Details zur Implementierung der Randbedingungen).

Dieses Testproblem wurde mit dem modifizierten ZEUS-Algorithmus behandelt. Abbildung
5.1.3 zeigt die aus der numerischen Simulation mit dem van Leer Transportverfahren er-
haltenen Dichtekonturlinien zum Zeitpunkt ¢ = 0.2. Alle wesentlichen Features des kom-
plexen Netzes von Stoffwellen sind deutlich aufgelost und das Ergebnis stimmt mit den
von Stone & Norman (1992) durchgefiihrten Rechnungen iiberein.

5.2 Stabilitats- und Effizienztests

5.2.1 Geschlossener Scheibenring

Um die Stabilititseigenschaften des Physical Splitting- mit denen des Druckkorrekturver-
fahrens in Anwendung auf Stromungen niedriger Machzahlen in Akkretionsscheiben zu
vergleichen, wurde ein geschlossener Ring eines eindimensionalen, isothermen Scheiben-
modells untersucht. Dazu wurden die Gleichungen fiir die Flachendichte

"X+ %&(rEvr) =0,

fiir den in z integrierten Radialimpuls

2 r
O X, + %aT(T‘EUTQ) — Yrw(2Q + w) + 0, P — g&«%ar(rvr) + v?(?r,u =0
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und den Drehimpuls im mitrotierenden System mit w = 2 — Qg

O (Zwr?) + 10, (r(Zwr?)v,) + 3pv,rQx — 20, (VEr39,w) —
—%& (VE?“?’(?TQK) =0,

berechnet (vgl. Abschnitt 2.1). Der Druck ist durch die Zustandsgleichung

XkET
P(z) = —
HmTNH
mit der Temperatur 7' = const. und dem mittleren Molekulargewicht ., = 2 gegeben. Die
Viskositat wird durch das a-Modell (2.1.38) beschrieben.

Als Anfangsbedingung wird ein Gas mit homogener Dichte iiber einen Radiusvon 1...1.2
AE verteilt. Das Rechengebiet wird mit 250 Gitterzellen diskretisiert. Die Randbedingun-
gen sind so gewahlt, dass weder Masse noch Drehimpuls aus dem Rechengebiet hinaus
getragen wird, d.h. es wirkt keine Viskositdt an den Rédndern und die Radialgeschwindig-
keit ist dort konstant gleich Null gesetzt.
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Abbildung 5.2.4: Verlauf der logarithmischen Flachendichte ¥ (links) und der Umlauffrequenz Q (rechts)
zu den Zeiten (1) t=0 (Anfangsbedingung), (2) ¢ ~ 1000 a und (3) ¢ =~ 5000 a. Den Randbedingungen
entsprechend bilden sich jeweils am Innen- und Auflenrand hydrostatische Atmosphéren aus.

Das Modell wurde sowohl mit dem Physical Splitting als auch mit dem Druckkorrektur-
verfahren berechnet. In Abbildung 5.2.4 ist die zeitliche Entwicklung der Simulationser-
gebnisse anhand der Fldchendichte und der Umlauffrequenz zu drei verschiedenen Zeit-
punkten dargestellt. Nach Beginn der Simulation bewirkt die Viskositit ein Absinken der
Umlauffrequenz am Innen- bzw. deren Zunahme am Aufenrand. Dies hebt das Kréfte-
gleichgewicht der urspriinglich fliehkraftunterstiitzten Scheibe auf. Materie driftet darauf-
hin von den zentralen Radien des Ringes an die Innen- und Auf3enrdnder und bildet dort
jeweils Atmosphéren aus.

In der Flachendichte und der Umlaufsfrequenz waren keine wesentlichen Unterschiede in
den Ergebnissen der beiden Verfahren zu bemerken. So ergab sich beim Vergleich nach ¢ ~
1.6 - 10* a eine Abweichung in der Flichendichte ¥ von ca. 0.1%. Der Gesamtdrehimpuls
L ist beim Physical Splitting Verfahren exakt erhalten, beim Druckkorrekturverfahren liegt
die Anderung nach t = 10* a bei etwa AL/L ~ 107°.

Die Radialgeschwindigkeit variiert hingegen sichtlich in Abhéngigkeit von der Wahl eines
Verfahrens. Der Verlauf der Machzahl M = v,./¢s wird in Abbildung 5.2.6 gezeigt. Offen-
sichtlich bilden sich bei Anwendung des Physical Splitting Verfahrens Stérungen aus, die
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auf numerisch erzeugte Schallwellen zuriickzufiihren sind, wihrend der Verlauf, der sich
mit dem Druckkorrekturverfahren ergibt, vollkommen glatt ist.

Diese Schallwellen sind vermutlich auch fiir die vergleichsweise schlechte Stabilitdt des
Physical Splitting Verfahrens verantwortlich. In Abbildung 5.2.5 sind die Zeitschrittent-
wicklungen dreier Verfahren gezeigt, wie sie sich bei Anwendung einer Zeitschrittweiten-
steuerung ergibt. Hierbei wurden nur die globalen Defekte der numerischen Losungen,
nicht deren Fehler beriicksichtigt. Die Courantzahl C ist hier als das Maximum iiber die
Courantzahlen C,, C, und C,, zu verstehen. Die Schrittweiten des Physical Splitting Verfah-
rens (1) gehen iiber eine Courantzahl von 1 nicht hinaus, widhrend mit dem Druckkorrek-
turverfahren bei expliziter Behandlung der Drehimpulsgleichung (2) Courantzahlen von
ca. 15 und bei impliziter Drehimpulsberechnung (3) Courantzahlen von ca. 43 erreicht
werden.

Abbildung 5.2.6: Radialer und zeitlicher Verlauf der Machzahl M = v, /¢s mit dem Physical Splitting Ver-
fahren (links) und dem Druckkorrekturverfahren (rechts) in Zeiteinheiten von to = 0.16 a. Die durch
das Physical Splitting Verfahren generierten Schallwellen werden hier sichtbar, wihrend die mit dem
Druckkorrekturverfahren berechnete Machzahl vollkommen glatt verlauft.

Eine Verbesserung der Stabilitdtseigenschaften des Physical Splitting Verfahrens bei einer
Erweiterung auf 2D-Probleme trat erwartungsgemal3 nicht ein. Dabei wurden unterschied-
liche Randbedingungen implementiert, so dass auch quasi-stationédre Akkretionsfliisse un-
tersucht werden konnten. Trotz mehrfacher globaler Iterationen der Gleichungen konnten
fiir derartige Modelle keine Schrittweiten mit Courantzahlen gréer als 1 erreicht werden,
héufig lagen sie iiber eine Grollenordnung darunter.
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5.2.2 Modelle von Scheiben um Schwarze Locher

Im Rahmen seiner Doktorarbeit erweiterte Gracia (2002) eine 1D Version des vorliegen-
den Hydrodynamik-Codes mit implementierten Physical Splitting Verfahren um die Strah-
lungstransportgleichung in der Diffusionsndherung. Mit dem Code wurde ein Modell fiir
den Akkretionsfluss von Scheiben um schwarze Locher berechnet (Gracia et al. 2003).

Die in Aktiven Galaktischen Kernen und Rontgenbindrsystemen beobachteten Spektren
weisen neben der Schwarzkoérperkomponente, die sich durch das Standardscheibenmodell
nach Shakura & Sunyaev (1973) erkldren 143t (vgl. Abschnitt 2.1.3), eine weitere harte
Rontgenkomponente auf, die auf ein heildes, optisch diinnes Plasma im inneren Schei-
benbereich zuriickgefiihrt wird. Derartige Bedingungen treten in advektionsdominierten
Akkretionsfliissen auf (ADAE siehe Narayan et al. 1998).

In der Modellrechnung von Gracia et al. (2003) zur Simulation einer solchen bimoda-
len Scheibe wird das Scheibenmodell radial in zwei Bereiche aufgeteilt. Der dullere Be-
reich der Scheibe entspricht einer optisch dicken Standardscheibe mit einer effizienten
Kiihlung durch Strahlung, wihrend der innere, optisch diinne Bereich der Scheibe durch
radiale Advektion und turbulente Konvektion gekiihlt wird. Aus der zeitabhingigen Si-
mulation des Scheibenmodells ergab sich, dass die radiale Position des Grenzbereiches
dullerst variabel ist und Oszillationen in der Keplerzeitskala auftreten, die sich in der Ge-
samthelligkeit der Scheibe widerspiegeln und moglicher Weise einen Mechanismus fiir
quasi-periodische Oszillationen (QPO, sieche Nowak & Lehr 1998) in Rontgenbinéarsyste-
men darstellen.

Die instationdren, bimodalen Akkretionsfliisse, in denen Machzahlen von M <10 auftra-
ten, konnten ohne Beriicksichtigung der Strahlungsdiffusion mit Courantzahlen von et-
wa C' ~ 10 berechnet werden, wobei C? := C? + C2 + C2. Mit einer semi-impliziten
Berechnung der Strahlungsdiffusionsgleichung lagen die Courantzahlen bei C' ~ 1 (Gra-
cia, personliche Mitteilung). Neben der Simulation bimodaler Akkretionsscheiben wur-
den mit dem vorliegenden Code ausfiihrliche Tests anhand von Problemstellungen zur
Bondi-Akkretion und ADAF-Scheiben in 1D-Zylinderkoordinaten erfolgreich durchgefiihrt
(Gracia 2002). Bei der alleinigen Behandlung von ADAF-Scheiben ohne Ubergang in ein
Standardscheibenmodell konnten im Rahmen dieser Testldufe Courantzahlen von C' ~ 103
erreicht werden.

5.2.3 Driven Cavity

Als Test fiir die Stabilitdt des Druckkorrekturverfahrens in der Anwendung auf Strémun-
gen niedriger Machzahlen, wurde ein abgeschlossener Kasten in kartesischen Koordinaten,
in dem ein stationdrer Fluss angeregt wird, untersucht. Dieses Problem wird Driven Cavity
genannt.

Als Anfangsbedingung wird Gas der Dichte p = 1 homogen und in Ruhe in einem Kasten
verteilt. Die Temperatur ist mit 7" = 100 K ebenfalls konstant. Die Viskositdt wurde v =
102 gesetzt. Die Bewegung des Gases wird durch die Randbedingung des unteren Randes
angetrieben, an dem die Dirichletbedingung v} = 10~*¢, gewihlt wurde. Diese Bewegung
pflanzt sich durch die viskosen Krifte in die inneren Bereiche des Kastens fort.

Weiter gelten homogene Dirichletbedingungen fiir die jeweils vertikal zum Rand stehen-
den Geschwindigkeitskomponenten v; und homogene von Neumann Bedingungen fiir
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Abbildung 5.2.7: Driven Cavity mit einer Aufldsung von 80 x 80 nicht dquidistanten Gitterzellen nach ¢t = 2.2
und ca. 6.2 - 10* Zeitschritten.

die parallele Komponente v, mit der bereits erwdhnten Ausnahme fiir v} am Unterrand.
Fiir die Druckkorrekturgleichung wurde fiir den geschlossenen Rand homogene von Neu-
mann Randbedingungen gewdhlt (siehe z.B. Hirsch 1990). Das Problem wurde mit einer
isothermen Zustandsgleichung behandelt. Fiir die Tests wurde eine globale Defekttole-
ranzschwelle von 10~* gewihlt.

In Abbildung 5.2.7 ist das Geschwindigkeitsprofil einer Driven Cavity mit einer Auflosung
von 80 x 80 nicht dquidistanten Gitterzellrindern nach ¢+ = 2.2 und ca. 6.2 - 10* Zeit-
schritten dargestellt. Die Viskositit und die 1. Ordnung Upwind Advektionsterme wurden,
wie in Abschnitt 3.1.2 beschrieben, implizit bzw. semi-implizit behandelt. Zur Zeitdiskre-
tisierung wurden 6; = 0.5 und 6, = 1 gewdhlt. Zum Zeitpunkt des Programmabbruchs
war die Schrittweite durch die automatische Zeitschrittsteuerung noch steigend und die
Courantzahlen lagen bei C, ~ 0.06, C, ~ 8 - 10> und C,, ~ 8 - 103.

Mit geringerer Auflosung von 20 x 20 Gitterzellen wurde die Rechnung solange fortgesetzt,
bis sich eine Sattigung der Zeitschrittweite einstellte. Dabei wurden unabhéngig davon, ob
der Transport explizit oder semi-implizit behandelt wurden, mit einer Defekttoleranz von
10~* Courantzahlen von C,, ~ 9 - 10%, C. ~ 1.4 - 10% und C,, ~ 1.8 - 10® erreicht. Mit einer
explizit behandelten van Leer-Advektion 2. Ordnung lagen die maximalen Courantzahlen
bei etwa C,, &~ 1.5, C. ~ 2.5 - 10* und C, ~ 3.2 - 10*.
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5.2.4 Modellierung eines isothermen Scheibenrings
Rechnungen mit dem Druckkorrekturverfahren

Beschreibung der Modellrechnung In diesem Abschnitt wird ein zweidimensionaler
Ausschnitt eines isothermen Scheibenmodells mit dem Druckkorrekturverfahren berech-
net. Die Simulation wird auf einem gestaffeltem Finite Volumen Gitter in Kugelkoordi-
naten durchgefiihrt. Die Drehimpulsgleichung wird dabei im mitrotierenden System for-
muliert (siehe Gleichung 2.1.22). Testrechnungen mit der Druckkorrekturgleichung im
raumfesten System waren weniger stabil und konnten deswegen nur mit erhéhtem Zeit-
aufwand berechnet werden.

Das Gebiet der Testrechnung verlduft von » = 1 bis 2 AE und 6§ = 82 bis 90°, was einer
Hohe von z = 0.15 AE am Innenrand und 0.3 AE am Aul3enrand entspricht (f = 90° = z =
0). Das Gebiet wurde mit 80 x 60 Gitterzellen aufgelost. Fiir das verallgemeinerte Crank-
Nicolson-Verfahren (2.2.50) wurden 6; = 0.5 und 6> = 1 verwendet, womit das Verfahren
mindestens 1. Ordnung in der Zeit ist. Der Transport wird mit dem van Leer-Verfahren
2. Ordnung berechnet.

Tabelle 5.2.2: Parameter zur Berechnung des isothermen Scheibenmodells.

« M, Mr Tiau A Hm Y
0.01 1 M 1076 Mo 10% K 1 1.4

Wi~

Vorliegendes Beispiel wurde mit den Parametern aus Tabelle 5.2.2 gerechnet, wobei A und
Tiag den radialen Temperaturgradienten

T(r) = Tiap (ﬁ) -

festlegen. Die iibrigen Grof3en wurden bereits in Abschnitt 2.1.3 eingefiihrt.
Mit den Parametern aus Tabelle 5.2.2 wurden Anfangs- und Randbedingungen aus der
stationdren Einzonenndherung abgeleitet. Der Drehimpuls wurde fiir die Anfangs- und
Randbedingungen aus Gleichung (2.1.20) und (2.1.29) ndherungsweise mit

%(fﬂ — k) —-0,P=0 (5.2.1)
sin” 6

bestimmt. Fiir die Radialgeschwindigkeit gelten innen, auf3en und oben (¢ = 82°) Dirich-
let und in der Scheibenebene von Neumann Randbedingungen. Fiir die Vertikalgeschwin-
digkeit gelten oben und in der Scheibenebene homogene Dirichlet und innen und auf3en
homogene von Neumann Randbedingungen. Fiir den Druck und die Umlaufsgeschwindig-
keit wurden in der Scheibenebene homogene von Neumann, ansonsten Dirichlet Randbe-
dingungen gewahlt.

Die Rechnung konnte nach einer Relaxationsphase bei einer Defekttoleranz von 10~3 mit
Courantzahlen von C,, ~ 0.14, C. ~ 25 und C,, ~ 60 durchgefiihrt werden.

Vergleich mit der analytischen Ndherungslosung Das Ergebnis der numerischen Rech-
nung nach Erreichen eines quasistationdren Zustandes kann mit einer analytischen Néhe-
rungslosung verglichen werden, die in Kapitel 6 hergeleitet wird. Terme ~ /R, /r werden
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Verlauf der radialen Geschwindigkeitskomponente v, (cgs): In der Simulation (hier nach

der Relaxationsphase zum Zeitpunkt ¢ ~ 10® a) stellt sich der Verlauf unabhingig von Rand- oder Anfangs-
bedingungen in guter Ubereinstimmung mit der analytischen Ndherung ein. Abweichungen kénnen auf die
inkonsistenten Randbedingungen, sowie auf Schwingungen der nicht ganzlich relaxierten zeitabhéngigen Si-

mulation zuriickgefiihrt werden.

Abbildung 5.2.8

Abbildung 5.2.9: Verlauf der analytischen Losung fiir den Radialimpuls p, (cgs) im Vergleich mit der numeri-
schen Simulation. Die Dirichlet Randbedingungen entsprechen einer in z konstanten Einflussgeschwindigkeit.
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hier vernachléssigt, was formal einem verschwindenden Sternradius R, entspricht und fiir
Testzwecke keine gravierende Einschrankung darstellt.

Sei s der Radius und (¢ die Hohe des Ortsvektors in Einheiten von AE. Aus Gleichung
(6.1.19) ergibt sich damit als analytischer Wert fiir die Radialgeschwindigkeit

-1
" [@] ~ 59453 — 5.96- 10425 2 (5.2.2)

S
bzw. fiir den lokalen, radialen Massenfluss, der dem Radialimpuls p,(z,7) = puv, ent-

spricht,

Pr [Cﬁzs] o {9.44-107%s72 - 9.42 - 107°¢%s™*} - exp(—125¢*s7?) . (5.2.3)
In den Abbildungen 5.2.8 und 5.2.9 sind die numerischen Ergebnisse nach der Relaxa-
tionsphase zusammen mit den stationédren, analytischen Niaherungslésungen (5.2.2) und
(5.2.3) dargestellt. Abgesehen von einer diinnen Randschicht von etwa 5 bis 10 Gitterzel-
len entlang der Rédnder stimmen die analytische Naherung und die numerische Rechnung
der vollstindigen Gleichungen gut miteinander iiberein. Dies bestétigt die richtige Imple-
mentierung der numerischen Gleichungen in Kugelkoordinaten.

Globale Erhaltungseigenschaften In der Modellrechung wurden, ausgehend von einem
weitgehend relaxierten Modell, die Randbedingungen fiir den Massefluss so gewahlt, dass
sich Einwarts- und Auswartsdrift exakt kompensieren. Durch die numerische Naherung
der Druckkorrekturgleichung varriiert die Gesamtmasse in diesem Modell nach Beginn
der Rechnung um einen Faktor ~ 2-10~° und geht nach Erreichen einer quasi-stationiren
Losung auf AM/M ~ 10710 zuriick.

Rechnungen mit dem modifizierten ZEUS-Algorithmus

Die im letzten Abschnitt beschriebene Rechnung wurde mit dem modifizierten ZEUS-
Algorithmus und semi-impliziter Behandlung der Viskositdt im raumfesten System iiber
einen limitierten Zeitabschnitt wiederholt. Dabei blieb das Verfahren fiir Courantzahlen
von C. = 1 und C, ~ 24 stabil. Durch den geringeren Rechenaufwand im Vergleich mit
dem des Druckkorrekturverfahrens ist das modifizierte ZEUS-Verfahren bei der Berech-
nung eines Scheibenmodells bei vergleichbaren Zeitschrittweiten um bis zu etwa einen
Faktor 5 schneller.

Durch einen Dampfungsfaktor f4, der zum Viskositédtskoeffizienten p in den Gleichungen
fiir die meridionalen Impulskomponenten hinzumultipliziert wird (Gleichungen 3.1.14
und 3.1.15), kann das System schneller einen quasi-stationdren Zustand erreichen. Au-
Berdem stabilisiert eine solche Dampfung das modifizierte ZEUS-Verfahren zumindest in
einigen Fallen erheblich. Mit f3 = 10 konnten in Abhédngigkeit von der Gebietsauflosung
Courantzahlen von bis zu C. = 10 und C,, ~ 200 erreicht werden, wohingegen das Druck-
korrekturverfahren durch den Dampfungsfaktor nicht stabilisiert werden konnte. Feste
Dirichlet Randbedingungen fiir den Fluss an den Innen- und Aulenrédndern scheinen fiir
die Stabilitiat des modifizierten ZEUS-Verfahrens am vertraglichsten zu sein.

Die implizite Behandlung der viskosen Terme im modifizierten ZEUS-Verfahren bedarf ei-
nes Zusatzes an CPU-Zeit von etwa 10 - 20 % pro Zeitschritt. Es hat sich herausgestellt,
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dass selbst bei expliziter Behandlung der viskosen Terme C,, < 1 nach Definition (2.2.60)
keine scharfe Grenze fiir die Stabilitdt des modifizierten ZEUS-Verfahrens ist. So blieb der
Code fiir Schrittweiten mit C, ~ 2 stabil. Daher konnen Probleme mit kleinen Viskosi-
tatskoeffizienten oder grober Auflosung effizienter mit einer expliziten Viskositit berech-
net werden. In Fallen mit §¢,, < dt. ist die semi-implizite Behandlung der Viskositit die
schnellere Methode.

—=— T
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1.01 10 F

1.00 10°°

= 009 10
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Abbildung 5.2.10: Zeitliche Entwicklung der Massenakkretionsrate mit inneren Randbedingungen entspre-
chend Gleichung (5.2.5) berechnet mir dem modifizierten ZEUS-Algorithmus. Nach 7000 a ist die Abwei-
chung von der analytische Losung AM,. /M, ~ 1075,

Stationdre Randbedingungen Alternativ zur festen Vorgabe des Materieein- und aus-
flusses an den Innen- und Auflenrdndern wurde eine Randbedingung getestet, die sich
aus der Forderung der Stationaritit der Drehimpulsgleichung ergibt. Gleichung (2.1.14)
kann dazu im stationdren Limit und unter Beriicksichtigung der Kontinuitatsgleichung
(2.1.1) zu

pu - Vg = div (h37(3)) (5.2.4)
umformuliert werden. Daraus wird die innere Randbedingung
1 .. . Oph pg
pR = 8rhdlv (rsinfry) — 9.5 (5.2.5)

fiir den Radialimpuls p, in Kugelkoordinaten abgeleitet. Bei Anwendung homogener Di-
richlet Randbedingungen pjy := (pvy)® = 0 fiir die poloidale Impulskomponente py ent-
fallt der zweite Term auf der rechten Seite in Gleichung (5.2.5). Am Aufenrand wurde
gemal} der stationdren Losung aus Abschnitt 2.1.3 eine konstante Einwartsdrift von Mate-
rie vorgegeben. Fiir die Drehimpulskomponente im nicht-mitrotierenden System H := ph
und fiir die Dichte p wurden inhomogene Dirichlet Randbedingungen angewandt. In der
Scheibenmittelebene wurde, wie bereits im vorigen Abschnitt, pg = 0 gesetzt, fiir die
iibrigen Grof3en wurden dort homogene von Neumann Randbedingungen gewahlt. Eine
Rechnung wurde mit 80 x 60 dquidistanten Gitterpunkten iiber ein Gebiet von » = 1 bis 2
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AE und 0 = 74.2 bis 90° und dem modifizierten ZEUS-Verfahren durchgefiihrt. Die iibrigen
Parameter konnen aus Tabelle 5.2.2 entnommen werden.

Mit einem Dampfungsfaktor von f3 = 10 konnten mit diesen Randbedingungen Courant-
zahlen von C. ~ 4 (C, ~ 50) erreicht werden, ohne Dampfung (fq = 1) wurde die
Rechnung mit C; ~ 1 durchgefiihrt. Der Algorithmus scheint mit einer Randbedingung
nach Gleichung (5.2.5) etwas weniger stabil zu sein als mit zeitlich konstanten Dirichlet
Randbedingungen fiir die Masseein- bzw. auswaértsdrift. Trotz des glatten Verlaufes der
in vertikaler Richtung gemittelten, radialen Massenflussenrate bilden sich am Innenrand
lokal starke Gradienten in der radialen Geschwindigkeit v, (z).

In Abbildung 5.2.10 wird der zeitliche und radiale Verlauf der numerisch berechneten
radialen Massenakkretionsrate M, gezeigt. Nach 7000 a ist die Abweichung von der ana-
lytische Lésung AM, /M, ~ 10~3. Nach 9000 a bleibt der Fehler mit AM, /M, ~ 10~
konstant, entsprechend der gewahlten Toleranzschwelle fiir den Defekt zur Berechnung
der viskosen Terme, TOL = 10~ '1.

5.3 Diskussion der Ergebnisse

In den Abschnitten 5.1.1, 5.1.2 und 5.2.4 wurde gezeigt, dass mit den in dieser Arbeit im-
plementierten Modulen zur Berechnung der rdumlich diskretisierten Matrixeintrage und
Terme, auf die innerhalb des vorliegenden 2D-Hydrocodes von verschiedenen Zeitinte-
grationsalgorithmen zuriickgegriffen werden kann, bekannte Losungen korrekt wiederge-
geben werden. Damit wurde eine vielseitige Basis fiir eine Vielzahl von Algorithmen zur
Zeitintegration von partiellen Differentialgleichungen auf zweidimensionalen Tensorpro-
duktgittern geschaffen.

Wie Test- und Modellrechnungen von Hujeirat & Rannacher (1998), gezeigt haben, ist mit
dem Physical Splitting ein geeignetes Verfahren zur Losung der hydrodynamischen Glei-
chungen mit Strahlungsdiffusion fiir Akkretionsscheiben um kompakte Objekte gegeben,
wenn in den Modellen Strémungen hoher Machzahlen mit M ~ 10'...10%? dominieren.
Dieses Ergebnis wurde mit einer um die Strahlungsdiffusionsgleichung erweiterten Ver-
sion des vorliegenden Codes von Gracia (2002) und Gracia et al. (2003) bestétigt (Ab-
schnitt 5.2.2).

Stromungen in protostellaren Scheiben mit Machzahlen von M < 1, konnten mit dem
Physical Splitting Verfahren hingegen nicht effizient berechnet werden. Wie aus der Nu-
merik inkompressibler Stromungen bekannt ist (z.B. Bijl & Wesseling 1998), kann es durch
solche Verfahren zur Erzeugung von Schallwellen kommen, und eine stabile Integration
der hydrodynamischen Gleichungen fiir Schrittweiten mit C, > 1 ist selbst mit hohem
Rechenaufwand nicht moglich (Abschnitt 5.2.1).

Mit dem aus inkompressiblen Verfahren abgeleiteten Druckkorrekturverfahren konnten
fiir ein einfaches Testproblem zu einer gegebenen Defekttoleranzschwelle Zeitschrittwei-
ten von C. ~ 10® erreicht werden. Relaxierte Modelle protostellarer Scheiben konnten
im mitrotierenden System stabil mit Zeitschrittweiten, die der advektiven Zeitskala dt,
entsprechen, gerechnet werden (C, ~ 0.14, C. ~ 25 und C, ~ 60). Im quasi-stationdren
Zustand sind Gesamtmasse auf einen Faktor ~ 107! genau erhalten, bei nicht-relaxierten
Modellen kénnen die ErhaltungsgréfRen um einen Faktor <103 variieren.

Auch das modifizierte ZEUS-Verfahren, wie in Abschnitt 3.1.3 beschrieben, hat sich, insbe-
sondere bei der Verwendung einer Dampfung fiir die meridionalen Impulskomponenten
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(fa > 1), als aulderordentlich stabil und effizient erwiesen. Bis zum Erreichen einer re-
laxierten, quasi-stationdren Losung konnte in zukiinftigen Modellrechnungen so das mo-
difizierte ZEUS-Verfahren mit seinen exakten Erhaltungseigenschaften verwendet werden
und die Rechnung anschlielfend mit dem Druckkorrekturverfahren fortgefiihrt werden.



Kapitel 6

Materialtransport in protostellaren
Scheiben

Flussstrukturen in a-Scheiben kénnen erheblich von den gemittelten Radialgeschwindig-
keiten aus dem Standard-Einzonenmodell abweichen (Urpin 1984). Dies kann von groler
Relevanz fiir die Stoffdurchmischung in protostellaren Scheiben sein.

In Abschnitt 6.1 werden Teilergebnisse von Urpin (1984) noch einmal hergeleitet und die
Rechnungen fiir geometrisch diinne, optisch dicke protostellare Scheiben weitergefiihrt.
Es werden dazu isotherm geschichtete a-Scheiben mit einem einfachen radialen Tempera-
turverlauf betrachtet. Die Ubereinstimmung der analytischen Niherung mit einer zeitab-
héngigen, numerischen Losung der vollstdndigen hydrodynamischen Gleichungen wurde
bereits in Abschnitt 5.2.4 gezeigt.

In Abschnitt 6.2 wird mit der analytisch hergeleiteten Flussstruktur die Konsequenzen fiir
den Stofftransport in «-Scheiben im Vergleich mit dem Einzonenmodell semi-analytisch
untersucht (Keller & Gail 2003), bevor schlief8lich in Abschnitt 6.3 eine numerische Mo-
dellrechnung prasentiert wird.

6.1 Stromungen in isothermen a-Scheiben

6.1.1 Meridionale Stromungen

Um aus einer analytischen Naherung die meridionale Flussstruktur zu bestimmen, erwei-
terte Urpin (1984) die eindimensionalen Scheibengleichungen der Einzonenndherung um
Terme 2. Ordnung und wandte diese auf Scheiben um schwarze Locher nach Modellen von
Shakura & Sunyaev (1973) an. Dabei ergab sich, dass sich Materie im Bereich der Schei-
benebene vom Zentralobjekt weg bewegt, die positive, radiale Geschwindigkeitskompo-
nente in z quadratisch abféllt und in einer bestimmten Hohe das Vorzeichen wechselt, so
dass von dort an Materie nach innen fliel3t. Die deutlich geringere Vertikalgeschwindig-
keit wechselt in der selben Hohe die Richtung und bewegt sich in Aquatornihe von der
Scheibenebene weg und in den hohen Schichten zur Scheibenebene hin (vgl. Abbildung
1.2.1). Im Mittel dbertrifft im Urpinschen Modell die einflielende Masse die auswarts-
driftende um das 4. .. 5-fache. Die Nettodrift entspricht der Massenakkretionsrate aus den
eindimensionalen Modellen.

67



68 KAPITEL 6. MATERIALTRANSPORT IN PROTOSTELLAREN SCHEIBEN

Kley & Lin (1992) losten numerisch die zweidimensionalen, hydrodynamischen Gleichun-
gen mit Strahlungstransport fiir Scheiben in kataklysmischen Verdnderlichen wéhrend der
Ausbruchphase. Sie beobachteten in ihren Modellen eine grol3skalige Zirkulation mit Aus-
waértsdrift in der Scheibenebene unabhéngig von den von ihnen implementierten Randbe-
dingungen, allerdings nur fiir hinreichend kleine Viskositatsparameter «. Ausgehend von
einem radiativen Gleichgewicht schlossen sie ihren numerischen Rechnungen eine ana-
lytische Ndherung an, in der in einem Separationsansatz die Losungen der stationédren
Scheibengleichung in einen radialen und einen vertikalen Anteil entwickelt wurden. Dar-
aus berechneten sie einen kritischen Wert als Obergrenze fiir & von «a, ~ 0.06, ab dem
weitere Terme in den Impulsgleichungen wichtig werden und die von Urpin verwendeten
Naherungen nicht mehr zutreffen. Die Flussrichtung ist dann fiir alle z nach innen gerich-
tet. Der Wert fiir o sowie der analytisch berechnete Verlauf der meridionalen Flussstruktur
ist in guter Ubereinstimmung mit den Resultaten ihrer numerischen Modelle, in denen ein
Ausschnitt einer Scheibe um einen Weil3en Zwerg fiir Radien < 30R, berechnet wurde.

Der qualitative Verlauf der Flussstruktur, wie von Urpin (1984) beschrieben, wurde auch
von Rozyczka et al. (1994) in einer Arbeit {iber protostellare Scheiben bestétigt. In ihrer
qualitativen Analyse vernachléssigen sie allerdings vertikale Gradienten der Umlaufge-
schwindigkeit im Reibungstensor, wodurch ihre Ndherung inkonsistent wird. Die Analyse
der gendherten Gleichungen wird durch eine zweidimensionale, numerische Simulation
protostellarer Scheiben in der Strahlungsdiffusionsndherung ergénzt. Sie berticksichtigen
dabei Staub- und Molekiilopazititen bei Temperaturen unter 3000 K.

Auch sie beobachten eine Auswartsdrift in der Scheibenmittelebene. Obwohl sich die mitt-
leren, radialen Massenakkretionsraten von den Ergebnissen der Einzonenmodellen nicht
unterscheiden, verlauft die Radialgeschwindigkeit in der zweidimensionalen Rechnung
von v,.(z)|,—0 ~ 0.01 km s~! in der Scheibenmittelebene bis ~ —0.1 km s~! in héheren
Schichten, wéahrend die eindimensionalen Modelle bei entsprechenden Parametern eine
in » gemittelte Radialgeschwindigkeit von (v,) ~ —0.03 km s~! vorhersagen (negatives
Vorzeichen bedeutet Einwartsdrift).

Die meridionalen Strome treten fiir den untersuchten Wertebereich von 0.05 < o < 0.25
auf, werden aber in den wirmeren, inneren Bereichen (r < 0.5 AE) durch die dort do-
minierenden, thermischen Konvektionsstromungen abgelost. Die Autoren wendeten die
Parameter ihres protostellaren Scheibenmodells auf die analytische Abschitzung fir a.
nach Kley & Lin (1992) an und erhielten ein a. ~ 0.12. Dennoch beobachten sie in ihren
numerischen Simulationen auch bei o = 0.25 keine Flussumkehr der Auswértsdrift in der
Scheibenmittelebene.

Niedrige Werte von « hingegen konnen nach Rézyczka et al. (1994) unter Beriicksichti-
gung von Strahlungstransport zu einer die Flussstruktur dominierenden Konvektion fiih-
ren. Dies ergibt sich aus dem Stabilitatskriterium, Gleichung (13) in ihrer Arbeit, welches
urspriinglich von Kley et al. (1993) abgeleitet wurde. Kley et al. (1993) beobachten In-
stabilitdt in jhrem Scheibenmodell fiir Werte von o = 1073, nicht aber fiir &« = 1072, in
Ubereinstimmung mit den Modellen von Rézyczka et al. (1994). Nach den Modellrech-
nungen von Roézyczka et al. (1994) dominiert in Scheibenregionen innerhalb 0.5 AE die
Konvektionsstromung die Flussstruktur selbst fiir sehr gro3e Werte von a.

In einer aktuelleren Arbeit berechnen Regev & Gitelman (2002) mit einem semi-
analytischen Modell inklusive Strahlungstransport in Eddington-Ndherung und Opazita-
ten fiir Elektronenstreuung bzw. Kramers Opazitét einen Stagnationsradius 7.s als Funk-
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tion von «.. Dabei wurden konvektive Instabilitdten nicht beriicksichtigt. Der Stagnations-
radius unterteilt die Scheibe in einen inneren Bereich, in dem die Radialgeschwindigkeit
fiir alle z nach innen gerichtet ist, und einen Bereich aufSerhalb von 7, in dem die meri-
dionale Flussstruktur mit Auswartsdrift in der Scheibenmittelebene auftritt. Sie definieren
ihr kritisches o, dadurch, dass rg,s — oo fiir @« — «. und erhalten .2 0.7. Dieser Wert
ist in guter Ubereinstimmung mit der analytischen Losung, die Kluzniak & Kita (2000) fiir
ein polytropes Scheibenmodell erhalten. Derartig hohe a-Werte werden fiir protostellare
Scheiben nicht erwartet, so dass fiir diese Objekte a@ < o, angenommen werden kann.

Regev & Gitelman (2002) folgern, dass es sich bei der meridionalen Flussstruktur nicht um
ein thermisches Phdnomen handelt, sondern um ein rein dynamisches. Diese Vermutung
wird sowohl durch ihre Beobachtung bestétigt, dass die Scheibenstruktur zwar abhangig
von der Wahl der Opazitit ist, nicht aber die Flussstruktur oder der Stagnationsradius, als
auch von der im folgenden Abschnitt durchgefiihrten Naherung, die trotz der Annahme
einer isothermen Schichtung in einer Losung mit meridionaler Stromung resultiert.

Da meridionale Stromungen Losung einer Vielzahl unterschiedlicher Modelle sind, kann
vermutet werden, dass es sich bei dem Phinomen gleichzeitiger Ein- und Auswartsdrift in
Akkretionsscheiben um eine reale und universelle Erscheinung handelt.

6.1.2 Grundgleichungen

Die Gleichungen des folgenden, analytischen Scheibenmodells werden wie im Einzonen-
modell (Abschnitt 2.1.3) in axialsymmetrischen Zylinderkoordinaten hergeleitet. In die-
sem Koordinatensystem lautet die Kontinuitédtsgleichung (2.1.1)

1
Orp+ 0.pv, + =0rrpv. =0 . (6.1.1)
r

Die Kontinuititsgleichung eingesetzt in die Impulsgleichungen (2.1.23) - (2.1.25), liefert
Ausdriicke fiir die Geschwindigkeitskomponenten. Mit ihrem vollstindig ausgeschriebe-
nen Viskositatstensor lautet dann die Gleichung fiir Vertikalkomponente der Geschwindig-
keit

1 174 1
Oy + 0,0,0, + V,0,v, = —;@P —0,P + ;(582(;182%) + ;&(ur@rvz)
(6.1.2)
—38( O (rv ))—i—la( rd,vy)
3T z ILL T T r (s /’[/ zZ¥r .
Die Gleichung fiir die Radialgeschwindigkeit lautet
vi o1 1 4
Oy + 0,00 + V0V, = — — =0, P — 0, ® + — | 0,(p0,vy) + — 0 (uroyvy)
oo p 3r
—38 (pvr) + 2—”8 (ruy) — ﬁv + 0. (puoyvy) (6.1.3)
o T g2 TN T 2 AR

2 2u
_yﬁr(urﬁzvz) + 3—T@sz>
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und die Gleichung fiir den spezifischen Drehimpuls wird zu

T 1 v
Opvgr + 020,041 + V0, VT = ; 10V + E&nr?’u&n% . (6.1.4)

Das Gleichungssystem wird durch die ideale Gasgleichung (2.1.5) und das «a-Modell fiir
die Viskositét (2.1.38) geschlossen. Die isotherme Schallgeschwindigkeit ¢ ist durch Glei-
chung (2.1.6) definiert.

Es wird von der Giiltigkeit der diinnen Scheibenndherungen * e~ HT ~ emite < 1 (ty-
pischer Weise ¢ ~ 0.05...0.1) ausgegangen (z.B. Pringle 1981). AuBerdem wird 2= ~ ae
und % ~ ae? vorausgesetzt was in den Abschnitten 6.1.4 bzw. 6.1.5 a posteriori begrundet
wird. Tn Abschnitt 6.1 werden ausschlieRlich stationiire Losungen gesucht, daher werden
Zeitableitungsterme nicht berticksichtigt. Im Folgenden werden fiir v, Ndherungslésungen
in 2. Ordnung Genauigkeit und fiir v, und v, Ndherungen in 1. Ordnung hergeleitet.

6.1.3 Die Umlaufgeschwindigkeit
Die Radialimpulsgleichung 2. Ordnung

Werden Terme der Ordnung ¢ und hoher vernachléssigt, reduziert sich die stationdre
Gleichung fiir die Radialgeschwindigkeit (6.1.3) zu

vi o1 1

,
Der aus dem viskosen Spannungstensors herriihrende Term 0, (1.0, v,.) ist von der Grof3en-
ordnung o?¢? und daher in dieser Ndherung nur fiir Werte von o < e zu vernachlissigen.
Da in protostellaren Scheiben von a <1072 ausgegangen wird (Abschnitt 2.1.3), kann der
Term hier unberiicksichtigt bleiben. Ubersteigt o allerdings einen kritischen Schwellen-

wert a., so kann dieser Term zu einer deutlichen Anderung der Flussstruktur fithren (Kley
& Lin 1992; Regev & Gitelman 2002; siehe Abschnitt 6.1.1).

Die gravitative Kraft die ein Stern der Masse M, auf seine Umgebung ausiibt ist durch den
Gradienten des Potenzials (2.1.7) gegeben. Die radiale Komponente lautet in 2. Ordnung
Genauigkeit

GM, 3GM,
0,0 = 5t - 55 (T> (6.1.6)
Nach zweimaliger Taylorentwicklung und mit vx = % wird Gleichung (6.1.5) dann
zu
3 /2\2 r2

in Ubereinstimmung mit Urpin (1984). Unter Anwendung der Zustandsgleichung (2.1.5)

ergibt sich
3 /2\2 1 H?
Ud) = VK <1 — Z (;) —+ <§7"8¢ lnp —+ r@r ln Cs) 7) . (618)

Um Ausdruck (6.1.8) in 2. Ordnung Genauigkeit zu berechnen, werden daher Modelle fiir
die radiale Temperatur- und Dichteverteilung in 0. Ordnung Genauigkeit benotigt.
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Das radiale Temperaturmodell

Mit dem Potenzgesetz T o ¢2 o< r—* kann der Ansatz

roN=A
T(r) =T C——) 1.
(1) 1AE \ TAR ) (6.1.9)
fiir den radialen Temperaturverlauf gemacht werden, wobei der Exponent A und Ti g, die
Temperatur bei 1 AE, frei wiahlbare Parameter sind.

In isothermen Scheibenmodellen ist A = 0.75 (z.B. Frank et al. 1992). Komplexere Model-
le, die Strahlungsprozesse in Diffusionsndherung und fiir protostellare Scheiben angemes-
sene Staubopazititen beriicksichtigen, ergeben Zentraltemperaturverldufe entsprechend
A =~ 1 in Regionen, in denen mit Eis beschichtete Staubkorner die Opazitdt bestimmen
und A ~ 0.62 in Regionen, in denen die Opazitdt durch unbeschichtete Staubkorner do-
miniert wird. Die Zentraltemperaturen in protostellaren Scheiben bei 1 AE liegen in der
GroRenordnung von Tiag ~ 103 K (z.B. Gail 2001).

Sei s der Radius und ¢ die Hohe des Ortsvektors in Einheiten von AE. Die relative Schei-
bendicke H/r ist dann durch die Gleichung

E G _ r kT 2
r o vk GM,y phmmir

1 1
o 1(_ Tiar \2 ( Mo\ 2 [ pm \
~ 6.315 - 10725317V Him
5 108K )\, 7/3

gegeben. Offensichtlich ist sie fiir A = 1 konstant im Radius s.

(6.1.10)

N[

Die Azimuthalgeschwindigkeit in 2. Ordnung

Um in Gleichung (6.1.8) die radiale Ableitung der logarithmierten Dichte zu bestimmen,
kann auf die Ergebnisse des stationdren Einzonenmodells aus Abschnitt 2.1.3 zuriickge-
griffen werden. Mit Gleichung (2.1.34) ergibt sich in 1. Ndaherung

2
rO,Inp =10, Inp. + (g—{—r@rlncS) % . (6.1.11)

S

Eingesetzt in (6.1.8) hebt sich der 2. Term direkt mit dem Gravitationsterm 2. Ordnung
auf, und es bleibt

2 H2

1 H? 1z
Vg = UK <1 + 570—;7"67" In p. + (57"_2 + 7“; > 70, lnc5> . (6.1.12)

Zur Berechnung der radialen Ableitung der Zentraldichte 79, In p. kann nun die stationére
Losung (2.1.46) aus dem Einzonenmodell herangezogen werden. In 1. Ordnung folgt fiir
die Ableitung der Zentraldichte

T&Jnm;:—MI+T&JD%)+%fW)>
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wobei f(r) durch die Gleichung

) = <\/RZ*_ 1> B (6.1.13)

Unter Verwendung des Temperaturmodells (6.1.9) ergibt sich fiir die Schallgeschwindig-
keit cg

definiert ist.

1o Incg = —%)\ , (6.1.14)
so kann nun der radiale Verlauf der Dichte aus Gleichung (6.1.11) mit
1 3 1 22 1

berechnet werden.

Unter der Annahme, dass nur ausreichend vom Zentralstern entfernte Radien r betrachtet
werden, so dass R, /r ~ e gilt, ergibt sich mit dem Temperaturmodell (6.1.9) die Gleichung
fiir die Azimuthalgeschwindigkeit in 2. Ordnung

c? 1 22
= j [ VT g 1.1
1)(;5 VK < )\r 1)}2( 4)\7°2> s (6 6)

1 R*
A= — —A—/— 1.

Fiir die z-Ableitungen der Umlaufgeschwindigkeit ergibt sich damit

wobei

1 z
az?}d) = —5)\’UKﬁ s
(6.1.17)
1 v
2 K
v =—5" 7

Die Azimuthalgeschwindigkeit ist also niemals konstant in der Vertikalen, solange es in
radialer Richtung einen Temperaturgradienten (\ # 0) gibt.

6.1.4 Der radiale Fluss

Die Radialgeschwindigkeit

Durch die Gleichungen (6.1.17) kann die Groflenordnung der vertikalen v,-Ableitungen
in der Drehimpulsgleichung (6.1.4) abgeschitzt werden. Die stationdre Drehimpulsglei-
chung, aufgelost nach der Radialgeschwindigkeit, lautet damit in 1. Ordnung Genauigkeit

r 1 )
vy = — <—82uazv¢ + —8rr3u6r—¢>
vk \ p pr r

in Ubereinstimmung mit Urpin (1984). Siemiginowska (1988) und Rézyczka et al. (1994)
hingegen vernachlidssigen in ihrer Analyse den 1. Term auf der rechten Seite.
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Unter Anwendung des Temperaturmodells (6.1.9) und den Ergebnissen aus Abschnitt
6.1.3 kann die Radialgeschwindigkeit in 1.0rdnung berechnet werden, und man erhalt

5 3 1 z 2 HS

wobei f(r) bereits durch Gleichung (6.1.13) definiert wurde. Man beachte, dass alle in
Gleichung (6.1.18) aufgefiihrten Terme von derselben Ordnung in ¢ sind. Offensichtlich
ist wie in den vorangegangenen Abschétzungen vorausgesetzt v, von der Grof3enordnung
~ QUECs.

Mit den in AE normierten Ortsvektorkomponenten (s, () lautet die Gleichung fiir die Ra-
dialgeschwindigkeit in cgs-Einheiten

_1 _1
cmi—1 5 1 o TlAE M* 5 .
—| &~ 3564-10%-(1—2Z)])- A<_>

Ur { S } < 6 ) 52 10-2 103K M@ 7/3

1
5.y ¢¢ [ a M, )\ 2
—1.341-105-<1__A>._.( )( >
9 s2 V1072 \ Mg

bzw. fiir die Machzahl M, = v, /¢s der radialen Geschwindigkeitskomponente

1
_ 5 101_ @ Tiag \2 (Mo 2 [ pm \
M, ~191-1073 (1 - 2)\) 2V, ! Hm
- 10 < 6 >S2 <10*2) 108k ) \ M, 7/3

i - . (6.1.20)
- _ 20 ) 5302 (L9 ((D1AB
0. (1 9A> #0796 (355) <1O3K>

(6.1.19)

N
N

N[

() ()

In der Scheibenmittelebene (z = 0) hat die Losung (6.1.18) fiir v,(r, z) folgende Eigen-
schaften: Fiir »r — R, wird der Term —% f(r) grof und negativ. Daher gilt in den Scheiben-
innenregionen v, (r,0) < 0, d.h. es stellt sich eine Einwdrtsdrift der Materie in der Mittele-
bene der Scheibe ein. Fiir r > R, geht der Term —32 f(r) gegen Null und es ist v,.(r, 0) > 0,
vorausgesetzt A < g. Deswegen ist in den duf3eren Scheibenbereichen v,(r,0) > 0, d.h. es
gibt eine Auswdrtsdrift in der Scheibenmittelebene.

Es muss also ein Stagnationsradius existieren, an dem v, (7stag,0) = 0. Aus Gleichung

(6.1.18) findet man
2
Tstag 9— 5)\
= . 6.1.21

In Scheibenregionen innerhalb des Stagnationsradius, ist die Radialgeschwindigkeit fiir
alle z nach innen gerichtet. In Scheibenregionen, die aulderhalb des Stagnationsradius
liegen, féllt die nach aul’en gerichtete, positive Radialgeschwindigkeit in 2z quadratisch
ab, bis sie in der Hohe

BN —
20=2Hy : z):= \/%5:;]0(71) (6.1.22)
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verschwindet und dariiber hinaus negativ wird. Es gilt also fiir 7 > rga,

>0 fiir |z] <z
ur(2)< =0 fir |z]=2. (6.1.23)
<0 fir |z]> 2
Die Auswartsdrift in der Umgebung der Scheibenmittelebene wird damit durch eine Ein-

wartsdrift in hoheren Schichten abgeldst. In Abbildung 6.1.4 ist ein typisches Beispiel fiir
eine derartige Flussstruktur dargestellt.

3.9 y . x T w

log(rstag/R*)

| 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
A
Abbildung 6.1.1: Der logarithmische Stagnationsradius rstas in Einheiten von Sternradien R, und in Ab-
hingigkeit vom Exponenten ) des radialen Temperaturverlaufs 7' o< 7>, Fiir A — 1.2 divergiert 7s.q. Eine
Auswartsdrift ist nur fiir Werte \ < 1.2 zu erwarten.

Im Unterschied zu Regev & Gitelman (2002) ist der Stagnationsradius (6.1.21) unabhén-
gig von o, da in der vorliegenden Niherung nur kleine a? < e betrachtet werden (vgl. Ab-
schnitt 6.1.3). Fiir A — £ geht rya; — oo, und die Auswirtsdrift verschwindet fiir A > ¢
in der gesamten Scheibe. Der Verlauf von 7., in Abhdngigkeit von A ist in Abbildung
6.1.1 dargestellt. Fiir A = 1 bzw. A = 0.75 ergeben sich beispielsweise Stagnationsradi-
€N VOon 7gtae = 16 bzw. 5.4 R,. Die Stagnationsradien liegen also innerhalb der Regionen,
in denen in protostellaren Scheiben Silikate bereits verdampfen und in denen die diinne
Scheibennédherung ungiiltig wird. Daraus lasst sich schlie3en, dass Material aus den heis-
sen Scheibeninnenbereichen, in denen Staub kristallisieren kann, in kalte Auf3enregionen
transportiert wird, in denen Kristallisation nicht moglich ist.

In Tabelle 6.1.1 sind zur Orientierung einige Radien mittlerer Planetenbahnen im Son-
nensystem und fiir protoplanetare Scheiben charakteristische Verdampfungsradien aufge-
fiihrt. Nach den Modellen aus Abschnitt 6.3 findet die Kristallisation von Olivin vornehm-
lich bei einem Radius von etwa <0.8 AE statt.

Der Quotient aus den Gleichungen (6.1.18) und (2.1.47) ergibt das Verhéltnis der Radial-
geschwindigkeiten aus der Ndherung hoherer Ordnung (Abbildung 6.1.4) mit der gemit-
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Tabelle 6.1.1: Verdampfungsradien in einer protoplanetaren Scheibe mit den Modellparametern M =
107" Mg /a, o = 3-107°, R, = 3.69 R fiir Korund (Al;0s3), Olivin ((Fe, Mg)2[SiO4]) und Eis (H20)
nach Gail (2003) und die mittleren Planetenbahnen im Sonnensystem von Merkur §, Venus ¢, Erde &, Mars
o, Jupiter &+ und Saturn h.

Verdampfungsradien Planetenbahnen

Korund  Olivin Fis ) Q 5 J %4 h
AE 9.93-1072 0.57 5.47 0.39 0.72 1.00 1.52 5.20 9.55
R, 5.80 33.3 319

telten Geschwindigkeit der Einzonenndherung (Abbildung 6.1.5) z.B. fir A = 1

Uy 1 4 [ 2\?
— - (=) . 6.1.24
=341+ 5 () (6.1.24)
Fiir Radien mit % — 0 gilt in der Scheibenebene v, = —% (v,) in Ubereinstimmung mit

den numerischen Ergebnissen von Rézyczka et al. (1994), vgl. Abschnitt 6.1.1.

Massetransportraten

Der nach auRen gerichtete Massenfluss M in der Zentralregion der Scheibe im Bereich
|z| < zo berechnet sich unter Ausnutzung der Symmetrie um die Scheibenebene aus

r

X +z0
M- = —27?7“/ pup dz

—20

= 2, (1 - ﬁ) arsone () - 2o-snae?]

wobei die Fehlerfunktion ®(z) im Anhang (A.3) erklart ist, und die Gleichungen (A.3.39)-
(A.3.40) zur Darstellung der Integrale verwendet wurden; z) ist durch Gleichung (6.1.22)
definiert. Daraus folgt erwartungsgemals fiir den nach innen gerichteten Massetransport
der hoheren Schichten |z| > z

[e.e]
M,F ::—27T7°-2/ pvrdz = M, — M.,

20

was bedeutet, dass die Gesamtmassenakkretionsrate M, mit der des Einzonenmodells
identisch ist.

Durch die Reihenentwicklung (A.3.35) der Fehlerfunktion ® kann eine Massenausflussrate
fiir grolde Radien r > R, als Funktion von A durch die Gleichung

NI () = Mz %{1‘% <%>2+1_10 <%>4

I 2N 6_1(9_5)\) —23/2
2 \2) "3 c

(6.1.25)
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2 T T T T T
15 M} il
1 .
M+ M7
1
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05 -
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A

Abbildung 6.1.2: Ein- und Ausflussraten M,~ und M, aus der Néaherung hoherer Ordnung fiir groRe Radien
r > R,, in Einheiten der Gesamtmassenakkretionsrate M, die aus dem Einzonenmodell resultiert. Die Netto-
Akkretionsrate ist M,” + M, = M,..

angegeben werden. Die Funktion fiir den Massenausfluss (6.1.25) ist zusammen mit der
entsprechenden Masseneinflussrate M+ ()\) in Abbildung 6.1.2 in Abhingigkeit von ) dar-
gestellt. Die Zahlenwerte die sich aus dieser Gleichung ergeben, sind fiir typische Werte
von A in Tabelle 6.1.2 aufgefiihrt: Fiir A = 1, werden etwa 9 % des Nettoflusses nach
aulden getragen, 25 % fiir A = 0.75 und 34 % fiir A = 0.62.

Tabelle 6.1.2: Ein- und Ausflussraten in grof3en Radien r > R, fiir typische Werte von .

) 1 0.75 0.62
M/ M, —0.087 —0.250 —0.344
M /M, 1.087 1.250 1.344

6.1.5 Die Vertikalgeschwindigkeit
Die Kontinuitétsgleichung (6.1.1) lautet im stationdren Limit und in Zylinderkoordinaten
0.pv, + %arr,ovr =0. (6.1.26)

Dies kann als gewohnliche Differentialgleichung

dp.
- = k() (6.1.27)

fiir den Vertikalimpuls p. := pv, und einer bekannten rechten Seite

R(z) :== —L1o,rpv,
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angesehen werden. Mit der Symmetriebedingung p.(z)|.—o = 0 hat Gleichung (6.1.27)
die Losung

p.(2) = / R(2)dZ . (6.1.28)
0
Damit dieses Integral gelost werden kann, wird zunéchst der Term

R(z)
p

1
= —, (; + Oy 1n p) — Opvy (6.1.29)

mit Hilfe des Temperaturmodells (6.1.9) ausgewertet. Mit Gleichung (6.1.18) kann die
radiale Ableitung der Radialgeschwindigkeit v, zu

ovr =2 (3-30) (A =1+ 3 (\/FI0) - 1 -20) 5
(6.1.30)
2 2
—§(9—5A)— ]—S.

berechnet werden, die Ableitung der logarithmischen Dichte ist durch Gleichung (6.1.15)
gegeben. Damit 1463t sich Gleichung (6.1.29) als Polynom

B Lo (ﬁ) e (ﬁ)] . .
mit den Koeffizienten
a=? (5) [(3— N6 — 53) — (15 — 8 £(r) — 3£()°] .
b= —% <H7> 2 [(3 = A)(33 — 20X) — 2(9 — A\ f(r)] , (6.1.32)
c:=1 <H7>2 (3—2)(9—5)\)

auffassen. Mit den GroRen o = 1072, M, = Mg, i = 7/3, Tiag = 10° K, A = 1 ergibt
sich fiir die Koeffizienten «a, b und c fiir sehr gro8e Radien (f(r) — 0) beispielsweise

a=1994-10"%, b=-25922-10"%, ¢=7.975-10"3.

Die Differentialgleichung (6.1.27) lautet nun

2 2 2 4 52
dpz _ PcCs [aeQHSQ +b <i> e 2HZ +c (i) 62}152] . (6133)

dZ HS HS
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Mit der Fehlerfunktion ® und den Gleichungen (A.3.39)-(A.3.41) ergibt sich fiir die Lo-
sung der Integralgleichung (6.1.28) zum Radius r

p.(z) = a\/§<1> (ﬁ) PeCs

Z2
+ b (\/gq) (x/iLH) I 6_2H52> PeCs
2

v e(svie () - (s (7)) « ) o

2 52
= (a+b+3c)pccs\/§<b<\/§H > — b+c<3+ <Hi> )] Hicspce_szz .

(6.1.34)

Fiir die Vertikalgeschwindigkeit gilt dann wegen Gleichung (A.3.38) und in 1. Ordnung
Genauigkeit

22
v.(2) = \/g(a + b+ 3c¢)cse2Hs? — \/g(a + b+ 3c)(art + ast® + ast?)cs

(6.1.35)

3
(b—|—3c)HiS +C<His> ]cs.

Also gilt auch wie vorausgesetzt v, ~ ae’cs.
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Abbildung 6.1.3: Vertikaler Verlauf der Machzahl M. = wv./cs (durchgezogene Linie) und des mit der
Zentraldichte und Schallgeschwindigkeit zum Radius » normierten Impulses p./pccs (gestrichelte Linie) fiir
A = 1 und sehr groBe Radien r > R.(f(r) — 0). Der vertikale Fluss wird als Randbedingung in der
Aquatorialebene (z = 0) gleich Null gesetzt. In der stationiren Losung ergibt sich nahe dem Aquator ein
Fluss von der Scheibenebene weg, der gemeinsam mit dem radialen Fluss bei z, das Vorzeichen wechselt und
von dort an zur Mittelebene gerichtet ist.
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Abbildung 6.1.4: Analytischer Geschwindigkeitsverlauf in einem Scheibenausschnitt fiir die Parameter
A =0.75,a = 0.01, R, = 1Re, My = 1M, T(1AU) = 1000K, M, =1 - 1077M@/a.
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Abbildung 6.1.5: Die vertikal gemittelte Flussstruktur der Einzonenndherung (vgl. Abbildung 6.1.4).
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Die Machzahl M, = v, /cs zur Vertikalgeschwindigkeit v, ist zusammen mit dem durch
pecs skalierten Vertikalimpuls p, in Abbildung 6.1.3 dargestellt. Eine typische Flussstruk-
tur, die sich fiir die beiden Geschwindigkeitskomponenten v, und v, ergeben kann, ist in
Abbildung 6.1.4 zu sehen. Sie kann mit der Stromung der Einzonenniherung, dargestellt
in Abbildung 6.1.5, verglichen werden.

6.2 Ein semi-analytisches Transportmodell

In Abschnitt 6.1 wurde gezeigt, dass Akkretionsfliisse in Scheiben nicht notwendiger Weise
ausschlieRlich nach innen gerichtet sind. Unter Bedingungen, die in protostellaren Schei-
ben wahrscheinlich sind (A < 1), setzt sich die Netto Massenakkretionsrate aus einem An-
teil, der nach aufBen driftet, und einem die Gesamtakkretionsraten dominierenden, nach
innen gerichteten Anteil zusammen.

Die in der Scheibenmittelebene nach aulden gerichtete, radiale Massenadvektion kann Ma-
terial aus den warmen, inneren Scheibenregionen in die dul3eren, kalten Bereiche tragen.
Dies hat Auswirkungen auf die Zusammensetzung der Korper, die in den dufleren Be-
reichen gebildet werden, da diese Material enthalten konnen, welches aus den inneren
Regionen stammt.

In Akkretionsscheiben werden Turbulenzen fiir viskose Prozesse verantwortlich gemacht.
Dabei kann die advektive Auswartsdrift durch diffusiven Transport iiberlagert werden.
Dieser Prozess kann ebenso wie die Advektion dazu fithren, dass Materie aus den inne-
ren Regionen in die kalten Auf3enbereiche gemischt wird (z.B. Morfill 1983; Gail 2001;
Wehrstedt & Gail 2002, und dort aufgefiihrte Referenzen).

> U\turbulente
</\ ‘Mischung

r

Advektion -
Abbildung 6.2.6: Skizze der Durchmischungsprozesse in einem Scheibenausschnitt.
Hinzu kommt noch eine vertikale Durchmischung durch Diffusion, und in sehr viel gerin-
gerem Mal3e durch Advektion, die Material aus der nach auf3en gerichteten Stromung der
Scheibenmittelebene in die entgegengesetzte Einwartsstromung hoherer Schichten mischt
(Abbildung 6.2.6). Der vertikale Durchmischungsprozess glattet lokale Gradienten in der
Stoffkonzentration eines Tracers, die sich bei ausschliel8licher Betrachtung radialer Durch-

mischung bilden wiirden. Daher muss die gekoppelte Wirkung turbulenter Diffusion und
meridionaler Stromung in zwei Raumrichtungen untersucht werden.

6.2.1 Die Modellrechnung

Die Tracergleichung

Um den diffusiven als auch advektiven Transport eines Tracers in einer meridional durch-
fluteten Scheibe zu simulieren, wird die zeitabhdngige Tracertransportgleichung

onc+V- -nco=V- ﬂVc (6.2.36)
Sdg
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in axialsymmetrischen Kugelkoordinaten numerisch gelost. Hierbei bedeutet n die gesam-
te Teilchendichte, ¢ die Tracerkonzentration und Sy, die Schmidtzahl eines Staubtracers
niedriger Dichte, eingebettet in einem Trégergas. Die Schmidtzahl wird durch

Sag =1

approximiert (siehe Gail 2001; Wehrstedt & Gail 2002). Der zweite Term auf der linken
Seite der Tracergleichung (6.2.36) beschreibt die Advektion, die mit dem diffusiven Term
auf der rechten Seite konkurriert.

Schmidtzahlen Sy, < 1 werden den diffusiven Anteil des Transports starker betonen, und
die meridionale Stromung verliert an Bedeutung. Ist Sq; > 1, wird der Transport weniger
diffusiv, und die Advektion tibernimmt die Oberhand.

Im Idealfall muss Gleichung (6.2.36) mit zusatzlichen, hier nicht berticksichtigten Gewinn-
und Verlustraten fiir eine bestimmte Menge unterschiedlicher Staubsorten jeweils gelost
werden. Das daraus resultierende Gleichungssystem muss dann mit den Gleichungen der
Strahlungshydrodynamik gekoppelt werden. Derartig aufwendige Modellrechungen wer-
den in Zukunft angestrebt.

Um einen Einblick in die Bedeutung meridionaler Flussstrukturen fiir den Transport
von Tracern zu erhalten, soll nun die Tracergleichung (6.2.36) kombiniert mit den ana-
lytischen Losungen des Stromungsfeldes v(r, z), die in den Advektionsterm eingesetzt
wird, gelost werden. So konnen die qualititativen Ergebnisse, die aus der Flussstruktur
des Standard-Einzonenmodells (SEZ), Gleichung (2.1.47), mit denen verglichen werden,
die aus der Ndaherung hoherer Ordnung (NHO) resultieren, Gleichungen (6.1.18) und
(6.1.35).

Das Rechengebiet

Gleichung (6.2.36) wird auf einem gestaffelten, in radialer Richtung logarithmisch dqui-
distanten Gitter mit 100x 80 Zellen mit einem vollimpliziten Riickwérts-Eulerverfahren
gelost. Das Rechengebiet umfasst einen Radius von 0.1 bis 100 AE und einen Winkel von
6 = 72 bis 90°.

Um die zeitlich konstante Produktion eines Tracers an einem bestimmten Radius rg.. in
der Scheibenmittelebene zu simulieren, wurde an der Gitterzelle dieser Position eine Di-
richlet Randbedingung als Punktquelle fiir die fundamentale Gro3e (nc) implementiert.
Die Randbedingung wurde so gewéhlt, dass bei einer konstanten Teilchendichte n die Tra-
cerkonzentration konstant bei ¢ = 0.01 liegt. An den Rédndern der tibrigen Randzellen der
Scheibenebene herrschen von Neumann Randbedingungen (Abbildung 6.2.7).

6.2.2 Ergebnisse

Tracertransport bei konstantem Temperaturprofil

Mittelt man die Tracerkonzentration ¢ in vertikaler Richtung, so erhélt man die Flachen-
konzentration

2 o
C=—%—— dz . 6.2.3
= ndz/o ncdz ( 7)
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0.01 r i "Tracerquelle” bei 7g:

! konstante Dirichlet
0.008 4"1 Randbedingung.
0.006 i
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Abbildung 6.2.7: Skizze der implementierten Randbedingung, die eine konstante Tracerproduktion in der
Scheibenmittelebene bei 7. = 1 AE simuliert.

Die Flachenkonzentrationen, die sich zu einem bestimmten Satz Parametern (Tabel-
le 6.2.3) aus den numerischen Modellrechnungen ergeben, sind in den Abbildun-
gen 6.2.8 - 6.2.11 dargestellt. Die unterschiedlichen, aus den Modellen SEZ und NHO
resultierenden Tracerkonzentrationen, kénnen so zu verschiedenen Zeitpunkten fiir die
Parameter A = 0.62,0.75 und A = 1 miteinander verglichen werden (siehe Gleichung
6.1.9).

Tabelle 6.2.3: Feste Parameter der Tracertransportsimulationen.

o R, M, Tiap Mr Sdg T'src
001 35Rs 1My 10°K 1077Me 1 1AE

In Abbildung 6.2.8 werden die Ergebnisse fiir A = 1 aufgefiihrt. Weder zum Zeitpunkt
t = 10° a noch zu t = 10° a sind signifikante Unterschiede in den Tracerkonzentrationen
zu erkennen. Offenbar dominiert die Diffusion den Tracertransport dermalden, dass die
Unterschiede in den advektiven Fliissen der Modelle SEZ und NHO keine Rolle spielen.
In den Abbildungen 6.2.9 und 6.2.10 sind die Ergebnisse fiir A = 0.75 jeweils zu den
Zeitpunkten ¢ = 10° a und ¢ = 10° a dargestellt. Jetzt werden die Auswirkungen der un-
terschiedlichen Stromungsmodelle auf den Tracertransport im zunehmenden Mal3e deut-
lich. Nach ¢ = 10° a {ibertrifft die Tracerkonzentration C, die bei 100 AE aus dem NHO-
Modell resultiert, die des SEZ-Modells um einen Faktor 14. Nach ¢ = 10° a ist die NHO-
Konzentration bei 100 AE mit C' ~ 1.6 - 10~* etwa um einen Faktor 20 gréRer als der Wert
C ~ 7.4-107° des SEZ-Modells.

Am deutlichsten werden die Unterschiede der Modelle fiir A = 0.62. Die jeweiligen Er-
gebnisse nach ¢t = 10° a sind in Abbildung 6.2.11 dargestellt. Bei 100 AE iibertrifft C,
berechnet mit dem NHO-Modell, das Ergebnis des SEZ-Modells etwa um einen Faktor 63.
Dementsprechend vergehen in dem NHO-Modell fir A = 0.75 etwa ¢t ~ 5.3 - 10* a, um
bei 20 AE eine Konzentration von C' = 10~* zu erlangen. Dies ist nur etwas mehr als ein
Viertel der Zeit von 2-10° a, die zum Erreichen derselben Konzentration bei 20 AE mit dem
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Abbildung 6.2.8: Tracerkonzentrationen C' fiir A\ = 1 zu den Zeitpunkten ¢t = 10° a und ¢t = 10° a. Die
Ergebnisse aus dem Stromungsmodell hoherer Ordnung (NHO) unterscheiden sich kaum von denen einer
vertikal gemittelten Stromung der Einzonenndherung (SEZ).
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Abbildung 6.2.9: Tracerkonzentration C' fiir A\ = 0.75 zum Zeitpunkt ¢ = 10° a. Die Konzentration C' bei
100 AE die mit dem NHO-Modell berechnet wurden, iibertrifft die des SEZ-Modells um etwa einen Faktor 14.
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Abbildung 6.2.10: Tracerkonzentration C' fiir A = 0.75 zum Zeitpunkt ¢ = 10° a. Die Konzentration C' bei
100 AE die mit dem NHO-Modell berechnet wurden, tibertrifft die des SEZ-Modells um etwa einen Faktor 20.
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Abbildung 6.2.11: Tracerkonzentration C' fiir A = 0.62 zum Zeitpunkt ¢ = 10° a. Die Konzentration C' bei
100 AE die mit dem NHO-Modell berechnet wurden, tibertrifft die des SEZ-Modells um etwa einen Faktor 63.
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SEZ-Modell benétigt werden. Mit A = 0.62 werden im NHO-Modell nur noch ca. 2.7-10* a
benétigt, also ein Faktor 0.22 weniger als im SEZ-Modell bei dem 1.2 - 10° a vergehen,
bevor eine Konzentration von C' = 10~* bei 20 AE erreicht wird.

Der Viskositidtsparameter o Die Abhingigkeit der meridionalen Flussstruktur von der
Wahl des Parameters o« wurde bereits ausfiihrlich in Abschnitt 6.1.1 diskutiert. Zumindest
formal behilt fiir alle gentigend kleine o das Geschwindigkeitsfeld aber seine qualitative
Struktur bei. Dabei sind die Geschwindigkeitskomponenten v, und v, jeweils proportional
zu «. Somit sind fiir beide Modelle, SOZ und NHO, die hier untersucht werden sowohl
der Advektions- als auch der Diffusionsterm in den Gleichungen (6.2.36) und (6.3.42)
proportional zu «, und letztlich auch die jeweiligen Zeitskalen die sich fiir die Durch-
mischungsprozesse in den Scheiben aus den Modellen ergeben. Die Unterschiede in der
Tracerkonzentration, die sich beim Vergleich der beiden Modelle zu einem bestimmten
Konzentrationsverlauf ergeben, sind hingegen unabhéngig von «.

Kritische a-Werte, bei denen sich die Auswartsdrift in der Scheibenmittelebene nach in-
nen umkehrt, liegen mit o, 2 0.7 (Regev & Gitelman 2002) weit {iber dem, was fiir proto-
stellare Scheiben erwartet wird. Auch Konvektionsstromungen, die die Flussstruktur der
Innenbereiche protostellarer Scheiben bestimmen (Roézyczka et al. 1994) mindern ver-
mutlich nicht die Bedeutung, die meridionale Strémungen fiir den Tracertransport haben
konnen. Tracer, die in den warmen Innenregionen der Scheibe entstehen, diffundieren in
kiihlere, weiter aul’en gelegene Regionen. Dort konnen wieder groRskalige Flussstruktu-
ren das Stromungsfeld bestimmen, und moglicher Weise auch den Transport von Tracern
auf ihrem Weg in die Eiszonen der Scheibenauf3enbereiche.

6.3 Tracertransport mit Annealing

6.3.1 Kristallisation von Silikatstaub

Interstellarer Silikatstaub liegt vorwiegend als Orthosilikat Mg,Fe, ,SiO4 und im amor-
phen Zustand vor (Mathis et al. 1977). Letzteres bedeutet, dass die Molekiile im Staubkorn
nicht in einem Gitter, sondern ungeordnet positioniert sind. Steigt die Umgebungstempe-
ratur iber einen Grenzwert - in protostellaren Scheiben T2 800 K (Duschl et al. 1996) -
beginnen sich die molekularen SiO4-Grundeinheiten im Staubkorn neu zu arrangieren
und in einer Gitterstruktur anzuordnen. Dieser Kristallisierungsprozess wird Annealing
genannt.

Auch im amorphen Staub treten vereinzelt kleine Bereiche kristalliner Struktur auf, die als
Kristallisationskeime wirken konnen, an die sich angeregte SiO,-Nachbarmolekiile nach
Uberwinden einer Potentialbarriere in einer energetisch giinstigeren Gitterstruktur anla-
gern. Bleibt das Staubkorn lange genug einer ausreichend hohen Temperatur ausgesetzt,
wird es schlie8lich vollstandig kristallisiert (Gail 1998).

Der Zuwachs des Volumens V, einer kristallisierten Region in einem Silikatstaubkorn ist
ndherungsweise durch
dve

12
= = Vv Ve E/KT (6.3.38)
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gegeben (Gail 1998). Hierbei ist V; das Volumen eines Grundbausteins in einem Silikat-
kristall, v, ist die charakteristische Frequenz der Gittervibration, E, ist die Aktivierungs-
energie flir den Umordnungsprozess, der zur Einbindung der Silikatmolekiile in das Kri-
stallgitter fiihrt, £ die Boltzmannkonstante und 7" die Umgebungstemperatur des Gases.

In einer umfassenden Studie verschiedener Beobachtungsdaten und theoretischer Model-
le, untersuchten Pollack et al. (1994) die Zusammensetzung des Staubes in Molekiilwol-
ken und protostellaren Scheiben. Forsterit (Mg,SiO4) ist demnach die am hiufigsten auf-
tretende Staubkomponente und wird im folgenden nédher untersucht.

Die Anregungstemperatur fiir Forsterit 7y := F,/k wurde von Fabian et al. (2000) zu
To = 39100 £ 400 K experimentell bestimmt. Fiir die charakteristische Frequenz v, wird
von der durchschnittlichen Vibrationsfrequenz vy, = 2 - 10'% s~! von SiO4-Tetraedern
ausgegangen (z.B. Duschl et al. 1996).

Sei Vikorn das Volumen des Staubkorns. Die Anzahl der Kristallisationskeime in einem un-
verdnderten, amorphen Korn ist dann ny = (.Vkorn/Vo, wobei (. die Anzahl kristalliner
Keime pro Grundbaustein (Mg,SiO,) ist. Die Zeitskala 7, in der das urspriinglich amorphe
Staubkorn vollstandig kristallisiert wird, ist durch das Kriterium

V Korn o E
nx Ce

Ve(re) = (6.3.39)

gegeben. Diese Zeitskala kann mit Hilfe der Gleichung (6.3.38) durch die Exponential-
funktion

Te=7e®T mit 7 = ! (6.3.40)
GCCVVib
abgeschitzt werden. Mit der Annahme, dass ein Kristallisationskeim unter 10° Si-Atomen
zu finden ist (Gail 1998) ergibt sich mit der charakteristischen Frequenz fiir SiO, der
Faktor ;1 ~ 810710 s. Beispielsweise bei einer Temperatur von 800 K ist damit die
Kristallisationszeitskala in der Gr6lenordnung von

1

e ~4.4-10% . (6.3.41)

6.3.2 Die Tracergleichungen mit Annealing

In der folgenden Modellrechnung wird der Kristallisationsprozess und Transport von For-
sterit untersucht. Dazu wird der Tracergleichung (6.2.36) ein weiterer Term hinzugefiigt,
durch den die Kristallisierung des Tracers beriicksichtigt wird. Die Gleichung fiir Trans-
port und Annealing des kristallinen Anteils eines Staubtracers der Konzentration ¢, lautet
(Gail 1998)
Ornce +V - -nc.v=V- ﬂVcc + N , (6.3.42)
Sdg Te
wobei der Annealingterm auf der rechten Seite proportional zur Konzentration des amor-
phen Staubanteils ¢, ist. Fiir 7. kann die temperaturabhingige Funktion (6.3.40) einge-
setzt werden. Mit der Annahme, dass die Gesamtkonzentration c.; des Staubtracers kon-
stant bleibt ist
Ca = Ctot — Cc » (6.3.43)

!Ein Silikatkorn der GréRe 1 pm enthilt in etwa 10'° Si-Atome.
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Abbildung 6.3.12: Radialer Temperaturverlauf in der Scheibe nach Gail (2003). Der Verlauf wurde durch
diskrete Zonen unterschiedlicher Potenzgesetze gendhert (Modell), siehe Gleichung (6.1.9) und Tabelle 6.3.5.
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Abbildung 6.3.13: Radialer Verlauf der Kristallisationszeitskala fiir Forsterit mit einem Temperaturverlauf
nach Gail (2003).




88 KAPITEL 6. MATERIALTRANSPORT IN PROTOSTELLAREN SCHEIBEN

Tabelle 6.3.4: Modellparameter.

o R, M, M, Sag
7 M
0.003 5Rs 1My 107722 1

und Gleichung (6.3.42) kann durch ein numerisches Verfahren gelost werden.

Es werden im Folgenden nur die Verhéltnisse c./cio betrachtet, daher ist der genaue Wert
der Gesamttracerkonzentration c; fiir die hier betrachteten Modelle ohne Bedeutung.
Unterschiedliche Kristallisationsgrade des Staubkorns werden in diesem einfachen Modell
nicht berticksichtigt, da nahezu alle Staubkorner in protostellaren Scheiben entweder im
vollstéandig kristallinem oder vollstindig amorphen Zustand vorliegen (Gail 2001).

6.3.3 Die Modellrechnung
Das Rechengebiet

Es wird ein in vertikaler Richtung isothermes Scheibenmodell in sphérischen Koordi-
naten mit der radialen Ausdehnung von r = 0.6...100 AE iiber einen Winkel von
6 = 80...90° untersucht. Das Rechengebiet wird mit einem in 6§ dquidistanten und in
r nicht-dquidistanten? Gitter von 200 x50 Zellen aufgelost.

Temperaturmodell und Kristallisationszeitskala

Der radiale Temperaturverlauf wird aus der 1D-Modellrechnung einer a-Scheibe von Gail
(2003) mit den Parametern aus Tabelle 6.3.4 iibernommen. Die Verlaufskurve wird in
acht diskrete Zonen eingeteilt, in denen der Temperaturverlauf durch das Potenzgesetz
(6.1.9) unterschiedlicher Exponenten A und Faktoren T g gendhert wird. Die Naherung
ist zusammen mit den Ergebnissen von Gail (2003) in Abbildung 6.3.12 dargestellt. Ta-
belle 6.3.5 gibt eine Ubersicht iiber die in der Niaherung verwendeten Parameter zu den
jeweiligen radialen Scheibenbereichen.

Der Temperaturverlauf nach dem Modell von Gail (2003) kann in Gleichung (6.3.40) ein-
gesetzt werden, und man erhalt die Kristallisationszeitskala fiir Forsterit in Abhangigkeit
vom Scheibenradius r. Abbildung 6.3.13 zeigt den logarithmischen Verlauf der Zeitskala
im Bereich r = 0.5...1 AE. Bei r = 0.77 AE steigt die Zeitskala auf iiber 10° a und liegt be-
reits in der Grollenordnung der Lebensdauer einer protostellaren Scheibe. Bei r = 0.6 AE
betragt die Zeitskala nur noch 1 a.

Das Tracermodell

Da beir = 0.6 AE, am Innenrand des Scheibenmodells, die Kristallisationszeitskala 7. <1 a
(vgl. Abbildung 6.3.13), kann dort auch 7. < 7, angenommen werden. Es wird also davon
ausgegangen, dass der Forsterittracer am Innenrand im vollstdandig kristallisierten Zustand
vorliegt, womit ¢, = 0 und ¢, = ciot. Da das Verhéltnis c./co¢ untersucht wird, spielen
hier Verdampfungsprozesse, die bei viel kleineren Radien beginnen, also jenseits des In-
nenrandes, keine Rolle.

2Die Gitterzellenbreiten wachsen von innen nach aufen um jeweils 3%.
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Abbildung 6.3.14: Profil der Machzahl M, = v./c¢s nach dem analytischen NHO-Modell und einem
radialen Temperaturverlauf, wie er in Abbildung 6.3.12 dargestellt ist. Die acht Zonen unterschiedlicher Tem-
peraturverldufe (Tabelle 6.3.5) sind hier skizziert. Dieses Profil dient als Stromungsverlauf zur Berechnung
des Transports und der Kristallisation von Forsterit in Modell A. In den Zonen 1 und 5 ist die Strémung auch
in der Scheibenmittelebene nach innen gerichtet.
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Abbildung 6.3.15: Profil der Machzahl M, = wv,/c¢s nach dem SEZ-Modell und einem radialen Tempe-
raturverlauf wie in Abbildung 6.3.12 gezeigt. Dieses Profil dient als Stromungsverlauf zur Berechnung
des Transports und der Kristallisation von Forsterit in Modell B und als Anfangs- und Randbedingung zur
numerischen Berechnung des Stromungsprofils fiir das Modell C. Die Strémung ist in der gesamten Scheibe
nach innen gerichtet.
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Abbildung 6.3.16: Profil der numerisch berechneten Machzahl M, = v, /¢ mit einem Dampfungsfaktor
von fg = 10, zum Zeitpunkt ¢ ~ 3700 a nach Anfangsbedingungen (Abbildung 6.3.15). Der Verlauf ist
{iber weite Bereiche in guter Ubereinstimmung mit dem NHO-Modell (vgl. Abbildung 6.3.14). Der Oberrand
(60 = 80...81°) ist nicht dargestellt. Aufgrund der homogenen von Neumann Randbedingungen fiir die ra-

diale Impulskomonente féllt dort die Machzahl {iber einen Bereich von etwa vier Gitterzellen im Vergleich mit
dem analytischen Modell zu stark ab.
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Abbildung 6.3.17: Profil der numerisch berechneten Machzahl M, = v,/cs ohne Dampfung (fa = 1),
zum Zeitpunkt ¢ = 5900 a nach Anfangsbedingungen. Die numerischen Schwingungen an den Randberei-
chen haben sich erwartungsgemal(} verstiarkt. Die wesentlichen Merkmale des Stromungsverlaufs aus dem
NHO-Modell kénnen iiber weite Scheibenbereiche quantitativ reproduziert werden. Dieses Profil dient als
Stromungsverlauf zur Berechnung des Transports und der Kristallisation von Forsterit in Modell C.
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Tabelle 6.3.5: Parameter zur Naherung des Temperaturverlaufs nach Gail (2003) durch das Potenzgesetz
(6.1.9). Die zweite Zeile gibt den Radius R.,.x des Auenrandes einer Zone an, in der der Temperaturverlauf
durch die Parameter A und Tiag der gleichen Spalte bestimmt wird. Die Werte in der ersten Spalte gelten
vom Innenradius des Scheibenmodells bei R = 0.6 AE bis Rmax, die der zweiten Spalte gelten von Ruyax der
Zone 1 bis Ry,.x der Zone 2, usw..

Zone 1 2 3 4 5 6 7 8

R [AE] 0.75 0.99 5.3 8.6 20 35 50 100
A 1.4 0.9 0.78 0.2 1.5 1.0 0.3 0.02
Tiag [K] 520 590 590 220 3600 800 66 22

Kristallines Material kann in die Auf3enbereiche der Scheibe wandern. Daher gilt die Rand-
bedingung ¢. = 0 und ¢, = ¢t am Scheibenaullenrand nur ndherungsweise und es wer-
den auschliel3lich Ergebnisse, die geniigend weit vom Aufdenrand entfernt sind, betrach-
tet. In der Anfangsbedingung wird der kristalline Anteil des Staubtracers im gesamten
Rechengebiet ¢, = 0 gesetzt.

Das Stromungsfeld

Die Dichteverteilung und das Geschwindigkeitsfeld zum gegebenen Temperaturverlauf
(Abbildung 6.3.12) wird in Modell A aus der Ndaherung hoherer Ordnung (NHO) nach Ab-
schnitt 6.1.1 bestimmt, in Modell B anhand des analytischen Standard-Einzonenmodells
(SEZ) nach Abschnitt 2.1.3 und in Modell C numerisch berechnet. Da ein konstanter Mas-
sefluss als Randbedingung vorgegeben ist, stellt sich auch im zeitabhidngigen, numerischen
Modell eine stationdre Stromung ein.

Die Modelle A, B und C wirken als stationare Stromungsfelder zur Berechnung des Trans-
ports eines im Scheibeninnenbereich kristallisierten Silikattracers (vgl. Abschnitt 6.2).

Stromungsfelder der analytischen Ndherung In Abbildung 6.3.14 ist das aus dem
NHO-Modell resultierende Profil der Machzahl M, = v, /¢ in der Meridionalebene (r, 6)
dargestellt. In den Zonen 1 und 5, in denen A > 1.2, ist die Stromung fiir alle z nach innen
gerichtet (vgl. Tabelle 6.3.5). In allen anderen Zonen ist die Stromung in der Scheiben-
mittelebene nach aullen gerichtet. Dieses Stromungsprofil wird in Modell A verwendet.

Abbildung 6.3.15 zeigt das Profil der Machzahl M, aus der SEZ-Ndherung. Die Stromung
ist in diesem Modell konstant in vertikaler Richtung und in der gesamten Scheibe nach
innen gerichtet. Dieses Stromungsprofil wird in Modell B verwendet und als Anfangs- und
Randbedingung zur numerischen Berechnung der Stromung in Modell C.

Numerische Berechnung des Stromungsfeldes Anfangs- und Randbedingungen zur
numerischen Bestimmung des Stromungsfeldes und der Dichtestruktur wurden aus dem
SEZ-Modell hergeleitet (Abbildung 6.3.15), mit Ausnahme des Drehimpulses, der in ho-
herer Ordnung entsprechend Gleichung (5.2.1) festgelegt wurde.

Randbedingungen wurden wie folgt festgelegt: Fiir den Radialimpuls gelten innen und
aulden inhomogene Dirichlet und oben (# = 80°) und in der Scheibenebene homogene
von Neumann Randbedingungen. Fiir die Vertikalgeschwindigkeit gelten oben und in der
Scheibenmittelebene homogene Dirichlet und innen und aufen homogene von Neumann
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Abbildung 6.3.18: Numerisch berechnetes Stromungsfeld eines Ausschnitts des Scheibenmodells, dargestellt
durch Impulsvektorpfeile. Eine Zirkulationszelle, die sich in Zone 4 von 5.3 bis 8.6 AE (vgl. Tabelle 6.3.5)
ausbildet, ist deutlich zu erkennen. Bei 0 ~ 80° werden aufgrund der kiinstlichen Randbedingungen die
vertikale Impulskompononente vermutlich unter- und die radiale Komponente {iberschéitzt. In der bei ca.
9 AE angrenzenden Zone 5 ist der Impuls in allen Héhen nach innen gerichtet.
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Abbildung 6.3.19: Numerisch berechnetes Stromungsfeld des Scheibenauf3enbereichs, dargestellt durch Im-
pulsvektorpfeile. Man beachte, dass die durchschnittlichen Impulsbetrdge knapp zwei Gréfenordnungen un-
ter denen in Abbildung 6.3.18 liegen. Auch in Zone 6 (ca. 20...35 AE) und Zone 7 (ca. 35...50 AE) sind
Zirkulationszellen auszumachen. Im Auflenbereich r 2 50 AE ist das Modell noch nicht vollstédndig relaxiert
und es treten dort leichte Schwingungen auf.
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Randbedingungen. Fiir den Druck und die Umlaufsgeschwindigkeit wurden in der Schei-
benebene homogene von Neumann, ansonsten Dirichlet Randbedingungen gewahlt.

6.3.4 Ergebnisse
Meridionale Stromungszellen

Die hydrodynamischen Gleichungen wurden mit dem modifizierten ZEUS-Verfahren im
mitrotierenden System bis zum Erreichen eines quasi-stationdren Zustandes gelost. Da-
bei wurde zu Beginn der Rechnung ein Ddmpfungsfaktor fiir den Meridionalimpuls von
fa = 10 gewdhlt (siehe Gleichungen 3.1.14 und 3.1.15). Abbildung 6.3.16 zeigt den nu-
merisch berechneten Verlauf der Machzahl M,. nach ca. t = 3700 a, der, abgesehen von den
Randbereichen iiber etwa 4 Gitterzellen, in guter Ubereinstimmung mit der analytischen
Losung (Abbildung 6.3.14) ist.

Anschliefend wurde der Dampfungsparameter auf f; = 1 heruntergesetzt. Abbil-
dung 6.3.17 zeigt den numerisch berechneten Verlauf der Machzahl M, zum Zeitpunkt
t = 5900 a nach Simulationsstart. Die numerischen Schwingungen im Stréomungsver-
lauf am Innenrand haben sich verstirkt. Im Inneren des Rechengebietes kann die analyti-
sche Losung grof3tenteils zufriedenstellend reproduziert werden. Auf3erhalb 50 AE ist die
Scheibe noch nicht vollstdndig relaxiert und die Schwingungen in der numerischen Losung
des Stromungsprofils fiihren zu Abweichungen vom NHO-Modell in der Grof3enordnung
von ~ 10%.
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Abbildung 6.3.20: Vergleich des Kristallisationsanteils C./Ctor mit und ohne diffusiven und advektiven
Transport. Durch die Transportphédnomene wird der enge Grenzbereich zum Radius r ~ 0.8 AE, innerhalb
dessen die Kristallisation von Silikaten moglich wird, stark geglattet.
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Abbildung 6.3.21: Verlauf des kristallinen Traceranteils nach ¢ = 10° a, berechnet aus den Modellen A -
C. Die Ergebnisse aus den drei Modellen unterscheiden sich nur unbedeutend voneinander. Der kristalline
Anteil des Forsterittracers betrdgt bei 10 AE und zu diesem Zeitpunkt in etwa Ct. /Cior &~ 2 - 1075,
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Abbildung 6.3.22: Verlauf des kristallinen Traceranteils nach ¢ = 10° a, berechnet aus den Modellen A
- C. Zu diesem Zeitpunkt betrigt der kristalline Anteil des Forsterittracers bei 10 AE in etwa C./Cior ~ 1-1072.
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Abbildung 6.3.23: Vergleich der Tracerkonzentrationen: ohne Transport und unter alleiniger Beriicksichti-
gung der Advektion aus den SEZ- und dem NHO-Modellen.
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Abbildung 6.3.24: Vergleich der Tracerkonzentrationen: ohne Transport, unter alleiniger Berticksichtigung
der Diffusion bzw. Advektion und unter gleichzeitiger Beriicksichtigung der Diffusion und Advektion.
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Abbildung 6.3.25: Radialgeschwindigkeiten aus dem stationdren Modell A und aus den zeitabhédngigen Mo-
dellen nach Wehrstedt & Gail (2002) zu den Zeiten ¢ = 10° a und ¢ = 10 a (Modelle WG02). Die Geschwin-
digkeitsprofile der zeitabhidngigen Modelle gehen mit r deutlich schneller gegen 0 und wechseln bei » 2 10 AE
sogar dass Vorzeichen, so dass in diesen Scheibenbereichen eine Netto-Auswartsdrift vorherrscht. (Die Daten-
files aus den Modellen WG02 wurden freundlicher Weise von Herrn Wehrstedt zur Verfiigung gestellt.)

In den Abbildungen 6.3.18 und 6.3.19 ist der Verlauf der numerisch berechneten Stro-
mung fiir ausgewdahlte Scheibenbereiche durch Impulsvektorpfeile dargestellt. In verein-
zelten Bereichen sind Zirkulationszellen zu erkennen, die durch die verschiedenen Tempe-
raturverlaufe der im letzten Abschnitt eingefiihrten Zonen Zustande kommen. Bei 6 <81°
stimmt der Radialimpulsverlauf eng mit der des NHO-Modells iiberein, so dass sich die
Stromung dort unabhéngig von den numerischen Randbedingungen bei § = 80° einstellt.
Da iiber einen weiten Scheibenbereich » ~ 9...20 AE (Zone 5) keine Auswartsdrift auf-
tritt, muss iiber diesen Abschnitt der auswartsgerichtete Tracertransport allein durch dif-
fusive Prozesse vonstatten gehen.

Tracertransport und Annealing bei nicht-konstantem Temperaturprofil

Abbildung 6.3.20 zeigt die Auswirkung des diffusiven sowie advektiven Transports auf die
Tracerverteilung. Aufgetragen ist das Verhéltnis der Flaichenkonzentrationen (Gleichung
6.2.37) kristallinen Forsterits C, zum Gesamtanteil Ci.;. Der scharfe Grenzbereich zum
Radius r ~ 0.8 AE, innerhalb dessen die Kristallisation von Silikaten stattfindet, wird
durch die Transportphdnomene stark geglattet.

Die Ergebnisse zur Kristallisation und zum Transport von Forsterit aus den Modellen A - C
sind in den Abbildungen 6.3.21 und 6.3.22 dargestellt. Die Unterschiede in den Modellen
sind vernachldssigbar. Da auch in den Modellen A und C die Stromung iiber weite Bereiche
einwértsgerichtet ist, bestimmt, wie auch im Modell B, die Diffusion den Auswértstrans-
port des Staubtracers.
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In den Abbildungen 6.3.23 und 6.3.24 sind noch einmal die Auswirkungen verschie-
dener Transportprozesse verdeutlicht. Der Unterschied zwischen dem SEZ- und dem
NHO-Modell wird nur im logarithmischen Mafstab ohne Diffusion erkennbar (Abbil-
dung 6.3.23). Ein geringer Anteil des Tracers wird mit dem NHO-Modell bis an den Innen-
rand von Zone 5 transportiert, in der kein Auswartstransport durch Advektion mehr mog-
lich ist. Dafiir macht sich die Einwartsdrift beider Modelle im Innenbereich der Scheibe
um so deutlicher bemerkbar. Bei ausschliel3licher Betrachtung der Advektion verschwin-
det im Bereich zwischen » ~ 0.7 AE und 0.8 AE der Anteil kristallinen Materials fast
vollstéandig, da dort offensichtlich die Zeitskala fiir den Transport kiirzer ist als die fiir die
Kristallisation eines Tracers.

In Abbildung 6.3.24 wird die Bedeutung des advektiven und diffusiven Transports verdeut-
licht. Der Anteil kristallinen Materials bei 10 AE nach 10° a fillt unter Beriicksichtigung
der Advektion, die der Diffusion entgegenwirkt, auf iiber eine Grollenordnung ab. Die
Nettoflussrate der Stromung ist daher von entscheidender Bedeutung fiir die zeitabhédngi-
ge Simulation von Durchmischungsprozessen. Eine Halbierung des Nettoflusses kann eine
Erhohung der Tracerkonzentration, beispielsweise bei 10 AE, um einen Faktor 6 bewirken.

Dieses Ergebnis zeigt eine mogliche Schwéche des hier behandelten semi-stationdren Mo-
dells auf. Die dem Transport zugrundegelegte Flussstruktur setzt eine iiber alle Scheiben-
bereiche konstante, nach innen gerichtete Massenakkretionsrate voraus, wahrend zeitab-
héngige 1D-Modelle eine nach aul3en gerichtete Netto-Akkretionsrate fiir die Scheibenau-
RBenbereiche bei 2 10 AE vorhersagen (Ruden & Lin 1986). Diese durch diffusiven Trans-
port bedingte Auswartsdrift ergibt sich auch in dem zeitabhéngigen Modell von Wehrstedt
& Gail (2002) und wird in den dort behandelten Durchmischungsprozessen mitbertiick-
sichtigt. Abbildung 6.3.25 zeigt die Geschwindigkeitsprofile der Modelle im Vergleich.
Aufgrund ihrer insgesamt geringeren Einwartsdrift erhalten Wehrstedt & Gail (2002) eine
erheblich effizientere diffusive Durchmischung des kristallinen Materials in der Scheibe in
Ubereinstimmung mit den kristallinen Silikatanteilen in Kometen und Meteoritenmaterial.

6.4 Diskussion der Ergebnisse

Meridionale Stromungen

Aus einer Naherung hoherer Ordnung und der Annahme eines hinreichend kleinen tur-
bulenten Diffusionsparameter o S 10~! wurde in Abschnitt 6.1 fiir eine isotherm geschich-
tete Scheibe Stromungsprofile (Gleichungen 6.1.18 und 6.1.35) ermittelt, die {iber weite
Scheibenbereiche hinweg eine Auswartsdrift in der Mittelebene vorweisen (NHO-Modell,
Abbildung 6.1.4).

Die Struktur meridionaler Strémungen ist abhéngig vom radialen Temperaturverlauf, ge-
geben durch einen Parameter A, so dass in Modellen mit nicht-konstantem A in verschie-
denen Scheibenbereichen unterschiedliche Flussstrukturen vorherrschen und grof3skalige
Zirkulationszellen entstehen konnen (Abbildungen 6.3.18 und 6.3.19).

Tracertransport in Scheiben

Um den Transport von Tracern in protostellaren Scheiben zu berechnen, wurde in den
bisher untersuchten Modellen (Gail 2001; Wehrstedt & Gail 2002; Bockelée-Morvan et al.
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2002) eine aus dem Standard-Einzonenmodell hergeleitete, in der Vertikalen gemittelte
Radialgeschwindigkeit zugrundegelegt (SEZ-Modell, Abbildung 6.1.5). In den Abschnitten
6.2 und 6.3 wurden die Auswirkungen der Stromungsprofile aus den unterschiedlichen
Modellen auf den Transport von Tracern untersucht.

Dazu wurden in Abschnitt 6.2 zunichst einmal Temperaturmodelle mit konstantem \ vor-
ausgesetzt. Eine Temperaturverteilung mit A = 1 entspricht beispielsweise einer zentralen
Temperaturverteilung bei Opazititen fiir vereiste Staubkorner, die in groen Bereichen der
Scheibe zu erwarten sind (Gail 2003). Wird fiir alle Radien eines Scheibenmodells eine
derartige Temperaturverteilung vorausgesetzt, so ergeben sich im Vergleich der SEZ- und
NHO-Modelle keine nennenswerten Unterschiede in der Durchmischung eines Tracers in
der Scheibe. Mit dem NHO-Modell ist bei der Modellierung der Tracerdurchmischung in
diesem Fall deswegen keine Verbesserung gegeniiber der SEZ-Nédherung zu erwarten.

Andererseits sind mit A = 0.62, welches einem Temperaturprofil zu Opazitdten bei rei-
nem Staub ohne Eiskruste entsprechen wiirde, die Ergebnisse aus den SEZ- und NHO-
Modellen deutlich voneinander verschieden. Demnach muss die meridionale Flussstruk-
tur in Modellrechnungen mitberiicksichtigt werden, bevor zuverlédssige Aussagen iiber die
Stoffdurchmischung in protostellaren Scheiben gemacht werden konnen.

In Abschnitt 6.3 wurde abschliefend die Kristallisation und der Transport eines Staubtra-
cers in einem Scheibenmodell berechnet, welches aus einer umfangreichen 1D-Simulation
mit Staubentwicklung und Strahlungstransport von Gail (2003) {ibernommen wurde. Die-
ses Modell wurde durch eine radiale Abhingigkeit des Parameters A gendhert. Obwohl
das numerische Modell und das NHO-Modell eine starke Auswartsdrift in weiten Teilen
der Scheibe vorweisen, unterscheiden sich die Ergebnisse aus diesem Modellen kaum von
denen aus dem SEZ-Modell. Der Bereich von ca. 10 bis 20 AE (Zone 5) weist einen steilen
Temperaturgradienten auf, weswegen sich dort keine Auswartsdrift ausbilden kann. Diese
Zone wirkt wie eine Mauer fiir den advektiven Transport, durch die der Tracer nur durch
Diffusion gelangen kann.

Die vergleichsweise geringe Effizienz der Durchmischung des Staubtracers kann auf eine,
im Vergleich mit voll-zeitabhidngigen Simulationen, zu hohe Netto-Einwartsdrift zurtick-
gefiihrt werden. Um realistischere Frgebnisse zum zeitabhadngigen Transport eines Tracers
zu erlangen, muss die zeitliche Entwicklung der Stromung, beispielsweise ohne weiteren
Massezustrom von auflen, zusammen mit der des Tracertransports berechnet werden.



Kapitel 7

Ausblick

In Abschnitt 6.3 wurde deutlich, dass fiir eine zeitabhdngige Simulation von Durchmi-
schungsprozessen in Akkretionsscheiben eine moglichst genaue Kenntnis des radialen und
zeitlichen Verlaufs der Nettoeinwértsdrift notwendig wird. Dies kann nur durch die zeit-
abhingige Behandlung der Scheibenstruktur erreicht werden, die gleichzeitig mit den sich
in ihr vollziehenden Transportphdnomenen durchgefiihrt werden muss. Die in dieser Ar-
beit implementierten Algorithmen sollten derartige Modellrechnungen in naher Zukunft
ermoglichen.

Obwohl es sich, wie schon von Regev & Gitelman (2002) bemerkt, bei meridionalen Stro-
mungen in Akkretionsscheiben um kein thermisches Phanomen handelt, wurde in den
Ergebnissen aus Kapitel 6 die enge Verkniipfung der Stromungsstruktur an die Viskositat
und damit an den radialen Temperaturverlauf in der Scheibe deutlich.

Dies macht die Wahl eines realistischen Modells fiir die Viskositdt um so bedeutsamer.
Da bis auf weiteres eine konsistente Modellierung der Viskositit nicht moglich sein wird,
muss auf Parametrisierungen zuriickgegriffen werden. Eine Untersuchung meridionaler
Stromungen in $-Scheiben (Duschl et al. 2000) wird deshalb angestrebt.

Wie in Abschnitt 6.2 und von Keller & Gail (2003) gezeigt wurde, kann die zweidimen-
sionale Stromungsstruktur zumindest in bestimmten Féllen einen malgeblichen Einfluss
auf Durchmischungsprozesse in protostellaren Scheiben haben. Da in diesen Arbeiten auf
die Behandlung des Strahlungstransports verzichtet wurde, koppeln die Tracergleichun-
gen nicht mit denen der Hydrodynamik in der Scheibe und die Probleme konnen getrennt
behandelt werden.

Allerdings hat die Durchmischung verschiedener Staubsorten einen erheblichen Einfluss
auf den Strahlungshaushalt der protostellaren Scheibe. Beispielsweise bewirkt der Trans-
port von Silikatkristallen aus den Scheibeninnenregionen in ihre Aufenbereiche eine Ver-
ringerung der Opazitét, weil kristallines Material schlechter absorbiert als amorphes, und
damit ein Absenken der Temperatur in den durchmischten Zonen (Gail 2001). Somit steu-
ern Durchmischungsprozesse die Temperaturverteilung und damit auch den Stromungs-
verlauf. Diese Kopplung muss beriicksichtigt und deshalb der Strahlungstransport in den
Scheibenmodellen in Zukunft mitberiicksichtigt werden. Dabei miissen Produktion, Zer-
storung und Durchmischung der Staubtracer untersucht werden, die einen maf3geblichen
Einfluss auf die Opazititen in der Scheibe, und damit auf ihre Struktur und den in ihr
stattfindenden Materietransport haben. Zur effizienten Berechnung zeitabhéngiger Schei-
benmodelle iiber lange Zeitraume und weite Scheibenbereiche kann die Erweiterung des
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Druckkorrekturverfahrens um die entsprechenden Gleichungen eine wichtige Bedeutung
erlangen.



Anhang A

Formeln

A.1 Normierung der Gleichungen

Zur Minimierung von Rundungsfehlern bei der numerischen Behandlung der hydrodyna-
mischen Grundgleichungen wird eine fundamentale Variable ¢ mit einem Faktor ¢y nor-
miert, so dass die Gleichungen fiir die Variablen in ihrer normierten Form § = ¢/qo be-
handelt werden, wobei ¢y so gewahlt wird, dass ¢ in etwa in der Grof3enordnung von 1
liegt.

Die fundamentalen Normierungsfaktoren sind gegeben durch die Zeiteinheit ¢(, der Lan-
genskala [y, der repréasentativen Flussgeschwindigkeit vy, Umlaufgeschwindigkeit wq, und
Schallgeschwindikeit ¢y sowie der typischen Dichte pg. Der Wert dieser konstanten Fakto-
ren ist durch die Problemstellung vorgegeben. Damit ergibt sich fiir die normierten Gréen
und i = (1,2)

’I_} .

- 9
Vo wo €o o

Mit der «o-Viskositit (2.1.38) ergibt sich die Normierung v = V—”O mit vy = lyco und es gelten

die Definitionen
Strouhal-Zahl: Sr = %t

lo

Machzahl: M= Z—g , (A.1.2)
Reynoldszahl: Re = % = 2—8 =M

Zur besseren Lesbarkeit werden im Folgenden fiir die normierten Gré3en die Dacher fallen
gelassen und es ergibt sich in der normierten Schreibweise fiir die Kontinuitatsgleichung
(2.1.1)

Op + Srdiv(pu) =0. (A.1.3)

In Zylinderkoordinaten ergibt sich aus den Gleichungen (2.1.23) bis (2.1.27) fiir die nor-
mierten Impulsgleichungen

t
Opv, + Srdiv (pv,u) = —l(z]—zop(?z@ — % 0, P+ %diVTz , (A.1.4)
P di W} P iiok 1 Sr 5 Sr di Toop
t PV + Srdiv (p”Ur’U/) = %SI‘T_?’ (2 + ) — W TP+ M( T, — T) (A].S)
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und g
dipl + Srdiv (plu) + St pu - grad k = Mrdiv (rry) - (A.1.6)

Aus den Gleichungen (2.1.29) bis (2.1.32) ergibt sich in Kugelkoordinaten fiir die nor-
mierten Impulsgleichungen

dupon + Srdiv (o) = 502 (g2 + 28 Ly 1)
Uy r V) = Sr— ———
tP P 3 \9 vg sin’ 0

(A.1.7)

5 8P+S (leTr—l——)

2
Opg + Srdiv (pgu) = w—gSrpcot Q’U; 5t aep + — or (le (r7g) — cot O7pg) (A.1.8)
Yo
und

1
Opl + Srdiv (plu) + Sr( pupQr + pgQlk cos b)) = %div (rsinfry) . (A.1.9)

Die Druckkorrekturgleichung (3.1.9) wird in ihrer normierten Form

MY? 1 MY? 1
ASP — ——— P= (=) ———(P"—P"
<SI‘> 5t2919262 <Sr> 5t2919262( )

M21 g
o T 1
R G Bl vy

(A.1.10)

V- (pv)"

gelost.

A.2 Die vollstandigen Navier-Stokes Gleichungen

Die in Abschnitt 2.1.1 vorgestellten und in krummlinigen Koordinaten formulierten
Navier-Stokes Gleichungen sind hier vollstédndig in ihrer nicht normierten Form aufge-
fiihrt.

A.2.1 Axialsymmetrische Zylinderkoordinaten

Die vollstdndigen Navier-Stokes Gleichungen der Form (2.1.23), (2.1.25) und (2.1.26)
werden in axialsymmetrischen Zylinderkoordinaten aufgefiihrt. Hierbei sind die funda-
mentalen Gréf3en die Komponenten des kovarianten Impulsvektors

P1=pv =Dz,

P2 = pur = pr (A.2.11)

p3 = pvgr = ph = H .
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Die Gleichung fiir den Vertikalimpuls p, lautet dann

Oip- + az(pzvz) + %ar(rpzvr) + pZQ%( +0.P +

+38z(,u'ar(7avr)) - %87“ (Mrazvr) _gaz(uazvz) _%ar(ﬂraruz) =0

3r (A.2.12)

=fZ =:MZ%p. =:M¢#p.

Die Operatoren, die aufgrund der Viskositat auf den Vertikalimpuls wirken, lauten

Mrz = _1(/“087“2 + (arlﬂ") : 87“) (A'2'14)
r
und die gemischten Terme
2 1
[hse = +§8Z(,u6r(rvr)) — ;&(,ur(?zvr) . (A.2.15)

Die Gleichung fiir den Radialimpuls p, lautet mit w = Q — Qg

atpr + az(prvz) + %ar(rprvr) - PT‘W(2QK + w) +0,P —

2 21
_az(,u'arvz) + g&»(/ﬂ“azvz) - gazvz +
—fr (A.2.16)

0. (udovy) 20 — 20,0, (r0) =0
r 3 r

/

~
=:MZTpy, =:M"py,

Die viskosen Operatoren und gemischten Terme sind

MIp = —(ud.” + (Dzp1) - 02) (A2.17)
MEp = (40, + (@) + 2)0,) + == ((0rp) + L) (A.2.18)
rP = 3 HOr r 7o 3 T r 0 L
P 1 L _ K
vise = —50=(10v;) + 3T8r(urazvz) 3T83Uz . (A.2.19)

Und die Gleichung fiir den Drehimpuls H lautet

1 1
OH + 0.(Hv,) + %ar(TH’UT) - §6z(pazh) —2—& (,urg(?r%> =0 (A.2.20)
r g r
=MZH =M H
mit
M¢p=—1p0.* — $(0.p) - 0. (A.2.21)
und

Mo = ~Luo? + (&~ Lo o, + ) (A2.22)
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A.2.2 Axialsymmetrische Kugelkoordinaten

Die vollstdndigen Navier-Stokes Gleichungen der Form (2.1.29) - (2.1.31) werden in axial-
symmetrischen Kugelkoordinaten aufgefiihrt. Hierbei sind die fundamentalen Grof3en die
Komponenten des kovarianten Impulsvektors

P1 = pUr =Pr,
p2=pogr =pg =G, (A.2.23)
p3 = pugrsind = ph = H .

Die Gleichung fiir den Radialimpuls p, lautet dann

2
Og(sin Op,vg) — pv% — prw(2Qx +w) + 0, P +

1 ) 1
atpr + ﬁar (T prvr) + rsin@

2 . 2u 1 . Vg
+m& (urdy (sinbvp)) + 3,2 (Opvg + v cot B) — m@g (,u sin 60, . >

::fgisc

4 34 Ur 4 Uy 1 . B
_Wa’" (/H“ 8r7> — g,u&T ~rnd Singa@ (sinf0pv,) =0
=:M'pr =:Mgpr
(A.2.24)
und es gilt
T é 2 H &4; 1
Myp = =5 (10" + ((Orp) +2) - 0r = (= = +2:3)) (A.2.25)
ro 1 9 (Opusin®)
Mgp = ——5(udy” + == ) (A.2.26)
und
r = L(a 70y sin Ovy + 10 sin v )——1 0, < sin 80 %) (A.2.27)
Uisc_?)?”zsine r T 0g 6 HOg 0 sin 0 0\ 1 rr . N

Die Gleichung fiir den poloidalen Impuls lautet in kovarianter Form

1 2 1 : 9
oG + ﬁa’" (r*Guy) + 7nsinaag(smGGvg) — cot Qvy + 0p P
1 19 9 4 . 2 )
_T—Qﬁr (MT 87«71—2)1—737“2 sinﬂae (usin00pg) — ﬁ(’u — cot @0 — 2y cot 9)% _
=MIG 221;236'
2ucot Or | v, 2r ) vy 1
- O 5in 00, — | — =0, L) =
3 0 7 +3sin969 <,usm 2 r) 7‘8 (prgur) 0

—.f0
_'f'uisc

(A.2.28)
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mit
2
pr - _M&"Q - (arlu')ar + ;((87" ) + g) ) (A-2-29)
2
Mfp = —ﬁ(Z,u@gQ + 2((Dppt) + 2 cot 0)dg + (1 — cot BDpu — 2 cot?h)) (A.2.30)
2ucotOr | v 2r v 1
0 H r . T
o Zheottry U oy 2 . A.2.31
T Ot a0y (u sin 00, - ) ~0, (urdy,) (A.2.31)
Die Drehimpulsgleichung lautet
1 9 1 .
O H + ﬁ(?r (7“ Hvr) + rsin&ag(sm OHwy)
1 . h 1 h (A.2.32)
— 0, 300 ——0y 10,= ) =
rsing * <,u o Grsin20> 2 (MT r2>
::]\\/IrgﬁH ::]\W}H
mit 1 2(Dppa cos )
¢, _Hg2 = P “\Gopcosv)
Myp = 2 Oy g 8in 0(0p Sine)ae + 2o d (A.2.33)
und )
M?p = —pd,? — (8,1)0, + =5 (Orpur) - (A.2.34)

A.3 Fehlerfunktion ¢ (x)

Die Fehlerfunktion ®(z) ist definiert durch das Integral {iber die Normalverteilung

B(2) = %/0 et dt

Fiir kleine = < 1 kann sie durch die Reihenentwicklung

1 1 1
O(r) = —= <:U — -+ —a® - —aT + . ) (A.3.35)

2
I Y GUNCT S S .
O(x)=1 Nz <x 5% + e ) . (A.3.36)
Damit ergibt sich
®0)=0, lim ®(x)=1. (A.3.37)

r—00

Uber den gesamten Bereich (0 < # < 0o, H = const.) kann die Fehlerfunktion ¢ < \/gH)

durch die rationale Funktion
o(—— :1—(a1t+a2t2+a3t3)e_% +e, t= o
V2H ’ l+pg

p=0.33267, a1 =0.3480242, a9 = —0.0958798 , a3z = 0.7478556 (A.3.38)
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zu einer Genauigkeit von |e| < 2.5 - 10" genédhert werden (z.B. Abramowitz & Stegun
1964). Mit der Definition der Fehlerfunktion konnen die Integrale

/e—%dz - H\/§<I> (ﬁ) , (A.3.39)

2 2
2 _2_2 o 3 i VA 2 _2_2
z¢e 202dz = H° /=D — H*ze 2H A.3.40
/ \[2 <\/§H> ( )
und
/24 e Ty — 3H5\/E<I> <L> C(BHY: + H2P) e T (A.3.41)
5 H .3.

dargestellt und ndherungsweise berechnet werden.



Anhang B

Kurze Code-Dokumentation
(englisch)

This chapter will give a brief introduction to the hydrodynamics code at hand. The code
utilizes a finite volume discretization scheme on a 2D-tensor-product grid in cartesian,
cylindrical and spherical coordinates, leaving the choice of an appropriate time-integration
scheme up to the user. Time-integration schemes currently implemented are a modified
version of the pressure correction scheme presented by Bijl & Wesseling (1998) and a
modified version of the operator splitting scheme introduced by Stone & Norman (1992)
as described in chapter 3 of this thesis.

The documentation uses FORTRAN 90/95 features and syntax. An introduction to
FORTRAN 90/95 is given e.g. by Metcalf & Reid (1996).

B.1 Data structure

B.1.1 Setting up the grid

Grid dimensions An illustration of a tensor-product grid as implemented in the code is
given in Figure B.1.1. The syntax used in this figure will become clear during the course of
this chapter. The active zone, where the discretized equations are being solved, comprises
nyxne grid cells. It is confined by four boundaries b1 to b4, where boundary conditions can
be defined. The complete grid may have an additional number of ghost-cells (see Stone
& Norman 1992) beyond each boundary, which may also be used to define boundary
conditions, i.e. g11 cells on the left side of b1, gi5 cells on the right side of b2, go; cells
below b3 and g95 cells above b4. We therefore define the numbers of grid cells in each
direction of the 2D-grid including ghost-cells as ng1 := 11+ g11 + g12 and ngs := na + go1 +

g22.

Four grid positions Allowing for a finite volume discretization scheme, we discern bet-
ween four grid positions or simply “grids”: The cell centres (cc), where variables of a scalar
nature, like the density den are defined, the surfaces facing in the z'-direction (s1), where
for example the x!-velocity component v1 is set, the surfaces facing in the x-direction
(s2), where the 2%-velocity component v2 is defined and finally the cell knots (kn). In the
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gi1— | n1_init | b—g12—]
g_kn%ng2, g_s2%ng2 D> X X ‘
g_s1%ng2, g_cc%ng2 Jooeee@eeeed [fraaeayoanacf] T
X + X ghost-cells X = X %
[ | | | 1
o o
g_kn%n02, g_s2%n02 X 3¢ —X X
g_s1%n02, g_cc%n02 B A 0 LT
g_s1%na2, g_cc%na2 i ! © b0
g_kn%na2, g_s2%na2 X : : = XX
| i
; i
i i
: I
] i
i X = X |
| g_kn(ij+1) g_s2(ij+1) g_kn(i+1j+1) ;
1 3
i ° A o E
K '3 g_co(i-1j) 9.s1()  gcoij)  g_si(i+1)) 8 E 3
X2 & b1|is - X - X Sl 3 N
8 '3 _s2(i-1j)  g_kn(i,j) _s2(ij)  g_kn(i+1.]) N 3 =
’ 8 ° | ° 3i &
i g_cc(i-1,-1) 9_s1(ij-1)  g_cc(ij-1) ]
; i
| i
; i
i i
i I
i i
: I
g_kn%ia2, g_s2%ia2 ... 5 ... — x: e D o : i X
g_s1%ia2, g_cc%ia2 | : N . p E
g_s1%i02, g_cc%i02 Gandjorn@ )¢ | active zone | i gt |
g_kn%i02, g_s2%i02 XX — — 03 X
I o i o i T
X = X ghost-cells X + X Q
9_S1%ig2, g_CCUIGR: -5 rvberrrrrrririnins S S ————— TS SO J_
g_kn%ig2, g_s2%ig2:- - DS X X X
= =
«a «a Q@ eaa @« « QQa « Q@ «
‘fll IO ‘fll I(‘) IO IUJ ‘(ﬂ ‘O IO ‘m ‘O Ifll
= O = O O - - QO - [e] -
xR X SRR B S
q g g 3z g 3 83 3 @ 3
[ eeee e eep e e
o o lo 'x
& @ S 33 o S 35 35 S 5
= = = === 5 Re=2 R e a

Figure B.1.1: Computational domain. Definitions of type (GRD) indices and boundaries b1 - b4. The diction
g _cc(i, j) stands for all array components of the type (GRD) structure variable g_cc defined on the cell center

with indices i, j.

following we refer to the set of all cell centres as the “cc-grid” or simply cc and accordingly
s1, s2 and kn. The four grids are of different dimensions: the cc-grid has the dimension
ng1 X Ngo, the s1-grid (ng; + 1) x ng9, the s2-grid ng; x (ng2 + 1) and the kn-grid has the
dimension (ng1 + 1) x (ng2 + 1).

Indices Indices start with 1 in the FORTRAN convention if no ghost-cells are used, ne-
vertheless, for generality, we define two variables for the first indices, namely ip; and .
The last indices are then given by ng; and ngs. If the number of ghost-cells left of the
bl-boundary g¢;; is greater than zero, indices along «' start with ig1 = 101 — g11 < 1. Also
we define ng1 = no1 + g12, ig2 = o2 — g21 and ng = np2 + goo. Along 2! the first index
of the active zone is called i,;. For the cc-grid i,; is identical to ip; and we thus write
io§ = ig;. Since the s1-grid starts at the boundary b1, which by definition is not part of the
active zone, 1311 = z’f)ll + 1. The last index in the active zone is given by n,;, which again is
identical to ng; for the cc-grid, nS; = n§S, whereas for the s1-grid n5! = n§} — 1. All other
indices on the remaining grids and in direction 2 are defined analogously.

Coordinate Systems Following table gives an overview on the implementation of the
coordinate systems and their coordinates.
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coordinates cartesian cylindrical spherical

1’1 X z r

22 Y r 0 <6 <180°

B.1.2 Type definitions

Most operations used in the code are carried out using defined types. In this documenta-
tion these types are refered to by the word type followed by their bracketed keywords:
e.g. type (VAR) refers to types used for physical or geometrical data, like the density or
cell-volumes. The components of a defined type are refered to in the FORTRAN 90 syntax
using the %-symbol. Therefore the component z of a defined type variable q is refered to
as q’z.

Table B.1.1 gives an overview of some of the most important types and their components
used in the software, which will be explained in more detail in the following:

Physical variables All discretized physical or geometrical variables used in a computa-
tion are type (VAR) structures. The value of a discretized variable, such as the density, is
stored in an allocatable array component z. The array component must be of the same
dimension as the grid it is defined on and has to be allocated accordingly. All type (VAR)
structure variables are given identities or names, which are stored in the character compo-
nent id. This can be usefull in debugging sessions. The logical component free is needed
for the allocation and deallocation of temporary variables and will be explained in sec-
tion B.2. The remaining components are structures themselves and are explained in the
following.

The working precission of floating point real numbers (FP) is ensured by specifying a
kind parameter value FP at the beginning of each run. For example a variable a de-
clared by REAL(FP) :: a is of the same precission as the literal constants 1.7_FP or
1.324432e-2_FP.

Boundary information A type(BND) structure variable is only used as a component of
a type (VAR) parent structure. It comprises information on one of the boundaries b1 - b4
it is defined on. The allocatable array z stores values of inhomogenous Dirichlet boundary
conditions. Inhomogenous von Neumann boundary conditions are possible in principle
but are currently not implemented.

The shape of the component z varies depending on the grid-position the type (VAR) parent
structure is defined on. If the parent is defined on cc, the boundary component values are
defined on s1 along b1 and b2 and on s2 along b3 and b4, whereas boundary component
values of a type(VAR) parent set on sl are defined on sl along bl and b2 and on the
cell-knots along b3 and b4 and if the parent is defined on s2, the boundary component
values are defined on kn along b1 and b2 and on s2 along b3 and b4.

The integer-component b = 1, ..., 4 identifies the boundary on which the parent structure
is defined. The type of boundary condition is given in the component o, where an optional
amount of boundary conditions can be defined. Currently implemented are 0=0 for Dirich-
let, o=1 for von Neumann boundary conditions and o=2 if ghost-cells are being used. The
component g will be explained below.
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Table B.1.1: Some of the most important defined types and their components. Only an incomplete sample
of the components of the type (GRD) structure is presented. In the table following abbreviations have been
used: bd. = boundary, g.c. = ghost cell, a.z. = active zone.

type components comments

type (VAR) real(FP), dimension(:,:), pointer :: z  value array
character(len=id_len) :: id variable identifier
logical :: free status flag for deallocation
type (BND) :: bl b1l bd. information
type (BND) :: b2 b2 bd. information
type (BND) :: b3 b3 bd. information
type (BND) :: b4 b4 bd. information
type (GRD), pointer :: g points on relative ’home’ grid
type (GRD), pointer :: g_kn relative ’knot’ grid
type (GRD), pointer :: g_si relative surface grid facing z*
type (GRD), pointer :: g_s2 relative surface grid facing z*

type (BND) real(FP), dimension(:), pointer :: z boundary value array
integer :: b identifier of bd. (1 to 4)
integer :: o options: 0 = Dirichlet,

1 = von Neumann, 2 = ghost-cells

type (GRD), pointer :: g ’home’ grid

type (TDM) type (VAR) :: 1 lower diagonal band
type (VAR) :: d diagonal band
type (VAR) :: u upper diagonal band
integer :: dir "direction" dir = 1 or 2
character(len=id_len) :: id identity
logical :: free status flag for deallocation
type (GRD), pointer :: g associated grid

type (FPM) type (VAR) :: dl left block diagonal band
type (VAR) :: 1 lower diagonal band
type (VAR) :: d diagonal band
type (VAR) :: u upper diagonal band
type (VAR) :: du right block diagonal band
character(len=id_len) :: id identity
logical :: free status flag for deallocation
type (GRD), pointer :: g associated grid

type (GRD) integer :: iO1 first index in ' incl. bd. (io1)
integer :: i02 first index in 22 incl. bd. (ig2)
integer :: nO1 last index in z! incl. bd. (no1)
integer :: n02 last index in z2 incl. bd. (no2)
integer :: igl first index in =" incl. g.c. (ig1)
integer :: ig2 first index in #? incl. g.c. (i42)
integer :: ngl last index in z* incl. g.c. (n41)
integer :: ng2 last index in z? incl. g.c. (ny2)
integer :: ial first index of a.z. in z' (ia1)
integer :: ia2 first index of a.z. in 22 (iq2)
integer :: nal last index of a.z. in z' (na1)
integer :: na2 last index of a.z. in 2 (n42)
integer :: glil # g.c.at gl (g11)
integer :: gl2 # g.c.in g12 (g12)
integer :: g21 # g.c. at g21 (g21)
integer :: g22 # g.c. in g22 (g22)
type (VAR), pointer :: x1 x'-coordinate
type (VAR), pointer :: x2 x?-coordinate
type (VAR), pointer :: dxl St
type (VAR), pointer :: v volume
type (VAR), pointer :: sinth sin 0 (target only allocated

in spherical coord. system.)

type (TDM), pointer :: D1 Jacobian of 1. derivative in x

1
type (TDM), pointer :: D2 Jacobian of 1. derivative in 2>
type (TDM), pointer :: DD1 Jacobian of 2. derivative in '
type (TDM), pointer :: DD2 Jacobian of 2. derivative in 2>
character(len=4) :: id identifier: “g_cc”, “g_s1”, “g_s2”

or “g_kn”
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Memory allocation and pointer association of boundary components (p%bl - b4) is on-
ly done for non-temporary type (VAR) (i.e. plifree = .false.) and type(TDM) structu-
res. See the section on tridiagonal matrices for the definition of boundary components of
type (TDM) matrix bands.

Tridiagonal matrices Tridiagonal matrices (TDM) are implemented using structures
of type(TDM). The three matrix bands are stored in three structure components of
type (VAR), where the component d stands for the diagonal band, 1 stands for the band
below the diagonal band and u for the band above the diagonal.

TDM are generally associated with operators that are defined in a certain direction. For
example the operator 0,1 can be associated with a matrix, say D1_cc on the cc-grid, which
acts upon an operand as a partial derivative along ='. This direction of a type (TDM) struc-
ture variable is defined by its integer component dir, which has either the value 1 or 2.

Preset matrices using finite difference discretization schemes are implemented such as the
Jacobians of partial derivatives and dimensionally split Laplace operator. The type (BND)
components of the type (VAR) matrix bands store boundary conditions. Since for TDM only
two boundaries have to be defined, the four type (BND) components can store two different
type of boundary conditions (Dirichlet and von Neumann). They have to be copied into
the matrix bands by a subroutine before an operation with a type (VAR) operand is carried
out unless ghost-cells are being used (see Section B.2.1). If ghost-cells define the boundary
conditions, the matrix elements along the boundaries do not differ in principle from the
remaining elements. Since the boundary component values for type (TDM) contain matrix
entries they are defined on the same grid as the value arrays of the matrix.

Using overloaded operators, preset matrices can be combined to define more complex
finite difference matrices (see Section B.2.2).

Five-point matrices Five-point matrices (FPM) are implemented using structures of
type (FPM). The five matrix bands are stored in five components of type(VAR), where
the component d stands for the diagonal band, d1 and 1 stand for the two bands below
the diagonal band and du and u for the two bands above the diagonal. The boundary
components of the bands are not allocated. Boundary conditions have to be set in the
band elements. A type (FPM) matrix is usually defined by a combination of two type (TDM)
structures the boundary elements of which have been fixed in advance according to the
needed boundary conditions (see Section B.2.1).

Grid information After the grid has been set up successfully, four elements of the struc-
ture type (GRD), namely g_cc, g_s1, g_s2and g_kn, are initiated. These structure varia-
bles contain information on each of the four grids. The postfixes of the variable names are
self-explanatory. The meaning of the integer components listed in Table B.1.1, specifying
the indices, have been described in the previous section. The values of these are assigned

accordingly, e.g. g_cc%ial has the value of iS, g_s1%ial has the value of i} and so forth.

During grid set-up, various type (VAR) and type (TDM) variables associated with data that
remains constant on a constant grid, i.e. geometrical data or finite difference matrices,
are initiated. These structure variables have to be defined separately for each grid. For
example v_cc is a type(VAR) structure variable associated with the control volume of
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cc-grid cells and D1_s1 is a type(TDM) matrix acting as a first derivative on type(VAR)
variables defined on s1.

The type(GRD) structure components point on variables according to the grid the
type (GRD) parent structure is associated with. For example g_cc%v points on v_cc,
g_s1%D1 points on D1_s1 and so on. Table B.1.1 gives an incomplete list of these com-
ponents.

On the other hand, the component g of type (VAR) structures points on the type (GRD)
structure variable that is associated with the same grid as the type(VAR) parent varia-
ble, e.g. the component g of the density variable den defined on the cc-grid points on
g_cc, which is associated with its “home”-grid. Likewise for example den’g_s1 points on
g_s1. The component g of the velocity variable in z'-direction v1 points on g_s1, whereas
v1%g_s1 points on g_cc, vijg_s2 points on g_kn and so on. Like this, grid data at the
position of a variable can be accessed and used in operations without a knowledge of
where the parent is defined. For example the expression qJg%v is equivalent to v_cc, if q
is defined on cc, and equivalent to v_s1, if q is defined on s1.

The type (GRD) structure is of the size 1, so the symbol g cc(i,j) in Figure B.1.1 refers to
the vector-shape of its subcomponents, e.g. g_cclhvz(i,j).

Figure B.1.2 illustrates the association of pointer components with variables linked to cell-
surfaces. The somewhat counterintuitive association of g_s2%s1 => s2_s2, s2_s2 repre-
senting the surface defined on s2 and facing in 22, is usefull for the implementation of
Upwind-schemes.

B.2 Operators, functions and assignments

B.2.1 Interface assignments

”

The assignment symbol “=” can be defined by assignment interface procedures. This
FORTRAN 90 feature calls up subroutines as implemented in the code according to the
type of the left and right hand side variables, e.g. in the case of type (VAR) operands by
the source-code subroutine assign_VAR_VAR or of type(TDM) operands by subroutine
assign_TDM_TDM. Therefore, the assignment

M =N
is equivalent to
call subroutine assign_TDM_TDM(M, N) ,
and
pP=4q
is equivalent to
call subroutine assign_VAR_VAR(p, q) .

These subroutines assign all array component elements of a variable on the r.h.s. of an
equation to all array component elements of a variable on the Lh.s..
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x2

g_s1%s1 => s1_s1 g_cc%s1 => sl1_cc
cell- cell-
surface centre
in x1
g_s1%s2 => s2_s1 ._g_cc%52 => s2_cc
s2_s1%z empty
1 .
i 9_kn%s1 => s1_kn | g_s2%s2 => s1_s2
[ cell- " s1_s2%z empty
cell- ! surface -
knot ! in x2
|
! g_kn%s2 => s2_kn . g_s2%s1 => s2_s2
1 .
i
i
I
i

x1
Figure B.1.2: Association of surface components. The type(VAR) variable name refers to the direction a
surface is facing, e.g. s1_cc faces in the x'-direction. Postfixes refer to the grid-position of a variable, e.g.
s1_cc is positioned in the cell-centre, s1_s1 is positioned on the surface of a cell-centered control volume.
The type (GRD) surface component targets s1_s2 and s2_s1 are not allocated.

Assignment of boundaries

Note that generally p%z(i01, :), where p is a type (VAR) structure variable defined on s1, is
not equal to p%b1%z(:), although both arrays are of the same size and defined at the same
position in the grid. However, the arrays can be equalized by either of the assignments

p = pibl,

by which all ghost «cells and array values along the boundary bl
phz(g_s1%igl:g_s1%i01,:) are set equal to the boundary array components p%b1%z(:)
or

pibl = p,

where the boundary array components p%b1%z(:) are set equal to plz(g_s1%101,:).
The assignment of an integer to a boundary component defines an option, e.g.

psbl = 1

corresponds to p’%bl%o = 1, whereas the assignment of a FP value, type(VAR) or
type (BND) defines the one-dimensional boundary array component, e.g.

p%bl = 1._FP

corresponds to p%bl%z = 1._FP.
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Boundary matrix elements The boundary elements of predefined type (TDM) matrix
variables initially comply with boundary conditions defined by ghost-cells. Let D1_cc
be the preset Jacobian of a finite difference derivative along z!, then the function call
bound(D1_cc, ol, o2) returns a similar type (TDM) matrix, the boundary conditions of
which are defined by the integer numbers o1 and 02. This new matrix can be copied into
a type (TDM) variable, e.g. M1_cc, by writing

M1_cc = bound(D1_cc, ol, 02).

Now, M1_cc is the Jacobian of a finite difference derivative along =' complying with boun-
dary conditions defined by o1 and 02. Options are O for Dirichlet, 1 for von Neumann and
2 for ghost-cells.

Defining operators Matrix-vector operations can only be done using type (FPM) matrix
variables. Two type (TDM) variables M1 and M2, with M1%dir = 1 and M2%dir = 2 and well-
defined boundary elements can be assigned to a type (FPM) variable A by writing

A= (/M1, M2/),

An operation A.dot .q will then be equivalent to the mathematical expression Aqg = Mg+
Msq (please, also see Section B.2.2).

B.2.2 Overloaded operators and interface procedures

The data stored in the array component of structure and real variables can be mani-
pulated using interface procedures and overloaded operators. For example the operator
“+” may either be used to add each element of the array components of two type (VAR)
variables p and q or of each band of two type(TDM) variables M and N. Each of the
tasks can be defined in separate functions, e.g. the source-code functions by the names
of type(VAR) function add_VAR_VAR and type(GRD) function add_TDM_TDM, that are
both called up by the overloaded operator “+” (cf. Figure B.2.3).

So the operation
M=M+N

is equivalent to

M = add_TDM_TDM(M, N) ,
whereas
pP=p+tq
is equivalent to
p = add_VAR_VAR(p, q) .

A large selection of overloaded operators and interface procedures and assignments are
implemented in the code, which simplifies implementing algorithms on an abstract le-
vel, without the usage of indices. At the same time, the compatibility of the operands is
checked prior to the operation implemented in the respective procedure to avoid uncon-
troled program abortion due to flawed memory access.
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! Module header

interface operator (+)
module procedure add_VAR_VAR
module procedure add_TDM_TDM

end interface

contains
! Module functions

type (VAR) function add_VAR_VAR(p, q)

! Overloaded Binary Operator "+"
! PURPOSE: Summation of two type(VAR) operands.
type (VAR), intent(in) :: p, q

! allocation of result on grid given by plg
call alloc (add_VAR_VAR, [..], pkg, free=.true.)
! operation

add_VAR_VARYz = phz + qlz

! deallocation of temporary storage

if (plfree) call destroy (p, [...1)

if (qlfree) call destroy (q, [...]1)

end function add_VAR_VAR

Figure B.2.3: Example of a simple interface procedure in module variable defining the addition of two
type (VAR) operands. The referenced interface procedures alloc and destroy allocate and deallocate tem-
porary storage.

Combining operations Operators and different kind of operands can be combined in a
complex manner. For example the mathematical expression
p+ Agq
r =
p

could be implemented, writing
r=(p+ A.dot.q) / p,

where r, p and ¢ are physical variables and A is an operator and r, p and q are type (VAR)
variables and A is a type (FPM) matrix structure.

Preset matrices can be combined to define more complex operators. For example the vis-
cous operator in Equation (A.2.13)

z

1
M? = —4(ud.? + (0.10) 0:)-

can be implemented by writing

Mi_s1 = - 4._FP/3._FP * (mu_s1*DD1_s1 + dx1(mu)*D1_s1)*(1._FP/mnl1(den)) .
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Boundary condition of a matrix-vector product The four boundary conditions of an
operation of the kind
p = A.dot.q

are given by the components o of the boundary components of the operand, i.e. q%b1%o,
qsb2%o, q%b3%o and q%b4d’o. They have to comply with the matrix elements of A located
at the grid boundaries (see Section B.2.1). In case of Dirichlet boundary conditions, 0=0,
the boundary values of the operand are given by the arrays q%b1%z, q%b2%z, q%b3%zand
q%b4’z, if ghost-cells are being used, o=2, boundary values are given by q%z.

Allocation and deletion of temporary variables A function, for example of the kind
type (VAR) function add_VAR_VAR, requires the allocation of memory storage for the
function result, which has to be liberated at some stage after its transfer. The logical com-
ponent free of variables allocated as function results is therefore set to .true., whereas
for global variables free = .false.. Like this, at the end of each operation or assignment,
temporary operands can be identified and killed, which avoids memory leackage and the
accidental deletion of global variables. A simple example of this is given in Figure B.2.3.
In many cases it is more efficient to use array components in an operation, e.g.
rhhz = phz + qhz, instead of the parent structures themselves, asinr = p + g, since this
circumvents manual allocation and deallocation of temporary storage. A lot of times a
combination of both is favourable, since operations between arrays and structures, e.g.
r}z = r + phz, are also possible.

B.3 Modules

The following gives a short description of the modules implemented in the code, which
are also given in Figure 4.2.2. In this figure the modules are divided into groups I and II.
In the modules in group I, the grid and data types are being taken care of, whereas in the
modules in group II this data structure is used for an implementation of time-integration
schemes and physical equations on a higher level of abstraction.

B.3.1 Modules in group I

floatprec Sets working precision and specifies kind parameter values.
Defines and assigns simple floating point (FP) parameters.
Contains simple real (FP) function(s).

parameter Defines grid parameters.
Reads data files file.dat and var.dat.

types Specifies main structure types and their components (cf. Table B.1.1).

check Contains functions designed to check conformity and association status of derived

types.
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liberate Contains functions designed to destroy temporary arrays.

assign Contains all interface assignments to allow assignments of values between diffe-
rent type variables.

allocate Contains routines allocating memory storage for array components.

variable Contains routines and operators resulting in type (VAR).

The dot-product “.dot.” between two vectors of type (VAR) results in a scalar and is thus
defined in module scalar.

matrix Contains routines and operators resulting in tridiagonal matrices type (TDM) and
five-point matrices type (FPM).

scalar Contains routines and operators resulting in variables of size 1.

mesh Sets up staggered, tensor-product grid for cartesian and axisymmetric cylindrical
and spherical coordinates in 2D. Stores basic values for coordinates, cell volumes and
surfaces in a structure of type (TPG). Structures of type(TPG) can not be used in basic
operations defined in modules matrix, variable and scalar.

grid In this module the components of type (GRD) structure variables are initiated and
the component pointers associated. This includes tridiagonal-matrices for finite difference
operations, that are defined in this module, along with their boundary conditions.

B.3.2 Modules in group II

Declare In this module global variables are declared.
Muscl Contains routines related to upwind transport.

Loeser This module solves linear equations. For a given type(VAR) rh.s. and a
type (FPM) Jacobian it returns a type (VAR) solution. Subroutine Solver uses a left, in-
complete LU factorization preconditioner on a BiICGSTAB method.

InOut Contains routines related to Input and Output of data.

Momentum1 Contains routines related to the z'-momentum equation, e.g. vertical mo-
mentum in cylindrical and radial momentum in spherical coordinates.

Momentum2 Contains routines related to the #2-momentum equation, e.g. radial mo-
mentum in cylindrical and poloidal momentum in spherical coordinates.
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Momentum3 Contains routines related to the 23-momentum equation, i.e. angular mo-
mentum in cylindrical and spherical coordinates.

Pressure Contains routines related to pressure-correction scheme, density equation, vis-
cosity and remaining variables, mainly used for monitoring.

modZEUS Contains routines related to time-integration using a modified version of the
ZEUS-2D scheme (Stone & Norman 1992)

Druck Contains routines related to time-integration, using a pressure correction scheme.
Initial Contains routines setting up initial conditions.

Control Controles time-integration schemes and time-loop.

B.4 Input Files

This gives an overview on the parameter-files, framed by marked boxes in Figure 4.2.2.

file.dat Describes path of parameter file var.dat. Read from subroutine in module
parameter.

var.dat Contains fixed parameters needed to set up grid.

sim.dat Contains numerical and physical parameters needed to set up initial conditions
and during simulations. These are reread every 100 time-step by subroutine ReadSimDat
in module InQOut.
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