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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit besh

�

aftigen wir uns mit dem reellen nihtsingul

�

aren

shiefsymmetrishen Eigenwertproblem. Nah Einf

�

uhrung in eine St

�

orungstheo-

rie werden wir ein reelles Verfahren zur Eigenreduktion vorstellen, mit dem wir

nahstehendes Ziel verfolgen: Haben kleine relative St

�

orungen der Matrixelemen-

te im Sinne der St

�

orungstheorie nur kleine relative

�

Anderungen der Eigenwerte

zur Folge, so haben die in endliher Genauigkeit berehneten Eigenwerte kleine

relative Fehler. In diesem Sinne ist das Adjektiv

"

genau\ im Titel zu verstehen.

Die Bestimmung oberer Shranken f

�

ur die relativen Fehler in den berehneten

Eigenwerten ist weiterer zentraler Bestandteil vorliegender Arbeit.

Nihtsingul

�

are shiefsymmetrishe Eigenwertprobleme entstehen beispielswei-

se aus physikalish-tehnishen Problemstellungen. So f

�

uhrt die Betrahtung gy-

roskopisher Systeme auf das quadratishe Eigenwertproblem

(�

2

+ �X + Y )x = 0

mit shiefsymmetrishem nihtsingul

�

arem X und symmetrishem positiv de�ni-

tem Y . Mit Y = ZZ

T

ist das quadratishe Eigenwertproblem

�

aquivalent zum

nihtsingul

�

aren shiefsymmetrishen Eigenwertproblem

"

0 Z

T

�Z �X

#

y = �y :

Wir werden uns in vorliegender Arbeit auf nihtsingul

�

are Eigenwertprobleme be-

shr

�

anken. Bei singul

�

aren Eigenwertproblemen, z.B. solhen ungerader Ordnung,

w

�

are die Betrahtung relativer Genauigkeit der in endliher Arithmetik bereh-

neten Eigenwerte niht m

�

oglih.

Demmel, Kahan [12℄ untersuhten die relative Genauigkeit bei der Berehnung

von Singul

�

arwerten bidiagonaler Matrizen. Barlow, Demmel [4℄ verallgemeinerten

die Resultate f

�

ur skaliert diagonaldominante Matrizen und Demmel, Veseli� [13℄

f

�

ur symmetrishe positiv de�nite Matrizen. Veseli� [31℄ pr

�

asentierte ein Jaobi-

�

ahnlihes Verfahren f

�

ur inde�nite symmetrishe Matrizen, von dem Slapni�ar

[29℄ Genauigkeit im obigen Sinne untersuhte. Deihm

�

oller [10℄ behandelte Ver-

fahren und Genauigkeitsanalyse f

�

ur verallgemeinerte Singul

�

arwertprobleme. Die

Betrahtung shiefsymmetrisher Matrizen in vorliegender Arbeit ist im Lihte

3



4 Einleitung

der zitierten Resultate zu sehen.

Das vorzustellende Verfahren basiert auf einer Grundidee von Veseli� [31℄, [32℄

und besteht im Wesentlihen aus zwei Shritten:

1. Von der gegebenen nihtsingul

�

aren Matrix S 2 IR

2n�2n

, S = �S

T

, n � 2

wird eine shiefsymmetrishe Faktorisierung

PSP

T

= LJL

T

; J =

"

0 I

�I 0

#

; I 2 IR

n�n

(1)

mit vollst

�

andiger Pivotierung gem

�

a� einer von Bunh [6℄ angegeben Metho-

de vorgenommen, wobei die Permutationsmatrix P durh die Pivotierung

bestimmt wird.

2. Der Faktor L wird so von rehts mit einem symplektishen T (d.h. T

T

JT =

J bzw.

�

aquivalent TJT

T

= J) transformiert, da� LT = U� mit unit

�

arem

U und diagonalem positiv de�nitem � = E � E gilt. Dann ist PSP

T

=

LJL

T

= LTJT

T

L

T

= U�J�U

T

, d.h. U

T

PSP

T

U = �J�. Die Quadrate

der Spaltennormen der resultierenden Matrix U� sind also die positiven

Imagin

�

arteile der Eigenwerte von S, w

�

ahrend die normierten Spalten die

orthogonale Eigenvektormatrix von S bilden. Die Transformation mit T

erfolgt in einem iterativen Proze�.

Der erste Shritt ist eigentlih ein Shritt des LR-Verfahrens. Man kann ihn

als Pr

�

akonditionierer au�assen. Er bildet die Grundlage, um im zweiten Shritt

implizit das zu (S; I)

�

aquivalente Eigenwertproblem des Paares (L

T

L; J), d.h.

Kx = i�Jx ; K = L

T

L =

"

F B

T

B C

#

; i

2

= �1 (2)

zu l

�

osen. Die gegebene shiefsymmetrishe Matrix S wird also niht, wie bei

der Methode von Paardekooper [25℄, orthogonal transformiert. Vielmehr werden

die Spalten des Faktors L in einem iterativen Proze� orthogonalisiert. In die-

sem zweistu�gen Vorgehen liegt gerade der Vorteil der vorgestellten Methode,

denn der iterative Proze� kann als eine stabile Diagonalisierung des positiv de-

�niten K mittels Kongruenztransformationen aufgefa�t werden ([13℄, [29℄, [31℄):

T

T

KT = T

T

L

T

LT = �U

T

U� = �

2

. Dar

�

uber hinaus ist in einem Programm

die Akkumulation der Transformationsmatrizen zur Bestimmung der Eigenvek-

toren von S niht n

�

otig; grunds

�

atzlih wird auf einem einzigen zweidimensio-

nalen Feld gearbeitet. Gegen

�

uber dem Verfahren von Paardekooper spart man

dadurh Speiherplatz und Rehenzeit. Wir werden in vorliegender Arbeit ei-

ne neue Jaobi-

�

ahnlihe Methode f

�

ur den iterativen Proze� des obigen zweiten

Shrittes vorstellen.



Einleitung 5

Der zweite Shritt besteht aus einer Folge symplektisher Transformationen

L

(m+1)

= L

(m)

T

(m)

; m = 1; 2; : : : (3)

mit L

(1)

= L. Die Transformationen kann man wie bei Jaobi-Verfahren

�

ublih

zu Zyklen gruppieren. Wir werden zwei Arten solher Zyklen untersheiden. In

normalen Zyklen gibt es ausshlie�lih Skalierungen und orthogonale Rotatio-

nen, die sih h

�

ohstens in Submatrizen der Ordnung 4 von der Einheitsmatrix

untersheiden. Jeweils einige aufeinanderfolgende Transformationen sind so auf-

einander abgestimmt, da� ihre Konkatenation eine Submatrix

2

6

6

6

6

4

F

(m)

pp

F

(m)

pq

B

(m)

pp

B

(m)

qp

F

(m)

pq

F

(m)

qq

B

(m)

pq

B

(m)

qq

B

(m)

pp

B

(m)

pq

C

(m)

pp

C

(m)

pq

B

(m)

qp

B

(m)

qq

C

(m)

pq

C

(m)

qq

3

7

7

7

7

5

; 1 � p � n� 1 ; p+ 1 � q � n ; (4)

von

K

(m)

= L

(m)

T

L

(m)

=

"

F

(m)

B

(m)

T

B

(m)

C

(m)

#

diagonalisiert. In der Tat kann man durh geeignete Vortransformation von K

sogar

F

(m)

pp

= C

(m)

pp

; F

(m)

qq

= C

(m)

qq

; B

(m)

pp

= B

(m)

qq

= 0 (5)

f

�

ur s

�

amtlihe Submatrizen (4) und alle m annehmen. Die Diagonalisierung einer

solhen Submatrix wollen wir hier kurz skizzieren. Dazu f

�

uhren wir eine symboli-

she Shreibweise f

�

ur Matrizen der Ordnung 4 ein. L

�

a�t man die Umrahmungen

von Positionen zun

�

ahst au�er Aht, so repr

�

asentiert das linke Symbol von

2

6

6

6

6

6

6

4

? ?

? ?

�
?

?
�

i i

i i

i i

i i

3

7

7

7

7

7

7

5

�!

2

6

6

6

6

6

6

4

?

?

? ?

? ?

i

i

3

7

7

7

7

7

7

5

:

eine blokdiagonale Matrix der Ordnung 4, w

�

ahrend rehts au�erdem der erste

Blok diagonal ist. Mit Sternen wird die Beliebigkeit von Matrixelementen sym-

bolisiert, w

�

ahrend gleihe andere Symbole (in der linken Matrix die beiden gef

�

ull-

ten Kreise) Gleihheit von Elementen darstellen. Mit dem Pfeil deuten wir den

�

Ubergang der linken in die rehte Matrix mittels symplektisher Transformation

an. Dabei untersheidet sih die Transformationsmatrix nur in den in der linken

Matrix umrahmten Positionen von der Einheitsmatrix, und sie diagonalisiert die

erste Blokdiagonale. Die in der rehten Matrix umrahmten Positionen deuten

die anshlie�ende Anwendung einer Skalierung an, wobei die Vershiedenheit der

Rahmen (Kreis oder Quadrat) auf die Vershiedenheit der Parameterbestimmung

hinweist. Mit dieser symbolishen Shreibweise k

�

onnen wir die Diagonalisierung



6 Einleitung

einer Submatrix (4) mit der Eigenshaft (5) auf sehr kompakte Weise veranshau-

lihen:

2

6

6

6

6

6

6

4

�
? ?

? ?

?
�

?

? ?

i i

i i

3

7

7

7

7

7

7

5

�!

2

6

6

6

6

6

6

4

�
?

?

�
?

?

i

i

3

7

7

7

7

7

7

5

�!

2

6

6

6

6

6

6

4

? ?

? ?

�
?

?
�

i i

i i

i i

i i

3

7

7

7

7

7

7

5

�!

2

6

6

6

6

6

6

4

?

?

? ?

? ?

i

i

3

7

7

7

7

7

7

5

�!

2

6

6

6

6

6

6

4

�

�

? ?

? ?

i i

i i

i i

i i

3

7

7

7

7

7

7

5

�!

2

6

6

6

6

6

6

4

�

�

?

?

i

i

3

7

7

7

7

7

7

5

�!

2

6

6

6

6

6

6

4

�

�

3

7

7

7

7

7

7

5

Die diagonale Matrix hat also wieder die Eigenshaft (5). Alle verwendeten niht-

diagonalen Transformationen sind orthogonal. Bei den Transformationen ist zu

bedenken, da� Blokdiagonalmatrizen U�V nur f

�

ur V = U

�T

symplektish sind.

Daher sind neben den orthogonalen Transformationen Skalierungen notwendig,

die der Kontrolle der relevanten Kondition der transformierten Matrizen dienen.

Wir werden die globale Konvergenz der auf diese Weise entstehenden Folge der

K

(m)

gegen eine Diagonalmatrix, d.h. von L

(m)

T

(m)

gegen ein U�, zeigen. Hat S

mehrfahe Eigenwerte, so wird sih i.A. jedoh keine asymptotish quadratishe

Konvergenz einstellen. Dazu betrahten wir das numerishe Beispiel

K =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

1:0e+ 0 �8:4e� 6 1:6e� 4 0 �2:1e� 5 �8:6e� 5

�8:4e� 6 1:0e+ 0 1:6e� 5 �2:1e� 5 0 8:9e� 5

1:6e� 4 1:6e� 5 1:0e+ 0 �8:6e� 5 8:9e� 5 0

0 �2:1e� 5 �8:6e� 5 1:0e+ 0 8:4e� 6 �1:6e� 4

�2:1e� 5 0 8:9e� 5 8:4e� 6 1:0e+ 0 �1:6e� 5

�8:6e� 5 8:9e� 5 0 �1:6e� 4 �1:6e� 5 1:0e+ 0

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

:

Gerundet auf eine Dezimalstelle ist hier kK � diag(K)k

2

= 2:1e � 4 und nah

einem wie oben beshriebenen Zyklus gilt k

~

K � diag(

~

K)k

2

= 4:4e � 5 f

�

ur die

transformierte gerundete Matrix

~

K =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

1:0e+ 00 1:1e� 16 4:1e� 07 �2:2e� 17 2:1e� 17 �4:3e� 05

1:1e� 16 1:0e+ 00 �1:1e� 07 2:1e� 17 4:8e� 17 1:2e� 05

4:1e� 07 �1:1e� 07 1:0e+ 00 �4:3e� 05 1:2e� 05 �5:8e� 17

�2:2e� 17 2:1e� 17 �4:3e� 05 1:0e+ 00 5:6e� 17 �4:1e� 07

2:1e� 17 4:8e� 17 1:2e� 05 5:6e� 17 1:0e+ 00 1:1e� 07

�4:3e� 05 1:2e� 05 �5:8e� 17 �4:1e� 07 1:1e� 07 1:0e+ 00

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

:



Einleitung 7

Also ist die Abweihung von der Diagonalmatrix in derselben Gr

�

o�enordnung

geblieben. Ursahe f

�

ur die lineare Konvergenz ist die Struktur von K: es gilt

F�I = I�C und B = B

T

. Wird zu Beginn eines Zyklus' eine derartige Struktur

erkannt, so werden zur Vermeidung linearer Konvergenz statt eines normalen

Zyklus' zuerst Transformationen

K

0

= T

T

KT ; K =

"

F B

T

B C

#

; T =

"

R

�1

0

0 R

T

#

; F = R

T

R (6)

und

K

00

= T

0T

K

0

T

0

; K

0

=

"

F

0

B

0T

B

0

C

0

#

; T

0

=

"

I X

0 I

#

; X =

�1

2

(B

0

+B

0T

) (7)

vorgenommen. Diese sind auf obige Struktur von K abgestimmt und f

�

uhren bei

vorliegendem Beispiel gerundet zu

K

00

=

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

1:0e+ 00 �5:9e� 22 �4:4e� 21 0 �7:8e� 09 2:1e� 10

�5:9e� 22 1:0e+ 00 �1:1e� 21 7:8e� 09 0 �2:0e� 09

�4:4e� 21 �1:1e� 21 1:0e+ 00 �2:1e� 10 2:0e� 09 0

0 7:8e� 09 �2:1e� 10 1:0e+ 00 5:1e� 09 2:0e� 09

�7:8e� 09 0 2:0e� 09 5:1e� 09 1:0e+ 00 �4:6e� 10

2:0e� 10 �2:0e� 09 0 2:0e� 09 �4:6e� 10 1:0e+ 00

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

mit kK

00

� diag(K

00

)k = 1:1e� 8, also zu quadratisher Konvergenz. Zeigen Sub-

matrizen von K die oben beshriebenen Strukturen, so erstreken sih auh die

Transformationen (6), (7) nur auf diese Submatrizen. Auf den restlihen Elemen-

ten von K wird wie in einem normalen Zyklus verfahren. Einen Zyklus, in dem

Transformationen (6), (7) vorkommen, werden wir modi�zierten Zyklus nennen.

Die Grundidee zu derartigen Modi�kationen Jaobi-

�

ahnliher Verfahren stammt

von Veseli� und Hari, im vorliegenden Fall konkret von Veseli�. Numerishe Ex-

perimente besheinigen diesem Vorgehen stets asymptotish quadratishe Kon-

vergenz.

Wenden wir uns nun Aussagen zur Genauigkeit des zuvor skizzierten Verfah-

rens zu und nehmen an, wir rehneten mit endliher Genauigkeit ". Von jedem

der beiden Verfahrensshritte werden wir eine R

�

ukw

�

artsfehleranalyse vorneh-

men. Dabei werden wir f

�

ur den ersten Shritt

~

LJ

~

L

T

= PSP

T

+ F ; jF j � 3n (jPSP

T

j+ j

~

Lj jJ j j

~

Lj

T

) " ;

wenn

~

L der in endliher Genauigkeit berehnete Faktor ist, zeigen und daraus f

�

ur

die jeweils geordneten Eigenwerte �i�

j

von PSP

T

= LJL

T

bzw. �i�

0

j

von

~

LJ

~

L

T

j�

j

� �

0

j

j

j�

j

j

�

12n

2

"

�

min

(M)

; M = (D

�1

q

�(

~

LJ

~

L

T

)

2

D

�1

) ; D = diag(k

~

L

i�

k

2

) (8)



8 Einleitung

f

�

ur alle j shlie�en. Aufgrund numerisher Experimente kann man moderate

�

min

(M), also kleine maximale relative Fehler, erwarten.

Bei der Fehleranalyse des zweiten Verfahrensshrittes werden wir f

�

ur jede

einzelne endlih genaue Transformationen (3) eine Analyse der Art

L

(m)

+ ÆL

(m)

L

(m)

(L

(m+1)

)

?

+ÆL

(m)

-

Rehnung in

endliher Genauigkeit

�

�

�

�

�

�

�

�

�3

exakt

vornehmen, sie also als das Ergebnis einer exakten Transformation einer gest

�

orten

Matrix darstellen und jeweils eine kleine obere Shranke f

�

ur die Norm der ska-

lierten St

�

orung

kÆL

(m)

S

k

2

= kÆL

(m)

D

(m)

�1

k

2

; D = diag(kL

(m)

�i

k

2

) :

angeben. Mit Hilfe der st

�

orungstheoretishen Aussage

(1� �)

2

�

j�

0

j

j

j�

j

j

� (1 + �)

2

; � =

kÆL

(m)

S

k

2

�

min

(L

(m)

D

(m)

�1

)

(9)

f

�

ur die geordneten Eigenwerte �i�

j

von S

(m)

:= L

(m)

JL

(m)

T

bzw. �i�

0

j

von

~

S

(m)

:= (L

(m)

+ÆL

(m)

)J(L

(m)

T

+ÆL

(m)

T

) haben wir dann bereits Shranken f

�

ur die

relativen Fehler in den Eigenwerten von S

(m)

gegen

�

uber S

(m+1)

. Die Eigenwerte

von

~

S

(m)

und S

(m+1)

sind n

�

amlih gleih.

Eine g

�

unstige Absh

�

atzung (9) k

�

onnen wir nur f

�

ur moderate

�

(m)

:=

1

�

min

(L

(m)

D

(m)

�1

)

erwarten. Wir werden zeigen, da� �

(1)

allein abh

�

angig von der Ordnung 2n be-

shr

�

ankt ist. Au�erdem ist �

(1)

aufgrund der Pr

�

akonditionierungseigenshaft des

ersten Verfahrensshrittes zumeist reht klein (� 100), wie numerishe Experi-

mente ergaben. Dar

�

uber hinaus gilt die Absh

�

atzung �

(m+1)

�

p

2�

(m)

, die je

nah vorgenommener Transformation noh verbessert werden kann. Wie in [13℄,

[29℄ verwenden wir 1=�

min

(L

(m)

D

(m)

�1

) statt 1=�

min

(L

(m)

) als Konditionsma�,

denn oft gilt �

min

(L

(m)

D

(m)

�1

)� �

min

(L

(m)

).

Fassen wir alle im zweiten Verfahrensshritt entstehenden maximalen relati-

ven Fehler additiv zusammen, so erhalten wir eine Shranke f

�

ur den relativen

Gesamtfehler in den berehneten Eigenwerten von

~

LJ

~

L

T

, den wir nur noh zum
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maximalen relativen Fehler (8) zu addieren brauhen, um zum maximalen Ge-

samtfehler in den berehneten Eigenwerten von S zu gelangen. Trotz des reht

hohen Aufwandes bei der Fehleranalyse des zweiten Verfahrensshrittes ist der

dort entstehende Fehler zumeist gering im Vergleih zu dem des ersten Shrittes.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren

�

ubertri�t QR-Verfahren [25℄ und

das von Paardekooper [34℄ vorgestellte Jaobi-

�

ahnlihe Verfahren in der Genau-

igkeit der berehneten Eigenwerte h

�

au�g bei weitem. Besonders das Verfahren

von Paardekooper liefert zumeist bei Matrizen mit Eigenwerten vershiedener

Gr

�

o�enordnung keine brauhbaren Ergebnisse. Wir k

�

onnen die Vorteile unseres

hier vorgestellten Verfahrens wie folgt zusammenfassen:

- Man kann eine obere Shranke f

�

ur die maximalen relativen Fehler in den

berehneten Eigenwerten angeben. QR-Verfahren sind zwar um etwa den

Faktor 6 shneller als unser Verfahren, bieten jedoh kein derartiges Genau-

igkeitsverhalten. Es mu� allerdings konstatiert werden, da� die Genauigkeit

von QR-Verfahren oft besser als erwartet ausf

�

allt.

- Unser Verfahren ist zumeist um ein vielfahes shneller als das Verfahren

von Paardekooper. Das Verfahren von Paardekooper liefert bei Matrizen mit

Eigenwerten vershiedener Gr

�

o�ordnung zumeist katastrophal ungenaue Ei-

genwerte.

- Liegt S = LJL

T

bereits in faktorisierter Form vor, so gewinnt unser Ver-

fahren gegen

�

uber QR an Geshwindigkeit. Au�erdem wird es genauer.

- Der iterative Teil unseres Verfahrens ist inh

�

arent parallel.

Die vorliegende Arbeit ist folgenderma�en aufgebaut. Im nahfolgenden Kapi-

tel 1 bringen wir einige Ergebnisse aus der St

�

orungstheorie. In Kapitel 2 kommen

wir dann zuerst zur Entwiklung des zweiten Verfahrensshrittes. Wir beshrei-

ben zun

�

ahst die Strukturen, die zu den modi�zierten Zyklen f

�

uhren. Anshlie-

�end stellen wir eine explizite Version des Verfahrens vor. Sie dient dem besseren

Verst

�

andnis der reht komplizierten impliziten Version. Die formellen Algorith-

men beider Versionen sind in einem Pseudoode abgedrukt. Der Nahweis glo-

baler Konvergenz der Verfahren shlie�t das Kapitel 2 ab. In Kapitel 3 nehmen

wir eine Fehleranalyse des impliziten Verfahrens vor. In Kapitel 4 wenden wir uns

shlie�lih dem ersten Verfahrensshritt, der shiefsymmetrishen Zerlegung und

deren Fehleranalyse, zu. In Kapitel 5 fassen wir die Ergebnisse der Fehlerana-

lysen zusammen und geben eine obere Shranke f

�

ur den relativen Gesamtfehler

in den in endliher Genauigkeit berehneten Eigenwerten von S an. Shlie�lih

setzen wir unser Verfahren im abshlie�enden Kapitel 6 der Konkurrenz mit QR-

Verfahren und Paardekoopershem Verfahren aus. Die numerishen Ergebnisse

untermauern die theoretishen Resultate der vorangehenden Kapitel.



Kapitel 1

St

�

orungstheorie

In diesem Kapitel werden einige Ergebnisse aus der St

�

orungstheorie angegeben.

Sie sind Modi�kationen der Ergebnisse von [4℄, [13℄, [28℄, [29℄, [33℄. Zum Teil

k

�

onnen die Ergebnisse der vorgenannten Arbeiten direkt f

�

ur shiefsymmetrishe

Matrizen S

�

ubernommen werden, so s

�

amtlihe Ergebnisse aus [33℄, wenn man

hermiteshe St

�

orungen der hermiteshen Matrix iS = �iS

T

, i

2

= �1, betrah-

tet. Der Vollst

�

andigkeit halber seien einige grundlegende Ergebnisse vorstehen-

der Arbeiten, angepa�t auf die hier behandelten Eigenwertprobleme, aufgef

�

uhrt.

Ergebnisse dieses Kapitels werden wir bei der Bestimmung von Shranken f

�

ur

berehnete Eigenwerte verwenden.

Satz 1.0.1 F

�

ur shiefsymmetrishes S 2 IR

2n�2n

oder S 2 IR

(2n�1)�(2n�1)

sei die

positiv semide�nite Matrix

S =

p

�S

2

(1.1)

gegeben. ÆS sei eine shiefsymmetrishe St

�

orung von S, so da� f

�

ur ein � < 1 und

alle x 2 IC

2n

bzw. x 2 IC

2n�1

jx

�

ÆSxj � � x

�

S x

gilt. Die Eigenwerte von S seien �i�

j

, 1 � j � n, i

2

= �1, und �

0

= 0 im Falle

S 2 R

(2n�1)�(2n�1)

mit

0 � �

1

� : : : � �

n

;

und die Eigenwerte von S

0

= S + ÆS seien �i�

0

j

, 1 � j � n, und �

0

0

= 0 im Falle

S

0

2 R

(2n�1)�(2n�1)

mit

0 � �

0

1

� : : : � �

0

n

:

Dann haben iS und iS

0

dieselbe Tr

�

agheit und f

�

ur die nihtvershwindenden �

i

gilt

1� � �

�

0

j

�

j

� 1 + � ; 1 � j � n :

10
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Beweis:

Anwendung von [33℄, (Th. 2.1) auf H = iS. Q.E.D.

Mit folgenem Satz wollen wir ein weiteres Ergebnis aus [33℄ zitieren. Die darin

de�nierten Matrizen werden uns in Abshnitt 6.2 wieder begegnen.

Satz 1.0.2 Sei S = �S

T

= D(Q+R)D 2 IR

2n�2n

nihtsingul

�

ar mit diagonalem,

positiv de�nitem D und Q = �Q

T

= �Q

�1

, sowie QD = DQ und kRk

2

< 1.

Sei ÆS eine St

�

orung von S mit jÆS

jk

j � "jS

jk

j, 1 � j; k � 2n. Dann gilt f

�

ur die

Eigenwerte �i�

j

, i

2

= �1, mit

0 < �

1

� : : : � �

n

von S bzw. die Eigenwerte �i�

0

j

mit

0 < �

0

1

� : : : � �

0

n

von S + ÆS

j�

j

� �

0

j

j

�

j

� 2n "

1 + k jRj k

2

1� kRk

2

; j = 1 : : : n ; (1.2)

falls die rehte Seite von (1.2) kleiner als 1 ist.

Beweis:

Anwendung von [33℄, (Th. 2.30) auf H = iS; E = Q;N = iR. Q.E.D.

Die Aussagen der letzten beiden S

�

atze sind auh dann g

�

ultig, wenn man statt

shiefsymmetrisher St

�

orungen von S allgemeine hermiteshe St

�

orungen von iS,

i

2

= �1, betrahtet. Weil wir in dieser Arbeit ausshlie�lih reelle numerishe

Verfahren betrahten werden, brauhen wir auh nur rein imagin

�

are hermiteshe

St

�

orungen von iS zu behandeln.

Wir betrahten anshlie�end noh kurz die St

�

orung des Faktors L, wenn f

�

ur

S die Zerlegung

S = LJL

T

gilt. Dazu ben

�

otigen wir die unit

�

aren Hilfsmatrizen

U =

1

p

2

"

I iI

iI I

#

und J

1

= I � (�I) ; i

2

= �1 ; (1.3)

f

�

ur die U

�

JU = iJ

1

gilt, und die es uns erm

�

ogliht, einen Teil der nahfolgenden

St

�

orungstheorie auf bereits bekannte Ergebnisse zur

�

ukzuf

�

uhren.

Wir shiken ein Lemma voran:
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Lemma 1.0.3 Seien A;B 2 IR

n�n

, � 2 IR. Dann sind die folgenden Aussagen

�

aquivalent

kAzk

2

� � kBzk

2

f

�

ur alle z 2 IC

n

(1.4)

kAxk

2

� � kBxk

2

f

�

ur alle x 2 IR

n

(1.5)

Beweis:

(1:4) ) (1:5) ist trivial und f

�

ur die umgekehrte Rihtung gilt mit z = u + iv,

u; v 2 IR

n

kAzk

2

2

= z

�

A

�

Az = (u

T

� iv

T

)A

T

A(u+ iv) = u

T

A

T

Au+ v

T

A

T

Av

= kAuk

2

2

+ kAvk

2

2

� �(kBuk

2

2

+ kBvk

2

2

) = �(u

T

B

T

Bu+ v

T

B

T

Bv) = �(z

�

B

�

Bz)

= � kBzk

2

2

Q.E.D.

Satz 1.0.4 Sei L 2 IR

2n�2n

nihtsingul

�

ar und 0 � � < 1, i

2

= �1. F

�

ur ein

ÆL 2 IR

2n�2n

sei

L

0

= L + ÆL, wobei kÆLxk

2

� � kLxk

2

f

�

ur alle x 2 IR

2n

: (1.6)

Dann haben iS = iLJL

T

und iS

0

= iL

0

JL

0T

dieselbe Tr

�

agheit. F

�

ur die Eigenwerte

�i�

j

, 1 � j � n von S mit

0 < �

1

� : : : � �

n

bzw. die Eigenwerte ��

0

j

, 1 � j � n von S

0

mit

0 < �

0

1

� : : : � �

0

n

gilt

(1� �)

2

�

�

0

k

�

k

� (1 + �)

2

k = 1 : : : n : (1.7)

Dasselbe gilt, wenn statt S das Paar (L

T

L; J) und statt S

0

das Paar (L

0T

L

0

; J)

mit J aus (1) betrahtet wird.

Beweis:

Sei G = LU mit U aus (1.3). Dann ist �iS = �iLJL

T

= �iLUiJ

1

U

�

L

�

=

GJ

1

G

�

. F

�

ur G

0

= L

0

U gilt analog �iS

0

= G

0

J

1

G

0

?

. Setzt man noh ÆG = ÆLU ,

so kann die Zeile (1.6) wegen 1.0.3

�

aquivalent als

G

0

= G+ ÆG , wobei kÆGzk

2

� � kGzk

2

f

�

ur alle z 2 IC

2n

ausgedr

�

ukt werden. Aus [33℄, (Th. 3.3) folgt nun (1.7). Weil die Eigenwerte von

S bzw. S

0

mit denen des Paares (L

T

L; J) bzw. (L

0T

L

0

; J)

�

ubereinstimmen, gilt

auh die Aussage bez

�

uglih dieser Paare. Q.E.D.
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Satz 1.0.5 Sei L = L

S

D 2 IR

2n�2n

nihtsingul

�

ar mit D = diag(kL

�i

k

2

). Sei

L

0

= L + ÆL mit ÆL = ÆL

S

D, wobei � = kÆL

S

k

2

=�

min

(L

S

) < 1 gelte. Dann sind

die Voraussetzungen von Satz 1.0.4 erf

�

ullt, also gilt seine Aussage.

Beweis:

F

�

ur x 2 IR

2n

gilt

kÆLxk

2

= kÆL

S

Dxk

2

� kÆL

S

k

2

kDxk

2

� kÆL

S

k

2

kL

�1

S

k

2

kL

S

Dxk

2

:

Wegen � = kÆL

S

k

2

kL

�1

S

k

2

= kÆL

S

k

2

=�

min

(L

S

) < 1 ist bereits alles gezeigt.

Q.E.D.

Wir betrahten nun in IR

2n�2n

das Eigenwertproblem (2). Zu K ben

�

otigen wir

h

�

au�g auh die assoziierte skalierte Matrix, die wir mit

K

S

= D

�1

KD

�1

=

"

F

S

B

T

S

B

S

C

S

#

mit D = diag(K

1=2

jj

) (1.8)

bezeihnen wollen. De�nieren wir noh die Kondition �(X) = kXk

2

kX

�1

k

2

, so

gilt

Satz 1.0.6 Sei K = DK

S

D 2 IR

2n�2n

symmetrish und positiv de�nit mit D =

diag(

q

K

jj

), also K

S

jj

= 1; j = 1 : : : 2n. Sei ÆK = DÆK

S

D eine symmetrishe

St

�

orung mit kÆK

S

k

2

< �

min

(K

S

). Die Eigenwerte des Problems Kx = i�Jx seien

��

n

� : : : � ��

1

< 0 < �

1

� : : : � �

n

und die Eigenwerte des Problems K

0

x = i�Jx f

�

ur K

0

= K + ÆK seien

��

0

n

� : : : � ��

0

1

< 0 < �

0

1

� : : : � �

0

n

:

Dann gilt f

�

ur 1 � j � n

j�

j

� �

0

j

j

�

j

�

kÆK

S

k

2

�

min

(K

S

)

� �(K

S

) � kÆK

S

k

2

: (1.9)

Ist jÆK

jk

j � jK

jk

j" mit

p

2nkK

S

k

2

" � �

min

(K

S

), dann gilt

j�

j

� �

0

j

j

�

j

�

p

2n�(K

S

) � " :

Ist jÆK

jk

j �

q

K

jj

K

kk

" mit 2n" � �

min

(K

S

), dann gilt

j�

j

� �

0

j

j

�

j

�

2n"

�

min

(K

S

)

� 2n�(K

S

) � " :
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Beweis:

Sei

T =

2

4

diag(

4

q

K

j+n;j+n

=K

jj

) 0

0 diag(

4

q

K

jj

=K

j+n;j+n

)

3

5

und K

1

= T

T

KT . F

�

ur ÆK sei ÆK

1

= T

T

ÆKT und f

�

ur K

0

= K + ÆK sei K

0

1

=

T

T

K

0

T . Die Skalierung mit T dienet dazu, die Aussagen des Satzes auf bereits

bekannte Ergebnisse zur

�

ukzuf

�

uhren. Es gilt K

1

S

= K

S

, ÆK

1

S

= ÆK

S

und die

Zeile

K

0

= K + ÆK mit K = DK

S

D ; ÆK = DÆK

S

D ; kÆK

S

k

2

< �

min

(K

S

)

k

�

onnen wir

�

aquivalent durh

K

0

1

= K

1

+ ÆK

1

;

K

1

= T

T

DK

S

DT ; ÆK

1

= T

T

DÆK

1

S

DT ; kÆK

1

S

k

2

< �

min

(K

1

S

)

(1.10)

ausdr

�

uken. Weil die Eigenwerte des Paares (K; J) bzw. (K

0

; J) identish sind

mit den Eigenwerten des Paares (K

1

; J) bzw. (K

0

1

; J), gen

�

ugt es, die Aussage des

Satzes f

�

ur (K

1

; J); (K

0

1

; J) statt (K; J); (K

0

; J) zu zeigen. F

�

ur K

1

, K

1

S

, K

0

1

, K

0

1

S

seien also die Voraussetzungen des Satzes erf

�

ullt (d.h. T = I). Mit U; J

1

aus (1.3)

gilt

K

1

x = i�Jx() K

1

Uy = i�JUy () U

�

K

1

Uy = ��J

1

y :

Dabei ist f

�

ur H = U

�

K

1

U

H

jj

= H

j+n;j+n

= (K

1

jj

+K

1

j+n;j+n

)=2 = K

1

jj

= K

1

j+n;j+n

; j = 1 : : : n:

Mit H

0

= U

�

K

0

1

U ist (1.10) daher

�

aquivalent zu

H

0

= U

�

K

1

U + U

�

ÆK

1

U ;

K

1

= DK

S

D ; ÆK

1

= DÆK

1

S

D ; kÆK

1

S

k

2

< �

min

(K

1

S

)

und zu

H

0

= H + ÆH ;

ÆH = U

�

DÆK

1

S

DU = DU

�

ÆK

1

S

UD = DÆH

S

D ; kÆH

S

k

2

< �

min

(H

S

) :

Die Eigenwerte der Paare (K

1

; J) und (H; J

1

) bzw. (K

0

1

; J) und (H

0

; J

1

) sind also

bis auf das Vorzeihen gleih und die Aussage des Satzes folgt aus [28℄, (Th. 1.2).

Q.E.D.

Im vorangehenden Satz ist der Fehler in den Eigenwerten in Abh

�

angigkeit

von �(K

S

), der skalierten Kondition, dargestellt. Der Fehler kann auh abh

�

angig

von der Kondition �(K) dargestellt werden. Das gew

�

ahlte Vorgehen ist jedoh

oft g

�

unstiger. Nah [30℄ gilt

�(K

S

) � 2n min

D=diag

�(DKD) ;
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die gew

�

ahlte Skalierung ist also

"

nahezu\ optimal. Es kann zwar �(K

S

) � �(K)

gelten, numerishe Experimente zeigen jedoh, da� wir f

�

ur diejenigen K = L

T

L,

die aus unserer shiefsymmetrishen Zerlegung S = LJL

T

entstehen, zumeist

�(K

S

) � �(K) erwarten k

�

onnen. Wir kommen in den Kapiteln 4, 6 darauf

zur

�

uk.

Wir shlie�en dieses Kapitel mit einigen Aussagen

�

uber skaliert diagonaldo-

minante Matrizen ab. Sie basieren auf Ergebnissen in [4℄. Dazu ben

�

otigen wir

J

n

= �

n

j=1

"

0 1

�1 0

#

;

~

J

n

= �

n

j=1

"

0 �

j

��

j

0

#

; �

j

2 f�1; 1g : (1.11)

De�nition 1.0.7 Sei

~

J

n

gem

�

a� (1.11) und � = �

n

j=1

Æ

j

I

2

mit Æ

j

> 0, j =

1 : : : n. Eine shiefsymmetrishe Matrix S = �

~

J

n

� + R hei�t �diagonaldomi-

nant (�d.d.), wenn es ein , 0 �  < 1, mit

kRk

2

�  min

1�j�n

Æ

2

j

gibt. S hei�t skaliert �diagonaldominant (skaliert �d.d.), wenn �

�1

S�

�1

�d.d. ist.

Wir werden nun zeigen, da� skaliert �d.d. Matrizen ihre Eigenwerte gut be-

stimmen, also kleine

�

Anderungen der Matrixelemente nur zu kleinen

�

Anderungen

der Eigenwerte f

�

uhren. Dazu verwenden wir hilfsweise die Matrix

U

n

=

n

M

j=1

U

1

; U

1

=

1

p

2

"

1 i

i 1

#

; i

2

= �1 : (1.12)

Sie ist unit

�

ar mit

U

�

1

J

1

U

1

= i

"

1 0

0 �1

#

; J

1

=

"

0 1

�1 0

#

:

Satz 1.0.8 Sei S = �S

T

2 IR

2n�2n

skaliert �d.d., d.h. es sei S = �(

~

J

n

+R

0

)�

mit � = �

n

j=1

Æ

j

I

2

, Æ

j

> 0, j = 1 : : : n, und kR

0

k

2

< . Sei ÆS eine shiefsymme-

trishe St

�

orung von S mit � = k�

�1

ÆS�

�1

k

2

< (1 � )=n. S + ÆS sei ebenfalls

skaliert �d.d.. Dann sind S und S + ÆS nihtsingul

�

ar und f

�

ur die Eigenwerte

�i�

j

mit

0 < �

1

� : : : � �

n

von S bzw. die Eigenwerte �i�

0

j

mit

0 < �

0

1

� : : : � �

0

n

von S + ÆS gilt

1�

n �

1� 

�

�

0

j

�

j

� (1�

n �

1� 

)

�1

; 1 � j � n (1.13)
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Beweis:

Sei U

n

gem

�

a� (1.12). Wir betrahten die hermiteshe Matrix

H = U

�

n

iSU

n

= �A� :

Mit J

n

gem

�

a� (1.11) gilt

A = �

�1

U

�

n

iSU

n

�

�1

= U

�

n

�

�1

iS�

�1

U

n

= U

�

n

(i

~

J

n

+ iR

0

)U

n

= E +N ;

wobei

E = U

�

n

i

~

J

n

U

n

=

n

M

j=1

"

��

j

0

0 �

j

#

; N = iU

�

n

R

0

U

n

:

Nah Voraussetzung ist dabei kNk

2

= kR

0

k

2

�  < 1. Weiter betrahten wir

ÆH = U

�

n

iÆSU

n

:

Nah Voraussetzung ist

k�

�1

ÆH�

�1

k

2

= kU

�

n

�

�1

iÆS�

�1

U

n

k

2

= k�

�1

ÆS�

�1

k

2

<

1� 

n

:

Mit den soeben eingef

�

uhrten Bezeihnungen folgt die Aussage des Satzes sofort

aus [4℄, Proposition 4, denn die dortigen Ergebnisse gelten unver

�

andert f

�

ur hermi-

teshe Matrizen. Dabei ist zu bedenken, da� die in [4℄ gemahte Voraussetzung,

die Diagonale von N m

�

usse vershwinden, entfallen kann. Aus dem Beweisgang in

[4℄ ergibt sih leiht, da� (1.13) tats

�

ahlih n enth

�

alt (und niht die volle Ordnung

2n). Q.E.D.

Analog zu [4℄, Th. 4, k

�

onnen wir den Faktor n in (1.13) unterdr

�

uken. Es gilt

Satz 1.0.9 Sei S = �S

T

2 IR

2n�2n

skaliert �d.d., d.h. es sei S = �(

~

J

n

+R

0

)�

mit � = �

n

j=1

Æ

j

I

2

, Æ

j

> 0, j = 1 : : : n, und kR

0

k

2

< . Sei ÆS eine shiefsymme-

trishe St

�

orung von S mit � = k�

�1

ÆS�

�1

k

2

. F

�

ur alle �, 0 � � � 1 sei S + �ÆS

skaliert �d.d.. F

�

ur die Eigenwerte �i�

j

mit

0 < �

1

� : : : � �

n

von S bzw. die Eigenwerte �i�

0

j

mit

0 < �

0

1

� : : : � �

0

n

von S + ÆS gilt dann

exp(

��

1� 

) �

�

0

j

�

j

� exp(

�

1� 

) ; 1 � j � n
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Beweis:

Sei U

n

gem

�

a� (1.12), H = U

�

n

iSU

n

= �A�, sowie ÆH = U

�

n

iÆSU

n

. Anwendung

von [4℄, Th. 4, auf H und ÆH liefert sofort die Aussage des Satzes. Q.E.D.

Nahfolgender Satz besagt, da� Nebendiagonalelemente skaliert -d.d. shief-

symmetrisher Matrizen bereits N

�

aherungen an die Imagin

�

arteile der Eigenwerte

sind.

Satz 1.0.10 Die Matrix S = �S

T

2 IR

2n�2n

mit jS

2k;2k�1

j � jS

2k+2;2k+1

j, k =

1 : : : n� 1, sei skaliert �d.d.. S habe die Eigenwerte �i�

j

mit

0 < �

1

� : : : � �

n

:

Dann gilt

1�  �

�

k

jS

2k;2k�1

j

� 1 +  ; k = 1 : : : n :

Beweis:

Mit U

n

gem

�

a� (1.12) und

~

J

n

gem

�

a� (1.11) haben wir

H = P

T

U

�

n

iSU

n

P ;

wobei P eine Permutationsmatrix sei, die zu

H

11

� : : : � H

nn

< 0 < H

n+1;n+1

� : : : � H

2n;2n

f

�

uhrt. Wegen De�nition 1.0.7 gilt

H = P

T

U

�

n

��

�1

iS�

�1

�U

n

P

= P

T

U

�

n

�i(

~

J

n

+�

�1

R�

�1

)�U

n

P

= P

T

�(U

�

n

i

~

J

n

U

n

+�

�1

U

�

n

iRU

n

�

�1

)�P

= �

0

P

T

(

n

M

j=1

"

��

j

0

0 �

j

#

+�

�1

U

�

n

iRU

n

�

�1

)P�

0

; �

0

= P

T

�P

= �

0

(D +N)�

0

mit

D = P

T

n

M

j=1

"

��

j

0

0 �

j

#

P ; N = P

T

�

�1

U

�

n

iRU

n

�

�1

P :

Dabei ist

kNk

2

= k�

�1

R�

�1

k

2

� k�

�1

k

2

2

 min

1�i�n

Æ

2

i

=  :

H ist also �s.d.d. gem

�

a� [4℄. Anwendung von [4℄, Proposition 2, auf H liefert

nun die Aussage des Satzes. Q.E.D.
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Wir f

�

uhren noh einen weiteren Begri� von Diagonaldominanz ein. Er wird

erst in Kapitel 4 seine N

�

utzlihkeit erweisen. Sei S 2 IR

2n�2n

in m

2

Bl

�

oke der

Ordnung r mit rm = 2n partitioniert:

S = (S

[i;j℄

)

1�i;j�m

S

[i;j℄

= (S

pq

)

(i� 1)r + 1 � p � ir

(j � 1)r + 1 � q � jr

: (1.14)

De�nition 1.0.11 Eine shiefsymmetrishe Matrix S mit der Partitionierung

(1.14) hei�t  � r�diagonaldominant ( � r�d.d.), wenn f

�

ur ein , 0 �  < 1,

und alle j, 1 � j � m,

m

X

i=1;i 6=j

kS

[i;j℄

k

2

�  kS

[j;j℄

k

2

ist. S hei�t skaliert �r�diagonaldominant (skaliert �r�d.d.), wenn �

�1

S�

�1

mit � = �

m

j=1

(kS

[j;j℄

k

1=2

2

I

r

)  � r�d.d. ist.

De�nition und Lemma 1.0.12 Die f

�

ur die partitionierte Matrix

X 2 IR

n�n

; X = (X

[i;j℄

)

1�i;j�m

; n = mr ; X

[i;j℄

2 IR

r�r

durh

jjjXjjj

2

= max

1�j�m

m

X

i=1

kX

[i;j℄

k

2

de�nierte Abbildung ist eine Matrixnorm. Gilt kX

[i;j℄

k

2

= kX

[j;i℄

k

2

f

�

ur alle i; j,

1 � i; j � m, so ist kXk

2

� jjjXjjj

2

.

Beweis:

Die Eigenshaften

1. jjjXjjj

2

� 0

2. jjjXjjj

2

= 0() X = 0

3. jjjXjjj

2

= jj jjjXjjj

2

,  2 IR

4. jjjX + Y jjj

2

� jjjXjjj

2

+ jjjY jjj

2

werden trivialerweise erf

�

ullt. Zu zeigen ist noh

5. jjjXY jjj

2

� jjjXjjj

2

jjjY jjj

2

.
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Es gilt

jjjXY jjj

2

= max

1�j�m

m

X

i=1

k(XY )

[i;j℄

k = max

1�j�m

m

X

i=1

k

m

X

k=1

X

[i;k℄

Y

[k;j℄

k

� max

1�j�m

m

X

i=1

m

X

k=1

kX

[i;k℄

k kY

[k;j℄

k = max

1�j�m

m

X

k=1

kY

[k;j℄

k

m

X

i=1

kX

[i;k℄

k

� max

1�j�m

m

X

k=1

kY

[k;j℄

k max

1�k�m

m

X

i=1

kX

[i;k℄

k = jjjXjjj

2

jjjY jjj

2

Nun zum Beweis der letzten Behauptung. Es ist mit entsprehender Partitionie-

rung von Vektoren x 2 IR

2n

k(Ax)

[i℄

k

2

= k

m

X

j=1

A

[i;j℄

x

[j℄

k

2

�

m

X

j=1

kA

[i;j℄

k

1=2

2

kA

[i;j℄

k

1=2

2

kx

[j℄

k

2

� max

1�i�m

((

m

X

j=1

kA

[i;j℄

k

2

)

1=2

) � (

m

X

j=1

kA

[i;j℄

k

2

kx

[j℄

k

2

2

)

1=2

und daher

kAxk

2

= (

m

X

i=1

k(Ax)

[i℄

k

2

2

)

1=2

� max

1�i�m

((

m

X

j=1

kA

[i;j℄

k

2

)

1=2

) �

m

X

i=1

(

m

X

j=1

kA

[i;j℄

k

2

kx

[j℄

k

2

2

)

1=2

� max

1�i�m

((

m

X

j=1

kA

[i;j℄

k

2

)

1=2

) � (

m

X

j=1

kx

[j℄

k

2

2

max

1�j�m

m

X

i=1

kA

[i;j℄

k

2

)

1=2

� max

1�i�m

((

m

X

j=1

kA

[i;j℄

k

2

)

1=2

) max

1�j�m

((

m

X

i=1

kA

[i;j℄

k

2

)

1=2

)kxk

2

;

womit alles gezeigt ist. Q.E.D.

Lemma 1.0.13 Eine shiefsymmetrishe, skaliert  � 2�d.d. Matrix ist auh

skaliert �d.d..

Beweis:

Sei

~

J

n

gem

�

a� (1.11) und S = �(

~

J

n

+ R)� 2 IR

2n�2n

. skaliert  � 2�d.d.. Dabei

sei R = (R

[i;j℄

)

1�i;j�n

mit R

[j;j℄

= 0, j = 1 : : : n. Dann ist

kRk

2

� jjjRjjj

2

= max

1�j�n

n

X

i=1

kR

[i;j℄

k

2

�  :
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Q.E.D.

Auh die skaliert  � 2�d.d. Matrizen bestimmen ihre Eigenwerte gut:

Korollar 1.0.14 Die S

�

atze 1.0.8, 1.0.9, 1.0.10 behalten ihre G

�

ultigkeit, wenn

"

skaliert �d.d.\ durh

"

skaliert  � 2�d.d.\ und die Spektralnorm k � k

2

durh

die Norm jjj � jjj

2

ersetzt werden.

Beweis:

Triviale Anwendung des letzten Lemmas. Q.E.D.



Kapitel 2

Jaobi-

�

ahnlihe Verfahren

Ein Hauptanliegen vorliegender Arbeit ist die Vorstellung eines neuen Verfahrens

zur L

�

osung des nihtsingul

�

aren shiefsymmetrishen Eigenwertproblems Sx = �x.

Den ersten Teil dieses Verfahrens, n

�

amlih die shiefsymmetrishe Zerlegung

PSP

T

= LJL

T

; P Permutationsmatrix ; J =

"

0 I

�I 0

#

; I 2 IR

n�n

werden wir erst in Kapitel 4 behandeln. Im vorliegenden Kapitel gehen wir hinge-

gen davon aus, der Faktor L der shiefsymmetrishen Zerlegung liege bereits vor.

S k

�

onnte z.B. auh durh einen gegebenen Faktor L de�niert sein. Wir betrahten

dann die symmetrishe, positiv de�nite Matrix K = L

T

L. Es gibt symplektishes

T , das K diagonalisiert

1

, d.h.

T

T

KT = T

T

L

T

LT = �

2

; � = E � E ; E = diag (2.1)

Setzt man V = LT , so ist U = V�

�1

o�ensihtlih orthogonal. Wegen der

�

aquivalenz von T

T

JT = J und TJT

T

= J gilt au�erdem PSP

T

= LJL

T

=

LTJT

T

L

T

= U�J�U

T

, d.h. U

T

PSP

T

U = �J�. Die Quadrate der Spaltennor-

men von V sind also die positiven Imagin

�

arteile der Eigenwerte von S, w

�

ahrend

die normierten Spalten orthogonale Eigenvektoren von S sind. Die Eigenwertpro-

bleme (S; I) und (K; J) sind

�

aquivalent.

1

Der Existenzbeweis sei wie folgt skizziert: Es gibt ein orthogonales Q und ein positiv de�-

nites diagonales E mit

Q

T

SQ = �J� ; � = E �E :

Mit obiger Zerlegung von S haben wir daher �

�1

Q

T

P

T

LJL

T

PQ�

�1

= J , also ist �

�1

Q

T

P

T

L

und seine Inverse symplektish und es gilt

(�

�1

Q

T

P

T

L)

�T

L

T

L(�

�1

Q

T

P

T

L)

�1

= �

2

:

21
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�

AHNLICHE VERFAHREN

Im vorliegenden Kapitel werden wir iterative Verfahren zur Durhf

�

uhrung von

(2.1) vorstellen. Zuvor werden wir jedoh in Abshnitt 2.1 Strukturen solher K

S

untersuhen, f

�

ur die (K; J) mehrfahe Eigenwerte hat, denn an diesen Strukturen

werden wir einen Teil der Verfahren orientieren. Dann werden wir ein explizites

Verfahren zur Diagonalisierung von K in (2.1) vorstellen. Nah der Entwiklung

des Verfahrens geben wir den formalen Algorithmus an. Haupts

�

ahlih werden wir

uns aber einem

�

aquivalenten impliziten Verfahren widmen, mit dem die Spalten

von L in (2.1) orthogonalisiert werden. Auh vom impliziten Verfahren werden wir

den reht komplizierten formalen Algorithmus aufshreiben. Die Darstellung des

expliziten Verfahrens dient eigentlih nur dem besseren Verst

�

andnis des impliziten

Verfahrens. Das implizite Verfahren basiert auf einer Idee von Veseli� [31℄. Es

fand auh in [32℄ Verwendung. Ein Abshnitt

�

uber die globale Konvergenz der

Verfahren shlie�t das Kapitel ab.

2.1 Strukturen bei mehrfahen Eigenwerten

Bereits in [36℄ wurde gezeigt, da� Matrizen A mit mehrfahen Eigenwerten und

gen

�

ugend kleinem kA � diag(A)k

2

gewisse Strukturen zeigen. Auh [16℄ enth

�

alt

derartige Aussagen f

�

ur Matrizenpaare (A; I

n

�(�I

m

)), A symmetrish. Man kann

analoge Aussagen auh f

�

ur das Paar (K; J) zeigen. Weil wir in vorliegender Ar-

beit jedoh vorwiegend relative Aussagen

�

uber Eigenwerte formulieren wollen,

betrahten wir in diesem Abshnitt Strukturaussagen f

�

ur die skalierte Matrix

K

S

, wenn kK

S

� Ik

2

klein genug ist und (K; J) mehrfahe Eigenwerte hat. Auf

Strukturaussagen f

�

ur K selbst verzihten wir hingegen aus Platzgr

�

unden. An-

shlie�end werden wir strukturerhaltende Transformationen einf

�

uhren und deren

Eigenshaften betrahten. Einige Aussagen

�

uber Matrizenpaare (K; J) mit nur

einem einzigen Eigenwert shlie�en den Abshnitt ab.

In diesem Abshnitt k

�

onnen wir z.T.

�

ahnlihe Beweistehniken wie in [16℄, [36℄

verwenden, obwohl die Verh

�

altnisse in diesem Abshnitt zumeist komplizierter

sind.

Sei

K = (k

ij

) (2.2)

=

"

F B

T

B C

#

mit B = (b

ij

) ; C = (

ij

) ; F = (f

ij

) 2 IR

n�n

; n � 2

symmetrish und positiv de�nit, wobei au�erdem

f

jj

= 

jj

und f

jj

� f

j+1;j+1

f

�

ur alle m

�

oglihen j : (2.3)

gelte. Diese Eigenshaften lassen sih durh symplektishe Skalierungen bzw. sym-

plektishe Permutation erzielen. In diesem Abshnitt werden wir kleine Buhsta-

ben f

�

ur Matrixelemente und gro�e Buhstaben f

�

ur Submatrizen verwenden. Die



2.1. STRUKTUREN BEI MEHRFACHEN EIGENWERTEN 23

skalierte Matrix K

S

durh

K

S

=

"

F

S

B

T

S

B

S

C

S

#

(2.4)

=

"

D

�1

0

0 D

�1

#

K

"

D

�1

0

0 D

�1

#

; D = diag(

q

f

jj

)

de�niert. Die Eigenwerte i�

j

= �i�

2n+1�j

, j = 1 : : : 2n, i

2

= �1, des Paares

(K; J) seien gem

�

a�

�

1

= : : : = �

s

1

> �

s

1

+1

= : : : = �

s

2

> : : : > �

s

q�1

+1

= : : : = �

s

q

> 0

> �

s

q

+1

= : : : = �

s

q+1

> : : : > �

s

p�1

+1

= : : : = �

s

p

(2.5)

mit s

q

= n und s

p

= 2n geordnet. Aus Konsistenzgr

�

unden de�nieren wir zus

�

atz-

lih

�

s

0

=1 ; �

s

p+1

= �1 ; s

0

= 0 ; s

p+1

= 2n+ 1 ;

und damit sei

n

r

= s

r

� s

r�1

; 1 � r � p

die Vielfahheit des Eigenwertes i�

s

r

, 1 � r � p. B

S

; C

S

; F

S

und D seien gem

�

a�

n

1

: : : n

q

partitioniert, also

F

S

=

2

6

6

4

F

S

11

� � � F

S

1q

.

.

.

.

.

.

.

.

.

F

S

q1

� � � F

S

qq

3

7

7

5

; B

S

; C

S

analog, (2.6)

und es sei

K

r

=

"

F

rr

B

T

rr

B

rr

C

rr

#

; K

S

r

=

"

F

S

rr

B

S

T

rr

B

S

rr

C

S

rr

#

; 1 � r � q :

Sei au�erdem

"

r

= minf

j�

s

r

� �

s

r+1

j

maxfj�

s

r

j; j�

s

r+1

jg

;

j�

s

r�1

� �

s

r

j

maxfj�

s

r�1

j; j�

s

r

jg

g (2.7)

" = min

1�r�p

"

r

:

Dann gilt im

�

ubrigen " � "

r

� 1.

Lemma 2.1.1 Seien K und K

S

gem

�

a� (2.2) bis (2.4) mit den Eigenshaften

(2.5) bis (2.7) gegeben. Sei kK

S

� Ik

2

� "=( + ") f

�

ur ein  > 2. Dann gilt f

�

ur

jedes r, 1 � r � q,

(kF

S

rr

+ C

S

rr

� 2�

s

r

D

�2

rr

k

2

E

+ kB

S

T

rr

�B

S

rr

k

2

E

)

1=2

�

 + "

r

2"

r

( � 2)

(kF

S

rr

� C

S

rr

k

2

E

+ kB

S

T

rr

+B

S

rr

k

2

E

+2

q

X

j=1;j 6=r

(kF

S

rj

k

2

E

+ kC

S

rj

k

2

E

+ kB

S

rj

k

2

E

+ kB

S

jr

k

2

E

))

�

 + "

( � 2) "

kK

S

� Ik

2

E

:
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Dasselbe gilt f

�

ur �

s

p+1�r

statt �

s

r

.

Beweis:

Die Beweistehnik orientiert sih an [36℄. F

�

ur beliebiges r, 1 � r � q, und i

2

= �1

betrahten wir die Matrix

~

M

S

r

= K

S

+ i�

s

r

�

"

0 D

�2

�D

�2

0

#

=

"

D

�1

0

0 D

�1

#

(K + i�

s

r

J)

"

D

�1

0

0 D

�1

#

:

Sie hat Rang 2n�n

r

. Es gibt eine symplektishe Permutationsmatrix P

r

=

^

P

r

�

^

P

r

,

f

�

ur die

P

T

r

~

M

S

r

P

r

=

2

6

6

6

6

4

F

S

rr

F

S

0

r

T

B

S

T

rr

+ i�

s

r

D

�2

rr

B

S

0

r

T

F

S

0

r

F

S

00

r

B

S

00

r

T

B

S

000

r

T

+ i�

s

r

~

D

�2

rr

B

S

rr

� i�

s

r

D

�2

rr

B

S

00

r

C

S

rr

C

S

0

r

T

B

S

0

r

B

S

000

r

� i�

s

r

~

D

�2

rr

C

S

0

r

C

S

00

r

3

7

7

7

7

5

gilt, wobei D

rr

�

~

D

rr

=

^

P

T

r

D

^

P

r

ist. Mit Hilfe der unit

�

aren Matrix

U =

1

p

2

"

I

n

iI

n

iI

n

I

n

#

de�nieren wir

M

S

r

= U

�

P

T

r

~

M

S

r

P

r

U

=

"

1

2

(F

S

rr

+ C

S

rr

� 2�

s

r

D

�2

rr

+ i(B

S

T

rr

� B

S

rr

)) G

S

�

r

G

S

r

H

S

r

#

;

die ebenso Rang 2n � n

r

hat und deren Submatrizen uns nun interessieren. Ist

H

S

r

invertierbar, so gilt

M

S

r

=

"

I

n

r

G

S

�

r

H

S

�1

r

0 I

2n�n

r

#

�

�

"

1

2

(F

S

rr

+ C

S

rr

� 2�

s

r

D

�2

rr

+ i(B

S

T

rr

� B

S

rr

))�G

S

�

r

H

S

�1

r

G

S

r

0

G

S

r

H

S

r

#

und die obere Blokdiagonalmatrix ist hermitesh vom Rang 0, weil H

S

r

Rang

2n� n

r

hat, also ist

1

2

(F

S

rr

+ C

S

rr

� 2�

s

r

D

�2

rr

+ i(B

S

T

rr

� B

S

rr

)) = G

S

�

r

H

S

�1

r

G

S

r

:
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Daraus folgt

kF

S

rr

+ C

S

rr

� 2�

s

r

D

�2

rr

+ i(B

S

T

rr

� B

S

rr

)k

E

= (kF

S

rr

+ C

S

rr

� 2�

s

r

D

�2

rr

k

2

E

+ kB

S

T

rr

� B

S

rr

k

2

E

)

1=2

� 2kG

S

r

k

2

E

kH

S

�1

r

k

2

mit

2kG

S

r

k

2

E

=

1

2

(kF

S

rr

� C

S

rr

k

2

E

+ kB

S

rr

+B

S

T

rr

k

2

E

+2

q

X

j=1;j 6=r

(kF

S

rj

k

2

E

+ kC

S

rj

k

2

E

+ kB

S

rj

k

2

E

+ kB

S

jr

k

2

E

)) :

Also ist zum Beweis der ersten Ungleihung des Lemmas nur noh kH

S

�1

r

k

2

�

( + "

r

)=("

r

( � 2)) zu zeigen. Dazu reiht es aus zu beweisen, da� die Betr

�

age

aller Eigenwerte von H

S

r

gr

�

o�er oder gleih "

r

(� 2)=(+ "

r

) sind, womit wegen

" > 0 gleihzeitig auh die Invertierbarkeit von H

S

r

gezeigt ist. Wir setzen nun

~

k

jj

=

(

k

jj

; 1 � j � n

�k

2n+1�j;2n+1�j

; n + 1 � j � 2n :

F

�

ur  > 2 gilt nah Voraussetzung kK

S

� Ik

2

� "=( + ") < 1. Daher kann Satz

1.0.6 auf diag(K) und die St

�

orung

ÆK =

"

D 0

0 D

#

(K

S

� I)

"

D 0

0 D

#

angewendet werden und aus (1.9) folgt

j

~

k

jj

� �

j

j

j

~

k

jj

j

�

kK

S

� Ik

2

�

min

(I)

�

"

 + "

; 1 � j � 2n : (2.8)

Durh Umformung erhalten wir

j�

j

j

j

~

k

jj

j

�



 + "

; 1 � j � 2n ; (2.9)

und daraus

j

~

k

jj

� �

j

j

j�

j

j

=

j

~

k

jj

� �

j

j

j

~

k

jj

j

�

j

~

k

jj

j

j�

j

j

�

"

 + "

�

 + "



=

"



; 1 � j � 2n : (2.10)

Sei nun 
 = f1; : : : ; 2ng und




l

= fj 2 
 j

j

~

k

jj

� �

s

l

j

j�

s

l

j

�

"



g ; 1 � l � p :
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Wir werden zeigen, da� die 


l

disjunkt sind. Sei dazu 1 � l; r � p, l 6= r. Wegen

(2.5), (2.10) ist fs

r�1

+ 1; : : : ; s

r

g � 


r

und nah (2.7) gilt

j�

s

r

� �

s

l

j

maxfj�

s

r

j; j�

s

l

jg

� maxf"

r

; "

l

g :

F

�

ur j 2 


r

ist daher

j

~

k

jj

� �

s

l

j

j�

s

l

j

�

j�

s

r

� �

s

l

j � j

~

k

jj

� �

s

r

j

maxfj�

s

r

j; j�

s

l

jg

�

j�

s

r

� �

s

l

j

maxfj�

s

r

j; j�

s

l

jg

�

j

~

k

jj

� �

s

r

j

j�

s

r

j

� maxf"

r

; "

l

g �

"



>

2"



�

"



=

"



; (2.11)

d.h. j =2 


l

. Wir haben also 


r

= fs

r�1

+ 1; : : : ; s

r

g, 1 � r � q. Seien �

S

(r)

j

,

j 2 
n


r

, die Eigenwerte von H

S

r

. Sie k

�

onnen so geordnet werden, da� aus dem

Satz von Weyl [20℄

j�

S

(r)

j

� (1�

�

s

r

~

k

jj

)j � kH

S

r

� diag(H

S

r

)k

2

� kM

S

r

� diag(M

S

r

)k

2

folgt. Aus kM

S

r

� diag(M

S

r

)k

2

= kK

S

� Ik

2

, was wir im nahfolgenden Lemma

noh zeigen werden, ergibt sih dann

j�

S

(r)

j

� (1�

�

s

r

~

k

jj

)j � kK

S

� Ik

2

�

"

 + "

:

Wegen j =2 


r

gibt es ein l 6= r mit j 2 


l

und aus (2.7), (2.8), (2.9) folgt

j�

S

(r)

j

j � j1�

�

s

r

~

k

jj

j �

"

 + "

=

j

~

k

jj

� �

s

l

+ �

s

l

� �

s

r

j

j

~

k

jj

j

�

"

 + "

�

j�

s

l

� �

s

r

j

j�

s

l

j

�

j�

s

l

j

j

~

k

jj

j

�

j

~

k

jj

� �

s

l

j

j

~

k

jj

j

�

"

 + "

� maxf"

r

; "

l

g



 + "

�

"

 + "

�

"

 + "

�

"

r

 + "

r

� ( � 2) :

Damit ist die erste Ungleihung des Lemmas bewiesen. Die zweite Ungleihung

folgt aus

kF

S

rr

� C

S

rr

k

2

E

+ kB

S

T

rr

+B

S

rr

k

2

E

+2

q

X

j=1;j 6=r

(kF

S

rj

k

2

E

+ kC

S

rj

k

2

E

+ kB

S

rj

k

2

E

+ kB

S

jr

k

2

E

)

� 2kF

S

rr

� Ik

2

E

+ 2kC

S

rr

� Ik

2

E

+ 4kB

S

rr

k

2

E
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+2

q

X

j=1;j 6=r

(kF

S

rj

k

2

E

+ kC

S

rj

k

2

E

+ kB

S

rj

k

2

E

+ kB

S

jr

k

2

E

)

= 2(kF

S

rr

� Ik

2

E

+

q

X

j=1;j 6=r

kF

S

rj

k

2

E

+ kC

S

rr

� Ik

2

E

+

q

X

j=1;j 6=r

kC

S

rj

k

2

E

+

q

X

j=1

(kB

S

rj

k

2

E

+ kB

S

jr

k

2

E

))

� 2kK

S

� Ik

2

E

:

Shlie�lih gelten die beiden Ungleihungen des Lemmas wegen j�

s

p+1�r

j = j�

s

r

j

auh f

�

ur �

s

p+1�r

statt �

s

r

. Q.E.D.

Folgendes Lemma tragen wir zur Vervollst

�

andigung vorstehenden Beweises

noh nah.

Lemma 2.1.2 Sei K = (k

ij

) 2 IR

2n�2n

symmetrish und positiv de�nit mit

k

jj

= k

j+n;j+n

, j = 1 : : : n. Sei P =

^

P �

^

P 2 IR

2n�2n

eine symplektishe Permu-

tationsmatrix. Seien

� =

"

0

^

�

�

^

� 0

#

; U =

1

p

2

"

I iI

iI I

#

2 IR

2n�2n

mit diagonalem

^

�. Sei k � k eine unit

�

ar invariante Norm. F

�

ur

~

K = U

�

P

�

(K � i�)PU

gilt dann

kK � diag(K)k = k

~

K � diag(

~

K)k :

Beweis:

Es gilt

~

K � diag(

~

K) = U

�

P

�

KPU � iU

�

P

�

�PU

�diag(U

�

P

�

KPU)� idiag(U

�

P

�

�PU)

Die Matrix U

�

P

�

�PU ist bereits diagonal. Wegen

(P

�

KP )

jj

= (P

�

KP )

j+n;j+n

; j = 1 : : : n ;

gilt

diag(U

�

P

�

KPU) = diag(P

�

KP ) = U

�

diag(P

�

KP )U = U

�

P

�

diag(K)PU :

Daraus folgt

k

~

K � diag(

~

K)k = kU

�

P

�

KPU � diag(U

�

P

�

KPU)k

= kU

�

P

�

KPU � U

�

P

�

diag(K)PUk
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und wegen der unit

�

aren Invarianz der Norm ergibt sih daraus bereits die Aussage

des Lemmas. Q.E.D.

Die Aussage von Lemma 2.1.1

�

andert sih niht, wenn dort statt K ein sym-

plektish permutiertes P

T

KP betrahtet wird, solange noh eine Zuordnung der

Diagonalelemente zu Eigenwerten m

�

oglih ist. Dies bedeutet, da� die Vorausset-

zung (2.5) zu

�

1

= : : : = �

s

1

; �

s

1

+1

= : : : = �

s

2

; : : : ; �

s

q�1

+1

= : : : = �

s

q

> 0

mit �

j

= ��

2n+1�j

abgeshw

�

aht werden kann, wenn die Diagonalelemente von

F und C geeignet den Eigenwerten zugeordnet werden k

�

onnen [16℄. Dies wollen

wir niht in voller Allgemeinheit vertiefen. Eine Aussage in dieser Rihtung liefert

jedoh das nahstehende Korollar, auf das wir noh zur

�

ukkommen werden.

Korollar 2.1.3 Sei K

0

= D

0

K

0

S

D

0

symmetrish und positiv de�nit mit

K

0

S

=

"

F

0

S

B

0T

S

B

0

S

C

0

S

#

; D

0

=

"

D

F

0

0 D

C

#

und F

0

S

; B

0

S

; C

0

S

2 IR

n�n

und diagonalen D

0

F

; C

0

F

2 IR

n�n

, wobei die Diagonal-

elemente K

0

S

gleih 1 seien. Es gebe ein symplektishes diagonales T sowie eine

symplektishe Permutationsmatrix P mit K

0

= P

T

T

T

KTP , und K erf

�

ulle die

Voraussetzungen von Lemma 2.1.1. Partitioniert man K

0

S

genauso wie K

S

und

ist P = Q�Q, Q = �

q

r=1

Q

r

, Q

r

2 IR

n

r

�n

r

, so gilt f

�

ur jedes r, 1 � r � q,

(kF

0

S

rr

+ C

0

S

rr

� 2�

s

r

(D

F

rr

D

C

rr

)

�1

k

2

E

+ kB

0

S

T

rr

� B

0

S

rr

k

2

E

)

1=2

�

 + "

r

2"

r

( � 2)

(kF

0

S

rr

� C

0

S

rr

k

2

E

+ kB

0

S

T

rr

+B

0

S

rr

k

2

E

+2

q

X

j=1;j 6=r

(kF

0

S

rj

k

2

E

+ kC

0

S

rj

k

2

E

+ kB

0

S

rj

k

2

E

+ kB

0

S

jr

k

2

E

))

�

 + "

( � 2) "

kK

0

S

� Ik

2

E

:

Dasselbe gilt f

�

ur �

s

p+1�r

statt �

s

r

.

Beweis:

Es gilt K

0

S

= P

T

K

S

P und daher f

�

ur alle r; s, 1 � r; s � q

F

0

S

rs

= Q

T

r

F

S

rs

Q

s

; B

0

S

rs

= Q

T

r

B

S

rs

Q

s

; C

0

S

rs

= Q

T

r

C

S

rs

Q

s

:

Die Eigenwerte von (K; J) und (K

0

; J) sind gleih. Und shlie�lih gilt D

F

rr

=

Q

T

r

T

rr

D

rr

Q

r

, D

C

rr

= Q

T

r

T

�1

rr

D

rr

Q

r

, r = 1 : : : q, wenn man T genauso wie die

anderen Matrizen partitioniert. Daraus folgt D

F

rr

D

C

rr

= Q

T

r

D

2

rr

Q

r

. Die Aussage

des Korollars ergibt sih nun durh Einsetzen in Lemma 2.1.1. Q.E.D.
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Mit folgendem Satz vereinfahen wir die Aussage von Korollar 2.1.3. Unter

Vernahl

�

assigung der Details maht er die Struktur der skalierten Matrix K

S

bei

mehrfahen Eigenwerten von (K; J) und kleinem kK

S

� Ik deutlih.

Satz 2.1.4 K

0

erf

�

ulle die Voraussetungen von Korollar 2.1.3. Dann gilt

q

X

r=1

(kF

0

S

rr

+ C

0

S

rr

� 2I

n

r

k

2

E

+ kB

0

S

T

rr

� B

0

S

rr

k

2

E

)

�

q

X

r=1

(kF

0

S

rr

+ C

0

S

rr

� 2�

s

r

(D

F

rr

D

C

rr

)

�1

k

2

E

+ kB

0

S

T

rr

� B

0

S

rr

k

2

E

)

�

( + ")

2

( � 2)

2

"
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Beweis:

Die G

�

ultigkeit der ersten Ungleihung ist o�ensihtlih. Die zweite Ungleihung

folgt durh Anwendung von Korollar 2.1.3 aus
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S
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+
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Q.E.D.

Satz 2.1.4 gilt auh im Falle getrennter Eigenwerte von (K

0

; J). Dann lautet

seine Aussage

(

n

X

r=1

(

f

01=2

rr



01=2

rr

� �

r

f

01=2

rr



01=2

rr

)

2

)

1=2

�

 + "

2 ( � 2) "

kK

0

S

� Ik

2

E

;

wobei die f

0

rr

, 

0

rr

Diagonalelemente von K

0

sind. Ist also � = kK

0

S

� Ik

E

klein

genug, so sind die relativen Fehler der skalierten Diagonalelemente von K

0

ge-

gen

�

uber den Betr

�

agen der Eigenwerte von (K

0

; J) von der Ordnung O(�

2

).
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Bei Verfahren zur Berehnung der Eigenwerte von (K; J) wollen wir den Fall

mehrfaher Eigenwerte besonders ber

�

uksihtigen. Sind mehrfahe Eigenwerte

vorhanden und erf

�

ullt K die Voraussetzungen von Lemma 2.1.1, so sollen ge-

rade die Submatrizen K

r

transformiert werden, und zwar so, da� die Normen

kF

S

rr

� Ik

E

, kC

S

rr

� Ik

E

und kB

S

rr

k

E

nah diesen Transformationen von der

Ordnung O(!

2

) sind, wenn sie zuvor von der Ordnung O(!) mit einem geeigneten

! waren.

Wir werden nun Transformationen mit der soeben angedeuteten Wirkung

einf

�

uhren und deren Eigenshaften untersuhen. Zuvor jedoh geben weitere Fol-

gerungen von Lemma 2.1.1 an. Es sind algorithmish leiht nahpr

�

ufbare Eigen-

shaften von K, die uns sp

�

ater der Formulierung von Bedingungen dienen, unter

denen vorgenannte Transformationen vorgenommen werden. Wir ben

�

otigen die

folgenden beiden Hilfsaussagen.

Lemma 2.1.5 Seien die Voraussetzungen von Korollar 2.1.3 erf

�

ullt und sei  >

1 +

p

2. Setzt man

% =

 + "

p

2( � 2) "

kK

0

S

� Ik

2

E

;

so gilt f

�

ur alle r, 1 � r � q, und alle i; j mit s

r�1

+ 1 � i; j � s

r

jf

1=2

ii



1=2

ii

� f

1=2

jj



1=2

jj

j

f

1=2

ii



1=2

ii

+ f

1=2

jj



1=2

jj

� % (2.12)

und

f

1=2

ii



1=2

ii

f

1=2

jj



1=2

jj

�

1

1� 2%

: (2.13)

Beweis:

Aus jf

1=2

ii



1=2

ii

� �

s

r

j � jf

1=2
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1=2

ii

� f

1=2

jj



1=2

jj

j � jf

1=2

jj



1=2

jj

� �

s

r

j und Korollar 2.1.3

folgt
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j
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�
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r
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2

f
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+
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� �

s

r

)

2

f
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1

p

2
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�

s

r

f
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)

2

+ (2� 2

�

s

r
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)
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p
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2

E

Damit ist (2.12) bewiesen. Nun zum Beweis von (2.13). Ist f

ii



ii

� f

jj



jj

, so ist

nihts zu zeigen. Andernfalls sei  > 1 +

p

2. Dann ist % < 1=2 und aus

1�

f

1=2

jj



1=2

jj

f

1=2
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1=2
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= 2

f

1=2
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� f

1=2

jj
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folgt shlie�lih (2.13). Q.E.D.

Lemma 2.1.6 Seien die Voraussetzungen von Korollar 2.1.3 erf

�

ullt und  � 3.

f

0

ii

und 

0

ii

, 1 � i � n seien die Diagonalelemente von K

0

. Dann gilt f

�

ur r,

1 � r � q � 1, und alle i; j mit i � s

r

< j

1 + ( � 2) kK

0

S

� Ik

E

<

f
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f

01=2

jj



01=2

jj

:

Beweis:

Sei 1 � r � q � 1 und i � s

r

< j. Wir verwenden die Bezeihnungen aus dem

Beweis von Lemma 2.1.1. Permutiert und skaliert man K

0

, so ergibt sih wie in

(2.11) ein �

s

l

6= �

s

r
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:

Wegen f
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> f
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folgt daraus mit (2.9), (2.10)
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Q.E.D.

Satz 2.1.7 Sei  � 30. Seien die Voraussetzungen von Lemma 2.1.1 f

�

ur dieses

 erf

�

ullt und sei 1 � r � q. Sei ! = kK

S

� Ik

E

, !

r

= kK

S

r

� Ik

E

und

!

2

=

"

 + "

!

r

:

Dann gilt

f
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f

jj

� 1 +

3!

r

2 

; s

r�1

+ 1 � i � j � s

r

(2.14)
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(2.15)

f

ii

f
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> 1 + ( � 2)!

r

; i � s

r�1

< j oder i � s

r

< j (2.16)

Beweis:

Zum Beweis von (2.14) wenden wir 2.1.5 an. Durh Ausrehnen erh

�

alt man

n

�

amlih

f
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f
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�

1

1� 2%

�
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1� 2!
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p
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:

Die Ungleihung (2.15) erh

�

alt man aus
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:

Shlie�lih folgt (2.16) sofort aus 2.1.6. Q.E.D.

Die Relationen (2.14), (2.15), (2.16) werden wir zur Formulierung numerisher

Verfahren noh vereinfahen.

Wir f

�

uhren nun Transformationen von K ein, die sih an der Struktur von

K

S

orientieren. Dazu betrahten wir wieder die Matrix K gem

�

a� (2.2), (2.3) mit

Eigenwerten gem

�

a� (2.5), die wie in (2.6) partitioniert sei. R

r

sei der Faktor der

Cholesky-Zerlegung

R

T

r

R

r

=

1

Æ

2

r

F

rr

; Æ

r

= f

t

r�1
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; r = 1 : : : q ;

(Æ

r
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�
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T
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T

#
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q
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R

r
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K

0

und seine Submatrizen F

0

, B

0

, C

0

seien genauso wie K bzw. F , B, C parti-

tioniert. Zur De�nition einer zweiten Transformation sei

X

r

=
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2Æ

2

r

(B

0
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+B

0T

rr
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"
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#
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q
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X
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: (2.18)

Man pr

�

uft leiht T

T

JT = J und T

0T

JT

0

= J nah, T und T

0

sind also symplek-

tish. Die Matrizen K

00

, F

00

, B

00

, C

00

seien ebenfalls wie K, F , B, C partitioniert.

Dann l

�

a�t sih auh

F
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r

I

m

r
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1

2
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� =

q

M

r=1

�

r
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r

= (F

0
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)

1=2

= Æ

r

I

s

r

und halten die Form der Matrizen fest, wie wir sie sp

�

ater verwenden wollen:
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"

D 0

0 D

#

K

S

"
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0 D

#

; D = diag(f
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)
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diag(
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) :

Dar

�

uber hinaus setzen wir

~

D = �

�1

D, und f

�

ur die skalierten Matrizen shreiben

wir auh

K

S
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:

Die diagonalen Matrizen

~

D, D, D

0

, D

00

und � seien genauso wie die anderen

Matrizen partitioniert. Dann ist das (1; 1)-Element jedes Blokes

~

D

rr

gleih 1.

Wir

�

ubernehmen dieselbe Partitionierung auh f

�

ur K

S

, K

0

S

und K

00

S

.

Liegen f

�

ur K und K

00

die Voraussetzungen des Satzes 2.1.4 vor, so haben wir

mit einem geeigneten 
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m
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War also ! = kK

S

� Ik

E

vor dem Transformationspaar (2.17), (2.18) klein

genug und ist auh kK

00

S

�Ik

E

= O(!), so sind die Normen kK

S

00

r

�Ik

E

nah dem

Transformationspaar von der Ordnung O(!

2

). Dies werden wir mit Satz 2.1.8

pr

�

azisieren.

Satz 2.1.8 Seien die Voraussetzungen von Lemma 2.1.1 erf

�

ullt und sei  � 30.

Auf K werde das Transformationspaar (2.17), (2.18) angewendet. Dann gilt

kK

0

S

� Ik

E

�
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0

+ "

f

�

ur alle 

0

mit 1 � 

0

� 0:25  � 0:75 : (2.20)

K

0

erf

�

ullt die Voraussetzungen von Korollar 2.1.3. Au�erdem gilt

kK
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S
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f

�

ur alle 

00

mit 1 � 

00

� 0:08  � 0:92 : (2.21)

Auh K

00

erf

�

ullt die Voraussetzungen von Korollar 2.1.3.

Beweis:

Der Beweis ist langwierig und erfolgt durh Ausrehnen. Wir verwenden, falls

erforderlih, f

�

ur alle auftretenden Matrizen dieselbe Partitionierung. Zur Abk

�

ur-

zung verwenden wir ! = kK

S

� Ik

E

, und wir bemerken vorab
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Wir verwenden die Bezeihnung kXk

E;o�

= kX � diag(X)k

E

(wobei diag(X) =

diag(x

ii

)) und bemerken f

�

ur allgemeine X; Y und diagonale Z noh
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E
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=
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=
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Au�erdem gibt es ein M mit

L

�1

S

= I � S +M ; kMk

E

� kF

�1

S

k

1=2

2

kSk

2

E

� 0:53!

2

:

� kommutiert mit L und es gilt
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Es gilt somit
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E

= kL

�1

S

F

S

L

�T

S

k

2

E;o�

+ 2 kD

0

�1

L

T

S

~

D

2

B

S

L

�T

S

k

2

E

+kD

0

�1

L

T

S

~

D

2

C

S

~

D

2

L

S

D

0

�1

k

2

E;o�

:

F

�

ur jeden der vorstehenden Summanden werden wir eine obere Shranke bestim-

men. Als erstes haben wir

kF

0

S

k

E;o�

= kL

�1

S

F

S

L

�T

S

k

E;o�

= k(I � S +M)F

S

(I � S

T

+M

T

)k

E;o�

� kF

S

k

E;o�

+ 2 kF

S

k

2

kM � Sk

E

+ kF

S

k

2

kM � Sk

2

E

� ! + (1 + !)(2! (0:72 + 0:53!) + !

2

(0:72 + 0:53!)

2

)

� 2:54! : (2.24)

Nun sh

�

atzen wir den zweiten Summanden ab. Wegen des Cauhyshen Zwi-

shenwertsatzes gilt �

min

(D

02

) � �

min

(�

�1

C

0

�

�1

) und daher unter Verwendung

von D

�1

= �

�1

~

D

�1

kD

0�1

k

2

� k(�

�1

C

0

�

�1

)

�1

k

1=2

2

= k�L

�1

S

~

D

�1

D

�1

C

�1

S

D

�1

~

D

�1

L

�T

S

�k

1=2

2

� k

~

D

�2

k

2

kF

�1

S

k

1=2

2

kC

�1

S

k

1=2

2

� k

~

D

�2

k

2

kK

�1

S

k

2

;

wobei wegen 2.1.5 f

�

ur  � 30

k

~

D

�2

k

2

�

1

1� !

2

p

2( + ")=(( � 2)")

� 1:01

gilt. Damit erhalten wir wegen k

~

Dk � 1 und (2.22)

kD

0�1

L

T

S

~

D

2

B

S

L

�T

S

k

E

� k

~

D

�2

k

2

kK

�1

S

k

2

kL

S

k

2

k

~

D

2

k

2

kB

S

k

E

kL

�1

S

k

2

� 1:01

31

30

(1 +

0:72

31

)

!

p

2

(1 +

0:72

31

+

0:53

31

2

)

� 0:78! :

Shlie�lih bestimmen wir eine obere Shranke f

�

ur den dritten Summanden. Es

gilt

kD

0�1

L

T

S

~

D

2

C

S

~

D

2

L

S

D

0�1

k

E;o�

� kD

0�1

L

T

S

~

D

2

(C

S

� I)

~

D

2

L

S

D

0�1

k

E

+ kD

0�1

L

T

S

~

D

4

L

S

D

0�1

k

E;o�

� kD

0�2

k

2

(kF

S

k

2

k

~

D

4

k

2

kC

S

� Ik

E

+ kL

T

S

~

D

4

L

S

k

E;o�

)

und wegen

kL

T

S

~

D

4

L

S

k

E;o�

= k(I + S

T

)

~

D

4

(I + S)k

E;o�

� k

~

D

4

k

2

(2kSk

E

+ kSk

2

E

)

� ! (2 � 0:72 + 0:72

2

!) � 1:46!
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ist mit (2.22

kD

0�1

L

T

S

~

D

2

C

S

~

D

2

L

S

D

0�1

k

E;o�

� 1:01

2

31

2

30

2

� ((1 + !)! + 1:46!)

� 2:72! :

Insgesamt haben wir also

!

0

= kK

0

S

� Ik

E

� (2:54

2

+ 2 � 0:78

2

+ 2:72

2

)

1=2

!

� 3:89! :

Hinreihende Bedingung f

�

ur !

0

� "=(

0

+ ") ist 

0

� 0:25  � 0:75. Damit ist

(2.20) gezeigt. F

�

ur den ersten Teil des Satzes verbleibt zu beweisen, da� K

0

den

Voraussetzungen von Korollar 2.1.3 gen

�

ugt. Dabei verwenden wir f

�

ur X = (x

ij

)

die Notation min(diag(X)) = min

i

(x

ii

) und max(diag(X)) = max

i

(x

ii

). Es reiht

aus, f

�

ur r = 1 : : : q � 1

max(diag(F

0

r+1;r+1

) � diag(C

0

r+1;r+1

)) � min(diag(F

0

rr

) � diag(C

0

rr

)) (2.25)

zu zeigen, weil dann die in Korollar 2.1.3 erw

�

ahnten Skalierungen und Permutatio-

nen existieren. Sei r, 1 � r � q, �xiert. Wegen (2.23) ist F

S

rr

= (I+S

rr

)(I+S

T

rr

) =

I + S

rr

+ S

T

rr

+ S

rr

S

T

rr

und deshalb

kdiag(S

rr

)k

2

= k �

1

2

diag(S

rr

S

T

rr

)k

2

�

1

2

kS

rr

k

2

2

� 0:26!

2

:

Es gibt daher ein R

r

mit

diag(F

0

rr

) � diag(C

0

rr

) = �

2

r

diag(L

T

r

C

rr

L

r

)

= Æ

2

r

diag((I + S

T

rr

)

~

D

rr

C

rr

~

D

rr

(I + S

rr

))

= Æ

2

r

(diag(C

rr

) + Æ

2

r

diag(R

r

)) ; (2.26)

wobei wir kdiag(R

r

)k

2

noh absh

�

atzen werden. Wegen 2.1.5 ist

kdiag(R

r

)k

2

� kÆ

�2

r

diag(�C

rr

+

~

D

rr

C

rr

~

D

rr

+ 2

~

D

rr

C

rr

~

D

rr

S

rr

+ S

T

rr

~

D

rr

C

rr

~

D

rr

S

rr

)k

2

� kdiag(

~

D

2

rr

C

S

rr

~

D

2

rr

�

~

D

rr

C

S

rr

~

D

rr

)k

2

+kdiag(2

~

D

2

rr

(C

S

rr

� I + I)

~

D

2

rr

S

rr

+ S

T

rr

~

D

2

rr

(C

S

rr

� I + I)

~

D

2

rr

S

rr

)k

2

� k

~

D

4

rr

�

~

D

2

rr

k

2

+ 2 kdiag(

~

D

2

rr

(C

S

rr

� I)

~

D

2

rr

S

rr

)k

2

+ 2 kdiag(

~

D

4

rr

S

rr

)k

2

+kdiag(S

T

rr

~

D

2

rr

(C

S

rr

� I)

~

D

2

rr

S

rr

)k

2

+ kdiag(S

T

rr

~

D

4

rr

S

rr

)k

2

� 2 %+ 2! � 0:72! + 2 � 0:26!

2

+ 0:72

2

!

3

+ 0:72

2

!

2

� 2 %+ 2:50!

2

: (2.27)
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Mit Hilfe von 2.1.5, 2.1.6 shlie�en wir aus (2.26), (2.27)

min(diag(F

0

rr

) � diag(C

0

rr

))�max(diag(F

0

r+1;r+1

) � diag(C

0

r+1;r+1

))

� Æ

2

r

(Æ

2

r

(1� 2 %)� Æ

2

r

(2 %+ 2:50!

2

))� Æ

2

r+1

(Æ

2

r+1

+ Æ

2

r+1

(2 %+ 2:50!

2

))

� Æ

4

r+1

(

Æ

4

r

Æ

4

r+1

(1� 4 %� 2:50!

2

)� (1 + 2 %+ 2:50!

2

))

� Æ

4

r+1

((1 + ( � 2)!)(1�

2

p

2!

 � 2

� 2:50!

2

)� (1 +

p

2!

 � 2

+ 2:50!

2

))

� ! Æ

4

r+1

( � (2 +

3

p

2

 � 2

)� !(5:0 + 2

p

2)� !

2

� 2:50 ( � 2))

> 0 :

Also ist (2.25) erf

�

ullt und K

0

gen

�

ugt den Voraussetzungen von Korollar 2.1.3.

Wir wenden uns nun dem zweiten Teil des Satzes, also den Aussagen

�

uber K

00

,

K

00

S

, zu. Es gilt

K

00

S

=

"

�

�1

0

0 (�D

00

)

�1

#"

F

0

B

0T

+ F

0

X

XF

0

+B

0

XF

0

X +B

0

X +XB

0T

+ C

0

#"

�

�1

0

0 (�D

00

)

�1

#

mit X gem

�

a� (2.18) und wegen der Kommutativit

�

at von � und X

kK

00

S

� Ik

2

E

� kF

0

S

k

2

E;o�

+ 2kD

00

�1

(XF

0

S

+D

0

B

0

S

)k

2

E

+kD

00

�1

(XF

0

S

X +XB

0

T

S

D

0

+D

0

B

0

S

X +D

0

C

0

S

D

0

)D

00

�1

k

2

E;o�

:

Die Summanden werden wir wieder einzeln absh

�

atzen. Als erstes haben wir

kF

00

S

k

E;o�

= kF

0

S

k

E;o�

� !

0

. F

�

ur die anderen beiden Summanden m

�

ussen wir

jedoh weiter ausholen. Es gilt

kD

02

k

2

= kdiag(�

�1

C

0

�

�1

)k

2

= kdiag(�

�1

L

T

CL�

�1

)k

2

= kdiag(L

T

S

~

D

2

C

S

~

D

2

L

S

)k

2

� kdiag(L

T

S

~

D

2

(C

S

� I)

~

D

2

L

S

)k

2

+ kdiag(L

T

S

~

D

4

L

S

)k

2

� kF

S

k

2

k

~

D

4

k

2

kC

S

� Ik

2

+ kF

S

k

2

� (1 + !)

2

� 1:07 :

Daraus folgt

kXk

E

� kD

0

k

2

kB

0

S

k

E

�

p

1:07

!

0

p

2

� 0:74!

0

:

Es gilt au�erdem

kD

02

� Ik

2

= kdiag(L

T

S

~

D

2

C

S

~

D

2

L

S

)� Ik

2

= kdiag(L

T

S

~

D

2

(C

S

� I)

~

D

2

L

S

) + diag(L

T

S

~

D

4

L

S

)� Ik

2

� kF

S

k

2

kC

S

� Ik

2

+ kdiag(L

T

S

(

~

D

4

� I)L

S

) + diag(L

T

S

L

S

)� Ik

2

� kF

S

k

2

kC

S

� Ik

2

+ kF

S

k

2

k

~

D

2

+ Ik

2

k

~

D

2

� Ik

2

� (1 + !)(! + 4 %) :
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Aufgrund des Cauhyshen Zwishenwertsatzes ist weiterhin

kD

00

�2

k

2

� k(diag(�

�1

(

q

M

r=1

C

00

rr

)�

�1

))

�1

k

2

� (1� kdiag(�

�1

(

q

M

r=1

C

00

rr

)�

�1

)� Ik

2

)

�1

:

Dabei gilt wegen der Kommutativit

�

at von � und X und 2.1.5

kdiag(�

�1

(

q

M

r=1

C

00

rr

)�

�1

)� Ik

2

� kX

q

M

r=1

(F

0

S

rr

)Xk

2

+ 2 k

q

M

r=1

(D

0

rr

B

0

S

rr

)Xk

2

+ kD

02

� Ik

2

� kXk

2

2

+ 2 kXk

2

� 0:74!

0

+ (1 + !)(! + 4 %)

� 0:069 ;

also

kD

00

�2

k

2

�

1

1� 0:069

� 1:08 :

Nun k

�

onnen wir endlih die beiden Absh

�

atzungen

kD

00�1

(XF

0

S

+D

0

B

0

S

)k

E

� kD

00�1

k

2

(kXk

E

kF

0

S

k

2

+ kD

0

k

2

kB

0

S

k

E

)

�

p

1:08(0:74!

0

(1 + !

0

) +

p

1:07

!

0

p

2

)

� 1:63!

0

und

kD

00

�1

(XF

0

S

X +XB

0

T

S

D

0

+D

0

B

0

S

X +D

0

C

0

S

D

0

)D

00

�1

k

E;o�

� kD

00�2

k

2

(kXk

2

E

kF

0

S

k

2

+ 2 kD

0

k

2

kXk

E

kB

0

S

k

E

+ kD

02

k

2

kC

S

� Ik

E

)

� 1:08!

0

(0:74

2

!

0

(1 + !

0

) + 2

p

1:07 � 0:74

!

0

p

2

+ 1:07)

� 1:39!

0

vornehmen, woraus wir zusammenfassend

!

00

= kK

00

S

� Ik

E

� !

0

(1 + 2 � 1:63

2

+ 1:39

2

)

1=2

� 2:88!

0

erhalten. Hinreihende Bedingung f

�

ur !

00

� "=(

00

+") ist 

00

� 0:08 �0:92. Damit

ist auh (2.21) bewiesen und es verbleibt zu zeigen, da� K

00

den Voraussetzungen

von Korollar 2.1.3 gen

�

ugt. Dazu reiht es aus, f

�

ur 1 � r � q � 1

maxdiag(C

00

r+1;r+1

) � mindiag(C

00

rr

) (2.28)
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zu zeigen. Es gilt

diag(C

00

rr

) = diag(X

rr

F

0

rr

X

rr

+B

0

rr

X

rr

+X

rr

B

0T

rr

+ C

0

rr

)

= diag(X

rr

F

0

rr

X

rr

) + 2 diag(B

0

rr

X

rr

) + diag(C

0

rr

)

= diag(C

0

rr

) + Æ

2

r

diag(R

0

r

) ;

wobei wegen F

0

rr

= Æ

2

r

I

n

r

kdiagR

0

r

k

2

� kÆ

�2

r

diag(X

rr

F

0

rr

X

rr

)k

2

+ 2 kÆ

�2

r

diag(B

0

rr

X

rr

)k

2

� kX

rr

k

2

E

+ 2 kB

0

S

rr

k

E

kD

0

rr

k

2

kX

rr

k

E

� 0:74

2

!

02

+ 2

!

0

p

2

p

1:07 � 0:74!

0

� 1:64!

02

gilt. Es folgt f

�

ur 1 � r � q � 1

mindiag(C

00

rr

)�maxdiag(C

00

r+1;r+1

)

� mindiag(C

rr

)� Æ

2

r

(2 %+ 2:50!

2

+ 1:64!

02

)

�maxdiag(C

i+1;i+1

)� Æ

2

r+1

(2 %+ 2:50!

2

+ 1:64!

02

)

� Æ

2

r+1

(

Æ

2

r

Æ

2

r+1

(1� 2 %� 2 %� 2:50!

2

� 1:64!

02

)

�(1 + 2 %+ 2:50!

2

+ 1:64!

02

))

� Æ

2

r+1

((1 + ( � 2)!)(1� 4

!

p

2( � 2)

� 2:50!

2

� 1:64 � 3:89

2

!

2

)

�(1 + 2

!

p

2( � 2)

+ 2:50!

2

+ 1:64 � 3:89

2

!

2

))

� ! Æ

2

r+1

(

�4

p

2( � 2)

+ ( � 2)�

p

2

 � 2

�! (2 � 2:50 + 2 � 1:64 � 3:89

2

+ 2

p

2)� !

2

( � 2)(2:50 + 1:64 � 3:89

2

))

> 0 ;

womit shlie�lih alles gezeigt ist. Q.E.D.

Wir shlie�en diesen Abshnitt mit einigen Aussagen f

�

ur den Fall, da� (K; J)

nur ein einziges Eigenwertpaar besitzt, ab. In diesem Fall ist K n

�

amlih bis auf

einen Faktor symplektish. Genauer gilt

Satz 2.1.9 Hat (K; J) ausshlie�lih das Eigenwertpaar �i�, � 2 IR, � 6= 0,

so ist (1=�)K symplektish und es gibt ein symmetrishes X sowie ein nihtsin-

gul

�

ares R mit

K = �

"

R

T

0

0 R

�1

# "

I 0

X I

# "

I X

0 I

# "

R 0

0 R

�T

#

= �

"

R

T

R R

T

XR

�T

T

�1

XR R

�1

(I +X

2

)R

�T

#
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Beweis:

Es gibt ein symplektishes T mit T

T

KT = �I, also ist

~

K = (1=�)K = T

�T

T

�1

symplektish. F

�

ur

~

K =

"

~

F

~

B

T

~

B

~

C

#

;

~

F =

~

R

T

~

R ; S =

"

~

R

�1

0

0

~

R

T

#

gilt

~

K

0

=

"

I

~

B

0

T

~

B

0

~

C

#

= S

T

~

KS; (2.29)

wobei S und

~

K

0

symplektish sind. Es folgt

J =

~

K

0

T

J

~

K

0

=

2

4

~

B

0

�

~

B

0

T

~

C � (

~

B

0

T

)

2

~

B

0

2

�

~

C

0

~

B

0

~

C

0

�

~

C

0

~

B

0

T

3

5

und daher

~

B

0

=

~

B

0

T

und I +

~

B

0

2

=

~

C

0

, also

~

K

0

=

"

I

~

B

0

~

B

0

I +

~

B

0

2

#

=

"

I 0

~

B

0

I

# "

I

~

B

0

0 I

#

(2.30)

Aus (2.29), (2.30) folgt shlie�lih die Aussage des Satzes. Q.E.D.

Mit Hilfe von (2.19) kann man sih leiht plausibel mahen, da� die r-Bl

�

oke

eines Paares (K; J) mit mehrfahen Eigenwerten bis auf einen kleinen Fehler die

Eigenshaft des letzten Satzes haben. Die Matrizen des Transformationspaares

(2.17), (2.18) haben n

�

amlih die Struktur der Matrizen des letzten Satzes.

Im

�

ubrigen haben wir f

�

ur Matrizen der Ordnung 4

Lemma 2.1.10 Das Paar (K; J) mit K =

"

F B

T

B C

#

2 IR

4�4

, f

ii

= 

ii

und

b

ii

= 0, i = 1; 2, hat genau dann ausshlie�lih das Eigenwertpaar �i�, � 2 IR,

� 6= 0, wenn gilt

K =

2

6

6

6

4

f  0 b

 f b 0

0 b f �

b 0 � f

3

7

7

7

5

:

In diesem Falle ist � =

p

f

2

� b

2

� 

2

.

Beweis:

Zum Beweis der einen Rihtung setzen wir zun

�

ahst voraus, da� (K; J) nur ein
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Eigenwertpaar �i� habe. Wegen [26℄, (2.3.13) gilt dann

K =

2

6

6

6

4

f f

12

0 b

21

f

12

f b

12

0

0 b

12

f 

12

b

21

0 

12

f

3

7

7

7

5

mit

det(JK � �I) = x

4

+ 2x

2

(f

2

� b

12

b

21

+ f

12



12

)

+f

4

� f

2

(b

2

12

+ b

2

21

+ f

2

12

+ 

2

12

) + (b

12

b

21

� f

12



12

)

2

:

Es gibt daher genau dann eine doppelte Nullstelle, wenn

(f

2

� b

12

b

21

+ f

12



12

)

2

= f

4

� f

2

(b

2

12

+ b

2

21

+ f

2

12

+ 

2

12

) + (b

12

b

21

� f

12



12

)

2

gilt. Dies formen wir

�

aquivalent um:

2f

2

(f

12



12

� b

12

b

21

) = �f

2

(b

2

12

+ b

2

21

+ f

2

12

+ 

2

12

)

() (f

12

+ 

12

)

2

+ (b

12

� b

21

)

2

= 0

() f

12

= �

12

^ b

12

= b

21

:

Die umgekehrte Rihtung der Behauptung ist gezeigt, wenn man die Eigenwerte

von (K; J) aus dem harakteristishen Polynom

x

4

+ 2x

2

(f

2

� b

2

� 

2

) + (f

2

� b

2

� 

2

)

2

= 0

von �JK bestimmt. Die angegebenen � ergeben sih gleihfalls aus vorstehendem

Polynom. Q.E.D.

2.2 Jaobi-

�

ahnlihe Verfahren f

�

ur (L

T

L;J)

In diesem Abshnitt werden zwei Jaobi-

�

ahnlihe Verfahren zur L

�

osung des Eigen-

wertproblems des Matrizenpaares (K; J) beshrieben. In ihrer Grundidee basieren

sie auf einem in [31℄ beshriebenen Verfahren zur L

�

osung des Eigenwertproblems

f

�

ur de�nite Matrizenpaare.

Als erstes wird ein explizites Verfahren behandelt. Es besteht aus einer Folge

symplektisher Konkruenztransformationen der symmetrishen positiv de�niten

Matrix K. Das Verfahren wird zun

�

ahst auf eine Weise beshrieben, die seine

Struktur verdeutlihen soll. Die Details der Parameterbestimmungen spielen da-

bei nur eine untergeordnete Rolle. Auf die Bestimmung der Eigenvektoren von

(K; J) wird niht eingegangen. Der Beshreibung shlie�t sih der formale Algo-

rithmus an.
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Beim anshlie�end angegeben impliziten Verfahren wird niht die Matrix K

selbst, sondern ein Faktor L, K = L

T

L, mit einer Folge symplektisher Matrizen

von rehts multipliziert. Auh hier wird zuerst eine Beshreibung gegeben, der sih

der formale Algorithmus anshlie�t. In exakter Arithmetik sind beide Verfahren

�

aquivalent.

Zum besseren Verst

�

andnis wird bei der Beshreibung des expliziten Verfah-

rens auf Hinweise zu Laufzeit- und Speiheroptimierungen verzihtet. Im Unter-

abshnitt

�

uber das implizite Verfahren hingegen werden derartige Optimierungen

ber

�

uksihtigt.

2.2.1 Explizites Verfahren

In diesem Unterabshnitt werden wir ein Verfahren zur Diagonalisierung von K in

(2.1) entwikeln und im nahfolgenden Unterbshnitt den formalen Algorithmus

angeben. Wir werden stets die Partitionierung

K =

"

F B

T

B C

#

; F; B; C 2 IR

n�n

;

f

�

ur K und

K

S

=

"

F

S

B

T

S

B

S

C

S

#

; F

S

; B

S

; C

S

2 IR

n�n

f

�

ur die auf 1-Diagonale skalierte Matrix verwenden.

Das Verfahren besteht aus einem endlihen vorbereitenden Teil (Vorbereitung)

und einem iterativen Teil. In beiden Teilen wird K mit symplektishen Matrizen

kongruent transformiert und die entstehende Folge von Transformationen wird

K shlie�lih diagonalisieren.

2.2.1.1 Vorbereitung

Die Vorbereitung ist ein endliher Proze�. Sie wird zu Beginn des Verfahrens

vorgenommen wird und dient dazu, K so zu transformieren, da� die Diagonalele-

mente von F und C

�

ubereinstimmen und die Diagonalelemente von B vershwin-

den. Dies wird niht nur die Formulierung der anderen Teile des Algorithmus'

erleihtern und die Beweisf

�

uhrung bei sp

�

ater nahfolgenden S

�

atzen vereinfahen,

sondern hat auh numerishe Vorteile, wie sih in Abshnitt 3.1 zeigen wird. Bei

der Vorbereitung wird folgenderma�en verfahren:

K wird zuerst mit der symplektishen Matrix

V

1

=

2

4

diag(

4

q

C

ii

=F

ii

) 0

0 diag(

4

q

F

ii

=C

ii

)

3

5

(2.31)



2.2. JACOBI-

�

AHNLICHE VERFAHREN F

�

UR DAS PAAR (L

T

L; J) 43

transformiert (zum formellen Vorgehen siehe 1.1 von Verfahren 2.2.2). Der einfa-

hen Darstellung halber werde dies mit der Notation K := V

T

1

KV

1

beshrieben.

Es gilt nun

F

ii

= C

ii

; i = 1 : : : n (2.32)

und die Diagonalelemente von B k

�

onnen auf einfahe Weise anulliert werden,

indem K mit

V

2

=

1

p

2

"

I

n

I

n

�I

n

I

n

#

(2.33)

transformiert wird: K := V

T

2

KV

2

(1.2 von Verfahren 2.2.2). Die Eigenshaft

(2.32) wird dadurh jedoh zerst

�

ort und durh erneute Transformation mit

V

3

=

2

4

diag(

4

q

C

ii

=F

ii

) 0

0 diag(

4

q

F

ii

=C

ii

)

3

5

wiederhergestellt: K := V

T

3

KV

3

(1.3 von Verfahren 2.2.2). Die Vorbereitung ist

damit beendet und es gilt

K =

"

F B

T

B C

#

mit F

ii

= C

ii

und B

ii

= 0 ; i = 1 : : : n: (2.34)

Das Verfahren ist so konzipiert, da� die Eigenshaft (2.34) w

�

ahrend des sih

nun anshlie�enden iterativen Teiles erhalten bleibt. Insbesondere werden die

Transformationen so durhgef

�

uhrt, da� die Diagonalelemente von B exakt Null

bleiben.

2.2.1.2 Iterativer Teil

Der iterative Teil des Verfahrens besteht aus einer Folge von Zyklen. Zu Beginn

jeden Zyklus' wird gepr

�

uft, ob (K; J) evtl. mehrfahe Eigenwerte haben k

�

onnte,

indem die G

�

ultigkeit dreier aus Satz 2.1.7 abgeleiteter Bedingungen

�

uberpr

�

uft

wird. Dazu wird K zuerst symplektish permutiert, um die Diagonalelemente

von F und C absteigend zu ordnen. Anshlie�end werden Submatrizen (Cluster)

m

�

oglihst gro�er Ordnung ermittelt, die wir hier mit der Bezeihnung

K

[l;u℄

=

"

F

[l;u℄

B

[l;u℄

T

B

[l;u℄

C

[l;u℄

#

=

"

D

[l;u℄

0

0 D

[l;u℄

#

2

4

F

[l;u℄

S

B

[l;u℄

S

T

B

[l;u℄

S

C

[l;u℄

S

3

5

"

D

[l;u℄

0

0 D

[l;u℄

#

=

"

D

[l;u℄

0

0 D

[l;u℄

#

K

[l;u℄

S

"

D

[l;u℄

0

0 D

[l;u℄

#

(2.35)

mit

F

[l;u℄

= (F

ij

)

l�i;j�u

; B

[l;u℄

= (B

ij

)

l�i;j�u

; C

[l;u℄

= (C

ij

)

l�i;j�u

;



44 KAPITEL 2. JACOBI-

�

AHNLICHE VERFAHREN

und

diag(F

[l;u℄

S

ii

) = diag(C

[l;u℄

S

ii

) = 1

versehen wollen, f

�

ur die !

[l;u℄

= kK

[l;u℄

S

� Ik

E

die Bedingungen

1. !

[l;u℄

� 1=(10(u� l + 1)),

2. F

ll

� (1 + !

[l;u℄

)F

uu

und

3. Tr (F

[l;u℄

S

� I)(C

[l;u℄

S

� I)� kB

[l;u℄

S

+B

[l;u℄

S

T

k

2

E

=4 + 12!

[l;u℄

3

� �TOL

2

=10

erf

�

ullt. Algorithmish geshieht dies auf folgende Weise. Zuerst werden die Be-

dingungen f

�

ur l = 1 und u = l + 2 = 3 gepr

�

uft. Dann wird der Index u solange

um 1 erh

�

oht, bis f

�

ur u+1 eine der Bedingungen niht mehr erf

�

ullt ist, oder u = n

gilt. Ist eine der Bedingungen bereits f

�

ur u = l + 2 niht erf

�

ullt, so wird l um 1

erh

�

oht und die Pr

�

ufung f

�

ur u = l + 2 fortgesetzt. Andernfalls werden die Indizes

l; u des Clusters K

[l;u℄

abgespeihert und die Pr

�

ufung f

�

ur l = u + 1 fortgesetzt.

Ist l = n� 2, so wird der Proze� beendet. Auf diese Weise gilt stets u� l � 3.

Die Bedingungen sind algorithmish leiht

�

uberpr

�

ufbar. Die auf diese Weise

bestimmten Cluster haben niht immer die maximal m

�

oglihe Ordnung, es werden

insgesamt jedoh lediglih O(n

2

) Operationen ben

�

otigt.

TOL ist eine Abbruhkonstante (s. 2.2.1.3) in der Gr

�

o�enordnung der Ma-

shinengenauigkeit. Numerishe Experimente zeigten, da� an dieser Stelle auh

auh noh TOL = 0 gew

�

ahlt werden kann. Zur Pr

�

ufung der dritten Bedingung

m

�

ussen nat

�

urlih niht alle Elemente von K

[l;u℄

S

bestimmt werden, sondern z.B.

nur diejenigen oberhalb der Diagonale.

Die drei obigen Bedingungen sind aus Satz 2.1.7 abgeleitet. Wegen Satz 2.1.7

ermitteln sie im Falle mehrfaher Eigenwerte gerade diejenigen Cluster, die den

mehrfahen Eigenwerten zugeordnet werden k

�

onnen, falls die kK

[l;u℄

S

� Ik

E

niht

bereits klein gegen

�

uber kK

S

� Ik

E

sind.

Werden auf diese Weise Cluster ermittelt, so wird angenommen, (K; J) habe

mehrfahe Eigenwerte und K

S

trage die in Kapitel 2.1 beshriebene Struktur.

Beim nahfolgenden Zyklus handelt es sih dann um einen modi�zierten Zyklus,

andernfalls um einen normalen oder unmodi�zierten Zyklus. In modi�zierten Zy-

klen werden die ermittelten Cluster wie in (2.17), (2.18) transformiert.

Die drei obigen Bedingungen durhaus auh dann erf

�

ullt sein, wenn keine

mehrfahen Eigenwerte vorliegen, wie das Beispiel

K =

"

I

3

B

T

B I

3

#

; B =

2

6

4

1=50 0 0

0 1=100 0

0 0 1=200

3

7

5

f

�

ur TOL � 0:07 zeigt. Anwendung des Transformationspaares (2.17), (2.18) dia-

gonalisiert dieses K aber.

Wir werden in Kapitel 2.3 sehen, da� Transformationen (2.17), (2.18) der
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nah obigen Bedingungen ermittelten Cluster stets zur Konvergenz beitragen,

auh dann, wenn (K; J) tats

�

ahlihe keine mehrfahen Eigenwerte hat.

In den normalen Zyklen werden ausshlie�lih Diagonalisierungen von 4� 4-

Submatrizen vorgenommen. Auh in den modi�zierten Zyklen werden au�erhalb

der ermittelten Cluster nur solhe Diagonalisierungen vorgenommen. Wir werden

zuerst das Vorgehen in den normalen Zyklen behandeln, also davon ausgehen, es

g

�

abe keine Cluster (2.35).

Normaler Zyklus

Hier werden n(n� 1)=2 Submatrizen

^

K =

"

^

F

^

B

T

^

B

^

C

#

=

2

6

6

6

4

F

pp

F

pq

0 B

qp

F

pq

F

qq

B

pq

0

0 B

pq

F

pp

C

pq

B

qp

0 C

pq

F

qq

3

7

7

7

5

;

p = 1 : : : n� 1 ;

q = p + 1 : : : n

(2.36)

der Ordnung 4 von K so mit einer endlihen Folge elementarer symplektisher

Transformationen diagonalisiert, da� f

�

ur die diagonalisierte Submatrix wieder

(2.34) erf

�

ullt ist.

Die Reihenfolge der Paare (p; q) folgt einer zu Beginn des Verfahrens fest-

gelegten Pivotstrategie. In vorliegender Arbeit kommt lediglih die bereits oben

angedeutete zeilenzyklishe Pivotstrategie

(1; 2) (1; 3) : : : (1; n)

(2; 3) : : : (2; n)

.

.

.

(n� 1; n)

zum Einsatz. Auf die Darstellung paralleler Strategien (siehe z.B. [5℄, [27℄) ver-

zihten wir hier.

Die Transformationsmatrizen, deren Folge

^

K diagonalisiert, untersheiden

sih h

�

ohstens an den mit

^

K korrespondierenden Positionen von der Einheits-

matrix. Dort sind sie vom Typ

^

T

[1℄

=

2

6

6

6

4

t

1

0 0 0

0 t

2

0 0

0 0 1=t

1

0

0 0 0 1=t

2

3

7

7

7

5

;
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vom Typ

^

T

[2℄

=

2

6

6

6

4

s

1

sn

1

0 0

�sn

1

s

1

0 0

0 0 s

1

sn

1

0 0 �sn

1

s

1

3

7

7

7

5

oder vom Typ

^

T

[3℄

=

2

6

6

6

4

s

2

0 sn

2

0

0 s

3

0 sn

3

�sn

2

0 s

2

0

0 �sn

3

0 s

3

3

7

7

7

5

mit sn

2

i

+ s

2

i

= 1, i = 1; 2; 3, und t

1

; t

2

> 0. Es handelt sih also ausshlie�lih

um orthogonale Rotationen und Skalierungen. Bei der Diagonalisierung von

^

K

wird konkret folgenderma�en vorgegangen:

Zuerst wird

^

B mit einer Transformation vom Typ

^

T

[3℄

anulliert (zum for-

mellen Vorgehen siehe 3.1 von Verfahren 2.2.2). Die Wirkung einer derartigen

Transformation von K erkennt man leiht nah einer Vertaushung der zweiten

und dritten Spalten und Zeilen von

^

K. Dann ergibt sih n

�

amlih die permutierte

Matrix

2

6

6

6

4

F

pp

0 F

pq

B

qp

0 F

pp

B

pq

C

pq

F

pq

B

pq

F

qq

0

B

qp

C

pq

0 F

qq

3

7

7

7

5

und die Transformation von

^

K mit einer Matrix vom Typ

^

T

[3℄

ist

�

aquivalent zur

Transformation der letztgenannten Matrix mit

2

6

6

6

4

s

p

sn

p

0 0

�sn

p

s

p

0 0

0 0 s

q

sn

q

0 0 �sn

q

s

q

3

7

7

7

5

:

Man erkennt, da� die Anullierung von

^

B

�

aquivalent ist zur Singul

�

arwertzerlegung

von

"

F

pq

B

qp

B

pq

C

pq

#

ist, wobei die Parameter gem

�

a� [19℄ bestimmt werden. Man erkennt ferner, da�

die Transformation weder die Diagonalelemente von

^

F und

^

C noh die bereits

bestehenden Nullen in der Diagonale von

^

B ver

�

andert.

Nah der Transformation gilt daher (der Einfahheit halber unter Verwendung
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stets gleihbleibender Bezeihnungen auh f

�

ur ver

�

anderte Elemente)

^

K =

"

^

F 0

0

^

C

#

=

2

6

6

6

4

F

pp

F

pq

0 0

F

pq

F

qq

0 0

0 0 F

pp

C

pq

0 0 C

pq

F

qq

3

7

7

7

5

und als n

�

ahstes wird eine Skalierung

2

6

6

6

6

6

6

4

q

F

pp

0 0 0

0

q

F

qq

0 0

0 0 1=

q

F

pp

0

0 0 0 1=

q

F

qq

3

7

7

7

7

7

7

5

(2.37)

vom Typ

^

T

[1℄

angewendet (3.2 von Verfahren 2.2.2), um 1 als Diagonalelemente

von

^

C erhalten; nah der Skalierung ist daher

^

K =

"

^

F 0

0

^

C

#

=

2

6

6

6

4

F

pp

F

pq

0 0

F

pq

F

qq

0 0

0 0 1 C

pq

0 0 C

pq

1

3

7

7

7

5

:

In Satz 3.1.3 werden wir sehen, da� die skalierte Kondition der so skalierten

Matrix in den nahfolgenden Operationen nur ein geringes Wahstum erf

�

ahrt. Die

letztgenannte Matrix wird nun so mit einer orthogonalen Matrix vom Typ

^

T

[2℄

transformiert (3.3 von Verfahren 2.2.2), da� F

pq

vershwindet. Die resultierende

Matrix K wird erneut mit einer Transformation

2

6

6

6

6

6

6

4

1=

q

F

pp

0 0 0

0 1=

q

F

qq

0 0

0 0

q

F

pp

0

0 0 0

q

F

qq

3

7

7

7

7

7

7

5

vom Typ

^

T

[1℄

skaliert (3.4 von Verfahren 2.2.2), diesmal um 1 als Diagonalele-

mente von

^

F zu erhalten. Dies f

�

uhrt zu

^

K =

"

^

F 0

0

^

C

#

=

2

6

6

6

4

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 C

pp

C

pq

0 0 C

pq

C

qq

3

7

7

7

5

:

Eine anshlie�ende orthogonale Transformation vom Typ

^

T

[2℄

anulliert C

pq

, ohne
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^

F = I zu ver

�

andern (3.5 von Verfahren 2.2.2). Abshlie�ende Skalierung mit

2

6

6

6

6

6

6

4

4

q

C

pp

0 0 0

0

4

q

C

qq

0 0

0 0 1=

4

q

C

pp

0

0 0 0 1=

4

q

C

qq

3

7

7

7

7

7

7

5

(3.6 von Verfahren 2.2.2) ergibt shlie�lih die diagonale Matrix

^

K =

"

^

F 0

0

^

C

#

=

2

6

6

6

4

F

pp

0 0 0

0 F

qq

0 0

0 0 F

pp

0

0 0 0 F

qq

3

7

7

7

5

;

mit der Eigenshaft (2.34).

Falls einzelne Au�erdiagonalelemente von

^

K bereits klein genug sind, so k

�

on-

nen die entsprehenden Transformationen weggelassen werden. Dies wird in Ver-

fahren 2.2.2 niht ber

�

uksihtigt, wohl aber beim impliziten Verfahren 2.2.4.

Modi�zierter Zyklus

Bei einem modi�zierten Zyklus werden zu jedem festgestellten Cluster (2.35)

Transformationsmatrizen wie in (2.17), (2.18) bestimmt, die sih h

�

ohstens dort

von der Einheitsmatrix untersheiden, wo sie mit dem jeweiligen Cluster kor-

respondieren. Die Cluster K

[low[lu℄;upp[lu℄℄

seien f

�

ur lu= 1 : : :num durhnumme-

riert mit entsprehenden Bezeihnungen f

�

ur die Submatrizen. Entsprehend der

Bezeihnung in (2.35) ist dabei low ein Ganzzahlvektor der unteren Indizes der

Cluster und upp ein Ganzzahlvektor mit den entsprehenden obereren Indizes.

Die erste Transformation (2.17) erh

�

alt man mit Hilfe der Cholesky-Zerlegungen

1

F

low[lu℄;low[lu℄

F

[low[lu℄;upp[lu℄℄

= R

T

lu

R

lu

; lu = 1 : : :num

und (2.3.1 von Verfahren 2.2.2)

R =

num

M

lu=1

(I

low[lu℄�upp[lu�1℄�1

� R

lu

)� I

n�upp[lu℄

;

wobei lu[0℄ = 0. Die erste Transformation (2.3.2 von Verfahren 2.2.2) lautet

dann in abk

�

urzender Notation

K =

"

F B

T

B C

#

= T

T

KT ; T =

"

R

�1

0

0 R

T

#

: (2.38)

Anshlie�end wird f

�

ur

X

lu

= �

1

2F

low[lu℄;low[lu℄

(B

[low[lu℄;upp[lu℄

+B

[low[lu℄;upp[lu℄

T

) ; lu = 1 : : :num ;
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und (2.3.3 von Verfahren 2.2.2)

X =

num

M

lu=1

(0

low[lu℄� upp[lu-1℄�1

�X

lu

)� I

n�upp[lu℄

die zweite Transformation (2.18) gebildet, die wir abk

�

urzend als

K =

"

F B

T

B C

#

= T

T

KT ; T =

"

I X

0 I

#

: (2.39)

darstellen (2.3.4 von Verfahren 2.2.2). Weil die transformierten Submatrizen von

B nun shiefsymmetrish sind, gilt noh B

ii

= 0, i = 1 : : : n, so da� nur noh

geeignete Skalierungen vorzunehmen sind, um die Eigenshaft (2.34) wiederher-

zustellen (2.3.5 von Verfahren 2.2.2).

Man erkennt, da� die Transformationen (2.38) und (2.39) zus

�

atzlihen Spei-

herplatz f

�

ur L und X von etwa n

2

=2 Elementen erfordern, wenn sie so wie

hier geshildert durhgef

�

uhrt werden. Eine Methode ohne bzw. mit minimalem

zus

�

atzlihen Speiherplatz wird im Unterabshnitt

�

uber das implizite Verfahren

beshrieben.

Au�erhalb der Cluster werden Transformationen angewendet, wie sie im Un-

terabshnitt

�

uber den normalen Zyklus behandelt wurden. Auh die dort fest-

gelegte Pivotstrategie wird verwendet. Genauer werden Submatrizen

^

K gem

�

a�

(2.36) diagonalisiert, f

�

ur die niht low[lu℄ � p; q � upp[lu℄, lu 2 f1 : : :numg

gilt.

Von den modi�zierten Zyklen erwarten wir den Eintritt asymptotish qua-

dratisher Konvergenz der Folge der iterierten symmetrishen Matrizen gegen

eine Diagonalmatrix. Diese Erwartung ist in der Tat begr

�

undet. Sind n

�

amlih

alle Eigenwerte von (K; J) einfah, so wird man die asymptotish quadratishe

Konvergenz genauso wie bei anderen Jaobi-

�

ahnlihen Verfahren zeigen k

�

onnen

(siehe z.B. [16℄). Das Konvergenzverhalten basiert dann auf der Konvergenz der

Folge der skalierten Transformationsmatrizen gegen die Einheitsmatrix. Weil dies

im Falle mehrfaher Eigenwerte auh f

�

ur die Transformationsmatrizen in (2.38),

(2.39) gilt, k

�

onnen wir auh im Falle mehrfaher Eigenwerte asymptotish qua-

dratishe Konvergenz erwarten.

2.2.1.3 Beendigung des Verfahrens

Das Verfahren wird beendet, wenn nah einem Zyklus das Konvergenzkriterium

jK

ij

j

q

K

ii

K

jj

< TOL ; 1 � i; j � 2n ; i < j (2.40)

mit einem geeigneten TOL, z.B. TOL= 2n " mit der Mashinengenauigkeit ",

erf

�

ullt ist. Die Diagonalelemente von K sind dann N

�

aherungen an die positiven
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Imagin

�

arteile der Eigenwerte von (K; J).

Wir verwenden also eine Abbruhbedingung wie in [13℄. Sie ist konsistent mit

Satz 1.0.6, wonah die relative Genauigkeit der Eigenwerte von der Kondition

der skalierten Matrix �(K

S

) abh

�

angt. Das Verfahren ist also dann abzubrehen,

wenn die Au�erdiagonalelemente der skalierten Matrix klein genug sind.

Die Eigenvektoren von (K; J) k

�

onnten mittels Akkumulation der Transforma-

tionsmatrizen bestimmt werden. Dies erfordert etwa den doppelten Speiherplatz

und etwa den zweifahen Rehenaufwand. Auf die Darstellung wurde verzihtet,

weil uns die Eigenvektoren von (K; J) niht interessieren.

2.2.2 Der formale Algorithmus des expliziten Verfahrens

In diesem Unterabshnitt geben wir ausshlie�lih das formelle Vorgehen beim

expliziten Verfahren zur Bestimmung der Eigenwerte des Paares (K; J) an. Wir

werden sp

�

ater darauf zur

�

ukkommen; vorwiegend dient es allerdings dem leih-

teren Verst

�

andnis eines sp

�

ater angegeben

�

aquivalenten impliziten Verfahren.

/* The most important variables we use in the algorithm are stated as follows

name type usage omment

TOL salar input stopping bound with 0 < TOL � 1, e.g TOL = 2n�

maheps, where maheps is the mahine preision.

�

max

salar input determines the minimal inrease of the Hadamard

measure in modi�ed yles, e.g. �

max

= � TOL

2

=10.

K matrix input/

output

symmetri positive de�nite matrix to be diagonali-

sed; we write

K =

"

F B

T

B C

#

; F; B; C 2 IR

n�n

:

T matrix inter-

mediate

transformation matrix; T is the identity matrix ex-

ept at the positions of a submatrix

^

T . In a omputer

program only omponents of

^

T are stored. */

/* 1. preparation */

/* 1.1 sale K for F

pp

= C

pp

; p = 1 : : : n */

set K =

"

F B

T

B C

#

= T

T

KT with T = diag(

4

q

C

pp

=F

pp

)� diag(

4

q

F

pp

=C

pp

)

/* 1.2 annihilate diagonal entries of B */
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set K =

"

F B

T

B C

#

= T

T

KT with T =

1

p

2

"

I I

�I I

#

/* 1.3 resale K for F

pp

= C

pp

; p = 1 : : : n; */

set K =

"

F B

T

B C

#

= T

T

KT with T = diag(

4

q

C

pp

=F

pp

)� diag(

4

q

F

pp

=C

pp

)

/* now we have F

pp

= C

pp

and B

pp

= 0, p = 1 : : : n */

/* begin yle */

WHILE max

1�i�2n;1�j�i�1

jK

ij

j=

q

K

ii

K

jj

� TOL DO

/* 2.1 prepare for modi�ation */

apply sympleti permutation to K to get dereasing order

of diagonal elements of F and C

/* 2.2 determine lusters */

num= 1 /* number of lusters */

l = 1 /* lower index of �rst luster */

A: IF l + 1 < n THEN /* begin new luster */

� = (2F

l+1;l

C

l+1;l

� (B

l+1;l

+B

l;l+1

)

2

=2)=(F

l+1;l+1

F

ll

)

�! = 2(F

2

l+1;l

+ C

2

l+1;l

+B

2

l+1;l

+B

2

l;l+1

)=(F

l+1;l+1

F

ll

)

ENDIF

u = l + 2 /* upper index of atual luster */

B: IF u > n THEN

num=num�1 /* �nish */

ELSE

� = � + 2

P

u�1

i=l

(F

ui

C

ui

)=(F

uu

F

ii

)� (

P

u�1

i=l

(B

ui

+B

iu

)

2

=(F

uu

F

ii

))=2

�! = �! + 2

P

u�1

i=l

(F

2

ui

+ C

2

ui

+B

2

ui

+B

2

iu

)=(F

uu

F

ii

)

! =

p

�!

IF 10(u� l + 1)! � 1 ^ F

ll

� (1 + !)F

uu

^ � + 12!

3

� �

max

THEN

IF u = n THEN /* �nish last luster */

low[num℄= l, upp[num℄= u

ELSE /* inrease upper index of atual luster */

u = u+ 1, GOTO B:

ENDIF

ELSE

IF u = l + 2 THEN /* restart luster with inreased lower index */

l = l + 1, GOTO A:

ELSE /* begin next luster */

low[num℄= l, upp[num℄= u� 1

num=num+1, l = u, GOTO A:

ENDIF

ENDIF
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ENDIF

/* the extremal indies of lusters are now stored in integer vetors \low"

and \upp" of length \num" */

/* 2.3 eventual modi�ed yle with resaling */

IF num> 0 THEN

FOR lu= 1 TO num DO

/* 2.3.1 make �rst transformation matrix */

FOR i = 1 TO upp[lu℄�low[lu℄ + 1 DO

R

lu

ii

= (F

low[lu℄�1+i;low[lu℄�1+i

=F

low[lu℄;low[lu℄

�

P

i�1

k=1

R

2

lu

ki

)

1=2

FOR j = i+ 1 TO upp[lu℄� low[lu℄ + 1 DO

R

lu

ij

= (F

low[lu℄�1+j;low[lu℄�1+i

=F

low[lu℄;low[lu℄

�

P

i�1

k=1

R

lu

kj

R

lu

ki

)=R

lu

ii

ENDFOR

ENDFOR

ENDFOR

/* 2.3.2 apply �rst transformation */

set R = �

num

lu=1

(I

low[lu℄�upp[lu�1℄�1

�R

lu

)� I

n�upp[num℄

with upp[0℄ = 0

set K =

"

F B

T

B C

#

= T

T

KT , where T =

"

R

�1

0

0 R

T

#

/* 2.3.3 make seond transformation matrix */

FOR lu = 1 TO num DO

FOR i = 1 TO upp[lu℄�low[lu℄ + 1 DO

FOR j = i TO upp[lu℄�low[lu℄ + 1 DO

X

lu

i;j

= �(B

low[lu℄�1+i;low[lu℄�1+j

+B

low[lu℄�1+j;low[lu℄�1+i

)=(2F

low[lu℄;low[lu℄

)

IF i 6= j THEN set X

lu

ji

= X

lu

ij

ENDFOR

ENDFOR

ENDFOR

/* 2.3.4 apply seond transformation */

set X = �

num

lu=1

(0

low[lu℄�upp[lu�1℄�1

�X

lu

)� I

n�upp[num℄

with upp[0℄ = 0

set K =

"

F B

T

B C

#

= T

T

KT , where T =

"

I X

0 I

#

/* 2.3.5 sale K for F

pp

= C

pp

within lusters */

FOR lu = 1 TO num DO

FOR p =low[lu℄ TO upp[lu℄ DO

set K = T

T

KT with

^

T =

"

t 0

0 t

�1

#

, so that F

pp

= C

pp
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ENDFOR

ENDFOR

ENDIF

/* 3. begin yli rotations */

FOR p = 1 TO n� 1 DO

FOR q = p+ 1 TO n DO

rotate= TRUE

FOR lu = 1 TO num DO

IF low[lu℄ � p; q �upp[lu℄ THEN rotate= FALSE

ENDFOR

IF rotate THEN

/* 3.1 annihilate B

pq

and B

qp

*/

IF jB

pq

j=(F

pp

F

qq

)

1=2

�TOL _ jB

qp

j=(F

pp

F

qq

)

1=2

�TOL THEN

ompute SVD-parameters s

1

; sn

1

; s

2

; sn

2

,

so that

"

s

1

�sn

1

sn

1

s

1

# "

F

qp

B

qp

B

pq

C

qp

# "

s

2

sn

2

�sn

2

s

2

#

= diag

set K = T

T

KT , where

^

T =

2

6

6

6

4

s

1

0 sn

1

0

0 s

2

0 sn

2

�sn

1

0 s

1

0

0 �sn

2

0 s

2

3

7

7

7

5

ENDIF

IF jF

pq

j=(F

pp

F

qq

)

1=2

�TOL THEN

/* 3.2 sale K for C

pp

= C

qq

= 1 */

set K = T

T

KT , where

^

T = diag(C

1=2

pp

; C

1=2

qq

; C

�1=2

pp

; C

�1=2

qq

)

/* 3.3 annihilate F

qp

and F

pq

*/

�nd orthogonal U , so that U

T

�

"

F

pp

F

pq

F

qp

F

qq

#

� U = diag,

set K = T

T

KT , where

^

T =

"

U 0

0 U

#

ENDIF

IF jC

pq

j=(C

pp

C

qq

)

1=2

�TOL THEN

/* 3.4 sale K for F

pp

= F

qq

= 1 */

set K = T

T

KT , where

^

T = diag(F

�1=2

pp

; F

�1=2

qq

; F

1=2

pp

; F

1=2

qq

)

/* 3.5 annihilate C

qp

and C

pq

*/

�nd orthogonal V , so that V

T

�

"

C

pp

C

pq

C

qp

C

qq

#

� V = diag,
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set K = T

T

KT , where

^

T =

"

V 0

0 V

#

ENDIF

/* 3.6 sale K for F

pp

= C

pp

and F

qq

= C

qq

*/

set K = T

T

KT with

^

T = diag(t

pp

; t

qq

; t

�1

pp

; t

�1

qq

), so that

F

pp

= C

pp

, F

qq

= C

qq

ENDIF

ENDFOR

ENDFOR

ENDWHILE

2.2.3 Implizites Verfahren

In den vergangenen Unterabshnitten haben wir ein explizites Jakobi-

�

ahnlihes

Verfahren f

�

ur das Paar (K; J) entwikelt. Dies wird uns nun als Grundlage f

�

ur ein

�

aquivalentes, reht kompliziertes, implizites Verfahren dienen. Das Hauptanliegen

vorliegender Arbeit gilt dem impliziten Verfahren.

Beim impliziten Verfahren [32℄, [31℄ geht man davon aus, da� bereits der

Faktor L der symmetrishen positiv de�niten Matrix K = L

T

L vorliegt. L wird

in der Regel aus der Faktorisierung einer shiefsymmetrishen Matrix

S = LJL

T

(2.41)

entstanden sein (s. Kapitel 4). Diagonalisiert ein symplektishes T die Matrix K,

also

T

T

KT = T

T

L

T

LT =

"

D 0

0 D

#

= � ; D = diag ; (2.42)

und setzt man V = LT , so ist Q = V�

�1=2

o�ensihtlih orthogonal. Au�erdem

gilt

Q

T

SQ = �

�1=2

V

T

LJL

T

V�

�1=2

= �

�1=2

T

T

L

T

LT

T

JTL

T

LT�

�1=2

= �

1=2

J�

1=2

;

d.h. die �i ��

jj

(i

2

= �1) sind die Eigenwerte von S und die Spalten von Q sind

Real- und Imagin

�

arteile der Eigenvektoren von S.

Dies kann man sih f

�

ur ein implizites Verfahren zunutze mahen, bei dem man

das Produkt K = L

T

L niht explizit bildet, sondern lediglih den Faktor L = L

(1)

solange mit einer Folge symplektisher Matrizen T

(m)

von rehts multipliziert

L

(m+1)

= L

(m)

T

(m)

;
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bis die Spalten eines L

(M)

hinreihend orthogonal zueinander sind und die Normen

der Spalten j und n+ j, j = 1 : : : n,

�

ubereinstimmen.

� = diag (kL

(M)

�1

k

2

E

; : : : ; kL

(M)

�2n

k

2

E

)

enth

�

alt dann N

�

aherungswerte der positiven Imagin

�

arteile der Eigenwerte von S

und L

(M)

�

�1=2

sind N

�

aherungen an die Real- und Imagin

�

arteile der Eigenvektoren

von S. Dabei bezeihne L

(m)

�j

die j-te Spalte von L

(m)

.

Mit dem impliziten Verfahren spart man gegen

�

uber einem expliziten Verfahren

Rehenzeit und Speiherplatz, weil die Matrix der Eigenvektoren als Akkumula-

tion der Transformationen niht mitgef

�

uhrt werden mu�. Dar

�

uber hinaus kann

man gegen

�

uber dem expliziten Verfahren einen kleineren maximalen relativen

Fehler in den berehneten Eigenwerte erwarten [13℄, [29℄.

Beim impliziten Verfahren werden die Transformationsmatrizen prinzipiell ge-

nauso bestimmt, wie beim expliziten Verfahren. Dabei ist die Anullierung eines

Elementes K

ij

beim expliziten Verfahren wegen K

ij

=

P

2n

i=1

L

ki

L

kj

identish mit

der Orthogonalisierung der Spalten i und j von L.

Es sei darauf hingewiesen, da� der in Verfahren 2.2.4 aufgef

�

uhrte formale

Algorithmus in einigen Details

�

uber die nahstehende Beshreibung hinausgeht,

indem z.B. beim Algorithmus 2.2.4 darauf geahtet wird, da� einmal berehnete

Elemente K

ij

oder K

S

ij

niht ein zweites Mal bestimmt werden. Dar

�

uber hinaus

werden Divisionen m

�

oglihst durh Multiplikationen ersetzt. Diese Details bleiben

bei der nahfolgenden Beshreibung unber

�

uksihtigt.

Wir gehen im Folgenden davon aus, da� bereits der Faktor L von K = L

T

L

vorliege. Der vorbereitende Teil untersheidet sih etwas von der Vorbereitung

des expliziten Verfahrens. Zu Beshleunigung des iterativen Teils des Verfahrens

wollen wir n

�

amlih shnelle Rotationen anwenden [22℄, wozu die Mitf

�

uhrung einer

zus

�

atzlihen Diagonalmatrix E notwendig wird.

2.2.3.1 Vorbereitung

Es ist n

�

utzlih, zu Beginn eines jeden Zyklus die Spalten von L auf 1 normiert

zu haben und die tats

�

ahlihen Normen der Spalten in einer weiteren Diagonal-

matrix E (als Vektor) gespeihert zu haben. Die ersten Shritte der Vorbereitung

besteht dann aus den Anweisungen (s. 1.1.1, 1.1.2 von Verfahren 2.2.4)

FOR i = 1 TO 2n DO E

i

= (L

T

�i

L

�i

)

1=2

FOR i = 1 TO 2n DO L

�i

= L

�i

E

�1

i

Statt E = diag(E

ii

) werden wir durhgehend die Notation E = diag(E

i

) ver-

wenden, um daran zu erinnern, da� die Diagonalmatrix E als Vektor gespeihert
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wird. Wir wollen wie beim expliziten Verfahren gleihbleibende Bezeihnungen

auh f

�

ur ver

�

anderte Variablen verwenden. Daher werden wir nun stets

K =

"

F B

T

B C

#

= EL

T

LE (2.43)

f

�

ur die zu diagonalisierende, positiv de�nite Matrix shreiben.

Die Transformation von K mit V

1

aus (2.31) zur Erzielung von F

ii

= C

ii

, d.h.

E

i

= E

n+i

, wird beim impliziten Verfahren leiht durh die Shleife

FOR i = 1 TO n DO

E

i

= E

i+n

= E

1=2

i

E

1=2

i+n

ENDFOR

ausgedr

�

ukt (1.1.3 von Verfahren 2.2.4). Beim expliziten Verfahren shlie�t sih

nun die Anullierung der Diagonalelemente von B in K gem

�

a� (2.43) an. Das

Analogon beim impliziten Verfahren mu� auh w

�

ahrend des iterativen Teils re-

gelm

�

a�ig, z.B. zu Beginn eines jeden Zyklus, wiederholt werden, weil man im

Gegensatz zum expliziten Fall niht davon ausgehen kann, da� die einmal or-

thogonalisierten Spaltenvektoren L

�i

und L

�n+i

w

�

ahrend des gesamten iterativen

Prozesses gen

�

ugend orthogonal bleiben.

2.2.3.2 Iterativer Teil

Wie soeben dargelegt, wird LE zu Beginn eines jeden Zyklus mit V

2

gem

�

a� (2.33)

von rehts multipliziert. Die Multiplikation brauh dabei nur solhe Paare von

Spalten von L zu erfassen, die niht bereits hinreihend orthogonal zueinander

sind. Au�erdem sollen die ber

�

uhrten Spalten von L anshlie�end wieder auf 1

normiert und auh E

i

= E

i+n

wiederhergestellt werden. Beahtet man die Kom-

mutativit

�

at von E und V

2

, so k

�

onnen all diese Operationen in der einzigen Shleife

FOR p = 1 TO n DO

IF jL

T

�p

L

�p+n

j � TOL THEN

[L

�p

L

�p+n

℄ = [L

�p

� L

�p+n

L

�p

+ L

�p+n

℄

(E

p

; E

p+n

) = (1=

p

2)(E

p

; E

p+n

)

Æ

1

= (L

T

�p

L

�p

)

1=2

Æ

2

= (L

T

�n+p

L

�n+p

)

1=2

E

p

= Æ

1

E

p

E

n+p

= Æ

2

E

n+p

[L

�p

℄ = Æ

�1

1

[L

�p

℄

[L

�n+p

℄ = Æ

�1

2

[L

�n+p

℄

E

p

= E

p+n

= E

1=2

p

E

1=2

p+n

ENDIF

ENDFOR

zusammengefa�t werden (1.2 und 1.3 von Verfahren 2.2.4). Dabei ist TOL eine

zuvor festgelegte Abbruhkonstante, auf die wir in 2.2.3.3 zur

�

ukkommen werden.
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Anshlie�end (2.1 von Verfahren 2.2.4) werden die Spalten von L und die zu-

geh

�

origen Elemente von E permutiert, um die Elemente E

i

, 1 � i � n, absteigend

zu ordnen. Entsprehend dem expliziten Verfahren gilt nun

L

T

�i

L

�n+i

= 0 ; kL

�i

k

2

= 1 ; E

i

= E

i+n

; i = 1 : : : n

und

E

i

� E

i+1

; i = 1 : : : n� 1

Zur Entsheidung dar

�

uber, ob ein nahfolgender Zyklus modi�ziert ist oder niht,

wird L

T

L analog zum expliziten Verfahren auf Cluster gepr

�

uft, die die drei Be-

dingungen von Seite 44 erf

�

ullen (2.2 von Verfahren 2.2.4). Sie lauten in der

Notation des impliziten Verfahrens mit L

[l;u℄

= [L

�l

� � �L

�u

L

�n+l

� � �L

�n+u

℄ und

!

[l;u℄

= kL

[l;u℄

T

L

[l;u℄

� Ik

E

1. !

[l;u℄

� 1=(10(u� l + 1)),

2. E

2

l

� (1 + !

[l;u℄

)E

2

u

und

3. Tr ([L

�l

� � �L

�u

℄

T

[L

�l

� � �L

�u

℄� I)([L

�n+l

� � �L

�n+u

℄

T

[L

�n+l

� � �L

�n+u

℄� I)

�k[L

�n+l

� � �L

�n+u

℄

T

[L

�l

� � �L

�u

℄ + [L

�l

� � �L

�u

℄

T

[L

�n+l

� � �L

�n+u

℄k

2

E

=4

+ 12!

[l;u℄

3

� �TOL

2

=10 .

Normaler Zyklus

Wie beim expliziten Verfahren wird ein normaler Zyklus dann durhgef

�

uhrt,

wenn es keine Cluster gibt, die den o.g. drei Bedingungen gen

�

ugen. Es werden

dann Submatrizen

^

K gem

�

a� (2.36) von K = L

T

L diagonalisiert, so da� wir in

diesem Unterabshnitt nur noh auf einige Aspekte einer solhen Diagonalisierung

einzugehen brauhen.

Zuerst werden die Elemente B

pq

und B

qp

anulliert (3.1 von Verfahren 2.2.4).

Nah Berehnung dieser Elemente und F

pq

sowie C

pq

werden gem

�

a� [19℄, (3.1a),

(3.1b) orthogonale Parameter sn

p

; s

p

; sn

q

; s

q

zur Singul

�

arwertzerlegung bestim-

mt:

"

s

p

�sn

p

sn

p

s

p

#

A

"

s

q

sn

q

�sn

q

s

q

#

= diag (2.44)

mit

A =

1

q

F

pp

F

qq

"

E

p

E

q

L

T

�p

L

�q

E

p

E

q+n

L

T

�q+n

L

�p

E

q

E

p+n

L

T

�p+n

L

�q

E

p+n

E

q+n

L

T

�p+n

L

�q+n

#

:

F

�

ur sn; s 6= 0 und t = sn=s ist

"

s sn

�sn s

#

= s �

"

1 t

�t 1

#

= sn �

"

1=t 1

�1 1=t

#

;
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so da� shnelle Rotationen [22℄ angewendet werden k

�

onnen. F

�

ur i = p; q ist

h

L

�i

L

�i+n

i

"

E

i

0

0 E

i+n

# "

s

i

sn

i

�sn

i

s

i

#

=

h

L

�i

L

�i+n

i

"

1 t

i

E

i

=E

i+n

�t

i

E

i+n

=E

i

1

#"

s

i

E

i

0

0 s

i

E

i+n

#

(2.45)

=

h

L

�i

L

�i+n

i

"

E

i

=(jt

i

jE

i+n

) sign(sn

i

)

� sign(sn

i

) E

i+n

=(jt

i

jE

i

)

#"

jsn

i

jE

i+n

0

0 jsn

i

jE

i

#

(2.46)

Weil die aus (2.44) entstehenden t niht beshr

�

ankt sind, wird im Falle jtj � 1

die Multiplikation (2.45) gew

�

ahlt, sonst (2.46). Dann liegt der mit E

i

; E

i+n

mul-

tiplizierte Wert zwishen 1=

p

2 und 1, so da� sih die Wahrsheinlihkeit f

�

ur

Variablenunter- oder -

�

uberlauf verringert. Bei numerishen Experimenten kam

es niemals zu

�

Uberlauf. Die trivialen F

�

alle sn

i

= 0 oder s

i

= 0 werden geson-

dert behandelt. Die in (2.46) vorzunehmende Rehtsmultiplikation an [L

�i

L

�i+n

℄

kann wegen jt

i

j � 1 einer Permutation reht nahe kommen. Diese werden wir

sp

�

ater (in 3.6 von Verfahren 2.2.4) durh R

�

ukpermutation wieder aufheben.

Zur geringf

�

ugigen Beshleunigung des Verfahrens k

�

onnte man die R

�

ukpermuta-

tion auh unmittelbar an eine Transformation (2.46) anshlie�en. Dadurh w

�

aren

jedoh die nahfolgenden Transformationen betro�en, worauf wir aus Transpa-

renzgr

�

unden verzihten wollen.

An die Anullierung von B

pq

, B

qp

shlie�t sih wie beim expliziten Verfahren

die Diagonalisierung von

^

F und

^

C an. Im formalen Algorithmus 2.2.4 wird hier

besonders darauf geahtet, da� Elemente K

ij

niht unn

�

otig mehrfah berehnet

werden. Dies geshieht insbesondere durh Zwishenspeiherung bereits bereh-

neter Elemente und durh Verwendung der Eigenshaft F

ii

= C

ii

. In Verfahren

2.2.4 werden dazu die boolshen Variablen rotF und rotC eingef

�

uhrt. Au�erdem

werden Rotationen nur dann durhgef

�

uhrt, wenn die zugeh

�

origen Spalten von L

niht bereits hinreihend orthogonal sind. Bis auf diese Untershiede, auf die wir

jedoh niht n

�

aher eingehen brauhen, verl

�

auft die Diagonalisierung von

^

F ,

^

C

analog zum expliziten Fall, wenn auh komplizierter als dort. An dieser Stelle soll

daher lediglih die Skalierung (3.2 in Verfahren 2.2.4) als Analogon zu (2.37) und

die nahfolgende Diagonalisierung von

^

F (3.3 in 2.2.4) skizziert werden.

Zur Skalierung auf C

pp

= C

qq

= 1 wird

(E

p+n

t

p

; E

q+n

t

q

; E

�1

p+n

t

�1

p

; E

�1

q+n

t

�1

q

)

mit

t

i

=

E

i

E

i+n

(L

T

�i

L

�i

)

1=2

= (L

T

�i+n

L

�i+n

)

1=2

; i = p; q

bestimmt. Die Skalierung selbst brauh dann nur noh am diagonalen E zu er-

folgen, ohne die Matrix L zu ber

�

uhren.
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Die anshlie�ende Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix erfordert die

Bestimmung orthogonaler Parameter sn; s; t = sn=s mit

"

s �sn

sn s

# "

E

2

p

L

T

�p

L

�p

E

p

E

q

L

T

�p

L

�q

E

p

E

q

L

T

�p

L

�q

E

2

q

L

T

�q

L

�q

# "

s sn

�sn s

#

= diag :

Weil stets jtj � 1 gilt, k

�

onnen shnelle Rotationen

�

ahnlih wie in (2.45) verwendet

werden.

Modi�zierter Zyklus

Auh hier wird analog zum expliziten Verfahren verfahren: festgestellte Clu-

ster werden gem

�

a� (2.38), (2.39) transformiert.

�

Uber den Speiherplatz im Um-

fang von 4n

2

Elementen zur Abspeiherung von L (sowie einiger Vektoren) hinaus

wollen wir jedoh m

�

oglihst wenig zus

�

atzlihen Speiher verwenden. Beim explizi-

ten Verfahren ist weiterer Speiher von h

�

ohstens n

2

=2 Elementen n

�

otig (s. Seite

49). Vom nahfolgend geshilderten Vorgehen kann man bei dynamisher Spei-

herverwaltung zeigen, da� h

�

ohstens n

2

=4 zus

�

atzlihe Speiherelemente ben

�

otigt

werden, ohne da� die Fehleranalyse davon ber

�

uhrt w

�

are.

Wir betrahten zuerst eine Transformation gem

�

a� (2.38) an einem einzelnen

Cluster

K

[l;u℄

=

"

F

[l;u℄

B

[l;u℄

T

B

[l;u℄

C

[l;u℄

#

(2.47)

der Ordnung 2(u � l + 1). Die in (2.47) verwendete Notation wurde in (2.35)

eingef

�

uhrt. Dabei verwenden wir der Einfahheit halber die Bezeihnung

l = low[lu℄ ; u = upp[lu℄ :

Unser Ziel ist es, K

[l;u℄

so zu transformieren, da� die Transformierte von F

[l;u℄

die

Einheitsmatrix ist. Wir gehen dabei induktiv vor und nehmen an, da� f

�

ur ein p,

l < p � u, die erste Hauptuntermatrix

^

F der Ordnung p� l+1 von F

[l;u℄

implizit

bereits in der Form

^

F = F

ll

"

I

p�l

x

x

T

g

#

; g > 0

vorliege. (Zu Beginn, also f

�

ur p = l + 1, bedeutet dies niht anderes als

^

F =

"

F

ll

F

l;l+1

F

l;l+1

F

l+1;l+1

#

.) In einem Shritt werden nun die Au�erdiagonalelemente von

^

F anulliert und dann p um 1 inkrementiert. Nahfolgend werden wir die zur

Elimination der Au�erdiagonalelemente, also der p-ten Zeile und Spalte, von

^

F

erforderlihen Operationen beshreiben. Wir verwenden die Bezeihnungen

^

F =

^

E[L

�l

� � �L

�p

℄

T

[L

�l

� � �L

�p

℄

^

E ;
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^

L = [L

�l

� � �L

�p

L

�n+l

� � �L

�n+p

℄ ;

^

E = diag(E

l

; : : : ; E

l

| {z }

p�l

; E

p

)� diag(E

l

;

E

2

l+1

E

l

; : : : ;

E

2

p�1

E

l

; E

p

) ;

wobei wir wegen 1.2.4 von Verfahren 2.2.4 noh k[L

�l

℄k

2

= k[L

�p

℄k

2

= 1 annehmen

k

�

onnen. Es gilt dann E

2

l

= F

ll

und

F

�1

ll

^

F = E

�2

l

"

E

2

l

L

T

�l

L

�l

I

p�l

E

l

[L

�l

� � �L

p�1

℄

T

L

�p

E

p

E

p

L

T

�p

[L

�l

� � �L

�p�1

℄E

l

E

2

p

L

T

�p

L

�p

#

=

"

I

p�l

E

p

=E

l

r

E

p

=E

l

r

T

E

2

p

=E

2

l

#

; r = [L

�l

� � �L

�p�1

℄

T

L

�p

:

Nun wird die Cholesky-Zerlegung

F

�1

ll

^

F =

^

R

T

^

R (2.48)

vorgenommen und das Produkt

^

L

^

E

^

T ;

^

T =

^

R

�1

�

^

R

T

(2.49)

gebildet. Mit der weiteren symplektishen Matrix

^

T

0

= diag(1; : : : ; 1

| {z }

p�l

; E

l

=E

p

)� diag(1; : : : ; 1

| {z }

p�l

; E

p

=E

l

)

haben wir

^

L

^

E

^

T =

^

L

^

E

^

T

^

E

�1

^

T

0�1

^

E

^

T

0

und das Produkt (2.49) kann durh die Multiplikation

von

^

L mit

^

E

^

T

^

E

�1

^

T

0�1

(2.50)

und

von

^

E mit

^

T

0

(2.51)

ausgedr

�

ukt werden.

^

E hat nun

�

ubereinstimmende f

�

uhrende Komponenten. Wir

wenden uns nun einer Vereinfahung des Produktes (2.50) zu. Man kann leiht

veri�zieren, da� f

�

ur

^

R aus (2.48)

^

R =

"

I x

0 %

#

;

^

R

�1

=

"

I �%

�1

x

0 %

�1

#

; % = (g � x

T

x)

1=2

gilt. Daraus folgt

^

E

^

T

^

E

�1

^

T

0�1

=

"

R

1

0

0 R

2

#

;
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wobei mit � = (1� r

T

r)

1=2

R

1

= diag(

p�l

z }| {

E

l

; : : : ; E

l

; E

p

)

"

I

p�l

�%

�1

x

0 %

�1

#

�diag(E

�1

l

; : : : ; E

�1

l

| {z }

p�l

; E

�1

p

)diag(1; : : : ; 1

| {z }

p�l

;

E

p

E

l

)

=

"

I

p�l

�%

�1

x

0 E

p

=(%

�1

E

l

)

#

=

"

I

p�l

��

�1

r

0 �

�1

#

(2.52)

und

R

2

= diag(E

l

;

E

2

l+1

E

l

; : : : ;

E

2

p�1

E

l

; E

p

)

"

I

p�l

0

x

T

%

#

�diag(

1

E

l

;

E

l

E

2

l+1

; : : : ;

E

l

E

2

p�1

;

1

E

p

)diag(1; : : : ; 1;

E

l

E

p

)

=

"

I

p�l

0

E

q

(diag(1=E

l

; E

l

=E

2

l+1

; : : : ; E

l

=E

2

p�1

)x)

T

%E

l

=E

p

#

=

"

I

p�l

0

(diag(E

2

p

=E

2

l

; : : : ; E

2

p

=E

2

p�1

)r)

T

�

#

(2.53)

gilt. Die am Produkt (2.50) beteiligten Matrizen R

1

; R

2

haben also eine reht

einfahe Gestalt. Auh das Produkt (2.51) ist einfah zu bilden, indem E

p

durh

E

l

und E

n+p

durh E

2

p

=E

l

ersetzt wird.

Die Skalierung mit

^

T

0

hat niht nur

�

ubereinstimmende f

�

uhrende Elemente

von

^

E zur Folge, sondern auh die Unabh

�

angigkeit der Matrix R

1

von

^

E. Auh

R

2

ist lediglih von den Quotienten der Elemente von

^

E anh

�

angig, die nah

Voraussetzung nahe 1 sind.

Vorstehend erl

�

auterte Operationen betrahten wir nun f

�

ur alle p, l < p � u.

Wir k

�

onnen alles in folgendem kurzen Algorithmus zusammenfassen:

FOR p = l + 1 TO u DO

r = [L

�l

� � �L

�p�1

℄

T

L

�p

s = r

T

r

� = (1� s)

1=2

E

0

= diag((E

p

=E

l

)

2

; : : : ; (E

p

=E

p�1

)

2

)

R

1

=

"

I ��

�1

r

0 �

�1

#
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R

2

=

"

I 0

(E

0

r)

T

�

#

[L

�l

� � �L

�p

℄ = [L

�l

� � �L

�p

℄R

1

[L

�n+l

� � �L

�n+p

℄ = [L

�n+l

� � �L

�n+p

℄R

2

ENDFOR

FOR p = l + 1 TO u DO

E

p

= E

l

E

n+p

= E

2

n+p

=E

l

ENDFOR

In einem Programm (siehe 2.3.1, 2.3.2 von Verfahren 2.2.4) werden nat

�

urlih

die Matrizen R

1

, R

2

niht explizit gebildet, weil sie nur in einer Zeile bzw. Spalte

nihttrivial sind. Hier liegt gerade der E�ekt der Speiherplatzersparnis gegen

�

uber

dem Verfahren 2.2.2. Zur Vermeidung von Variablenunter- und

�

Uberlauf werden

noh kleine Modi�kationen des obigen Programmst

�

ukes vorgenommen, die s

�

amt-

lih dem vollst

�

andigen Algorithmus 2.2.4 zu entnehmen sind.

Jeder Cluster K

[l;u℄

, der Kandidat f

�

ur die soeben geshilderte Transformation

ist, gen

�

ugt nah Voraussetzung der Ungleihung

kK

[l;u℄

S

� Ik

E

�

1

10(u� l + 1)

;

wenn exakte Arithmetik zugrunde gelegt wird. kF

[l;u℄

S

�Ik

E

kann man auf dieselbe

Weise absh

�

atzen, so da� nah [17℄

kR

[l;u℄

� Ik

E

�

1

10(u� l + 1)

; F

[l;u℄

S

= R

[l;u℄

T

R

[l;u℄

(2.54)

folgt. In vorstehendem Algorithmus wird R

[l;u℄

jedoh niht direkt ermittelt, son-

dern wegen (2.48) ist R

[l;u℄

das Produkt vershiedener, sukzessive gebildeter Fak-

toren

^

R. Werden alle Rehnungen in Flie�punktarithmetik vorgenommen, so kann

die Ungleihung (2.54) nur mit zus

�

atzlihen (gro�en) Fehlertermen nahgewiesen

werden, obwohl sie zumeist sogar exakt gilt. Die rehte Seite von (2.54) ist asym-

ptotish n

�

amlih viel gr

�

o�er als die linke Seite. Weil wir die G

�

ultigkeit von (2.54)

f

�

ur die Fehleranalyse ben

�

otigen, wird (2.54) bis auf einen kleinen relativen Fehler

erzwungen, indem die Transformationen (2.38), (2.39) f

�

ur den aktuellen Cluster

unterbrohen werden, sobald (2.54) niht mehr erf

�

ullt sein sollte. Dies ist gleih-

bedeutend mit einer Verkleinerung des Clusters. Das Vorgehen ie�t in 2.3.1

(Variable sum) von Algorithmus 2.2.4 ein, was wir kurz erl

�

autern wollen. Wir

f

�

uhren f

�

ur den Moment die Bezeihnungen

r

[p℄

= [L

�l

� � �L

�p�1

℄

T

[L

�p

℄ und �

[p℄

= (1� r

[p℄

T

r

[p℄

)

1=2
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f

�

ur l + 1 � p � ~u � u ein. Dann gilt

kR

[l;~u℄

� Ik

2

E

= k(

~u

Y

p=l+1

2

6

4

I

p�1

0 0

r

[p℄

T

�

[p℄

0

0 0 I

3

7

5

)� Ik

2

E

=

~u

X

p=l+1

(r

[p℄

T

r

[p℄

+ (1� �

[p℄

)

2

)

=

~u

X

p=l+1

(r

[p℄

T

r

[p℄

+ 1� 2�

[p℄

+ 1� r

[p℄

T

r

[p℄

) = 2

~u

X

p=l+1

1� �

[p℄

2

1 + �

[p℄

= 2

~u

X

p=l+1

r

[p℄

T

r

[p℄

1 + �

[p℄

:

Ein Vergleih mit dem Algorithmus auf Seite 61 zeigt, da� sum = kR

[l;~u℄

� Ik

2

E

leiht mit einem kleinen relativen Fehler durh Einf

�

ugen von

sum = sum +2s=(1 + �)

in die erste Shleife bestimmt werden kann (mit sum = 0 vor Shleifenbeginn).

Gilt dann f

�

ur ein p < u bereits sum > 1=(10(p�l+1))

2

, so wird u = p gesetzt und

die Shleife abgebrohen. Auf diese Weise k

�

onnen wir f

�

ur jeden Cluster die Be-

dingung (2.54) bis auf einen kleinen relativen Fehler siherstellen. Auf 2.3.1 von

Verfahren 2.2.4 wird verwiesen. Man kann erwarten, da� die Shleife tats

�

ahlih

kaum jemals abgebrohen wird. Numerishe Experimente best

�

atigen dies.

Anshlie�end betrahten wir die Transformation (2.39) an einem einzelnen

Cluster

K

[l;u℄

=

"

F

[l;u℄

B

[l;u℄

T

B

[l;u℄

C

[l;u℄

#

; F

[l;u℄

= F

ll

� I (2.55)

der Ordnung 2(u � l + 1). Die in (2.55) verwendete Notation wurde in (2.35)

de�niert. Zur Abk

�

urzung verwenden wir wieder die Bezeihnung

l = low[lu℄ ; u = upp[lu℄ :

Nahfolgend werden wir die erforderlihen Operationen zur Erzielung eines shief-

symmetrishen B

[l;u℄

beshreiben. Nah Durhf

�

uhrung von 2.3.2 von Verfahren

2.2.4 sei

K

[l;u℄

= E

[l;u℄

L

[l;u℄

T

L

[l;u℄

E

[l;u℄

mit

L

[l;u℄

= [L

�l

� � �L

�u

L

�n+l

� � �L

�n+u

℄ ; E

[l;u℄

= E

l

I

u�l+1

� diag(E

n+l

; : : : ; E

n+u

) :

Nun wird die Matrix

T =

"

I X

0 I

#

; X = �

1

2F

ll

(B

[l;u℄

+B

[l;u℄

T

) (2.56)
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gebildet und L

[l;u℄

E

[l;u℄

von rehts mit T multipliziert, was wegen L

[l;u℄

E

[l;u℄

T =

L

[l;u℄

(E

[l;u℄

TE

[l;u℄

�1

)E

[l;u℄

gleihbedeutend ist mit der Multiplikation

von L

[l;u℄

mit T

0

= E

[l;u℄

TE

[l;u℄

�1

; (2.57)

wobei E

[l;u℄

unver

�

andert bestehen bleibt. Es gilt

T

0

= E

[l;u℄

TE

[l;u℄

�1

=

"

I U

0 I

#

; U = E

l

Xdiag(

1

E

n+l

; : : : ;

1

E

n+u

) ; (2.58)

d.h.

U

qp

= �

1

2E

l

E

n+p

(B

[l;u℄

qp

+B

[l;u℄

pq

)

= �

1

2E

l

E

n+p

(E

n+q

[L

�n+q

℄

T

[L

�p

℄E

l

+ E

n+p

[L

�n+p

℄

T

[L

�q

℄E

l

)

= �

1

2

(

E

n+q

E

n+p

[L

�n+q

℄

T

[L

�p

℄ + [L

�n+p

℄

T

[L

�q

℄) (2.59)

Bei der Formulierung eines Algorithmus f

�

ur die Transformationen (2.39) gehen

wir methodish etwas anders als bei (2.38) vor. F

�

uhrte man n

�

amlih Transforma-

tionen (2.57) sukzessive f

�

ur Hauptuntermatrizen der Ordnung p�l+1, p = l : : : u,

von U durh, so h

�

atten bereits transformierte Spalten [L

�n+q

℄, l � q � p, Einu�

auf alle nahfolgenden Transformationsmatrizen. Man kann zeigen, da� in diesem

Fall die Normen kT � Ik

2

der in Flie�punktarithmetik berehneten T und damit

auh die Normen k[L

�n+p

℄k

2

nur dann klein genug bleiben, wenn kK

[l;u℄

S

� Ik

2

bereits f

�

ur die Praxis unrealistish klein ist. Au�erdem w

�

are die in endliher

Arithmetik bestimmte Matrix X aus (2.58) niht symmetrish.

Das Hilfsmittel des Abbruhes der Transformationen (also der Verkleinerung

des Clusters), falls kT � Ik

2

zu gro� wird, steht uns hier im Gegensatz zum

Vorgehen bei den Transformationen (2.38) niht zur Verf

�

ugung, weil dann die

Konvergenz des Verfahrens niht sihergestellt werden k

�

onnte.

Wir beshreiten also einen anderen Weg. F

�

ur p = l : : : u werden s

�

amtlihe

Elemente U

qp

und U

pq

, q = p : : : u, gem

�

a� (2.59) berehnet und anshlie�end wird

mit

u-p

2

4

I [U

�p

z }| {

0 � � �0℄

0 I

3

5

transformiert. Die bei dieser Transformation noh niht ben

�

otigten Elemente U

pq

,

q > p, werden zun

�

ahst zwishengespeihert und erst bei sp

�

ateren Transformatio-

nen verwendet. Die Transformation (2.39) k

�

onnen wir nun in folgendem kurzen

St

�

uk Algorithmus zusammenfassen:
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FOR p = l TO u DO

FOR q = l TO p� 1 DO u

q

= U

qp

u

p

= �[L

�p

℄

T

[L

�n+p

℄

FOR q = p+ 1 TO u DO

y = [L

�n+q

℄

T

[L

�p

℄

z = [L

�q

℄

T

[L

�n+p

℄

u

q

= �(y(E

n+q

=E

n+p

) + z)=2

U

pq

= �(y + z(E

n+p

=E

n+q

))=2

ENDFOR

[L

�n+p

℄ = [L

�n+p

℄ +

P

u

q=l

u

q

[L

�q

℄

ENDFOR

F

�

ur das im vorstehenden Algorithmus zur Zwishenspeiherung verwendete

Feld U ben

�

otigt man h

�

ohstens n

2

Speiherpl

�

atze. Das Feld ist jedoh w

�

ahrend

des gesamten Vorganges nur teilweise besetzt. Man kann zeigen, da� man bei Ma-

trizen der vollen Ordnung 2n unter Verwendung dynamisher Speiherverwaltung

mit etwa n

2

=4 Speiherpl

�

atzen auskommt.

Das geshilderte Vorgehen hat den Vorteil, da� s

�

amtlihe Elemente U

qp

mit

Daten berehnet werden, wie sie zu Beginn des Transformationsvorganges be-

stehen. Bei der Fehleranalyse werden wir diese Tatsahe mit Gewinn ausnutzen.

Formell wird wie in 2.3.3, 2.3.4 von Verfahren 2.2.4 beshrieben, vorgegangen.

Auh die Fehleranalyse bezieht sih darauf.

Abshlu� eines Zyklus

Zum Abshlu� eines jeden Zyklus werden die Spalten von L nohmals auf

eins normiert und E entsprehend skaliert, damit das Kriterium f

�

ur die Beendi-

gung des Verfahrens und die Bedingungen f

�

ur einen modi�zierten Zyklus leihter

gepr

�

uft werden k

�

onnen (3.7 von Verfahren 2.2.4).

2.2.3.3 Beendigung des Verfahrens

Das Verfahren wird beendet, wenn nah einem Zyklus das Konvergenzkriterium

j

2n

X

k=1

L

ki

L

kj

j < TOL ; 1 � i; j � 2n ; i < j (2.60)

mit einem geigneten TOL, z.B. TOL= 2n � " mit der Mashinengenauigkeit ",

erf

�

ullt ist. Die E

2

ii

sind dann N

�

aherungen an die positiven Imagin

�

arteile der Ei-

genwerte von S gem

�

a� (2.41) und die Spalten von L sind N

�

aherungen an die

Eigenvektoren.

Wir verwenden also eine Abbruhbedingung wie in [13℄. Sie ist konsistent

mit Satz 1.0.6, wonah die relative Genauigkeit der Eigenwerte niht von der
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Kondition �(K), sondern von der Kondition der skalierten Matrix �(K

S

) abh

�

angt.

Das Verfahren ist also dann abzubrehen, wenn die Au�erdiagonalelemente der

skalierten Matrix klein genug sind.

2.2.4 Der formale Algorithmus des impliziten Verfahrens

Hier geben wir nun das formelle Vorgehen beim impliziten Verfahren zur L

�

osung

des Eigenwertproblems (L

T

L; J) an.

/* The most important variables we use in the algorithm are stated as follows

name type usage omment

TOL salar input stopping bound with 0 < TOL � 1, e.g TOL = 2n�

maheps, where maheps is the mahine preision.

�

max

salar input determines the minimal inrease of the Hadamard

measure in modi�ed yles, e.g. �

max

= � TOL

2

=10.

E vetor output diagonal matrix stored as vetor. Initially, E

i

= 1,

i = 1 : : : 2n.

L matrix input/

output

on input, K = diag(E)L

T

Ldiag(E) is the positi-

ve de�nite matrix to be diagonalised; on output, L

holds the eigenvetors of the pair (K; J). We write

K =

"

F B

T

B C

#

; F; B; C 2 IR

n�n

:

� vetor inter-

mediate

eah omponent �

i

holds the square of the 2-norm

of the i-th olumn of L with a small relative error.

� is used to redue the omputational ount.

T matrix inter-

mediate

transformation matrix; T is the identity matrix ex-

ept at the positions of a submatrix

^

T . In a omputer

program only omponents of

^

T are stored.

U matrix inter-

mediate

U 2 IR

n�n

is used to store a saled matrix X, where

"

I X

0 I

#

is the seond transformation in modi�ed

yles. */

/* 1. preparation */

/* 1.1 sale L, ompute and sale E for F

pp

= C

pp

; p = 1 : : : n */

/* 1.1.1 */

FOR p = 1 TO 2n DO E

p

= (

P

2n

k=1

L

2

kp

)

1=2
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/* 1.1.2 */

FOR p = 1 TO 2n DO [L

�p

℄ = (E

�1

p

) � [L

�p

℄

/* 1.1.3 */

FOR p = 1 TO n DO E

p

= E

n+p

= E

1=2

p

E

1=2

n+p

FOR p = 1 TO 2n DO �

p

= 1

/* begin yle */

WHILE max

1�i�2n;1�j�i�1

j

P

2n

k=1

L

ki

L

kj

j � TOL DO

FOR p = 1 TO n DO

IF j

P

2n

k=1

L

kp

L

k;n+p

j � TOL THEN

/* 1.2 annihilate diagonal entries of B, resale L */

/* 1.2.1 */

[L

�p

L

�n+p

℄ = [L

�p

� L

�n+p

L

�p

+ L

�n+p

℄

/* 1.2.2 */

(E

p

; E

n+p

) = (1=

p

2) � (E

p

; E

n+p

)

/* 1.2.3 */

Æ

1

= (

P

2n

k=1

L

2

kp

)

1=2

Æ

2

= (

P

2n

k=1

L

2

k;n+p

)

1=2

(E

p

; E

n+p

) = (Æ

1

E

p

; Æ

2

E

n+p

)

/* 1.2.4 */

[L

�p

℄ = (Æ

�1

1

) � [L

�p

℄

[L

�n+p

℄ = (Æ

�1

2

) � [L

�n+p

℄

/* 1.3 resale E for F

pp

= C

pp

*/

E

p

= E

n+p

= E

1=2

p

E

1=2

n+p

ENDIF

ENDFOR fpg

/* now we have K = EL

T

LE =

"

F B

T

B C

#

with B

pp

= 0 and

F

pp

= C

pp

; p = 1 : : : n, and kL

�p

k

2

= 1; p = 1 : : : n */

/* 2.1 prepare for modi�ation */

set L = LP;E = P

T

EP with sympleti permutation matrix P =

^

P �

^

P ,

so that E

p

� E

p+1

; p = 1 : : : n� 1

/* 2.2 determine lusters */

num= 1 /* number of lusters */

l = 1 /* lower index of �rst luster */

A: IF l + 1 < n THEN /* begin new luster */

�� =

P

2n

k=1

L

k;l+1

L

kl

�̂ =

P

2n

k=1

L

k;n+l+1

L

k;n+l

�

� =

P

2n

k=1

L

k;n+l+1

L

kl

^

� =

P

2n

k=1

L

k;n+l

L

k;l+1
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� = 2���̂ � (

�

� +

^

�)

2

=2

�! = ��

2

+ �̂

2

+

�

�

2

+

^

�

2

ENDIF

u = l + 2 /* upper index of atual luster */

B: IF u > n THEN

num=num�1 /* �nish */

ELSE

FOR i = l TO u� 1 DO

�� =

P

2n

k=1

L

ku

L

ki

�̂ =

P

2n

k=1

L

k;n+u

L

k;n+i

�

� =

P

2n

k=1

L

k;n+u

L

ki

^

� =

P

2n

k=1

L

k;n+i

L

ku

� = � + 2���̂ � (

�

� +

^

�)

2

=2

�! = �! + ��

2

+ �̂

2

+

�

�

2

+

^

�

2

ENDFOR fig

! = (2 �!)

1=2

IF (10(u� l + 1))! � 1 ^ E

l

�

p

1 + !E

u

^ � + 12!

3

� �

max

THEN

IF u = n THEN /* �nish last luster */

low[num℄= l

upp[num℄= u

ELSE /* inrease upper index of atual luster */

u = u+ 1

GOTO B:

ENDIF

ELSE

IF u = l + 2 THEN /* restart luster with inreased lower index */

l = l + 1

GOTO A:

ELSE /* begin next luster */

low[num℄= l

upp[num℄= u� 1

num=num+1

l = u

GOTO A:

ENDIF

ENDIF

ENDIF

/* the extremal indies of lusters are now stored in integer vetors

\low" and \upp" of length \num" */

/* 2.3 eventual modi�ed yle with resaling */

FOR lu = 1 TO num DO
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/* 2.3.1 make part of �rst transformation matrix */

sum = 0

FOR p = low[lu℄ + 1 TO upp[lu℄ DO

FOR q = low[lu℄ TO p� 1 DO r

q

=

P

2n

k=1

L

kq

L

kp

s =

P

p�1

q=low[lu℄

r

2

q

� = (1� s)

1=2

sum = sum +2s=(1 + �)

IF sum > 1=(10(p� low[lu℄ + 1))

2

THEN

upp[lu℄ = p� 1, GOTO C: /* break to guarantee error anal. */

ENDIF

/* 2.3.2 apply part of �rst transformation */

FOR q = low[lu℄ TO p� 1 DO

IF r

q

6= 0 THEN [L

�p

℄ = [L

�p

℄� r

q

� [L

�q

℄

ENDFOR fqg

IF � 6= 1 THEN [L

�p

℄ = �

�1

[L

�p

℄

FOR q = low[lu℄ TO p� 1 DO

IF r

q

6= 0 THEN [L

�n+q

℄ = [L

�n+q

℄ + r

q

(E

p

=E

q

)

2

� [L

�n+p

℄

ENDFOR fqg

[L

�n+p

℄ = � [L

�n+p

℄

ENDFOR fpg

C: FOR p = low[lu℄ + 1 TO upp[lu℄ DO

E

p

= E

low[lu℄

E

n+p

= E

n+p

(E

n+p

=E

low[lu℄

)

ENDFOR fpg

/* 2.3.3 make part of seond transformation matrix */

FOR p = low[lu℄ TO upp[lu℄ DO

FOR q = low[lu℄ TO p� 1 DO

u

q

= U

qp

/* U holds parameters for later transformation */

ENDFOR fqg

u

p

= �

P

2n

k=1

L

kp

L

k;n+p

FOR q = p+ 1 TO upp[lu℄ DO

y =

P

2n

k=1

L

k;n+q

L

kp

z =

P

2n

k=1

L

kq

L

k;n+p

u

q

= �(y(E

n+q

=E

n+p

) + z)=2

U

pq

= �(y + z(E

n+p

=E

n+q

))=2

ENDFOR fqg

/* 2.3.4 apply part of seond transformation */

FOR q = low[lu℄ TO upp[lu℄ DO
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IF u

q

6= 0 THEN [L

�n+p

℄ = [L

�n+p

℄ + u

q

[L

�q

℄

ENDFOR fqg

ENDFOR fpg

ENDFOR flug

/* 2.3.5 sale E for F

pp

= C

pp

within lusters */

FOR lu = 1 TO num DO

FOR p = low[lu℄ TO upp[lu℄ DO

Æ

1

=

P

2n

k=1

L

2

kp

Æ

2

=

P

2n

k=1

L

2

k;n+p

(�

p

; �

n+p

) = (Æ

1

; Æ

2

)

Æ = Æ

1=4

1

=Æ

1=4

2

(E

p

; E

n+p

) = (E

1=2

p

E

1=2

n+p

=Æ; E

1=2

p

E

1=2

n+p

Æ)

ENDFOR fqg

ENDFOR flug

/* 3. begin yli rotations */

/* Now we use variables f

pp

, f

pq

, f

qq

, b

pq

, b

qp

, 

pp

, 

pq

, 

qq

. These variables

are not omponents of arrays but salars, i.e. they should be understood

as fpp, fpq, et. . The variables are saled entries of the matrix K;

we have F

pp

= E

2

p

f

pp

; F

pq

= E

p

E

q

f

pq

et. */

FOR p = 1 TO n� 1 DO

FOR q = p+ 1 TO n DO

rotate= TRUE

FOR lu = 1 TO num DO

IF low[lu℄ � p; q �upp[lu℄ THEN rotate= FALSE

ENDFOR flug

IF rotate THEN

f

pp

= �

p

f

qq

= �

q

reperm = FALSE

/* 3.1 annihilate B

pq

and B

qp

*/

b

pq

=

P

2n

k=1

L

k;n+p

L

kq

b

qp

=

P

2n

k=1

L

k;n+q

L

kp

IF (jb

pq

jE

n+p

=(E

p

f

1=2

pp

f

1=2

qq

) � TOL)

_ (jb

qp

jE

n+q

=(E

q

f

1=2

pp

f

1=2

qq

) � TOL) THEN

/* ompute parameters for SVD deomposition of A as follows */

f

pq

=

P

2n

k=1

L

kp

L

kq



pq

=

P

2n

k=1

L

k;n+p

L

k;n+q

A =

1

(f

1=2

pp

f

1=2

qq

)

"

f

pq

b

qp

E

n+q

=E

q

b

pq

E

n+p

=E

p



pq

(E

n+p

E

n+q

)=(E

p

E

q

)

#
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a = A

2

21

+ A

2

22

b = A

2

11

+ A

2

12

 = A

11

A

21

+ A

12

A

22

IF  = 0 THEN

t

p

= 0

ELSE

# = (b� a)=(2 )

IF j#j > maheps

�1=2

THEN

t

p

= 1=(2 j#j)

ELSE

t

p

= 1=(j#j+

p

1 + #

2

)

ENDIF

IF # < 0 THEN t

p

= �t

p

ENDIF

h

1

= A

11

� A

21

t

p

h

2

= A

22

+ A

12

t

p

g

1

= A

22

t

p

� A

12

g

2

= A

21

+ A

11

t

p

IF jh

1

j > jh

2

j _ (jh

1

j = jh

2

j ^ jg

1

j � jg

2

j) THEN

g = g

1

h = h

1

ELSE

g = g

2

h = h

2

ENDIF

perm = (g 6= 0 ^ h = 0)

IF g = 0 _ h = 0 THEN t

q

= 0 ELSE t

q

= g=h

FOR i 2 fp; qg DO

IF t

i

6= 0 THEN

IF jt

i

j > maheps

�1=2

THEN

w

i

= jt

i

j

ELSE

w

i

=

q

1 + t

2

i

ENDIF

IF jt

i

j � 1 THEN

"

T

ii

T

i;n+i

T

n+i;i

T

n+i;n+i

#

=

"

1 t

i

(E

i

=E

n+i

)

�t

i

(E

n+i

=E

i

) 1

#

f

ii

= f

ii

� w

2

i

(E

i

; E

n+i

) = (E

i

; E

n+i

)=w

i

ELSE

"

T

ii

T

i;n+i

T

n+i;i

T

n+i;n+i

#

=

"

(E

i

=E

n+i

)=jt

i

j sign(t

i

)

� sign(t

i

) (E

n+i

=E

i

)=jt

i

j

#

f

ii

= f

ii

(E

i

=E

n+i

)

2

(w

i

=t

i

)

2
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(E

i

; E

n+i

) = jt

i

=w

i

j � (E

n+i

; E

i

)

reperm = (i = q)

ENDIF

ENDIF

[L

�i

L

�n+i

℄ = [L

�i

L

�n+i

℄

"

T

ii

T

i;n+i

T

n+i;i

T

n+i;n+i

#

ENDFOR fig

IF perm THEN

[L

�q

L

�n+q

℄ = [�L

�n+q

L

�q

℄

f

qq

= E

2

q

f

qq

=E

2

n+q

(E

q

; E

n+q

) = (E

n+q

; E

q

)

(�

q

; �

n+q

) = (�

n+q

; �

q

)

ENDIF

ENDIF

f

pq

=

P

2n

k=1

L

kp

L

kq

rotF= (jf

pq

j=(f

1=2

pp

f

1=2

qq

) � TOL)

IF rotF THEN

/* 3.2 sale E for C

pp

= C

qq

= 1 */

Æ

1

= f

1=2

pp

(E

p

=E

n+p

)

Æ

2

= f

1=2

qq

(E

q

=E

n+q

)

(E

p

; E

q

; E

n+p

; E

n+q

) = (E

p

E

n+p

Æ

1

; E

q

E

n+q

Æ

2

; Æ

�1

1

; Æ

�1

2

)

/* 3.3 annihilate F

qp

and F

pq

*/

a = E

2

p

f

pp

b = E

2

q

f

qq

 = E

p

E

q

f

pq

# = (b� a)=(2 )

IF j#j > maheps

�1=2

THEN

t = 1=(2j#j)

ELSE

t = 1=(j#j+

p

1 + #

2

)

ENDIF

IF ( � 0 ^ b < a) _ ( < 0 ^ b > a) THEN t = �t

T = �

1

i=0

"

1 t(E

p+i�n

=E

q+i�n

)

�t(E

q+i�n

=E

p+i�n

) 1

#

[L

�p

L

�q

L

�n+p

L

�n+q

℄ = [L

�p

L

�q

L

�n+p

L

�n+q

℄ � T

(E

p

; E

q

; E

n+p

; E

n+q

) = (E

p

; E

q

; E

n+p

; E

n+q

)=

p

1 + t

2

/* ompute new saled elements of C */

/* we have 

pp

E

2

n+p

+ 

qq

E

2

n+q

= 2, and we an ompute
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pp

, 

qq

with low relative errors as follows */



pq

=

P

2n

k=1

L

k;n+p

L

k;n+q

IF t � 

pq

� 0 THEN



pp

=

P

2n

k=1

L

2

k;n+p



qq

= (2� 

pp

E

2

n+p

)=E

2

n+q

ELSE



qq

=

P

2n

k=1

L

2

k;n+q



pp

= (2� 

qq

E

2

n+q

)=E

2

n+p

ENDIF

ELSE

/* ompute saled elements of C */



pq

=

P

2n

k=1

L

k;n+p

L

k;n+q



pp

= f

pp

(E

p

=E

n+p

)

2



qq

= f

qq

(E

q

=E

n+q

)

2

ENDIF

rotC= (j

pq

j=(

1=2

pp



1=2

qq

) � TOL)

IF rotC THEN

/* 3.4 sale E for F

pp

= F

qq

= 1 */

IF rotF THEN

Æ

1

= (

P

2n

k=1

L

2

kp

)

1=2

Æ

2

= (

P

2n

k=1

L

2

kq

)

1=2

ELSE

Æ

1

= f

1=2

pp

Æ

2

= f

1=2

qq

ENDIF

(E

p

; E

q

; E

n+p

; E

n+q

) = (Æ

�1

1

; Æ

�1

2

; E

p

E

n+p

Æ

1

; E

q

E

n+q

Æ

2

)

/* 3.5 annihilate C

qp

and C

pq

*/

a = E

2

n+p



pp

b = E

2

n+q



qq

 = E

n+p

E

n+q



pq

# = (b� a)=(2 )

IF j#j > maheps

�1=2

THEN

t = 1=(2j#j)

ELSE

t = 1=(j#j+

p

1 + #

2

)

ENDIF

IF ( � 0 ^ b < a) _ ( < 0 ^ b > a) THEN t = �t
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T = �

1

i=0

"

1 t(E

p+i�n

=E

q+i�n

)

�t(E

q+i�n

=E

p+i�n

) 1

#

[L

�p

L

�q

L

�n+p

L

�n+q

℄ = [L

�p

L

�q

L

�n+p

L

�n+q

℄ � T

(E

p

; E

q

; E

n+p

; E

n+q

) = (E

p

; E

q

; E

n+p

; E

n+q

)=

p

1 + t

2

ENDIF

/* 3.6 sale E for F

pp

= C

pp

and F

qq

= C

qq

, repermute */

IF rotC THEN

Æ

1

= 1=E

2

p

Æ

2

=

P

2n

k=1

L

2

k;n+p

Æ

3

= 1=E

2

q

Æ

4

=

P

2n

k=1

L

2

k;n+q

ELSE

Æ

2

= 

pp

Æ

4

= 

qq

IF rotF THEN

Æ

1

=

P

2n

k=1

L

2

kp

Æ

3

=

P

2n

k=1

L

2

kq

ELSE

Æ

1

= f

pp

Æ

3

= f

qq

ENDIF

ENDIF

(E

p

; E

n+p

) = (E

1=2

p

E

1=2

n+p

) � (Æ

1=4

2

=Æ

1=4

1

; Æ

1=4

1

=Æ

1=4

2

)

(E

q

; E

n+q

) = (E

1=2

q

E

1=2

n+q

) � (Æ

1=4

4

=Æ

1=4

3

; Æ

1=4

3

=Æ

1=4

4

)

IF reperm THEN

[L

�q

L

�n+q

℄ = [�L

�n+q

L

�q

℄

(E

q

; E

n+q

) = (E

n+q

; E

q

)

(�

p

; �

q

; �

n+p

; �

n+q

) = (Æ

1

; Æ

4

; Æ

2

; Æ

3

)

ELSE

(�

p

; �

q

; �

n+p

; �

n+q

) = (Æ

1

; Æ

3

; Æ

2

; Æ

4

)

ENDIF

ENDIF

ENDFOR fqg

ENDFOR fpg

/* 3.7 resale L, sale E for F

pp

= C

pp

; p = 1 : : : n */

FOR p = 1 TO 2n DO

E

p

= �

1=2

p

E

p

[L

�p

℄ = (�

�1=2

p

)[L

�p

℄

�

p

= 1

ENDFOR fpg
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FOR p = 1 TO n DO E

p

= E

n+p

= E

1=2

p

E

1=2

n+p

ENDWHILE

/* 4. �nish */

/* 4.1 ompute imaginary parts of eigenvalues */

FOR p = 1 TO n DO E

p

= E

n+p

= E

2

p

/* The positive imaginary parts of the eigenvalues of LJL

T

are now

stored in E

p

; p = 1 : : : n, while the eigenvetors are stored in L */

2.2.5 Bemerkungen zum impliziten Verfahren

Die Verwendung der shnellen Rotationen (2.45), (2.46) maht es erforderlih,

die Diagonalmatrix E im Zuge jeder Rotation mit einem sn oder s, 1=

p

2 �

jsnj; jsj � 1 zu multiplizieren. Dies kann insbesondere bei gro�en Matrizen oder

bei Matrizen mit sehr gro�en oder sehr kleinen Eigenwerten zu Unter- oder -

�

uberlauf f

�

uhren. Ein Strategie, dies zu verhindern, wird in [1℄ dargestellt, in den

hier vorgestellten Algorithmen jedoh niht verwendet.

Bei der Pr

�

ufung auf Cluster werden Normen von Submatrizen berehnet. Wer-

den dann aber keine Cluster festgestellt, so sind diese Berehnungen vergeblih,

weil die Ergebnisse niht mehr ben

�

otigt werden. Weil diese

�

uber

�

ussigen Bereh-

nungen lediglihO(n

2

) Operationen je Zyklus ben

�

otigen, sind sie nur von geringer

Bedeutung.

Anders ist es mit der Bestimmung der Matrixelemente L

T

�i

L

�j

innerhalb der

Cluster. Diese werden n

�

amlih zum Teil mehrfah berehnet: erstmals bei der

Bestimmung der Clustergr

�

o�e und ein zweites Mal bei der Durhf

�

uhrung der

Transformation (2.38). Man kann dies mit folgender

�

Anderung des Algorithmus'

vermeiden: bei der Bestimmung der Clustergr

�

o�e wird die Ordnung von Subma-

trizen von K, die die Bedingungen 1. bis 3. von Seite 57 erf

�

ullen, sukzessive um

1 erh

�

oht. Shlie�t sih an die Erh

�

ohung der Ordnung unmittelbar die Transfor-

mation (2.38) f

�

ur eine Zeile und Spalte an, so k

�

onnen die soeben berehneten

Elemente L

T

�i

L

�j

auh f

�

ur die Bestimmung der Transformationsmatrix herangezo-

gen werden. Darauf wurde aber verzihtet, um die Transparenz des Verfahrens

zu erhalten.

Ist T die Transformationsmatrix gem

�

a� (2.39), so wird L von rehts mit

T

0

=

"

I U

0 I

#

= ETE

�1

transformiert. Im Teil 2.3.3, 2.3.4 von Verfahren 2.2.4 werden die Elemente von

U oberhalb der Diagonalen nah ihrer Berehnung zun

�

ahst zwishengespeihert,

weil sie erst sp

�

ater zur Transformation ben

�

otigt werden. Bei der hier angewende-

ten Methode werden daf

�

ur n

2

Speiherpl

�

atze verwendet. Notwendig w

�

aren jedoh



76 KAPITEL 2. JACOBI-

�

AHNLICHE VERFAHREN

lediglih n

2

=4 Speiherpl

�

atze, falls n = 2k; k 2 IN ist bzw. (n

2

� 1)=4 Speiher-

pl

�

atze, falls n = 2k+1; k 2 IN die halbe Ordnung von L ist. Auf die Verwendung

der speihersparenden Methode wurde zur Erhaltung der Transparenz des Ver-

fahrens gleihfalls verzihtet.

Der soeben angesprohene Teil 2.3.3, 2.3.4 von Verfahren 2.2.4 kann ohne

Verwendung zus

�

atzlihen Speihers in der Gr

�

o�enordnung O(n

2

) alternativ auh

so formuliert werden:

/* 2.3.3 make part of seond transformation matrix */

FOR p =low[lu℄ TO p =upp[lu℄ DO

FOR q =low[lu℄ TO p� 1 DO

y =

P

2n

k=1

L

k;n+q

L

kp

z =

P

2n

k=1

L

kq

L

k;n+p

u

q

= �(y(E

n+q

=E

n+p

) + z)=2

v

q

= �(y + z(E

n+p

=E

n+q

))=2

ENDFOR

u

p

= �

P

2n

k=1

L

kp

L

k;n+p

/* 2.3.4 apply part of seond transformation */

FOR q =low[lu℄ TO p DO

set [L

�n+q

℄ = [L

�n+q

℄ + u

q

[L

�p

℄

ENDFOR

FOR q =low[lu℄ TO p� 1 DO

set [L

�n+p

℄ = [L

�n+p

℄ + v

q

[L

�q

℄

ENDFOR

ENDFOR

Bei dieser Methode werden bereits transformierte Spalten von L im weiteren Ver-

lauf wieder zur Bestimmung von Transformationsparametern herangezogen. Die

�

Anderung der Normen der Spalten von L kann in diesem Fall nur unzureihend

kontrolliert werden, was die Fehleralanyse wesentlih ershwert. Auf diese Me-

thode wurde daher verzihtet. Die in 2.3.3, 2.3.4 zu Anwendung gekommene

Methode hat zwar den Nahteil, zus

�

atzlih O(n

2

) Speiherpl

�

atze zu ben

�

otigen,

jedoh den Vorteil, da� alle Informationen zur Bestimmung der Transformations-

parameter bereits zu Beginn der Transformation zur Verf

�

ugung stehen.

Wir k

�

onnen noh festhalten, da� bei einer Matrix der Ordnung 2n f

�

ur einen

normalen Zyklus ohne Pr

�

ufung der Konvergenzbedingung im Wesentlihen maxi-

mal 23n

3

Multiplikationen ben

�

otigt werden. Das Verfahren von Paardekooper [25℄

ben

�

otigt unter Verwendung shneller Rotationen hingegen 16n

3

Multiplikationen,

wenn auh die Eigenvektoren berehnet werden. Numerishe Experimente zeigen,

da� das Verfahren von Paardekooper dennoh zumeist um etwa Faktor 10 langsa-

mer ist, als das implizite Verfahren. Eine Ursahe daf

�

ur ist, da� beim impliziten

Verfahren auf Rotationen verzihtet werden kann, wenn Au�erdiagonalelemente
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bereits im relativen Sinne klein sind. Dies ist beim Paardekooper-Verfahren niht

der Fall (siehe auh Abshnitt 6.2). Au�erdem kommt dem neuen Verfahren die in

FORTRAN besonders g

�

unstige spaltenweise Verarbeitung zugute. Zum Vergleih

sei angef

�

uhrt, da� das in [31℄ beshriebene (und in [32℄ nohmals dargestellte) im-

plizite Verfahren f

�

ur jeden Zyklus 20n

3

Multiplikationen ben

�

otigt, wenn shnelle

Rotationen verwendet werden und die Diagonalelemente stets durh Skalarpro-

dukte bestimmt werden.

2.3 Konvergenz

In diesem Abshnitt widmen wir uns der Konvergenz der vorgestellten Jaobi-

�

ahnlihen Verfahren. Die Verfahren sind hinsihtlih ihres Konvergenzverhaltens

�

aquivalent, so da� wir uns auf das explizite Verfahren beshr

�

anken k

�

onnen. Als

Hilfsmittel werden wir das Hadamardshe Ma� verwenden, das wir im n

�

ahsten

Unterabshnitt erf

�

uhren werden. Wir werden sehen, da� das explizite Verfahren in

exakter Arithmetik f

�

ur beliebige symmetrishe positiv de�nite Eingangsmatrizen

K terminiert, also die Folge der transformierten Matrizen K stets gegen eine

Diagonalmatrix konvergiert.

2.3.1

�

Uber das Hadamardshe Ma�

In diesem Unterabshnitt werden wir positiv de�nite Matrizen einer gewissen

positiven reellen Zahl zuordnen. Diese Zahl nennen wir Hadamardshes Ma� der

Matrix, obwohl es sih im strengen mathematishen Sinne niht um ein Ma� han-

delt. Das Hadamardshe Ma� wurde bereits in [13℄, [31℄ eingef

�

uhrt und in [31℄

f

�

ur einen Konvergenzbeweis herangezogen. Auh uns wird es in Unterabshnitt

2.3.2 dazu dienen, die globale Konvergenz der in Unterbshnitt 2.2.1, 2.2.3 be-

shriebenen Verfahren zu beweisen. Ma�geblih f

�

ur den Konvergenzbeweis ist das

Wahstum des Hadamardshen Ma�es der positiv de�niten Matrix nah jeder

Transformation.

De�nition und Lemma 2.3.1 Sei K 2 IR

2n�2n

symmetrish und positiv de�-

nit. Das Hadamardshe Ma�

H(K) =

det(K)

Q

2n

i=1

K

ii

von K hat folgende Eigenshaften:

1. H(K) � 1 und H(K) = 1 genau dann, wenn K diagonal ist.

2. H(K) = H(DKD) f

�

ur beliebiges nihtsingul

�

ares, diagonales D.
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3. Sei K = DK

S

D mit einer Diagonalmatrix D und K

S

ii

= 1, i = 1 : : : 2n.

Dann gilt

�

min

(K

S

) �

H(K)

e

=

detK

S

e

=

H(K

S

)

e

;

wobei e = exp(1).

4. Die symplektishe Matrix T 2 IR

2n�2n

untersheide sih nur in einer sym-

plektishen Submatrix

^

T 2 IR

2m�2m

von der Einheitsmatrix. Die zu

^

T kor-

respondierende Submatrix von K sei

^

K und es sei

^

K

0

=

^

T

T

^

K

^

T . Dann gilt

H(T

T

KT ) = H(K)

H(

^

K

0

)

H(

^

K)

:

5. Ist unter den Voraussetzungen von 3. zus

�

atzlih

^

K

0

diagonal, so gilt

H(T

T

KT ) =

H(K)

H(

^

K)

:

6. F

�

ur jede Hauptuntermatrix

^

K 2 IR

2m�2m

von K 2 IR

2n�2n

gilt H(K) �

H(

^

K).

Beweis:

Zu 1., 2. und 3. siehe [13℄. Auh die 4. Aussage wird

�

ahnlih zu [13℄ bewiesen. Es

gilt

H(T

T

KT ) =

det(T

T

KT )

Q

2n

i=1

K

0

ii

=

det(K)

Q

2n

i=1

K

ii

Q

2m

i=1

^

K

ii

Q

2m

i=1

^

K

0

ii

= H(K)

det(

^

T

T

^

K

^

T )

det(

^

K)

Q

2m

i=1

^

K

ii

Q

2m

i=1

^

K

0

ii

= H(K)

H(

^

K

0

)

H(

^

K)

:

Die 5. Aussage ist eine Kombination von 1. und 4. Zum Beweis der 6. Aussage

nehmen wir o.B.d.A.

K =

"

^

K

�

K

�

K

T

~

K

#

an. Aus der Fishershen Ungleihung [20℄ detK � det

^

K det

~

K folgt

H(K) =

detK

Q

2n

i=1

K

ii

�

det

^

K

Q

2m

i=1

^

K

ii

det

~

K

Q

2n�2m

i=1

~

K

ii

� H(

^

K)H(

~

K) � H(

^

K)
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Q.E.D.

Transformiert man also eine Submatrix von K 2 IR

2n�2n

, so ist die

�

Anderung

des Hadamardshen Ma�es der transformierten Matrix gleih der

�

Anderung des

Hadamardshen Ma�es der transformierten Submatrix. Aus 1. und 5. entnimmt

man, was dies f

�

ur die Diagonalisierung einer Submatrix bedeutet. Wir betrahten

nun die Wirkung der Transformationen in modi�zierten Zyklen auf das Hada-

mardshe Ma� und k

�

onnen uns auf diejenigen Submatrizen beshr

�

anken, denen

die jeweilige Transformation gilt. Zur Erzielung einer gewissen Bezeihnungs

�

oko-

nomie werden wir die Submatrizen mit den vollen Matrizen identi�zieren. Wir

werden also auf einige Partitionierungen verzihten und hier wieder gro�e Buh-

staben f

�

ur Matrixelemente verwenden.

Sei

K =

"

F B

T

B C

#

=

"

D 0

0 D

#

K

S

"

D 0

0 D

#

; K

S

=

"

F

S

B

T

S

B

S

C

S

#

; D = diag(F

1=2

ii

)

(2.61)

mit

F

ii

= C

ii

; F

ii

� F

i+1;i+1

f

�

ur alle m

�

oglihen i

eine symmetrishe und positiv de�nite Submatrix, f

�

ur die die drei Bedingungen

von Seite 44 erf

�

ullt sind. Wir betrahten die Transformationen (2.38) und (2.39).

Sei

K

0

=

"

F

0

B

0T

B

0

C

0

#

=

"

D

0

F

0

0 D

0

C

#

K

0

S

"

D

0

F

0

0 D

0

C

#

; K

0

S

=

"

F

0

S

B

0T

S

B

0

S

C

0

S

#

;

mitD

0

F

= diag(F

01=2

ii

) ; D

0

C

= diag(C

01=2

ii

) die gem

�

a� (2.38) transformierte Matrix

und

K

00

=

"

F

00

B

00T

B

00

C

00

#

=

"

D

00

F

0

0 D

00

C

#

K

00

S

"

D

00

F

0

0 D

00

C

#

; K

00

S

=

"

F

00

S

B

00T

S

B

00

S

C

00

S

#

;

mit D

00

F

= diag(F

001=2

ii

) ; D

00

C

= diag(C

001=2

ii

) die gem

�

a� (2.39) transformierte

Matrix. Bei den Transformationen gilt nat

�

urlih jetzt num = 1. Wir haben als

erstes das
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Lemma 2.3.2 Die Matrix K aus (2.61) werde gem

�

a� (2.38), (2.39) transfor-

miert. Dann gilt f

�

ur die transformierte Matrix K

00

und  > 1

H(K

00

) >  � H(K) ()

2n

Y

i=1

K

ii

>  �

2n

Y

i=1

K

00

ii

: (2.62)

Beweis:

Aus

H(K

00

) =

detK

00

Q

2n

i=1

K

00

ii

=

detK

Q

2n

i=1

K

00

ii

Q

2n

i=1

K

ii

Q

2n

i=1

K

ii

= H(K)

Q

2n

i=1

K

ii

Q

2n

i=1

K

00

ii

folgt die Aussage unmittelbar durh Einsetzen. Q.E.D.

Wir wollen nun zeigen, da� die drei Bedingungen von Seite 44 hinreihend

f

�

ur ein Wahstum des Hadamardshen Ma�es ist. Dazu nehmen wir noh n � 3

an, was keine Beshr

�

ankung der Allgemeinheit ist, weil K im Falle n � 2 exakt

diagonalisiert werden kann, wie sih in Abshnitt 2.2 zeigte. De�nieren wir noh

~

S = (

~

S

ij

) mit

~

S

ij

=

(

F

S

ij

; i > j

0 ; i � j ;

(2.63)

und

^

S = (

^

S

ij

) mit

^

S

ij

=

(

C

S

ij

; i > j

0 ; i � j ;

(2.64)

so gelangen wir zun

�

ahst zu folgender Hilfsaussage.

Lemma 2.3.3 Sei F

S

gem

�

a� (2.61) mit � = kF

S

� Ik

E

� 1=30 gegeben und

F

S

= L

S

L

T

S

, L

S

= I + S, ihre Cholesky-Zerlegung. F

�

ur die Matrix

~

S sei gem

�

a�

(2.63) gilt dann kS �

~

Sk

E

< 0:366�

2

.

Beweis:

Nah [17℄ ist

kSk

E

� (

p

2�)=(1 +

p

1� 2�) < 0:72� :

De�niert man

R = (R

ij

) mit R

ij

=

8

>

<

>

:

(SS

T

)

ij

; i > j

(SS

T

)

ij

=2 ; i = j

0 ; i < j;

so folgt

I +

~

S +

~

S

T

= F

S

= (I + S)(I + S

T

) = I + S + S

T

+ SS

T

= I + (S +R) + (S +R)

T

und deshalb

~

S = S +R, kRk

E

� kSS

T

k

E

=

p

2 < 0:366�

2

. Q.E.D.

Wir sind nun in der Lage, den gew

�

unshten Satz zu formulieren.
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Satz 2.3.4 Erf

�

ullt K aus (2.61) die drei Bedingungen von Seite 44 und wird K

gem

�

a� (2.38), (2.39) transformiert, so gilt f

�

ur die transformierte Matrix K

00

H(K

00

) >

10

10� TOL

2

H(K) :

Beweis:

F

�

ur den einfahen, aber langwierigen Beweis setzen wir F

11

= 1 voraus. Weil dies

stets durh Multiplikation der Matrix mit der Konstanten 1=F

11

erzielt werden

kann, ist dies keine Einshr

�

ankung der Allgemeinheit. Wir halten zun

�

ahst einige

Resultate fest, die sih aus den Bedingungen von Seite 44 ergeben (das dortige

!

[l;u℄

ist hier !):

kD

�2

k

2

= k(I � (I �D

2

))

�1

k

2

�

1

1� kD

2

� Ik

2

� 1 + !

kD

�2

� Ik

2

� kD

�2

k

2

kD

2

� Ik

2

� !

kD

�4

� Ik

2

� kD

�2

� Ik

2

kD

�2

+ Ik

2

� kD

�2

� Ik

2

kD

�2

k

2

kD

2

+ Ik

2

� 2!(1 + !) :

Setzt man C

00

ii

= D

4

ii

+ �

i

, i = 1 : : : n, so ist

2n

Y

i=1

K

00

ii

=

n

Y

i=1

C

00

ii

=

n

Y

i=1

(D

4

ii

+ �

i

) =

n

Y

i=1

D

4

ii

�

n

Y

i=1

(1 +

�

i

D

4

ii

)

=

2n

Y

i=1

K

ii

�

n

Y

i=1

(1 +

�

i

D

4

ii

)

und (2.62) ist

�

aquivalent zu

p

n

:=

n

Y

i=1

(1 +

�

i

D

4

ii

) <

1



: (2.65)

Durh Anwendung der binomishen Formel erh

�

alt man

p

n

= 1+

n

X

i=1

�

i

D

4

ii

+

n

X

i=1

n

X

j=1;j 6=i

�

i

�

j

D

4

ii

D

4

jj

+ r ; jrj �

n

X

i=3

 

n

i

!

max

1�k�n

j

�

k

D

4

kk

j

i

: (2.66)

Um zur Aussage des Satzes zu gelangen, bestimmen wir eine obere Shranke des

linken Ausdrukes in (2.66). Dazu bemerken wir vorab, da� es nah [17℄ eine

untere Dreieksmatrix S gibt mit

L

S

= I + S ; kSk

E

�

p

2!

1 +

p

1� 2!

< 0:72! :
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In Lemma 2.3.3 wurde kRk

E

� 0:366!

2

f

�

ur R =

~

S � S bewiesen. Au�erdem ist

diag(

~

S

ii

) = 0 und es gilt k

~

Sk

E

= kF

S

� Ik

E

=

p

2 � !=

p

2 und ebenso k

^

Sk

E

�

!=

p

2. Zuerst sh

�

atzen wir j�

i

=D

4

ii

j, i = 1 : : : n, ab. Es gilt

�

i

D

4

ii

=

1

D

4

ii

((X

2

)

ii

+ 2(B

0

X)

ii

+ (L

T

CL)

ii

�D

4

ii

) : (2.67)

Au�erdem ist

kB

0

k

E

= kL

T

BL

�T

k

E

� kBk

E

kL

T

k

2

kL

�T

k

2

� kBk

E

p

1 + !

p

1� !

� kB

S

k

E

p

1 + !

p

1� !

:

Damit k

�

onnen bereits wir den ersten Teil von (2.67) absh

�

atzen:

1

D

4

ii

((X

2

)

ii

+ 2(B

0

X)

ii

) � (1 + !)

2

(kXk

2

E

+ 2 kB

0

Xk

E

)

� (1 + !)

2

(kB

0

k

2

E

+ kB

0

(B

0

+B

0T

)k

E

)

� (1 + !)

2

� 3

1 + !

1� !

!

2

2

< 1:61!

2

:

Weiter haben wir wegen C

S

= I +

^

S +

^

S

T

j(L

T

CL)

ii

�D

4

ii

j = j((I + S

T

)D

2

(I +

^

S +

^

S

T

)D

2

(I + S))

ii

�D

4

ii

j

= j2(D

4

S)

ii

+ (S

T

D

4

S)

ii

+((I + S

T

)D

2

(

^

S +

^

S

T

)D

2

(I + S))

ii

j

� 2jR

ii

j+ kSk

2

E

+ j(2

^

S

T

S + 2S

T

^

SS)

ii

j

� 2 � 0:366!

2

+ 0:72

2

!

2

+ 2

!

p

2

� 0:72! + 2 � 0:72

2

!

2

!

p

2

< 2:30!

2

;

so da� folgt

j�

i

j

D

4

ii

� 1:61!

2

+ 2:30!

2

(1 + !)

2

� 4:07!

2

: (2.68)

Damit k

�

onnen wir jrj nun absh

�

atzen:

jrj �

n

X

i=3

 

n

i

!

(4:07!

2

)

i

�

n

X

i=3

n!

(n� i)!n

i

1

i!

�

4:07!

10

�

i

�

1

X

i=3

1

i!

(0:407!)

i

� (0:407!)

3

1

X

i=0

1

i!

(0:407!)

i

� 0:407

3

exp(

0:407

30

)!

3

< 0:069!

3

: (2.69)
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Als n

�

ahstes soll der Term

P

n

i=1

�

i

=D

4

ii

vereinfaht werden. Mit (2.67) gilt

n

X

i=1

�

i

D

4

ii

= Tr D

�4

X

2

+ 2Tr D

�4

B

0

X + Tr (D

�2

L

T

CLD

�2

� I)

=

1

4

Tr D

�4

(2B

0

+ 2B

0

B

0T

)� Tr D

�4

B

02

� Tr D

�4

B

0

B

0T

+Tr (D

�2

(I + S

T

)D

2

C

S

D

2

(I + S)D

�2

� I)

= �

1

2

Tr D

�4

B

02

�

1

2

kD

�2

B

0

k

2

E

(2.70)

+2Tr D

�2

S

T

D

2

C

S

+ Tr D

�2

S

T

D

2

C

S

D

2

SD

�2

Um die Summanden von (2.70) einzeln zu untersuhen, soll vorab bemerkt

werden, da� es eine Matrix M gibt mit

(I + S)

�1

= I � S +M ; kMk

E

� kF

�1

S

k

1=2

2

kSk

2

E

< 0:53!

2

;

und da� jTr XY j � kXk

E

kY k

E

gilt. Damit folgt

Tr D

�4

B

02

= Tr D

�4

(I + S

T

)B

2

(I � S

T

+M

T

)

= Tr (D

�4

� I + I)B

2

+Tr D

�4

(B

2

(�S

T

+M

T

) + S

T

B

2

(I + S

T

)

�1

)

= Tr B

2

+ r

1

mit

jr

1

j � kD

�4

� Ik

2

kBk

2

E

+ (1 + !)

2

(kBk

2

E

(kSk

E

+ kMk

E

)

+kSk

E

kBk

2

E

k(I + S

T

)

�1

k

2

)

� 2(1 + !)!

!

2

2

+ (1 + !)

2

(

!

2

2

(0:72! + 0:53!

2

) + 0:72!

!

2

2

p

1� !

)

� !

3

(1 + ! +

(1 + !)

2

2

(0:72 +

0:53

30

) +

0:72

2

p

1� !

)

< 1:80!

3

:

Weiterhin ist

Tr B

2

= Tr D

2

B

S

D

2

B

S

= Tr (I +D

2

� I)B

S

(I +D

2

� I)B

S

= Tr B

2

S

+ 2Tr (D

2

� I)B

2

S

+ Tr (D

2

� I)B

S

(D

2

� I)B

S

= Tr B

2

S

+ r

2

mit

jr

2

j � 2 kD

2

� Ik

2

kB

0

S

k

2

E

+ kD

2

� Ik

2

2

kB

S

k

2

E

� 2

!

1 + !

!

2

2

+

!

2

(1 + !)

2

!

2

2

< 0:99!

3

;
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so da� wir shlie�lih

Tr D

�4

B

02

= Tr B

2

S

+ ~r

1

; j~r

1

j � jr

1

j+ jr

2

j < 2:79!

3

(2.71)

erhalten. Nun betrahten wir den zweiten Summanden in (2.70). Es gilt

kD

�2

B

0

k

E

= kD

�2

(I + S

T

)D

2

B

S

(DD

�1

)(I � S

T

+M

T

)k

E

= kB

S

k

E

+ r

3

mit

jr

3

j � kB

S

(�S

T

+M

T

)k

E

+ kD

�2

S

T

D

2

B

S

(I + S

T

)

�1

k

E

�

!

p

2

(0:72! + 0:53!

2

) + (1 + !) 0:72!

!

p

2

p

1� !

� !

2

(

0:72

p

2

+

0:53

30

p

2

+

0:72 � 31

30

p

2

q

29=30

)

< 1:06!

2

:

Es folgt

kD

�2

B

0

k

2

E

= kB

S

k

2

E

+ r

4

(2.72)

mit

jr

4

j � jr

3

j

2

+ 2 jr

3

j kB

S

k

E

� 1:06

2

!

4

+ 2 � 1:06

!

3

p

2

< 1:54!

3

:

Shlie�lih betrahten wir den dritten Summanden von (2.70). Wegen 0 = Tr

~

S =

Tr (S +R) gilt f

�

ur diesen Summanden

Tr D

�2

S

T

D

2

C

S

= Tr (D

�2

S

T

D

2

(I +

^

S +

^

S

T

)) = Tr S + Tr D

�2

S

T

D

2

^

S

= �Tr R + Tr D

�2

(

~

S

T

�R

T

)D

2

^

S

= �

1

2

Tr (

~

S

~

S

T

� 2

~

SR

T

+RR

T

)

+Tr (D

�2

� I + I)

~

S

T

(D

2

� I + I)

^

S � Tr D

�2

R

T

D

2

^

S

= �

1

2

Tr

~

S

~

S

T

+ Tr

~

S

T

^

S + r

5

(2.73)

mit

jr

5

j � k

~

Sk

E

kRk

E

+

1

2

kRk

2

E

+ (kD

�2

� Ik

2

+ kD

2

� Ik

2

+kD

�2

� Ik

2

kD

2

� Ik

2

)k

~

Sk

E

k

^

Sk

E

+ kD

�2

k

2

kRk

E

k

^

Sk

E

�

!

p

2

� 0:366!

2

+

1

2

0:366

2

!

4

+ (! +

!

1 + !

+

!

2

1 + !

)

!

2

2
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+(1 + !) 0:366!

2

!

p

2

� !

3

(

0:366

p

2

+

0:366

2

60

+

1

2

(1 +

30

31

+

1

31

) +

31

30

p

2

0:366

< 1:53!

3

:

Shlie�lih gilt f

�

ur den letzten Summanden in (2.70)

Tr D

�2

S

T

D

2

C

S

D

2

SD

�2

= Tr D

�2

S

T

D

4

SD

�2

+ Tr D

�2

S

T

D

2

(C

S

� I)D

2

SD

�2

= Tr D

�4

S

T

(D

4

� I + I)S + r

6

:

Dabei ist

jr

6

j � kD

�4

k

2

kSk

2

E

kC

S

� Ik

E

� (1 + !)

2

0:72

2

!

2

!

1 + !

< 0:56!

3

und weiter

Tr D

�2

S

T

D

2

C

S

D

2

SD

�2

= Tr D

�4

S

T

(D

4

� I)S + Tr (D

�4

� I + I)S

T

S + r

6

= Tr D

�4

S

T

(D

4

� I)S + Tr (D

�4

� I)S

T

S

+Tr (

~

S

T

� R

T

)(

~

S �R) + r

6

= Tr

~

S

T

~

S + Tr D

�4

S

T

(D

4

� I)S + Tr (D

�4

� I)S

T

S

�2Tr

~

S

T

R + Tr R

T

R + r

6

= Tr

~

S

T

~

S + r

6

+ r

7

(2.74)

mit

jr

7

j � kD

�4

k

2

kSk

2

E

kD

4

� Ik

2

+ kD

�4

� Ik

2

kSk

2

E

+ 2 k

~

Sk

E

kRk

E

+ kRk

2

E

� (1 + !)

2

� 0:72

2

!

2

2!

1 + !

+ 2!(1 + !)0:72

2

!

2

+

2

p

2

! 0:366!

2

+ 0:366

2

!

4

� !

3

(2

31

30

2 � 0:72

2

+

p

2 � 0:366 +

0:366

30

)

< 2:68!

3

:

Zur Bestimmung von

P

n

i=1

�

i

=D

4

ii

fassen wir (2.71), (2.72), (2.73) und (2.74) zu-

sammen und erhalten

n

X

i=1

�

i

D

4

ii

= �

1

2

Tr B

2

S

�

1

2

Tr B

S

B

T

S

� Tr

~

S

~

S

T

+ 2Tr

~

S

T

^

S + Tr

~

S

T

~

S + r

0

= �

1

4

Tr (B

S

+B

T

S

)

2

+ 2Tr

~

S

T

^

S + r

0

(2.75)
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mit

jr

0

j � !

3

(2:79=2 + 1:54=2 + 2 � 1:53 + 0:56 + 2:68)

< 8:47!

3

:

Es folgt

j

n

X

i=1

�

i

D

4

ii

j �

1

4

kB

S

+B

T

S

k

2

E

+ 2k

~

Sk

E

k

^

Sk

E

+ jr

0

j

�

1

4

(2!)

2

+ 2 (

!

2

2

) + jr

0

j � !

2

(2 +

8:47

30

)

< 2:29!

2

:

Dies und (2.68) k

�

onnen wir zur Bestimmung einer Shranke von

n

X

i=1

n

X

j=1;j 6=i

�

i

�

j

D

4

ii

D

4

jj

verwenden:

j

n

X

i=1

n

X

j=1;j 6=i

�

i

�

j

D

4

ii

D

4

jj

j �

n

X

i=1

j

�

i

D

4

ii

j j

n

X

j=1

�

j

D

4

jj

�

�

i

D

4

ii

j

�

n

X

i=1

j

�

i

D

4

ii

j j

n

X

j=1

�

j

D

4

jj

j+

n

X

i=1

�

2

i

D

8

ii

� 2:29!

2

� n � 4:07!

2

+ 4:07

2

� n � !

4

� !

3

(

2:29 � 4:07

10

+

4:07

2

10

)

< 2:59!

3

: (2.76)

Aus (2.69),(2.75) und (2.76) ergibt sih shlie�lih eine Absh

�

atzung von p

n

in

(2.66)

p

n

= 1�

1

4

Tr (B

S

+B

T

S

)

2

+ 2Tr

~

S

T

^

S + r̂

mit

r̂ < !

3

(0:069 + 8:47 + 2:59)

< 11:13!

3

:

Gilt also

�

1

4

Tr (B

S

+B

T

S

)

2

+ 2Tr

~

S

T

^

S + 12!

3

�

1



� 1 =: �

TOL

2

10

;

so ist

H(K

00

) >  � H(K) =

1

1� TOL

2

=10

H(K)
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wegen (2.65) erf

�

ullt, was wegen 2Tr

~

S

T

^

S = Tr (F

S

� I)(C

S

� I) die Aussage des

Satzes ist. Q.E.D.

Das in 2.2.2 bzw. 2.2.4 beshriebene Verfahren zur L

�

osung des Eigenwertpro-

blems (K; J) besteht aus einer Folge von Diagonalisierungen von Submatrizen

bzw. von Transformationen (2.38), (2.39). Bei all diesen Operationen w

�

ahst also

das Hadamardshe Ma� der transformierten Matrix. Dies werden wir im nah-

folgenden Unterabshnitt zum Beweis der globalen Konvergenz des Verfahrens

heranziehen.

2.3.2 Globale Konvergenz

In diesem Unterabshnitt wenden wir uns der Konvergenz des Verfahrens 2.2.2

zu, also der Konvergenz der Folge der positiv de�niten, symmetrishen Matri-

zen K gegen eine Diagonalmatrix, zu. Wir werden die globale Konvergenz des

Verfahrens, also die Konvergenz f

�

ur beliebige positiv de�nite Eingabematrizen K

zeigen, falls in exakter Arithmetik gerehnet wird. Die Konvergenz des impliziten

Verfahrens 2.2.4 ist

�

aquivalent zu derjenigen des expliziten Verfahrens, so da� wir

uns aus Vereinfahungsgr

�

unden zun

�

ahst auf das explizite Verfahren beshr

�

anken

k

�

onnen.

Die Idee des Konvergenzbeweises entstammt [31℄ und besteht darin, da� das

Hadamardshe Ma� der betrahteten Matrix nah jeder Transformation st

�

arker

als eine vorgegebene Konstante w

�

ahst und aus der Beshr

�

anktheit des Ma�es

die Konvergenz des Verfahrens folgt.

Vorab erw

�

ahnen wir noh, da� es sih beim Verfahren 2.2.2 um ein zyklishes

Verfahren mit Shwellenstrategie handelt: die Elemente an jeder Position (i; j),

i 6= j, werden zyklish f

�

ur eine Transformation vorgesehen, falls sie (skaliert)

niht bereits kleiner als eine vorgegebene Konstante sind.

Lemma 2.3.5 Sei TOL > 0 eine Abbruhkonstante (Shwelle). Wird in exak-

ter Arithmetik gerehnet, so terminiert das Verfahren 2.2.2 nah endlih vielen

Zyklen. Es gilt dann

jK

ij

j

q

K

ii

K

jj

< TOL ; 1 � i; j � 2n ; i 6= j (2.77)

Beweis:

Jeder Zyklus besteht aus einer endlihen Folge von Diagonalisierungen von Sub-

matrizen der Ordnung 4 oder von Transformationspaaren (2.38), (2.39).

Wir werden zuerst die diagonalisierenden Transformationen T betrahten. De-

ren nihttrivialer Teil sei

^

T . Sie werden nur bei solhen Submatrizen

^

K angewen-

det, die ein Element

^

K

ij

, i 6= j, mit j

^

K

ij

j=(

^

K

ii

^

K

jj

)

1=2

� TOL haben. Wegen der
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Aussagen 5., 6. von 2.3.1 (siehe auh [31℄) bestimmt

H(T

T

KT ) � H(K)

^

K

ii

^

K

jj

^

K

ii

^

K

jj

�

^

K

2

ij

� H(K)

1

1� TOL

2

:

das Mindestwahstum des Hadamardshen Ma�es.

Nun behandeln wir das Transformationspaar (2.38), (2.39). Es wird nur an

solhen Submatrizen vorgenommen, f

�

ur die die drei Bedingungen von Seite 44

erf

�

ullt sind. Bezeihnen wir mit K

00

die transformierte Matrix, so folgt aus Satz

2.3.4

H(K

00

) > H(K)

10

10� TOL

2

:

Die Folge der Hadamardshen Ma�e der transformierten Matrizen w

�

ahst also

nah jegliher Transformation mindestens um 10=(10�TOL

2

). Nah 2.3.1 ist die

Folge jedoh beshr

�

ankt, so da� nah einer endlihen Zahl von Zyklen keine Trans-

formation mehr vorgenommen wird. Dann gibt es also keine Submatrix mehr, f

�

ur

alle drei Bedingungen von Seite 44 erf

�

ullt w

�

are. Weil insbesondere auh keine

Diagonalisierungen mehr durhgef

�

uhrt werden, ist f

�

ur alle 1 � i; j � n, i 6= j die

Abbruhbedingung (2.77) erf

�

ullt. Q.E.D.

Man erkennt, da� in der 3. Bedingung von Seite 44 statt �TOL

2

=10 auh

� � TOL

2

mit einem kleinen  > 0 verwendet werden k

�

onnte. In numerishen

Tests f

�

uhrte aber  � 1=10 und sogar  = 0 zu guten Ergebnissen.

Satz 2.3.6 Die positiven Eigenwerte des Problems

Kx = i�Jx ; K = K

[0℄

2 IR

2n�2n

mit symmetrishem positiv de�nitem K seien

�

1

� : : : � �

n

> 0 :

Sei

(TOL

k

) ; k = 1; 2; : : : mit TOL

1

<

1

4n

(2.78)

eine positive monotone Nullfolge von Abbruhkonstanten. F

�

ur k = 1; 2; : : : werde

jeweils der Algorithmus 2.2.2 in exakter Arithmetik mit der Abbruhkonstanten

TOL

k

, der Eingabematrix K

[k�1℄

und der Ausgabematrix K

[k℄

durhgef

�

uhrt. Sei

K

[k℄

S

= D

[k℄

�1

K

[k℄

D

[k℄

�1

; D

[k℄

= diag(K

[k℄

ii

1=2

) :

Dann gilt

lim

k!1

kK

[k℄

S

� Ik

E

= 0 (2.79)

und

lim

k!1

F

[k℄

ii

= �

i

; i = 1 : : : n : (2.80)
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Beweis:

Wegen Lemma 2.3.5 ist f

�

ur jedes k

jK

[k℄

S

ij

j =

jK

[k℄

ij

j

q

K

[k℄

ii

K

[k℄

jj

< TOL

k

; 1 � i; j � 2n ; i 6= j

und deshalb

kK

[k℄

S

� Ik

E

�

q

2n (2n� 1) TOL

k

� 2n TOL

k

: (2.81)

Es folgt

lim

k!1

kK

[k℄

S

� Ik

E

� 2n lim

k!1

TOL

k

= 0 ;

was die Aussage (2.79) ist. Um (2.80) zu zeigen, sei

ÆK

[k℄

= D

[k℄

2

�K

[k℄

; ÆK

[k℄

S

= D

[k℄

�1

(D

[k℄

2

�K

[k℄

)D

[k℄

�1

:

Dann ist wegen (2.78) und (2.81)

kÆK

[k℄

S

k

2

= kI �K

[k℄

S

k

2

� 2n TOL

k

<

1

2

:

Wegen

�

min

(K

[k℄

S

) = kK

[k℄

S

�1

k

�1

2

= k(I � (I �K

[k℄

S

))

�1

k

�1

2

� (

1

1� kI �K

[k℄

S

k

)

�1

� 1� 2n TOL

k

>

1

2

ist

kÆK

[k℄

S

k < �

min

(K

[k℄

S

) :

Gem

�

a� Algorithmus 2.2.2 sind die Diagonalelemente von D

[k℄

f

�

ur alle k � 1 wie

die �

i

absteigend geordnet, und f

�

ur jedes k � 1 haben (K

[k℄

; J) und (K

[0℄

; J)

dieselben Eigenwerte. Die Voraussetzungen von Satz 1.0.6 sind daher f

�

ur alle

k � 1 erf

�

ullt und aus (1.9) folgt

j�

i

�D

[k℄

ii

2

j

�

i

�

kÆK

[k℄

S

k

2

�

min

(K

[k℄

S

)

< 4n TOL

k

;

also gilt f

�

ur alle i, 1 � i � n

lim

k!1

j�

i

�D

[k℄

ii

2

j = �

i

� 4n lim

k!1

TOL

k

= 0 ;

was die Aussage (2.80) ist. Q.E.D.
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Bei einer vorgegeben Nullfolge von Abbruhkonstanten konvergiert die Folge

der Ausgabematrizen des Verfahrens 2.2.2 also gegen eine feste Diagonalmatrix,

deren Elemente die Imagin

�

arteile der Eigenwerte von (K; J) sind, falls in exakter

Arithmetik gerehnet wird. F

�

ur das implizite Verfahren bedeutet dies, da� die

Folge der Elemente der ausgegebenen Diagonalmatrizen E gegen die Eigenwerte

konvergiert. Die ausgegebenen Matrizen L, deren Spalten zu 1 normiert sind, sind

N

�

aherungen an die Real- bzw. Imagin

�

arteile der Eigenvektoren der shiefsymme-

trishen Matrix S = LJL

T

.



Kapitel 3

Fehler in den berehneten

Eigenwerten von (L

T

L;J)

Bei den Verfahren 2.2.2 bzw. 2.2.4 werden symplektishe Transformationen

K

(m+1)

= T

(m)

T

K

(m)

T

(m)

; m = 1; 2; : : :

bzw.

L

(m+1)

= L

(m)

T

(m)

; m = 1; 2; : : :

vorgenommen. Wird in endliher Arithmetik gerehnet, so sind wir an Shranken

f

�

ur die maximalen relativen Fehler in den mit Verfahren 2.2.2 bzw. 2.2.4 bereh-

neten Eigenwerten interessiert. In diesem Kapitel werden wir die Grundlagen zur

Bestimmung derartiger Shranken f

�

ur das implizite Verfahren legen. Mit Hilfe der

Ergebnisse aus Kapitel 1 werden wir eine R

�

ukw

�

artsfehleranalyse des impliziten

Verfahrens vornehmen. Auf eine Fehleranlyse des expliziten Verfahrens verzihten

wir.

In Kapitel 1 (s. Satz 1.0.5, Satz 1.0.6) sind die Fehlershranken abh

�

angig von

einer St

�

orung der skalierten iterierten Matrizen und von der Kondition �(K

(m)

S

) =

�

2

(L

(m)

S

) der skalierten iterierten Matrizen (skalierte Kondition) dargestellt wor-

den. In Abshnitt 3.1 interessieren wir uns f

�

ur die Folge der skalierten Konditionen

der iterierten Matrizen. In Abshnitt 3.2 werden wir die reht aufwendige Fehler-

analyse des impliziten Verfahrens vornehmen, indem wir den bei jeder einzelnen

Transformation entstehenden Fehler auf eine St

�

orung der jeweils skalierten un-

transformierten Matrix zur

�

ukf

�

uhren. Durh Akkumulation werden wir dann in

Kapitel 5 Shranken f

�

ur den Gesamtfehler in den berehneten Eigenwerten von

(L

T

L; J) bestimmen k

�

onnen.

3.1

�

Uber die Kondition der skalierten Matrix

Ist K

(1)

= L

T

L und L aus der der shiefsymmetrishen Zerlegung S = LJL

T

entstanden, so ist die Kondition �(K

(1)

S

) meist klein, was wir in Abshnitt 4.3

91
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und Kapitel 6.2 vertiefen werden.

In diesem Abshnitt werden wir zeigen, da� die in Verfahren 2.2.2 bzw. 2.2.4

vorgenommenen Transformationen im shlehtesten Fall nur zu einem geringen

Wahtum der skalierten Kondition f

�

uhren. Die Konvergenz der K

(m)

S

gegen die

Einheitsmatrix hat die Konvergenz der skalierten Kondition gegen 1 zur Folge;

zumeist wird sih daher sogar ein Sinken der skalierten Kondition einstellen. Man

kann also tats

�

ahlih kleine �(K

(m)

S

) erwarten.

In Unterabshnitt 3.1.1 behandeln wir orthogonale Transformationen und Ska-

lierungen und in Abshnitt 3.1.2 Transformationen bei modi�zierten Zyklen. Die

meisten der in Unterabshnitt 3.1.1 dargestellten Ergebnisse sind Modi�kationen

oder Verbesserungen der Resultate in [13℄. Die Betrahtungen f

�

ur explizite und

implizite Verfahren sind wegen �

2

(L

S

) = �(L

T

S

L

S

)

�

aquivalent, so da� wir in die-

sem Abshnitt der Einfahkeit halber das explizite Verfahren behandelt werden.

Wir werden bei der Fehleranalyse (Abshnitt 3.2) sehen, da� das Wahstum

von �

min

(K

(m)

S

) gr

�

o�ere Bedeutung hat, als das Wahstum der eigentlihen ska-

lierten Kondition �(K

(m)

S

), denn �

max

(K

(m)

S

) � 2n, falls K

(m)

2 IR

2n�2n

. Ei-

ne Shranke der skalierten Kondition ist also stets bekannt, wenn nur eine von

1=�

min

(K

(m)

S

) bekannt ist. Statt der skalierten Kondition werden wir also vorwie-

gend das Verhalten von �

min

(K

(m)

S

) untersuhen. In diesem Abshnitt k

�

onnen wir

exakte Rehnung voraussetzen.

3.1.1 Wahstumsshranken bei Skalierungen und Rotatio-

nen

Wir werden nun Shranken f

�

ur das Wahstum der skalierten Kondition nah

Skalierungen und orthogonalen Rotationen angegeben, wie sie in Teil 1 und 3

von Algorithmus 2.2.2 vorgenommen werden. Das Hauptergebnis ist Satz 3.1.5, in

dem eine derartige Wahstumsshranke bei der Diagonalisierung einer Submatrix

der Ordnung 4 bestimmt wird.

Das folgende einfahe Lemma stellen wir voran.

Lemma 3.1.1 Die symmetrishe positiv de�nite Matrix K = DK

S

D mit D =

diag(K

1=2

ii

) sei von gerader Ordnung. Sei S diagonal und nihtsingul

�

ar und T =

S�S

�T

. F

�

ur K

0

= T

T

KT = D

0

K

0

S

D

0

mit D

0

= diag(K

0

ii

1=2

) gilt dann K

0

S

= K

S

.

Beweis:

trivial. Q.E.D.

Auh die orthogonalen Transformationen aus 3.1 von Algorithmus 2.2.2

�

an-

dern die skalierte Kondition niht. Genauer gilt
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Satz 3.1.2 Sei K = DK

S

D 2 IR

2n�2n

, D = diag(K

1=2

ii

) mit K

ii

= K

n+i;n+i

,

K

i;n+i

= K

n+i;i

= 0, i = 1 : : : n. Sei

K

0

= T

T

KT = D

0

K

0

S

D

0

; D

0

= diag(K

0

ii

1=2

)

f

�

ur

T =

"

diag(s

i

) diag(sn

i

)

�diag(sn

i

) diag(s

i

)

#

mit sn

2

i

+ s

2

i

= 1; i = 1 : : : n:

Dann stimmen die Eigenwerte von K

S

mit denen von K

0

S

�

uberein.

Beweis:

Aus K

ii

= K

n+i;n+i

, K

i;n+i

= K

n+i;i

= 0; i = 1 : : : n folgt K

0

ii

= K

0

n+i;n+i

, K

0

i;n+i

=

K

0

n+i;i

= 0; i = 1 : : : n. Also gilt D

ii

= D

i+n;i+n

= D

0

ii

= D

0

i+n;i+n

; i = 1 : : : n.

Daraus folgt

K

0

S

= D

0

�1

T

T

DK

S

DTD

0

�1

= D

0

�1

DT

T

K

S

TDD

0

�1

= T

T

K

S

T;

woraus sih shlie�lih die Aussage des Satzes ergibt. Q.E.D.

Zur Behandlung anderer orthogonaler Rotationen ist folgender Satz n

�

utzlih.

Er besagt, da� beliebige othogonale Ebenenrotationen von Matrizen mit gleihen

Diagonalelementen keinen ung

�

unstigen Einu� auf die skalierte Kondition haben.

Derartige Transformationen verwenden wir in 3.3 von Verfahren 2.2.2 bzw. 2.2.4

(siehe auh Seite 47).

Satz 3.1.3 Sei A = DA

S

D 2 IR

n�n

symmetrish und positiv de�nit mit D =

diag(A

1=2

ii

). F

�

ur �xierte j; k, 1 � j; k � n sei A

jj

= A

kk

. Eine orthogonale Matrix

U 2 IR

n�n

untersheide sih nur an den Positionen (j; j), (j; k), (k; j), (k; k) von

der Einheitsmatrix. Dann gilt f

�

ur A

0

= U

T

AU = D

0

A

0

S

D

0

, D

0

= diag(A

0

ii

1=2

)

�

min

(A

0

S

) �

�

min

(A

S

)

minf2; �

max

(A

S

)g

:

Beweis:

Wir verwenden die Bezeihnung �

min

(X) f

�

ur den kleinsten Eigenwert einer allge-

meinen Matrix X. Es ist

A

0

S

= D

0

�1

U

T

DA

S

DUD

0

�1

= Z

T

A

S

Z ; Z = DUD

0

�1

und deshalb

�

min

(A

0

S

) = kA

0�1

S

k

�1

2

� kZ

�T

Z

�1

k

�1

2

kA

�1

S

k

�1

2

= kZ

�T

Z

�1

k

�1

2

�

min

(A

S

) :
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Wegen D

ii

= D

0

ii

; i 62 fj; kg und D

jj

= D

kk

gilt weiter

kZ

�T

Z

�1

k

2

= �

max

(Z

�T

Z

�1

) = �

max

(D

�1

UD

0

2

U

T

D

�1

)

= maxf1; A

�1

jj

D

0

2

jj

; A

�1

jj

D

0

2

kk

g � minf2; �

max

(A

S

)g ;

weil D

0

2

jj

; D

0

2

kk

� 2A

jj

ist. Daraus folgt die Aussage des Satzes. Q.E.D.

Dies ziehen wir zum Beweis einer zu [13℄, Proposition 6.1,

�

ahnlihen Aussage

heran.

Satz 3.1.4 Sei

K

(0)

=

"

F

(0)

B

(0)

T

B

(0)

C

(0)

#

2 IR

2n�2n

; C

(0)

ii

= 1 ; i = 1 : : : n :

symmetrish und positiv de�nit. Die Matrix K

(m)

entstehe durh m � n=2 niht

�

uberlappende (und daher kommutative) Transformationen von K

(0)

mit symplek-

tishen, orthogonalen Matrizen T

(r)

= U

(r)

� U

(r)

; r = 1 : : :m, wobei sih jedes

U

(r)

h

�

ohstens in einer Submatrix der Ordnung 2 von der Einheitsmatrix unter-

sheide und jede Transformation T

(r)

ein Au�erdiagonalelement F

(r�1)

ij

= F

(0)

ij

von F

(r�1)

anulliert. Dann gilt mit K

(r)

= D

(r)

K

(r)

S

D

(r)

, D

(r)

= diag(

q

K

(r)

ii

)

�

min

(K

(m)

S

) �

�

min

(K

(0)

S

)

minf2; �

max

(K

(0)

S

)g

:

Es gen

�

ugt, C

(0)

ii

= 1 dort zu verlangen, wo U = U

(1)

� : : : � U

(m)

nihttrivial ist.

Beweis:

Es werde o.B.d.A. die Folge der Elemente an den Positionen

(1; 2); (3; 4); : : : ; (2m� 1; 2m)

anulliert. F

�

ur T = T

(1)

� : : : � T

(m)

gilt dann

K

(m)

S

= D

(m)

�1

T

T

D

(0)

K

(0)

S

D

(0)

TD

(m)

�1

= Z

T

K

(0)

S

Z mit Z = D

(0)

TD

(m)

�1

:

Z hat dieselbe Blokstruktur wie T . F

�

uhren wir f

�

ur allgemeineX die Bezeihnung

X

p

=

"

X

pp

X

p;p+1

X

p+1;p

X

p+1;p+1

#

ein, so gilt

(Z

�T

Z

�1

)

p

=

(

F

S

(0)

p

f

�

ur p = 1; 3; : : : ; 2m� 1

T

p

D

(m)

p

2

T

p

T

f

�

ur p = n + 1; n+ 3; : : : ; n+ 2m� 1 :

(3.1)
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Die erste Zeile von (3.1) gilt wegen Z

T

p

F

S

(0)

p

Z

p

= I und die zweite Zeile gilt

wegen C

(0)

ii

= 1. An allen anderen Positionen, die von (3.1) niht erfa�t werden,

entspriht Z der Einheitsmatrix. Wegen

�

min

(K

(m)

S

) = kK

(m)

S

�1

k

�1

2

� kZ

�T

Z

�1

k

�1

2

kK

(0)

S

�1

k

�1

2

= kZ

�T

Z

�1

k

�1

2

�

min

(K

(0)

S

)

brauhen wir nur noh eine obere Shranke von kZ

�T

Z

�1

k

2

zu bestimmen. Aus

Satz 3.1.3 und (3.1) folgt

kZ

�T

Z

�1

k

2

= �

max

(Z

�T

Z

�1

)

= max

1�p�m

f�

max

(F

S

(0)

p

); �

max

(T

p

D

(m)

p+n

2

T

T

p

)g

� minf2; �

max

(K

(0)

S

)g:

Daraus folgt die Aussage des Satzes. Q.E.D.

Ein weiteres Analogon zu [13℄, (Prop. 6.1) mit verbesserten Shranken ist

Satz 3.1.5 Sei K

(0)

2 IR

2n�2n

mit K

(0)

ii

= K

(0)

i+n;i+n

und K

(0)

i;i+n

= K

(0)

i+n;i

= 0,

i = 1 : : : n, symmetrish und positiv de�nit. Die Matrix K

(m)

entstehe durh m �

n=2 niht

�

uberlappende (und daher kommutative) Transformationen von K

(0)

mit

symplektishen Matrizen T

(r)

; r = 1 : : :m, wobei sih jedes T

(r)

h

�

ohstens in

einer Submatrix der Ordnung 4 von der Einheitsmatrix untersheide und nah

dem Algorithmus 2.2.2 gebildet werde. Dann gilt mit K

(r)

= D

(r)

K

(r)

S

D

(r)

, D

r

=

diag(

q

K

(r)

ii

)

�

min

(K

(m)

S

) �

�

min

(K

(0)

S

)

minf2; �

max

(K

(0)

S

)g

(3.2)

�(K

(m)

S

)

�(K

(0)

S

)

� minf�(K

(0)

S

); 2n� 1g (3.3)

�(K

(i+1)

S

)

�(K

(i)

S

)

� 4 (3.4)

Beweis:

Wir verwenden die Beweistehnik aus [13℄. Mit den Bezeihnungen

X

p

=

"

X

pp

X

p;p+1

X

p+1;p

X

p+1;p+1

#

und K

(0)

[p℄

=

"

F

(0)

p

B

(0)

p

T

B

(0)

p

C

(0)

p

#

(dabei ist X eine allgemeine Matrix) und analogen Bezeihnungen f

�

ur die ska-

lierten Matrizen K

S

(0)

[p℄

werde o.B.d.A. die Folge der Submatrizen K

(0)

[p℄

, p =
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1; 3; : : : 2m� 1, mit der Folge der Transformationen T

(1)

; : : : ; T

(m)

diagonalisiert.

Dann gilt f

�

ur T = T

(1)

� : : : � T

(m)

K

(m)

S

= Z

T

K

(0)

S

Z mit Z = D

(0)

TD

(m)

�1

:

Z hat dieselbe Blokstruktur wie T . Der nihttriviale Teil von T

(p)

werde mit

T

[p℄

bezeihnet und diese Bezeihnung werde f

�

ur Z mit Z

[p℄

und f

�

ur die anderen

Matrizen analog

�

ubernommen, Wegen I = K

S

(m)

[p℄

= Z

T

[p℄

K

S

(0)

[p℄

Z

[p℄

gilt

K

S

(0)

[p℄

= Z

�T

[p℄

Z

�1

[p℄

(3.5)

und wegen

det(K

(m)

S

� �I) = 0 () det(Z

T

K

(0)

S

Z � �I) = 0

() det(K

(0)

S

� �Z

�T

Z

�1

) = 0

(3.6)

folgt

�

min

(K

(m)

S

) = min

x6=0

x

T

K

(0)

S

x

x

T

Z

�T

Z

�1

x

�

min

kxk=1

x

T

K

(0)

S

x

max

kxk=1

x

T

Z

�T

Z

�1

x

=

�

min

(K

(0)

S

)

kZ

�T

Z

�1

k

2

: (3.7)

Jede Matrix T

[p℄

wird nah Algorithmus 2.2.2 als eine Folge von Skalierungen S

i

[p℄

und orthogonalen Transformationen U

i

[p℄

gebildet:

T

[p℄

= U

3.1

[p℄

S

3.2

[p℄

U

3.3

[p℄

S

3.4

[p℄

U

3.5

[p℄

S

3.6

[p℄

und T

T

[p℄

K

(0)

[p℄

T

[p℄

= D

(m)

[p℄

2

;

wobei die oberen Indizes die Nummern der Anweisungen in Algorithmus 2.2.2

bezeihnen, also z.B. U

3.1

[p℄

die orthogonale Matrix bezeihnet, mit der K

(0)

[p℄

in Teil

3.1 von Algorithmus 2.2.2 transformiert wird. Wir setzen nun T

[p℄

= U

3.1

[p℄

X

[p℄

.

Dann ist X

[p℄

ein Produkt von Blokdiagonalmatrizen, die sih jeweils h

�

ohstens

in einer Hauptuntermatrix der Ordnung 2 von der Einheitsmatrix untersheiden.

Es folgt

K

S

(0)

[p℄

= Z

�T

[p℄

Z

�1

[p℄

= (D

(0)

[p℄

U

3.1

[p℄

X

[p℄

D

(m)

[p℄

�1

)

�T

(D

(0)

[p℄

U

3.1

[p℄

X

[p℄

D

(0)

[p℄

�1

)

�1

= D

(0)

[p℄

�1

U

3.1

[p℄

X

�T

[p℄

D

(m)

[p℄

D

(m)

[p℄

X

�1

[p℄

U

3.1

[p℄

T

D

(0)

[p℄

�1

und wegen der Kommutativit

�

at von D

(0)

[p℄

und U

3.1

[p℄

ist K

S

(0)

[p℄

orthogonal

�

ahnlih

zu

^

K

(0)

S

[p℄

= D

(0)

[p℄

�1

X

�T

p

D

(m)

[p℄

D

(m)

[p℄

X

�1

p

D

(0)

[p℄

�1

:

Diese Matrix hat 1 als Diagonalelemente und das rehts stehende Produkt be-

steht aus Blokdiagonalmatrizen, die sih jeweils h

�

ohtens in einer Submatrix der

Ordnung 2 von der Einheitsmatrix untersheiden. Also gilt

�

max

(K

S

(0)

[p℄

) = �

max

(

^

K

(0)

S

[p℄

) � 2
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und

kZ

�T

Z

�1

k

2

= �

max

(Z

�T

Z

�1

) = max

1�p�m

�

max

(K

S

(0)

[p℄

)

� minf2; �

max

(K

(0)

S

)g:

(3.8)

Mit (3.7) folgt daraus (3.2). Aus (3.6) folgt au�erdem

�

max

(K

(m)

S

) = max

x6=0

x

T

K

(0)

S

x

x

T

Z

�T

Z

�1

x

�

max

kxk=1

x

T

K

(0)

S

x

min

kxk=1

x

T

Z

�T

Z

�1

x

�

�

max

(K

(0)

S

)

�

min

(K

(0)

S

)

= �(K

(0)

S

)

und daher wegen (3.2)

�(K

(m)

S

) �

�(K

(0)

S

)

�

min

(K

(m)

S

)

� �

2

(K

(0)

S

) ;

was der erste Teil von (3.3) ist. Der zweite Teil von (3.3) ergibt sih mit (3.2) aus

�(K

(m)

S

)

�(K

(0)

S

)

=

�

max

(K

(m)

S

)�

min

(K

(0)

S

)

�

min

(K

(m)

S

)�

max

(K

(0)

S

)

�

�

max

(K

(m)

S

)�

min

(K

(0)

S

)

�

max

(K

(0)

S

)

�

�

max

(K

(0)

S

)

�

min

(K

(0)

S

)

= �

max

(K

(m)

S

) � 2n� 1

Zeigt man noh �

max

(K

(i+1)

S

) � 2�

max

(K

(i)

S

), so folgt (3.4), denn mit (3.2) gilt

dann

�(K

(i+1)

S

)

�(K

(i)

S

)

� 2

�

min

(K

(i)

S

)

�

min

(K

(i+1)

S

)

� 4:

Es gen

�

ugt also, �

max

(K

(1)

S

) � 2�

max

(K

(0)

S

) zu zeigen. Die zugeh

�

orige Transforma-

tion anulliere o.B.d.A das (1; 2)-Element von K

(0)

. Shreibt man

K

(0)

S

=

"

A

11

A

12

A

T

12

A

22

#

mit A

11

= K

S

(0)

1

2 IR

2�2

;

so da�

K

(1)

S

= Z

T

K

(0)

S

Z =

"

A

0

11

A

0

12

A

0

T

12

A

0

22

#

mit A

0

11

= K

S

(1)

1

= I;

so gibt es einen Einheitsvektor x

T

= [x

T

1

x

T

2

℄ in konformer Partitionierung mit

�

max

(K

(1)

S

) =

x

T

1

A

11

x

1

+ 2x

T

1

A

12

x

2

+ x

T

2

A

22

x

2

x

T

1

A

11

x

1

+ x

T

2

x

2

:
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Shreibt man � = x

T

1

x

1

, 1 � � = x

T

2

x

2

, x

T

1

A

11

x

1

= �

1

�, x

T

2

A

22

x

2

= �

2

(1 � �), so

gilt wegen 2x

T

1

A

12

x

2

� x

T

1

A

11

x

1

+ x

T

2

A

22

x

2

�

max

(K

(1)

S

) � 2

x

T

1

A

11

x

1

+ x

T

2

A

22

x

2

x

T

1

A

11

x

1

+ x

T

2

x

2

= 2

�

1

� + �

2

(1� �)

�

1

� + 1� �

= 2(1 +

(� � 1)(1� �

2

)

�(�

1

� 1) + 1

):

Der letztgenannte Term nimmt als Funktion von � sein Maximum an den R

�

andern

des Intervalles [0; 1℄ an und es gilt �

max

(K

(1)

S

) � 2�

2

� 2�

max

(K

(0)

S

), was f

�

ur (3.4)

noh zu zeigen war. Q.E.D.

Jede einzelne der Transformationen aus Teil 1 und Teil 3 von Algorithmus

2.2.2 f

�

uhrt also h

�

ohstens zu einem Wahstum von 1=�

min

(K

(m)

S

) um Faktor 2.

Dar

�

uber hinaus ist die skalierte Kondition gegen

�

uber Skalierungen (auh denen

in 2.3.5 von Verfahren 2.2.2) invariant. Sogar die Akkumulation mehrerer Trans-

formationen zur Diagonalisierung niht

�

uberlappender 4 � 4-Submatrizen f

�

uhrt

h

�

ohstens zu einem Wahstum von 1=�

min

(K

(m)

S

) um Faktor 2. Dies w

�

are siher

niht der Fall, wenn die Diagonalelemente von B niht vershwinden w

�

urden.

Parallele Pivotstrategien ([5℄, [27℄) haben also ein kleineres maximales Wahs-

tum von 1=�

min

(K

(m)

S

) zu Folge, als die zeilenzyklishe Pivotstrategie (s. (2.36)).

In der Praxis ist der Untershied zumeist jedoh vernahl

�

assigbar.

3.1.2 Wahstumsshranken bei modi�zierten Zyklen

Im diesem Unterabshnitt bestimmen wir Shranken f

�

ur das Wahstum der ska-

lierten Kondition, wenn die Transformationen des modi�zierten Zyklus angewen-

det werden. Dies sind die Transformationen (2.38) und (2.39). Wir verwenden die

Notation des Abshnittes 2.1.

Satz 3.1.6 Sei K symmetrish und positiv de�nit. F

�

ur Submatrizen (2.35) seien

die drei Bedingungen von Seite 44 erf

�

ullt. K werde gem

�

a� (2.38), (2.39) trans-

formiert. Dann gilt mit �! = max

1�r�m

!

r

�

min

(K

0

S

) �

1� �!

(1 + �!)

4

�

min

(K

S

) (3.9)

� 0:84�

min

(K

S

)

�

min

(K

00

S

) � (

3

2

(1 + �!)

3

(1� �!)

3

�!

2

+

(1 + �!)

4

(1� �!)

2

)

�1

�(1 +

p

1 + �!

p

2

p

1� �!

�!)

�2

� �

min

(K

0

S

) (3.10)

� 0:77�

min

(K

0

S

) � 0:64�

min

(K

S

) :
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Beweis:

Wir verwenden f

�

ur alle beteiligten Matrizen dieselbe Partitionierung. Wie in Ab-

shnitt 2.1 shreiben wir

~

D = �

�1

D und L =

~

DL

S

. Dann ist

k

~

Dk

2

� 1 ; k

~

D

�2

k

2

� 1 + �!

und f

�

ur alle r, 1 � r � m,

kL

S

r

k

2

2

= kF

S

rr

k

2

� 1 + �! ; kL

�1

S

r

k

2

2

= kF

S

�1

rr

k

2

�

1

1� �!

:

Um (3.9) zu zeigen, shreiben wir

K

0

S

= Z

T

K

S

Z ; Z =

"

D 0

0 D

#"

L

�T

0

0 L

#"

�

�1

0

0 �

�1

D

0�1

#

:

Es folgt

�

min

(K

0

S

) = k(Z

T

K

S

Z)

�1

k

�1

2

� kZ

�1

k

�2

2

�

min

(K

S

) (3.11)

und wir werden nun eine obere Shranke von kZ

�1

k

2

2

bestimmen. Es gilt

kZ

�1

k

2

2

� max

1�r�m

maxfk�

r

L

T

r

D

�1

rr

k

2

2

; kD

0

rr

�

r

L

�1

r

D

�1

rr

k

2

2

g :

Wegen �

�1

r

L

�1

r

D

rr

F

S

rr

D

rr

L

�T

r

�

�1

r

= I ist dabei

k�

r

L

T

r

D

�1

rr

k

2

2

= kF

S

rr

k

2

� 1 + �! ; 1 � r � m : (3.12)

Weiterhin haben wir

kD

0

rr

�

r

L

�1

r

D

�1

rr

k

2

2

= kD

0

rr

�

r

L

�1

S

rr

~

D

�2

rr

�

�1

r

k

2

2

� kD

02

rr

k

2

kL

�1

S

rr

k

2

2

k

~

D

�2

rr

k

2

2

und wegen

kD

0

rr

k

2

2

�

1

Æ

2

r

kC

0

rr

k

2

�

1

Æ

2

r

kL

T

r

C

rr

L

r

k

2

� k

~

D

4

rr

k

2

kC

S

rr

k

2

kF

S

rr

k

2

� (1 + �!)

2

(3.13)

ist

kD

0

rr

�

r

L

�1

r

D

�1

rr

k

2

2

�

(1 + �!)

4

1� �!

: (3.14)

(3.9) folgt nun aus (3.11), (3.12), (3.14). Zum Beweis von (3.10) gehen wir

�

ahnlih

vor. Wir shreiben

K

00

S

= Z

0T

K

0

S

Z

0

; Z

0

=

"

� 0

0 �D

0

#"

I X

0 I

#"

�

�1

0

0 �

�1

D

00�1

#

;
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wobei X mit � kommutiert. Es folgt

�

min

(K

00

S

) = k(Z

0T

K

0

S

Z

0

)

�1

k

�1

2

� kZ

0�1

k

�2

2

�

min

(K

0

S

) (3.15)

und wir sh

�

atzen kZ

0�1

k

2

2

nah oben ab:

kZ

0�1

k

2

2

� max

1�r�m

n

maxf1 ; kD

0�1

rr

k

2

2

kD

00

rr

k

2

2

g � (1 + kX

r

k

2

)

2

o

:

Dabei ist f

�

ur alle r, 1 � r � m,

kX

r

k

2

�

1

Æ

2

r

kB

0

rr

k

2

=

1

Æ

2

r

kL

T

r

B

rr

L

�T

r

k

2

=

1

Æ

2

r

kL

S

r

~

D

rr

�

r

~

D

rr

B

S

rr

~

D

rr

�

r

~

D

�1

rr

L

�1

S

r

k

2

� k

~

D

rr

k

2

2

kF

S

rr

k

1=2

2

kB

S

rr

k

2

kF

�1

S

rr

k

1=2

2

�

p

1 + �!

p

2

p

1� �!

�! : (3.16)

Au�erdem ist

kD

0�1

rr

k

2

2

� k(�

�2

r

L

T

r

C

rr

L

r

)

�1

k

2

= kL

�1

r

C

�1

rr

L

�T

r

�

2

r

k

2

� kL

�1

S

r

k

2

2

k

~

D

�4

rr

k

2

kC

�1

S

rr

k

2

�

(1 + �!)

2

(1� �!)

2

und wegen (3.13), (3.16) gilt

kD

00

rr

k

2

2

�

1

Æ

2

r

kX

r

�

2

r

X

r

+B

0

rr

X

r

+X

r

B

0T

rr

+ C

0

rr

k

2

� kX

r

k

2

2

+

2

Æ

2

r

kB

0

rr

k

2

kX

r

k

2

+

1

Æ

2

r

kC

0

rr

k

2

�

3

Æ

4

r

kB

0

rr

k

2

2

+ (1 + �!)

2

� 3 �!

2

1 + �!

2(1� �!)

+ (1 + �!)

2

:

Insgesamt haben wir also

kZ

0�1

k

2

2

� (

3

2

(1 + �!)

3

(1� �!)

3

�!

2

+

(1 + �!)

4

(1� �!)

2

) � (1 +

p

1 + �!

p

2

p

1� �!

�!)

2

:

Mit Hilfe von (3.15) folgt daraus (3.10). Die konkreten Absh

�

atzungen in (3.9)

und (3.10) erh

�

alt man durh Einsetzen von �! � 1=30. Q.E.D.

Ist max!

[l;u℄

der Bedingungen von Seite 44 also klein genug, so f

�

uhren die

Transformationen (2.38), (2.39) nur zu einem geringen Wahstum der skalier-

ten Kondition. Weil die Transformationen nur wenig von der Einheitsmatrix ab-

weihen, war dies allerdings auh zu erwarten. Mit Satz 3.1.6 nahmen wir eine

Quanti�zierung des Wahstums vor.
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3.2 Fehleranalyse des impliziten Verfahrens

In diesem Abshnitt werden wir die Fehleranalyse des Verfahrens 2.2.4 vorneh-

men. Dazu nehmen wir an, der Algorithmus 2.2.4 werde von einem Rehner in

endliher Genauigkeit " ausgef

�

uhrt. Konvergenz setzen wir voraus. Unter Rehnen

in endliher Genauigkeit " verstehen wir die Anwendung den folgenden Modells

f

�

ur die elementaren Rehenoperationen. Ist (�) das in endliher Genauigkeit "

erzielte Ergebnis einer solhen Operation (�), so existieren "

i

mit j"

i

j � ", so da�

(a� b) = a(1 + "

1

)� b(1 + "

2

)

(a � b) = a � b(1 + "

3

)

(a=b) = a=b(1 + "

4

)

(

p

a) =

p

a(1 + "

5

) :

Andere Rehenoperationen als diese elementaren werden niht vorgenommen.

Dabei wird " � 1 i.A. die Mashinengenauigkeit sein, also die kleinste positi-

ve Zahl x, f

�

ur die in endliher Genauigkeit 1 + x > 1 gilt.

1

Das Modell ent-

spriht demjenigen in [13℄ und ist eine leihte Verallgemeinerung des Modells mit

(a � b) = (a � b)(1 + "

1

). Es kann auh bei Rehnern ohne Guard-Digit (z.B.

Cray) angewendet werden.

Wir nehmen an, da� Addition oder Subtraktion von 0 sowie Multiplikationmit

oder Division durh �1 exakt durhgef

�

uhrt werden. Wir nehmen weiter an, da�

gewisse Werte wie z.B. 1=

p

2 als Konstanten gespeihert sind und daher nur einen

relativen Fehler von h

�

ohstens " aufweisen. Da� in der weitverbreiteten IEEE-

Arithmetik [3℄ manhe Operationen, z.B. Multiplikationmit und Divisionen durh

2-er Potenzen, exakt sind, werden wir hingegen niht ber

�

uksihtigen.

Variablenunterlauf wird wie in [13℄ beim verwendeten Modell niht ber

�

uk-

sihtigt. Daher gelten die Aussagen der Fehleranalyse unter der Bedingung, da�

kein Unterlauf eintritt.

Die in diesem Abshnitt h

�

au�g verwendete Fomulierung

"

in erster Ordnung

von "\ bedeutet, da� die jeweils gemeinte (Un-)Gleihung exakt gilt, wenn das

vorkommende " durh "(1+ ") mit einer m

�

a�igen Konstante  2 IR ersetzt wird.

Kommt " in der gemeinten (Un-)Gleihung niht vor, so gilt sie nah Multiplika-

tion mit 1 +  "

2

mit einem m

�

a�igen  2 IR exakt. H

�

au�g wird die Konstante 

von der Ordnung der betrahteten Matrizen oder Vektoren abh

�

angen.

Die im Folgenden verwendeten, mit einem Index oder einem Indexpaar verse-

henen Werte "

i

bzw. "

ij

sind im Betrag s

�

amtlih durh " beshr

�

ankt (j"

i

j; j"

ij

j �

"). In erster Ordnung von " werden dar

�

uber hinaus

�

ubliherweise N

�

aherungen

wie

p

1 + 2k" = 1 + k" oder, falls Æ eine Multiplikation oder eine Division ist,

1

Je nah Rundungsverfahren des Rehners (Compilers) kann " auh die gr

�

o�te positive Zahl

sein, f

�

ur die in endliher Genauigkeit 1 + x = 1 gilt.
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(1 + k"

1

) Æ (1 + l"

2

) = 1 + (k + l)"

3

, k; l 2 IN , benutzt.

Zur Durhf

�

uhrung der Fehleranalyse werden wir zu jeder einzelnen, beim

Verfahren 2.2.4 an L;E vorgenommenen Operation die Absh

�

atzung einer St

�

o-

rung der Eingangsdaten bestimmen, unter der das Flie�punktergebnis in exakter

Arithmetik erzielt worden w

�

are. Unter Verwendung der Ergebnisse von Kapitel

1 werden wir dann relative Fehlershranken f

�

ur die Eigenwerte der berehneten

Matrizen angeben.

Wir gehen folgenderma�en vor. Nah einigen weiteren Vorbemerkungen wird

im nahfolgenden Unterabshnitt eine kurze Fehleranalyse des Skalarproduktes

vorgenommen. Darauf folgen die Analyse der im Verfahren 2.2.4 vorgenommenen

Skalierungen und orthogonalen Rotationen sowie die Analyse der Transformatio-

nen im modi�zierten Zyklus. Wir setzen durhgehend n � 2 voraus.

Sei K = K

(1)

= D

(1)

K

(1)

S

D

(1)

2 IR

2n�2n

, n � 2, diejenige Matrix, f

�

ur die das

Eigenwertproblem

Kx = i�Jx ; J =

"

0 I

�I 0

#

; i

2

= �1

gel

�

ost werden soll und sei

K

(m)

= D

(m)

K

(m)

S

D

(m)

= D

(m)

L

(m)

T

S

L

(m)

S

D

(m)

= E

(m)

L

(m)

T

L

(m)

E

(m)

; (3.17)

wobei E

(m)

ein Diagonalmatrix ist und L

(m)

E

(m)

aus L

(m�1)

E

(m�1)

durh Anwen-

dung einer einzelnen symlektishen Rehtsmultiplikation in Flie�punktarithmetik

entsteht. Es sei stets (exakt) D

(m)

= diag(kL

(m)

�i

k

2

), also sind die euklidishen

Normen der Spaltenvektoren von L

(m)

S

s

�

amtlih 1. Wie shon in vorangehenden

Abshnitt werden wir auh hier manhmal die Bezeihnungen

K

(m)

= L

(m)

T

L

(m)

=

"

F

(m)

B

(m)

T

B

(m)

C

(m)

#

und

K

(m)

S

= L

(m)

T

S

L

(m)

S

=

2

4

F

(m)

S

B

(m)

T

S

B

(m)

S

C

(m)

S

3

5

f

�

ur m � 1 verwenden. Zur Erleihterung der R

�

ukw

�

artsfehleranalyse werden wir

zuerst darstellen, wie eine St

�

orung von E

(m)

als St

�

orung von L

(m)

dargestellt

werden kann.

Lemma 3.2.1 Sei L = L

S

~

D 2 IR

2n�2n

mit

~

D = diag(k[L

�i

℄k

2

). Seien E; ÆE 2

IR

2n�2n

diagonal und E nihtsingul

�

ar mit ÆE = ÆE

S

E. Sei % = rg(ÆE). Dann

gibt es ÆL mit L(E + ÆE) = (L+ ÆL)E und f

�

ur ÆL

S

= ÆL

~

D

�1

gilt

kÆL

S

k

2

�

p

% kÆE

S

k

2
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Beweis:

Es ist L(E + ÆE) = (L+ LÆEE

�1

)E. Deshalb gilt f

�

ur ÆL = LÆEE

�1

kÆL

S

k

2

= kLÆEE

�1

~

D

�1

k

2

= kL

~

D

�1

ÆE

S

k

2

� kL

S

~

Ik

2

kÆE

S

k

2

;

wobei

~

I eine Diagonalmatrix ist mit

~

I

ii

= 0, falls ÆE

ii

= 0, und

~

I

ii

= 1 sonst.

Wegen kL

S

~

Ik

2

�

p

% folgt die Aussage des Lemmas. Q.E.D.

Wie sih die Fehler in den Eigenwerten von (K

(m)

; J) mit K

(m)

gem

�

a� (3.17)

f

�

ur aufeinanderfolgende m akkumulieren, beshreiben wir mit nahfolgendem

Lemma, dessen Aussage wir mehrfah verwenden werden.

Lemma 3.2.2 Seien L

(1)

; E

(1)

2 IR

2n�2n

, gegeben und f

�

ur 1 � m � M � 1

entstehen L

(m+1)

; E

(m+1)

durh Anwendung jeweils einer Rehtsmultiplikation in

Flie�punktarithmetik aus den Matrizen L

(m)

; E

(m)

, d.h. es gelte folgendes Dia-

gramm

L

(m)

+ ÆL

(m)

; E

(m)

L

(m)

; E

(m)

L

(m+1)

; E

(m+1)

?

+ÆL

(m)

-

Flie�punkt

Berehnung

�

�

�

�

�3

exakt

Dabei bedeutet der vertikale Pfeil, da� L

(m)

+ ÆL

(m)

durh Addition einer

St

�

orung aus L

(m)

hervorgeht. Der diagonale Pfeil bedeutet, da� L

(m+1)

; E

(m+1)

als das Ergebnis einer Flie�punktoperation auh durh Anwendung einer exak-

ten Rehtsmultiplikation mit einem symplektishen T

(m)

aus (L

(m)

+ ÆL

(m)

)E

(m)

entsteht, also (L

(m)

+ ÆL

(m)

)E

(m)

T

(m)

= L

(m+1)

� E

(m+1)

. Seien

��

(m)

n

� : : :� �

(m)

1

< 0 < �

(m)

1

� : : : � �

(m)

n

die Eigenwerte des Problems

(E

(m)

L

(m)

T

L

(m)

E

(m)

)x = i�Jx

f

�

ur 1 � m �M . In erster Ordnung von " sei

j�

(m)

j

� �

(m+1)

j

j

�

(m)

j

� l

m

" ; 1 � j � n ; 1 � m �M : (3.18)

Dann gilt in erster Ordnung von "

j�

(1)

j

� �

(M)

j

j

�

(1)

j

�

M�1

X

m=1

l

m

" ; 1 � j � n : (3.19)
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Beweis:

F

�

ur 1 � j � n gilt

j�

(1)

j

� �

(M)

j

j

�

(1)

j

=

j

P

M�1

m=1

(�

(m)

j

� �

(m+1)

j

)j

�

(1)

j

=

1

�

(1)

j

M�1

X

m=1

�

(m)

j

j�

(m)

j

� �

(m+1)

j

j

�

(m)

j

�

M�1

X

m=1

m�1

Y

k=1

(

�

(k+1)

j

�

(k)

j

) l

m

" :

Wegen (3.18) ist �

(k+1)

j

=�

(k)

j

= 1 + O(") f

�

ur 1 � k � M � 1 und deshalb

Q

m�1

k=1

�

(k+1)

j

=�

(k)

j

= 1 + O("). Daraus folgt bereits die Aussage des Lemmas.

Q.E.D.

3.2.1 Bemerkungen zum Skalarprodukt

Beim untersuhten Verfahren werden h

�

au�g Skalarprodukte verwendet. Es ist

deshalb n

�

utzlih, zun

�

ahst Shranken f

�

ur die Flie�punktfehler dieser Operation

zu bestimmen. Es wird sih zeigen, da� Skalarprodukte i.A. einen geringeren

maximalen absoluten Fehler aufweisen, wenn sie niht nah dem

�

ublihen Verfah-

ren, sondern nah einem modi�zierten Algorithmus (binary splitting) berehnet

werden. Es gilt

Lemma 3.2.3 Sei x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 IR

n

. Die Berehnung der Summe s =

P

n

i=1

x

i

mit dem Algorithmus

s = 0

FOR i = 1 TO n DO s = s+ x

i

f

�

uhrt bei Rehnung in endliher Genauigkeit " zum Ergebnis

(s) = s+ r ; jrj � (n� 1)"

n

X

i=1

jx

i

j � (n� 1)

p

n"kxk

2

:

Beweis:

(Siehe auh [37℄, [35℄.) Die Aussage des Lemmas gilt trivialerweise f

�

ur n = 1. F

�

ur

n � 2 gilt:

(s) = (1 + (n� 1)"

1

)x

1

+

n

X

i=2

(1 + (n� i + 1)"

i

)x

i

= s+ r
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mit

jrj = j(n� 1)"

1

x

1

+

n

X

i=2

(n� i + 1)"

i

x

i

j

� (n� 1)"jx

1

j+

n

X

i=2

(n� i+ 1)"jx

i

j

� (n� 1)"

n

X

i=1

jx

i

j:

Der Rest der Aussage folgt aus der Cauhy-Shwarzshen Ungleihung. Q.E.D.

Daraus ergibt sih f

�

ur das Skalarprodukt:

Lemma 3.2.4 Seien x = (x

1

; : : : ; x

n

); y = (y

1

; : : : ; y

n

) 2 IR

n

. Die Berehnung

des Skalarproduktes � = x

T

y =

P

n

i=1

x

i

y

i

mit dem Algorithmus

� = 0

FOR i = 1 TO n DO � = � + x

i

y

i

f

�

uhrt bei Rehnung in endliher Genauigkeit " zum Ergebnis

(x

T

y) = x

T

y + r ; jrj � n"

n

X

i=1

jx

i

j jy

i

j � n"kxk

2

kyk

2

:

Beweis:

(Siehe auh [37℄, [35℄.) Die Aussage des Lemmas ist f

�

ur n = 1 trivialerweise erf

�

ullt.

F

�

ur n � 2 ist der Algorithmus hinsihtlih der Fehleranalyse

�

aquivalent zu

� = 0

FOR i = 1 TO n DO t

i

= x

i

y

i

FOR i = 1 TO n DO � = � + t

i

und weil die t

i

bis auf einen relativen Fehler "

i

, j"

i

j � " gebildet werden k

�

onnen,

folgt die Aussage aus Lemma 3.2.3. Q.E.D.

Der Vollst

�

andigkeit halber folgt noh eine Aussage

�

uber den maximalen Fehler

bei der Berehnung der Euklidishen Norm eines Vektors.

Lemma 3.2.5 Sei x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 IR

n

. Die Berehnung der Euklidishen

Norm kxk

2

= (

P

n

i=1

x

2

i

)

1=2

mit dem Algorithmus

� = 0

FOR i = 1 TO n DO � = � + x

2

i

� =

p

�

f

�

uhrt bei Rehnung in endliher Genauigkeit " zum Ergebnis

(kxk

2

) = kxk

2

+ r ; jrj � (

n

2

+ 1)"kxk :

Die Euklidishe Norm wird also mit einem relativen Fehler berehnet.
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Beweis:

Mit Hilfe von Lemma 3.2.4 gilt

(kxk

2

) = (1 + "

1

)((x

T

x))

1=2

; j"

1

j � "

= (1 + "

1

)((1 + "

2

)x

T

x)

1=2

; j"

2

j � n "

= (1 + "

3

) kxk

2

; j"

3

j � "+ (n=2)" :

Q.E.D.

Kleinere Fehlershranken k

�

onnen durh Verwendung modi�zierter Algorith-

men bestimmt werden. Es gilt folgender Satz, der ohne Beweis bereits in [9℄

enthalten ist.

Satz 3.2.6 Sei x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 IR

n

. Die Berehnung der Summe s =

P

n

i=1

x

i

mit dem Algorithmus (binary splitting)

k = n

WHILE k > 1 DO

od = (k IS odd)

k = dk=2e

IF od THEN

FOR j = 1 TO k � 1 DO x

j

= x

2j�1

+ x

2j

x

k

= x

2k�1

ELSE

FOR j = 1 TO k DO x

j

= x

2j�1

+ x

2j

ENDWHILE

s = x

1

f

�

uhrt bei Rehnung in endliher Genauigkeit " zum Ergebnis

(s) = s+ r ; jrj � dlog

2

ne"

n

X

i=1

jx

i

j � dlog

2

ne

p

n"kxk

2

Beweis:

Es sei vorab bemerkt, da� die Bildung von

P

n

i=1

x

i

aufgrund exakter Addition

von 0 zum selben maximalen Fehler f

�

uhrt, wie

2

dlog

2

ne

X

i=1

x

0

i

mit x

0

i

=

(

x

i

; i � n

0 ; sonst.

Der Satz kann daher mit vollst

�

andiger Induktion

�

uber m mit n = 2

m

gezeigt

werden. F

�

ur m = 0 ist die Aussage des Satzes trivialerweise erf

�

ullt. F

�

ur m !

m + 1 ist zu beahten, da� mit n

1

= 2

m+1

die WHILE-Shleife des Algorithmus'

einmal h

�

au�ger durhlaufen wird, als im Falle n = 2

m

. Es gilt daher f

�

ur den

Induktionsshlu�:

(s) = (

2

m+1

X

i=1

x

i

) = (

2

m

X

i=1

y

i

)
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mit

y

i

= (x

2i

+ x

2i�1

) = x

2i

(1 + "

2i

) + x

2i�1

(1 + "

2i�1

) ;

also in erster Ordnung von "

(

2

m+1

X

i=1

x

i

) =

2

m

X

i=1

y

i

+ r ; jrj � m"

2

m

X

i=1

jy

i

j � m"

2

m+1

X

i=1

jx

i

j .

Wegen

2

m

X

i=1

y

i

=

2

m+1

X

i=1

x

i

+ r

0

; jr

0

j � "

2

m+1

X

i=1

jx

i

j

folgt shlie�lih

(

2

m+1

X

i=1

x

i

) =

2

m+1

X

i=1

x

i

+ r

1

; jr

1

j � (m+ 1)"

2

m+1

X

i=1

jx

i

j:

Q.E.D.

Daraus ergibt sih f

�

ur das Skalarprodukt:

Korollar 3.2.7 Seien x = (x

1

; : : : ; x

n

); y = (y

1

; : : : ; y

n

) 2 IR

n

. Die Berehnung

des Skalarproduktes � = x

T

y =

P

n

i=1

x

i

y

i

mit dem Algorithmus

FOR j = 1 TO n DO x

j

= x

j

� y

j

k = n

WHILE k > 1 DO

od = (k IS odd)

k = dk=2e

IF od THEN

FOR j = 1 TO k � 1 DO x

j

= x

2j�1

+ x

2j

x

k

= x

2k�1

ELSE

FOR j = 1 TO k DO x

j

= x

2j�1

+ x

2j

ENDWHILE

� = x

1

f

�

uhrt bei Rehnung in endliher Genauigkeit " zum Ergebnis

(x

T

y) = x

T

y + r

mit

jrj � (dlog

2

ne + 1)"

n

X

i=1

jx

i

jjy

i

j � (dlog

2

ne + 1)"kxk

2

kyk

2

Beweis:

Weil die zuerst gebildeten Produkte zu einem relativen Fehler kleiner " f

�

uhren,

folgt die Aussage aus Satz 3.2.6. Q.E.D.
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Auh hier wollen wir auf die Herleitung des o�ensihtlihen maximalen relati-

ven Fehlers bei der Berehnung der Euklidishen Norm eines Vektors verzihten.

Numerishe Tests eines zu Korollar 3.2.7

�

aquivalenten, laufzeitoptimierten

Programmes zur Berehnung von � = x

T

y ergaben je nah Speiherverwaltung

reht untershiedlihe Di�erenzen im Laufzeitverhalten gegen

�

uber Lemma 3.2.4.

F

�

ur n�m-Matrizen mit n = 50 bis zu einigen hundert undm = 10

3

bism = 3�10

4

,

deren Spaltennormen berehnet wurden, ergaben sih l

�

angere Verarbeitungszei-

ten gegen

�

uber dem Standardalgorithmus von etwa Faktor zwei. Hingegen konnte

f

�

ur Vektoren der L

�

ange n = 10

5

keine me�bare Di�erenz im Laufzeitverhalten

gegen

�

uber dem Standardverfahren festgestellt werden. Gr

�

o�ere Vektorl

�

angen bis

n = 1:5�10

6

ergaben hingegen wieder einen h

�

oheren Zeitaufwand von bis zu 30%.

Bei den nahfolgenden Analysen werden wir die algorithmishe Bestimmung

von Skalarprodukten gem

�

a� Korollar 3.2.7 niht weiterverfolgen. W

�

urde man Ko-

rollar 3.2.7 verwenden, so h

�

atte dies n

�

amlih lediglih einen gr

�

o�eren Einu� auf

die Aussage von Satz 3.2.8 und einigen Voraussetzungen bei der Analyse des mo-

di�zierten Zyklus (siehe dort). Insgesamt w

�

aren die erzielbaren Verbesserungen

in den Aussagen niht praxisrelevant.

3.2.2 Relative Fehlershranken bei Skalierungen und Ro-

tationen

In diesem Unterabshnitt betrahten wir die Teile 2, 3 und 4 des Verfahrens

2.2.4. Wir werden zuerst die Fehleranalyse der Vorbereitung (Teil 2) vornehmen.

Wir ben

�

otigen dazu mehrere S

�

atze, deren Zuordnung zu den Anweisungen in

Verfahren 2.2.4 wir der besseren

�

Ubersiht halber voranstellen wollen:

Nummer der

Operation

in 2.2.4

Satz f

�

ur relativen Fehler

1.1.1 3.2.8 mit � = I,�

0

= E, M = f1 : : : 2ng und (3.21)

1.1.2 3.2.9 mit � = E, M = f1 : : : 2ng

1.1.3 3.2.10 mit � = E, M = f1 : : : ng,

~

� = I

Wir beginnen mit

Satz 3.2.8 Seien L;� = diag(�

p

) 2 IR

2n�2n

gegeben. Es werde folgender Algo-

rithmus in endliher Genauigkeit " ausgef

�

uhrt:

let M � f1 : : : 2ng

FOR p 2M DO

�

0

p

= (

P

2n

k=1

L

2

kp

)

1=2

��

p

ENDFOR

Dann gilt folgendes Diagramm:
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L + ÆL;�

L;� (�

0

)

?

+ÆL

-

Flie�punkt

Berehnung

�

�

�

�

�3

exakt

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, da� (�

0

) durh Flie�punkt-Berehnung

mit Hilfe obigen Programmes aus den Eingangsmatrizen L;� entsteht. Der diago-

nale Pfeil bedeutet, da� (�

0

) auh durh exakte Berehnung mit Hilfe desselben

Algorithmus' aus Matrizen L+ÆL;� entsteht. Shlie�lih bedeutet der senkrehte

Pfeil, da� L + ÆL durh Addition einer St

�

orung aus L hervorgeht. Shreibt man

L = L

S

D mit D = diag(kL

�i

k

2

) und ÆL = ÆL

S

D, so ist ÆL

S

in erster Ordnung

von " durh

kÆL

S

k

2

� (n+ 2)

q

jM j " (3.20)

beshr

�

ankt. Gilt �

p

= 1 f

�

ur alle p 2M , so ist ÆL

S

in erster Ordnung von " durh

kÆL

S

k

2

� (n+ 1)

q

jM j " (3.21)

beshr

�

ankt.

Beweis:

Sei p 2M . Wegen Lemma 3.2.5 gibt es ein ~" mit j~"j � (n+ 2) " und

(�

0

p

) = (1 + ~")k[L

�p

℄k

2

�

p

= k(1 + ~")[L

�p

℄k

2

�

p

= k[L

�p

℄ + ~"[L

�p

℄k

2

�

p

:

F

�

ur jedes p 2 M gibt es also eine St

�

orung [ÆL

�p

℄ = ~"[L

�p

℄ mit k[ÆL

�p

℄k

2

�

(n + 2)k[L

�p

℄k

2

", so da� (�

0

p

) Ergebnis der exakten Durhf

�

uhrung des obigen

Algorithmus' ist. Angewendet auf alle p 2 M gibt es daher eine Matrix ÆL,

so da� das endlih genaue Ergebnis �

0

Ergebnis der exakten Durhf

�

uhrung des

Algorithmus' f

�

ur die Matrix L+ ÆL ist, wobei

ÆL = [ÆL

�1

� � �L

�2n

℄ ; kÆL

�p

k

2

=

(

� (n+ 2)kL

�p

k

2

" p 2M

= 0 sonst

ist. Durh Skalierung folgt

kÆL

S

k

2

= kÆLD

�1

k

2

= k[ÆL

S

�1

� � � ÆL

S

�2n

℄k

2

� (

X

p2M

kÆL

S

�p

k

2

2

)

1=2

� (n+ 2)

q

jM j"

Die Aussage (3.21) gilt wegen der fehlerfreien Multiplikation mit 1. Q.E.D.
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Satz 3.2.9 Seien L;� = diag(�

p

) 2 IR

2n�2n

mit �

p

> 0; p = 1 : : : 2n, gegeben.

Es werde folgender Algorithmus in endliher Genauigkeit " ausgef

�

uhrt:

let M � f1 : : : 2ng

FOR p 2M DO

h = 1=�

p

FOR k = 1 TO 2n DO L

0

kp

= h � L

kp

ENDFOR

Dann gilt folgendes Diagramm:

L + ÆL;�

L;� (L

0

)

?

+ÆL

-

Flie�punkt

Berehnung

�

�

�

�

�3

exakt

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, da� (L

0

) durh Flie�punkt-Berehnung

mit Hilfe des obigen Programmes aus den Eingangsmatrizen L und � entsteht.

Der diagonale Pfeil bedeutet, da� (L

0

) auh durh exakte Berehnung mit Hilfe

desselben Algorithmus' aus der Matrix L + ÆL entsteht. Shlie�lih bedeutet der

senkrehte Pfeil, da� L + ÆL durh Addition einer St

�

orung aus L hervorgeht.

Shreibt man L = L

S

D mit D = diag(kL

�i

k

2

) und ÆL = ÆL

S

D so ist ÆL

S

in

erster Ordnung von " durh

kÆL

S

k

2

� 2

q

jM j " (3.22)

beshr

�

ankt.

Beweis:

Sei zun

�

ahst p 2M fest. Dann gibt es f

�

ur alle k; 1 � k � 2n, ein ~"

k

mit j~"

k

j � 2",

so da� gilt

(L

0

kp

) = (1 + ~"

k

)L

kp

�

�1

p

= L

kp

�

�1

p

+ r

k

:

F

�

ur r = (r

1

; : : : ; r

2n

)

T

ist dann krk � 2"k[L

�p

℄k

2

�

�1

p

und damit

([L

0

�p

℄) = [L

�p

℄ ��

�1

p

+ r

= ([L

�p

℄ + �

p

r)�

�1

p

= ([L

�p

℄ + [ÆL

�p

℄)�

�1

p

mit

k[ÆL

�p

℄k

2

= �

p

krk

2

� 2"k[L

�p

℄k

2

:

Division durh D

p

= k[L

�p

℄k

2

bringt

k[ÆL

S

�p

℄k

2

= k[ÆL

�p

℄ �D

�1

p

k

2

� 2":
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Anwendung auf alle p 2M f

�

uhrt shlie�lih auf die Aussage des Satzes. Q.E.D.

Kann die Skalierung direkt an der Diagonalmatrix durhgef

�

uhrt werden, so

wird folgender Satz verwendet:

Satz 3.2.10 Seien � = diag(�

p

) 2 IR

2n�2n

mit �

p

> 0; p = 1 : : : 2n, und

~

� =

diag(

~

�

p

) 2 IR

n�n

mit

~

�

p

6= 0; p = 1 : : : n. Es werde der Algorithmus

let M � f1; : : : ; ng

FOR p 2M DO

�

0

p

= �

1=2

p

�

1=2

p+n

~

�

p

�

0

p+n

= �

1=2

p

�

1=2

p+n

=

~

�

p

ENDFOR

in endliher Genauigkeit " durhgef

�

uhrt. Dann gilt folgendes Diagramm:

�+ Æ�;

~

�

�;

~

� (�

0

)

?

+Æ�

-

Flie�punkt

Berehnung

�

�

�

�

�3

exakt

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, da� (�

0

) durh Flie�punkt-Berehnung

mit Hilfe des obiges Programmes aus den Eingangsmatrizen �;

~

� entsteht. Der

diagonale Pfeil bedeutet, da� (�

0

) auh durh exakte Berehnung mit Hilfe des-

selben Algorithmus' aus � + Æ�;

~

� entsteht. Shlie�lih bedeutet der senkrehte

Pfeil, da� � + Æ� durh Addition einer diagonalen St

�

orung aus � hervorgeht.

F

�

ur die diagonale Matrix �+ Æ� gilt in erster Ordnung von "

(� + Æ�)

pp

= �

p

(1 + Æ

p

) ; jÆ

p

j � 4 " ; p 2M _ p 2 n +M ;

also kÆ�

S

k

2

= kÆ� ��

�1

k

2

� 4 ".

Beweis:

Sei p 2M und Æ eine Multiplikation oder eine Division. Dann gilt

(�

0

p

) = (1 + "

1

)(1 + "

2

)(1 + "

3

)(1 + "

4

)�

1=2

p

�

1=2

p+n

Æ

~

�

p

= ([(1 + 4"

5

)�

p

℄[(1 + 4"

6

)�

p+n

℄)

1=2

Æ

~

�

p

= ((�

p

+ Æ�

p

)(�

p+n

+ Æ�

p+n

))

1=2

Æ

~

�

p

mit jÆ�

p

j � 4"j�

p

j sowie jÆ�

p+n

j � 4"j�

p+n

j. Die Aussage des Satzes folgt nun

mit Division durh �

p

bzw. �

p+n

. Q.E.D.

Wir fassen nun die vorstehenden Ergebnisse zusammen und bestimmen mit

Hilfe der St

�

orungstheorie den maximalen relativen Fehler in den Eigenwerten des

von der Vorbereitung erzeugten Matrizenpaares.
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Satz 3.2.11 Die Matrix L 2 IR

2n�2n

werde gem

�

a� Operationen 1.1.1, 1.1.2,

1.1.3, von Verfahren 2.2.4 in endliher Genauigkeit " bearbeitet. Dabei sei L =

L

S

D mit D = diag(kL

�i

k

2

) und (n+1)

p

2n " < �

min

(L

S

). Die daraus entstehenden

Matrizen seien L

0

und E

0

. Dann gilt f

�

ur die Eigenwerte

��

n

� : : : � ��

1

< 0 < �

1

� : : : � �

n

bzw.

��

0

n

� : : : � ��

0

1

< 0 < �

0

1

� : : : � �

0

n

des Problems L

T

Lx = i�Jx bzw. des Problems E

0

L

0T

L

0

E

0

x = i�Jx in erster

Ordnung von "

j�

k

� �

0

k

j

�

k

�

(2n+ 14)

p

2n

�

min

(L

S

)

" ; k = 1 : : : n (3.23)

Beweis:

Wir werden die Matrizen, die nah den im Satz genannten Operationen entstan-

den sind, mit einem oberen Index versehen. Z.B. seien L

1:1:3

= L

0

, E

1:1:3

= E

0

die zuletzt entstandenen Matrizen. Die St

�

orungen werden wir analog bezeihnen.

Dann gilt

wegen die Aussage

3.2.8 kÆL

S

k

2

� (n+ 1)

p

2n "

3.2.9 kÆL

1:1:1

S

k

2

� 2

p

2n "

3.2.10, 3.2.1 kÆL

1:1:2

S

k

2

� 4

p

2n "

Nah Satz 1.0.5 und Lemma 3.2.2 folgt f

�

ur 1 � k � n in erster Ordnung von

"

j�

k

� �

0

k

j

�

k

�

2

�

min

(L

S

)

p

2n(n+ 7) " ;

also die Aussage des Satzes. Q.E.D.

Als n

�

ahstes werden wir uns der Analyse der Operationen 1.2 und 1.3 zuwen-

den. Wir stellen wieder eine Tabelle mit den Zuordnungen der jeweiligen S

�

atze

zu den Anweisungen in Verfahren 2.2.4 voran.

Nummer der

Operation

in 2.2.4

Satz f

�

ur relativen Fehler

1.2.1 3.2.12

1.2.2 3.2.13 mit � = E,

~

� = (1=

p

2)I

1.2.3 3.2.8 mit � = E

1.2.4 3.2.9 mit � = diag(Æ

i

)

1.3 3.2.10 mit � = E,

~

� = I
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Ein Teil der Analyse ist also bereits erledigt. Es fehlen die Aussagen der

folgenden beiden S

�

atze.

Satz 3.2.12 Sei L 2 IR

2n�2n

mit k[L

�i

℄k

2

= 1 + O("); i = 1 : : : 2n. Es sei M �

f1 : : : ng und

~

I = diag(

~

i

kk

) mit

~

i

kk

= 1 f

�

ur k 2 M und

~

i

kk

= 0 sonst. Es werde

die Matrixmultiplikation

L

0

= L �

"

I

~

I

~

I I

#

in endliher Genauigkeit " mittels folgenden Programmes durhgef

�

uhrt:

FOR p 2M DO

FOR k = 1 TO 2n DO

L

0

kp

= L

kp

� L

k;p+n

L

0

k;p+n

= L

kp

+ L

k;p+n

ENDFOR

ENDFOR

Dann gilt folgendes Diagramm

L+ ÆL

L (L

0

)

?

+ÆL

-

Flie�punkt

Berehnung

�

�

�

�

�3

exakt

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, da� (L

0

) durh Flie�punkt-Berehnung

mit Hilfe des obigen Programmes aus der Eingangsmatrix L entsteht. Der diago-

nale Pfeil bedeutet, da� (L

0

) auh durh exakte Berehnung mit Hilfe desselben

Algorithmus' aus der Matrix L+ ÆL entsteht. Shlie�lih bedeutet der senkrehte

Pfeil, da� L + ÆL durh Addition einer St

�

orung aus L hervorgeht. Shreibt man

L = L

S

D mit D = diag(kL

�i

k

2

) und ÆL = ÆL

S

D, so ist ÆL

S

in erster Ordnung

von " durh

kÆLk

2

= kÆL

S

k

2

� 2

q

2jM j " (3.24)

beshr

�

ankt.

Beweis:

Sei o.B.d.A. M = f1 : : :mg und sei p, 1 � p � m fest. F

�

ur alle k, 1 � k � 2n,

gibt es dann "

k

; "

0

k

; "

00

k

; "

000

k

mit j"

k

j; j"

0

k

j; j"

00

k

j; j"

000

k

j � ", so da�

(L

0

kp

) = L

kp

(1 + "

k

)� L

k;p+n

(1 + "

0

k

)

und

(L

0

k;p+n

) = L

kp

(1 + "

00

k

) + L

k;p+n

(1 + "

000

k

) :
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Daraus folgt mit der Minkowskishen Ungleihung bis auf einen kleinen relativen

Fehler

(L

0

kp

) = L

kp

� L

k;p+n

+X

kp

; kX

�p

k

2

� "(kL

�p

k

2

+ kL

�p+n

k

2

) = 2"

und

(L

0

k;p+n

) = L

kp

+ L

k;p+n

+X

k;p+n

; kX

�p+n

k

2

� "(kL

�p

k

2

+ kL

�p+n

k

2

) = 2" ;

weil der Term 1 +O(") jeweils ignoriert werden kann. Also gilt

[L

0

�p

L

0

�p+n

℄ = [L

�p

L

�p+n

℄

"

1 1

�1 1

#

+ [X

�p

X

�p+n

℄

= ([L

�p

L

�p+n

℄ +

1

2

[X

�p

X

�p+n

℄

"

1 �1

1 1

#

)

"

1 1

�1 1

#

= ([L

�p

L

�p+n

℄ + [Y

�p

Y

�p+n

℄)

"

1 1

�1 1

#

und es folgt

kY

�p

k

2

�

1

2

(k[X

�p

℄k

2

+ k[X

�p+n

℄k

2

) �

1

2

(2"+ 2") = 2"

und analog

kY

�p+n

k

2

� 2"

Also k

�

onnen wir mit ÆL = [Y

�1

: : : Y

�2n

℄ wegen

kÆL

S

k

2

2

= kÆLk

2

2

� kÆLk

2

E

= 2m(2")

2

auf kÆLk

2

= kÆL

S

k

2

� 2

p

2m" shlie�en. Q.E.D.

Satz 3.2.13 Sei � = diag(�

p

) 2 IR

m�m

. Es sei eine Diagonalmatrix

~

� exakt

berehnet und dann gespeihert. Dann f

�

uhrt f

�

ur M � f1; : : : ; mg die Bearbeitung

des Programmes

FOR p 2M DO �

0

p

=

~

�

p

Æ

p

�

p

wobei Æ

p

eine Multiplikation oder eine Division ist, bei Rehnung in endliher

Genauigkeit " auf folgendes Diagramm

�+ Æ�

� (�

0

)

?

+Æ�

-

Flie�punkt

Berehnung

�

�

�

�

�3

exakt



3.2. FEHLERANALYSE DES IMPLIZITEN VERFAHRENS 115

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, da� (�

0

) durh Flie�punkt-Berehnung

mit Hilfe des obigen Programmes aus der Eingangsmatrix � entsteht. Der diago-

nale Pfeil bedeutet, da� (�

0

) auh durh exakte Berehnung mit Hilfe desselben

Algorithmus' aus der Matrix �+ Æ� entsteht. Shlie�lih bedeutet der senkrehte

Pfeil, da� �+ Æ� durh Addition einer St

�

orung aus � hervorgeht. Shreibt man

mit Æ� = Æ�

S

�, so ist Æ�

S

in erster Ordnung von " durh

kÆ�

S

k

2

� " (3.25)

beshr

�

ankt.

Beweis:

F

�

ur alle p; 1 � p � m gilt (�

0

p

) = (1 + "

p

)

~

�

p

Æ

p

�

p

=

~

�

p

Æ

p

(�

p

+ "

p

�

p

). Also

ist jÆ�

p

j � "�

p

f

�

ur alle p und daher kÆ�

S

k

2

� ". Q.E.D.

Wir fassen die Ergebnisse wieder zusammen und bestimmen mit Hilfe der

St

�

orungstheorie den maximalen relativen Fehler in den Eigenwerten des von 1.2

und 1.3 erzeugten Matrizenpaares.

Satz 3.2.14 Die Matrizen L;E 2 IR

2n�2n

werden gem

�

a� den Operationen 1.2

und 1.3 von Verfahren 2.2.4 in endliher Genauigkeit " bearbeitet. Dabei sei

L = L

S

D mit D = diag(kL

�i

k

2

) und (2n + 4)

p

n " < �

min

(L

S

). Die nah 1.3

entstandenen Matrizen seien L

0

und E

0

. Dann gilt f

�

ur die Eigenwerte

��

n

� : : : � ��

1

< 0 < �

1

� : : : � �

n

bzw.

��

0

n

� : : : � ��

0

1

< 0 < �

0

1

� : : : � �

0

n

des Problems L

T

Lx = i�Jx bzw. des Problems E

0

L

0T

L

0

E

0

x = i�Jx in erster

Ordnung von "

j�

k

� �

0

k

j

�

k

�

(

p

2(2n+ 20) + 4)

p

2n

�

min

(L

S

)

" ; k = 1 : : : n (3.26)

Beweis:

Wie im Beweis von Satz 3.2.11 werden wir die nah den betrahteten Operationen

von Algorithmus 2.2.4 jeweils entstandenen Matrizen mit einem oberen Index

versehen. Z.B. seien L

1:3

= L

0

, E

1:3

= E

0

die abshlie�end entstandenen Matrizen.

F

�

ur die St

�

orungen und die skalierten Matrizen werden wir entsprehend verfahren.

Dann gilt

wegen die Aussage

3.2.12 kÆL

S

k

2

� 2

p

2n "

3.2.13,3.2.1 kÆL

1:2:1

S

k

2

� 2

p

2n "

3.2.8 kÆL

1:2:2

S

k

2

� (n+ 2)

p

2n "

3.2.9 kÆL

1:2:3

S

k

2

� 2

p

2n "

3.2.10,3.2.1 kÆL

1:2:4

S

k

2

� 4

p

2n "
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Bei der Shranke von kÆL

1:2:1

S

k

2

haben wir ber

�

uksihtigt, da� der Wert 1=

p

2

als Konstante gespeihert ist und daher nur einen relativen Fehler von h

�

ohstens

" hat.

Wegen Lemma 3.1.1 und Satz 3.1.4 beeinu�t nur die Operation 1.2.1 den

kleinsten Singul

�

arwert von L

S

, d.h. es gilt 1=�

min

(L

1:2:1

S

) �

p

2=�

min

(L

S

) und

�

min

(L

1:2:1

S

) = �

min

(L

1:2:2

S

) = : : : = �

min

(L

1:3

S

). Nah Satz 1.0.5 und Lemma 3.2.2

folgt f

�

ur k = 1; : : : ; n in erster Ordnung von "

j�

k

� �

0

k

j

�

k

�

2

�

min

(L

S

)

p

2n(2 +

p

2(2 + (n + 2) + 2 + 4)) " :

Daraus folgt die Behauptung. Q.E.D.

Wir k

�

onnten eine g

�

unstigere Absh

�

atzung der Fehler in den Eigenwerten ge-

winnen, wenn wir ber

�

uksihtigten, da� die betrahteten Operationen evtl. niht

f

�

ur alle p = 1; : : : n durhgef

�

uhrt werden, und wenn wir im Beweis des letzten

Satzes statt der der oberen Shranke f

�

ur 1=�

min

(L

1:2:1

S

) den tats

�

ahlihen Wert

ber

�

uksihtigten. Zum Erhalt einer gewissen

�

Ubersihtlihkeit wollen wir darauf

aber verzihten.

Wir werden nun mit der Analyse der Diagonalisierung einer 4� 4-Submatrix

gem

�

a� den Operationen 3.1 bis 3.6 von Verfahren 2.2.4 fortfahren. Auf den Teil

2 werden wir erst im Unterabshnitt 3.2.3 eingehen.

Zuerst stellen wir wieder die Zuordnung der Operationen zu den entsprehen-

den S

�

atzen tabellarish dar:

Nummer der

Operation

in 2.2.4

Satz f

�

ur relativen Fehler

3.1 3.2.15 bzw. 3.2.16 bzw. 3.2.17

3.2 3.2.18

3.3 3.2.19

3.4 3.2.18 mit Umbenennung der Variablen

3.5 3.2.19 mit Umbenennung der Variablen

3.6 3.2.10 mit M = fp; qg

Folgender Satz behandelt die Analyse von 3.1. Bemerkenswert ist, da� die

Fehler bei der Berehnung der Parameter

~

t

1

= (t

1

) = tan' und

~

t

2

= (t

2

) =

tan nah [19℄, die die Singul

�

arwertzerlegung von A bestimmen, niht in die

Analyse eingehen.

Die Falluntersheidung im Algorithmus, die von der Gr

�

o�enordnung von

~

t

1

,

~

t

2

anh

�

angt, wird ausshlie�lih zur Vermeidung von Variablenunter- oder -

�

uberlauf

vorgenommen. Ihre Ursahe liegt niht in der Fehleranalyse und hat kaum einen
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Einu� auf die Fehleranalyse. Sieht man von dieser Falluntersheidung ab, so ist

die Fehleranalyse unabh

�

angig von der Gr

�

o�enordnung der

~

t

i

, denn aufgrund der

Konstruktion des Algorithmus' kommutiert die Skalierung auf 1-Diagonale mit

der Transformationsmatrix. Insofern untersheidet sih die hier gegebene Fehler-

analyse von der in [13℄.

In 3.1 gibt es eine Programmverzweigung je nah Gr

�

o�enordnung von

~

t

1

,

~

t

2

.

Wir werden beispielhaft nur einen der F

�

alle behandeln, n

�

amlih den Fall

~

t

1

� 1 <

~

t

2

. Au�erdem beshr

�

anken wir uns auf den Fall j

~

t

2

j <maheps

�1=2

. Andernfalls

werden zwar etwas bessere Fehlershranken erzielt, zur Vereinfahung wollen wir

jedoh eine einheitlihe Behandlung aller F

�

alle siherstellen.

Durh geeignete Programmierung k

�

onnte man im

�

ubrigen den Fall 1 < j

~

t

1

j; j

~

t

2

j

ganz vermeiden. Dies ist f

�

ur unsere Zweke jedoh ohne Belang.

Satz 3.2.15 Sei 1 � p < q � n. Sei LE = L

S

D 2 IR

2n�2n

mit

D = diag(k[(LE)

�i

℄k

2

) ;

~

D = diag(k[L

�i

℄k

2

) ;

also

~

DE = D. Sei au�erdem

D

p

= D

p+n

(1 +O(")) ; D

q

= D

q+n

(1 +O(")) (3.27)

und

L

T

S

�p

L

S

�p+n

= O(") ; L

T

S

�q

L

S

�q+n

= O(") : (3.28)

Es werde folgender Algorithmus in endliher Genauigkeit " f

�

ur vorgegebene Werte

~

t

1

,

~

t

2

mit j

~

t

1

j � 1 < j

~

t

2

j durhgef

�

uhrt:

w

1

=

q

1 +

~

t

2

1

sn

2

=

~

t

2

=

q

1 +

~

t

2

2

� = sign(

~

t

2

)

�

1

=

~

t

1

E

p

=E

p+n

�

0

1

=

~

t

1

E

p+n

=E

p

�

2

= E

q

=(

~

t

2

E

q+n

)

�

0

2

= E

q+n

=(

~

t

2

E

q

)

FOR k = 1 TO 2n DO

L

0

kp

= L

kp

� �

0

1

L

k;p+n

L

0

k;p+n

= �

1

L

kp

+ L

k;p+n

L

0

kq

= � (�

2

L

kq

� L

k;q+n

)

L

0

k;q+n

= � (L

kq

+ �

0

2

L

k;q+n

)

ENDFOR

E

0

p

= E

p

=w

1

E

0

p+n

= E

p+n

=w

1

E

0

q

= jsn

2

jE

q+n

E

0

q+n

= jsn

2

jE

q

Dann gilt folgendes Diagramm:
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L + ÆL; E

L;E (L

0

);(E

0

)

?

+ÆL

-

Flie�punkt

Berehnung

�

�

�

�

�3

exakt

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, da� (L

0

) und (E

0

) durh Flie�punkt-

Berehnung mit Hilfe obigen Programmes aus den Eingangsmatrizen L;E ent-

stehen. Der diagonale Pfeil bedeutet, da� eine symplektishe Matrix T mit (L +

ÆL)ET = (L

0

) �(E

0

) existiert. Die Matrizen (L+ ÆL)E und (L

0

) �(E

0

) gehen

also durh exakte Rehtsmultiplikation mit einer symplektishen Matrix ineinan-

der

�

uber. Shlie�lih bedeutet der senkrehte Pfeil, da� L + ÆL durh Addition

einer St

�

orung aus L hervorgeht. Shreibt man L = L

S

~

D und ÆL = ÆL

S

~

D, so ist

ÆL

S

in erster Ordnung von " durh

kÆL

S

k

2

� 26 " (3.29)

beshr

�

ankt.

Beweis:

Wir verwenden die Beweistehnik aus [29℄, (Th. 3.3.3), erhalten insgesamt jedoh

g

�

unstigere Absh

�

atzungen. Die Werte

~

t

1

,

~

t

2

seien gegeben. Wir nehmen o.B.d.A.

~

t

2

> 1 an, weil das Vorzeihen bei der Fehleranalyse ohne Belang ist. In exakter

Rehnung sei w

1

=

q

1 +

~

t

2

1

sowie sn

2

= jsn

2

j =

~

t

2

=

q

1 +

~

t

2

2

und daher

~w

1

= (w

1

)

= (1 + "

1

)

q

(1 + "

2

) + (1 + "

3

)(1 + "

4

)

~

t

2

1

= (1 + ~"

1

)

q

1 +

~

t

2

1

mit j~"

1

j � 2" und auf

�

ahnlihe Weise

f

sn

2

= (sn

2

) = (1 + ~"

2

)

~

t

2

=

q

1 +

~

t

2

2

mit j~"

2

j � 3". Weiter ist

~�

1

= (�

1

) = (1 + "̂

1

)

~

t

1

E

p

=E

p+n

; ~�

0

1

= (�

0

1

) = (1 + "̂

0

1

)

~

t

1

E

p+n

=E

p

mit j"̂

1

j, j"̂

0

1

j � 2" und

~�

2

= (�

2

) = (1 + "̂

2

)E

q

=(

~

t

2

E

q+n

) ; ~�

0

2

= (�

0

2

) = (1 + "̂

0

2

)E

q+n

=(

~

t

2

E

q

)

mit j"̂

2

j, j"̂

0

2

j � 2". Daraus folgt f

�

ur alle k; 1 � k � 2n, mit j"

i

j � ", i = 1 : : : 6,

(L

0

kp

) = (1 + "

1

)L

kp

� (1 + "

2

)(1 + "

3

)(1 + "̂

0

1

)

~

t

1

L

k;p+n

E

p+n

=E

p

= L

kp

�

~

t

1

L

k;p+n

E

p+n

=E

p

+X

kp

(L

0

k;p+n

) = (1 + "

4

)(1 + "

5

)(1 + "̂

1

)

~

t

1

L

kp

E

p

=E

p+n

+ (1 + "

6

)L

k;p+n

=

~

t

1

L

kp

E

p

=E

p+n

+ L

k;p+n

+X

k;p+n
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mit

k[X

�p

℄k

2

� "

~

D

p

+ 4"

�

�

�

~

t

1

�

�

�

~

D

p+n

E

p+n

=E

p

und

k[X

�p+n

℄k

2

� 4"

�

�

�

~

t

1

�

�

�

~

D

p

E

p

=E

p+n

+ "

~

D

p+n

:

Daraus ergibt sih

[(L

0

�p

) (L

0

�p+n

)℄

= [L

�p

L

�p+n

℄

"

1 �

1

��

0

1

1

#

+ [X

�p

X

�p+n

℄

= ([L

�p

L

�p+n

℄ + [X

�p

X

�p+n

℄

"

1 �

1

��

0

1

1

#

�1

)

"

1 �

1

��

0

1

1

#

= ([L

�p

L

�p+n

℄ + [Y

�p

Y

�p+n

℄)

"

1 �

1

��

0

1

1

#

:

Dabei ist

[Y

�p

Y

�p+n

℄ =

1

1 + �

1

�

0

1

[X

�p

+ �

0

1

X

�p+n

� �

1

X

�p

+X

�p+n

℄

und deshalb wegen �

1

�

0

1

=

~

t

2

1

k[Y

�p

℄k

2

=

1

1 +

~

t

2

1

k[X

�p

+ �

0

1

X

�p+n

℄k

2

�

1

1 +

~

t

2

1

(k[X

�p

℄k

2

+ j�

0

1

j k[X

�p+n

℄k

2

)

�

1

1 +

~

t

2

1

("

~

D

p

+ 4"j

~

t

1

j

~

D

p+n

E

p+n

=E

p

+j

~

t

1

jE

p+n

=E

p

(4"j

~

t

1

j

~

D

p

E

p

=E

p+n

+ "

~

D

p+n

)) :

Weil

E

p

~

D

p

= D

p

= D

p+n

(1 +O(")) = E

p+n

~

D

p+n

(1 +O(")) (3.30)

ist, folgt bis auf einen kleinen relativen Fehler

k[Y

�p

℄k

2

� "

~

D

p

4

~

t

2

1

+ 5j

~

t

1

j+ 1

1 +

~

t

2

1

:

Der letztgenannte Bruh ist in

�

�

�

~

t

1

�

�

� � 1 monoton wahsend. Es gilt also

k[Y

�p

℄k

2

� 5

~

D

p

"

und analog auh

k[Y

�p+n

℄k

2

� 5

~

D

p+n

" :
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Au�erdem gilt alle k; 1 � k � 2n

(L

0

kq

) = (1 + "

1

)(1 + "

2

)(1 + "̂

2

)L

kq

E

q

=(

~

t

2

E

q+n

)� (1 + "

3

)L

k;q+n

= L

kq

E

q

=(

~

t

2

E

q+n

)� L

k;q+n

+X

kq

(L

0

k;q+n

) = (1 + "

4

)L

kq

+ (1 + "

5

)(1 + "

6

)(1 + "̂

0

2

)L

k;q+n

E

q+n

=(

~

t

2

E

q

)

= L

kq

+ L

k;q+n

E

q+n

=(

~

t

2

E

q

) +X

k;q+n

mit

k[X

�q

℄k

2

� 4"

~

D

q

E

q

=(

~

t

2

E

q+n

) + "

~

D

q+n

und

k[X

�q+n

℄k

2

� "

~

D

q

+ 4"

~

D

q+n

E

q+n

=(

~

t

2

E

q

):

Daraus ergibt sih

[(L

0

�q

) (L

0

�q+n

)℄

= [L

�q

L

�q+n

℄

"

�

2

1

�1 �

0

2

#

+ [X

�q

X

�q+n

℄

= ([L

�q

L

�q+n

℄ + [X

�q

X

�q+n

℄

"

�

2

1

�1 �

0

2

#

�1

)

"

�

2

1

�1 �

0

2

#

= ([L

�q

L

�q+n

℄ + [Y

�q

Y

�q+n

℄)

"

�

2

1

�1 �

0

2

#

Dabei ist

[Y

�q

Y

�q+n

℄ =

1

1 + �

2

�

0

2

[�

0

2

X

�q

+X

�q+n

�X

�q

+ �

2

X

�q+n

℄

und deshalb wegen �

2

�

0

2

=

~

t

2

2

k[Y

�q

℄k

2

=

1

1 +

~

t

2

2

k[�

0

2

X

�q

+X

�q+n

℄k

2

�

1

1 +

~

t

2

2

(�

0

2

k[X

�q

℄k

2

+ k[X

�q+n

℄k

2

)

�

1

1 +

~

t

2

2

(E

q+n

=(

~

t

2

E

q

)(4"

~

D

q

E

q

=(

~

t

2

E

q+n

) + "

~

D

q+n

)

+"

~

D

q

+ 4"

~

D

q+n

E

q+n

=(

~

t

2

E

q

))

Weil

E

q

~

D

q

= D

q

= D

q+n

(1 +O(")) = E

q+n

~

D

q+n

(1 +O(")) (3.31)

ist, folgt bis auf einen kleinen relativen Fehler

k[Y

�q

℄k

2

� "

~

D

q

~

t

2

2

+ 5

~

t

2

+ 4

~

t

2

2

(1 +

~

t

2

2

)
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Der letztgenannte Bruh ist in

~

t

2

� 1 monoton fallend. Das Maximum wird daher

bei

~

t

1

= 1 mit dem Funktionswert 5 angenommen. Es gilt also

k[Y

�q

℄k

2

� 5

~

D

q

"

und analog auh

k[Y

�q+n

℄k

2

� 5

~

D

q+n

" :

Insgesamt folgt mit den Abk

�

urzungen

^

Y = [Y

�p

Y

�q

Y

�n+p

Y

�n+q

℄ ;

^

~

D = diag(

~

D

p

;

~

D

q

;

~

D

n+p

;

~

D

n+q

)

bis auf einen kleinen relativen Fehler

k

^

Y

^

~

D

�1

k

2

� 20 " : (3.32)

Weiter gilt

(E

0

p

) = (E

p

= ~w

1

) = (1 + "

1

)(1 + ~"

1

)E

p

=w

1

= (E

p

+ ÆE

p

)=w

1

mit jÆE

p

j � 3"E

p

sowie analog

(E

0

p+n

) = (E

p+n

= ~w

1

) = (E

p+n

+ ÆE

p+n

)= ~w

1

mit jÆE

p+n

j � 3"E

p+n

. Au�erdem ist

(E

0

q

) = (

f

sn

2

� E

q+n

)

= (1 + "

1

)(1 + ~"

2

)sn

2

E

q+n

= sn

2

(E

q+n

+ ÆE

q+n

)

mit jÆE

q+n

j � 4"E

q+n

und analog

(E

0

q+n

) = (

f

sn

2

� E

q

) = sn

2

(E

q

+ ÆE

q

)

mit jÆE

q

j � 4"E

q

. K

�

urzen wir

^

E = diag(E

p

; E

q

; E

n+p

; E

n+q

) ; Æ

^

E = diag(ÆE

p

; ÆE

q

; ÆE

n+p

; ÆE

n+q

)

ab, so gilt

^

E + Æ

^

E =

^

E(I + Æ

^

E

S

) ; kÆ

^

E

S

k

2

= kÆ

^

E

^

E

�1

k

2

� 4"

und daher mit

^

L = [L

�p

L

�q

L

�n+p

L

�n+q

℄

[(L

0

�p

) (L

0

�q

) (L

0

�p+n

) (L

0

�q+n

)℄ � diag((E

0

p

); (E

0

q

); (E

0

p+n

); (E

0

q+n

))
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= (

^

L +

^

Y ) �

2

6

6

6

4

1 0 �

1

0

0 �

2

0 1

��

0

1

0 1 0

0 �1 0 �

0

2

3

7

7

7

5

�

^

E(I + Æ

^

E

S

)diag(s

1

; sn

2

; s

1

; sn

2

)

= (

^

L +

^

Y )

^

E �

2

6

6

6

4

1 0

~

t

1

0

0 1=

~

t

2

0 1

�

~

t

1

0 1 0

0 �1 0 1=

~

t

2

3

7

7

7

5

� diag(s

1

; sn

2

; s

1

; sn

2

)(I + Æ

^

E

S

)

= (

^

L +

^

Y )

^

E(I +�) �

2

6

6

6

4

s

1

0 sn

1

0

0 s

2

0 sn

2

�sn

1

0 s

1

0

0 �sn

2

0 s

2

3

7

7

7

5

: (3.33)

Ist U die orthogonale, symplektishe Matrix aus (3.33), so ist � = UÆ

^

E

S

U

T

. Den

Ausdruk (3.33) wollen wir abshlie�end noh so umformen, da� nur noh eine

St

�

orung an

^

L auftritt. Es gilt

(

^

L+

^

Y )

^

E(I +�) = (

^

L+

^

Y )

^

E(I +�)

^

E

�1

^

E

= (

^

L+

^

L

^

E�

^

E

�1

+

^

Y +

^

Y

^

E�

^

E

�1

)

^

E

= (

^

L+ Æ

^

L)

^

E

und

kÆ

^

L

S

k

2

= kÆ

^

L

^

~

D

�1

k

2

� k

^

L

^

~

D

�1

^

~

D

^

EUÆ

^

E

S

U

T

^

E

�1

^

~

D

�1

k

2

+k

^

Y

^

~

D

�1

k

2

+ k

^

Y

^

~

D

�1

^

~

D

^

EUÆ

^

E

S

U

T

^

E

�1

^

~

D

�1

k

2

:

Wegen (3.30), (3.31) gilt

k

^

~

D

^

EU(

^

~

D

^

E)

�1

k

2

= 1 +O(")

und deshalb in erster Ordnung von "

k

^

L

^

~

D

�1

^

~

D

^

EUÆ

^

E

S

U

T

^

E

�1

^

~

D

�1

k

2

� k

^

L

^

~

D

�1

k

2

k

^

~

D

^

EU(

^

~

D

^

E)

�1

k

2

kÆ

^

E

S

k

2

k

^

~

D

^

EU

T

(

^

~

D

^

E)

�1

k

2

= k

^

L

^

~

D

�1

k

2

kÆ

^

E

S

k

2

:

Wegen (3.28) gilt k

^

L

^

~

D

�1

k

2

= k(

^

L

^

~

D

�1

)

T

^

L

^

~

D

�1

k

1=2

2

�

p

2, so da� mit (3.32) in

erster Ordnung von " shlie�lih folgt

kÆL

S

k

2

= kÆ

^

L

S

k

2

�

p

2 kÆ

^

E

S

k

2

+ k

^

Y

^

~

D

�1

k

2

�

p

2 � 4 "+ 20 "

� 26 "
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Q.E.D.

Die beiden weiteren zur Analyse der Transformation 3.1 von Verfahren 2.2.4

notwendigen S

�

atze sind

Satz 3.2.16 Sei 1 � p < q � n. Sei LE = L

S

D 2 IR

2n�2n

mit

D = diag(k[(LE)

�i

℄k

2

) ;

~

D = diag(k[L

�i

℄k

2

) ;

also

~

DE = D. Sei au�erdem D

p

= D

p+n

(1 + O(")), D

q

= D

q+n

(1 + O(")),

L

T

�p

L

�p+n

= O(") und L

T

�q

L

�q+n

= O("). Es werde folgender Algorithmus in endli-

her Genauigkeit " f

�

ur vorgegebene Werte

~

t

1

,

~

t

2

mit j

~

t

1

j; j

~

t

2

j � 1 durhgef

�

uhrt:

w

1

=

q

1 +

~

t

2

1

w

2

=

q

1 +

~

t

2

2

�

1

=

~

t

1

E

p

=E

p+n

�

0

1

=

~

t

1

E

p+n

=E

p

�

2

=

~

t

2

E

q

=E

q+n

�

0

2

=

~

t

2

E

q+n

=E

q

FOR k = 1 TO 2n DO

L

0

kp

= L

kp

� �

0

1

L

k;p+n

L

0

k;p+n

= �

1

L

kp

+ L

k;p+n

L

0

kq

= L

kq

� �

0

2

L

k;q+n

L

0

k;q+n

= �

2

L

kq

+ L

k;q+n

ENDFOR

E

0

p

= E

p

=w

1

E

0

p+n

= E

p+n

=w

1

E

0

q

= E

q

=w

2

E

0

q+n

= E

q+n

=w

2

Dann gilt folgendes Diagramm:

L + ÆL; E

L;E (L

0

);(E

0

)

?

+ÆL

-

Flie�punkt

Berehnung

�

�

�

�

�3

exakt

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, da� (L

0

) und (E

0

) durh Flie�punkt-

Berehnung mit Hilfe obigen Programmes aus den Eingangsmatrizen L;E ent-

stehen. Der diagonale Pfeil bedeutet, da� eine symplektishe Matrix T mit (L +

ÆL)ET = (L

0

) �(E

0

) existiert. Die Matrizen (L+ ÆL)E und (L

0

) �(E

0

) gehen

also durh exakte Rehtsmultiplikation mit einer symplektishen Matrix ineinan-

der

�

uber. Shlie�lih bedeutet der senkrehte Pfeil, da� L + ÆL durh Addition
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einer St

�

orungen aus L hervorgeht. Shreibt man L = L

S

~

D und ÆL = ÆL

S

~

D, so

ist ÆL

S

durh

kÆL

S

k

2

� 26 " (3.34)

beshr

�

ankt.

Beweis:

Analog zu Satz 3.2.15. Wir k

�

onnten zwar eine etwas bessere Shranke f

�

ur kÆE

S

k

2

bestimmen, wollen darauf jedoh verzihten, um sp

�

ater alle drei Typen von Ro-

tationen in 3.1 von Verfahren 2.2.4 einheitlih behandeln zu k

�

onnen. Q.E.D.

Satz 3.2.17 Sei 1 � p < q � n. Sei LE = L

S

D 2 IR

2n�2n

mit

D = diag(k[(LE)

�i

℄k

2

) ;

~

D = diag(k[L

�i

℄k

2

) ;

also

~

DE = D. Sei au�erdem D

p

= D

p+n

(1 + O(")), D

q

= D

q+n

(1 + O(")),

L

T

�p

L

�p+n

= O(") und L

T

�q

L

�q+n

= O("). Es werde folgender Algorithmus in endli-

her Genauigkeit " f

�

ur vorgegebene Werte

~

t

1

,

~

t

2

mit 1 < j

~

t

1

j; j

~

t

2

j durhgef

�

uhrt:

sn

1

=

~

t

1

=

q

1 +

~

t

2

1

sn

2

=

~

t

2

=

q

1 +

~

t

2

2

� = sign(

~

t

1

)

�

0

= sign(

~

t

2

)

�

1

= E

p

=(

~

t

1

E

p+n

)

�

0

2

= E

p+n

=(

~

t

1

E

p

)

�

2

= E

q

=(

~

t

2

E

q+n

)

�

0

2

= E

q+n

=(

~

t

2

E

q

)

FOR k = 1 TO 2n DO

L

0

kp

= � (�

1

L

kp

� L

k;p+n

)

L

0

k;p+n

= � (L

kp

+ �

0

1

L

k;p+n

)

L

0

kq

= �

0

(�

2

L

kq

� L

k;q+n

)

L

0

k;q+n

= �

0

(L

kq

+ �

0

2

L

k;q+n

)

ENDFOR

E

0

p

= jsn

1

jE

p+n

E

0

p+n

= jsn

1

jE

p

E

0

q

= jsn

2

jE

q+n

E

0

q+n

= jsn

2

jE

q

Dann gilt folgendes Diagramm:

L + ÆL; E

L;E (L

0

);(E

0

)

?

+ÆL

-

Flie�punkt

Berehnung

�

�

�

�

�3

exakt



3.2. FEHLERANALYSE DES IMPLIZITEN VERFAHRENS 125

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, da� (L

0

) und (E

0

) durh Flie�punkt-

Berehnung mit Hilfe obigen Programmes aus den Eingangsmatrizen L;E ent-

stehen. Der diagonale Pfeil bedeutet, da� eine symplektishe Matrix T mit (L +

ÆL)ET = (L

0

) �(E

0

) existiert. Die Matrizen (L+ ÆL)E und (L

0

) �(E

0

) gehen

also durh exakte Rehtsmultiplikation mit einer symplektishen Matrix ineinan-

der

�

uber. Shlie�lih bedeutet der senkrehte Pfeil, da� L + ÆL durh Addition

einer St

�

orung aus L hervorgeht. Shreibt man L = L

S

~

D und ÆL = ÆL

S

~

D, so ist

ÆL

S

durh

kÆL

S

k

2

� 26 " (3.35)

beshr

�

ankt.

Beweis:

Analog zu Satz 3.2.15. Q.E.D.

Wir werden nun den Teil 3.2 von Verfahren 2.2.4 behandeln, wobei wieder

die Fehler in den berehneten

~

Æ

i

= (Æ

i

) keine Rolle spielen.

Satz 3.2.18 Sei 1 � p < q � n. Sei E 2 IR

2n�2n

nihtsingul

�

are Diagonalmatrix.

F

�

ur gegebene Werte

~

Æ

1

;

~

Æ

2

werde folgender Algorithmus in endliher Genauigkeit

" durhgef

�

uhrt:

E

0

p

=

~

Æ

1

E

p

E

p+n

E

0

q

=

~

Æ

2

E

q

E

q+n

E

0

p+n

=

~

Æ

�1

1

E

0

q+n

=

~

Æ

�1

2

Dann gilt folgendes Diagramm:

E + ÆE

E (E

0

)

?

+ÆE

-

Flie�punkt

Berehnung

�

�

�

�

�3

exakt

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, da� (E

0

) durh Flie�punkt-Berehnung

mit Hilfe obigen Programmes aus der E E entsteht. Der diagonale Pfeil bedeu-

tet, da� eine symplektishe Matrix T existiert mit (E + ÆE)T = (E

0

) gilt. Die

Matrizen E + ÆE und (E

0

) gehen also durh exakte Rehtsmultiplikation mit

einer symplektishen Matrix ineinander

�

uber. Shlie�lih bedeutet der senkrehte

Pfeil, da� E + ÆE durh Addition einer St

�

orung aus E hervorgeht. Shreibt man

ÆE = ÆE

S

E, so ist ÆE

S

durh

kÆE

S

k

2

� 2 " (3.36)

beshr

�

ankt.
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Beweis:

Es sei vorab bemerkt, da� T = diag(

~

Æ

1

E

p+n

;

~

Æ

2

E

q+n

;

~

Æ

�1

1

E

�1

p+n

;

~

Æ

�1

2

E

�1

q+n

) symplek-

tish ist. Es gilt bis auf einen kleinen relativen Fehler

(diag(E

0

p

; E

0

q

; E

0

p+n

; E

0

q+n

))

= (diag(E

p

; E

q

; E

p+n

; E

q+n

)

+diag(("

1

+ "

2

)E

p

; ("

3

+ "

4

)E

q

; "

5

E

p+n

; "

6

E

q+n

)) � T

Daraus folgt unmittelbar die Aussage. Q.E.D.

Satz 3.2.18 beshreibt unter geeigneter Umbenennung der Variablen auh die

Fehleranalyse des Teiles 3.4 von Verfahren 2.2.4. Mit folgendem Satz analysieren

wir Teil 3.3 von 2.2.4.

Satz 3.2.19 Sei 1 � p < q � n. Sei LE = L

S

D 2 IR

2n�2n

mit

D = diag(k[(LE)

�i

℄k

2

) ; k[L

S

�i

℄k

2

= 1 ; i = 1 : : : 2n ;

mit einer diagonalen, positiv de�titen Matrix E. Dar

�

uber hinaus sei L = L

S

~

D

mit

~

D = diag(k[L

�i

℄k

2

), also

~

DE = D. Dabei sei D

p+n

= D

q+n

(1 + O(")). Es

werde folgender Algorithmus in endliher Genauigkeit " durhgef

�

uhrt:

a = E

2

p

P

2n

k=1

L

2

kp

b = E

2

q

P

2n

k=1

L

2

kq

 = E

p

E

q

P

2n

k=1

L

kp

L

kq

# = (b� a)=(2)

t = 1=(j#j+

p

1 + #

2

)

IF ( � 0 ^ b < a) _ ( < 0 ^ b > a) THEN t = �t

�

1

= tE

p

=E

q

�

2

= �tE

q

=E

p

�

0

1

= tE

p+n

=E

q+n

�

0

2

= �tE

q+n

=E

p+n

FOR k = 1 TO 2n DO

L

0

kp

= L

kp

+ �

2

L

kq

L

0

kq

= �

1

L

kp

+ L

kq

L

0

k;p+n

= L

k;p+n

+ �

0

2

L

k;q+n

L

0

k;q+n

= �

0

1

L

k;p+n

+ L

k;q+n

ENDFOR

diag(E

0

p

; E

0

q

; E

0

p+n

; E

0

q+n

) = diag(E

p

; E

q

; E

p+n

; E

q+n

)=

p

1 + t

2

Dann gilt folgendes Diagramm:

L + ÆL; E

L;E (L

0

);(E

0

)

?

+ÆL

-

Flie�punkt

Berehnung

�

�

�

�

�3

exakt
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Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, da� (L

0

) und (E

0

) durh Flie�punkt-

Berehnung mit Hilfe obigen Programmes aus den Eingangsmatrizen L;E entste-

hen. Der diagonale Pfeil bedeutet, da� eine symplektishe Matrix T existiert, so

da� (L + ÆL)ET = (L

0

) � (E

0

) gilt. Die Matrizen (L + ÆL)E und (L

0

) � (E

0

)

gehen also durh exakte Rehtsmultiplikation mit einer symplektishen Matrix in-

einander

�

uber. Shlie�lih bedeutet der senkrehte Pfeil, da� L+ÆL durh Addition

einer St

�

orung aus L hervorgeht. ÆL

S

ist in erster Ordnung von " durh

kÆL

S

k

2

� 50 " (3.37)

beshr

�

ankt. Dasselbe gilt, wenn a; b auf andere Weise mit einem kleinen relativen

Fehler berehnet werden, z. B. durh

a = (E

2

p+n

=E

2

p

)

P

2n

k=1

L

2

k;p+n

b = (E

2

q+n

=E

2

q

)

P

2n

k=1

L

2

k;q+n

Beweis:

Wir verwenden die Beweistehnik aus [13℄ bzw. [29℄. Die wesentlihen Untershie-

de zu [13℄ bestehen in der Verwendung shneller Rotationen im Algorithmus sowie

darin, da� zwei orthogonale Rotationen der Ordnung 2 angewendet werden statt

nur einer. Dennoh ist die in St

�

orung (3.37) g

�

unstiger als die in [13℄ angegebene.

Sie ist auh g

�

unstiger, als die Ergebnisse in [29℄ erwarten lassen.

F

�

ur die im Programm genannten a; b;  gilt

(a) = (1 + "

a

)a ; "

a

= O(")

(b) = (1 + "

b

)b ; "

b

= O(")

() = + "



D

p

D

q

; j"



j � (2n+ 2) " :

Damit ist

(#) = (1 + "

1

)

(1 + "

2

)(b)� (1 + "

3

)(a)

(1 + "

4

)2()

=

(1 + "

1

)(1 + "

3

)

1 + "

4

�

g

(b)� (a)

2()

= (1 + "

#

)

~

#

wobei wir

g

(b) =

1 + "

2

1 + "

3

(b) = (1 + ~"

b

)(b) ; j~"

b

j � 2"

und

~

# =

g

(b)� (a)

2()

; j"

#

j � 3"
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gesetzt haben. Weiter ist mit � = sign(((b)� (a))=())

~

t = (t)

= � (1 + "

1

)

�

(1 + "

2

)(1 + "

#

)j

~

#j

+(1 + "

3

)(1 + "

4

)

q

(1 + "

5

) + (1 + "

6

)(1 + "

7

)(1 + "

#

)

2

~

#

2

�

�1

= (1 + "

t

)

�

j

~

#j+

q

1 +

~

#

2

; j"

t

j � 7" (3.38)

und mit � =

p

1 +

~

t

2

ist

e

� = (�) =

q

1 +

~

t

2

(1 + "

�

) ; j"

�

j � 2": (3.39)

Shlie�lih sind

~�

1

= (�

1

) = (1 + "

12

)

~

tE

p

=E

q

~�

2

= (�

2

) = (1 + "

21

)

~

tE

q

=E

p

~�

0

1

= (�

0

1

) = (1 + "

34

)

~

tE

p+n

=E

q+n

~�

0

2

= (�

0

2

) = (1 + "

43

)

~

tE

q+n

=E

p+n

mit j"

12

j; j"

21

j; j"

34

j; j"

43

j � 2". Daraus folgt f

�

ur alle k; 1 � k � 2n

(L

0

kp

) = (1 + "

1

)L

kp

� (1 + "

2

)(1 + "

3

)(1 + "

21

)

~

tE

q

E

p

L

kq

= L

kp

�

~

tE

q

E

p

L

kq

+X

kp

mit

k[X

�p

℄k

2

� "

~

D

p

+ 4"

�

�

�

~

t

�

�

�E

q

E

p

~

D

q

und analog

(L

0

kq

) =

~

tE

p

E

q

L

kp

+ L

kq

+X

kq

mit

k[X

�q

℄k

2

� 4"

�

�

�

~

t

�

�

�E

p

E

q

~

D

p

+ "

~

D

q

:

�

Ahnlih ist

(L

0

k;p+n

) = L

k;p+n

�

~

tE

q+n

E

p+n

L

k;q+n

+X

k;p+n

mit

k[X

�p+n

℄k

2

� "

~

D

p+n

+ 4"

�

�

�

~

t

�

�

�E

q+n

E

p+n

~

D

q+n
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sowie

(L

0

k;q+n

) =

~

tE

p+n

E

q+n

L

k;p+n

+ L

k;p+n

+X

k;q+n

mit

k[X

�q+n

℄k

2

� 4"

�

�

�

~

t

�

�

�E

p+n

E

q+n

~

D

p+n

+ "

~

D

q+n

:

Nun wird (E

0

) betrahtet. Wegen (3.39) haben wir in erster Ordnung von "

(

2

6

6

6

4

E

0

p

0 0 0

0 E

0

q

0 0

0 0 E

0

p+n

0

0 0 0 E

0

q+n

3

7

7

7

5

)

=

1 + "

�

�

�

2

6

6

6

4

(1 + "

1

)E

p

0 0 0

0 (1 + "

2

)E

q

0 0

0 0 (1 + "

3

)E

p+n

0

0 0 0 (1 + "

4

)E

q+n

3

7

7

7

5

= �

�1

�

2

6

6

6

4

E

p

0 0 0

0 E

q

0 0

0 0 E

p+n

0

0 0 0 E

q+n

3

7

7

7

5

(I + Æ

^

E

S

) = �

�1

�

^

E(I + Æ

^

E

S

) (3.40)

mit

^

E = diag(E

p

; E

q

; E

p+n

; E

q+n

) und Æ

^

E

S

= diag(Æ

p

; Æ

q

; Æ

p+n

; Æ

q+n

). Dabei ist

kÆ

^

E

S

k

2

� 3". Wir de�nieren noh die exakt orthogonale Hilfsmatrix

U = �

�1

"

1

~

t

�

~

t 1

#

;

und zur Abk

�

urzung shreiben wir

X = [X

�p

X

�q

X

�p+n

X

�q+n

℄

^

L = [L

�p

L

�q

L

�p+n

L

�q+n

℄

^

~

D = diag(kL

�p

k

2

; kL

�q

k

2

; kL

�p+n

k

2

; kL

�q+n

k

2

)

sowie

^

T =

"

1 �

1

�

2

1

#

�

"

1 �

0

1

�

0

2

1

#

:

Nun soll eine obere Shranke von kÆ

^

L

S

k

2

= kÆ

^

L

^

~

D

�1

k

2

gefunden werden, wobei

Æ

^

L durh

(

^

L

^

T +X)

^

E(I + Æ

^

E

S

) � �

�1

= (

^

L+ Æ

^

L)

^

E

"

U 0

0 U

#



130KAPITEL 3. FEHLER IN BERECHNETEN EIGENWERTEN VON (L

T

L; J)

de�niert wird. Wir bestimmen Æ

^

L aus

(

^

LT +X)

^

E(I + Æ

^

E

S

) � �

�1

= (

^

L

^

T +

^

L

^

TÆ

^

E

S

+X +XÆ

^

E

S

)

^

E � �

�1

= (

^

L+

^

L

^

TÆ

^

E

S

^

T

�1

+X

^

T

�1

+XÆ

^

E

S

^

T

�1

)

^

T

^

E � �

�1

:

Dabei ist bereits

^

T

^

E � �

�1

=

^

E

"

U 0

0 U

#

und f

�

ur Æ

^

L = [Y

�p

Y

�q

Y

�p+n

Y

�q+n

℄ gilt

[Y

�p

Y

�q

℄ =

1

1 +

~

t

2

([L

�p

L

�q

℄ �

2

4

1

~

tE

p

E

q

�

~

tE

q

E

p

1

3

5

�

2

4

Æ

p

�Æ

p

~

tE

p

E

q

Æ

q

~

tE

q

E

p

Æ

q

3

5

+[X

�p

+

~

tE

q

E

p

X

�q

�

~

tE

p

E

q

X

�p

+X

�q

℄

+[Æ

p

X

�p

+

~

tE

q

E

p

Æ

q

X

�q

�

~

tE

p

E

q

Æ

p

X

�p

+ Æ

q

X

�q

℄):

Bis auf einen kleinen relativen Fehler haben wir

k[Y

�p

℄k

2

=

1

1 +

~

t

2

kÆ

p

([L

�p

℄�

~

tE

q

E

p

[L

�q

℄)

+Æ

q

~

tE

q

E

p

(

~

tE

p

E

q

[L

�p

℄ + [L

�q

℄) + [X

�p

℄ +

~

tE

q

E

p

[X

�q

℄k

2

�

1

1 +

~

t

2

(3"(

~

D

p

+

j

~

tjE

q

E

p

~

D

q

) + 3"

j

~

tjE

q

E

p

(

j

~

tjE

p

E

q

~

D

p

+

~

D

q

)

+"

~

D

p

+ 4"

j

~

tjE

q

E

p

~

D

q

+

j

~

tjE

q

E

p

(4"

j

~

tjE

p

E

q

~

D

p

+ "

~

D

q

))

=

"

~

D

p

1 +

~

t

2

(7

~

t

2

+ 11j

~

tj

D

q

D

p

+ 4)

Auf analoge Weise erh

�

alt man unter Beahtung von D

p+n

=D

q+n

= 1 + O(") bis

auf einen kleinen relativen Fehler

k[Y

�q

℄k

2

�

"

~

D

q

1 +

~

t

2

(7

~

t

2

+ 11

�

�

�

~

t

�

�

�

D

p

D

q

+ 4)

k[Y

�p+n

℄k

2

�

"

~

D

p+n

1 +

~

t

2

(7

~

t

2

+ 11

�

�

�

~

t

�

�

�

D

q+n

D

p+n

+ 4) =

"

~

D

p+n

1 +

~

t

2

(7

~

t

2

+ 11

�

�

�

~

t

�

�

�+ 4)

k[Y

�q+n

℄k

2

�

"

~

D

q+n

1 +

~

t

2

(7

~

t

2

+ 11

�

�

�

~

t

�

�

�

D

p+n

D

q+n

+ 4) =

"

~

D

q+n

1 +

~

t

2

(7

~

t

2

+ 11

�

�

�

~

t

�

�

�+ 4):

Wir nehmen o.B.d.A. x = D

q

=D

p

� 1 an. Andernfalls betrahten wir die permu-

tierte Matrix. F

�

ur ein noh n

�

aher zu bestimmendes �x mit z.B. 1=10 � �x � 9=10
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sei zun

�

ahst x � �x. Dann ist

k[Y

�p

℄k

2

� "

~

D

p

7

~

t

2

+ 11�x

�

�

�

~

t

�

�

�+ 4

1 +

~

t

2

und weil der Bruh auf der rehten Seite eine monoton wahsende Funktion von

�

�

�

~

t

�

�

� ist f

�

ur alle �x, gilt

k[Y

�p

℄k

2

� "

~

D

p

11(1 + �x)

2

, da

�

�

�

~

t

�

�

� � 1: (3.41)

Weiter ist

k[Y

�q

℄k

2

� "

~

D

q

7

~

t

2

+ 11j

~

tj=�x+ 4

1 +

~

t

2

:

Wegen (3.38) gilt

�

�

�

~

t

�

�

� � (1 + "

t

)

1

2j

~

#j

= (1 + "

t

)

j()j

�

�

�

g

(b)� (a)

�

�

�

= (1 + "

t

)

j+ "



D

p

D

q

j

j(1 + ~"

b

)(1 + "

b

)b� (1 + "

a

)aj

=(1 + "

t

)

�

�

�=D

2

p

+ "



D

q

=D

p

�

�

�

�

�

�(1 + ~"

b

)(1 + "

b

)b=D

2

p

� (1 + "

a

)a=D

2

p

�

�

�

= (1 + "

t

)

j=(D

p

D

q

) + "



jx

j(1 + ~"

b

)(1 + "

b

)x

2

� (1 + "

a

)j

mit

(1 + ~"

b

)(1 + "

b

)x

2

� (1 + "

a

) = (x

2

� 1)(1+ "

g

) ; "

g

=

(~"

b

+ "

b

)x

2

� "

a

x

2

� 1

= O(");

so da�

�

�

�

~

t

�

�

� � (1 + "

t

)

j=(D

p

D

q

) + "



jx

jx

2

� 1j (1 + "

g

)

folgt. Mit j=(D

p

D

q

) + "



j � 1 +O(") folgt shlie�lih

�

�

�

~

t

�

�

� �

�x

1� �x

2

(1 +O(")):

Damit ist dann bis auf einen kleinen relativen Fehler

k[Y

�q

℄k

2

� "

~

D

q

7

~

t

2

+ 11=(1� �x

2

) + 4

1 +

~

t

2

� "

~

D

q

(4 +

11

1� �x

2

); (3.42)
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weil der mittlere Bruh eine monoton fallende Funktion in

�

�

�

~

t

�

�

� ist f

�

ur alle �x. Weiter

ist

k[Y

�p+n

℄k

2

� "

~

D

p+n

7

~

t

2

+ 11

�

�

�

~

t

�

�

�+ 4

1 +

~

t

2

� 11"

~

D

p+n

(3.43)

k[Y

�q+n

℄k

2

� "

~

D

q+n

7

~

t

2

+ 11

�

�

�

~

t

�

�

�+ 4

1 +

~

t

2

� 11"

~

D

q+n

; (3.44)

weil die mittleren Br

�

uhe jeweils monoton wahsende Funktionen in

�

�

�

~

t

�

�

� sind. Ad-

dition von (3.41), (3.42), (3.43), (3.44) ergibt

kÆ

^

L

S

k

2

� "(

11(1 + �x)

2

+ 4 +

11

1� �x

2

+ 22) = "(

63

2

+

11

2

�x +

11

1� �x

2

): (3.45)

Sei nun x > �x. Dann ist

k[Y

�p

℄k

2

� "

~

D

p

7

~

t

2

+ 11

�

�

�

~

t

�

�

�+ 4

1 +

~

t

2

� 11"

~

D

p

k[Y

�q

℄k

2

� "

~

D

q

7

~

t

2

+ 11

�

�

�

~

t

�

�

� =�x+ 4

1 +

~

t

2

� "

~

D

q

(

11

2

+

11

2�x

)

k[Y

�p+n

℄k

2

� 11"

~

D

p+n

k[Y

�q+n

℄k

2

� 11"

~

D

q+n

;

weil die mittleren Terme der ersten beiden Ungleihungen als Funktionen von j

~

tj

monoton wahsen f

�

ur alle �x. Also gilt im Falle x > �x durh Addition

kÆ

^

L

S

k

2

� "(

77

2

+

11

2�x

): (3.46)

Ein f

�

ur beide Absh

�

atzungen (3.45), (3.46) optimales �x ist �x = 0:52. In beiden

F

�

allen (also f

�

ur x � �x und f

�

ur x > �x) gilt

kÆL

S

k

2

= kÆ

^

L

S

k

2

� 50":

Q.E.D.

Im vorstehenden Satz haben wir ausshlie�lih den Fall j#j �maheps

�1=2

behandelt. Der andere Fall j#j >maheps

�1=2

zeihnet sih gegen

�

uber dem be-

handelten durh einen kleineren Fehler im berehneten

~

t = (t) aus. Obwohl

dann auh die Absh

�

atzung (3.37) etwas verbessert werden kann, werden wir aus

Vereinfahungsgr

�

unden auf ein eigenes Resultat verzihten.

Wir fassen die Ergebnisse wieder zusammen und geben mit folgendem Satz

den maximalen relativen Fehler in den berehneten Eigenwerten des nah einer

Diagonalisierung erzeugten Matrizenpaares an.
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Satz 3.2.20 Die Matrizen L;E 2 IR

2n�2n

werden gem

�

a� den Operationen 3.1 bis

3.6 von Verfahren 2.2.4 in endliher Genauigkeit " bearbeitet. Dabei sei L = L

S

D

mit D = diag(kL

�i

k

2

) und 100 " < �

min

(L

S

). Die nah 3.6 entstandenen Matrizen

seien L

0

und E

0

. Dann gilt f

�

ur die Eigenwerte

��

n

� : : : � ��

1

< 0 < �

1

� : : : � �

n

bzw.

��

0

n

� : : : � ��

0

1

< 0 < �

0

1

� : : : � �

0

n

des Problems L

T

Lx = i�Jx bzw. des Problems E

0

L

0T

L

0

E

0

x = i�Jx in erster

Ordnung von "

j�

k

� �

0

k

j

�

k

�

160 + 156

p

2

�

min

(L

S

)

" ; k = 1 : : : n (3.47)

Beweis:

Wir werden wieder die nah den betrahteten Operationen von Verfahren 2.2.4

jeweils entstandenen Matrizen mit einem oberen Index versehen. Z.B. seien L

3:6

=

L

0

, E

3:6

= E

0

die abshlie�end entstandenen Matrizen. F

�

ur die St

�

orungen und

die skalierten Matrizen werden wir entsprehend verfahren. Dann gilt

wegen die Aussage

3.2.15,3.2.16,3.2.17 kÆL

S

k

2

� 26 "

3.2.18,3.2.1 kÆL

3:1

S

k

2

� 2

p

4 "

3.2.19 kÆL

3:2

S

k

2

� 50 "

3.2.18,3.2.1 kÆL

3:3

S

k

2

� 2

p

4 "

3.2.19 kÆL

3:4

S

k

2

� 50 "

3.2.10,3.2.1 kÆL

3:5

S

k

2

� 12

p

4 "

Bei der Absh

�

atzung von kÆL

3:5

S

k

2

haben wir ber

�

uksihtigt, da� x

1=4

=y

1=4

mit

einem relativen R

�

ukw

�

artsfehler von h

�

ohstens 8 " berehnet wird.

Nah Lemma 3.1.1, Satz 3.1.2 und Satz 3.1.5 (3.2) erh

�

ohen h

�

ohstens die

Operationen 3.3 oder 3.5 den kleinsten Singul

�

arwert des skalierten L, und zwar

insgesamt maximal um Faktor

p

2. Es ist also

1=�

min

(L

3:3

S

); 1=�

min

(L

3:4

S

); 1=�

min

(L

3:5

S

) �

p

2=�

min

(L

S

) :

Mit Satz 1.0.5 und Lemma 3.2.2 folgt f

�

ur k = 1; : : : n in erster Ordnung von "

j�

k

� �

0

k

j

�

k

�

2

�

min

(L

S

)

(26 + 4 + 50 +

p

2(4 + 50 + 24)) " :

Daraus folgt die Behauptung. Q.E.D.

Wir shlie�en diesen Unterabshnitt mit der Zusammenfassung der R

�

uk-

w

�

artsfehler der Skalierung 3.7 ab.
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Satz 3.2.21 Die Matrizen L;E 2 IR

2n�2n

werden gem

�

a� Operation 3.7 von

Verfahren 2.2.4 in endliher Genauigkeit " bearbeitet. Dabei sei L = L

S

D mit

D = diag(kL

�i

k

2

) und (n+ 2)

p

2n " < �

min

(L

S

). Die daraus entstehenden Matri-

zen seien L

0

und E

0

. Dann gilt f

�

ur die Eigenwerte

��

n

� : : : � ��

1

< 0 < �

1

� : : : � �

n

bzw.

��

0

n

� : : : � ��

0

1

< 0 < �

0

1

� : : : � �

0

n

des Problems L

T

Lx = i�Jx bzw. des Problems E

0

L

0T

L

0

E

0

x = i�Jx in erster

Ordnung von "

j�

k

� �

0

k

j

�

k

�

(2n+ 16)

p

2n

�

min

(L

S

)

" ; k = 1 : : : n (3.48)

Beweis:

Analog zu Satz 3.2.11. Q.E.D.

3.2.3 Relative Fehlershranken beim modi�zierten Zyklus

In diesem Unterabshnitt wird die Fehleranalayse eines modi�zierten Zyklus in

Verfahren 2.2.4 vorgenommen. Dabei gehen wir folgenderma�en vor. Zun

�

ahst

wird die erste Transformation (2.3.1, 2.3.2 von Verfahren 2.2.4) in einer Form

niedergeshrieben, die f

�

ur die Analyse in diesem Unterabshnitt besser geeignet

ist. Dann wird untersuht, wie diese Transformation in Flie�punktarithmetik die

betro�enen Spalten der Matrix L

�

andert. Daran shlie�t sih die eigentlihe Feh-

leranalyse an. Genauso werden wir beim zweiten Teil der Modi�kation (2.3.3,

2.3.4 von Verfahren 2.2.4) verfahren. Zuerst wird die Transformation in einer

g

�

unstigeren Form niedergeshrieben und dann in Flie�punktarithmetik ihre Wir-

kung auf die betro�enen Spalten von L untersuht. Auh hier folgt zuletzt die

eigentlihe Fehleranalyse.

Die Fehleranalyse der beiden Transformationen erfordert einige zus

�

atzlihe

Anforderungen an die Mashinengenauigkeit ". Ist m die halbe Ordnung des Clu-

sters und � = 1=(10m), so wird " < �=(2n) verlangt. Diese Voraussetzung ist

eher beweistehnisher Natur, denn man kann sie in der Praxis stets durh Ver-

kleinerung des Clusters erreihen. Ursahe f

�

ur die Voraussetzung ist der absolute

Flie�punktfehler (s. Lemma 3.2.4) bei der Berehnung von Skalarprodukten. Wird

statt des Standardverfahrens nah Lemma 3.2.4 zur Bestimmung des Skalarpro-

duktes das Verfahren des Binary Splitting aus Korollar 3.2.7 verwendet, so kann

auh die Voraussetzung " < �=(2n) durh (dlog

2

2ne+1)" < � ersetzt werden, was

in der Praxis ohne Ver

�

anderung der Clustergr

�

o�e selbst f

�

ur gro�e n und " erf

�

ullt
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sein d

�

urfte. In der Praxis wird aber i.A. die Verwendung von Binary Splitting

niht notwendig sein, so da� wir darauf niht n

�

aher eingehen werden.

F

�

ur Matrizen kleiner Ordnung reiht die Forderung " < �=(2m) noh niht

aus, vielmehr wird f

�

ur einige Aussagen noh " < �=50 vorausgesetzt. Auh dies

ist eine praxisgerehte Forderung, die die G

�

ultigkeit der Fehleranalyse niht we-

sentlih einshr

�

ankt. Zusammengefa�t werden wir also " < minf�=(2n); �=50g

verlangen.

Wir betrahten nun den Teil 2.3.1, 2.3.2 von Verfahren 2.2.4. Weil wir nur

einen einzigen Cluster zu untersuhen brauhen, nehmen wir o.B.d.A. num = 1

und low[lu℄ = 1 sowie 3 � m = upp[lu℄ � n an. Deshalb sind h

�

ohstens

die Spalten 1; : : : ; m und n + 1; : : : ; n + m der Matrix L = [L

�1

� � �L

�2n

℄ von

der Transformation betro�en. Nahfolgend wird der untersuhte Programmteil

nohmals mit eindeutigen Variablenbezeihnungen niedergeshrieben.

[L

[1℄

�1

℄ = [L

�1

℄, [L

[1℄

�n+1

℄ = [L

�n+1

℄, sum = 0

FOR p = 2 TO m DO

FOR q = p TO m DO [L

[p�1℄

�q

℄ = [L

�q

℄, [L

[p�1℄

�n+q

℄ = [L

�n+q

℄

r

[p℄

= [L

[p�1℄

�1

� � �L

[p�1℄

�p�1

℄

T

� [L

[p�1℄

�p

℄

�

[p℄

= (1� r

[p℄

T

r

[p℄

)

1=2

sum=sum+2 (r

[p℄

T

r

[p℄

)=(1 + �

[p℄

)

IF sum> 1=(10p)

2

THEN

m = m� 1

GOTO FINISH

ENDIF

[L

[p℄

�1

� � �L

[p℄

�p

℄ = [L

[p�1℄

�1

� � �L

[p�1℄

�p

℄ �

"

I

p�1

�r

[p℄

=�

[p℄

0 �

[p℄

�1

#

[L

[p℄

�n+1

� � �L

[p℄

�n+p

℄ = [L

[p�1℄

�n+1

� � �L

[p�1℄

�n+p

℄

�

"

I

p�1

0

r

[p℄

T

diag(E

2

p

=E

2

1

; : : : ; E

2

p

=E

2

p�1

) �

[p℄

#

ENDFOR

FINISH:

FOR p = 2 TO m DO

E

0

p

= E

1

, E

0

n+p

= E

2

n+p

=E

1

ENDFOR

Vorstehendes Programm dient also lediglih der Einf

�

uhrung einer eindeutigen

Notation f

�

ur die in diesem Unterabshnitt verwendeten Variablen. Hinsihtlih

des Fehlerverhaltens ist es

�

aquivalent zum Programmteil 2.3.1, 2.3.2 von Ver-

fahren 2.2.4. Algorithmus 2.2.4 ist einer Analyse weniger zug

�

anglih, weil dort

Variablen in jedem Durhlauf

�

ubershrieben werden und deshalb f

�

ur mehrere

vershiedene Objekte verwendet werden. In vorstehendem Programm hingegen
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wird f

�

ur jedes Objekt eine eigene Variable verwendet. In diesem Unterabshnitt

nehmen wir also die Fehleranalyse der Teile 2.3.1, 2.3.2 von Algorithmus 2.2.4

unter Verwendung der Notation vorstehenden Programmst

�

ukes vor. Wir neh-

men o.B.d.A. an, da� die Bedingung in der IF-Abfrage nie erf

�

ullt ist, die Cluster

der modi�zierten Transformation also niht verkleinert werden.

Bei der Bildung der Cluster in 2.3.1 von Verfahren 2.2.4 werden abh

�

angig

vom Verh

�

altnis vershiedener Flie�punktwerte zueinander Programmverzweigun-

gen vorgenommen. Ein Vergleih (a) � (b) ist i.A. nat

�

urlih niht

�

aquivalent zu

a � b. Ist (a) � (b), so kann man

�

uber a und b selbst nur shw

�

ahere Aussagen

tre�en. Wir werden anshlie�end einige Folgerungen aus derartigen Flie�punkt-

vergleihen ziehen. Zuerst jedoh geben wir Absh

�

atzungen f

�

ur die tats

�

ahlihe

Norm der Spalten von L an, wenn diese in endliher Genauigkeit auf Norm 1

skaliert wurden.

Lemma 3.2.22 Der Vektor v 2 IR

k

werde mit dem Programm

� = 0

FOR i = 1 TO k DO � = � + v

2

i

FOR i = 1 TO k DO v

0

i

= v

i

=

p

�

in endliher Genauigkeit " normiert. In erster Ordnung von " gilt dann

k(v

0

)k

2

= 1 + e ; jej � (k=2 + 2) " :

Beweis:

Nah Lemma 3.2.5 gilt in erster Ordnung von "

(

p

�) = kvk

2

+ r ; jrj � (k=2 + 1)kvk

2

" ;

so da�

(v

0

i

) = v

i

=

p

� + r

0

i

; jr

0

i

j � (k=2 + 2)(jv

i

j=

p

�) "

folgt. Daraus folgt bereits die Aussage. Q.E.D.

Vor der mit obigem Programmst

�

uk beshriebenen Transformation werden die

Spalten von L zu 1 normiert (s. 1.2 von Verfahren 2.2.4). Nah der Normierung

gilt also

k[L

�i

℄k

2

= 1 + �

i

mit j�

i

j � (n+ 2) " ; i = 1 : : : 2n : (3.49)

Eine

�

ahnlihe Aussage k

�

onnen wir

�

uber Skalarprodukte vershiedener Spalten von

L formulieren.

Lemma 3.2.23 Seien u; v 2 IR

k

mit kuk

2

; kvk

2

= 1 + O(") und sei x > 3. Ist

(

q

2(u

T

v)

2

) � (1=x), so gilt tats

�

ahlih in erster Ordnung von " lediglih

ju

T

vj � 1=(

p

2x) + (k + 1) " :
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Beweis:

Ist erster Ordnung von " ist mit j"

i

j � "

(

q

2(u

T

v)

2

) = (1 + "

1

)

q

(1 + "

2

)(1 + "

3

) 2 (u

T

v + k "

4

kuk

2

kvk

2

)

2

= (1 + 2 "

5

)

p

2(ju

T

vj+ k "

4

) :

Also folgt

ju

T

vj �

1

p

2

(1 + 2 ")(

q

2(u

T

v)

2

) + k " �

1

p

2x

(1 + 3 ") + k "

�

1

p

2 x

+ (k + 1) "

Q.E.D.

Werden die Cluster gem

�

a� Teil 2.2 von Verfahren 2.2.4 gebildet, so gilt in-

nerhalb jedes Clusters (j[L

�i

℄

T

[L

�j

℄j) � (1=(10m)) = (�) f

�

ur i 6= j, es gilt also

in erster Ordnung von " tats

�

ahlih

j[L

�i

℄

T

[L

�j

℄j �

�

p

2

+ (2n+ 1) " ; i 6= j : (3.50)

Dies ist allerdings eine reht pessimistishe Absh

�

atzung. Shlie�lih wollen wir

eine weitere Aussage dieser Art f

�

ur die Norm von L zeigen.

Lemma 3.2.24 Sei m � 1 und

M;N 2 IR

2n�m

; k[M

�i

℄k

2

; k[N

�i

℄k

2

= 1 +O(") ; i = 1 : : :m :

Sei in endliher Genauigkeit "

(k[M N ℄

T

[M N ℄� Ik

E

)

= ((2

P

m

i=1

P

i�1

j=1

((M

T

�i

M

�j

)

2

+ (M

T

�i

N

�j

)

2

+ (N

T

�i

M

�j

)

2

+ (N

T

�i

N

�j

)

2

))

1=2

)

� (1=(10m)) ;

(3.51)

so gilt tats

�

ahlih in erster Ordnung von " lediglih

k[M N ℄

T

[M N ℄� Ik

E

�

1

10m

+m(4n+ 1) " :

Beweis:

Allgemein gilt f

�

ur � = (�

i

) = ((x

T

i

y

i

)) 2 IR

k

, x

i

; y

i

2 IR

2n

, kxk

2

; kyk

2

= 1+O(")

�

ahnlih wie in Lemma 3.2.4, 3.2.5 in erster Ordnung von "

((2

k

X

i=1

�

2

i

)

1=2

) = (2

k

X

i=1

�

2

i

)

1=2

(1 + ") ; jj � 1 +

k + 1

2

;
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also ist

((2

k

X

i=1

�

2

i

)

1=2

) � (2

k

X

i=1

�

2

i

)

1=2

(1� (1 +

k + 1

2

)") :

Weiterhin ist

(2

k

X

i=1

�

2

i

)

1=2

= (2

k

X

i=1

(x

T

i

y

i

)

2

)

1=2

+ r

0

; jr

0

j �

p

2 � 2n �

p

k" ;

so da� folgt

((2

k

X

i=1

�

2

i

)

1=2

) � [(2

k

X

i=1

(x

T

i

y

i

)

2

)

1=2

� 2

p

2n

p

k"℄[1� (1 +

1

2

(k + 1))"℄ :

Dies wenden wir auf (3.51) an (k = 4m(m � 1)=2) und bedenken dabei noh

(1=(10m)) � (1 + ")=(10m). In erster Ordnung von " gilt dann

[k[M N ℄

T

[M N ℄� Ik

E

� 4n

q

m(m� 1)"℄[1� (1+

1

2

(2m(m� 1)+1))"℄ �

1 + "

10m

;

d.h.

[k[M N ℄

T

[M N ℄� Ik

E

�

1

10m

(1 + ")[1 + (

3

2

+m(m� 1))"℄

+4n

q

m(m� 1) "

=

1

10m

+ [

1 + 3=2 +m(m� 1)

10m

+ 4n

q

m(m� 1)℄ "

�

1

10m

+m [

5

20m

2

+

1

10

+ 4n℄ "

�

1

10m

+m(4n + 1) "

Daraus folgt bereits die Aussage. Q.E.D.

Wird die Ordnung eines Clusters in endliher Genauigkeit anhand der Be-

dingung (3.51) festgestellt, so gilt f

�

ur den Cluster die in Lemma 3.2.24 genannte

exakte Ungleihung. Die exakte Ungleihung kann gegen

�

uber der in endliher Ge-

nauigkeit gepr

�

uften durhaus gro�e relative Fehler aufweisen.

Mit folgendem Satz k

�

onnen wir nun die Wirkung der ersten Transformation

auf die betro�enen Spalten von L angeben.

Satz 3.2.25 Sei n � m � 3 und L; diag(E

i

) 2 IR

2n�2n

. Sei " die Mashinenge-

nauigkeit und f

�

ur � = 1=(10m) sei bis auf einen kleinen relativen Fehler

" � minf

�

2n

;

�

50

g : (3.52)
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Sei E

i

= E

n+i

; i = 1 : : :m und E

i

� E

i+1

; i = 1 : : :m�1. Weiter sei bis auf einen

kleinen relativen Fehler

k[L

�i

℄k

2

� 1 + �

i

; j�

i

j � (n + 2) " ; i = 1 : : :m; n+ 1 : : : n+m; (3.53)

k[L

�1

� � �L

�m

L

�n+1

� � �L

�n+m

℄

T

[L

�1

� � �L

�m

L

�n+1

� � �L

�n+m

℄� Ik

E

� �+m(4n+ 1) " ;

(3.54)

und

E

2

1

� (1 + �)E

2

m

: (3.55)

Die Operationen 2.3.1, 2.3.2 von Verfahren 2.2.4 werden f

�

ur einen Cluster

der Ordnung 2m in endliher Genauigkeit " durhgef

�

uhrt. Unter Verwendung

der Notation des Programmst

�

ukes von Seite 135 gilt nah Beendigung bis auf

einen kleinen relativen Fehler f

�

ur alle berehneten [L

[p℄

�i

℄, p 2 f2; : : : ; mg, i 2

f1; : : : ; p; n+ 1; : : : ; n+ pg,

[L

[p℄

�i

℄ = [L

�i

℄ + [l

�i

℄ ; k[l

�i

℄k

2

�

8

>

<

>

:

0 i = 1

2� i = 2 : : : p

0:5

p

� i = n+ 1 : : : n+ p :

(3.56)

Au�erdem gilt

j[L

[m℄

�n+q

℄

T

[L

[m℄

�p

℄j � 4� ; p; q 2 f2; : : : ; mg : (3.57)

Beweis:

Zuerst wird (3.56) betrahtet, was lediglih f

�

ur p = m zu zeigen ist. Die Gleihung

f

�

ur k[l

�1

℄k

2

ergibt sih unmittelbar aus dem Verfahren, denn die erste Spalte von

L wird niht ver

�

andert. Wir werden nun eine Shranke f

�

ur k[l

�p

℄k

2

f

�

ur 2 � p � m

bestimmen. Wird Algorithmus 2.2.4 ausgef

�

uhrt und verwenden wir die Notation

von Seite 135, so gilt aufgrund der evtl. Clusterverkleinerung (IF-Abfrage mit

Variable sum) und exakter Ganzzahlrehnung

(~r

[p℄

T

~r

[p℄

) � �

2

(1 + ") ; (3.58)

wobei ~r

[p℄

= (r

[p℄

). Weil nah Lemma 3.2.4 in erster Ordnung von "

(~r

[p℄

T

~r

[p℄

) = ~r

[p℄

T

~r

[p℄

+ % ; j%j � (p� 1)~r

[p℄

T

~r

[p℄

"

ist, folgt in erster Ordnung von "

~r

[p℄

T

~r

[p℄

� (~r

[p℄

T

~r

[p℄

) + j%j � �

2

(1 + ") + (p� 1)~r

[p℄

T

~r

[p℄

" ;

d.h.

~r

[p℄

T

~r

[p℄

� �

2

(1 + ")(1 + (p� 1) ") :
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Also ist

k~r

[p℄

k

2

� � (1 +

p

2

") � � (1 +

�

4

) : (3.59)

F

�

ur ~�

[p℄

= (�

[p℄

) = ((1� r

[p℄

T

r

[p℄

)

1=2

) gilt wegen (3.58)

(1� �

2

)(1� 2 ") � (1� �

2

)

1=2

(1� 2 ") � ~�

[p℄

� 1 ; (3.60)

au�erdem ist

1 � (�

[p℄

�1

) � (1� �

2

)

�1=2

(1 + 3 ") � (1 + �

2

)(1 + 3 ") : (3.61)

Damit gilt gem

�

a� Algorithmus 2.2.4 in erster Ordnung von "

L

[p℄

kp

= (L

[p℄

kp

) = (�

[p℄

�1

(L

[p�1℄

kp

�

p�1

X

q=1

L

[p�1℄

kq

~r

[p℄

q

))

= (�

[p℄

�1

)(L

[p�1℄

kp

�

p�1

X

q=1

L

[p�1℄

kq

~r

[p℄

q

) + Y

[p℄

k

mit

jY

[p℄

k

j � (�

[p℄

�1

)(jL

[p�1℄

kp

j+

p�1

X

q=1

jL

[p�1℄

kq

jj~r

[p℄

q

j)p " : (3.62)

Also ist L

[p℄

kp

= L

[p�1℄

kp

+ l

kp

mit

jl

kp

j � j((�

[p℄

�1

)� 1)L

[p�1℄

kp

j+ j(�

[p℄

�1

)

p�1

X

q=1

L

[p�1℄

kq

~r

[p℄

q

j+ jY

[p℄

k

j : (3.63)

Wegen (3.59), (3.61) und (3.62) ist in erster Ordnung von "

j((�

[p℄

�1

)� 1)L

[p�1℄

kp

j+ jY

[p℄

k

j

� (3 "+ �

2

(1 + 3 "))jL

[p�1℄

kp

j+ (1 + �

2

)(jL

[p�1℄

kp

j+

p�1

X

q=1

jL

[p�1℄

kq

jj~r

[p℄

q

j)p "

� (�

2

+ (3 + 3�

2

+ (1 + �

2

)p) ")jL

[p�1℄

kp

j

+(1 + �

2

)�(1 + �=4)(

p�1

X

q=1

L

[p�1℄

kq

2

)

1=2

p ":

Mit (3.61) und (3.63) erhalten wir daraus einen Ansatz f

�

ur eine obere Shranke

von k[l

�p

℄k

2

. Es gilt in erster Ordnung von "

k[l

�p

℄k

2

� (�

2

+ 3(1 + �

2

) "+ (1 + �

2

)p ")k[L

�p

℄k

2

+(1 + �

2

)�(1 + �=4)k[L

[p�1℄

�1

� � �L

[p�1℄

�p�1

℄k

E

p "

+(1 + �

2

)(1 + 3 ") k[L

[p�1℄

�1

� � �L

[p�1℄

�p�1

℄k

2

k~r

[p℄

k

2

:
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Dabei ist [L

[p�1℄

�1

� � �L

[p�1℄

�p�1

℄ = [L

�1

� � �L

�p�1

℄+[l

�1

� � � l

�p�1

℄ und wegen Lemma 3.2.24

sowie (3.52) ist

k[L

�1

� � �L

�p�1

℄k

2

� (1 + k[L

�1

� � �L

�p�1

℄

T

[L

�1

� � �L

�p�1

℄� Ik

2

)

1=2

� (1 + �+ p(4n+ 1) ")

1=2

� 1:12 :

Verwenden wir noh

k[L

[p�1℄

�1

� � �L

[p�1℄

�p�1

℄k

E

�

p

pk[L

[p�1℄

�1

� � �L

[p�1℄

�p�1

℄k

2

und (3.49), so folgt wegen (3.52) in erster Ordnung von " shlie�lih

k[l

�p

℄k

2

� � [(�+

3(1 + �

2

)

50

+

1 + �

2

2

)(1 + (n+ 2) ")

+(1 + �

2

) (1 +

�

4

)(1:12 + k[l

�1

� � � l

�p�1

℄k

2

)

p

p

p�

2n

+(1 + �

2

)(1:12 + k[l

�1

� � � l

�p�1

℄k

2

) (1 +

�

4

)℄

� � [1:78 + 1:04 (

p�1

X

q=1

k[l

�q

℄k

2

2

)

1=2

℄ :

Die letztgenannte obere Shranke f

�

ur die k[l

�p

℄k

2

wird also von der Folge (a

p

) mit

a

1

= 0 und

a

p

= �(1:78 + 1:04 (

p�1

X

q=1

a

2

q

)

1=2

) ; p � 2

majorisiert. F

�

ur p � 2 ist a

p

� a

p�1

�

aquivalent zu (

P

p�1

q=1

a

2

q

)

1=2

� (

P

p�2

q=1

a

2

q

)

1=2

und dies bedeutet, da� die Folge (a

p

) monoton w

�

ahst. Sie wird daher von der

Folge (b

p

) mit b

1

= 0 und

b

p

= �(1:78 + 1:04

p

mb

p�1

) ; p � 2

majorisiert. Eine obere Shranke der b

p

erhalten wir f

�

ur p � 2 aus

b

p

=

p�2

X

q=0

(1:04�

p

m)

q

(1:78�)

= 1:78�

1� (1:04�

p

m)

p�1

1� 1:04�

p

m

� �

1:78

1� 1:04�

p

m

� 1:99� :
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F

�

ur 2 � p � m ist also k[l

�p

℄k

2

� 1:90�. Anshlie�end werden wir eine Shranke

von k[l

�j

℄k

2

f

�

ur j > n bestimmen. Sei dazu 2 � p � m und 1 � q < p. In erster

Ordnung von " gilt gem

�

a� Algorithmus 2.2.4

L

[p℄

k;n+q

= (L

[p℄

k;n+q

) (3.64)

= (L

[p�1℄

k;n+q

+ r

[p℄

q

(E

p

=E

q

)

2

L

[p�1℄

k;n+p

)

= (1 + "

[p�1℄

1

)L

[p�1℄

k;n+q

+ (1 + "

[p�1℄

2

)~r

[p℄

q

(E

p

=E

q

)

2

L

[p�1℄

k;n+p

)

mit j"

[p�1℄

1

j � " ; j"

[p�1℄

2

j � 5 "

= (1 + "

[p�1℄

1

) ((1 + "

[p�2℄

1

)L

[p�2℄

k;n+q

+ (1 + "

[p�2℄

2

)~r

[p�1℄

q

(E

p�1

=E

q

)

2

L

[p�2℄

k;n+p

)

+(1 + "

[p�1℄

2

)~r

[p℄

q

(E

p

=E

q

)

2

L

[p�1℄

k;n+p

mit j"

[p�2℄

1

j � " ; j"

[p�2℄

2

j � 5 "

= (1 + "̂

[p�2℄

1

)L

[p�2℄

k;n+q

+ (1 + "̂

[p�2℄

2

)~r

[p�1℄

q

(E

p�1

=E

q

)

2

L

[p�2℄

k;n+p

+ (1 + "̂

[p�1℄

2

)~r

[p℄

q

(E

p

=E

q

)

2

L

[p�1℄

k;n+p

mit j"̂

[p�2℄

1

j � 2 " ; j"̂

[p�2℄

2

j � 6 " ; j"̂

[p�1℄

2

j � 5 "

.

.

.

= (1 + "̂

[q℄

1

)L

[q℄

k;n+q

+

p

X

i=q+1

(1 + "̂

[i�1℄

2

)~r

[i℄

q

(E

i

=E

q

)

2

L

[i�1℄

k;n+p

mit j"̂

[q℄

1

j � (p� q) " ; j"̂

[i�1℄

2

j � (5 + (p� i)) " � (m+ 3) " :

Beahten wir noh L

[q℄

k;n+q

= (1 + ~")~�

[q℄

L

k;n+q

mit j~"j � ", so k

�

onnen wir

L

[p℄

k;n+q

= L

k;n+q

+ l

[p℄

k;n+q

mit

k[l

[p℄

�n+q

℄k

2

� j(1� (p� q + 1) ")~�

[q℄

� 1j k[L

�n+q

℄k

2

+

p

X

i=q+1

(1 + (m+ 3) ")j~r

[i℄

q

(E

i

=E

q

)

2

j kL

�n+p

k

2

shlie�en (es ist [L

�n+p

℄ = [L

[i�1℄

�n+p

℄ f

�

ur i � p). Wegen (3.60) ist dabei in erster

Ordnung von "

j(1� (p� q + 1) ")~�

[q℄

� 1j � j(1� (p� q + 1) ")(1� �

2

)(1� 2 ")� 1j

� (p� q + 3) "+ �

2

(1 + (p� q + 3) ")

� �

2

+ (1 + �

2

)(n + 2) "

� 0:11

p

� :

Weiterhin haben wir wegen (3.59) in erster Ordnung von "

p

X

i=q+1

(1 + (m + 3) ")j~r

[i℄

q

(E

i

=E

q

)

2

j
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� (1 + (m+ 3) ")

p

X

i=q+1

j~r

[i℄

q

j � (1 + (m + 3) ")

p

p� q(

p

X

i=q+1

(~r

[i℄

q

)

2

)

1=2

� (1 + (m+ 3) ")

p

p� q�(1 + �=4) � 0:33

p

� :

Es folgt

k[l

[p℄

�n+q

℄k

2

� 0:11

p

� k[L

�n+q

℄k

2

+ 0:33

p

� kL

�n+p

k

2

� 0:11

p

�(1 + (n + 2) ") + 0:33

p

�(1 + (n + 2) ")

� 0:45

p

�

Wegen [l

�n+q

℄ = [l

[m℄

�n+q

℄ ist (3.56) damit bewiesen. Es bleibt noh (3.57) zu zeigen.

Dazu formulieren wir (3.64) zun

�

ahst um. Es gibt Diagonalmatrizen

�

D = diag(1 + �"

k

) 2 IR

2n�2n

; j�"

k

j � m"

und

~

D

[i℄

= diag(1 + ~"

[i℄

k

) 2 IR

2n�2n

; i = q; : : : ; m� 1 ; j~"

[i℄

k

j � (m+ 3) " ;

mit

[L

[m℄

�n+q

℄ = ~r

[q℄

�

D[L

�n+q

℄ +

m

X

i=q+1

~r

[i℄

q

(E

i

=E

q

)

2

~

D

[i�1℄

[L

�n+m

℄ :

Daraus folgt mit [L

[m℄

�p

℄ = [L

�p

℄ + [l

�p

℄

j[L

[m℄

�n+q

℄

T

[L

[m℄

�p

℄j � j~r

[q℄

[L

�n+q

℄

T

�

D[L

�p

℄j+ j~r

[q℄

[L

�n+q

℄

T

�

D[l

�p

℄j

+

m

X

i=q+1

j~r

[i℄

q

(E

i

=E

q

)

2

j j[L

�n+m

℄

T

~

D

[i�1℄

[L

[m℄

�p

℄j :

Dabei ist wegen (3.50) in erster Ordnung von "

j[L

�n+q

℄

T

�

D[L

�p

℄j � j[L

�n+q

℄

T

[L

�p

℄j+ j[L

�n+q

℄

T

(

�

D � I)[L

�p

℄j

�

�

p

2

+ (2n+ 1) "+ k

�

D � Ik

2

� � (

1

p

2

+ 1 +

�

50

+

1

500

) � 1:71� ;

j[L

�n+q

℄

T

�

D[l

�p

℄j � j[L

�n+q

℄

T

[l

�p

℄j+ k

�

D � Ik

2

k[l

�p

℄k

2

� (1 + (n+ 2) "+ k

�

D � Ik

2

)k[l

�p

℄k

� (1 + (m+ n + 2) ") � 2�

� 2:07�
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sowie

j[L

�n+m

℄

T

~

D

[i�1℄

[L

[m℄

�p

℄j � j[L

�n+m

℄

T

~

D

[i�1℄

[L

�p

℄j+ j[L

�n+m

℄

T

~

D

[i�1℄

[l

�p

℄j

� j[L

�n+m

℄

T

[L

�p

℄j+ k

~

D

[i�1℄

� Ik

2

+ k

~

D

[i�1℄

k

2

k[l

�p

℄k

2

�

�

p

2

+ (2n+ 1) "+ (m + 3) "+ (1 + (m+ 3) ") � 2�

� 4:33� ;

also

j[L

�n+q

℄

T

[L

[m℄

�p

℄j � 1:71�+ 2:07�+

m

X

i=q+1

j~r

[i℄

q

j � 4:33�

� � (1:71 + 2:07 +

p

m(

m

X

i=q+1

(~r

[i℄

q

)

2

)

1=2

) :

Es gilt

P

m

i=q+1

(~r

[i℄

q

)

2

� (1 + ")=(10m)

2

, also folgt

j[L

[m℄

�n+q

℄

T

[L

[m℄

�p

℄j � � (3:78 +

p

m

1 + "

10m

) � 4� :

Damit ist auh (3.57) gezeigt. Q.E.D.

Wir kennen jetzt exakte Absh

�

atzungen der Ver

�

anderungen, die das in endli-

her Genauigkeit durhgef

�

uhrte Programmst

�

uk 2.3.1, 2.3.2 von Verfahren 2.2.4

an den betro�enen Spalten von L hervorruft. Diese Kenntnis werden wir nun bei

der Fehleranalyse der Transformation verwenden. Auh bei der Untersuhung der

Transformation 2.3.3, 2.3.4 von Verfahren 2.2.4 werden wir noh einmal darauf

zur

�

ukkommen.

Satz 3.2.26 Die Voraussetzungen des Satzes 3.2.25 seien erf

�

ullt. Der Teil 2.3.1,

2.3.2 von Verfahren 2.2.4 werde in endliher Genauigkeit " durhgef

�

uhrt. Dann

gilt folgendes Diagramm

L + ÆL; E

L;E (L

[m℄

);(E

0

)

?

+ÆL

-

Flie�punkt

Berehnung

�

�

�

�

�3

exakt

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, da� (L

[m℄

);(E

0

) durh Flie�punkt-

Berehnung mit Hilfe des Programmes aus den Eingangsmatrizen L;E entstehen.

Der diagonale Pfeil bedeutet, da� (L+ ÆL) �E durh exakte Rehtsmultiplikation

mit einer symplektishen Matrix in (L

[m℄

) � (E

0

)

�

ubergeht. Shlie�lih bedeutet

der senkrehte Pfeil, da� L+ ÆL durh Addition einer St

�

orung aus L hervorgeht.
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Shreibt man L = L

S

diag(kL

i

k

2

) und ÆL = ÆL

S

diag(kL

i

k

2

), so ist ÆL

S

in erster

Ordnung von " durh

kÆL

S

k

2

� 4:5m

p

m" (3.65)

beshr

�

ankt.

Beweis:

Wir verwenden die Notation

^

E = diag(E

1

; : : : ; E

m

)� diag(E

1

; : : : ; E

m

)

und

^

L = [L

�1

� � �L

�m

L

�n+1

� � �L

�n+m

℄ :

Bezeihnungen

^

L

[m℄

und

^

E

0

werden analog angewendet. Au�erdem wenden wir die

Notation des Programmst

�

ukes von Seite 135 an. Es werden mehrere Aussagen

aus dem Beweis von Satz 3.2.25 verwendet. Sei 1 � p � m und

[L

[p℄

�1

� � �L

[p℄

�p�1

℄ = ([L

[p℄

�1

� � �L

[p℄

�p

℄) = ([L

[p�1℄

�1

� � �L

[p�1℄

�p

℄ �

"

I �r

[p℄

=�

[p℄

0 �

[p℄

�1

#

) ;

wobei

r

[p℄

= [L

[p�1℄

�1

� � �L

[p�1℄

�p�1

℄

T

[L

[p�1℄

�p

℄ ; �

[p℄

= (1� r

[p℄

T

r

[p℄

)

1=2

:

Es gilt (L

[q℄

ki

) = L

[q�1℄

ki

, q = 1; : : : ; p� 1, und mit ~r

[p℄

= (r

[p℄

), ~�

[p℄

= (�

[p℄

) ist

(L

[p℄

kp

) = (�

[p℄

�1

(L

[p�1℄

kp

�

p�1

X

q=1

r

[p℄

q

L

[p�1℄

kq

))

= ~�

[p℄

�1

(L

[p�1℄

kp

�

p�1

X

q=1

~r

[p℄

q

L

[p�1℄

kq

) + Y

kp

;

wobei wegen Lemma 3.2.4 gilt

jY

kp

j � ~�

[p℄

�1

(jL

[p�1℄

kp

j+

p�1

X

q=1

j~r

[p℄

q

j jL

[p�1℄

kq

j)(p+ 2) " :

Wir verwenden nun (3.59) und (3.61) aus dem Beweis von 3.2.25. Danah gilt

k~r

[p℄

k

2

� �(1+�=4) und bis auf einen kleinen relativen Fehler 1 � ~�

[p℄

�1

� 1+�

2

.

In erster Ordnung von " ist daher nah Satz 3.2.25

k[Y

�p

℄k

2

� (1 + �

2

)(k[L

�p

℄k

2

+ k~r

[p℄

k

2

k[L

[p�1℄

�1

� � �L

[p�1℄

�p�1

℄k

E

)(p+ 2) "

� (1 + �

2

)(1 + �(1 + �=4)(

p�1

X

q=1

k[L

�q

℄ + [l

�q

℄k

2

2

)

1=2

)(p+ 2) "

� (1 + �

2

)(1 + �(1 + �=4)(1 + 2�)

q

p� 1)(p+ 2) "

� 1:07 (p+ 2) " : (3.66)
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Sei weiterhin

[L

[p℄

�n+1

� � �L

[p℄

�n+p

℄ = ([L

[p℄

�n+1

� � �L

[p℄

�n+p

℄)

= ([L

[p�1℄

�n+1

� � �L

[p�1℄

�n+p

℄ �

"

I 0

r

[p℄

T

diag(E

2

p

=E

2

1

; : : : ; E

2

p

=E

2

p�1

) �

[p℄

#

) :

Gem

�

a� Verfahren 2.2.4 ist dann (L

[m℄

k;n+m

) = (�

[m℄

L

k;n+m

), also

([L

[m℄

�n+m

℄) = ~�

[m℄

[L

�n+m

℄+ [Y

�n+m

℄ ; k[Y

�n+m

℄k

2

� ~�

[m℄

k[L

�n+m

℄k

2

" � " : (3.67)

F

�

ur q < m verwenden wir (3.64) aus dem Beweis von Satz 3.2.25, woraus wir

([L

[m℄

�n+q

℄) = ~�

[q℄

[L

�n+q

℄ +

m

X

i=q+1

~r

[i℄

q

(

E

i

E

q

)

2

[L

�n+m

℄ + [Y

�n+q

℄

mit

k[Y

�n+q

℄k

2

� (m� q + 1)~�

[q℄

k[L

�n+q

℄k

2

"

+(m + 3)

m

X

i=q+1

j~r

[i℄

q

j j(

E

i

E

q

)

2

k[L

�n+m

℄k

2

"

� m"+ (m+ 3)

p

m� q(

m

X

i=q+1

~r

[i℄

2

q

)

1=2

"

shlie�en. Aufgrund der evtl Clusterverkleinerung im Programm (IF-Abfrage mit

Variable sum) gilt bis auf einen kleinen relativen Fehler

(

m

X

i=q+1

~r

[i℄

2

q

)

1=2

� �

2

;

so da� folgt

k[Y

�n+q

℄k

2

� m"+ (m+ 3)

p

m� q�

2

" � m"(1 + (1 +

3

m

)

1

100

p

mm

)

� 1:01m" : (3.68)

Zusammengefa�t haben wir in (3.66), (3.67) und (3.68) die maximalen Fehler

angegeben, die die in endliher Genauigkeit " berehneten neuen Spalten von

^

L

gegen

�

uber den neuen Spalten haben, wenn diese in exakter Arithmetik berehnet

worden w

�

aren. Wir werden nun ein symplektishes T und ein ÆL konstruieren,

die den Forderungen des Satzes gen

�

ugen. Sei

^

R

[p℄

1

=

"

I

p�1

�~r

[p℄

=~�

[p℄

0 ~�

[p℄

�1

#

� I

m�p

;
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^

R

[p℄

2

=

"

I

p�1

0

~r

[p℄

T

diag(E

2

p

=E

2

1

; : : : ; E

2

p

=E

2

p�1

) ~�

[p℄

#

� I

m�p

und damit

^

T =

m

Y

p=2

(

^

R

[p℄

1

�

^

R

[p℄

2

) :

Weiter sei

^

S = diag(E

1

=E

1

; : : : ; E

1

=E

m

)� diag(E

1

=E

1

; : : : ; E

m

=E

1

) :

Wir werden wir zeigen, da� T =

^

E

�1

^

T

^

E

^

S symplektish ist (die mit
~
� versehenen

Werte sind dabei Flie�punktwerte). Weil

^

S trivialerweise bereits selbst symplek-

tish ist, ist dies nur noh f

�

ur

^

E

�1

^

T

^

E zu zeigen. Aus

diag(E

�1

1

; : : : ; E

�1

m

)

m

Y

p=2

(

^

R

[p℄

1

) diag(E

1

; : : : ; E

m

)

= (diag(E

1

; : : : ; E

m

)

m

Y

p=2

(

^

R

[p℄

�T

1

) diag(E

�1

1

; : : : ; E

�1

m

))

�T

= (

m

Y

p=2

"

I

p�1

0

E

p

~r

[p℄

T

diag(E

�1

1

; : : : ; E

�1

p�1

) ~�

#

)

�T

(3.69)

und

diag(E

�1

1

; : : : ; E

�1

m

)

m

Y

p=2

(

^

R

[p℄

2

) diag(E

1

; : : : ; E

m

)

=

m

Y

p=2

"

I

p�1

0

E

p

~r

[p℄

T

diag(E

�1

1

; : : : ; E

�1

p�1

) ~�

[p℄

#

; (3.70)

folgt aber unmittelbar, da�

^

E

�1

^

T

^

E als die direkte Summe von (3.69) und (3.70)

symplektish ist. Als n

�

ahstes bestimmen wir ein ÆL, das der Gleihung

(

^

L

[m℄

)(

^

E

0

) = (

^

L + Æ

^

L)

^

ET = (

^

L + Æ

^

L)

^

T

^

E

^

S (3.71)

und skaliert der Ungleihung 3.65 gen

�

ugt. Nah 2.3.2 von Verfahren 2.2.4 gilt

(

^

E

0

) = �

^

E

^

S ; � = diag(1 + "

i

) ; j"

i

j � 2 "; i = 1 : : :m :

Also ist (3.71)

�

aquivalent zu

(

^

L

[m℄

)� = (

^

L + Æ

^

L)

^

T : (3.72)

Wir haben zu Beginn bereits gezeigt, da� Verfahren 2.2.4 (

^

L

[m℄

) =

^

L

^

T + Y

liefert, wobei auh die Normen der Spalten von Y bereits bestimmt worden sind.
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Es gilt

(

^

L

[m℄

)� =

^

L

^

T�+ Y�

= (

^

L

^

T�

^

T

�1

+ Y�

^

T

�1

)

^

T

= (

^

L+

^

L(

^

T�

^

T

�1

� I) + Y�

^

T

�1

)

^

T

= (

^

L+ Æ

^

L)

^

T :

Auf diese Weise haben wir also ein Æ

^

L de�niert, das (3.72) gen

�

ugt und f

�

ur das

bis auf einen kleinen relativen Fehler

kÆ

^

L

S

k

2

= kÆ

^

L diag(k[

^

L

�i

℄k

2

)

�1

k

2

= kÆ

^

Lk

2

= k

^

L(

^

T�

^

T

�1

� I) + Y�

^

T

�1

k

2

� k

^

Lk

2

k

^

T�

^

T

�1

� Ik

2

+ kY�

^

T

�1

k

2

gilt. Dabei ist k

^

Lk

2

�

p

2m. Weiter ist

k

^

T�

^

T

�1

� Ik

2

= k

^

T (�� I)

^

T

�1

k

2

� k

^

Tk

2

k

^

T

�1

k

2

k�� Ik

2

und wir k

�

onnen mit

�

R

[p℄

=

"

I

p�1

0

~r

[p℄

T

~�

[p℄

#

bis auf einen kleinen relativen Fehler

k

^

Tk

2

= maxfk

m

Y

p=2

^

R

[p℄

1

k

2

; k

m

Y

p=2

^

R

[p℄

2

k

2

g

� maxfk(

m

Y

p=2

^

R

[p℄

�T

1

)

�T

k

2

;

kdiag(E

2

1

; : : : ; E

2

m

)

m

Y

p=2

(

�

R

[p℄

) diag(E

�2

1

; : : : ; E

�2

m

)k

2

g

� maxf(1� kI �

m

Y

p=2

�

R

[p℄

k

E

)

�1

;

E

2

1

E

2

m

(1 + kI �

m

Y

p=2

�

R

[p℄

k

E

)g

� maxf(1� �)

�1

; (1 + �)

2

g

= (1 + �)

2

sowie

k

^

T

�1

k

2

� k(

^

ET

^

S

�1

^

E

�1

)

�1

k

2

� k

^

E

^

Sk

2

k

^

E

�1

k

2

kT

�1

k

2

= k

^

E

^

Sk

2

k

^

E

�1

k

2

kTk

2

� k

^

E

^

Sk

2

k

^

E

�1

k

2

k

^

E

�1

^

T

^

E

^

Sk

2

� k(

^

E

^

S)

2

k

2

k

^

E

�2

k

2

k

^

Tk

2

� E

2

1

=E

2

m

(1 + �)

2

� (1 + �)

3
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absh

�

atzen. Also ist in erster Ordnung von "

k

^

Lk

2

k

^

T�

^

T

�1

� Ik

2

�

p

2m � 2 (1 + �)

5

" � 3:34

p

m" : (3.73)

Shlie�lih bestimmen wir noh eine obere Shranke von kY�

^

T

�1

k

2

. Wegen

(3.66), (3.67) und (3.68) gilt in erster Ordnung von "

kY�

^

T

�1

k

2

� kY k

2

k

^

T

�1

k

2

� (1:07

p

m(m+ 2) "+ "+ 1:01

p

mm")(1 + �)

3

� 3:30m

p

m" : (3.74)

Addition von (3.73) und (3.74) ergibt

kÆL

S

k

2

= kÆ

^

L

S

k

2

� m

p

m (3:34=m+ 3:30) " � 4:5m

p

m" ;

also die Aussage des Satzes. Q.E.D.

Wir k

�

onnen nun die zweite Transformation des modi�zierten Zyklus, also die

Transformation 2.3.3, 2.3.4 von Verfahren 2.2.4 behandeln. Auh hier ist es n

�

utz-

lih, das relevante Programmst

�

uk nohmals auf eine Weise niederzushreiben, die

der Analyse zug

�

angliher ist. Dabei gehen wir davon aus, da� die Eingangsma-

trizen L und E vom Programmst

�

uk auf Seite 135 unter den Voraussetzungen

des Satzes 3.2.25 erzeugt wurden. Dann gelten f

�

ur die Spalten [L

�i

℄ = [L

[m℄

�i

℄ die

Aussagen von Satz 3.2.25 und es ist E

1

= : : : = E

m

= E

n+1

� : : : � E

n+m

sowie

bis auf einen kleinen relativen Fehler E

n+m

� (1+�)

�1

E

n+1

. Wir setzen o.B.d.A.

wieder num= 1 und low[lu℄ = 1 sowie 3 � m = upp[lu℄ � n voraus. Das zu

untersuhende Programmst

�

uk lautet dann

FOR p = 1 TO m DO

U

pp

= �

P

2n

k=1

L

kp

L

k;n+p

FOR q = p+ 1 TO m DO

y

pq

=

P

2n

k=1

L

k;n+q

L

kp

z

pq

=

P

2n

k=1

L

kq

L

k;n+p

U

pq

= �(y

pq

+ (E

n+p

=E

n+q

)z

pq

)=2

U

qp

= �((E

n+q

=E

n+p

)y

pq

+ z

pq

)=2

ENDFOR

ENDFOR

FOR p = 1 TO m DO

FOR q = 1 TO m DO

[L

0

�n+p

℄ = [L

�n+p

℄ + U

qp

[L

�q

℄

ENDFOR

ENDFOR
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T

L; J)

Es sei nohmals angemerkt, da� E niht ver

�

andert wird. Hinsihtlih der Feh-

leranalayse ist vorstehendes Programmst

�

uk

�

aquivalent zu den Teilen 2.3.3, 2.3.4

von Verfahren 2.2.4. Vorstehende Darstellung hat den Vorteil, da� zuerst die Ma-

trix U vollst

�

andig explizit gebildet wird und anshlie�end die Transformation

durhgef

�

uhrt wird. [L

�i

℄ f

�

ur i � m und E bleiben unver

�

andert bestehen.

Satz 3.2.27 Die Matrizen L und E = diag(E

1

: : : E

2n

) seien unter Anwendung

des Satzes 3.2.25 entstanden, die Aussagen von Satz 3.2.25 seien also erf

�

ullt und

es sei E

1

= E

m

= E

n+1

� : : : � E

n+m

sowie bis auf einen kleinen relativen

Fehler E

n+m

� (1 + �)

�1

E

n+1

. Der Teil 2.3.3, 2.3.4 von Verfahren 2.2.4 werde

f

�

ur einen Cluster der Ordnung 2m in endliher Genauigkeit " durhgef

�

uhrt. Dann

gilt folgendes Diagramm

L + ÆL; E

L;E (L

0

); E

?

+ÆL

-

Flie�punkt

Berehnung

�

�

�

�

�3

exakt

Dabei bedeutet der horizontale Pfeil, da� (L

0

); E durh Flie�punkt-Bereh-

nung mit Hilfe des Programmst

�

ukes aus den Eingangsmatrizen L;E entstehen.

Der diagonale Pfeil bedeutet, da� (L+ ÆL) �E durh exakte Rehtsmultiplikation

mit einer symplektishen Matrix in (L

0

) � E

�

ubergeht. Shlie�lih bedeutet der

senkrehte Pfeil, da� L + ÆL durh Addition einer St

�

orung aus L hervorgeht.

Shreibt man L = L

S

diag(kL

�i

k

2

) und ÆL = ÆL

S

diag(kL

�i

k

2

), so ist ÆL

S

in erster

Ordnung von " durh

kÆL

S

k

2

� 2:9m

p

m" (3.75)

beshr

�

ankt.

Beweis:

Wie angek

�

undigt, wird niht das Programmst

�

uk 2.3.3, 2.3.4 von Verfahren

2.2.4 analysiert, sondern das

�

aquivalente Programmst

�

uk auf Seite 149. Sei

^

U =

(

^

U)

1�p;q�m

und f

�

ur 1 � p; q � m sei

^

U

qp

= �

1

2

(

E

n+q

E

n+p

([L

�n+q

℄

T

[L

�p

℄) + ([L

�q

℄

T

[L

�n+p

℄)) : (3.76)

Dann ist

~

U

qp

= (U

qp

) =

^

U

qp

+ r

qp

mit

jr

qp

j � "(2

E

n+q

E

n+p

j([L

�n+q

℄

T

[L

�p

℄)j+ j([L

�q

℄

T

[L

�n+p

℄)j) :
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Wegen Lemma 3.2.4, (3.52) und (3.57) gilt

j([L

�n+q

℄

T

[L

�p

℄)j � jL

�n+q

℄

T

[L

�p

℄j+ n " k[L

�n+q

℄k

2

k[L

�p

℄k

2

� 4�+ n "(1 +

p

�

2

)(1 + 2�)

� 4�(1 +

n

4�

�

2n

(1 +

p

�

4

)(1 + 2�) � 4:59�

und analog j([L

�q

℄

T

[L

�n+p

℄)j � 4:59�. Es folgt

jr

qp

j � " (2

E

n+q

E

n+p

+ 1) � 4:59�

� 14:08� "

und bis auf einen kleinen relativen Fehler

j

~

U

qp

j �

1

2

(

E

n+q

E

n+p

j([L

�n+q

℄

T

[L

�p

℄)j+ j([L

�q

℄

T

[L

�n+p

℄)j

�

1

2

((1 + �) + 1) � 4:59� � 4:67� :

Es folgt

(L

0

k;n+p

)

= (L

k;n+p

+

m

X

q=1

L

kq

U

qp

)

= L

k;n+p

+

m

X

q=1

L

kq

~

U

qp

+W

0

kp

; jW

0

kp

j � " (m+ 1)(jL

k;n+p

j+

m

X

q=1

jL

kq

~

U

qp

j) :

Wegen

m

X

q=1

L

kq

~

U

qp

=

m

X

q=1

L

kq

^

U

qp

+

m

X

q=1

L

kq

r

qp

folgt

(L

0

k;n+p

) = L

k;n+p

+

m

X

q=1

L

kq

^

U

qp

+W

00

kp

und wegen (3.76) ist in erster Ordnung von "

jW

00

kp

j � " (m+ 1)(jL

k;n+p

j+

m

X

q=1

jL

kq

~

U

qp

j) + 14:08� "

m

X

q=1

jL

kq

j

� " (m+ 1)jL

k;n+p

j+ � "((m+ 1) � 4:67 + 14:08)

m

X

q=1

jL

kq

j :
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T

L; J)

Also ist

[(L

0

�n+p

)℄ = [L

�n+p

℄ +

m

X

q=1

[L

�q

℄

^

U

qp

+ [W

00

�p

℄

mit

k[W

00

�p

℄k

2

� " (m+ 1)k[L

�n+p

℄k

2

+ " � (4:67m+ 18:75)

p

mk[L

�1

� � �L

�m

℄k

E

:

Wegen (3.56) ist k[L

�1

� � �L

�m

k

2

E

� m (1 + 2�)

2

, so da� folgt

k[W

00

�p

℄k

2

� " [(m+ 1)(1 +

p

�=2) + � (4:67m+ 18:75)m (1 + 2�)℄

� 2:62m" :

In erster Ordnung von " ist daher

[(L

0

�n+1

) � � �(L

0

�n+m

)℄ = ([L

�n+1

� � �L

�n+m

℄ + [L

�1

� � �L

�m

℄U)

= [L

�n+1

� � �L

�n+m

℄ + [L

�1

� � �L

�m

℄

^

U + [W

00

�1

� � �W

00

�m

℄

mit

k[W

00

�1

� � �W

00

�m

℄k

2

�

p

m max

1�p�m

k[W

00

�p

℄k

2

� 2:62

p

mm" :

Wir werden nun ein geeignetes symplektishes T und daraus ein ÆL konstruieren,

das den Behauptungen des Satzes gen

�

ugt. Es gilt

(L

0

) = LT

0

+W ; T

0

=

"

I

^

U

0 I

#

; W = [ 0

|{z}

n

W

00

�1

� � �W

00

�m

℄ :

Wir werden zeigen, da� T = E

�1

T

0

E symplektish ist. Es gilt

E

�1

T

0

E =

"

I (1=E

1

)

^

Udiag(E

n+1

: : : E

n+m

)

0 I

#

; denn E

1

= : : : = E

m

=

"

I X

0 I

#

;

wobei

X

qp

=

E

n+p

E

n+1

^

U

qp

= �

1

2E

n+1

(E

n+q

([L

�n+q

℄

T

[L

�p

℄) + E

n+p

([L

�q

℄

T

[L

�n+p

℄))=X

pq

ist. X ist also symmetrish und T symplektish. Aus diesem T gewinnen wir nun

ein ÆL, das (3.75) gen

�

ugt. Es gilt

(L

0

)E = (L+ ÆL)ET

() LT

0

+W = (L+ ÆL)ETE

�1

() L+WT

0�1

= L + ÆL

() ÆL = WT

0�1

() ÆL =W , denn T

0�1

=

"

I �U

0 I

#

() ÆL

S

= Wdiag(k[L

�i

℄k

�1

2

) :
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Wir haben also ein ÆL bestimmt, das der Absh

�

atzung

kÆL

S

k

2

� k[W

00

�1

� � �W

00

�m

℄k

2

max

1�i�m

(k[L

�n+i

℄k

�1

2

) � 2:62m

p

m" � (1�

p

�=2)

�1

� 2:89m

p

m"

gen

�

ugt und f

�

ur das deshalb die Aussage des Satzes gilt. Q.E.D.

Wie im vorangehenden Unterabshnitt fassen wir den bei der Operation 2.3

entstehenden maximalen R

�

ukw

�

artsfehler zusammen.

Satz 3.2.28 Die Matrizen L;E 2 IR

2n�2n

werden gem

�

a� 2.3 von Verfahren 2.2.4

in endliher Genauigkeit " bearbeitet transformiert. Der nihttriviale Teil der be-

teiligten Transformationsmatrizen sei jeweils m und es werde lediglih ein Cluster

transformiert. Es sei maxf7:5

p

m"; 4:5m

p

m"g < �

min

(L

S

) und L = L

S

D mit

D = diag(kL

�i

k

2

). Die nah der Transformation entstandenen Matrizen seien L

0

und E

0

. Dann gilt f

�

ur die Eigenwerte

��

n

� : : : � ��

1

< 0 < �

1

� : : : � �

n

��

0

n

� : : : � ��

0

1

< 0 < �

0

1

� : : : � �

0

n

des Problems EL

T

LEx = i�Jx bzw. des Problems E

0

L

0T

L

0

E

0

x = i�Jx in erster

Ordnung von "

j�

k

� �

0

k

j

�

k

�

(16m+ 15)

p

m

�

min

(L

S

)

" ; k = 1 : : : n (3.77)

Beweis:

Wegen Satz 3.2.10 und wegen des Wahstums der skalierten Kondition gem

�

a�

Satz 3.1.6 wird 4

p

2m � 1:2 � 1:1 " � 7:5 " < �

min

(L

S

) vorausgesetzt; wegen Satz

3.2.26 ist 4:5m

p

m" < �

min

(L

S

) vorauszusetzen. Wir werden wieder die nah den

betrahteten Operationen von Verfahren 2.2.4 jeweils entstandenen Matrizen mit

einem oberen Index versehen. Z.B. seien L

2:3:5

= L

0

, E

2:3:5

= E

0

die abshlie�end

entstandenen Matrizen. F

�

ur die St

�

orungen und die skalierten Matrizen werden

wir entsprehend verfahren. Dann gilt

wegen die Aussage

3.2.26 kÆL

S

k

2

� 4:5m

p

m"

3.2.27 kÆL

2:3:2

S

k

2

� 2:9m

p

m"

3.2.10,3.2.1 kÆL

2:3:5

S

k

2

� 4

p

2m"

Aus Satz 3.1.6 folgt wegen ! � 1=30 nah Wurzelbildung 1=�

min

(L

2:3:2

S

) �

1:1=�

min

(L

S

) und 1=�

min

(L

0

S

) � 1:2=�

min

(L

2:3:2

S

). Wegen Satz 1.0.5 und Lemma

3.2.2 folgt in erster Ordnung von "

j�

k

� �

0

k

j

�

k

�

2

�

min

(L

S

)

p

m(4:5m+ 1:1 (2:9m+ 1:2 � 4

p

2)) " :

Daraus folgt die Behauptung. Q.E.D.



Kapitel 4

Shiefsymmetrishe Zerlegung

PSP

T

= LJL

T

Soll zur L

�

osung des shiefsymmetrishen Eigenwertproblems

Sx = �x (4.1)

f

�

ur nihtsingul

�

ares shiefsymmetrishes S 2 IR

2n�2n

ein (implizites) Jaobi-

�

ahn-

lihes Verfahren gem

�

a� Kapitel 2 angewendet werden, so ist zun

�

ahst eine Zerle-

gung

PSP

T

= LJL

T

; J =

"

0 I

�I 0

#

(4.2)

notwendig, wobei P eine vorzeihenbehaftete Permutationsmatrix ist und L eine

permutierte untere Dreieksmatrix. Die Vorzeihen in P k

�

onnte man vermeiden,

wenn man etwas h

�

ohere Rehenzeit in Kauf n

�

ahme. Die Fehleranalyse w

�

are dann

jedoh dieselbe.

Im n

�

ahsten Abshnitt dieses Kapitels wird ein Verfahren zur Zerlegung (4.2)

beshrieben. Dabei handelt es sih um eine bereits in [6℄ eingef

�

uhrte, auf [7℄

basierende Methode. Im daran anshlie�enden Abshnitt nehmen wir die Fehler-

analyse des Verfahrens vor. Ein Abshnitt

�

uber die Beshr

�

anktheit der Kondition

der Matrix

K

S

= D

�1

L

T

LD

�1

; D = diag(kL

�i

k

2

) (4.3)

beenden das Kapitel.

Bevor wir im Detail auf den Algorithmus der Zerlegung eingehen, soll er zur

Verdeutlihung des Vorgehens in groben Z

�

ugen skizziert werden. Statt der Zerle-

gung (4.2) wird zuerst die Zerlegung

PSP

T

= L

0

J

n

L

0T

; wobei J

k

=

k

M

i=1

"

0 1

�1 0

#

; k 2 IN (4.4)
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mit einer vorzeihenbehafteten Permutationsmatrix P , die durh die Pivotierung

bestimmt wird, und einer unteren Dreieksmatrix L

0

vorgenommen. Wir werden

nun einen Shritt der Zerlegung (4.4) betrahten. Sei

�

P eine vorzeihenbehaftete

Permutationsmatrix mit

�

PS

�

P

T

=

"

A �M

T

M S

0

#

; A =

"

0 a

�a 0

#

; a > 0 ; (4.5)

wobei

a = max

i;j

jS

ij

j : (4.6)

Weil S nihtsingul

�

ar ist, kann tats

�

ahlih a > 0 gefordert werden, und es gibt

stets ein geeignetes

�

P . Es gilt

�

PS

�

P

T

=

�

L

"

J

1

0

0 S

1

#

�

L

T

(4.7)

mit

�

L =

"

B 0

N I

2n�2

#

; B = a

1=2

I

2

; N = �a

�1=2

MJ

1

; S

1

= S

0

�NJ

1

N

T

:

(4.8)

Rekursive Anwendung von (4.7) f

�

uhrt zur Zerlegung (4.4), wobei P das Produkt

der

�

P ist. F

�

ur die durh die Permutation

 

1 2 � � � n n + 1 n + 2 � � � 2n

1 3 � � � 2n� 1 2 4 � � � 2n

!

de�nierte Permutationsmatrix

^

P gilt

^

P

T

J

n

^

P = J ; (4.9)

also kann man die Zerlegung (4.2) mit einer Vertaushung von Spalten gem

�

a�

L = L

0

^

P (4.10)

gewinnen.

W

�

ahlt man

�

P in einem Shritt (4.5) so, da� (4.6) gilt, so erfolgt die Suhe nah

einer geeigneten Permutationsmatrix in der ZeitO(n

2

), in der gesamten Zerlegung

also in der Zeit O(n

3

). Zu dieser Wahl von

�

P gibt es jedoh Alternativen. W

�

ahlt

man wie in [6℄ z.B.

�

P im k-ten Shritt, 1 � k � n, so, da� a das betragsgr

�

o�te

Element der 2k�1- und 2k-ten Spalten von S wird, so kann die Pivotsuhe bereits

in der Zeit O(n) pro Shritt, also in der Zeit O(n

2

) in der gesamten Zerlegung,

erfolgen.
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T

= LJL

T

Die Rehenzeit der Zerlegung maht nur einen kleinen Teil der Rehenzeit

des gesamten Verfahrens zur L

�

osung des Eigenwertproblems (4.1) aus, so da� die

vollst

�

andige Pivotsuhe gem

�

a� (4.6) vorgezogen wird, zumal dann die Beshr

�

ankt-

heit der Kondition von K

S

aus (4.3) gezeigt werden kann und sih gem

�

a� [6℄ das

kleinste maximale Wahstum der Matrixelemente beim

�

Ubergang von S zu S

1

einstellt. Nah [6℄ ist das maximale Elementwahstum (der Quotient von betrags-

gr

�

o�tem Element in allen Zerlegungen und max

i;j

(jS

ij

j)) im Falle vollst

�

andiger

Pivotsuhe durh

1:8

p

2n(2n)

(ln(2n))=4

beshr

�

ankt.

4.1 Der Algorithmus der Zerlegung

In diesem Abshnitt geben wir den vollst

�

andigen Algorithmus der Zerlegung (4.2)

in einem Pseudoode an. Im n

�

ahsten Abshnitt werden wir die Fehleranalyse die-

ses Algorithmus' bei Rehnung in endliher Arithmetik vornehmen. Die Matrix

S = �S

T

2 IR

2n�2n

sei im Feld S gespeihert und der Ganzzahlvektor P der

L

�

ange 2n wird Informationen zur Permutation gem

�

a� (4.2) aufnehmen. Mit 

und % seien je ein tempor

�

arer Ganzzahl- bzw. Flie�punkt-Hilfsvektor der L

�

ange

2n bereitgestellt. Die Permutatiomsmatrix P wird durh einen gleihnamigen In-

dexvektor repr

�

asentiert. Wir k

�

onnen den Algorithmus der Zerlegung durh die

Prozedur

PROCEDURE ljlt(input,output: S; P ; ; %)

FOR i = 1 TO 2n DO P

i

= i

FOR k = 1 TO n DO

pivot(S; k; p; q; �) /* searh pivot element */

IF � = 0 THEN

WRITE(`matrix singular')

STOP

ELSE

perm(S; k; p; q; � < 0; P ) /* permute matrix */

newol(S; k; (�S

2k;2k�1

)

1=2

) /* ompute new olumns */

update(S; k) /* ompute redued matrix */

ENDIF

ENDFOR

makefator(S; ; %) /* �nal permutation */

END ljlt

ausdr

�

uken, die im Wesentlihen aus einigen weiteren Prozeduraufrufen besteht.

Letztere werden nahfolgend beshrieben. In der Prozedur pivot wird die Position

eines Elementes gem

�

a� (4.6) bestimmt:
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PROCEDURE pivot(input:S; k; output:p; q; �)

� = 0

FOR j = 2k � 1 TO 2n� 1 DO

FOR i = j + 1 TO 2n DO

IF jS

ij

j > j�j THEN

� = S

ij

p = i

q = j

ENDIF

ENDFOR

ENDFOR

� = sign(�)

END pivot

Mit der Prozedur perm werden die Zeilen und Spalten von S nun so permutiert,

da� das Element an der Position (p; q) an die Position (2k; 2k�1) r

�

ukt und dort

negatives Vorzeihen tr

�

agt. P wird entsprehend modi�ziert. Dabei werden wir

zur Abk

�

urzung die Notation x �! y bzw. x 	! y f

�

ur die Programmzeilen

� = y � = �y

y = x bzw. y = �x

x = � x = �

verwenden. Damit lautet die Prozedur

PROCEDURE perm(input,output: S; input: k; p; q;negative; input,output: P )

FOR i = 1 TO 2k � 2 DO S

2k�1;i

 �! S

qi

FOR i = 2k TO q � 1 DO S

i;2k�1

 	! S

qi

FOR i = q + 1 TO 2n DO S

i;2k�1

 �! S

iq

P

2k�1

 �! P

q

S

q;2k�1

= �S

q;2k�1

IF negative THEN

FOR i = 1 TO 2k � 1 DO S

2k;i

 �! S

pi

FOR i = 2k + 1 TO p� 1 DO S

i;2k

 	! S

pi

FOR i = p+ 1 TO 2n DO S

i;2k

 �! S

ip

P

2k

 �! P

p

ELSE

FOR i = 1 TO 2k � 1 DO S

2k;i

 	! S

pi

FOR i = 2k + 1 TO p� 1 DO S

i;2k

 �! S

pi

FOR i = p+ 1 TO 2n DO S

i;2k

 	! S

ip

P

2k

 	! P

p

ENDIF
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T

= LJL

T

S

p;2k

= �S

p;2k

END perm

Man k

�

onnte auf das Vorzeihen in P auh verzihten, wenn man andere Permuta-

tionen verwenden w

�

urde. Auh auf die Prozedur perm k

�

onnte man zur Laufzeit-

optimierung verzihten und statt dessen in permutierter Weise auf die Elemente

von S zugreifen. Aus Vereinfahungsgr

�

unden werden wir darauf niht n

�

aher ein-

gehen. Mit der Prozedur newol wird der neue Inhalt der Spalten 2k � 1 und 2k

von S, also der Submatrix N in (4.8), bestimmt.

PROCEDURE newol(input,output: S; input:k; )

S

2k;2k�1

= 0

S

2k�1;2k�1

= 

S

2k;2k

= 



0

= 1=

FOR i = 2k + 1 TO 2n DO

� = S

i;2k

� 

0

S

i;2k

= �S

i;2k�1

� 

0

S

i;2k�1

= �

ENDFOR

END newol

In update wird die Matrix S

1

gem

�

a� (4.7), (4.8) gebildet.

PROCEDURE update(input,output: S; input: k)

FOR j = 2k + 1 TO 2n� 1 DO

FOR i = j + 1 TO 2n DO

S

ij

= S

ij

� S

i;2k�1

S

j;2k

+ S

i;2k

S

j;2k�1

ENDFOR

ENDFOR

END update

Nah Abshlu� von update sind die Elemente in und unterhalb der Diagonalen

von S die Elemente des Faktors. In der Prozedur makefator werden die Elemente

oberhalb der Diagonalen von S gel

�

osht und die Permutation (4.10) wird vorge-

nommen, um shlie�lih den Faktor L zu erhalten.

PROCEDURE makefator(input,output: S; h; v)

FOR j = 2 TO 2n DO

FOR i = 1 TO j � 1 DO S

ij

= 0

h

i

= 0

ENDFOR

k = 2
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A: h

k

= 1

FOR i = 1 TO 2n DO v

i

= S

ik

B: IF k � n THEN l = 2k � 1 ELSE l = 2(k � n)

IF h

l

= 0 THEN

FOR i = 1 TO 2n DO S

ik

= S

il

k = l

h

k

= 1

GOTO B

ELSE

FOR i = 1 TO 2n DO S

ik

= v

i

ENDIF

FOR i = 2 TO 2n� 1 DO

IF h

i

= 0 THEN

k = i

GOTO A

ENDIF

ENDFOR

END makefator

Nah Abshlu� von makefator ist die Matrix L im Feld S gespeihert. Der Vek-

tor P bestimmt die vorzeihenbehaftete Permutationsmatrix P gem

�

a� (4.2). P

wird bei der Bestimmung der Eigenvektoren von S noh einmal ben

�

otigt.

4.2 Fehleranalyse

In diesem Abshnitt nehmen wir die Fehleranalyse der in Zerlegung aus 4.1 vor.

Mit der Notation jXj

ij

= (jX

ij

j) gilt

Satz 4.2.1 Sei S = �S

T

2 IR

2n�2n

. Wird der Algorithmus aus 4.1 in endliher

Genauigkeit " durhgef

�

uhrt und briht er niht wegen einer berehneten singul

�

aren

Zwishenmatrix ab, so gilt in erster Ordnung von " f

�

ur den berehneten Faktor

~

L = (L)

~

LJ

~

L

T

= PSP

T

+ F

jF j � 3n (jPSP

T

j+ j

~

Lj jJ j j

~

Lj

T

) " :

(4.11)

Dabei ist P eine vorzeihenbehaftete Permutationsmatrix.

Beweis:

Wie in [29℄ wird die Beweistehnik aus [18℄ zur Fehleranalyse der Gau�-Elimina-

tion verwendet. Die obige Prozedur makefator, die u.a. die Permutation (4.10)

vornimmt, wird in exakter Arithmetik durhgef

�

uhrt. Mit

^

P aus (4.9) ist daher

(4.11)

�

aquivalent zu

~

L

0

J

n

~

L

0T

= PSP

T

+ F

jF j � 3n (jPSP

T

j+ j

~

L

0

j jJ

n

j j

~

L

0

j

T

) " ;

(4.12)
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T

= LJL

T

wobei

~

L

0

= (L

0

) die in Flie�punktarithmetik berehnete Matrix in und unterhalb

der Diagonale des Feldes S vor Eintritt in die Prozedur makefator ist. Statt (4.11)

wird (4.12) mit vollst

�

andiger Induktion

�

uber n gezeigt.

F

�

ur n = 1 ist die Aussage o�ensihtlih erf

�

ullt. Zum Beweis des Induktions-

shrittes betrahten wir

P

0

SP

T

0

=

"

A �M

T

M S

0

#

; A =

"

0 a

�a 0

#

; a > 0

=

"

B 0

N I

# "

J

1

0

0 S

1

# "

B

T

N

T

0 I

#

=

"

BJ

1

B

T

BJ

1

N

T

NJ

1

B

T

NJ

1

N

T

+ S

1

#

mit einer vorzeihenbehafteten Permutationsmatrix P

0

. Dabei gilt in exakter

Arithmetik

B = a

1=2

I

N = �a

�1=2

MJ

1

S

1

= S

0

�NJ

1

N

T

und gem

�

a� betrahtetem Algorithmus in endliher Arithmetik

~

B = (B) = (a

1=2

I) = B + ÆB ; jÆBj � jBj "

~

N = (N) = (�(a

�1=2

)MJ

1

) = N + ÆN ; jÆN j � 3 jN j " :

Auh

~

S

1

= (S

1

) soll bestimmt werden. F

�

ur

~

N = [

~

N

�1

~

N

�2

℄ ist

(

~

NJ

1

~

N

T

)

ij

=

~

N

i1

~

N

j2

�

~

N

i2

~

N

j1

und daher in endliher Arithmetik

((

~

NJ

1

~

N)

ij

) = (

~

NJ

1

~

N)

ij

+R

ij

;

jR

ij

j � (j

~

N

i1

~

N

j2

j+ j

~

N

i2

~

N

j1

j) 2 " (1 +O(")) ;

also in erster Ordnung von "

(

~

NJ

1

~

N) =

~

NJ

1

~

N +R ; jRj � 2 j

~

N j jJ

1

j j

~

N j

T

" :

Es folgt

~

S

1

= (S

0

�

~

NJ

1

~

N) = S

0

�

~

NJ

1

~

N + ÆS

1

;

jÆS

1

j � 3 (jS

0

j+ j

~

N j jJ

1

j j

~

N j

T

) " :

(4.13)

Daraus ergibt sih auh

j

~

S

1

j � (1 + 3 ") (jS

0

j+ j

~

N j jJ

1

j j

~

N j

T

) :
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Nah Induktionsvoraussetzung wird von

~

S

1

in endliher Arithmetik ein Faktor

~

L

0

1

berehnet, so da�

~

L

0

1

J

n�1

~

L

0T

1

= P

1

~

S

1

P

T

1

+ F

1

;

jF

1

j � 3 (n� 1) (jP

1

~

S

1

P

T

1

j+ j

~

L

0

1

j jJ

n�1

j j

~

L

0

1

j

T

) " ;

(4.14)

mit einer vorzeihenbehafteten Permutationsmatrix P

1

gilt. Damit haben wir

~

S :=

"

~

B 0

~

N P

T

1

~

L

0

1

#

J

n

"

~

B

T

~

N

T

0

~

L

0T

1

P

1

#

=

"

~

B

~

J

1

~

B

T

~

BJ

1

~

N

T

~

NJ

1

~

B

T

~

NJ

1

~

N

T

+ P

T

1

~

L

0

1

J

n�1

~

L

0T

1

P

1

#

;

wobei wegen (4.13) und der Induktionsvoraussetzung (4.14)

~

NJ

1

~

N

T

+ P

T

1

~

L

0

1

J

n�1

~

L

0T

1

P

1

=

~

NJ

1

~

N

T

+ S

0

�

~

NJ

1

~

N

T

+ ÆS

1

+ P

T

1

F

1

P

1

= S

0

+ F

0

mit

jF

0

j

� jÆS

1

j+ jP

T

1

F

1

P

1

j

� 3 (jS

0

j+ j

~

N j jJ

1

j j

~

N j

T

) "

+3 (n� 1) ((1 + 3 ")(jS

0

j+ j

~

N j jJ

1

j j

~

N j

T

) + jP

T

1

~

L

0

1

j jJ

n�1

j jP

T

1

~

L

0

1

j

T

) "

� 3n (jS

0

j+ j

~

N j jJ

1

j j

~

N j

T

+ jP

T

1

~

L

0

1

j jJ

n�1

j jP

T

1

~

L

0

1

j

T

) "

in erster Ordnung von " gilt. In erster Ordnung von " folgt wegen n � 2

~

S =

"

A �M

T

M S

0

#

+ F

0

1

mit

jF

0

1

j

�

"

2 jBj jJ

1

j jBj

T

" 4 jBj jJ

1

j jN j

T

"

4 jN j jJ

1

j jBj

T

" jF

0

j

#

� 3n

"

j

~

Bj jJ

1

j j

~

Bj

T

j

~

Bj jJ

1

j j

~

N j

T

j

~

N j jJ

1

j j

~

Bj

T

jS

0

j+ j

~

N j jJ

1

j j

~

N j

T

+ jP

T

1

~

L

0

1

j jJ

n�1

j jP

T

1

~

L

0

1

j

T

#

"

� 3n (

"

jAj j �M j

T

jM j jS

0

j

#

+

"

j

~

Bj 0

j

~

N j jP

T

1

~

L

0

1

j

#

J

n

"

j

~

Bj

T

j

~

N j

T

0 jP

T

1

~

L

0

1

j

T

#

) " :

F

�

ur

~

L

0

=

"

~

B 0

P

1

~

N

~

L

0

1

#

; P

0

= I

2

� P

1

; P = P

0

P

0
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T

= LJL

T

ist also

~

L

0

J

n

~

L

0T

= P

0

"

~

B 0

~

N P

1

~

L

0

1

#

J

"

~

B

T

~

N

T

0

~

L

0T

1

P

T

1

#

P

0T

= P

0

"

~

BJ

1

~

B

T

~

BJ

1

~

N

T

~

N

1

J

~

B

T

~

NJ

1

~

N

T

+ P

1

~

L

0

1

J

n�1

~

L

0T

1

P

T

1

#

P

0T

= P

0

(

"

A �M

T

M S

0

#

+ F

0

1

)P

0T

= P

0

(P

0

SP

T

0

+ F

0

1

)P

0T

= PSP

T

+ F

mit

jF j � jP

0

F

0

1

P

0T

j � 3n (jP

0

P

0

SP

T

0

P

0T

j+ j

~

L

0

j jJ

n

j j

~

L

0

j

T

) "

� 3n (jPSP

T

j+ j

~

L

0

j jJ

n

j j

~

L

0

j

T

) " ;

womit der Induktionsshritt gezeigt ist. Q.E.D.

Der Beweis von Satz 4.2.1 verl

�

auft

�

uber weite Streken

�

ahnlih zum Beweis ei-

ner analogen Aussage in [29℄ (Th. 4.2.1 und nahfolgende Bemerkungen) f

�

ur sym-

metrishe inde�nite Zerlegungen im Falle von 1 � 1-Pivots. Die Shranke (4.11)

ist jedoh um den Faktor 2 g

�

unstiger als die entsprehende Fehlerabsh

�

atzung

in [29℄. Ursahe hierf

�

ur ist im Wesentlihen, da� beim Algorithmus 4.1 in jedem

Shritt zwei Spalten verarbeitet werden.

4.3 Zur Beshr

�

anktheit der skalierten Konditi-

on von L

T

L

In diesem Abshnitt betrahten wir die Matrix K

S

gem

�

a� (4.3). Wir werden

zeigen, da� ihre Kondition beshr

�

ankt ist, wobei die Shranke ausshlie�lih von

der Dimension abh

�

angt. Anshlie�end werden wir sog. � r�diagonaldominante

shiefsymmetrishe Matrizen einf

�

uhren und f

�

ur die wihtige Untermenge der �

2�diagonaldominanten Matrizen reht kleine obere Shranken f

�

ur die Kondition

�(K

S

) abgeben.

Satz 4.3.1 Wird die Zerlegung (4.2) von S = �S

T

2 IR

2n�2n

gem

�

a� Algorithmus

4.1 in exakter Arithmetik durhgef

�

uhrt, so ist die Kondition

�(K

S

) =

�

max

(K

S

)

�

min

(K

S

)

von K

S

aus (4.3) durh

�(K

S

) � n

1 + 2n

8

9

n

(4.15)

beshr

�

ankt.
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Beweis:

Wir verwenden die Beweistehnik aus [29℄. Sei

�

PS

�

P

T

=

"

A �M

T

M S

0

#

=

^

�

L

"

A 0

0 S

1

#

^

�

L

T

; A = aJ

1

; a > 0 (4.16)

mit J

1

gem

�

a� (4.2), wobei die vorzeihenbehaftete Permutationsmatrix

�

P gem

�

a�

Algorithmus 4.1 so gew

�

ahlt wird, da�

a = max

i>j

jS

ij

j

gilt. Wegen jM

ij

j � a ist dann

^

�

L =

"

I

2

0

�a

�1

MJ

1

I

2n�2

#

; j

^

�

L

ij

j � 1 ; 1 � i; j � 2n : (4.17)

Rekursive Anwendung von (4.16) liefert die Zerlegung

PSP

T

=

^

L

0

^

A

^

L

0T

= LJL

T

; (4.18)

wobei mit gewissen �

i

> 0 und � = �

n

i=1

(�

1=2

i

I

2

)

^

A =

n

M

i=1

(�

i

J

1

)

=

n

M

i=1

(�

1=2

i

I

2

) �

^

PJ

^

P

T

�

n

M

i=1

(�

1=2

i

I

2

)

= �

^

PJ

^

P

T

�

und

L =

^

L

0

�

^

P

gilt. Verwenden wir die Bezeihnung

(X

T

X)

S

= D

�1

X

(X

T

X)D

�1

X

; D

X

= diag(kX

�i

k

2

)

f

�

ur nihtsingul

�

ares X, so folgt

K

S

= (L

T

L)

S

= (

^

P

T

�

^

L

0T

^

L

0

�

^

P )

S

=

^

P

T

(

^

L

0T

^

L

0

)

S

^

P

=

^

P

^

D

0�1

^

L

0T

^

L

0

^

D

0�1

^

P ;

^

D

0

= diag(k

^

L

0

�i

k

2

) : (4.19)

Zur Bestimmung einer Shranke von �(K

S

) werden wir nun kK

S

k

2

und kK

�1

S

k

absh

�

atzen. Die Shranke

kK

S

k

2

� 2n (4.20)
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T

= LJL

T

ist wegen jK

S

ij

j � 1 trivial. Weiter folgt aus (4.19)

kK

�1

S

k

2

= k

^

D

0

^

L

0�1

^

L

0�T

^

D

0

k

2

: (4.21)

Wegen (4.17) gilt

^

D

0

2i�1

;

^

D

0

2i

� (1 + 2(n� i))

1=2

; i = 1 : : : n : (4.22)

Wir de�nieren nun

E

k

= (1)

1�i�2k ; 1�j�2

2 IR

2k�2

; E = E

1

: (4.23)

Wenn man

^

L

0

als Produkt von Matrizen (4.17) betrahtet, gilt

j

^

L

0�1

j �

�

L ;

wobei

�

L =

n�1

Y

i=1

2

6

4

I

2(n�i�1)

0 0

0 I

2

0

0 E

i

I

2i

3

7

5

(4.24)

= (

�

L

[i;j℄

)

1�i;j�n

mittels

�

L

[i;j℄

=

8

>

<

>

:

0

2

; i < j

I

2

; i = j

E(I + E)

i�j�1

; i > j

(4.25)

in 2� 2-Bl

�

oke partitioniert werden kann. Aus (4.21), (4.22) und (4.25) folgt

kK

�1

S

k

2

� k

^

D

0

�

L

�

L

T

^

D

0

k

2

� Tr

^

D

0

�

L

�

L

T

^

D

0

(4.26)

=

n

X

i=1

(1 + 2 (n� i))(2 +

i�1

X

j=1

Tr (E(I + E)

2(i�j�1)

E)) :

Dabei ist

i�1

X

j=1

Tr (E(I + E)

2(i�j�1)

E)

=

i�1

X

j=1

kE(I + E)

i�j�1

k

2

E

=

i�1

X

j=1

kE

i�j�1

X

k=0

 

i� j � 1

k

!

E

k

k

2

E

=

i�1

X

j=1

kE

i�j�1

X

k=0

 

i� j � 1

k

!

2

k�1

Ek

2

E

= kEk

2

E

i�1

X

j=1

(

i�j�1

X

k=0

 

i� j � 1

k

!

2

k

)

2

= 4

i�1

X

j=1

3

2(i�j�1)

= 4

i�2

X

j=0

9

j

= 4

9

i�1

� 1

8
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und daher

kK

�1

S

k

2

�

n

X

i=1

(1 + 2 (n� i))(2 +

9

i�1

� 1

2

) �

1 + 2n

2

n�1

X

i=0

9

i

=

1 + 2n

2

9

n

� 1

8

�

1 + 2n

16

9

n

: (4.27)

Aus (4.20) und (4.27) folgt die Aussage des Satzes. Q.E.D.

Ein Vergleih von (4.15) mit der entsprehenden Shranke

2n (1 + 30n) � 3:781

4n

f

�

ur inde�nite Zerlegungen der Ordnung 2n nah [29℄, (Th. 4.4.2) zeigt, da� in

(4.15) sowohl die Mantisse g

�

unstiger ist, als auh der Exponent nur halb so gro�

ist. Eine

�

ahnlihe Aussage wurde auh in [13℄ gezeigt. Es ist bemerkenswert, da�

trotz beliebiger Kondition von LJL

T

diejenige von (L

T

L)

S

beshr

�

ankt ist.

Wir wollen noh kurz auf diejenigen Matrizen eingehen, f

�

ur die (4.15) (nahezu)

erreiht wird. Verfolgt man den Beweis von Satz 4.3.1, so stellt man fest, da� nur

die Absh

�

atzungen (4.26) und (4.27) niht erreihbar sind. Die dort entstehenden

Fehler sind jedoh in ihrer Gr

�

o�enordnung vernahl

�

assigbar. Aus (4.18) und (4.24)

erkennt man ferner, da� die Shranke (4.15) f

�

ur

S =

^

L

0

�J

n

�

^

L

0T

mit beliebigen

� =

n

M

i=1

(Æ

i

I

2

) ; Æ

i

� Æ

i+1

; i = 1 : : : n� 1

sowie

^

L

0

=

n�1

Y

i=1

2

6

4

I

2(i�1)

0 0

0 I

2

0

0 �E

n�i

I

2(n�i)

3

7

5

(E

k

gem

�

a� (4.23)) nahezu erreiht wird. Diese Matrizen S haben die in 2 � 2-

Submatrizen partitionierte Form

S = (S

[i;j℄

)

1�i;j�n

mit

S

[i;j℄

=

8

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

:

Æ

j

J

1

; i = j

Æ

j

"

1 �1

1 �1

#

; i > j

Æ

i

"

�1 �1

1 1

#

; i < j

(4.28)



166 KAPITEL 4. SCHIEFSYMMETRISCHE ZERLEGUNG PSP

T

= LJL

T

und Æ

k

� Æ

k+1

; k = 1 : : : n� 1. Ist S vom Typ (4.28), so kann man leiht zeigen,

da� die Shranke (4.15) auh f

�

ur Matrizen des Typs

^

JS

^

J ;

^

J =

n

M

i=1

^

J

i

;

^

J

i

= I

2

oder

^

J

i

= J

1

(4.29)

erreiht wird.

Wir kommen nun noh einmal zu den diagonaldominanten Matrizen gem

�

a�

Kapitel 1 zur

�

uk. Wir sind nun an Aussagen zur Zerlegung solher Matrizen

interessiert. Dazu betrahten wir beispielhaft die �d.d. Matrix

S =

"

J

1

�M

T

M S

0

#

=

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

0 1 �� 0 � 0

�1 0 0 � 0 �

� 0 0 1 �2� 0

0 �� �1 0 0 �2�

� 0 2� 0 0 1

0 �� 0 2� �1 0

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

; J

1

=

"

0 1

�1 0

#

:

S ist 1�d.d. zum Beispiel f

�

ur � = 0:4, niht aber  � 2�d.d.. F

�

uhren wir einen

Shritt der Zerlegung (4.6), (4.7) durh, d.h.

S =

"

I 0

MJ

�1

1

I

# "

J

1

0

0 S

1

# "

I J

�T

1

M

T

0 I

#

;

so ist die reduzierte Matrix

S

1

= S

0

�MJ

1

M

T

=

2

6

6

6

4

0 1� �

2

0 �2�� �

2

�1 + �

2

0 �2� + �

2

0

0 2�� �

2

0 1� �

2

2� + �

2

0 �1 + �

2

0

3

7

7

7

5

niht -d.d., denn f

�

ur � = 0:4 ist 2� + �

2

= 0:96 > 0:84 = 1 � �

2

. Die bei der

Zerlegung einer -d.d. Matrix entstehenden reduzierten Matrizen sind also i.A.

niht mehr -d.d.. Anders ist es mit den  � r�d.d. Matrizen. F

�

ur diese haben

wir als erstes folgenden

Satz 4.3.2 Die Matrix

S = �S

T

=

"

A �M

T

M S

0

#

= (S

[i;j℄

)

1�i;j�m

; rm = 2n ; S

[i;j℄

2 IR

r�r

mit A = S

[1;1℄

= aQ, a 2 IRnf0g, Q

�1

= Q

T

= �Q, sei  � r�d.d. . Die durh

S =

"

I 0

MA

�1

I

# "

A 0

0 T

# "

I A

�T

M

T

0 I

#

de�nierte reduzierte Matrix T , also T = S

0

+ MA

�1

M

T

, ist dann gleihfalls

 � r�d.d..
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Beweis:

(siehe auh [18℄, 3.4.10) T sei wie S partitioniert:

T = (T

[i;j℄

)

1�i;j�m�1

; T

[i;j℄

2 IR

r�r

:

Wegen kA

�1

k

2

= ka

�1

Q

T

k

2

= a

�1

gilt f

�

ur alle j, 1 � j � m� 1,

m�1

X

i=1;i 6=j

kT

[i;j℄

k

2

=

m�1

X

i=1;i 6=j

kS

[i+1;j+1℄

+ S

[i+1;1℄

A

�1

S

[j+1;1℄

T

k

2

�

m�1

X

i=1;i 6=j

kS

[i+1;j+1℄

k

2

+

1

a

kS

[j+1;1℄

k

2

m�1

X

i=1;i 6=j

kS

[i+1;1℄

k

2

�  kS

[j+1;j+1℄

k

2

� kS

[1;j+1℄

k

2

+

1

a

kS

[1;j+1℄

k

2

( 

|{z}

<1

kS

[1;1℄

k

2

| {z }

=a

�kS

[j+1;1℄

k

2

)

�  kS

[j+1;j+1℄

k

2

�

1

a

kS

[j+1;1℄

k

2

2

: (4.30)

Wegen

T

[j;j℄

= S

[j+1;j+1℄

+ S

[j+1;1℄

A

�1

S

[j+1;1℄

T

und (4.30) folgt f

�

ur alle j, 1 � j � m� 1,

 kT

[j;j℄

k

2

�  kS

[j+1;j+1℄

k

2

�



a

kS

[j+1;1℄

k

2

2

�  kS

[j+1;j+1℄

k

2

�

1

a

kS

[j+1;1℄

k

2

2

�

m�1

X

i=1;i 6=j

kT

[i;j℄

k

2

;

womit der Satz bewiesen ist. Q.E.D.

F

�

ur skaliert diagonaldominanteMatrizen k

�

onnen wir nur eine shw

�

ahere Aus-

sage zeigen:

Satz 4.3.3 Die Matrix

S = �S

T

=

"

A �M

T

M S

0

#

= (S

[i;j℄

)

1�i;j�m

; rm = 2n ; S

[i;j℄

2 IR

r�r

mit A = S

[1;1℄

= aQ, a 2 IRnf0g, Q

�1

= Q

T

= �Q, sei skaliert  � r�d.d. mit

 < 1=

p

2. Die durh

S =

"

I 0

MA

�1

I

# "

A 0

0 T

# "

I A

�T

M

T

0 I

#

(4.31)

de�nierte reduzierte Matrix T , also T = S

0

+MA

�1

M

T

, ist dann skaliert 

0

�

r�d.d. mit 

0

= =

p

1� 

2

.
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T

= LJL

T

Beweis:

Durh Einsetzen von

T

[i;j℄

= S

[i+1;j+1℄

+ S

[i+1;1℄

A

�1

S

[j+1;1℄

T

werden wir

�

j

:=

m�1

X

i=1;i 6=j

kT

[i;i℄

k

�1=2

2

kT

[j;j℄

k

�1=2

2

kT

[i;j℄

k

2

� 

0

f

�

ur alle j, 1 � j � m� 1, zeigen. F

�

ur alle j gilt

kS

[j+1;j+1℄

+ S

[j+1;1℄

A

�1

S

[j+1;1℄

T

k

2

� kS

[j+1;j+1℄

k

2

�

1

a

kS

[j+1;1℄

k

2

2

kS

[j+1;j+1℄

k

�1

2

| {z }

=:�

j

�

2

kS

[j+1;j+1℄

k

2

= (1� �

j

)kS

[j+1;j+1℄

k

2

:

Daraus folgt

�

j

=

m�1

X

i=1;i 6=j

(kS

[i+1;i+1℄

+ S

[i+1;1℄

A

�1

S

[i+1;1℄

T

k

�1=2

2

�kS

[j+1;j+1℄

+ S

[j+1;1℄

A

�1

S

[j+1;1℄

T

k

�1=2

2

�kS

[i+1;j+1℄

+ S

[i+1;1℄

A

�1

S

[j+1;1℄

T

k

2

)

�

m�1

X

i=1;i 6=j

((1� �

i

)

�1=2

(1� �

j

)

�1=2

kS

[i+1;i+1℄

k

�1=2

2

kS

[j+1;j+1℄

k

�1=2

2

�kS

[i+1;j+1℄

+ S

[i+1;1℄

A

�1

S

[j+1;1℄

T

k

2

)

� (1� �

j

)

�1=2

(1� 

2

)

�1=2

(

m�1

X

i=1;i 6=j

kS

[i+1;i+1℄

k

�1=2

2

kS

[j+1;j+1℄

k

�1=2

2

kS

[i+1;j+1℄

k

2

+

p

�

j

m�1

X

i=1;i 6=j

1

p

a

kS

[i+1;1℄

k

2

kS

[i+1;i+1℄

k

�1=2

2

)

� (1� �

j

)

�1=2

(1� 

2

)

�1=2

( �

1

p

a

kS

[j+1;j+1℄

k

�1=2

2

kS

[j+1;1℄

k

2

p

�

j

( �

1

p

a

kS

[j+1;j+1℄

k

�1=2

2

kS

[j+1;1℄

k

2

| {z }

=

p

�

j

))

�

 � �

j

p

1� �

j

1

p

1� 

2

�



p

1� 

2

= 

0

:

Q.E.D.

Wir werden zwei S

�

atze

�

uber obere Shranken von �(K

S

) bei der Zerlegung

von skaliert  � 2�d.d. S zeigen.
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Satz 4.3.4 Sei S = �S

T

2 IR

2n�2n

, n � 2, skaliert  � 2�d.d. mit  <

1=

p

n� 1. S sei gem

�

a� (4.2) mit vollst

�

andiger Pivotwahl (also nah dem in 4.1

geshilderten Algorithmus) zerlegt, d.h. PSP

T

= LJL

T

. F

�

ur

K

S

= D

�1

L

T

LD

�1

; D = diag(kL

�i

k

2

)

gilt dann

�(K

S

) = kK

S

k

2

kK

�1

S

k

2

�

(1 +

p

n� 1 )

4

(1�

p

n� 1 )

2

Beweis:

Sei PSP

T

= L

0

J

n

L

0T

die Zerlegung gem

�

a� (4.4). Setzen wir D

0

= diag(L

0

ii

) und

�

L

0

= L

0

D

0�1

, so gilt mit (4.9), (4.10)

K

S

= D

�1

L

T

LD

�1

= D

�1

^

P

T

L

0T

L

0

^

PD

�1

= D

�1

^

P

T

D

0

�

L

0T

�

L

0

D

0

^

PD

�1

=

�

D

0�1

^

P

T

�

L

0T

�

L

0

^

P

�

D

0�1

;

�

D

0�1

=

^

P

T

D

0

^

PD

�1

:

Man kann also o.B.d.A. f

�

ur S von vorneherein annehmen, die Zerlegung (4.4)

f

�

uhre zu einen L

0

mit L

0

ii

= 1, i = 1 : : : 2n. Nehmen wir daf

�

ur die Zerlegung

PSP

T

= L

0

J

n

L

0T

gem

�

a� (4.4) vor, so gilt

L

0

=

n�1

Y

i=1

L

0

j

; L

0

j

=

2

6

4

I

2j�2

0 0

0 I

2

0

0 X

j

I

2n�2j

3

7

5

:

Setzen wir

X

j

=

2

6

6

4

X

[j+1℄

j

.

.

.

X

[n℄

j

3

7

7

5

; X

[i℄

j

2 IR

2�2

f

�

ur j = 1 : : : n� 1, so haben wir

f

�

ur j = 1 :

P

n

i=2

kX

[i℄

1

k

2

� 

f

�

ur j = 2 :

P

n

i=3

kX

[i℄

2

k

2

�



p

1�

2

<



p

n�1

p

n�2

<

1

p

n�2

f

�

ur j = 3 :

P

n

i=4

kX

[i℄

3

k

2

�



p

n�1

p

n�3

<

1

p

n�3

;

und allgemein

n

X

i=j+1

kX

[i℄

j

k

2

�



p

n� 1

p

n� j

�

p

n� 1  ; j = 1 : : : n� 1 :
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T

= LJL

T

Verwenden wir die

�

ublihe Bezeihnung

(Z

T

Z)

S

= �

�1

(Z

T

Z)�

�1

; � = diag(kZ

�i

k

2

)

f

�

ur skalierte positiv de�nite Matrizen, so ist

K

S

= (L

T

L)

S

= (

^

P

T

L

0T

L

0

^

P )

S

=

^

P

T

(L

0T

L

0

)

S

^

P

=

^

P

T

D

0�1

L

0T

L

0

D

0�1

^

P ; D

0

= diag(kL

0

�i

k

2

) ;

und daher

�(K

S

) � kL

0

k

2

2

kL

0�1

k

2

2

kD

0

k

2

2

kD

0�1

k

2

2

:

Wir werden nun obere Shranken f

�

ur jeden der vorstehenden Faktoren bestimmen.

Es gilt f

�

ur 1 � j � n� 1

D

0

2j�1;2j�1

= kL

�2j�1

k

2

� 1 +

n

X

i=j+1

kX

[i℄

j

k

2

� 1 +

p

n� 1 

und weil dieselbe Absh

�

atzung f

�

ur D

0

2j;2j

gilt, ist

kD

0

k

2

� 1 +

p

n� 1  :

Trivialerweise ist

kD

0�1

k

2

� 1

und weiter

kL

0

k

2

� jjjL

0

jjj

2

= max

1�j�n�1

(1 +

n

X

i=j+1

kX

[i℄

j

k

2

) � 1 +

p

n� 1  ;

sowie

kL

0�1

k

2

�

1

1� kL

0

� Ik

2

�

1

1�max

1�j�n�1

P

n

i=j+1

kX

[i℄

j

k

2

�

1

1�

p

n� 1 

;

also insgesamt

�(K

S

) �

(1 +

p

n� 1 )

4

(1�

p

n� 1 )

2

Q.E.D.

Die pessimistishe Aussage des letzten Satzes ist Resultat der Pivotstrategie

bei der Zerlegung. Orientierte sih die Pivotwahl an einer skalierten Matrix, so

k

�

onnte man im letzten Satz

p

n� 1 durh 1 ersetzen. Dar

�

uber hinaus k

�

onnen wir

sogar zeigen
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Satz 4.3.5 Sei S = �S

T

2 IR

2n�2n

nihtsingul

�

ar und skaliert  � 2�d.d., d.h.

es existiere ein diagonales, positiv de�nites

~

D = �

n

i=1

~

d

i

I

2

, so da�

~

D

�1

S

~

D

�1

 � 2�d.d. ist. Dann gibt es f

�

ur die Zerlegung (4.2) eine Pivotstrategie, die

P

~

DP

T

=

n

M

i=1

d

0

i

I

2

; d

0

i

� d

0

i+1

; i = 1 : : : n� 1

zur Folge hat und f

�

ur die gilt

�(K

S

) �

(1 + �)

4

(1� �)

2

; � = max

1�j�n�1

d

0

j+1

d

0

j

:

Beweis:

Nah Voraussetzung gibt es ein

~

D, so da�

~

S =

~

D

�1

S

~

D

�1

;

~

D =

n

M

i=1

~

d

i

I

2

;

~

d

i

> 0

 � 2�d.d. ist.

~

S werde gem

�

a� (4.4) mit vollst

�

andiger Pivotierung in

P

~

SP

T

= L

0

J

n

L

0T

zerlegt. Setzt man

�

L

0

= L

0

�

�1

, � = diag(L

0

ii

), so ist P

~

SP

T

=

�

L

0

�J

n

�

�

L

0T

und

es folgt

PSP

T

= P

~

DP

T

�

L

0

�J

n

�

�

L

0T

P

~

DP

T

= D

0

�

L

0

�J

n

�

�

L

0T

D

0

; D

0

= P

~

DP

T

:

Die Pivotwahl erfolge so, da�

D

0

=

n

M

i=1

d

0

i

I

2

; d

0

i

� d

0

i+1

; i = 1 : : : n� 1

gilt. Mit

^

P gem

�

a� (4.9) ist S = P

T

D

0

�

L

0

�

^

PJ

^

P

T

�

�

L

0T

D

0

P und es folgt

K =

^

P

T

�

�

L

0T

D

0

PP

T

D

0

�

L

0

�

^

P =

^

P

T

�

�

L

0T

D

02

�

L

0

�

^

P : (4.32)

Wegen

D

0

�

L

0

=

�

L

00

D

0

mit

�

L

00

= (

�

L

00[i;j℄

)

1�i;j�n

;

�

L

00[i;j℄

=

8

>

>

<

>

>

:

I

2

i = j

d

0

i

d

0

j

�

L

0[i;j℄

i > j

0

2

i < j
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T

= LJL

T

folgt aus (4.32)

K

S

= (

^

P

T

�

�

L

0T

D

02

�

L

0

�

^

P )

S

=

^

P

T

(

�

L

0T

D

02

�

L

0

)

S

^

P =

^

P

T

(

�

L

00T

�

L

00

)

S

^

P

=

^

P

T

�

D

00�1

�

L

00T

�

L

00

�

D

00�1

^

P ;

�

D

00

= diag(k

�

L

00

�i

k

2

) ;

wobei wir wieder die Bezeihnung

(Z

T

Z)

S

= D

�1

Z

(Z

T

Z)D

�1

Z

; D

Z

= diag(kZ

�i

k

2

)

verwendet haben. Zur Bestimmung einer oberen Shranke von �(K

S

) werden wir

kK

S

k und kK

�1

S

k einzeln absh

�

atzen. Es gilt f

�

ur 1 � j � n

�

D

00

2j�1;2j�1

= k

�

L

00

2j�1

k

2

� 1 +

n

X

i=j+1

d

0

i

d

0

j

k

�

L

0[i;j℄

k

2

� 1 +

d

0

j+1

d

0

j

n

X

i=j+1

k

�

L

0[i;j℄

k

2

� 1 +

d

0

j+1

d

0

j



und analog

�

D

00

2j

� 1 +

d

0

j+1

d

0

j

 ;

also

1 � k

�

D

00

k

2

� 1 + � ; � = max

1�j�n�1

d

0

j+1

d

0

j

:

Weiterhin ist

�

L

00

= I +X ; X = (X

[i;j℄

)

1�i;j�n

=

8

<

:

0

2

i � j

d

0

i

d

0

j

�

L

0[i;j℄

i > j

und daher mit der Norm aus 1.0.12

k

�

L

00

k

2

� 1 + kXk

2

� 1 + jjjXjjj

2

� 1 + �

sowie

k

�

L

00�1

k

2

�

1

1� kXk

�

1

1� �

:

Zusammenfassend ist also

�(K

S

) � k

�

D

00

k

2

2

k

�

D

00�1

k

2

2

k

�

L

00

k

2

2

k

�

L

00�1

k

2

2

�

(1 + �)

4

(1� �)

2

; � = max

1�j�n�1

d

0

j+1

d

0

j

Q.E.D.

F

�

ur � 2�d.d. Matrizen konnten wir also mit Satz 4.3.4 eine obere Shranke

von �(K

S

) angeben, die ausshlie�lih von  und der Ordnung abh

�

angt. Mit Satz
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4.3.5 konnten wir diese Aussage versh

�

arfen. Etwas vergr

�

obernd kann man sagen,

da� die Shranke f

�

ur die skalierte Kondition um so kleiner werden kann, je st

�

arker

S skaliert ist. Welhe Pivotwahl zu einer minimalen skalierten Kondition f

�

uhrt,

sheint noh ein o�enes Problem zu sein.

Numerishe Experimente (s. Abshnitt 6.2) zeigen, da� �(K

S

) auh sonst

meist klein ist (� 100). Die Gr

�

o�enordnung der Shranke (4.15) wird zumeist nur

von Matrizen S des Typs (4.29) erreiht.



Kapitel 5

Der Gesamtfehler in den

berehneten Eigenwerten

In diesem kurzen Kapitel fassen wir nun alle Ergebnisse der Fehleranalyse zu-

sammen und bestimmen eine obere Shranke f

�

ur den relativen Fehler der vom

Verfahren in endliher Arithmetik berehneten Eigenwerte einer nihtsingul

�

aren

shiefsymmetrishen Matrix S, wenn zuerst die Zerlegung S = LJL

T

gem

�

a�

Abshnitt 4.1 vorgenommen wird, und anshlie�end die Eigenwerte des Paares

(L

T

L; J) mit dem Verfahren 2.2.4 berehnet werden.

Auh hier bedeutet die Formulierung

"

in erster Ordnung von "\ wieder, da�

die gemeinte Ungleihung bis auf Multiplikation mit 1 + " mit einem m

�

a�igen

 � 0 gilt. Die Konvergenz des Verfahrens 2.2.4 auh in endliher Arithmetik

wird vorausgesetzt.

Satz 5.0.6 Sei S 2 IR

2n�2n

nihtsingul

�

ar und shiefsymmetrish mit den Eigen-

werten �i�

j

, j = 1 : : : n, wobei

0 < �

1

� : : : � �

n

:

Sei

~

L = L

(1)

der mit Algorithmus 4.1 in endliher Genauigkeit " berehnete Faktor

der Zerlegung von S und sei

^

L = D

�1

~

L ; D = diag (k

~

L

i�

k

2

) :

Seien �i�

0

j

, 1 � j � n, mit

0 < �

0

1

� : : : � �

0

n

die mittels Algorithmus 2.2.4 in endliher Genauigkeit berehneten Eigenwerte

des Paares (

~

L

T

~

L; J), so gilt in erster Ordnung von "

j�

j

� �

0

j

j

�

j

� % = %

Z

+ %

J

; 1 � j � n ;
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wobei

%

Z

�

12n

2

"

�

min

(D

�1

~

LJ

~

L

T

D

�1

)

(5.1)

%

J

� (

(2n+ 14)

p

2n

�

min

(L

(1)

S

)

+

Z

X

z=1

(

p

2(2n+ 20) + 4)

p

2n

�

min

(L

<z>

S

)

+

R

X

r=1

160 + 156

p

2

�

min

(L

(r)

S

)

+

Z

X

z=1

num(z)

X

i=1

(16m

i

+ 15)

p

m

i

�

min

(L

<z>

S

)

+

Z

X

z=1

(2n+ 16)

p

2n

�

min

(L

<z>

S

)

+

q

n=2 + (2n)

2

) "+ 2nTOL : (5.2)

Dabei sei %

Z

< 1 und � ist aus Satz 1.0.1. Weiterhin sei m

i

die Ordnung des

nihttrivialen Teils einer Transformation in einem modi�zierten Zyklus und

" � minf

1

20m

i

n

;

1

500m

i

;

�

min

(L

(r)

S

)

100

;

�

min

(L

<z>

S

)

4:5n

p

n

g

f

�

ur alle r; z und alle m

i

: Au�erdem sei R die Anzahl der Diagonalisierungen von

4� 4-Submatrizen und Z die Zahl der Zyklen. Shlie�lih sei

L

(r)

S

= L

(r)

diag(kL

(r)

�i

k

�1

2

)

die skalierte Matrix vor der r-ten Diagonalisierung einer 4� 4-Submatrix und

L

<z>

S

= L

<z>

diag(kL

<z>

�i

k

�1

2

)

sei die skalierte Matrix vor dem z-ten Zyklus.

Beweis:

Wir folgen der Beweistehnik in [29℄. Wir k

�

onnen o.B.d.A annehmen, da� die in

Satz 4.2.1 erw

�

ahnte Permutationsmatrix die Einheitsmatrix ist. Dann gilt nah

Satz 4.2.1 f

�

ur den berehneten Faktor

~

L der Zerlegung

~

LJ

~

L

T

= S + ÆS ; jÆSj � 3n(jSj+ j

~

Lj jJ j j

~

Lj

T

) " :

Wegen

jSj � jLJL

T

j+ jÆSj � jLj jJ j jLj

T

+ jÆSj

folgt in erster Ordnung von "

jÆSj � 6nj

~

Lj jJ j j

~

Lj

T

" :
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F

�

ur beliebiges 0 6= x 2 IR

2n�2n

gilt daher

jx

�

ÆSxj � jxj

T

jÆSj jxj

� 6n jxj

T

j

~

Lj jJ j j

~

Lj

T

jxj "

� 6n jxj

T

Dj

^

Lj jJ j j

^

Lj

T

D jxj "

� 6n jxj

T

DEDjxj " mit E = (1)

ij

� 12n

2

jxj

T

D

2

jxj "

� 12n

2

x

�

D

2

x �

x

�

~

LJ

~

L

T

x

x

�

~

LJ

~

L

T

x

"

�

12n

2

"

�

min

(D

�1

~

LJ

~

L

T

D

�1

)

x

�

~

LJ

~

L

T

x :

Wegen Satz 1.0.1 folgt daraus (5.1), wenn nur Fehler in erster Ordnung von "

betrahtet werden. Die Aussage (5.2) folgt aus Lemma 3.2.2 mit Hilfe der in Ab-

shnitt 3.2 ermittelten Zwishenergebnisse. Die ersten vier Summanden stammen

aus der Anwendung der S

�

atze 3.2.11, 3.2.14, 3.2.20, 3.2.28 und 3.2.21. Der Term

q

n=2 " hat seine Ursahe im relativen R

�

ukw

�

artsfehler von "=2 des Teiles 4. von

Verfahren 2.2.4 und Anwendung von Satz 1.0.5, Lemma 3.2.1. Weil analog zu

Lemma 3.2.23 aus der Bedingung f

�

ur TOL lediglih

j

2n

X

k=1

L

ki

L

ki

j � TOL + 2n " ; 1 � i; j � 2n

folgt, entstehen die Terme (2n)

2

und 2n�TOL aus der Anwendung von Satz 1.0.6

(1.9).

Die angegebenen Voraussetzungen f

�

ur " ergeben sih aus der Anwendung vor-

genannter S

�

atze. Q.E.D.

Die Absh

�

atzung (3.47) k

�

onnte, wie bereits in den vorausgehenden Unterab-

shnitten angedeutet, verbessert werden, wenn z.B.

� vershiedene Einzelf

�

alle des Verfahrens 2.2.4 besonders behandelt w

�

urden,

� die F

�

alle rotF=FALSE oder rotC=FALSE des Verfahrens 2.2.4 besonders

ber

�

uksihtigt w

�

urden,

� die tats

�

ahlihen �

min

(L

S

) ber

�

uksihtigt w

�

urden und niht die pessimisti-

shen Shranken aus Kapitel 1 oder

� ber

�

uksihtigt w

�

urde, wenn einzelne Transformationen die Identit

�

at sind.

Diese Verbesserungen k

�

onnten in ein Programm, mit dem 2.2.4 implementiert

wird, aufgenommen werden. Die hier dargestellte Fehleranalyse w

�

urden diese
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F

�

alle jedoh nur unn

�

otig verkomplizieren.

�

Uber die Aussage von Satz 5.0.6 hinaus erwarten wir sogar einen von n un-

abh

�

angigen Fehler, weil ein Faktor n in einem Fehlerterm meist aus einer Vek-

toroperation entsteht. Bei Vektoroperationen kann man erwarten, da� sih die

Fehler gegenseitig nahezu aufheben. Genauer erwarten wir

j�

j

� �

0

j

j

�

j

� %

E

; %

E

= (

1

�

min

(D

�1

~

LJ

~

L

T

D

�1

)

+

1

�

min

(

~

L

S

)

) " ; j = 1 : : : n :

(5.3)

Numerishe Experimente (siehe Abshnitt 6.2) werden diese Erwartung begr

�

un-

den.

Den erwarteten Fehler (5.3) wollen wir m

�

oglihst mit Matrizen ausdr

�

uken,

die im Laufe des Verfahrens anfallen. Dazu ziehen wir nohmals die unit

�

aren

Matrizen

U =

1

p

2

"

I iI

iI I

#

; J

0

= I � (�I) ; i

2

= �1

heran, f

�

ur die U

�

JU = iJ

0

gilt. Weiterhin sei

~

L = L

(1)

der in endliher Genau-

igkeit berehnete Faktor der Zerlegung von S. Dieser Faktor wird im iterativen

Teil des Verfahrens mit einer Folge symplektisher Matrizen von rehts trans-

formiert. Seien V = L

(R)

und E die Matrizen, die zum Abshlu� des iterativen

Verfahrensteils entstanden sind. Wir wissen bereits, da� E bis auf einen kleinen

relativen Fehler die Diagonalmatrix der positiven Imagin

�

arteile der Eigenwerte

von

~

LJ

~

L

T

ist. Weiter nehmen wir an, da� V bis auf einen kleinen Fehler die

Eigenvektormatrix ist, also

V

T

~

LJ

~

L

T

V � JE :

Dann gilt

~

LJ

~

L

T

� V JEV

T

= iV E

1=2

U

�

J

0

UE

1=2

V

T

= iV U

�

E

1=2

J

0

E

1=2

UV

T

= V U

�

EUV

T

= V EV

T

:

Berehnet man noh D = diag(k

~

L

i�

k

2

), so l

�

a�t sih

M = D

�1

~

LJ

~

L

T

D

�1

(5.4)

mit Hilfe von Matrizen ausdr

�

uken, die im Laufe des Verfahrens gewonnen wer-

den.

Man kann M als fast optimal skaliert annehmen, d.h.

max(diag(M))=min(diag(M)) ist moderat:

Eine Begr

�

undung werden wir in Abshnitt 6.2 geben. Man k

�

onnte also den ersten

Summanden in (5.3) durh 1=�

min

(

~

LJ

~

L

T

S

) � 1=�

min

( S

S

) ersetzen, wenn man

noh S �

~

LJ

~

L

T

annimmt.



Kapitel 6

Numerishe Experimente

6.1 Alternative Verfahren

In diesem Abshnitt werden wir kurz auf existierende Verfahren zur L

�

osung des

Eigenwertproblems shiefsymmetrisher Matrizen eingehen. In Abshnitt 6.2 wer-

den wir diese dann experimentell mit dem in vorliegender Arbeit eingef

�

uhrten

impliziten Verfahren vergleihen.

6.1.1 Ein QR-Verfahren

Bereits in [34℄ wurde ein QR-Verfahren zur L

�

osung des shiefsymmetrishen Ei-

genwertproblems vorgestellt. Es wurde unter Beibehaltung der grunds

�

atzlihen

Shritte Tridiagonalisierung, L

�

osung des Eigenwertproblems einer Bidiagonalma-

trix, Bildung der Eigenvektormatrix weitgehend modi�ziert. Folgende Variation

des QR-Verfahrens wurde implementiert.

1. Die shiefsymmetrishe Matrix S wird tridiagonalisiert, d.h. es wird eine

orthogonale Matrix U bestimmt, f

�

ur die

U

T

SU = T

mit tridiagonalem T gilt. Dies geshieht mit einem Givens-Verfahren unter

Verwendung shneller Rotationen. Die Matrix U wird dabei niht expli-

zit berehnet, sondern es werden Informationen zur Berehnung von U im

selben Feld gespeihert, das auh S enth

�

alt (siehe [18℄, 5.1.8 �.).

2. Das tridiagonale T wird mit

^

P gem

�

a� (4.9) permutiert. Es gilt dann

^

P

T

T

^

P =

"

0 �A

T

A 0

#

und A ist eine obere Bidiagonalmatrix.

178
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3. Die Singul

�

arwerte von A werden bestimmt, d.h. es werden orthogonale Ma-

trizen P;Q bestimmt, f

�

ur die Q

T

AP diagonal und positiv ist. Die Sin-

gul

�

arwerte von A sind die positiven Imagin

�

arteile der Eigenwerte von S.

Zur Singul

�

arwertzerlegung wird die in [12℄ vorgestellte und in LAPACK [2℄

implementierte Routine DBDSQR verwendet.

4. Zur Bestimmung der transponierten Matrix der Eigenvektoren von S wird

abshlie�end noh das Produkt

V

T

=

"

P

T

0

0 Q

T

#

^

P

T

U

T

gebildet.

6.1.2 Das Verfahren von Paardekooper

Aus der Literatur ist auh ein Jaobi-Verfahren f

�

ur shiefsymmetrishe Matrizen

bekannt. Es wurde von Paardekooper [25℄ vorgeshlagen. Die Grundidee verwen-

det die Tatsahe, da� man shiefsymmetrishe Matrizen der Ordnung 4 mit 4

Ebenenrotationen auf Murnaghanshe Form transformieren kann. Das Paarde-

koopershe Verfahren besteht nun darin, zyklish Submatrizen der Ordnung 4

auf Murnaghanshe Form zu transformieren. Nah einigen Zyklen hat auh die

bearbeitete Matrix Murnaghanshe Form und die Eigenwerte k

�

onnen abgelesen

werden.

6.2 Numerishe Resultate

In diesem Abshnitt stellen wir mit Hilfe numerisher Resultate Vergleihe ver-

shiedener Verfahren zur L

�

osung des shiefsymmetrishen Eigenwertproblems an.

Dabei gehen wir folgenderma�en vor. Zuerst wird die tehnishe Umgebung der

Experimente dargestellt. Anshlie�end wird beshrieben, welhe Programme im-

plementiert wurden, und es werden einige Anmerkungen zu den Verfahren, der

konkreten Kompilation und zu m

�

oglihen Optimierungen gemaht. In zwei ei-

genen Unterbshnitten stellen wir dann die Ergebnisse hinsihtlih der erzielten

Genauigkeit bzw. des Konvergenzverhaltens dar.

Die Experimente wurden auf einem Rehner IBM RS/6000 Modell 53H un-

ter AIX 3.1 durhgef

�

uhrt. Zur Erzeugung der Testmatrizen und zur Testanord-

nung wurde PRO-MATLAB 3.5 verwendet. Die Verfahren zur L

�

osung der Eigen-

wertprobleme wurden in FORTRAN implementiert. Die Mashinengenauigkeiten

beim verwendeten XL-FORTRAN-2.0-Compiler betragen

2

�23

� 1:19 � 10

�7

bei einfaher Genauigkeit (single)

2

�52

� 2:22 � 10

�16

bei doppelter Genauigkeit (double)

2

�104

� 4:93 � 10

�32

bei vierfaher Genauigkeit (real*16) .
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PRO-MATLAB verwendet gleihfalls doppelte Genauigkeit. Variablenunter-

bzw. -

�

uberlauf wird etwa bei 10

�38

bei einfaher bzw. 10

�308

bei doppelter und

vierfaher Genauigkeit erreiht.

Folgende Verfahren wurden implementiert:

yssqr QR-Verfahren, wie in 6.1.1 geshildert.

yprd Verfahren von Paardekooper (s. 6.1.2). Das in [25℄ ange-

gebene ALGOL-Programm arbeitet fehlerhaft und wurde

modi�ziert.

xjssif Jaobi-Verfahren, wie es in vorliegender Arbeit vorgestellt

wurde mit Zerlegung der shiefsymmetrishen Matrix mit

vollst

�

andiger Pivotierung gem

�

a� Kapitel 4 und anshlie-

�ender Anwendung der Verfahrens 2.2.4 auf den Faktor.

Programme, deren vorstehende Namen den Buhstaben y enthalten, wurden

in einfaher (sssqr bzw. sprd) und doppelter (dssqr bzw. dprd) Genauigkeit

implementiert. Programme, die den Buhstaben x enthalten, wurden in einfaher

(sjssif), doppelter (djssif) und vierfaher (qjssif) Genauigkeit implemen-

tiert. Au�erdem wurde noh eine Version (dsjssif) des Jaobi-Verfahrens mit

Zerlegung in doppelter und iterativem Teil in einfaher Genauigkeit implemen-

tiert.

Zur Kompilation sei noh folgendes angemerkt.

� Alle FORTRAN-Programme wurden mit der Option -O kompiliert, die der

Optimierung dient.

� Bei den Programmen in einfaher Genauigkeit wurde au�erdem die Kom-

pilieroption -qrndsngl, verwendet, die siherstellt, da� auh Zwishener-

gebnisse auf einfahe Genauigkeit gerundet werden und somit ein fairer

Vergleih zwishen den vershieden genauen Programmen m

�

oglih ist.

� Beim verwendeten Compiler unterliegt die Verwendung vierfaher Genau-

igkeit (real*16) einigen Einshr

�

ankungen. So kann sie nur f

�

ur die Grund-

rehenarten verwendet werden. Die Belegung von Konstanten mit Werten

vierfaher Genauigkeit kann nur durh Einlesen der Werte aus einer Da-

tei geshehen. Korrektes Rehnen in vierfaher Genauigkeit konnte anhand

von Vergleihen vierfah genauer Programme (Paardekooper-Verfahren und

implizites Jaobi-Verfahren) sihergestellt werden.

Zu den Implementationen sei noh folgendes vermerkt:

� Die Bestimmung der Clustergr

�

o�e in modi�zierten Zyklen wurde etwas ver-

einfaht, indem die rehte Seite der dritten Bedingung von Seite 57 zu
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Null gesetzt wurde. Damit erreiht man, da� das Hadamardshe Ma� bei

Anwendung der Modi�kation w

�

ahst, ohne jedoh ein Mindestwahstum

vorzugeben. Dies entspriht �

max

= 0 im Verfahren 2.2.4, was in der Praxis

zu guten Ergebnisses f

�

uhrte.

� Die Programme xjssif wurden entgegen Verfahren 2.2.4 bereits dann ab-

gebrohen, wenn n(n�1)=2 aufeinanderfolgende Submatrizen der Ordnung

4 aufgrund kleiner relativer Au�erdiagonalelemente niht mehr diagonali-

siert wurden. Operationen innerhalb der modi�zierten Zyklen wurden dabei

entsprehend ber

�

uksihtigt. Auf diese Weise kann Rehenzeit eingespart

werden.

� Die Rehenzeiten wurden mit der eingebauten Funktion mlok() gemes-

sen.

� Liest man in Programmen vierfaher Genauigkeit die verwendeten Kon-

stanten aus einer Datei ein, so werden diese auh als vierfah genaue Werte

gespeihert.

� Die BLAS1-Routinen [24℄ wurden wegen Verwendung vierfah genauer Pro-

gramme modi�ziert.

Shlie�lih k

�

onnte man noh folgende Laufzeitoptimierungen vornehmen:

� Neben der als Vektor gespeiherten Diagonalmatrix E k

�

onnten auh die

Normen der Spalten von L in einem eigenen Vektor gespeihert werden

[32℄. Damit k

�

onnte man deren h

�

au�ge Neuberehnung einsparen. Die Feh-

leranalyse w

�

are dann allerdings niht mehr g

�

ultig, weil die Vektorelemente

und die Spaltennormen von L niht immer bis auf einen kleinen relativen

Fehler

�

ubereinstimmen.

� In FORTRAN werden die Gr

�

o�en der verwendeten Felder bereits zur Kom-

pilationszeit festgelegt. Die Ordnung der Felder, in denen die Matrizen ge-

speihert werden, wurde in allen Programmen auf 400 gesetzt. Die Verar-

beitungsgeshwindigkeit k

�

onnte siherlih gesteigert werden, wenn die Ord-

nung der Felder diejenige der dort gespeiherten Matrizen nur wenig

�

uber-

shreitet.

� Wird die im iterativen Teil von xjssif bearbeitete Matrix

L = [L

0

L

00

℄ in der Form

"

L

0

L

00

#

abgespeihert, so k

�

onnte aufgrund der FORTRAN-typishen Speiherstruk-

tur siherlih noh eine Geshwindigkeitssteigerung erzielt werden.
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� Auf parallele Pivotstrategien bei den Jaobi-Verfahren wurde verzihtet. Ih-

re Verwendung k

�

onnte aufgrund der Ergebnisse in Abshnitt 3.1 zumeist zu

einem kleineren maximalen relativen Fehler in den berehneten Eigenwerten

f

�

uhren. In der Praxis spielt die Pivotstrategie jedoh hinsihtlih der Genau-

igkeit der erzielten Ergebnisse keine Rolle. Wegen besserer Cahe-Nutzung

k

�

onnten parallele Strategien h

�

ohere Geshwindigkeiten der Programme er-

bringen.

� Bei der Implementation der modi�zierten Zyklen von Algorithmus 2.2.4

k

�

onnten BLAS3-Routinen [15℄,[14℄,[24℄ verwendet werden, was zu h

�

oherer

Geshwindigkeit auf Kosten von Speiherplatz und evtl. Genauigkeit f

�

uhren

d

�

urfte. Darauf haben wir jedoh verzihtet.

� Die in den nahfolgenden Unterabshnitten aufgef

�

uhrten Resultate erfor-

dern eine Reihe von Messungen w

�

ahrend des Programmlaufes. Verzihtet

man auf diese Messungen, so wird siherlih eÆzienterer Code entstehen.

In den beiden nahfolgenden Unterabshnitten pr

�

asentieren wir die numeri-

shen Resultate hinsihtlih der erzielten relativen Genauigkeit bzw. des Konver-

genzverhaltens des impliziten Verfahrens.

6.2.1 Zur relativen Genauigkeit

Wir widmen uns hier zuerst den erzielten Genauigkeiten der numerishen Ver-

fahren.

In jedem der nahfolgenden Unterabshnitte stellen wir jeweils die bei einem

bestimmten Matrizentyp erzielten Resultate dar. Jeder Unterabshnitt ist fol-

genderma�en gegliedert. Zuerst wird beshrieben, welher Typ von Matrizen be-

trahtet wird und ggf. ein Verfahren zur ihrer Erzeugung angegeben. Dann werden

die Rehenzeiten aller Algorithmen und die Anzahl der Operationen der Jaobi-

Verfahren angegeben. Die Rehenzeiten werden nur in den ersten beiden der

nahfolgenden Unterabshnitten angegeben. Danah werden die maximalen rela-

tiven Fehler aller Verfahren gegen

�

uber dem vierfah genauen Programm qjssif

angegeben und ausgewertet. Eine Betrahtung vershiedener

"

Konditionszahlen\

shlie�t sih an. Sie liefern eine Begr

�

undung der zuvor geshilderten relativen

Fehler. Shlie�lih werden noh die erwarteten relativen Fehler den tats

�

ahlihen

relativen Fehlern gegen

�

ubergestellt.

Skaliert blokdiagonaldominante Matrizen

In diesem Unterabshnitt betrahten wir solhe Matrizen, die Satz 1.0.2 gen

�

ugen

(siehe auh [33℄). Matrizen dieser Art der Ordnung 2n wurden auf folgende Weise

bestimmt:
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1. Bestimmung eines � 2 f2; 5; 8; 15; 17g. Generierung eines

"

zuf

�

alligen\ na-

t

�

urlihen b, 2 � b � n=4, der Anzahl von Bloks.

2. Generierung von Æ

i

= exp(�(2r

i

�1)), i = 1 : : : b, mit

"

zuf

�

alligen\ r

i

2 [0; 1℄.

Generierung

"

zuf

�

alliger\ nat

�

urliher Zahlen n

i

, i = 1 : : : b, mit

P

b

i=1

n

i

= n.

Bildung von Diagonalmatrizen �

i

= Æ

i

I

2n

i

und � = �

b

i=1

�

i

.

3. Generierung orthogonaler, shiefsymmetrisher Matrizen Q

i

, i = 1 : : : b, der

jeweiligen Ordnung 2n

i

und Bestimmung von Q = �

b

i=1

Q

i

.

4. Generierung einer shiefsymmetrishen St

�

orung E der Ordnung 2n und von

der Norm kEk

2

= 1=2.

5. Bildung der Testmatrix S = P

T

�(Q + E)�P , wobei P eine

"

zuf

�

allige\

Permutationsmatrix ist.

F

�

ur jedes � 2 f2; 5; 8; 15; 17g und n = 10 wurden 30 Testmatrizen, f

�

ur n = 25,

n = 50 wurden 20 Matrizen, und f

�

ur n = 100 wurden 10 Testmatrizen generiert,

insgesamt also 400 Matrizen.

Zuerst stellen wir die erzielten Rehenzeiten der doppelt genauen Programme

tabellarish dar. Bei den angegebenen Zeiten sind Eingabe- und Ausgabeoperatio-

nen niht ber

�

uksihtigt. Zur Darstellung von T nihtnegativen Testergebnissen

x

t

, t = 1 : : : T , verwenden wir das arithmetishe Mittel

�

a

=

1

T

T

X

t=1

x

t

und die arithmetishe Streuung

�

a

= (

1

T

T

X

t=1

x

2

t

� (

1

T

T

X

t=1

x

t

)

2

)

1=2

:

Folgende Rehenzeiten wurden erzielt:
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Rehenzeiten in 1=100 se.

bei skaliert blokdiagonaldominanten Matrizen

Verf. �

a

�

a

min max

n=10 dssqr 3 0.5 2 5

150 Tests dprd 20 1.2 17 23

djssif 6 1.2 3 10

n=25 dssqr 9 1.2 7 16

100 Tests dprd 316 6.9 300 333

djssif 49 10.2 33 80

n=50 dssqr 44 3.8 37 56

100 Tests dprd 2567 326 290 2714

djssif 313 84 125 541

n=100 dssqr 289 16 267 330

50 Tests dprd 18050 9142 2574 23965

djssif 2122 457 1321 3246

Die Rehenzeiten aller Verfahren fallen etwas mit wahsendem � und eine wei-

tere Auswertung f

�

ur n = 100 ergab, da� der Quotient der jeweiligen Rehenzeiten

von djssif und dssqr zwishen etwa 7:7 (� = 2) und 6:4 (� = 17) lag. Das QR-

Verfahren war

�

uberdies reht unemp�ndlih gegen

�

uber mehrfahen Eigenwerten.

In nahfolgender Tabelle wird die Anzahl der Operationen bei den Jaobi-

Verfahren zusammengestellt. Beim Paardekooper-Verfahren wird neben der An-

zahl der Zyklen auh die Zahl der Rotationen angegeben. Bei dem in dieser Arbeit

vorgestellten impliziten Verfahren wird neben der Zahl der Zyklen die Anzahl der

Diagonalisierungen von 4 � 4-Submatrizen angegeben, wobei auh Transforma-

tionen im Rahmen der modi�zierten Zyklen entsprehend ber

�

uksihtigt werden.

Auh hier werden die Ergebnisse f

�

ur alle � zusammengefa�t.

Zahl der Zyklen Zahl der Rotationen

bzw. 4� 4-Diagonalisierungen

Verf. �

a

�

a

min max �

a

�

a

min max

n=10 dprd 5 1.0 3 7 812 163 482 1202

djssif 7 1.1 5 11 205 51 92 425

n=25 dprd 6 0.9 4 9 7131 994 4738 9766

djssif 8 1.3 6 13 1455 361 842 2586

n=50 dprd 8 1.0 4 11 37573 4690 16822 49650

djssif 10 1.7 6 14 6613 2169 1931 12806

n=100 dprd 10 0.9 8 11 180149 14794 155146 204978

djssif 11 1.7 8 16 27587 7227 14368 44814
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Die reht gro�e Streubreite der Rehenzeiten bei djssif spiegelt sih hier

in einer ebenso gro�en Streubreite der Zahl der Zyklen und Diagonalisierungen

wider. Die asymptotish quadratishe Konvergenz trat also h

�

au�g erst reht sp

�

at

ein. Resultate zur asymptotish quadratishen Konvergenz werden weiter unten

zusammengefa�t.

Als n

�

ahstes betrahten wir die maximalen relativen Fehler der berehneten

Eigenwerte aller Verfahren gegen

�

uber den von qjssif in vierfaher Genauigkeit

berehneten Werten. Sind also �

i

, i = 1 : : : n, die positiven Imagin

�

arteile der von

qjssif berehneten Eigenwerte, und �

0

i

die auf dieselbe Weise geordneten und

von einem anderen Verfahren berehneten Eigenwerte, so bestimmen wir f

�

ur jedes

Verfahren und jede Testmatrix

% = max

1�i�n

j�

i

� �

0

i

j

�

i

und stellen diese maximalen relativen Fehler in nahfolgender Tabelle dar. Die

wesentlihe Aussagekraft liegt hier bei den Exponenten den jeweiligen Werte. Zur

Darstellung von T positiven Testergebnissen x

t

, t = 1 : : : T , verwenden wir hier

daher das geometrishe Mittel

�

g

= (

T

Y

t=1

x

t

)

1=T

= exp(

1

T

T

X

t=1

log(x

t

))

und die geometrishe Streuung

�

g

= exp( (

1

T

T

X

t=1

(logx

t

)

2

� (

1

T

T

X

t=1

log x

t

)

2

)

1=2

) :

Weil wir erwarten, da� die Ordnung der Matrix in der Praxis keine Rolle

spielt (was man auh der Tabelle entnehmen kann), fassen wir die Tabellen-

eintr

�

age f

�

ur alle oben angegebenen n zusammen. Angaben

�

uber die Kondition

�(S) = kSk

2

kS

�1

k

2

der Testmatrizen wurden gleihfalls in die Tabelle aufge-

nommen.



186 KAPITEL 6. NUMERISCHE EXPERIMENTE

Maximale relative Fehler gegen

�

uber qjssif

Verf. �

g

�

g

min max

� = 2 sssqr 6.7e�07 1.8e+00 2.1e�07 4.0e�06

80 Tests dssqr 1.5e�15 1.6e+00 4.0e�16 5.5e�15

sprd 1.0e�06 2.2e+00 2.1e�07 6.4e�06

dprd 1.8e�15 1.8e+00 4.3e�16 7.7e�15

sjssif 4.3e�06 2.1e+00 1.3e�06 2.6e�05

djssif 1.3e�14 2.9e+00 2.2e�15 4.6e�13

dsjssif 2.3e�06 1.6e+00 9.7e�07 6.3e�06

�(S) 3.3e+02 5.3e+00 1.6e+00 3.0e+03

� = 5 sssqr 1.9e�06 7.4e+00 2.5e�07 1.3e�02

80 Tests dssqr 4.5e�15 7.9e+00 7.0e�16 2.2e�11

sprd 1.1e�06 2.5e+00 2.5e�07 2.1e�05

dprd 2.1e�15 2.1e+00 6.3e�16 1.4e�14

sjssif 3.6e�06 1.8e+00 1.0e�06 2.2e�05

djssif 9.6e�15 2.2e+00 2.8e�15 7.0e�14

dsjssif 2.2e�06 1.7e+00 7.4e�07 7.5e�06

�(S) 7.1e+05 8.5e+02 1.0e+00 5.0e+08

� = 8 sssqr 8.4e�06 5.2e+01 3.4e�07 9.4e�01

80 Tests dssqr 1.7e�14 4.7e+01 5.2e�16 2.8e�09

sprd 4.8e�06 6.4e+01 1.7e�07 1.0e+05

dprd 3.7e�15 4.6e+00 6.1e�16 2.6e�12

sjssif 3.3e�06 1.7e+00 1.2e�06 1.3e�05

djssif 8.0e�15 2.0e+00 2.1e�15 4.8e�14

dsjssif 2.0e�06 1.5e+00 7.7e�07 5.5e�06

�(S) 5.8e+09 2.3e+02 1.0e+00 6.6e+13

� = 15 sssqr 3.3e�04 2.3e+03 2.7e�07 6.0e+06

80 Tests dssqr 4.8e�13 1.1e+03 5.6e�16 8.1e�03

sprd 5.5e�03 3.1e+04 4.0e�07 1.2e+13

dprd 1.5e�13 3.2e+02 7.9e�16 1.0e�06

sjssif 3.0e�06 2.1e+00 6.3e�07 2.1e�05

djssif 6.9e�15 1.9e+00 2.6e�15 6.0e�14

dsjssif 1.9e�06 1.7e+00 6.7e�07 9.9e�06

�(S) 1.5e+18 6.5e+05 1.6e+00 5.5e+25

� = 17 sssqr 5.0e�04 1.2e+04 3.3e�07 1.1e+12

80 Tests dssqr 1.2e�12 1.3e+04 5.6e�16 4.3e+03

sprd 4.3e�02 8.6e+04 2.8e�07 7.5e+11

dprd 5.1e�13 1.7e+03 8.4e�16 5.0e�03

sjssif 2.7e�06 1.9e+00 7.3e�07 2.6e�05

djssif 6.8e�15 1.8e+00 1.9e�15 4.1e�14

dsjssif 1.7e�06 1.6e+00 7.1e�07 7.7e�06

�(S) 1.1e+21 2.8e+06 1.2e+00 1.9e+29
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Wie erwartet, liefern die impliziten Jaobi-Verfahren xjssif kleine relati-

ve Fehler, und zwar o�ensihtlih unabh

�

angig von der Ordnung. Die mit QR-

Verfahren berehneten Eigenwerte weisen unerwartet h

�

au�g ziemlih kleine rela-

tive Fehler auf. Dieses Ph

�

anomen tritt auh bei anderen Testmatrizen ein.

Mit nahfolgender Tabelle begr

�

unden wir die am Shlu� von Abshnitt 5

ge

�

au�erten Erwartungen. Wir betrahten neben S

S

die MatrizenM gem

�

a� (5.4)

und

~

L

S

= L

(1)

S

gem

�

a� Satz 5.0.6. Die Vermutungen

� max(diag(M)) � min(diag(M))

� 1=�

min

( S

S

) � 1=�

min

(M)

�nden wir durh nahfolgende Tabelle best

�

atigt. Die Tabelle enth

�

alt auh Anga-

ben

�

uber �

min

(

~

L

S

). Wir fassen die Testergebnisse f

�

ur alle � und alle n zusammen

und verwenden wieder geometrishes Mittel und geometrishe Streuung, die in

diesem Fall allerdings nahezu den arithmetishen Vergleihswerten entsprehen.

Eigenshaften von M , S

S

und

~

L bei djssif (400 Tests)

�

g

�

g

min max

max

i

(M

ii

)=min

i

(M

ii

) 7.7e+00 1.8e+00 1.6e+00 6.6e+01

�

min

(M) 2.0e�01 1.6e+00 3.8e�02 6.7e�01

�

min

( S

S

) 7.8e�01 1.2e+00 5.6e�01 1.0e+00

�

min

(M)=�

min

( S

S

) 2.6e�01 1.6e+00 5.9e�02 7.6e�01

�

min

(

~

L

S

) 2.3e�01 1.6e+00 4.7e�02 6.6e�01

Man k

�

onnte eine garantierte obere Shranke f

�

ur den relativen Fehler der be-

rehneten Eigenwerte angeben, indem man gem

�

a� (5.2) nah jeder Diagonali-

sierung einer 4 � 4-Submatrix sowie jeder Transformation der Modi�kation die

Berehnung von 1=�

min

(L

(i)

S

) mit einem Aufwand von etwa 8n

3

=6 Operationen

(Cholesky-Zerlegung) vornimmt. Dieser Aufwand w

�

urde aber die Komplexit

�

at des

Verfahrens erh

�

ohen. Wir wollen uns daher mit oberen Shranken von 1=�

min

(L

(i)

S

)

zufrieden geben und diese aus bereits berehneten Zwishenresultaten gewinnen.

Derartige Absh

�

atzungen werden wir nun betrahten. Sei

�

1

=

2n

Y

j=1

~

L

S

jj

=

2n

Y

j=1

L

(1)

S

jj

=

q

H(

~

L

T

S

~

L

S

) (6.1)

und

�

i+1

=

�

i

q

det(

^

K

S

i

)

; i � 1 :
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wobei

^

K

S

i

die im i-ten Shritt diagonalisierte 4�4-Submatrix ist. Nah 2.3.1 gilt

dann

1

�

min

(L

(i)

S

)

�

p

e

�

i

=: sh

i

; e = exp(1) : (6.2)

Auf diese Weise haben wir monoton fallende obere Shranken sh

i

. Bei modi�zier-

ten Zyklen ist sh entsprehend zu erneuern. Wir geben noh weitere Shranken

an. Nah Satz 3.1.4 bzw. Satz 3.1.5 gilt

1

�

min

(L

(i+1)

S

)

�

q

�

max

(

^

K

S

i

)

�

min

(L

(i)

S

)

=: se

i

;

wobei

^

K

S

i

die im i-ten Shritt diagonalisierte 4 � 4-Submatrix ist. Bei Trans-

formationen im modi�zierten Zyklus kann man wegen Satz 3.1.6 eine

�

ahnlihe

Absh

�

atzung angeben. Mit Hilfe des berehneten 1=�

min

(L

(1)

S

) erhalten wir also

monoton wahsende Shranken se

i

. Mit nahfolgender Tabelle mahen wir Anga-

ben

�

uber den numerish ermittelten Wert sh

1

. Au�erdem geben wir die kleinste

Nummer r der 4 � 4-Diagonalisierung, f

�

ur die se

i

� sh

i

, i � r, gilt, an, sowie

se

r

. Angaben zu se

1

= 1=�

min

(

~

L

S

) sind bereits in obiger Tabelle enthalten. Die

Skalierung � ist hier belanglos, so da� Werte f

�

ur vershiedene � zusammengefa�t

werden.

Verhalten von 1=�

min

(L

(i)

S

) im Programm djssif

�

a

�

a

min max

n = 10 sh

1

3.6e+02 6.7e+02 7.7e+00 4.9e+03

150 Tests r 22 9 1 41

se

r

3.0e+01 3.2e+01 4.0e+00 1.5e+02

n = 25 sh

1

4.7e+11 3.3e+12 1.1e+02 2.3e+13

100 Tests r 200 43 111 266

se

r

7.0e+06 4.4e+07 1.2e+01 3.2e+08

n = 50 sh

1

1.3e+26 6.5e+26 1.1e+05 3.3e+27

100 Tests r 841 184 279 1054

se

r

9.0e+16 4.4e+17 2.8e+02 2.3e+18

n = 100 sh

1

2.1e+71 1.1e+72 6.8e+08 5.4e+72

50 Tests r 3315 799 1549 4572

se

r

3.2e+48 1.6e+49 1.7e+04 8.0e+49

Man erkennt, da� die Sh

�

atzwerte h

�

ohstens f

�

ur kleine n brauhbar sind. Die

Rotation r be�ndet sih stets innerhalb des ersten Zyklus.

Abshlie�end betrahten wir noh die Quotienten von tats

�

ahlihem maxi-

malen relativen Fehler % und erwartetem relativen Fehler %

E

gem

�

a� (5.3), wobei

wir die Testergebnisse f

�

ur alle n und alle � wieder zusammenfassen k

�

onnen. Die
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nahfolgende Tabelle zeigt, da� der erwartete Fehler in der Tat realistish ist.

Hier werden nur Ergebnisse der Programme sjssif und djssif ausgewertet.

Quotienten tats

�

ahliher maximaler rel. Fehler

und erwarteter maximaler rel. Fehler (400 Tests)

Verf. �

g

�

g

min max

sjssif 3.0e+00 1.7e+00 8.0e�01 2.7e+01

djssif 4.2e+00 1.9e+00 1.1e+00 1.8e+02

Matrizen mit vorbestimmter Kondition von S

S

In diesem Unterabshnitt betrahten wir solhe shiefsymmetrishen Matrizen,

deren Eigenshaften hinsihtlih der St

�

orungstheorie man bereits bei ihrer Ge-

nerierung vorbestimmen kann. Wir generierten Matrizen der Ordnung 2n auf

folgende Weise:

1. Bestimmung von Æ; � > 0 und Bildung von D = diag(exp(Æ(2r

i

� 1))) 2

IR

2n�2n

sowie � = diag(exp(�(2s

i

� 1))) 2 IR

2n�2n

, wobei r

i

; s

i

2 [0; 1℄

"

zuf

�

allig\ und absteigend geordnet sind.

2. Anwendung eines

"

Anti-Jaobi\-Verfahrens nah Veseli� auf A

0

= �. Dies

besteht aus einer Folge orthogonaler Ebenenrotationen A

m+1

= X

T

m

A

m

X

m

,

wobei die X

m

auf folgende Weise bestimmt werden. Seien

"

a 

 b

#

;

"

s sn

�sn s

#

die Pivotsubmatrizen von A

m

bzw. X

m

. Dann ist

s =

1

p

1 + t

2

sn = s � t ; t =

sign(�)

j�j+

p

1 + �

2

; � =

2

b� a

:

Die Folge der auf diese Weise erzeugten Matrizen A

m

konvergiert gegen eine

Matrix A mit

�

ubereinstimmenden Diagonalelementen, d.h. �(A) = �(A

S

).

Die Konvergenz ist sehr langsam, jedoh bereits nah wenigen (a. 2) Zyklen

gilt max(diag(A))=min(diag(A)) � 10.

3. Bestimmung von H = DAD.

4. Berehnung der Eigenwertzerlegung von H mit dem Verfahren dsyevj

gem

�

a� [29℄, d.h. Bestimmung eines orthogonalen V und eines diagonalen �

0

mit V

T

H V = �

0

. Die Diagonalelemente von �

0

seien absteigend geordnet.

5. Bildung der Diagonalmatrix �, deren Diagonalelemente die geometrishen

Mittel benahbarter Diagonalelemente von �

0

sind, d.h.

�

2i;2i

= �

2i�1;2i�1

=

q

�

0

2i�1;2i�1

�

0

2i;2i

; i = 1 : : : n :
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6. Bestimmung der shiefsymmetrishen Matrix S = PV J

n

�V

T

P

T

, wobei P

noh eine

"

zuf

�

allige\ Permutationsmatrix ist.

Unter Zuhilfenahme von

U

n

=

1

p

2

n

M

i=1

"

1 i

i 1

#

; J

0

n

=

n

M

i=1

"

1 0

0 �1

#

; i

2

= �1

mit U

�

n

J

n

U

n

= iJ

0

n

haben wir nun

S = PV J

n

�V

T

P

T

= iPV�

1=2

U

n

J

0

n

U

�

n

�

1=2

V

T

P

T

= iPV U

n

�

1=2

J

0

n

�

1=2

U

�

n

V

T

P

T

= PV U

n

�U

�

n

V

T

P

T

= PV�V

T

P

T

:

Wir k

�

onnen annehmen, da� obiger Shritt 5. die Eigenwerte von �

0

niht stark

(d.h. niht in ihrer Gr

�

o�enordnung) ver

�

andert, so da� wir

�

min

( S

S

) = �

min

((V�V

T

)

S

) � �

min

((V�

0

V

T

)

S

) = �

min

( H

S

) = �

min

(A)

(6.3)

erhalten. Die unten aufgef

�

uhrten numerishen Resultate best

�

atigen diese Annah-

me. Die Eigenwerte von A sind jedoh nah Shritt 1. bekannt. (6.3) gilt nat

�

urlih

auh f

�

ur �

max

(�) und �(�). Es wurden numerishe Tests f

�

ur

� = 2 ; Æ 2 f2; 5; 8; 15; 17g ; n 2 f10; 25; 50; 100g

vorgenommen, und zwar 30 Tests f

�

ur n = 10, jeweils 20 Tests f

�

ur n = 25, n = 50

und 10 Tests f

�

ur n = 100. Insgesamt wurden also 400 Matrizen dieses Typs ge-

neriert.

Bei der Darstellung der Testergebnisse gehen wir analog zum vorhergehen-

den Unterabshnitt vor. Zuerst geben wir einen

�

Uberblik

�

uber die Rehenzeiten,

wobei die Ergebnisse f

�

ur vershiedene Æ zusammengefa�t werden.

Rehenzeiten in 1=100 se.

bei Matrizen mit vorbestimmtem S

S

Verf. �

a

�

a

min max

n=10 dssqr 3 0.6 1 4

150 Tests dprd 20 1.2 17 25

djssif 3 1.0 1 7

n=25 dssqr 9 1.0 7 11

100 Tests dprd 316 7.6 294 335

djssif 31 9.8 19 52

n=50 dssqr 43 3.6 38 53

100 Tests dprd 2610 31 2501 2683

djssif 214 69 125 355

n=100 dssqr 290 20 266 345

50 Tests dprd 16745 9686 2580 23827

djssif 1650 478 992 2489
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Das QR-Verfahren dssqr war f

�

ur n = 100 etwa 4:9 bis 6:4 mal shneller als

djssif mit einem Mittel bei etwa 5:4.

Anshlie�end geben wir analog zum vorhergehenden Unterabshnitt einen

�

Uberblik

�

uber die Zahl der Operationen, zusammengefa�t f

�

ur alle Æ.

Zahl der Zyklen Zahl der Rotationen

bzw. 4� 4-Diagonalisierungen

Verf. �

a

�

a

min max �

a

�

a

min max

n=10 dprd 4 0.9 3 6 663 152 426 1050

djssif 4 0.9 3 6 100 34 53 196

n=25 dprd 6 0.7 5 8 6766 806 5070 8430

djssif 5 1.2 4 8 894 336 501 1636

n=50 dprd 8 1.0 6 10 36454 4362 28276 48328

djssif 7 1.5 5 10 4498 1707 2389 7739

n=100 dprd 10 1.1 8 11 175794 19570 143446 204416

djssif 8 1.3 6 11 21952 7432 12281 34523

Als n

�

ahstes betrahten wir wieder die maximalen relativen Fehler der be-

rehneteten Eigenwerte gegen

�

uber den mit qjssif berehneten Werten. Wie im

vorangehenden Unterabshnitt werden hier das goemetrishe Mittel �

g

und die

geometrishe Streuung �

g

verwendet. Wir fassen wieder die Ergebnisse f

�

ur alle n

zusammen.
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Maximale relative Fehler gegen

�

uber qjssif

Verf. �

g

�

g

min max

Æ = 2 sssqr 9.0e�07 1.8e+00 2.9e�07 3.3e�06

80 Tests dssqr 2.3e�15 1.9e+00 6.5e�16 7.5e�15

sprd 1.8e�06 2.5e+00 3.4e�07 1.3e�05

dprd 3.1e�15 2.4e+00 7.6e�16 3.7e�14

sjssif 5.4e�06 2.6e+00 9.9e�07 3.1e�05

djssif 1.3e�14 2.9e+00 2.6e�15 7.4e�14

dsjssif 3.1e�06 2.2e+00 8.7e�07 1.3e�05

�(S) 2.9e+03 2.4e+00 1.5e+02 9.5e+03

Æ = 5 sssqr 2.9e�06 6.0e+00 2.1e�07 2.8e�04

80 Tests dssqr 6.0e�15 5.7e+00 5.5e�16 6.4e�13

sprd 2.4e�05 8.9e+00 5.0e�07 2.8e�02

dprd 3.2e�14 7.0e+00 7.2e�16 2.2e�12

sjssif 4.0e�06 2.3e+00 9.6e�07 3.3e�05

djssif 9.1e�15 2.6e+00 2.3e�15 5.8e�14

dsjssif 2.2e�06 2.1e+00 5.7e�07 9.5e�06

�(S) 1.0e+08 4.0e+00 1.4e+06 5.5e+08

Æ = 8 sssqr 4.6e�06 1.1e+01 2.0e�07 1.9e�03

80 Tests dssqr 1.1e�14 1.1e+01 6.7e�16 1.4e�11

sprd 7.5e�02 5.0e+01 3.7e�05 2.4e+01

dprd 5.7e�12 4.0e+01 1.8e�15 3.5e�09

sjssif 3.6e�06 2.3e+00 8.6e�07 5.3e�05

djssif 8.3e�15 2.6e+00 2.0e�15 6.1e�14

dsjssif 1.8e�06 1.9e+00 5.4e�07 8.3e�06

�(S) 4.2e+12 5.9e+00 3.4e+10 9.0e+13

Æ = 15 sssqr 1.5e�05 3.3e+01 1.8e�07 1.4e�01

80 Tests dssqr 3.8e�14 2.8e+01 6.4e�16 5.0e�11

sprd 1.1e+06 1.9e+04 2.4e�02 2.6e+16

dprd 1.6e�05 5.2e+03 1.9e�13 5.5e+03

sjssif 3.1e�06 2.3e+00 7.1e�07 4.9e�05

djssif 6.8e�15 2.6e+00 1.5e�15 4.7e�14

dsjssif 1.4e�06 1.9e+00 3.4e�07 1.4e�06

�(S) 8.9e+23 5.2e+02 1.3e+18 7.8e+25

Æ = 17 sssqr 1.7e�05 2.8e+01 1.7e�07 2.4e�02

80 Tests dssqr 4.3e�14 2.5e+01 8.2e�16 5.6e�11

sprd 3.1e+08 1.2e+06 9.3e�03 2.0e+20

dprd 6.5e�04 4.5e+04 4.6e�12 4.8e+07

sjssif 2.6e�06 2.2e+00 5.9e�07 2.6e�05

djssif 6.3e�15 2.7e+00 8.4e�16 3.6e�14

dsjssif 1.3e�06 1.9e+00 3.1e�07 4.0e�06

�(S) 1.2e+27 1.1e+02 6.2e+20 2.0e+29
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Auh wird wird deutlih, da� die mit QR-Verfahren berehneten Eigenwer-

te unerwartet kleine relative Fehler haben. Das QR-Verfahren liefert trotz ho-

her Kondition oft noh brauhbare Ergebnisse. Hingegen sind die Ergebnisse des

Paardekooper-Verfahrens meist unbrauhbar.

Rehenzeiten und relative Genauigkeiten sind also beim Paardekooper-Ver-

fahren unbrauhbar. Wir werden es in den nahfolgenden Unterabshnitten daher

niht mehr zu Vergleihszweken heranziehen.

Anshlie�end betrahten wir wieder Eigenshaften der Matrizen S

S

, M ge-

m

�

a� (5.4) und

~

L = L

(1)

S

gem

�

a� Satz 5.0.6. Der nahfolgenden Tabelle kann man

auh entnehmen, da� die Testmatrizen die erwarteten Eigenshaften haben, denn

ihre Kondition ist hoh, w

�

ahrend die Kondition von S

S

zumeist klein ist.

Eigenshaften von M , S

S

und

~

L bei djssif(400 Tests)

�

g

�

g

min max

max

i

(M

ii

)=min

i

(M

ii

) 3.4e+00 2.0e+00 1.0e+00 2.1e+01

�

min

(M) 6.3e�02 3.3e+00 5.4e�07 3.4e�01

�

min

( S

S

) 1.1e�01 3.7e+00 6.4e�07 4.4e�01

�

min

(M)=�

min

( S

S

) 5.8e�01 1.5e+00 1.9e�01 1.0e+00

�

min

(

~

L

S

) 3.5e�01 1.8e+00 6.0e�02 9.2e�01

Wie im vorangehenden Unterabshnitt betrahten wir nun das Verhalten von

1=�

min

(L

(i)

S

).

Verhalten von 1=�

min

(L

(i)

S

) im Programm djssif

�

a

�

a

min max

n = 10 sh

1

5.8e+00 6.8e+00 1.8e+00 4.9e+01

150 Tests r 17 12 1 44

se

r

3.8e+00 2.6e+00 1.7e+00 1.9e+01

n = 25 sh

1

1.1e+05 5.5e+05 5.5e+00 3.9e+06

100 Tests r 100 31 35 172

se

r

1.6e+03 6.0e+03 3.6e+00 4.2e+04

n = 50 sh

1

4.8e+16 1.2e+16 3.1e+03 5.4e+16

100 Tests r 537 98 350 698

se

r

6.3e+10 2.1e+11 1.5e+02 1.1e+12

n = 100 sh

1

6.9e+41 3.0e+42 1.6e+12 1.5e+43

50 Tests r 2428 287 1801 2870

se

r

4.4e+31 2.1e+32 1.7e+07 1.1e+33

Die damit bestimmbaren Sh

�

atzwerte sind auh hier allenfalls f

�

ur kleine n

brauhbar, wenngleih die hier erzielten Ergebnisse zumeist etwas g

�

unstiger sind
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als die im vorangehenden Unterabshnitt.

Als letztes folgt auh hier eine Tabelle

�

uber das Verh

�

altnis von tats

�

ahlihem

zu erwartetem Fehler. Es werden nur Ergebnisse von sjssif und djssif ausge-

wertet.

Quotienten tats

�

ahliher maximaler rel. Fehler

und erwarteter maximaler rel. Fehler (400 Tests)

Verf. �

g

�

g

min max

sjssif 1.5e+00 4.5e+00 4.0e�06 1.2e+01

djssif 1.9e+00 4.9e+00 5.8e�06 1.2e+01

Wie im vorangehenden Unterabshnitt sind die erwarteten Fehler in der Tat

realistish oder sogar gr

�

o�er als die tats

�

ahlihen Fehler.

Tridiagonale Matrizen

Kleine relative St

�

orungen shiefsymmetrisher tridiagonaler Matrizen f

�

uhren zu

kleinen relativen

�

Anderungen der Eigenwerte [12℄. Shiefsymmetrishe tridiago-

nale Matrizen bestimmen also ihre Eigenwerte unabh

�

angig von der Kondition

gut.

Das in Abshnitt 6.1 beshriebene QR-Verfahren bestimmt die Eigenwerte

solher Matrizen mit kleinen relativen Fehlern [12℄. Dies erwarten wir auh vom

hier eingef

�

uhrten impliziten Verfahren. In diesem Unterabshnitt pr

�

asentieren

wir numerishe Resultate zu diesen Matrizen. Die Matrizen wurden auf folgende

Weise erzeugt:

1. Bestimmung der Ordnung 2n und eines � 2 f2; 5; 8; 15; 17g.

2. Generierung von D = diag(Æ

i

) mit Æ

i

= exp(�(2r

i

� 1)), i = 1 : : : 2n � 1,

und

"

zuf

�

alligen\ r

i

2 [0; 1℄.

3. Generierung von E = diag(�

i

) mit

"

zuf

�

alligen\ �

i

2 f�1; 1g, i = 1 : : : 2n�1.

4. Generierung der Testmatrix S mit S

i;i+1

= �S

i+1;i

= D

i

E

i

, i = 1 : : : 2n� 1,

und S

ij

= 0 sonst.

F

�

ur jedes � 2 f2; 5; 8; 15; 17g und n = 10 wurden 30 Testmatrizen, f

�

ur n = 25,

n = 50 wurden 20 Matrizen, und f

�

ur n = 100 wurden 10 Testmatrizen generiert,

insgesamt also 400 Matrizen.

Die Kondition der auf diese Weise erzeugten Matrizen wird sehr gro� und

bei den einfah genauen Programmen tritt h

�

au�g Unter- oder -

�

uberlauf ein. Wir

verzihten daher in diesem Unterabshnitt auf die Darstellung der Ergebnisse der

einfah genauen Programme.

Wie angek

�

undigt, werden wir die Ergebnisse der Paardekooper-Verfahren in

diesem Unterabshnitt niht mehr au�

�

uhren. Es sei hier nur erw

�

ahnt, da� diese
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Verfahren hinsihtlih der erzielten Genauigkeit keine brauhbaren Ergebnisse

liefern.

Auf die Angabe der Rehenzeiten verzihten wir hier auh. Nahfolgend geben

wir sogleih die Zahl der erforderlihen 4� 4-Diagonalisierungen beim Verfahren

djssif an. Mit Hilfe der entsprehenden Angaben in den vorangehenden Unter-

abshnitten k

�

onnten Sh

�

atzwerte f

�

ur die Rehenzeiten bestimmt werden.

Zahl der Zyklen 4� 4-Diagonalisierungen

n �

a

�

a

min max �

a

�

a

min max

10 3 0.9 2 5 61 42 13 159

25 4 0.9 3 6 293 294 46 996

50 4 1.0 3 6 799 971 105 3678

100 4 1.0 3 6 1807 2417 224 8936

Bei Matrizen dieser Art sollte nat

�

urlih das QR-Verfahren das Verfahren der

Wahl sein, weil die Matrix niht trianguliert zu werden brauh und somit die

Rehenzeit vernahl

�

assigbar ist. Au�erdem werden die Eigenwerte mit hoher re-

lativer Genauigkeit berehnet. Dies kommt in der nahfolgenden Aufstellung der

erzielten maximalen relativen Fehler in den berehneten Eigenwerten auh zum

Ausdruk. Wir verzihten hier wie angek

�

undigt auf die Ergebnisse der einfah

genauen Programme.

Maximale relative Fehler gegen

�

uber qjssif

Verf. �

g

�

g

min max

� = 2 dssqr 2.3e�15 2.0e+00 6.9e�16 3.7e�14

80 Tests djssif 5.0e�15 1.6e+00 1.8e�15 1.6e�14

�(S) 9.2e+04 1.7e+03 3.5e+01 8.4e+22

� = 5 dssqr 1.5e�15 1.5e+00 5.4e�16 4.2e�15

80 Tests djssif 3.5e�15 1.9e+00 9.6e�16 2.8e�14

�(S) 4.6e+11 1.6e+06 7.7e+02 1.7e+27

� = 8 dssqr 1.2e�15 1.5e+00 5.6e�16 1.4e�14

80 Tests djssif 2.8e�15 2.1e+00 7.0e�16 2.6e�14

�(S) 1.6e+20 4.0e+12 2.2e+04 1.8e+80

� = 15 dssqr 7.5e�16 1.5e+00 2.7e�16 2.1e�15

80 Tests djssif 2.0e�15 2.0e+00 5.1e�16 1.4e�14

�(S) 1.5e+39 1.4e+27 1.4e+10 2.9e+169

� = 17 dssqr 7.0e�16 1.4e+00 2.7e�16 1.6e�15

80 Tests djssif 1.6e�15 1.8e+00 5.2e�16 1.3e�14

�(S) 4.7e+39 9.9e+20 1.2e+12 2.4e+97
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Wir erwarteten vom impliziten Jaobi-Verfahren kleine relative Fehler in den

berehneten Eigenwerten. Diese Erwartung wird also best

�

atigt. Das etwas uner-

wartete Verhalten der Kondition ist ohne Belang.

Wir betrahten nun Eigenshaften der Matrizen S

S

, M gem

�

a� (5.4) und

~

L = L

(1)

S

gem

�

a� Satz 5.0.6. Wir erw

�

ahnen hier jedoh nur die Resultate f

�

ur � = 2

und n 2 f10; 25; 50g sowie f

�

ur � 2 f5; 8g und n = 10. Bereits f

�

ur � 2 f5; 8g sind

die Ergebnisse niht brauhbar. Die Darstellung der Resultate f

�

ur andere �, n

ist somit niht sinnvoll und wurde unterlassen. Da die tats

�

ahlihen maximalen

relativen Fehler klein sind, zeigt dies deutlih, da� die Fehleranalyse der shief-

symmetrishen Zerlegung dieser Art von Matrizen verbessert werden sollte.

Eigenshaften von M , S

S

und

~

L bei djssif(400 Tests)

�

g

�

g

min max

� = 2 max

i

(M

ii

)=min

i

(M

ii

) 1.8e+00 1.2e+00 1.4e+00 2.9e+00

n = 10 �

min

(M) 8.2e�03 8.2e+00 6.3e�05 1.7e�01

50 Tests �

min

( S

S

) 9.8e�03 8.4e+00 7.6e�05 2.0e�01

�

min

(M)=�

min

( S

S

) 8.4e�01 1.1e+00 7.2e�01 9.8e�01

�

min

(

~

L

S

) 5.5e�01 1.1e+00 3.9e�01 7.1e�01

� = 2 max

i

(M

ii

)=min

i

(M

ii

) 2.4e+00 1.2e+00 1.8e+00 2.9e+00

n = 25 �

min

(M) 2.8e�05 4.6e+01 1.1e�08 3.8e�03

30 Tests �

min

( S

S

) 3.4e�05 4.4e+01 1.6e�08 4.0e�03

�

min

(M)=�

min

( S

S

) 8.3e�01 1.1e+00 7.1e�01 9.8e�01

�

min

(

~

L

S

) 4.5e�01 1.1e+00 3.6e�01 5.4e�01

� = 2 max

i

(M

ii

)=min

i

(M

ii

) 2.7e+00 1.1e+00 2.2e+00 3.4e+00

n = 50 �

min

(M) 3.6e�05 4.3e+01 4.5e�09 1.5e�03

30 Tests �

min

( S

S

) 4.4e�05 4.4e+01 5.1e�09 2.0e�03

�

min

(M)=�

min

( S

S

) 8.3e�01 1.1e+00 7.0e�01 9.7e�01

�

min

(

~

L

S

) 4.0e�01 1.1e+00 2.9e�01 5.2e�01

� = 5 max

i

(M

ii

)=min

i

(M

ii

) 1.5e+00 1.3e+00 1.0e+00 2.1e+00

n = 10 �

min

(M) 1.9e�05 9.3e+02 3.0e�14 1.9e�02

50 Tests �

min

( S

S

) 2.1e�05 9.2e+02 3.1e�14 2.1e�02

�

min

(M)=�

min

( S

S

) 9.1e�01 1.1e+00 7.1e�01 1.0e+00

�

min

(

~

L

S

) 6.7e�01 1.2e+00 4.4e�01 8.9e�01

� = 8 max

i

(M

ii

)=min

i

(M

ii

) 1.4e+00 1.3e+00 1.0e+00 2.2e+00

n = 10 �

min

(M) 2.3e�07 1.4e+04 4.6e�17 1.8e�01

50 Tests �

min

( S

S

) 2.8e�07 1.1e+04 6.4e�16 2.2e�01

�

min

(M)=�

min

( S

S

) 8.5e�01 1.7e+00 5.1e�02 1.0e+00

�

min

(

~

L

S

) 7.1e�01 1.2e+00 5.1e�01 9.7e�01

Bei tridiagonalen Matrizen sind w

�

ahrend des Verfahrens anfallende Me�werte

durhaus h

�

au�g zur Bestimmung garantierter oberer Shranken f

�

ur den relativen
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Fehler in den Eigenwerten verwendbar, wie nahfolgende Tabelle

�

uber die Ent-

wiklung von 1=�

min

(L

(i)

S

) zeigt. Tridiagonale Matrizen untersheiden sih hierin

also von den in den vergangenen unterabshnitten behandelten Matrizen. Wir fas-

sen die Ergebnisse f

�

ur alle n und alle � zusammen. Die angegeben Werte wahsen

leiht mit n.

Verhalten von 1=�

min

(L

(i)

S

) im Programm djssif

�

a

�

a

min max

sh

1

1.2e+04 1.0e+05 1.8e+00 1.2e+06

r 85 95 1 561

se

r

8.0e+01 5.4e+02 1.7e+00 7.1e+03

Eine Aufstellung der Quotienten der tats

�

ahlihen relativen Fehler und den

erwarteten relativen Fehler geben wir hier niht, weil die in der vorletzten Tabelle

dargelegten Resultate von �

min

(M) und �

min

(

~

L

S

) zu unrealistish hohen erwar-

teten Fehlern f

�

uhren w

�

urden. Allenfalls f

�

ur kleine � und kleine n erg

�

aben sih

brauhbare Sh

�

atzwerte.

Azyklishe Matrizen

Matrizen, deren Graph azyklish ist, hei�en auh selbst azyklish. Azyklishe

Matrizen bestimmen nah [11℄ ihre Singul

�

arwerte unabh

�

angig von der Kondition

gut, d.h. kleine relative St

�

orungen der nihtvershwindenden Elemente der Matrix

f

�

uhren zu kleinen relativen

�

Anderungen der Singul

�

arwerte. Sei A azyklish und

nihtsingul

�

ar. Dann sind die positiven Imagin

�

arteile der Eigenwerte von

S =

"

0 A

�A

T

0

#

genau die positiven Singul

�

arwerte von A. Kleine relative St

�

orungen der Elemente

von S f

�

uhren also zu kleinen relativen

�

Anderungen der Eigenwerte von S. Ein

Bisektionsverfahren zur genauen Eigenwertbestimmung wurde in [12℄ angegeben.

Auh vom hier vorgeshlagenen impliziten Verfahren erwarten wir eine hohe

relative Genauigkeit in den berehneten Eigenwerten. Resultate werden in diesem

Unterabshnitt angegeben. Auf einen direkten Vergleih mit dem in [12℄ angege-

benen Verfahren wurde verzihtet. Das dortige Bisektionsverfahren wurde niht

implementiert. Die relativen Fehler vergleihen wir wie in den vorangehenden

Unterabshnitten mit dem beshriebenen QR-Verfahren.

Folgende Typen azyklisher Matrizen wurden generiert und getestet:

1. Bestimmung der Ordnung 2n und eines � 2 f2; 5; 8; 15; 17g.
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2. Generierung der Vektoren D 2 R

n

, E 2 R

n�1

mit D

i

= exp(�(2r

i

� 1)),

i = 1 : : : n, und E

i

= exp(�(2s

i

�1)), i = 1 : : : n�1. Dabei seien r

i

; s

i

2 [0; 1℄

"

zuf

�

allig\.

3. Bestimmung der Matrix A 2 IR

n�n

mit A

ii

= D

i

, i = 1 : : : n, A

in

= E

i

,

i = 1 : : : n� 1, und A

ij

= 0 sonst.

4. Bestimmung der Testmatrix

S = P

T

"

0 A

�A

T

0

#

P ;

wobei P noh eine

"

zuf

�

allige\ Permutationsmatrix ist.

F

�

ur jedes � 2 f2; 5; 8; 15; 17g und n = 10 wurden 30 Testmatrizen, f

�

ur n = 25,

n = 50 wurden 20 Matrizen, und f

�

ur n = 100 wurden 10 Testmatrizen generiert,

insgesamt also 400 Matrizen.

Auh hier verzihten wir auf die Angabe von Rehenzeiten. Der Vollst

�

andig-

keit halber geben wir lediglih eine Aufstellung der ben

�

otigten Zahl der 4 � 4-

Diagonalisierungen des Programms djssif an. Sh

�

atzwerte f

�

ur die Rehenzeiten

k

�

onnten anhand der Angaben in den ersten beiden Unterabshnitten bestimmt

werden. Auf Angaben f

�

ur die einfah und vierfah genauen Verfahren verzihten

wir hier. Wie angek

�

undigt, werden Angaben

�

uber das Paardekooper-Verfahren

niht mehr aufgenommen.

Zahl der Zyklen 4� 4-Diagonalisierungen

n �

a

�

a

min max �

a

�

a

min max

10 4 1.0 2 6 83 45 18 184

25 4 1.1 3 6 606 359 142 1350

50 5 1.0 3 7 2594 1669 552 5919

100 5 1.4 3 9 11177 7819 2554 26743

Nahfolgend betrahten wir die relativen Fehler in den berehneten Eigenwer-

ten gegen

�

uber den vierfah genauen Ergebnissen. Angaben

�

uber die Kondition

der Testmatrizen sind in die Tabelle aufgenommen.
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Maximale relative Fehler gegen

�

uber qjssif

Verf. �

g

�

g

min max

� = 2 sssqr 8.6e�07 2.0e+00 2.6e�07 4.1e�06

80 Tests dssqr 2.0e�15 1.9e+00 5.9e�16 9.5e�15

sjssif 3.4e�06 2.1e+00 7.5e�07 1.9e�05

djssif 1.1e�14 2.7e+00 2.0e�15 7.6e�14

dsjssif 1.8e�06 1.8e+00 6.8e�07 1.0e�05

�(S) 3.2e+02 4.7e+00 1.6e+01 9.2e+03

� = 5 sssqr 6.4e�07 1.6e+00 2.3e�07 2.2e�06

80 Tests dssqr 1.7e�15 1.7e+00 6.4e�16 7.4e�15

sjssif 1.9e�06 2.1e+00 5.1e�07 1.7e�05

djssif 6.4e�15 2.3e+00 6.8e�16 3.3e�14

dsjssif 9.4e�07 1.7e+00 2.6e�07 5.0e�06

�(S) 2.7e+05 2.4e+01 1.4e+03 3.2e+08

� = 8 sssqr 5.1e�07 1.6e+00 2.1e�07 2.1e�06

80 Tests dssqr 1.6e�15 1.6e+00 5.4e�16 4.5e�15

sjssif 1.1e�06 2.5e+00 1.2e�07 1.5e�05

djssif 5.2e�15 2.4e+00 1.2e�15 2.6e�14

dsjssif 5.4e�07 1.9e+00 1.4e�07 5.4e�06

�(S) 4.8e+08 1.3e+02 1.1e+05 2.8e+13

� = 15 sssqr 3.8e�07 1.7e+00 1.1e�07 2.0e�06

80 Tests dssqr 1.2e�15 1.5e+00 3.9e�16 3.2e�15

sjssif 7.5e�07 2.8e+00 8.8e�08 1.3e�05

djssif 3.8e�15 2.4e+00 5.2e�16 2.6e�14

dsjssif 3.2e�07 1.7e+00 8.8e�08 1.1e�06

�(S) 2.7e+16 3.0e+03 1.3e+10 3.2e+25

� = 17 sssqr 3.6e�07 1.6e+00 1.0e�07 9.5e�07

80 Tests dssqr 1.1e�15 1.6e+00 2.2e�16 3.5e�15

sjssif 5.9e�07 2.7e+00 8.1e�08 8.6e�06

djssif 3.2e�15 2.5e+00 6.2e�16 2.5e�14

dsjssif 3.2e�07 2.0e+00 1.3e�07 4.5e�06

�(S) 1.5e+18 1.4e+04 3.3e+08 1.9e+28

Insgesamt lieferte das QR-Verfahren genaue Resultate. Aber auh die Ergeb-

nisse der impliziten Verfahren haben kleine relative Fehler.

Anshlie�end betrahten wir wieder Eigenshaften der Matrizen S

S

, M ge-

m

�

a� (5.4) und

~

L = L

(1)

S

gem

�

a� Satz 5.0.6.
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Eigenshaften von M , S

S

und

~

L bei djssif(400 Tests)

�

g

�

g

min max

max

i

(M

ii

)=min

i

(M

ii

) 2.3e+00 2.0e+00 1.0e+00 2.6e+01

�

min

(M) 1.5e�05 1.8e+03 8.7e�15 1.0e+00

�

min

( S

S

) 2.1e�05 1.9e+03 1.5e�14 1.0e+00

�

min

(M)=�

min

( S

S

) 7.1e�01 1.4e+00 2.0e�01 1.0e+00

�

min

(

~

L

S

) 5.2e�01 4.7e+00 1.7e�01 1.0e+00

Nun stellen wir zusammen, wie sih 1=�

min

(L

(i)

S

) verhalten hat, wobei wie die

Werte f

�

ur alle n und alle � zusammenfassen.

Verhalten von 1=�

min

(L

(i)

S

) bei djssif

�

a

�

a

min max

sh

1

3.2e+01 3.50+02 1.6e+00 5.0e+03

r 69 257 1 3915

se

r

7.5e+00 3.0e+01 1.0e+00 3.9e+02

Diese Werte sind also durhaus zur Bestimmung garantierter oberer Shranken

f

�

ur die maximalen relativen Fehler in den berehneten Eigenwerten verwendbar.

Die Werte wahsen leiht mit n. Bei anderen Typen von Matrizen (siehe die ersten

beiden Unterabshnitte) waren die Werte unbrauhbar.

Shlie�lih folgt auh hier eine Tabelle

�

uber das Verh

�

altnis von tats

�

ahlihem

zu erwartetem Fehler.

Quotienten tats

�

ahliher maximaler rel. Fehler

und erwarteter maximaler rel. Fehler (400 Tests)

Verf. �

g

�

g

min max

sjssif 1.5e�04 2.6e+03 1.2e�13 5.2e+00

djssif 3.5e�04 2.0e+03 1.8e�13 8.8e+00

Die tats

�

ahlihen Fehler sind hier also zumeist weitaus kleiner als die erwar-

teten maximalen relativen Fehler. Dies liegt vor allem am ung

�

unstigen �

min

(M).

Man kann erwarten, da� die St

�

orungstheorie dieser Art von Matrizen noh ver-

bessert werden kann.

6.2.2 Zum Konvergenzverhalten

In diesem Unterabshnitt betrahten wir ausshlie�lih das in dieser Arbeit vor-

gestellte implizite Verfahren. Wir widmen uns dem Konvergenzverhalten seines

iterativen Teils.
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Hinsihtlih des Konvergenzverhaltens sind explizites und implizites Verfahren

�

aquivalent. Alle Aussagen dr

�

uken wir daher in Termen des expliziten Verfahrens

aus. Sei L der Faktor der shiefsymmetrishen Zerlegung von S 2 IR

2n�2n

, also

S = �S

T

= LJL

T

. Au�erdem sei K = L

T

L die symmetrishe, positiv de�nite

Matrix, die im iterativen Teil mit einer Folge symplektisher Transformationen

diagonalisiert wird. Sei K

(1)

= K und K

(i)

, i > 1, die transformierte Matrix vor

dem i-ten Zyklus. In jedem Zyklus werden n(n � 1)=2 Diagonalisierungen von

Submatrizen der Ordnung 4 vorgenommen, wobei die Transformationen in modi-

�zierten Zyklen entsprehend mitzuz

�

ahlen sind. Sei weiterhinK

(i)

= D

(i)

K

(i)

S

D

(i)

,

D

(i)

= diag((K

(i)

jj

)

1=2

), die jeweils skalierte Matrix.

Wir erwarten asymptotish quadratishe Konvergenz der skalierten Matrizen

zur Einheitsmatrix I, genauer

lim

i!1

kK

(i)

S

� Ik

E

kK

(i�1)

S

� Ik

2

E

�  (6.4)

mit einem moderaten . Einen Beweis werden wir niht bringen. Wegen der endli-

hen Rehnergenauigkeit kann (6.4) nat

�

urlih nur f

�

ur m

�

oglihst gro�e i plausibel

gemaht werden. Insbesondere erwarten wir von den modi�zierten Zyklen, da�

sie dem Verfahren auh bei mehrfahen Eigenwerten shlie�lih zu quadratisher

Konvergenz verhelfen.

Zur Untersuhung des Verhaltens verwenden wir Resultate des vierfah genau-

en Programms qjssif. Wir bezeihnen die Abbruhkonstanten der Programme

djssif und sjssif mit TOL

d

bzw. TOL

s

. Solange max

i 6=j

jK

(k)

S

ij

j � TOL

d

bzw.

� TOL

s

gilt, sind die Zwishenergebnisse der vershieden genauen Programme

(nahezu) gleih. Die vershiedenen Genauigkeiten sind hier ohne Belang. Weil

bei den Programmen geringerer Genauigkeit die Berehnung fr

�

uher abgebrohen

wird, kann man an ihren Ergebnissen das asymptotishe Konvergenzverhalten nur

reht unzureihend beobahten. Wir beobahten daher die Resultate von qjssif

und verwenden diese zur Beurteilung des Konvergenzverhaltens der Programme

geringerer Genauigkeit. Sei

k

s

= min

kK

(i)

S

�Ik

E

�TOL

s

fi � 1g ; k

d

= min

kK

(i)

S

�Ik

E

�TOL

d

fi � 1g :

F

�

ur % = 1; 2 geben dann die Werte



[%℄

s

=

kK

(k

s

)

S

� Ik

E

kK

(k

s

�1)

S

� Ik

%

E

; 

[%℄

d

=

kK

(k

d

)

S

� Ik

E

kK

(k

d

�1)

S

� Ik

%

E

Auskunft

�

uber das lineare bzw. quadratishe Konvergenzverhalten der einfah

bzw. doppelt genauen Programme.
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In den nahfolgenden Unterabshnitten geben wie die Resultate wieder, die

wir bei skaliert blokdiagonaldominanten Matrizen und bei Matrizen mit vorbe-

stimmter Kondition von S

S

erhielten.

Skaliert blokdiagonaldominante Matrizen

Die in diesem Unterabshnitt betrahteten Matrizen werden genauso erzeugt,

wie die entsprehenden Matrizen im vorangehenden Abshnitt (s. Seite 182). Die

Norm der St

�

orungsmatrix E variieren wir allerdings zwishen den drei Werten

0; 10

�11

und 1=2. Da die Skalierung hier ohne Belang ist, beshr

�

anken wir uns auf

� = 2.

Zuerst sei kEk

2

= 0. Dies sind Matrizen, deren Eigenwerte in einfaher Ge-

nauigkeit als mehrfah ersheinen und in doppelter Genauigkeit sehr nahe bei-

einander liegen (Cluster). F

�

ur die Cluster ist der Fehler bei der Generierung der

Testmatrizen verantwortlih. Von sjssif k

�

onnen wir asymptotish quadratishe

Konvergenz erwarten, w

�

ahrend in der letzten Phase vor dem Programmabbruh

von djssif nur noh lineare Konvergenz zu erwarten ist. Die oben de�nierten

Werte 

[%℄

s

und 

[%℄

d

haben sih, zusammengefa�t f

�

ur alle 80 Testmatrizen der Ord-

nung n 2 f10; 25; 50; 100g, so verhalten:

Konvergenzverhalten von qjssif (80 Tests)

�

g

�

g

min max



[1℄

s

4.1e�12 7.1e+00 2.1e�13 1.8e�08



[2℄

s

1.6e�09 2.8e+01 1.7e�11 5.6e�04



[1℄

d

7.6e�02 2.6e+00 1.9e�03 6.0e�01



[2℄

d

1.2e+14 2.5e+00 8.5e+12 1.7e+15

Sei nun kEk

2

= 10

�11

. Diese Matrizen ersheinen dem einfah genauen Pro-

gramm sjssif wie solhe mit mehrfahen Eigenwerten. F

�

ur das doppelt genaue

Programm ersheinen sie hingegen wie solhe mit vershiedenen Eigenwerten. F

�

ur

das einfah genaue Programm sjssif erwarten wir also asymptotish quadrati-

she Konvergenz.

Konvergenzverhalten von qjssif (80 Tests)

�

g

�

g

min max



[1℄

s

2.8e�07 3.9e+01 1.4e�10 4.7e�05



[2℄

s

6.5e�03 9.0e+02 2.0e�08 2.3e+02



[1℄

d

6.3e�05 1.6e+01 4.4e�08 9.2e�03



[2℄

d

1.4e+10 1.0e+01 1.1e+07 1.3e+12
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W

�

ahrend die Erwartung f

�

ur das einfah genaue Programm eintrat, befand

sih das doppelt genaue Programm zum Zeitpunkt des Abbruhs gerade auf dem

�

Ubergang von linearer zu quadratisher Konvergenz, wie ein Vergleih der Werte



[1℄

d

und 

[2℄

d

mit der Tabelle f

�

ur kEk

2

= 0 zeigt.

Shlie�lih sei kEk

2

= 1=2. Diese Matrizen haben mehrfahe Eigenwerte. Wir

erwarten daher bei sjssif und djssif asymptotish quadratishe Konvergenz.

Die erzielten Ergebnisse entsprehen den Erwartungen. Auh die gr

�

o�ten Werte

sind noh moderat.

Konvergenzverhalten von qjssif (80 Tests)

�

g

�

g

min max



[1℄

s

5.1e�06 2.5e+01 3.4e�10 8.5e�03



[2℄

s

5.6e�01 6.9e+01 2.3e�03 6.9e+02



[1℄

d

6.0e�13 3.6e+02 1.5e�18 1.8e�08



[2℄

d

1.8e�01 1.7e+02 4.0e�08 3.9e+03

Matrizen mit vorbestimmter Kondition von S

S

Diese Matrizen werden genauso erzeugt wie die entsprehenden Matrizen des

letzten Abshnittes (s. Seite 189). Weil die Skalierung belanglos ist, beshr

�

anken

wir uns hier auf den Fall Æ = � = 2.

Die Matrizen haben mehrfahe Eigenwerte. Wir erwarten daher stets asym-

ptotish quadratishe Konvergenz. Die Resultate, zusammengefa�t f

�

ur alle 80

Testmatrizen der Ordnung n 2 f10; 25; 50; 100g, spiegeln die Erwartung wider:

Konvergenzverhalten von qjssif (80 Tests)

�

g

�

g

min max



[1℄

s

5.7e�07 7.3e+01 5.5e�14 1.8e�03



[2℄

s

1.5e�02 2.2e+01 9.9e�09 5.6e+01



[1℄

d

1.8e�13 2.2e+02 3.6e�19 2.4e�09



[2℄

d

2.9e�03 1.9e+02 7.7e�09 3.8e+01



Symbolverzeihnis

Symbol Bemerkung

erstmals

verwendet

auf Seite

X � Y direkte Summe der Matrizen X; Y 11

L

n

i=1

X

i

direkte Summe der Matrizen X

i

; i = 1 : : : n 15

�

max

(X) gr

�

o�ter Eigenwert von X 92

�

min

(X) kleinster Eigenwert von X 13

�

min

(X) kleinster Singul

�

arwert von X 13

0; (0

n

) Nullmatrix (der Ordnung n) 49

I; (I

n

) Einheitsmatrix (der Ordnung n) 15

J

n

J

n

=

L

n

i=1

"

0 1

�1 0

#

15

J J =

"

0 I

�I 0

#

, I von geeigneter Ordnung 4

k � k

2

, k � k

E

Spektralnorm, Euklidishe Norm 11, 11

jXj Matrix (jXj)

ij

= jX

ij

j 159

X X =

p

XX

�

10

det(X) Determinante der Matrix X 41

exp Exponentialfunktion 16

diag Diagonalmatrix 21

diag(x

i

) A = diag(x

i

)() A

ij

= x

i

, falls i = j

und A

ij

= 0 sonst 13

diag(X) A = diag(X)() A

ij

= X

ij

, falls i = j

und A

ij

= 0 sonst 34

(�) Flie�punktergebnis einer Operation 101

H(X) Hadamardshes Ma� 77

X

�i

(X

i�

) i-ter Spaltenvektor (Zeilenvektor) von X 13

[X

�1

� � �X

�n

℄ Matrix bestehend aus den Vektoren X

�i

57

dxe kleinste nat

�

urlihe Zahl � x 106

Q

n

i=1

X

i

Produkt von Zahlen oder Matrizen X

i

f

�

ur wahsende i 77

�(A) Kondition �(A) = kAk

2

kA

�1

k

2

13

rg(X) Rang von X 102

Tr (X) Spur der Matrix X 31

X

S

skalierte Matrix:

X

S

= D

�1

XD

�1

; D = diag(X

1=2

ii

) 13
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