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Zusammenfassung

Primordiale Materie besteht vorwiegend aus den Elementen Wasserstoff und Helium mit kleinen Bei-
mengungen von Lithium. Es wurde bislang angenommen, daß die Berücksichtigung von Wasserstoff
und Helium allein für die Berechnung der Opazität ausreicht. Lithium beeinflußt jedoch die Opazität
indirekt durch eine Verschiebung des chemischen Gleichgewichts, andererseits durch die Absorption
von atomarem Lithium und Lithiumhydrid, LiH. Die Abweichungen erreichen bis zu zwei Größen-
ordnungen, verglichen mit Lithium-freier Opazität. Daraus resultierende mögliche Veränderungen im
Kühlverhalten primordialer Materie werden kurz diskutiert. Die vorliegenden Rechnungen stellen die
ersten Opazitätsrechnungen für primordiale Materie unter 1000 K dar.

Die mit dieser Opazität berechneten Akkretionsscheiben zeigen oberhalb von 104 K nahezu das
gleich Verhalten wie heutige Akkretionsscheiben. Darunter zeigen sie jedoch Abweichungen, die die
Unterschiede in der Opazität reflektieren: Oberhalb von Akkretionsraten von 10−5 M� yr−1 existiert
optisch dicke Akkretion, dominiert durch CIA (kollisionsinduzierte) Absorption, während darunter
die äußeren Gebiete optisch dünn sind und dann entweder isotherm bei 3440 K aufgrund eines starken
Temperaturgradienten in der Opazität akkretieren oder molekülliniendominiert weiter kühlen. Unter-
halb von 10−5 M� yr−1 geht in den äußeren Gebieten die Annahme des chemischen Gleichgewichts
verloren.

Es werden zusätzlich zur bekannten H−-Instabilität zwei weitere thermische Instabilitäten gefun-
den. Für eine dieser Instabilitäten ist eine Bedingung für chemothermische Instabilitäten erfüllt.

Aufgrund der fehlenden Staubabsorption in primordialer Materie könnten die primordialen Akkre-
tionsscheiben erheblich stärkere Ausbrüche aufgrund der H−-Instabilität induzieren, die die Akkreti-
onsrate um 3 Größenordnungen erhöhen können.

Abstract

Primordial matter mainly consists of hydrogen and helium with a small amount of lithium. Taking
into account contributions to the opacity from hydrogen and helium only has been assumed to be
sufficient so far. Lithium, however, influences the opacity indirectly through a change in chemical
equilibrium due to absorption of atomic lithium and lithium hydride. The differences reach two orders
of magnitude, compared with zero-metallicity, lithium-free opacity. Possible changes in the cooling
of primordial matter are being addressed shortly. These opacity calculations are the first to extend the
temperature range below 1000 K.

Accretion disc models calculated with this opacity show a good agreement with today’s accretion
discs for temperatures larger than 104 K. Below that temperature there are major differences, reflecting
the change in opacity: For accretion rates above 10−5 M� yr−1 we find optically thick, CIA (collision
induced) absorption dominated accretion. Below there is optically thin accretion either by molecule
line absorption or isothermal accretion at 3440 K resulting from a temperature locking due to a dra-
stic change in opacity. Subsequently, the assumption of chemical equilibrium is lost with decreasing
accretion rate.

We find in addition to the well known H−-instability two additional thermal instabilities in the
optical thin regime. At least for one of them the condition for chemo-thermal instability is fulfilled.
Due to the lack of dust absorption in primordial matter primordial disks are likely to show much
stronger outbursts showing an increase of accretion rate of three orders of magnitude.
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2.3.2. Kräftebilanz in radialer Richtung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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4.2.7. Die Grenze zwischen optisch dick und optisch dünn . . . . . . . . . . . . . 55
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4.4.3. Chemo-thermische Instabilitäten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.4.4. Diskussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.5. Einfluß von verschiedenen Lithiumbruchteilen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
4.6. Zusammenfassung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5. Zusammenfassung und Diskussion 71
5.1. Akkretionsscheiben . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
5.2. Primordiale Opazität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
5.3. Primordiale Akkretionsscheibenmodellierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
5.4. Ausblick . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74



Inhaltsverzeichnis ix

A. Opazitätstabellen 77

B. Thermische und viskose Instabilität 81
B.1. Viskose Instabilität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
B.2. Thermische Instabilität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
B.3. Zusammenhang zwischen thermischer und viskoser Instabilität . . . . . . . . . . . . 84

B.3.1. optisch dick (τR � 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
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1. Einführung

Unserem heutigen Weltbild nach entstand unser Weltall im Urknall, englisch Big Bang genannt. Das
sich ausdehnende Weltall kühlte nach und nach ab, sodaß die Elementarkräfte sich nach und nach
trennten und schließlich Strahlung und Materie entkoppeln konnten.

Danach heiß und mit Strahlung durchsetzt, dehnte sich das Weltall unter Abkühlung weiter aus. Da-
durch konnte die primordiale Materie nach und nach rekombinieren (siehe beispielsweise die Rech-
nungen von Galli und Palla, 1998; Lepp et al., 2002). Das Universum durchlebte eine Zeit der Fin-
sternis, das dunkle Zeitalter (Dark Ages). Diese Finsternis wurde jedoch mit dem Auftreten der ersten
leuchtenden Objekte beendet. Während es noch nicht ganz klar ist, ob sich zuerst Sterne oder schwar-
ze Löcher gebildet haben, hat man Hinweise, daß das dunkle Zeitalter bei einer Rotverschiebung von
z = 17 ± 5 geendet haben muß. Dafür sprechen die Ergebnisse von WMAP (Wilkinson Microwa-
ve Anisotropy Probe, Spergel et al., 2003) aus dem ersten Jahr der Messungen, die mit Hilfe eines
ΛCDM kosmologischen Modells (Modell mit kalter dunkler Materie und kosmologischer Konstante
Λ) auf Reionisierung bei dieser Rotverschiebung schließen lassen. Bei dieser Rotverschiebung ist das
kosmologische Fluid, die primordiale Materie, größtenteils neutral und atomar. Moleküle haben sich
trotz der geringen Temperatur erst zu einem kleinen Bruchteil gebildet.

Jedoch haben sich unter Annahme des ΛCDM Modells schon zu sehr frühen Zeiten Strukturen
in der Dunklen Materie gebildet. In deren Potentialtöpfe beginnt nach und nach die primordiale,
gewöhnliche bzw. baryonische Materie zu fallen, d.h. die Inhomogenitäten in der Dunklen Materie
bilden sich nach und nach auf die Verteilung der baryonischen Materie ab. Die durch den Einfall der
baryonischen Materie entstehende kinetische Energie wird anfänglich durch Abstrahlung wieder frei.
Unter einer kritischen Dichte nc = 104 cm−3 (Bromm et al., 2002) folgt jeder Anregung eines höher-
en Energieniveaus die sofortige Abregung unter Emission eines Photons. Für höhere Dichten jedoch
dominiert die Abregung durch Kollisionen über die Abregung durch Photonenemission. Die kritische
Dichte markiert demnach den Übergang von non-LTE zu LTE (Lokales thermodynamisches Gleich-
gewicht). Durch die nun ineffizientere Kühlung (Für den non-LTE Fall ist die Kühlrate proportional
zur Teilchendichte im Quadrat, während für LTE sie nur proportional zur Teilchendichte ist) findet
eine quasi-hydrostatische, langsame Kontraktion statt. Um diese Phase zu beenden, muß gravitativer
Kollaps einsetzen.

Der charakteristischen Dichte kann noch eine charakteristische Temperatur zugeordnet werden,
nimmt man an, die Kühlung sei durch molekularen Wasserstoff dominiert. Dazu benötigt man die
Kenntnis der Energieniveaus und Übergänge in molekularem Wasserstoff, H2. Es besitzt kein Dipol-
moment, daher finden nur Quadrupolübergänge statt. Die beiden niedrigst liegenden Energieniveau
besitzen eine Energiedifferenz von E(0, 2) − E(0, 0) = 511 K (E(ν, J), wobei ν der Vibrations- und
J der Rotationsquantenzahl entspricht). Durch Kollisionen mit Teilchen auf dem hochenergetischen
Teil der Maxwell-Boltzmann-Verteilung können bis zu einem gewissen Maße geringere Temperaturen
als 511 K erreicht werden. Rechnungen von Bromm et al. (1999, 2002) und Abel et al. (2000, 2002)
ergeben übereinstimmend typische Minimaltemperaturen von ca. 200 K.

Damit besitzt die primordiale Molekülwolke unabhängig von den Anfangsbedingungen in dieser
Phase der Sternbildung dieselben physikalischen Eigenschaften.

Wie oben angedeutet, gelangt eine primordiale Wolke für nc = 104 cm−3 und Tc = 200 K in ein
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Regime von langsamer quasi-hydrostatischer Kontraktion. Erfüllt sie jedoch das Jeans-Kriterium, wel-
ches besagt, daß für Massen größer als die Jeans-Masse MJ die Wolke unter Eigengravitation kolla-
biert, erhalten wir als Abschätzung (z.B. Clarke und Bromm, 2003)

MJ =

(

kBT
Gµmp

)
3
2
(

3
4πρ

)
1
2

≈ 700M� ·
( T
200 K

)

3
2
( n
104 cm−3

)− 1
2
. (1.1)

Dieser Kollaps führt zur Bildung eines Sterns, der anfänglich nur aus primordialer Materie besteht.
Diese erste Sterngeneration wird Population-III, kurz Pop-III, genannt. Verglichen mit heutigen Mo-
lekülwolken, die aufgrund von CO bis auf Temperaturen um 10 K kühlen können, ergibt sich ein
Verhältnis für die Jeansmassen von

MJ,Pop-III

MJ, Pop-I
=

(

200 K
10 K

)
3
2

≈ 100.

Das bedeutet, daß die im primordialen gravitativen Kollaps zur Verfügung stehende Masse um den
Faktor 100 höher ist als für heutigen Kollaps. Setzt man gleiche Sternbildungseffizienz voraus, kann
man schließen, daß Pop--Sterne sehr massereich gewesen sein müssen. Daher geht man für Pop--
Sterne von einer top-heavy IMF aus (Massenverteilung mit den meisten Sternen bei große Massen).

Jedoch finden Nakamura und Umemura (2001) eine bimodale Massenverteilung aufgrund einer Bi-
furkation in der Entwicklung des Kollapses. Sie finden für eine anfängliche Dichte von nc . 105 cm−3

eine langsame radiale Kontraktion wegen wenig effektiver H2 Kühlung. Diese verlangsamt sich wei-
ter beim Erreichen von LTE. Dabei wird die Kühlzeitskala länger als die Frei-Fall-Zeitskala. Da-
her fragmentiert die Wolke, bevor es eine Teilchendichte von 108 cm−3 erreicht, wo Drei-Körper-
Reaktionen (Palla et al., 1983) effektiv werden und damit die Kühlung beschleunigen. Fragmente, die
von nc . 105 cm−3 starten, erreichen Massen von einigen 10 M�. Im Gegensatz dazu finden diese
Autoren für Fragmente mit anfänglichen nc & 105 cm−3, daß die durch die Drei-Körper-Reaktionen
effektivere H2 Kühlung Dichten von n ∼ 1012 cm−3 erreicht werden können, bevor die langsame
hydrostatische Kontraktion einsetzt. Durch die deutlich höhere Teilchendichte reduziert sich die Frag-
mentmasse auf ca. 1 M�. Daher könnte die IMF für die Pop-III-Sterne in der Tat der heutigen IMF
(welche Sterne von 1 M� bevorzugt) ähnlich sein mit dem Zusatz eines zweiten Peaks bei einigen
10 M�. Uehara und Inutsuka (2000) und Nakamura und Umemura (2002) konnten diese Bimodalität
mittels Kühlung durch HD weiter untermauern.

Geht man davon aus, daß eine Jeans-instabile Wolke auf der Frei-Fall-Zeitskala

τff =

√

3
8πGρ

= 2 · 105 yr ·
( n
104 cm−3

)− 1
2

kollabiert, erhält man typische Akkretionsraten von

Ṁ ≈ MJ

τff
= 3 · 10−3M� yr−1 ·

( T
200 K

)

3
2

Zum Vergleich: für Pop-I-Sterne ist Kühlung durch CO bis T = 10 K möglich. Daher ergibt sich
Ṁ ≈ 4 · 10−5M� yr−1. Beobachtungen von T Tau Sternen (Bertout et al., 1988; Calvet et al., 2004)
ergeben Akkretionsraten von 10−8M� yr−1 bis zu einigen 10−7M� yr−1. Diese kann jedoch bei FU Ori
Objekten auf 10−5···−3M� yr−1 steigen (Hartmann und Kenyon, 1985, 1987; Kenyon und Hartmann,
1991), konsistent mit unseren Abschätzungen.
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Palla et al. (1983) untersuchten den Kollaps einer primordialen Gaswolke mittels eines Einzonen-
modells für die Wolke unter Berücksichtigung von Strahlungstransport und zeitabhängige Chemie.
Sie fanden typische Akkretionsraten von 10−2M� yr−1 und einen hydrostatischen Kern von 0.05M�.

Wie massereich können nun Pop-III-Sterne werden? Omukai und Palla (2003) fanden eine kritische
Akkretionsrate von Ṁcrit = 4 · 10−3M� yr−1, unterhalb der sich Sterne mit mehreren 100 M� bilden
können. Oberhalb dieser kritischen Akkretionsrate wird das Eddington-Limit vor dem Einsetzen von
Wasserstoffbrennen überschritten. Dies führt zu einer starken Vergrößerung des Sternradius und even-
tuell zu einer Umkehrung der Akkretion. Daher nimmt oberhalb von Ṁcrit die maximal mögliche
Masse mit zunehmendem Ṁ ab.

Der beim Überschreiten der Jeans-Masse folgende Kollaps bildet den Protostern, geht dann aber
bei Vorhandensein von Drehimpuls in die Scheibenakkretion über. In der Scheibenakkretionsphase
wird Masse mittels viskoser Prozesse auf den Stern transportiert, während Drehimpuls nach außen
transportiert wird.

Die Untersuchung dieser Phase der Scheibenakkretion hinsichtlich Struktur und Stabilität soll The-
ma der vorliegenden Arbeit sein.

In Kapitel 2 stellen wir das Modell für eine stationäre Akkretionsscheibe vor. Kapitel 3 beschreibt
die Berechnung der Opazität für primordiale Materie. In Kapitel 4 schließlich findet die Opazität ihre
Anwendung auf stationäre Akkretionsscheiben mit primordialer chemischer Zusammensetzung. Die
Arbeit schließt mit einer Zusammenfassung und Diskussion in Kapitel 5.





2. Akkretionsscheiben

Im folgenden Kapitel sollen die Grundlagen der Theorie von Akkretionsscheiben kurz dargestellt wer-
den. Im Wesentlichen handelt es sich um das Standardmodell für geometrisch dünne, stationäre Ak-
kretionsscheiben. Zunächst werden die Einzelgleichungen vorgestellt (Abschnitt 2.2–2.4). Dann wird
in 2.5 die Modifikation der optischen Tiefe und des Strahlungsdruck diskutiert, um optisch dünne
Akkretionsscheiben modellieren zu können. Abschnitt 2.6 führt die zeitabhängig hergeleiteten me-
chanischen Gleichungen in die Stationarität über.

Bevor der komplette Satz von Gleichungen in Abschnitt 2.8 in einem Gleichungssystem zusam-
mengefaßt wird, findet in 2.7 noch eine Diskussion der Viskosität statt. Das Kapitel endet mit einer
Einführung in mögliche Instabailitäten in Akkretionsscheiben (Abschnitt 2.9), einer Herleitung bzw.
Definition der Zeitskalen für eine Akkretionsscheibe in 2.10, der Berechnung des Verhältnisses h/r in
2.11 und schließt mit einer abschließenden Zusammenfassung und Diskussion in Asbchnitt 2.12 ab.

2.1. Geometrie

Betrachten wir die Skizze in Abbildung 2.1. Wir benutzen Zylinderkoordinaten (r, φ, z), wobei wir
Zylindersymmetrie in φ-Richtung annehmen. Sei h die Skalenhöhe der Scheibe am Ort r, so sind die
vertikal integrierten Größen die Flächendichte

Σ = 2ρh (2.1)

und die Akkretionsrate
Ṁ = 2πΣrvr . (2.2)

Ist die Bewegung der Masse nach innen gerichtet (vr < 0), sprechen wir von Akkretion, für vr > 0
ergibt sich Dekretion. Entsprechendes gilt für Ṁ.

Wir fordern nun in jedem Scheibenring Massen-, Drehimpuls- und Energieerhaltung sowie Kräfte-
gleichgewicht in radialer und vertikaler Richtung. Daraus leiten wir die zeitabhängigen Scheibenglei-
chungen ab, um dann zum stationären Limit überzugehen.

2.2. Massenerhaltung

In einem Scheibenring wird die Änderung der Flächendichte Σ nur durch den Massenzu- und -abstrom
von links und rechts verursacht:

2πr∆r
∂Σ

∂t
= −∆Ṁ = −

(

Ṁr − Ṁl
)

.

Differentiell ergibt sich
∂Σ

∂t
+

1
2πr
∂Ṁ
∂r
= 0 . (2.3)
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Abbildung 2.1.: Ausschnitt aus dem schematischen Bild einer Akkretionsscheibe. Bei r = z = 0 befin-
det sich das Zentralobjekt (C). Die Scheibe wird radialsymmetrisch in verschiedene
Ringe unterteilt. Der Ausschnitt eines Rings wird exemplarisch mittels dicker Linien
dargestellt. Durch die Seitenflächen in radialer Richtung findet Massenzu-/abstrom
Ṁl/r statt. In diesem Ring gibt es eine Flächendichte Σ, den Druck P, sowie die
Druckskalenhöhe h. Die durch viskose Reibung entstehende Wärme Q+ wird nach
beiden Seiten abgestrahlt (Q−).
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2.3. Mechanische Gleichungen

2.3.1. Drehimpulserhaltung

Der Drehimpuls ∆L eines mit der Geschwindigkeit vφ = Ωr rotierenden Kreisrings der radialen Aus-
dehnung ∆r und der Masse ∆M = 2πrΣ∆r ist (~L = m~r × ~v)

∆L = ∆Mr2Ω = 2πr∆rΣr2Ω .

Die zeitliche Änderung desselben muß durch den Zu-/Abstrom von Masse bzw. durch Austausch
mittels viskoser Reibung geschehen:

∂L
∂t
+ ∆

(

Ṁr2Ω
)

= ∆G

⇔ 2πr∆r
∂

∂t

(

Σr2Ω
)

+ ∆
(

Ṁr2Ω
)

= ∆G .

In differentieller Form
∂

∂t

(

Σr2Ω
)

+
1

2πr
∂

∂r

(

Ṁr2Ω
)

=
1

2πr
∂G
∂r
. (2.4)

G ist das durch Viskosität erzeugte Drehmoment. Es kann entweder durch Austausch von Massen-
elementen in benachbarten Kreisringen und Grenzübergang (z.B. Pringle, 1981) oder durch direktes
Umformen und Berechnen der φ-Komponente der Navier-Stokes Gleichung (z.B. Bisnovatyi-Kogan
und Lovelace, 2001) beschafft werden. Es ergibt sich

G = 2πrνtΣr2Ω
∂Ω̄

∂r̄
. (2.5)

Die Ableitung ∂Ω̄∂r̄ ist die hier verwendete Kurzschreibweise für die logarithmische Ableitung von Ω
nach r. Im Keplerfall folgt mit (2.7)

∂Ω̄K

∂r̄
= −3

2
.

2.3.2. Kräftebilanz in radialer Richtung

In radialer Richtung fordern wir Gleichgewicht zwischen Gravitations- und Zentrifugalkraft

Ω2r + gr = 0 , (2.6)

wobei gr die Radialkomponente der Beschleunigung ist. Sie berechnet sich als Gradient des Potentials

gr = −
∂Φ

∂r
mit Φ = ΦZentrum + ΦScheibe .

In unserem Falle sei das Gravitationspotential der Scheibe vernachlässigbar. Dann folgt

Ω2 = Ω2
K =

GM
r3 , (2.7)

d.h. die Scheibe rotiert keplersch.
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2.3.3. Kräftebilanz in vertikaler Richtung

In vertikaler Richtung fordern wir hydrostatisches Gleichgewicht

1
ρ

∂P
∂z
= gz , (2.8)

wobei gz die Vertikalkomponente der Gravitationskraft ist. Sie berechnet sich als z-Komponente des
Gradienten des Gravitationspotentials Φ (s.o.):

gz = −
∂Φ

∂z
= −GMz

r3 − πGΣ .

Hier erlauben wir einen Beitrag der lokalen Massendichte zur vertikalen Beschleunigung (Paczynski,
1978). Mittels (2.8) folgt

∂P
∂z

= ρgz

∂P
∂z

= −ρ
(GMz

r3 + πGΣ
)

∫ h

0

∂P
∂z

dz = −
∫ h

0
ρ
(GMz

r3 + πGΣ
)

dz

P(h) − P(0) = −GMρh2

2r3 − 2πGΣρh

P(0) =
GMΣ2

4ρr3 + πGΣ
2 .

In den letzten Umformungen haben wir die so genannte Ein-Zonen-Approximation verwendet, d.h.
wir haben von z = 0 bis z = h integriert und dabei angenommen, daß ρ konstant bleibt und der Druck
außen gegen den Druck in der Mittelebene vernachlässigbar ist. Alle Größen in der letzten Gleichung
nehmen die Werte in der Mittelebene an. Damit ist

P = G
(

M
4ρr3 + π

)

Σ2 . (2.9)

In dieser Gleichung steckt in starkem Maße schon die Annahme der Keplerschen Rotation, da wir die
Komponente gz durch die z-Komponente des Zentralpotentials berechnet haben.

2.4. Energiegleichung

Wir fordern, daß die lokal durch viskose Reibung erzeugte Energie in Strahlung umgesetzt wird:

ρεvisc = ∇ ~F . (2.10)

Hier ist εvisc die viskose Energieerzeugung und ~F der Strahlungsflußgradient. In vertikaler Richtung
können wir für den Strahlungfluß in Diffusionsapproximation für optisch dicke Scheiben schreiben:

F(h) = −16σT 3

3κRρ
∂T
∂z

∣

∣

∣

∣

∣

h
= − 4σ

3κRρ
∂T 4

∂z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

h
≈ − 4σ

3κRρ
T (z = h)4 − T (z = 0)4

h − 0
.
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Der im Strahlungsfluß auftretende Differentialkoeffizient wird durch einen Differenzenkoeffizienten
approximiert. κR ist das Rosselandmittel der Opazität. Unter der Annahme T (h) � T (0) können wir
die linke Seite der Energiegleichung vertikal integrieren und erhalten

∫ h

−h
∇Fdz = F(h) − F(−h) =

8σT 4

3κRρh
.

Mittels τR =
1
2ΣκR, der Rosselandschen optischen Tiefe, und der Tatsache, daß die Abstrahlung glei-

chermaßen zu beiden Seiten erfolgt, für die Abstrahlung Q− nach oben und unten

Q− =
4σT 4

3τR
. (2.11)

Ebenso erhalten wir für die vertikal integrierte rechte Seite von (2.10) die Dissipationsrate

Q+ =
∫ h

−h
ρεviscdz =

1
2
νtΣ

(

r
∂Ω

∂r

)2

.

Dabei ist Q+ die durch viskose Reibung dissipierte Energie pro Einheitsfläche. Sie läßt sich anschau-
lich aus dem Drehmoment G (Gl. 2.5) berechnen, indem man sich das auf das den Kreisring wirkende
Gesamtdrehmoment ausrechnet :

∆G = Gr −Gl ≈
∂G
∂r
∆r .

Damit ist die geleistete Arbeit

∆Q = Ω∆G ≈ Ω∂G
∂r
∆r =

[

∂

∂r
(GΩ) −G

∂Ω

∂r

]

∆r .

Integriert über alle Scheibenringe ergibt die letzte Gleichung lokal nur Quellterme G ∂Ω∂r , der Term
∂
∂r (GΩ) steht für den Transport der dissipierten Energie zwischen den einzelnen Kreisringen. Inner-
halb eines Scheibenrings kann man diesen Randterm vernachlässigen:

∆Q
∆r
=

[

∂

∂r
(GΩ) −G

∂Ω

∂r

]

.

Da wir an der Abstrahlung pro Oberfläche ∆A = 2 · 2πr∆r interessiert sind (Faktor 2 für zwei Seiten),
erhalten wir für die Dissipationrate

Q+ =
1

4πr
∆Q
∆r
=

1
4πr

G
∂Ω

∂r
=

1
2
νtΣ

(

r
∂Ω

∂r

)2

. (2.12)

Aus der Gleichheit von (2.12) und (2.11) gemäß (2.10) folgt

1
2
νtΣ

(

r
∂Ω

∂r

)2

=
4σT 4

3τR
. (2.13)

Für den Fall Keplerscher Rotation (2.7) ergibt sich

Q+ =
9
8
νtΣΩ

2
K . (2.14)
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2.5. Die effektive optische Tiefe und der Strahlungsdruck

In (2.11) haben wir die optische Tiefe mit Hilfe des Rosselandmittels eingeführt. Um auch optisch
dünne Akkretionsscheiben modellieren können, modifizieren wir (2.11), indem wir die Rosselandsche
optische Tiefe durch eine effektive optische Tiefe ersetzen.

Folgend einem Ansatz nach Artemova et al. (1996) und Bisnovatyi-Kogan und Lovelace (2001)
ersetzen wir die Rosselandsche optische Tiefe τR durch

τeff = τR +
4
3
+

2
3τP
. (2.15)

τP =
1
2ΣκP wird analog zu τR definiert. Ebenso modifizieren wir den Strahlungsdruck Prad durch

Prad =
4σ

3cτeff
T 4

(

τR +
4
3

)

. (2.16)

Damit können wir die Grenzfälle optisch dick und optisch dünn modellieren:

• optisch dick
(

τR/P � 1
)

:

Q− =
4σ
3τR

T 4 und Prad =
4σ
3c

T 4 .

• optisch dünn
(

τR/P � 1
)

:

Q− = 2στPT 4 und Prad =
8στP

3c
T 4 → 0 .

Im optisch dicken Fall (freie Weglänge � geometrische Ausdehnung) werden Photonen mehr-
fach gestreut und bauen daher einen Strahlungsdruck auf. Die Diffusionsapproximation für den Strah-
lungsfluß ist gerechtfertigt. Ob dieser nennenswert zum Gesamtdruck beiträgt, hängt vom Verhältnis
Prad/Pgas ab. Dies berechnet sich in diesem Falle zu

R =
4σµmpT 3

3cρkB
= 0.3 ·

(

ρ

10−10 g cm−3

)

( T
104 K

)3
. (2.17)

Für den optisch dünnen Fall (freie Weglänge� geometrische Ausdehnung) werden Photonen vor-
wiegend nur absorbiert. Das bedeutet, Strahlung trägt nicht mehr zum Gesamtdruck bei. Die Abstrah-
lung erfolgt über Volumenemission (Reemission der absorbierten Photonen, proportional zum Planck
Mittel). Weitere Details finden sich in Bisnovatyi-Kogan und Lovelace (2001).

Damit ergibt sich mit diesen Modifikationen der Gesamtdruck zu

P = Pgas + Prad = ρ
kBT
µmp
+

4σ
3cτeff

T 4
(

τR +
4
3

)

. (2.18)

und die vertikal integrierte Energigleichung aus (2.14) und (2.11) zu

9
8
νtΣΩ

2
K =

4σT 4

3τeff
. (2.19)
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2.6. Stationarität

Die Energiegleichung (2.13) ist schon in stationärer Form. Aus der Massenerhaltung (2.3) folgt im
stationären Fall

Ṁ = const. , (2.20)

d.h. die Akkretionsrate im stationären Fall ist über die Scheibe konstant. Drehimpulserhaltung (2.4)
für den stationären Fall liefert

1
2πr
∂

∂r

(

Ṁr2Ω
)

=
1

2πr
∂G
∂r
.

Diese Gleichung kann leicht von einem Radius rin bis zum Radius r integriert werden:

Ṁr2Ω
∣

∣

∣

r
rin
= 2πνtΣr2Ω

∂Ω̄

∂r̄

∣

∣

∣

∣

∣

∣

r

rin

. (2.21)

Da die Rotationsgeschwindigkeit nahe am Zentralobjekt von keplersch auf die (wesentlich langsame-
re) Rotation des Zentralobjekts wechselt, muß es einen Radius r∗ geben, wo Ω ein lokales Maximum
annimmt. Dieser Radius liege hinreichend nahe an rin. Dann wird der innere Randwert des Terms auf
der linken Seite von Gl. 2.21 Null und wir schreiben

Ṁ
(

r2Ω − r2
inΩin

)

= 2πνtΣr2Ω
∂Ω̄

∂r̄

⇔ Ṁr2Ω















1 −
r2

inΩin

r2Ω















= 2πνtΣr2Ω
∂Ω̄

∂r̄
.

Für Keplerrotation (s.o.)

Ṁ
(

1 −
√

rin

r

)

= −3πνtΣ . (2.22)

Die Funktion f (r) = 1−
√

rin
r repräsentiert die innere Randbedingung. Es ist f (r) ≈ 1, solange r � rin.

Für alle weiteren Rechnungen wird f (r) = 1 gesetzt.

2.7. Viskosität

In den vorangegangen Gleichungen tritt νt, die Viskosität, auf. Sie erlaubt es, Masse nach innen und
Drehimpuls nach außen zu transportieren. Jedoch ist es nicht unbedingt einfach, den Mechanismus,
der die Viskosität hervorruft, zu bestimmen. Für molekulare Viskosität ergeben sich jedoch viel zu
geringe Werte, die zu einer zu großen Reynoldszahl und einer zu großen viskosen Zeitskala führen. Da
man annimmt, daß Akkretionsscheiben auf hinreichend kurzer Zeit zumindest in den zentrumsnahen
Teilen stationär werden, ist eine viskose Zeitskala von mehreren Hubble-Zeiten ein Widerspruch zu
dieser Annahme.

Shakura und Sunyaev (1973) schließlich schlugen vor, die molekulare Viskosität als Drehimpuls-
mechanismus durch Turbulenz und magnetische Felder zu ersetzen. Sie approximierten das Span-
nungstensorelement Wrφ

1 durch

Wrφ = ηtΩ
∂Ω̄

∂r̄
≈ ρc2

s
vt

cs
+ ρc2

s
H2

4πρc2
s
= α̃ρc2

s . (2.23)

1In unserer Herleitung ist G = 2πνΣr2Ω ∂Ω̄
∂r̄ = 2πWrφr2Ωh.
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Hier ist vt eine typische Turbulenzgeschwindigkeit, H2/4π die magnetische Energiedichte sowie cs

die Schallgeschwindigkeit.
Die Turbulenzgeschwindigkeit muß kleiner sein als die Schallgeschwindigkeit, da sonst Stoßwellen

auftreten würden, welche die Turbulenz sofort wieder subsonisch machen würden. Entstehende Zellen
mit Magnetfeldern gleicher Polarität werden durch die differentielle Rotation in der Scheibe sofort
zerrieben werden. Daher ist das magnetische Feld in einer Scheibe höchstwahrscheinlich chaotisch
und kleinskalig. Plasmainstabilitäten und ähnliche Effekte sorgen daher dafür, daß die magnetische
Energiedichte die thermische Energiedichte nicht übersteigt.

Daher können wir folgern, daß α̃ ≤ 1 gelten muß. Jedoch ist 2.23 immer noch nur eine Parametri-
sierung. Der Mechanismus, der die Turbulenz antreibt, steht jedoch nach wie vor unter Diskussion.

Balbus und Hawley (1991) fanden eine Instabilität, welche die Turbulenz mittels eines Magnetfelds
antreibt. Direkte numerische Simulationen ergaben Werte für α zwischen 10−2 und 0.6 (Hawley et al.,
1995), abhängig von der Magnetfeldgeometrie. Jedoch ist immer noch unklar, ob diese Werte durch
numerische Artefakte beeinflußt sind. Lin und Papaloizou (1996) leiten jedoch ähnliche Werte aus
Beobachtungen ab.

Ausgehend von der Viskositätsparametrisierung in Gl. 2.23 können wir für Kepler Akkretionsschei-
ben schreiben

3
2
ηtΩK =

3
2
ρνtΩK = α̃ρc2

s ,

und bekommen hieraus die turbulente Viskosität

νt = α
c2

s

ΩK
, (2.24)

wobei wir α = 2
3 α̃ ersetzt haben. Diese turbulente Viskosität ist das Produkt aus einer turbulenten

Längenskala lt und Geschwindigkeitsskala vt

νt = lt · vt .

Im Rahmen dieser Arbeit gehen wir von isotroper Turbulenz aus — daher darf die lokal verfügbare
größte Längenskala nie größer als die Skalenhöhe h werden.

2.7.1. Nicht selbstgravitierende Scheiben (NSG)

Für dünne, nicht selbstgravitierende Scheiben reduziert sich das hydrostatische Gleichgewicht (Gl.
2.9) zu

P = ρc2
s =

GM
4ρr3Σ

2 ⇔ c2
s = Ω

2
Kh2 ⇔ h

r
=

cs

vφ
.

Mit Hilfe der letzten Beziehung findet sich

νt,α = αcsh . (2.25)

In diesem Falle kann h und αcs mit der turbulenten Längen- und Geschwindigkeitsskala identifiziert
werden.
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2.7.2. Kepler selbstgravitierende Scheiben (KSG)

Falls der Druckgradient im hydrostatische Gleichgewicht (Gl. 2.9) durch die lokale Massenverteilung
bestimmt wird (4πρr3 � M), folgt

P = ρc2
s = πGΣ2

c2
s = 4πGρh2 . (2.26)

Eingesetzt in die Viskosität (2.24) und mit (2.31) ergibt sich

νt,α = α
c2

s

Ω
= α

2πGΣ
Ω

h = 2
α

QT
csh . (2.27)

Hier ist h wieder die turbulente Längenskala, während die turbulente Geschwindigkeit nun aus der
Kompression durch vertikale Beschleunigung pro Rotationsperiode resultiert. Während in (2.25) noch
die turbulente Geschwindigkeit einem Bruchteil der Schallgeschwindigkeit zugeordnet werden konn-
te, ergibt sich hier eine direkte Kopplung von Vertikalbeschleunigung und Azimutalbewegung, die
sich mittels des Toomre-Kriteriums (2.31) weiter reduzieren läßt. Daraus ist erkenntlich, daß die Vis-
kosität mit zunehmendem Maße an vertikaler Selbstgravitation (QT � 1) immer effizienter wird.
Probleme bereitet hier allerdings, daß die Turbulenzgeschwindigkeit spätestens für QT < 2α größer
als die Schallgeschwindigkeit wird. Dies löst Schockwellen aus.

Bertin (1997) und Bertin und Lodato (1999) schlagen vor, die Energiegleichung bei Selbstgravita-
tion durch die Bedingung QT = 1 zu ersetzen. Sie begründen dies durch eine Selbstregulation. Eine
ähnliche Argumentation wurde schon von Paczynski (1978) vrogeschlagen. Gebiete einer Scheibe
mit QT < 1 werden durch die Jeans-Instabilität geheizt, während heiße Gebiete mit QT > 1 effektiv
abtrahlen können und sich dadurch wieder gegen QT = 1 nähern.

Dies ist im Lichte des vorhergesagten leicht einsehbar: Für QT < 2α wird die Turbulenz superso-
nisch, d.h. der Akkretionssfluß entwickelt Stoßwellen. Diese heizen das Medium, bis QT → 1 erreicht
wird.

Der vorangegangenen Argumentation unterliegt jedoch eine Annahme: die Isotropie der Turbulenz.
Als Alternative dazu kann die von Duschl et al. (2000) vorgeschlagene β-Viskosität verwendet

werden. Diese Viskositätsbeschreibung erlaubt anisotrope Turbulenz. Die typische Längen- und Ge-
schwindigkeitsskala für β-Viskosität (νβ = βrvφ) ist

√
βr bzw.

√
βvφ.

Als Maß für die vertikale Selbstgravitation definieren wir

ηKSG =
M

M + 4πρr3 , (2.28)

d.h. ηKSG → 1 für nicht selbstgravitierende Scheiben (NSG), ηKSG → 0 für vertikal selbstgravitieren-
de Scheiben (KSG).

2.7.3. Voll selbstgravitierende Scheiben (FSG)

Im voll selbstgravitierenden Fall wird die Lage noch komplizierter, da dort die Rotationsgeschwin-
digkeit der Scheibe an einem Punkt durch die Massenverteilung der gesamten Scheibe bestimmt ist.
Eine Einteilung in NSG,KSG,FSG wie in Duschl et al. (2000), nach der die drei Regimes allein durch
die eingeschlossene Scheibenmasse bestimmt werden können, ist jedoch für hinreichend angenehme
Massenverteilungen möglich.

Wir werden sehen, daß beispielsweise bei Pop-III-Scheiben auf KSG-Bereiche wieder NSG-Bereiche
in der Scheibe folgen können. Dies liegt daran, daß das Kriterium für vertikale Selbstgravitation —
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Massenerhaltung Ṁ = const.

Drehimpulsgleichung Ṁ = 3πνtΣ

Hydrostatisches Gleichgewicht P = G
(

M
4ρr3 + π

)

Σ2

Radiale Kraftbilanz Ω2
Kr = GM

r2

Zustandsgleichung P = ρc2
s = ρ kBT

µmp
+ 4σ

3cτeff
T 4

(

κR +
4
3

)

Energiegleichung 9
8νtΣ

GM
r3 = 4σ

3τeff
T 4

Effektive optische Tiefe τeff = τR +
4
3 +

2
3τP

Rosselandsche & Plancksche optische Tiefe τR/P = 1
2ΣκR/P

Viskositätsparametrisierung νt = α
c2

s
Ω

Tabelle 2.1.: Gleichungen für eine keplersch rotierende stationäre Akkretionsscheibe

vertikale Beschleunigung durch die lokale Massenerteilung größer als Vertikalkomponente der Zen-
tralbeschleunigung — ein lokales ist, während für volle Selbstgravitation sich eine globale Kopplung
ergibt.

Im Rahmen dieser Arbeit sehen wir von der Modellierung voll selbstgravitierender Scheiben ab.
Die numerische Modellierung dieser Scheiben im sinnvollen Maße ist sehr aufwendig. Als Referenz
sei hier auf die Doktorarbeit von M. Biermann (2001) verwiesen.

2.8. Gleichungssystem für das Modell

Die Gleichungen in den vorangegangenen Kapiteln können nun zu einem Gleichungssystem, welches
eine stationäre Akkretionsscheibe beschreibt, zusammengefaßt werden (siehe Tab. 2.1). Die Lösung
dieses Gleichungssystem wird in Abschnitt 4.1 beschrieben.

2.9. Instabilitäten

Das Gleichungssystem in Tabelle (2.1) kann nun gelöst werden. Die genaue Lösungsmethodik wird in
Kapitel 4 erläutert. Einer Lösung des Gleichungssystem sieht man nun aber nicht auf den ersten Blick
an, ob sie stabil ist. Jede Lösung wird unter der Annahme von hydrostatisches Gleichgewicht, aus-
geglichener Energiebilanz, Drehimpuls- und Massenerhaltung gefunden. Jedoch kann diese Gleich-
gewichtslösung unter Variation beispielsweise der Temperatur physikalisch instabil werden. Mathe-
matisch gesprochen ist eine instabile physikalische Lösung ein repulsiver Fixpunkt. Im Folgenden
werden die thermische Instabilität (Abschnitt 2.9.1), thermisch-viskose Instabilität (Abschnitt 2.9.2)
und die Graviationsinstabilität (Abschnitt 2.9.3) vorgestellt.
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2.9.1. Thermische Instabilität

Angenommen, wir haben eine Lösung des Gleichungssystem (vgl. Tab. 2.1). Betrachten wir nun eine
Variation der Temperatur. Wenn ein Anstieg(Abfall) der viskosen Reibung (2.14) durch einen langsa-
meren Anstieg(Abfall) der Abstrahlung (2.11) beantwortet wird, bezeichnet man die Scheibe als ther-
misch instabil. Mathematisch formuliert man dieses Kriterium für Instabilität (Pringle, 1976, 1981)

(

d log Q+

d log T

)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

P
−

(

d log Q−

d log T

)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

P
> 0 . (2.29)

Dieses Kriterium kann für eine gegebene Viskositätsbeschreibung (z.B. Gl. 2.24) und einer Appro-
ximation der Opazität durch κR/P ∝ ρAR/PT BR/P berechnet werden (siehe Anhang B). In Tabelle 2.2
haben wir einige interessante Grenzfälle zusammengestellt. Es ist festzustellen, daß im optisch dicken
Grenzfall (τR � 1) jeweils eine stark positiver Temperaturgradient eine thermische Instabilität in-
duziert, während im optisch dünnen Grenzfall (τR � 1) ein stark negativer Gradient thermische
Instabilität hervorruft (0 ≤ A ≤ 1 für alle Absorptionsmechanismen).

2.9.2. Thermisch-viskose Instabilität

Eine Akkretionsscheibe ist thermisch-viskos instabil, wenn sich bei einer Erhöhung(Verringerung) der
Akkretionsrate die Flächendichte verringert(erhöht). Mathematisch ergibt sich folgendes Kriterium
(Pringle, 1981) für eine viskose Instabilität

(

∂ log Ṁ
∂ logΣ

)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

P,Q+=Q−
< 0 . (2.30)

Im Fall der Akkretion auf schwarze Löcher mit Thomson-Streuung dominierter Opazität wurde dies
schon von Lightman und Eardley (1974) gezeigt. Meyer und Meyer-Hofmeister (1981) fanden schließ-
lich, daß die thermisch-viskose Instabilität die Helligkeitsvariationen in Dwarfnovae erklären kann.

Gewöhnlich wird die Bezeichnung thermisch-viskose Instabilität verwendet. Dabei wird vorausge-
setzt, daß jede viskos instabile Scheibe auch thermisch instabil ist. Mathematisch sieht man in der
detaillierten Herleitung (Anhang B), daß dies im gasdruckdominierten Falle richtig ist, aber im strah-
lungsdruckdominierten Fall nicht mehr strikt erfüllt ist.

2.9.3. Gravitationsinstabilität

Eine Akkretionssheibe ist instabil bzgl. Fragmentation, wenn der Toomre-Parameter (Toomre, 1964)

QT =
ΩKcs

πGΣ
(2.31)

kleiner als 1 wird. Der genaue kritsche Toomre-Wert ist immer noch in der Diskussion (vgl. Goodman,
2003, und Ende von Kapitel 2).

Der Toomre-Parameter QT ist für NSG Scheiben (Ω2
K =

GM
r3 � 4πGρ) immer größer als 1:

QT,NSG =
csΩK

πGΣ
=

csΩKr
2πGρhr

=

( r
h

)

· csΩK

2πGρr
�

( r
h

)

· 2cs

ΩKr
= 2 ⇔ QT,NSG � 2 .

Für KSG (Ω2
K =

GM
r3 � 4πGρ) ergibt sich analog

QT,KSG =

( r
h

)

· csΩK

2πGρr
�

( r
h

)

· 2cs

ΩKr
⇔ Q2

T,KSG � 4 ⇔ QT,KSG � 2 .
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Pgas � Prad
τR � 1 AR − (1 + ηKSG)BR + 3(1 + ηKSG) < 0
τP � 1 −AP + (1 + ηKSG)BP + 3(1 + ηKSG) < 0

Prad � Pgas
τR � 1 4AR − ηKSGBR − 4 < 0
τP � 1 −BP − 4 < 0

Tabelle 2.2.: Bedingungen für thermische Instabilität (Tabelle aus Mayer und Duschl, 2004b).

Pgas � Prad
τR � 1 3AR−(1+ηKSG)BR+5(1+ηKSG)

AR−(1+ηKSG)BR+3(1+ηKSG) < 0

τP � 1 −3AP+(2+ηKSG)BP+3(3+ηKSG)
−AP+(1+ηKSG)BP+3(1+ηKSG) < 0

Prad � Pgas
τR � 1 12AR+(2−ηKSG)BR−4(1−2ηKSG)

4AR−ηKSGBR−4 < 0

τP � 1 1 − ηKSG < 0

Tabelle 2.3.: Bedingungen für thermisch-viskose Instabilität (Tabelle aus Mayer und Duschl, 2004b).

AR BR
(

∂ log Q+

∂ log T

)

−
(

∂ log Q−

∂ log T

)

=

(

∂ log Ṁ
∂ logΣ

)

=

Eis 0 2 (1 + ηKSG) 3

Verdampfung von Eis 0 -7 10(1 + ηKSG) 6
5

Staub 0 1/2 5
2 (1 + ηKSG) 9

5

Verdampfung von Staub 1 -24 1 + 27(1 + ηKSG) 3+29(1+ηKSG)
1+27(1+ηKSG)

Moleküle 2/3 3 2
3 6 + 3ηKSG

H− Absorption 1/3 10 1
3 − 7(1 + ηKSG) 3−15(1+ηKSG)

1−21(1+ηKSG)

Gebunden-frei und frei-frei 1 -5/2 1 + 1
2 (1 + ηKSG) 6+5(1+ηKSG)

2+(1+ηKSG)

Elektronenstreuung (Prad � Pgas) 0 0 −4 1 − 2ηKSG

Tabelle 2.4.: Stabilitätskriterien (2.29 und 2.30) für Pgas � Prad, ausgewertet für die Fits an Pop-I-
Rosselandopazitäten aus Bell und Lin (1994) (Tabelle aus Mayer und Duschl, 2004b).
Vgl. mit Abbildung B.1.
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2.10. Zeitskalen

Wir unterscheiden folgende Zeitskalen (Pringle, 1981)

• dynamische Zeitskala τdyn:

τdyn =
1
Ω
. (2.32)

• hydrostatische Zeitskala τz

Zeit, um Information über die Skalenhöhe h zu transportieren:

τz =
h
cs
. (2.33)

Im Falle von NSG erhalten wir

τz,NSG =
h
cs
=

1
ΩK
= τdyn .

Für KSG folgt

τz,KSG =
h
cs
=

csh
c2

s
=

csΩK

2πGΣΩK
=

QT

2
1
ΩK
=

QT

2
τdyn .

• viskose Zeitskala τνt :

τνt =
r2

νt
. (2.34)

Unter der Benutzung von (2.31) erhalten wir

τνt =
r2

νt
=
ΩKr2

αc2
s
=

ΩKr2

2αG
(

π + M
4ρr3

)

Σh
=

1
α
·
( r
h

)2
· πQT

2
(

π + M
4ρr3

) · h
cs
.

Im Falle von NSG (M � 4πρr3) vereinfacht sich in der letzten Beziehung der Term zu

πQT

2
(

π + M
4ρr3

) =
πΩKcs

2πG M
4ρr3Σ

=
ΩKcs

Ω2h
=

cs

Ωh
,

und damit

τνt,NS G =
1
α
·
( r
h

)2
· cs

ΩKh
· h

cs
=

1
α
·
( r
h

)2
· 1
ΩK
=

1
α
·
( r
h

)2
· τdyn � τdyn ,

während sich für KSG (M � 4πρr3)

πQT

2
(

π + M
4ρr3

) =
πΩKcs

2π2GΣ
=
ΩKcs

2GΣ
=
ΩKc2

s

2GΣcs
=

2ΩKGΣh
2GΣcs

=
ΩKh

cs

ergibt, und somit folgt

τνt,KS G =
1
α
·
( r
h

)2
·ΩKh

cs
· h
cs
=

1
α
·
( r
h

)2
·ΩK

(

h
cs

)2

=
1
α
·
( r
h

)2
·
τ2z
τdyn

=
1

4α
·
( r
h

)2
·Q2

T·τdyn � τdyn .
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• thermische Zeitskala τth:
Zeit, um die lokal verfügbare Wärmemenge durch Strahlung abzubauen = Zeit, um sie durch
viskose Reibung (2.14) aufzubauen (Heizzeitskala = Kühlzeitskala = thermische Zeitskala)

τth =
Σc2

s

Q+
=
Σc2

s
9
8νtΣΩ

2
K

=
8

9α
1
ΩK
. (2.35)

• chemische Reaktionszeitskala τch:
Zeitskala, auf der die chemischen Reaktionen ins Gleichgewicht laufen. Im vorliegenden Fall
von Pop-III-Scheiben wird sie im Zusammenhang mit der Molekülbildung bei niedrigen Tem-
peraturen wichtig (cf. Abschnitt 3.10). Diese Zeitskala muß kürzer als alle anderen Zeitskala
sein, da sonst die Annahme von chemischen Gleichgewicht nicht mehr gegeben ist und damit
die Opazität inkonsistent wird..

2.11. Verhältnis h/r

Ausgehend von 2.9, folgt

P = G
(

M
4ρr3 + π

)

Σ2

c2
s =

(

Ω2
K + 4πGρ

)

h2

(

cs

ΩKr

)2

=

(

1 +
4πρr3

M

) (

h
r

)2

(

h
r

)2

= ηKSG

(

cs

ΩKr

)2

. (2.36)

Mit Hilfe der vorletzten Gleichung und (2.31) finden wir

4πρr3

M
=

4πGρr3h
GMh

=
2πGΣ
Ω2

Kh
=

2csΩKr
QTΩ

2
Khr
=

2
QT

cs

ΩKr
r
h
,

und damit
(

h
r

)2

=
1

1 + 2
QT

cs
ΩKr

r
h

(

cs

ΩKr

)2

, (2.37)

gleichbedeutend für NSG mit
h
r
=

cs

ΩKr
,

sowie für KSG
h
r
=

1
2

QT
cs

ΩKr
.

In kombinierter Schreibweise für NSG/KSG folgt

h
r
=

[

1,
1
2

QT

]

cs

ΩKr
. (2.38)

Eine Zusammenfassung der Betrachtungen der Abschnitte 2.7, 2.10 und 2.11 findet sich in Tabelle
2.5.
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h
r

NSG h
r =

cs
Ωr (

h
r

)2
= ηKSG

(

cs
Ωr

)2

KSG h
r =

1
2 QT

cs
Ωr

QT
NSG QT � 2 ηKSG → 1

KSG QT � 2 ηKSG → 0

νt
NSG vt = αcs lt = h

vt =
α
ηKSG

cs lt = h
KSG vt =

2α
QT

cs lt = h

τ
NSG τνt =

1
α ·

(

h
r

)−2
· τdyn τth =

9
8ατdyn τz = τdyn τνt � τth ≥ τdyn = τz

KSG τνt =
1

4α ·
(

h
r

)−2
· Q2

T · τdyn τth =
9

8ατdyn τz =
1
2 QTτdyn τνt � τth ≥ τdyn ≥ τz

Tabelle 2.5.: Relationen für das Höhenverhältnis h/r, den Toomre-Parameter QT, die viskose Längen-
und Geschwindigkeitsskala lt und vt und die Zeitskalen τ in einer Akkretionsscheibe für
NSG und KSG.

2.12. Zusammenfassung und Diskussion

Damit können wir noch nachträglich einige Annahmen, die in den vorangehenden Abschnitten still-
schweigend gemacht wurden, begründen, unter der Vorraussetzung geometrisch dünner Scheiben (vgl.
Tabelle 2.5):

Unabhängig von NSG oder KSG ist die viskose Zeitskala immer deutlich größer als die dynamische
oder die hydrostatische Zeitskala. Daher ist es erlaubt, die Bewegung in vertikaler und azimutaler von
der in radialer Richtung (viskoser Drehimpulstransport) zu entkoppeln.

Für KSG ist die hydrostatische Zeitskala länger als die dynamische Zeitskala. Hydrostatisches
Gleichgewicht kann sich schneller einstellen, als die Scheibe rotiert.

Für geometrisch dünne KSG Scheiben ergibt sich QT � 1. Dem Übergang von NSG→KSG folgt
demnach relativ bald die Fragmentation. Am Übergang von NSG→KSG (Gleichheit von Vertikal-
komponente der Zentralkraft und Selbstgravitation) gilt QT = 2.

Im Rahmen der hier verwendeten α-Viskosität unter der Annahme von isotroper Turbulenz wird
bei Unterschreiten von QT,crit = 2α die Turbulenz supersonisch. Schockwellen jedoch werden das
Gas heizen und die Turbulenzgeschwindigkeit wieder unter die Schallgeschwindigkeit bringen.

In der Energiegleichung wurden Terme der inneren Energie vernachlässigt. Sie treten im stationären
Fall als Advektionsterme in Erscheinung. Sie sind von der Form (z.B. Bisnovatyi-Kogan und Love-
lace, 2001)

Qadv = −
Ṁ

2πr

(

∂E
∂r
− P
ρ2

∂ρ

∂r

)

,

und können durch

Qadv ≈
Ṁc2

s

2πr2 ξ

approximiert werden (ξ ist eine Funktion, deren Wert stets von der Größenordnung 1 ist). Vergleicht
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man mit dem Term für Q+ (2.14), so ist

Q+

Qadv
≈

3r2Ω2
K

4c2
s
.

Daher ist Q+ � Qadv, solange c2
s � Ω2

Kr2. Für geometrisch dünne NSG Scheiben ist dies gut erfüllt
( cs
ΩKr =

h
r � 1), selbst im KSG Fall, solange cs

ΩKr =
2h

QTr � 1. Mittels der Selbstregulation über die
Turbulenzgeschwindigkeit darf QT niemals den Wert 2α unterschreiten, ohne supersonische Turbulenz
zu erreichen. Da α nahe aber kleiner 1 ist, ist somit auch im KSG Fall für geometrisch dünne Scheiben
die Vernachlässigung des Advektionsterms gerechtfertigt.

In Abschnitt 2.9.3 haben wir das Toomre-Kriterium für gravitative Instabilität eingeführt. Wir konn-
ten zeigen, daß für KSG Lösungen der Toomre-Parameter kleiner als 2 und dadurch die Scheibe
Toomre-instabil wird. Das Tommre-Kriterium ist eine notwendige Bedingung für Fragmentation. Die
klassische Bedingung für Fragmentation ist, daß die thermische Zeitskala kürzer als die dynamische
ist (τth < τdyn). In Abschnitt 2.10 finden wir, daß unabhängig von KSG oder NSG die thermische
Zeitskala immer um den Faktor 9/(8α) (α < 1) größer ist. Dies ist ein Widerspruch.

Das Toomre-Kriterium jedoch besagt lediglich, daß für QT < 1 die Scheibe die Tendenz hat, lokal
Kondensationen höherer Dichte zu formen. Diese Kondensationen bilden dann axial- und nichtaxial-
symmetrische Verdichtungen. Es ist jedoch nicht klar, wie die Anregung dieser Moden verläuft. Dies
bedarf weiterer Untersuchungen mittels mindestens zweidimensionaler Simulationen (vgl. Gammie,
2001; Goodman, 2003; Theis und Orlova, 2004) mit möglichst realistischer Physik, um die Spiralwel-
len in r − φ-Richtung modellieren zu können.



3. Opazität

Um die Absorptionseigenschaften primordialer Materie (Opazität) zu verstehen, benötigen wir die
Kenntnis über die vorhandenen Elemente in primordialer Materie und deren Häufigkeiten (Abschnitt
3.1). Dann berechnen wir zunächst die Gleichgewichtskonzentrationen aller Spezies (Abschnitt 3.2).
In 3.3 erfolgt eine Übersicht über alle Absorptionsmechanismen, welche in primordialer Materie

Abbildung 3.1.: Abhängigkeit der Elementhäufigkeiten vom
Baryon-zu-Photon-Verhältnis η nach SBBN
(aus Burles et al., 2001, WMAP-Ergebnisse
hinzugefügt)

möglich sind. Diese werden dann
mit den berechneten Gleichgewichten
zu monochromatischen Absorptions-
koeffizienten kombiniert (Abschnitt
3.5) und darauffolgend zur Berech-
nung und Diskussion der Rosseland-
und Planckmitteln (Abschnitt 3.7) be-
nutzt.

Der quantitative Einfluß von Lithi-
um auf die Opazitätsmittel wird in
Abschnitt 3.8 untersucht. Danach fin-
det ein Vergleich für Lithium-freie
Opazität mit bestehenden Rechnun-
gen statt (siehe 3.9). In 3.10 wird
untersucht, für welche Dichten und
Temperatur die Annahme des chemi-
schen Gleichgewichts gültig ist. Das
Kapitel schließt mit Abschnitt 3.11
über mögliche Implikationen für die
Kühlung primordialer Materie ab.

3.1. Primordiale Materie

Primordiale Materie besteht unserem
heutigem Verständnis nach vorwie-
gend aus Wasserstoff (H) und Helium
(He). Dazu kommen noch kleinere Be-
standteile wie z.B. das Wasserstoffiso-
top Deuterium (D), das Heliumisotop
3He, und Lithium.

Während die primordialen relativen
Häufigkeiten von Wasserstoff und He-
lium genau bekannt sind, ist die Situa-
tion für die weniger häufigen Bestandteile (D, 3He und Li) weniger klar. Sie zeigen einerseits eine
starke Abhängigkeit vom Baryon-zu-Photon-Verhältnis η (siehe Abb. 3.1) und damit vom kosmolo-
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Standard Pop-III

Y (0.2479 ± 0.0004)

D/H (2.60+0.19
−0.17) · 10−5

3He/H (1.04+0.04
−0.04) · 10−5

7Li/H (4.15+0.49
−0.45) · 10−10

Tabelle 3.1.: WMAP+SBBN Standardhäufigkeiten nach Coc et al. (2004)

gischen Modell, andererseits besitzt insbesondere die gemessene primordiale Häufigkeit von Lithium
intrinsische Unsicherheiten, welche durch die Prozessierung mittels galaktischer kosmischer Strah-
lung entstehen (Reeves et al., 1973). Diese führt zu einem deutlich höheren Wert. Die genaue Bestim-
mung dieser Häufigkeiten ist sehr wichtig, da sie indirekt über Standard-Big-Bang-Nukleosynthese
(SBBN) die Information über den Wert von η und damit einen kosmologischen Parameter liefert.

Mit Hilfe von WMAP konnte der Wert von η unabhängig von SBBN sehr genau vermessen werden
(Spergel et al., 2003). Diese erlauben mittels Kombination mit SBBN eine sehr genaue Festlegung der
chemischen Häufigkeiten in primordialer Materie (Burles et al., 2001; Cyburt et al., 2003; Coc et al.,
2004). Diese Rechnungen liefern untereinander bis auf wenige Prozent konsistente Häufigkeiten. Die
Deuteriumhäufigkeit ist sowohl konsistent mit den Beobachtungen an hochrotverschobenen Quasaren
(z.B. Pettini und Bowen, 2001) als auch mit Messungen im Sonnensystem (Hersant et al., 2001) und
im interstellarem Medium (Moos et al., 2002, FUSE-Mission)

Die gemessene primordiale Lithium-Häufigkeit ist jedoch nicht vereinbar mit den Ergebnissen aus
WMAP+SBBN. Messungen (Ryan et al., 1999, 2000; Thévenin et al., 2001; Bonifacio et al., 2002) an
Sternen niedriger Metallizität im Halo der Milchstraße ergeben einen Faktor 3 kleineren Wert als nach
SBBN. Die Messungen wurde an Einzelsternen und Kugelsternhaufen durchgeführt. Die Bestimmung
der Lithiumhäufigkeit erfolgte über das Spite-Plateau, siehe Spite und Spite (1982).

Diese Differenz könnte systematischer Natur sein. Die Reduktion von Beobachtungen von Ha-
lo Sternen benötigt viele Details der Physik von Sternatmosphären (Effektivtemperatur, thermische
Nichtgleichgewichtsphänomene etc.) Weiterhin könnte die Modifikation der Lithiumhäufigkeit an der
Sternoberfläche durch Kernreaktionen bewirkt werden. Auf der Seite von SBBN könnte die Überhäufig-
keit von Lithium durch nicht-berücksichtigte Physik (Quintessenz, Neutrino-Degenerierung, veränder-
te Gravitation, zeitliche Veränderung von Kopplungskonstanten) oder Systematik in den Reaktionsra-
ten hervorgerufen werden. Cyburt et al. (2004) schließen eine Systematik in den SBBN-Reaktionsraten
aus.

Wir benutzen in dieser Arbeit als Standardwerte die Häufigkeiten nach Coc et al. (2004), untersu-
chen jedoch den Einfluß der Lithiumhäufigkeit auf die Absorptionseigenschaften primordialer Materie
im Detail.

3.2. Gleichgewichte

Unsere Berechnungen nehmen im Folgenden chemisches und lokales thermodynamisches Gleich-
gewicht (LTE) an. Wir benutzen die in Tabelle 3.2 angegebenen Gleichgewichtskonstanten. Wenn
tabelliert, interpolieren wir mittels kubischen Splines in log K-log T , für die Saha-Gleichungen ap-
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H2 ↔ H + H KH2 =
[H][H]
[H2] Saha (U = 4.478 eV)

H− ↔ H + e− KH− =
[H][e−]
[H−] Saha (U = 0.7556 eV)

H↔ H+ + e− KH =
[H+][e−]

[H] Saha (U = 13.6 eV)

H+2 ↔ H + H+ KH+2 =
[H][H+]
[H+2 ]

Stancil (1994a)

D0 = 2.6507 eV (Huber und Herzberg, 1979)

H+2 + H2 ↔ H+3 + H KH+3 =
[H+3 ][H]

[H+2 ][H2]

siehe Abschnitt 3.2.1

(D0 = 0.7382 eV, Sidhu et al., 1992)

HD↔ H + D KHD =
[H][D]
[HD]

Saha (U = 4.5167 eV)

(Stancil und Dalgarno, 1997b)

D↔ D+ + e− KD =
[D+][e−]

[D] KD = KH (ass.)

H+3 + D↔ H2D+ + H KH+3 ,D =
[H2D+][H]

[H+3 ][D] Sidhu et al. (1992), D0 = 0.0439 eV

H+3 + HD↔ H2D+ + H2 KH+3 ,HD =
[H2D+][H2]

[H+3 ][HD] Sidhu et al. (1992), D0 = 0.0120 eV

He↔ He+ + e− KHe =
[He+][e−]

[He] Saha (U = 24.587 eV)

He+ ↔ He++ + e− KHe+ =
[He++][e−]

[He+] Saha (U = 54.418 eV)

He+2 ↔ He + He+ KHe+2 =
[He][He+]

[He+2 ]
Stancil (1994a)

D0 = 2.365 eV (Huber und Herzberg, 1979)

Li↔ Li+ + e− KLi =
[Li+][e−]

[Li] KLi = KLiH+,1 · KLiH,2
/

KLiH,1

Li+ ↔ Li++ + e− KLi+ =
[Li++][e−]

[Li+] Saha (U = 75.640 eV)

LiH↔ Li + H KLiH,1 =
[Li][H]
[LiH] Stancil (1996)

LiH↔ LiH+ + e− KLiH,2 =
[LiH+][e−]

[LiH] Stancil (1996)

LiH+ ↔ Li+ + H KLiH+,1 =
[Li+][H]

[LiH+] Stancil (1996)

LiH+ ↔ Li + H+ KLiH+,2 =
[Li][H+]
[LiH+] Stancil (1996)

Tabelle 3.2.: Gleichgewichtskonstanten. Tabelle aus Mayer und Duschl (2004a).
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proximieren wir die statistischen Gewichte durch das Gewicht des Grundzustands mit Ausnahme
von H2 und HD, wo wir uns die Zustandssumme Q durch die Summation über die Energieniveaus
direkt berechnet haben. Als Abbruchbedingung für die Hochtemperaturzustandssumme nehmen wir
(∆Q)/Q < 1

10 .
Da einerseits die Wasserstoffspezies nicht direkt mit Helium wechselwirken und andererseits die

relative Häufigkeit von Deuterium und Lithium sehr gering ist (siehe Tabelle 3.1), können wir Mas-
senerhaltung für Wasserstoff-, Helium-, Deuterium und Lithiumspezies getrennt fordern, ohne einen
großen Fehler zu machen.

Die Gleichungen für Massenerhaltung sind ([X] bezeichnet die Teilchenzahldichte von Spezies X):

[

H−
]

+ [H] +
[

H+
]

+ 3
[

H+3
]

+ 2
(

[H2] +
[

H+2
])

= NH (3.1)

[He] +
[

He+
]

+
[

He++
]

+ 2
[

He+2
]

= NHe (3.2)

[HD] + [D] +
[

D+
]

+
[

H2D+
]

= ND (3.3)

[LiH] + [Li] +
[

Li+
]

+
[

Li++
]

= NLi . (3.4)

Die Anzahldichten (Teilchen pro Volumen) der einzelnen Elemente, NX, berechnen sich aus den rela-
tiven Häufigkeiten in Tabelle 3.1 zu

NH = fHN0 =
fH

4 − 3 fH − 2 fD + fLi

ρ

mH

ND = fDN0 =
fD

4 − 3 fH − 2 fD + fLi

ρ

mH

NHe = fHeN0 =
1 − fH − fD − fLi

4 − 3 fH − 2 fD + fLi

ρ

mH

NLi = fLiN0 =
fLi

4 − 3 fH − 2 fD + fLi

ρ

mH
,

wobei

N0 =
1

fH + 2 fD + 4 fHe + 5 fLi

ρ

mH

die Anzahldichte aller Spezies ist.
Für die Ladungsneutralität muß natürlich über alle geladenen Spezies summiert werden:

[

e−
]

+
[

H−
]

−
[

H+
]

−
[

H+2
]

−
[

H+3
]

−
[

He+
]

− 2
[

He+2
]

−
[

D+
]

−
[

H2D+
]

−
[

Li+
]

−
[

Li++
]

= 0 . (3.5)

Die Gleichungen (3.1–3.4) involvieren maximal Gleichungen dritten Grades im Falle von Was-
serstoff, ansonst sind es lineare und quadratische Gleichungen. Die Gleichung dritten Grades wird
durch Vernachlässigung des kubischen Glieds auf eine quadratische Gleichung reduziert. Das ist ge-
rechtfertigt, da das kubische Glied nur zur Berechnung der H+3 -Konzentration dient, welche für die
Massenerhaltung niemals der dominierende Teil ist.

Die Ladungsneutralität (3.5) läßt sich nicht mehr analytisch auflösen. Wir lösen sie mittels eines
iterativen Verfahrens: (3.1–3.4) wird mit einem angenommenen Wert für die Elektronenkonzentration
[

e−
]

analytisch gelöst. Aus der Neutralitätsbedingung (3.5) folgt dann ein neuer Wert für
[

e−
]

. Mit dem
geometrischen Mittel aus altem und neuem Wert für

[

e−
]

wird die Iteration weitergeführt. Konvergenz
wird nach ca. 20-50 Iterationen erreicht.
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3.2.1. Das Gleichgewicht H+2 + H2 ↔ H+3 + H

Die Zustandssumme von H+3 hat in den letzten Jahren eine stete Weiterentwicklung und Verbesserung
erfahren (Patch, 1968; Tennyson und Sutcliffe, 1984; Chandra et al., 1991; Sidhu et al., 1992; Neale
und Tennyson, 1995). Diese erweiterten sukzessive den Temperaturbereich und vergrößerten dabei
den Wert der Zustandssumme im Hochtemperaturbereich durch die Berücksichtigung neu berechneter
Energieniveaus. Dies hat eine größere H+3 -Häufigkeit bei hohen Temperaturen zur Folge.

H+3 ist das häufigste positive molekulare Ion für Temperaturen zwischen 2000 und 5000 K. Ob-
wohl die maximale Häufigkeit niemals Werte von H− oder H+2 erreicht, beeinflußt es die Gleichge-
wichtshäufigkeiten der anderen Spezies durch die Ladungsneutralität.

Wir haben die Gleichgewichtskonstante log10 K an die Funktion

log10 K(T ) =
7079 K

T

















1 +
5

∑

i=1

aixi

















, x = log10 T [K], (3.6)

mit den Koeffizienten

a1 = + (0.365793 ± 0.02124)

a2 = − (0.624287 ± 0.03488)

a3 = + (0.388540 ± 0.02095)

a4 = − (0.102057 ± 0.00546)

a5 = + (0.940462 ± 0.05203) · 10−2

gefittet.
Dieser Fit erreicht einen Maximalfehler von 4 % für 300 K < T < 7000 K sowie kleiner als 8%

unterhalb von 104 K. 7079 K entspricht der Enthalpie von 16300 K für die Reaktion H+2 + H2 →
H+3 + H, dividiert durch den Faktor log 10 wegen Basisumwandlung.

3.2.2. Einfluß von Lithium

Abbildung 3.2 zeigt die Häufigkeiten der Spezies für zwei Dichten abhängig von der Temperatur, mit
und ohne Lithium.

Bei einem genauen Vergleich ist festzustellen, daß Lithium relativ früh ionisiert werden kann. Da-
her besitzt Pop-III- bzw. primordiale Materie relativ früh (T ≈ 1000 . . . 3000 K) freie Elektronen.
Bei großen Dichten beeinflussen diese noch die H+3 - und die H−-Häufigkeit. Die H−-Häufigkeit wird
vergrößert, während die H+3 -Häufigkeit sinkt, verglichen mit Lithium-freier Zusammensetzung.

Lithiumhydrid dissoziert ebenfalls schon sehr früh bei wenigen hundert Kelvin.

3.3. Absorptionsmechanismen

Wir berücksichtigen folgende Absorptionsmechanismen:

• Thomson-Streuung

• Rayleigh-Streuung

• Frei-frei-Übergänge
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• Gebunden-frei-Übergänge

– Photoionisation

– Photodissoziation

• Gebunden-Gebunden-Übergänge

• Kollisions-Induzierte-Absorption

Im Folgenden stellen wir einige Absorptionsmechanismen genauer vor.

3.3.1. Kollisionsinduzierte Absorption (CIA)
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Abbildung 3.3.: CIA für H2/H2 Kollisionen bei T = 400 K (Borysow, 2002). RT steht für rototrans-
lationale, RV für rotovibrationelle Übergänge. ∆ν = 2, 3 sind die Overtones (OT). ν
ist die Quantenzahl der radialen Energieeigenwerte.

CIA ist grundsätzlich die van-der-Waals-Wechselwirkung zwischen einem Paar nicht notwendi-
gerweise polarer Moleküle oder Atome. Die Wechselwirkung induziert ein Dipolmoment, welches
Absorption hervorruft. Das Dipolmoment ist in gewissem Sinne permanent, und darf nicht mit durch
beispielsweise von externen Feldern hervorgerufenen Dipolmomenten verwechselt werden. In diesem
Sinne ist das Dipolmoment bei CIA permanent. Die typische Zeitskala für die Wechselwirkung ist
von der Größenordnung Nanosekunden, daher erwartet man breite und diffuse Absorptionsspektren.

Eine allgemeine Theorie der CIA wurde schon in den 1960ern entwickelt (z.B. Van Kranendonk,
1957a,b; Van Kranendonk und Kiss, 1959). CIA fand die erste astrophysikalische Anwendung in
der Modellierung der Spektren von Sternen in späten Entwicklungsstadien (Linsky, 1969). Während
des letzten Jahrzehnts wurde die Theorie durch semi-analytische und ab-initio quantenmechanische
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Rechnungen verbessert. Dazu wurden neu berechnete Dipolmomente und verbesserte Linienprofile
verwendet (z.B. Borysow et al., 1989).

Der Einfluß von CIA auf Modellatmosphären von kühlen Sternen niedriger Metallizität wurde nach-
gewiesen (Borysow et al., 1997). Eine Bestätigung durch Beobachtungen erfolgte durch Bergeron und
Leggett (2002) im Fall von zwei weißen Zwergen. Weiterhin ist CIA wichtig in den Atmosphären von
Planeten.

Schließlich ist CIA noch wichtig in primordialen Opazitätsrechnungen (z.B. Lenzuni et al., 1991;
Harris et al., 2004). Im kühlen Gas niedriger Metallizität ist CIA wichtig, da wenig oder im Falle
von primordialen Gas gar kein Staub gebildet werden kann. Staub ist ein sehr guter Absorber, der die
Opazität um Größenordnungen erhöhen würde.

Das häufigste Teilchen im kühlen primordialen Gas mittlerer bis hoher Dichte ist molekularer Was-
serstoff, H2. Normalerweise absorbiert H2 wegen seines fehlenden Dipolmoments nur über Quadrupol-
übergänge, welche sehr schwach sind. CIA bietet jedoch die Möglichkeit zu induzierten Dipolüber-
gängen, welche deutlich stärkere Absorption bewirken. Da die Absorption durch Stöße hervorgerufen
wird, erwarten wir die Wichtigkeit der Absorption bei hohen Dichten.

3.3.2. Gebunden-gebunden-Übergänge von H+3
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Abbildung 3.4.: Geglättete gebunden-gebunden Absorption von H+3 für Bin Größen von 1, 10 und
100 cm−1 (Linienliste nach Neale et al., 1996)

H+3 beeinflußt die Häufigkeiten der anderen Spezies in einem Temperaturbereich von ca. 2000 −
5000 K (siehe Abschnitt 3.2.1), da es dann das häufigste positive molekulare Ion ist.

Gebunden-gebunden Übergänge von H+3 haben Auswirkungen auf die Opazität. Harris et al. (2004)
haben die Auswirkungen auf die Entwicklung von Sternen niedriger Metallizität und sehr niedriger
Masse gezeigt.
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Thomson Th(e−) e− + hν→ e− + hν′ Cox (2000)

Rayleigh
Ray(H2) H2 + hν→ H2 + hν′ Dalgarno und Williams (1962)
Ray(H) H + hν→ H + hν′

Kissel (2000)Ray(He) He + hν→ He + hν′

Ray(Li) Li + hν→ Li + hν′

frei-frei

ff(H−) H + e− + hν→ H + e−
Bell und Berrington (1987),
Fit aus John (1988)

ff(H) H+ + e− + hν→ H+ + e−
Rybicki und Lightman (1979)
mit Gaunt Faktoren aus Sutherland (1998)

ff(H+2 ) H+ + H + hν→ H+ + H Stancil (1994b)
ff(H−2 ) H2 + e− + hν→ H2 + e− Bell (1980)
ff(H2) H+2 + e− + hν→ H+2 + e− σff(H2) = σff(H) (ass.)
ff(H3) H+3 + e− + hν→ H+3 + e− σff(H3) = σff(H) (ass.)
ff(He2) He+2 + e− + hν→ He+2 + e− σff(He2) = σff(H) (ass.)
ff(He+2 ) He+ + He + hν→ He+ + He Stancil (1994b)
ff(He) He + e− + hν→ He + e− John (1994)
ff(He) He+ + e− + hν→ He+ + e− σff(He) = σff(H) (ass.)
ff(He+) He++ + e− + hν→ He++ + e− σff(He+) = σff(H) (ass.)

gebunden-
frei

bf(H−) H− + hν→ H + e−
λ < 1.6419 µm, Wishart (1979)
Fit aus John (1988)

bf(H) H + hν→ H+ + e−
Gray (1992), gb f aus Mihalas (1967),

Karzas und Latter (1961)
bf(H2) H2 + hν→ H∗2,diss hν > 15.4 eV, Yan et al. (1998, 2001)
bf(H+2 ) H+2 + hν→ H+ + H Stancil (1994b)
bf(He) He + hν→ He+ + e− Hunger und van Blerkom (1967)
bf(He+) He+ + hν→ He++ + e− Hunger und van Blerkom (1967)
bf(He+2 ) He+2 + hν→ He+ + He Stancil (1994b)

bf(Li) Li + hν→ Li+ + e−
2s und 2p Zustand: Peach et al. (1988)

wasserstoffähnlich anderenfalls

gebunden-
gebunden

bb(H+3 ) H+3 + hν→ H+,∗3 Neale et al. (1996)

bb(H2) H2 + hν→ H∗2

A21 aus Wolniewicz et al. (1998)
Energieniveaus aus der Molecular Opacity Database

UGAMOP (http://www.physast.uga.edu/ugamop/)

bb(HD) HD + hν→ HD∗
A21 aus Abgrall et al. (1982)
Energieniveaus: Stancil und Dalgarno (1997b)

bb(LiH) LiH + hν→ LiH∗
A21 aus Zemke und Stwalley (1980)
unter Berücksichtigung
von Bougleux und Galli (1997)
Energieniveaus aus Dalgarno et al. (1996)

bb(H) H + hν→ H∗
Wiese et al. (1966), Stark broadening
aus Stehlé und Hutcheon (1999)

bb(He) He + hν→ He∗ NIST (Martin et al., 1999)
bb(Li) Li + hν→ Li∗ NIST (Martin et al., 1999)
bb(Li+) Li+ + hν→ Li+,∗ NIST (Martin et al., 1999)

Kollisions-
induzierte

Absorption

CIA(H2/H2) H2 + H2 + hν→ H2 + H2

Borysow (2002): 60 < T < 1000 K,
10 < ν < 14000 cm−1

Borysow et al. (2001): 1000 < T < 7000 K
20 < ν < 20000 cm−1

CIA(H2/He) H2 + He + hν→ H2 + He

Borysow et al. (1989): RV 0→ 1
40 < T < 1000 K, 20 < ν < 15000 cm−1

Borysow und Frommhold (1989): RV OT
40 < T < 1000 K, 20 < ν < 20000 cm−1

Borysow et al. (1988): RT
40 < T < 1000 K, 20 < ν < 5000 cm−1

Jørgensen et al. (2000): alle Übergänge
1000 < T < 7000 K, 25 < ν < 200088 cm−1

CIA(H/He) H + He + hν→ H + He
Gustafsson und Frommhold (2001)
1500 < T < 10000 K, 50 < ν < 11000 cm−1

CIA(H2/H) H2 + H + hν→ H2 + H
Gustafsson und Frommhold (2003)
1000 < T < 2500 K, 100 < ν < 10000 cm−1

Tabelle 3.3.: Absorptionsprozesse. Tabelle aus Mayer und Duschl (2004a).
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Wir benutzen die Linienliste von mehr als drei Millionen Linien (Neale et al., 1996). Diese bin-
nen wir in Frequenzintervalle von 10 cm−1. Tests mit verschiedenen Bingrößen (siehe Abb 3.4) von
200 . . . 0.1 cm−1 haben keine signifikant verschiedene Ergebnisse für das Rosselandmittel gebracht,
daher benutzen wir diese geglätteten Absorptionskoeffizienten in tabellierter Form κ (ν, T ). Dadurch
sparen wir sehr viel Rechenzeit, ohne an Genauigkeit zu verlieren.

Wegen der zahlreichen Linien sieht die durch bb(H+3 ) Übergänge hervorgerufene Absorption un-
terhalb einer gewissen Frequenzauflösung wie kontinuierliche Absorption aus. Für das Planckmittel
benutzen wir den integrierten Absorptionskoeffizient (siehe 3.4).

3.3.3. Verwendete Daten und Extrapolationen

Alle berücksichtigen Absorptions- und Streuprozesse sind in Tabelle 3.3 aufgeführt. Wenn nicht an-
ders angegeben, verwenden wir die tabellierten Daten und interpolieren bikubisch. Jenseits der ta-
bellierten Daten verwenden wir Extrapolationen. Die Anzahl der verwendeten Linien für gebunden-
gebunden Übergänge von H2, HD, LiH, H, He, Li, Li+ und H+3 sind 4631, 7034, 1008, 137, 333, 142,
140 und 3070573.

Für Absorption durch frei-frei Übergänge extrapolieren wir für kleine Frequenzen κν ∝ ν−2, da
κν, f f ∝ ν−3(1 − e−hν/(kBT )) ∝ ν−2 (John, 1994). Für CIA zitieren wir die Publikationen, die die De-
tails beschreiben, welche zur Berechnung der Tabellen geführt haben1. Wir verwenden die dort zum
Download bereitstehenden Daten mit Ausnahme von CIA (H2/He), wo wir mittels der verfügbaren
Programmen die Tabellen über einen weiten Frequenz- und Temperaturbereich selbst erzeugt haben.

Wir extrapolieren CIA nach κν ∝ ν2 für ν→ 0, da nach Meyer et al. (1989)

γ(ω) =
4π3

3hc
nAnBωg(ω, T )

(

1 − e−
hω

2πkBT

)

für kleine Frequenzen proportional zu ω
(

1 − e−
hω

2πkBT

)

∝ ω2 ∝ ν2 ist. Die häufig verwendeten BC-
Linienprofile gBC(ω, T ) (Birnbaum und Cohen, 1976; Borysow et al., 1985) sind für niedrige Fre-
quenzen konstant. Für Rayleighstreuung niedriger Frequenz extrapolieren wir klassisch κν ∝ ν4.

3.4. Der integrierte Absorptionskoeffizient

Betrachten wir ein Atom/Molekül mit zwei Energieniveaus E1 und E2 relativ zum Grundzustand. Der
Absorptionskoeffizient αν

[

cm−1
]

für den Übergang 2→ 1 ist

αν =
c2

8πν2
Φ(ν)n1A12

(

1 − e−
hν12
kBT

)

,

wobei Φ(ν) das Linienprofil, n1 die Teilchendichte von Zustand 1, A12 der Einstein A Koeffizient und
ν12 die Übergangsfrequenz. Bezüglich des Grundzustandes läßt sich dies wie folgt schreiben:

αν =
g1

g0

c2

8πν2
Φ(ν)n0A12

(

e−
E1

kBT − e−
E2

kBT

)

.

In Einheiten der gesamtem Teilchendichte der Spezies n =
∑

i ni =
n0
g0

∑

i gie
− Ei

kBT =
n0
g0

Q(T ) ist

αν = g1
c2

8πν2Q(T )
Φ(ν)nA12

(

e−
E1

kBT − e−
E2

kBT

)

.

1Eine Liste aller verfügbaren CIA Daten befindet sich unter http://www.astro.ku.dk/˜aborysow/programs/.
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Mittels g1A12 = g2A21 können wir leicht in den mehr gebräuchlichen Einstein A-Koeffizient für spon-
tane Emission, A21, umformen.

Für das Planckmittel nehmen wir weiterhin an, daß Bν und damit ν über die Linienbreite kon-
stant ist, d.h. die Linie sei sehr schmal. Desweiteren benutzen wir die Normiertheit des Linienprofils
(
∫ ∞

0 Φ(ν)dν = 1). Dann ist der Beitrag des 2→ 1 Übergangs (k = ν/c ist die Wellenzahl)

κP,L(ρ, T ) =
1
ρ

∫

ν
ανBνdν

∫

ν
Bνdν

=
1
σρT 4

∫

ν

ανBνdν

=
n
σρT 4

∑

1→2

g1
1

8πk2
1→2Q(T )

A12

(

e−
E1

kBT − e−
E2

kBT

)

Bν

=
hcn

4πσρT 4Q(T )

∑

1→2

g1A12

(

e−
E1

kBT − e−
E2

kBT

) k1→2

e
hck1→2

kBT − 1
. (3.7)

Dieses Ergebnis, multipliziert mit ρn , hängt allein von der Temperatur ab. Einmal berechnet für die be-
treffenden Spezies mit Summation über alle Linien für das gewählte Temperaturgitter, kann κP,L(ρ, T )
direkt zum Kontinuums Planckmittel addiert werden, da die Planckmittelung linear ist.

3.5. Absorptionskoeffizienten

Wir berechnen zunächst die Summen der monochromatischen Absorptions- und Streukoeffizienten κa
und κs für alle Absorptions- und Streuprozesse:

κa(ν, ρ, T ) =
1
ρ

∑

i

σa,1,i(ν, T )n j(ρ, T )
(

1 − e−
hν

kBT

)

+
1
ρ

∑

i

σa,2,i(ν, T )n j(ρ, T )nk(ρ, T )
(

1 − e−
hν

kBT

)

(3.8)

κs(ν, ρ, T ) =
1
ρ

∑

i

σs,1,i(ν, T )n j(ρ, T ) . (3.9)

Die Indizes ”1” und ”2” zeigen Ein- und Zweikörperabsorption (z.B. CIA) an. Für Absorption
korrigieren wir mit dem Faktor für stimulierte Emission (1 − e−hν/(kBT ), siehe Mihalas, 1978), sofern
diese Korrektur nicht schon in den tabellierten Daten enthalten ist.

3.6. Planckfunktion

In Abb. 3.6 zeigen wir die Planckfunktion für verschiedenen Temperaturen als Funktion der Frequenz.
Sie ist gegeben durch

Bν = 2hν3c
1

e
hcν
kBT − 1

, (3.10)

und geht für kleine Frequenzen ν in die Rayleigh-Jeans Näherung über,

Bν→0 = 2ν2kBT, (3.11)
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Abbildung 3.7.: Planck Funktion für verschiedenen Temperaturen

während für große Frequenzen sich die Wiensche Näherung

Bν�0 = 2hν3ce−
hcν
kBT (3.12)

ergibt. Das Maximum der Planckfunktion, abhängig von der Frequenz, ergibt sich für ν = νmax

ν−1
maxTmax = 5.098 mm K , (3.13)

oder in etwas handlicherer Form

νmax = 1962
( Tmax

1000 K

)

cm−1 .

Schreibt man die Planckfunktion in Abhängigkeit der Wellenlänge, ergibt sich wegen Bνdν = Bλdλ
eine etwas verschiedene Proportionalitätskonstante in (3.13) von 2.8978 mm K.

3.7. Rosseland- und Planckmittel

Aus den monochromatischen Absorptions- und Streukoeffizienten können wir nun zwei frequenz-
unabhängige Mittel angeben, die Rosseland- und Planckmittel der Opazität

1
κR(ρ, T )

=
3π

4σT 3

∫ ∞

0

1
κs + κa

∂Bν
∂T

dν (3.14)

κP(ρ, T ) =
1
σT 4

∫ ∞

0
κaBνdν +

∑

i

κP,Li , (3.15)
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Abbildung 3.8.: Rosseland- und Planckmittel für Pop-III- (links, a, c, e) und Lithium-freie Zusam-
mensetzung (rechts, b,d,f). (a+b) zeigen Rosselandmittel, (c+d) Planckmittel ohne
Linien, (e+f) Planckmittel mit Linien. Der jeweils dominierende Absorptionsmecha-
nismus ist mit eingezeichnet. Die weißen Flächen entsprechen Gebieten, in denen
keine Opazität berechnet wurde. Abbildung aus Mayer und Duschl (2004a).



36 Opazität

wobei die Vorfaktoren der Integrale die Normalisierungsbedingungen
∫ ∞

0

∂Bν
∂T

dν =
4σT 3

3π

∫ ∞

0
Bνdν = σT 4

darstellen. Diese Mittel werden dann tabelliert (siehe Anhang A) und stehen für eine Benutzung in
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Abbildung 3.9.: Differenz der Pop-III-Opazitäten im Vergleich zur
Lithium-freien Komposition: (a) Rosselandmit-
tel, (b) Planckmittel ohne Linien, (c) Planckmit-
tel mit Linien. Abbildung aus Mayer und Duschl
(2004a).

Strahlungstransportrechnungen zur
Verfügung.

Abbildung 3.8 zeigt die Rosse-
land- und Planckmittel (Planck-
mittel ohne und mit Moleküllini-
en) im Vergleich zwischen Pop-
III- und Lithium-freier Komposi-
tion. In Abbildung 3.9 wird der
Unterschied quantifiziert.

3.7.1. Rosselandmittel

Die Rosselandmittel in Abb.
3.8a+b können grob in vier
Teile, getrennt durch die Li-
nien ρ ≈ 10−9 g cm−3 und
T ≈ 3000 K eingeteilt werden.
Für niedrige Dichten dominiert
Streuung, während im Bereich
hoher Dichte der Übergang von
Absorption durch gebunden-frei-
Übergängen zu CIA erfolgt.

Im mittleren Temperaturbe-
reich (≈ 3000 K) findet man
einen sehr starken Temperatur-
gradienten im Rosselandmittel.
Dieser wird einerseits hervorge-
rufen durch den bei niedrigeren
Dichten scharfen Übergang von
H2 zu H und e−, der deutlich wird
im Einfluß von Rayleighstreu-
ung an H2 und H bzw. Thom-
sonstreuung. Für höhere Dichten
wird der Gradient durch den Ein-
fluß von H−- und gebunden-frei-
Übergänge von H bewerkstelligt.

Im Vergleich von Pop-III-
und Lithium-freier Zusammen-
setzung sieht man nun bei 1000−
3000 K den indirekten Einfluß
von Lithium auf die Wasser-
stoffspezies (vgl. 3.2.2). Bei ho-
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hen Dichten setzt die Wichtigkeit von H− schon bei niedrigeren Temperaturen ein, während bei nied-
rigen Dichten Thomsonstreuung dominiert, noch ehe Rayleighstreuung an atomaren Wasserstoff ein-
setzt. Ein Blick auf Abb. 3.9a verdeutlicht dies und zeigt zudem noch den negativen Einfluß von
Lithium auf das Rosselandmittel durch die Zerstörung von H+3 .

3.7.2. Planckmittel ohne Linien

Vernachlässigt man bei der Berechnung der Planckmittel den Einfluß von Linienabsorption, ergeben
sich Abb. 3.8c+d. die Differenz aus beiden findet sich in Abb. 3.9b.

Der Einfluß der verschiedenen Absorptionsmechanismen folgt sehr schön einem dreiteiligen Sche-
ma, korrespondierend zum molekül-, atom- und ionendominierten Gebiet. Der dominierende Einfluß
im moleküldominierten Gebiet ist CIA (hauptsächlich H2/H2), im atomar dominierten Gebiet ist es
Absorption durch gebunden-frei Übergänge von H−. Im ionendominierten Gebiet haben schließlich
die gebunden-frei-Übergänge von atomarem Wasserstoff den größten Einfluß. Der Einfluß von CIA
bzw. das Nicht-Vorhandensein von anderen Absorptionsmechanismen führt dazu, daß die Opazität für
niedrige Temperaturen und Dichten unter alle Grenzen fällt (proportional zur Dichte).

An der Grenze von molekularem zu atomarem Gebiet bei niedrigen Dichten befindet sich ein loka-
les Minimum in Opazität, bewirkt durch die schnelle Dissoziation von H2 und den verzögert folgenden
Aufbau von H−.

Der Vergleich beider chemischen Zusammensetzungen zeigt Ähnlichkeiten mit dem Rosselandmit-
tel. Jedoch wird die Abweichung bei niedrigen Dichten nun allein durch H− hervorgerufen, während
die Abweichung bei hohen Dichten nun von CIA komplett verdeckt wird. Der Einfluß der H+3 -Zer-
störung ist auch hier zu sehen. Die Abweichungen sind hier bei weitem nicht so groß wie bei den
Rosselandmitteln.

3.7.3. Planckmittel mit Linien

Das Hinzufügen von Linienabsorption verändert die Planckmittel sehr stark: Die Möglichkeit von
Linienabsorption erzeugt im Lithium-freien Fall (Abb. 3.8f) nahezu ein Plateau bei niedrigen Tempe-
raturen und Dichten, während bei höheren Dichten nach wie vor der Einfluß der zur Dichte proportio-
nalen CIA zu sehen ist. Bei extrem niedrigen Temperaturen (unter 100 K) findet man den Einfluß von
HD bei Lithium-freier Zusammensetzung, da der niedrigst liegende Quadrupolübergang von H2 (bei
510 K) dann schon zu weit im Wienschen Teil der Planckfunktion liegt und damit weggedämpft wird.
Dafür kommt dann HD ins Spiel, dessen niedrigst liegender Dipolübergang bei 128 K liegt. Trotz
der geringen Häufigkeit von Deuterium, verglichen mit Wasserstoff, ist hier HD der dominierende
Absorber.

Verglichen mit Pop-III-Zusammensetzung, ergeben sich die weitaus interessantesten und größten
Unterschiede zum Lithium-freien Fall: Obwohl der Übergang von atomarem Lithium vom Grund-
zustand in den ersten angeregten Zustand erst bei 6708 Å erfolgt, ist der Einsteinkoeffizient dieses
Übergangs so stark, daß er die Absorption durch Quadrupolübergänge von H2 bis zu einem Faktor
von 20 übertrifft (Fig. 3.9c). Jedoch hält dieser Effekt für größere Temperaturen nicht an, da Lithium
ionisiert. Unterhalb von ca. 1000 K ist der 6708 Å-Übergang noch zu weit im Wien-Limit der Planck-
funktion und wird daher noch weggedämpft. Unterhalb von ca. 300 K setzt der Einfluß von LiH ein,
welches ein noch größeres Dipolmoment als HD besitzt und gleichzeitig dessen Grundzustandsüber-
gang bei 15 K liegt. Die Absorption durch LiH ist bis zu 30 mal stärker als die durch H2.

Im Hochtemperaturbereich (atomarer und ionendominierter Bereich) ist nun die Absorption durch
gebunden-gebunden Übergänge von atomarem Wasserstoff am größten.
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3.8. Einfluß von verschiedenen Lithiumanteilen auf die Opazität

Wir haben im vergangenen Abschnitt den Einfluß von Lithium auf die Opazität für Pop-III-Materie
gezeigt. Wir haben im wesentlichen folgende Effekte identifiziert:

• frühe Ionisation von Lithium (daraus resultierend Erhöhung von H−-Häufigkeit)

• Zerstörung von H+3 in Anwesenheit von Lithium

• 6708 Å gebunden-gebunden-Übergang von atomarem Lithium

• molekulare Absorption von LiH

Die ersten beiden Mechanismen zeigen sich sowohl im Rosseland- als auch im Planckmittel, wäh-
rend die letzteren beiden nur die Planckmittel mit Linienabsorption beinflussen.

Wie anfangs (siehe 3.1) beschrieben, ergibt sich für Lithium einerseits nach wie vor eine Diskrepanz
zwischen Ergebnissen aus CMB+SBBN und direkten Messungen. Andererseits ist der Lithiumanteil
sehr stark vom kosmologischen Parameter abhängig.

Daher haben wir die Abweichung von Lithium-freier Zusammensetzung für verschiedene Lithiu-
manteile in allen drei Opazitätsberechnungen untersucht (Abb. 3.10). Die positiven Abweichungen
(∆ log κ > 0) relativ zur Lithium-freien Zusammensetzung zeigen eine stete Zunahme mit wachsen-
dem Lithiumanteil. Die negativen Abweichungen jedoch erreichen ein Minimum für einen Lithiuman-
teil fLi ≈ 5 · 10−10. Für kleinere fLi nimmt der Einfluß der H+3 -Zerstörung, welche zur Erniedrigung
der Opazität führt, zu, während für größere fLi dieser Effekt durch den gebunden-gebunden-Übergang
von atomarem Lithium bei 6708 Å überdeckt wird.

3.9. Vergleich mit anderen primordialen Opazitätsrechnungen

Es existieren bereits mehrere Opazitätsrechnungen für primordiale Materie. Diese sind zum einen
beschränkt im Temperatur- und Dichtebereich. Alle bislang veröffentlichten primordialen Opazitäten
sind für Temperaturen größer als 1000 K gerechnet. Ziel der vorliegenden Opazitätsrechungen war
es, ein umfassendes Set an Opazitäten zu schaffen, vergleichbar Semenov et al. (2003) im Falle der
Pop--Zusammensetzung.

Andererseits ergeben sich mit fortschreitendem Verständnis der Absorptionsprozesse immer wieder
auch Veränderungen in den Opazitätsmittel. So fehlte beispielsweise in den Paczynski-Mischungen
(Z=0, variierende X und Y) der Opazitäten von Cox und Tabor (1976) jegliche molekulare Absorption.
Neuere Rechnungen (Stahler et al., 1986, und spätere) berücksichtigen molekulare Absorption (vor-
wiegend kollisionsinduzierte Absorption, CIA). Die Opazitäten von Stahler et al. (1986) bis Harris
et al. (2004) spiegeln die Entwicklung im Verständnis dieser Absorption wider. Mit letzeren Opa-
zitäten schließlich wurde die Wichtigkeit von H+3 gezeigt. Schon Lenzuni et al. (1991) konnte zeigen,
daß für höhere Dichten und Temperaturen um die 2500 K H+3 das häufigste positiv geladene Ion ist
(vgl. Abb. 3.2d). Harris et al. (2004) konnten auf die mittlerweile berechneten neuesten Energienive-
aus und Einsteinkoeffizienten der diversen (≈ 3 Millionen !) Linien zurückgreifen. Bei allen diesen
Rechnungen fehlt jedoch der Niedertemperaturbereich und die Berücksichtigung von Lithium.

Um Gleiches mit Gleichem vergleichen zu können, haben wir für die folgenden Vergleiche immer
die entsprechenden Opazitätstabellen für Lithium-freie Zusammensetzung berechnet2.

2Positive(negative) Abweichungen bedeuten, daß die Opazität aus der Literatur größer(kleiner) ist als unsere Opazität.
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Abbildung 3.10.: Maximale Abweichung von Lithium-freier Zusammensetzung für verschiedene Li-
thiumbruchteile. ∆

(

log κ
)

> 0 bezeichnet positive Abweichung relativ zur Lithium-
freien Zusammensetzung, ∆

(

log κ
)

< 0 bezeichnet eine negavtive Abweichung. Die
Pop-III-Häufigkeit von Lithium nach Coc et al. (2004) ist mit angegeben. Abbildung
aus Mayer und Duschl (2004a).



40 Opazität

Längs einer Linie, gegeben durch
(

log ρ, log T
)

= (−15, 3.2)→ (−2, 3.8), ergeben sich in allen Opa-
zitätsplots größere Abweichungen. Diese wird durch den Übergang von vorwiegend in molekularer
Form zu in atomarer Form vorliegender Materie hervorgerufen, welcher mit einem massiven Anstieg
der Opazität einhergeht. Dieser Anstieg, der einem relativ flachen Verlauf für niedrigere Tempera-
turen folgt, wird durch bikubische Interpolation nur bedingt gut wiedergegeben. Ein weiterer Grund
für diese Abweichungen liegt in der berücksichtigten H+3 Absorption (3.3.2) und der neu berechneten
Gleichgewichtskonstante für H+2 + H2 ↔ H+3 + H (vgl. 3.2.1).

3.9.1. Stahler et al. (1986)

Der Vergleich des Rosselandmittels der vorliegenden Opazitäten mit den Rechnungen von Stahler
et al. (1986) (siehe Abb. 3.12a) zeigt eine mehr oder weniger gute Übereinstimmung (±50%). Die ne-
gative Abweichung für hohe Temperaturen kommt durch den wachsenden Einfluß von durch Starkef-
fekt verbreiterten Wasserstofflinien zustande, die Abweichungen bei niedrigeren Temperaturen rühren
von der Verwendung älterer CIA Daten (Linsky, 1969; Patch, 1971) her.

3.9.2. Lenzuni et al. (1991)

Die Abweichung durch die älteren CIA Daten sind hier im Rosselandmittel (Abb. 3.12b) deutlich
geringer, da Lenzuni et al. (1991) schon die teilweise verfügbaren ab-initio-Daten verwendete. Für
die höheren Temperaturen gilt wieder dasselbe wie für Stahler et al. (1986).

Im Planckmittel (Abb. 3.12b) treten größere Abweichungen für Temperaturen unterhalb 3000 K
auf. Diese werden durch die Berücksichtigung der Absorption von H2-Quadrupolübergängen verur-
sacht. Die Abweichungen für höhere Temperaturen und geringe Dichten rühren von der dort stark
hervortretenden Linienabsorption von atomarem Wasserstoff her.

3.9.3. Alexander und Ferguson (1994) & Iglesias und Rogers (1996)
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Abbildung 3.11.: Vergleich der Gleichgewichtskonstanten von
Stancil (1994a) und Lebedev et al. (2000) für
das Gleichgewicht H+2 ↔ H+ + H.

Stellvertretend für die großen Opa-
zitätsrechnungen durch das OP-
Projekt (Seaton, 1987) und OPAL
(Rogers und Iglesias, 1992) für vie-
le Parameterkombinationen X, Y
und Z haben wir mit den Z=0-
Niedertemperaturopazitäten von Alex-
ander und Ferguson (1994) (log T <
4.0) und darüber (log T >4.0) mit
Iglesias und Rogers (1996) vergli-
chen. In Abb. 3.12d ist im Rosse-
landmittel die viel bessere Überein-
stimmung bei hohen Temperaturen
(Stark-Effekt) erkennbar. Für niedri-
gere Temperaturen finden sich Ab-
weichungen am Übergang von ato-
marer zu molekularer Materie (s.o).
Für kleine Temperaturen und kleine
Dichten scheint eine Opazitätsquelle unbekannter Herkunft zu existieren. Möglicherweise läßt sich
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diese aber auf Interpolationsfehler zurückführen. Für das Planckmittel (Abb. 3.12e) läßt sich die Aus-
sage für Lenzuni et al. (1991) wiederholen.

3.9.4. Harris et al. (2004)

Nicht überraschend ist die mit Abstand beste Übereinstimmung mit den neuesten verfügbaren Opa-
zitäten. Im CIA dominierten Bereich sind die Opazitäten praktisch identisch (Abweichungen kleiner
5%). Jedoch ergibt sich eine merkwürdige, in keinem anderen Vergleich auftauchende Abweichung
bei hohen Temperaturen und hohen Dichten. Diese läßt sich einerseits auf zwei verschiedene Metho-
den zur Berechnung der H+3 -Häufigkeit bei Harris et al. (2004) zurückführen, die nicht 100% kom-
patibel sind. Andererseits könnte es sich auch um den Einfluß der unterschiedlichen Quellen für H+2
handeln. Allein die bei Harris et al. (2004) verwendeten Daten für die Gleichgewichtskonstante für
H+2 ↔ H+ + H (Lebedev et al., 2000) weicht schon um bis zu einem Faktor 3 von Stancil (1994a) ab
(vgl. Fig. 3.11). Dies ergibt eine um diesen Faktor erhöhte H+2 -Häufigkeit, welche mittels ff(H+2 ) und
bf(H+2 ) die Opazität beeinflußt.

3.10. Chemisches Gleichgewicht

Wie eingangs (siehe Abschnitt 3.1) in diesem Kapitel schon erwähnt, besteht primordiale Materie
vorwiegend aus Wasserstoff und Helium mit kleineren Beimengungen von Deuterium und Lithium.

Die hier berechnete Opazität für Pop-III-Materie hängt bei Temperaturen unterhalb von 1000 K
maßgeblich von H2, HD und LiH ab.

Wir wissen jedoch, daß H2-Bildung eine oberflächenkatalytische Reaktion ist, die auf den Ober-
flächen von Eis- und Staubkörnern stattfindet. Staub und Eis können sich nur aus schwereren Ele-
menten bilden, die sich erst durch Kernfusion entstehen. Daher standen diese erst ab der zweiten
Sterngeneration zur Verfügung. Aus diesem Grund ist die H2-Bildung im frühen Universum stark un-
terdrückt (siehe Glover, 2003, für einen interessanten Vergleich). Sie mußte allein in der Gasphase
stattfinden. Gute Referenzen über die Chemie im frühen Universum sind z.B. Galli und Palla (1998);
Seager et al. (1999, 2000); Stancil et al. (1996, 1998). Einen Review geben Lepp et al. (2002).

Im Folgenden soll überprüft werden, für welche Dichten und Temperaturen chemisches Gleichge-
wicht innerhalb einer Frei-fall-Zeitskala

τff =

√

3
8πGρ

= 425 yr ·
(

ρ

10−14 g cm−3

)− 1
2

(3.16)

erreicht werden kann.

3.10.1. H2

Die Bildung von H2 in Abwesenheit von Staub und Eis ist stark unterdrückt. Sie kann nur in der
Gasphase stattfinden. Bei hohen Temperaturen bildet sich H2 über H+2 (Saslaw und Zipoy, 1967)

H + H+ → H+2 + ν

H2
+ + H → H2 + H+ ,
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Abbildung 3.12.: Vergleich der Opazitäten mit existierenden Rechnungen für Lithium-freie Zusam-
mensetzung. Rosselandmittel links (a, b, d, f), Planckmittel rechts (c, e). Abbildung
aus Mayer und Duschl (2004a).
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während bei niedrigeren Temperaturen die H2-Bildung über H− erfolgt (Peebles und Dicke, 1968;
McDowell, 1961; Pagel, 1959)

H + e− → H− + ν

H− + H → H2 + e− .

Für hohe Dichten (n > 108 cm−3) wird die Bildung von H2 durch Mehrkörperstöße effizienter als die
Bildung via H+2 /H

− (Palla et al., 1983).

H + H + H ↔ H2 + H (3.17)

H + H + H2 ↔ H2 + H2 . (3.18)

Für die Dichten, die im Kontext dieser Arbeit von Belang sind (ρ > 10−16 g cm−3), sind die
Mehrkörperstöße der dominierende Teil in der H2-Bildung. Mit Rate k4 aus Palla et al. (1983) folgt

τH2 = 2420 yr ·
( T
300 K

)

(

ρ

10−14 g cm−3

)−2

. (3.19)

Damit unterschätzen wir eventuell die H2 Bildungszeitskala. Jedoch verkürzt sich mit steigendem
H2 Anteil die Zeitskala weiter, da eine weitere 3-Körperreaktion (k6 aus Palla et al., 1983, (3.18))
ebenfalls H2 bildet.

Setzt man diese Zeit mit der Frei-Fall-Zeit (Gl. 3.16) gleich, folgt eine kritische Dichte

ρcrit,H2 = 3.2 · 10−14 g cm−3 ·
( T
300 K

)

2
3
.

3.10.2. HD

HD kann im Gegensatz zu H2 direkt durch radiative Assoziation gebildet werden (Stancil und Dalgar-
no, 1997b) gemäß

D + H ↔ HD + ν .

Jedoch finden sowohl Galli und Palla (2002) als auch Lepp et al. (2002), daß die Bildung für HD
durch radiative Assoziation nur kleine Beiträge zur Gesamtbildungsrate ergibt. Bei Galli und Palla
(2002) wird HD bei niedrigen Dichten vorwiegend über Reaktionen von Ionen mit neutralen Teilchen

D+ + H2 ↔ HD + H+

und bei höheren Dichten über die Neutral-neutral-Reaktionen

D + H2 ↔ HD + H

gebildet.
Für die Abschätzung der HD-Bildungszeitskala benutzen wir Reaktionsrate (1) aus Galli und Palla

(2002) und bekommen bei T = 300 K für die Neutral-neutral Reaktion D + H2 → HD + H

τHD = 1.97 · 103 yr ·
(

ρ

10−14 g cm−3

)−1 (

fH2

10−5

)−1

.

Analog folgt eine kritische Dichte

ρcrit,HD = 2.1 · 10−13 g cm−3 ·
(

fH2

10−5

)−2

.

Da unsere Pop-III-Opazität aber nur maßgeblich von der H2- und LiH-Häufigkeit abhängt, ist die
genaue Bildungszeitskala von HD hier unerheblich.
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3.10.3. LiH

LiH wird durch radiative Assoziation gebildet (Dalgarno et al., 1996; Stancil und Dalgarno, 1997a)

Li + H ↔ LiH + ν .

Für einen detaillierten Überblick über die Lithium-Chemie siehe Stancil et al. (1996). Wir benutzen
Rate (20) daraus für die radiative Assoziation und erhalten

τLiH = 140 yr ·
(

ρ

10−14 g cm−3

)−1 ( T
300 K

)−0.28
,

und wiederum die kritische Dichte

ρcrit,LiH = 1.1 · 10−15 g cm−3 ·
( T
300 K

)−0.56
.
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Abbildung 3.13.: Molekülbildungszeitskala bei T=300 K. Abbildung aus Mayer und Duschl (2004a).

Alledings könnte sich diese Zeitskala verkürzen und damit sich die kritische Dichte weiter ver-
ringern, wenn 3-Körper-Reaktionsraten zur Bildung von LiH verfügbar werden (siehe Diskussion in
Stancil et al., 1996).

3.10.4. Diskussion

Wir haben berechnet, daß die Molekülbildung und H2 und LiH für Dichten größer als 3.2·10−14 g cm−3

innerhalb einer Frei-Fall-Zeitskala gravitativ instabiler, primordialer Molekülwolken stattfindet. Die
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Bildung von HD hängt wesentlich vom H2-Anteil ab. Jedoch ist der Einfluß von HD auf die Pop-III-
Opazität gering. Daher ist es für die Argumentation hier unerheblich, ob HD schon voll ausgebildet
ist.

Für die atomaren Spezies zeigen die o.g. Rechnungen zur Chemie im frühen Universum überein-
stimmend, daß Wasserstoff bei z ≈ 1200, Helium bei z ≈ 2500, Deuterium bei z ≈ 1200 und Lithium
bei z ≤ 100 rekombiniert — z.B. Werte aus Lepp et al. (2002) gemäß Modell III von Stancil et al.
(1996). Für Rotverschiebungen z = 17 ± 5, für die man in WMAP Daten Reionisation sieht (Sper-
gel et al., 2003), welche mit Pop-III-Sternentwicklung assoziiert wird, sollten damit alle beteiligten
Spezies anfänglich vollständig rekombiniert sein.

Abhängig von Dichte und Temperatur sollten damit die Spezies der Elemente für Dichten größer
als 3.2 · 10−14 g cm−3 im chemischen Gleichgewicht sein. Wir fassen die Ergebnisse hinsichtlich der
Molekülbildungszeitskala in Abb. 3.13 zusammen.

3.11. Implikationen für die Kühlung primordialer Materie
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Abbildung 3.14.: Verhältnisse ξB/ξA von H2 relativ zu HD, LiH und Li. Die waagrechten Linien ent-
sprechen dem in Pop-III-Materie vorhandenen Bruchteil von Lithium- und Deuteri-
umatomen.

In Gleichung 3.7 wurde der integrierte Absorptionskoeffizient hergeleitet. Wir können diese Glei-
chung formal schreiben als

κP,L(ρ, T ) =
n
ρ
ξ(T ) ,

wo wir sämtliche Temperaturabhängigkeiten mit Hilfe der Funktion ξ(T ) berücksichtigt haben.
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Für zwei Spezies A und B können wir bei gegebener Dichte das Verhältnis bilden und bekommen

κP,L,A(ρ, T )
κP,L,B(ρ, T )

=
nAξA(T )
nBξB(T )

.

Da wir wissen, daß die LTE-Kühlfunktion proportional zum Planckmittel multipliziert mit σT 4 ist (cf.
Ripamonti und Abel, 2004), kann aus obigem Verhältnis eine Bedingung für nA/nB abgeleitet werden,
ab der beispielsweise Spezies A die Kühlung dominiert. Dann muß

κP,L,A(ρ, T )
κP,L,B(ρ, T )

> 1

sein, und wir erhalten
nA

nB
>
ξB(T )
ξA(T )

.

In Abb. 3.14 haben wir das Verhältnis ξB(T )/ξA(T ) für B=H2 und A={HD,LiH,Li} inklusive dem in
Pop-III-Materie üblichen Deuterium- und Lithiumanteil geplottet. Wir finden, daß für Temperaturen
T < Tcrit,HD ≈ 100 K HD-Kühlung überwiegt,wenn auch nur das primordiale Teilchenzahlverhältnis
von Deuterium zu Wasserstoff für nHD/nH2 erreicht wird. Für LiH und Li ergibt sich dementsprechend
T < Tcrit,LiH ≈ 400 K sowie T > Tcrit,Li ≈ 1250 K.

Diese Befunde könnten eine deutliche Veränderung in den Ergebnissen bisheriger primordialer
Kollapsrechnungen bewirken, da diese Beiträge von Lithium nicht berücksichtigt haben. In Nicht-
Gleichgewichtschemie wird anfänglich das Verhältnis nH2/nLi noch viel größer sein, da Lithium vor-
wiegend neutral ist und H2 noch relativ zum Gleichgewichtswert unterhäufig ist (typisch sind Bruch-
teile von 10−4 . . . 10−3, vgl. Palla et al., 1983). Dadurch kann sich der Einfluß von atomarem Lithium
noch ein gutes Stück zu niedrigeren Temperaturen verschieben. Das Ergebnis von LiH hängt einmal
mehr wieder von den zu erwartenden 3-Körper-Reaktionen (siehe Abschnitt 3.10.3) ab. Schaffen es
diese, LiH schneller als H2 zu produzieren, so sollten sich auch bei niedrigeren Temperaturen große
Änderungen im Kühlverhalten ergeben.



4. Modelle

In diesem Kapitel finden nun die in Kapitel 3 berechneten Opazitäten ihre Anwendung auf das in Ka-
pitel 2 vorgestellte Akkretionsscheibenmodell. Zunächst wird die Lösungsmethode skiziert, um das
Gleichungssystem des Modells zu lösen (Abschnitt 4.1). Danach wird in Abschnitt 4.2 die Struktur
beschrieben. In Abschnitt 4.3 werden die Lösungen auf thermische, thermisch-viskose und gravitative
Instabilitäten untersucht. Mittels der Scheiben-Zeitskalen können in Abschnitt 4.4 weitere mögliche
Instabilitäten und Inkonsistenzen gefunden werden. Besonderer Wert wird hier auf die Molekülbil-
dungszeitskala gelegt.

In Abschnitt 4.5 schließlich wird der Einfluß verschiedener Lithiumbruchteile in primordialer Ma-
terie untersucht.

4.1. Lösungsmethode

Wir können das Gleichungssystem in Tabelle 2.1 in 2 Gleichungen, nur abhängig von Dichte und
Temperatur, umformen. Darin tritt als ”radiale Koordinate” nur Ω2

K =
GM
r3 auf.

f (ρ, T ) = G
(

M
4ρr3 + π

) (

Ṁ
3πνt

)2

−
[

ρ
kBT
µmp
+

4σT 4

3cτeff

(

κRṀ
6πνt

+
4
3

)]

(4.1)

g(ρ, T ) =
3

8π
GMṀ

r3 − 4σ
3τeff

T 4 . (4.2)

4.1.1. Generalisierte Koordinate q

Wir definieren daher

q :=
3

√

r3

M
= 1 AU M−1/3

�

( r
1 AU

)

(

M
1 M�

)− 1
3

als eine generalisierte Koordinate und können damit Dichte, Temperatur und Flächendichte (siehe
unten) sowie alle davon abgeleiteten Größen unabhängig von der Zentralmasse angeben. Ein radialer
Abstand von q = 1AU M−1/3

� entspricht beispielsweise r = 1 AU bei einem Zentralobjekt von 1
Sonnenmasse sowie r = 10 AU bei einem von 1000 Sonnenmassen. Um aus einer Scheibenlösung die
Lösung für das 103fache der Zentralmasse zu bestimmen, muß diese einfach um eine Größenordnung
nach außen verschoben. Um aus h/q h/r zu bestimmen, muß durch (M/M�)1/3 dividiert werden.
Daher verschiebt sich für das 103fache der Zentralmasse die h/r um eine Dekade in radialer Richtung
nach außen, das Verhältnis h/r verringert sich hierbei um eine Größenordnung. Ähnliches gilt für die
viskose Zeitskala (2.34): Für einen gegebenen Abstand q skaliert sie mit (M/M�)2/3, d.h. bei einer
gegebenen Akkretionsrate folgt für die 103 fache Zentralmasse, daß der radiale Abstand r um eine
Dekade nach außen wandert und die viskose Zeitskala um einen Faktor 102 zunimmt.

Durch die beiden Gleichungen (4.1) und (4.2) sind an einem bestimmten Abstand q Lösungen
(ρ, T )i definiert.
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Jedoch tritt die effektive optische Tiefe (2.15) und die Viskosität (2.24) auf. Die in den Bestim-
mungsgleichungen auftretende Flächendichte Σ koppelt mittels (2.22) an die Viskosität. Somit ergibt
sich noch eine implizite Gleichung für die Viskosität. Diese muß für jedes (ρ, T ) gelöst werden. Dar-
aus kann dann die effektive optische Tiefe bestimmt werden.

4.1.2. Bestimmung der Viskosität

Ausgehend von der Viskosität (2.24)

νt = α
c2

s

Ω

=
α

Ω

[

kT
µmp
+

4σT 4

3cρτeff(νt)

(

κRṀ
6πνt

+
4
3

)]

folgt unter Benutzung von 2.22

τeff =
κRṀ
6πνt

+
4
3
+

4πνt
κPṀ

=
T1 + T2νt + T3ν

2
t

νt
,

mit

T1 =
κRṀ
6π
, T2 =

4
3

und T3 =
4π
κPṀ

.

Definiert man

Cg =
kT
µmp

, Cr =
4σT 4

3cρ
sowie C0 =

α

Ω
,

ergibt sich

νt = C0

[

Cg +Cg
T1 + T2νt

T1 + T2νt + T3ν
2
t

]

⇔ 0 = T3ν
3
t +

(

T2 −C0CgT3
)

ν2t +
(

T1 −C0T2
(

Cg +Cr
))

νt −C0T1
(

Cg +Cr
)

. (4.3)

Diese Gleichung kann nun für gegebene Temperatur und Dichte gelöst werden.

4.1.3. 2D-Intervallschachtelungsverfahren

Um die Gleichungen (4.1) und (4.2) lösen zu können, wäre ein Newton-Verfahren numerisch stabil
und einfach zu implementieren. Jedoch sind wir in dieser Arbeit an physikalischen Instabilitätaten in-
teressiert (vgl. Abschnitt 2.9), die sich unter Umständen auf die Numerik der Lösungsmethode übert-
ragen können. Ein Newtonverfahren (eine Art von Fixpunktiteration) zur Lösung von (4.1) und (4.2)
würde das Finden von beispielsweise thermisch instabilen Lösungen verhindern (siehe Diskussion in
2.9).

Daher verwenden wir ein zweidimensionales Intervallschachtelungsverfahren in (ρ, T ), welches
alle Lösungen findet, ob physikalisch stabil oder nicht. Weitere Untersuchungen können dann zeigen,
welche Bereiche im physikalischen Sinne stabil sind.

In Abbildung 4.1 zeigen wir das Prinzip dieser Methode:
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¬ Die Lösung soll an einem bestimmten Radius r bestimmt werden.

 Definiere ein Anfangsrechteck in der (ρ, T )-Ebene.

® Unterteilung in 2x2 Unterrechtecke.

¯ Überprüfe, ob mindestens ein Vorzeichenwechsel von f und g entlang des Randes eines dieser
4 Rechtecke existiert, dabei simultane Lösung von (4.3) mittels Newtonverfahren.

a) Wenn ja, dann zu ® mit diesem Unterrechteck.

b) Wenn nicht, dann

° Iterationsende.

4.2. Allgemeines

Die Abbildungen 4.2, 4.3, 4.4 und 4.5 zeigen Scheibenmodelle für verschiedene Akkretionsraten. Wir
wollen im Folgenden grundlegende Eigenschaften im Vergleich zwischen Pop-III-Opazität mit und
ohne Linienbeiträge sowie Pop-I-Opazität diskutieren.

4.2.1. Scheibenmodelle für hohe Temperaturen

Für hohe Temperaturen (T > 104 K) sind die Scheibenmodelle für gleiche Akkretionsrate nahezu
unabhängig von der chemischen Zusammensetzung. In diesem Temperaturbereich sind vorwiegend
Wasserstoff und Helium die dominierenden Absorptionsquellen. Für Pop-I-Zusammensetzung ergibt
sich eine zusätzlich Absorption durch schwerere Elemente. Sie beeinflußt jedoch die Scheibenlösung
nur marginal (vgl. Abb. 4.4a-c).

4.2.2. Isotherme äußere Scheibe

Aus Abb. 4.2, 4.3 und 4.4a+c ist ersichtlich, daß Pop-III-Scheiben einen nahezu radial isothermen,
optisch dünnen Bereich haben.

Ersetzt man in der Energiegleichung (4.2) τeff durch 2
3τP

und approximiert die Plancksche optische

Tiefe durch τP =
1
2ΣκP,0

(

ρ
ρ0

)AP
(

T
T0

)BP , so erhält man

T = T0















9αkB

8σT 3
0κP,0µmp

√

GM
r3

(

ρ

ρ0

)−AP














1
BP+3

. (4.4)

Für alle Absorptionsmechanismen ist 0 ≤ AP ≤ 1. Die Temperaturabhängigkeit der Opazität BP kann
jedoch deutlich verschieden sein. Nach Bell und Lin (1994) überstreicht die Temperaturabhängigkeit
der Rosselandmittel für Pop-I-Zusammensetzung den Bereich −24 ≤ BR ≤ 10.

Im Bereich der Isothermie der äußeren Scheibe zeigt sich schon aus Abb. 4.3a+b, daß κP einen
sehr großen, positiven Temperaturgradienten aufweist. Vernachlässigen wir die Dichteabhängigkeit
(AP = 0), so können wir die Planckopazität approximieren durch

κP = κP,0

( T
3000 K

)BP

,
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Abbildung 4.2.: Akkretionsscheibenmodelle für Pop-III- (links, Mayer und Duschl, 2004a, ohne Li-
nien) und Pop-I-Opazität (rechts, Semenov et al., 2003) für eine Akkretionsrate von
10−6M�yr−1 und α = 0.01. Abbildung aus Mayer und Duschl (2004b).

mit κP,0 = 10−8.4 g cm−2 und BP = 22. Durch die große Temperaturabhängigkeit BP wird der Term in
der Klammer in (4.4) nahe 1 und wir erhalten

T = 3440 K ·
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. (4.5)

Für die Temperatur gilt daher T ∝ q−3/50. Damit ist die Isothermie in den äußeren Gebieten von Pop-
III-Scheiben gezeigt. Bei der Vergrößerung des radialen Abstands um 4 Größenordnungen sinkt die
Temperatur nur um einen Faktor 1.7 .

Eine Isothermie dieser Art wurde schon von Stahler et al. (1986) in Rechnungen des sphärischen
Kollapses eines primordialen Protosterns gezeigt. Obwohl der prinzipielle Mechanismus (die starke
Temperaturabhängigkeit der Opazität) derselbe ist, bezieht sich im Falle von Scheibenakkretion die
Isothermie auf die Temperatur in der Mittelebene, während sie im sphärischen Kollaps in der Photo-
sphäre des Protosterns auftritt.

Für Pop-I-Akkretionsscheiben ergibt sich keine Isothermie bei 3000 K, da bei diesen Temperatu-
ren schon Moleküle wie CO, TiO und H2O absorbieren (vgl. Abb. 4.2 rechts). Diese weichen die
starke Temperaturabhängigkeit auf, und erlauben es damit der Scheibe, zu kühlen (vgl. Abb. 4.4b).
Der Temperaturverlauf für Pop-I-Akkretionsscheiben in Abb. 4.4b zeigt jedoch einen ähnlichen Ef-
fekt. Für Temperaturen unter 1000 K ergeben sich immer wieder schmale isotherme Bereiche. Diese
können allesamt mit steilen Gradienten in der Opazität, hervorgerufen durch das Verdampfen von Eis,
Silikaten, Troilit usw. identifiziert werden.

4.2.3. Oberflächendichte Σ und Skalenhöhe h/r

Im isothermen Außenbereich fällt weiterhin auf, daß die Oberflächendichte Σ und das Verhältnis h/r
gemäß einem Potenzgesetz zunimmt bzw. abfällt (siehe Abb. 4.4d+f). Gemäß der Drehimpulsglei-
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b

a

Abbildung 4.3.: Scheibenmodelle für α = 0.01 in der (ρ, T )-Ebene für Akkretionsraten von 10−10,
10−8, 10−6, 10−4, 10−3 und 10−2 M� yr−1 mit κP (a) ohne und (b) mit Linien für
Pop-III-Zusammensetzung. Dicke(dünne) Linien stehen für optisch dicke(dünne)
Lösungen, gestrichelte Linien für KSG-Lösungen, gepunktete Linien für thermisch-
instabile Lösungen sowie gestrichpunktete Linien für KSG- und thermisch-instabile
Lösungen. Als Hintergrund ist das zugehörige Planckmittel κP zu sehen.
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chung (2.22) und der Viskositätsparametrisierung (2.24) ist

Σ =
ṀΩ

3παc2
s

= 4.7 · 102 g cm−2 ·
(

α

0.01

)−1
(

Ṁ
10−6 M� yr−1

)



















q

1 AU M
− 1

3
�



















− 3
2
( T
3440 K

)−1
. (4.6)

Radiale Selbstgravitation (FSG) wird dann wichtig, wenn das Verhältnis Md/M den Wert 1 übersteigt.
Die Scheibenmasse, approximiert durch Md = Σr2 ist dann größer als die Zentralmasse M (z.B.
Duschl et al., 2000). Für den isothermen Ast folgt, daß ab einem Radius rFSG radiale Selbstgravitation
wichtig wird:

rFSG > 3.6 · 102 AU ·
(

α

0.01

)−2
(

Ṁ
10−3 M� yr−1

)−2 (

M
1 M�

)

( T
3440 K

)2
. (4.7)

Hierbei haben wir angenommen, daß FSG erst nach dem Erreichen des isothermen Astes einsetzt. Für
das Verhältnis h/q folgt mittels den Ergebnissen aus Tab. 2.5 für NSG/KSG

h
q
=

[

1,
1
2

QT

]

cs

Ωq
∝

[

1,
1
2

QT

]

q
1
2

h
r
= 0.18 ·

[

1,
1
2

QT

]

( r
1 AU

)
1
2
(

M
1 M�

)− 1
2

, (4.8)

konsistent mit Abb. 4.5a+c. Es ist den Formeln zu entnehmen, daß für KSG h
r aufgrund des kleineren

Toomre-Parameters kleiner wird. Für r > rthin bricht daher die Näherung geometrisch dünner Scheiben
zusammen:

rthin > 30 AU ·
[

1,
1
2

QT

]−2 (

M
1 M�

)

. (4.9)

4.2.4. Optische Tiefe

Pop-III-Scheiben haben eine bedeutend geringere optische Tiefe in den äußeren Bereichen als Pop-
I-Scheiben (vgl. Abb. 4.4g-i). Dies liegt an der um Größenordnungen kleineren Opazität für Pop-
III-Materie, hervorgerufen durch das Fehlen von Staub und Eis, welches beide gute Absorber sind.
Dadurch werden exotischere Absorptionsmechanismen wie CIA oder pure Linienabsorption der Mo-
leküle auch bei diesen niederen Temperaturen bedeutende Absorptionsquellen, wenn auch auf relativ
zu Pop-I auf viel geringerem Absolutwert.

4.2.5. Minimaltemperatur

Pop-III-Scheiben besitzen abhängig von der Akkretionsrate eine Minimaltemperatur, berücksichtigt
man nur Pop-III-Opazität ohne Linien (vgl. Fig. 4.3a). In der Akkretionsscheibe muß mit der nach
außen abnehmenden Dissipationsrate auch die Abstrahlung abnehmen. Ab einem gewissen Punkt ist
die Absorption durch CIA so ineffizient (Absorption proportional zur Dichte), daß sie sich in optisch
dünne Emission verkehrt. Dies führt zum Anstieg der Temperatur, bis die Scheibe den isothermen
äußeren Bereich erreicht.
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Mittels Linienkühlung jedoch verschwindet die Minimaltemperatur und die vormals geschlossene
Linien in der (ρ, T )-Ebene öffnen sich zu zwei stabilen Ästen: Isothermer Akkretion bei ca. 3000 K
sowie Pop-I-ähnliche über Moleküllinien und CIA kühlende Akkretion (vgl. Fig. 4.3b).

Für Linienabsorption hat man mittels des integrierten Absorptionskoeffizienten (vgl. 3.4) die Ab-
hängigkeit κP = fP(T ). Aus Abb. 4.3 ist ersichtlich, daß die Scheibe optisch dünn ist, wenn sie das
Gebiet mit dominierender Linienabsorption trifft.

Aus der Energiegleichung (2.19) mit Hilfe der effektiven optischen Tiefe (2.15) für den optisch
dünnen Fall und der Viskositätsparametrisierung (2.24) folgt

9
8
αc2

sΩK = 2σκPT 4 .

Da für die niedrigen Temperaturen und Dichten Gasdruck überwiegt, finden wir

fP(T )T 3 =
9

16
αkB

µmpσ
ΩK . (4.10)

An einem gewissen radialen Abstand q = Ω−3/2
K ist im optisch dünnen, liniendominierten Fall somit

die Temperatur allein vom Verlauf der Planckmittel bestimmt und ergibt damit unabhängig von der
Dichte, Flächendichte, Akkretionsrate das gleiche Ergebnis (vgl. Fig. 4.4c für Ṁ = 10−10 . . . 10−6 M�
yr−1). Dies trifft nicht auf den Übergang von LiH- nach H2-Absorption zu. Dort ist das Planckmittel
von der Dichte abhängig (vgl. Abb. 4.3), da die Dissoziation von LiH von der gegebenen Dichte
abhängt.

Pop-I-Scheiben bleiben aufgrund von Staubabsorption im Wesentlichen optisch dick. Dann ergibt
die Energiegleichung (2.19)

9
8
Σαc2

sΩK =
8σ

3ΣκR
T 4

⇔ T 3

κR
=

27
64
αkB

µmpσ
Σ2ΩK . (4.11)

Obwohl für Absorption durch Staub und Eis das Rosselandmittel nur von der Temperatur abhängig
ist (vgl. Tab. 2.4), hängt die Temperatur noch von der Flächendichte ab. Daher ergibt sich hier keine
charakteristische Temperatur bei einem gegebenen Abstand q.

4.2.6. Äußere radiale Grenze der unter 3440 K kühlenden Akkretionsscheiben

Mit der im optisch dünnen Fall von der Akkretionsrate unabhängigen Temperatur können wir eine
äußere radiale Grenze für die linienkühlenden Gebiete der Akkretionsscheibe definieren. Das ist der
Radius, für den die Temperatur unter 60 K sinkt. Aus Fig. 4.4c erkennt man

qout, α=0.01 ≈ 25 AU M
− 1

3
� . (4.12)

Für die CIA-dominierten Scheiben oberhalb 10−5 M� yr−1 kann man das Rosselandmittel approxi-
mieren durch (vgl. Tabelle A.1)

κR,CIA = 3 · 10−4 cm2 g−1
(

ρ

10−5 g cm−3

)

.

Hier vernachlässigen wir die Temperaturabhängigkeiten. Diese Approximation ist gültig, solange die
Opazität nicht genauer als auf einen Faktor 2 bekannt sein muß. Mit κ0 = 3 · 10−4 cm2 g−1, ρ0 =
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10−5 g cm−3 und h0 = 1010 cm kann die Dichte- in eine Oberflächendichteabhängigekeit transformiert
werden. Wir machen von (2.38) für KSG und der Drehimpulsgleichung (2.22) mit (2.24) Gebrauch
und erhalten (Σ0 = 2ρ0h0 = 2 · 105 g cm−2)

κR,CIA = κ0
ρ

ρ0
= κ0

Σ

Σ0

h0

h
= κ0

Σ

Σ0

2h0Ω

QTcs
= κ0

ṀΩ
3παΣ0

2h0Ω

QTc3
s
= κ0

2GṀ2h0Ω
2

9πα2c6
sΣ0

.

Aus der Energiegleichung (2.19) mit (2.24) für den optisch dicken Fall (τR � 1)

8σT 4

3κR
=

9
8
αc2

sΣ
2Ω =

1
8π2α

Ṁ2Ω3

α2c2
s

⇔
12σT 4πα2c6

sΣ0
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4.2.7. Die Grenze zwischen optisch dick und optisch dünn

Wie aus Abb. 4.3b ersichtlich, findet für ρ0 ≈ 10−8 g cm−3 der Wechsel vom CIA-dominierten zum
von Linienabsorption dominierten Teil statt. Weiterhin nehmen wir in guter Näherung an, daß bei
dieser kritischen Dichte der Übergang von optisch dick nach optisch dünn stattfindet. Dann nimmt die
effektive optische Tiefe (2.15) ein Minimum an. Für τR ≈ τP = 1 folgt τeff ≈ 3.

Aus der Energiegleichung (2.19) folgt damit unter Benutzung der Drehimpulsgleichung (2.22) und
der Zustandsgleichung (2.18) für Pgas ≈ P

3
8π

ṀΩ2
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4σ
9

T 4 =
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9

c8
s

(

µmp

kB

)4

. (4.14)

Die Schallgeschwindigkeit können wir jedoch auch mit der Drehimpulsgleichung (2.22) und dem
Verhältnis h/r (2.38) ausdrücken:

c2
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ṀΩK

3παΣ
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ṀΩ2
K

6παρ
[
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]

cs
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s,NSG =
ṀΩ2

K
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GṀ2Ω2

K

9π2α2ρ
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Eingesetzt in (4.14) folgt
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4.3. Stabilität

Im Folgenden sollen die in Abschnitt 2.9 eingeführten Instabilitätskriterien Anwendung auf Pop-III-
Scheiben finden. Die Diskussion findet ausschließlich für Pop-III-Opazität mit Linienabsorption statt.

4.3.1. Thermische Stabilität

Für Pop-III-Scheiben existieren 4 thermische Instabilitäten:

Lightman-Eardley-Instabilität

Lightman und Eardley (1974) fanden eine thermisch-viskose Instabilität, als sie in der Shakura-
Sunyaev-Viskosität den Druck durch die Summe aus Gas- und Strahlungsdruck ersetzen. Diese tritt
jedoch nur bei sehr hohen Temperaturen auf, wo die Opazität durch Thomson-Streuung dominiert ist
(vgl. Tab. 2.4). Daher wird diese bei Akkretionnscheiben um Pop-III-Sterne kaum auftreten, da schon
der Stern Ausdehnungen von ca. 10−3 . . . 10−1 AU besitzt, abhängig von seiner Masse. Jedoch wird
diese Instabilität auftreten im Fall von Akkretion auf schwarze Löcher.

H−-Instabilität

Das ist die bekannte, auch in Pop-I-Scheiben vorkommende Instabilität, welche durch den starken
Temperaturgradienten in der Opazität beim Übergang von molekularer zu ionisierter Materie hervor-
gerufen wird. Sie tritt auf für Temperaturen T ≈ 103.5 . . . 104.0 K (vgl. Tab. 2.4, Abb. 4.3, 4.4a-c).
Im Falle von Pop-I-Zusammensezung gibt es noch weitere, durch molekulare Absorption (CO, TiO,
H2O, etc.) hervorgerufene Instabilitäten, die sich bis zu T = 1000 K erstrecken. Diese Instabilität tritt
für alle Akkretionsraten auf, läßt man die Möglichkeit außer acht, daß dieser Teil der Scheibe schon
innerhalb des Sterns liegen könnte.

Verwenden wir den Fit von Bell und Lin (1994) an das Rosselandmittel κR für den Bereich von
H−-Absorption,

κR = 50 cm2 g−1 ·
(

ρ

10−7 g cm−3

)
1
3 ( T

104 K

)10
.
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Mit Hilfe der Drehimpulsgleichung (2.22) und der Viskositätsparametrisierung (2.24) folgt aus (4.11)
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An einem gegebenen Abstand tritt die H−-Instabilität für Akkretionsraten zwischen ṀH−(104 K) und
ṀH−(103.5 K),
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auf unter der Vorraussetzung, daß Gasdruck dominiert. Für die typischen Dichten und Temperaturen
ist dies gut erfüllt (vgl. Gleichung 2.17).

H2/Li-H-Instabilität

Abbildung Abb. 4.3a+b zeigt eine weitere thermische Instabilität am Übergang von molekularer zu
atomarer Materie an. H2 dissoziiert, während die Opazität durch atomaren Wasserstoff noch nicht
stark genug ist. Der in diesem Bereich dadurch stattfindende Abfall der Opazität (vgl Abschnitt 3.7.2)
induziert diese Instabilität. Das Instabilitätskriterium für Pgas � Prad und τP � 1 in Tabelle 2.2 zeigt
dies bereits an (BP < −3 für AP = 0). In Abschnitt 4.5 wird ersichtlich werden, daß atomares Lithium
diese Instabilität beeinflußt.

LiH-H2-Instabilität

Für Pop-III-Opazität mit Linien existiert noch eine weitere thermische Instabilität. Diese wird durch
den Temperaturgradienten in der Opazität an der Grenze von H2- zu LiH-Linienabsorption hervorge-
rufen (Abb. 4.3b). Er ist stark negativ, daher ergibt sich eine thermische Instabilität. Diese Instabilität
wirkt jedoch nur bei niedrigen Akkretionsraten (Ṁ ≤ 10−5 M� yr−1). Bei höheren Akkretionsraten
verbleibt die Akkretion im Bereich von CIA und ist optisch dick.

Die Lightman-Eardley- und die H−-Instabilität ergeben sich (nahezu) unabhängig von der che-
mischen Zusammensetzung, während die H2/Li-H- und LiH-H2-Instabilität nur für Pop-III-Materie
auftritt. Letztere tritt nur für Akkretionsraten unterhalb von 10−5 M� yr−1 auf.

4.3.2. Viskose Instabilität

Nach dem Instabilitätskriterium (2.30) wird die Scheibe viskos instabil, wenn sich bei einer lokalen
Erhöhung(Verringerung) der Akkretionsrate die Flächendichte sinkt(steigt).

In Abb. 4.7 haben wir die Akkretionsrate Ṁ versus Flächendichte Σ geplottet. Viskose Insta-
bilitäten treten an der Grenze zwischen thermisch stabilen und instabilen Lösungen auf. Für q =
0.01 AU M−1/3

� ergibt sich unabhängig von der Opazität die Lightman-Eardley-Instabilitat (vgl. Ab-
schnitt 4.3.1). Zur Illustration der möglichen Übergänge haben wir in Abb. 4.6 die möglichen Über-
gänge bei Erreichen instabiler Lösungen exemplarisch dargestellt.
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o

o

Abbildung 4.6.: Akkretionsrate Ṁ versus Flächendichte Σ bei q = 0.1 AU M−1/3
� für Pop-III-Opazität

ohne Linien (vgl. Abb. 4.7d). Mit eingezeichnet sind die möglichen Übergänge, wenn
die Scheibe die kritische Flächendichte Σ über-/unterschreitet. Übergänge auf einen
heißeren Ast sind rot dargestellt, Übergänge auf eine kühleren Ast sind blau darge-
stellt. Bedeutung der Linientypen wie in Abb. 4.3. α = 0.01.
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Abbildung 4.7.: Akkretionsrate Ṁ versus Flächendichte Σ für radiale Abstände q von (a-c) 0.01, (d-
f) 0.1, (g-i) 1 und (j-l) 10 AU M−1/3

� . Bedeutung der Linientypen wie in Abb. 4.3.
α = 0.01.
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Abbildung 4.8.: (a+b) : Scheibentemperatur T versus Akkretionsrate Ṁ für q = 10 AU M−1/3
� . Mit

eingezeichnet sind die bei diesen Temperaturen dominierenden Absorptionsmecha-
nismen. Bedeutung der Linientypen wie in Abb. 4.3. (c+d) : T (Ṁ) für q = 0.01, 0.1,
1 und 10 AU M−1/3

� . α = 0.01.

Bei Pop-III-Scheiben ändert sich bei Erreichen der H−-Instabilität die Akkretionsrate um bis zu 3
Größenordnungen, während bei Pop-I nur eine Änderung um 1-2 Größenordnungen möglich ist. Dies
liegt vorwiegend am Vorhanden- bzw. Nichtvorhandensein der Moleküle CO, TiO und H2O.

Für den Fall niedriger Akkretionsrate treten bei Pop-III-Scheiben wiederum die bekannten ther-
mischen Instabilitäten auf. Interessanterweise ist scheint es bei Pop-III-Scheiben relativ weit außen
(Abb. 4.7l) für −1 < logΣ[gcm−2] < 3 fünf koexistierende Lösungen zu geben. Die 3 Lösungen bei
niedrigeren Akkretionsraten resultieren aus der LiH-H2-Instabilität (Abschnitt 4.3.1), die 2 restlichen
aus der H2/Li-H-Instabilität (Abschnitt 4.3.1).

Dabei sind die stabilen Äste isotherm in Bezug auf die Akkretionsrate, da in der Energiegleichung
(2.13) für τR � 1, P ≈ Pgas und Linienabsorption jegliche Dichteabhängigkeit verschwindet (vgl.
Abb. 4.8 sowie Abschnitt 4.2.5).
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Abbildung 4.9.: Toomre-Parameter QT für Akkretionsraten von (a) 10−3M� yr−1, (b) 10−4M� yr−1

und (c) 10−6M� yr−1 für Pop-I-Opazität, Pop-III-Opazität ohne Linien und Pop-III-
Opazität mit Linien. Bedeutung der Linientypen wie in Abb. 4.3. α = 0.01.
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4.3.3. Gravitationsinstabilität

In Kapitel 2 wurde schon ausführlich die Gravitationsinstabilität, charakterisiert durch den Toomre-
Parameter QT (2.31), und deren Auswirkungen auf die Turbulenz (Abschnitt 2.7.2) sowie den Wi-
derspruch mit der klassischen Bedingung für Fragmentation über den Vergelich von thermischer und
dynamischer Zeitskala (Ende von Kapitel 2) besprochen. Das Auftreten von vertikaler Selbstgravitati-
on reduziert den Toomre-Parameter unter 2 und induziert daher Fragmentation in der Scheibe, sobald
QT den Wert von 1 unterschreitet. In 2.7.2 haben wir gesehen, daß die Turbulenz supersonisch wird,
sobald QT < 2α wird. Aus Abb. 4.9 leiten wir ab, daß in unserem Fall (α = 0.01) die Turbulenz für
die meisten Gebiete in der Scheibe subsonisch ist (Ausnahme Teile der Niedertemperaturlösung für
Akkretionsraten von 10−3 und 10−4 M� yr−1).

Mit den Überlegungen in Kapitel 4.2.3, (2.4) und (2.24) können wir den Toomre-Parameter QT für
den äußeren isothermen Bereich angeben:

QT =
csΩ

πGΣ
=

3αc3
s

GṀ
= 10.7

(

α

0.01

)

(

Ṁ
10−4 M� yr−1

)−1
( T
3440 K

)

3
2
. (4.18)

Für Akkretionsraten größer als 10−3M� yr−1 (α = 0.01) ist damit der komplette äußere Bereich
Toomre-instabil. Eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft des Toomre-Kriteriums im Rahmen der
hier verwendeten Viskositätsparametrisierung ist, daß die Scheibe instabil wird bei einem Überschrei-
ten der Akkretionsrate oder dem Unterschreiten der Temperatur.

Die Temperatur selbst ist von der Akkretionsrate abhängig. Wir können jedoch dennoch sagen,
daß im Rahmen der verwendeten Viskositätsparametrisierung (2.24) die Scheibe für Akkretionsraten
kleiner als 10−6M� yr−1 niemals KSG wird, setzt man eine Minimaltemperatur von 60 K sowie α =
0.01 vorraus.

4.4. Zeitskalen

4.4.1. Abschätzung der chemischen Reaktionszeitskala

Da die Molekülbildung für Pop-III-Materie, insbesondere die von H2, im Vergleich zu Pop-I-Materie
weniger effizient ist (vgl. Abschnitt 3.10), müssen wir zusätzlich zu den in der Akkretionsscheibe vor-
handenen Zeitskalen noch die Molekülbildungszeitskala berechnen, um abschätzen zu können, ob auf
den Scheibenzeitskalen die Molekülbildung überhaupt möglich ist (τchem � τdisk). Diese Molekülbil-
dungszeitskala dient hier als Approximation der chemischen Reaktionszeitskala.

Zunächst schreiben wir die Temperatur T als Funktion der Dichte ρ. Aus der Drehimpulsgleichung
(2.4), der Viskositätsparametrisierung (2.24) und h/r (2.38) folgt

Ṁ = 3πα
c2

s

Ω
Σ = 6πα

c2
s

Ω
ρh = 6παρ

[
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1
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QT
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Mit Hilfe von (4.20) folgt aus (3.19)
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4.4.2. Bedingung für chemische Gleichgewicht

Die Annahme von chemischen Gleichgewicht ist für Temperaturen kleiner als 3000 K gerechtfertigt,
wenn die H2-Bildungszeitskala kürzer als die hydrostatische Zeitskala τz (2.33) für NSG/KSG ist:

τz = 5.0 · 106 s ·
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Mit (3.19) und dem Resultat aus Tabelle 2.5 für τz folgt

τH2 < τz (4.21)

⇔ Ṁcrit, H2, NSG > 1.7 · 10−8 M� yr−1 ·
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4.4.3. Chemo-thermische Instabilitäten

Eine notwendige Bedingung für chemo-thermische Instabilität (Sabano und Yoshii, 1977) ist, daß die
chemische Reaktions- und die thermische Zeitskala (2.35)

τth =
9

8α
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vergleichbar sind:

τH2 ≈ τth , (4.24)

⇔ Ṁcrit, ch-th(H2), NSG ≈ 1.6 · 10−7 M� yr−1 ·
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⇔ Ṁcrit, ch-th(H2), KSG ≈ 8.37 · 10−7 M� yr−1 ·
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Abbildung 4.10.: Viskose Zeitskala τvisc (für 1 M�), thermische Zeitskala τth, dynamische Zeitska-
la τdyn, hydrostatische Zeitskala τz und H2-Bildungszeitskala τH2 , stellvertretend
für die chemische Reaktionszeitskala, für Scheibenmodelle mit Akkretionsraten von
(a+b) 10−3, (c+d) 10−4, (e+f) 10−6 und (g+h) 10−8 M� yr−1 für Pop-III-Opazität
mit und ohne Linien. Bedeutung der Linientypen wie in Abb. 4.3. α = 0.01.
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4.4.4. Diskussion

In Abschnitt 2.10 haben wir bereits verschiedene Zeitskalen eingeführt. Wir haben gesehen, daß im
Falle von KSG die hydrostatische Zeitskala (2.33) kürzer als die dynamische Zeitskala (2.32) wird.

Abb. 4.10 faßt die Zeitskalen für verschiedene Pop-III-Modelle zusammen. Mit zunehmender Ak-
kretionsrate (von unten nach oben) steigt der Einfluß der Selbstgravitation und damit entkoppelt die
hydrostatische von der dynamischen Zeitskala. Weiterhin wird die viskose und thermische Zeitskala
mit steigender Akkretionsrate immer ähnlicher. Das liegt an der Zunahme des Verhältnisses h

r (vgl.
Abb. 4.5a+c sowie Tab. 2.5).

Für 10−3 M� yr−1 wird die Scheibenlösung für q > 102 AU M
− 1

3
� inkonsistent, da dort τvisc > τth

wird. Dies gilt jedoch nur für 1 M� Zentralmasse. Für andere Zentralmassen ergeben sich viskose
Zeitskalen, die relativ dazu mit (M/M�)2/3 skalieren. Bei 103 M� ist daher am gegebenen Abstand q
die viskose Zeitskala 102 mal so lang wie bei einer Zentralmasse von 1 M�. Da die anderen Zeitskalen
bei gegebenem q nicht von der Zentralmasse abhängen, wird ersichtlich, daß konsistente stationäre
Akkretionsccheibenmodelle für hohe Akkretionsraten auch hohe Zentralmassen bedingen.

Die Annahme von chemischem Gleichgewicht ist für Akkretionsraten größer als 10−7 M� yr−1 gut
erfüllt.

4.5. Einfluß von verschiedenen Lithiumbruchteilen

Bislang wurden die Scheibenmodelle nur für die primordiale (Pop-III) chemische Zusammensetzung
untersucht. In Abb. 4.11 werden nun Plots von T (Ṁ) bei verschiedenen radialen Abständen und ver-
schiedenen Lithium-Bruchteilen gezeigt.

Abb. 4.11a+b zeigen größere Unterschiede im Bereich der Linienabsorption durch atomares Lithi-
um. Im Fall von Abb. 4.11b ergeben sich für Ṁ < 10−7 M� yr−1 und fLi & 4.15 · 10−10 zwei stabile,
isotherme Lösungen. Die für höhere Temperatur am Übergang von H2/Li zu H auftretende Lösung
ist die bekannte, auch radial isotherme Lösung (siehe Abschnitt 4.2.2), während die für niedrigere
Temperaturen (≈ 1000 K) auftretende durch atomares Lithium verursacht wird.

Mit fortschreitendem radialen Abstand wechselt die Niedertemperaturlösung ins H2-Linien-domi-
nierte Gebiet, um sich schließlich in Abb. 4.11d in über H2 und LiH kühlende Lösungen aufzuspalten.

4.6. Zusammenfassung

Diese Erkenntnisse sind in Abbildung (4.12) zusammengefaßt. Mit Ausnahme des FSG- und (h/r > 1)-
Kriteriums in (4.7) und (4.8) können alle unabhängig von der Zentralmasse mittels der generalisierten
Koordinate q wiedergegeben werden.
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M−1/3
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(Pop-III).
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5. Zusammenfassung und Diskussion

5.1. Akkretionsscheiben

Es wurde ein Modell für stationäre Akkretionsscheiben entwickelt, welches dem Standardmodell
(Pringle, 1981) geometrisch dünner Scheiben in Einzonenapproximation entspricht. Die Dissipations-
energie wird dabei lokal durch Strahlung abgegeben. Konvektion findet hier keine Berücksichtigung.
Dieses Modell wurde durch zwei wesentliche Dinge erweitert.

Zum einen wurde vertikale Selbstgravitation mitberücksichtigt, d.h. das hydrostatische Gleichge-
wicht ist nicht nur das Gleichgewicht zwischen vertikalem Druckgradienten und der Vertikalkom-
ponente der Zentralkraft, sondern zusätzlich noch der durch die lokale Massenverteilung entstehen-
den Kraft. Durch die Berücksichtigung von vertikaler Selbstgravitation werden Akkretionsscheiben
Toomre-instabil, sobald die vertikale Beschleunigung durch die lokale Massenverteilung über die Ver-
tikalkomponente der Zentralkraft dominiert. Dann wird der Toomre-Parameter kleiner als 2. Für Werte
kleiner als ungefähr 1 (Der genaue Wert ist noch in der Diskussion) kann die Scheibe daher fragmen-
tieren. Für Werte des Toomre-Parametes größer als 1 ist die Akkretionsscheibe stabil gegen Fragmen-
tation.

Im Rahmen der von Shakura und Sunyaev (1973) vorgeschlagenen Viskositätsbeschreibung finden
wir unter Annahme von isotroper Turbulenz (turbulente Längenskala gleich der Skalenhöhe), daß für
Toomre-Parameter kleiner als 2α (α < 1 ist der Viskositätsparameter) die turbulente Geschwindigkeit
supersonisch wird. Da supersonische Turbulenz Schockwellen entwickelt, welche das Medium auf
subsonische Werte relaxieren, ist dies ein Hinweis auf den von Paczynski (1978), Bertin (1997) sowie
Bertin und Lodato (1999) vorgeschlagenen Selbstgregulierungsmechanismus für selbstgravitierende
Scheiben.

Weiterhin wurde im Fall von vertikaler Selbstgravitation eine Entkopplung der dynamischen von
der hydrostatischen Zeitskala gefunden. Auf die Modellierung von voll selbstgravitierenden Scheiben
wurde verzichtet.

Die zweite Modifikation betrifft den Übergang zu optisch dünnen Scheiben. In diesem Fall geht
der Strahlungsdruck gegen Null, da die Photonen nicht mehr streuen und dadurch keinen Druck mehr
ausüben können. Die Abstrahlung geht von der gewöhnlichen Strahlungsdiffusion in Volumenemissi-
on über.

Approximiert man lokal die Rosseland- und Planckmittel der Opazität durch Potenzgesetze (κR/P ∝
ρAR/PT BR/P), können Stabilitätskriterien für thermische und viskose Instabilität hergeleitet werden, die
nur von den Koeffizienten AR/P und BR/P abhängen. Für die Grenzfälle optisch dick/dünn sowie im
strahlungs- und gasdruckdominiertem Fall ergeben sich handliche Formeln. Im gasdruckdominiertem
Fall konnte unabhängig von optisch dick/dünn gezeigt werden, daß eine viskose eine thermische In-
stabilität bedingt. Damit ist die landläufige Bezeichnung thermisch-viskose Instabilität gerechtfertigt.
Für die thermischen Instabilitäten wurde gezeigt, daß im optisch dicken Fall stark positive Tempe-
raturgradienten Instabilität verursachen, während im optisch dünnen Fall dies durch stark negative
Temperaturgradienten hervorgerufen wird. Im BR/P − AR/P-Diagramm liegt im gasdruckdominierten
Fall zwischen dem Gebiet von Stabilität und thermischer Instabilität immer ein thermisch-viskose
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instabiles Gebiet. Daher wird er Übergang zur thermischen Instabilität immer von einer thermisch-
viskosen Instabilität begleitet, da die Opazitätsmittel sich kontinuierlich ändern.

5.2. Primordiale Opazität

Für die Modellierung primordialer Akkretionsscheiben benötigt man Materialfunktionen für die che-
mische Zusammensetzung primordialer Materie, beispielsweise die Opazität. Da frühere Rechnungen
nur bgrenzte Temperatur- und Dichtebereiche abdeckten, wurde ein Satz von Opazitäten für Tempe-
raturen von 60-40 000 K und Dichten von 10−16···−2 g cm−3 berechnet. Die Grundannahmen in den
Rechnungen sind chemisches und lokales thermodynamisches Gleichgewicht.

Die chemische Zusammensetzung der primordialen Elemente (Wasserstoff, Helium und Lithium)
wurde aus der Kombination von WMAP und SBBN Ergebnissen beschafft.

Dabei wurde ein bislang unberücksichtiger Einfluß von Lithium gefunden. Obwohl Lithium nur we-
nig mehr als 10−10 zur Teilchendichte beiträgt, hat es aufgrund seiner im Vergleich zu Wasserstoff und
Helium grundlegend verschiedenen physikalischen Eigenschaften großen Einfluß auf die Opazität.

Lithium ionisiert als Mitglied der Alkali-Elemente sehr früh und beeinflußt durch die zur Verfügung
stehenden Elektronen das chemische Gleichgewicht. Es erhöht einerseits die H−-Häufigkeit, anderer-
seits erniedrigt es die Häufigkeit von H+3 -Ionen. Dieser Mechanismus hat Einfluß auf das Rosseland-
und Planckmittel der Opazität gleichermaßen und tritt bei Temperaturen zwischen 1000 und 3000 K
auf.

Atomares Lithium besitzt einen Übergang bei 6708 Å. Dieser liegt zwar für die Temperaturen, für
die Lithium vorwiegend atomar vorliegt, weit außerhalb der Sensitivität der Planckfunktion (Äquiva-
lenttemperatur ca. 20 000 K). Da aber unterhalb von 1000 K nur molekulare Absorption stattfindet
(Staub fehlt aufgrund der Abwesenheit schwerer Elemente), die für H2 ungleich schwächer ist im
Vergleich zu Staubabsorption, und zudem der Einsteinkoeffizient dieses Übergangs 6 Größenordnun-
gen größer ist als der vergleichbarer H2 Quadrupolübergänge, kann dieser Übergang die Opazität für
niedrige Dichten und Temperaturen um die 1000 K dominieren.

Für Temperaturen unter 500 K schwindet der Einfluß von H2 Absorption, da der am tiefsten liegen-
de Übergang von H2 eine Äquivalenttemperatur von 511 K besitzt. Für noch niedrigere Temperaturen
hat man HD (128 K) oder LiH (15 K). Es zeigt sich, daß für die gewählte Pop-III-Zusammensetzung
HD nur eine untergeordnete Rolle spielt, jedoch LiH die Opazität unterhalb von 400 K dominiert.

Der Vergleich mit anderen Opazitätsrechnungen ohne Berücksichtigung von Lithium ergibt im We-
sentlichen eine mit dem Publikationsjahr zunehmende Übereinstimmung. Dies liegt vor allem an den
Verbesserungen in der Modellierung von CIA-Aborption und dem Verständnis von H+3 .

Ein wesentlicher Punkt der vorliegenden Opazitätsrechnungen ist die Annahme des chemischen
Gleichgewichts. Für primordiale Materie wissen wir jedoch, daß Molekülbildung stark unterdrückt
ist. Insbesondere die Bildung von H2, normalerweise eine oberflächenkatalytische Reaktion kann in
Abwesenheit von Oberflächen (Staub, Eis, etc.) nicht ablaufen. Daher muß H2 auf exotischer Art
und Weise gebildet werden. Dies geschieht entweder über die ionischen Reaktionskanäle via H−

und H+2 für niedrige bzw. hohe Temperaturen und niedriger Dichte. Bei hohen Dichten setzen je-
doch Dreikörperreaktionen ein, welche effizient atomaren in molekularen Wasserstoff konvertieren.
Für HD und LiH sind die ionischen/neutralen Zweikörper-Reaktionskanäle ebenfalls bekannt, jedoch
fehlen hier Informationen über Dreikörperreaktionen vollständig.

Abschätzungen für typische Molekülbildungszeitskalen mit den zur Verfügung stehenden Reakti-
onsraten zeigen, daß für ρ > 3.2 · 10−14 g cm−3 eine Molekülbildungszeitskala innerhalb einer Frei-
Fall-Zeitskala abläuft.
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Ein weiteres Ergebnis dieser Rechnungen sind Abschätzungen über das Kühlverhalten von pri-
mordialer Materie. Viele Autoren (Bromm et al., 1999; Abel et al., 2000, etc.) finden unter allei-
niger Berücksichtigung der Wasserstoffchemie einen bevorzugten Zustand primordialer Materie von
T = 200 K und n = 104 cm−3. Weitere Kühlung ist mit H2 nicht oder nur noch schwerlich möglich.
Primordiale Materie ist hier in einem quasihydrostatischen Zustand. Daher ist dieser Zustand der
Ausgangspunkt für den Kollaps, da die einzige Möglichkeit für die Überwindung diese Zustands der
gravitative Kollaps per Jeans-Instabilität ist. Die charakteristische Jeansmasse beträgt 700 M�. Durch
simplen Vergleich mit heutigen Molekülwolken, die aufgrund von CO auf 10 K kühlen können, kann
man schließen, daß die ersten Sterne massereich gewesen sein müssen.

Die vorliegenden Opazitäten für Linienabsorption können benutzt werden, um LTE Kühlfunktionen
zu berechnen. Die Kühlfunktion ist im Wesentlichen proportional zum Planckmittel multipliziert mit
σT 4. Aufgrund der Linearität des Planckmittels kann man die Kühlfunktion pro Spezies angeben, nur
abhängig von der Temperatur. Bildet man das Verhältnis von Kühlfunktion von Spezies A zu Spezies
B, so ergibt sich eine Proportionalität zum Quotienten von Teilchendichte sowie einem temperatur-
abhängigen Term ξ(T ), bestimmt durch Einsteinkoeffizienten, Besetzungszahlwahrscheinlichkeiten
und Zustandssummen von Spezies A zu Spezies B. Nimmt man weiterhin an, daß beispielsweise das
Verhältnis der Teilchendichte von Spezies A zu Wasserstoff nie den Wert fA übersteigen kann, so
ist die Kühlung von Spezies A relativ zu H2 effektiver, wenn nA/nH2 > ξH2/ξA ist. Setzt man als
obere Grenzen für nA/nH2 lediglich die primordialen Elementhäufigkeiten voraus, so findet man, daß
für Temperaturen kleiner als 100 K Kühlung durch HD relativ zu H2 dominiert, jedoch schon für
Temperaturen unter 400 K LiH effektiver kühlt als H2. Dies wird noch weiter vervollständigt mit dem
Befund, daß für Temperaturen über 1250 K Li-Atome weitaus besser kühlen als H2-Moleküle.

Sämtliche Argumentation geht einmal mehr von chemischem Gleichgewicht aus. Im Nichtgleich-
gewicht ist beispielsweise H2 unterhäufig (Bruchteile 10−4 der Häufigkeit von atomarem Wasser-
stoff), daher sind die als Obergrenze angenommenen primordialen Häufigkeitsverhältnisse nur untere
Abschätzungen. Für einen H2-Bruchteil von 10−4 würden sich die Temperaturgrenze für effiziente
Li-Atom-Kühlung auf 600 K senken.

5.3. Primordiale Akkretionsscheibenmodellierung

Die berechnete Opazität für primordiale Materie wurde zusammen mit einer Pop-I-Opazität benutzt,
um Modelle für Pop-I- und Pop-III-Akkretionsscheiben mit und ohne Linienabsorption zu berech-
nen. Diese Modelle wurden abhängig von einer generalisierten Ortskoordinate (die die Zentralmasse
mitbeinhaltet) dargestellt. Dies erlaubt die leichte Transformation der Ergebnisse auf andere Zentral-
massen.

Der Vergleich zwischen Pop-I- und Pop-III-Scheiben zeigt nahezu dasselbe Verhalten für Tempera-
turen über 104 K modulo geringfügigen Abweichungen durch die Absorption von schwereren Elemen-
ten im Fall von Pop-I-Materie. Unterhalb von 104 K treten jedoch die Unterschiede zwischen Pop-I-
und Pop-III-Akkretionsscheiben deutlich hervor. Für Pop-I-Scheiben folgt auf die H−-Instabilität Mo-
lekül-Absorption mit anschließender weiterer Kühlung durch Staub und Eis und die Scheibe bleibt im
wesentlichen optisch dick.

Für Akkretionsraten über 10−5 M� yr−1 sind die unter 3000 K kühlenden äußeren Gebiete der
Pop-III-Scheibe durch CIA(H2/H2)-Absorption dominiert und größtenteils optisch dick und KSG.
Je größer die Akkretionsrate, desto größer die Ausdehnung der Scheibe. Die einzige Instabilität ist die
H−-Instabilität. Die Chemie ist vollständig im Gleichgewicht.

Unter 10−5 M� yr−1 ist die äußere unter 3000 K kühlende Scheibe durch Linienkühlung dominiert.
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Zwischen 10−5 M� yr−1 und 10−7 M� yr−1 tritt die thermische LiH-H2-Instabilität auf. Die Chemie
ist noch im Gleichgewicht. Um 10−7 M� yr−1 wird im Bereich der LiH-H2-Instabilität die thermische
Zeitskala gleich der chemischen Reaktionszeitskala. Dies könnte chemothermische Instabilitäten be-
wirken. Unter 10−7 M� yr−1 ist die Chemie in den äußeren linien-kühlenden Gebieten nicht mehr im
Gleichgewicht.

Unter 10−6 M� yr−1 tritt im Rahmen der hier verwendeten α-Viskosität unabhängig von der che-
mischen Zusammensetzung, jedoch für α = 0.01, keine KSG-Lösung mehr auf — vorausgesetzt die
Scheibe erreicht Temperaturen von 60 K.

Pop-III-Scheiben besitzen zusätzlich einen äußeren, isothermen Bereich mit Temperaturen von ca.
3440 K. Er tritt auf für Akkretionsraten kleiner als 10−4 M� yr−1. Das auftretende Zusammenbrechen
der dünne-Scheiben-Näherung tritt mit zunehmender Zentralmasse bei immer größeren Abständen
auf. Für Akkretionsraten größer als 10−9 M� yr−1 ist die Hochtemperaturlösung (T >3000 K) direkt
mit der unter 3000 K kühlenden stabilen Lösung verbunden. Darunter geht die Hochtemperaturlösung
direkt in die isotherme Akkretion über. Der linienkühlende Teil der Lösung tritt parallel dazu, aber
getrennt, auf.

Die Untersuchung der thermischen und thermisch-viskosen Instabilitäten zeigte, daß für Pop-III-
Scheiben im Gegensatz zu Pop-I-Scheiben aufgrund des Fehlens molekulare Absorption durch CO,
H2O, TiO etc. die durch die H−-Instabilität möglichen Akkretionsratensprünge deutlich größer sind.
Pop-I-Scheiben haben dennoch die Möglichkeit, direkt aus dem staubdominierten Gebiet (T ≈ 1000
K) auf den heißen Ast (T ≈ 104 K) zu springen unter starker Zunahme der Akkretionsrate. Jedoch
bleibt selbst in diesem Fall die zu erwartenden Akkretionsratensprünge immer noch hinter denen für
Pop-III-Scheiben zurück.

5.4. Ausblick

Mit der genauen und detaillierten Kenntnis der Struktur und Stabilität von Pop-III-Akkretionsscheiben
kann nun die zeitabhängige Modellierung angegangen werden. Charakteristische Akkretionsraten,
bei denen diverse Physik berücksichtig werden muß (chemische Reaktionen, dünne-Scheibennähe-
rung ungültig, ...), und bei der die charakteristischen Instabilitäten auftreten, wurden identifiziert.
Die zeitabhängige Modellierung kann dazu in einem 1+1-dimensionalen Code angegangen werden,
der die zeitabhängige viskose und thermische Entwicklung der Scheibe berücksichtigt. Dabei könnte
man die z-Struktur mit auflösen, um den Einfluß von Konvektion auf den Energietransport zu unter-
suchen. Desweiteren muß man sich um die mögliche Irradiation des Zentralsterns auf die isotherm
akkretierenden Teile der Scheibe kümmern. Das ultimative Ziel dieser Arbeit sollte die Kopplung mit
Pop-III-Sternentwicklungsrechnungen (vgl. Straka, 2002) sein. Damit können Fragen der akkretier-
baren Masse und Feedbackmechanismen untersucht werden. Der letztendlich einzig freie Parameter
sollte die Akkretionsrate sein, mit der die Akkretionsscheibe gefüttert wird.

Während dies aber eher eine große Anforderung an die Modellierung und Numerik der Simulation
stellt, erscheinen im Rahmen der Ergebnisse der Opazitätsberechnung weitere, im Vergleich dazu
kleinere Projekte interessant: Die gefundene, möglicherweise für manche Akkretionsraten gefundene
chemo-thermische Instabilität für LiH-H2 bedarf einer Stabilitätsanalyse.

Der in den Opazitätsrechnungen gefundene Einfluß von Li auf die Kühlung von primordialem Gas
sollte in Kollapsrechnungen mitberücksichtigt und dessen Einfluß auf die Entwicklung abgeschätzt
werden. Das Gleiche gilt für LiH. Um das Modell möglichst einfach zu halten, könnte man einen
ähnlichen Ansatz wie Palla et al. (1983) verwenden, d.h. die kollabierende Wolke in einer Einzonen-
approximation beschreiben. Dadurch sollten sich grundlegende Änderungen durch die hinzugefügte
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Kühlmöglichkeitne abschätzen lassen. Wird ein Einfluß von Li bzw. LiH gefunden, so verändert dies
die IMF der Pop-III-Sterne hin zu kleineren Massen.





A. Opazitätstabellen
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log T log ρ [g cm−3]

[K] -16.00 -15.00 -14.00 -13.00 -12.00 -11.00 -10.00 -9.00 -8.00 -7.00 -6.00 -5.00 -4.00 -3.00 -2.00

1.80 -13.05 -12.62 -12.11 -11.51 -10.73 -9.79 -8.79 -7.79 -6.79 -5.79 -4.79 -3.79 -2.79 -1.79 -0.79

1.90 -12.77 -12.35 -11.86 -11.29 -10.53 -9.58 -8.58 -7.59 -6.59 -5.59 -4.59 -3.59 -2.59 -1.59 -0.58

2.00 -12.48 -12.08 -11.60 -11.06 -10.29 -9.34 -8.35 -7.36 -6.36 -5.36 -4.36 -3.36 -2.36 -1.36 -0.36

2.10 -12.22 -11.82 -11.36 -10.83 -10.08 -9.15 -8.18 -7.19 -6.20 -5.20 -4.20 -3.20 -2.20 -1.20 -0.20

2.20 -11.95 -11.57 -11.11 -10.60 -9.89 -8.99 -8.05 -7.10 -6.14 -5.17 -4.18 -3.18 -2.18 -1.18 -0.18

2.30 -11.68 -11.32 -10.87 -10.37 -9.69 -8.84 -7.97 -7.10 -6.23 -5.32 -4.38 -3.41 -2.42 -1.42 -0.43

2.40 -11.41 -11.06 -10.61 -10.13 -9.49 -8.70 -7.91 -7.14 -6.37 -5.57 -4.72 -3.79 -2.80 -1.80 -0.80

2.50 -11.14 -10.80 -10.36 -9.88 -9.28 -8.55 -7.84 -7.16 -6.50 -5.80 -5.01 -4.08 -3.09 -2.09 -1.09

2.60 -10.86 -10.54 -10.10 -9.62 -9.06 -8.39 -7.74 -7.15 -6.55 -5.89 -5.04 -4.07 -3.07 -2.07 -1.07

2.70 -10.58 -10.27 -9.84 -9.36 -8.82 -8.20 -7.61 -7.09 -6.56 -5.88 -4.98 -4.00 -3.00 -2.00 -1.00

2.80 -10.29 -10.00 -9.57 -9.10 -8.58 -8.00 -7.45 -6.98 -6.47 -5.74 -4.80 -3.82 -2.82 -1.83 -0.82

2.90 -9.93 -9.72 -9.30 -8.83 -8.32 -7.78 -7.27 -6.83 -6.30 -5.49 -4.54 -3.59 -2.62 -1.63 -0.63

3.00 -8.81 -8.93 -8.92 -8.56 -8.07 -7.54 -7.06 -6.62 -6.01 -5.16 -4.30 -3.47 -2.55 -1.60 -0.63

3.10 -7.76 -7.87 -8.00 -8.06 -7.77 -7.29 -6.82 -6.36 -5.68 -4.91 -4.26 -3.54 -2.76 -1.94 -1.06

3.20 -7.40 -7.40 -7.40 -7.38 -7.25 -6.95 -6.55 -6.08 -5.41 -4.82 -4.33 -3.71 -3.08 -2.34 -1.63

3.30 -7.12 -7.11 -7.11 -7.08 -6.93 -6.57 -6.22 -5.78 -5.21 -4.76 -4.37 -3.86 -3.33 -2.69 -2.17

3.40 -6.16 -6.33 -6.49 -6.62 -6.62 -6.41 -6.14 -5.84 -5.20 -4.71 -4.30 -3.85 -3.41 -2.92 -2.53

3.50 -4.52 -4.84 -5.12 -5.36 -5.56 -5.66 -5.60 -5.38 -4.95 -4.52 -4.14 -3.70 -3.21 -2.73 -2.35

3.60 -2.54 -3.00 -3.43 -3.82 -4.16 -4.40 -4.42 -4.16 -3.75 -3.02 -2.60 -2.28 -1.90 -1.55 -1.22

3.70 -0.86 -1.26 -1.72 -2.18 -2.62 -2.94 -2.78 -2.41 -1.97 -1.50 -1.04 -0.61 -0.30 0.04 0.35

3.80 -0.53 -0.53 -0.60 -0.82 -1.15 -1.42 -1.41 -1.13 -0.74 -0.33 0.13 0.58 1.00 1.32 1.62

3.90 -0.52 -0.52 -0.52 -0.49 -0.37 -0.16 0.00 0.19 0.43 0.73 1.09 1.50 1.95 2.33 2.50

4.00 -0.49 -0.49 -0.51 -0.51 -0.43 -0.07 0.63 1.24 1.54 1.77 2.01 2.33 2.51 2.92 3.23

4.10 -0.49 -0.49 -0.49 -0.48 -0.46 -0.28 0.28 1.17 2.02 2.54 2.85

4.20 -0.49 -0.49 -0.49 -0.48 -0.46 -0.38 -0.02 0.71 1.69 2.67 3.33

4.30 -0.47 -0.48 -0.49 -0.48 -0.46 -0.40 -0.20 0.38 1.31 2.35 3.38

4.40 -0.46 -0.46 -0.46 -0.46 -0.46 -0.40 -0.25 0.18 1.04 2.10 3.20

4.50 -0.46 -0.46 -0.46 -0.46 -0.45 -0.40 -0.23 0.13 0.91 1.94 3.06

4.60 -0.46 -0.46 -0.46 -0.46 -0.45 -0.43 -0.27 0.16 0.92 1.91 2.99

Tabelle A.1.: Rosselandmittel der Opazität log κR [cm2 g−1] für primordiale(Pop-III) chemische Zu-
sammensetzung (siehe Tabelle 3.1).
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log T log ρ [g cm−3]

[K] -16.00 -15.00 -14.00 -13.00 -12.00 -11.00 -10.00 -9.00 -8.00 -7.00 -6.00 -5.00 -4.00 -3.00 -2.00

1.80 -14.39 -13.39 -12.39 -11.39 -10.39 -9.39 -8.39 -7.39 -6.39 -5.39 -4.39 -3.39 -2.39 -1.39 -0.39

1.90 -14.18 -13.18 -12.18 -11.18 -10.18 -9.18 -8.18 -7.18 -6.18 -5.18 -4.18 -3.18 -2.18 -1.18 -0.18

2.00 -14.03 -13.03 -12.03 -11.03 -10.03 -9.03 -8.03 -7.03 -6.03 -5.03 -4.03 -3.03 -2.03 -1.03 -0.03

2.10 -13.92 -12.92 -11.92 -10.92 -9.92 -8.92 -7.92 -6.92 -5.92 -4.92 -3.92 -2.92 -1.92 -0.92 0.08

2.20 -13.84 -12.84 -11.84 -10.84 -9.84 -8.84 -7.84 -6.84 -5.84 -4.84 -3.84 -2.84 -1.84 -0.84 0.16

2.30 -13.79 -12.79 -11.79 -10.79 -9.79 -8.79 -7.79 -6.79 -5.79 -4.79 -3.79 -2.79 -1.79 -0.79 0.21

2.40 -13.78 -12.78 -11.78 -10.78 -9.78 -8.78 -7.78 -6.78 -5.78 -4.78 -3.78 -2.78 -1.78 -0.78 0.22

2.50 -13.80 -12.80 -11.80 -10.80 -9.80 -8.80 -7.80 -6.80 -5.80 -4.80 -3.80 -2.80 -1.80 -0.80 0.20

2.60 -13.84 -12.84 -11.84 -10.84 -9.84 -8.84 -7.84 -6.84 -5.84 -4.84 -3.84 -2.84 -1.84 -0.84 0.16

2.70 -13.87 -12.87 -11.87 -10.87 -9.87 -8.87 -7.87 -6.87 -5.87 -4.87 -3.87 -2.87 -1.87 -0.87 0.13

2.80 -13.88 -12.88 -11.88 -10.88 -9.89 -8.89 -7.89 -6.89 -5.89 -4.89 -3.88 -2.88 -1.88 -0.88 0.12

2.90 -13.85 -12.85 -11.85 -10.85 -9.85 -8.85 -7.85 -6.85 -5.85 -4.85 -3.85 -2.85 -1.85 -0.85 0.15

3.00 -13.75 -12.75 -11.75 -10.75 -9.75 -8.75 -7.75 -6.75 -5.75 -4.75 -3.75 -2.75 -1.75 -0.75 0.25

3.10 -13.59 -12.61 -11.61 -10.60 -9.60 -8.60 -7.60 -6.60 -5.60 -4.60 -3.60 -2.60 -1.60 -0.60 0.40

3.20 -13.80 -12.76 -11.64 -10.54 -9.51 -8.51 -7.50 -6.50 -5.50 -4.50 -3.50 -2.50 -1.50 -0.50 0.50

3.30 -14.06 -13.06 -12.06 -11.05 -9.97 -8.72 -7.53 -6.46 -5.44 -4.43 -3.43 -2.43 -1.43 -0.43 0.57

3.40 -12.33 -11.82 -11.30 -10.73 -10.05 -9.19 -8.22 -7.18 -5.82 -4.56 -3.47 -2.44 -1.43 -0.43 0.57

3.50 -9.70 -9.22 -8.73 -8.23 -7.73 -7.23 -6.72 -6.19 -5.51 -4.60 -3.69 -2.57 -1.50 -0.47 0.54

3.60 -6.65 -6.57 -6.39 -6.08 -5.66 -5.19 -4.70 -4.21 -3.71 -3.21 -2.72 -2.23 -1.52 -0.53 0.49

3.70 -3.71 -3.52 -3.46 -3.42 -3.36 -3.23 -2.96 -2.58 -2.12 -1.63 -1.14 -0.69 -0.33 0.12 0.71

3.80 -3.49 -2.52 -1.66 -1.18 -1.00 -0.94 -0.89 -0.81 -0.63 -0.31 0.11 0.57 1.01 1.37 1.76

3.90 -3.93 -2.94 -1.94 -0.95 -0.02 0.62 0.89 0.99 1.04 1.12 1.30 1.61 2.02 2.40 2.74

4.00 -4.29 -3.30 -2.34 -1.38 -0.38 0.60 1.52 2.13 2.38 2.47 2.54 2.66 2.89 3.23 3.54

4.10 -4.74 -3.74 -2.74 -1.74 -0.75 0.20 1.17 2.14 2.95 3.39 3.55

4.20 -5.18 -4.18 -3.18 -2.18 -1.18 -0.18 0.81 1.77 2.72 3.60 4.14

4.30 -5.40 -4.54 -3.60 -2.61 -1.61 -0.61 0.39 1.39 2.37 3.31 4.18

4.40 -5.75 -4.75 -3.76 -2.82 -1.95 -1.00 0.00 1.00 2.00 2.99 3.93

4.50 -6.13 -5.13 -4.13 -3.13 -2.13 -1.15 -0.25 0.68 1.67 2.67 3.66

4.60 -6.45 -5.45 -4.45 -3.45 -2.45 -1.45 -0.45 0.53 1.46 2.42 3.41

Tabelle A.2.: Planckmittel der Opazität log κP [cm2 g−1] für die primordiale(Pop-III) chemische Zu-
sammensetzung (siehe Tabelle 3.1) ohne Linien.
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log T log ρ [g cm−3]

[K] -16.00 -15.00 -14.00 -13.00 -12.00 -11.00 -10.00 -9.00 -8.00 -7.00 -6.00 -5.00 -4.00 -3.00 -2.00

1.80 -4.36 -4.36 -4.36 -4.36 -4.36 -4.36 -4.36 -4.36 -4.36 -4.32 -4.07 -3.34 -2.38 -1.39 -0.39

1.90 -4.54 -4.54 -4.54 -4.54 -4.54 -4.54 -4.54 -4.53 -4.53 -4.45 -4.02 -3.16 -2.18 -1.18 -0.18

2.00 -4.71 -4.71 -4.71 -4.71 -4.71 -4.71 -4.71 -4.71 -4.69 -4.54 -3.95 -3.02 -2.03 -1.03 -0.03

2.10 -4.89 -4.89 -4.89 -4.89 -4.89 -4.89 -4.89 -4.88 -4.85 -4.60 -3.88 -2.92 -1.92 -0.92 0.08

2.20 -5.06 -5.06 -5.06 -5.06 -5.06 -5.06 -5.05 -5.05 -4.99 -4.63 -3.81 -2.83 -1.84 -0.84 0.16

2.30 -5.39 -5.29 -5.24 -5.22 -5.22 -5.22 -5.22 -5.21 -5.11 -4.65 -3.77 -2.79 -1.79 -0.79 0.21

2.40 -6.01 -5.98 -5.90 -5.75 -5.57 -5.45 -5.40 -5.36 -5.23 -4.68 -3.77 -2.78 -1.78 -0.78 0.22

2.50 -6.08 -6.08 -6.08 -6.07 -6.05 -5.98 -5.86 -5.68 -5.39 -4.73 -3.79 -2.80 -1.80 -0.80 0.20

2.60 -6.13 -6.13 -6.13 -6.13 -6.13 -6.12 -6.10 -6.00 -5.60 -4.80 -3.83 -2.84 -1.84 -0.84 0.16

2.70 -6.16 -6.16 -6.16 -6.16 -6.16 -6.16 -6.15 -6.08 -5.68 -4.84 -3.87 -2.87 -1.87 -0.87 0.13

2.80 -6.15 -6.15 -6.15 -6.15 -6.15 -6.15 -6.14 -6.07 -5.69 -4.86 -3.88 -2.88 -1.88 -0.88 0.12

2.90 -6.05 -6.05 -6.05 -6.05 -6.05 -6.05 -6.05 -5.99 -5.64 -4.82 -3.85 -2.85 -1.85 -0.85 0.15

3.00 -5.91 -5.91 -5.91 -5.91 -5.91 -5.91 -5.91 -5.85 -5.52 -4.72 -3.74 -2.75 -1.75 -0.75 0.25

3.10 -5.73 -5.57 -5.51 -5.48 -5.48 -5.48 -5.47 -5.44 -5.23 -4.55 -3.60 -2.60 -1.60 -0.60 0.40

3.20 -8.02 -7.06 -6.31 -5.82 -5.27 -4.83 -4.65 -4.58 -4.52 -4.23 -3.46 -2.50 -1.50 -0.50 0.50

3.30 -11.02 -10.02 -9.02 -8.02 -7.07 -6.32 -5.79 -5.08 -4.33 -3.84 -3.29 -2.41 -1.43 -0.43 0.57

3.40 -12.05 -11.51 -10.91 -10.20 -9.34 -8.39 -7.42 -6.53 -5.62 -4.51 -3.44 -2.42 -1.43 -0.43 0.57

3.50 -9.69 -9.21 -8.72 -8.22 -7.72 -7.22 -6.71 -6.18 -5.50 -4.59 -3.69 -2.57 -1.50 -0.47 0.54

3.60 -6.65 -6.57 -6.39 -6.08 -5.66 -5.19 -4.70 -4.21 -3.71 -3.21 -2.72 -2.23 -1.52 -0.53 0.49

3.70 -3.71 -3.52 -3.46 -3.42 -3.36 -3.23 -2.96 -2.58 -2.12 -1.63 -1.14 -0.69 -0.33 0.12 0.71

3.80 -3.49 -2.52 -1.66 -1.18 -1.00 -0.94 -0.89 -0.81 -0.63 -0.31 0.11 0.57 1.01 1.37 1.76

3.90 -3.84 -2.93 -1.94 -0.95 -0.02 0.62 0.89 0.99 1.04 1.12 1.30 1.61 2.02 2.40 2.74

4.00 -3.87 -2.91 -2.08 -1.32 -0.38 0.61 1.52 2.13 2.38 2.47 2.54 2.66 2.89 3.23 3.54

4.10 -4.53 -3.53 -2.53 -1.54 -0.58 0.28 1.18 2.14 2.95 3.39 3.55

4.20 -5.08 -4.08 -3.08 -2.08 -1.08 -0.08 0.90 1.81 2.73 3.60 4.14

4.30 -5.39 -4.50 -3.55 -2.55 -1.55 -0.56 0.44 1.44 2.41 3.33 4.18

4.40 -5.75 -4.75 -3.76 -2.81 -1.93 -0.97 0.02 1.02 2.02 3.01 3.94

4.50 -6.13 -5.13 -4.13 -3.13 -2.13 -1.15 -0.24 0.69 1.68 2.68 3.67

4.60 -6.45 -5.45 -4.45 -3.45 -2.45 -1.45 -0.45 0.53 1.47 2.43 3.42

Tabelle A.3.: Planckmittel der Opazität log κP [cm2 g−1] für die primordiale(Pop-III) chemische Zu-
sammensetzung (siehe Tabelle 3.1) mit Linien.



B. Thermische und viskose Instabilität

Wir haben in 4.1 2 Gleichungen entwickelt (Gln. 4.1 und 4.2). Mittels der Drehimpulsgleichung (2.22)
kann diese in ein System aus 3 Gleichungen in ρ, T und Σ geschrieben werden :

P = ρ
kBT
µmp
+

4σT 4

3cτeff

(

τR +
4
3

)

= G
(

M
4ρr3 + π

)

Σ2 (B.1)

Q+ =
9
8
νtΣΩ

2 =
4σ

3τeff
T 4 = Q− (B.2)

Ṁ = 3πνtΣ . (B.3)

Hier ist νt und τeff/R/P jeweils eine Funktion von ρ, T und Σ. Im Folgenden soll x̄ für log x stehen.

B.1. Viskose Instabilität

Unser Instabilitätskriterium (2.30) für viskose Instabilität benötigt die Ableitung
(

∂ log Ṁ
∂ logΣ

)

P,Q+=Q−
=
∂ ˙̄M
∂ρ̄

∂ρ̄

∂Σ̄
+
∂ ˙̄M
∂T̄
∂T̄
∂Σ̄
+
∂ ˙̄M
∂Σ̄
. (B.4)

Gleichungen B.1 und B.2 liefern uns die Variation in Q+, Q− und P:

δQ̄+ =
(

∂ν̄t

∂ρ̄

∂ρ̄

∂Σ̄
+
∂ν̄t

∂T̄
∂T̄
∂Σ̄
+
∂ν̄t

∂Σ̄
+ 1

)

δΣ̄ ,

δQ̄− =
[(

4 − ∂τ̄eff
∂T̄

)

∂T̄
∂Σ̄
− ∂τ̄eff
∂ρ̄

∂ρ̄

∂Σ̄
− ∂τ̄eff
∂Σ̄

]

δΣ̄ ,

und δP = ρ
kBT
µmP

[(

1 − ∂µ
∂ρ

)

∂ρ̄

∂Σ̄
+

(

1 − ∂µ̄
∂T̄

)

∂T̄
∂Σ̄

]

δΣ̄

+
4σ

3cτeff
T 4

(

τR +
4
3

) [

−∂τ̄eff
∂ρ̄

∂ρ̄

∂Σ̄
+

(

4 − ∂τ̄eff
∂T̄

)

∂T̄
∂Σ̄
− ∂τeff
∂Σ̄

]

δΣ̄

+
4στR
3cτeff

T 4
(

∂τ̄R

∂ρ̄

∂ρ̄

∂Σ̄
+
∂τ̄R

∂T̄
∂T̄
∂Σ̄
+
∂τ̄R

∂Σ̄

)

δΣ̄

= 2G
[

π +
M

4ρr3

(

1 − 1
2
∂ρ̄

∂Σ̄

)]

Σ2δΣ̄ .

Mit den Abkürzungen

Pgas = ρ
kBT
µmP

, Prad =
4σ

3cτeff
T 4

(

τR +
4
3

)

, Pc =
GM
4ρr3Σ

2 und PKSG = πGΣ2 ,

sowie

P = Pgas + Prad = Pc + PKSG , βP =
Pgas

P
und ηKSG =

Pc

P
=

M
4πρr3 + M

,
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können wir die letzte Beziehung etwas kompakter schreiben:

δP̄ =
∂P̄
∂ρ̄

∂ρ̄

∂Σ̄
+
∂P̄
∂T̄
∂T̄
∂Σ̄
+
∂P̄
∂Σ̄
= 2 − ηKSG

∂ρ̄

∂Σ̄
, (B.5)

mit

∂P̄
∂ρ̄

= βP

(

1 − ∂µ̄
∂ρ̄

)

+ (1 − βP)















−∂τ̄eff
∂ρ̄
+
τR

τR +
4
3

∂τ̄R

∂ρ̄















∂P̄
∂T̄

= βP

(

1 − ∂µ̄
∂T̄

)

+ (1 − βP)















4 − ∂τ̄eff
∂T̄
+
τR

τR +
4
3

∂τ̄R

∂T̄















und
∂P̄
∂Σ̄

= (1 − βP)















−∂τ̄eff
∂Σ̄
+
τR

τR +
4
3

∂τ̄R

∂Σ̄















sowie

τR/P =
1
2
Σκ0,R/Pρ

AR/PT BR/P τeff = τR +
4
3
+

2
3τP

∂τ̄eff

∂
(

ρ̄, T̄ , Σ̄
) =
τR

τeff

∂τ̄R

∂
(

ρ̄, T̄ , Σ̄
) − 2

3τPτeff

∂τ̄P

∂
(

ρ̄, T̄ , Σ̄
)

∂τ̄R/P

∂ρ̄
= AR/P

∂τ̄eff

∂ρ̄
= AR

τR

τeff
− AP

2
3τPτeff

∂τ̄R/P

∂T̄
= BR/P

∂τ̄eff

∂T̄
= BR

τR

τeff
− BP

2
3τPτeff

∂τ̄R/P

∂Σ̄
= 1

∂τ̄eff

∂Σ̄
=
τR

τeff
− 2

3τPτeff

Unsere gesuchte Ableitung (Gl. B.4) muß nun die beiden Nebenbedingungen erfüllen:

δ
(

Q+ − Q−
)

= 0 und δP = 0 .

Wir bekommen damit folgende 2 Gleichungen
(

x = ∂ρ̄
∂Σ̄
, y = ∂T̄

∂Σ̄

)

Ax + By +C = 0

Dx + Ey + F = 0

mit

A =
∂ν̄t

∂ρ̄
+
∂τ̄eff

∂ρ̄
D =

∂P̄
∂ρ̄
+ ηKSG

B =
∂ν̄t

∂T̄
+
∂τ̄eff

∂T̄
− 4 E =

∂P̄
∂T̄

C =
∂ν̄t

∂Σ̄
+
∂τ̄eff

∂Σ̄
+ 1 F =

∂P̄
∂Σ̄
− 2
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und den Viskositätsableitungen für α-Viskosität (2.24):

∂ν̄t

∂ρ̄
=
∂P̄
∂ρ̄
− 1

∂ν̄t

∂T̄
=
∂P̄
∂T̄

∂ν̄t

∂Σ̄
=
∂P̄
∂Σ̄
.

Interessanterweise ist

∂ν̄t

∂ρ̄
= D − (ηKSG + 1)

∂ν̄t

∂T̄
= E

∂ν̄t

∂Σ̄
= F + 2 .

Das lineare Gleichungssystem hat eine Lösung, falls AE − BD , 0. Dann ist

∂ρ̄

∂Σ̄
= x =

BF −CE
AE − BD

∂T̄
∂Σ̄
= y =

CD − AF
AE − BD

.

Schließlich muß die Ableitung in (B.4) entwickelt werden:

(

∂ log Ṁ
∂ logΣ

)

P,Q+=Q−
=
∂ ˙̄M
∂ρ̄

∂ρ̄

∂Σ̄
+
∂ ˙̄M
∂T̄
∂T̄
∂Σ̄
+
∂ ˙̄M
∂Σ̄

=
∂ ˙̄M
∂ν̄t

∂ν̄t

∂ρ̄

∂ρ̄

∂Σ̄
+
∂ ˙̄M
∂ν̄t

∂ν̄t

∂T̄
∂T̄
∂Σ̄
+
∂ ˙̄M
∂ν̄t

∂ν̄t

∂Σ̄
+ 1

=
∂ν̄t

∂ρ̄

∂ρ̄

∂Σ̄
+
∂ν̄t

∂T̄
∂T̄
∂Σ̄
+
∂ν̄t

∂Σ̄
+ 1

=
[

D − (ηKSG + 1)
] BF −CE

AE − BD
+ E

CD − AF
AE − BD

+ F + 3

=
(ηKSG + 1) (CE − BF)

AE − BD
+ 3 . (B.6)

Auf eine weitere Vereinfachung der Ableitung wird verzichtet, da die Terme sonst sehr unhandlich
werden. Mittels der Definitionen von A, B,C,D, E und F sowie der weiteren in diesem Abschnitt be-
rechneten Ableitungen kann das Kriterium ausgerechnet werden. Explizit haben wir nur interessante
Grenzfälle betrachtet (siehe Tabellen 2.3 und 2.4).

B.2. Thermische Instabilität

Die Bedingung für thermische Instabilität (2.29) erfordert die Ableitung
(

d log Q+

d log T

)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

P
−

(

d log Q−

d log T

)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

P
> 0 (B.7)

unter der Nebenbedingung δP = 0. Diese liefert sofort

δP̄ = Dδρ̄ + EδT̄ = 0 δρ̄ = −E
D
δT̄ .
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Entwickelt man die Ableitung (B.7), folgt

(

d log Q+

d log T

)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

P
−

(

d log Q−

d log T

)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

P
=

(

∂Q̄+

∂ρ̄
− ∂Q̄

−

∂ρ̄

)

∂ρ̄

∂T̄
+

(

∂Q̄+

∂T̄
− ∂Q̄

−

∂T̄

)

= −AE
D
+ B .

Es ist ersichtlich, daß D = ∂P̄
∂ρ̄ > 0 gilt (vorausgesetzt ∂µ∂ρ < 1). Damit wird unser Kriterium für

thermische Instabilität
AE − BD < 0 . (B.8)

Wie auch im vorangegangenen Abschnitt wurde auf die explizite Angabe des Kriteriums verzichtet.
Interessante Grenzfälle finden sich in den Tabellen 2.2 und 2.4).

Es ist jedoch auffällig, daß in unserer Ableitung des Kriteriums für thermische Instabilität (B.8) das
Vorzeichen desselben Terms (AE-BD) eine Rolle spielt wie im Falle der viskosen Instabilität (B.6).
Ob es jedoch einen stringenten Zusammenhang gibt, soll im Folgenden untersucht werden.

B.3. Zusammenhang zwischen thermischer und viskoser Instabilität

Im Folgenden wollen wir für die Grenzfälle optisch dick und optisch dünn nach Zusammenhängen
zwischen beiden Instabilitäten suchen. Für viskose Instabilität hatten wir (B.6)

(

∂ log Ṁ
∂ logΣ

)

P,Q+=Q−
=

(ηKSG + 1) (CE − BF)
AE − BD

+ 3

=
(ηKSG + 1) (CE − BF) + 3(AE − BD)

AE − BD
.

B.3.1. optisch dick (τR � 1)

AE − BD =

(

∂P̄
∂ρ̄
− 1 + AR

)

∂P̄
∂T̄
−

(

∂P̄
∂T̄
− 4 + BR

) (

∂P̄
∂ρ̄
+ ηKSG

)

=
∂P̄
∂T̄

(AR − 1 − ηKSG) −
(

∂P̄
∂ρ̄
+ ηKSG

)

(BR − 4)

=

(

βP

(

1 − ∂µ̄
∂T̄

)

+ 4 (1 − βP)
)

(AR − 1 − ηKSG) −
(

βP

(

1 − ∂µ̄
∂ρ̄

)

+ ηKSG

)

(BR − 4)

(B.9)

CE − BF =

(

2 +
∂P̄
∂Σ̄

)

∂P̄
∂T̄
−

(

∂P̄
∂T̄
+ BR − 4

) (

∂P̄
∂Σ̄
− 2

)

= 4
∂P̄
∂T̄
− (BR − 4)

(

∂P̄
∂Σ̄
− 2

)

= 4
(

βP

(

1 − ∂µ̄
∂T̄

)

+ 4 (1 − βP)
)

+ 2 (BR − 4)

(ηKSG + 1) (CE − BF) = 4
(

βP

(

1 − ∂µ̄
∂T̄

)

+ 4 (1 − βP)
)

(ηKSG + 1) + 2 (ηKSG + 1) (BR − 4)
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c

a

d

b

βP = 0βP = 1

η
K

SG
=

0
η

K
SG
=

1

Abbildung B.1.: Illustration der Instabilitätsbedingungen (τR � 1) für bestimmte Grenzfälle,
abhängig von AR und BR: (a) βP = 1, ηKSG = 1, (b) βP = 0, ηKSG = 1, (c)
βP = 1, ηKSG = 0, (d) βP = 0, ηKSG = 0. Blaue Gebiete zeigen thermische und
viskose Stabilität und, rote Gebiete sind thermisch instabil, hellblaue Bereiche sind
thermisch-viskos instabil und gelbe Bereiche sind viskos instabil. Die Kreuze zei-
gen die Temperatur- und Dichteabhängigkeiten der Bell und Lin (1994) Fits an das
Rosselandmittel der Opazität (vgl. Tabelle 2.4).
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(ηKSG + 1) (CE − BF) + 3 (AE − BD) = 4
(

βP

(

1 − ∂µ̄
∂T̄

)

+ 4 (1 − βP)
)

(ηKSG + 1)

+2 (ηKSG + 1) (BR − 4)

+3
(

βP

(

1 − ∂µ̄
∂T̄

)

+ 4 (1 − βP)
)

(AR − 1 − ηKSG)

−3
(

βP

(

1 − ∂µ̄
∂ρ̄

)

+ ηKSG

)

(BR − 4)

=

(

βP

(

1 − ∂µ̄
∂T̄

)

+ 4 (1 − βP)
)

(3AR + ηKSG + 1)

+ (BR − 4)
(

2 − ηKSG − 3βP

(

1 − ∂µ̄
∂ρ̄

))

(B.10)

• 1.Fall: AE − BD > 0, (ηKSG + 1) (CE − BF) + 3 (AE − BD) < 0

(BR − 4) <

(

βP
(

1 − ∂µ̄
∂T̄

)

+ 4 (1 − βP)
)

(AR − 1 − ηKSG)
(

βP
(

1 − ∂µ̄∂ρ̄
)

+ ηKSG
)

(

βP

(

1 − ∂µ̄
∂T̄

)

+ 4 (1 − βP)
)

< − BR − 4
3AR + 1 + ηKSG

(

2 − ηKSG − 3βP

(

1 − ∂µ̄
∂ρ̄

))

(3AR + 1 + ηKSG)
(

βP

(

1 − ∂µ̄
∂ρ̄

)

+ ηKSG

)

<

(

3βP

(

1 − ∂µ̄
∂ρ̄

)

+ ηKSG − 2
)

(AR − 1 − ηKSG)

(2ηKSG + 2) AR < − (1 + ηKSG)
(

4βP

(

1 − ∂µ̄
∂ρ̄

)

+ 2ηKSG − 2
)

AR < −1
2

(

4βP

(

1 − ∂µ̄
∂ρ̄

)

+ 2ηKSG − 2
)

– (a) Für βP = 1 (Pgas � Prad) ist die rechte Seite immer negativ. Da es keinen Absorpti-
onseffekt mit AR < 0 gibt, tritt dieser Fall niemals ein.

– (b) Für βP = 0 (Pgas � Prad) jedoch kann AR < C mit C > 0 eintreten, insbesondere für
ηKSG = 0.

• 2.Fall: AE − BD < 0, (ηKSG + 1) (CE − BF) + 3 (AE − BD) > 0

Die Argumentation ist hier analog modulo entgegengesetztes Vorzeichen, wir bekommen

AR > −1
2

(

4βP

(

1 − ∂µ̄
∂ρ̄

)

+ 2ηKSG − 2
)

– (a) Für βP = 1 (Pgas � Prad) ist die rechte Seite immer negativ. Da für alle physikalisch
relevanten Absorptionseffekte 0 ≤ AR ≤ 1 gilt, ist dies der Fall für viskose Instabilität.

– (b) Für βP = 0 (Pgas � Prad) jedoch kann AR > C mit 0 ≤ C ≤ 1 eintreten.

Für physikalisch relevante Absorptionsmechanismen trifft im gasdruckdominierten Fall (βP = 1)
nur Fall 2a zu. Dieser gilt nur unter der Bedingung AE − BD < 0. Die Bedingung für thermische
Instabilität (B.8) fordert aber gerade AE−BD < 0. Damit ist gezeigt, daß eine viskos instabile Scheibe
auch thermisch instabil ist, solange βP = 1 gilt. Dies gerechtfertigt in diesem Falle die Bezeichnung
thermisch-viskose Instabilität, allerdings (noch) unter der Maßgabe, daß die Scheibe optisch dick ist.
Im strahlungsdruckdominierten Fall ( βP = 0) jedoch kann jedoch sowohl Fall 1b als auch 2b zutreffen.
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B.3.2. optisch dünn (τR � 1)

AE − BD =

(

∂P̄
∂ρ̄
− 1 − AP

)

∂P̄
∂T̄
−

(

∂P̄
∂T̄
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) (
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(B.11)

CE − BF =
∂P̄
∂Σ̄

∂P̄
∂T̄
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∂T̄
− BP − 4
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)

= 2
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(
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= 2
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+ (BP + 4) (−2 + (1 − βP))

= 2βP

(

1 − ∂µ̄
∂T̄

)

+ (BP + 4) (1 − 3βP) (B.12)

(ηKSG + 1) (CE − BF) + 3 (AE − BD) = (ηKSG + 1)
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+ (BP + 4) (1 − 3βP)
)
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(
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= (BP + 4)
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3βP
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)

−βP
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(ηKSG + 1 + 3AP) (B.13)
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• 1.Fall: AE − BD > 0, (ηKSG + 1) (CE − BF) + 3 (AE − BD) < 0

(BP + 4) >
βP

(

1 − ∂µ̄
∂T̄

)

(AP + 1 + ηKSG)

βP
(

1 − ∂µ̄∂ρ̄
)

+ ηKSG − (1 − βP) (1 + ηKSG)

(BP + 4) <
βP

(

1 − ∂µ̄
∂T̄

)

(ηKSG + 1 + 3AP)
(

3βP
(

1 − ∂µ̄∂ρ̄
)

+ ηKSG − 1
)

βP
(

1 − ∂µ̄∂ρ̄
)

+ ηKSG − (1 − βP) (1 + ηKSG)

βP
(

1 − ∂µ̄
∂T̄

)

(AP + 1 + ηKSG)
>

(

3βP
(

1 − ∂µ̄∂ρ̄
)

+ ηKSG − 1
)

βP
(

1 − ∂µ̄
∂T̄

)

(ηKSG + 1 + 3AP)
.

– (a) Für βP = 1 (Pgas � Prad) folgt

AP >
(η + 1)

(

2η − 1 + 2
(

1 − ∂µ̄∂ρ̄
))

2η + 1
,

Für verschwindenden Dichte-Gradienten von µ ergibt sich AP > 1. Dieser Fall ist für
keinen realistischen Absorptionsmechanismus erfüllt. Falls der Dichte-Gradienten von µ
nicht verschwindet (Er ist entweder Null oder negativ), folgt AP > C mit C > 1. Dann ist
dieser Fall nicht länger allgemeingültig.

– (b) Für βP = 0 (Pgas � Prad) folgt
0 > 0 .

Das ist nicht verwunderlich: Die beiden Terme AE − BD und (ηKSG + 1) (CE − BF) +
3 (AE − BD) haben dasselbe Vorzeichen.

• 2.Fall: AE − BD < 0, (ηKSG + 1) (CE − BF) + 3 (AE − BD) > 0

– (a) Für βP = 1 (Pgas � Prad) folgt analog ui Fall 1a, nur mit umgekehrten Ungleichheits-
zeichen:

AP <
(η + 1)

(

2η − 1 + 2
(

1 − ∂µ̄∂ρ̄
))

2η + 1
,

Die Argumentation ist invers zu 1a: Für verschwindenden Dichtegradienten von µ ist AP <

1. Dann ist dieser Fall für alle realistisch auftretenden Absorptionsmechanismen gülltig.
Bei Vorhandensein eines Gradienten kann dieser Fall jedoch nur noch eingeschränkt gültig
sein, da sich dann die kleinste obere Schranke unter 1 senkt.

– (b) Für βP = 0 (Pgas � Prad) folgt
0 > 0 .

Das ist nicht verwunderlich: Die beiden Terme AE − BD und (ηKSG + 1) (CE − BF) +
3 (AE − BD) haben dasselbe Vorzeichen.

Damit haben wir hier wiederum die Koinzidenz von viskoser mit thermischer Instabilität auch im
optisch dünnen Limes gezeigt, allerdings mit der Einschränkung, daß der Dichtegradienten von µ
verschwinden muß. Alleine Fall 2a ist physikalisch relevant.

Es ist dadurch bewiesen, daß im gasdruckdominierten Fall eine viskos instabile Scheibe auch ther-
misch instabil ist, unabhängig von optisch dick und dünn. Damit ist die Bezeichnung thermisch-
viskose Instabilität gerechtfertigt. Eine Einschränkung folgt aus der Tatsache, daß der Dichtegradient
des mittleren Molekulargewichts verschwinden muß
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